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RESUMO

Neste trabalho, investigaremos um problema de transmissao para uma viga ter-
moelastica do tipo III, mais precisamente, estudaremos um problema acoplado em dois
intervalos distintos com uma fronteira em comum aonde fluxo de calor ocorre por pulsos
de calor como um especie de ondas térmicas em velocidade finita de propagacao. Em uma
extremidade temos uma parte termoelastica pequena e o restante de material elastico.
Nesta viga procuraremos o comportamento assintético. Assim, estamos interessados no
mecanismo dissipativo efetivo que atua na parte termoelastica e que permite demonstrar

a estabilidade exponencial bem como existéncia e unicidade de solucao.

Palavras Chaves: Estabilidade Exponencial; Semigrupos; Semigrupos

Analiticos e Sistema Termoelastico.



ABSTRACT

In this work, we will investigate a transmission problem for a type III thermoelastic
beam, more precisely, we will study a problem coupled in two distinct intervals with a
common boundary where heat flow occurs by heat pulses as a kind of thermal waves at
finite speed of propagation. On one side we have a small thermoelastic part and the
rest of elastic material. In this beam will provide for asymptotic behavior. Thus, we are
interested in the efficient dissipative mechanism that exists in the thermoelastic part that
allows us to demonstrate exponential stability as well as the existence and uniqueness of

the solution.

Keywords: Exponential Stability; Semigroups; Analytical Semigroups and

Thermoelastic System.
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Capitulo 1

Introducao

Nesta tese investigaremos o comportamento assintotico de uma viga unidimensional
composta de materiais termoeldstico e/ou elastico. Estes tipos de materiais estao pre-
sentes em muitas situacoes da Engenharia, por exemplo, desde plataformas de petréleo
até satélites artificiais cuja construcao estd relacionada a deformacoes e tensoes induzidas
termicamente na estrutura, o que podem causar danos que levam a falhas irrecuperaveis.
Por essa razao, o estudo do comportamento assintético (estabilidade exponencial, falta
de estabilidade ou estabilidade polinomial) e os efeitos regularizantes (diferenciabilidade
ou analiticidade) sdo de grande importéancia.

A estabilidade dos sistemas em uma estrutura sao baseados em um projeto e através
das combinagoes adequadas de materiais e controle térmico adequado podem limitar os
problemas causados pela temperatura dos suportes estruturais e instrumentos. Portanto,
estes materiais sao de interesse em varias areas da ciéncia e da engenharia.

Note que muitos problemas interessantes podem surgir quando a dissipacao atua ou
mesmo nao existe em diferentes intervalos da viga; por exemplo, se a viga for de material
elastico nao ha dissipacao efetiva. Por outro lado, uma viga de material totalmente
termoeldstico apresentaria dissipa¢do em todo intervalo |0, ¢], j4 no modelo localizado, a

dissipacao estaria apenas no intervalo (g, ¢].
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Um problema do tipo III

Um problema do tipo III é um problema onde o fluxo de calor ocorre por pulsos de
calor em sélidos rigidos e/ou materiais elasticos como um especie de ondas térmicas em
velocidade finita de propagacao, por exemplo, sdo como os efeitos térmicos em uma viga
em balanco. Note que experimentalmente em baixas temperaturas, o calor se propagam
como ondas térmicas. Esse fenomeno é conhecido second sound, e é semelhante a pro-
pagacao de ondas no ar o que justifica o nome (veja [19]). A condicao do Tipo III que
também consideramos é a resposta deste material a este fendomeno térmico o qual é ba-
seado nas funcoes constitutivas. Este tipo de condi¢ao foi apresentada em 1991 quando
Green & Naghdi [7, i8] apresentaram as trés teorias termoeldsticas que a denominaram
do tipo I, IT e III.

Os materiais elasticos sdo aqueles apresentam um tipo de memoria cujas as equagoes
constitutivas para o tensor stress sdo dadas da seguinte forma 7" = T'(F'), onde F ¢é o
gradiente de deformagdo. Por outro lado, materiais termoelédsticos sao aqueles sensiveis a
variacao de temperatura, que deformam o sélido pelo aumento ou diminui¢ao de tempe-
ratura. Assim, quando a conducao de calor é levada em consideracao nos materiais com
propriedades elasticas devemos considerar a temperatura 6 e o gradiente de temperatura
g como variaveis constitutivas, deste modo, um material termoelastico é caracterizado
com equagoes constitutivas da forma C = F(F, 6, g).

Vale destacar que as equagodes para um determinado sistema sao baseadas em um
sistemas de equagoes consistindo das Leis de Balango de massa, de momento e de energia, e
para maiores detalhes veja [12]. Em nosso contexto, sao equagoes de balango de momento
e de energia envolvendo variaveis constitutivas u,, 6 e 0,.

As fungoes constitutivas para estas trés teorias termoelasticas quando linearizadas nos
dizem que: as de tipo I sdo 0o mesmo que a teoria classica de condugao de calor (Lei de
Fourier), e as do tipo II e III s@o as que permitem propagacao de ondas térmicas em
velocidade finita. Em outros termos, as do tipo I o fluxo de calor é andlogo ao fluxo
“viscoso” em dinamicas dos fluidos, as do tipo II é andlogo a propagacao de ondas em

um meio eléstic e as do tipo III, que é o caso desta tese, o fluxo de calor em um sélido

1O que ndo tem nada haver com a termoelasticidade padrao de um sélido deforméavel.
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Material Termoelastico (M.T.)

Figura 1.1: Viga totalmente termoelastica

estacionario rigido é andlogo ao fluxo de um tipo de fluido viscoelastico [7].

Vigas Termoelastica do Tipo III

Nesta tese estudaremos duas situagoes para vigas termoelasticas do tipo III. A pri-
meira quando o material é completamente termoelastico o modelo fica definido pelo se-

guinte sistema de equagoes

P + QUgyry + MOy = 0 para z € (0,4), t > 0, (1.1)

Oy — KOz — KoOpzt — Mgy = 0 para z € (0,4), t > 0, (1.2)
com as condigOes iniciais da forma

u(0,x) = ug(x), u(0,2) = uy(x), em (0,7), (1.3)
0(0,2) = by(x),0:(0,2) = 01(z) em (0, 7), (1.4)

e munida as condi¢bes de contorno:

u(t,0) = u(t,f) = ux(t,0) = ux(t,£) =0 em (0,00). (1.5)

0,(t,0) = 0,(t,0) = 0 em (0,0). (1.6)

Para este caso provaremos que o semigrupo é analitico. As hipéteses que assumimos

no caso totalmente termoeldastico é que p, a, ¢, kK, m e Ky sao contantes positivas definindo
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funcoes continuas. Note que u representa o deslocamento longitudinal e # o deslocamento
de temperatura da viga em vibragao engastada(fixada) em suas extremidades e nao isola-
das adequadamente o que permite a passagem de calor. Para uma aplicacao, por exemplo,
podemos considerar uma viga de aco afetada pelo fogo. O aco perde suas propriedades
acima de uma determinada temperatura, neste caso uma viga ou um elemento estrutu-
ral com mesmas caracteristicas deixa de atuar como viga, isto é, perde a capacidade de
suportar o seu peso e seu carregamento. Agora, uma viga de material termoelastico que
pode ser considerada, a saber, uma viga de aco protegida por um revestimento de pintura
o qual estara sujeito a altas temperaturas pode ter um tempo maior de integridade para

a viga. Todavia, este tempo serd determinado pelo mecanismo de dissipacao.

Modelo Localizado

O principal sistema termoelastico do tipo III que consideramos neste trabalho é o

composto de dois materiais (elastico e termoeldstico) governado pelo sistema abaixo com

condigbes iniciais da forma (L3))-(T4]).

PU + QUgyry + MOy = 0 para x €]0, 4], t > 0, (1.7)

by — KO — KoOpat — Mgy + 060 = 0 para x €]y, ([, t > 0. (1.8)

As condigoes de fronteira para u sao da forma (L)), e para a variavel térmica 6 sdo dadas

abaixo,

0.(t,0y) = 0,(t,¢) =0 parat € (0,00). (1.9)

A equacgao para temperatura é dada por uma equacao de segunda ordem no tempo e,
juntamente com a primeira equacgao, asseguram a consisténcia do modelo. Assumiremos
neste caso que p, a, ¢, k, kg € 0 s20 contantes positivas e assim definindo funcgoes continuas,

porém a diferenga significativa com o caso anterior é que m = m(z) definird uma funcgao
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descontinua da forma abaixo,

0, se 0 < x < /{,
m(z) =

mo se by < x </,

que indica a mudanca do material termoeldstico para o elastico. Uma outra diferenca
é acréscimo do termo 66 na segunda equacao que representa uma especie de mecanismo
de amortecimento térmico uma vez que # representa o deslocamento de temperatura ao
longo do intervalo termoelastico, onde ¢ é a contante de condutividade térmica. Note que
a equacao do calor acoplada ao modelo de vigas termoelasticas é do tipo Kelvin-Voight
e o funcional de energia para o problema com o termo 06 é equivalente ao funcional de
energia para o problema sem este termo, uma vez que temos a validade da Desigualdade
de Poincaré. Em outras palavras, este mecanismo poderia ser retirado sem prejuizo a
validade do resultado.

Agora, observando que este modelo é descontinuo entao para tratar este problema no
contexto da teoria de semigrupos precisamos além das condigoes iniciais e de contorno
outras condicoes: as condigoes de transmissao. Estas surgem para manter boas proprie-
dades fisicas do sistema. Por essa razao, devemos incorporar condi¢oes de continuidade

do material e do tensor stress. Para esse objetivo, introduzimos seguinte a notagao:

M = aug, + mb.

Por consequéncia, consideramos condi¢oes de continuidade:

ully) =u(ly), ua(ly) = us(ly),

e a condicao de acao e reacao:

Na figura 1.2, a viga esta configurada no intervalo ]0, /5| de material eldstico; ja no

intervalo ]¢y, ¢| de material termoeldstico do tipo III. Para fazer uma aplicagao breve

14



Material Elastico (M.E.) (M.T.)
0 by 4

Figura 1.2: Viga parcialmente termoelastica

deste modelo considere a situagao de uma viga de ago onde num intervalo que pode ser
pequeno é aplicado uma pintura de protecao. Note que nesta situacao o revestimento
(a parte considera termoeldstica) nao é suficiente para assegurar um tempo maior para

integridade da viga.

Mecanismo Dissipativo Efetivo

Podemos visualizar o mecanismo dissipativo de uma viga totalmente termoeléstica

através do funcional de energia
B _1 ‘ 2 2 Ak 6,1*) d
(=5 [ (Pl + b+ 5I6Lf? + clo?) d

Neste caso ¢é simples verificar que

4
L ey = —/ o0 |2d. (1.10)
dt 0

J& no caso parcialmente termoelastico a energia deve ser definida como

1 r¢ 1 /¢
E(t):§/0 (plurl? + oz ?) da:+§/£ (k16,12 + cl6:[? + 510]?) da

0

cuja derivada do sistema obtemos o seguinte expressao:

d

Y4
SB() = —/ZO o0 |2di (1.11)

Finalmente, a dificuldade é mostrar que a dissipagao concentrada no intervalo |lg, £ é

suficiente para estabilizar todo o sistema.
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Pesquisa Bibliografica

Vejamos a seguir um breve apresentacao da pesquisa bibliografia feita para compor a

presente tese, organizada por cronologia.

1.

Em 2002, Quintanilla & Racke [34] provaram a estabilidade exponencial para dife-
rentes condig¢oes de contorno com o Método da Energia e Métodos espectrais para
um sistema hiperbélico termoelastico. Os mesmos também investigaram a estabili-

dade para duas ou trés dimensoes e a equiparacao de energia.

. Em 2010, Liu & Quintanilha [26] analisaram um sistema de equagoes de evolugao

que governa placas termoelasticas do tipo III protendidas isotrépicas e homogéneas.
Provaram que o semigrupo que gera solugoes analiticas, que implica na impossibi-
lidade de localizacao de solugoes. Diferentes condig¢oes de contorno também foram
consideradas. Por outro lado, no mesmo ano, Sare, Rivera & Quintanilla [10] inves-
tigam o comportamento assintotico do semigrupo associado ao solugoes do problema
de valor de contorno inicial para um termoelastico unidimensional material ndao sim-
ples. Os autores mostraram que o semigrupo é exponencialmente estavel, mas nao
¢é analitico para determinadas condi¢oes de contorno e mostraram a impossibilidade

de localizacao no tempo das solugoes.

. Em 2012, Sare & Rivera [11] consideram um sistema linear de placas termoelasticas

onde o fluxo de calor é dado por modelo de Cattaneo. Os autores mostraram
que o sistema resultante é exponencialmente estavel se, e somente se, o coeficiente
de inércia rotacional for positivo, e quando este for nulo obtiveram resultados de
estabilidade polinomial dando taxas 6timas de decaimento para inicial dados no

dominio do gerador infinitesimal do semigrupo termoelastico.

Em 2015, os autores em [17] investigaram vibragoes de uma estrutura flexivel nao
homogénea modelado por uma equacao viscoelastica 1D com Kelvin-Voigt, junta-
mente com um efeito dissipativo esperado: conducao de calor regida pela lei de

Cattaneo.

Em 2017, Rivera & Vega |36] provaram que o modelo termoeldstico nao simples,

com a lei de Cattaneo ou Gurtin-Pipkin, ¢ indiferente a presenca do termo inercial;
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ou seja, considerando ou nao o termo irrotacional, existe perda estabilidade da

exponencial.

6. Em 2018, os autores em [18] consideram um problema de transmissdo de uma viga
de Timoshenko composto por N componentes, cada um deles sendo ou puramente
elastico, ou um Material viscoelastico Kelvin-Voigt, ou um material eldastico inserido
com um mecanismo de amortecimento friccional tradicional. Observe que o princi-
pal resultado é que a taxa de decaimento depende da posi¢ao de cada componente.
Mais precisamente, provaram que o o modelo de Timoshenko é exponencialmente
estavel se e somente se todos os componentes elasticos sao conectados com um
componente com amortecimento por atrito. Caso contrario, nao ha estabilidade

exponencial, mas um decaimento polinomial da energia.

Contribuicoes e Estrutura da Tese

No capitulo 2, vamos colocar os resultados bésicos de espacos Hilbert e espacos de
Sobolev e algumas referéncias da Teoria de Semigrupo; bem como resultados de Esta-
bilidade e Analiticidade para que o trabalho seja auto-suficiente. Todavia, omitiremos
varias demonstragoes e apresentado a que acreditamos ser mais relevante para o contexto
da presente tese.

No capitulo B, vamos apresentar a existéncia e unicidade para o sistema da viga ter-
moelastico do tipo III da forma (LI)—(LH) na situacdo em que o elemento estrutural
é completamente de material termoelastico e uma das principais dificuldades deste pro-
blema é que o dominio ndo pode ser representado na forma de um espago de Sobolev,
mas na forma de um espago vetorial dependendo dos operadores diferenciais da equacao.
No que se segue, vamos mostrar a analiticidade do sistema (LT])-(I4]) usando o Teorema
236l Este problema ja foi estudado antes para a situacao das placas em [26] com uma
regularidade mais alta e outras condigcoes de contorno. A abordagem que escolhemos
utiliza uma regularidade para v em H?(0,/¢) o que acarreta a necessidade de obtermos
estimativas para ., € para os termos pontuais, Uy (0) € Uzz,(£).

No capitulo (], consideraremos um problema de transmissao para um viga engastada

em suas extremidades composta de dois materiais: um elastico e outro termoelastico
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onde componente termoelastica pode ocupar uma parte pequena da viga na qual ocorre a
dissipacao do sistema. Apresentaremos a boa colocacao do modelo localizado dado pelo
sistema (L7)—(T9) o que é um resultado de grande relevancia, uma vez que abordagem
¢é similar ao capitulo anterior. Todavia, a contribuicao mais significativa é mostrar a
estabilidade exponencial usando o Teorema de Pruss 2.41] cujas dificuldades sdo para
obter uma estimativa u,,, sobre o intervalo termoelastico e outra para os seus termos
pontuais na fronteira do intervalo I =|0, £o[U]¢y, ¢] e, com isso, obter um desigualdade para
a energia sobre o intervalo eldstico, Ir =|0, {y[ e outra sobre o intervalo termoeldstico,
[T :]607 g[

Finalmente, no ultimo capitulo faremos comentéarios a respeito das conclusoes do

trabalho e das perspectivas futuras de novas contribuicoes.
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Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo faremos um breve resumo dos conceitos e assuntos tratados na presente

tese, e foram baseados em |1, 13, 28, 130, 135].

2.1 Definicoes e Propriedade em espacos de Hilbert

Seja H um espago vetorial sobre K =R ou C.

Definicao 2.1. Dizemos que H é munido de um produto escalar se existe uma fung¢ao
() HxH—K

satisfazendo:

1. Para cada y € H,
<7y)7'l reH— (xvy)H e K.

¢ linear.

2. Para cada x,y € H,

(LE, y)?—l = <y7 x)?-l

3. Para cada x € H,

19



4. Para cada x € H,

(,2)y =0<= 2 =0.

Nota 2.2. Pelas condigoes (1) e (2) da definigao acima, a aplica¢io y — (x,y) € antili-
near, isto é, para todo yy1,y2 € H e A € K

(2, M1 + y2)u = M, y1)u + (@, y2)u-

Seja (H, (+,-)) um espaco vetorial sobre K. A partir do produto interno, defini-se uma

norm de xr € H,

lzll2 =/ (2, 2)a.

Proposicao 2.1. 1. Para todo z,y € H,

lz + yll3, = Nz ll5 + 2Re{ (2, )} + llyll7-
2. (Desigualdade de Cauchy-Schwartz) Para todo x,y € H,

@, y)u| < Nlzllallylln:

Proposicao 2.2 (Desigualdade de Minkowski). Para todo z,y € H,

[+ Yl < [l + [yl

Corolario 2.1. Seja (H, (-, -)) um espago vetorial sobre K munido de um produto escalar.

Entao (H,(-,-)) € um espaco vetorial normado.

Definicao 2.3. Seja (H,(-,-)) um espago vetorial. Dizemos que (H,(-,-)) é um espago
de Banach se (H,| - ||%) € um espago de Banach com a norma proveniente do produto

interno.

!Essa norma ¢ chamada norma proveniente do produto interno
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Teorema de Representacao de Riesz

Teorema 2.4 (Representacdo de Riesz-Frechet). Para cada ¢ € H*, existe um inico

f € H tal que
(p,u) = (f, u)y (Vu € H).

Além disso, |||l = [| fl|-
Demonstracao. Veja [3], p.135. ]

Corolario 2.2. Se H é um espaco de Hilbert, entao H é reflexivo.

Demonstracao. Veja [3], p.132. ]

Teorema de Lax-Milgram
Seja ‘H um espaco de Hilbert sobre K.
Definicao 2.5. Seja a : H x H — K uma aplicacdo. Dizemos que

1. a € continua se existe C' > 0 tal que
la(u, v)] < Cllullallvlle - (Yu,v € H).
2. a € coerciva se existe a > 0 tal que
la(u, u)| > |lullz,  (Vu € H).

Teorema 2.6 (Lax-Milgram). Seja a : H x H — K wuma aplica¢do bilinear (ou ses-
quilinear), continua e coerciva. Entdo para todo f € H*, existe um tnico u € H tal
que

au,v) = (f,0) (Y € H).
Demonstragao. Veja [3], p.140. O

Corolario 2.3. Nas condicoes do Teorema de Lax-Milgram. Se a : H X H — K ¢é

simetrica, entdo u € caracterizado por

;a(u,u) — (f,u) = inf {;a(v,v) —(/, U>} :

veH

21



Consequentemente, obtemos um argumento elementar e direto para provar (f,v) =

a(u,v) (Vv € H) possui uma unica solugdo. (Veja [3], p.140).

2.2 Espacos de Sobolev

Seja €2 C R™ um conjunto aberto com fronteira 0f).

Definicao 2.7. Sejam m > 0 um inteiro e 1 < p < oo. O espago de Sobolev é dado por
WmP(Q) :={u € LP(Q)|D € LP(Q),V|a| < m}.

Isto é, W™P ¢ a colegdo de todas fungoes em LP(Q)) tal que todas derivadas distribucionais

até ordem m sao todas em LP(92).

E sabido que D(£2), o espago de todas fungoes infinitamente diferencidvel com suporte
compacto em €2, é denso em LP(£2), 1 < p < oco. Suponha que ¢ € D(Q2), segue que
toda derivada D*¢ € D(Q) para qualquer multi-indice a. Consequentemente, vemos que
D) c WmPr(Q) C LP(Q), 1 < p < oco. Claramente W™P(£) é um espago vetorial.

Defina a norma sobre W™?(Q)) da seguinte forma:

1/p
||| (Zlalﬁm ||Dau||€p) , sel <p<oo,
U||wm.p
mMaX|a|<m ||Da||Loo, se p = 00.

1. Para p = 2, denotamos por H™(Q)) = W™2(Q).

2. Para m = 0, temos W°?(Q) = LP(Q) e a LP-norma de u € LP(§2) é denotado por

[lullr.

3. O espago H™(£2) tem um produto interno definido por

(u,0) = > /Do‘uDav, Yu,v € H™(Q).

laj<m

4. A norma || - ||gm ¢ proveniente do produto interno.
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Teorema 2.8 (Desigualdade de Holder). Seja f € L1(2), g € LP(Q) com 1 < p,q < 0
e % + % = 1. Entdo fg € L'(Q) e

|1 @g@lde < |1fl|zsllg1lz

Demonstragao. Veja [3], p.56-57. O

Teorema 2.9. Seja ) um dominio limitado de R™ com fronteira de classe C™. Sejam

m>1el<p<oo. Entao, temos as sequintes imersoes compactas:

1

m m, * 1_1_m
(a) 5—g>0:>W P(Q) = LYQ), Vg€ lp.q'], onde =2 — .
1 m
1 m
(c) PR < 0= Wm™P(Q) — L*(Q). Neste caso,
WmP(Q) — CHQ) e k= Hm - ”H .
p
Demonstragao. Veja [28], p.84-85. ]

2.3 Teoria do Traco

Nesta secao desenvolveremos a teoria do traco restringindo a nossa atencao no caso
p = 2 e esta baseado em [14]. Para tal objetivo assuma que ou £ = R, ou §2 é um aberto

limitado com fronteira I' bem regular.

Proposigao 2.3. Seja ) = R}. Entdo existe uma aplicagao linear continua com 7, :

HY(Q) — L*(R™Y) tal que

5 y n g —
1. Se v € continua sobre Ry, entdo vo(v) = v I

2. A imagem de vy € o espaco
H1/2(Rn71).

3. ker(o) = HA(RL).
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Demonstracao. Veja [14], p.96-101. ]

Note que o resultado anterior pode ser provado se v = (7o, - ., Ym—1), €ntao o nicleo
de v em H™(R? ) é precisamente o conjunto Hg* (R’ ). A seguir apresentaremos o caso

um aberto limitado com fronteira regular.

Teorema 2.10 (Teorema do Trago). Seja 2 um aberto limitado com fronteira de classe

C'. Entdo existe uma aplicag¢io linear continua com v = (Yo, -, Ym-1) : H™(Q) —

(L2(Q))™ tal que

1. Sev € C*(Q), entio

ov om 1ty
Yo(v) = U’Fa 7(v) = oplrr Ym—-1(v) = W‘F
2. A imagem de v € o espago
m—1
[T am7=*(1).
j=0
3. ker(y) = HJ'(Q).
Demonstracao. Veja [14], p.101-102. ]

2.4 Desigualdades

Esta secao é dedicada a realizar uma revisao das principais desigualdades, e esta

baseada em [30] e [32].

Desigualdades do tipo Young

Teorema 2.11.

(a) Para todo a,b € R,
a* b
b< —+ —.
W=

(b) Para todo a,b >0 ee >0,

b < ea? n b2
a — .
- 2 2¢
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(¢) Para todo a,b >0 e e >0,
s b
b < —.
ab < ea +4€

Demonstracao. Veja [20], p.622. ]
Teorema 2.12. [Young/
(a) Seja 1 < p,q< oo, %—I— % = 1. Entdo para todo a,b > 0,

ab b
ab < — + —.
p q

(b) Seja 1 < p,q < oo, %+ % = 1. Entdo para todo a,b > 0,
ab < ea” + C'(e)b?. (2.1)

para C(e) = (ep)~*/Pq".

Demonstracao. Veja [20], p.622. O

Desigualdades de Poincaré

Teorema 2.13. Seja Q um dominio limitado em R™ e u € H}(S)). Entdo existe uma

constante C' dependendo apenas de £ e n tal que
lullz2 < ClIVullz: (Vu € Hy(Q)).

. . y 1 ;o
Em particular, a expressio |Vu||» € a norma em Wy (Q) o qual é equivalente a norma
|u|lwir; para HY () a expressio o Vu-Vodz é um produto interno o qual induz a norma

|Vul|rz que é equivalente ||u||z.
Demonstracao. Veja [3], p.174. O

Teorema 2.14. Seja Q um dominio limitado de classe C' em R™. Se 1 < p < 0o entdo

existe uma constante C' dependendo apenas de ) e n tal que para todo u € W1P(Q)

lu —l[rr < C[|Vul|Le.
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onde u = ﬁ Jo udzx.
Demonstracao. Veja [20], p.275. ]

Teorema 2.15. Seja Q um dominio limitado de classe C' em R"™. Entdo eriste uma

constante C' dependendo apenas de Q e n tal que para todo u € H* ()
llull2 < C||Vullp2 +C ‘/Qudx‘ :
Demonstracdao. Segue do Teorema 2141 O

Desigualdades de Gagliardo-Nirenberg

Teorema 2.16. Sejam j e m inteiros satisfazendo 0 < j < m, e seja 1 < q,r < 00, e

pER,%Sagltaisque

Entao

1. Para qualquer u € W™ (R")N LY(R"), existe uma constante positiva C' dependendo

somente de n,m, j,q,r e a tal que sequinte desiqualdade satisfeita
ID7ull, < ClID™ull]lullg™, (2.2)

com 0s sequintes casos excepcionais:

(a) Se j =0 erm <mn, qg= 00 entio fazemos uma hipdtese adicional que ou u
tende a zero no infinito, ou u € L9 para algum § > 0.

(b) Sel<r<ooem—j—" ¢éum inteiro negativo, entio [Z2) ¢ vdlida apenas

para a satisfazendo # <a<l1.
Demonstragao. Veja [29], p.125-126. O

2. Para qualquer w € W™ (Q)NLI(2) onde 2 C R™ é um dominio limitado com fron-

teira suave, existe duas constantes positivas Cy,Cy tais que a sequinte desigualdade

26



¢ satisfeita

D7 ull, < CLllD™ully - llully™ + Callully, (2.3)

com a mesma excecao do item anterior. FEm particular, para qualquer u €

Wy () N LYQ), a constante Cy em ([23) pode ser tomada zero.
Demonstragao. Veja |21]. O

Usaremos com muita frequéncia a desigualdade das derivadas intermediarias que em
sua versao N-dimensional esta demonstrada no livro de [1]. Para nossos propdsitos nos

limitaremos a enunciar a versao no caso unidimensional.

Teorema 2.17. Sejam a,b € R. Suponhamos que u, u'™ € L*(a,b) entdo, u') €

L*(a,b), para j =1,...,m, onde u¥) = %u. Além do mais , para todo 0 < € < €g temos

||U(J')||L2 < CEHU(m)HL? 4 Cg_ﬁﬂ||u||L2, (2.4)

o que tmplica

() L= 11y () ||
[u |22 < Cllul[zz + Cllul| g ™ [[ut™]| 7. (2.5)

Demonstragao. Do Teorema 4.14 of [1] segue ([24]). Denotando por
el = llellze + [ 2

e tomando €

m—j
:%Cmm>m
[[t]m ’

X _J i
[u| 2 < Cllull 2™ [fullim,

em (2.4) obtemos

de onde pela defini¢ao da norma || - ||,, segue (Z3]). O

Corolério 2.4. Seja u € H*(a,b), entdo temos

Il = sup fu(s)] < Clulze + Ol 15" (2.6
1/4 3/4
Il = sup ()] < Cllulle + Clull i lues 25" 27)

s€la,b
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Demonstracdo. Das desigualdades de Gagliardo-Nirenberg temos

1/2
e @) < Cllugllzz(lull sz + lugallz2) < Cllull 2 (lull 2 + e ll22)*,

onde temos usado implicitamente o Lema2IT para obter [|u,|| < C/|lul[*?(|Jw||+ ||tz ||) /2.

De onde segue a desigualdade (Z7)). Mais ainda, usando os mesmos argumentos podemos

chegar a desigualdade (2.6)). O

2.5 Teoria de Semigrupos

Algumas Defini¢oes

Sejam H um espago de Hilbert equipado com o produto interno (-, -) e norma induzida

| - %, e L(H) a algebra dos operadores lineares limitados em #.

Definicao 2.18. Uma familia de operadores linear limitados {S(t) }4>0 C H € um semi-

grupo de operadores linear limitados em H quando:
1. S(0)=1
2. S(t+s) = S(t)S(s) para todo t,s nao negativosH
Alem disso,

Definicao 2.19. Um semigrupo S(t) em H € um uniformemente continuo quando

lim [|S(t) — Il = 0.

t—0+

Definicao 2.20. Um semigrupo S(t) em H é um semigrupo de classe Cy (ou simples-

mente, um semigrupo Cy) quando

Jim [1S(t) — ]l = 0.

Veja uma defini¢cao importante a seguir.

2] : H — H é o operador identidade
3Propriedade que caracteriza Semigrupos.
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Definicao 2.21. Seja {S(t)}i>0 um semigrupo em H. O operador linear A : D(A) C
H — H definido por

h—0

1. D(A) = {er : HlimW}.

Sthje—z o D(A).

2. Az := lim
h—0

Dizemos que A € o gerador infinitesimal do semigrupo S(t).

Dado um operador A4, se este coincide com gerador infinitesimal de S(t), entao dizemos

que A gera um semigrupo Cy S(t), t > 0. Algumas vezes também denotaremos S(t) por

eAt.

Definicao 2.22. Um semigrupo {S(t)}+>0 de um operadores linear limitado € limitado,
se existe M > 1 tal que
1S@)le < M.

Quando M =1, S(t) € dito semigrupo de contragaoes.

Espectro e resolvente

Aqui relembraremos algumas definicoes e resultado pertinentes. Para tal fim, assuma

que A : D(A) C H — H um operador linear, onde H é um espaco de Banach.

Definigao 2.23. 1. O conjunto resolvente de A é dado por
p(A)={\eC:3I\ - A e L(H)}.
2. O conjunto espectral (ou espectro) de A € dado por
g(A) =C —p(A).

Pela defini¢ao anterior, os pontos A € p(.A) sdo os valores em que (A —.A) é invertivel;

ja os pontos que nao sao invertiveis sao os pontos espectrais. Uma propriedade importante

de p(A) e 0(A) é dada abaixo.
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Proposicao 2.4. O conjunto resolvente p(A) é um conjunto aberto e o espectro o(A) é

um conjunto fechado.

Demonstracao. Veja [35], p.108 O

Vale destacar que se A € o(A) entdo ou operador (A — .A) ndo ¢ injetor, ou (A — .A)
¢é injetor, mas nao sobrejetor o qual pode ter imagem densa em H ou nao. O que pode

ser resumido na seguinte definicao.
Definicao 2.24.

1. O espectro discreto € dado por

gia(A) = {X € C|(\I — A)nao ¢ injetor}

2. 0 espectro continuo é dado por

A — A)é injetor, mas
() = rec| )¢ inj

nao sobrejetor com imagem densa

3. O espectro Residual € dado por

A — A)é injet
o) = drec ( )€ injetor

com imagem nao densa.

Note que

Por fim,

Definigao 2.25. O operador resolvente associado a A no ponto X € p(A) € dado por
RMNA) =M —-A)':H — D(A) C H.

Tipo do semigrupo e cota superior do Espectro

A seguir veja um resultado para Teoria de Semigrupos, que assegura que para todo

r€H,t € Rt — T(t)xr € H ¢ uma fungdo continua (Veja [30], p.4).
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Proposicao 2.5. Seja T'(t) um semigrupo Cy. Entao existe uma constante w > 0 e
M > 1 tal que
1T (@)l e < Me™, (¥t > 0). (2.8)

Demonstragao. Veja [30], p.4. O

Consequentemente, para todo n € N,
T () |2y < Me™ ", (vt > 0).

Por essa razao, é interessante encontrar o menor elemento w € R que verifica ([2.8]); o que

motiva a defini¢cao abaixo.

Definigao 2.26. Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo Cy. Dizemos que wo(A)

¢ o tipo do semigrupo gerado por A quando

In ||e4t In lleAt
() = tim 20 g 2l e

Vejamos outra definicao.

Definicao 2.27. Seja A um operador definido sobre espago de Banach. A cota superior
do espectro de T é dada por

w, = sup{Re) : X € o(A)}.
Proposicao 2.6. Seja A um gerador infinitesimal de um semigrupo Cy. Entao

WJ(A) < Wo (A) .

Demonstragao. Veja [35], p.112. O

Definigao 2.28. Dizemos que um gerador infinitesimal de um semigrupo Cy possui a

Propriedade de Crescimento definido pelo Espectro (PCDE) quando w, = wy.
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Propriedades de Semigrupos

Proposigao 2.7 (Propriedade de semigrupos). Seja (T'(t))i>0 um semigrupo Cy de con-

tracoes e A o gerador infinitesimal de T .

(i) Para x € H,
1 [tk
lim — T(s)xds =T(t)x.

h—0 h Ju

(ii) Para todo x € H, [} T(s)xzds € D(A) e
A (/Ot T(s)xds) =T(t)x — x.
(iii) Para todo v € D(A), T'(t)x € D(A), e

d
%T(t)x = AT (t)x = T(t)Ax.

(iv) Para todo x € D(A),
T(t)e — T(shr = | "T(r) A = / " AT()adr.

Demonstracao. Veja [30], p.414-415. ]
Observacao 2.29.

1. Se A € fechado, entao R(\,.A) € fechado.

2. Se A é fechado, pelo item anterior e pelo teorema do Grdfico Fechado, R(\, A) é

linear e limitado.
Teorema 2.30 (Propriedades de Operador Resolvente).

1. Se z,2 € p(A),

R(A;z) = R(A; ) = (2 — 2)R(A; 2) R(A; ),

R(A;2)R(A;2") = R(A; 2 )R(A; 2).
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2. Se A >0, entio X € p(A),

R(A: \) = / T e NT(adt (x € H).

0

Demonstracao. Veja [20)]. O

Teorema de Hille-Yosida

Teorema 2.31. Seja ‘H um espa¢o de Banach. Um operador A : D(A) C H — H
linear, nao limitado é um gerador infinitesimal de um semigrupo de contracoes Cy se, e

somente se,
1. A € fechado e densamente definido.
2. (0,+00) C p(A)e para todo X > 0,

1

= A) Mz < i (YA >0)

Demonstracao. Veja [30)]. O

Teorema de Lumer-Phillips

Seja ‘H um espaco de Banach e H* o dual de H. Denote x € H, z* € H* e (-,-)
dualidade entre H e ‘H*. Para cada = € H,

Jr = {z* € H': (a*,2) = [lz]lf, = 2”3}

Pelo corolériﬂ do Teorema de Hanh-Banach, segue que Jx # ().

Definigcao 2.32. Um operador linear A é dissipativo se para todo x € D(A), existe
x* € Jx tal que
Re (Az,z") <0.

4Seja H espago vetorial normado e x € H. Entéo existe z* € H* tal que (z*,z) = ||z, e [|z*|lx =
l[]l%
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Proposicao 2.8. Um operador A € dissipativo se, e somente se,

A = A)zllg = [zl (Ve € D(A))(VA > 0). (2.9)

Demonstracao. Veja [30], p.14. ]

A proposicao anterior mostrar que se A é dissipativo, entao AI — A é injetor. Logo,
para provar que A € p(A) é suficiente provar que A\l — A é sobrejetora. A continuidade

é imediata pela proposicao 2.8
Teorema 2.33 (Lumer-Phillips). Seja A um operador linear densamente definido.

1. Se A ¢ dissipativo e existe Ao > 0 tal que R(A\oI — A) = H, entio A é um gerador

infinitesimal de semigrupos Cy de Contragoes sobre H
2. Se A é gerador infinitesimal de semigrupo-Cy de Contragoes sobre H, entao R(M\gl —

A)=H (VA > 0) e A dissipativo. Além disso,

Re (Az,z*) <0 (Vx € D(A))(Va* € Jzx).

Demonstragao. Veja [30], p.14-15. O

Corolario 2.5. Sejam H um espaco de Banach, e A um operador linear, fechado e
densamente definido. Se A e A* sao dissipativos, entao A € gerador infinitesimal de

semigrupos Cy de contracoes sobre H.
Demonstracao. Veja [30], p.15. ]
Proposicao 2.9. Seja A um operador dissipativo em H

(a) Se R(\oI —A) =H para algum Ao > 0, entdo R(N —A) = H para todo A > 0.

(b) Se A € fechdvel entdo A, o fecho de A, é também dissipativo.

(c) Se D(A) =H, entio A é fechdvel.
Demonstragao. Veja [30], p.15-p.16. O

O préximo resultado pode ser encontrado em [30], Teorema 4.6, p. 16.
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Proposicao 2.10. Seja A um operador dissipativo com R(I — A) = H. Se H € reflezivo

entio D(A) = H.

Demonstragao. Para mostrar que D(A) é denso em #H usaremos o coroldrio 1.% de [3].
Assim, tome z* € H* tal que (z*,x) = 0 para todo = € D(A) Queremos mostrar que

z* = 0. Como R(I — A) =H é suficientemente mostrar
(", x — Ax) =0, (Vo e D(A)).
o que é equivalente a
(", Ax) =0, (Vz € D(A)),

pois (z*,2) = 0. Seja x € D(A), pelo teorema anterior (a), existe uma sequencia x,, tal
que

v =z, — (1/n)Az,. (2.10)
Note que
o Az, =n(z, —x) € D(A),
o x, € D(A?), e
e Az = Az, — (1/n) A%z, ou Az, = (I — (1/n)A)" Az
Como A é dissipativo,

| = ama], <1

H

Entao,

[Azall2 < (T = (1/n)A) 2l Al < A5 (2.11)

Por (210) e 11,

1 1
lin = 2l < = [ Azl < — | Al

Logo, z,, — = em H. Como H é espago reflexivo e { Az, },en € uma sequéncia limitada,

5Coroldrio 1.8 é usado para demonstrar que um subespaco vetorial F C E é denso. Bastando de-
monstrar que todo funcional linear sobre E que se anula sobre F' é nulo sobre E.
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existe uma subsequencia {Ax,, } de {Ax,} tal que
Azx,, — y fracamente.

Como A é fechado segue que y = Az. Finalmente, uma vez que (z*,z) = 0 para todo
z € D(A) obtemos

(", Az, ) = ny (2%, 2, — ) =0

Fazendo nj; — 400 obtemos (z*, Ax) = 0; o que acontece para todo z € D(A) e portanto

x* = 0. Logo, D(A) =H. O

Proposicao 2.11. Seja S : H — H wum operador linear e continuo com inversa

continua, onde H um espago de Banach. Se B € L(H) tal que

1

S (2.12)
1S~ 2

1Bllea <

entao S + B € linear continua e tnvertivel.

Demonstracdo. Suponha que S : H — H seja um operador linear e continuo com inversa

continua, onde H um espago de Banach.
1. Afirmamos que S + B ¢é um operador injetor. De fato, se (S + B)(z) = 0, temos
r = —S7!Y(Bx). Entao, por (Z12),

|zl < a||x||3, onde a < 1.

A desigualdade s6 é possivel quando x = 0.

2. Afirmamos que S+ B é um operador sobrejetor. De fato, dado w € H e denotaremos
por P a aplicagao

P(v) = S™'w— S 'Bw.
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Logo, P ¢ um operador linear e limitado. Por outro lado,

1P(v) = P(u)ll3 = IS~ Bv — S~ Bull
<157 lleeollBv — Bull

< NS el Blleay lv — ullx

07

< allv — ull,

onde o < 1. Pelo Teorema de Ponto Fixo, existe um tnico ponto z tal que Px = x,
segue que

Br+ Sz =w

Logo, para todo w € H, existe x € H tal que (S + B)x = w, ou seja, S + B é

sobrejetor.
O

Corolario 2.6. Seja A um operador linear, dissipativo e com dominio denso em um
espago de Hilbert H. Se 0 € p(A), entao A é um gerador infinitesimal de um semigrupo

Cy de contragoes.

Demonstracao. Como 0 € p(A), A é invertivel. Note que
M—A=ANAT —1). (2.13)

Tomando B = Mt e S = —I. Para |\ < , temos que B+ S = M -1

1
A= 220
é invertivel. Por (2ZI3]), encontramos que Al — A é também invertivel, por ser uma

composi¢ao de operadores invertiveis; segue que
RN —A) ="H.

Logo, pelo Teorema de Lumer-Phillips, A é gerador infinitesimal de Cy-semigrupo de

contragoes sobre H. O
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Figura 2.1: Regiao A.
2.6 Semigrupos Analiticos

Nesta secao apresentaremos alguns comentarios sobre analiticidade conforme apresen-

tado em [6, 130]. Para tal, considere T'(¢) um semigrupo-Cy e o conjunto

A={zeC:¢ <argz <y, p1 <0< pa}.

Definicao 2.34. Para z € A, T(z) um operador linear limitado. A familia {T'(z) : z €

A} € um semigrupo analitico em A quando
1. a aplicagao z € A — T(z) € L(H) € analitico em A;
2.T(0)=ITe lim T(z)x=2xz (VoeH);
z—0,z€A

3. T(z1+ 22) = T(21)T(22), para todo z1, 2z € A.

Um semigrupo T(t) serd dito analitico em algum setor A contendo o eizo real ndo nega-

tivo.

Observe que a restricao de um semigrupo analitico ao eixo real é um Cy-semigrupo.

Estamos interessados em estender um dado Cy-semigrupo para um semigrupo analitico
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em algum setor A em torno do eixo real nao negativo. Em [30] vemos uma caracterizacao

para semigrupo analitico, que enunciamos abaixo.

Teorema 2.35. Seja T'(t) um Cy-semigrupo uniformemente limitado. Para todo A ge-

rador infinitesimal de T(t) e assumindo que 0 € p(A). As sequintes afirmagoes sao

equivalentes:

1. T(t) pode ser estendida a um semigrupo analitico em um setor
As ={z:]arg z| < ¢},

e ||T(2)||zy € uniformemente limitado em todo setor Ay de As com §' < 6.

2. Existe uma constante C' tal que para todo o >0, 7 # 0,

@
Il

(o +iT — A) 7l zn <
3. Eriste 0 <6 < 5 e M >0 tal que

p(A) DX = {)\Z larg\| < 72T+(5}U{0} e
M

I = A) e < o

(VA€ X\ £0).

4. T(t) é diferencidvel para t > 0 e existe uma constante C' tal que

AT (@)l ) <

f (Vt > 0).

Demonstragao. Veja [30], p.61-63. O

Pelo Teorema acima observamos que a regiao de analiticidade é um setor do plano
complexo contido na regiao ¥ C p(A) conforme a figura 2.2.

Por fim, o proximo resultado mais pratico para demonstrar, ou nao, a analiticidade

de um Cy-semigrupo de contragoes.
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Figura 2.2: Regioes As e 3.

Teorema 2.36. Seja p(A) o conjunto resolvente do operador A. Suponhamos que
iR C p(A).

Entao, um Cy-semigrupo de contragoes T'(t) em um espago de Hilbert H com a norma

|| - [l € analitico se, e somente se,

limsup [|AGA — A) 7|20 < 0.

[A| =400

Demonstracao. Veja [25], p.5. O

2.7 Estabilidade de Semigrupos

Nesta secao comentaremos algumas definigoes e resultados sobre estabilidade conforme
visto em [27, 135]. Para tal, considere ao seguinte problema de Cauchy sobre um espaco

de Banach H:

Ut:AU
U(O)ZU()EH,
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onde A : D(A) C H — H é um operador linear o qual é um gerador infinitesimal de Cy-
semigrupo, S(t), sobre H. Usando a Teoria de Semigrupos, pode-se mostrar a existéncia

e unicidade de solucao do problema acima a qual pode ser expressa da forma
Note que na medida que o tempo ¢ avanga, o Cy-semigrupo S(¢) determina a estabilidade
da solugao U(t) . Vejamos a definigao a seguir.

Definicao 2.37.

1. Um Cy-semigrupo S(t) € dito assintoticamente estdvel (ou fortemente estdvel) se
para todo Uy € H,
lim || S(t)Uslly = 0.

t——+00

2. 0 Cy-semigrupo S(t) € dito exponencialmente estdvel quando existem constantes

v>0eM>1 tais que

1S |2 < Me™, (Vt > 0).

A seguir vejamos uma caracterizacao para um semigrupo exponencialmente estavel.

Teorema 2.38. Seja S(t) um Cy-semigrupo com gerador infinitesimal A. Entdo as

sequintes afirmacoes sio equivalentes:
1. S(t) é exponencialmente estdvel;
2. limyyoo [|S() ]2y = 0; €
3. existe tg > 0 tal que ||S(to)||cm) < 1.
Demonstragao. Veja [27], p.134-135. O

Vale ressaltar que, para S(t) um semigrupo de contragbes analitico de um gerador
infinitesimal A, uma condicao que terd um papel importante na presente tese é dada

abaixo:

0 € p(A). (2.14)
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Visto que, se (ZI4) é satisfeita, entao S(t) é exponencialmente estdvel. De fato, como
p(A) é um conjunto aberto e ([2.I4) é satisfeita, entdo existe um numero real —\g € p(.A)
tal que —A\g/ + A é também um gerador infinitesimal de um semigrupo S(t) satisfazendo
1S(t)]| < e pois S(t) = T(t)e . Logo, S(t) é exponencialmente estavel. Por essa
razao, quando se demonstra analiticidade de um Cy-semigrupo de contragoes usando o
Teorema obtemos também o decaimento exponencial do sistema associado a este
semigrupo

Vejamos um resultado que pode ser encontrado em [27].

Teorema 2.39. Sejam S(t) um Cy-semigrupo uniformemente limitado sobre um espago

de Banach H e A o seu gerador infinitesimal. Entdo
1. Se S(t) é assintoticamente estdvel entdo o(A) NiR C o.(A).
2. Sea(A)NiR C 0.(A), e o.(A) é enumerdvel, entido S(t) € assintoticamente estdvel.

3. Se R(\; A) = (M — A)~! € um operador compacto, entio S(t) é assintoticamente

estdvel se, e somente se, ReA < 0 para todo A € o(A).
Demonstragao. Veja [27], p.130-133. O

Note que, pelo segundo item do teorema anterior, se tivemos a propriedade de
iR C p(A) entdo S(t) ¢é fortemente estdvel. Por fim, apresentaremos uma coleténea
de resultados para espaco de Hilbert no que se refere a condi¢oes necessarias e suficientes

para um Cy-semigrupo ser exponencialmente estavel que serao usados ao longo desta tese.

Teorema 2.40. Suponha que S(t) = e* é um semigrupo Cy definido num espago de

Hilbert. Entao S(t) é exponencialmente estdvel se, e somente se,

(a) sup{ReX : A € o(A)} <0
(b) supgero ||(AT — A)7H| g0y < 00.

Demonstracao. Veja [22]. O
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Teorema 2.41. Seja p(A) o conjunto resolvente do operador A. Suponha que S(t) =

ett ¢ um Cy-semigrupo de contracdes definido num espaco de Hilbert. Entdo S(t) é

exponencialmente estdvel se, e somente se,

(a) iR C p(A)

(b) Timsupyy_, oo [[(IAT — A) 7|2y < 00

Demonstragao. Veja [25], p.4. ]
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Capitulo 3

Viga Termoelastica do tipo III

O objetivo deste capitulo, em um primeiro momento, é provar a boa colocagao do
modelo termoeléstico do tipo I1I. Mais precisamente, estudaremos a existéncia e unicidade

de solugao para o problema abaixo:

putt + QUgray + metxm = 07 (CC, t) 6]07 K[X]O, _'_00[7 (31)

Oy — KOpz — Kobipw — MUz =0,  (x,t) €]0,£[x]0, +0o0]. (3.2)

Aqui assumimos que p, «, ¢, Kk, Ky € m sao constantes positivas, e consideraremos as

seguintes condicoes de contorno
w(0,t) = ugy(0,t) = 0,u(l,t) = u,(¢,t) =0, 0,(0,t) =0,((,t) =0, ¥Vt >0, (3.3)

e munido das condigoes iniciais
w(z,0) = ug(x), w(z,0) =ui(x), 0(x,0)=0(z), 6,(x,0)=0:(x), =€ (0,0). (3.4)

O sistema termoeléastico do tipo III foi estudado por muitos autores para provar sua
boa colocagao e sua estabilidade exponencial quando o tempo vai para o infinito. Neste
capitulo provaremos uma propriedade muito importante que é a analiticidade do semi-
grupo associando ao sistema (B.1])-(34]). A principal ferramenta que usaremos é, portanto,

a caracterizacao de semigrupos analiticos dada na segao o teorema .30l Em vista
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disto, o resultado mais importante deste capitulo pode ser resumido na forma Teorema

9.0l

Material Termoeldstico

Figura 3.1: Viga totalmente termoelastica

Para fazer uma aplicacao deste conceito, uma vez provado analiticidade, temos que o

semigrupo é exponencialmente estavel, isto é, existem constantes v > 0 e M > 1 tais que
E(t) < E(0)e .

Observe que se as solugoes sao fungoes analiticas, temos que a tnica solucao que pode
ser identicamente zero depois de um tempo finito é a solugao nula.
Vale ressaltar que este problema jé foi estudado antes em [26], mas a regularidade e

abordagem feita aqui é diferente.

3.1 Boa Colocacao do Problema

A energia associada ao modelo (B.1)-(B.4]) é dada por
_1 ¢ 2 2 0 2 9 2 d
B() = 3 [ (ol + alucel? + 0 + w10.J7) .

De onde temos

4
L puy = - / ko0 |? d. (3.5)
dt 0

Denotando por u; = v, 6, = 0, e U = (u,v,0,0). Definimos o espaco de fase H da
seguinte forma

H = HZ(0,0) x L*(0,¢) x H(0,0) x L2(0,¢),
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onde

£2(0,0) = {g e 120.0): [ ofs) ds = o},

H™0,0) = H™(0,0) N L2(0,£), m=1,2,...
Note que H ¢é um espaco de Hilbert equipado com o produto interno
Z J— —_ —_— —_
(U, U*)y = / (000" + g, + OB + 16,83 ) d,
0

onde U = (u,v,0,0) e U* = (u*,v*,0*,0%). O operador A, para p = ¢ = 1 é dado pela

seguinte expressao

Uu v

v —QUgggx — m@azx
U= ) AU =

0 e

© KOypp + K0Ogz + MULy

Portanto, o sistema (B.1))-(3.4]) pode ser reescrito como

U, — AU =0, U(0) = Tp. (3.6)

com dominio D(A) ={U € H; AU € H} é dado por

v e HZ0,0), |ue H30,0)
—QUge — mO € H*(0,1),

D(A)=XU€eH (3.7)
© € H0,0)

K0 + KO +muv € H2(0, ().

Uma das principais dificuldades deste problema é que o dominio nao pode ser representado
na forma de um espago de Sobolev, mas na forma de um espago vetorial dependendo dos

operadores diferenciais da equacdo. Além disso, podemos verificar que o operador A
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definido acima é dissipativo e vale
¢
Re(AU,U)y = — / Ko|©.|? dar < 0. (3.8)
0
Para mostrar que o modelo é bem posto usamos o sistema resolvente associado ao modelo
(iAN[— AU =F. (3.9)

Em termos de suas componentes, o sistema resolvente pode ser escrito como

iNu—v=f, (3.10)
IV + QUgper + MOy = fo, (3.11)
i) — O = f3, (3.12)
iIAO — Kb,y — KO gy — MU = [, (3.13)
verificando a condi¢ao de contorno
uw(0) = u(l) = u,(0) = uy () = 0,(0) = 0,(¢) = 0. (3.14)
Note que as relagoes ([B.8) e (BH) implicam
¢
/ k0|©.|? dz = Re (U, F)y (3.15)
0

Um dos pontos mais complexo deste capitulo é mostrar a densidade do dominio do
operador A. Para esta finalidade, usaremos uma adaptagdo da Proposicao ZI0 que

fornece condigoes suficientes para D(A) = H e pode se encontrado em [30].

Teorema 3.1. Seja A um operador dissipativo verificando R(A) = H. Se o espago H é

reflexivo entao D(A) = H.

Demonstra¢ao. Tome x* € H tal que (z*, ) = 0 para todo x € D(A) Queremos mostrar

que z* = 0. Como R(A) = H ¢ suficientemente mostrar

(x*, Az) =0, (Vx e D(A)).
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Para cada x € D(A), existe uma sequencia z,, tal que
r =z, — (1/n)Az,. (3.16)

Note que

e Az, = n(z, — ) € D(A),

o x, € DA%, e

. Az = Az, — (1/n) A%z, ou Az, = (I — (1/n)A)" Az
Como A é dissipativo,

|7 = @mat], <1

H

Entao,

[zl < (1 = (1/n)A) Ml Azllae < [|AZ] 5. (3.17)

Por (B.16) e B.17),

1 1
i = ally < Sl < L
Logo, =, — = em H. Como H é espago reflexivo e { Az, },en € uma sequéncia limitada,
existe uma subsequencia { Az, } de {Az,} tal que

Azx,, — y fracamente.

Como A é fechado segue que y = Az. Finalmente, uma vez que (z*,z) = 0 para todo

z € D(A) e ng(z,, —x) € D(A) obtemos
(", Axy, ) = ny (2°, 2y, — ) = 0.

Fazendo ny — 400 obtemos (z*, Az) = 0; o que acontece para todo z € D(A) e portanto

x* = 0. Logo, D(A) = H.
[l

Convém observar que na demonstragao da Proposi¢ao [Z10 considera a hipétese R(1 —

A) = H, mas a mesma demonstracao é vdlida para hipétese R(A) = H, uma vez que sua
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demonstracao faz uso do corolario 1.8, p.8 de [3] provando que (xz*, Ax) = 0 implica que
x* = 0 de onde segue a densidade de D(A) sob o espago de fase.
Finalmente, estamos em condigoes de provar o resultado principal deste capitulo que

pode ser resumido na forma do Teorema a seguir.

Teorema 3.2. O operador A é o gerador infinitesimal de um semigrupo-Cy de contragoes
(S(t))i>0 sobre o espaco H. Além disso, para todo dado inicial Uy € D(A) existe uma

inica solugdo do problema ([B8) verificando
U € C'([0,00[, H) N C°([0, 00, D(A)).

Demonstracdo. Como o operador A é dissipativo. E suficiente mostrar que o dominio
D(A) é denso em H e que 0 € p(A). Para este propésito, provaremos que para todo
F = (f1, f2, f3, f1) € H existe um tnico U = (u,v,0,0) € D(A) tal que AU = F, ou

equivalentemente em termos de suas componentes,

—v = fi, (3.18)

Migzgr + MOy = fo, (3.19)

-0 = f3, (3.20)

— Kby — K0Ope — MUy = [4. (3.21)

De fato, substituindo a equacao (3:20) em (B19), e depois as equacoes (B.I8)) e (B20) em
(B21)) obtemos

QUpgpy = —MN él + f27 (322)
— KOy = —kofy +mf + fu. (3.23)

Note que o sistema anterior é desacoplado. Entao, usando as condigoes de contorno

obtemos
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QUgggy = —M {ﬁ,/ + f2 € H71(07€)> (324)

u(0) = u(l) = u,(0) = u(¢) =0, (3.25)
— Kl = —Rofy +mf] + f1 € H(0,0), (3.26)
0.(0) =06,(¢) =0. (3.27)

Usando o Lema de Lax-Milgran, nao é dificil de verificar que o sistema (3.206)-(3.21)

possui uma tnica solu¢ao 6 € H}(0,¢) verificando
— K0 = mf] — kofy + f1 € L*(0,0). (3.28)
A seguir resolvemos (3:22))-(B:25)). Para isto introduzimos a seguinte forma sesquilinear
¢
a(u,v) :/ Uy Vg AT
0

Note que af(+, ) é simétrica, continua e coerciva sobre o espago HZ(0,£) x H2(0,¢). Entao,
a forma linear

74
ﬂmzém%@+ﬁwm

verifica T € H2. Portanto, pelo Lema de Lax-Milgran, existe uma tnica solucao u €

H3(0,¢) tal que
¢ ¢
/ QU Uy AT = / (mf3vz + fo0)dx, Vv € H(0,0). (3.29)
0 0
Tomando v € C§°(0,¢) temos que u verifica (3.22) no sentido das distribuigoes e
Qe +mfy = fo € L*(0,1). (3.30)

Usando (3:28)-([330) concluimos que U = (u,v,0,0) € D(A). Logo, R(A) = H; e
como H é reflexivo e A é dissipativo, entdao D(A) é denso, por causa do Teorema Bl

Portanto, o resultado segue pelo Corolario 6], ou seja, A é o gerador infinitesimal de um
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semigrupo-Cy de contragoes. 0

3.2 Estabilidade Forte

Nosso ponto de partida é provar a estabilidade forte que resumimos na forma da

seguinte Proposigao:

Proposicao 3.1 (Estabilidade Forte). Com as notagdes da se¢ao [31, o operador A
verifica

iR C p(A).
Demonstracao. Denotemos por
N ={seR":|—is, is[C p(A)}.
Note que N # &, pois 0 € p(A). Fazendo
o =supN.

Temos apenas duas possibilidades: ¢ = 400 o que implica que iR C p(A), ou que
0 < 0 < oco. Suponhamos por contradi¢ao que o < oo. Entao existe uma sequéncia

{\} C R tal que A\, = 0 < co. Além disso, verifica
|(iA L — .,4)_1”5(7.[) — 00.

Portanto existe uma sequéncia { f,} C H verificando || full% =1 e |[|(IA T — A) 7L fulln —

oo. Denotemos por

Uy = (iMgd — A7 e = fro=iMU, — AU,
UTL fTL

elU,=——,F,=—=
1Un I3 1Tl

n é simples verificar que t U,, satisfaz

iU, — AU, = F,, — 0. (3.31)
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Como || AU, |l < C, segue que U, é limitado em D(A). Usando (B.15) temos
(G, 0,) — (0,0) forteem  H'(0,£) x H*(0,).
Usando a equacao ([B.I3]) concluimos que
v, — 0 forteem  H'(0,/).

Multiplicando a equagao (BI1I) por u, e aplicando as convergéncias anteriores obtemos

u, — 0 forteem H?(0,).

Portanto

Un = (Un, v, 0,,0,) — (0,0,0,0) forte em H.

O que contradiz ||U, |3 = 1 para todo n € N. Portanto,
iR C p(A).

]

Convém observar que o proposi¢do anterior implica que a solugao do sistema tende a
zero quando t — 400, ou seja,

lim U(t) =0.

t—+400

O que significa que o sistema tende a zero para um tempo suficientemente grande.

3.3 Analiticidade do Semigrupo

Antes de provarmos a analiticidade o semigrupo associado ao sistema ([B.1])-(8.4]) vamos
precisar de alguns resultados técnicos. Para tal fim, assuma que U = (u,v,60,0) € D(A)

solucdo da equagao resolvente i\U — AU = F, onde F = (fi, fa, f3, f1) € H.
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Lema 3.3.1. Sob as condicoes anteriores,
¢
e dz < CIN U+ C N0l 1l (3.82)

onde C € uma constante positiva.

Demonstragio. Como v € HZ(0, (), segue pelo teorema 216 e usando a equacao (3.10)

obtemos

' ’ /2 /., 1/2
/ |v,|? dx < C (/ |v|2da:> (/ |vm|2dx>
0 0 0
y) 1/2 ‘ 1/2
2 2
0 0

2

S 12 ¢ 2 Y
< C|A| (/0 ] d:c> (/0 . dar) + CU 15

De onde segue (3.32)). O

Proposicao 3.2 (1* Estimativa). Suponha as condi¢oes anteriores, entao para todo € > 0,

l
[ PP dz < CNUILIFIL, +C IFIS,. (3.33)

¢ 2 2 2 2
|)‘@| dr < 2€|/\| ||U||H+C'€ ||F||H (3-34)

onde C' e C; sao constantes positivas.

Demonstracao.

1. Usando (B12) na equagao (B.IH) segue a primeira desigualdade.
¢ 2 2
| < UL NF T+ C NI,

Portanto é valido (B.33)).

2. Multiplicando a equagao ([BI3]) por iAO e tomando a parte real segue
¢ ) ¢ ¢ . ¢
/ NG dz — Re i\ / k0,0,dr — Re i\ / mu,O,dz = Re / FiirOda.
0 0 0 0
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Usando a equagao (B.12) obtemos

¢ ¢ ¢ ¢
/0|)\@\2dx:/0 k10,|* dx + Re /0 kf3©.dz — Re (i)\/o f4@da:>

=J1
14 _
+ Re M/ mu,0,.dr .
0
=Js
Entao,

¢ 2

/ IO da = Jy + Ja (3.35)
0

Pela desigualdade de Young (2.1]) e pela equacao (B.15),

[ Al < ClIOallz20.0) + ClIEN#1Ozl 20,0 + CIMNE 5[ U 13

< ellUl5 + Cll FII3,-

Novamente, pela desigualdade de Young (Z1I) e pela equagao (BI5]), e usando a
desigualdade (3:32) do Lema (331,

| S| < C'[A| Hvx“m(o,z) H@me(o,e) J

< 2|\ U3, + C || F|l3, -

Finalmente, usando as desigualdades anteriores na rela¢ao (3.33]) obtemos (B.34)).
Portanto segue nossa conclusao para A grande.

O

Para encontrar as limitacoes que implica na analiticidade do semigrupo, introduzimos

o funcional

(@) + o s (2) )

N | —

J(x) =

Sob estas notacoes temos
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Lema 3.3.2. Sob as condigoes anteriores, entdo para todo € > 0,

Lro)+Law - /0 é (7 (2) + a |ugs|*) da

4
2 2 < CUlly Il +€ | T ()det3.36)

onde C € uma constante positiva.

/
Demonstragao. Multiplicando (BIT]) por qu, onde ¢(x) = = — 3 ® integrando por partes

obtemos

¢ ¢ ¢ ¢
z')\/ vqly dx + / QU pre(Uy AT + / mO . qu, dr = / foquy dx.
0 0 0 0

Usando a equacao ([B.I0) e as condigoes de contorno (B.14) temos

1 td ¢ ¢ ¢, _
—*/qf |v] dx—/ a(umzx@+uxxmqm)dx—/m®x(q%)xdx= /q(vflﬁfzu?) d.
2 Jo dx 0 0 0 ’

Integrando por partes obtemos

1td . ¢ ¢ d ¢ ¢
_5/0(]% [ d:l:—i—/o oz\um]2d$—/() q%(a\umﬁ)dx—/om@x(quj)xd:c:/oq@fmijgufE) dx .

=1 =1

Assim,
Ltd o 2 ¢ 2
—f/qf(|v| + Ot | )da:+/ ftge*dr = I + I. (3.37)
2 Jo dx 0
Note que

L
B SC NI 1Pl + € [ ftaal?

(Lo SC U3, 1 E Ly,

Finalmente, passando o valor absoluto em (3.37)) e depois usando as desigualdades ante-

riores obtemos

0L (@) gl da| < CL U, IF el d
— [ aT@da+ [ ugal do| < U 1 Flly + € [ uoal do
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De onde segue (3.30]). O

A proposicao a seguir é necessaria para dar significado ., (0) € Uz, (¢) uma vez que
para aplicar o Teorema [2.10 precisariamos de uma regularidade maior. Porém, neste

trabalho u € H3(0, ().

Lema 3.3.3. Suponha as condicoes anteriores, entdo para todo € > 0,

Uz (0) — e | < €uge(0)|4€ | — +CHUH”2UFHU2+0172HF”' (3.38)
Ugg (0) — e | < €uge ()| +e|——— +CHUH1/2||FH1/2+0_172HF||- (3.39)

onde C' € uma contante positiva e o suficientemente grande.

Demonstracao. Provaremos aqui a relacao (3:38)). A prova de (3:39) é andloga e a obtemos

considerando a transformacao u(x) = u({—x). Usando as equagoes (3.10)) e (B.I1) temos

1 Az 1/4
Upgow — O u =G, com G = o (IAfi+ fo—mBO.), o= (a) ) (3.40)
Denotando o operador derivada como D = %, a equagao anterior pode ser reescrita como

(D*—~oYYu=G, = (D*+0*)(D—0)(D+o)u=0G. (3.41)
=
Note que
0= (D—0)(D+0)u= 1y — ou. (3.42)
————

=z

Como u,(0) = u(0) = u(f) = u,(¢) = 0 temos

90(0) = ua:a:(o)v (,01;(0) = uwwx<0)’ QD(E) = ux$(€)7 @x(g) = u:va:ac(g) (343)

Além do mais (34]]) implica que ¢ verifica

(D* + 0%y =G.
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A solucgao geral do modelo é dado por

—iox

T
e

10T 10T —1i0Ss € v 108
p(x) = C1e7% 4+ Coe” +/ G(s)ds . /0 e'’°G(s)ds 570

= Jl + JQ + Jg + J4, (344)

onde

i09(0) + ¢(0)

L e P U I L TR

C, =
! 2o 2 2

para i = 1,2. Analisaremos caso a caso.
De B42) z = (D + 0)u = u, + ou verifica z, — 0z = ¢ portanto z pode ser escrita
como

2(z) = 7@ +/ o(@=s) ds, (3.46)

Tomando = = 0 in (340), uma vez que z(¢) = u,(¢) + ou(f) = 0 e z(0) = 0, obtemos
¢
0= /O e~ (Ju(s) + Ja(s) + Ja(s) + Ju(s)) ds. (3.47)

A seguir estimaremos cada termo da relacao (B.47)

74 .
/0 e~ (Ji(s) + Ja(s)) ds = C) /O 145 g5 4 O / —o(L+i)s g
Cl —Lo+ilo 02 —Lbo—it
- Lt otiloo _ 1) _ 72 o—ilo _ q
o(—1 +1) (¢ ) o(1+1) (¢ )
GG
o(=141i)  o(1+1)’

— Ky —

onde

C —bo+ilo O —fbo—ilo —lo
Ky = 10 — — 2¢ —, = |K < «
o(—1+1) o(l+1)

(a1(0")] + |tz (07)]) . (3.48)
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Aqui usamos que ¢, (0) = Uy, (0). Lembrando a defini¢ao de Cy e Cy em (3:45]) temos

B 109(0) 4+ ez (0)  100(0) — Ugsr(0)

l
/e*US(Jl—i—Jg) ds = K2
0

2i02(—1 +1) 2i02(1 + 1)
©(0)  Upga(07)
= K — . 4
2T 2ic? (3.49)
Por outro lado,
¢ —os | d 1 ¢ —o(1—1i)s ° —iUTG dr d
/Oe 3(8)8—%/06 /Oe (1)dr ds
1 { s . .
- - —ioT dr d —o(1—1i)s
—2z’a2(1—z’)/o /0 e G(r)dr d e )
_67£0'+7;€O' 14 7Z'UTG g 1 14 —osG(s)d
= 2@,02(1_2,)/0 e (1) T+2i02(1—@')/0 e (s)ds(3.50)
Analogamente,
s ds = e — [N eG(s) ds (51
/Oe 4(s)ds = 2i02(1+i)/() e TG(T) T_2i02(1—|—@')/0 e (s) ds.(3.51)

Somando as identidades anteriores temos

¢ 1
/ ™7 (Jy(s) + Ju(s)) ds = Ks+ - / e~ G(s) ds, (3.52)
0 204 Jo
onde
e—fa—i[o‘ ¢ ) y e—fo‘-i—i@o Y ) y
Ka = / —i0T . / —i0T )
Y= St b ¢ T gy )y ¢ AT

Lembrando a defini¢io de G descrita em (B3.40) e usando ||i)f|| < Co?||F|| temos

e&r

5 (@ IF e+ 101G IE34) (3.53)

|K3| < C

Integrando por partes e lembrando f;(0) = fi1(¢) = f1(0) = f1({) =0, ©,(0) = 0,(¢) =0

temos

1 ¢ —0os ¢ —os [
Tﬂ/o e °G(s) ds = 202&/0 e [INfL+ fo — mO,,] ds
it . ‘. 1o
- 2&04/0 € 7 f1s(s) ds + 202&/0 e 7% fa(s) dS—% A e 7% [mO,| ds.
=1 Is
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Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarts obtemos

o

C
Bl < 5[ = e T2 (il + 10D, Vsl < 5 U] (3.54)
Para \ grande. Portanto, aplicando (8:52)) obtemos
¢
/0 e (Jo(s) + Ja(s)) ds = Ky+ I+ Iy, (3.55)

para A grande. Substituindo as desigualdades (3.49) e (3.:53) na relacao (3.47) obtemos

©(0) Uz (07) I\
—ou(0) = Ky + 5y 3,2 T K3+ g f1(0) + Iy + Is. (3.56)

i\

__ ;0 2
2003 — lax

Como

€ ¢ = Uy, — 0°u, a identidade ([B56) pode ser reescrita como

0=K
2t 7o, %102

+ Kz + Ir + Is.

Portanto temos

Up (0) Uy (07)
20 2i0?

Usando (348), (B53) e (3:54) temos

0= K+

+ K+ I+ I, (3.57)

u.T.Z'Z' O
we0) = 220 < a1 4 8+ 1]+ 1)
Uzz2(0) 1/2 1/2 1
< cluOl+e| =0 s cpopeippe e
Para A grande (o grande). De onde segue o resultado. O]

O seguinte Lema ocupa um papel importante na demonstragao do nosso resultado.

Lema 3.3.4. Sob as mesmas condi¢oes anteriores temos que a solucdo do sistema resol-

vente verifica

l
/0 [taas|*dz < CIAU, + CIU I3l F 13
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onde C € uma constante positiva.

Demonstragao. Multiplicando a equacao (B.I1) por U, e integrando por partes
¢ ¢ ¢ ¢
z')\/ VTl + [QUgae Tag |y — / o Uge |Pd + / MmO Uyppdr = / folgzdz.
0 0 0 0
Usando (3.10),
‘ ¢ ¢ ¢
/ U |Pd :/ v, |2 da —/ (Ve f1 + follzz)dx + [0 pur Tz )y —/ MO 4, Uprd.
0 0 0 0
Usando a Proposi¢ao B2 e a equacao (B.13])

74 74 l - l
/ a|umcac|2dx = / ”Ux|2d$ _/ (Uxfl,:c + fZTm) d:I; +[aux1‘xu7m]€ - / m@rumcxdx
0 0 0 0

Usando (3.32)) SCUllullFllx ZeellUl|nlIF Nl +elluaea |2
4 0
< C|)\|||U||§{ + C||\U ||| F |1 + |0Ugzztis| |+ 6/0 |umx|2dx. (3.58)
0
Pelo Lema obtemos
e (0)] < CIU| |IF|| + C|U |13, (3.59)

Agora, pelo Lema [3.3.3] obtemos

C

' DR

10

[[E 7 (3.60)

1/2 2
|sm%wm+mwwnﬂw+

[0}

4
Multiplicando a desigualdade (B.60) por |uz.(0)| e lembrando que o = ()‘—2)1/ temos
1/2( 171(1/2
[tz ()11 (0)] < CINY2 11 (0)* +CIAM U3 1 F 1377 1120 0)] (3.61)

O F ez (0))
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Substituindo a desigualdade (8:59) em (B.61]) obtemos

[tz (0}t (0)] < CINYZ U3, + CIENZ, + CIN2U el Fll
< CNIU I3 + CIF Il

para A suficientemente grande. Analogamente, obtemos
[tz (O)uaa (O] < CINNU 3, + CIIFI,.

para A suficientemente grande. Portanto, substituindo as desigualdades acima na equagao

(B58) concluimos nosso resultado. O

A seguinte Proposicao estima parte da energia potencial elastica, que é um ponto

importante na prova da analiticidade.

Proposicao 3.3 (2% Estimativa). Suponha as condi¢oes anteriores, entdo para todo € > 0,
¢ 2 2 2 2
| Ptaalda < 2eAPIUI, + I FIE,

onde C,. € uma constante positiva.

Demonstragao. Substituindo a equagao ([B.I0) na equacao ([B.I3)), e depois multiplicando

a equagao por 1A\u,, temos

¢ ¢ ¢ ¢
—/ iINOi M, dr — / (KOzz + K0Ouz )i AU dx —/ M| Mgy |*dr = / (fa+ mf)idugdz.
0 0 0 0

=J

Assim, tomando a parte real obtemos

Y4 Y4 4
/ M| Mitge|2dz = —Re / iINOINudr — Re J — Re / (fi+ mf"iNugada
0 0 0

1 ¢ ¢
< 5/ M ity [d + o/ INO|2dz + CIN|U|| | Fll — Re J.  (3.62)
0 0
Entao,
l l
/ ity |2 < c/ INO|2dz — Re J + e[ A||U|I2, + CLIIF 1, (3.63)
0 0
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Usando a desigualdade de Young (1) e a equacao (BI5]) obtemos

¢
|J| = / (KOz + Ko©Oy) iUy, dx|,
0

< CE|)‘|”’{096 + ’{0@00”%2 + 6|)‘|||ua:m||%2>

< ce MUl F I + elM[[tae |22
Usando Proposicao e o Lema [3.3.4] obtemos
7] < eAPIUIG, + cellF 15 (3.64)

Finalmente, usando a rela¢ao (3.64]) em (B.63) e usando o Proposi¢ao B2 segue o resul-
tado. O

Proposicao 3.4 (3* Estimativa). Sob as mesmas condigoes anteriores temos que a

solugao do sistema resolvente verifica para todo € > 0,
¢ 2 2 2 2
| olde < 2eARIUIE, + | FI

onde C. € uma contante positiva.

Demonstragdo. Multiplicando a equacdo (B.II) por ilv e integrando sobre o intervalo

(0, ) temos

¢ ¢ ¢ ¢
/ | \v|?dx :/ az’)\um@d:v—l—/ i)\m@@mda:—/ fatAvdx . (3.65)
0 0 0 0

=13 =1y =I5

Pela Proposicao [3.3]

I3

IN

¢
/ QAU (1A Uy — f1 2 )dT
0

IA

L
C [ Pusaf2de + CIIF I,
0

IN

eI, + el Fll3
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Agora, pelas Proposicoes 3.2 e [3.3]

¢
L < / MINO(iNtas — fran)da
0
¢
< O [ DOF+xu, e + C| Il
< APIUNG + el FIl,-
Finalmente,
¢
I; < e/ |M2dx + C || F||3,.
0
Usando as desigualdades anteriores em (B.63) segue o resultado. ]

Finalmente, estamos em condigoes de mostrar o principal resultado desta tese.
Teorema 3.3. O semigrupo associado ao sistema [B1)-B4) € analitico.

Demonstragao. Note que da Proposicao Bl iR C p(A). Agora pelas Proposi¢ao B2
Proposicao B3 e Proposicao B4 obtemos

l
WHUH;:/O (IN0[? + @ Miga |2 + |NO2 + K| N2 da

< 2e]AP(UIG, + el F13

assim temos que |A]?||U||3, < C.||F|3,- De onde segue o resultado. O
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Capitulo 4

Viga Termoelastica do tipo III com

dissipacao localizada

O objetivo inicial deste capitulo é provar a boa colocacao do modelo para viga ter-
moelastica do tipo III com dissipacao localizada. Mas precisamente, estudaremos a

existéncia e unicidade de solucao para o modelo abaixo,

PU + QUgzry + MOy =0, (2,t) € IXx]0, +00]. (4.1)

Cett - Hea::c - /{001?:51’ — MUgyt + 5€ = 07 (ZE, t) G]EOa E[X]Ov +OO[7 (42)

onde I =|0, £o[U]{y, £[. Aqui assumimos que p, «, ¢, Kk, Ko € 0 S20 constantes positivas e

as seguintes condigoes de contorno,
w(0,t) = u(l,t) = u.(0,t) = u, (¢,t) =0, 0.(ly,t) =0,((,t) =0, Vt>0. (4.3)
Além disso, consideraremos também as seguintes condigoes de transmissao,

s (by) = ua(€g), M, (by) = M, (£5),

onde

M(x,t) = augy(x,t) + mb(x,t), (x,t) € 1x]0,400],
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e a fun¢do m(x) é definida como

(2) 0 se 0 < x < {,
m(x) =
mo, sely <z </,

com mg > 0. Por fim, assumiremos as seguintes condicoes iniciais

u(z,0) = ug(x), u(x,0) =uy(z), 6(x,0) = Og(x), O;(x,0) = b;(x), x € (0,0). (4.4)

(M.E.) (M.T)

Figura 4.1: Viga parcialmente termoeléastica

As principais caracteristica para este modelo sao as seguintes: a familia de operadores
resolventes associados ao gerador infinitesimal nao sao operadores compactos e a equagao
do calor acoplada ao modelo de vigas termoelasticas ¢ do tipo Kelvin-Voight, para o
qual ndo existe uma caraterizacdo do dominio na forma de um espago de Sobolev. Este
fato determina que a fungao deslocamento u da solucao forte do modelo nao pertenca ao
espaco H*(0, /). Para resolver estes problemas devemos definir o dominio do operador
dependendo dos operadores diferenciais associados ao modelo. Além disso, se faz ne-
cessario como no capitulo anterior usar alguns resultados mas sofisticados de densidade
que desenvolveremos ao longo deste capitulo.

Finalmente, provaremos que o modelo localizado para viga termoelastica do tipo III
é exponencialmente estavel através do Teorema 241l Para tal fim, na secao mostra-
remos que o presente modelo é fortemente estavel, ou seja, iR esta contido no resolvente.
Na se¢ao mostraremos que o operador resolvente é uniformemente limitado sobre o
eixo imaginario, ou seja,

IGA = A) ey < C.
para depois poder aplicar o Teorema [2.47]
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4.1 Boa Colocacao do Problema

O funcional de energia associado ao modelos (&1)-(Z4) é dada por
E(t) = 1/Z (p|ut|2 + oz|um\2) dx + ! /Z (c|@|2 + K|0,)* + 5|9|2) dr.
2 Jo 2 Je

cuja derivada é dada abaixo,

CB) = [ mofe. d
di = " Ro |9 Z.

Denotando como u; = v, 6, = © e U = (u,v,0,0). A seguir, defina o espago de fase
como segue

H = HZ(0,0) x L*(0,0) x H}(ly, £) x L?(ly, ).
Note que H ¢é um espaco de Hilbert equipado com o produto interno

/ l . _ _
(U, U )y, = / (P00 + auge i)z + | (cO8* + k0,8% + 560)dx,
0 Lo

onde U = (u,v,0,0) e U* = (u*,v*, 0%, ©%). Agora, introduzimos o operador A,

u v

v —QUggex — m@zx
U= , AU =

0 e

C) KOy + K0Ozy + MUy, — 00

Por simplicidade, assuma que p = ¢ = 1. O dominio de A é dado por

ve H2(0,0), [ue H¥0,0),6, © € H(ly, 1)
—Qug, —mO € H?*(0,0),

D(A) = SU € H| Kby + K0Ory + Mgy — 00 € L2(4y, 1),
Ve (0 ) = gy (65) + moO(C])
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Portanto, o sistema (E.I))-(&3) pode ser reescrito como

Ut—AU:O,

E simples de verificar que A é um operador dissipativo verificando

01
Re(AU,U)y = — | ko|©,]* dx < 0.

Lo

Para mostrar que o sistema esta bem colocado usado o sistema resolvente.

(iAN[— AU =F.
Em termos dos coeficientes,

IAu—v = f,

IAV + QUggzy + MOy = fo,

N — O = f3,

IAO — Kby — KO pe — MU, + 060 = fy.

Em particular, note que a relacdo (£8) e (£1) implicam

74
/K ko|Os|? dz = Re (U, F)y.

(4.5)

(4.6)

(4.7)

(4.12)

Usaremos uma adaptacao do Teorema 210l visto na secao 2.5, do mesmo modo que

no capitulo 3], e pode se encontrado em [30].

Teorema 4.1. Seja A um operador dissipativo tal que R(A) = H. Se H é reflexivo entdo

D(A) =H.

Demonstracio. E analoga a demonstracao do Teorema 2.0

]

Novamente, destaco que a prova feita em [30] considera uma hipdtese equivalente cuja

prova é também valida quando R(A) = H de onde segue a nossa conclusao.
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Finalmente, mostraremos a boa colocagao do modelo. Note que aqui usamos forte-

mente o acoplamento do tipo Kelvin-Voight.

Teorema 4.2. O operador A definido anteriormente é o gerador infinitesimal de um
semigrupo Cy de contragoes (S(t))i>o definido sobre os espago de Hilbert H. Além disso,

para todo dado inicial Uy € D(A) existe uma unica solu¢ao de () verificando
U € C'([0, 00, H) N C°([0, 00, D(A)).

Demonstra¢ao. Como A é um operador dissipativo. E suficiente mostrar que 0 € p(A) e
D(A) é denso em H. Para este propésito, provaremos que para toda F' = (f1, fa2, f3, fa) €
‘H existe uma tnica solugdo U € D(A) tal que AU = F. De fato, das equagoes (L8)—
(ETT) temos que v € HZ(0,0), 6 € H'({y, 1) e

—QUgggx — m@aw = f2 € L2(07€)7 (413)

K0z + K0Ops + Mgy — 00 = f1 € L*(01,0). (4.14)

Note que o sistema anterior é desacoplado. FEntao, usando as condigoes de contorno

obtemos

QUgpee = —mfy + fo € H1(0,0), (4.15)
u(0) = u(l) = uy(0) = u,(¢) =0 (4.16)
— K0pp + 60 = —rofy +mf) + f1 € H(0,0) (4.17)
0. (o) = 0,(¢) = 0. (4.18)

Usando o Lema de Lax-Milgran, ndo é dificil de verificar que o sistema (ZI7)-(ZI4)

possui uma tnica solugao 6 € H} (¢, ¢) verificando

— Iﬁgmx + 59 = —m {/ — ligfé, + f4 c L2(£0, E) (419)
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Por outro lado, introduzindo a forma sesquilinear
¢
a(u,w) = / Uy W AT
0

Verificamos que a(-,-) é simétrica, continua e coerciva sobre HZ(0,¢) x HZ(0,¢) e que a
forma linear

0
T(w) = /0 (mfywy + fow)dz,

verifica T' € H~2(0,¢). Portanto, pelo o Lema de Lax-Milgram’s existe uma tnica solucao

u € H3(0,/) tal que
‘ ¢
/ (s ) = / (mfiws + fow)de, Yw e H20,0). (4.20)
0 0
Tomando v € C§°(0,¢) temos que u verifica (3.22]) no sentido das distribuicoes e
QU +mfs = fo € L*0,1). (4.21)

Usando as equagoes ([ETI9) e ([E2T)) concluimos que U = (u,v,0,0) € D(A). Logo,
R(A) = H; e como H é reflexivo e A é dissipativo, entdo D(A) é denso, por causa do
Teorema Bl Portanto, o resultado segue pelo Corolario 2.6, ou seja, A é o gerador

infinitesimal de um semigrupo de contragoes. O]

4.2 Estabilidade Forte

Teorema 4.3 (Estabilidade Forte). O semigrupo associado com o modelo ([L1)—(Z3)
verifica

iR C p(A).

Demonstracdo. Denotemos por
N ={seR": | —is, is[C p(A)}.

Como 0 € p(A), N # @. denotando 0 = sup N temos as seguintes possibilidades:

primeiro que o = 400 o que implica que iR C p(A), segundo que 0 < o seja finito. Aqui
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argumentaremos por contradi¢do. Suponhamos que o < oo. Entao existe uma sequencia

{\} CRtalque A\, >0 <o0e
1A = A) 2y — 00

Portanto, podemos construir a seguinte sequencia {f,} C H verificando ||f,]lx = 1 and

1(iAnI — A)~' full2 — 00. Denotando por U, = (iA,I — .A)~! f,, obtemos

f = iU, — AU,,.

Sejam

UTL n
U, = —= e I, = ~f .
1 Unl2

Logo, U, verifica ||Uy,|l% =1 e
iNU, — AU, = F, = 0 quando n — +o0.

Como ||AU,|lx < C, segue que U, é limitado em D(A). Em particular temos que
QUy, e + MmO, é limitado em H?(0,¢) e u, ¢ limitado em H?(0, /). Usando ({I0) e [{I2)
temos

(O, 0,) — (0,0) forte em  H'(ly,£) x H*(ly, ).

Portanto, existe uma subsequencia de U, tal que
U, — U, forteem H.

Portanto, temos que ||U||y = 1. Além do mais, como AU,, = i\, U, — F,, concluimos que

AU, converge forte em H. Como A é fechado concluimos que U verifica

iwocU — AU = 0.
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Usando (.I1]) obtemos

¢ ¢ ¢
, _ _ 2
iN [ Ol do — / (Kbnzz — K0On.zx) Unaz dT — m/e |V za|” dx
0

Zo ZO

Y4 Y4
+5/ envn,a:a: dx = / f4,nvn,:c;r dz.
Zo ZO

Usando (ZI1]) na equagdo acima concluimos que

‘ ¢ ¢
2 . P
m/g |V | “dx = Z/\”/g O, Un 2z dx +/€ (Kbp.zz — K0On.z) iAnUn gz AT
0 0 0

Lo

Portanto,

Up ey Unze — 0 forte em L*({g, 0).

Entao u,, = vz = 0 no intervalo |¢y, ¢[. Logo,

u = v = 0 sobre ]y, {].

Agora, no intervalo termoelastico

iou—v=0, em 0,0

10V + QUggze = 0, em 0, .

Entao, t;; = vz = 0 no intervalo |¢y, ¢[.Logo

u = v = 0 sobre |y, ([.

Note que no intervalo |0, /| temos que u verifica

—U2U + QUggrr = Oa €m ]07 €0[7

Y4 7 4 0
_ / (0hze — K0On0) T du + 6 / 0,0 di — / FonTnas da.
Zo ZO

(4.22)

(4.23)

Pela unicidade do problema de valor final, v = 0 no intervalo |0, fo[. Assim, temos que
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U =0, o que é uma contradi¢ao com ||U, ||z = 1 para todo n € N. Portanto

iR C p(A).

4.3 Estabilidade Exponencial

A seguir é necessario forncer significado ;.. (0) € Uz, (€). Por essa razao, usaremos

um Lema do capitulo anterior que novamente o enunciamos:

Lema 4.3.1. A solucdo do sistema resolvente verifica

a0) = 0 < o e[ O cqupeee e, g
a0 =20 < a0l =) o + SR )
onde C € uma contante positiva e o suficientemente grande.
Demonstracao. E analoga ao Teorema [3.3.3] O

Para facilitar a estimacdo dos termos pontuais, assuma que p = ¢ = 1 e £2 é a energia

do sistema sobre a parte termoelastica.
Notacao 1.
; 1/2
1. £ = (/ (|U|2—|—oz|um]2—i—|@|2+m|9m|2+5\9|2)dx) ,
Lo
9\ 1/2
2. R= (CIUs [Flly +CIIFI3) "
1
3. I(x) = 5 (Jo(@)* + ol )
Assim temos os seguintes resultados.

Lema 4.3.2. A solugdo sobre a parte eldstica do material verifica:

|02 (Co)” + [thaza(bo)]? < Qo (4.26)

72



onde

Qo = CIA[(T(0) + T (to)) + CIN Ul | Flle + CILE I3,

Demonstra¢ao. Multiplicando (49) por U,,, e integrando em |0, £5[ obtemos

Lo Lo Lo
A / Vlgge AT + / QUgppaUappr AT = / follges dx.
0 0 0

Entao,

I 4 4 o bo
ZAU(£O)“M£(£O) + / erm dl’ + / auxx:pxm dl’ = / f2m dZC + / Umf{/'
0 0 0 0
Usando equagao (L8] e as condigdes de contorno (A3]) temos
— 1 s d 1 o d ¢ L —
i (lo)ugs (€o) + 3 /0 ’ e |v:,5|2 dx + 5 /0 ’ @a \usz dr = /0 ’ follzgs dx + /0 ’ v f1 dx.
De onde segue

- Lo o __
0 E0) 2 2t () 2 = @ g (O) o+ 2000 (03] +2 [ itz o2 [ T o

1/2 1/2

|tzzee]|t/* temos

Agora, usando Lema 3Tl e a desigualdade ||tuzzz| < C/|ltige||
[02(£0)| + [tz (€o) |* < CIN(T(0) + T (b)) + CIA Ul Fllae + CI FII3,-

De onde segue a relacao (£.26]). O
Lema 4.3.3. Suponha as condicoes anteriores, entdo para todo € > 0,

C C
v(l)]? + &+ — R 4.27

€
[us (Go)]* < 57
A
onde C' € uma contante positiva e A suficientemente grande.

Demonstragao. Multiplicando por ¢u, a equacao (EI1]), onde ¢ = = — ¢, e integrando por

partes em |y, £| obtemos

¢ ¢ ¢ ¢ ¢
iA | Oqu, dr — / (KOzz + £0O4r)qUy da — m/ Vpa QU dx +/ 00qu, dr = / faquy dx.
L Lo Lo Lo Lo
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Entao,

¢ ¢ ¢ d
iN | Oqu, dr — / (Kl 4+ £0O2)qUps + (KO + KOy )T5|dx — @/ q—]vgg|2 dx
£ ‘% 2 Jo, “dx

¢ ¢
—|—/ 00qu, dx = / qf4U; dx.
Zo EO

Logo,

m ¢ d ¢
— q—|vx|2 dr = —/ [(Kly + £0O4)qUps + (Kb, + KO, )5 |dx
2 ZO dl’ E()

¢ ¢ ¢
+ [ d0qu, dx — / q [0 dx. + i)\/ Oqu, dx
fo EO

Lo

Para \ grande suficiente temos

¢
/ (KO: + k0O 1) qUsz + (KO + KO, )Ty dx
Lo

< OXE|1O. | r2(00) + CR2.

Portanto segue que

9 ¢ ¢ ¢
fg’C&SH@AM%%@—%CR?+:/<WQ%cM—i/(ﬁﬂ&dx+iA/‘@mgdx
m Lo Lo Lo

¢ dq

2
2 d
Zoqulv! 2

< +CNE|Oallz2(40.0) + CR? +

PO(lo)1(l) — A [ (Og),uds

Usando a equacao (A8) na desigualdade acima obtemos

¢ C C C C
()P = [ fual® dz| < ==E]|0q] 12 R+ 6. 12 lo)| + &2,
P = [/l | < el + [ ER+ IOl + 1
Usando a relagao (£.I2) temos
¢ € C C
) ua(bo)? = [ Jusl? do| < Jo(lo)? + 2 4+ R
) = [ ol o] < o+ 67+ 1
De onde segue (4.27)), para A grande. ]

Proposicao 4.1 (1* Estimativa). Sob as mesmas condigées anteriores temos que a

74



solucdo do sistema resolvente sobre a intervalo eldstico verifica para todo € > 0,

C(T(0) + T (b)) — /0 ¢ (T(2) + aluge?) dz| < Ce(T(0) + T (k) (4.28)
C ooy C e
+|)\|1/2R + ’)\|1/4 ”UH’H’

onde C' € uma constante positiva e \ € suficientemente grande.

14
Demonstracao. Multiplicando (L9) por qu, para ¢ = x — 50 e integrando por partes

obtemos
Lo Lo Lo
i\ / vqu, dr + QO 0 Uy AT = / foliy dx.
0 0 0

Usando a equagao (L8] e as condigdes de contorno (£3) temos

1t 1o d
—3 q— v|? da +qat; (£ )uwm(ﬁa)—a%(ﬁa)uxx(fa)—i | aao || d

=0

Zo 2 EO —
—l—/ Uz | dx:/ q(Ufo—i-foim) dx
0 0

=1

Logo,
—/ qu2 ]v\2+oz|um| dx—i—/ fupe? dz = I, — I (4.29)

J(x)

Dos Lemas 4.3.2] e o Lema [£.3.3] temos

Cy 1w (6))|

IN

(0 Yt (05 )T (05|
c ., C )

De forma andloga, pelo Lema .33

N C C
sa (9 V5] < CeT (1) + (3R + m IV
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Portanto, para A suficientemente grande temos

C C

|L] < Ce(T(0) + T (ko)) + MT“RQ + NG U115, -
Além disso,
¢
1] < CeT (0) + T (o) + 3R>
Finalmente, aplicando estas desigualdades em (£.29) segue a relagao (L.28). 0

Corolario 4.1. A solucdo do sistema resolvente sobre o intervalo eldstico verifica

R2

o/ 2
T)+J0) < ¢ [ (] Faful?) dr o+ i

onde C' € uma contante positiva e A suficientemente grande.
Demonstracao. O resultado segue da Proposicao A1 O

Corolario 4.2. A solucdo do sistema resolvente sobre o intervalo eldstico verifica

[02(60)* + [tz ()] < CINUIIF, + CIIF I3,

onde C € uma constante positiva.
Demonstracdo. O resultado segue do Lema [£.3.2] e da Proposicao [A.11 [l

Lema 4.3.4. A solucdo do sistema resolvente sobre o intervalo termoeldstico verifica
e
/ 0,2 dz < CINE2 + CE | F,,, (4.30)
Lo

onde C € uma constante positiva.

Demonstragdo. Como v € HZ(0,¢), segue pelo teorema [ZI6 e usando a equacao (A8
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obtemos

1/2

g tog R 2
<
/Zo vz | dx_C(/ZO [v] dx) </€0 |V | dx)

, 12 ; 1/2

<(C </ |v[2 da:) </ | Mgy — fl,m|2da:>
Lo

/2
<o ([ wr dx) ( [ et dx) +CE P

De onde segue (4.30). O

Lema 4.3.5. A solugdo do sistema resolvente sobre a parte termoeldstica verifica para

todo € > 0,
¢ 2
/ N, dr < R, (4.31)
Lo
l
/ O dz < &RQ + &2, (4.32)
Lo

onde C' é uma constante positiva e \ suficientemente grande.
Demonstracao.

1. Aplicando a desigualdade (EI0) em (EI2) obtemos
¢ 2 2
N < C U I F I+ C I,
0

Logo, segue (Z3T)).

2. Da equagao (LI1]) segue
IAO — Kby — K0Opw — MU, + 00 = f4.
Multiplicando a equagao ([£IT]) por iA© e tomando a parte real temos

¢ ¢ ¢ .
/ |)\@|2 dxr + Re i)\/ k0,0, dr + Re z')\/ muv,0, dr
t 0 t

Y 4
+Re m/ 0] dz = Re / F4NO da.
fo ZO
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Usando a equacao (AI0) segue que

£ 14 _
/ IAO° dz = Re i)\/ mv,0, dr
ZO ZO

=J2

Y4 l o A 74 l_
+/€ k10,>dr + Re /@ k1O, dx—Rei)\/g 7.0 dm+/£ 516)%dx + Re m/g B fyda .

=J

Entao,
[ 18 dr = (4 ) (433)
Xr = —— . .
A TR
Note que |J;]| < €||U3, + C||F||3,. Além disso, pelo Lema 3.4

|J| < CA| H%Hm(zo,e) H@IHLQ(&),Z)
—————
U sando([Z:30)
< (N2 2+ CEVNIFI) 119all 2an e -

Dividindo por |\|? obtemos que:

1 C C 1/2
el S e lOelzzn + T8 IFIG 18:lzage

Entao,
1

C
‘APU’ < —R*+ €2

R

Usando as desigualdades anteriores na equagao ([A33]) temos a equacao (L32).

A seguir, um resultado de grande importancia.

Lema 4.3.6. A solucdo do sistema resolvente verifica

1
/ZO [taze[*dr < CINE® + CU Nl Fllw + CIN2|U 3, + CIIEI,

onde C € uma constante positiva.
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Demonstragao. Multiplicando (£9) por u,, e usando (L8] obtemos

4 4

¢ ¢
A | Vg, dr+ / OUgprrlzr AT+ | MOl dx = / otz dex.
Lo Lo Lo Lo

2 £ £
A€ [auzzzuzz}ﬁoffeo alugz|? dz - fzo MmO, Uzsr dx

De onde segue

¢ ¢ ¢ ¢
2 . _ _ ) _
/e Uy |* d = Z)\/g Vg AT —/g Jolzz AT {000 Ung )y — /@ MmO, lpes AT
0 0 0 0

|Al€2 <ClU#lIFlln ScellUlla [ Fllntelluzes?

< OINE® + |[atotiaa ]y,

Do Lema [4.3.2] e do Corolario temos para A grande suficiente,
Uz (£o) ez (bo)] < C‘)‘P/Q”UH?{ +CR?,

Finalmente, substituindo as desigualdades anteriores em (A.34]) segue nossa conclusao.

Lema 4.3.7. O sistema sobre o intervalo termoeldstico verifica

¢ C C
2 2 2 2
Upe| dr < —||U |13, + ~—R?> + ¢

¢ C C
2 2 2
/Zo |v| dxgw"U‘|H+|/\|TBR + e&°.

onde C' € uma contante positiva e A suficientemente grande.
Demonstracao.

1. Substituindo a equacdo (£8) em (ZLII]) obtemos

1 50 1 ,
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+c€\|UHHHFHH+e/Z Ugee|? dar. (4.34)
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Multiplicando a equagdo acima por 7, e integrando em |{y, | obtemos

1
/ MU | d:v—/ Oudr + )\z/ (KOz + KoOy) Uggrdx
J

¢ 1
Guxxdm N /ZO (fa —mf]) Uppde.

i
A1

Tomando a parte real temos

¢ ¢ S
/ m|uge|*dr = Re / OUgzdx + Re J + Re—)\ Qumd:t: + Re —/ (f1 — mf] Vigzdx
Lo Lo 7

Assim, tomando o valor absoluto

¢ 1 ¢ ¢ C
/ g [2d < f/ g |2dz + c/ O2dz + ReJ + S €2+ LR (4.35)
Lo 2 Lo Lo | | |/\|

para A\ grande. Pelo Lema

1
|| = @)\/ (KOy + KoOy) Uy dx
< < kb + 50@ullizitn (CINVE + CINMANU Iy + CIUIBIF I + C I F )
C
< (€ F o®ullzznn) (CIAE + CINY U e + CIUI2F3 + ClIF )
C C C C
< ol il IVl bt m||U||H||F||;L¢.
C C 1/2 1/2
+ 7 1€elizeon + Sl Oalliwa Ul + 75 < Ouln IV IFI
C
+ WHUHH”FHH-

De onde temos

C
2 2
4.
|>\|3/45 —|—|)\|R (4.36)

|J| < eE% +

Finalmente, aplicando a desigualdade (£30]) em (£37) e usando o Lema [.3.0] segue

nossa conclusao.
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2. Multiplicando a equagao ({9) por @ e integrando sobre |¢y, [ temos

/g: lv|2dx :[aumx(ﬁ)E(Q—aumm(fo)ﬂ(éo)] — [z, (£)

0

¢ ¢ ¢
+/ oty |*da +/ mO,u,dr — | foudx.
o Lo I

Pela condic¢ao de contorno (Z3))

¢
]v[Qda: = — WUz (Co)U(Ly) + iy, (o)Ts({p)

U, (0)

——

— QU (Lo) e (4o)]

Lo
¢ ¢ ¢ ¢
+/ammwmf/m@mﬂmi/ﬁmm+/fmm. (4.37)
Lo Lo Lo Lo
=1y =I5 =Ig
Usando a equacao ([L38)) e o Lema temos
_ C 1/2 1/2 C 1/2
e ) 00)| = 13 o) 0000) + )| < 50 QY200 + 1 O Pl

Lembrando a defini¢ao de Qy < C|M|||U||3, + C||F||3, temos para A suficientemente

grande

C
DEE

C

U115 +
Analogamente, para A suficientemente grande

C

|ta (£o) Tz (£o)] < B

WHUHH—"

Para A suficientemente grande, observe que

C
|)\|2/3

1] < €€ + Ul + R,

|A|'

Hd§6/|v
Lo

Pdr+ | FIE,
AT
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Além disso, usando a desigualdade de interpolagao,

L

[Is| < moO,Uydx
Lo
< Cl1Oal 2oy lull"? a2
¢ 1/2 1/2 C 1/2 1/2
< WH@AIL%,@HUH [t ]| +|A|1/2||@$||L2(£0,£)|F||H 12|
< §51/2
C
< &7+ —RY

Al

para A grande. Finalmente, inserindo as desigualdades acima em (@37 segue o

resultado.

]

Proposicao 4.2 (2% Estimativa). Sob as mesmas condi¢oes anteriores temos que a ener-

gia sobre o intervalo termoeldstico verifica

C C
2 2

R? + &2,

onde C' é uma contante positiva e A suficientemente grande.
Demonstracao. Do Lema E3.7,

¢ C C
2 U 2 2 2
/50 |uxoc| dx < P\,3/4|| ||H ’)\‘R e€ e

¢ C C
2 2 2 2

Do Lema 3.7,

1

l
0,%dx <
£0| | l’_|)\|2

¢ C
R+ C|F|2 e /Ko O dr < (R + €

Ainda, usando a desigualdade de Poincaré,

¢ ¢ 1
[ 102d <G, [ 1. Pde < R+ CIIFI
Lo Lo |)\|
Portanto, lembrando a definicio de £2, tomando A grande segue o resultado. [
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Proposicao 4.3 (3* Estimativa). Sob as mesmas condigoes anteriores temos que a

solucdo do sistema resolvente sobre a intervalo termoeldstico verifica

CT )+ T(0) = [[(T)+ alue?) ds| < C(T(80) +T(0) + CelU s+ 1377

2
R%,
onde C' é uma contante positiva e A suficientemente grande.

Demonstracdo. Usando os mesmos procedimentos como no Proposicao .1l segue o resul-
tado. O]
Finalmente, estamos em condigoes de mostrar a estabilidade exponencial.

Teorema 4.4. O sistema termoeldstico ([1)-([@3]) é exponencialmente estdvel.

Demonstracao. Do Proposicao temos

£2< WCJ/QHUII?{ + |/\|C;/3R2. (4.38)
Pela Proposicao [ para A grande,
[0 + e < ©(TO) + TC) + CAVIE+ O (139)
Novamente, pela Proposicao [£1] para A grande
J(0) + T () < Ce||U|3, + CR>. (4.40)

Pelas desigualdades (£38]), ([£39) e (£40) temos para A grande,
¢
101, = €+ [ (ol + afuea)do < Ce|U I, + CR.
0

Tomando € pequeno, segue o resultado. [l
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Capitulo 5

Conclusoes e trabalhos futuros

Neste trabalho mostramos a boa colocagao dos modelos de vigas termoelasticas do tipo
I1I global e localizada. Para tal demonstragao, utilizamos a teoria classica de Semigrupos
e Analise Funcional que pode ser encontrada em [3, 130], que também sdo mencionados
no capitulo 2

No capitulo [, aonde consideramos a viga de material completamente termoeléstico
mostramos que a dissipacao produzida é suficiente para que o modelo seja analitico. Esta
propriedade ¢ muito importante porque em particular implica nas seguintes propriedades:
estabilidade exponencial do modelo, o semigrupo possui a propriedade de crescimento de-
finido pelo espectro, a solucao possui efeito regularizante sobre os dados iniciais e a solugao
admite uma expansao em series de potencias convergentes no tempo. Essas proprieda-
des sao muito importantes para tratar problemas semi lineares; bem como problemas
numéricos. Por este razao, acreditamos que nosso resultado é de muita importancia nas
aplicacoes.

Finalmente, no capitulo @l tratamos de um modelo localizado, ou seja, quando a com-
ponente termoeldstica ocupa apenas uma pequena parte da viga. Neste caso o problema
¢ muito mais complexo e conseguimos provar apenas que o modelo é exponencialmente
estavel. Nao julgamos que o modelo seja analitico, eventualmente poderia ser que defina

um semigrupo diferenciavel. Porém, sao pontos complexos e o problema esta em aberto.
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Trabalhos futuros

Nosso trabalho foi desenvolvido para vigas em modelos unidimensionais. Entre os

pontos que acreditamos podem ser tratados em casos de dimensao maior que um estao:

1. Placas do tipo retangulares.

2. Aplicar métodos numeéricos para verificar as propriedades analiticas encontradas no

caso das vigas.

3. Estender ou verificar estas propriedades para as vigas de Timoshenko e vigas curvas

de Bresse.

4. Estudar a fundo a diferenca do modelamento das vigas de Euler Bernoulli e de

Timoshenko.

Vale destacar que modelos bidimensionais (placas) ou materiais mais gerais, bem
como N-dimensionais sao muitos mais complexos por causa das condi¢oes de contorno e
as derivadas tangenciais que aparecem nas integragoes por partes e na analise do trago

sobre a interface.
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