Semigrupos da classe de Gevrey

Andrea Luiza Gongcalves Martinho



Sumario

I Preliminares 7

LT

Andlise Flm(‘iom-ai ................................ 12

1.2.1  Operadores lineares limitados e nao limitados] ............ 12

SCIMIGTUDOS  « « v v v o o e 19

1.5 Semigrupos Diferencidveid . . . . . . . . .. 30
h_ﬁ_Sﬂg;runos Analiticod . . . . . . 33
Mm@mgéuh&&mgﬂmmmm ................ 33

1.7 Funcoes Gevre;l ................................. 34

LLSEmJgﬂ].pﬂSMEALL%J ............................. 37




Semigrupo de Gevrevl 55

3.2 Resultado Principal . . . . . . . . . .. 68




Resumo

Doutoranda: Andréa Luiza Gongalves Martinho.
Orientador: Jaime E. Munoz Rivera.

Neste trabalho estudamos as propriedades regularizantes produzidas por mecanismos
dissipativos localizados sobre uma viga. Neste trabalho nos concentraremos no mecanismo
viscoso localizado, isto é, este mecanismo é efetivo apenas num subintervalo do conjunto
aberto onde esta configurada a viga. Provamos que esta dissipagao faz com que o semi-
grupo seja da classe 4 de Gevrey. Em particular isto significa que o semigrupo associado
ao modelo é imediatamente diferencidvel, isto é, o semigrupo S(t) é diferencidvel para
todo t > 0. Que implica que o semigrupo ¢é infinitamente diferenciavel. Isto mostra que
o modelo de vigas possui um efeito regularizante sobre os dados iniciais. Mais ainda o

resultado implica na estabilidade exponencial.

Palavras chaves: Semigrupos diferenciaves, Gevrey, efeito regularizante, estabilidade

exponencial.



Abstract

In this work we study the regularizing properties produced by localized dissipative
mechanisms. In this work we will focus on the localized viscous mechanism, that is, this
mechanism is effective only in a subinterval of the open set where the beam is configured.
We proved that this dissipation makes the semigroup to be Gevrey’s class 4. In particular
this means that the semigroup associated with the model is immediately differentiable,
that is, the semigroup S(t) is differentiable for every ¢ > 0. Which implies that the se-
migroup is infinitely differentiable. This shows that the beam model has a regularizing

effect on the initial data. Furthermore, the result implies exponential stability.

KeyWord: Differentiable semigroups, Gevrey, regularizing effect, exponential stabi-

lity.



Introducao

Neste trabalho estudaremos as propriedades regularizantes de sistemas de vigas quando
a dissipacao estd localizada. Até o momento praticamente os estudos de modelos com dis-
sipacao localizada foram feitos para analisar os casos de decaimento, a saber, decaimento
exponencial e decaimemto polinomial, ou mesmo a falta de decaimento. Veja por exem-
plo [15L18,19,23-2630%33]

Pensamos que o efeito regularizante, analiticidade ou mesmo a diferenciabilidade sao
temas que nao tem sido estudados quando a dissipacao é localizada.

Aqui consideramos o modelo de Euler Bernoulli com componente viscosa efetiva apenas
numa parte do material. Consideremos que a viga estd configurada no intervalo [0, ¢] e que
esta viga estd dividida em duas componentes cada uma delas ocupando os subintervalos
1 =)0, 60Uy, ].

Para ser mais precisos, a parte eldstica estd configurada sobre o intervalo |0, £y[ en-
quanto que a componente viscosa estd configurada sobre o intervalo |{y, ¢[. Note que aqui
a ordem, assim como o comprimento de cada componente nao sao importantes. Com isto
queremos afirmar que nosso resultado permanece o mesmo independentemente da posi¢ao

ou o tamanho da componente viscosa. Vamos ilustar como segue na figura abaixo.
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Figura 1: Model 1



O modelo que aqui estudamos é definido por

puy + My =0, in I x R, (0.0.1)
uw(0,t) = u(l,t) = uy(0,t) = u,(¢,t) =0, in Ry (0.0.2)
w(2,0) = uy (2), u(x,0) = ug(x), in 7, (0.0.3)

onde M = (qug, — apuy), verificando as seguintes condigdes de transmissao

ulty) = u(tg) wal7) = w(63) (0.0.4)
M(6y) = M(6) M, (67) = Ma(£5). (0.0.5)

Aqui as fungbes p, a, ap, sao possivelmente descontinuas no ponto z = ¢y, isto é,

) ez €]0,4] ) aa w€]0, 4] )0 2 €0, £
M@_{maf%ﬂ’ “@_{%af%ﬂ’ %@_{5xﬁhﬂ7

onde p;, a; e [ sao constantes positivas.

Sistemas com dissipacao localizada tem sido estudados por muitos autores em centenas
de artigos. Veja por exemplo [I518,19,23-26/30,33] munidas as referéncias nelas contidas,
para citar apenas alguns deles. O principal resultado dos artigos acima tratam sobre o
comportamento assintético. Em [23] os autores também consideram o modelo de vigas
com dissipacao viscosa do tipo Kelvin Voigh quando M = at,, — aguz.. Neste trabalho
os autores mostraram que o sistema é sempre exponencialmente estavel nao importando
a posicao do mecanismo dissipativo nem o comprimento do subintervalo onde este meca-
nismo é efetivo. Isto nos mostra que o comportamento assintético ¢ bem conhecido para
este modelo.

Nos aqui estamos interessados nas propriedades regularizantes que este mecanismo
produz na solugao do modelo definido pelo sistema (Q.O))-(0.0.3) com M = au,, + aouy.
Observe que o mecanismo dissipativo aqui considerado é mais fraco que aquele estudado
em [23].

O principal resultado deste trabalho é mostrar que o semigrupo definido pelo modelo
(O.0I)—(003)) é de classe 4 de Gevrey. Nossa demonstragao em particular implica que o

semigrupo é imediatamente diferenciavel, além de ser exponencialmente estével.



Capitulo 1
Preliminares

Nesse capitulo vamos apresentar os resultados que serao necessarios para a realizacao
desse trabalho. Os tépicos a serem abordados sao os seguintes: Espagos de Sobolev,
Anélise Funcional, Semigrupos, Semigrupos diferenciaveis, Semigrupos analiticos e Funcoes
e Semigrupos de Gervrey. Os resultados apresentados sao resultados classicos desses
topicos, sendo assim nao serao apresentadas demonstracoes formais dos mesmos, contudo
colocaremos as referéncias para os conceitos os quais serao citados. Além disso, faremos
de tal forma a deixar esse trabalho o mais autossuficiente possivel. Vale ressaltar que
esse capitulo possui natureza introdutéria e por esse motivo deixamos a cargo do leitor a
apreciacao desse capitulo.

Nas secoes que seguem estudaremos a teoria de semigrupos com énfase nas aplicagoes as

equagoes diferenciais parciais.

1.1 Espacos de Sobolev

Vamos primeiro fixar as seguintes notagoes
1. N={neZ;n>1}

2. — imersao continua

3. <% imersdo continua e compacta

Teorema 1.1.1 (Du-Bois-Raymond). Sejam Q C R" um aberto e u € L}, (). Se

loc

Jou(@)p(x)dz =0, Vo € CF° entio u = 0 quase sempre em Q.

Demonstragao. Ver [1]. O



Lema 1.1.2. Seja f € L, .(I) tal que

/f(p'dx =0 Yy e C5°(I).
I
Entao existe uma constante C tal que f = C q.t.p em I

Demonstragao. Ver [2]. O

1
loc

v(z) = /m g(t)dt, xe€l.

Yo

/w’z —/gso, e Cx(I).
I I

Demonstracao. Ver [2]. O

Proposicao 1.1.3. Sejam I C R limitado ou nao, g € L;,.(I), para yo € I fixo definimos

Entaov e C(I) e

Teorema 1.1.4 (Desigualdade de Poincaré). Sejam Q2 € R™ um aberto limitado e

1 <p< +o0. Entao existe uma constante C' que depende de 2 e p tal que
||u||Lp(Q) < C||VU||Lp(Q), Yu € Wol’p(Q).
Demonstracao. Ver [2). O

Teorema 1.1.5 (Regularidade Eliptica). Sejam Q € R™ um aberto reqular L um
operador diferencial eliptico de ordem 2m, m € N e f € L*(Q). Sev € solu¢ao de Lu = f
no sentido distribucional entdo v € H*™((2).

Demonstracao. Ver [3]. O
Corolario 1.1.6. Sejam Q € R™ um aberto reqular e f € L*(Q). Se v € solucio de
—Au=fem()
u =0 em OS2,
entio v € H*(Q) e ||v]|n2) < C||f]lr2@) onde C > 0.
Demonstragao. Ver [3]. O

Teorema 1.1.7. Sejau € W'P(I) com 1 < p < +oo e I intervalo limitado ou nao, entdo

existe uma fungdo uw € C(I) tal que

u=1u gq.tpem I,
y —
u(z) —u(y) = / u'(t)dt Vx,y € 1.
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Demonstragao. Ver [2]. O

Teorema 1.1.8. Seja u € Wi ,(I) com 1 < p < 4o00. Entdo existe uma sequéncia
(u,) C C*(R) tal que u,, — u em WHP(I).

Demonstracao. Ver [2]. O
Teorema 1.1.9. Seja u € W'P(I). Entio u € WyP(I) se e somente se u =0 em OI.
Demonstragao. Ver [2]. O

Teorema 1.1.10. Sejam 1 < p < +o0 e u € LP(I). Definimos u por

o Joulx), vel
“(x)_{o, r € R\

Entio u € WyP(I) se e somente se @ € W'P(R).

Demonstragao. Ver [2]. O

1.1.1 Imersoes de Sobolev

Teorema 1.1.11 (Imersao Continua). Tem-se o0s sequintes casos:

1. Caso: neNcomn>2 meNel<p<+oo. Se verificam:

(a) Semp<nep<qg< nfnip, entao W™P(R™) — LI(R™).

(b) Semp=mnep<q<+oo, entdo W™P(R") — LI(R").

(c) Semp>nek<m-— 5 < k+1, k éinteiro nao negativo, entio
WmP(R") — C*A(R™), onde
. 0<A<m—-k—2sem—k—-2<1.
p p

W 0<A<lsem—k—2=1.

P
2. Caso: n=1, meN el <p<+oo. Se verificam:

(a) Sep=1, entdo W™(R) — C;" *(R).

(b) Sel<p<+4+ooel<A<1-— }D, entao W™P(R) — C™ A (R).
3. Caso: n € N, m € N e p = +oo. Verifica-se: W™T°(R"™) € isomorfo a C™ 1(R™)

Demonstragao. Ver [4]. O



Teorema 1.1.12 (Imersao Continua). Tem-se os sequintes casos:

1. Caso: neNcomn>2 meNel <p<+oo. Seja ) CR" um aberto limitado
de classe C"™. Se verificam:

(a) Semp<nep<qg< nfﬁp, entao W™P(Q) — L1(Q).

(b) Semp=mnep<q<+oo, entdo W™P(Q) — L().

c) Semp>nek<m—2<k+1,k €inteiro nao negativo, entao
p
WmP(Q) — CkA(Q), onde

. 0<A<m—k—np em—kz—%<1.

1. 0</\<1sem—k:—%:1.

2. Caso: n=1, meNel <p<+oo. Sejal CR um intervalo aberto limitado. Se
verificam:

(a) Se p=1, entao W™L(I) — C™ (I).
(b) Sel<p<+4+ooel<A<1— %, entio W™P(I) — C™1A(I).

3. Caso: n € N, m € N ep=+4o0. Seja Q2 € R" um aberto limitado de classe C™.
Verifica-se: W™+ (Q) € isomorfo a C™11(Q).

Demonstragao. Ver [4]. O

Corolario 1.1.13. Sejam Q € R™ um aberto limitado e m € N. Entio WJ"(Q) é
isomorfo a C""H1(Q).

Demonstragao. Ver [4]. O

Definicao 1.1.14. Sejam 2 C R,, um aberto e M C R™. Diz-se que M estd fortemente
incluido, denotado M CC Q, quando M C Q e M ¢é compacto.

Teorema 1.1.15. [Fréchet - Kolmogorov/ Sejam @ C R"™ um aberto e F C LP(Q)
limitado, onde 1 < p < +00. Suponha-se que

1. Ve >0, 3N CC Q tal que ||f]|rrn) <€ Vf € F.

2. Ve >0 e VA CC Q existe § >0 com § < dist(A,R"\Q) tal que ||7f — f||r/a) <€
VfeF eVh € R" com |h| < 0.

Entio F ¢é relativamente compacto em LP(Q)), i.e F é compacto em LP().
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Demonstragao. Ver [2]. O

Teorema 1.1.16 (Rellich - Kondrachov). Sejamn € N, 1 < p < 400 e Q C R" um

aberto limitado de classe C*. Se verificam:

1. Sep<mnel<q<Z, entao W(Q) < L9(0).
2. Sep=nel<q<—+oo, entio WP(Q) < LUQ).
9. Sen < p < —+oo entio W'P(Q) < CO(Q)

Demonstragao. Ver [2]. O

Corolario 1.1.17. Sejam n, m € N, 1 < p < 400 e 0 C R" um aberto limitado de

classe C"™. Se verificam:
1. Sep<nel<q<E, entao W™P(Q) < Wrbe(Q).
2. Sep=mnel<q<+oo, entdo W™P() < WmLe(Q).
3. Sen < p<-+oo entio W™P(Q) < C™ ().
Demonstracao. Ver [4]. O

Corolario 1.1.18. Sejam n, m € N, 1 < p < 400 e Q C R um aberto limitado. Se

verificam:
1. Se Q € de classe O™, entao W™ Hhr(Q) < Wmr(Q).
2. WP (Q) S WP (Q).
Demonstragao. Ver [4]. O

Teorema 1.1.19 (Imersao Compacta). Sejam n, m € N, 1 < p < 400 ¢ Q C R" um

aberto limitado de classe C™. Se verificam:

1. Semp<nel<q<_ 2L entao W™P(Q) < L(Q).

2. Semp=mnel<qg<+oo, entio W™P(Q) N Li(Q).

3. Semp>nek<m-— % < k41, k é um inteiro nao negativo, entao

WmP(Q) C Ck(Q).
Demonstragao. Ver [4]. O

11



1.2 Analise Funcional

Nesta secao, todos os espacgos vetoriais podem ser definidos sobre um corpo K = R ou

C, assim como também resultados da Teoria de semigrupo que usaremos neste trabalho.

1.2.1 Operadores lineares limitados e nao limitados

Definicao 1.2.1. Suponhamos que X, Y sao dois espacos vetoriais normados. A aplicagcao

A: X — Y que satisfaz
1. Para todo f € X, existe um unico g €Y tal que Af = g,
2. AAf+9) = Af+Ag, Vf;ge X el €K,

¢ chamado de operador linear.

Definicao 1.2.2. Sejam X e Y espagos de Banach e A:D(A) C X — Y um operador

linear com dominio D(A):

1. A € dito limitado quando existe uma constante C' > 0 tal que || Aully < C||ul|x;
Vu € D(A). Caso contrdrio, A € dito nao limitado.

2. A ¢é dito densamente definido quando D(A) = X .

3. A € dito fechado quando o grifico de A, G(A) = {(u, Au) € X xY :u € D(A)}

, € um subespaco fechado de X XY, onde X XY ¢é um espago de Banach com a

norma ||.|[xxy = ([I/1% + 1)

Sejam X e Y espacos normados. Representa-se por
L(X,)Y)={A: X — Y tal que A ¢ linear e limitado}.
L(X,Y) é um espago normado com a norma definida por

IAlleixyy = sup [JAully.

llullx <1

Além disso, se Y é um espaco de Banach entao £(X,Y’) é um espaco de Banach. Denotar-
se-4 por L(X) := L(X, X).

Teorema 1.2.3 (Teorema da Aplicagao Aberta). Sejam X e Y espagos Banach e
A X — Y uma operador linear, limitado e sobrejetivo. Entdao existe v > 0 tal que

By (0;7) C A(Bx(0;1)).

12



Demonstragao. Ver [2]. O

Corolario 1.2.4. Sejam X e Y espacos Banach ¢ A : X — Y uma operador linear,

limitado e bijetivo. Entao A~' € limitado.
Demonstracao. Ver [2]. O

Teorema 1.2.5 (Teorema do Grafico Fechado). Sejam X e Y espagos de Banach e
A: X — Y um operador linear. Se A é fechado entao € limitado.

Demonstracao. Ver [2]. O

Teorema 1.2.6 (Operador Fechado). Sejam X e Y espagos de Banach e A: X —Y

um operador linear.
1. Se D(A) é um subconjunto fechado de X ; entdo A € fechado.

2. Se A € fechado e Y € um espaco de Banach, entao D(A) é um subconjunto fechado
de X.

Demonstragao. Ver [6]. O

Teorema 1.2.7 (Teorema da Limitagao Uniforme). Sejam X um espago de Banach e
Y um espago normado e (A;)icr uma familia (nao necessariamente contdvel) em L(X,Y).
Suponha que

sup || Aully < oo; Yu € X.
iel

Entao
sup ||Ai||L(X7y) < Q0.
iel
Demonstragao. Ver [2]. O
Teorema 1.2.8. Sejam X um espago normado e Y um subespaco de X. Entdo
1. Se X ¢ reflexivo, entdo € completo.
2. Se X um espago de Banach, entdo [Y é completo < Y € fechado em X].
3. Se o espaco dual X' € separdvel, entao X € separdvel.

4. SeY tem dimensao finita, entao € completo, reflexivo e fechado em X.

Demonstragao. Ver [6]. O

13



Proposicao 1.2.9. Sejam X um espaco de Banach e Y um subespaco de X e 0 <r < 1.
SeY # X, entdo existe um yo € X tal que ||yol| =1 e ||y —wol| >r; Yy €Y.

Demonstrag¢ao. Ver [9. O

Teorema 1.2.10. Sejam X um espago de Banach e A € L(X). Se ||A|| < 1, entdo
I-A)telX)e(I-A) =37 A.

Demonstracao. Ver [6]. O

1.2.2 Espectro e resolvente de um operador linear

Definigao 1.2.11. Seja A um operador definido sobre um espago de Banach X. Deno-
temos por p(A), o conjunto resolvente de A

p(A) ={reC; A\ —A)" € LX) e(M — A)~" com dominio denso em X} .

Denotemos por o(A) o espectro de A, que definiremos como o complemento de p(A)
respeito a C, isto é, o(A) = C\ p(A).

Lema 1.2.12. Seja A um operador de X, entao p(A) é um conjunto aberto e portanto o
espectro de A, o(A) € um conjunto fechado em C.

Demonstragao. Ver [§]. O
Um elemento A pertence ao espectro o(A) se uma das seguintes propriedades se verifica
O operador \I — A nao ¢ injetor
O operador \I — A é injetor mas nao é sobre.

Este ultimo caso ainda pode ser decomposto em dois casos, dependendo das propriedades
da imagem do operador. Isto é, quando a imagem é densa ou nao. Assim, podemos

denotar como

oi(A) = {AeC; (M — A) nao é injetor}

o.(A) = {NeC; (M — A) é injetor nao é sobre mas a imagem ¢ densa em X}

o-(A) = {AeC; (A —A) é injetor mas a imagem nao é densa} .

O conjunto o4 é chamado de espectro discreto, o conjunto o, é chamado de espectro
continuo e finalmente o, é chamado de espectro residual. Claramente estes trés subconjun-

tos do espectro de A sao disjuntos e sua unido é igual a o(.A). Muitos autores costumam

chamar de espectro continuo a uniao de o. U o,.

14



Lema 1.2.13. Suponhamos que A seja um operador continuo, entdo o espectro de A é

um conjunto fechado e limitado, isto €, um conjunto compacto. Mais precisamente
o(A) C Bja(0) ={z € G [lz] < [[S]I}.
Demonstragao. Ver [§]. O

Definigao 1.2.14. Seja A um operador num espago de Banach. Chamaremos de cota

superior do espectro de A o valor
wy(A) =sup{Re \; Aeo(A)}.

Defini¢ao 1.2.15. Diremos que R,(A) é o raio espectral do operador A se ele € o
rato do menor circulo complexo, centrado na origem, que contém todos os elementos do

espectro de A.
A seguir, a férmula de Gelfand para o raio espectral.

Lema 1.2.16 (Férmula de Gelfand). Seja A um operador linear e continuo. Denote-

mos por R,(A) o raio espectral de A. Entdo, temos
R,(A) = lim ||A*|*.
k—o0

Demonstragao. Ver [§]. O

1.2.3 Espacos de Hilbert

Definicao 1.2.17. Um produto interno num espaco vetorial X € um aplica¢ao
(): X xX—K
de maneira que satisfaz para u,v,w € X e A € K

1. (Qu+ovw) = A (u,w) + (v, w)

2. (u,v) = (v,u)
3. (u,u) >0
4. (u,u) =0 se e somente se u =10

Num espago com produto interno (H,(-)) a fun¢io u — +/{u,u), v € X é uma norma,

chamada norma induzida pelo produto interno.

15



Definicao 1.2.18. Um espaco de Hilbert H é um espaco com produto interno que €

completo na norma induzida pelo produto interno.
Teorema 1.2.19. Sejam H um espaco de Hilbert e Y um subespaco de H entao,
1. H ¢ reflexivo.
2. Se H € separavel, entao Y € separdvel.
3. Se Y é fechado em H, entao Y = (YY)t e H=Y @Y+,
4. Y édensoem H<== Y+ =0.
Demonstragao. Ver [6]. O

Definigao 1.2.20. Sejam H um espago de Hilbert A : D(A) C H — H um operador
linear, tal que D, D(A) subespagos de H, D C D(A) e B € L(H)

1. AcC A" quando (Au,v)y = (u, Av); ; Yu;v € D(A).
2. A é dito simétrico quando D(A) = H e A C A*.

3. A € dito autoadjunto quando A = A*.

4. B € dito unitdrio quando B* = B71.

5. A € dito nao negativo se (Ax,x) >0, Vo € D(A).
6. A é dito positivo se (Ax,z) >0, Vo € D(A) x # 0.

7. A wvariacao numérica de A € o conjunto

O(A) = {{Az,z) tal quex € D(A) e ||z|| = 1}.
8. A é dito limitado inferiormente se exriste m € R tal que
(Ax,z) > m||z||* = € D(A).

Neste caso escrevemos A > m € dizemos que m € uma cota inferior para A. A

maior cota inferior de A € denotada por my a qual é dada por m4 = inf ©O(A).

9. D é um cerne de D(A) se D € denso em D(A) para a norma ||-|| = ||||z+|]AC)||#-

Teorema 1.2.21. Seja A : D(A) C H — H um operador linear e simétrico, sdo

equivalentes

16



1. A € autoadjunto.

2. A € fechado e Ker(A* +1i) = {0}.

3. Im(A+i)=H.
Demonstragao. Ver [11]. O
Defini¢ao 1.2.22. Seja A: D(A) C H — H um operador linear.

1. A € dito dissipativo se

Re (Azx,z) <0Vx € D(A).

2. A € dito mazximal mondtono se Im(I + A) = H.
Proposigao 1.2.23. Seja A um operador mazximal mondtono. Entdo

1. D(A) é denso em H.

2. A € um operador fechado.

3. Para todo X\ > 0, (I + MA) € uma bijegio de D(A) sobre H, (I + AA)™' € um
operador limitado e ||(I + NA)||7' < 1.

Demonstracao. Ver [6]. O

Proposicao 1.2.24. Seja A um operador mazximal mondtono. Se A € simétrico entdo A

€ autoadjunto.

Demonstracao. Ver [6]. O

1.2.4 Teorema de Representacao de Riesz e Teorema de Lax-
Milgram

Teorema 1.2.25 (Teorema de Representacao de Riesz). Sejam (H,(-,-)y) um

espago de Hilbert e f € H'. Entdo eviste um unico vy € H tal que f(u) = (u,vy)y,

Vu € H e ||f|lm = ||vf]|. Por outro lado; para cada v € H a aplicagio g,(u) = (u,v) 5
Yu € H pertence a H' e ||g.||a = ||v]|-

Demonstracao. Ver [6]. O

Definigao 1.2.26. Sejam X um espago normado, B(-,-) : X x X - Ke f: X - C

aplicagoes.
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1. B(-,+) é uma forma sesquilinear quando Yu,v,w € X e Vo, § € K, se verifica:
B(au + pfw,v) = aB(u,v) + fB(w,v).
B(u, av + Bw) = aB(u,v) + BB(u, w).

2. Se K=R, B(-,-) é chamada uma forma bilinear.

3. [ € dita uma forma antilinear quando f(au+v) = af(u)+f(v), Vu,v € X,Va €
C.

Observagao 1.2.27. Se f € antilinear e g € X', entio f € X' e g € antilinear, onde X

€ um espago normado complezo.

Definigao 1.2.28. Sejam X um espa¢o normado, B(-,-) : X x X — K wma forma

sesquilinear.

1. B(-,-) € dita continua ou limitada quando existe M > 0 tal que |B(u,v)| <
Mlulllo]], Vu,v € X.

2. B(-,-) € dita coerciva quando existe ¢ > 0 tal que |B(u,u)| > c||u|]?, Vu € X.

Teorema 1.2.29 (Teorema de Lax-Milgram). Sejam H um espaco de Hilbert e B(-,-) uma
forma sesquilinear, continua e coerciva. Entdo existe um unico isomorfismo de espacos
de Hilbert T : H — H tal que B(u,v) = (u,Tv) Yuev e H.

Demonstragao. Ver [13]. O

Corolario 1.2.30 (Caso real). Sejam H um espago de Hilbert real e B(-,-) uma forma
bilinear, continua e coerciva. Se f € H' entdo existe uma unica u € H tal que B(u,v) =
f(v), Vv € H.

Demonstragao. Ver [6]. O

Corolario 1.2.31 (Caso complexo). Sejam H um espago de Hilbert complexo e B(-,-)
uma forma, sesquilinear continua e coerciva. Se f: H — C € uma aplica¢ao antilinear

continua, entdo existe uma unica v € H tal que B(u,v) = f(v) Yv € H.

Demonstragao. Ver [14]. O
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1.3 Semigrupos

Definigao 1.3.1. Seja X um espago de Banach e L(X) a dlgebra dos operadores lineares
limitados de X. Uma famdlia de operadores T'(s) : X — X, com s € RT satisfazendo

T(0) =1, onde I é o operador identidade de
T(s)oT(t)=T(s+1t)
¢ chamado de semigrupo.

Definigao 1.3.2. Diremos que A € gerador infinitesimal de um semigrupo T, se

T(t)x —
D(A) = {x € X; lim M, existe em X}
t—0
e para cada x € D(A) temos
T(t)r — d
Az = limM = —T(t)x| .
t—0 t dt 0

Da defini¢ao anterior podemos reescrever o dominio do operador como

DA =weX; AweX.
Proposicao 1.3.3. D(A) € um subespago vetorial de X e A é um operador linear.
Demonstragao. Ver [§]. O

Defini¢ao 1.3.4. Diremos que um semigrupo T(t) é uniformemente continuo se

| T(@) = Il[ex) — 0.

Teorema 1.3.5. Um semigrupo e** € uniformemente continuo se, e somente se A é
limitado.
Demonstragao. Ver [§]. O

Observacao 1.3.6. O resultado acima serd de fundamental importancia quando moti-

varmos a definicao de semigrupos diferencidveis.

Para tratar de semigrupos gerados por operadores nao limitados introduzimos a se-

guinte definicao.
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Defini¢ao 1.3.7. Diremos que um semigrupo T(t) é de classe Cy, ou simplismente
semigrupo Cy, se
lim T'(t)x =z, forte em X.

t—0t

E simples verificar que todo semigrupo uniformemente limitado é semigrupo Cy. O
reciproco como vimos no teorema nao ¢ verdadeiro. Isto é, quando o semigrupo ¢é
gerado por um operador nao limitado, o limite depende de .

A definigao de semigrupo Cj implica que o semigrupo é continuo em ¢t = 0. Usando a
propriedade de semigrupo concluimos que o semigrupo é continuo sobre toda a semireta
R,.

Mostraremos a seguir que sao validas para os semigrupos Cy as propriedades funda-

mentais da funcao exponencial.

Proposicao 1.3.8. Se T' é um semigrupo Cy, entdo ||T(t)|| é uma fun¢ao limitada em
todo intervalo [0,T].

Demonstracao. Ver [§]. O

Corolério 1.3.9. Todo semigrupo Cy € fortemente continuo em R, isto é, se t € RT

entao

lirr%S(s):B =St)r VzelX.

s5—
Demonstragao. Ver [§]. O
Observacao 1.3.10. Vamos a algumas observagoes importantes:

1. Os semigrupos Cy sao conhecidos por semigrupos fortemente continuos o que encon-

tra justificativa no coroldario anterior.

2. Uma propriedade importante pode ser visto na demonstra¢io da Proposicadl. 3.8,

a saber, existem M >1 e w > 0 tais que
|T@)| < Me*t, Vvt >0,
resultado que sera melhorado no proximo resultado.

Proposicao 1.3.11. Seja T' um semigrupo Cy. Entao
Log||T@®)]| Log||T ()]

lim = inf ———— = wy,
t—00 t t>0 t

e para cada w > wy, existe uma constante M > 1 tal que

IT(t)]| < Me** ¥t > 0. (1.3.1)
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Demonstragao. Ver [§]. O

O infimo de todos os expoentes w para os quais uma estimativa da forma (L30) vale
para um dado semigrupo fortemente continuo desempenhara um papel importante na

sequeéncia.

Definigao 1.3.12. Suponhamos que X é um espag¢o de Banach e T(t) é um semigrupo

Coy, entao o sequinte numero
wo(T'(t)) :=={w € R; AM,, > 1 tal que ||T(t)|ccx) < Mo, Vt > 0}.

representa o tipo do semigrupo T(t) e pode ser calculado mediante o limite

(1) = tim T

Observacgao 1.3.13. Quando A é um operador nao limitado o semigrupo T (t) gerado por
A ndo pode ser extendido analiticamente a todo o plano complexo em geral. Quando o
operador nao € limitado, veremos na secao as condigoes que deve satisfazer o gerador
infinitesimal para que o semigrupo possa ser extendido analiticamente sobre um subcon-
Junto do plano complexo. Mas nao serd analitica sobre todo o plano complexo a nao ser

que A seja um operador limitado.

Teorema 1.3.14. Seja T(t) um semigrupo Cy, ou seja, existem constantes w € R e
M > 1 tal que
IT@)] < Me™

para todo t > 0. Para A seu gerador infinitesimal sequem as sequintes propriedades:

1. se A € C tal que R(\)z := [ e T(s)x ds existe para todo z € X, entdo X € p(A)
e RO\ A) = R(N).

2. Se Re A > w, entao X € p(A) e o resolvente € dado pela expressao integral como no

item 1.

3. |RNA)|| < 55— para todo R A > w.

Demonstragao. Ver [12]. O

A férmula para R(\,A) no item 1 do teorema acima é chamada de representagao
integral do resolvente. E claro que a integral deve ser entendida como uma integral de

Riemann, ou seja,
t

R\ A)x = 1tlim e T (s)x ds

—00 0
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para todo x € X. Tendo em mente esta interpretacao, escreveremos frequentemente
R\ A) = / h e T (s) ds.
0
Definigcao 1.3.15. Seja um operador linear A. Definimos seu limite espectral como
s(A) :=sup{Re A : A€ o(A)}.

Como consequéncia imediata do Teorema [[L3.14] item 2 é mantida a seguinte relagao
entre o limite de crescimento de um semigrupo fortemente continuo e o limite espectral

do seu gerador.

Corolario 1.3.16. Para um semigrupo fortemente continuo T(t) com gerador A temos
que
—00 < s(A) < wy < F00.

onde wy € o tipo do semigrupo.
Demonstragao. Ver [12]. O

Definicao 1.3.17. Quando wy < 0, existe M > 1 tal que
| T(t)|| < M, vt >0.

Nesse caso diz-se que T ¢ um semigrupo Co uniformemente limitado. Se, além disso

M =1, T € dito semigrupo Cy de contracoes.

Teorema 1.3.18. Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo de operadores, entao

A comuta com T, isto é,
T(t)Aw = AT (t)w, VteR weDA.
Demonstragao. Ver [§]. O

Seja T um semigrupo Cy com A seu gerador infinitesimal. Vamos mostrar algumas

propriedades desse semigrupo e de seu gerador infinitesimal.
Proposicao 1.3.19. Seja T'um semigrupo Cy e A o gerador infinitesimal de T .

1. Sex € D(A), entao T(t)xr € D(A),Vt >0 e

d
ET(t):c = AT (t)x = T(t)Ax.
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2. Sex € D(A), entio
Tt — T(s)z = / AT (r)adr — / () A
3. Se x € D(A), entio [, T()xdr € D(A) e
T(t)z — o = A /0 T(r)udr.

Demonstragao. Ver [8]. O

Proposicao 1.3.20. 1. O gerador infinitesimal A de T'(t) um semigrupo Cy € um
operador linear fechado e seu dominio é denso em X.

2. Um operador linear A, fechado e com dominio denso em X, € o gerador infinitesimal

de, no mdzimo, um semigrupo T(t) de classe Cy.
Demonstracao. Ver [§]. O

Definig¢ao 1.3.21. Seja T'(t) um semigrupo Cy e A seu gerador infinitesimal. Ponhamos
AV =1, Al = A e supondo que A" esteja definido, vamos definir A™ por:

D(A) = {z; 2 € D(A) e A" 'z € D(A)}
A"z = A(A™ 'z), VYo € D(A").

Proposicao 1.3.22. Seja T'(t) um semigrupo Cy e A seu gerador infinitesimal. Temos
que:

1. D(A™) é um subespaco de X e A" € um operador linear de X.

2. Se x € D(A"), entao T(t)x € D(A"), YVt >0 e

%T(W = AT (t)x = T(t) A"z, Vn e N.

3. E vdlida a formula de Taylor se: x € D(A™), entdo

— (t—a)

I T*T (a)x +

—(n_l 5 [ =t A r(yar

4T = [ ... [y T(r + - +7)A%dr . . .dr,, Yo € D(A").
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5. ND(A™) € denso em X.
Demonstragao. Ver [§]. O

Lema 1.3.23. Seja A um operador linear fechado de X. Pondo para cada x € D(AF),
k
ol =) || Az (1.3.2)
5=0

o funcional | - |, € uma norma em D(A*) e (D(A*), |- |x) € um espago de Banach.
Demonstracao. Ver [§]. O

Definigao 1.3.24. A norma em[1.3.9 € dita norma do grdfico. O espaco de Banach
que se obtém de (D(A"), |- |x) vamos denotar por [D(A")].

Proposicao 1.3.25. Se A € o gerador infinitesimal de um T(t) semigrupo Cy, entdo
Vo € D(A*) temos que T(t)x € C"*([0,00); [D(A*]), k =0,1,...,n.

Demonstracao. Ver [§]. O

Observacgao 1.3.26. Denotemos por T'(t) o semigrupo gerado pelo operador A. E stmples

verificar que derivadas de ordem k deste operador verificam

d—zT(t) = A*T(t) d—kT(t) = AT (t)
dt2 xr = x, dtk r = x,

para © € D(A¥). Portanto, para calcular a derivada de ordem k do operador T, basta

compor o semigrupo T com o operador A k-vezes. Assim podemos escrever

dF t . dF d t k
Lre = 1ar(Pe. ou Lre=(Srdpe

1.3.1 O problema de Cauchy
Definicao 1.3.27. Diremos que a equacdo

U =AU, U(0)=U,
¢ autonoma, quando A € um operador independente de t.

Proposigao 1.3.28. Seja A um operador num espaco X. Suponhamos que para todo

Up € X eziste uma tnica solugdo da equagdo U : (0,00 — X satisfazendo
Ut:AU, U(O):Uo
Entao o operador S(t), dado por S(t)Uy = U(t) define um semigrupo em X.
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Demonstragao. Ver [§].

]

Corolério 1.3.29. Seja T um semigrupo gerado por A, entao D(A) € invariante por T (t)

para todo t € R, isto €,
T(t)(D(A)) € D(A).

Demonstracao. Ver [§].

Denotemos por U(t) = T'(t)w, é simples verificar que

d . Ult+h)—U(t)
/) = fm h
_ o Tt D = T(tw

h—0 h

_ . T(h)—w
= T(¢)lim —

h—0

= T(t)Aw
= AT(t)w = AU.

Ou seja,

d

ZU() = AU, U(0) = w.

(1.3.3)

Em resumo, dado um semigrupo 7', é possivel encontrar um operador A, gerador
infinitesimal de T" e a fungao U(t) = T'(t)w ¢ solucao de (L33). Este é um problema

simples, porém sem interesse nas aplicagoes. Porém mais a frente, mais precisamente nas

subsecoes 1.3.2 e 1.3.3 veremos que dado um operador A quais condicoes ele deve ter

para que ele seja o gerador infinitesimal de um semigrupo.

Regularidade

Seja T' um semigrupo Cjy, entao ¢ véalido o limite

lim T'(h)w = wem X.

h—0t

Pelas propriedades de semigrupos, temos que

lim T'(t)w = T (to)w.

t—to

De fato, denotemos por h =t — ty, entao

h—0 h—0
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para todo x € X. Isto quer dizer que a funcao U(t) = T(t)w é continua para todo

elemento w € X. Isto é,
t— T(t)w € C(0,00; X).

Se w € D(A) existe o limite
T(h)w —
lim (hjw = w = Aw.
h—0 h
Usando as propriedades de semigrupos, encontramos

T+ h)w—-T(w T(hyw—w

i h = 1) im ———— = T(t)Aw.
Analogamente,
lim Tt+h)w—T(t)w — im T(h)[T(t)w] — [T(t)w] _ AT(Hw
h—0 h h—0 h

Da unicidade do limite, encontramos
T(t)Aw = AT (t)w, Yw € D(A).

Isto implica que o semigrupo comuta com seu gerador infinitesimal A sobre D(A) e que

a fungao U(t) = T'(t)w é uma funcao diferenciavel isto é,
t— T(t)w € C*([0, +oo[; X).
Finalmente, se dotamos o dominio de A, D(A) com a norma do gréfico, isto é,
Il = lwll? + [Aw]?,

é simples verificar que D(A) e um espago completo se A é fechado. Tomando w € D(A),

temos que t — T'(t) é uma fungdo continua na norma D(A). De fato

lim AT(t)w = lim T(t) Aw = T(to) Aw = AT (to)w.

t—to t—to

Portanto,
t — T(t)w € C°([0, +o00[; D(A)).

Em resumo, se denoramos por U(t) = T'(t)w obtemos

weX=UeC(0,+o0]; X)
w € D(A) = U € C'(]0, +oo[; X) N C([0, +oo[; D(A)).
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1.3.2 Teorema de Hille-Yosida

Sabemos que dado um semigrupo é simples encontrar seu gerador, basta apenas avaliar
o limite da definicao de gerador infinitesimal, mas o problema inverso é mais complexo
e o resolvemos usando o teorema de Hille-Yosida. Antes de apresentarmos o Teorema de

Hille-Yosida, consideremos as seguintes defini¢oes

Definicao 1.3.30. Seja A um operador em X, um espaco de Banach. Chamaremos de

conjunto resolvende de A, ao conjunto:
o(A)={ eC; w— (N —-A)'we L(X)}.
Chamaremos de espectro de A ao conjunto o(A) = C\ o(A).

Definigao 1.3.31. 1.26. Sejam X um espa¢o de Banach X' seu dual e A D(A) C
X — X um operador linear. Denota-se o valor deu* € X* emu € X por (u,u*) . x--
Para cada w € X define-se o conjunto dualidade F(u) C X* como F(u) = {u* € X* :

(u,u*) x o = [Jul]? = [[ul[*2}
A é chamado dissipativo quando Re (Au,u*) . . < 0; Yu € D(A) com u* € F(u).

Observacao 1.3.32. Seja H um espaco de Hilbert, entao usando o Teorema de Re-

presentacao de Riesz, temos que
A € dissipativo quando Re(AU,U)y <0, VU € H.
Abaixo veremos uma caracterizacao muito tutil de operadores dissipativos.

Teorema 1.3.33. Seja H um espago de Hilbert e S(t) o semigrupo gerado por A. Entdo,

S € um semigrupo de contragoes se, e somente se A € dissipativo.
Demonstragao. Ver [§]. O

A seguir estabeleceremos uma condicao necessaria e suficiente para que um operador

nao limitado A seja o gerador infinitesimal de um semigrupo C; de contragoes.

Teorema 1.3.34. (Hille-Yosida) Um operador A linear, nao limitado é um gerador infi-

nitesimal de um semigrupo Cy de contracoes se, e somente se

(i) A € fechado e D(A) = X.

(i1) O conjunto resolvente p(A) de A contém RT e para todo A > 0, € vdlido

1AM =A<

> =
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Demonstragao. Ver [§]. O

Corolario 1.3.35. Se A € o generador infinitesimal de um semigrupo Cqy de contragoes,

temos

C,={NeC; ReX>0}C oA
1
— -1 <
|(A — A) H_Re)\ VieC,

Demonstragao. Ver [8]. O

1.3.3 Teorema de Lummer Phillips

Estudaremos outra caracterizagao dos geradores infinitesimais de semigrupos de con-
tragoes. Para isto introduziremos as seguintes notacoes. Denotaremos por H, um espaco

de Hilbert com produto interno (-,-) e por H* seu dual.

Uma caracterizacao util dos operadores dissipativos é dada a seguir.
Teorema 1.3.36. Um operador A € dissipativo se, e somente se
|AL — A)zx|| > Az]|, V xe€D(A), A>0.
Demonstragao. Ver [1]. O

Teorema 1.3.37. (Teorema de Lummer Phillips) Seja A um operador linear com dominio

denso em X

(i) Se A é dissipativo e existe \g > 0 tal que Im (Aol — A) = X, entao A é o gerador

infinitesimal de um semigrupo Cy de contragoes.

(ii) Se A é o gerador infinitesimal de um semigrupo Cy de contragoes sobre X, entdo
Im (M — A) = X para todo A > 0 e A € dissipativo.

Demonstragao. Ver [1]. O

Corolario 1.3.38. Seja A um operador fechado densamente definido em X. Se A e A*

sao dissipativos, entdio A € o gerador infinitesimal de um semigrupo de contragoes em X.
Demonstragao. Ver [T]. O

Teorema 1.3.39 (Versao simples do Teorema de Lummer Phillips). Seja A um operador
linear, dissipativo e com dominio denso. Se 0 € o(A), entio A é o gerador infinitesimal

de um semigrupo Cy de contracoes.

Demonstragao. Ver [T]. O
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1.4 Estabilidade exponencial de um semigrupo Cj

Definigao 1.4.1. Suponhamos que X € um espago de Banach e T'(t) é um semigrupo Cy,
entao T(t) é dito

1. Uniformemente estavel se
im [|7(1) o) = 0.

2. Fortemente estavel se

1tlirn |T(t)x||x =0 para cada x € X.
—00

Observacao 1.4.2. E comum que estabilidade uniforme também seja dita de estabili-
dade exponencial, é dizer, um semigrupo Cy T(t) é exponencialmente estdvel se existem

constantes positivas v e M > 1 tal que
IT(#)||x < Me " )Vt > 0.

Proposicao 1.4.3. Suponhamos que X é um espaco de Banach e T(t) um semigrupo Cy,

entao T(t) é uniformemente estdvel se e somente se wy(S) < 0.

Demonstragao. Ver [T]. O

Estabilidade exponencial de semigrupos Cj; em dimensao infinita

Sabemos que uma condi¢ao necessaria e suficiente para que um semigrupo Cy gerado
por A onde A é uma matriz, o resultado também é vélido se A é um operdor limitado, é

que se verifique

o(T(1) \ {0} = ",

Quando A é um operador nao limitado sé temos a seguinte inclusao
e? Wt o(T(1)). (1.4.1)

Ja que nao temos a igualdade [.4.1] precisaremos de outra forma para caracterizar
a estabilidade exponencial de um T'(t) semigrupo Cy gerado por um operador A nao
limitado. E precisaremos utilizar o espectro e o resolvente deste operador e as relagoes
deste com a estabilidade exponencial.

Assim temos o seguinte resultado:
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Teorema 1.4.4. (Priiss) Suponhamos que (H,(.,.)y) € um espaco de Hilbert e T(t)

¢ um semigrupo Cy de contra¢oes em H com gerador infinitesimal A. Entao T(t) é

uniformemente estdvel se e somente se
iR C p(A),
e satisfaz a sequinte condi¢ado:
Tim [[GAT = A)lleqn < oc.

Demonstragao. Ver [10] . O

1.5 Semigrupos Diferenciaveis

Para motivar a definicao de semigrupos diferenciaveis, lembramos que para um semi-

grupo ser fortemente continuo temos que ter que
t— T(t)z (1.5.1)

diferencidvel para todo ¢t > 0 se (e somente se) x € D(A), como ja vimos na Proposigao
1.3.19] Portanto, (IL51]) é diferenciavel para todo z € X somente se A é limitado e
D(A) = X. No que segue, a préxima definigdo, vamos requerer que (L)) seja dife-
renciavel para todo z € X, mas nao para todo t > 0.

Definicao 1.5.1. Diremos que um semigrupo T de classe Cy é eventualmente diferenciavel
se existe tg > 0 tal que [L.5. 1 € diferencidvel para todo t > ty e para todo x € X. O
semigrupo € chamado imediatamente diferencidvel se ty pode ser escolhido como ty = 0.
E neste caso podemos dizer simplismente que T € diferencidvel se T € diferencidvel para
todo t > 0.

Usando a definigdo de D(A) e a lei do semigrupo, dizer que T'(t) é eventuamente
diferencidvel significa que os operadores T'(t) mapeiam X em D(.A) assim que t > to > 0.
Do mesmo modo, dizer que T'(t) é imediatamente diferencidvel (ou diferencidvel) significa
que os operadores T'(t) mapeiam X em D(.A) assim que t > 0.

Desde de que A seja fechado e T'(t) seja limitado, segue do Teorema do Gréfico Fe-
chado que AT'(t) é limitado em X parat > to, em outras palavras, T'(t) € L([X], [D(A)])
(veja Definigao [L3:24]). Usando a lei do semigrupo segue que:

Teorema 1.5.2. Seja T um semigrupo diferencidvel, para t > ty e T"(t) o operador
definido por T"(t) = A"T(t), A =1, n=0,1,... Entao,
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1. O operador T™(t) tem as sequintes propriedades:

Vit > (n+ 1)t e todo s tal que t — ty > s > nty tem-se
T"(t)x =Tt —s)T"(s)x, Vv e X, n=0,1,...;

T"(t)x € limitado para todo t > nty, n =0,1,...;
T (t) = AT(t) = [A[AT (1)]" = [TW (L)]" para todo t > ntg, n=0,1,...;

2. Vr € X a fungdo T(t)x é n vezes continuamente diferencidvel em todo t > nty e

dn
3. T™ ¢ um fungdo continua na topologia uniforme de £L(X) em todo t > (n + 1)to,
n=0,1,...

4. A fungao T é n vezes diferencidvel na topologia uniforme de L(X) em todo t >
(n+ 1Dty e
dn
—T(t)=T"(t =0,1,...
din ( ) ( )7 n )+

Demonstragao. Ver [12]. O

Observacao 1.5.3. Em particular, do item 2 do teorema anterior para um semigrupo
T(t) que € imediatamente diferencidvel temos que T™(t) € infinitamente diferencidvel em

t >0 para cada x € X.

Agora procuramos uma caracterizacao de semigrupos diferenciaveis em termos de es-
pectro e o crescimento do resolvente de seu operador. Obtemos que o espectro tem que
ser limitado por uma fungao de (no méximo) crescimento exponencial. Isto deve ser com-
parado com o fato que o espectro esta incluido em um semiplano esquerdo se o semigrupo
for fortemente continuo ou em um setor se o semigrupo for analitico (este veremos mais

a frente).

Teorema 1.5.4. Para um semigrupo fortemente continuo T'(t) satisfazendo a estimativa

de norma ||T(t)] < Me™* e tendo gerador A as sequintes propriedades sao equivalentes:

1. T(t) € eventualmente diferencidvel.
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2. Fxistem constantes a >0, b >0 e C > 0 tais que

Yi={A€C:ae ™ <|Im A}

RN, Al < ClIm Al
para todo A € ¥ com Re A < w.
Demonstragao. Ver [12]. O

Teorema 1.5.5. Para um semigrupo fortemente continuo T(t) satisfazendo a estimativa

de norma ||T(t)] < Me™* e tendo gerador A as sequintes propriedades sao equivalentes:
1. T(t) € imediatamente diferencidvel.
2. Para todo b > 0 existem constantes a, > 0 e C, > 0 tais que

Sy = {A € C:ae ™M < [Im A}

RN, A < ColIm A
para todo A € ¥ com Re A < w.
Demonstragao. Ver [T]. O
Teorema 1.5.6. Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo T(t) Cy satisfazendo
IT@)] < Ce™
se para algum p > vy se verifica que

lim sup log | 7| (1 + i7)I — A) 7| = C < .

T—00

entao
1. T(t) é eventualmente diferencidvel para t > 3C se C' > 0.
2. T(t) € imediatamente diferencidvel se C = 0.
Demonstragao. Ver [12]. O

Observacao 1.5.7. Quando o semigrupo € de contragoes a condi¢do suficiente para que

o semigrupo seja diferencidvel, pode ser escrita como

limsup log |7||(i7] — A)7!|| = C < 0.

T—00
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1.6 Semigrupos Analiticos

O gerador infinitesimal pode ter tantas derivadas, como regularidade tenha o vetor
x onde este se aplica. Por exemplo, se x € D(A*®) entao a funcao ¢t — T(t)x, serd
infinitamente derivavel. Um ponto importante aqui é saber quando um semigrupo podera
estender-se analiticamente sobre o conjunto dos nimeros complexos, ou pelo menos a
um subconjunto complexo e quais sao as condicoes necessarias e suficientes que devem
satisfazer o gerador infinitesimal para que o correspondente semigrupo possa ser estendido
analiticamente sobre um subconjunto dos ntmeros complexos. Nesta se¢ao trataremos

estes pontos. Denotemos por J o conjunto de niimeros complexos da forma
J:{we@;w:peie, 01 <6< 0,, 91<O<92}.
Nestas condigoes, temos
Definicao 1.6.1. Diremos que um semigrupo T' é analitico em J, se
(i) z — T(z) € analitico em J.
(1) T(0) = I e ainda

TG =

para todo x € X.
(15i) T'(z1 + 2z2) = T(21)T(22), para z1, 29 € J.

Sem perda de generalidade, podemos supor que o semigrupo é uniformemente limitado e
que 0 € p(A).

1.6.1 Caraterizagao dos semigrupos analiticos

Estabeleceremos a seguir uma condi¢ao necessaria e suficiente para que um operador

A nao limitado seja o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico.

Teorema 1.6.2. Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo uniformemente limitado
com 0 € p(A) entdo T(t) = e pode ser estendido analiticamente a um setor J; =
{z €q;z=re? |0 < 5} se, e somente se existe 0 < < 5 e M >0, tal que

{w =re?; 0] < g—i—é} Cp(A) e

M

B Al < 5

. para )\E{w:rew, lﬁlgg—l—é} A#0
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Demonstragao. Ver [§]. O

Pelo resultado anterior temos que nos semigrupos analiticos a regiao de analiticidade

¢ um setor do plano complexo (para mais detalhes ver [§]).

Observacao 1.6.3. Da demonstra¢ao que pode ser consultada em [8] concluimos que se
T € analitico entao para todo x € X, T(t)x € D(A®) onde D(A®) = N2 D(A"). De

fato como T'(t) = AT(t) concluimos que T™(t) = A"T(t). De onde segue que para todo
r € X, temos

| AT (t)z|| = | T™ (t)x|| < || T [ﬁ] x| < |77 {ﬁ] z||" < —
Nestas condigoes, dizemos que T possui efeito reqularizante.

Observagao 1.6.4. Por outro lado, se 0 € p(A) entdo temos que
1T ()] < ce™.

De fato, se 0 € p(A) entio existe —0 € p(A), tal que —A+ §1 € também um gerador
infinitesimal de um semigrupo S que € uniformente limitado. Como T(t) = S(t)e™*,

seque nossa conclusao.
Uma caracterizagao mais simples de semigrupos analiticos é devido a Liu e Zheng [29].

Teorema 1.6.5. Seja S(t) = e um semigrupo Cy de contragies definido sobre um espaco
de Hilbert. Suponhamos que

p(A) D {ip : 8 € R} =iR.
Entao, S(t) € um semigrupo analitico se, e somente se

T (18T — A) | < o0

onde p(A) é o conjunto resolvente de A.

Demonstracao. Ver [§]. O

1.7 Funcoes Gevrey

Na classe das fungoes infinitamente diferenciais temos aquelas que podem ser escritas

através de uma serie de poténcias convergentes, mais conhecidas como series de Taylor.
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Mas na classe de fungoes infinitamente diferencidveis temos um grupo grande de funcgoes
que nao podem ser expressadas como uma série de poténcias. Estas fungoes as podemos
classificar de acordo com a dificuldade que existe para que esta série seja convergente.
Essa dificuldade da convergencia da série de poténcias associadas a funcao nos fornecera
um espagos de fungoes chamado Espaco de Gevrey.

Primeiro vamos observar as seguintes definigoes:

Definigao 1.7.1 (Funcoes C* e Espacos das funcoes C*). Seja Q C RY um aberto. O
espago das fungoes suaves(ou fungoes C™), o qual serd denotado por C*(2), € o espago

das fungoes que possuem em ) derevadas parciais continuas de todas as ordens.

Definigao 1.7.2 (Fungoes analiticas e Espacos das funcoes analiticas). Seja w C RN um
aberto. O espago das fungoes analiticas, o qual serd denotado por C*(w), € o subespaco das
fungoes C*°(w) tais que para cada compacto K C w, existe uma constante C = C(K) > 0
tal que
fo¥ al+1 : N
0% f ()| < ClFY(a), para quaisquera € 7.

Observacao 1.7.3. E assim temos que
CY(Q2) C C=(Q).

Exemplo 1.7.4. Como podemos observar neste exemplo existem funcoes que sao infini-
tamente diferenciaveis mas que nao podem ser escritas como uma série de poténcias. Por

exemplo, para s > 1, considere g : R — R definida por

e’l/”ﬂﬁ x>0
g(z) =
0 x < 0.

Mas podemos classicar estas fungoes para cada S > 1 em um subespago de C¥(£2).

Definigao 1.7.5 (Funcoes de Gevrey e Espacos das funcoes Gevrey). Sejam w C RY um
aberto e s > 1 um numero real. O espaco das funcoes Gevrey, o qual serd denotado por
G(Q), € o subespago das fun¢oes C™®(w) tais que para cada compacto K C w, existe uma
constante C' = C(K) > 0 tal que

0% f ()| < Cl*F(al)*, para quaisquera € 7Y .
Observacao 1.7.6. Pela definicao acima temos as sequintes observacoes:

1. Se s =1 temos que G'(Q) = C*(Q).
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2. Se s1 < sg entao G*1(2) C G*2(Q).
Pelos itens da observacao acima podemos concluir que
GHQ)=C"(Q) CG¥(Q); s >1 C C®(Q).

Observacao 1.7.7. Voltando ao Exempld1.7.4) obtemos para cada s > 1 a fungdo

correspondente a cada s mora em um Espaco de Gevrey diferente correspondente ao s.

Uma outra perspectiva

Vamos agora olhar essas fungoes e esse espacos de fungoes por outra perspectiva. Anali-
saremos os termos gerais das séries de poténcias dessas fungoes que pertencem aos Espagos
de Gevrey e veremos que a classe de Gevrey é extamamente onde a série de poténcias
associada a funcao deixa de ser convergente. E para tal vamos comecar com uma boa
motivagao.

Motivagao

1)Encontrar f analitica definida em uma

vizinhanca do 0 tal que

2)Encontrar f analitica definida em uma

vizinhanga do 0 tal que

{f:f
£0)=1

A funcao f procurada pode ser escrita como

22f +f=ux
f(0)=0

. . A funcao f procurada pode ser escrita como
esta série de poténcias . o
esta série de poténcias
x n

f(l‘) = nz::l m f(I) _ f:(_l)"(n — 1)'$n

, , .. . n=1
Logo, é possivel usar a série para definir a

funcao f que procuramos. Logo, nao ¢é possivel usar a série para defi-

nir a fungao f que procuramos.

3)Se consideramos por exemplo a série Y~ a, x" absolutamente convergente em

[—R, R], onde R > 0 é o raio de convergéncia dessa série, sabemos que ela define uma

funcio analitica em | — R, R com a, = £ ou seja,

n!

X f(n)
f) =3 U

n.

n=0
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Considerando o raio de convergéncia R temos que

f(n)!(()) | < f’:
n=>0

()
n! P

NE

. £ (o
5100,

c
<y —.
n! n R
n=0

I
=)

n

Portanto para que uma funcao seja | Em particular, temos também
analitica deve satisfazer a seguinte desigual- c
dade | |an‘ § ﬁ
(n) cn
1 O)] < 2=

Desse modo, consideremos a defini¢ao abaixo:

Definigao 1.7.8 (Séries de Gevrey). Seja s > 1. Uma série formal " a, x" é dita de

Gervrey de ordem s se existem constantes positivas M,C tais que
lan| < M C™ (n1)*.

Voltando no item 2) da Motivagao, que é conhecida como série de Euler, obtivemos
uma série de Gevrey de ordem 2. E como podemos ver em 3) que toda série absolutamente

convergente é Gevrey de ordem 1.

1.8 Semigrupos de Gevrey

Nessa parte vamos falar de Semigrupos de Gevrey. No que segue veremos teoremas
que foram de fundamental importancia para o desenvolvimento dessa tese, assim como

sua consequencias mais relevantes para o desenvolvimento desse tema.

Defini¢ao 1.8.1 (Semigrupo de Gevrey). Seja A gerador infinitesimal de um semigrupo
Co, S(t) sobre um espago de Banach X. Dizemos que S(t) € de classe 6 (com 6 > 1) de
Gevrey para t > tg, se € infinitamente diferencidvel para t > tg e, para cada conjunto
compacto K C (ty,+00) e para todo 6 > 0, ezxiste uma constante C = C(0, K), tal que

18" () leco = AS@B)lecx) < COnl), Ve K, n >0,
Observacao 1.8.2. Lembrando que to > 0 e assim
1. tg > 0 chamamos de eventualmente diferenciavel.

2. to = 0 chamamos de imediatamente diferenciavel.
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A classe de Gevrey de um semigrupo possui propriedades mais forte que as propri-
edades regularizantes de um semigrupo diferenciavel, mais é mais fraco que as de um
semigrupo analitico. Seu efeito regularizante é instantaneo. Mais ainda sua ordem de

regularidade é C*°. Quando 0 = 1, o semigrupo ¢é analitico.

Caracterizagao da calasse de Gevrey de um semigrupo O teorema abaixo nos
fornece condigoes necessarias e suficientes utilizando o resolvente do gerador infinitesimal

dos semigrupos para identifica-los.Nossa principal ferramenta é o seguinte Teorema:

Teorema 1.8.3 (Condigao necesséria e suficiente para classificar a classe de Gevrey de
um Semigrupo). Seja A gerador infinitesimal de um semigrupo Cy, S(t) sobre um espago
de Hilbert H. S(t) € de classe § > 1 de Gevrey se e somente se para todo b, 7 > 0, existem

constantes a € R e C' > 0 dependendo apenas de b, 7,0 tais que

p(A) 2 5(8) = {A € C | Rer > a—bltm Al |,

(A=A <C (e +1), VA€ 5,(0).

Contudo, se ja tivermos informagoes do semigrupo nao ¢ preciso usarmos as condigoes
necessarias basta as condigoes suficientes. Sendo assim se ja temos a informacao que o

nosso semigrupo é Cy podemos usar o seguinte resultado:

Teorema 1.8.4. Seja A gerador infinitesimal de um semigrupo Cy, S(t) sobre um espago
de Hilbert H. Suponha o > w e § satisfazendo 0 < <1 e

limsup [A[||[(a+ i\ — A7 < oo. (1.8.1)

AER, [A|—o0
Entao S(t) é de classe de Geruvrey v para t > 0, para cada v > /%

E se ja temos a informagao que o nosso semigrupo é C de contragoes podemos usar o

resultado abaixo:

Teorema 1.8.5. Seja A gerador infinitesimal de um semigrupo Cy de contragoes, S(t)

sobre um espaco de Hilbert H. Suponha o > w e 0 satisfazendo 0 < <1 e
limsup |[A[“]|(iX — A)7| < oo. (1.8.2)

AER, [A|—o0
Entao S(t) é de classe de Gervrey vy para t > 0, para cada vy > i

Observacao 1.8.6. Note que quando se verifica que

limsup |[A*[|(iA] — A) 7| = ¢ < co.
AER, |A|[—o0

e 00 € o(A) entio o semigrupo € exponencialmente estdvel.
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Relacao importante entre Semigrupos de (GGevrey e Se-
migrupo Diferenciaveis
Vamos relembrar a caracterizacao de semigrupos diferenciaveis.

Teorema 1.8.7. Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo S(t) de classe Cy satis-

fazendo

IS@)] < Ce,

se para algum p > vy se verifica que

lim sup log [A||| (1 +iM\)I — A) 7| = C < <.

A—00

Entao T(t) € diferencidvel para t > 3C.

Mas observando que
log [A] < calA]%,

logo para que o semigrupo seja diferencidvel, basta se verifique (L8J]) se o semigrupo é

Co. E que se verifique (L.82]) se o semigrupo é C de contragoes.
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Capitulo 2

Estabilidade exponencial da viga

com amortecimento viscoso

2.1 Introducao

Neste capitulo provaremos a boa colocacao do modelo usando a teoria de semigrupos.
Isto é, mostraremos que o operador principal do modelo, que esta descrito na introducao,
é gerador infinitesimal de um semigrupo Cj de contracoes. Mais ainda, provaremos neste
capitulo, como uma motivagao para o capitulo subsequente, que o correspondente semi-
grupo é exponencialmente estavel. Para provar a estabilidade exponencial nos basearemos

no Teorema de Priss.

Vamos considerar o modelo de Euler Bernoulli com efeito dissipativo localizado do
tipo viscoelastico. A viga que consideraremos é configurada sobre um conjunto I de

comprimento /.

I =)0, 6o[Ullg, 0] := I U I

Mais precisamente, a parte eldstica é configurada ao longo do intervalo Irp =|0, {y[ en-

quanto a componente viscoeldstica é configurada sobre Iy, =|{g, /.
Mais a frente veremos que as leis constitutivas tém coeficiente descontinuo em x = [,

ou seja, as funcoes que compoem os coeficientes da equagao diferencial correspondente a

viga sao descontinuas no ponto £.
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Abaixo segue uma ilustragao de como esta cofigurada a viga e dos intervalos onde

ocorre o efeito dissipativo viscoelastico.

Ir Iy
Parte FEldstica Parte Viscoeldstica
Ve NS f—Aﬁ %

7
- 8 }é—|>
0

Figura 2.1: Model 1

A equacao diferencial parcial correspondente é a seguinte:
P Ut + QUgrpy — Qo Utz = 0, €m I x Ry, (2.1.1)

com o = 0 sobre Iy =0, (o[ e positiva sobre o intervalo Iy, =]y, ¢[. Consideraremos as

seguintes condicoes de contorno:

w(0,8) = u(l,t) = uy(0,8) = ug(£,) = 0. (2.1.2)

E as condicoes iniciais:
ur(z,0) = uy(x), u(z,0) = ug(x). (2.1.3)

Além disso, temos as condigoes de transmissao:

u(ly) = u(ly) ua(ly) = ua (7)) (2.1.4)
U1 tge (L ) = Otles (€7) M, (ly) = Ma(£7) (2.1.5)

onde
M(z) = (atgy — ague)(z), Yz € 1.

Aqui as fungoes p, a, ap, sao descontinuas no ponto £y. Elas sao da forma

o(z) = { p1 x €]0, 4| a(z) = { a; x €]0, 4] ao(z) = { 0 x€]0,6

P2 %E]go,g[ (6%} SEE]go,g[ (6% %E]go,g[

onde p; e a; sao constantes positivas.
Note que com estas fungdes a equagao (ZI.1]) ndo pode ser definida em todo o intervalo
10, £[ a nao ser que consideremos solugoes fracas no contexto de formulagoes variacionais.
Para considerar solugoes fortes e trabalhar no contexto de semigrupos é necessario traba-
Ihar sob o conjunto I =0, £,[U]¢o, ¢].
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2.2 Existéncia e Unicidade

O primeiro ponto a definir é o espaco de fase sobre o qual vamos trabalhar. Um critério
para definir este espaco de fase é como o maior espaco sobre o qual estd bem definida a
energia total (energia cinética e potencial eldstica) do sistema.

A energia associada ao sistema (ZI1.1]) é definida por
1 [
E(t) = 5/ ol + afugs|’de.
0

Assumindo que as solugoes sejam regulares sobre I =10, €o[U] o, £[, temos que

¢
dt(‘f() —/g gl Pd.

0
Denotando por U = (u,v)" onde v = u;, vamos introduzir o espago de fase

H = HZ(0, ) x L*(0, ¢),

e para todo U = (u,v)" € H, onde v = uy, definimos

¢
U2, = / Pl + g *de.

Seja A: D(A) C H — H sendo o operador

AU = ! ,
_p_l[au:t:m:x - @Ovazx]

u(ly) = u(ly)
u, (ly) = ua(£g)
WUy (b)) = oty (€]
0) =

M, (ly) = M, (£5).

com

D(A) = { HY(I) N H2(0,0) x H3(0,0)

Portanto sistema (ZI.T]) —(21.3]) pode ser escrito como um sistema de primeira ordem no
espaco Hilbert H
Ui(t) = AU(t), U(0) = Up.
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Nao é dificil ver que

Re (AU, U),, = —/ ag|vg|2dr < 0. (2.2.1)

Iy

Vamos agora fazer algumas consideracoes que serao muito pertinentes no decorrer desse
trabalho.

1. Tomemos F = (f1, f2)! € H. Agora, observando que a equagao do resolvente
(iA — A)7'F = U é equivalente a i\U — AU = F, ) € R, temos que em termos

das componentes pode ser escrito como

idu—v=f € H*0,/) (2.2.2)
IAPU + QUgpee — QoUse = pfa € L*(0, 1), (2.2.3)

satisfazendo (2.1.3)), (214), [215).

2. Tomando o produto interno da equacao do resolvente iAU — AU = F, A € R com
U, tomando a parte real e usando (Z2.]) temos que

/ aolve*dz = Re (F,U),, , (2.2.4)
Iy
e usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz temos que
| aolvalds < Il Pl (2.2.5)
Iy

onde C' > 0 é uma constante. Assim temos estimada a norma de v,.

A seguir provamos que A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de contragoes e
portanto que o sistema (2.1.1]) estd bem definido.

Teorema 2.2.1. Para qualquer Uy € H a solu¢ao U satisfaz U € C([0,T]; H). Quando
Uy € D(A), entao U € CY([0,T];H) N C([0,T]; D(A)).
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PROVA.-Primeiro provaremos que 0 € g(.A). Provaremos que para todo F' = (f1, f2)! €

H existe uma tnica solugdo U € D(A) tal que

AU = F.
Em termos das componentes temos que
—v = f; € H*0,0) (2.2.6)
QUggzy — QQUzy = pr € L2<0,£> (227)

Da primeira equagao temos v = — f; € H?(0, (). Portanto de ([2.2.7) segue que

QUggrr + aOfl,mc = pf? € L2(07 6)

Usando o Lema de Lax Milgran para a forma bilinear

¢
a(u,w) :/ QU Wy AT,
0

encontramos que existe uma tnica fungao u € HZ(0,¢) verificando as equagoes acima.
Note que pela regularidade eliptica temos que v € H*(0,¢). Portanto existe U =
(u,—f1) € D(A) verificando a equagao resolvente. Como A é fechado, dissipativo e
0 € o(A), temos que para algum € > 0, Im (e/ —.A) = H. Usando o Teorema 4.6 Capitulo
1 pag. 16 of [7] concluimos que D(.A) é denso sobre H. Entao A é o gerador infinitesimal
de um semigrupo Cy de contragoes. Portanto, segue o resultado.

Em particular temos o seguinte resultado de existéncia e regularidade

Teorema 2.2.2. Para qualquer (ug,u;) € H*I) N HZ(0,¢) x HZ(0,¢) existe uma tinica
solugao forte do problema (ZI1.I)-R2IEH) verificando

we C(0,T; H(T) N H3(0,0)) N C'(0,T; H3(0,6)) N C2(0,T; (0, )

Enquanto se (ug,u1) € HZ(0,€) x L*(0,¢) existe uma tunica solugio fraca do problema

2II)-2I5H) verificando

u € C(0,T; Hg(0,6)) N CH(0,T; L*(0,¢))

2.3 Desigualdades de Interpolacao

A seguir, estabelecemos o teorema da derivada intermediaria, veja o Teorema 4.14,
capitulo IV, pag. 75 do [5].
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Teorema 2.3.1. Seja u tal que u, u'™ € L%(a,b) entdo u') € L?(a,b), paraj=1,...,m,

onde u¥) = %u. Além disso para qualquer 0 < € < €y temos

[uD |2 < cellut™ ]|z + ce 7 |[ul| 2, (2.3.1)
o que implica ‘ |
®) 1= (m)

[ |2 < cllull 2 + cllul o ™ lut™ ]| 72 (2.3.2)

Demonstracao. Pelo teorema 4.14 of [5] segue (2Z3.]). Denotando por ||ul|,, := ||u|r2 +
||| 2 e tomando € tal que

m—j
U m , 1-L a
e:eo(” ”) o @l < Cllal) 3 ull.

Substituindo em (Z3.1]) e usando a definicao de | - ||,, temos (2.3.2). O

Coroldrio 2.3.2. Seja u € H?*(a,b), entio temos

3/4 1/4
t]loo = s?pb]wsn < eflullze + eflul 2 e 1o (2.3.3)
s€la,
1/4 3/4
]| oo = s?pb]\ux(s)r < dflullgz + ellull 5 e |75 (2.3.4)
se€la,

2.4 Estabilidade Exponencial

Nesta se¢ao mostraremos que o problema de transmissao (Z.1.1])-(Z1.5]) ¢ exponencial-
mente estavel. Gostariamos de enfatizar que a estabilidade exponencial pode ser mostrado
como uma consequencia do semigrupo ser diferenciavel. Ponto que provaremos no seguinte
capitulo. Porém a demostracao desta propriedade é muito mais delicada e bastante técnica.
Por este motivo faremos uma demonstracao simples do decaimento exponencial do semi-
grupo associado ao problema transmissao definido pelas equagoes (ZI1.T)-(ZT.5]).

A nossa principal ferramenta serd a caracterizagao de Pruss [10], que estabelecemos a

seguir

Teorema 2.4.1. Seja S(t) = e um semigrupo Cy de contragdes sobre um espaco de

Hilbert H. Entdo S(t) € exponencialmente estdvel, se e somente se,

o A DB BeER} e limpoll(iBI —A) |y < oco. (2.4.1)
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Este teorema estabelece que um semigrupo de contragoes é exponencialmente estavel se
e somente se o semigrupo esta fortemente estavel e o operador resolvente é uniformemente
limitado sobre o eixo imaginario. Portanto nossa prova serd divida nestas duas etapas
primeiro provaremos a estabilidade forte. Depois a limitacao do operador resolvente sobre
0 eixo imagindrio.

Para isto mostraremos primeiro que o Dominio do operador tem imersao compacta no

espaco de fase. Com esta propriedade a estabilidade forte

o(A) O {ip; B € R}
se reduz a provar que nao existem autovalores imaginarios.
Lema 2.4.2. O dominio D(A) tem imersao compacta no espago de fase H.

PROVA.- Suponhamos que uma sequéncia elementos U,, = (u,,v,)" estd limitada em
D(A). Provaremos que existe uma subsequéncia que converge forte em H. De fato, como

existe uma constante C' tal que
1T 13 + AU * < C,

ou equivalentemente,

¥/ ¥/
/ plvn|? + iy oo *dx + / PlVn.zel® + |0 poze + QOVn 2P dr < C.
0 0

Como vy, 4, estd limitado em L? temos que at, oz €sté limitado em L. De onde con-

cluimos que estd limitado em H*(I). Usando a compacidade de H? em L? e H* em

H?, concluimos que existem subsequéncias (uy, , vn, )"

H?(0,¢) x L*(0,¢). Portanto D(A) tem imersdao compacta em H.

= U,, que convergem forte em

Observacao 2.4.3. O Lema[Z2.4.9 implica que o espectro de A € formado exclusivamente

por autovalores. Isto porque resolvente € um operador compacto.

2.5 Estabilidade Forte

O seguinte Lema mostra a estabilidade forte do sistema.

Lema 2.5.1. Com as notagoes anteriores temos que iR C o(A).
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ProvA.- Pelo Lema bastard mostrar que nao existem autovalores imaginarios.
De fato, suponhamos que exista um autovalor imaginério, isto é, existe i\ € o(A), com
A € R tal que

AU = i\U com U # 0.

Tomando produto interno na equacao anterior com U concluimos que
Re (AU,U),, = 0.

Usando (22.4]) temos
/ aglve*dz = 0.
Iy

Logo v = 0 o que implica que u = 0 sobre o intervalo |{y, ¢[, ou seja, U = (u,v) = (0,0) em
1o, £[. Provaremos que U = 0 em |0, o[ o que implicaria que o autovetor ¢é identicamente
nulo o que é uma contradicao. Portanto nao pode existir autovalores imaginarios.
Observando que AU = iAU em |0, 4] pode ser escrita em termos de componentes
como
iMu—v=0, I\ — QUgzzr =0, sobre |0,
que é equivalente a

— MU — QUggre =0, sobre 0, 4| (2.5.1)

Mas como U = 0 in ]y, ¢[ temos que

Considerando (Z5.0]) como um problema de valor final concluimos que v = 0 em |0, {y] e

assim temos que v = 0 em ]0, ¢y[. Portanto U = 0 em ]0, {y[. De onde segue o resultado.

Observacgao 2.5.2. O LemalZ.51] implica que a solugdo da equacao (21.1]) vai para zero,
1sto €,
tlgg)(u(v t)? ut<'7 t)) =0

no espaco H.

Finalmente, para mostrar a estabilidade exponencial temos que mostrar que o ope-
rador resolvente estd uniformemente limitado sobre todo o eixo imaginario. O método

padrao aqui é usar as desigualdades de observabilidade, para isto introduzimos a funcao
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I(x) = 5 (plv(@)]* + aluss (2)]*) -

N | —

2.6 Desigualdades de Observabilidade

Os mecanismos localizados produzem dissipacao apenas num subintervalo do dominio
da equacao. Esta dissipagao implica na estimativa requerida nas hipoteses do teorema
de Pruss. Porém a parte onde o mecanismo dissipativo nao ¢é efetivo nao temos esta
estimativa e temos que encontrar alguma forma de poder passar esta limitacao para a
parte onde o mecanismo dissipativo nao é efetivo. E precisamente neste ponto que entra
em jogo as estimativas de observabilidade.

Esta estimativa consiste em provar que se a energia num ponto esta estimada, entao
a energia sobre todo o intervalo que contém este ponto também esta estimada,. Dito de
outra forma, se Z(¢) estd estimada entao a energia f(f Z(s) ds esta estimada e vice versa.

E esta propriedade que provamos no Lema a seguir.

Observacao 2.6.1. Por simplicidade, denotaremos por R a expressao
R = Ul Fll2 + | FI[3.

Lema 2.6.2. Sob as condigoes anteriores, temos que para todo € > 0 existe um c. > 0 tal

que
¢ ¢
‘ez(z) _ / T(2) + afum|? dz| < c. 9 + e/ I(z) da. (2.6.1)
0 0
Demonstracao. A equacao é dada por
IANPU + QUggry — QoUpe = pfa, x € |0, 4] (2.6.2)

Multiplicando a equagao (2.6.2) por zu, e integrando de |0, ¢[ temos

¢ ¢ ¢ ¢
/ AT pvU, dr + / TOUpggy AT — / TV Uy dx = / xpfou, dx
0 0 0 0
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e assim
1 ¢ 4 ¢ ¢ ¢
——/ z— (plvf® + alugs|?) dx—/ VUi T dx—ir/ QU Ty d$+/ LU Uy AT
2 )y dx 0 0 0

Zo EO _
= / xpfoli, dx +/ zufy, d.
0 0

De onde temos

11t 4 ¢ ¢ ¢
——/ r— (p|v|2 + oz|um|2) dx +/ | Uye |Pd +/ QUL dT +/ TV U gy AT
2)y dx 0 0 0

l l
- / xprHw dz +/ xv?l,z dr.
0 0

Assim fazendo integracao por partes temos

¢ ¢ ¢
Z(0) — / T(x) + a|ug,|* do = / U,y dx + / TV Uy, dx (2.6.3)
0 0 0

¢ ¢
—/ xpfot, dr — / .7511?1@ dz.
0 0

Usando a desigualdade triangular, a desigualdade de Poincaré, a desigualdade de Young
com €, para p e q adequados, e ainda usando que v, estd limitado em |fy, /[ obtemos as

duas desigualdades que seguem abaixo

¢ ¢
/ QU U, dx + / TV Uy AT
60 KO

¢ ¢
—/ xpfoli, dr — / 37“?1,33 dx
0 0

Das duas ultimas desigualdades concluimos que

¢
gcefﬁ—i—e/ Z(z) dz.
0

¢
SCefT’t—i-e/ Z(z) dz.
0

'zz(e) —/ I(2) + afugs|? do gcemﬂ/jz(gg) dz.

Iy

E observando em (2.6.3]) que oy = 0 em |0, {y[, temos que

¢ ¢
/ pfot, dx + / xv?m dx
0 0

¢
‘EI(K) —/ T(z) + alug,|* dv| < < ceiﬁ—l—e/ Z(z) dx.
0

Ig

De onde segue o resultado.
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Aplicaremos a observabilidade sobre a componente viscosa. A principal diferenga com
relacao a estimativa anterior é que nés nao temos condigao de contorno no ponto ¢, o que

introduz um termo pontual que precisa ser estimado.

Lema 2.6.3. Sob as condi¢oes anteriores, temos que para todo € > 0 existe um c. > 0 tal

que
¢ ¢
’(6 — 00)Z(0) — /z T(2) + afun? dz| < c. 9 + (—:/ZO I(z) da. (2.6.4)
Demonstracao. A equacao é dada por
IANPU + QUggzy — QgUpe = pfa, x € |lo, (] (2.6.5)

Multiplicando a equagao (2.6.5) por (z — {y)u, temos

4

¢ ¢ ¢
/ iAp(z—Lo) v, dx—i—/ (x—L0) U T dw—/ (x—Lo) VT dx = / p(x—Ly) fou, dz,

ﬁo fo EO zO
e assim
0 ¢ ¢ ¢
1 d 2 2 — = 7
— (x — ly)— (p|v| + |ty ) dr — | auge, T, de 4+ | vty de 4+ | (2 — ly) vyl d
2 4 de‘ Lo Lo Lo

4o Lo _
— / p(x - 60)f2ﬂz dz + / (I - EO)Ufl,x dr.

ZO 50
De onde temos

1 d ¢ ¢
——/ (x — lo)— (p|v]? + alug,|?) dx +/ e | d + gty (03 VU, (0F) + / QUL Ty d
2 ZO d:lj eO EO

Lo

¢ ¢
+/ (7 — Lo) VT dx = / (z — Lo) pfoti, dv + / (z — 50)“71@ dx.

Lo Lo Lo
E assim fazendo integracao por pates temos

4

¢
(0 —L)Z(4) — / Z(z) + g |® dr = agtie, (6. (6F) + / QUL dx
éo EO

£ 14 Lo _
—1—/ (x — Ly) oV lyy dx — / (x — o) pfoti, dx — / (x —Llo)vf,, dz.(2.6.6)
Lo Lo Lo

Observe que todos os termos acima podem ser estimados da mesma forma que no Lema
2.6.2] excepto o termo pontual

Qo (03 VU (07).
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Usando a desigualdade de Gagliardo-Niremberg para b €]y, {[ temos que

[ua(b)] < w%mp+w%wﬂwmwﬂ
< o Hz)\uxHL + 77 !/\|1/2 (i || V2 55
< pygllee + iallis + il + fuall 2 a1
E assim conclimos que
O < GEEt s, (2:6.7)
para A grande. De forma analoga temos
[taa(®)] < elltigalz + clltiae| 15 thaws | 2 (2.6.8)

Usando a equacao na componente viscosa e o Teorema das derivadas intermediarias temos

[tawalliz < cllttaellz2 + llttaal|}s ozl 1o
1/2 IAp Qo 1/2
< CHUMHL2 + CH“MH f2 - _U + —Ups
o L2
. 1/2
p QoA «
< ﬂ%ﬂm+ﬂmﬁ”2—ﬁ— O e — 2 f
L2

1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2
< ﬂwmm+dmmVnﬁu/+dM“w%M/uw/+wuww%mm+dMMVuﬁmuﬂ

De onde concluimos que

foellie < A2tz + N2 ol + A 2002,

para A grande. Substituindo esta expressao em (2.6.8]) temos

uaa(®)] < elltaallzz + ellvllzz + cc R, (2.6.9)

para A grande. De ([26.7) e (2.6.9) temos

|&2um(€8—)ﬂx(£3—)| < € (”uwH%?_’_HUH%?) +c R
A
< . / I(z) dz + e R (2.6.10)
Lo

Inserindo esta desigualdade na equagao ([Z.6.6]) e usando os mesmos argumento que no
Lema 2.6.2] segue o resultado.
O
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Estimativa sobre a componente viscosa

Lema 2.6.4. Sobre o intervalo viscoeldstico temos que

¢ ¢
/ Z(z)dr < c.R+e / Z(z) dx (2.6.11)
Zo EO
Demonstra¢ao. Primeiro vamos lembrar a definigao de Z(x)
1 2 2
Z(z) = 5 (plv” + afuw|")(2).
Lembrando a desigualdade (Z.2.5]) temos
| aulufdo < ClU Flbe
Iy
Usando a desigualdade de Poincaré temos
¢ ¢
lv[?dx < / aolve|Pdr < C||U| ||| F| |2 (2.6.12)
ﬁo EO
Pelo Teorema das derivadas intermediarias temos
1/2 1/2
lussllze < ellullze + ellull 2 uases |5
1/2
A Q@
< cllullze + el | £ f2 = Fo + =,
a 12
c 12 || P QA oy 2
< —lix A ~f2— AT
= |/\|HZ UHL2+ |>\|1/2HZ UH Oéf2 chl’ L
1/2 1/2 1/2
§|MW+ﬁMHwW+ﬁH/——m—— |wmu+ﬁw Efam )|
<

1/2 1/2 1/2
nwp+dw+mV[n%w/+di}

[A] W“Q

M+hW”UmW”+NﬁmWﬂ.

Usando a desigualdade triangular e a desigualdade de Young temos

lusollze < ellusell + ellvllze + cRY2.

E assim temos que

¢
/ gy *dr < cc R+ e / Z(z) du.

IV ZO

(2.6.13)

Usando a desigualdade acima junto com (2.6.12) segue nossa conclusao.
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2.7 Estabilidade Exponencial

Teorema 2.7.1. O semigrupo definido pela equacio (211l é exponencialmente estdvel.

Demonstracao. Do Lema [2.6.2] temos que

¢ ‘
‘Ef(ﬁ) —/ T(z) + alug,|* dr| < cE||U||H||FHH—i—cEHFH?{—I—e/ Z(zx) dz,
0 0

donde temos que

¢ ¢ ¢
/ Z(z) dx §€I(€)—l—/ U |? dil?—i—CgHUHH”FHH—|—C€HFH${+E/ Z(z) de. (2.7.1)
0 0 0

Do Lema [2.6.3] segue que

Y/ l
(6—60)1(6)3/ z(a;)+a|um|2dm+ce||U||H||F|yH+c€||Fy|;+e/ I(z) da.

Lo 0

e assim
¢ ¢ ¢
(- IO < [ T do+ [ alunf? dot eVl Pl + e IR +e [ Z(@) de
Lo Lo 0
Do Lema [2.6.4] e pela desigualdade (2.6.13) temos que

l

14 14
/I(x) da;+/ a\umﬁdgcgc€|\U|y%||F||H+c€|\F|y§L+e/ I(z) da.
Lo Lo 0

Pelas duas desigualdades anteriores concluimos que
¢
(Z(0) < c|Ull| Fllae + el [FII5, + 6/ I(x) de.
0
Finalmente substituindo esta desigualdade em (27.I]) segue que

l
/ () de < c|Ullsl Flln + cIFIE,.
0

De onde segue que
U113 < cll Ul F Nl + e FI,.

aplicando a desigualdade de Young, temos
1
U113 < §||U|!3fz + e[ Fll:
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Assim temos que
U113, < cell 7113

Lembrando que U = (1AU — A)~'F. Temos que
1GAT = A) TIP3, < e FIf3,.

De onde segue que

1GAU = A) 2y < e

O que completa a demonstracao.
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Capitulo 3
Semigrupo de Gevrey

Neste capitulo provaremos o resultado principal desta tese, que o semigrupo definido
pelo modelo (OI)—(@0.3]) verificando as seguintes condigdes de transmissao (0L.0.4])—
([@0.3H) é de classe 4 de Gevrey. Nossa demonstracao adicionalmente implica que o semi-
grupo é diferenciavel no sentido da definicao[L5.1l Nosso resultado é baseado no Teorema
L83 o qual vamos relembrar no teorema que segue abaixo, para fazermos algumas ob-

servacoes que serao pertinentes para a obtencao do resultado dessa tese.

Teorema 3.0.1. Seja A gerador infinitesimal de um semigrupo Cy, T'(t) sobre um espago
de Hilbert H. T(t) € de classe 6 > 1 de Gevrey se e somente se para todo b, T > 0, existem

constantes a € R e C' > 0 dependendo apenas de b, 7,0 tais que

p(A) D 5y(5) = {AG(C | ReA>a—b|1mA|%}, (3.0.1)
e
1A — AN < C (e*f Rex | 1) YA€ 5(0). (3.0.2)
Este é o caso, em particular, se para algum p € (671, 1), se verifica
limsup [A[||(iA — A)7!| < o0. (3.0.3)
AER, || 00
Demonstragao. Ver [32]. O

Embora o teorema acima nos forneca condigoes necessarias e suficientes utilizando o resol-
vente do gerador infinitesimal do semigrupo, o mesmo nao é de facil aplicacao. Por isso
vamos utilizar um resultado que nos fornece condigoes suficientes para encontrar a classe
de Gevrey do semigrupo associado ao nosso sistema pois temos informacgoes do semigrupo

em questao, que nesse caso é um semigrupo Cy de contragdes (como provamos no Lema

VERRRRRRRRRRRRRRR)
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Teorema 3.0.2. Seja A gerador infinitesimal de um semigrupo Cy de contragoes, S(t)
sobre um espaco de Hilbert H. Suponha o > w e 0 satisfazendo 0 < <1 e

limsup |[A]|(iA — A)7Y| < oo.
AER, || 00

Entao S(t) é de classe de Gervrey vy para t > 0, para cada vy > %L

Portanto, provaremos que

limsup |AY4)(GAT — A)~Y| < oo, (3.0.4)

AER, |A| =00
o que mostrard que o semigrupo, ¢ diferenciavel e ainda de classe 4 de Gevrey.

Note que de acordo com o teorema [[L.8.7 para que seja diferenciavel bastara que

limsup log |7|||(it] — A)~!|| = C < oo,

T—00

pois o semigrupo é de contragoes (veja observagao [LL.7). Isto munido ao fato que

log |7] < calT|?,

concluimos o seguinte: para que o semigrupo seja diferencidvel, bastara provar que (3.0.4))
se verifique. Observe também que isto significa que o semigrupo é imediatamente dife-
renciavel.

No6s consideramos a viga da forma

Ig Iy
Parte Eldstica Parte Viscoeldstica
V1 % \/-/‘\ Y
< 8

~
&\\Tj\

lo
Figura 3.1: Model I

Observacao 3.0.3. Observe que a ordem das componentes nao altera o resultado. Assim
como o comprimento do intervalo viscoso L —ly. Podemos resumir isto da sequinte forma:
O semigrupo € diferencidvel independentemente da posi¢ao ou o comprimento da parte

viscosa. A mesma observacao serve para a classe de Gevrey.
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3.1 O Operador Resolvente

Nosso ponto de partida é estudar o operador resolvente:

i\U — AU = F,

onde U, F e A sao dados da mesma forma que nas paginas 34 e 35. Em termos de coor-

denadas o operador resolvente é dado por

idu—v=f € H*0,/) (3.1.1)
IAPU + QUgzze — QoUze = pfa € L*(0,0). (3.1.2)

Primeiro vamos verificar a estabilidade forte, ou seja, se o eixo imaginario esta contido no

conjunto resolvente do operador A.

Lema 3.1.1. iR C p(A).

Demonstra¢ao. O dominio de A, D(A) possui imersao compacta no espago de fase H,
entao o espectro o(A) é formado apenas por autovalores. Por isso mostraremos que nao

existe autovalores imaginarios. De fato, suponhamos por contradicao que existe A € R
tal que iAU — AU = 0. Usando (2.2.1)) temos que U = 0 em |ly,¢[. Para mostrar a

contradigao, resta mostrar que U é zero em |0, {]. De fato,

iu—v=0, I\ — QUgzzr =0, em Ig=]0,0] (3.1.3)
mas como U = 0 in ]y, {[ temos que

u(b) = uy(b) = Upe(b) = Upea(b) =0, Vb € ]y, L]

Em particular

Considerando (8.1.3) como um problema de valor final, concluimos que u = 0 in Ig.

Portanto U = 0 em |0, [ o que completa nossa prova. [l
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Observacao 3.1.2. Por simplicidade, denotaremos por R a expressao

R = Ul Fll3c + 1F15.

Iniciamos nossas estimativas sobre o componente viscoelastico.

id—v=f € H*I)
APV + QUgpre — QoUpy = pfo € LZ(IV).

Para fo € L?(Jly, {[), seja v; solugao de

IANPUL — QU1 ze = pfa, v1(lo) = vi(£) = 0.

(3.1.6)

Lema 3.1.3. Vamos decompor v = vy + (v — v1) := vy + v9. Entdo temos que vy = v — vy

verifica
i/\PU2 + QUzgze — QU2 z0 = 0 € L2(]€07 é[)

Mais ainda

Y/ l
N / o ? da + / or0e? dz < || I,
0 0

C C
lv1(b)| < W—MHF“H’ [v1,.(b)] < W||F||H parav € |y, (]

lvallz, < lollzz + 71 F e Norell < [l Nozallze < e Y2

=y -
B REE

PROVA.- Multiplicando (B.I.6) por 77 ., e tomando a parte real temos

¢ ¢ ¢
—/ Qo |1 e |* dw = / pfolt 2z dv, = 01 2a|® d < c||F||§{
/4 Lo Lo

Por outro lado multiplicando (B.1.6]) por i\v; e tomando a parte real temos

¢ ¢ ¢
—/ pl v |? dz :/ pfridvy de, = |)\|2/ lv1 |2 dx < c||F|)3,.
Lo

Lo Lo

Dai segue a desigualdade (B.1.8)). Usando (2.3.4]) temos que

o8
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(3.1.9)
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1/2 1/2 3/4 /4

[1(0)] < elfvr [l 2 < cllonllpe [oraell 2 < |)\|3/4“FHH

012l 2

Analogamente

1/2 1/2 1/4 3/4

1, (0)] < cllvrall Lz = |)\|1/4

[oraall 2 < elloall s l[oreell £

Portanto, (3.I.9) segue. Recordando a defini¢ao de vy e usando (B8] obtemos
¢
[oal 22 < [Jvll 22 + WHFHH-

Usando o Teorema 23T e a desigualdade (8.1.8) obtemos

1/2

< [

[oralle < elloall s loreell 2 < W/Q

Portanto, lembrando a defini¢ao de vy e usando a desigualdade acima obtemos

[v2llz2 < llvallze + |F||3 < cRY2

| )\’1/2‘
De onde segue ([B.1.10) para A grande.

Lema 3.1.4. Sobre o intervalo viscoso temos

€ 1/2
[v2]l2 < W—WHUIWHL? W”Q% (3.1.11)
HUQHOO < |)\|1/4”umx:rHL2 + |>\‘1/4m1/2 (3.1.12)
||U2,x||oo < €|)\|1/4||ua:xx||L2+CG|A|1/4m1/2- (3113)
PROOF.- Usando (B.I1.7) temos
||/\U2||—1 S C||ux1’x||L2 + CHUQ,:BHLQ- (3114)
Usando interpolagao e a desigualdade (3.1.14]) obtemos
[vall72 < floall-1llvaellze < =7 (lteeellze + lvzelle.) vz 22 (3.1.15)

|A|

em particular
c c €
lvallZ> < W||um|lml|vz,xHL2 + Wllvz,z!\iz < W\Ium!@ + 7 MI Cllvallze. (3.1.16)
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Usando a desigualdade (3.1.10) do Lema chegamos a (B1.I1). De [22.4), (233)

do Lema [2.3.9] obtemos
[valloo < clloall 5 102zl

Usando (B.I.IT)) obtemos

1/2
20 vge | 12

c
[0a]]ee < W—”“(

De onde segue que

IN

1/4 3/4 4
[valloe < |M1/4“ Usaa |l 12 |v2,e 2 wmllvz,xllm
1/2
S |)\‘1/4“um:xHL + |>\|1/4 m
Usando (B.I.10) do Lema[3. 1.3 chegamos a (B.1.12)). Da mesma forma, usando ||| 72
|t | 252 [t || 1° temios
[
- - Ul,xw||L2
< CHUZmHLQHUI meL2 + CHUMHL?HMUm - N a:x”L2
< cllvsallrellvrael 2 +C|>\|||02acllL‘zIIUocIIl/z||um||1/2 +c|lvzall 2l Flla -
-:71 .:vJQ —J3
(3.1.17)
Note que
J3 S coR.
Usando a desigualdade de Young segue
Jo < |)‘|1/2||U2 vaLQHZ)‘uwHI/QH MZ||1/2
< |A’1/2||sz||L2HUx+f1x\|1/2|| Uz 75
< 5!/\\1/2Hvz,x|\m + §|Ml/2\|vx + frell 2 l[taee | 2
< NV tgn[22 + cc |NY2R. (3.1.18)

Finalmente, usando a desigualdade (B.1.8) do Lema [3.1.3] obtemos que
Jl S coR.
A substituigao das desigualdades acima em (B.I.I7) produz (B.I1I3).

A prova esta concluida.
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Observagao 3.1.5. Vamos introduzir a fun¢ao Y ao sistema (3.1.7).

1
Y = (QUzyr — CV2) .

)

Assim temos
Yir = pU2 € Hl,

dertvando uma vez mais obtemos
Y, = P < L2
TTX U2,x .

Lema 3.1.6. Sobre o intervalo viscoeldstico temos que

01
/ |umx|2dx < R
Lo
|u:m:c(b>| < |)‘|1/4£R1/2
1/2
|tz (D) < ‘)\|1/42}{/
Ce 1/2
|uac(b)| < |>\|—3/49{/-

PROOF.- Usando o Corolario 2.3.2] temos

Y (0)]

IN A

(3.1.18)

(3.1.18)

(3.1.18)

(3.1.19)

(3.1.20)
(3.1.21)

(3.1.22)

3/4 1/4
Y|y + el Y12 Yaal 2,

3/4 1 4
oYz, + Y3 ; o2l

Relembrando a definicao de Y, (B.1.5) multiplicando por A e usando a desigualdade

de Young temos

Qs — aovallee < cflotps — agua||z, + C|>\|1/4||04Ux:c - 040?J2||L2 ||U2||1/4
< A atg, — agualli, + A |vs 2,
< A gz, + A a1,
Para A\ grande o suficiente. Da desigualdade triangular temos
[tz lloo < C|>‘|1/4||um||L2 + C|/\|1/4||1}2||L2 + cf|v2| o (3.1.23)
De ([314) e usando a desigualdade de Young temos
1/2 1/2
lusellze < el 2 el
1/2 1/2 1/2 1/2
< ’)\‘1/2” x” ” :cmH |)\’1/2||f1:cH ” mx”
- 1/2
< |/\|1/2 HumxHP + ’)\|1/29Qt (3-124)
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Multiplicando a desigualdade acima por |A|'/*

|)\‘1/4||um||Lz < |)\|1/4||uwm||L2 + |)\|1/4%1/2‘ (3.1.25)
Por outro lado, usando a desigualdade (3111 obtemos
Al € el + R (3.1.20)
A substituicao de (B.1.12), BL25), (BI.26), em (B.1.23) rende
€ Ce

Finalmente, do Lema temos
V()| < eV e+ ellYIa N aa 1258 < eIV 2+ cllY 1[5 Va1

Relembrando a definigdo de Y e usando Y;,, = pvs, e multiplicando por |A| temos

|tz (b) — a2, (D)] < cf|Qtys — aova|| 2 + c|)\|1/2\|aum — aoUQHl/Q 1/2
< cllugellzz + cllvallzz + A Y2 e || 1 1/2JrC|>\|1/2||U2||1/2||v2ac||1/2-
———— N—_— -~ 2,
=J1 =Ja =J3 _J4

Usando a desigualdade (B3.1.11]) do Lema B4l obtemos

Ji < C|/\|1/4||umz||1/4||v2 :v||3/4 + C|)‘|1/49{1/2
< A gl 2 + AR,
Pela mesma desigualdade temos que

Ty < eI g |Ta]] + c|A[Y2R2,

Similarlmente usando (B:1.24]) temos

Jp < |)\|1/2||uzm||j; + |)\|1/2§){1/2
Usando a desigualdade acima chegamos a
Js < eIV tgge|| + | ARV,
Usando as desigualdades anteriores chegamos a
Uz (D) < oo (D) + J1 + Jo + J3 + Jy.
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Recordando a desigualdade (B..13) do Lema 314l
02,0 (B)] < €AY [t | 2 + c| ARV,

Portanto para A grande temos

|Ueaze (D) < €|>“1/4Humx”L2 + C’)‘|1/4m1/2- (3.1.28)
Das desigualdade (BI.27), (B.128)) temos
[Ugze (D) Uze (D) < €l[tpaal||72 + cR, (3.1.29)

para A grande. Analogamente multiplicando (B.I.12) com BI.I3) temos

[02(D) 022 (D) < €lltaanl 72 + R, (3.1.30)

para A grande. Por outro lado multiplicando a equagao ([B.I7) por U, temos

¢ ¢ ¢
/ APV, dT + / OUppreUpe AT — / 0OV2 3 Uy dx = 0.
Lo Lo Lo

Integrando por partes

¢ ¢ ¢
/ IAPUT,, A + ozummﬂm|§0 — / e | d — / QU2 gy dx = 0. (3.1.31)

t t to
Lembrando a definigao de v; e vy e usando (B.1.4]) temos

4

¢ ¢
Re / 0OV 3oz dx = —Re / 00 f1,22Uze dx — Re / QU1 gz Uy A
Lo Lo o

Usando (B.18)e [B123)), para A grande temos

¢
Re/ V9,00 lge AT| < €||Ugzel|* + R

Lo

Agora observe que integrando por partes a primeira parcela de (B.131]) temos que

¢ ¢ ¢
/ IAPUUy dx = —pvw_xlfo + / PU2 Uy dT — / P2 f1 2s- (3.1.32)
0 I t

Substituindo (3.1.32) em (B.1.31)) e usando (B.1I0), (3.1.12) a desigualdade de dis-
sipacao (Z24) temos
¢

(trae|* A < €l|tigma|* + CR + Clthawe (6] ) Taa (6F)| + cloa(€5)02(€5)]-
Lo
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Usando (3:1:29) e (B130) temos

l
[Ua|® dT < €][tganl||* + cR,
Lo

para A grande. Portanto segue (B.1.19). Substituicao de (B.IL19) em (B.1.28) resulta em

[Ugaa(B)] < e AJMYARY2,

Entao segue (B.I20). Substituindo [BILI9) em BI27) obtemos (BI.2I). Finalmente,
lembrando a desigualdade (B.1.13) do Lema B.I.4l e usando (3.1.19) obtemos

la.0(B)] < AV,
De (3:1.9) segue
012 (b)] < | A|TARV2,

Relembrando a definicao de v; e vy temos

v (D) < |012(D)] + [v2,0(b)]
< e AVARY2,

Para A\ grande. Como iAu — v = f; obtemos

[idus(0) = f1(B)] < c|A[YIRY

Portanto segue (8.1.22]). A prova esta concluida.

Lema 3.1.7. No intervalo viscoeldstico temos que
¢ ¢

PRrROOF.- Do Lema [B.1.4] temos

¢

[vg|? da < <

e ww*% (3.1.34)

Multiplicando equagao (B.1.7) por @ obtemos
¢ ¢ ¢
/ APV dx + / OUpprrU AT — O / V9 2,0 dz = 0.
/4 Lo Lo

64



Integrando por partes obtemos

¢ ¢
/ |2 dv = ozumﬂx|§0 - ozummmﬁo + aowwﬂ&o - / QU2 Uy dx +
¢ ¢
’ ¢ ¢ ¢ i
+/ plva|? da —|—/ Py dx +/ pva f1 dx. (3.1.35)
eo EO ED

Note que u(¢) = v(¢) = 0. Usando (B 1.12) e (B.1.20) temos
[t (G)TE)] = |t () (B + 6|

C C C
< —R+—R<—9NR
S DT RER S Rt

para A grande. Da mesma forma, usando (B1.21)) e (B.I.22) obtemos

o (6T < TR

B
Usando (B.1.13) e (B.1I2)) temos
Jagvz. (6 (67| :(—wx (0(65) + Filks)
C C
< 9% R —FR
= TR S A

Substitui¢ao das desigualdades acima em (B.1.38) mostra (3.1.33).

Lema 3.1.8. Sobre o intervalo eldstico temos que

o
| | < I P+ I (3.1.36)
Lo
| et dal < Ul Pl + | (3.1.37)
PROOF.- Sobre o intervalo eldstico temos
IAPU + QUgzzr = pfa, x € 0, 4. (3.1.38)

Usando ([BI.38) na igualdade abaixo obtemos

Ko _ 1 fo ) _ 1 ZO _ 1 ZO _
/0 pvfi, dr = Y /0 iANpvfy, dv = Y i QUggre 1, dT + Y i Jaf1. dx.
(3.1.39)
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Integrando por partes e lembrando que f;,(0) = 0 temos

[t - 1 ~ 1t -
ix ; aummfl,x dx = aauwm(go )fl,x(go Z_a/o aummfl,zz dx.

-~

=B

Para estimar B, primeiro observe que como u({y ) = u(fy) e v(¢y ) = v({7), consequen-
temente temos que f1(£y) = f1(¢7). Lembrando que M(z) = (atgy — apuy)(x), Vo € 1 e
que M, (ly) = M,(¢]) temos que

|t g (Ly )?1,:1: (o) = l[0taze (ESL) — QoUy (gg)]?l,x (63)‘
Usando a desigualdade triangular e os Lemas e B4 obtemos
|B| <

TNl Flle + 17 1 15

’)\|3/4 |)\’3/4

Pelo Teorema das derivadas intermediarias temos que

||UM:E||L2(IE) < CH“MHL2 (Ig) +Cl|uw:v||j;/221E ||umz:c||1L/22[E)

1/2 1/2 1/2 1/2
< cllaallzog) + cllwas | 125, 1S + elttanll ) 1 f2ll o,

Multiplicando por ‘/1\| temos

1 1 1/2

12 1/2
pylltsellize < llesliae + e li,) g 172117

1/2
lixv]| % 21y

e
m/0 o dr. < |A|1/2||UHH+|/\|1/2||UHHHF||H—|—|)\|1/2HFHH

Usando a desigualdade acima em B.1.39 temos que

Lo
/ 'Uflacd‘r
0

Para A grande, de donde segue a desigualdade ([B.I.30). Usando um procedimento

semelhante obtemos
Lo
/ prUz dx
0

Assim obtemos (B.1.37]).

Finalmente, para mostrar a diferenciabilidade, introduzimos a seguinte notacao

Uil E'lla + | FI[3-

|)\|1/2| |)\|1/2|

T3l F e + i 1 15

‘)\’1/2 |)\‘1/2

I(x) = 5 (@) + afuse(o)?)
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Lema 3.1.9. Sobre o intervalo eldstico temos

Ul Fllae + 7 1 11 (3.1.40)

Lo
LI (ly) —/ T(z) + afug,|?® d
0

‘)\|1/2 |)\‘1/2

PROOF.- Multiplicando a equacao ([B.1.38) por zu, chegamos a

Lo Lo Lo
/ APV, dx + / TOUgpgr Uy AT = / xpfou, dx
0 0 0

De onde segue

1 [ d fo
_5/ T— (|v|2 + a|um|2> dr — / QU Uy AT+ Wl (Lo )T (y)
0 0

dx
fo ZO _
:/ P foly dx—l—/ vfy, dz. (3.1.41)
0 0
Integrando por partes
L[ ad, , ) fo ) NI N
-5 T (Jv]* + o|ugs|?) ds + U | ds — Qe (0 )Tr () + lotne (Lo Uz (Cy)
0 0
ﬁo EO _
:/ xp folly d:z:+/ vfy, dr. (3.1.42)
0 0

Lo
I (L) — / Z(8) + |uee)* ds = Lo0tugag (U VU (Ly ) — ovtuge (£y )Ua({y )
0

~~

=B

— [ foru, do — / zpvfy, do (3.1.43)
I Ir

J/

g

=B

Para obter a estimativa de Bj, primeiro lembremos que aju.,(y) = asu..(f]) e com

argumentos andlogos que usamos para estimar B no Lema B.1.8, obtemos

Usando o Lema [3.1.8 obtemos

A prova esta concluida.
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3.2 Resultado Principal

Finalmente para extender a limitacao da energia para a parte elastica usaremos as
desigualdades de obsevabilidade. Note que a desigualdade (B.I.40]) nos diz que se temos
estimado o termo pontual, segue a estimativa da energia sobre todo o correspondente
subintervalo e vice versa. Isto é se temos limitado Z(¢y) entao a desigualdade (B.1.40)
implica a limitagao de f(fo Z(z) dx, tendo em vista que ja temoa estimado f(fo o) do.

Esta é a ideia que desenvolvemos na prova do nosso resultado.
Teorema 3.2.1. O semigrupo associado o (ZI11)-2I3) € da classe de Gevrey 4.

Demonstracao. Do Lema [B.1.7] temos

¢
[ Z@) + aluns? do < S Il Pl + 5 1B (321)
s By |\
Usando o Lema temos que
Lo
| T@ s dr < TU5)+ Ul b+ PR (322

Das condicoes de transmissao temos que
0(5) = o(6D),  ortieally) = i),

Usando o Lema (B.1.6]) e as desigualdades (B.1.20)), (8.1.22)) obtemos

Z(6y) < CIA7Y2R.
Substituindo a desigualdade acima em (B.2.2]) obtemos

Lo
[ T@) ol de < STl PR (323
0

Portanto, de (B21]) e (B23)) concluimos que

Lo
||U||3{=/0 I(z) dx < |)\‘1/2(||U||H||F||H+||F||3-L)

dai temos
1015 < 5l
Lembrando que U = (1AU — A)~'F. Temos que
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De onde segue que

C
|)\‘1/4'

IGAT = A) Iz <

O que completa a demonstracao.

Portanto, usando o Teorema [[.8.3] concluimos que o semigrupo é de Gevrey classe 4.
Em particular diferencidvel. Além disso, como 0 € p(.A), usando o resultado de Pruess [10]
obtemos a estabilidade exponencial.

O
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Capitulo 4
Conclusoes

A primeira conclusao que chegamos é que mecanismos dissipativos localizados podem
produzir regularidade das solugoes. Isto é de singular importancia nao somente para fines
tedricos mais para as correspondentes aplicagoes numéricas.

Damos através de nosso estudo um exemplo nao trivial de semigrupos differenciavel.

Finalmente mostramos que é possivel obter solucoes de Gevrey mesmo que os dados

iniciais nao sejam desta classe.

4.1 Pontos abertos

Um problema natural seria extender este resultado para o caso bi ou tridimensional. A
situacdo nao parece simples devido a necesidade de estimar u,,(x, t) no bordo do dominio,
aqui se fez usando métodos de EDO. No caso n-dimensional resulta complexo ou muito
particular encontrar solucoes exatas onde possam ser estimados de forma conveniente
estes terminos na fronteira.

Outro ponto em aberto é procurar outros modelos com viscosidade localizada que pos-

suam este efeito regularizante, ou pertencam a classe de Gevrey ou sejam differenciaveis.
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