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Resumo

Funcionais que dependem das curvaturas de uma superficie sao objeto com apli-
cacoes em fisica e mateméatica. Em particular, é de interesse natural estudar os
minimizantes desses funcionais, bem como a estabilidade dos seus pontos criticos.
Definimos um funcional dependente das curvaturas média e escalar, para hiper-
superfices de dimensao n imersas em uma variedade Riemanniana, e calculamos
sua primeira variacao, obtendo a equacao de FEuler-Lagrange que caracteriza os
pontos criticos. No caso em que o ambiente é uma forma espacial de curvatura
constante, calculamos também a segunda variacao, obtendo um critério para definir
a estabilidade destes pontos em termo de invariantes geométricos que dependem
apenas da primeira e da segunda forma fundamental. Como forma de demonstrar
a aplicabilidade dos resultados obtidos anteriormente, estudamos o funcional de
curvatura dado pela integral da norma ao quadrado da segunda forma fundamental
sem trago. Usando a equacao de Euler-Lagrange, obtivemos informagoes sobre pon-
tos criticos com duas curvaturas principais distintas, com uma atencao particular
para as hipersuperficies de rotacao e os toros de Clifford. Além disso, estudamos a
estabilidade de alguns pontos criticos conhecidos. Por fim, reinterpretamos alguns
teoremas de gap de modo a obter mais informagoes sobre os pontos criticos, dando

uma énfase maior as imersoes na esfera Euclidiana.

Palavras-chave: Primeira e segunda variagoes; Estabilidade; Toros de Clifford;

Curvatura média; Hipersuperficies rotacionais; Gap



Abstract

Functionals involving surface curvatures are objects with applications in physics
and mathematics. It is then natural to study the minimizers of these functionals,
as well as the stability of its critical points. We consider a general functional
on n-dimensional hypersurfaces immersed in a Riemannian manifold, which is
dependent on the mean and scalar curvatures, and we calculate its first variation
obtaining its Euler-Lagrange equation that characterize the critical points. When
the ambient space is a space form we also calculate its second variation obtaining
its a stability criteria in terms of geometric invariants dependent on the first and
the second fundamental form. As a way to demonstrate the applicability of the
results, we studied the functional given by the integral of the square norm of
the traceless second fundamental form. Using the Euler-Lagrange equation, we
obtained information about critical points with two distinct principal curvatures,
with particular attention to rotational hypersurfaces and Clifford tori. Furthermore,
we study the stability of some known critical points. At the end we reinterpret some
gap theorems for immersions in the Euclidean Sphere, to obtain some information

about the critical points of the functional.

Keywords: First and second variations; Stability; Clifford Tori; Mean curature;

Rotationals hypersurfaces; Gap
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Introducao

Problemas de otimizagao estdo entre os principais no desenvolvimento da matema-
tica. A questao de, dentre possiveis soluc¢oes, encontrar uma solugao “6tima”, isto
é, a que melhor se enquadra em caracteristicas pré-estabelecidas, permeia todo o

nosso desenvolvimento.

Na busca da resolucao desse tipo de questao, o calculo variacional é um dos principais
pilares. Embora se relacione sua origem ao Problema da Braquistécrona [29]
proposto por Johann Bernoulli em 1696, com o passar do tempo as técnicas do
calculo das variagoes se mostraram muito versateis, podendo ser utilizadas pare
resolver desde problemas da antiguidade, como o problema isoperimétrico [19, p.37],

até problemas modernos da mecéanica quantica [42] .

Na geometria, seja por motivacoes vindas das ciéncias aplicadas, como o trabalho
de elasticidade de Sophie Germain no inicio do século XIX, ou por questoes tedricas
relacionadas & estrutura das superficies em R?, como os trabalhos de Willmore nos
anos 60 do século XX [62], problemas envolvendo a busca de minimizantes para

certos tipos de energia sao importantes objetos de estudo.

Sabemos que a geometria local de uma superficie M em R3 em torno de um ponto p €
M ¢ descrita por suas curvaturas principais k; e ko, que s@o as curvaturas maxima

e minima entre todas as interse¢oes da superficie com planos perpendiculares a

A:klo,
0 ke

¢ chamada segunda forma fundamental da superficie. As fun¢ées H = tr A =

mesma passando por p.

A matriz

(k1 + k2) e K = det A = kyko, das curvaturas principais sdo chamadas curvatura

média e curvatura de (Gauss, respectivamente.

Em 1811, Sophie Germain [24] propds que a energia eldstica de placas finas deveria

ser medida pela integral sobre a superficie de uma fungao par e simétrica sobre as
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curvaturas principais. Mais especificamente:

1
E(M) =1 [ (i~ ko)*dp= [ (H?=K)d
(M) =5 [ = kodu= [ (12 = K) dy,
onde du ¢ o elemento de area de M.

Em 1973, Helfrich [31], apds a confirmacao da existéncia das bicapas lipidicas nos
anos de 1950, prop6s um modelo para o comportamento dessas biomembranas (que
sdo finas o suficiente para serem aproximadas por superficies bidimensionais), cuja
energia por unidade de area era dada pela integral de um funcional que dependia

de certas constantes fisicas e das curvaturas principais da superficie.

Willmore [62], nos anos de 1960, buscava imersoes de superficies compactas no R3
que fossem minimizantes para uma certa energia natural. Willmore associou a cada

superficie compacta M C R? o funcional que veio a ser conhecido como Energia de

Willmore:
W (M) = /M H?dp. (1)

Esse funcional ja vinha sendo estudado independentemente desde os anos de 1920
por Blaschke [9] e seu aluno Thomsen [55], que estudavam invariantes pela acao de
grupos de transformagoes na teoria das superficies. Nesse contexto, a energia de
Willmore se mostrava um objeto muito interessante, uma vez que ¢ invariante pela

acao de transformagoes conformes, como demonstrado por White [61].

Tanto os problemas relacionados a elasticidade e ao comportamento das biomem-
branas ( [57], [47] [13], [12] [56]), quanto o funcional de Willmore ( [10], [11], [44],

[27], [40]), ainda hoje motivam uma extensa literatura cientifica.

Do ponto de vista matematico, todos esses problemas sao intimamente conectados.
Uma vez que o teorema de Gauss-Bonnet implica que a integral da curvatura
Gaussiana sobre a superficie M ¢é determinada pela topologia da superficie, temos
que em uma superficie fechada as energias citadas coincidem a menos de uma

constante.

Além disso, como observado por Marques e Neves em [41], a energia de Willmore é
o exemplo mais simples possivel nas condigdes propostas por Germain (com exce¢ao

do funcional area).
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Apesar de ainda haverem muitas questoes a serem respondidas no que diz respeito
ao funcional de Willmore, em varias areas aparecem também motivos para consi-
derar generalizacdes do mesmo, ou ainda funcionais de curvatura cada vez mais
complicados ( [58], [51]).

Uma vez que varios problemas fisicos ocorrem em espagos nao Euclidianos, faz
sentido generalizar o estudo dos funcionais de curvatura para superficies imersas em

espagos de curvatura constante mais gerais, como feito por Gruber et al. em [26].

Do ponto de vista tedrico, generalizar o problema para variedades n-dimensionais
imersas em espacos de dimensao n + 1 é um passo natural. Considerando S; a soma
das curvaturas principais, e S, a soma dos produtos dois a dois, temos que em
um certo sentido S; e Sy generalizam as curvaturas médias e escalar da imersao,
respectivamente. Assim, indo além do proposto em [26], vamos considerar funcionais
da forma

F(M) = /Mé’ (S1, S2)dp, (2)
onde M é uma variedade n-dimensional imersa em um espago de dimensao n + 1,
com curvatura seccional constante e du é o elemento de volume de M. O primeiro
capitulo estabelece as notac¢oes e contém uma coletanea de resultados conhecidos
que serao usados ao longo do texto. No inicio do capitulo 2 generalizamos as
férmulas da primeira e segunda variacao obtidas em [26], para imersées do tipo
M™ — Q™! onde Q" representa os espagos completos, simplesmente conexos de

curvatura seccional constante ¢, onde ¢ =0, 1 ou —1.

Ainda no capitulo 2, indo além do proposto nos artigos citados anteriormente,
generalizamos o calculo da 1* variacao de funcionais da forma (2) para imersoes
do tipo M™ — N™! nos casos em que N é uma variedade de Einstein e em que
N é uma variedade Riemanniana qualquer. Além disso, obtivemos a equagao de

Euler-Lagrange para funcionais da forma (2) em ambos os casos.

Mais especificamente, seja M"™ uma hipersuperficie isometricamente imersa em uma
variedade Riemanniana N"*!, e considere uma variacao suave a um parametro,

normal de M™, isto é, uma aplicacdo r : M x R — N"! dada por
r(z,t) :=r; = ro(x) + tu(z)E, (3)

onde ry ¢ a imersao original, £ é um campo unitario normal a M, e u € C°(M).
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Nessas condigoes, temos os seguintes resultados:

Teorema A (Férmula da Primeira Variagao). Seja M C N™" hipersuperficie
imersa em uma variedade Riemanniana N" ™' e seja r(-,t) uma variacio a um
pardmetro de imersées como em (3). Entdo, a primeira variagao do funcional (2),

¢ dada por
5/ (S, Sy)d =
M

= /M [(Esy + 51€5,) Au— Eg, (v, Hess u)] dpu + /M [ (7 — 25 + Ric(€,€)) €s,

+ (8152 — 35, + SiRic(&,€) — YRS, ) &, — 515} wdp,

onde éf&- sao os coeficientes da curvatura Riemanniana interpretada como um
(1,3)-tensor, Rivc(é“,f) é o tensor de Ricci e o sdo os termos do tensor de tipo
(0,2) g7' - g7 - «, obtido contraindo duas vezes a sequnda forma fundamental o

com o tnverso da métrica Riemanniana.

Teorema B (Equagao de Euler-Lagrange). Seja M C N hipersuperficie
imersa em uma variedade Riemanniana N"™' e seja r(-,t) uma variagio a um
paraémetro de imersoes como em (3). Entdo, a equag¢io de FEuler-Lagrange do

funcional (2) é dada por

AEs, + (S7 — 25 + Ric(&,€)) Es, + (152 — 355 + SiRic(¢,€) — oV Ry, ) Es,
— S1€ + S1AEs, — Eg, div(Xs) — (o, Hess Eg,) — 2Ric(€, VEg,) = 0,

onde Xo € TM ¢ definido por (X5,Y) = Pf{ivc(é’, Y), para todo Y € TM.

Ao final do capitulo 2, novamente considerando imersdes do tipo M™ — Q7T
calculamos a formula geral da variacdo das curvaturas r-médias, o que nos fornece
imediatamente o suficiente para calcular a 1* variacao para funcionais de curvatura

na forma

L(M) = / E(S, ..., Sy)du, (4)

M
onde S; é a soma dos produtos de k curvaturas principais, para cada k =1, ..., n.

Esse resultado foi originalmente obtido por Reilly [49] nos anos de 1970, e forneceu
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uma boa ferramenta para o calculo da variagdo de funcionais da forma (4), em
variedades com ou sem bordo. Aqui apresentaremos uma demonstracao diferente,
que usa apenas resultados elementares da teoria dos polindmios simétricos e o

principio da indugao.

Ainda no contexto das possiveis generalizagoes do funcional de Willmore, embora a
defini¢ao (1) faga sentido para imersoes em espagos mais gerais, ela ndo se mantém

um invariante conforme.

Em [16], Chen mostrou que, do ponto de vista das aplicagoes conformes, a me-
lhor maneira de generalizar o funcional de Willmore para superficies imersas em

variedades mais gerais é estudar o funcional !

o(0) = [ lol*dp (5)

onde ||¢]|? = £(k; — k2)? ¢ a norma da segunda forma fundamental sem trago, isto
6, o =A—3Hg.

Ao longo dos anos, varios trabalhos referentes a generaliza¢oes do funcional de
Willmore surgiram. Em [27], Guo estudou generalizagoes do funcional (5) que se
mantinham invariantes conformes em espacos de dimensao e codimensao arbitrarias.
Essas mesmas generalizagoes aparecem em [32], onde Li e Hu, usando o método do

referencial movel, calcularam a equagao de Euler-Lagrange dos funcionais

won = [, (jae - VY,

para imersoes da forma r : M™ — N"™*? onde M e N sdo variedades Riemannianas

de dimensoes n e n + p respectivamente.

Observacao. Quando n =2, o funcional W coincide com o funcional ®.

Varios resultados referentes a existéncia de pontos criticos do funcional de Willmore
em formas espaciais surgiram com o passar do tempo ( [38], [28], [60]). Em [43],
Mondino obteve resultados de existéncia de superficies que sdo pontos criticos do

funcional ® em variedades de curvatura seccional ndo constante.

1
1" Em [17] o funcional aparece na forma ®(M) = 5 IR
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Nesse trabalho vamos abordar outra possivel generalizagao para o funcional (5).
Do ponto de vista geométrico, ® é um funcional que mede o quanto M deixa de ser

totalmente umbilica, isto é, de ter as curvaturas principais iguais em todo ponto.

No capitulo 3 nos dedicamos principalmente a estudar o funcional ® para hiper-
superficies imersas em formas espaciais de curvatura constante. A primeira secao
deste capitulo é dedicada as defini¢oes basicas e resultados elementares relacionados

ao funcional (5).

Existem varios exemplos interessantes de variedades com apenas duas curvaturas
principais distintas, como as hipersuperficies rotacionais (definicao 1.39) e os toros
de Clifford (definigao D.1). Com essa motivacao, a segao 3.2 tem como objetivo
fazer um estudo inicial dos pontos criticos do funcional ® com duas curvaturas

principais distintas.

A secao 3.3 é dedicada a discussao sobre possiveis solugoes rotacionais com curvatura
média constante para a equagao de Euler-Lagrange do funcional ®. Nela mostramos
que essa condicao é muito restritiva quando o espaco ambiente tem curvatura
constante nao-negativa. Quando o ambiente é Euclidiano, as tinicas solugoes sao as
esferas (Corolario 3.13). Para imersdes em S"*1| as solugdes sdo as hipersuperficies

totalmente umbilicas ou, quando n = 2, as superficies minimas (Corolario 3.15).

Existe uma extensa literatura relacionando toros de Clifford a funcionais que
dependem das curvaturas da variedade ( [40], [41], [34]). A segdo 3.4 se dedica a
estudar as condicoes para que um toro de Clifford imerso em S"*! seja ponto critico

do funcional (5). Esse tipo de solucao fica caracterizada pelo seguinte resultado:

Teorema C. Se M" = S™ (r;) X S"2 (ry) C S"™' € ponto critico do funcional @,

entdo ouny =ng =2, oun#+4e

2 n2—2 2 n1—2
ry = ers; = .
Yon—4 2 n—4
. Ve s . ~ 2 2 1
Em particular, se M é minima, entao ny =ng er; =15 = —.
) ) 1 2 2

A secdo 3.5 é direcionada a testar a aplicabilidade da formula da 2# variagao obtida

no capitulo 2 como ferramenta de estudo da estabilidade dos pontos criticos do
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funcional (5). Em particular, sobre os toros de Clifford estudados na se¢do anterior,

vale o seguinte:

Teorema D. Seja n um niumero par, e suponha que o toro de Clifford minimo

Sn/Q (\/g) % Sn/Q (\/g) C Sn—i—l’

seja ponto critico de . Entdo ele é um minimo local estavel se, e somente se,
n=2.

Por 1ltimo, na se¢ao 3.6 reinterpretamos alguns teoremas classicos de gap na esfera
Euclidiana, obtendo algumas restricbes aos pontos criticos de baixa energia do

funcional ®.

Quando M é uma hipersuperficie fechada com curvatura escalar constante imersa em

S™t! analisando o operador linearizado L; (1.18), obtivemos o seguinte resultado:

Teorema E. Seja M™ uma hipersuperficie fechada isometricamente imersa em
S"* com curvatura escalar constante s = n(n — 1) (equivalentemente Sy = 0).
Suponhamos que M ¢é ponto critico de @, e que estd orientada de modo que S > 0.
Se S? < 2n, entdo:

(i) M ¢€ totalmente geodésica; ou

(ii) n =4 e M = S*(ry) x S*(ry) C S®, onde

B 1 2+\/' 2—3
- 5+v3 T TVES s C P T\

Por 1dltimo, como a equacao de Euler-Lagrange nao depende da curvatura do
ambiente, usando a desigualdade de Okumura [46], provamos os seguinte teoremas

de gap para imersoes em espaco de curvatura seccional constante:

Teorema F. Dado n > 5, seja M"™ hipersuperficie coneza, fechada, isometrica-
mente imersa em Q" e com curvatura média h > 0. Se M € ponto critico de ®
satisfazendo

n—4)y/n(n—1

(0 =)ol - 1),

ol <
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entao M tem curvatura média constante e

(a) M ¢€ totalmente umbilica; ou

(n—4)y/n(n—1)

h, e M estd contida em uma hipersuperficie de
2n(n — 2)

(b) lloll =

revolucao.

Teorema G. Seja M? hipersuperficie conexa, fechada, isometricamente imersa

em Q% e com curvatura média h > 0. Se M ¢é ponto critico de ® satisfazendo

1
191l < —5h,

entao M tem curvatura média constante e

(a) M ¢€ totalmente umbilica; ou

1
(b) ||o|| = —=h, e M estd contida em uma hipersuperficie de revolugdo.

V6

Os apéndices contém algumas defini¢oes e informagoes auxiliares que podem ser

uteis no entendimento do texto.
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1 Preliminares

Neste capitulo fixaremos as principais notacoes usadas na teoria, e revisaremos
algumas nocoes e defini¢oes béasicas da teoria das variedades Riemannianas que

serao utilizadas posteriormente.

Observacao 1.1. Notagoes:

e Uma variedade Riemanniana M de dimensdo n serd denotada por M™, exceto

em casos em que a dimensao seja irrelevante ou esteja subentendida.

e Usaremos a notacio de Finstein. Assim, sempre que um indice que aparece
duas vezes em uma expressao matemdtica, uma em cima e outra em baizo,

isso significa que aquela expressao deve ser considerada como um somatorio

n
A koo _ k
nesse indice. Por exemplo, T'j;ry = > Lore.
k=1

1.1 Variedades diferenciaveis

1.1.1 Introducao

Essa subsecao teve como base principal do Carmo [20] e Lee [36].

Definicao 1.1. Uma variedade diferencidvel de dimensao n é um conjunto M e
uma familia de aplicagoes biunivocas x, : U, C R — M de abertos U, de R™ em
M tais que

(a) Uy za(Usy) = M.

(b) Para todo par a e 8, com xo(Uy) Ns(Ug) =W # 0, os conjuntos x,* (W) e

xgl(W) sao abertos em R™ e as fungoes :L’gloxa : R™ = R" sao diferencidveis.

(c) A familia {(Uy,x4)} € mazimal relativamente a (a) e (b).
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A familia {(U,,z,)} é chamada parametrizagiao de M. Os pares {(U,,x,")} sao
chamadas cartas locais, ¢ a uniao de cartas cujos dominios cobrem M ¢é chamada

atlas.

O sistema de cartas permite que a diferenciabilidade das fungoes reais seja estendida

para fungoes entre variedades:

Definicao 1.2. Uma aplicagao f : M™ — N™ entre variedades diferencidaveis é
dita diferencidvel em p € M se dada uma parametrizacao y:V C R™ — N™ em
f(p) existe uma parametriza¢io x : U C R™ — M™ em p tal que f(x(U)) C y(V)
e a aplicacao

ytofox:UCR" = R™,

¢ diferencidvel.

Uma grande parte da teoria basica das variedades diferenciaveis consiste em tentar

estender conceitos da teoria das superficies em R3. Vejamos alguns casos.

Definicao 1.3. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma aplicagdo diferencidvel
v (—€,€) = M é chamada uma curva em M. Suponha que v(0) =p € M, e seja
C>®(M) o conjunto das fungoes diferencidveis em M. O vetor tangente d curva -y

emt=0 € a fungio 7' (0) : C*(M) — R dada por

d(f o)

o , fel®(M).

t=0

Y(0)f =

Um vetor tangente em p é o vetor tangente em t = 0 de alguma curva 7 :
(—€,¢) = M com v(0) = p. O conjunto dos vetores tangentes a M em p serd

indicado por T,M.

E possivel mostrar [20, p.9], que o vetor tangente a uma curva v em p depende
apenas das derivadas de v em um sistema de coordenadas. Além disso, também é
possivel verificar que o conjunto 7, M, com as operagoes usuais de fun¢oes, formam
um espago vetorial de dimensao n chamado espaco tangente de M em p. A unido

TM = |J T,M é chamado fibrado tangente de M.

peEM
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s

Definicao 1.4. A diferencial de uma funcdao diferencidvel f : M™ — N™ €
aplicagio df : TM — TN cuja restricio a p € M ¢é dada por df,(v) = (f o) (0 )
TrpyN para qualquer v : (—€,€) — M tal que v(0) =p e v'(0) = v

Podemos classificar alguns tipos de fungoes diferenciaveis de acordo com as propri-

edades da sua diferencial.

Definicao 1.5. Uma aplicagao diferencidavel f : M™ — N™ é uma tmersao se
df, € injetiva para todo p € M. A diferenca n — m é chamada codimensdao da

imersao.

Se, além disso, f é um homeomorfismo sobre f(M) C N, dizemos que f é um

mergulho de M em N e que M é uma subvariedade de N.

Definicao 1.6. Um campo vetorial X em M ¢é uma funcao X : M — TM tal
que X, € T,M para todo p € M.

Chamamos de fibrado cotangente o espago dual 7*M = (T'M)* dos funcio-
nais lineares em T'M. Assim, uma 1-forma diferenciavel dr em M é uma secao
diferenciavel de 1" M.

Vamos finalizar essa subsecao relembrando a importante nogao de orientabilidade

para variedades.

Definigao 1.7. Uma variedade diferencidvel M € orientdvel se M admite uma
estrutura diferencidvel {(Uy, z4)} tal que, para cada par de indices «, B tais que
2a(Ua) Nas(Up) # 0, a diferencial da mudanga de coordenadas x5 o x, tem
determinante positivo. Caso contrdrio, M € ndo orientdavel. Se M ¢ orientdvel,
uma estrutura diferencidavel satisfazendo a condi¢ao acima é denominada uma

ortentacao para M.

1.1.2 Integracdo em variedades

Nosso objetivo nessa subsecao é enunciar alguns resultados classicos de integragao
da teoria das variedades. Para isso, vamos comecar estendendo para variedades o

conceito das formas diferenciais do espago Euclidiano (para um aprofundamento
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maior no caso real recomendamos Lima [39], e para o estudo em variedades do

Carmo [21], que serviu como base para essa subse¢ao).

Definicao 1.8. Seja M™ uwma variedade diferencidvel. Uma k-forma exterior w
em M ¢ a escolha, para cada p € M, de um elemento w(p) do espago A¥(T,M)* de

formas k-lineares alternadas definidas no espago tangente T,,M .

Definicao 1.9. Uma k-forma diferencidvel em uwma variedade diferencidvel M™ é
uma k-forma exterior tal que, em algum sistema de coordenadas, sua representacdo

¢ diferencidvel.

Agora, seja M uma variedade compacta com estrutura diferencidvel {(U,,x4)},
coberta por uma familia de vizinhangas coordenadas {V}, tal que V,, = 2,(U,),
e w uma n-forma diferencial em M com suporte K. Se K esta contido em uma

vizinhanca coordenada V,, e a representacao local w, de w em U, é
Wo = Ao (T1, ... xp)dxy Ao Ndxy,

definimos
/w: wa:/ andry - - - dx,,
M Va Ua

onde o lado direito ¢ uma integral multipla em R”. Se K estd contido em outra
vizinhanca coordenada Vj, é possivel mostrar que a definicao acima independe da

escolha da vizinhanga [21, p.70].

Definicao 1.10. Seja M™ uma variedade orientdvel com uma cobertura {V,} e w

uma n-forma sobre M"™. Definimos

/Mw - zZ:/M 7

onde {¢;} € uma particio diferencidvel da unidade subordinada d cobertura {V,}.

Observagao 1.2. Para verificar que a integral esta bem definida e outros detalhes
ver [21, pp.69-75].

Outro conceito importante para a teoria de integracao em variedades é o conceito
de variedade com bordo. Seja H" = {(z1,...,2,) € R";2; < 0} um semi-espago
de R™.



Capitulo 1. Preliminares 21

Defini¢ao 1.11. Uma variedade diferencidvel n-dimensional com bordo (reqular)
¢ um conjunto M, juntamente com uma familia de aplicagoes injetivas x : U, C

H™ — M, de conjuntos abertos de H"™ em M, tais que:

(a) Uq7a(Ua) = M,

(b) Para todo o par a, B com xo(Us) N2s(Us) = W # 0, 0s conjuntos x,' (W) e

xgl(W) sao abertos em H" e as aplicagoes a:gl 0 x, sao diferencidveis.

(c) A familia {(Uy,xa)} € mazimal relativamente ds propriedades dos itens (a) e

(b).

Um ponto p € M é chamado um ponto de bordo em M se, para alguma parame-
trizacdo x : U C H" — M em torno de p, tivermos que z(0,xs,...,2z,) = p. O
conjunto dos pontos de bordo em M é denominado bordo de M e denotado por

OM. O resultado abaixo pode ser encontrado em [21, p.79].

Proposicao 1.12. O bordo OM de uma variedade diferencidvel n-dimensional M
com bordo é uma variedade diferencidvel (n — 1)-dimensional. Além disso, se M é

orientdvel, entdo a orientacao de M induz uma orientacao em OM .

Vamos enunciar agora o teorema de Stokes, que serd utilizado muitas vezes nesse

texto.

Teorema 1.13. (Teorema de Stokes) Seja M"™ uma variedade diferencidvel n-
dimensional com bordo, compacta e orientada. Seja w uma (n—1)-forma diferencial

em M, e sejai:0OM — M a aplicagio de inclusao de OM em M. Entao

/ i*w:/ dw.
oM M

Demonstragio. Ver 21, p.80]. ]

1.1.3 Variedades Riemannianas

Uma vez estabelecidos os principais conceitos referentes as variedades diferenciaveis,
vamos nos restringir aquelas que possuem certas propriedades métricas. As principais

fontes de estudo para essa subsecao foram do Carmo [20] e Lee [37].
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Definig¢ao 1.14. Seja M uma variedade diferenciavel. Uma métrica Rieman-
niana ou 1% forma fundamental g(-,-) em M ¢é um (0,2)-tensor simétrico,

diferencidvel e positivo definido.

A métrica Riemanniana define um produto interno em cada espaco tangente T, M,
escrito como (X,Y) = ¢(X,Y) para X,Y € T,M. Em coordenadas locais a métrica

Riemanniana pode ser escrita como

onde {0;}i-, é base uma coordenada de T,M, g;; = (0;,0;) é uma matriz simétrica
positiva definida de fungoes suaves e {dz'} sdo as diferenciais coordenadas em R™
definidas por dz*(0;) = &5. O par (M, g) é chamado variedade Riemanniana

(quando possivel omitiremos g).

Observagao 1.3. A métrica (1.1) possui uma inversa g~ = ¢"0; ® 0; cujas

componentes sdo determinados pela relagio g™ gr; = 5;

Observagao 1.4. Se M ¢é uma variedade Riemanniana, entdo existe um iso-
morfismo canénico entre TM e T*M. Com efeito, dado X = X' ® 9; € TM,
esse isomorfismo (chamado aplicagio bemol bv) leva X — (X,-) = g;; X’ @ da* =
X, ®@dx? € T*M, a 1-forma associada a X. Analogamente sua inversa (chamada
aplicagio sustenido 3), leva w = X;da? € T*M em ¢ X; ® Ox; = X7 @ Ox; € TM.
No cilculo tensorial, com um certo abuso de notacao e expressdao, esses isomorfismos

sao usados para “subir” ou “descer” os indices de um tensor.

A importante nog¢ao de conexao surge como uma maneira de definir uma espécie

de operacao de derivacao de campos vetoriais.

Defini¢ao 1.15. Uma conexdo afim em (M,g) é uma aplicagao TM x TM —
TM, denotada por (X,Y) — VxY satisfazendo

(a) fo+hyZ = fVXZ + thZ,
(b)) Vx(Y+2)=VxY +VxZ,

(c) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,
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onde X, Y, Ze€TM, e f eh sio funcoes diferencidveis em M.

A torgao de uma conexao é dada por
T(X,)Y)=VxY —-VyX — [X,Y],

onde [X,Y] = XY — Y X. Dizemos que uma conexao ¢ compativel com a métrica
g se satisfaz
XY, Z)=(VxY,Z)+(Y,VxZ),

para todos X,Y,Z € TM. O teorema de Levi-Civita [20, p.61], diz que dada uma
variedade Riemanniana existe uma unica conexao compativel com a métrica e cuja
tor¢ao é nula. Essa conexao ¢ chamada conexao Riemanniana em (M, g). As
componentes de uma conexao Riemanniana sdo representados em termos de uma
base {9k} como Vy,0; = I'};0), onde I'}; sdo os chamados simbolos de Christoffel
da conexao. Esses simbolos podem ser escritos em fun¢ao da métrica [20, p.62] da

seguinte formas:

1
Iy = §9kl (gjti + Gig = 9iga) (1.2)
onde Gij 1 = algw

Definicao 1.16. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M é uma corres-
pondéncia que associa a cada par X, Y € TM uma aplicagio R(X,Y) : TM — TM
dada por

R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ =V xyZ. (1.3)

Em [36, p.118] prova-se que a curvatura Riemanniana pode ser interpretada com o
(1,3)-tensor
R(X,Y)Z = ([Vx,Vy] = Vixy)Z = Rda'(X) ® do’ (V) @ da*(Z) ® 0,
onde os Rl sao definidos por
R((?Z, 8J>ak = Rijk(%

Observagao 1.5. Em alguns casos a curvatura Riemanniana é interpretada como
o (0,4 )-tensor definido por

(R(X,Y)Z,W) = Rijndz"(X) ® do/ (V) ®@ da*(Z) @ da' (W),
onde Rijkl = <R((‘9Z, 8j)8k, 81)
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Dentre as propriedades da curvatura Riemanniana destacamos o resultado abaixo,

cuja demonstragdo pode ser encontrada em [20, pp.101-102].

Proposicao 1.17. O tensor curvatura satisfaz
(a) R(Xa Y) = _R(Y> X);
(¢) (R(X,Y)Z,W) = (R(Z,W)X,Y),
(d) R(X,Y)Z4+R(Y,Z)X+R(Z, X)Y =0 (Primeira Identidade de Bianchi).

O trago do tensor curvatura sobre os indices 2 e 3 (ou 1 e 4) é chamado tensor de

Ricci, e pode ser escrito como em Petersen [48, p.29]:
Ric(0;,0;) = 9" Rjy = Rif = R].

O traco do tensor de Ricci, que denotaremos por s, é chamado curvatura escalar

de M.

Outra noc¢ao importante de curvatura é a que segue abaixo.

Definigao 1.18. Sejap € M e seja o € T, M um subespago bidimensional de T),M .

A curvatura seccional de M em p com relagio a o € definida por

(R(z,y)y,x)

|z A x|?

Ky(o) = )

onde {z,y} € uma base de o, e |x ANy|* = (z,z){y,y) — (z,y)>.

Observacio 1.6. E possivel mostrar que o definicio da curvatura seccional inde-
pende da escolha da base {z,y} de o [20, p.105].

Observacao 1.7. Quando n = 2, K ¢é conhecida como curvatura de Gauss da

superficie.

Definicao 1.19. Uma variedade Riemanniana M™ é chamada variedade de
FEinstein se para todo X,Y € TM

Ric(X,Y) = MX,Y),

onde A : M — R é uma fungdo real.
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Dentre as principais propriedades das variedades de Einstein destacamos o seguinte

resultado:

Proposicao 1.20. (a) Se M"™ é conexa e de Einstein com n > 3, entdo A é

constante.

(b) Se M3 é uma variedade de Einstein coneza, entio M3 tem curvatura seccional

constante.
Demonstragio. Ver [37, p.125]. ]

Vamos estabelecer agora defini¢oes importantes para enunciarmos alguns resultados

da teoria de integracao em variedades Riemannianas.

Definigao 1.21. Sejam M uma variedade Riemanniana, X € TM e f € C*(M).
Definimos o divergente de X como a fung¢io div X : M — R dada por div X (p) =
traco da aplicacao linear Y(p) — VyX(p), p € M, o gradiente de f como o
campo vetorial grad f =V f em M definido por

(VF(p),0) = dfy(v), pe M, veT,M,
o operador A : C*°(M) — C*°(M) (o Laplaciano de M ) por
Af=divVf, feC®(M),
e o Hesstano Hessf de f em p como um operador linear
Hessf : T,M — T,M, (Hessf)Y =Vygradf, Y e T,M.

Observacao 1.8. Dada uma variedade Riemanniana M e um referencial ortonor-
mal {e1,...,e,}, é possivel mostrar que o operador Laplaciano é dado por

n

Af = Z (eiei(f) — (Veen)f) -

i=1
Em cada ponto p, usando coordenadas locais (x',... 2"), o Laplaciano pode ser

escrito como

"1 0 L Of
Af =) ——— v
/ i1 V/9 ox <\/§g 05’5]) ’

onde g = det(g,;)-
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Observagao 1.9. Dados X € TM e f,g € C®(M), valem as sequintes relagoes:
div(fX) = fdiv(X) + (Vf, X), (1.4)

A(fg) = fAg+gAf+2(V [, Vg),

Af =trHessf.

Observacgao 1.10. Hessf restrito a T,M € auto-adjunto, logo determina uma
forma bilinear simétrica em TM dada por (Hessf)(X,Y) = ((Hessf)X,Y), onde
X,Y € TM.

O teorema a seguir ¢ consequéncia do teorema de Stokes (Teorema 1.13):

Teorema 1.22. Seja M™ uma variedade Riemanniana com bordo, compacta, conexa
e orientada. Para u,v € C®°(M) e N campo de vetores normais unitdrios apontando

para fora do bordo de M temos
(a) Primeira Identidade de Green
/ uAvdu+/ (Vu,Vv)du:/ uNvdr. (1.5)
M M oM
(b) Segunda Identidade de Green

/ ulAv — vAudp = (uNv —vNu)dr, (1.6)
M oM

onde du representa o elemento de volume de M e d1 representa o elemento de drea
de OM induzido por N.

1.2 Teoria das imersdes isométricas

Essa secao é dedicada a descrever a teoria basica das imersoes e suas equacoes
fundamentais. Apds isso nos restringiremos ao caso das hipersuperficies, que sera
de suma importancia em capitulos posteriores. Para um aprofundamento maior no

assunto recomendamos do Carmo [20] e Dajczer [18].
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Seja f: M"™ — M uma imersao entre variedades diferencidveis. Se M tem uma
métrica Riemanniana (-, ) -, entdo f induz uma métrica Riemanniana em M dada
por

(X, Y)nr = (df (X),df(Y)) iz,
para todo p € M e para todo X,Y € T,M. Nesse caso, a métrica de M é chamada

métrica induzida por f, e a aplicagdo f é chamada uma imersao isométrica.

Agora, seja f : M — M uma imersdo isométrica. Pela forma local das imersoes,
para cada p € M, existe uma vizinhanga U C M tal que f|y é um mergulho. Logo,
podemos identificar U com f(U), ou seja, f é localmente uma inclusao. Uma vez
feito isso, podemos considerar o espacgo tangente de M em p como um subespaco

do espago tangente de M em f(p) identificado com p, e escrevemos
T,M = T,M & T,M~,

onde T, M+ ¢ o complemento ortogonal de T),M em TpM . Podemos entao definir o

fibrado normal TM*+ = U TpML.
peEM

Sejam M"™P uma variedade Riemanniana com conexdao V, e f : M" — M"*P
imersdo isométrica. Dados X,Y € T'M, sejam X,Y extensoes locais em 7M. Uma

vez que

VXYA:(ﬁf?)T+(€§§jL, (1.7)
definimos

VXY=(€Y?fi (1.8)
Da unicidade da conexao de Levi-Civita verifica-se que essa ¢ a conexao Riemanniana

relativa & métrica induzida de M. De (1.7) e (1.8), (identificando X e Y com X e

Y'), podemos escrever a chamada férmula de Gauss:
VxY = VxY +a(X,Y), (1.9)

que define a aplicacio o : TM x TM — TM+* chamada segunda forma funda-

mental dada por
—~ 1
(X, V) = (VxY) .

Proposicao 1.23. A aplica¢io o definida em (1.9) estd bem definida, é bilinear e

simétrica sobre o anel C*°(M).
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Demonstracio. Ver [20, p.140]. ]

Dados X € TM, £ € TM*, denotamos por A¢X a componente tangencial de

—gxf . Assim, pela férmula de Gauss vale
<A§Xa Y> - <a(X7 Y)7 5)

Dessa forma, a aplicagao A¢ : TM xTM — C°°(M) é uma forma bilinear e simétrica,
e portanto a aplicagdo A¢ : TM — TM é linear sobre C'°(M) e simétrica, ou seja,
(A X,)Y) = (X, AY). A aplicagdo A¢ é chamada operador forma, ou segunda

forma fundamental na diregao &.

A componente normal de %XQ“ , denotada por $§(£ , define uma conexao compativel
com a métrica no fibrado normal TM+. Chamamos V+ de conexdo normal de f.

Por (1.7) temos a férmula de Weingarten

Vx€ = —A:X + V& (1.10)

Através da segunda forma fundamental conseguimos estabelecer relagoes entre as
curvaturas de M e M. Com efeito, usando (1.9), (1.10), a defini¢io de curvatura
Riemanniana (1.3), e olhando para a componente tangencial [18, pp.4-5], , temos a

equacao de Gauss
(RIX,Y)Z, W) = (R(X,Y)Z,W) 4+ (a(X, W), (Y, Z)) — (a(X, Z), (Y, IV)).
Tomando as componentes normais de JA?(X ,Y)Z temos a equagao de Codazzi
(R(X,Y)Z)" = (Vxa)(Y, Z) — (Vya)(X, Z), (1.11)
onde (Vxa)(Y,Z) = Vxa(Y,Z) — a(VxY,Z) — a(Y,VxZ).
Se R* denota o tensor curvatura no fibrado normal TM*, isto é

RH(X,Y)E = Vx Vil = Vi Vi€ = Vixyié,

paratodo X, Y € TM e & € TM*, usando (1.9) e (1.10) e observando a componente
normal de R(X,Y), segue a equacio de Ricci

(R(X, V) = RE(X,Y)E+ a(A:X,Y) — a(X, AY). (1.12)



Capitulo 1. Preliminares 29

Daqui em diante vamos denotar por Q”*? uma variedade Riemanniana de dimensao
n + p, completa, simplesmente conexa e com curvatura seccional constante ¢. Com

essa notacao temos

o Q7P =S"P § a esfera Euclidiana;
o QP =R™P é 0 espaco Euclidiano;

o Q™P =H"*? ¢ o espaco hiperbdlico.

Nesse caso, o tensor curvatura R de Q"*? é dado por

R(X,Y) =c(X AY),
para todo X, Y € TQ"P onde para todo Z € TQ"P temos

(X AY)Z =Y, 2)X — (X, Z)Y.

Assim, no caso em que f: M™ — Q7P é uma imersao isométrica, as equagoes de

Gauss, Codazzi e Ricci sao, respectivamente,

e (RIX,Y)Z, W) =c((XAY)Z,W)+{a(X, W), (Y, Z))—{a(X, Z), (Y, W)),
o (VxA)(Y,€) = (VyA)(X, ),

e RE(X,Y)E=a(X,AY) — a(A:X,Y).

E possivel mostrar que para imersoes em espacos de curvatura seccional constante,
as equagoes de Gauss, Codazzi e Ricci (chamadas equagdes fundamentais das
imerso6es) funcionam de maneira andloga as equagoes de compatibilidade na teoria
das superficies, ou seja, definem inteiramente a imersao isométrica a menos de

isometria [18, p.7].

Quando a codimensdao de uma imersiao isométrica f : M™ — M"! é igual a
1, dizemos que M é uma hipersuperficie de M. Nesse caso, se £ € TM* e

X, Y € TM, as equagoes de Gauss e Codazzi podem ser reescritas, respectivamente,

cOomo
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e RIX,)YV)Z=(R(X,Y)Z)" + (AcX A AY)Z,

e (R(X,YE)T = (VyA)X — (VxAY,

onde (VXAg)Y = Vx(A§Y) — AgVXY.

No caso das hipersuperficies em espacos de curvatura seccional constante, isto é,

f:M™ — Q" as equagoes de Gauss e Codazzi sao, respectivamente,

R(X, Y) = C(X A Y) + AgX A AgY, (113)

(VyA )X = (VxA)Y. (1.14)

1.2.1 Curvaturas r-médias de uma imersao e tensores de Newton

Dada uma imersao isométrica f : M™ — M"P, definimos o vetor curvatura

média H(xz) em x € M como

n

> alX;, X;),

i=1

Hl(l') =

S|

onde a ¢é a segunda forma fundamental de f e X;,...,X,, € T,M é uma base
ortonormal. E possivel mostrar que H; () ndo depende da base tangencial. Além

disso, para um conjunto de vetores ortonormais &y, ..., &, € T, M+ temos que

P

i) = -3 (Tr AQ )6,

i=1

Dizemos que uma imersao isométrica é minima quando H;(x) = 0 para todo
x € M. Quando a segunda forma fundamental é nula para todo x € M, dizemos
que f é uma imersao totalmente geodésica. Se para todo x € M, A; = \:Id
para todo £ € T,M~*, onde A\¢ € R e Id é a aplicacdo identidade em T, M, dizemos

que f é totalmente umbilica.

Observacao 1.11. Quando f ¢ totalmente geodésica é possivel mostrar que as

geodésicas de M sao as geodésicas de M contidas em M [20, p.145].
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Consideremos agora uma hipersuperficie f : M — M "+l e seja € vetor normal
unitario definido em uma vizinhanca de p € M. Podemos escrever a segunda
forma fundamental como o = (o, £)€. Os autovalores de sua representagao matri-
cial ki, ..., k, sao chamados curvaturas principais de f em p, e as diregcoes

principais sao seus autovalores correspondentes.

Associado a segunda forma fundamental temos n invariantes algébricos dados por

Sr(p) = Ur(k1<p>7 - 7kn<p))> 1 <r< n,

onde o, : R — R sao as fungoes elementares simétricas em R"™, ou seja,

O, Ty) = D @y T,
11 <...<bp

(Ver Apéndice A).

Observagao 1.12. Se f: M™ — M™™! ¢ uma imersao isométrica note que S, naio

estd definido para r > n. Nesse caso assumiremos S, = (.

Definigao 1.24. A r-ésima curvatura média H, (normalizada) da hipersuperficie
M ¢ definida por
H, =-S5, 1<r<n. (1.15)

n
Em particular, quando r =1, H; = —Z k; ¢ a curvatura média de M, e quando

i=1
n

r=mn, H, = H k; é chamada curvatura de Gauss-Kronecker.
i=1

Observacao 1.13. Ocasionalmente a curvatura média pode aparecer em sua versao
n

ndo normalizada. Assim, denotaremos por H = Za(Xi,Xi) o vetor curvatura

i=1
n

média (ndo normalizado) e h = Sy =Y _k; a curvatura média (nio normalizada).
i=1

Observacao 1.14. Quando o espago ambiente é Einstein, Sy €, a menos de uma
constante, a curvatura escalar de M. A demonstracio para esse fato pode ser

encontrada no trabalho de Elbert [23, 3.9] e serd reproduzida aqui. Com efeito, se
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s e S sao, respectivamente, as curvaturas escalares de M e M, e N é um campo

normal ao longo de M, pela equagdo de Gauss temos
s = §— Ric(N) + S,.
E possivel verificar que 5 — lr{lvc(N) = nkq, e portanto
Sy = s — nky.

Observacao 1.15. Uma vez que S, = o.(ki,...,k,), sao vdlidos para S, os
resultados andlogos contidos no apéndice A. Assim temos

n

kS = (1) Si_ips, (1.16)

i=1
k—1 '
pr= (=1 kS + Y (=1 Sk, (1.17)
i=1
onde pr = Zkzk
i=1

Definicao 1.25. Seja f : M™ — M"Y wma imersdo isométrica. Definimos o

r-ésimo tensor de Newton P, : T,M — T,M indutivamente por

P.=S,1d— AP,_, 1<r<n,

onde A ¢ o operador forma.

Se ki,...,k, sdo autovalores de A, denotamos
S’I"(A’L) = Sr(kh R ki—la ki—‘rl) R kn)7
a r-ésima funcao elementar simétrica associada a restricao A; de A ao subespaco

ortogonal ao autovetor correspondente e;.

Os resultados a seguir fornecem algumas propriedades dos tensores de Newton e
das curvaturas r-médias (ndo normalizadas). As demonstragoes se encontram no

apéndice A.
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Proposicao 1.26. P, ¢ um operador linear auto-adjunto que comuta com A.
Proposicao 1.27. Para cada i =1,...,n temos
Sr(A;) = S, — kiSr—1(A;).
Proposicao 1.28. Para cada 1 <r <n —1 temos que
P.(e;) = S.(A))e;.

Proposicao 1.29. Seja f: M™ — M"Y imersdo isométrica e A o operador forma.
O r-ésimo tensor de Newton associado a A satisfaz

(a) Tr(P,) = (n—1)S,;

(b) Tr(AP:) = (r+1)Sr41;

(C) TI‘(AQPT) = SlSTH - (’f’ + 2)ST+2.

O divergente de P, é definido por
div P.(p) = Te(VF,)(p) = Z Ve, Pr(ei)(p),
i=1

onde p € M e {ey,...,e,} ¢ uma base ortonormal de T,,M.

Além disso, vale o seguinte lema:

Lema 1.30 (Lema 3.1 de [6]). Seja f : M™ — M™*' wma imersio isométrica.
O divergente das transformagoes de Newton P, é definido pela sequinte formula

indutiva:
div PO = 0,

n

div P, = A(div P,_1) + > (R(€, Pr_lei)ei)T

i=1
~ T
Quando o espago ambiente tem curvatura seccional constante vale (R(f , X )Y) =0

para todos X, Y € T'M, e portanto vale o seguinte corolério:

Corolario 1.31. Se M tem curvatura seccional constante entdao as transformacoes

de Newton sao livres de divergéncia, isto €,
div P. = 0,

para todo r.
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1.2.2 O operador linearizado L,

Associado a cada transformacao de Newton P, temos um operador diferencial de
segunda ordem L, : C*°(M") — R definido por

L.f =Tr(P.(Hessf)), (1.18)
que chamamos operador linearizado L,.

Observacgao 1.16. O operador linearizado L, foi introduzido por Voss [59], em
1956.

Observacao 1.17. Para r = 0, temos Lof = Af, e portanto, em certo sentido,

podemos dizer que L, generaliza o operador Laplaciano.

Note que

n n

L.f =Tr(P.Hessf) = E(PT(Veif), e;) = Z(Vein, P.(e;))

= S (Ve Ve = Y (Hess [ (Pre) )

=1

=Tr(HessfoP,),

onde {ey,...,e,} é um referencial (local) ortonormal tangente a M. Além disso,
quando o espago ambiente tem curvatura seccional constante temos o seguinte

resultado:

Proposigao 1.32. Se ¢ : M™ — Q"' € uma imersio em um espago de curvatura

seccional constante, entao

L.f =div (P V).

Demonstracao.

n n

div (P,Vf) =Y {(Ve, POV ey + > (P(Ve, V), e:)

i=1 =1

=(divP.,Vf)+ L, f
:era

onde na ultima igualdade usamos o corolario 1.31. O]
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Destacamos as seguintes propriedades dos operadores L., cujas demonstracoes

podem ser encontradas nos trabalhos de Rosenberg [50], e Alencar e Colares [2]:
Proposicao 1.33. Se f,h: M™ — R sao fungoes suaves, entdio
Lo(fh) = fLoh+ L f + 2(Po(V f), Vh).
Proposigao 1.34. Seja ¢ : M™ — Q"' uma imersdio isométrica onde M é
compacta. Entdo, para quaisquer funcoes f e h em M, o operador L, satisfaz
(@) | Lefdu=o,
M
) [ fLhdu= [ hL,fdp,
M M

(¢) /M FLh + (P.(Vf), VR)du = 0.

1.3 Calculo variacional

Nesta secao vamos estabelecer as principais noc¢oes do calculo variacional em
variedades. As principais referéncias para a construgao dessa segao foram Neto [45]
e Gruber [25].

Definicao 1.35. Seja M uma variedade Riemanniana. Dada uma fung¢do u : M —
R, a variacio de u na direcio £ : M — R ¢ definida por u + t&, para t > 0

suficientemente pequeno.

Definimos também a derivada de um funcional F na direcao £ por
OF = d F t
T dt (u+ E)’tzo'

Definigao 1.36. Sejam x = (z') coordenadas locais de M, w: M — R e L(z,u, Vu)

fungoes suaves. Se
Fr(u) = / L(z,u, Vu)dpu,
M
entao a derivada variacional de Fi, na diregio £ é

oL 0 0L

d /ML(x,u+t£,V(u +t§))du = /M (au - axiam> £dp,

(5./—'-[/:%

t=0
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onde u; € a i-ésima componente de Vu. A equagdo diferencial

oL 0 0L 0
ou  Oriou; )

¢ chamada Equagdo de Fuler-Lagrange associada ao funcional Fr, e as fungoes

que a satisfazem sio chamado pontos criticos do funcional F.

Definicao 1.37. Seja f: M — M uma imersao isométrica. Uma variagdo suave

de M d um parametro é uma aplicagio v : (—€, €) X M — M de classe C, tal que

(a) Para todo t € (—¢,¢€),
fi: M — M
x —r(t, ),
é uma 1mersao.

(b) ’I“()Zf.

Uma variagao r é préopria se existe um compacto K C M, chamado suporte de r,
tal que 1, = f sobre K¢ para todo t € (—¢,€). O campo variacional de r é o campo

_Or

57’—5

t=0
Dado um funcional F definido em M e r variagdo suave a um parametro de M, se
M, =r(t, M) e M = My, definimos a variagdo de F por

d

5?2 %‘F(Mt)‘t:().
Uma variedade M tal que
d
SF(M) = %]-"(Mt)‘t:o — 0,

para toda variagao M; de M, é chamado ponto critico do funcional F.

Definicao 1.38. Se M é um ponto critico de um funcional F, dizemos que M €

estavel com relacio a F se

d2
PF(M) = ﬁ}"(Mt)’t:O > 0,

para toda variacao M; de M. Caso contrdrio, dizemos que M € instavel.
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1.4 Hipersuperficies rotacionais

1.4.1 A primeira forma fundamental

Dado um subgrupo G do grupo de isometrias de R"!, e uma hipersuperficie
M™ c R" dizemos que M é invariante pela acio de G se g(M) = M, Vg € G.

Seja O(n) = {A € R" x R"; A’A = Id} o grupo ortogonal. As drbitas principais da
acao de O(n) em R" x R = R"*! 530 esferas S”~! com um raio = e uma altura y.
Nesse caso, o espaco de 6rbitas pode ser identificado com @ = {(x,y);x > 0}, de

forma que cada ponto interior de () corresponde a uma 6érbita principal.

Definicao 1.39. Dizemos que M™ é uma hipersuperficie rotacional de R se M

¢ invariante pela agao de O(n).

Nesse caso, existe uma curva geratriz parametrizada por comprimento de arco

v(t) = (z(t),y(t)) definida em @, tal que M é parametrizada por
X(t, w1,y ... xpe1) = (x(6)O(21, 22y . .., Tpo1),y(t)) = 20 Dy, (1.19)

onde © = O(xy,zs,...,2,_1) é uma parametrizacao ortogonal da esfera unitaria
Snfl

Em cada ponto p € M, usando coordenadas locais (z', 2%, ..., z"), uma métrica
Riemanniana de M pode ser escrita como ds* = g;;dz'dz?. Vamos calcular a
métrica Riemanniana dada pela parametrizacao (1.19). Nesse caso podemos escrever

n—1 . n—1 . .
ds? = Y gudtdz’ + X gijdz*dz?. Calculando as derivadas parciais obtemos
i=1 =1

)=

X, =20qy,
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Os termos g¢;; da métrica (1.19) sdo dados por

gtz‘Z(Xt,X,;>:O, Vizl’...’n_lj
gi; = (X, X;) =0Vi,j=1,...,n—1,9#j,

gi = (Xi, Xo) = 22|64, Vi=1,...,n— 1.
Logo, a primeira forma fundamental para hipersuperficies rotacionais em R"*1 é

dada por
n—1
ds® = dt* + ) 2°]|0,|* (dz")>.
i=1

Além disso, se g = det(g;;), o elemento de volume da métrica (1.19) é dado por

n—1 n—1
N Jﬂ"‘” T2 = =9 TT 1)
=1 =1

1.4.2 A segunda forma fundamental
A aplicagdo normal N de (1.19) é dada por

N=yO0o -2,

e suas derivadas sao
Nt — y//@ @ _x//’
D@ :iyK)i@90,‘ViI:1,...,nm— 1.

Portanto, suas curvaturas principais sao

N, X,
k= EXi Xi; =y'a’ — 2"y, (1.20)
N;, X; N

kiv1 =
1 <)Q,)(» x
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Observacao 1.18. Podemos escrever a parametrizacao de uma hipersuperficie

rotacional como

Z(t, T1,T2,y... ,.Yln,l) = (f(t)@(Il, o, ... ,Infl), t) = f(t)@ D t. (122)
Nesse caso, fazendo uma mudanga de varidveis em (1.20) e (1.21) obtemos
"
ky = 7 (1.23)

VI— 2
/1_ 12
Kit1 :—ff, Vi=1,...,n— 1 (1.24)

Observacao 1.19. A construcio acima pode ser estendida para espagos de curva-
tura seccional constante com poucas alteragoes. Sequndo do Carmo e Dajczer [22]

temos:

Teorema 1.40. Seja M_; hipersuperficie rotacional em um espago de curvatura
seccional constante Q"' com parametrizagio como em (1.22), onde para ¢ > 0,
0 =1, epara c = —1, § = 1, se a rotacao for esférica, 6 = 0 se a rotacao
for parabolica, e 6 = —1 se a rotagdo for hiperbolica. Entao a primeira forma

fundamental de M. s é dada por
n—1
I=dt*+ f(t))_ |10l *da?,
i=1

onde
§—cf?— f*>0,
e as curvaturas principais sao dadas por

[Ttel (1.25)

k:
Y —cfr— 2
N e A
iy = V0 CJ{ P i1 n-1 (1.26)

Como as curvaturas r-médias dependem apenas das curvaturas principais, usando

o teorema 1.40 temos a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 1.41. Se M ¢ hipersuperficie de rotagao com parametrizacio da forma

(1.22) e curvaturas principais (1.25) e (1.26), entdo para cada v < n, H, satisfaz

nH.f" = (n—=r)0—cf* = 22 —r(G=cf> = f2)7 (f +cf)f. (1.27)
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Demonstragio. Basta substituir (1.25) e (1.26) em (1.15).
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2 Propriedades variacionais de funcionais

de curvatura

Este capitulo esta dividido em quatro partes. As duas primeiras se¢oes tem como
objetivo calcular a primeira e a segunda variacao de funcionais de curvatura do
tipo

F(M) = /Mg(sl,sgdu, (2.1)
onde M é uma variedade n-dimensional isometricamente imersa em um espago de
dimensao n + 1, com curvatura seccional constante e dyu ¢ o elemento de volume de
M, generalizando as expressoes obtidas por Gruber et al. [26] no caso de superficies

isometricamente imersas em Q3.

A terceira secao é dedicada ao estudo da primeira variacdo de funcionais do tipo
F (M) para hipersuperficies isometricamente imersas em uma variedade Riemanni-
ana qualquer. Nesse caso, além da férmula da primeira variacdo, apresentaremos
também a equacgao de Euler-Lagrange do funcional, e suas versoes no caso em que

a variedade ambiente é Einstein.

A quarta e ultima secao tem como objetivo exibir resultados que permitam o calculo

da primeira variagao para funcionais do tipo

L(M) ::/ E(Si,....Sy)du.

M

Mais especificamente, exibiremos a equagao de evolugao das curvaturas r-médias

em geral, usando uma abordagem diferente da utilizada por Reilly em [49].

Salvo mencao em contrério, todas as variedades Riemannianas neste capitulo serao

assumidas como orientéaveis.

2.1 A 12 variac3o para funcionais do tipo F (M) em Q"*!

Sejam M™ uma variedade Riemanniana isometricamente imersa em Q""'. Conside-

remos uma variacao suave a um parametro, normal de M, isto é, uma aplicacao
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Figura 1 — Variagoes normais de ro(-) = M™ em N™*1.

r: M xR — Q" dada por
r(z,t) :=r; = ro(z) + tu(x)E, (2.2)

onde r( é a imersao original, £ é um campo unitario normal a M, e u € C°(M).

Note que o vetor velocidade dessa familia normal é or := (d/dt)|—or; = ué.
O lema a seguir contém alguns céalculos variacionais bem conhecidos que serao
necessarios para o nosso objetivo, e as versoes aqui apresentadas sao generalizagoes

dos resultados obtidos em [26].

Lema 2.1. Dado € > 0, sejar : M X (—e¢,€) — Q" uma variagio d um pardmetro

de imersoes como em (2.2). Temos as sequintes equagies de evolugdo:

0g = —2ua,
§g7! = 2ua,
d(dp) = —Syudp,
d(evj) = i — uomozé + cgiju,
||| = 2(S} — 35195 + 353 + ¢S1)u + 2(ar, Hess u).
onde du é o elemento de volume, o = a;dx’ ® da? € a sequnda forma fundamental

e & € o tensor de tipo (0,2) g1 - g~' - a, obtido contraindo duas vezes a sequnda

forma fundamental com o inverso da métrica.
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Demonstragdo. Ver Apéndice B. O

No proximo resultado vamos calcular a variacao das fungoes elementares simétricas
S1 e S5 dos autovalores do operador forma em M. Uma vez que S; é a curvatura
média de M, e que, quando a variedade ambiente é Einstein, Sy € igual a curvatura
escalar s a menos de uma constante (ver observagao 1.14), o resultado abaixo
essencialmente nos da a variagao das curvaturas média e escalar. Manteremos a

notacao das funcgoes simétricas por propositos didaticos.
Proposigao 2.2. Dado € > 0, sejar : M x (—¢,€) — Q" uma variagio a um

parametro de imersoes como em (2.2). Temos as sequintes equagoes de evolugao:

§(S1) = Au+ u(S7 — 2S5, + ne), (2.3)
§(52) = S1Au — (o, Hessu) + u(S152 — 353 + (n — 1)cSh), (2.4)

onde Au é o Laplaciano de u com respeito a métrica g da hipersuperficie, e

(v, Hessu) € o produto entre o e a Hessiana de u.

Demonstracao.
8(S1) = d(g" i) = (g7 )avij + g o (cuiz)
= 2uaijozij + g% (ui; — ua,-la;- + cgiju)
= 9%y + u(ai;a? + gig7¢)
= Au+ u(||af]* + ne)
= Au+ u(S} — 25, + nc).

Além disso, como ||a|> =Dk} = 57 — 25, temos
=1
5(82) = 2 (5(52) = dllal?) = $13(S1) — 2allall?
2 2 1 1 1 2

= S1Au + S1(5? — 28, + ne)u — u(S? — 35,5y + 355 + ¢S1) — (o, Hess u)
= S1Au — (o, Hessu) + u(S152 — 355 + (n — 1)cSy).
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Em posse dessas equagdes podemos calcular a primeira variagao do funcional F (M),
definido em (2.1).

Teorema 2.3 (Férmula da Primeira Variagao). Seja M C Q™! hipersuperficie
imersa em uma forma espacial de curvatura seccional constante ¢, e seja r(-,t) uma
variagao a um parametro de imersées como em (2.2). Entao, a primeira variagao
do funcional (2.1), é dada por

5 /M E(S1, S)dp = /M (Es, + S1€s,) Au — Es, (o, Hess u)] dp
+ /M {(512 — 252 + 7’LC) 851 + (5152 — 353 + (n — 1)051) 552 — Slg udu (25)

Demonstracao. Usando o lema 2.1 e a proposicao 2.2 temos que

5 /M £(Sy, S)dp = /M (€5, (581) + Es,(582)] dp + /M E6(dp) =

- /M (€5, (Au+u(S? — 28, + ne)) + Es, (S18u — (a, Hess u))
+ Es, (u(S182 = 355 + (n = 1)cSy)) — uSiE|dp
= [ [(Es, + $185,) Au = Eg, (o, Hess )] du
+ [ [(82= 282+ no)Es, + (8155 — 385+ (n — 1eSi)Es, — S1€] udp.
U

Observacao 2.1. O teorema 2.3 generaliza para hipersuperficies o teorema 1.1

obtido em [26]. Com efeito, para n = 2 temos
Slan:2H, SQZK—C, 2551 :gH, 852 :8[(, 53:(),

e o resultado € imediato.

E importante destacar que o teorema 2.3 néo faz nenhuma hipétese sobre a fronteira
de M, e portanto a férmula (2.5) é valida para variedades com ou sem fronteira. Além

disso, esse resultado é compativel com o classico resultado obtido por Reilly [49].



Capitulo 2. Propriedades variacionais de funcionais de curvatura 45

2.2 A 22 variacdo para funcionais do tipo F(M) em Q"

Os resultados a seguir serao necessarios para o calculo da segunda variacao dos
funcionais de curvatura da forma (2.1). O préximo lema é a generalizagdo para

hipersuperficies de resultado apresentado em [26].

Lema 2.4. Dado ¢ > 0, sejar: M x (—¢,¢) — Q" wma variagio a um parametro
de imersoes como em (2.2). Para cada fungdo suave f: M X R — R, as evolugoes

do Laplaciano Af e do produto escalar (o, Hess f) sao dadas por

S(Af) = Af + 2u{a,Hess ) + u(V Sy, V) + 2a(Vu, Vf) — S1(Vu, V),

§{c, Hess f) =(a, Hess f') + (Hess u, Hess f) + 3u(a?, Hess f)

Fuchf +20°(Vu, V5) + 2Vl P, V1) ~ [lal PV, V ),

onde [’ denota a derivada parcial de f com respeito ao parametro variacional t,
e a® = gMlayoayde’ @ dad € o tensor do tipo (0,2) obtido contraindo a com sua

matriz de representacao.

Demonstracdo. Ver Apéndice B. O]

Observagao 2.2. Quando f = u(x) temos

§(Au) = 2u{a, Hessu) + u(V Sy, Vu) + 2a(Vu, Vu) — S1|Vul?,

§{c, Hess u) =| Hessu|? + 3u{a?, Hess u) + ucAu
1
+ 202 (Vu, Vu) + §U<V||a||2,Vu> — |la||?|Vul?.
Podemos agora calcular a variacao de Ss3, que sera fundamental para o calculo da
segunda variagao do funcional F(M).

Proposic¢ao 2.5. Dado € > 0, sejar : M x (—e¢,€) — Q" uma variagio da um

parametro de imersoes como em (2.2). Temos a sequinte equagio de evolug¢do:

§(S3) = (a? Hessu) — Si{a, Hessu) + SoAu +u (S1S3 — 45, + (n — 2)eSs) .
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Demonstragio. Por (B.8), temos que

353 = Oé CYkOé@] + 35182 — 313
= glmgkngﬂamnalka” + 35152 — Si’

Derivando a expressao acima obtemos

30(S3) = 3(6g™) 9" ¢ vpmaurcvij + 39" g g7 qtmmaun (Scvij)
—3(SF — 95)8(S1) +3516(S,)
= 6ug" ¢’ o™ cpn i + 36" " g7 Alpmoui (uij + gijuc — U0}
—3(S% — 95)8(5)) +3516(Ss)
=3 (ua afod o + ucal o + a*oduy + —(S? — 95)0(S1) + 515(52)) :

(2.6)
Como
at Oél aka” Z kr4 — 45285, + 252 + 45,55 — 45,4, (2.7)
usando (2.3), (2.4), (B.8) e (2.6) temos
§(S3) = (a? Hessu) + u(S; — 4575y + 255 + 45,53 — 485))
+uc(S] — 285) — (SF = S2) (Au+ u(S} — 28 + ne))
+ 51 (S1Au — (o, Hessu) + u(S1S2 — 353 + (n — 1)eS)
= (a? Hessu) — Si(a, Hessu) + Sy Au
+ u(5153 — 454 + (n — 2)651)
[

Temos agora informacao suficiente para provar o resultado principal dessa secao,

que generaliza para hipersuperficies o resultado obtido por Gruber et al. em [26]:
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Teorema 2.6 (Férmula da 22 Variagao). Seja M C Q"' hipersuperficie
imersa em uma forma espacial de curvatura seccional constante c, e seja r(-,t)
uma varia¢do 4 um parametro de imersoes como em (2.2). Se M é ponto critico de

(2.1), entao a sequnda variagio do funcional é dada por
5 /M (S, Sa)dy =
/M(ES1 + 51Es,) (u(V Sy, Vu) + 2a(Vu, Vu)) + Es,s, (a, Hess u)*dp
~ [ s, (IHessul? +20%(Vu, Vu) + S(VJal, Vu) ) dn
+ /M (55151 + 25155, + SiEs,5, + 552) (Au)?dp — /M 65yu(a®, Hess u)dpu
—/ 2(Esys, + SlggQSZ)Au@,Hessu}du—i-/ Es, ||| Vul*du
M M
_ / S\ (Es, + $1Es,)|Vul2du + / [4551 +65,Es,
M M
—2(SF — 2S5 +nc)€s,s, — 2(S1S2 — 355+ (n — 1)051)55252]u<04, Hessu)du
+ [ { £ 98,8 — (4S5 — 2n — 1)e)Es, + 2(S2 — 25, + ne)Es, s,
+2(S} — 515y — 355 + (2n — 1)cS1)Es, s,
+251(515 = 355 + (n — 1)eS1)Esas, [ubbudy
+/ {(252 —nE)E — 2(S1Ss — 355+ (n — 1)eS))Es,
M
+ (1254 — 2522 — 4(71 — 2)052 + n(n — 1)62) 852 + (512 - 252 + nc)285151
+ 2(512 — 252 + nc)(5182 — 353 + (n — 1)051)(95152
+ (5152 — 353 + (n - 1)651)285252]u2du. (28)

Demonstragio. Combinando os lemas 2.1 e 2.4, e as proposigoes 2.2 e 2.5 com o

teorema 2.3, o objetivo é calcular
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5? /M £(Sy, S)dp = 6 /M (Es, + S1Es,) Au— Es, (a, Hessu)] dpu

46 /M (52 — 255+ nc)Es, + (5152 — 355 + (n — 1)eS1)Es, — S1€] udy
(b)
— / A(S1, S2)8(dp) + / 5[ (Es, + S1€5,) Au] dp
M M
(d)
+/ —E&s, (v, Hess u)] d,u—l—/ §|(SF — 25, +nc)551u} du
(f)
+/ 518u Tdp +/ (5152 — 3y + (n — 1)eS1)Es,u] di,

onde

A(S1,S2) = (Es, + S1Es,) Au — Eg, (v, Hess u)
+[(SF = 285 + ne)Es, + (S15: — 385 + (n — 1)eS1)Es, — $i€] u

Calcularemos cada termo separadamente. Vamos comegar por (a):
/ A(S, 82)5(dp) = / (Es, + S1Es,) Aud(dy) — / Es, (o, Hess u)o(dp)
M M M
- / S1Eud(dp) + / ((S3 — 25, + ne)€s, ) ud(dp)
M M
+ /M(Sng - 333 + (n - 1)051)552u5(d,u)
:/ S1Es,u{c, Hess u)dp —/ (51551 + 512552> uAudp
M M
+/ SZEutdp —/ [(Sf’ — 2515+ ncSl)gsl} u?dp
M M
- / (525, — 35,85 + (n — 1)eS})Es, ] wd. (2.9)
M
Na sequéncia (b):
/Ma[ (Es, + S1Es,) Au]du = /M(esl 4 51E6,)8(AU) + 8 (Es, + $1Es,) Audy
= /M(551 +5185,)0(Au) + (0(Es,) +0(51)Es, + 510(Es,)) Audy
= /M(551 + 31552)5(Au)du + /M(85151 + 518515'2 + 852)5(SI)AUd,u

+/ (85152 + 5155252)5(32)Aud/1/.
M
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Usando a proposicao 2.2 e o lema 2.4 temos:
/Ma[ (Es, + S1Es,) Auldp
= /M(Sg1 + 5'1852)(2u(a, Hessu) + u(V Sy, Vu) + 2a(Vu, Vu) — 51]Vu]2)du
+ /M(gslsl 451 Es,s, + Es,) (A + u(S? — 285 + ne)) Audp
+ /M(SSISQ + 51€5,5,) (S1Au — (o, Hessu) + u(S152 — 353 + (n — 1)cSy))Audp
= /M(Ssl + 51852)(2u(a, Hess u) + u(V Sy, Vu) + 2a(Vu, Vu) — 51|Vu|2)du
+ /M(5s151 125, 8.5, + S2Es5, + Es)(Au)?dp
- /M(55152 + 51Es,s,){a, Hess u) Audp
+ /M(gslsl + 51Es,5, + Es,)(SE — 2S5 + ne)uAudpu

+ /M(55152 + 51E6,5) (5155 — 385 + (n — 1)eSy Juludp. (2.10)

(c):
/ [—Es, (o, Hessu)| du = /M —0(Es,){a, Hessu) — Es,0({cr, Hessu) )dp
= | = (Esis,0(81) + E,5,0(52)) {av, Hoss ) — Eg,({a, Hess u)
- /M —Es,[| Hess uf? + 3u(a?, Hoss u) + ucAu + 20> (Va, V)
+ 5tV llal 2, V) ~ [lal PIVul] dy
- /M Es,5,(Au+u(S? — 25 + ne)) (e, Hess u)dy
- /M Esys,(S18u — (v, Hoss u) + u(S1S; — 355+ (n — 1)eSy) ) (o, Hess u)du
- /M —Es,[| Hessul” + 3u(a?, Hess u) + ucAu + 20%(Vu, V)
+ §u<V||a||2 Va) — oIVl di+ [ Ess, (o Hess )y
— [ (Esi5:(5F =282 4 1) + Esus (152 = 38 + (n = 1)e81) Jule, Hess uydp

- /M Es,5, + S1Es,5, ) Aulc, Hess u)dp. (2.11)
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Para os préximos calculos, observe que 6u = d/dt|,—ou(z) = 0.
(d) : /Ma[(sf — 28, + ne)Es,u]du

- /M [6(52 — 285 +nc)Es, + (57 — 28, +nc)d(Es,) | udu

- /M (€515, (5% — 255 + nc) +25,Es, )5(Sudp
+ /M (E515,(S? — 255 + nc) — 265, )(S2)udu

- /M (€515, (57 — 285 + ne) +25:Es, ) (Au +u(S? — 28, + ne) Judp
+ /M Es,5,(57 — 285 + nc)(S1Au — {a, Hess u) )udp
+ /M Es,5,(57 — 285 +nc)(S1.82 — 353 + (n — 1)eS) )udu
. /M 285, (S1Au — (o, Hess u) + (5152 — 353 + (n — 1)) Judp

= /M ( — Eg,5,(5F — 285 + ne) + 2851)u<04, Hess u)dp
+ /M (Esys, + 51€5,5,) (Sf — 2855 + nc) uAudp
+ /M Es,6,(S2 — 25, + ne)*uldu
+ /M Es.6,(5155 — 355 + (1 — 1)¢51)(S2 — 25, + ne)udy

+ / 25, (S% — 35155 + 355 + Sy )udp. (2.12)
M

(e):
/ 5[~ S Eu] dp = / (—&6(51) — $16(6))udy
M M
— /M [(—€ — 51€5,) 8(51) — 51E5,8(52) | ud
- /M (€ — 51€s,) (Aut u(S? — 28, + ne)) udy
— /M S1Es, (S1Au — (o, Hessu) + u(S152 — 355 + (n — 1)eSh)) udp
= /M S1Es,u(a, Hess u)dp — /M(E + S1Es, + S7Es, ) uludp (2.13)

- /M (€ + 5166,)(S? — 28, + ne) + 51E5,(S1S2 — 385 + (n— 1)eSy) | udp.
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():
/Ma[(slsQ — 385 + (n — 1)eS1)Es,u] dp
- /M 5(S1Ss — 355 + (n — 1)eS))Es,u + (S182 — 355 + (n — 1)eS))8(Es, udy
- /M (5152 = 355+ (n— 1)e51)Es,5, + (S2 + (0 — 1)¢)Es,]8(S1 Judp
+ /M (5152 — 38 + (1 — 1))y, + 51E5,]8(Sa)udp — /M 34, 5(Ss)udy
- /M(slsz — 385+ (n — 1)eS1)Esys, (Au+ ulS? — 28, + ne)) udy
+ /M(S2 +(n— 1)0)Es, (Au+u(S? - 25, + ne)) udp
. /M 3€s, ((a?, Hessu) — Sy (o, Hess u) + SoAu) udp
- /M 3E6, (5155 — 48y + (n — 2)cSs)uldp
+ /M (5152 — 355+ (n — 1)eS1)Es,s, + 51Es,] (S1Au — (a, Hess ) udp
+ /M (5152 — 353+ (n — 1)eS1)Es,s, + 51E8,] (5152 — 385 + (n — 1)eSy yudu
- /M —3&s,u(a?, Hess u)dy
+ /M (251552 — E5,5,(5199 — 355 + (n — 1)051))u<a, Hess u)dpu
+ /M(53152 + 51E6,6,) (515 — 355 + (n — 1)eSh yuludp
+ /M E£6,(5% — 255 + (n — D)e)uludy
+ /M E5.6,(5155 — 355 + (1 — 1)eS1)(S? — 255 + ne)udy
+ /M E5,5,(5185 — 385 + (n — 1)eSy)2udp
+ /M Es,[(S2+ (n — 1)¢)(S} — 25, + nc) + S1(51S2 — 355+ (n — 1)eS))
— 3(5195 — 454 + (n — 2)eSy) |u’dp. (2.14)

Vamos agrupar os termos semelhantes de (2.9), (2.10), (2.11), (2.12), (2.13) e (2.14)

e utilizar que (2.5) se anula em imersoes criticas.
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Os seguintes termos aparecem apenas uma vez nos calculos anteriores:
/M<551 + 51€5,) (w(VS1, V) + 20(Vu, V) — 1 [Vl ) dp
+ /M(gglsl + 25155, + 575,58, + Es,) (Au)?dp
/M —552(| Hess u|® + 20°(Vu, Vu) + ;U<V||Oé||2, Vu) — Hoz||2|Vu|2>du
+ /M Es,, (v, Hess u)2dyu. (2.15)

De (2.10) e (2.11) temos

- /M(f;slsQ + 58,5, ) (v, Hess u) Audp — /M(55152 + 51Es,5,)Aula, Hess u)dp =
— /M 2(Esy5, + S1E€s,5,) (v, Hess w) Audp. (2.16)
De (2.11) e (2.14) temos

— /M 3Eg,ula® Hessu)du — /M 3Es,ula® Hessu)du = — /M 6Es,ul{a”, Hess u)dju.

(2.17)
De (2.9), (2.10), (2.11), (2.12), (2.13) e (2.14) temos

/M S1Es,ul{a, Hess u)dp + /M 2(Es, + S1€s,)ula, Hessu)dp + /M S1Es,u(a, Hess u)dp
- / Es,5,(57 — 28y + nc) + Es,s,(5152 — 353 + (n — 1)051))u(a, Hess u)du
+ / — Es,5,(57 — 255 + nc) + 2551> (cv, Hess u)dp
-+ /M 251Es, — Es,5,(5152 — 355 + (n — 1)051))u(a, Hess u)du

= /M <4551 + 6515, — 2(SF — 25, + nc)SSISZ)Ma, Hess u)dpu

- / 2(5152 — 353+ (n — 1)¢eSh)Es,s,u{a, Hess u)dpu (2.18)
M
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Também de (2.9), (2.10), (2.11), (2.12), (2.13) e (2.14) temos
— / (51551 + Sf(‘,’gQ) uAudp —/ Es,culudp —/ (€ + S1&s, + S2Es, ) ulAudy
M M M
+ /M (Esis + S1€s,5,) (Sf — 255 + nc) uAudp
v /M(85151 4 51Es.5, + E6,)(S? — 25, + ne)uludp
+ /M(55152 + 51€5,5,)(S152 — 355 + (n — 1)eSt)uAudp
+ /M(55152 + 51€5,5,)(S152 — 353 + (n — 1)eSt ) uAudp
+ / Es,(S7 — 285 + (n — 1)c)uAudp
M
_ /M [ £ 28,6 — (4S5 — 2(n — 1)¢)Es, + 2(S — 25 + 1c)Esy s,
+ 2(5% - 5152 - 353 + (2n - 1)051)55152
+ 251 (8152 — 333 + (TL — 1)051)8525}2 uAudu (219)
De (2.9), (2.12), (2.13) e (2.14) temos
| [S36 = (ST = 2518 + nesi)Es, — (5252 = 35185 + (n — 1)es?) € uldp
+ /M [55151 (Sf - 252 + nc)2 + 2551 (Si’ - 35152 + 353 + 651)}u2du
+ [ Esis(815 =385+ (n— 1)e81) (S} — 25 + ne)udu
— [ [(€+ $186)(5F = 252+ ne) + $16,(5182 = 385 + (n — 1)esy) [y
+ /M E6.6,(5155 — 355 + (1 — 1)e51)(S? — 255 + ne)udy
+ /M Es,5,(5152 — 353 + (n — 1)eSy)*u’du
+ /M Es, [(Sg + (n — 1)e)(S; — 2S5 + ne) + S1(5152 — 353 + (n — 1)051)}u2dp
- / 3(S1S5 — 484 + (n — 2)eSy)udy.
M
-/ {(252 — ne)E — 2(S1Ss — 355 + (n— 1)eS))Es,
M
+ (1284 — 287 — 4(n — 2)cSy + n(n — 1)c?) Es, + (57 — 28, + nc)*Es, s,
+ 2(512 - 252 + nc)(Slsg - 333 + (n - 1)031)85152
+ (818, — 355 + (n — 1)051)255252]u2du. (2.20)
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Combinando (2.15), (2.16), (2.17), (2.18), (2.19) e (2.20) obtemos (2.8). O

Esse resultado, que é valido para variedades com ou sem fronteira, generaliza para
hipersuperficies em geral, o resultado obtido em [26, Teorema 1.2], no caso em
que M é uma superficie. Ele fornece uma ferramenta para estudar a estabilidade
dos pontos criticos de uma ampla gama de funcionais de curvatura em espagos
n-dimensionais de curvatura constante. Isso inclui ndo sé o estudo de propriedades
elasticas de superficies como citado em [26], mas também funcionais de energia em
espagos mais gerais como citado por Simanca em [52]. Na segao 3.5 verificaremos a

aplicabilidade do teorema 2.6, estudando a estabilidade de alguns pontos criticos

o= o= [, (1~ 2)t-25]

2.3 A 12 variacio para funcionais do tipo F (M ) em ambientes

do funcional

gerais.

O objetivo dessa se¢ao é generalizar o teorema 2.3, e estabelecer a formula da

primeira variacao de funcionais da forma
Fr) = [ (1, S2)dn.

para hipersuperficies isometricamente imersas uma variedade Riemanniana qualquer,
e calcular a sua Equacao de Euler-Lagrange. Seguindo os mesmos passos das se¢oes
anteriores, vamos comecar reestabelecendo algumas equagoes basicas de evolucao,

mas dessa vez sem suposi¢oes sobre o espago ambiente.

Para isso, seja M™ uma hipersuperficie isometricamente imersa em uma variedade
Riemanniana N™™!, e considere uma variacao suave a um parametro, normal de

M?™, isto é, uma aplicacdo r : M x R — N"*! dada por
r(z,t) :=r; =ro(z) + tu(x)E, (2.21)

onde r( é a imersao original, £ é um campo unitario normal a M, e u € C°(M).
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Lema 2.7. Dado ¢ > 0, sejar : M x (—¢,€) — N" " uma variagao d um pardmetro

de imersoes como em (2.21). Temos as sequintes equagées de evolugdo:
d(ovij) = uj — uailaé- + fif@-u,
Sllal)* =2 (S{’ — 3515, + 355 + ain§§j> u + 2(a, Hess u),

onde R ¢é o tensor curvatura Riemanniana de N.

Demonstragao. Ver apéndice B . O

Observagio 2.3. Se N = Q" temos que
ngj = C(<T¢,Tj><£,€> - <ri7 £><T]7€>) = Cgija
aijéfgj = C@ijgij = ¢S5,
o que é compativel com os resultados obtidos no lema 2.1.

Assim, para M"™ uma hipersuperficie de uma variedade Riemanniana N"*!, as

curvaturas S7 e Sy tem as seguintes equagoes de evolucgao:

Proposigao 2.8. Dado € > 0, sejar: M x (—e¢,¢) — N" uma variagio da um
parametro de imersoes como em (2.21). Temos as sequintes equagoes de evolugao:
5(S1) = Au+u (SF — 28, + Ric(§,€))
5(Sy) = S1Au — (o, Hessu) + u (S1.9; — 355 + SiRic(¢, §) — a7 R, ),

onde Ric(€,€) = }Nfg é a curvatua de Ricci de N.

Demonstragao.
0(51) = 5(9ij04ij) = 5(9”)012‘3‘ + gijfs(%’j)
= 2ua” a; + g” (uij — uaaj; + ngj“)
= gijUij +u (aija’j + gijéfgj>
= Au+u (|lal* + Rf)
= Au+u (S} — 28, + Ric(§,€))
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n
Além disso, como [|a|[* =) k7 = S} — 255 temos
i=1

5(52) = 5 (5(57) ~ dllall?) = $:3(5) ~ 5ollalP
= SiAu+ 8y (S =28+ Rf) u—u (S} — 35,9 + 355 + o B
— (o, Hess u)
= S1Au — (o, Hessu) + u (515, — 353 + SiRic(€,€) — a7 RY;).
O

Prosseguindo de maneira analoga ao teorema 2.3, usando a proposi¢ao 2.8, obtemos

o primeiro resultado citado em nossa introdugao:

Teorema 2.9 (Férmula da Primeira Variagdo). Seja M C N™"! hipersuperficie
imersa em uma variedade Riemanniana N""', e seja r(-,t) uma variagio a um
parametro de imersoes como em (2.21). Entao, a primeira variag¢ao do funcional
(2.1), é dada por

5/M (S, S)dp =

_ /M (Es, + $1Es,) Au — Eg, (v, Hess u)] dyu + /M { (57 = 25, + Ric(€, ©)) &,
+ (818: — 885 + SiRic(€, &) — aV RS, ) &, — slg} wdyi,

Utilizando o teorema 2.9 podemos obter a equacao de Euler-Lagrange para o
funcional
O(M) = / 2dp,
() = [ 116l Pdn
que sera estudado no proximo capitulo. Para isso precisamos primeiramente utilizar
integracao por parte nos dois primeiros termos de (2.5). Com rela¢ao ao primeiro

termo, uma vez que u € C°(M), pela 1* identidade de Green (1.5) temos

/ FAudy = / u fdp, (2.22)
M M
para f € C*°(M). Com relagao ao segundo, primeiramente observemos que

(a, Hessu) = a™uy, = (o u)y — (@ )up

= div X; — diva(Vu), (2.23)
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onde Xy € TM é definido por (X1,Y) = a(Vu,Y), para todo Y € TM. Por outro

lado, tomando o trago da equagao de Codazzi (1.11), temos
diva — VS; = Ric(¢, ), (2.24)

o que implica
diva(Vu) = (VSy, Vu) + Ric(€, V). (2.25)

Agora, seja Xy € TM dado por (X5, Y) = ﬁ:(f,Y), para todo Y € T'M. Nesse

caso, por 1.4, vale

div(uXQ) = Ule(Xg) + <X2, VU>
— udiv(Xs) + Ric(,Y). (2.26)

Além disso, também por (1.4) vale
Logo, por (2.23), (2.25), (2.26) e (2.27) temos

{a, Hessu) = div X — div(uXy) — div(uV Sy) + u (AS; + div(X3))
=divX + u (AS; + div(Xs)),

onde X = (X + uXy; — uV.S]), que tem suporte compacto contido no interior de

M (ver definicao de X; acima). Portanto, pelo teorema da divergéncia
/ (o, Hess u)dp :/ u (AS] 4 div(Xy)) dp. (2.28)
M M

Assim, se
n—1

£(51,52) = |lol* = (=) 8t - 255,

o teorema 2.9 nos da
2
2 — -
(5/M |o]|“du —/M [ nS1AU+ Q(Q,Hessu)} du
n—1 , _ n—1\
+/M {2( ~ )sl (52 = 28, + Ric(¢. €)) — ( - )Sl + 25,5

—2(15, — 38, + SiRic(&, €) — oV B, }udu.
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Utilizando (2.22), (2.28) e simplificando obtemos

~1 —1 —1
et [ ()5 (%) a7

n

2,5
+6S53 — ESlRlc(f, £) + 204in§53} udy,

que nos fornece a equacao de Euler-Lagrange

2
OAS, + S — 45,5, + n6"53 -

-1 n—1 (Slﬁi/c(&f) - nOéinfgj — ndiv X2> =0.

Provamos entao o seguinte resultado:

Teorema 2.10 (Equagao de Euler-Lagrange de ¢ em ambiente qualquer).
Seja M C N™*! hipersuperficie imersa em uma variedade Riemanniana N, e
seja r(-,t) uma variagio & wm parametro de imersoes como em (2.21). Entao, a

equagdo de Fuler-Lagrange do funcional

o(0) = [ lol*dp

¢ dada por
DAS, + 5% — 45,5, + "5, — 2 (S,Ric R — ndivX,) =0
1+ 07 — 401 2+n—1 S_H( 1Ric(, §) — na; Ry, — ndiv 2)— ;
(2.29)
onde Xo € TM ¢ definido por (X5,Y) = 1%(5, Y), para todo Y € TM.
Observacao 2.4. No caso em que a variedade ambiente é Finstein temos
1:,{\16(’57 6) = (K§<T17£) +...+ Kg(rn7£)) = ZKg(riaf)a
i=1
€ n
Oéijéfgj = leg(rb 6) +...+ k‘an(Tm 5) = ZkiKg(Th 5)7
i=1
onde ky, ..., k, sdo as curvaturas principais associadas a base ortonormal de diregoes
Principais ri, ...,y €, para cada i =1,...,n, Kz(r;,€) € a curvatura seccional do

espago gerado por {r;, &}.

Quando a variedade ambiente é Einstein, as expressoes obtidas nos teoremas 2.9 e

2.10 podem ser simplificadas. Nesse caso valem os seguintes resultados:
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Teorema 2.11 (Férmula da Primeira Variagdo). Seja M C N™ hipersu-
perficie imersa em uma variedade Riemanniana Einstein N"*', e seja r(-,t) uma

variagcao a um parametro de imersoes como em (2.21). Entao, a primeira varia¢do
do funcional (2.1), é dada por

5/M (S, S)dy =

_ / (Es, + S1Es,) Au — Es, (o, Hess u)] d + /
M M

(Sf — 25, + Zn:Kg(Tia f)) Es,

i=1

n

+ <5152 — 3834+ 51> _Ky(ri, &) — ZkiKg(Tz’>f)> Es, — 1€

i=1 =1

udp. (2.30)

Corolario 2.12 (Equagao de Euler-Lagrange de ® em ambiente Einstein).
Seja M C N™*! hipersuperficie imersa em uma variedade Riemanniana Einstein
N™1 e seja r(-,t) wma variagio a4 um parametro de imersoes como em (2.21).

Entao, a equacao de Euler-Lagrange do funcional

o) = [ |l6ldp.

¢ dada por

2AS) + 8P — 45,8, + n6n153 - 7121 (&ZK@(%S) - nZth(ﬁ,é)) = 0.
- - i=1 i=1
(2.31)

Se M = Q" temos que Kj(e;, &) = ¢ para todo i. Nesse caso, temos o seguinte

resultado:

Corolario 2.13 (Equacio de Euler-Lagrange de ® em Q"™'). Seja M hiper-
superficie imersa em Q?“, e seja r(-,t) uma variagio d um pardmetro de imersoes

como em (2.21). Entao, a equagao de Fuler-Lagrange do funcional

() = [ lol*dp

¢ dada por
6n

n —

2AS) + S — 45,5, + 153 =0. (2.32)
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Para obter a equagao de Euler-Lagrange para o funcional (2.1) no caso geral, é

necessario utilizar integracao por partes em um termo da forma
/ f{a, Hess u)dp,
M
onde f = &g,. Utilizando (2.23) e a regra do produto (1.4) temos

fla,Hessu) = f[div X; — div(uXsy) — div(uVSh) + u (AS] + div(X?))]

=div(fXy) — div(fuXs) — div(fuVSy) + u (fAS) + fdiv(X3y))
— (X1, V) + (X2, V)Hu+(VS1, V f)u, (2.33)
onde (X1, Vf) = a(Vu, Vf) e (X, Vf) = Ric(E, V).

Seja X3 € TM tal que (X3,Y) = a(Y,Vf) para todo Y € T M. Nesse caso,

utilizando novamente a regra do produto temos
div(uX3) = udiv X3 + (X3, Vu).
Além disso, X3 = o* f;,, logo
div X5 = o’ fi + o™ fir
=divaVf + («a, Hess f)
= (VS1, V) + (o, Hess f) + Ric(&, Vf), (2.34)

onde a ultima igualdade é consequéncia da contragdo da equacao de Codazzi como
m (2.24). Substituindo (2.34) e (2.24) em (2.33) temos

fla,Hessu) = div(fX;) — div(fuXs) — div(fuVSy) — div(uXs) + ufAS)
+ [f div(X2) + (o, Hess f) + 2Ric(&, V) + 2(VS1, V)| u
= |FASy + fdiv(Xs) + (o, Hess f) + 2Ric(€, V) + 2(VS, V)] u
+ div(Z)

onde 2" = fX1+ fuXy — fuVS; — uX3, que tem suporte compacto no interior de

M. Portanto, pelo teorema da divergéncia
/ flo, Hessu)dp =
M

= [ [FAS+ F div(Xe) + (o, Hess f) + 2Ric(€, V) + 2(V5Sy, V)] udp.
(2.35)
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Aplicando (2.22) e (2.35) ao resultado obtido no teorema 2.9 e simplificando,

obtemos o seguinte resultado:

Teorema 2.14 (Equacao de Euler-Lagrange para JF(M)). Seja M C N™™!
hipersuperficie imersa em uma variedade Riemanniana N, e seja r(-,t) uma
variagio & wm parametro de imersées como em (2.21). Entdo, a equagio de Euler-

Lagrange do funcional

F(M) = /MS(Sl,SQ)d,u,

¢ dada por

AEs, + (S} — 25 + Ric(§, €)) Es, + (S152 — 385 + SiRic(¢,€) — oV RY; ) €,
— $1E 4 1AL, — Eg, div(X,) — (o, Hess Eg,) — 2Ric(€, VE,) = 0,

onde Xo € TM ¢ definido por (X5,Y) = ETc(g, Y), para todo Y € TM.

2.4 Funcionais de curvatura em formas espaciais de curvatura

constante

Na primeira se¢ao desse capitulo nos limitamos a calcular a férmula da primeira
variagao para funcionais que dependem apenas das curvaturas Sy e Ss, isto é, da

forma

F(M) = /ME(Sl,Sg)d,u,

onde M ¢é uma hipersuperficie imersa em um espago de curvatura seccional cons-
tante. Podemos reformular esse resultado para funcionais mais gerais uma vez que
calculemos a variacao de outras curvaturas r-médias. Assim, por exemplo, usando
a proposicao 2.5, e procedendo de maneira analoga a da demonstracdao do teorema

2.3 temos

Teorema 2.15. Seja M C Q"' hipersuperficie imersa em uma forma espacial
de curvatura seccional constante ¢, e seja (-, t) uma variagio a um parametro de
imersoes como em (2.2). Entao, a primeira variagao do funcional

G(M) = / E(S1, Ss, S3)d,

M



Capitulo 2. Propriedades variacionais de funcionais de curvatura 62

¢ dada por
5/ (51, Sy, Ss)dp =
M

:/ {(ag, Hessu)Es, — (s, + S1E€s,) (o, Hessu) + (Eg, + 515, + 52€55) Au} du
M
+ [ [(57 - 28 4+ no)Es, + (5152 — 355+ (n — DeS)Es,

(1S5 — 484 + (n — 2)¢S)Es, — 515} wdp.

Nesta subse¢do vamos calcular a equagao de evolugdo de uma curvatura Sy, para
k < n. Acreditamos que tal equacao é de interesse independente. Em particular,
ela é a principal ferramenta necessaria para calcular a formula da primeira variacao

para funcionais mais gerais da forma
L(M) = /M E(S,.... Sy du,

uma vez que

5/M5(51, o Sa)dp = /Mkzlsskwsk)du+/M £5(dp),

O leitor interessado em obter tal variagdo deve seguir os passos do teorema 2.3.

Esse resultado foi obtido pela primeira vez por Reilly em [49]. Aqui apresentaremos
uma demonstracao diferente e que, embora exija calculos trabalhosos, usa ferramen-
tas mais acessiveis. Mais especificamente, nosso objetivo é demonstrar o seguinte

resultado:

Teorema 2.16. Dado € > 0, sejar : M X (—¢,€) — Q" uma variagio suave
a um parametro com suporte compacto e velocidade normal ér = ué. Temos as
sequintes equagoes de evolugao:

Para k <n

k

5(Sy) = Z(—l)k_i(ak_i, Hessu)S; 14u (S1Sr — (k+ 1)Sg1 + (n—k+1)cSp_1);
i=1

para k =n

n

d(S,) = Z(—l)”_i (oz"_i, Hessu)S; 1 + u(S1S, + ¢S,—1),

=1
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onde ot = go—+10y,_;, e
oN _ ,aibi anbn
PN =g g
Aoy = Qeydy * - -+ ey ons (2.36)
com {ay,by,...,an,bn} = {c1,di, ..., cn,dn} conjuntos de indices tais que

(ai,bi) 7£ (Cj,dj), \V/’l,j = 1,...,N.

O primeiro passo para obter esse resultado é, dado N € N, N < n, obter a equagao

de evolucao da N-ésima soma de poténcias das curvaturas principais,

i=1

Para cada N € N, sejam ¢°V e a,, como descritos em (2.36).

O lema abaixo generaliza parte dos resultados obtidos no lema 2.1.

Lema 2.17. Dado € > 0, sejar: M x (—e¢,¢) — Q! uma variagio suave a um
parametro com suporte compacto e velocidade normal ér = u&. Temos as sequintes

equacoes de evolugdo:

6 (g°V) = 2Nug™+' a; (2.37)
d(asy) =N (OCUN,luz‘j —ug gy, + ucgijoz(,NA) : (2.38)

Demonstracao. Usando o lema 2.1 e a regra do produto temos

5(9”) — NgUN—l(S(gij) — QNUgON—laU

= 2Nug”™ ' ay;.
Analogamente, novamente usando o lema 2.1, temos

0 (Aoy) = Nagy_, (us; — ug? iz, + ucgs;)

— RPN .
=N (aUNiluZ] ug” gy, + ucgmam\_l) )
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Lema 2.18. Dado € > 0, sejar: M X (—¢,€) = Q" uma variagio suave a um
parametro com suporte compacto e velocidade normal or = u&. Temos a sequinte

equacao de evolugao:
5(py) =N ((aN_l, Hessu) + upny1 + ucpN_l) .

Demonstracao. Uma vez que

n
_ N _ o
pN_zkz =g NaUNa

i=1

usando (2.37) temos

d(pn) = 6 ("N agy) = 6(97V ) gy + g7 0(agy)

(aO'N (QUQUNHaij) + gUN (aUNAuij - U’gijaUNH + ucgijaUNA))

oN ON+1 ON-1
g " Qpy_ Uiy T UG N Qoniq + ucg OéUNfl)

((ozN_l, Hessu) +ud_ kN +ucd” k:;-N_1>

i=1 i=1

N
N
N
N

(N7t Hessu) 4 upnyy + ucpN,l) .

Observacao 2.5. Nessa notagdo temos

n

Do = Z k? = n.
i=1
Demonstragao do teorema 2.16. Faremos a demonstracao por indugao. O resultado
ja foi demonstrado para k£ = 1. Suponhamos que o resultado é valido para todo

r < k, r € N. Vamos mostrar que ele é valido para k. Por (1.16), temos que

k
kS, = Z(_l)i+lsk—ipi~

=1
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Derivando temos

k6(Sy) = Z(—l)i+1 (0(Sk—i)pi + Sk—i0(ps))
= (C1F0() + X (1) (3(Si-)ps + Seei8(p)

= (=1)*1k ((ozk_l, Hessu) + upp41 + ucpk_l)

k—1
+> (1) S, ((o/’l, Hessu) + up; 1 + ucpl-,l)
i=1
k—1k—i o
3 (=) S (@F T Hess u)
1=175=1
k—1 '
+Z(—1)’+1piu (Slsk,i — (k — 1+ 1)Sk7i+1 + (TL — (/f -1 — 1)) CSk,ifl)
i=1
(a)
k—1 ‘ .
= (=1)""k(a" ! Hessu) + Y (=1 (k —4)S; (""", Hess u)
k—1k—1i ZZI' )
+3 ) (— ) p,S; 1 (a* 77 Hess u)
i=1j5=1
(b)
k-1 ‘ k—1 '
—i—Z(—l)ZHuipiHSk,i + Z(—l)”lupi (SlSk,i - (]{7 —1+ 1)Skfi+1)
i=1 i=1
+(_1)k+1ukpk+1
(e)
k—1 . k—1 ‘
+> (=1 ucipi—1Sk—i + > (=1)" uep; (n — (k—i — 1)) Sp—ia
i=1 i=1

+(=1)* uckpy 1.

Vamos fazer o calculo das trés partes em separado.
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(a):

k-1
= (=1)""'k(a" " Hessu) + Y (—=1)"1iS)_; (' ", Hess u)
i=1
k—1k—i o
(1) S 1 (a7 Hess u)
i=1j5=1
k—1 A ‘
= (=) k(a* ! Hessu) + > (1) kSp_i(a’ ", Hess u)
i=1

+ Z 1)k —4)Sp_i{a’, Hess u)

k—1k—i
3N () S (@ T Hess w)
1=1j5=1
k-1 k—j }
Z o™ Hessu) |(k — 3)Sk—; — > _(=1)"""Sp_j—ips
= i=1
kz o™ Hessu)S;_y

v
= k> (=1)* (""", Hessu) S;_1,

i=1
onde na tltima igualdade usamos a identidade de Newton (1.16).

(b):

k-1
= (1) up; (5154 — (k — i+ 1)Sk—i41)
=1
k-1
+ 3 (1) uipig1 Skei + (= 1) ukpria
=1

= (_l)kHUk ((_1)k(k + 1)Sk+1 + i<_1)k+ipi5k—i+l>

i-1
k-1 ' k-1 '

+ UZ(—l)ZHipiHSk—i + UZ(—l)ZHpiSlSk—i
i1 -1
k-1

i=1
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= uk(—1)""S1pp +u(k — 1)(=1)*S1p, — uk(k + 1)Ski

-1 k—2
+ “kZ(_l)ZHpiSk%H + UZ(_1>7‘+1ipi+ISk7i
= i=1
k—1

—1
+ud (=1)piSiSk—i +ud_ (—1)'pi(k — i+ 1)Sk_is1

1=2

— u(—1)*1S, ((—1>k—1ksk ' ’E(—l)kﬂ‘—lpisk_i)

i=1
k—1
— uk(k + 1)Sk+1 + Ukz<—1)i+1p7;5k7¢+1
i=2
-2 A k—1 '
+ UZ(_1)2+1iPi+1Sk—i +uy (=1 S piS
i=1
+ UZ — i+ )Sk—i—H
k—1 '
= uk (SlSk — (l{l + 1)Sk+1> + ukZ(—l)aliSk,iH
i=2
) k—1
+UZ(— Hipi 1Sy ,+uz pi(k —14+1)Sk_i11
= =2
k—1 k—1
+ud (=) SipiSk—i + ukd (—1)"S1piSk—i
=1 i=1
k—2
=u) (=1)"piSk_isa(k — (k—i+ 1)+ (1 —1))
=1

+ uz 1) S1piSp—i(k — (k —1) — 1)

+ uk (SlSk — (l{? + 1)Sk+1)

= uk (S15r — (k4 1)Sk11)

onde usamos (1.17) na segunda e na quarta igualdade.
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(©):

k—1
= (‘UkHUCkPkA =+ Z(_1>i+1uczlpiflsk—i
i—1
k—1 .
+ Z(—l)’“ucpi n—(k—i—1))Sk_i1

1=1

= (—1)k+1uckz ((—1)k_2(k3 - 1)Sk_1 + g(—l)k—i_i_%?isk_i_l)

k—1 k—2
+ UCZ(—l)Z’JrlZ'pz;lSk,i + UCZ(—l)iJrlpi (n — (k — 17— 1)) Sk,i,1
‘ i=1
+ucnSy_1 + uc(—1) npp_,
k-2 ‘ k-1
= UC(_l)kaZ(—1)“2721%’51@7@;1 + ch(— Hllpz 15—
' i=2
k=2 ‘
=1 (1420 = DS+ (- i)
i=1

+ ch 1) (n— (k—i— 1)) Sp_iy — uck(k — 1)Sp_1 + uenSp_s

k=2 k—2
=ucd (=1)"kpiSi—ic1 + +ucd (=) 'pi(n—(k—i—1)) Sp_i
i=1 i=1
k—2 A k-1 ‘
+ UCZ(—1)ani5k_i_1ucz(—1)Z+1z'pi_15k_i
i=1 i=2

+uc(—k(k—1)+n+n(k—1)) Sk

—ucz D* ' (k—(i+1) —n+n—(k—i—1))

+uck (n — (k—1)) Sk_1

=uck (n — (k—1)) Sk_1.
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Usando os resultados obtidos em (a), (b) e (¢) temos

k
6(Sk) = (=1)"(a* " Hessu)S;_1+u (S1.5 — (k +1)Sgi1 + (n — k + 1) cSy_1) .

i=1

A férmula para k = n é imediata observando que se k = n, entao Sy = 0. O
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3 O funcional norma L? da segunda forma

fundamental sem traco

3.1 Definicoes iniciais

Assim como no capitulo anterior, estaremos considerando apenas variedades orien-

taveis.

Apesar de nos restringirmos ao estudo em hipersuperficies, inicialmente vamos

apresentar a seguinte defini¢ao geral:

Definicao 3.1. Sejam M uma variedade Riemanniana, v : M™ — M™? uma
imersao isométrica, o a sequnda forma fundamental da imersao e H o vetor
curvatura média (nao normalizada). Definimos a seqgunda forma fundamental
sem traco ¢ : TM x TM — TM~+ como

1
¢<X7 Y) = Oé(Xa Y) - 7<X7 Y>H7
n
onde (-,-) denota a métrica de M.
E possivel verificar (ver Apéndice C) que
H 2
o112 = a2 — 121
n
Tr¢ = 0. (3.1)

Quando a imersdo tem codimensdo p = 1, dado um vetor ¢ € TM+ unitario, uma
vez que, para cada X,Y € TM vale ¢(X,Y) € TM* e H € TM*, temos

(6(X,Y),6) = (a(X,Y),8) = (X, V){H,¢)
(BOOYVEE) = (AX,Y) = (X, V) (k6. &)

HX)Y) = (AX — XY},
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ou seja
h
H(X) =AX — —X.
n
Além disso, se M é uma hipersuperficie, e p1, ..., u, sdo os autovalores de ¢, isto
n
é, ge; = pe;, parai = 1,...,n, entao Z:“i =0e
i=1
n 1 n
2 2 2
ol =D _wi =~ > (ki— k)%,
i=1 i<j=1
onde kq, ..., k, sdo as curvaturas principais de M. Assim ||¢|| = 0 se, e somente se,

todas as curvaturas principais de M sao iguais, isto é, se M é totalmente umbilica.

Seja ®(M) a integral de ||¢||? sobre M, isto é,

o(M) = [ lol*ap,
M
onde du é o elemento de volume de M.

Ser: M x1I — M é uma familia & um pardmetro de deformacdes de M, e
M, =r(M,t) para, t € I C R e My = M, definimos entao o funcional

MMa>¢¢wwwm

Observagao 3.1. M ¢ totalmente umbilica se, e somente se, ||¢|| = 0, logo

2(M) =0 < [ |l6]d = 2(2,).

para qualquer variacao My de M. Portanto, variedades totalmente umbilicas sao

minimos absolutos do funcional P.

Consideremos o caso em que M é uma hipersuperficie isometricamente imersa
em Q"' Nesse caso, o corolario (2.13) nos d4 a equagao de Euler-Lagrange do

funcional &:
61

n—1
Podemos reescrever a equagao (3.2) em fungao da curvatura média S; = h, de ||a/]

e das curvaturas principais kq, ..., k, da seguinte forma:

2(n = 1)Ah — (n+ 2)h/ja|* + B* +2n (K} + ... + k2) = 0. (3.3)
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Também serd interessante reescrever a equagao de Euler-Lagrange em funcao

dos autovalores de ¢. Pela definicao de ¢, observe que se 1, ..., i, SA0 0s seus
autovalores, entao
h
kZ:,LLZ—l-*, Wzl,...,n,
n
com . .
doui=0 e > oui=|gl*
i=1 i=1
Logo

R

=1 =1

—3H¢||2 +f+2u? (3.4)

Assim, substituindo (3.1) e (3.4), temos que a equagao de Euler-Lagrange (3.3)

pode ser escrita como

2(n — 1)Ah — (n = Dhlgl]* +2n (4 + ... + i) = 0. (3.5)

Diretamente de (3.2) temos o seguinte resultado:

Corolario 3.2. Seja M hipersuperficie isometricamente imersa em Q"™ que é

ponto critico de ®. Se M € minima, entao M ¢é 3-minima, isto é, S3 = 0.

Outra consequéncia direta de (3.2) é o fato de que variedades austeras sdo pontos
criticos do funcional ®, uma vez que a definicao de variedade austera implica

diretamente que Sy = 0, para todo k impar.

Observacao 3.2. O conceito de variedades austeras foi introduzido por Harvey e

Lawson [30, p.102]. A condicio apresentada é equivalente a sequinte defini¢ao:

Definicao 3.3. Uma subvariedade M™ € austera se, para cada vetor normal &, o
conjunto dos autovalores de A¢ € invariante por multiplicacao por —1, isto é, € da

forma

{M,.. s\ ={a,—a,b,=b,...,¢,—¢,0,0,...,0}.
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Em particular, seque diretamente da definicio que toda subvariedade austera é uma

subvariedade minima.

A seguir, vamos provar algumas férmulas de interesse independente que considera-
mos relevantes para o completamento da teoria. Os lemas a seguir sao adaptagoes

dos resultados obtidos por Gruber em [25].

Lema 3.4. Seja r: M"™ — Q" uma imersao isométrica, e seja & vetor unitdrio

normal a M"™. Entao, os Laplacianos de r e de & sao dados, respectivamente, por

Ar = S1& — ner,
Af = —VVslT - (Sf - 282)5 + 8107". (36)
Demonstragio. Considere um sistema local {ry,...,7,}, tangente & M C Q" e ¢

vetor normal a M em todo ponto. Nesse caso, a férmula de Weingarten (1.10) e a

equagao de Gauss (1.13) nos dao

gi = —OéjTj, (37)

i
Tij = Ffﬂ’k + @i;§ — gijer (3.8)
Como os simbolos de Christoffel sdo antisimétricos em 4, j, usando (3.8) temos que
n n
Ar ="y =Y o€ — gucr = S1€ — ner.
i=1 i=1
Derivando (3.7), e usando a notagao de Einstein temos

ok k. K kel k k
ij = —agme — TRy = —ogrE — o Lyry — o agpé + o grger. (3.9)

Quando o espago ambiente ¢ dado por Q"™ a equagao de Codazzi (1.14) implica
if:j = Qg — C(5z‘k5jl - 5jk6il)€la

logo, por (3.9), temos

n

n
Al = an‘ = Z — aﬁirk — afa,-kg + ocfgikcr
i=1

ik=1
= —Vygr— ||a||2§ + Sicr
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Lema 3.5. Seja r: M™ — Q"' uma imersao isométrica, tal que M é compacta e
ponto critico de ®, e seja V. um campo vetorial constante em M. Se & é normal

a M, en é o vetor conormal em OM, compativel com a orientacdo da variedade,

entdo valem as sequintes igualdades:

A=

_Sy(V,€) + (n+2)eSKY, r)] du= [ [SHTur, V) +251(Vat, V)

— 2V S (V, &) |dr. (3.10)
[ =20 =082+ M Suir, €) — 208y {r, €)] dps =
- / Var,r) + 251 (Vo 1) — 2V, 8y (1, &)]dr, (3.11)

onde d7 ¢é o elemento de area.

Demonstragio. Pela equacao de Euler-Lagrange (3.2), a identidade de Green (1.6),

e usando o fato de V ser constante temos

- /M (S5 — 4515,) (Vi&)dp — /M n6f‘153<v, £)du =2 /M AS(V, ) dp

=2/ SiV.AGdu+2[ (VS,0)(V,€) = S1(Vat,V)dr
(a)
- 2/M SUV, A) dp + 2/@M VaSi{V, ) — SV, Vdr

(3.12)
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Vamos calcular (a) em separado. Usando (3.6) e a identidade de Green (1.5) temos

2] SuV.Ag)dy =
= —Q/M SV, Vs, + (87 — 285)€ — Sier)du
_ 3 2
_ /M 28, (Vs Vdp — /M (253 — 45,55) (V. €)dpu + 2 /M S2(V, ) dy.
_ 3 2
—— [ (Vosr Vidu— [ (257 = 4818,) (V.&)dp + 2 [ SHVir)ap.
=~ SHVearV)dr — [ SHARV)du— [ (257 —4815:) (V. )dp
oM M M
+ 20/ SV, rYdu
M
=~ [ SVeur,Vydr — [ (82— 45:8,) (V.&du+ (n+2)e [ SHVir)dp,
oM M M
(3.13)

uma vez que SZ(Ar, V) = S}(V,€) — ncS#(V,r). Substituindo (3.13) em (3.12)
obtemos (3.10).

A demonstracao de (3.11) é similar. Novamente utilizando a equacao de Euler-

Lagrange (3.2), a identidade de Green (1.6) e o lema 3.5 temos

[ (81 -4518) (r)an— [ n6f CSa(r.&)dp =2 ASi(r.)du
- 2/M SUA(r, €)dp + 2/8M [(VS1,m)(r,€) — 81 ((Var, &) + (V€. 1)]dr

(0)
——

—9 /M SIA(r, €) dp+ 2 /a [Va$1(r,&) = Si(Va€, 7)) dr. (3.14)

onde na segunda passagem usamos que { L V,r. Para calcular (b) novamente
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usamos (1.5) e o lema 3.5. Assim
2 /M51A<r, )y =2 /M S1 ((Ar,€) + (r, AE) + 2(Vr, VE)dy
= / {25% —2neSy(r, &) — 251(r, Vyg,r + (Sl2 - 252) £ — Sier) — 4512} du
M
= /M {—25? + 257 — (Vysar,r) — (25% — 4515 + 2ncSl> (r, f)} du
_ /M [—2(1 = ¢)S? + ST (|[Vr|P + (Ar, 7)) — (255 — 4515, + 2neSy ) (r,€)] dps

- SZ(V yr, )T

oM
_ /M [(n—2)(1 — )S? — (¢~ 45,5,) (r,€) — 2ncSi(r,€)] du
- /8  SHVar,r)dr, (3.15)

uma vez que ||Vr|[? = n e SZ{Ar,r) = S} {r, &) — neS?. Substituindo (3.15) em
(3.14) obtemos (3.11). O

Observacao 3.3. Uma consequéncia do lema anterior é que nao existe hipersu-
perficie compacta do R"™, n > 3, ponto critico de ®, tal que S5 = 0 em M e
Sl :VnSl =0 em@M

Com efeito, caso tal hipersuperficie existisse, (3.11) implicaria que Sy =0 em M,
0 que ¢ impossivel uma vez que ndao existem hipersuperficies minimas compactas

em R+

3.2 Equacao de Euler Lagrange para variedades com no ma-

ximo duas curvaturas distintas

Nessa secao vamos reescrever a equagao de Euler-Lagrange de ® para hipersuperfi-
cies imersas em espacos de curvatura constante no caso em que existem no maximo
trés curvatura principais distintas a menos de multiplicidade. Essa formulacao
nos permitird estudar como casos particulares, as hipersuperficies rotacionais (que

possuem no maximo duas curvaturas principais distintas) e os toros de Clifford.

Sejam p, ¢ e r nimeros naturais tais que p + ¢ +r = n, e suponhamos que M

tenha p curvaturas principais iguais a ky, ¢ curvaturas principais iguais a ks e r
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curvaturas principais iguais a k3. Nesse caso (3.3) toma a forma

2(n — 1)Ah — (n + 2)(pky + qky + 7ks) (pk? + k2 + rk2)
+ 2n(pk? + qk3 + rk3) + (pky + qka + rk3)® = 0.

Logo

=2(n — 1)Ah = — (n+ 2)(p*k} + ¢*k3 + 1k} + pakika + pakak3 + priihs + pri k3
+q%%@+m%ﬁ@+Qn@ﬁ+q@+w@)+f@+@%§+ﬁ@
+ 3p*qkiky + 3p@Pki k3 + 3p*rk?ks + 3¢°rkiks + 3r*pki ki + 3riqkiky
+ 6pqrk koks
(a) (b)
=k (—(n +2)p” + 2np + p°) +3 (= (n + 2)¢” + 2ng + ¢°)
(c)

+ k3 (—(n + 2)r® + 2nr + ) +6pqrk; koks
(d) ©

+ kiks (—pg(n + 2) + 3p*q) +kik3 (—pg(n + 2) + 3pg?)

(f) (9)
+ k:fkg (—pr(n+2)+ 3p27“) +k1k‘§ (=pr(n+2)+ 3pr2)
(h) (2)

+ k3ks (—qr(n + 2) + 3¢*r) +kok3 (—gqr(n + 2) + 3qr?) . (3.16)

Temos entao

(a) =pq(2 —p) +pr(2—p); (f) =—pr((2—p)—(p—71)) — par;
(b) =pq(2 —q) + qr(2 — q); (9) = —pr((2—7)+(p—71)) — pqr;
(c)=pr(2—r)+qr(2—r); (h) = —qr((2—q) — (g —7)) — pqr;
( ( ;
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Observe que

F(Q2—p) —kk(2-p)—(p—q) +E(2—q) —kk(2-q9+ (—q)
= k(2 = p) (k1 — ko) — k3(2 — q) (k1 — ko) + krka(p — @) (k1 — k2)

= (k1 — k2)(k1(2 = p) — k3(2 — q) + kaka(p — q))

= (ky — k) (2k? — 2k3 — pki + qk3 + pkiky — qk1ks)

= (k1 — ko) (2(k1 — ko) (k1 + k2) — pki(k1 — k2) — qha(ky — k2)

= (k1 — k2)* (2 = p)k1 + (2 — @)k2) . (3.17)
Analogamente

= k(2= p) = kks((2—p) — (p = 1)) + k32 = 7) = kik5 (2 — ) + (p — 1))
= (k1 — k)2 (2 —p)k1 + (2 — 1r)ks) (3.18)

= k(2 —q) —kaks((2—q) — (¢ — 7)) + k52— 1) — kak5((2 = 7) + (g — 7))
= (ks — k3)* (2 — ko + (2 = 7)k3) . (3.19)

Além disso,

pqr(6k1k‘2k3 — ]{31]{7% — ]{51]{?% — 1{32/{3% — kzkg — k‘3]€% — ]{53]{?%)
= qu(_k1<k2 — ]{?3)2 — k?g(k?l — k3>2 — ]{33(]{51 — ]{32)2. (320)

Substituindo (3.17), (3.18), (3.19) e (3.20) em (3.16) temos

—2(n — 1)Ah = pg(k1 — k2)*((2 = p)k1 + (2 — @)k — 7k3)
+pr(ky = ka)*((2 = p)ki + (2 — 1)k — gks)
+qr(ke — k3)*((2 — @)k + (2 = 1)ks — pky),
ou, equivalentemente,

3
2(n — D)Ah+ > nnj(k; — kj)*(2k; + 2k; — h) = 0, (3.21)

i<j=1
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onde ny =p, no =qeng=r.

Quando M tem curvaturas principais k; e ko com multiplicidades ny e ny respecti-

vamente, podemos reescrever (3.21) como

2 (" - 1) Ah+ (b1 — k)2 (2 — m)ky + (2 — ma)ke) = 0. (3.22)

n1ne
Em particular, para n par, se ny = ny = n/2 temos

16 (n — 1) Ah +n*(4 —n) (k1 — k2)* (k1 + k2) = 0. (3.23)

Quando n = 4 a equacao (3.23) pode ser reescrita como
Ah =0,

e nesse caso temos o seguinte resultado:

5

Corolario 3.6. Seja M* hipersuperfice fechada isometricamente imersa em Q3,

cujas curvaturas principais sao ki e kg, ambas distintas e com multiplicidade 2.
Nesse caso, M ¢é ponto critico de ® se, e somente se, M tem curvatura média

constante.

Observacao 3.4. Para n > 4, seja M"™ hipersuperfice fechada isometricamente
imersa em Q"' n par, cujas curvaturas principais sio ky e ko, ambas distintas e
com multiplicidade n/2. Nesse caso, se M € ponto critico de ®, entio a curvatura
média de M ndo pode ter sinal definido. Esse fato seque da integracio de (3.23).

Em particular, temos que M ndo pode ter curvatura média constante nao nula.

Quando o ambiente é S, embora nds ndo consigamos obter uma caracterizag@o
por meio da equagdo 3.23, nada impede que ela seja minima (ver teorema 3.17 e

observagio 3.8).

Para n = 2 obtemos o seguinte resultado:

Proposigao 3.7. Seja M? superficie isometricamente imersa em Q2, ponto critico
de @, cujas curvaturas principais sao ki e ks, ambas distintas. Entdo M tem

curvatura média constante se, e somente se, M é minima.
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Demonstragio. Se n = 2 em (3.23), a equacgao de Euler-Lagrange de ® é dada por
2Ah + h(ky — ky)* = 0, (3.24)

de onde segue o resultado. O]

A proposicao a seguir é um resultado de rigidez para superficies fechadas que sao

pontos criticos de ®.

3

Proposigao 3.8. Seja M? uma superficie fechada isometricamente imersa em Q2,

que € ponto critico do funcional ®. Se a sua curvatura média h tem sinal definido,

entao M ¢ totalmente umbilica.

Demonstragio. Uma vez que M é uma superficie, vale a equacao (3.24). Como M

¢ fechada, integrando (3.24) e usando o teorema de Stokes temos

/ h(ki — ko)2dp = 0.
M
Como h tem sinal definido temos k; = ko, e portanto M? é totalmente umbilica. [

Observacio 3.5. E um resultado bastante conhecido que M? C R3 é totalmente
umbilica se, e somente se, estd contida em um plano ou uma esfera [18, p.31].
A classificacio das superficies totalmente umbilicas em H?, é devido a Cecil e
Ryan [14], e pode ser encontrada sintetizada no trabalho de Izumiya et al. [33, p.134].
No caso de M? C S3, ¢ possivel mostrar que se M é totalmente umbilica entdo
M estd contida em uma esfera S?. Para isso basta usar que S* C R* € totalmente
umbilica, e que uma subvariedade M™ C R™ totalmente umbilica esta contida em

um n-plano ou uma n-esfera.

Agora vamos considerar o caso em que M™ é um ponto critico de ® em Q7! com
duas curvaturas principais distintas k; e ko tais que ko tem multiplicidade n — 1.

Nesse caso, por (3.22), a equagao de Euler-Lagrange é dada por

2Ah + (ky — ko)*(ky — (n — 3)ky) = 0. (3.25)

A proposigao a seguir caracteriza os pontos criticos de ® que satisfazem (3.25), e

possuem curvatura média constante no caso em que n = 3.
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Proposicao 3.9. Seja M? uma hipersuperficie conexa, isometricamente imersa em
1 que € ponto critico do funcional ®. Suponhamos que M possui duas curvaturas
principais distintas ki e ko tais que ko tem multiplicidade 2. Nesse caso, se M tem

curvatura média constante, entao ki = 0.

Demonstracao. Quando n = 3, podemos reescrever a equacgao de Euler-Lagrange
como (3.25) como
2Ah 4 (kp — ko)?ky = 0. (3.26)
Se M tem curvatura média constante, entdao (3.26) implica
(k‘l - k2)2k1 == O
Como h = ki + 2k,, substituindo temos
(h — 3ky)?(h — 2ky) = 0.

Portanto, em cada ponto p € M, temos ky = h/3 ou ky = h/2. Como h é constante,
a continuidade de ko, e a conexidade de M implicam que ks é constante em M,
e vale ko = h/3 em M, ou kg = h/2 em M. Se ky = h/3, entdo k1 = ks, 0 que é
impossivel por hipétese. Logo ko = h/2, e portanto k; = 0. n

Observacgao 3.6. A reciproca da proposicio 3.9 € imediata no caso em que M €

fechada.

O préximo resultado mostra que, no caso em que n = 4 em (3.25), a hipdtese de
que M é um ponto critico de ® que possui curvatura média constante se torna

muito restritiva.

Proposigao 3.10. Seja M* uma hipersuperficie isometricamente imersa em Q> tal
que M possui duas curvaturas principais distintas ki e ko, onde ko tem multiplicidade

3. Se M tem curvatura média constante, entao M ndo é ponto critico de P.

Demonstracao. Quando n = 4 podemos reescrever a equacao de Euler-Lagrange
(3.25) como
2Ah + (ky — ko)® = 0.

Assim, se M tem curvatura média constante e é ponto critico de @, teriamos ki = ko

em todos os pontos de M, o que é impossivel. O
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Observacao 3.7. No caso geral, um famoso resultado obtido por Do Carmo e
Dagjczer [22, p.701], nos diz que qualquer hipersuperficie de Q™' com curvaturas
principais p = ki e ke = ... = k, = X\, com N\ # u esta contida em uma
hipersuperficie de revolugdo. Portanto, resultados obtidos para hipersuperficies
de revolugdo se estendem naturalmente para todas as hipersuperficies com n — 1

curvaturas repetidas.

3.3 Solucdes rotacionais para a equacao de Euler-Lagrange

Nessa secao vamos investigar possiveis solugoes rotacionais de curvatura média
constante para a equacgao de Euler-Lagrange. Antes disso vamos enunciar um

resultado geral para hipersuperficies minimas:

Proposicao 3.11. Nao existem hipersuperficies minimas rotacionais que sejam

pontos criticos do funcional ® em Q" n > 2.

Demonstragdo. De fato, suponha por contradicdo que existe uma hipersuperficie
minima rotacional M ponto critico do funcional ®. Pela proposi¢ao 3.2, M deve ser

tal que H; = H3 = 0. Por (1.27) temos entao que

(n—1)0 —cf* = fAY2 — (6 —cf? = A2 (f" +cf)f =0
(n—3)(8 —cf? — f2)>2 = 3(6 — cf* — fAf" +cf)f =0,

onde f é tal que M = (f(t)O,t). Multiplicando a primeira equagao por 3(§ — c¢f? —

f") e subtraindo a segunda da primeira obtemos
2n((5 . Cf2 . f/2)3/2 — O,

o que é um absurdo pois (§ — c¢f? — f?) # 0. O

Uma vez que nao existem pontos criticos minimos rotacionais para a equagao
de Euler-Lagrange, é natural perguntar se existem pontos criticos rotacionais de

curvatura média constante.

No teorema 1.40 vimos que uma hipersuperficie rotacional de dimensao n em Q"

tem pelo menos n — 1 curvaturas principais iguais. Se todas as curvaturas principais



Capitulo 8. O funcional norma L? da sequnda forma fundamental sem traco 83

sao iguais, entao M é totalmente umbilica, e portanto é ponto critico de . Em
particular, as esferas Euclidianas sao hipersuperficies rotacionais que sao pontos

criticos de @ com curvatura média constante.

Se M é uma hipersuperficie rotacional de curvatura média constante com duas
curvaturas principais distintas, que é ponto critico de @, entao pela equagao (3.25),
temos que

]Cl = k‘g ou k’l = (n - 3)k’2

Como k; # ks, temos que, para § = n — 3, as curvaturas principais de M satisfazem

By = Bkp_1 = ... = Bky = ki. (3.27)

Nas duas proposi¢oes a seguir estamos interessados em analisar as hipersuperficies
rotacionais de curvatura média constante que sdo pontos criticos de ® em R™!
e S™*! para n > 2. Portanto, as principais ferramentas a serem utilizadas sdo a

proposicao 3.11 e a equagao (3.27).

No caso ¢ = 0 temos o seguinte resultado:

Proposicao 3.12. Se M ¢é uma hipersuperficie rotacional conexa imersa em R™"*1,

com curvatura média constante h # 0, tal que suas curvaturas principais satisfazem
Bky = Bkp-1 = ... = Pka =k,

para algum nimero real 5 # 0, entao M estd contida em uma esfera Euclidiana de

dimensao n.

Demonstragdo. A curvatura média de M é dada por

h=k +(n—1ky=n+p—1)k,

JR— h JR—
Cn+B-1
Como h # 0,entdo  # 1 —n e a # 0. Usando (1.24) temos a seguinte equagao

i

= ko a.

diferencial:
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Resolvendo essa equagao, e tomando a constante de integracao igual a zero, temos

sen(at) ‘

ft) ==+

a

Por (1.23) temos
f//
Ji-f?

= ki = ko = a.

ky =

a

Como ki = ks temos que § = 1, e portanto M é uma hipersuperficie totalmente
umbilica de R™*! com curvaturas seccionais constantes nao nulas, o que implica

que M esta contida em uma esfera. O

Corolario 3.13. Seja M ¢é uma hipersuperficie rotacional conexa isometricamente
imersa em R"™ n > 2 com curvatura média constante. Se M é ponto critico de

®, entao M estd contida em uma esfera Euclidiana de dimensdo n.

Demonstragdo. Se M é uma hipersuperficie rotacional de curvatura média constante
que é ponto critico de ®, pela proposicao 3.11 temos que h # 0. Suponhamos
inicialmente que M tem duas curvaturas principais distintas. Entao M satisfaz
(3.27) para f = n — 3, e pela proposigao 3.12 temos que M estd contida em uma
esfera. Note agora que se M nao tem duas curvaturas principais distintas obtemos

o mesmo resultado. O

O corolario anterior implica que nao existe hipersuperficie rotacional de curvatura
média constante que seja ponto critico de ® em R™™!, e que tenha duas curvaturas
principais distintas. Além disso, a observacao 3.7 nos permite estender essa conclusao
para qualquer hipersuperficie de curvatura média constante M de R™™! com duas
curvaturas principais distintas, sendo uma delas de multiplicidade n — 1, uma vez
que esse tipo de hipersuperficie esta necessariamente contida em uma hipersuperficie

de revolugao.

Para ¢ = 1 temos um resultado similar:

Proposicao 3.14. Se M ¢é uma hipersuperficie rotacional imersa em S™*', com

curvatura média constante h # 0, tal que suas curvaturas principais satisfazem

Bkn = Bkp—1 = ... = Pk = ki,
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para algum numero real B # 0, entdo § = £1.

Demonstracio. Analogamente ao que foi feito na proposicao 3.12, se

h

k:7:
? n+pg—1

a’
usando (1.24) temos a equagao diferencial
P+ 1+ad”)fP—1=0,

cuja solucao é dada por

sen (\/ 1+ a%)

t) =4 —
Por (1.23) temos
. f//“‘f B
Sy Ly A
Assim, para ko > 0 temos k; = —ky e portanto § = —1, e para ky < 0 temos
ki1 = ko, e portanto g = 1. O

Corolario 3.15. Seja M uma hipersuperficie rotacional isometricamente imersa
em S™! com curvatura média constante. Se M é ponto critico de ®, entdo M é

totalmente umbilica oun =2 e M é minima.

Demonstracao. Note que basta analisar o caso em que M nao é totalmente umbilica.
Se M nao é totalmente umbilica, por (3.27) temos que k; = (n — 3)ks. Usando
a proposicao 3.14 temos que f =n — 3 = +1, o que implica § =1 e n = 4, ou
B =—1en=2. 0 primeiro caso nao pode ocorrer pois teriamos M totalmente

umbilica. No segundo temos h = k; + k3 = 0, e portanto M ¢é minima. O

3.4 O toro de Clifford

Dentre os possiveis pontos criticos de & com curvaturas repetidas vamos destacar o

exemplo dos Toros de Clifford imersos em S™*!. Pela definicdo D.1 e a proposicao
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D.2, ambas contidas no apéndice D, um toro de Clifford é uma variedade M da

forma
M =S" (ry) x S™ (ry) € S"™, (3.28)
r
tal que ny + ny = n, 7’% + 7“% = 1, e cujas curvaturas principais sao k; = 2 e
A1
r
ko = ——1, com multiplicidades n; e no respectivamente. Uma vez que toros da

L)
forma (3.28) tem curvatura média constante e apenas duas curvaturas principais

distintas, quando n; = ny = 2, obtemos a seguinte consequéncia do corolario 3.6:

Corolario 3.16. Se M ¢é um toro de Clifford da forma
M:S2(’T‘1) X 82(7“2),

isometricamente imerso S°, entdo M é ponto critico de ®.

O teorema a seguir utiliza a equacdo de Euler-Lagrange (3.22), obtida para pontos
criticos do funcional ® com duas curvaturas principais distintas, para classificar os

toros de Clifford que sao pontos criticos de ®:
Teorema 3.17. Se M™ = S™ (r;) x S" (ry) C S"™™' € ponto critico do funcional
O, entdo ouny =ns =2, oun#4e

T2_n2_2 67“2—”1_2
L n—4 2 pn—4-°

(3.29)

1
Em particular, se M é minima, entio ny =ny er? =713 = —.
2

Demonstragio. Se M é da forma (3.28), utilizando a Equagao de Euler-Lagrange

(3.22) e os valores das curvaturas principais de M temos que

re  11\? r r

(2 + 1) ((2 — )= —(2— n2)1) = 0.
A1 T2 ™ )

Essa equacao implica

(2 — nl)rg =(2— nQ)rf.

Assim temos n; = ny = 2, ou ny e ny sa4o ambos diferentes de 2 e

(”)2 L (3.30)

T1 n2—2’
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Como r? + r3 = 1, isso implica

7’2—n2_267’2—n1_2
L n—4 2T n—4-

No caso em que M é minima, por (3.30), e pela observagdo D.1 contida no apéndice
<7”2>2 . 2 — N . s
T N 2 — N9 N ng’

ny = na, 87"%:7“325.

B, temos que

de onde

Observacgao 3.8. Pelo corolario 3.16 temos que
S%(r1) x §? (ra),

¢ ponto critico de ® para todos 1 e ro tais que r¥ + 13 = 1.

Sen; =1, como r2 <1, por (3.29), vale

0< <1,
4—n
o que implica n = 2. Assim, S' (ry) x S*™1 (ry) € ponto critico de ® se, e somente
1
se,m=2er; =179 = 5
. , 2 2 1
Pela equagao (3.30) temos também que, para ny = ny # 2, vale r; = r3 = 3"

Portanto, temos que:

e Seny =1, entdony =1, e o unico toro de Clifford ponto critico de ® ¢ da

o ([1) <o () co

e Seny =ng =2 0s ponto criticos possiveis sao da forma

forma

82 (7“1) X SQ (7"2) C SS,

onde r} + 13 =1.
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e Seny =ngy # 2, entdon € par e 0s pontos criticos possiveis sGo minimos e

Sn/2 (\/g) XSn/2 (\/g) CSnJrl.

e Seny # ng, ambos maiores que 2, 0s pontos criticos sao da forma

n n2—2 no n1—2 n+1
o (222 con 22 e

3.5 Estabilidade

tém a forma

Usando o teorema 2.6 podemos calcular a segunda variagao para imersoes criticas

1
do funcional ®. Como ||¢||? = (1 - ) S? — 28, temos o seguinte resultado:
n

Corolario 3.18. Seja M C Q"' hipersuperficie imersa em uma forma espacial
de curvatura seccional constante ¢, e seja r(-,t) uma variagio 4 um parametro de

imersoes como em (2.2). Entdo, a sequnda variag¢ao do funcional ®(M), é dada por
0 [ NlolPdp =
/ —fsl (W(VSy, Vi) + 20(Vu, Var)) dps

+/ <\ Hess u|? + 202 (Vu, Vu) + —(V||a||?, Vu>> du

u
2

- —E(Au)2 — 6Syu(a?, Hessu) — 2||6||?| Vul*du

2
— / 45, (1 + )u(a, Hess u)du — / (||gz$|\2 - 852) uAudp
M n
4 / (1 - ) [ SY 5528, + 452 + 65153)}1? 2450dp
—/ n — 4)[|6|Peudp. (3.31)
M
Demonstracao. Basta fazer

n n

1
85151 =2 (1 — ) X 55152 = 0; 5525'2 = 0.

n
na férmula do teorema 2.6. O]
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Uma vez que as hipersuperficies totalmente umbilicas sao minimos absolutos do

funcional ®, é imediato que elas sejam minimos locais estaveis para o funcional ®.

Como forma de demonstrar a aplicabilidade da férmula da segunda variacao (3.31),

vamos demonstrar esse fato. Comegaremos com o seguinte lema de algebra linear:

Lema 3.19. Seja A = (a;j) uma matriz real n x n. Entdo

||A||2>M_
o n

Demonstragdao. Basta aplicar a desigualdade de Cauchy-Schwarz aos vetores a;; e

5” em RnQ. ]

Como consequéncia, temos que

(Au)?

n

|Hessu|* — > 0. (3.32)

Observagao 3.9. Se M ¢ hipersuperficie imersa em Q"' totalmente umbilica,

entdo M é um minimo estdvel do funcional ®.

Demonstracao. Seja M totalmente umbilica com curvaturas principais iguais a k.

Nesse caso temos

1) —
Si = nk; g, = é(n 2 s, a2(Vu, Vu) = k|| V||
1 1) (n—2)(n —
Sy = n(n2 )k‘z; Sy = n(n )(n24 )(n = 3) k' (a?, Hessu) = k*Au;
l|a||* = nk?; a(Vu, Vu) = k||Vul|? (o, Hessu) = kAu.

Substituindo em (3.31) e usando que ||¢|| = 0, para M totalmente umbilica temos

5 /M | ]|*dp :/M [2 <|Hessu|2 - (A:)2> —3n(n — 1)*k*ulu

—12K*ulAu +2n(n — 1)(n — 2)k4u2} dp > 0,

uma vez que vale (3.32), e que / uAudp = —/ ||Vu||*dp é ndo positiva para
M M
u € CP(M). O
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Na subsecao 3.4 mostramos que se M é um toro de Clifford minimo imerso em

S*! ponto critico de ®, entdo n é par e M é da forma forma

M = S"/? (\/g) x Sn/? (\/g) c svH (3.33)

Ao contrario das hipersuperficies totalmente umbilicas, é possivel demonstrar que
toros da forma (3.33) ndo sdo minimos estéveis de ® em geral. Para isso vamos
usar o resultado abaixo, que é devido a Barros [7], e é consequéncia do teorema de
Takahashi [54] e da férmula de Bochner [45, p.63]:

Teorema 3.20 (Teorema 1.1 [7]). Seja r: M™ — S imersao minima de uma
variedade compacta na esfera Euclidiana S™P. Se f é uma 1% autofuncio do

Laplaciano de M associado ao 1° autovalor \, entdo

[ Hessfldu < [ (IVFF+ AT L) du, (3.34)
M M
onde a igualdade ocorre se, e somente se, X\ = n.

Corolario 3.21. Se f € uma 1% autofuncao do Laplaciano no toro de Clifford

M:Sn/2 (\/g) XSn/2 (\/g) CSnJrl,

/2|Hessf|2du§/ AV f|2dp. (3.35)
M M

minimo
entao

Demonstracao. Pelo teorema 3.17 temos que M tem curvaturas principais k; = 1
n
e ko = —1, ambas com multiplicidade 5 Portanto a matriz da segunda forma

fundamental o é dada por

A= . (3.36)
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Logo
AV =) (AV S ei) =D (V[ Aes) = Y [V, e = [V [
i=1 i=1 i=1
Substituindo em (3.34), obtemos (3.35). O

Teorema 3.22. Seja n um numero par, e suponha que o toro de Clifford minimo

Sn/? (\/D x S™/? (\E) c st (3.37)

seja ponto critico de ®. Entdo ele é um minimo local estavel se, e somente se,

n=2.
Demonstragdo. Seja M o toro de Clifford minimo dado por (3.37). Por (3.36) temos

que

S1 =85 =0; o? = 1d; lla|]? = n;

1
Sy = _§||04||2 ==

n 1 1& n(n —2)
— S, =-82_ Nt =
27 ThT 92 42@ 8

Substituindo estes valores em (3.31), obtemos
5 [ NolPan = [ (2 Hessul? + alvul - = (Aw?) d

+ /M (SnuAu —2n|Vul* — (n + 4)uAu) du

2n(n—1) = 3n(n —2) —n(n — 4)}u2du,

[2| Hess u|* — i(Au)Q —2(n — 2)|Vu|2}du

{2(71 — 2)uAu — 2n(n — 4)u2}du (3.38)
> /M{ —2(n —2)|Vul* + 2(n — 2)ulAu — 2n(n — 4)u2} du,

de onde concluimos que, para n = 2, vale

3 [ llolPdp >0,
M
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e portanto M é estavel.

Para n > 4, como M é o produto de duas esferas, ambas com raio r = 1/ V2,
usando o espectro do Laplaciano da esfera como descrito por Chavel em [15, p.35]
e a férmula do Laplaciano de variedades produto como descrita por Berger et al.
em [8, p.144], temos que existe u, 1* autofungao de A, tal que Au+ 2nu = 0. Nesse

caso a expressao (3.38) pode ser escrita como

52/ l6|[2dp = / (2 Hoss uf® — 2(n — 2)|Val® — 2n(3n — 4)u*) du
M M

< /M (~2(n — 4)|Vul* - 2n(3r

onde na primeira desigualdade usamos o corolario 3.21. [

3.6 Teoremas de gap para o funcional ®

Nessa secao vamos analisar alguns teoremas de gap classicos e suas técnicas, com
o objetivo de obter versoes similares para os pontos criticos do funcional ® em
imersoes na esfera. No final vamos apresentar também um teorema de gap para

imersoes em formas espaciais de curvatura constante em geral.

3.6.1 O teorema de Alencar-do Carmo-Santos

Observacao 3.10. Os resultados citados nesta secao tiveram seus enunciados

reescritos de modo a sequir o resto da notagao deste texto (ver observagao 1.14).

Em [5], analisando o operador L, Alencar et al. provaram o seguinte resultado

referente a imersoes de hipersuperficies com curvatura escalar constante em S™+1.

Teorema 3.23 (Teorema 1.1 de [5]). Seja r: M™ — S"™! hipersuperficie fechada
orientdvel com curvatura escalar s = n(n — 1) (equivalentemente Sy = 0). Suponha

que S1 nao muda de sinal e a escolha orientagdo tal que S1 > 0. Suponha que

I[\/PLA|[* < Tr P,.

Entao
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(a) [[VPA|? =Tr Py;

(b) M™ ¢ totalmente geodésica ou M™ = S™ (ry) x S™(ry) C S", onde ny +ny =

2
n,ri+ri=1e (::j) = [ satisfaz a equacao quadrdtica
n(m — 1)52 — 2n1ngﬁ + TLQ(TLQ — 1) = 0. (339)

Observacao 3.11. Note que no caso de curvatura escalar constante, podemos

assumir sem perda de generalidades que s = n(n — 1).

Para isso foram utilizados os seguintes resultados auxiliares:

Lema 3.24 (Lema 3.7 de [4]). Seja r: M™ — Q"' uma imersio com curvatura

escalar constante s. Entao
1
L151 = HVO[HQ — ||V51||2 —+ (nc + SQ)HO[H2 — 551252 + 35153 — 5120 (340)

Lema 3.25 (Lema 4.1 de [4]). Seja r : M™ — Q" imersio com curvatura escalar

constante s. Suponha s —n(n — 1)c > 0. Entdo
IVel|* = [IVSi][* > 0. (3.41)

Teorema 3.26 (Teorema 4 de [35]). Seja M™ hipersuperficie isometricamente
imersa de S"*! tal que a sequnda forma fundamental é covariante constante. Entdio,
a menos de isometrias de ST, M™ é um subconjunto aberto de um toro da forma

S™(ry) X S"(rq), com 13 +13 =1 eny +ny = n.

Lema 3.27. Um toro de Clifford S™ (ry) x S™(ry) C S tem curvatura escalar
2
constante s = n(n — 1) (equivalentemente Sy = 0) se, e somente se, (TQ) =0

1
satisfaz a equagao

n1(ny — 1)% — 2n1ngB + ng(ny — 1) = 0. (3.42)
Demonstrag¢io. Para uma demonstragao do resultado ver [5, p.5-6]. ]

Vamos analisar o operador linearizado L; para obter resultado semelhante ao
teorema 3.23 para pontos criticos de ®. Primeiramente vamos refinar o teorema

3.17 para o caso em que Sy = 0.



Capitulo 8. O funcional norma L? da sequnda forma fundamental sem traco 94

Proposigao 3.28. Seja M™ um toro de Clifford isometricamente imerso em S™!

tal que So = 0. Se M € ponto critico de ®, entao

M = 82(7"1) X SZ(T’Q) C S5,

1 2443 1 2 -3
e ro = , ou 1=
\'3+3 2 3+4/3 T3 ¢ 3_3

Ny — 2
7_2 711,7127é

2. Se n; = ny = 2, substituindo em (3.42) temos 3% — 43 + 1 = 0, e portanto
=2+ /3. Nesse caso, como r? +r2 =1, segue que

2+¢_ 2—3
3+3 “\3+3 V3— CRT\3

Se f = 2= 5 substituindo em (3.42) temos
ny —

onde

Demonstragdo. Pelo teorema 3.17, temos que n; =ny =2 ou 8 =

ni(ng —1)(2 — n2)* — 2n1n9(2 — ny) (2 — ny) +na(ne — 1)(2 —ny)* = 0. (3.43)

Simplificando e usando que n; + ny = n obtemos

dn(n —1)

ning = n—}—8

Portanto, caso existam, n; e ny sao raizes inteiras positivas da equagao
(n +8)z* — n(n + 8)x +4n(n — 1) = 0, (3.44)

diferentes de 2. Mas as raizes dessa equagao sao

\/n2(n +8)2 — 16n(n — 1)(n + 8)

) 2(n + 8)

Em particular, a menor das raizes ¢é

16(n —1)
(1_41_ n(n+8))'

r(n) =

1\3\3
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Essa fungao é crescente e lim 7(n) = 4, portanto
n——+00

r(n) <4, VneN.

Como 1 e 3 nao sao raizes da equagao (3.44), temos que nao existem ny e ny inteiros

positivos diferentes de 2 satisfazendo (3.43). O

Temos entao o seguinte resultado referente ao funcional ®:

Teorema 3.29. Seja M™ uma hipersuperficie fechada isometricamente imersa em
S"* com curvatura escalar constante s = n(n — 1) (equivalentemente Sy = 0).
Suponhamos que M € ponto critico de ®, e que estd orientada de modo que S; > 0.
Se S? < 2n, entdo:

(i) M ¢€ totalmente geodésica; ou

(ii) n =4 e M = S*(ry) x S*(ry) C S®, onde

1 2+\f . _12—3
34V3 - 3+3 TVs s C P\ 3

Demonstracao. Pelo lema 3.40, usando que S, = 0 temos

L151 p— ||VO(||2 — ||V51||2 —|— nl|0&||2 + 35153 — Sf
= ||Val|> = ||[VSL|]> + (n — 1)5? + 35, S5. (3.45)

Por outro lado, a equagao de Euler-Lagrange (3.2) nos d&
2(n — 1)AS; + (n —1)S; +6n5; = 0,

o que implica

35,55 — — (” - 1) SAS, — (” ) st (3.46)

n 2n
Substituindo (3.46) em (3.45) obtemos

L) = ||ValP = [VSilF + (= St = (=) 5188, = ("5 st.
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—1
Somando <n > [|[V.S1]|? em ambos os lados obtemos

Dwsie-nst (1- 5.

n—1 o 2 9 <n
LiSi+ ("= ) ASE = |[ValP= VS| P+ o

Como M ¢é fechada, usando (1.34), (1.5) e integrando temos

n— S?
o= [, [Ivall = 1osiie+ () iosie - sz (1- 5 )

Uma vez que, por hipétese, S? < 2n e, pelo lema (3.25), ||[Val||? — ||[VS1]]* > 0,

temos que o lado direito da equacao acima ¢ nao negativo. Dai concluimos que

2 2 n—1 2 2 SQ _
(vl = 17silF) + (“=2) 198l + - sz (1- 55 o

Como todos os termos sao nao negativos temos
2
IVS17 =0,

e portanto S; é constante, e

52 (1 - ‘5;) 0. (3.47)

Como S; é constante, (3.47) implica S; = 0 (e portanto M é minima e totalmente

geodésica), ou S? = 2n em M.

Se S} = 2n, como ||[Va||* = ||[Va|]? — [|[VS1]]> = 0, temos que a segunda forma
fundamental de M é covariante constante. Pelo teorema 3.26, temos que M é parte
de um toro de Clifford com Sy = 0. Nesse caso, o lema 3.27 e a proposi¢ao 3.28

implicam que M = S%*(r;) x S%(ry) C S, onde
B 1 2+\f L 2-/3
Vsr v © 3+V3 V3B T \3-B

Observagao 3.12. Note que uma variedade tal que S = 0 € totalmente geodésica

se, e somente se, € totalmente umbilica. De fato, basta lembrar que ||a||? = S? — 25,
52
e que ||9]]* = [la* — =

n .
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3.6.2 O teorema de Alencar-do Carmo

Seja h constante, e para cada valor de h > 0, considere o polinémio

n—2 h?

Py(x) :x2+()hx—n<2+1>,
n(n—1) n

e seja By, o quadrado da raiz positiva da equagao P,(x) = 0. Em [3], com o objetivo

de estender o teorema de gap de Simons [53, p.94] para hipersuperficies de curvatura

média constante, no caso p = 1, Alencar e do Carmo demonstraram o seguinte

teorema:

Teorema 3.30 (Teorema 1.2 de [3]). Seja M"™ fechada, orientdvel e v : M™ — S"!
imersao isométrica com curvatura média constante, orientada de modo que h > 0.

Suponha que ||6||> < By, para todo p € M. Entdo:

(a) M ¢é totalmente umbilica, ou ||¢||* = B.
(b) ||¢|1? = By, se, e somente se:

(i) h=0 e M" € localmente um toro de Clifford.

n—1

(ii) h #0, n >3, e M™ é localmente um H(r)-toro com r* <
n

n—1

(iii) h #0, n =2, e M™ € localmente um H(r)-toro para todo r* #

Observagao 3.13. A defini¢io do polinomio Py(x) foi alterada de modo a sequir

a notacao para a curvatura média presente no resto deste texto.

Observagao 3.14. Um H(r)-toro em S é obtido considerando as imersoes

canonicas S*(r;) C R?, S"(ry) CR™, com % + 13 =1, e tomando o produto
Sl(rl) X S”fl(rg) C R2 X Rn7

Dessa forma podemos enzergar os H(r)-toros como imersos em S"1, e portanto,
um H (r)-toro é um toro de Clifford como dado pela defini¢io D.1, onde ny =n —1

eny = 1.
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Observacao 3.15. Em vista da nossa classificacao, pela observagdo 3.8, temos

que o unico H(r)-toro ponto critico de ® € o toro

o (\3) x5! ({3) =

que é um toro minimo, e portanto nao satisfaz nem a condicao (ii), e nem a

condigdo (iii) do teorema 3.30.

Além disso, pelo teorema 3.17, temos que os toros minimos que sao pontos criticos

M = S"? (\/g) x Sn/? (\/g) c S™H, (3.48)

Portanto, se M é um ponto critico de ® que satisfaz as condicoes do teorema de

de ® sao da forma

onde n € par.

Alencar-do Carmo, entao:

(a) M é totalmente umbilica ou;
(b) |6||> = Bn, h =0, n € par, e M™ é localmente um toro de Clifford da forma
(3.48).

Para demonstrar o teorema 3.30, os autores utilizaram o seguinte lema devido a
Okumura [46]:

Lema 3.31 (Lema 1 de [3]). Sejam w;, i =1,...,n nimeros reais tais que
Z:ul =0 € ZI’L? - ﬁ27
i=1 i=1
onde > 0 é uma constante. Entdo
-2 - -2
LD T g ;) (3.49)
n(n—1) i=1 n(n—1)

e a igualdade do lado direito (esquerdo) é valida se, e somente se, (n — 1) dos y;’s

$@o ndo positivos e iguais ((n — 1) dos p;’s sGo ndo negativos e iguais).
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Vamos usar o lema de Okumura e a equagao de Euler-Lagrange (3.5)

2n — 1)Ah — (n — h][6|P + 203 1 = 0,

i=1
para obter alguns resultados referentes ao funcional ®. Ao contrario do teorema
3.30, inicialmente nao iremos fazer nenhuma suposicao sobre a curvatura do espaco

ambiente.

Teorema 3.32. Dado n > 5, seja M"™ hipersuperficie conexa, fechada, isometrica-
mente imersa em Q" e com curvatura média h > 0. Se M é ponto critico de ®
satisfazendo
(n—4)y/n(n—1)
ol < — :
2n(n — 2)

entao M tem curvatura média constante e

(a) M é totalmente umbilica; ou

(n—4)y/n(n—1)

o) lloll = =50

revolugao.

h, e M estd contida em uma hipersuperficie de

Demonstragio. Multiplicando a equagdo (3.5) por h, somando 2(n — 1)||VA|[?,
utilizando (3.49) e o fato de que A > 0 obtemos

2(n — 1)hAh +2(n — 1)||VA||* = 2(n — 1)||VA||* + (n — 9)R%||9|]> — 2nh>_
=1

2n(n — 2)

> 2(n — 1)||Vh|]> + (n — 4)B?||¢||* —
n(n—1)

hllell’,  (3.50)

Como M é fechada, integrando e utilizando a 1% Identidade de Green (1.5), temos

que

~ 2n(n-—2)

——=||l| | dpu.  (3.51)
\/n(n—1) ) :

Como por hipétese ambos os termos da desigualdade acima sdo nao negativos

0> [ 20— 1)IIVhlPdu+ [ nlol (<n —4)h

temos que

1WA = 0. (3.52)
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Como M é conexa, segue que h é constante em M. Se h = 0, entao M é totalmente

umbilica. Se h > 0 o segundo termo da desigualdade (3.51) nos fornece:

H@FQ"—Qh—2mn_de0:0.
n(n—1)
Se existe p € M tal que ||¢]|(p) # 0, entao

(n—4)y/n(n—1)

0llp) = 5, gy > 0.

Assim, a continuidade de ||¢|| implica que

(n—4)y/n(n—1)
2n(n — 2) h

16]] = 0 ou ||| =

No caso em que ||¢|| = 0 temos que M é totalmente umbilica. Se

(n—4)y/n(n—1)
2n(n — 2) ’

eIl =

entdo ocorre a igualdade em (3.51) e (3.50). Assim, pelo lema 3.31, temos que M
possui n — 1 curvaturas principais iguais, e pela observacao 3.7 temos que M esta

contida em uma hipersuperficie de revolucao. O

Para ¢ € {0, 1}, o teorema pode ser simplificado da seguinte forma:

Teorema 3.33. Dado n > 5, seja M™ hipersuperficie conexa, fechada, isometrica-
mente imersa em Q"' com c € {0,1}, e curvatura média h > 0. Se M é ponto

critico de ® satisfazendo

(n—4)y/n(n—1)
2n(n —2) ’

o]l <

entao M ¢é totalmente umbilica.

Demonstracao. Pelo teorema anterior temos que M tem curvatura média constante

€

(i) M ¢ totalmente umbilica; ou
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(n—4)y/n(n—1)
2n(n — 2)

(i) [lof| =

revolucgao.

h, e M estd contida em uma hipersuperficie de

Se M tem curvatura média constante e estd contida em uma hipersuperficie de
revolugao, para ¢ = 1, temos que M estd contida em um H(r)-toro. Mas pela

observacao 3.8, o unico H(r)-toro ponto critico de ® é o toro minimo
1 1
St —| xSt —|cs?

Para ¢ = 0, pelo corolario 3.13 temos que M esta contida em uma esfera Euclidiana

que nao satisfaz n > 5.

de dimensdo n, o que implica ||¢|| = 0, e M totalmente umbilica. O

Como ultimo resultado, para n = 3, temos versoes similares dos teoremas 3.32 e
3.33:

Teorema 3.34. Seja M? hipersuperficie coneza, fechada, isometricamente imersa

em Q* e com curvatura média h > 0. Se M ¢é ponto critico de ® satisfazendo

1
191l < —5h,

entao M tem curvatura média constante e

(a) M é totalmente umbilica; ou

1
(b) ||| = %h, e M esta contida em uma hipersuperficie de revolugdo.

Demonstra¢io. Usando a equagao (3.5) para n = 3 e (3.49) obtemos
A0 = =h||6|* = 63 i} < |l@l1* (—h + V6l|g]|) < 0. (3.53)
i=1

Como M é fechada e Ah < 0, pelo principio do maximo de Hopf temos que h é

constante em M, e portanto

@[> (—=h + v6l[8][) = 0. (3.54)
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Argumentando por continuidade como na prova do teorema 3.32 obtemos
1611 =0, ou [lo]] = b
=0, ou = :
V6

No caso em que ||¢|| = 0 temos que M ¢ totalmente umbilica. Se

1
ol = %h,

entdo ocorre a igualdade (3.53). Assim, utilizando o lema 3.31 para n = 3, temos
que M possui 2 curvaturas principais iguais, e pela observagao 3.7 temos que M

esta contida em uma hipersuperficie de revolucao. O

Para ¢ € {0,1} o teorema 3.34 pode ser simplificado de maneira andloga ao teorema
3.32.

Teorema 3.35. Seja M? hipersuperficie coneza, fechada, isometricamente imersa
em Q2 com ¢ € {0,1} e curvatura média h > 0. Se M ¢é ponto critico de ®

satisfazendo
1
< 7]1’
el < 7

entao M ¢ totalmente umbilica.

Demonstracao. Pelo teorema anterior temos que M tem curvatura média constante

e

(i) M é totalmente umbilica; ou

1
(ii) ||o]| = —6h7 e M esté contida em uma hipersuperficie de revolugao.

V6

Se M tem curvatura média constante e estd contida em uma hipersuperficie de
revolugao, para ¢ = 1, temos que M estd contida em um H(r)-toro. Mas pela

observacao 3.8, o unico H(r)-toro ponto critico de ® é o toro minimo

(1<)

que nao satisfaz n = 3.
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Para ¢ = 0, pelo corolario 3.13 temos que M esté contida em uma esfera Euclidiana

de dimensao 3, o que implica ||¢|| = 0, e M totalmente umbilica. O
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APENDICE A - Polindmios simétricos e

tensores de Newton

Nesse apéndice descreveremos algumas propriedades basicas dos polinomios simé-

tricos e dos tensores de Newton que sao importantes no estudo das r-curvaturas

médias.
Definicao A.1. Seja K|xy, ..., x,| um anel comutativo. Um polindmio P(xy, ..., x,) €
Kl[xq,...,x,) € dito um polinémio simétrico quando, para toda permutag¢io o
dos indices 1,2,...,n, temos

P(zoay,. ., Tom)) = P(x1,...,2y).
Definicao A.2. Dadas as varidveis x1,...,x,, definimos os polinémios simé-
tricos elementares o1,...,0, € K[xy,...,x,] pelas formulas

0'0:1,

oL =21+ ...+ 2y,

Or = Z L1 Ly = oot Ty
11 <t2<...<ip
Op = X1X2 ... Tp.

Teorema A.3. (Teorema Fundamental dos Polindmios Simétricos) Todo polind-

mio simétrico K|xy,...,x,] pode ser escrito unicamente como um polinémio nos
polinomios simétricos elementares o1, ..., 0,.
Demonstragio. Ver [1, p.347]. H

Definicao A.4. Para k > 1, definimos a k-ésima soma de poténcias nas varidveis

L1y, Ty POT

n
(T, ) =Y @b =ab + .+ ak,
i=1
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E imediato verificar que p; sao polindmios simétricos para todo k£ > 1. Logo,
pelo Teorema Fundamental dos Polindmios Simétricos, pr admite representacao
polinomial nos polinémios simétricos elementares para todo k. Para obter essa

representagao usamos as conhecidas identidades de Newton [64]:

n

kog(z1, ... an) = > (=1 topi(zr, ... zn)piTn, ..oy T0),
i=1

sen>1len>k>1,e
n
i—1
O: Z (—1)1 ak,i(:ﬂl,...,xn)pi(:vl,...,xn),
i=k—n
se k > n. Usando a recursividade podemos inverter as férmulas para escrever os py

em funcao dos polindmios elementares simétricos o,,. Em geral temos

k—1
pk('rlv cee ,f['n) = <_1)k_1k0k('1:17 cee axk)+2(_1)k_1+zak—l(xlv cee axn)pi(xla s 7xN)7
i=1

paran>len>k>1,e

e

1
pr(Te, . xn) = Y (=D "o _i(wy, . )i, . T,

i=k—n

se k> n.

Em particular, para n > 3 temos

po =1,

p1 =01,

P2 = Uf — 209,

p3 = o) — 30104 + 303,

Py = Jf — 40%02 + 203 + 40103 — 404.

Demonstragdo da proposicao 1.26. Primeiramente vamos mostrar que P, e A co-
mutam. Faremos isso por indu¢ao. Como P, = Id é imediato que o resultado é
valido para Fy. Suponhamos que AP,_; = P,_1A. Temos entao
AP, = A(S,Id — AP,_1) = A(S,.Id — P,_1A)
=S.A—AP,_1A=(S1d— AP,_1)A
= P.A.
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Agora, vamos mostrar que P, é auto-adjunta. Novamente usaremos o método de
inducao. Como Py = Id é imediato que o resultado é valido para F,. Suponhamos

que P,_; seja auto-adjunta, ou seja,
(P, X,)Y)Y=(X,P.1Y) X, YeTM.
Entao

(PX,Y) = {((S,1d — AP,_)X,Y) = (5,IdX,Y) — (AP,_, X,Y)
= (X, S, 1dY) — (P,_1 X, AY) = (X, S, 1dY) — (X, P,_; AY)
= <X7 (Sr - Pr—l) Y> = <Xa PTY>

]

Demonstracao da proposicao 1.27. Dado k;, temos que S, pode ser dividido entre

termos que nao contem k; e termos que contém k;. Entao temos

B é exatamente S,.(A4;). C' é composto pelo produto de r— 1 curvaturas com excegao
de k;, logo C'= S,_1(4;). Portanto

Sr = Sr(Az) + kisrfl(Ai)a

e o resultado é imediato. O

Demonstracao da proposicao 1.28. Faremos a demonstragao por inducao. De ime-
diato temos que Py(e;) = Ide; = e; e So(A;)e; = e;. Suponhamos que P._;(e;) =

Sr—1(A;)e;. Temos entao

Pr(ei) = Srei = APT_leZ- = Srei — A(Sr(Al)el) = Srei — ST_l(Ai)A(BZ')
= Sre; — Srfl(Ai)kiei = (Sr - Srfl(Ai)k»ei
= Sr(Az)ez

Demonstracao da proposicao 1.29. Temos
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(a)

tr(Pry1) = tr(S,p1ld — AP,) = tr(S,411d) — tr(AP,),

= tr(APr) = tr(Sr+1[d) —tr(Pr+1) = nST+1 — (n— (T‘i‘ 1))Sr+1 = (T+ 1)Sr+l-

()
tT(APT_‘_l) =1tr (A(ST+1]CZ — APT> == SlST+1 - ('r + 2>ST’+2‘
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APENDICE B - Caélculos variacionais

Demonstracao do lema 2.1. Salvo menc¢ao em contrario vamos usar a notagao de
Einstein. Dada uma base {r;} base do espago tangente em cada ponto p € M,, sem
perda de generalidade, suponhamos que (r;,7;) = 0 em A;. Como § L r; para todo

j=1,...,n, temos que (£, r;) = 0. Logo,

0= ((& ;)i = (& i) + (& i)
o que implica
(G rj) = — (& ri5)-
Podemos entao calcular a variacdo da métrica g como se segue:

d
591']' = %<7’Z’,7’j> = 2(((57’)1, Tj) = 2<UZ£ -+ Ufi,’l”j>
t=0

= 2u;(&, 7)) + 2u(&i, ) = —2u(E, rij) = —2uay;.

Para calcular a variagao da inversa da métrica lembremos que g¥g;, = 6¢. Derivando

obtemos
0= (69" g + 9" (Ogu) = (39" ) g, — 2ug” cu,
= (69")gu. = 2ug” ouy.
Logo,
897 = 2ug" g’F oy, = 2ua.
Para calcular a variagao do elemento de volume faremos uso da férmula de
Jacobi [63, p.8]:

idetA:detAtr A‘lﬁ )
dt dt

Seja g = gzj a matriz de representacao da métrica. Temos entao

jtdet(g) = det(g) tr (g‘iéi) = det(g)(—2ug” oy;) = —Sjudet(g). (B.1)
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A variacao do funcional volume entao é dada por

5V =5 [ du= [ s\faet(gaa= [ ma(det(g»m (B.2)

_ _/Us1 det(g)dA:/M — Syudys.

Usando (B.2) temos que

5(dp) = d(6V) = d /M _Syudp = —Syudp.

Agora vamos calcular a derivada dos coeficientes da segunda forma fundamenta.

Por definicao

0(uj) = 6(&,7ij) = (08, i5) + (& 0rs). (B.3)
Vamos calcular os dois termos em separado. Como (£, £) = 1, temos que
(&,
0= e ey (B.4)

Em notagao tensorial a equa¢ao de Gauss (1.13) pode ser escrita como

_ 1k
rij = Iire + ai€ — giger.

Além disso, usando coordenadas normais os simbolos de Christofell se anulam, logo
(6€,735) = (0, (Thyre + i — gijer) ) = (5, —gijer)
= —cgij (6§, 1) = cgij (&, or) = cgiju. (B.5)
Pela férmula de Weingarten (1.10), temos
(&, 0riz) = (&, (u€)iz) = (& uii€ + wik; + u;&i + ulyy)

= uij + u(§, &ij) = uij — u(aﬁm, 04?7’0 (B.6)

l
= Ujj — UOéilOéj.

Portanto, usando (B.3), (B.5) e (B.6), temos que a variagao da segunda forma

fundamental é dada por

d(evj) = i — uailaé- + cgiju. (B.7)
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Assim, por (2.1) e (B.7) temos
S|lal)? = 5(0zijaij) = 5(gikgjlaklaij) = QUOéikgleéklaij + 2uajlgikaklaij
+ 9% g7 (g — wonsaf + cgru)ou; + g% g ag(ui; — uaisal + cgiju)
= 2uaikaial-j + QCgijaiju + 209 uyy

= 2(S} — 3515y + 353 + ¢S1)u + 2(a, Hess u),

onde na ultima passagem usamos

a*odoy; =3k} =S — 38915, + 3S;. (B.8)
=1

Demonstragao do lema 2.4. Temos
S(AF) =6 (g7 (fiy — TE fr)) = 0(g" fiy) — 6(g" T fr). (B.9)
Escrevendo 6 f = f, temos
(9" i) = (697) fij + 97 (0 fi5)
= 2uaV fi; + g9V, f
= 2u{ar, Hess f) + Af. (B.10)

Para o segundo termo vamos calcular a variacao dos simbolos de Christofell definidos

m (1.2). Assumindo um sistema de coordenadas normais temos

oy = ; (59kl> (gjti + Ging — Gija) + ;gkl ((0gj1)i + (6gi)j — (6gi;)1)
= uakl<gjl,i + Girg — Gij1) — ngl(ajz,i + i ; — @ij)
- gkl(uiajl + ujo — wovj)
= —ug™(ajii + iy — i) — 9" (g + v — wa;).

Assim

8(g T fi) = 8(g™ )T fi + g7 (6T3) fi + g"T50(fi) = 0+ g7 (6T3) fi + 0
= —g" (ngl(@jl,i + i — i) fr — gijgkl(ui%‘l + ujo — woj) fr
= —2ug” g™ aji; fi +ug” g iz fi — 297 M wiagfi + 97 g wou; fi.
(B.11)
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Como
—27«09”9“%’1,@' + Ugijgklaij,lfk = _ugijgklaij,lfka
temos
8(9 Ty fir) = —ug” g" iy fr. — 297 g wicviu fie + 9" gM wic; fi. (B.12)
Pela equacao de Codazzi (1.14)
Qije — Qig,j = Vi — Vo, = Eijklfl = c(Girdji — 5jk5il)€la
onde ¢! sdo as componentes do vetor unitario normal &. Daf segue que

ug? g"V s fr. = w(V'al) f; = u(Vial + RILEN f; = uSif; — uf;RI€
= uS]f; —ucfigle = uw(VS, V) —uc(Vf,E)
=u(VS, V),

pois Vf L & Além disso
Su = Vi(g7 i) = (Vig”)ai; + g7 (Viay;) = 0+ g7 Viay; = g7 iy,
pois estamos em um sistema de coordenadas normais. Logo, (B.12) é tal que

§(g"TE fi) = —ug g™ fio — 297 g uia fi + 9 g w; (B.13)
= —u(VS,Vf) —2a(Vu,Vf)+ 51 (Vu, V).

Por (B.10) e (B.13) temos que (B.9) é dado por
S(Af) = Af + 2u(a, Hess f) + u(VSy, V) 4 20(Vu, V) — S1(Vu, V).
Para calcular a variagdo de («, Hess f) primeiro observemos que
Villal|? = Vi@ ay;) = (Via?)ayj + oV i(ai;) = 207 (Viay;), (B.14)

pois 'l = g*gila,; e V;g" = 0 em coordenadas normais. Além disso, pela equagao
de Codazzi (1.14)

o’ (Vi) f' = aVi(ay) f' = o (Viaiy — Riji€®) f*
= (Tl V1) — Sicl, Vu) - cale, V1) = S (V]lal P, 91),
(B.15)
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pois £ L Vf.

Analogamente a (B.11) temos:

—6(aTf fro = =6(a)Tl fo — @ (6T0) fo — @ T56(fi) = 0 — & (6T%) fi + 0
= o (ug" (i + iy — i) fi + @7 g% (wiay + ujon — waj) fi

— 2ua¥ gFag fo — uadgMag i+ 207 s fi — o Mg fi.

Por (B.14) e (B.15) temos que

o 2uagMog fi = (V]al?, V)

oYty = S(Vllall?, V£

o 2aYgMua i, = 20%(Vu, Vf);

o« g wa;fi = [|a|P(Vu, V).
Logo

—al5(T) i = 20%(Vu, V) + 3 (Vllal £, V1) = [lal P(Va, V).

Segue entao que

&{a, Hess f) = 6(g" g o (fi; — Tl f))
= duaaj fi; + ¢"¢F (ViViu — uajog + gruc) fi; + o f;
- Oéij(fsrfj)fk
= (o, Hess f) + (Hess u, Hess f) + 3u(a?, Hess f)

Fuehf +20%(Vu, V) + Ju(llal’, V1) ~ [lol (Ve V).
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Demonstragio do lema 2.7. Pela férmula de Gauss (1.9) e usando (B.4) temos

)
§(Vyrj — V1, €)
= (Virj = V13, 08) + (6 (Voury = Vi) 1 €)
= (0(Very),&) = (5(Very),€)
(VieVers,€) = (5(Viry) . €)
= (Vi Vi, (u6) = R(u&,mi)r;, &) = 6( Vo3, €) + (V1. 66),
onde na ultima igualdade usamos a definicdo da curvatura Riemanniana (1.3).

Como (£,&) =1 temos (&, &) = 0. Além disso, usando a féormula de simetria (1.17)

temos
0ay) = (uig€ + & + wi&; + us; + uR(ri, )y, €)
= uy — w6, &) + u(R(ri, €)ry, €)

= w;; — ulabry, ofry) + w(R(ri, )ry, &)
= Uy — uailaj + URigj- (B.16)

Usando (2.1) e (B.16) temos

Sllal)* = §(a oz,]) (5(gikgﬂaklaij) = 2uo¢ikgﬂo¢klaij + 2uo¢jlgikozklaij
+ 9% ¢ (g — wonsf + uRieie) iy + 9™ g7 i (uij — uovisa + uRigje)
= 2uo/koziozij — 2uaij}§i§j§ + 20wy

— 2(S? — 3515, + 353 + A Rigje)u + 2(cr, Hess u),
onde na ultima passagem usamos

al ozkozz] Zk3 — 35155 + 355.
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APENDICE C - A segunda forma

fundamental sem traco

HII2
Afirmacgéao C.1. ||9||? = ||af|* — ||n||

Demonstragio. Com efeito, o produto interno de T, G : TM x TM — TM~* é dado
por

<T7 G> = gijgkl <T(8Z7 a’f)v G(8j7 8l>>

Assim
. H H
— Uk T A — g
g-g <azk ik o y Ot — g1 " >
— ||Oé||2 - ||H||2
n 7
uma vez que gYa;; = H. O

Afirmacao C.2. Tr¢ = 0.
Demonstracao. De fato,
Tr¢ =Tr (a — iHId) =Tr(a) — a_ 0,
onde /d é a matriz identidade. [

Afirmacgao C.3.

n

nlloll* = > (ki —&j)*.
i<j=1
Demonstracao. Primeiramente notemos que

n n 2
alloll = nllal? = 171 = n(3242) = (1)

i=1
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onde ki, ..., k, sao as curvaturas principais de M. Vamos mostrar por inducao que

i (ki — kj)* = ”(Zi: kf) - (il /%)2- (C.1)

1<j=1

Para k = 2 o resultado é imediato uma vez que
(k1 — k2)® = 2(k7 + k3) — (k1 + k2)*.

Suponhamos (C.1) valido para (n — 1), ou seja

n—1

E k= 1><z i) - (z k)

n n—1 n—1

SNo(ki— k)= > (ki — k) + > (ki — ky)?

i<j=1 i<j=1 i=1

= (n— 1)<§kf> - (”fki)ﬂ (n — 1)ki+n§k? —2kn<§k>

i=1

1
n—1 2 n—1

( k) + 2k, (Z k) + k2
i=1 i=1

2
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APENDICE D - O toro de Clifford

Definicao D.1. Dados dois nimeros inteiros positivos ny € ng com ny +ng =n, e
dois niimeros reais ry e ro tais que ri+13 = 1, chamamos a hipersuperficie produto
S™(ry) x S"2(ry) C S" das esferas S™i(r;) = {p; € R™ |p;| = r;}, i = 1,2, de
Toro de Clifford.

Nosso objetivo nessa secao é calcular as curvaturas principais para Toros de Clifford
em geral. Seja p = (p1,p2) um ponto de M = §™ (r;) x S"2(ry). Um vetor unitério

normal a M nesse ponto é dado por
T2 1

§= <—p1, pz) -
(&1 T2

Afirmacao D.1. £ ¢ ortogonal a M em todo ponto.

Com efeito, dado v = (vy,v2) € T,M, seja v : (—e,e) — M definida por

Y(t) = (1 (t), 12(1)),

parametrizacdo de uma curva em M tal que v(0) = p = (p1,p2) e ¥ (0) = v =

(v1,v9). Como v; € S™(r;) para i = 1,2, temos

(), () =7, i=1,2.

Derivando, obtemos
(7:(8), (1)) =0,
o que implica (p;,v;) = 0 para i = 1,2, e portanto £ L M.

Como
T2

€011 = (~Zn(0. 2(0).
isso implica

Ao = g = -E0OD) (T D).

ot T T2
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r r
Assim, se v = (+(0),0) temos Av = —v, e portanto — é curvatura principal de
1 T1
r
M com multiplicidade n;. Analogamente temos —-L ¢ curvatura principal com
T2
multiplicidade ns. Provamos entao o seguinte resultado:

Proposicao D.2. Se M é um Toro de Clifford, entao M tem curvaturas principais
r r

ki = 2 ko = ——1, com multiplicidades nq, e ny respectivamente.
1 )

Observacgao D.1. Se M é um toro de Clifford, entao M é uma variedade minima

se, e somente se,
2

ri

ni
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