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Resumo
Funcionais que dependem das curvaturas de uma superfície são objeto com apli-
cações em física e matemática. Em particular, é de interesse natural estudar os
minimizantes desses funcionais, bem como a estabilidade dos seus pontos críticos.
Definimos um funcional dependente das curvaturas média e escalar, para hiper-
superfíces de dimensão n imersas em uma variedade Riemanniana, e calculamos
sua primeira variação, obtendo a equação de Euler-Lagrange que caracteriza os
pontos críticos. No caso em que o ambiente é uma forma espacial de curvatura
constante, calculamos também a segunda variação, obtendo um critério para definir
a estabilidade destes pontos em termo de invariantes geométricos que dependem
apenas da primeira e da segunda forma fundamental. Como forma de demonstrar
a aplicabilidade dos resultados obtidos anteriormente, estudamos o funcional de
curvatura dado pela integral da norma ao quadrado da segunda forma fundamental
sem traço. Usando a equação de Euler-Lagrange, obtivemos informações sobre pon-
tos críticos com duas curvaturas principais distintas, com uma atenção particular
para as hipersuperfícies de rotação e os toros de Clifford. Além disso, estudamos a
estabilidade de alguns pontos críticos conhecidos. Por fim, reinterpretamos alguns
teoremas de gap de modo a obter mais informações sobre os pontos críticos, dando
uma ênfase maior às imersões na esfera Euclidiana.

Palavras-chave: Primeira e segunda variações; Estabilidade; Toros de Clifford;
Curvatura média; Hipersuperfícies rotacionais; Gap



Abstract
Functionals involving surface curvatures are objects with applications in physics
and mathematics. It is then natural to study the minimizers of these functionals,
as well as the stability of its critical points. We consider a general functional
on n-dimensional hypersurfaces immersed in a Riemannian manifold, which is
dependent on the mean and scalar curvatures, and we calculate its first variation
obtaining its Euler-Lagrange equation that characterize the critical points. When
the ambient space is a space form we also calculate its second variation obtaining
its a stability criteria in terms of geometric invariants dependent on the first and
the second fundamental form. As a way to demonstrate the applicability of the
results, we studied the functional given by the integral of the square norm of
the traceless second fundamental form. Using the Euler-Lagrange equation, we
obtained information about critical points with two distinct principal curvatures,
with particular attention to rotational hypersurfaces and Clifford tori. Furthermore,
we study the stability of some known critical points. At the end we reinterpret some
gap theorems for immersions in the Euclidean Sphere, to obtain some information
about the critical points of the functional.

Keywords: First and second variations; Stability; Clifford Tori; Mean curature;
Rotationals hypersurfaces; Gap
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Introdução

Problemas de otimização estão entre os principais no desenvolvimento da matemá-
tica. A questão de, dentre possíveis soluções, encontrar uma solução “ótima”, isto
é, a que melhor se enquadra em características pré-estabelecidas, permeia todo o
nosso desenvolvimento.

Na busca da resolução desse tipo de questão, o cálculo variacional é um dos principais
pilares. Embora se relacione sua origem ao Problema da Braquistócrona [29]
proposto por Johann Bernoulli em 1696, com o passar do tempo as técnicas do
cálculo das variações se mostraram muito versáteis, podendo ser utilizadas pare
resolver desde problemas da antiguidade, como o problema isoperimétrico [19, p.37],
até problemas modernos da mecânica quântica [42] .

Na geometria, seja por motivações vindas das ciências aplicadas, como o trabalho
de elasticidade de Sophie Germain no início do século XIX, ou por questões teóricas
relacionadas à estrutura das superfícies em R3, como os trabalhos de Willmore nos
anos 60 do século XX [62], problemas envolvendo a busca de minimizantes para
certos tipos de energia são importantes objetos de estudo.

Sabemos que a geometria local de uma superfície M em R3 em torno de um ponto p ∈
M é descrita por suas curvaturas principais k1 e k2, que são as curvaturas máxima
e mínima entre todas as interseções da superfície com planos perpendiculares à
mesma passando por p.

A matriz

A =
k1 0

0 k2

 ,

é chamada segunda forma fundamental da superfície. As funções H = tr A =
(k1 + k2) e K = det A = k1k2, das curvaturas principais são chamadas curvatura
média e curvatura de Gauss, respectivamente.

Em 1811, Sophie Germain [24] propôs que a energia elástica de placas finas deveria
ser medida pela integral sobre a superfície de uma função par e simétrica sobre as
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curvaturas principais. Mais especificamente:

E(M) = 1
4

∫
M

(k1 − k2)2dµ =
∫

M

(
H2 − K

)
dµ,

onde dµ é o elemento de área de M .

Em 1973, Helfrich [31], após a confirmação da existência das bicapas lipídicas nos
anos de 1950, propôs um modelo para o comportamento dessas biomembranas (que
são finas o suficiente para serem aproximadas por superfícies bidimensionais), cuja
energia por unidade de área era dada pela integral de um funcional que dependia
de certas constantes físicas e das curvaturas principais da superfície.

Willmore [62], nos anos de 1960, buscava imersões de superfícies compactas no R3

que fossem minimizantes para uma certa energia natural. Willmore associou a cada
superfície compacta M ⊂ R3 o funcional que veio a ser conhecido como Energia de
Willmore:

W (M) =
∫

M
H2dµ. (1)

Esse funcional já vinha sendo estudado independentemente desde os anos de 1920
por Blaschke [9] e seu aluno Thomsen [55], que estudavam invariantes pela ação de
grupos de transformações na teoria das superfícies. Nesse contexto, a energia de
Willmore se mostrava um objeto muito interessante, uma vez que é invariante pela
ação de transformações conformes, como demonstrado por White [61].

Tanto os problemas relacionados à elasticidade e ao comportamento das biomem-
branas ( [57], [47] [13], [12] [56]), quanto o funcional de Willmore ( [10], [11], [44],
[27], [40]), ainda hoje motivam uma extensa literatura científica.

Do ponto de vista matemático, todos esses problemas são intimamente conectados.
Uma vez que o teorema de Gauss-Bonnet implica que a integral da curvatura
Gaussiana sobre a superfície M é determinada pela topologia da superfície, temos
que em uma superfície fechada as energias citadas coincidem a menos de uma
constante.

Além disso, como observado por Marques e Neves em [41], a energia de Willmore é
o exemplo mais simples possível nas condições propostas por Germain (com exceção
do funcional área).
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Apesar de ainda haverem muitas questões a serem respondidas no que diz respeito
ao funcional de Willmore, em várias áreas aparecem também motivos para consi-
derar generalizações do mesmo, ou ainda funcionais de curvatura cada vez mais
complicados ( [58], [51]).

Uma vez que vários problemas físicos ocorrem em espaços não Euclidianos, faz
sentido generalizar o estudo dos funcionais de curvatura para superfícies imersas em
espaços de curvatura constante mais gerais, como feito por Gruber et al. em [26].

Do ponto de vista teórico, generalizar o problema para variedades n-dimensionais
imersas em espaços de dimensão n + 1 é um passo natural. Considerando S1 a soma
das curvaturas principais, e S2 a soma dos produtos dois a dois, temos que em
um certo sentido S1 e S2 generalizam as curvaturas médias e escalar da imersão,
respectivamente. Assim, indo além do proposto em [26], vamos considerar funcionais
da forma

F (M) :=
∫

M
E(S1, S2)dµ, (2)

onde M é uma variedade n-dimensional imersa em um espaço de dimensão n + 1,
com curvatura seccional constante e dµ é o elemento de volume de M . O primeiro
capítulo estabelece as notações e contém uma coletânea de resultados conhecidos
que serão usados ao longo do texto. No início do capítulo 2 generalizamos as
fórmulas da primeira e segunda variação obtidas em [26], para imersões do tipo
Mn → Qn+1

c , onde Qn+1
c representa os espaços completos, simplesmente conexos de

curvatura seccional constante c, onde c = 0, 1 ou −1.

Ainda no capítulo 2, indo além do proposto nos artigos citados anteriormente,
generalizamos o cálculo da 1ª variação de funcionais da forma (2) para imersões
do tipo Mn → Nn+1, nos casos em que N é uma variedade de Einstein e em que
N é uma variedade Riemanniana qualquer. Além disso, obtivemos a equação de
Euler-Lagrange para funcionais da forma (2) em ambos os casos.

Mais especificamente, seja Mn uma hipersuperfície isometricamente imersa em uma
variedade Riemanniana Nn+1, e considere uma variação suave à um parâmetro,
normal de Mn, isto é, uma aplicação r : M × R → Nn+1 dada por

r(x, t) := rt = r0(x) + tu(x)ξ, (3)

onde r0 é a imersão original, ξ é um campo unitário normal à M , e u ∈ C∞
c (M).
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Nessas condições, temos os seguintes resultados:

Teorema A (Fórmula da Primeira Variação). Seja M ⊂ Nn+1 hipersuperfície
imersa em uma variedade Riemanniana Nn+1, e seja r(·, t) uma variação à um
parâmetro de imersões como em (3). Então, a primeira variação do funcional (2),
é dada por

δ
∫

M
E(S1, S2)dµ =

=
∫

M
[(ES1 + S1ES2) ∆u − ES2⟨α, Hess u⟩] dµ +

∫
M

[ (
S2

1 − 2S2 + R̃ic(ξ, ξ)
)
ES1

+
(
S1S2 − 3S3 + S1R̃ic(ξ, ξ) − αijR̃ξ

iξj

)
ES2 − S1E

]
udµ,

onde R̃ξ
iξj são os coeficientes da curvatura Riemanniana interpretada como um

(1, 3)-tensor, R̃ic(ξ, ξ) é o tensor de Ricci e αij são os termos do tensor de tipo
(0, 2) g−1 · g−1 · α, obtido contraindo duas vezes a segunda forma fundamental α

com o inverso da métrica Riemanniana.

Teorema B (Equação de Euler-Lagrange). Seja M ⊂ Nn+1 hipersuperfície
imersa em uma variedade Riemanniana Nn+1, e seja r(·, t) uma variação à um
parâmetro de imersões como em (3). Então, a equação de Euler-Lagrange do
funcional (2) é dada por

∆ES1 +
(
S2

1 − 2S2 + R̃ic(ξ, ξ)
)
ES1 +

(
S1S2 − 3S3 + S1R̃ic(ξ, ξ) − αijR̃ξ

iξj

)
ES2

− S1E + S1∆ES2 − ES2 div(X2) − ⟨α, Hess ES2⟩ − 2R̃ic(ξ, ∇ES2) = 0,

onde X2 ∈ TM é definido por ⟨X2, Y ⟩ = R̃ic(ξ, Y ), para todo Y ∈ TM .

Ao final do capítulo 2, novamente considerando imersões do tipo Mn → Qn+1
c ,

calculamos a fórmula geral da variação das curvaturas r-médias, o que nos fornece
imediatamente o suficiente para calcular a 1ª variação para funcionais de curvatura
na forma

L(M) :=
∫

M
E(S1, . . . , Sn)dµ, (4)

onde Sk é a soma dos produtos de k curvaturas principais, para cada k = 1, ..., n.
Esse resultado foi originalmente obtido por Reilly [49] nos anos de 1970, e forneceu
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uma boa ferramenta para o cálculo da variação de funcionais da forma (4), em
variedades com ou sem bordo. Aqui apresentaremos uma demonstração diferente,
que usa apenas resultados elementares da teoria dos polinômios simétricos e o
princípio da indução.

Ainda no contexto das possíveis generalizações do funcional de Willmore, embora a
definição (1) faça sentido para imersões em espaços mais gerais, ela não se mantém
um invariante conforme.

Em [16], Chen mostrou que, do ponto de vista das aplicações conformes, a me-
lhor maneira de generalizar o funcional de Willmore para superfícies imersas em
variedades mais gerais é estudar o funcional 1

Φ(M) =
∫

M
||ϕ||2dµ, (5)

onde ||ϕ||2 = 1
2(k1 − k2)2 é a norma da segunda forma fundamental sem traço, isto

é, ϕ = A − 1
2Hg.

Ao longo dos anos, vários trabalhos referentes a generalizações do funcional de
Willmore surgiram. Em [27], Guo estudou generalizações do funcional (5) que se
mantinham invariantes conformes em espaços de dimensão e codimensão arbitrárias.
Essas mesmas generalizações aparecem em [32], onde Li e Hu, usando o método do
referencial móvel, calcularam a equação de Euler-Lagrange dos funcionais

W (M) =
∫

M

(
||α||2 − ||H||2

n

)n/2

dµ,

para imersões da forma r : Mn → Nn+p, onde M e N são variedades Riemannianas
de dimensões n e n + p respectivamente.

Observação. Quando n = 2, o funcional W coincide com o funcional Φ.

Vários resultados referentes a existência de pontos críticos do funcional de Willmore
em formas espaciais surgiram com o passar do tempo ( [38], [28], [60]). Em [43],
Mondino obteve resultados de existência de superfícies que são pontos críticos do
funcional Φ em variedades de curvatura seccional não constante.

1 Em [17] o funcional aparece na forma Φ(M) = 1
2
∫

M
||ϕ||2dµ.
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Nesse trabalho vamos abordar outra possível generalização para o funcional (5).
Do ponto de vista geométrico, Φ é um funcional que mede o quanto M deixa de ser
totalmente umbílica, isto é, de ter as curvaturas principais iguais em todo ponto.

No capítulo 3 nos dedicamos principalmente a estudar o funcional Φ para hiper-
superfícies imersas em formas espaciais de curvatura constante. A primeira seção
deste capítulo é dedicada às definições básicas e resultados elementares relacionados
ao funcional (5).

Existem vários exemplos interessantes de variedades com apenas duas curvaturas
principais distintas, como as hipersuperfícies rotacionais (definição 1.39) e os toros
de Clifford (definição D.1). Com essa motivação, a seção 3.2 tem como objetivo
fazer um estudo inicial dos pontos críticos do funcional Φ com duas curvaturas
principais distintas.

A seção 3.3 é dedicada a discussão sobre possíveis soluções rotacionais com curvatura
média constante para a equação de Euler-Lagrange do funcional Φ. Nela mostramos
que essa condição é muito restritiva quando o espaço ambiente tem curvatura
constante não-negativa. Quando o ambiente é Euclidiano, as únicas soluções são as
esferas (Corolário 3.13). Para imersões em Sn+1, as soluções são as hipersuperfícies
totalmente umbílicas ou, quando n = 2, as superfícies mínimas (Corolário 3.15).

Existe uma extensa literatura relacionando toros de Clifford a funcionais que
dependem das curvaturas da variedade ( [40], [41], [34]). A seção 3.4 se dedica a
estudar as condições para que um toro de Clifford imerso em Sn+1 seja ponto crítico
do funcional (5). Esse tipo de solução fica caracterizada pelo seguinte resultado:

Teorema C. Se Mn = Sn1 (r1) × Sn2 (r2) ⊂ Sn+1 é ponto crítico do funcional Φ,
então ou n1 = n2 = 2, ou n ̸= 4 e

r2
1 = n2 − 2

n − 4 e r2
2 = n1 − 2

n − 4 .

Em particular, se M é mínima, então n1 = n2 e r2
1 = r2

2 = 1
2 .

A seção 3.5 é direcionada a testar a aplicabilidade da fórmula da 2ª variação obtida
no capítulo 2 como ferramenta de estudo da estabilidade dos pontos críticos do
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funcional (5). Em particular, sobre os toros de Clifford estudados na seção anterior,
vale o seguinte:

Teorema D. Seja n um número par, e suponha que o toro de Clifford mínimo

Sn/2

√1
2

× Sn/2

√1
2

 ⊂ Sn+1,

seja ponto crítico de Φ. Então ele é um mínimo local estável se, e somente se,
n = 2.

Por último, na seção 3.6 reinterpretamos alguns teoremas clássicos de gap na esfera
Euclidiana, obtendo algumas restrições aos pontos críticos de baixa energia do
funcional Φ.

Quando M é uma hipersuperfície fechada com curvatura escalar constante imersa em
Sn+1, analisando o operador linearizado L1 (1.18), obtivemos o seguinte resultado:

Teorema E. Seja Mn uma hipersuperfície fechada isometricamente imersa em
Sn+1, com curvatura escalar constante s = n(n − 1) (equivalentemente S2 = 0).
Suponhamos que M é ponto crítico de Φ, e que está orientada de modo que S1 ≥ 0.
Se S2

1 ≤ 2n, então:

(i) M é totalmente geodésica; ou

(ii) n = 4 e M = S2(r1) × S2(r2) ⊂ S5, onde

r1 =
√

1
3 +

√
3

e r2 =

√√√√2 +
√

3
3 +

√
3

, ou r1 =
√

1
3 −

√
3

e r2 =

√√√√2 −
√

3
3 −

√
3

.

Por último, como a equação de Euler-Lagrange não depende da curvatura do
ambiente, usando a desigualdade de Okumura [46], provamos os seguinte teoremas
de gap para imersões em espaço de curvatura seccional constante:

Teorema F. Dado n ≥ 5, seja Mn hipersuperfície conexa, fechada, isometrica-
mente imersa em Qn+1

c e com curvatura média h ≥ 0. Se M é ponto crítico de Φ
satisfazendo

||ϕ|| ≤
(n − 4)

√
n(n − 1)

2n(n − 2) h,
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então M tem curvatura média constante e

(a) M é totalmente umbílica; ou

(b) ||ϕ|| =
(n − 4)

√
n(n − 1)

2n(n − 2) h, e M está contida em uma hipersuperfície de
revolução.

Teorema G. Seja M3 hipersuperfície conexa, fechada, isometricamente imersa
em Q4

c e com curvatura média h ≥ 0. Se M é ponto crítico de Φ satisfazendo

||ϕ|| ≤ 1√
6

h,

então M tem curvatura média constante e

(a) M é totalmente umbílica; ou

(b) ||ϕ|| = 1√
6

h, e M está contida em uma hipersuperfície de revolução.

Os apêndices contém algumas definições e informações auxiliares que podem ser
úteis no entendimento do texto.
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1 Preliminares

Neste capítulo fixaremos as principais notações usadas na teoria, e revisaremos
algumas noções e definições básicas da teoria das variedades Riemannianas que
serão utilizadas posteriormente.

Observação 1.1. Notações:

• Uma variedade Riemanniana M de dimensão n será denotada por Mn, exceto
em casos em que a dimensão seja irrelevante ou esteja subentendida.

• Usaremos a notação de Einstein. Assim, sempre que um índice que aparece
duas vezes em uma expressão matemática, uma em cima e outra em baixo,
isso significa que aquela expressão deve ser considerada como um somatório
nesse índice. Por exemplo, Γk

ijrk =
n∑

k=1
Γk

ijrk.

1.1 Variedades diferenciáveis

1.1.1 Introdução
Essa subseção teve como base principal do Carmo [20] e Lee [36].

Definição 1.1. Uma variedade diferenciável de dimensão n é um conjunto M e
uma família de aplicações biunívocas xα : Uα ⊂ Rn → M de abertos Uα de Rn em
M tais que

(a) ⋃α xα(Uα) = M .

(b) Para todo par α e β, com xα(Uα)⋂xβ(Uβ) = W ̸= ∅, os conjuntos x−1
α (W ) e

x−1
β (W ) são abertos em Rn e as funções x−1

β ◦xα : Rn → Rn são diferenciáveis.

(c) A família {(Uα, xα)} é maximal relativamente a (a) e (b).
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A família {(Uα, xα)} é chamada parametrização de M . Os pares {(Uα, x−1
α )} são

chamadas cartas locais, e a união de cartas cujos domínios cobrem M é chamada
atlas.

O sistema de cartas permite que a diferenciabilidade das funções reais seja estendida
para funções entre variedades:

Definição 1.2. Uma aplicação f : Mm → Nn entre variedades diferenciáveis é
dita diferenciável em p ∈ M se dada uma parametrização y : V ⊂ Rn → Nn em
f(p) existe uma parametrização x : U ⊂ Rm → Mm em p tal que f(x(U)) ⊂ y(V )
e a aplicação

y−1 ◦ f ◦ x : U ⊂ Rn → Rm,

é diferenciável.

Uma grande parte da teoria básica das variedades diferenciáveis consiste em tentar
estender conceitos da teoria das superfícies em R3. Vejamos alguns casos.

Definição 1.3. Seja M uma variedade diferenciável. Uma aplicação diferenciável
γ : (−ϵ, ϵ) → M é chamada uma curva em M . Suponha que γ(0) = p ∈ M , e seja
C∞(M) o conjunto das funções diferenciáveis em M . O vetor tangente à curva γ

em t = 0 é a função γ′(0) : C∞(M) → R dada por

γ′(0)f = d(f ◦ γ)
dt

∣∣∣∣∣
t=0

, f ∈ C∞(M).

Um vetor tangente em p é o vetor tangente em t = 0 de alguma curva γ :
(−ϵ, ϵ) → M com γ(0) = p. O conjunto dos vetores tangentes a M em p será
indicado por TpM .

É possível mostrar [20, p.9], que o vetor tangente a uma curva γ em p depende
apenas das derivadas de γ em um sistema de coordenadas. Além disso, também é
possível verificar que o conjunto TpM , com as operações usuais de funções, formam
um espaço vetorial de dimensão n chamado espaço tangente de M em p. A união
TM =

⋃
p∈M

TpM é chamado fibrado tangente de M .
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Definição 1.4. A diferencial de uma função diferenciável f : Mm → Nn é a
aplicação df : TM → TN cuja restrição a p ∈ M é dada por dfp(v) = (f ◦ γ)′(0) ∈
Tf(p)N para qualquer γ : (−ϵ, ϵ) → M tal que γ(0) = p e γ′(0) = v.

Podemos classificar alguns tipos de funções diferenciáveis de acordo com as propri-
edades da sua diferencial.

Definição 1.5. Uma aplicação diferenciável f : Mm → Nn é uma imersão se
dfp é injetiva para todo p ∈ M . A diferença n − m é chamada codimensão da
imersão.

Se, além disso, f é um homeomorfismo sobre f(M) ⊂ N , dizemos que f é um
mergulho de M em N e que M é uma subvariedade de N .

Definição 1.6. Um campo vetorial X em M é uma função X : M → TM tal
que Xp ∈ TpM para todo p ∈ M .

Chamamos de fibrado cotangente o espaço dual T ∗M = (TM)∗ dos funcio-
nais lineares em TM . Assim, uma 1-forma diferenciável dx em M é uma seção
diferenciável de T ∗M .

Vamos finalizar essa subseção relembrando a importante noção de orientabilidade
para variedades.

Definição 1.7. Uma variedade diferenciável M é orientável se M admite uma
estrutura diferenciável {(Uα, xα)} tal que, para cada par de índices α, β tais que
xα(Uα)⋂xβ(Uβ) ̸= ∅, a diferencial da mudança de coordenadas x−1

β ◦ xa tem
determinante positivo. Caso contrário, M é não orientável. Se M é orientável,
uma estrutura diferenciável satisfazendo a condição acima é denominada uma
orientação para M .

1.1.2 Integração em variedades
Nosso objetivo nessa subseção é enunciar alguns resultados clássicos de integração
da teoria das variedades. Para isso, vamos começar estendendo para variedades o
conceito das formas diferenciais do espaço Euclidiano (para um aprofundamento
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maior no caso real recomendamos Lima [39], e para o estudo em variedades do
Carmo [21], que serviu como base para essa subseção).

Definição 1.8. Seja Mn uma variedade diferenciável. Uma k-forma exterior ω

em M é a escolha, para cada p ∈ M , de um elemento ω(p) do espaço Λk(TpM)∗ de
formas k-lineares alternadas definidas no espaço tangente TpM .

Definição 1.9. Uma k-forma diferenciável em uma variedade diferenciável Mn é
uma k-forma exterior tal que, em algum sistema de coordenadas, sua representação
é diferenciável.

Agora, seja M uma variedade compacta com estrutura diferenciável {(Uα, xα)},
coberta por uma família de vizinhanças coordenadas {Vα}, tal que Vα = xα(Uα),
e ω uma n-forma diferencial em M com suporte K. Se K está contido em uma
vizinhança coordenada Vα, e a representação local ωα de ω em Uα é

ωα = aα(x1, . . . , xn)dx1 ∧ · · · ∧ dxn,

definimos ∫
M

ω =
∫

Vα

ωα =
∫

Uα

aαdx1 · · · dxn,

onde o lado direito é uma integral múltipla em Rn. Se K está contido em outra
vizinhança coordenada Vβ, é possível mostrar que a definição acima independe da
escolha da vizinhança [21, p.70].

Definição 1.10. Seja Mn uma variedade orientável com uma cobertura {Vα} e ω

uma n-forma sobre Mn. Definimos∫
M

ω =
∑

i

∫
M

φiω,

onde {φi} é uma partição diferenciável da unidade subordinada à cobertura {Vα}.

Observação 1.2. Para verificar que a integral está bem definida e outros detalhes
ver [21, pp.69-75].

Outro conceito importante para a teoria de integração em variedades é o conceito
de variedade com bordo. Seja Hn = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn; x1 ≤ 0} um semi-espaço
de Rn.
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Definição 1.11. Uma variedade diferenciável n-dimensional com bordo (regular)
é um conjunto M , juntamente com uma família de aplicações injetivas xα : Uα ⊂
Hn → M , de conjuntos abertos de Hn em M , tais que:

(a) ⋃α xα(Uα) = M ,

(b) Para todo o par α, β com xα(Uα)⋂xβ(Uβ) = W ̸= ∅, os conjuntos x−1
α (W ) e

x−1
β (W ) são abertos em Hn e as aplicações x−1

β ◦ xα são diferenciáveis.

(c) A família {(Uα, xα)} é maximal relativamente às propriedades dos itens (a) e
(b).

Um ponto p ∈ M é chamado um ponto de bordo em M se, para alguma parame-
trização x : U ⊂ Hn → M em torno de p, tivermos que x(0, x2, . . . , xn) = p. O
conjunto dos pontos de bordo em M é denominado bordo de M e denotado por
∂M . O resultado abaixo pode ser encontrado em [21, p.79].

Proposição 1.12. O bordo ∂M de uma variedade diferenciável n-dimensional M

com bordo é uma variedade diferenciável (n − 1)-dimensional. Além disso, se M é
orientável, então a orientação de M induz uma orientação em ∂M .

Vamos enunciar agora o teorema de Stokes, que será utilizado muitas vezes nesse
texto.

Teorema 1.13. (Teorema de Stokes) Seja Mn uma variedade diferenciável n-
dimensional com bordo, compacta e orientada. Seja ω uma (n−1)-forma diferencial
em M , e seja i : ∂M → M a aplicação de inclusão de ∂M em M . Então∫

∂M
i∗ω =

∫
M

dω.

Demonstração. Ver [21, p.80].

1.1.3 Variedades Riemannianas
Uma vez estabelecidos os principais conceitos referentes às variedades diferenciáveis,
vamos nos restringir àquelas que possuem certas propriedades métricas. As principais
fontes de estudo para essa subseção foram do Carmo [20] e Lee [37].
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Definição 1.14. Seja M uma variedade diferenciável. Uma métrica Rieman-
niana ou 1ª forma fundamental g(·, ·) em M é um (0, 2)-tensor simétrico,
diferenciável e positivo definido.

A métrica Riemanniana define um produto interno em cada espaço tangente TpM ,
escrito como ⟨X, Y ⟩ = g(X, Y ) para X, Y ∈ TpM . Em coordenadas locais a métrica
Riemanniana pode ser escrita como

g = gijdxi ⊗ dxj, (1.1)

onde {∂i}n
i=1 é base uma coordenada de TpM , gij = ⟨∂i, ∂j⟩ é uma matriz simétrica

positiva definida de funções suaves e {dxi} são as diferenciais coordenadas em Rm

definidas por dxi(∂j) = δi
j. O par (M, g) é chamado variedade Riemanniana

(quando possível omitiremos g).

Observação 1.3. A métrica (1.1) possui uma inversa g−1 = gij∂i ⊗ ∂j cujas
componentes são determinados pela relação gikgkj = δi

j.

Observação 1.4. Se M é uma variedade Riemanniana, então existe um iso-
morfismo canônico entre TM e T ∗M . Com efeito, dado X = X i ⊗ ∂i ∈ TM ,
esse isomorfismo (chamado aplicação bemol Z) leva X → ⟨X, ·⟩ = gijX

j ⊗ dxi =
Xi ⊗ dxj ∈ T ∗M , a 1-forma associada à X. Analogamente sua inversa (chamada
aplicação sustenido \), leva w = Xjdxj ∈ T ∗M em gijXj ⊗ ∂xi = Xj ⊗ ∂xj ∈ TM .
No cálculo tensorial, com um certo abuso de notação e expressão, esses isomorfismos
são usados para “subir” ou “descer” os índices de um tensor.

A importante noção de conexão surge como uma maneira de definir uma espécie
de operação de derivação de campos vetoriais.

Definição 1.15. Uma conexão afim em (M, g) é uma aplicação TM × TM →
TM , denotada por (X, Y ) → ∇XY satisfazendo

(a) ∇fX+hY Z = f∇XZ + h∇Y Z,

(b) ∇X(Y + Z) = ∇XY + ∇XZ,

(c) ∇X(fY ) = f∇XY + X(f)Y ,
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onde X, Y , Z ∈ TM , e f e h são funções diferenciáveis em M .

A torção de uma conexão é dada por

T (X, Y ) = ∇XY − ∇Y X − [X, Y ],

onde [X, Y ] = XY − Y X. Dizemos que uma conexão é compatível com a métrica
g se satisfaz

X⟨Y, Z⟩ = ⟨∇XY, Z⟩ + ⟨Y, ∇XZ⟩,

para todos X, Y, Z ∈ TM . O teorema de Levi-Civita [20, p.61], diz que dada uma
variedade Riemanniana existe uma única conexão compatível com a métrica e cuja
torção é nula. Essa conexão é chamada conexão Riemanniana em (M, g). As
componentes de uma conexão Riemanniana são representados em termos de uma
base {∂k} como ∇∂i

∂j = Γk
ij∂k, onde Γk

ij são os chamados símbolos de Christoffel
da conexão. Esses símbolos podem ser escritos em função da métrica [20, p.62] da
seguinte forma:

Γk
ij = 1

2gkl (gjl,i + gil,j − gij,l) , (1.2)

onde gij,l = ∂lgij.

Definição 1.16. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M é uma corres-
pondência que associa a cada par X, Y ∈ TM uma aplicação R(X, Y ) : TM → TM

dada por
R(X, Y )Z = ∇X∇Y Z − ∇Y ∇XZ − ∇[X,Y ]Z. (1.3)

Em [36, p.118] prova-se que a curvatura Riemanniana pode ser interpretada com o
(1,3)-tensor

R(X, Y )Z = ([∇X , ∇Y ] − ∇[X,Y ])Z = Rl
ijkdxi(X) ⊗ dxj(Y ) ⊗ dxk(Z) ⊗ ∂l,

onde os Rl
ijk são definidos por

R(∂i, ∂j)∂k = Rl
ijk∂l.

Observação 1.5. Em alguns casos a curvatura Riemanniana é interpretada como
o (0,4)-tensor definido por

⟨R(X, Y )Z, W ⟩ = Rijkldxi(X) ⊗ dxj(Y ) ⊗ dxk(Z) ⊗ dxl(W ),

onde Rijkl = ⟨R(∂i, ∂j)∂k, ∂l⟩.
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Dentre as propriedades da curvatura Riemanniana destacamos o resultado abaixo,
cuja demonstração pode ser encontrada em [20, pp.101-102].

Proposição 1.17. O tensor curvatura satisfaz

(a) R(X, Y ) = −R(Y, X),

(b) ⟨R(X, Y )Z, W ⟩ = −⟨R(X, Y )W, Z⟩,

(c) ⟨R(X, Y )Z, W ⟩ = ⟨R(Z, W )X, Y ⟩,

(d) R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z, X)Y = 0 (Primeira Identidade de Bianchi).

O traço do tensor curvatura sobre os índices 2 e 3 (ou 1 e 4) é chamado tensor de
Ricci, e pode ser escrito como em Petersen [48, p.29]:

Ric(∂i, ∂j) = glkRj
ikl = Rkj

ik = Rj
i .

O traço do tensor de Ricci, que denotaremos por s, é chamado curvatura escalar
de M .

Outra noção importante de curvatura é a que segue abaixo.

Definição 1.18. Seja p ∈ M e seja σ ∈ TpM um subespaço bidimensional de TpM .
A curvatura seccional de M em p com relação a σ é definida por

Kp(σ) = ⟨R(x, y)y, x⟩
|x ∧ x|2

,

onde {x, y} é uma base de σ, e |x ∧ y|2 = ⟨x, x⟩⟨y, y⟩ − ⟨x, y⟩2.

Observação 1.6. É possível mostrar que a definição da curvatura seccional inde-
pende da escolha da base {x, y} de σ [20, p.105].

Observação 1.7. Quando n = 2, K é conhecida como curvatura de Gauss da
superfície.

Definição 1.19. Uma variedade Riemanniana Mn é chamada variedade de
Einstein se para todo X, Y ∈ TM

Ric(X, Y ) = λ⟨X, Y ⟩,

onde λ : M → R é uma função real.
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Dentre as principais propriedades das variedades de Einstein destacamos o seguinte
resultado:

Proposição 1.20. (a) Se Mn é conexa e de Einstein com n ≥ 3, então λ é
constante.

(b) Se M3 é uma variedade de Einstein conexa, então M3 tem curvatura seccional
constante.

Demonstração. Ver [37, p.125].

Vamos estabelecer agora definições importantes para enunciarmos alguns resultados
da teoria de integração em variedades Riemannianas.

Definição 1.21. Sejam M uma variedade Riemanniana, X ∈ TM e f ∈ C∞(M).
Definimos o divergente de X como a função div X : M → R dada por div X(p) =
traço da aplicação linear Y (p) → ∇Y X(p), p ∈ M , o gradiente de f como o
campo vetorial grad f = ∇f em M definido por

⟨∇f(p), v⟩ = dfp(v), p ∈ M, v ∈ TpM,

o operador ∆ : C∞(M) → C∞(M) (o Laplaciano de M) por

∆f = div ∇f, f ∈ C∞(M),

e o Hessiano Hessf de f em p como um operador linear

Hessf : TpM → TpM, (Hessf)Y = ∇Y grad f, Y ∈ TpM.

Observação 1.8. Dada uma variedade Riemanniana M e um referencial ortonor-
mal {e1, . . . , en}, é possível mostrar que o operador Laplaciano é dado por

∆f =
n∑

i=1
(eiei(f) − (∇ei

ei)f) .

Em cada ponto p, usando coordenadas locais (x1, . . . , xn), o Laplaciano pode ser
escrito como

∆f =
n∑

i,j=1

1
√

g

∂

∂xi

(
√

ggij ∂f

∂xj

)
,

onde g = det(gij).
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Observação 1.9. Dados X ∈ TM e f, g ∈ C∞(M), valem as seguintes relações:

div(fX) = f div(X) + ⟨∇f, X⟩, (1.4)

∆(fg) = f∆g + g∆f + 2⟨∇f, ∇g⟩,

e
∆f = tr Hessf.

Observação 1.10. Hessf restrito a TpM é auto-adjunto, logo determina uma
forma bilinear simétrica em TM dada por (Hessf)(X, Y ) = ⟨(Hessf)X, Y ⟩, onde
X, Y ∈ TM .

O teorema a seguir é consequência do teorema de Stokes (Teorema 1.13):

Teorema 1.22. Seja Mn uma variedade Riemanniana com bordo, compacta, conexa
e orientada. Para u, v ∈ C∞(M) e N campo de vetores normais unitários apontando
para fora do bordo de M temos

(a) Primeira Identidade de Green∫
M

u∆vdµ +
∫

M
⟨∇u, ∇v⟩dµ =

∫
∂M

uNvdτ. (1.5)

(b) Segunda Identidade de Green∫
M

u∆v − v∆udµ =
∫

∂M
(uNv − vNu) dτ , (1.6)

onde dµ representa o elemento de volume de M e dτ representa o elemento de área
de ∂M induzido por N .

1.2 Teoria das imersões isométricas
Essa seção é dedicada a descrever a teoria básica das imersões e suas equações
fundamentais. Após isso nos restringiremos ao caso das hipersuperfícies, que será
de suma importância em capítulos posteriores. Para um aprofundamento maior no
assunto recomendamos do Carmo [20] e Dajczer [18].
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Seja f : Mn → M̃n+p uma imersão entre variedades diferenciáveis. Se M̃ tem uma
métrica Riemanniana ⟨·, ·⟩

M̃
, então f induz uma métrica Riemanniana em M dada

por
⟨X, Y ⟩M = ⟨df(X), df(Y )⟩

M̃
,

para todo p ∈ M e para todo X, Y ∈ TpM . Nesse caso, a métrica de M é chamada
métrica induzida por f , e a aplicação f é chamada uma imersão isométrica.

Agora, seja f : M → M̃ uma imersão isométrica. Pela forma local das imersões,
para cada p ∈ M , existe uma vizinhança U ⊂ M tal que f |U é um mergulho. Logo,
podemos identificar U com f(U), ou seja, f é localmente uma inclusão. Uma vez
feito isso, podemos considerar o espaço tangente de M em p como um subespaço
do espaço tangente de M̃ em f(p) identificado com p, e escrevemos

TpM̃ = TpM ⊕ TpM⊥,

onde TpM⊥ é o complemento ortogonal de TpM em TpM̃ . Podemos então definir o
fibrado normal TM⊥ =

⋃
p∈M

TpM⊥.

Sejam M̃n+p uma variedade Riemanniana com conexão ∇̃, e f : Mn → M̃n+p

imersão isométrica. Dados X, Y ∈ TM , sejam X, Y extensões locais em TM̃ . Uma
vez que

∇̃XY =
(
∇̃XY

)⊤
+
(
∇̃XY

)⊥
, (1.7)

definimos
∇XY =

(
∇̃XY

)⊤
. (1.8)

Da unicidade da conexão de Levi-Civita verifica-se que essa é a conexão Riemanniana
relativa à métrica induzida de M . De (1.7) e (1.8), (identificando X e Y com X e
Y ), podemos escrever a chamada fórmula de Gauss:

∇̃XY = ∇XY + α(X, Y ), (1.9)

que define a aplicação α : TM × TM → TM⊥ chamada segunda forma funda-
mental dada por

α(X, Y ) =
(
∇̃XY

)⊥
.

Proposição 1.23. A aplicação α definida em (1.9) está bem definida, é bilinear e
simétrica sobre o anel C∞(M).
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Demonstração. Ver [20, p.140].

Dados X ∈ TM , ξ ∈ TM⊥, denotamos por AξX a componente tangencial de
−∇̃Xξ. Assim, pela fórmula de Gauss vale

⟨AξX, Y ⟩ = ⟨α(X, Y ), ξ⟩.

Dessa forma, a aplicação Aξ : TM×TM → C∞(M) é uma forma bilinear e simétrica,
e portanto a aplicação Aξ : TM → TM é linear sobre C∞(M) e simétrica, ou seja,
⟨AξX, Y ⟩ = ⟨X, AξY ⟩. A aplicação Aξ é chamada operador forma, ou segunda
forma fundamental na direção ξ.

A componente normal de ∇̃Xξ, denotada por ∇̃⊥
Xξ, define uma conexão compatível

com a métrica no fibrado normal TM⊥. Chamamos ∇⊥ de conexão normal de f .
Por (1.7) temos a fórmula de Weingarten

∇̃Xξ = −AξX + ∇̃⊥
Xξ. (1.10)

Através da segunda forma fundamental conseguimos estabelecer relações entre as
curvaturas de M e M̃ . Com efeito, usando (1.9), (1.10), a definição de curvatura
Riemanniana (1.3), e olhando para a componente tangencial [18, pp.4-5], , temos a
equação de Gauss

⟨R(X, Y )Z, W ⟩ = ⟨R̃(X, Y )Z, W ⟩ + ⟨α(X, W ), α(Y, Z)⟩ − ⟨α(X, Z), α(Y, W )⟩.

Tomando as componentes normais de R̃(X, Y )Z temos a equação de Codazzi

(R̃(X, Y )Z)⊥ = (∇⊥
Xα)(Y, Z) − (∇⊥

Y α)(X, Z), (1.11)

onde (∇⊥
Xα)(Y, Z) := ∇⊥

Xα(Y, Z) − α(∇XY, Z) − α(Y, ∇XZ).

Se R⊥ denota o tensor curvatura no fibrado normal TM⊥, isto é

R⊥(X, Y )ξ = ∇⊥
X∇⊥

Y ξ − ∇⊥
Y ∇⊥

Xξ − ∇⊥
[X,Y ]ξ,

para todo X, Y ∈ TM e ξ ∈ TM⊥, usando (1.9) e (1.10) e observando a componente
normal de R̃(X, Y )ξ, segue a equação de Ricci

(R̃(X, Y )ξ)⊥ = R⊥(X, Y )ξ + α(AξX, Y ) − α(X, AξY ). (1.12)
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Daqui em diante vamos denotar por Qn+p
c uma variedade Riemanniana de dimensão

n + p, completa, simplesmente conexa e com curvatura seccional constante c. Com
essa notação temos

• Qn+p
1 = Sn+p é a esfera Euclidiana;

• Qn+p
0 = Rn+p é o espaço Euclidiano;

• Qn+p
−1 = Hn+p é o espaço hiperbólico.

Nesse caso, o tensor curvatura R̃ de Qn+p
c é dado por

R̃(X, Y ) = c(X ∧ Y ),

para todo X, Y ∈ TQn+p
c , onde para todo Z ∈ TQn+p

c temos

(X ∧ Y )Z = ⟨Y, Z⟩X − ⟨X, Z⟩Y.

Assim, no caso em que f : Mn → Qn+p
c é uma imersão isométrica, as equações de

Gauss, Codazzi e Ricci são, respectivamente,

• ⟨R(X, Y )Z, W ⟩ = c⟨(X∧Y )Z, W ⟩+⟨α(X, W ), α(Y, Z)⟩−⟨α(X, Z), α(Y, W )⟩,

• (∇XA)(Y, ξ) = (∇Y A)(X, ξ),

• R⊥(X, Y )ξ = α(X, AξY ) − α(AξX, Y ).

É possível mostrar que para imersões em espaços de curvatura seccional constante,
as equações de Gauss, Codazzi e Ricci (chamadas equações fundamentais das
imersões) funcionam de maneira análoga as equações de compatibilidade na teoria
das superfícies, ou seja, definem inteiramente a imersão isométrica a menos de
isometria [18, p.7].

Quando a codimensão de uma imersão isométrica f : Mn → M̃n+1 é igual a
1, dizemos que M é uma hipersuperfície de M̃ . Nesse caso, se ξ ∈ TM⊥ e
X, Y ∈ TM , as equações de Gauss e Codazzi podem ser reescritas, respectivamente,
como
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• R(X, Y )Z = (R̃(X, Y )Z)⊤ + (AξX ∧ AξY )Z,

• (R̃(X, Y ξ)⊤ = (∇Y Aξ)X − (∇XAξ)Y ,

onde (∇XAξ)Y := ∇X(AξY ) − Aξ∇XY .

No caso das hipersuperfícies em espaços de curvatura seccional constante, isto é,
f : Mn → Qn+1

c , as equações de Gauss e Codazzi são, respectivamente,

R(X, Y ) = c(X ∧ Y ) + AξX ∧ AξY, (1.13)

(∇Y Aξ)X = (∇XAξ)Y. (1.14)

1.2.1 Curvaturas r-médias de uma imersão e tensores de Newton
Dada uma imersão isométrica f : Mn → M̃n+p, definimos o vetor curvatura
média H1(x) em x ∈ M como

H1(x) = 1
n

n∑
i=1

α(Xi, Xi),

onde α é a segunda forma fundamental de f e X1, . . . , Xn ∈ TxM é uma base
ortonormal. É possível mostrar que H1(x) não depende da base tangencial. Além
disso, para um conjunto de vetores ortonormais ξ1, . . . , ξp ∈ TxM⊥ temos que

H1(x) = 1
n

p∑
i=1

(Tr Aξi
)ξi,

Dizemos que uma imersão isométrica é mínima quando H1(x) = 0 para todo
x ∈ M . Quando a segunda forma fundamental é nula para todo x ∈ M , dizemos
que f é uma imersão totalmente geodésica. Se para todo x ∈ M , Aξ = λξId

para todo ξ ∈ TxM⊥, onde λξ ∈ R e Id é a aplicação identidade em TxM , dizemos
que f é totalmente umbílica.

Observação 1.11. Quando f é totalmente geodésica é possível mostrar que as
geodésicas de M são as geodésicas de M̃ contidas em M [20, p.145].
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Consideremos agora uma hipersuperfície f : M → M̃n+1, e seja ξ vetor normal
unitário definido em uma vizinhança de p ∈ M . Podemos escrever a segunda
forma fundamental como α = ⟨α, ξ⟩ξ. Os autovalores de sua representação matri-
cial k1, . . . , kn são chamados curvaturas principais de f em p, e as direções
principais são seus autovalores correspondentes.

Associado a segunda forma fundamental temos n invariantes algébricos dados por

Sr(p) = σr(k1(p), . . . , kn(p)), 1 ≤ r ≤ n,

onde σr : Rn → R são as funções elementares simétricas em Rn, ou seja,

σr(x1, . . . , xn) =
∑

i1<...<ir

xi1 · . . . · xir .

(Ver Apêndice A).

Observação 1.12. Se f : Mn → M̃n+1 é uma imersão isométrica note que Sr não
está definido para r > n. Nesse caso assumiremos Sr = 0.

Definição 1.24. A r-ésima curvatura média Hr (normalizada) da hipersuperfície
M é definida por

Hr = 1(
n
r

)Sr, 1 ≤ r ≤ n. (1.15)

Em particular, quando r = 1, H1 = 1
n

n∑
i=1

ki é a curvatura média de M , e quando

r = n, Hn =
n∏

i=1
ki é chamada curvatura de Gauss-Kronecker.

Observação 1.13. Ocasionalmente a curvatura média pode aparecer em sua versão
não normalizada. Assim, denotaremos por H =

n∑
i=1

α(Xi, Xi) o vetor curvatura

média (não normalizado) e h = S1 =
n∑

i=1
ki a curvatura média (não normalizada).

Observação 1.14. Quando o espaço ambiente é Einstein, S2 é, a menos de uma
constante, a curvatura escalar de M . A demonstração para esse fato pode ser
encontrada no trabalho de Elbert [23, 3.9] e será reproduzida aqui. Com efeito, se
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s e s̃ são, respectivamente, as curvaturas escalares de M e M̃ , e N é um campo
normal ao longo de M , pela equação de Gauss temos

s = s̃ − R̃ic(N) + S2.

É possível verificar que s̃ − R̃ic(N) = nk0, e portanto

S2 = s − nk0.

Observação 1.15. Uma vez que Sr = σr(k1, . . . , kn), são válidos para Sr os
resultados análogos contidos no apêndice A. Assim temos

kSk =
n∑

i=1
(−1)i−1Sk−ipi, (1.16)

e
pk = (−1)k−1kSk +

k−1∑
i=1

(−1)k−1+iSk−1pi, (1.17)

onde pk =
n∑

i=1
kk

i .

Definição 1.25. Seja f : Mn → M̃n+1 uma imersão isométrica. Definimos o
r-ésimo tensor de Newton Pr : TpM → TpM indutivamente por

P0 = Id;
Pr = SrId − APr−1, 1 ≤ r ≤ n,

onde A é o operador forma.

Se k1, . . . , kn são autovalores de A, denotamos

Sr(Ai) = Sr(k1, . . . , ki−1, ki+1, . . . , kn),

a r-ésima função elementar simétrica associada a restrição Ai de A ao subespaço
ortogonal ao autovetor correspondente ei.

Os resultados a seguir fornecem algumas propriedades dos tensores de Newton e
das curvaturas r-médias (não normalizadas). As demonstrações se encontram no
apêndice A.
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Proposição 1.26. Pr é um operador linear auto-adjunto que comuta com A.

Proposição 1.27. Para cada i = 1, . . . , n temos

Sr(Ai) = Sr − kiSr−1(Ai).

Proposição 1.28. Para cada 1 ≤ r ≤ n − 1 temos que

Pr(ei) = Sr(Ai)ei.

Proposição 1.29. Seja f : Mn → M̃n+1 imersão isométrica e A o operador forma.
O r-ésimo tensor de Newton associado a A satisfaz

(a) Tr(Pr) = (n − r)Sr;

(b) Tr(APr) = (r + 1)Sr+1;

(c) Tr(A2Pr) = S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2.

O divergente de Pr é definido por

div Pr(p) = Tr(∇Pr)(p) =
n∑

i=1
∇ei

Pr(ei)(p),

onde p ∈ M e {e1, . . . , en} é uma base ortonormal de TpM .

Além disso, vale o seguinte lema:

Lema 1.30 (Lema 3.1 de [6]). Seja f : Mn → M̃n+1 uma imersão isométrica.
O divergente das transformações de Newton Pr é definido pela seguinte fórmula
indutiva: 

div P0 = 0,

div Pr = A(div Pr−1) +
n∑

i=1

(
R̃(ξ, Pr−1ei)ei

)⊤
.

Quando o espaço ambiente tem curvatura seccional constante vale
(
R̃(ξ, X)Y

)⊤
= 0

para todos X, Y ∈ TM , e portanto vale o seguinte corolário:

Corolário 1.31. Se M̃ tem curvatura seccional constante então as transformações
de Newton são livres de divergência, isto é,

div Pr = 0,

para todo r.
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1.2.2 O operador linearizado Lr

Associado a cada transformação de Newton Pr temos um operador diferencial de
segunda ordem Lr : C∞(Mn) → R definido por

Lrf = Tr (Pr(Hessf)) , (1.18)

que chamamos operador linearizado Lr.

Observação 1.16. O operador linearizado Lr foi introduzido por Voss [59], em
1956.

Observação 1.17. Para r = 0, temos L0f = ∆f , e portanto, em certo sentido,
podemos dizer que Lr generaliza o operador Laplaciano.

Note que

Lrf = Tr(PrHessf) =
n∑

i=1
⟨Pr(∇ei

f), ei⟩ =
n∑

i=1
⟨∇ei

∇f, Pr(ei)⟩

=
n∑

i=1
⟨∇Pr(ei)∇f, ei⟩ =

n∑
i=1

⟨Hessf(Prei), ei⟩

= Tr (Hessf ◦ Pr) ,

onde {e1, . . . , en} é um referencial (local) ortonormal tangente à M . Além disso,
quando o espaço ambiente tem curvatura seccional constante temos o seguinte
resultado:

Proposição 1.32. Se φ : Mn → Qn+1
c é uma imersão em um espaço de curvatura

seccional constante, então
Lrf = div (Pr∇f) .

Demonstração.

div (Pr∇f) =
n∑

i=1
⟨(∇ei

Pr)∇f, ei⟩ +
n∑

i=1
⟨Pr(∇ei

∇f), ei⟩

= ⟨div Pr, ∇f⟩ + Lrf

= Lrf,

onde na última igualdade usamos o corolário 1.31.
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Destacamos as seguintes propriedades dos operadores Lr, cujas demonstrações
podem ser encontradas nos trabalhos de Rosenberg [50], e Alencar e Colares [2]:

Proposição 1.33. Se f, h : Mn → R são funções suaves, então

Lr(fh) = fLrh + hLrf + 2⟨Pr(∇f), ∇h⟩.

Proposição 1.34. Seja φ : Mn → Qn+1
c uma imersão isométrica onde M é

compacta. Então, para quaisquer funções f e h em M , o operador Lr satisfaz

(a)
∫

M
Lrfdµ = 0,

(b)
∫

M
fLrhdµ =

∫
M

hLrfdµ,

(c)
∫

M
fLrh + ⟨Pr(∇f), ∇h⟩dµ = 0.

1.3 Cálculo variacional
Nesta seção vamos estabelecer as principais noções do cálculo variacional em
variedades. As principais referências para a construção dessa seção foram Neto [45]
e Gruber [25].

Definição 1.35. Seja M uma variedade Riemanniana. Dada uma função u : M →
R, a variação de u na direção ξ : M → R é definida por u + tξ, para t > 0
suficientemente pequeno.

Definimos também a derivada de um funcional F na direção ξ por

δF = d

dt
F (u + tξ)

∣∣∣
t=0

.

Definição 1.36. Sejam x = (xi) coordenadas locais de M , u : M → R e L(x, u, ∇u)
funções suaves. Se

FL(u) =
∫

M
L(x, u, ∇u)dµ,

então a derivada variacional de FL na direção ξ é

δFL = d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

∫
M

L
(
x, u + tξ, ∇(u + tξ)

)
dµ =

∫
M

(
∂L

∂u
− ∂

∂xi

∂L

∂ui

)
ξdµ,
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onde ui é a i-ésima componente de ∇u. A equação diferencial(
∂L

∂u
− ∂

∂xi

∂L

∂ui

)
= 0,

é chamada Equação de Euler-Lagrange associada ao funcional FL, e as funções
que a satisfazem são chamado pontos críticos do funcional F .

Definição 1.37. Seja f : M → M̃ uma imersão isométrica. Uma variação suave
de M à um parâmetro é uma aplicação r : (−ϵ, ϵ) × M → M̃ de classe C∞, tal que

(a) Para todo t ∈ (−ϵ, ϵ),

ft : M → M̃

x → r(t, x),

é uma imersão.

(b) r0 = f .

Uma variação r é própria se existe um compacto K ⊂ M , chamado suporte de r,
tal que rt = f sobre Kc para todo t ∈ (−ϵ, ϵ). O campo variacional de r é o campo

δr = ∂r

∂t

∣∣∣∣∣
t=0

.

Dado um funcional F definido em M e r variação suave à um parâmetro de M , se
Mt = r(t, M) e M = M0, definimos a variação de F por

δF = d

dt
F (Mt)

∣∣∣
t=0

.

Uma variedade M tal que

δF (M) = d

dt
F (Mt)

∣∣∣
t=0

= 0,

para toda variação Mt de M , é chamado ponto crítico do funcional F .

Definição 1.38. Se M é um ponto crítico de um funcional F , dizemos que M é
estável com relação à F se

δ2F (M) = d2

dt2F (Mt)
∣∣∣
t=0

≥ 0,

para toda variação Mt de M . Caso contrário, dizemos que M é instável.
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1.4 Hipersuperfícies rotacionais

1.4.1 A primeira forma fundamental
Dado um subgrupo G do grupo de isometrias de Rn+1, e uma hipersuperfície
Mn ⊂ Rn+1, dizemos que M é invariante pela ação de G se g(M) = M , ∀g ∈ G.

Seja O(n) = {A ∈ Rn × Rn; AtA = Id} o grupo ortogonal. As órbitas principais da
ação de O(n) em Rn × R = Rn+1 são esferas Sn−1 com um raio x e uma altura y.
Nesse caso, o espaço de órbitas pode ser identificado com Q = {(x, y); x ≥ 0}, de
forma que cada ponto interior de Q corresponde a uma órbita principal.

Definição 1.39. Dizemos que Mn é uma hipersuperfície rotacional de Rn+1 se M

é invariante pela ação de O(n).

Nesse caso, existe uma curva geratriz parametrizada por comprimento de arco
γ(t) = (x(t), y(t)) definida em Q, tal que M é parametrizada por

X(t, x1, x2, . . . , xn−1) = (x(t)Θ(x1, x2, . . . , xn−1), y(t)) = xΘ ⊕ y, (1.19)

onde Θ = Θ(x1, x2, . . . , xn−1) é uma parametrização ortogonal da esfera unitária
Sn−1.

Em cada ponto p ∈ M , usando coordenadas locais (x1, x2, . . . , xn), uma métrica
Riemanniana de M pode ser escrita como ds2 = gijdxidxj. Vamos calcular a
métrica Riemanniana dada pela parametrização (1.19). Nesse caso podemos escrever
ds2 =

n−1∑
i=1

gtidtdxi +
n−1∑
i,j=1

gijdxidxj. Calculando as derivadas parciais obtemos

Xt = x′Θ ⊕ y′,

Xi = xΘi ⊕ 0, ∀i = 1, . . . , n − 1.
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Os termos gij da métrica (1.19) são dados por

gtt = ⟨Xt, Xt⟩ = x′2⟨Θ, Θ⟩ ⊕ y′2 = x′2 + y′2 = 1,

gti = ⟨Xt, Xi⟩ = 0, ∀i = 1, . . . , n − 1,

gij = ⟨Xi, Xj⟩ = 0 ∀i, j = 1, . . . , n − 1, i ̸= j,

gii = ⟨Xi, Xi⟩ = x2||Θi||2, ∀i = 1, . . . , n − 1.

Logo, a primeira forma fundamental para hipersuperfícies rotacionais em Rn+1 é
dada por

ds2 = dt2 +
n−1∑
i=1

x2||Θi||2(dxi)2.

Além disso, se g = det(gij), o elemento de volume da métrica (1.19) é dado por

√
g =

√√√√x2(n−1)
n−1∏
i=1

||Θi||2 = x(n−1)
n−1∏
i=1

||Θi||.

1.4.2 A segunda forma fundamental
A aplicação normal N de (1.19) é dada por

N = y′Θ ⊕ −x′,

e suas derivadas são

Nt = y′′Θ ⊕ −x′′,

Ni = y′Θi ⊕ 0, ∀i = 1, . . . , n − 1.

Portanto, suas curvaturas principais são

k1 = ⟨Nt, Xt⟩
⟨Xt, Xt⟩

= y′′x′ − x′′y′, (1.20)

ki+1 = ⟨Ni, Xi⟩
⟨Xi, Xi⟩

= y′

x
, ∀i = 1, . . . , n − 1. (1.21)
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Observação 1.18. Podemos escrever a parametrização de uma hipersuperfície
rotacional como

Z(t, x1, x2, . . . , xn−1) = (f(t)Θ(x1, x2, . . . , xn−1), t) = f(t)Θ ⊕ t. (1.22)

Nesse caso, fazendo uma mudança de variáveis em (1.20) e (1.21) obtemos

k1 = f ′′
√

1 − f ′2 , (1.23)

ki+1 = −
√

1 − f ′2

f
, ∀i = 1, . . . , n − 1. (1.24)

Observação 1.19. A construção acima pode ser estendida para espaços de curva-
tura seccional constante com poucas alterações. Segundo do Carmo e Dajczer [22]
temos:

Teorema 1.40. Seja Mn
c,δ hipersuperfície rotacional em um espaço de curvatura

seccional constante Qn+1
c , com parametrização como em (1.22), onde para c ≥ 0,

δ = 1, e para c = −1, δ = 1, se a rotação for esférica, δ = 0 se a rotação
for parabólica, e δ = −1 se a rotação for hiperbólica. Então a primeira forma
fundamental de Mc,δ é dada por

I = dt2 + f(t)
n−1∑
i=1

||Θi||2dx2
i ,

onde
δ − cf 2 − f ′2 > 0,

e as curvaturas principais são dadas por

k1 = f ′′ + cf√
δ − cf 2 − f ′2 , (1.25)

ki+1 =
√

δ − cf 2 − f ′2

f
, ∀i = 1, . . . , n − 1. (1.26)

Como as curvaturas r-médias dependem apenas das curvaturas principais, usando
o teorema 1.40 temos a seguinte proposição:

Proposição 1.41. Se M é hipersuperfície de rotação com parametrização da forma
(1.22) e curvaturas principais (1.25) e (1.26), então para cada r ≤ n, Hr satisfaz

nHrf
r = (n − r)(δ − cf 2 − f ′2)r/2 − r(δ − cf 2 − f ′2) r−2

2 (f ′′ + cf)f. (1.27)
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Demonstração. Basta substituir (1.25) e (1.26) em (1.15).
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2 Propriedades variacionais de funcionais
de curvatura

Este capítulo está dividido em quatro partes. As duas primeiras seções tem como
objetivo calcular a primeira e a segunda variação de funcionais de curvatura do
tipo

F (M) :=
∫

M
E(S1, S2)dµ, (2.1)

onde M é uma variedade n-dimensional isometricamente imersa em um espaço de
dimensão n + 1, com curvatura seccional constante e dµ é o elemento de volume de
M , generalizando as expressões obtidas por Gruber et al. [26] no caso de superfícies
isometricamente imersas em Q3

c .

A terceira seção é dedicada ao estudo da primeira variação de funcionais do tipo
F (M) para hipersuperfícies isometricamente imersas em uma variedade Riemanni-
ana qualquer. Nesse caso, além da fórmula da primeira variação, apresentaremos
também a equação de Euler-Lagrange do funcional, e suas versões no caso em que
a variedade ambiente é Einstein.

A quarta e última seção tem como objetivo exibir resultados que permitam o cálculo
da primeira variação para funcionais do tipo

L(M) :=
∫

M
E(S1, . . . , Sn)dµ.

Mais especificamente, exibiremos a equação de evolução das curvaturas r-médias
em geral, usando uma abordagem diferente da utilizada por Reilly em [49].

Salvo menção em contrário, todas as variedades Riemannianas neste capítulo serão
assumidas como orientáveis.

2.1 A 1ª variação para funcionais do tipo F (M) em Qn+1
c

Sejam Mn uma variedade Riemanniana isometricamente imersa em Qn+1
c . Conside-

remos uma variação suave à um parâmetro, normal de M , isto é, uma aplicação
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Figura 1 – Variações normais de r0(·) = Mn em Nn+1.

r : M × R → Qn+1
c dada por

r(x, t) := rt = r0(x) + tu(x)ξ, (2.2)

onde r0 é a imersão original, ξ é um campo unitário normal à M , e u ∈ C∞
c (M).

Note que o vetor velocidade dessa família normal é δr := (d/dt)|t=0rt = uξ.
O lema a seguir contém alguns cálculos variacionais bem conhecidos que serão
necessários para o nosso objetivo, e as versões aqui apresentadas são generalizações
dos resultados obtidos em [26].

Lema 2.1. Dado ϵ > 0, seja r : M × (−ϵ, ϵ) → Qn+1
c uma variação à um parâmetro

de imersões como em (2.2). Temos as seguintes equações de evolução:

δg = −2uα,

δg−1 = 2uα̂,

δ(dµ) = −S1udµ,

δ(αij) = uij − uαilα
l
j + cgiju,

δ||α||2 = 2(S3
1 − 3S1S2 + 3S3 + cS1)u + 2⟨α, Hess u⟩.

onde dµ é o elemento de volume, α = αijdxi ⊗ dxj é a segunda forma fundamental
e α̂ é o tensor de tipo (0, 2) g−1 · g−1 · α, obtido contraindo duas vezes a segunda
forma fundamental com o inverso da métrica.



Capítulo 2. Propriedades variacionais de funcionais de curvatura 43

Demonstração. Ver Apêndice B.

No próximo resultado vamos calcular a variação das funções elementares simétricas
S1 e S2 dos autovalores do operador forma em M . Uma vez que S1 é a curvatura
média de M , e que, quando a variedade ambiente é Einstein, S2 é igual a curvatura
escalar s a menos de uma constante (ver observação 1.14), o resultado abaixo
essencialmente nos dá a variação das curvaturas média e escalar. Manteremos a
notação das funções simétricas por propósitos didáticos.

Proposição 2.2. Dado ϵ > 0, seja r : M × (−ϵ, ϵ) → Qn+1
c uma variação à um

parâmetro de imersões como em (2.2). Temos as seguintes equações de evolução:

δ(S1) = ∆u + u(S2
1 − 2S2 + nc), (2.3)

δ(S2) = S1∆u − ⟨α, Hess u⟩ + u(S1S2 − 3S3 + (n − 1)cS1), (2.4)

onde ∆u é o Laplaciano de u com respeito a métrica g da hipersuperfície, e
⟨α, Hess u⟩ é o produto entre α e a Hessiana de u.

Demonstração.

δ(S1) = δ(gijαij) = δ(gij)αij + gijδ(αij)
= 2uαijαij + gij(uij − uαilα

l
j + cgiju)

= gijuij + u(αijα
ij + gijg

ijc)
= ∆u + u(||α||2 + nc)
= ∆u + u(S2

1 − 2S2 + nc).

Além disso, como ||α||2 =
n∑

i=1
k2

i = S2
1 − 2S2 temos

δ(S2) = 1
2
(
δ(S2

1) − δ||α||2
)

= S1δ(S1) − 1
2δ||α||2

= S1∆u + S1(S2
1 − 2S2 + nc)u − u(S3

1 − 3S1S2 + 3S3 + cS1) − ⟨α, Hess u⟩

= S1∆u − ⟨α, Hess u⟩ + u(S1S2 − 3S3 + (n − 1)cS1).
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Em posse dessas equações podemos calcular a primeira variação do funcional F (M),
definido em (2.1).

Teorema 2.3 (Fórmula da Primeira Variação). Seja M ⊂ Qn+1
c hipersuperfície

imersa em uma forma espacial de curvatura seccional constante c, e seja r(·, t) uma
variação à um parâmetro de imersões como em (2.2). Então, a primeira variação
do funcional (2.1), é dada por

δ
∫

M
E(S1, S2)dµ =

∫
M

[(ES1 + S1ES2) ∆u − ES2⟨α, Hess u⟩] dµ

+
∫

M

[ (
S2

1 − 2S2 + nc
)
ES1 + (S1S2 − 3S3 + (n − 1)cS1) ES2 − S1E

]
udµ. (2.5)

Demonstração. Usando o lema 2.1 e a proposição 2.2 temos que

δ
∫

M
E(S1, S2)dµ =

∫
M

[ES1(δS1) + ES2(δS2)] dµ +
∫

M
Eδ(dµ) =

=
∫

M

[
ES1

(
∆u + u(S2

1 − 2S2 + nc)
)

+ ES2 (S1∆u − ⟨α, Hess u⟩)

+ ES2 (u(S1S2 − 3S3 + (n − 1)cS1)) − uS1E
]
dµ

=
∫

M
[(ES1 + S1ES2) ∆u − ES2⟨α, Hess u⟩] dµ

+
∫

M

[
(S2

1 − 2S2 + nc)ES1 + (S1S2 − 3S3 + (n − 1)cS1)ES2 − S1E
]

udµ.

Observação 2.1. O teorema 2.3 generaliza para hipersuperfícies o teorema 1.1
obtido em [26]. Com efeito, para n = 2 temos

S1 = nH = 2H, S2 = K − c, 2ES1 = EH , ES2 = EK , S3 = 0,

e o resultado é imediato.

É importante destacar que o teorema 2.3 não faz nenhuma hipótese sobre a fronteira
de M , e portanto a fórmula (2.5) é válida para variedades com ou sem fronteira. Além
disso, esse resultado é compatível com o clássico resultado obtido por Reilly [49].
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2.2 A 2ª variação para funcionais do tipo F (M) em Qn+1
c

Os resultados a seguir serão necessários para o cálculo da segunda variação dos
funcionais de curvatura da forma (2.1). O próximo lema é a generalização para
hipersuperfícies de resultado apresentado em [26].

Lema 2.4. Dado ϵ > 0, seja r : M × (−ϵ, ϵ) → Qn+1
c uma variação à um parâmetro

de imersões como em (2.2). Para cada função suave f : M × R → R, as evoluções
do Laplaciano ∆f e do produto escalar ⟨α, Hess f⟩ são dadas por

δ(∆f) = ∆f ′ + 2u⟨α, Hess f⟩ + u⟨∇S1, ∇f⟩ + 2α(∇u, ∇f) − S1⟨∇u, ∇f⟩,

δ⟨α, Hess f⟩ =⟨α, Hess f ′⟩ + ⟨Hess u, Hess f⟩ + 3u⟨α2, Hess f⟩

+ uc∆f + 2α2(∇u, ∇f) + 1
2u⟨∇||α||2, ∇f⟩ − ||α||2⟨∇u, ∇f⟩,

onde f ′ denota a derivada parcial de f com respeito ao parâmetro variacional t,
e α2 = gklαilαkjdxi ⊗ dxj é o tensor do tipo (0, 2) obtido contraindo α com sua
matriz de representação.

Demonstração. Ver Apêndice B.

Observação 2.2. Quando f = u(x) temos

δ(∆u) = 2u⟨α, Hess u⟩ + u⟨∇S1, ∇u⟩ + 2α(∇u, ∇u) − S1|∇u|2,

δ⟨α, Hess u⟩ =| Hess u|2 + 3u⟨α2, Hess u⟩ + uc∆u

+ 2α2(∇u, ∇u) + 1
2u⟨∇||α||2, ∇u⟩ − ||α||2|∇u|2.

Podemos agora calcular a variação de S3, que será fundamental para o cálculo da
segunda variação do funcional F (M).

Proposição 2.5. Dado ϵ > 0, seja r : M × (−ϵ, ϵ) → Qn+1
c uma variação à um

parâmetro de imersões como em (2.2). Temos a seguinte equação de evolução:

δ(S3) = ⟨α2, Hess u⟩ − S1⟨α, Hess u⟩ + S2∆u + u (S1S3 − 4S4 + (n − 2)cS2) .
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Demonstração. Por (B.8), temos que

3S3 = αikαj
kαij + 3S1S2 − S3

1

= gimgkngjlαmnαlkαij + 3S1S2 − S3
1 .

Derivando a expressão acima obtemos

3δ(S3) = 3(δgim)gkngjlαmnαlkαij + 3gimgkngjlαmnαlk(δαij)
− 3(S2

1 − S2)δ(S1) + 3S1δ(S2)
= 6ugkngjlαimαmnαlkαij + 3gimgkngjlαmnαlk(uij + gijuc − uαisα

s
j)

− 3(S2
1 − S2)δ(S1) + 3S1δ(S2)

= 3
(
uαilαk

l αj
kαij + ucαijαij + αikαj

kuij + −(S2
1 − S2)δ(S1) + S1δ(S2)

)
.

(2.6)

Como
αilαk

l αj
kαij =

n∑
i=1

k4
i = S4

1 − 4S2
1S2 + 2S2

2 + 4S1S3 − 4S4, (2.7)

usando (2.3), (2.4), (B.8) e (2.6) temos

δ(S3) = ⟨α2, Hess u⟩ + u(S4
1 − 4S2

1S2 + 2S2
2 + 4S1S3 − 4S4)

+ uc(S2
1 − 2S2) − (S2

1 − S2)
(
∆u + u(S2

1 − 2S2 + nc)
)

+ S1 (S1∆u − ⟨α, Hess u⟩ + u(S1S2 − 3S3 + (n − 1)cS1)
= ⟨α2, Hess u⟩ − S1⟨α, Hess u⟩ + S2∆u

+ u(S1S3 − 4S4 + (n − 2)cS1).

Temos agora informação suficiente para provar o resultado principal dessa seção,
que generaliza para hipersuperfícies o resultado obtido por Gruber et al. em [26]:
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Teorema 2.6 (Fórmula da 2ª Variação). Seja M ⊂ Qn+1
c hipersuperfície

imersa em uma forma espacial de curvatura seccional constante c, e seja r(·, t)
uma variação à um parâmetro de imersões como em (2.2). Se M é ponto crítico de
(2.1), então a segunda variação do funcional é dada por

δ2
∫

M
E(S1, S2)dµ =∫

M
(ES1 + S1ES2) (u⟨∇S1, ∇u⟩ + 2α(∇u, ∇u)) + ES2S2⟨α, Hess u⟩2dµ

−
∫

M
ES2

(
| Hess u|2 + 2α2(∇u, ∇u) + u

2 ⟨∇||α||2, ∇u⟩
)

dµ

+
∫

M

(
ES1S1 + 2S1ES1S2 + S2

1ES2S2 + ES2

)
(∆u)2dµ −

∫
M

6S2u⟨α2, Hess u⟩dµ

−
∫

M
2 (ES1S2 + S1ES2S2) ∆u⟨α, Hess u⟩dµ +

∫
M
ES2||α||2|∇u|2dµ

−
∫

M
S1(ES1 + S1ES2)|∇u|2dµ +

∫
M

[
4ES1 + 6S1ES2

− 2(S2
1 − 2S2 + nc)ES1S2 − 2(S1S2 − 3S3 + (n − 1)cS1)ES2S2

]
u⟨α, Hess u⟩dµ

+
∫

M

[
− E − 2S1ES1 − (4S2 − 2(n − 1)c)ES2 + 2(S2

1 − 2S2 + nc)ES1S1

+ 2(S3
1 − S1S2 − 3S3 + (2n − 1)cS1)ES1S2

+ 2S1(S1S2 − 3S3 + (n − 1)cS1)ES2S2

]
u∆udµ

+
∫

M

[
(2S2 − nc)E − 2(S1S2 − 3S3 + (n − 1)cS1)ES1

+
(
12S4 − 2S2

2 − 4(n − 2)cS2 + n(n − 1)c2
)
ES2 + (S2

1 − 2S2 + nc)2ES1S1

+ 2(S2
1 − 2S2 + nc)(S1S2 − 3S3 + (n − 1)cS1)ES1S2

+ (S1S2 − 3S3 + (n − 1)cS1)2ES2S2

]
u2dµ. (2.8)

Demonstração. Combinando os lemas 2.1 e 2.4, e as proposições 2.2 e 2.5 com o
teorema 2.3, o objetivo é calcular
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δ2
∫

M
E(S1, S2)dµ = δ

∫
M

[(ES1 + S1ES2) ∆u − ES2⟨α, Hess u⟩] dµ

+ δ
∫

M

[
(S2

1 − 2S2 + nc)ES1 + (S1S2 − 3S3 + (n − 1)cS1)ES2 − S1E
]

udµ

=
∫

M

(a)︷ ︸︸ ︷
A(S1, S2)δ(dµ) +

∫
M

(b)︷ ︸︸ ︷
δ
[

(ES1 + S1ES2) ∆u
]

dµ

+
∫

M

(c)︷ ︸︸ ︷
δ [−ES2⟨α, Hess u⟩] dµ +

∫
M

(d)︷ ︸︸ ︷
δ
[
(S2

1 − 2S2 + nc)ES1u
]

dµ

+
∫

M

(e)︷ ︸︸ ︷
δ [−S1Eu] dµ +

∫
M

(f)︷ ︸︸ ︷
δ
[
(S1S2 − 3S3 + (n − 1)cS1)ES2u

]
dµ,

onde

A(S1, S2) = (ES1 + S1ES2) ∆u − ES2⟨α, Hess u⟩

+
[
(S2

1 − 2S2 + nc)ES1 + (S1S2 − 3S3 + (n − 1)cS1)ES2 − S1E
]

u.

Calcularemos cada termo separadamente. Vamos começar por (a):∫
M

A(S1, S2)δ(dµ) =
∫

M
(ES1 + S1ES2) ∆uδ(dµ) −

∫
M
ES2⟨α, Hess u⟩δ(dµ)

−
∫

M
S1Euδ(dµ) +

∫
M

(
(S2

1 − 2S2 + nc)ES1

)
uδ(dµ)

+
∫

M
(S1S2 − 3S3 + (n − 1)cS1)ES2uδ(dµ)

=
∫

M
S1ES2u⟨α, Hess u⟩dµ −

∫
M

(
S1ES1 + S2

1ES2

)
u∆udµ

+
∫

M
S2

1Eu2dµ −
∫

M

[
(S3

1 − 2S1S2 + ncS1)ES1

]
u2dµ

−
∫

M

[
(S2

1S2 − 3S1S3 + (n − 1)cS2
1)ES2

]
u2dµ. (2.9)

Na sequência (b):∫
M

δ
[

(ES1 + S1ES2) ∆u
]
dµ =

∫
M

(ES1 + S1ES2)δ(∆u) + δ (ES1 + S1ES2) ∆udµ

=
∫

M
(ES1 + S1ES2)δ(∆u) + (δ(ES1) + δ(S1)ES2 + S1δ(ES2)) ∆udµ

=
∫

M
(ES1 + S1ES2)δ(∆u)dµ +

∫
M

(ES1S1 + S1ES1S2 + ES2)δ(S1)∆udµ

+
∫

M
(ES1S2 + S1ES2S2)δ(S2)∆udµ.
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Usando a proposição 2.2 e o lema 2.4 temos:∫
M

δ
[

(ES1 + S1ES2) ∆u
]
dµ

=
∫

M
(ES1 + S1ES2)

(
2u⟨α, Hess u⟩ + u⟨∇S1, ∇u⟩ + 2α(∇u, ∇u) − S1|∇u|2

)
dµ

+
∫

M
(ES1S1 + S1ES1S2 + ES2)(∆u + u(S2

1 − 2S2 + nc))∆udµ

+
∫

M
(ES1S2 + S1ES2S2)(S1∆u − ⟨α, Hess u⟩ + u(S1S2 − 3S3 + (n − 1)cS1))∆udµ

=
∫

M
(ES1 + S1ES2)

(
2u⟨α, Hess u⟩ + u⟨∇S1, ∇u⟩ + 2α(∇u, ∇u) − S1|∇u|2

)
dµ

+
∫

M
(ES1S1 + 2S1ES1S2 + S2

1ES2S2 + ES2)(∆u)2dµ

−
∫

M
(ES1S2 + S1ES2S2)⟨α, Hess u⟩∆udµ

+
∫

M
(ES1S1 + S1ES1S2 + ES2)(S2

1 − 2S2 + nc)u∆udµ

+
∫

M
(ES1S2 + S1ES2S2)(S1S2 − 3S3 + (n − 1)cS1)u∆udµ. (2.10)

(c):∫
M

δ [−ES2⟨α, Hess u⟩] dµ =
∫

M
−δ(ES2)⟨α, Hess u⟩ − ES2δ(⟨α, Hess u⟩)dµ

=
∫

M
− (ES1S2δ(S1) + ES2S2δ(S2)) ⟨α, Hess u⟩ − ES2δ(⟨α, Hess u⟩)dµ

=
∫

M
−ES2

[
| Hess u|2 + 3u⟨α2, Hess u⟩ + uc∆u + 2α2(∇u, ∇u)

+ 1
2u⟨∇||α||2, ∇u⟩ − ||α||2|∇u|2

]
dµ

−
∫

M
ES1S2(∆u + u(S2

1 − 2S2 + nc))⟨α, Hess u⟩dµ

−
∫

M
ES2S2

(
S1∆u − ⟨α, Hess u⟩ + u(S1S2 − 3S3 + (n − 1)cS1)

)
⟨α, Hess u⟩dµ

=
∫

M
−ES2

[
| Hess u|2 + 3u⟨α2, Hess u⟩ + uc∆u + 2α2(∇u, ∇u)

+ 1
2u⟨∇||α||2, ∇u⟩ − ||α||2|∇u|2

]
dµ +

∫
M
ES2S2⟨α, Hess u⟩2dµ

−
∫

M

(
ES1S2(S2

1 − 2S2 + nc) + ES2S2(S1S2 − 3S3 + (n − 1)cS1)
)
u⟨α, Hess u⟩dµ

−
∫

M
(ES1S2 + S1ES2S2)∆u⟨α, Hess u⟩dµ. (2.11)
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Para os próximos cálculos, observe que δu = d/dt|t=0u(x) = 0.

(d) :
∫

M
δ
[
(S2

1 − 2S2 + nc)ES1u
]
dµ

=
∫

M

[
δ(S2

1 − 2S2 + nc)ES1 + (S2
1 − 2S2 + nc)δ(ES1)

]
udµ

=
∫

M

(
ES1S1(S2

1 − 2S2 + nc) + 2S1ES1

)
δ(S1)udµ

+
∫

M

(
ES1S2(S2

1 − 2S2 + nc) − 2ES1

)
δ(S2)udµ

=
∫

M

(
ES1S1(S2

1 − 2S2 + nc) + 2S1ES1

)(
∆u + u(S2

1 − 2S2 + nc)
)
udµ

+
∫

M
ES1S2(S2

1 − 2S2 + nc)(S1∆u − ⟨α, Hess u⟩)udµ

+
∫

M
ES1S2(S2

1 − 2S2 + nc)(S1S2 − 3S3 + (n − 1)cS1)u2dµ

−
∫

M
2ES1

(
S1∆u − ⟨α, Hess u⟩ + u(S1S2 − 3S3 + (n − 1)cS1)

)
udµ

=
∫

M

(
− ES1S2(S2

1 − 2S2 + nc) + 2ES1

)
u⟨α, Hess u⟩dµ

+
∫

M
(ES1S1 + S1ES1S2)

(
S2

1 − 2S2 + nc
)

u∆udµ

+
∫

M
ES1S1(S2

1 − 2S2 + nc)2u2dµ

+
∫

M
ES1S2(S1S2 − 3S3 + (n − 1)cS1)(S2

1 − 2S2 + nc)u2dµ

+
∫

M
2ES1(S3

1 − 3S1S2 + 3S3 + cS1)u2dµ. (2.12)

(e):∫
M

δ [−S1Eu] dµ =
∫

M

(
− Eδ(S1) − S1δ(E)

)
udµ

=
∫

M

[
(−E − S1ES1) δ(S1) − S1ES2δ(S2)

]
udµ

=
∫

M
(−E − S1ES1)

(
∆u + u(S2

1 − 2S2 + nc)
)

udµ

−
∫

M
S1ES2 (S1∆u − ⟨α, Hess u⟩ + u(S1S2 − 3S3 + (n − 1)cS1)) udµ

=
∫

M
S1ES2u⟨α, Hess u⟩dµ −

∫
M

(E + S1ES1 + S2
1ES2)u∆udµ (2.13)

−
∫

M

[
(E + S1ES1)(S2

1 − 2S2 + nc) + S1ES2(S1S2 − 3S3 + (n − 1)cS1)
]
u2dµ.
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(f):∫
M

δ
[
(S1S2 − 3S3 + (n − 1)cS1)ES2u

]
dµ

=
∫

M
δ(S1S2 − 3S3 + (n − 1)cS1)ES2u + (S1S2 − 3S3 + (n − 1)cS1)δ(ES2)udµ

=
∫

M

[
(S1S2 − 3S3 + (n − 1)cS1)ES1S2 + (S2 + (n − 1)c)ES2

]
δ(S1)udµ

+
∫

M

[
(S1S2 − 3S3 + (n − 1)cS1)ES2S2 + S1ES2

]
δ(S2)udµ −

∫
M

3ES2δ(S3)udµ

=
∫

M
(S1S2 − 3S3 + (n − 1)cS1)ES1S2

(
∆u + u(S2

1 − 2S2 + nc)
)

udµ

+
∫

M
(S2 + (n − 1)c)ES2

(
∆u + u(S2

1 − 2S2 + nc)
)

udµ

−
∫

M
3ES2

(
⟨α2, Hess u⟩ − S1⟨α, Hess u⟩ + S2∆u

)
udµ

−
∫

M
3ES2(S1S3 − 4S4 + (n − 2)cS2)u2dµ

+
∫

M

[
(S1S2 − 3S3 + (n − 1)cS1)ES2S2 + S1ES2

]
(S1∆u − ⟨α, Hess u⟩) udµ

+
∫

M

[
(S1S2 − 3S3 + (n − 1)cS1)ES2S2 + S1ES2

]
(S1S2 − 3S3 + (n − 1)cS1)u2dµ

=
∫

M
−3ES2u⟨α2, Hess u⟩dµ

+
∫

M

(
2S1ES2 − ES2S2(S1S2 − 3S3 + (n − 1)cS1)

)
u⟨α, Hess u⟩dµ

+
∫

M
(ES1S2 + S1ES2S2)(S1S2 − 3S3 + (n − 1)cS1)u∆udµ

+
∫

M
ES2(S2

1 − 2S2 + (n − 1)c)u∆udµ

+
∫

M
ES1S2(S1S2 − 3S3 + (n − 1)cS1)(S2

1 − 2S2 + nc)u2dµ

+
∫

M
ES2S2(S1S2 − 3S3 + (n − 1)cS1)2u2dµ

+
∫

M
ES2

[
(S2 + (n − 1)c)(S2

1 − 2S2 + nc) + S1(S1S2 − 3S3 + (n − 1)cS1)

− 3(S1S3 − 4S4 + (n − 2)cS2)
]
u2dµ. (2.14)

Vamos agrupar os termos semelhantes de (2.9), (2.10), (2.11), (2.12), (2.13) e (2.14)
e utilizar que (2.5) se anula em imersões críticas.
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Os seguintes termos aparecem apenas uma vez nos cálculos anteriores:∫
M

(ES1 + S1ES2)
(
u⟨∇S1, ∇u⟩ + 2α(∇u, ∇u) − S1|∇u|2

)
dµ

+
∫

M
(ES1S1 + 2S1ES1S2 + S2

1ES2S2 + ES2)(∆u)2dµ∫
M

−ES2

(
| Hess u|2 + 2α2(∇u, ∇u) + 1

2u⟨∇||α||2, ∇u⟩ − ||α||2|∇u|2
)
dµ

+
∫

M
ES2S2⟨α, Hess u⟩2dµ. (2.15)

De (2.10) e (2.11) temos

−
∫

M
(ES1S2 + S1ES2S2)⟨α, Hess u⟩∆udµ −

∫
M

(ES1S2 + S1ES2S2)∆u⟨α, Hess u⟩dµ =

−
∫

M
2(ES1S2 + S1ES2S2)⟨α, Hess u⟩∆udµ. (2.16)

De (2.11) e (2.14) temos

−
∫

M
3ES2u⟨α2, Hess u⟩dµ −

∫
M

3ES2u⟨α2, Hess u⟩dµ = −
∫

M
6ES2u⟨α2, Hess u⟩dµ.

(2.17)
De (2.9), (2.10), (2.11), (2.12), (2.13) e (2.14) temos∫

M
S1ES2u⟨α, Hess u⟩dµ +

∫
M

2(ES1 + S1ES2)u⟨α, Hess u⟩dµ +
∫

M
S1ES2u⟨α, Hess u⟩dµ

−
∫

M

(
ES1S2(S2

1 − 2S2 + nc) + ES2S2(S1S2 − 3S3 + (n − 1)cS1)
)
u⟨α, Hess u⟩dµ

+
∫

M

(
− ES1S2(S2

1 − 2S2 + nc) + 2ES1

)
u⟨α, Hess u⟩dµ

+
∫

M

(
2S1ES2 − ES2S2(S1S2 − 3S3 + (n − 1)cS1)

)
u⟨α, Hess u⟩dµ

=
∫

M

(
4ES1 + 6S1ES2 − 2(S2

1 − 2S2 + nc)ES1S2

)
u⟨α, Hess u⟩dµ

−
∫

M
2(S1S2 − 3S3 + (n − 1)cS1)ES2S2u⟨α, Hess u⟩dµ (2.18)
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Também de (2.9), (2.10), (2.11), (2.12), (2.13) e (2.14) temos

−
∫

M

(
S1ES1 + S2

1ES2

)
u∆udµ −

∫
M
ES2cu∆udµ −

∫
M

(E + S1ES1 + S2
1ES2)u∆udµ

+
∫

M
(ES1S1 + S1ES1S2)

(
S2

1 − 2S2 + nc
)

u∆udµ

+
∫

M
(ES1S1 + S1ES1S2 + ES2)(S2

1 − 2S2 + nc)u∆udµ

+
∫

M
(ES1S2 + S1ES2S2)(S1S2 − 3S3 + (n − 1)cS1)u∆udµ

+
∫

M
(ES1S2 + S1ES2S2)(S1S2 − 3S3 + (n − 1)cS1)u∆udµ

+
∫

M
ES2(S2

1 − 2S2 + (n − 1)c)u∆udµ

=
∫

M

[
− E − 2S1ES1 − (4S2 − 2(n − 1)c)ES2 + 2(S2

1 − 2S2 + nc)ES1S1

+ 2(S3
1 − S1S2 − 3S3 + (2n − 1)cS1)ES1S2

+ 2S1(S1S2 − 3S3 + (n − 1)cS1)ES2S2

]
u∆udµ. (2.19)

De (2.9), (2.12), (2.13) e (2.14) temos∫
M

[
S2

1E − (S3
1 − 2S1S2 + ncS1)ES1 − (S2

1S2 − 3S1S3 + (n − 1)cS2
1)ES2

]
u2dµ

+
∫

M

[
ES1S1(S2

1 − 2S2 + nc)2 + 2ES1(S3
1 − 3S1S2 + 3S3 + cS1)

]
u2dµ

+
∫

M
ES1S2(S1S2 − 3S3 + (n − 1)cS1)(S2

1 − 2S2 + nc)u2dµ

−
∫

M

[
(E + S1ES1)(S2

1 − 2S2 + nc) + S1ES2(S1S2 − 3S3 + (n − 1)cS1)
]
u2dµ

+
∫

M
ES1S2(S1S2 − 3S3 + (n − 1)cS1)(S2

1 − 2S2 + nc)u2dµ

+
∫

M
ES2S2(S1S2 − 3S3 + (n − 1)cS1)2u2dµ

+
∫

M
ES2

[
(S2 + (n − 1)c)(S2

1 − 2S2 + nc) + S1(S1S2 − 3S3 + (n − 1)cS1)
]
u2dµ

−
∫

M
3(S1S3 − 4S4 + (n − 2)cS2)u2dµ.

=
∫

M

[
(2S2 − nc)E − 2(S1S2 − 3S3 + (n − 1)cS1)ES1

+
(
12S4 − 2S2

2 − 4(n − 2)cS2 + n(n − 1)c2
)
ES2 + (S2

1 − 2S2 + nc)2ES1S1

+ 2(S2
1 − 2S2 + nc)(S1S2 − 3S3 + (n − 1)cS1)ES1S2

+ (S1S2 − 3S3 + (n − 1)cS1)2ES2S2

]
u2dµ. (2.20)
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Combinando (2.15), (2.16), (2.17), (2.18), (2.19) e (2.20) obtemos (2.8).

Esse resultado, que é válido para variedades com ou sem fronteira, generaliza para
hipersuperfícies em geral, o resultado obtido em [26, Teorema 1.2], no caso em
que M é uma superfície. Ele fornece uma ferramenta para estudar a estabilidade
dos pontos críticos de uma ampla gama de funcionais de curvatura em espaços
n-dimensionais de curvatura constante. Isso inclui não só o estudo de propriedades
elásticas de superfícies como citado em [26], mas também funcionais de energia em
espaços mais gerais como citado por Simanca em [52]. Na seção 3.5 verificaremos a
aplicabilidade do teorema 2.6, estudando a estabilidade de alguns pontos críticos
do funcional

Φ =
∫

M
||ϕ||2dµ =

∫
M

[(
1 − 1

n

)
S2

1 − 2S2

]
dµ.

2.3 A 1ª variação para funcionais do tipo F (M ) em ambientes
gerais.

O objetivo dessa seção é generalizar o teorema 2.3, e estabelecer a fórmula da
primeira variação de funcionais da forma

F (M) :=
∫

M
E(S1, S2)dµ,

para hipersuperfícies isometricamente imersas uma variedade Riemanniana qualquer,
e calcular a sua Equação de Euler-Lagrange. Seguindo os mesmos passos das seções
anteriores, vamos começar reestabelecendo algumas equações básicas de evolução,
mas dessa vez sem suposições sobre o espaço ambiente.

Para isso, seja Mn uma hipersuperfície isometricamente imersa em uma variedade
Riemanniana Nn+1, e considere uma variação suave à um parâmetro, normal de
Mn, isto é, uma aplicação r : M × R → Nn+1 dada por

r(x, t) := rt = r0(x) + tu(x)ξ, (2.21)

onde r0 é a imersão original, ξ é um campo unitário normal à M , e u ∈ C∞
c (M).
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Lema 2.7. Dado ϵ > 0, seja r : M ×(−ϵ, ϵ) → Nn+1 uma variação à um parâmetro
de imersões como em (2.21). Temos as seguintes equações de evolução:

δ(αij) = uij − uαilα
l
j + R̃ξ

iξju,

δ||α||2 = 2
(
S3

1 − 3S1S2 + 3S3 + αijR̃ξ
iξj

)
u + 2⟨α, Hess u⟩,

onde R̃ é o tensor curvatura Riemanniana de N .

Demonstração. Ver apêndice B .

Observação 2.3. Se Nn+1 = Qn+1
c temos que

R̃ξ
iξj = c (⟨ri, rj⟩⟨ξ, ξ⟩ − ⟨ri, ξ⟩⟨rj, ξ⟩) = cgij,

αijR̃ξ
iξj = cαijgij = cS1,

o que é compatível com os resultados obtidos no lema 2.1.

Assim, para Mn uma hipersuperfície de uma variedade Riemanniana Nn+1, as
curvaturas S1 e S2 tem as seguintes equações de evolução:

Proposição 2.8. Dado ϵ > 0, seja r : M × (−ϵ, ϵ) → Nn+1 uma variação à um
parâmetro de imersões como em (2.21). Temos as seguintes equações de evolução:

δ(S1) = ∆u + u
(
S2

1 − 2S2 + R̃ic(ξ, ξ)
)

,

δ(S2) = S1∆u − ⟨α, Hess u⟩ + u
(
S1S2 − 3S3 + S1R̃ic(ξ, ξ) − αijR̃ξ

iξj

)
,

onde R̃ic(ξ, ξ) = R̃ξ
ξ é a curvatua de Ricci de N .

Demonstração.

δ(S1) = δ(gijαij) = δ(gij)αij + gijδ(αij)
= 2uαijαij + gij

(
uij − uαilα

l
j + R̃ξ

iξju
)

= gijuij + u
(
αijα

ij + gijR̃ξ
iξj

)
= ∆u + u

(
||α||2 + R̃ξ

ξ

)
= ∆u + u

(
S2

1 − 2S2 + R̃ic(ξ, ξ)
)

.
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Além disso, como ||α||2 =
n∑

i=1
k2

i = S2
1 − 2S2 temos

δ(S2) = 1
2
(
δ(S2

1) − δ||α||2
)

= S1δ(S1) − 1
2δ||α||2

= S1∆u + S1
(
S2

1 − 2S2 + R̃ξ
ξ

)
u − u

(
S3

1 − 3S1S2 + 3S3 + αijR̃ξ
iξj

)
− ⟨α, Hess u⟩

= S1∆u − ⟨α, Hess u⟩ + u
(
S1S2 − 3S3 + S1R̃ic(ξ, ξ) − αijR̃ξ

iξj

)
.

Prosseguindo de maneira análoga ao teorema 2.3, usando a proposição 2.8, obtemos
o primeiro resultado citado em nossa introdução:

Teorema 2.9 (Fórmula da Primeira Variação). Seja M ⊂ Nn+1 hipersuperfície
imersa em uma variedade Riemanniana Nn+1, e seja r(·, t) uma variação à um
parâmetro de imersões como em (2.21). Então, a primeira variação do funcional
(2.1), é dada por

δ
∫

M
E(S1, S2)dµ =

=
∫

M
[(ES1 + S1ES2) ∆u − ES2⟨α, Hess u⟩] dµ +

∫
M

[ (
S2

1 − 2S2 + R̃ic(ξ, ξ)
)
ES1

+
(
S1S2 − 3S3 + S1R̃ic(ξ, ξ) − αijR̃ξ

iξj

)
ES2 − S1E

]
udµ.

Utilizando o teorema 2.9 podemos obter a equação de Euler-Lagrange para o
funcional

Φ(M) =
∫

M
||ϕ||2dµ,

que será estudado no próximo capítulo. Para isso precisamos primeiramente utilizar
integração por parte nos dois primeiros termos de (2.5). Com relação ao primeiro
termo, uma vez que u ∈ C∞

c (M), pela 1ª identidade de Green (1.5) temos∫
M

f∆udµ =
∫

M
u∆fdµ, (2.22)

para f ∈ C∞(M). Com relação ao segundo, primeiramente observemos que

⟨α, Hess u⟩ = αikuik = (αikui)k − (αik
,i)uk

= div X1 − div α(∇u), (2.23)
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onde X1 ∈ TM é definido por ⟨X1, Y ⟩ = α(∇u, Y ), para todo Y ∈ TM . Por outro
lado, tomando o traço da equação de Codazzi (1.11), temos

div α − ∇S1 = R̃ic(ξ, ·), (2.24)

o que implica
div α(∇u) = ⟨∇S1, ∇u⟩ + R̃ic(ξ, ∇u). (2.25)

Agora, seja X2 ∈ TM dado por ⟨X2, Y ⟩ = R̃ic(ξ, Y ), para todo Y ∈ TM . Nesse
caso, por 1.4, vale

div(uX2) = u div(X2) + ⟨X2, ∇u⟩

= u div(X2) + R̃ic(ξ, Y ). (2.26)

Além disso, também por (1.4) vale

div(u∇S1) = u∆S1 + ⟨∇S1, ∇u⟩. (2.27)

Logo, por (2.23), (2.25), (2.26) e (2.27) temos

⟨α, Hess u⟩ = div X1 − div(uX2) − div(u∇S1) + u (∆S1 + div(X2))
= div X + u (∆S1 + div(X2)) ,

onde X = (X1 + uX2 − u∇S1), que tem suporte compacto contido no interior de
M (ver definição de X1 acima). Portanto, pelo teorema da divergência∫

M
⟨α, Hess u⟩dµ =

∫
M

u (∆S1 + div(X2)) dµ. (2.28)

Assim, se
E(S1, S2) = ||ϕ||2 =

(
n − 1

n

)
S2

1 − 2S2,

o teorema 2.9 nos dá

δ
∫

M
||ϕ||2dµ =

∫
M

[
− 2

n
S1∆u + 2⟨α, Hess u⟩

]
dµ

+
∫

M

[
2
(

n − 1
n

)
S1
(
S2

1 − 2S2 + R̃ic(ξ, ξ)
)

−
(

n − 1
n

)
S3

1 + 2S1S2

− 2
(
S1S2 − 3S3 + S1R̃ic(ξ, ξ) − αijR̃ξ

iξj

) ]
udµ.
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Utilizando (2.22), (2.28) e simplificando obtemos

δ
∫

M
||ϕ||2dµ =

∫
M

[
2
(

n − 1
n

)
∆S1 + 2 div X2 +

(
n − 1

n

)
S3

1 − 4
(

n − 1
n

)
S1S2

+6S3 − 2
n

S1R̃ic(ξ, ξ) + 2αijR
ξ
iξj

]
udµ,

que nos fornece a equação de Euler-Lagrange

2∆S1 + S3
1 − 4S1S2 + 6n

n − 1S3 − 2
n − 1

(
S1R̃ic(ξ, ξ) − nαijR

ξ
iξj − n div X2

)
= 0.

Provamos então o seguinte resultado:

Teorema 2.10 (Equação de Euler-Lagrange de Φ em ambiente qualquer).
Seja M ⊂ Nn+1 hipersuperfície imersa em uma variedade Riemanniana Nn+1, e
seja r(·, t) uma variação à um parâmetro de imersões como em (2.21). Então, a
equação de Euler-Lagrange do funcional

Φ(M) =
∫

M
||ϕ||2dµ,

é dada por

2∆S1 + S3
1 − 4S1S2 + 6n

n − 1S3 − 2
n − 1

(
S1R̃ic(ξ, ξ) − nαijR

ξ
iξj − n div X2

)
= 0,

(2.29)
onde X2 ∈ TM é definido por ⟨X2, Y ⟩ = R̃ic(ξ, Y ), para todo Y ∈ TM .

Observação 2.4. No caso em que a variedade ambiente é Einstein temos

R̃ic(ξ, ξ) = (Kg̃(r1, ξ) + . . . + Kg̃(rn, ξ)) =
n∑

i=1
Kg̃(ri, ξ),

e
αijR̃ξ

iξj = k1Kg̃(r1, ξ) + . . . + knKg̃(rn, ξ) =
n∑

i=1
kiKg̃(ri, ξ),

onde k1, . . . , kn são as curvaturas principais associadas a base ortonormal de direções
principais r1, . . . , rn e, para cada i = 1, . . . , n, Kg̃(ri, ξ) é a curvatura seccional do
espaço gerado por {ri, ξ}.

Quando a variedade ambiente é Einstein, as expressões obtidas nos teoremas 2.9 e
2.10 podem ser simplificadas. Nesse caso valem os seguintes resultados:



Capítulo 2. Propriedades variacionais de funcionais de curvatura 59

Teorema 2.11 (Fórmula da Primeira Variação). Seja M ⊂ Nn+1 hipersu-
perfície imersa em uma variedade Riemanniana Einstein Nn+1, e seja r(·, t) uma
variação à um parâmetro de imersões como em (2.21). Então, a primeira variação
do funcional (2.1), é dada por

δ
∫

M
E(S1, S2)dµ =

=
∫

M
[(ES1 + S1ES2) ∆u − ES2⟨α, Hess u⟩] dµ +

∫
M

(S2
1 − 2S2 +

n∑
i=1

Kg̃(ri, ξ)
)
ES1

+
(

S1S2 − 3S3 + S1

n∑
i=1

Kg̃(ri, ξ) −
n∑

i=1
kiKg̃(ri, ξ)

)
ES2 − S1E

udµ. (2.30)

Corolário 2.12 (Equação de Euler-Lagrange de Φ em ambiente Einstein).
Seja M ⊂ Nn+1 hipersuperfície imersa em uma variedade Riemanniana Einstein
Nn+1, e seja r(·, t) uma variação à um parâmetro de imersões como em (2.21).
Então, a equação de Euler-Lagrange do funcional

Φ(M) =
∫

M
||ϕ||2dµ,

é dada por

2∆S1 + S3
1 − 4S1S2 + 6n

n − 1S3 − 2
n − 1

(
S1

n∑
i=1

Kg̃(ri, ξ) − n
n∑

i=1
kiKg̃(ri, ξ)

)
= 0.

(2.31)

Se M̃ = Qn+1
c , temos que Kg̃(ei, ξ) = c para todo i. Nesse caso, temos o seguinte

resultado:

Corolário 2.13 (Equação de Euler-Lagrange de Φ em Qn+1
c ). Seja M hiper-

superfície imersa em Qn+1
c , e seja r(·, t) uma variação à um parâmetro de imersões

como em (2.21). Então, a equação de Euler-Lagrange do funcional

Φ(M) =
∫

M
||ϕ||2dµ,

é dada por
2∆S1 + S3

1 − 4S1S2 + 6n

n − 1S3 = 0. (2.32)
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Para obter a equação de Euler-Lagrange para o funcional (2.1) no caso geral, é
necessário utilizar integração por partes em um termo da forma∫

M
f⟨α, Hess u⟩dµ,

onde f = ES2 . Utilizando (2.23) e a regra do produto (1.4) temos

f⟨α, Hess u⟩ = f [div X1 − div(uX2) − div(u∇S1) + u (∆S1 + div(X2))]
= div(fX1) − div(fuX2) − div(fu∇S1) + u (f∆S1 + f div(X2))

− ⟨X1, ∇f⟩ + ⟨X2, ∇f⟩u + ⟨∇S1, ∇f⟩u, (2.33)

onde ⟨X1, ∇f⟩ = α(∇u, ∇f) e ⟨X2, ∇f⟩ = R̃ic(ξ, ∇f).

Seja X3 ∈ TM tal que ⟨X3, Y ⟩ = α(Y, ∇f) para todo Y ∈ TM . Nesse caso,
utilizando novamente a regra do produto temos

div(uX3) = u div X3 + ⟨X3, ∇u⟩.

Além disso, X3 = αikfk, logo

div X3 = αik
ifk + αikfik

= div α∇f + ⟨α, Hess f⟩

= ⟨∇S1, ∇f⟩ + ⟨α, Hess f⟩ + R̃ic(ξ, ∇f), (2.34)

onde a última igualdade é consequência da contração da equação de Codazzi como
em (2.24). Substituindo (2.34) e (2.24) em (2.33) temos

f⟨α, Hess u⟩ = div(fX1) − div(fuX2) − div(fu∇S1) − div(uX3) + uf∆S1

+
[
f div(X2) + ⟨α, Hess f⟩ + 2R̃ic(ξ, ∇f)⟩ + 2⟨∇S1, ∇f⟩

]
u

=
[
f∆S1 + f div(X2) + ⟨α, Hess f⟩ + 2R̃ic(ξ, ∇f) + 2⟨∇S1, ∇f⟩

]
u

+ div(X )

onde X = fX1 + fuX2 − fu∇S1 − uX3, que tem suporte compacto no interior de
M . Portanto, pelo teorema da divergência∫

M
f⟨α, Hess u⟩dµ =

=
∫

M

[
f∆S1 + f div(X2) + ⟨α, Hess f⟩ + 2R̃ic(ξ, ∇f) + 2⟨∇S1, ∇f⟩

]
udµ.

(2.35)
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Aplicando (2.22) e (2.35) ao resultado obtido no teorema 2.9 e simplificando,
obtemos o seguinte resultado:

Teorema 2.14 (Equação de Euler-Lagrange para F(M)). Seja M ⊂ Nn+1

hipersuperfície imersa em uma variedade Riemanniana Nn+1, e seja r(·, t) uma
variação à um parâmetro de imersões como em (2.21). Então, a equação de Euler-
Lagrange do funcional

F (M) :=
∫

M
E(S1, S2)dµ,

é dada por

∆ES1 +
(
S2

1 − 2S2 + R̃ic(ξ, ξ)
)
ES1 +

(
S1S2 − 3S3 + S1R̃ic(ξ, ξ) − αijR̃ξ

iξj

)
ES2

− S1E + S1∆ES2 − ES2 div(X2) − ⟨α, Hess ES2⟩ − 2R̃ic(ξ, ∇ES2) = 0,

onde X2 ∈ TM é definido por ⟨X2, Y ⟩ = R̃ic(ξ, Y ), para todo Y ∈ TM .

2.4 Funcionais de curvatura em formas espaciais de curvatura
constante

Na primeira seção desse capítulo nos limitamos a calcular a fórmula da primeira
variação para funcionais que dependem apenas das curvaturas S1 e S2, isto é, da
forma

F (M) :=
∫

M
E(S1, S2)dµ,

onde M é uma hipersuperfície imersa em um espaço de curvatura seccional cons-
tante. Podemos reformular esse resultado para funcionais mais gerais uma vez que
calculemos a variação de outras curvaturas r-médias. Assim, por exemplo, usando
a proposição 2.5, e procedendo de maneira análoga a da demonstração do teorema
2.3 temos

Teorema 2.15. Seja M ⊂ Qn+1
c hipersuperfície imersa em uma forma espacial

de curvatura seccional constante c, e seja r(·, t) uma variação à um parâmetro de
imersões como em (2.2). Então, a primeira variação do funcional

G(M) :=
∫

M
E(S1, S2, S3)dµ,
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é dada por

δ
∫

M
E(S1, S2, S3)dµ =

=
∫

M

[
⟨α2, Hess u⟩ES3 − (ES2 + S1ES3)⟨α, Hess u⟩ + (ES1 + S1ES2 + S2ES3) ∆u

]
dµ

+
∫

M

[
(S2

1 − 2S2 + nc)ES1 + (S1S2 − 3S3 + (n − 1)cS1)ES2

+ (S1S3 − 4S4 + (n − 2)cS2)ES3 − S1E
]
udµ.

Nesta subseção vamos calcular a equação de evolução de uma curvatura Sk, para
k ≤ n. Acreditamos que tal equação é de interesse independente. Em particular,
ela é a principal ferramenta necessária para calcular a fórmula da primeira variação
para funcionais mais gerais da forma

L(M) :=
∫

M
E(S1, . . . , Sn)dµ,

uma vez que

δ
∫

M
E(S1, . . . , Sn)dµ =

∫
M

n∑
k=1

ESk
(δSk)dµ +

∫
M
Eδ(dµ),

O leitor interessado em obter tal variação deve seguir os passos do teorema 2.3.

Esse resultado foi obtido pela primeira vez por Reilly em [49]. Aqui apresentaremos
uma demonstração diferente e que, embora exija cálculos trabalhosos, usa ferramen-
tas mais acessíveis. Mais especificamente, nosso objetivo é demonstrar o seguinte
resultado:

Teorema 2.16. Dado ϵ > 0, seja r : M × (−ϵ, ϵ) → Qn+1
c uma variação suave

à um parâmetro com suporte compacto e velocidade normal δr = uξ. Temos as
seguintes equações de evolução:
Para k < n

δ(Sk) =
k∑

i=1
(−1)k−i⟨αk−i, Hessu⟩Si−1+u (S1Sk − (k + 1)Sk+1 + (n − k + 1) cSk−1) ;

para k = n

δ(Sn) =
n∑

i=1
(−1)n−i⟨αn−i, Hessu⟩Si−1 + u(S1Sn + cSn−1),
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onde αk−i = gσk−i+1αk−i, e

gσN = ga1b1 · . . . · gaN bN

ασN
= αc1d1 · . . . · αcN ,cN

, (2.36)

com {a1, b1, . . . , aN , bN} = {c1, d1, . . . , cN , dN} conjuntos de índices tais que

(ai, bi) ̸= (cj, dj), ∀i, j = 1, . . . , N.

O primeiro passo para obter esse resultado é, dado N ∈ N, N ≤ n, obter a equação
de evolução da N -ésima soma de potências das curvaturas principais,

pN :=
n∑

i=1
kN

i .

Para cada N ∈ N, sejam gσN e ασN
como descritos em (2.36).

O lema abaixo generaliza parte dos resultados obtidos no lema 2.1.

Lema 2.17. Dado ϵ > 0, seja r : M × (−ϵ, ϵ) → Qn+1
c uma variação suave à um

parâmetro com suporte compacto e velocidade normal δr = uξ. Temos as seguintes
equações de evolução:

δ (gσN ) = 2NugσN+1αij (2.37)
δ (ασN

) = N
(
ασN−1uij − ugijασN+1 + ucgijασN−1

)
. (2.38)

Demonstração. Usando o lema 2.1 e a regra do produto temos

δ(gσN ) = NgσN−1δ(gij) = 2NugσN−1αij

= 2NugσN+1αij.

Analogamente, novamente usando o lema 2.1, temos

δ (ασN
) = NασN−1(uij − ugijαixαjy + ucgij)

= N
(
ασN−1uij − ugijασN+1 + ucgijασN−1

)
.
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Lema 2.18. Dado ϵ > 0, seja r : M × (−ϵ, ϵ) → Qn+1
c uma variação suave à um

parâmetro com suporte compacto e velocidade normal δr = uξ. Temos a seguinte
equação de evolução:

δ(pN) = N
(
⟨αN−1, Hessu⟩ + upN+1 + ucpN−1

)
.

Demonstração. Uma vez que

pN =
n∑

i=1
kN

i = gσN ασN
,

usando (2.37) temos

δ(pN) = δ (gσN ασN
) = δ(gσN )ασN

+ gσN δ(ασN
)

= N
(
ασN

(2ugσN+1αij) + gσN (ασN−1uij − ugijασN+1 + ucgijασN−1)
)

= N
(
gσN ασN−1uij + ugσN+1ασN+1 + ucgσN−1ασN−1

)
= N

(
⟨αN−1, Hessu⟩ + u

n∑
i=1

kN+1
i + uc

n∑
i=1

kN−1
i

)

= N
(
⟨αN−1, Hessu⟩ + upN+1 + ucpN−1

)
.

Observação 2.5. Nessa notação temos

p0 =
n∑

i=1
k0

i = n.

Demonstração do teorema 2.16. Faremos a demonstração por indução. O resultado
já foi demonstrado para k = 1. Suponhamos que o resultado é válido para todo
r < k, r ∈ N. Vamos mostrar que ele é válido para k. Por (1.16), temos que

kSk =
k∑

i=1
(−1)i+1Sk−ipi.
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Derivando temos

kδ(Sk) =
k∑

i=1
(−1)i+1 (δ(Sk−i)pi + Sk−iδ(pi))

= (−1)k+1δ(pk) +
k−1∑
i=1

(−1)i+1 (δ(Sk−i)pi + Sk−iδ(pi))

= (−1)k+1k
(
⟨αk−1, Hess u⟩ + upk+1 + ucpk−1

)

+
k−1∑
i=1

(−1)i+1iSk−i

(
⟨αi−1, Hess u⟩ + upi+1 + ucpi−1

)

+
k−1∑
i=1

k−i∑
j=1

(−1)k−j+1piSj−1⟨αk−i−j, Hess u⟩

+
k−1∑
i=1

(−1)i+1piu (S1Sk−i − (k − i + 1)Sk−i+1 + (n − (k − i − 1)) cSk−i−1)

=

(a)︷ ︸︸ ︷
(−1)k+1k⟨αk−1, Hess u⟩ +

k−1∑
i=1

(−1)k−i+1(k − i)Si⟨αk−i−1, Hess u⟩

+
k−1∑
i=1

k−i∑
j=1

(−1)k−j+1piSj−1⟨αk−i−j, Hess u⟩

(b)︷ ︸︸ ︷
+

k−1∑
i=1

(−1)i+1uipi+1Sk−i +
k−1∑
i=1

(−1)i+1upi (S1Sk−i − (k − i + 1)Sk−i+1)

+(−1)k+1ukpk+1
(c)︷ ︸︸ ︷

+
k−1∑
i=1

(−1)i+1ucipi−1Sk−i +
k−1∑
i=1

(−1)i+1ucpi (n − (k − i − 1)) Sk−i−1

+(−1)k+1uckpk−1.

Vamos fazer o cálculo das três partes em separado.
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(a):

= (−1)k+1k⟨αk−1, Hess u⟩ +
k−1∑
i=1

(−1)i+1iSk−i⟨αi−1, Hess u⟩

+
k−1∑
i=1

k−i∑
j=1

(−1)k−j+1piSj−1⟨αk−i−j, Hess u⟩

= (−1)k+1k⟨αk−1, Hess u⟩ +
k−1∑
i=1

(−1)i+1kSk−i⟨αi−1, Hess u⟩

+
k−1∑
i=1

(−1)i+1(k − i)Sk−i⟨αi−1, Hess u⟩

+
k−1∑
i=1

k−i∑
j=1

(−1)k−j+1piSj−1⟨αk−i−j, Hess u⟩

=
k−1∑
j=1

(−1)j⟨αj−1, Hess u⟩
[
(k − j)Sk−j −

k−j∑
i=1

(−1)i−1Sk−j−ipi

]

+ k
k∑

i=1
(−1)k−i⟨αk−i, Hess u⟩Si−1

= k
k∑

i=1
(−1)k−i⟨αk−i, Hess u⟩Si−1,

onde na última igualdade usamos a identidade de Newton (1.16).

(b):

=
k−1∑
i=1

(−1)i+1upi (S1Sk−i − (k − i + 1)Sk−i+1)

+
k−1∑
i=1

(−1)i+1uipi+1Sk−i + (−1)k+1ukpk+1

= (−1)k+1uk

(
(−1)k(k + 1)Sk+1 +

k∑
i=1

(−1)k+ipiSk−i+1

)

+ u
k−1∑
i=1

(−1)i+1ipi+1Sk−i + u
k−1∑
i=1

(−1)i+1piS1Sk−i

+ u
k−1∑
i=1

(−1)ipi(k − i + 1)Sk−i+1
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= uk(−1)k+1S1pk + u(k − 1)(−1)kS1pk − uk(k + 1)Sk+1

+ uk
k−1∑
i=2

(−1)i+1piSk−i+1 + u
k−2∑
i=1

(−1)i+1ipi+1Sk−i

+ u
k−1∑
i=1

(−1)i+1piS1Sk−i + u
k−1∑
i=2

(−1)ipi(k − i + 1)Sk−i+1

= u(−1)k+1S1

(
(−1)k−1kSk +

k−1∑
i=1

(−1)k+i−1piSk−i

)

− uk(k + 1)Sk+1 + uk
k−1∑
i=2

(−1)i+1piSk−i+1

+ u
k−2∑
i=1

(−1)i+1ipi+1Sk−i + u
k−1∑
i=1

(−1)i+1S1piSk−i

+ u
k−1∑
i=2

(−1)ipi(k − i + 1)Sk−i+1

= uk (S1Sk − (k + 1)Sk+1) + uk
k−1∑
i=2

(−1)i+1piSk−i+1

+ u
k−2∑
i=1

(−1)i+1ipi+1Sk−i + u
k−1∑
i=2

(−1)ipi(k − i + 1)Sk−i+1

+ u
k−1∑
i=1

(−1)i+1S1piSk−i + uk
k−1∑
i=1

(−1)iS1piSk−i

= u
k−2∑
i=1

(−1)i+1piSk−i+1(k − (k − i + 1) + (1 − i))

+ u
k−1∑
i=1

(−1)iS1piSk−i(k − (k − 1) − 1)

+ uk (S1Sk − (k + 1)Sk+1)

= uk (S1Sk − (k + 1)Sk+1) ,

onde usamos (1.17) na segunda e na quarta igualdade.
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(c):

= (−1)k+1uckpk−1 +
k−1∑
i=1

(−1)i+1ucipi−1Sk−i

+
k−1∑
i=1

(−1)i+1ucpi (n − (k − i − 1)) Sk−i−1

= (−1)k+1uck

(
(−1)k−2(k − 1)Sk−1 +

k−2∑
i=1

(−1)k+i−2piSk−i−1

)

+ uc
k−1∑
i=2

(−1)i+1ipi−1Sk−i + uc
k−2∑
i=1

(−1)i+1pi (n − (k − i − 1)) Sk−i−1

+ ucnSk−1 + uc(−1)knpk−1

= uc(−1)k+1k
k−2∑
i=1

(−1)k+i−2piSk−i−1 + uc
k−1∑
i=2

(−1)i+1ipi−1Sk−i

+ uc(−1)kn

(
(−1)k−2(k − 1)Sk−1 +

k−2∑
i=1

(−1)k+i−2piSk−i−1

)

+ uc
k−2∑
i=1

(−1)i+1pi (n − (k − i − 1)) Sk−i−1 − uck(k − 1)Sk−1 + ucnSk−1

= uc
k−2∑
i=1

(−1)i+1kpiSk−i−1 + +uc
k−2∑
i=1

(−1)i+1pi (n − (k − i − 1)) Sk−i−1

+ uc
k−2∑
i=1

(−1)inpiSk−i−1uc
k−1∑
i=2

(−1)i+1ipi−1Sk−i

+ uc (−k(k − 1) + n + n(k − 1)) Sk−1

= uc
k−2∑
i=1

(−1)i+1pi (k − (i + 1) − n + n − (k − i − 1))

+ uck (n − (k − 1)) Sk−1

= uck (n − (k − 1)) Sk−1.
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Usando os resultados obtidos em (a), (b) e (c) temos

δ(Sk) =
k∑

i=1
(−1)k−i⟨αk−i, Hess u⟩Si−1+u (S1Sk − (k + 1)Sk+1 + (n − k + 1) cSk−1) .

A fórmula para k = n é imediata observando que se k = n, então Sk+1 = 0.
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3 O funcional norma L2 da segunda forma
fundamental sem traço

3.1 Definições iniciais
Assim como no capítulo anterior, estaremos considerando apenas variedades orien-
táveis.

Apesar de nos restringirmos ao estudo em hipersuperfícies, inicialmente vamos
apresentar a seguinte definição geral:

Definição 3.1. Sejam M uma variedade Riemanniana, r : Mn → M̃n+p uma
imersão isométrica, α a segunda forma fundamental da imersão e H o vetor
curvatura média (não normalizada). Definimos a segunda forma fundamental
sem traço ϕ : TM × TM → TM⊥ como

ϕ(X, Y ) := α(X, Y ) − 1
n

⟨X, Y ⟩H,

onde ⟨·, ·⟩ denota a métrica de M .

É possível verificar (ver Apêndice C) que

||ϕ||2 = ||α||2 − ||H||2

n
,

Tr ϕ = 0. (3.1)

Quando a imersão tem codimensão p = 1, dado um vetor ξ ∈ TM⊥ unitário, uma
vez que, para cada X, Y ∈ TM vale ϕ(X, Y ) ∈ TM⊥ e H ∈ TM⊥, temos

⟨ϕ(X, Y ), ξ⟩ = ⟨α(X, Y ), ξ⟩ − 1
n

⟨X, Y ⟩⟨H, ξ⟩

⟨ϕ(X)(Y )ξ, ξ⟩ = ⟨AξX, Y ⟩ − 1
n

⟨X, Y ⟩⟨hξ, ξ⟩

ϕ(X)(Y ) = ⟨AξX − h

n
X, Y ⟩,
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ou seja
ϕ(X) = AξX − h

n
X.

Além disso, se M é uma hipersuperfície, e µ1, . . . , µn são os autovalores de ϕ, isto
é, ϕei = µiei, para i = 1, . . . , n, então

n∑
i=1

µi = 0 e

||ϕ||2 =
n∑

i=1
µ2

i = 1
n

n∑
i<j=1

(ki − kj)2,

onde k1, . . . , kn são as curvaturas principais de M . Assim ||ϕ|| = 0 se, e somente se,
todas as curvaturas principais de M são iguais, isto é, se M é totalmente umbílica.

Seja Φ(M) a integral de ||ϕ||2 sobre M , isto é,

Φ(M) =
∫

M
||ϕ||2dµ,

onde dµ é o elemento de volume de M .

Se r : M × I → M̃ é uma família à um parâmetro de deformações de M , e
Mt = r(M, t) para, t ∈ I ⊂ R e M0 = M , definimos então o funcional

Φ(Mt) :=
∫

Mt

||ϕt||2dµt.

Observação 3.1. M é totalmente umbílica se, e somente se, ||ϕ|| = 0, logo

Φ(M) = 0 ≤
∫

Mt

||ϕt||2dµt = Φ(Mt),

para qualquer variação Mt de M . Portanto, variedades totalmente umbílicas são
mínimos absolutos do funcional Φ.

Consideremos o caso em que M é uma hipersuperfície isometricamente imersa
em Qn+1

c . Nesse caso, o corolário (2.13) nos dá a equação de Euler-Lagrange do
funcional Φ:

2∆S1 + S3
1 − 4S1S2 + 6n

n − 1S3 = 0. (3.2)

Podemos reescrever a equação (3.2) em função da curvatura média S1 = h, de ||α||
e das curvaturas principais k1, . . . , kn da seguinte forma:

2(n − 1)∆h − (n + 2)h||α||2 + h3 + 2n
(
k3

1 + . . . + k3
n

)
= 0. (3.3)
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Também será interessante reescrever a equação de Euler-Lagrange em função
dos autovalores de ϕ. Pela definição de ϕ, observe que se µ1, . . . , µn são os seus
autovalores, então

ki = µi + h

n
, ∀i = 1, . . . , n,

com
n∑

i=1
µi = 0 e

n∑
i=1

µ2
i = ||ϕ||2.

Logo

n∑
i=1

k3
i =

n∑
i=1

(
µi + h

n

)3

=
n∑

i=1

(
µ3

i + 3µ2
i

h

n
+ h3

n3

)

= 3||ϕ||2 h

n
+ h3

n2 +
n∑

i=1
µ3

i . (3.4)

Assim, substituindo (3.1) e (3.4), temos que a equação de Euler-Lagrange (3.3)
pode ser escrita como

2(n − 1)∆h − (n − 4)h||ϕ||2 + 2n
(
µ3

1 + . . . + µ3
n

)
= 0. (3.5)

Diretamente de (3.2) temos o seguinte resultado:

Corolário 3.2. Seja M hipersuperfície isometricamente imersa em Qn+1
c , que é

ponto crítico de Φ. Se M é mínima, então M é 3-mínima, isto é, S3 = 0.

Outra consequência direta de (3.2) é o fato de que variedades austeras são pontos
críticos do funcional Φ, uma vez que a definição de variedade austera implica
diretamente que Sk = 0, para todo k ímpar.

Observação 3.2. O conceito de variedades austeras foi introduzido por Harvey e
Lawson [30, p.102]. A condição apresentada é equivalente à seguinte definição:

Definição 3.3. Uma subvariedade Mn é austera se, para cada vetor normal ξ, o
conjunto dos autovalores de Aξ é invariante por multiplicação por −1, isto é, é da
forma

{λ1, . . . , λn} = {a, −a, b, −b, . . . , c, −c, 0, 0, . . . , 0}.
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Em particular, segue diretamente da definição que toda subvariedade austera é uma
subvariedade mínima.

A seguir, vamos provar algumas fórmulas de interesse independente que considera-
mos relevantes para o completamento da teoria. Os lemas a seguir são adaptações
dos resultados obtidos por Gruber em [25].

Lema 3.4. Seja r : Mn → Qn+1
c uma imersão isométrica, e seja ξ vetor unitário

normal à Mn. Então, os Laplacianos de r e de ξ são dados, respectivamente, por

∆r = S1ξ − ncr,

∆ξ = −∇∇S1r − (S2
1 − 2S2)ξ + S1cr. (3.6)

Demonstração. Considere um sistema local {r1, . . . , rn}, tangente à M ⊂ Qn+1
c e ξ

vetor normal à M em todo ponto. Nesse caso, a fórmula de Weingarten (1.10) e a
equação de Gauss (1.13) nos dão

ξi = −αj
i rj, (3.7)

rij = Γk
ijrk + αijξ − gijcr. (3.8)

Como os símbolos de Christoffel são antisimétricos em i, j, usando (3.8) temos que

∆r =
n∑

i=1
rii =

n∑
i=1

αiiξ − giicr = S1ξ − ncr.

Derivando (3.7), e usando a notação de Einstein temos

ξij = −ak
i;jrk − αk

i rkj = −αk
i;jrk − αk

i Γl
kjrl − αk

i αjkξ + αk
i gkjcr. (3.9)

Quando o espaço ambiente é dado por Qn+1
c a equação de Codazzi (1.14) implica

αik;j = αij;k − c(δikδjl − δjkδil)ξl,

logo, por (3.9), temos

∆ξ =
n∑

i=1
ξii =

n∑
i,k=1

− αk
i;irk − αk

i αikξ + αk
i gikcr

= −∇∇S1r − ||α||2ξ + S1cr

= −∇∇S1r − (S2
1 − 2S2)ξ + S1cr.
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Lema 3.5. Seja r : Mn → Qn+1
c uma imersão isométrica, tal que M é compacta e

ponto crítico de Φ, e seja V um campo vetorial constante em M . Se ξ é normal
à M , e n é o vetor conormal em ∂M , compatível com a orientação da variedade,
então valem as seguintes igualdades:∫

M

[ 6n

n − 1S3⟨V, ξ⟩ + (n + 2)cS2
1⟨V, r⟩

]
dµ =

∫
∂M

[
S2

1⟨∇nr, V ⟩ + 2S1⟨∇nξ, V ⟩

− 2∇nS1⟨V, ξ⟩
]
dτ. (3.10)

∫
M

[
(n − 2)(1 − c)S2

1 + 6n

n − 1S3⟨r, ξ⟩ − 2ncS1⟨r, ξ⟩
]
dµ =

=
∫

∂M

[
S2

1⟨∇nr, r⟩ + 2S1⟨∇nξ, r⟩ − 2∇nS1⟨r, ξ⟩
]
dτ, (3.11)

onde dτ é o elemento de área.

Demonstração. Pela equação de Euler-Lagrange (3.2), a identidade de Green (1.6),
e usando o fato de V ser constante temos

−
∫

M

(
S3

1 − 4S1S2
)

⟨V,ξ⟩dµ −
∫

M

6n

n − 1S3⟨V, ξ⟩dµ = 2
∫

M
∆S1⟨V, ξ⟩dµ

= 2
∫

M
S1⟨V, ∆ξ⟩dµ + 2

∫
∂M

⟨∇S1, n⟩⟨V, ξ⟩ − S1⟨∇nξ, V ⟩dτ

=

(a)︷ ︸︸ ︷
2
∫

M
S1⟨V, ∆ξ⟩ dµ + 2

∫
∂M

∇nS1⟨V, ξ⟩ − S1⟨∇nξ, V ⟩dτ.

(3.12)
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Vamos calcular (a) em separado. Usando (3.6) e a identidade de Green (1.5) temos

2
∫

M
S1⟨V, ∆ξ⟩dµ =

= −2
∫

M
S1⟨V, ∇∇S1r + (S2

1 − 2S2)ξ − S1cr⟩dµ

= −
∫

M
2S1⟨∇∇S1r, V ⟩dµ −

∫
M

(
2S3

1 − 4S1S2
)

⟨V, ξ⟩dµ + 2c
∫

M
S2

1⟨V, r⟩dµ.

= −
∫

M
⟨∇∇S2

1
r, V ⟩dµ −

∫
M

(
2S3

1 − 4S1S2
)

⟨V, ξ⟩dµ + 2c
∫

M
S2

1⟨V, r⟩dµ.

= −
∫

∂M
S2

1⟨∇∇nr, V ⟩dτ −
∫

M
S2

1⟨∆r, V ⟩dµ −
∫

M

(
2S3

1 − 4S1S2
)

⟨V, ξ⟩dµ

+ 2c
∫

M
S2

1⟨V, r⟩dµ

= −
∫

∂M
S2

1⟨∇∇nr, V ⟩dτ −
∫

M

(
S3

1 − 4S1S2
)

⟨V, ξ⟩dµ + (n + 2)c
∫

M
S2

1⟨V, r⟩dµ,

(3.13)

uma vez que S2
1⟨∆r, V ⟩ = S3

1⟨V, ξ⟩ − ncS2
1⟨V, r⟩. Substituindo (3.13) em (3.12)

obtemos (3.10).

A demonstração de (3.11) é similar. Novamente utilizando a equação de Euler-
Lagrange (3.2), a identidade de Green (1.6) e o lema 3.5 temos

−
∫

M

(
S3

1 − 4S1S2
)

⟨r, ξ⟩dµ −
∫

M

6n

n − 1S3⟨r, ξ⟩dµ = 2
∫

M
∆S1⟨r, ξ⟩dµ

= 2
∫

M
S1∆⟨r, ξ⟩dµ + 2

∫
∂M

[
⟨∇S1, n⟩⟨r, ξ⟩ − S1 (⟨∇nr, ξ⟩ + ⟨∇nξ, r⟩)

]
dτ

=

(b)︷ ︸︸ ︷
2
∫

M
S1∆⟨r, ξ⟩ dµ + 2

∫
∂M

[∇nS1⟨r, ξ⟩ − S1⟨∇nξ, r⟩] dτ, (3.14)

onde na segunda passagem usamos que ξ ⊥ ∇nr. Para calcular (b) novamente
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usamos (1.5) e o lema 3.5. Assim

2
∫

M
S1∆⟨r, ξ⟩dµ = 2

∫
M

S1 (⟨∆r, ξ⟩ + ⟨r, ∆ξ⟩ + 2⟨∇r, ∇ξ⟩)dµ

=
∫

M

[
2S2

1 − 2ncS1⟨r, ξ⟩ − 2S1⟨r, ∇∇S1r +
(
S2

1 − 2S2
)

ξ − S1cr⟩ − 4S2
1

]
dµ

=
∫

M

[
−2S2

1 + 2cS2
1 − ⟨∇∇S2

1
r, r⟩ −

(
2S3

1 − 4S1S2 + 2ncS1
)

⟨r, ξ⟩
]

dµ

=
∫

M

[
−2(1 − c)S2

1 + S2
1

(
||∇r||2 + ⟨∆r, r⟩

)
−
(
2S3

1 − 4S1S2 + 2ncS1
)

⟨r, ξ⟩
]

dµ

−
∫

∂M
S2

1⟨∇nr, r⟩dτ

=
∫

M

[
(n − 2)(1 − c)S2

1 −
(
S3

1 − 4S1S2
)

⟨r, ξ⟩ − 2ncS1⟨r, ξ⟩
]

dµ

−
∫

∂M
S2

1⟨∇nr, r⟩dτ, (3.15)

uma vez que ||∇r||2 = n e S2
1⟨∆r, r⟩ = S3

1⟨r, ξ⟩ − ncS2
1 . Substituindo (3.15) em

(3.14) obtemos (3.11).

Observação 3.3. Uma consequência do lema anterior é que não existe hipersu-
perfície compacta do Rn+1, n ≥ 3, ponto crítico de Φ, tal que S3 = 0 em M e
S1 = ∇nS1 = 0 em ∂M .

Com efeito, caso tal hipersuperfície existisse, (3.11) implicaria que S1 = 0 em M ,
o que é impossível uma vez que não existem hipersuperfícies mínimas compactas
em Rn+1.

3.2 Equação de Euler Lagrange para variedades com no má-
ximo duas curvaturas distintas

Nessa seção vamos reescrever a equação de Euler-Lagrange de Φ para hipersuperfí-
cies imersas em espaços de curvatura constante no caso em que existem no máximo
três curvatura principais distintas a menos de multiplicidade. Essa formulação
nos permitirá estudar como casos particulares, as hipersuperfícies rotacionais (que
possuem no máximo duas curvaturas principais distintas) e os toros de Clifford.

Sejam p, q e r números naturais tais que p + q + r = n, e suponhamos que M

tenha p curvaturas principais iguais a k1, q curvaturas principais iguais a k2 e r
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curvaturas principais iguais a k3. Nesse caso (3.3) toma a forma

2(n − 1)∆h − (n + 2)(pk1 + qk2 + rk3)(pk2
1 + qk2

2 + rk2
3)

+ 2n(pk3
1 + qk3

2 + rk3
3) + (pk1 + qk2 + rk3)3 = 0.

Logo

−2(n − 1)∆h = − (n + 2)
(
p2k3

1 + q2k3
2 + r2k3

3 + pqk2
1k2 + pqk1k

2
2 + prk2

1k3 + prk1k
2
3

+ qrk2
2k3 + qrk2k

2
3

)
+ 2n(pk3

1 + qk3
2 + rk3

3) + p3k3
1 + q3k3

2 + r3k3
3

+ 3p2qk2
1k2 + 3pq2k1k

2
2 + 3p2rk2

1k3 + 3q2rk2
2k3 + 3r2pk1k

2
3 + 3r2qk2

3k2

+ 6pqrk1k2k3

=k3
1

(a)︷ ︸︸ ︷
(−(n + 2)p2 + 2np + p3) +k3

2

(b)︷ ︸︸ ︷
(−(n + 2)q2 + 2nq + q3)

+ k3
3

(c)︷ ︸︸ ︷
(−(n + 2)r2 + 2nr + r3) +6pqrk1k2k3

+ k2
1k2

(d)︷ ︸︸ ︷
(−pq(n + 2) + 3p2q) +k1k

2
2

(e)︷ ︸︸ ︷
(−pq(n + 2) + 3pq2)

+ k2
1k3

(f)︷ ︸︸ ︷
(−pr(n + 2) + 3p2r) +k1k

2
3

(g)︷ ︸︸ ︷
(−pr(n + 2) + 3pr2)

+ k2
2k3

(h)︷ ︸︸ ︷
(−qr(n + 2) + 3q2r) +k2k

2
3

(i)︷ ︸︸ ︷
(−qr(n + 2) + 3qr2) . (3.16)

Temos então

(a) = pq(2 − p) + pr(2 − p); (f) = −pr((2 − p) − (p − r)) − pqr;
(b) = pq(2 − q) + qr(2 − q); (g) = −pr((2 − r) + (p − r)) − pqr;
(c) = pr(2 − r) + qr(2 − r); (h) = −qr((2 − q) − (q − r)) − pqr;
(d) = −pq((2 − p) − (p − q)) − pqr; (i) = −qr((2 − r) + (q − r)) − pqr;
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Observe que

k3
1(2 − p) − k2

1k2((2 − p) − (p − q)) + k3
2(2 − q) − k1k

2
2((2 − q) + (p − q))

= k2
1(2 − p)(k1 − k2) − k2

2(2 − q)(k1 − k2) + k1k2(p − q)(k1 − k2)
= (k1 − k2)(k2

1(2 − p) − k2
2(2 − q) + k1k2(p − q))

= (k1 − k2)(2k2
1 − 2k2

2 − pk2
1 + qk2

2 + pk1k2 − qk1k2)
= (k1 − k2)(2(k1 − k2)(k1 + k2) − pk1(k1 − k2) − qk2(k1 − k2)
= (k1 − k2)2 ((2 − p)k1 + (2 − q)k2) . (3.17)

Analogamente

= k3
1(2 − p) − k2

1k3((2 − p) − (p − r)) + k3
3(2 − r) − k1k

2
3((2 − r) + (p − r))

= (k1 − k3)2 ((2 − p)k1 + (2 − r)k3) , (3.18)

e

= k3
2(2 − q) − k2

2k3((2 − q) − (q − r)) + k3
3(2 − r) − k2k

2
3((2 − r) + (q − r))

= (k2 − k3)2 ((2 − q)k2 + (2 − r)k3) . (3.19)

Além disso,

pqr(6k1k2k3 − k1k
2
2 − k1k

2
3 − k2k

2
1 − k2k

2
3 − k3k

2
1 − k3k

2
2)

= pqr(−k1(k2 − k3)2 − k2(k1 − k3)2 − k3(k1 − k2)2. (3.20)

Substituindo (3.17), (3.18), (3.19) e (3.20) em (3.16) temos

−2(n − 1)∆h = pq(k1 − k2)2((2 − p)k1 + (2 − q)k2 − rk3)
+ pr(k1 − k3)2((2 − p)k1 + (2 − r)k3 − qk2)
+ qr(k2 − k3)2((2 − q)k2 + (2 − r)k3 − pk1),

ou, equivalentemente,

2(n − 1)∆h +
3∑

i<j=1
ninj(ki − kj)2(2ki + 2kj − h) = 0, (3.21)
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onde n1 = p, n2 = q e n3 = r.

Quando M tem curvaturas principais k1 e k2 com multiplicidades n1 e n2 respecti-
vamente, podemos reescrever (3.21) como

2
(

n − 1
n1n2

)
∆h + (k1 − k2)2((2 − n1)k1 + (2 − n2)k2) = 0. (3.22)

Em particular, para n par, se n1 = n2 = n/2 temos

16 (n − 1) ∆h + n2(4 − n)(k1 − k2)2(k1 + k2) = 0. (3.23)

Quando n = 4 a equação (3.23) pode ser reescrita como

∆h = 0,

e nesse caso temos o seguinte resultado:

Corolário 3.6. Seja M4 hipersuperfíce fechada isometricamente imersa em Q5
c,

cujas curvaturas principais são k1 e k2, ambas distintas e com multiplicidade 2.
Nesse caso, M é ponto crítico de Φ se, e somente se, M tem curvatura média
constante.

Observação 3.4. Para n > 4, seja Mn hipersuperfíce fechada isometricamente
imersa em Qn+1

c , n par, cujas curvaturas principais são k1 e k2, ambas distintas e
com multiplicidade n/2. Nesse caso, se M é ponto crítico de Φ, então a curvatura
média de M não pode ter sinal definido. Esse fato segue da integração de (3.23).
Em particular, temos que M não pode ter curvatura média constante não nula.

Quando o ambiente é Sn+1, embora nós não consigamos obter uma caracterização
por meio da equação 3.23, nada impede que ela seja mínima (ver teorema 3.17 e
observação 3.8).

Para n = 2 obtemos o seguinte resultado:

Proposição 3.7. Seja M2 superfície isometricamente imersa em Q3
c , ponto crítico

de Φ, cujas curvaturas principais são k1 e k2, ambas distintas. Então M tem
curvatura média constante se, e somente se, M é mínima.
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Demonstração. Se n = 2 em (3.23), a equação de Euler-Lagrange de Φ é dada por

2∆h + h(k1 − k2)2 = 0, (3.24)

de onde segue o resultado.

A proposição a seguir é um resultado de rigidez para superfícies fechadas que são
pontos críticos de Φ.

Proposição 3.8. Seja M2 uma superfície fechada isometricamente imersa em Q3
c ,

que é ponto crítico do funcional Φ. Se a sua curvatura média h tem sinal definido,
então M é totalmente umbílica.

Demonstração. Uma vez que M é uma superfície, vale a equação (3.24). Como M

é fechada, integrando (3.24) e usando o teorema de Stokes temos∫
M

h(k1 − k2)2dµ = 0.

Como h tem sinal definido temos k1 = k2, e portanto M2 é totalmente umbílica.

Observação 3.5. É um resultado bastante conhecido que M2 ⊂ R3 é totalmente
umbílica se, e somente se, está contida em um plano ou uma esfera [18, p.31].
A classificação das superfícies totalmente umbílicas em H3, é devido a Cecil e
Ryan [14], e pode ser encontrada sintetizada no trabalho de Izumiya et al. [33, p.134].
No caso de M2 ⊂ S3, é possível mostrar que se M é totalmente umbílica então
M está contida em uma esfera S2. Para isso basta usar que S3 ⊂ R4 é totalmente
umbílica, e que uma subvariedade Mn ⊂ Rm totalmente umbílica está contida em
um n-plano ou uma n-esfera.

Agora vamos considerar o caso em que Mn é um ponto crítico de Φ em Qn+1
c , com

duas curvaturas principais distintas k1 e k2 tais que k2 tem multiplicidade n − 1.
Nesse caso, por (3.22), a equação de Euler-Lagrange é dada por

2∆h + (k1 − k2)2(k1 − (n − 3)k2) = 0. (3.25)

A proposição a seguir caracteriza os pontos críticos de Φ que satisfazem (3.25), e
possuem curvatura média constante no caso em que n = 3.
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Proposição 3.9. Seja M3 uma hipersuperfície conexa, isometricamente imersa em
Q4

c , que é ponto crítico do funcional Φ. Suponhamos que M possui duas curvaturas
principais distintas k1 e k2 tais que k2 tem multiplicidade 2. Nesse caso, se M tem
curvatura média constante, então k1 = 0.

Demonstração. Quando n = 3, podemos reescrever a equação de Euler-Lagrange
como (3.25) como

2∆h + (k1 − k2)2k1 = 0. (3.26)

Se M tem curvatura média constante, então (3.26) implica

(k1 − k2)2k1 = 0.

Como h = k1 + 2k2, substituindo temos

(h − 3k2)2(h − 2k2) = 0.

Portanto, em cada ponto p ∈ M , temos k2 = h/3 ou k2 = h/2. Como h é constante,
a continuidade de k2, e a conexidade de M implicam que k2 é constante em M ,
e vale k2 = h/3 em M , ou k2 = h/2 em M . Se k2 = h/3, então k1 = k2, o que é
impossível por hipótese. Logo k2 = h/2, e portanto k1 = 0.

Observação 3.6. A recíproca da proposição 3.9 é imediata no caso em que M é
fechada.

O próximo resultado mostra que, no caso em que n = 4 em (3.25), a hipótese de
que M é um ponto crítico de Φ que possui curvatura média constante se torna
muito restritiva.

Proposição 3.10. Seja M4 uma hipersuperfície isometricamente imersa em Q5
c tal

que M possui duas curvaturas principais distintas k1 e k2, onde k2 tem multiplicidade
3. Se M tem curvatura média constante, então M não é ponto crítico de Φ.

Demonstração. Quando n = 4 podemos reescrever a equação de Euler-Lagrange
(3.25) como

2∆h + (k1 − k2)3 = 0.

Assim, se M tem curvatura média constante e é ponto crítico de Φ, teríamos k1 = k2

em todos os pontos de M , o que é impossível.
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Observação 3.7. No caso geral, um famoso resultado obtido por Do Carmo e
Dajczer [22, p.701], nos diz que qualquer hipersuperfície de Qn+1

c com curvaturas
principais µ = k1 e k2 = . . . = kn = λ, com λ ̸= µ está contida em uma
hipersuperfície de revolução. Portanto, resultados obtidos para hipersuperfícies
de revolução se estendem naturalmente para todas as hipersuperfícies com n − 1
curvaturas repetidas.

3.3 Soluções rotacionais para a equação de Euler-Lagrange
Nessa seção vamos investigar possíveis soluções rotacionais de curvatura média
constante para a equação de Euler-Lagrange. Antes disso vamos enunciar um
resultado geral para hipersuperfícies mínimas:

Proposição 3.11. Não existem hipersuperfícies mínimas rotacionais que sejam
pontos críticos do funcional Φ em Qn+1

c , n > 2.

Demonstração. De fato, suponha por contradição que existe uma hipersuperfície
mínima rotacional M ponto crítico do funcional Φ. Pela proposição 3.2, M deve ser
tal que H1 = H3 = 0. Por (1.27) temos então que

(n − 1)(δ − cf 2 − f ′2)1/2 − (δ − cf 2 − f ′2)− 1
2 (f ′′ + cf)f = 0

(n − 3)(δ − cf 2 − f ′2)3/2 − 3(δ − cf 2 − f ′2) 1
2 (f ′′ + cf)f = 0,

onde f é tal que M = (f(t)Θ, t). Multiplicando a primeira equação por 3(δ − cf 2 −
f ′2) e subtraindo a segunda da primeira obtemos

2n(δ − cf 2 − f ′2)3/2 = 0,

o que é um absurdo pois (δ − cf 2 − f ′2) ̸= 0.

Uma vez que não existem pontos críticos mínimos rotacionais para a equação
de Euler-Lagrange, é natural perguntar se existem pontos críticos rotacionais de
curvatura média constante.

No teorema 1.40 vimos que uma hipersuperfície rotacional de dimensão n em Qn+1
c

tem pelo menos n−1 curvaturas principais iguais. Se todas as curvaturas principais
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são iguais, então M é totalmente umbílica, e portanto é ponto crítico de Φ. Em
particular, as esferas Euclidianas são hipersuperfícies rotacionais que são pontos
críticos de Φ com curvatura média constante.

Se M é uma hipersuperfície rotacional de curvatura média constante com duas
curvaturas principais distintas, que é ponto crítico de Φ, então pela equação (3.25),
temos que

k1 = k2 ou k1 = (n − 3)k2.

Como k1 ̸= k2, temos que, para β = n−3, as curvaturas principais de M satisfazem

βkn = βkn−1 = . . . = βk2 = k1. (3.27)

Nas duas proposições a seguir estamos interessados em analisar as hipersuperfícies
rotacionais de curvatura média constante que são pontos críticos de Φ em Rn+1

e Sn+1 para n > 2. Portanto, as principais ferramentas a serem utilizadas são a
proposição 3.11 e a equação (3.27).

No caso c = 0 temos o seguinte resultado:

Proposição 3.12. Se M é uma hipersuperfície rotacional conexa imersa em Rn+1,
com curvatura média constante h ̸= 0, tal que suas curvaturas principais satisfazem

βkn = βkn−1 = . . . = βk2 = k1,

para algum número real β ̸= 0, então M está contida em uma esfera Euclidiana de
dimensão n.

Demonstração. A curvatura média de M é dada por

h = k1 + (n − 1)k2 = (n + β − 1)k2,

⇒ k2 = h

n + β − 1 = a.

Como h ̸= 0,então β ̸= 1 − n e a ̸= 0. Usando (1.24) temos a seguinte equação
diferencial:

−
√

1 − f ′2 = af.
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Resolvendo essa equação, e tomando a constante de integração igual a zero, temos

f(t) = ± sen(at)
a

.

Por (1.23) temos
k1 = f ′′

√
1 − f ′2 = a

⇒ k1 = k2 = a.

Como k1 = βk2 temos que β = 1, e portanto M é uma hipersuperfície totalmente
umbílica de Rn+1 com curvaturas seccionais constantes não nulas, o que implica
que M está contida em uma esfera.

Corolário 3.13. Seja M é uma hipersuperfície rotacional conexa isometricamente
imersa em Rn+1, n > 2 com curvatura média constante. Se M é ponto crítico de
Φ, então M está contida em uma esfera Euclidiana de dimensão n.

Demonstração. Se M é uma hipersuperfície rotacional de curvatura média constante
que é ponto crítico de Φ, pela proposição 3.11 temos que h ̸= 0. Suponhamos
inicialmente que M tem duas curvaturas principais distintas. Então M satisfaz
(3.27) para β = n − 3, e pela proposição 3.12 temos que M está contida em uma
esfera. Note agora que se M não tem duas curvaturas principais distintas obtemos
o mesmo resultado.

O corolário anterior implica que não existe hipersuperfície rotacional de curvatura
média constante que seja ponto crítico de Φ em Rn+1, e que tenha duas curvaturas
principais distintas. Além disso, a observação 3.7 nos permite estender essa conclusão
para qualquer hipersuperfície de curvatura média constante M de Rn+1 com duas
curvaturas principais distintas, sendo uma delas de multiplicidade n − 1, uma vez
que esse tipo de hipersuperfície está necessariamente contida em uma hipersuperfície
de revolução.

Para c = 1 temos um resultado similar:

Proposição 3.14. Se M é uma hipersuperfície rotacional imersa em Sn+1, com
curvatura média constante h ̸= 0, tal que suas curvaturas principais satisfazem

βkn = βkn−1 = . . . = βk2 = k1,
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para algum número real β ̸= 0, então β = ±1.

Demonstração. Analogamente ao que foi feito na proposição 3.12, se

k2 = h

n + β − 1 = a,

usando (1.24) temos a equação diferencial

f ′2 + (1 + a2)f 2 − 1 = 0,

cuja solução é dada por

f(t) = ±
sen

(√
1 + a2t

)
√

1 + a2
.

Por (1.23) temos
k1 = f ′′ + f√

1 − f 2 − f ′2 = −|a|.

Assim, para k2 > 0 temos k1 = −k2 e portanto β = −1, e para k2 < 0 temos
k1 = k2, e portanto β = 1.

Corolário 3.15. Seja M uma hipersuperfície rotacional isometricamente imersa
em Sn+1 com curvatura média constante. Se M é ponto crítico de Φ, então M é
totalmente umbílica ou n = 2 e M é mínima.

Demonstração. Note que basta analisar o caso em que M não é totalmente umbílica.
Se M não é totalmente umbílica, por (3.27) temos que k1 = (n − 3)k2. Usando
a proposição 3.14 temos que β = n − 3 = ±1, o que implica β = 1 e n = 4, ou
β = −1 e n = 2. O primeiro caso não pode ocorrer pois teríamos M totalmente
umbílica. No segundo temos h = k1 + k2 = 0, e portanto M é mínima.

3.4 O toro de Clifford
Dentre os possíveis pontos críticos de Φ com curvaturas repetidas vamos destacar o
exemplo dos Toros de Clifford imersos em Sn+1. Pela definição D.1 e a proposição
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D.2, ambas contidas no apêndice D, um toro de Clifford é uma variedade M da
forma

M = Sn1 (r1) × Sn2 (r2) ⊂ Sn+1, (3.28)

tal que n1 + n2 = n, r2
1 + r2

2 = 1, e cujas curvaturas principais são k1 = r2

r1
e

k2 = −r1

r2
, com multiplicidades n1 e n2 respectivamente. Uma vez que toros da

forma (3.28) tem curvatura média constante e apenas duas curvaturas principais
distintas, quando n1 = n2 = 2, obtemos a seguinte consequência do corolário 3.6:

Corolário 3.16. Se M é um toro de Clifford da forma

M = S2 (r1) × S2 (r2) ,

isometricamente imerso S5, então M é ponto crítico de Φ.

O teorema a seguir utiliza a equação de Euler-Lagrange (3.22), obtida para pontos
críticos do funcional Φ com duas curvaturas principais distintas, para classificar os
toros de Clifford que são pontos críticos de Φ:

Teorema 3.17. Se Mn = Sn1 (r1) × Sn2 (r2) ⊂ Sn+1 é ponto crítico do funcional
Φ, então ou n1 = n2 = 2, ou n ̸= 4 e

r2
1 = n2 − 2

n − 4 e r2
2 = n1 − 2

n − 4 . (3.29)

Em particular, se M é mínima, então n1 = n2 e r2
1 = r2

2 = 1
2 .

Demonstração. Se M é da forma (3.28), utilizando a Equação de Euler-Lagrange
(3.22) e os valores das curvaturas principais de M temos que(

r2

r1
+ r1

r2

)2 (
(2 − n1)

r2

r1
− (2 − n2)

r1

r2

)
= 0.

Essa equação implica
(2 − n1)r2

2 = (2 − n2)r2
1.

Assim temos n1 = n2 = 2, ou n1 e n2 são ambos diferentes de 2 e(
r2

r1

)2
= n1 − 2

n2 − 2 , (3.30)



Capítulo 3. O funcional norma L2 da segunda forma fundamental sem traço 87

Como r2
1 + r2

2 = 1, isso implica

r2
1 = n2 − 2

n − 4 e r2
2 = n1 − 2

n − 4 .

No caso em que M é mínima, por (3.30), e pela observação D.1 contida no apêndice
B, temos que (

r2

r1

)2
= 2 − n1

2 − n2
= n1

n2
,

de onde
n1 = n2, e r2

1 = r2
2 = 1

2 .

Observação 3.8. Pelo corolário 3.16 temos que

S2 (r1) × S2 (r2) ,

é ponto crítico de Φ para todos r1 e r2 tais que r2
1 + r2

2 = 1.

Se n1 = 1, como r2
2 < 1, por (3.29), vale

0 <
1

4 − n
< 1,

o que implica n = 2. Assim, S1 (r1) × Sn−1 (r2) é ponto crítico de Φ se, e somente

se, n = 2 e r1 = r2 =
√

1
2 .

Pela equação (3.30) temos também que, para n1 = n2 ̸= 2, vale r2
1 = r2

2 = 1
2 .

Portanto, temos que:

• Se n1 = 1, então n2 = 1, e o único toro de Clifford ponto crítico de Φ é da
forma

S1

√1
2

× S1

√1
2

 ⊂ S3.

• Se n1 = n2 = 2 os ponto críticos possíveis são da forma

S2 (r1) × S2 (r2) ⊂ S5,

onde r2
1 + r2

2 = 1.



Capítulo 3. O funcional norma L2 da segunda forma fundamental sem traço 88

• Se n1 = n2 ̸= 2, então n é par e os pontos críticos possíveis são mínimos e
têm a forma

Sn/2

√1
2

× Sn/2

√1
2

 ⊂ Sn+1.

• Se n1 ̸= n2, ambos maiores que 2, os pontos críticos são da forma

Sn1

√n2 − 2
n − 4

× Sn2

√n1 − 2
n − 4

 ⊂ Sn+1.

3.5 Estabilidade
Usando o teorema 2.6 podemos calcular a segunda variação para imersões críticas
do funcional Φ. Como ||ϕ||2 =

(
1 − 1

n

)
S2

1 − 2S2, temos o seguinte resultado:

Corolário 3.18. Seja M ⊂ Qn+1
c hipersuperfície imersa em uma forma espacial

de curvatura seccional constante c, e seja r(·, t) uma variação à um parâmetro de
imersões como em (2.2). Então, a segunda variação do funcional Φ(M), é dada por

δ2
∫

M
||ϕ||2dµ =∫

M
− 2

n
S1 (u⟨∇S1, ∇u⟩ + 2α(∇u, ∇u)) dµ

+
∫

M
2
(

| Hess u|2 + 2α2(∇u, ∇u) + u

2 ⟨∇||α||2, ∇u⟩
)

dµ

+
∫

M
− 2

n
(∆u)2 − 6S2u⟨α2, Hess u⟩ − 2||ϕ||2|∇u|2dµ

−
∫

M
4S1

(
1 + 2

n

)
u⟨α, Hess u⟩dµ −

∫
M

(
||ϕ||2 − 8

n
S2

)
u∆udµ

+
∫

M
2
(

1 − 1
n

) [
(S4

1 − 5S2
1S2 + 4S2

2 + 6S1S3)
]
u2 − 24S4u

2dµ

−
∫

M
(n − 4)||ϕ||2cu2dµ. (3.31)

Demonstração. Basta fazer

E =
(

1 − 1
n

)
S2

1 − 2S2; ES1 = 2
(

1 − 1
n

)
S1; ES2 = −2;

ES1S1 = 2
(

1 − 1
n

)
; ES1S2 = 0; ES2S2 = 0.

na fórmula do teorema 2.6.
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Uma vez que as hipersuperfícies totalmente umbílicas são mínimos absolutos do
funcional Φ, é imediato que elas sejam mínimos locais estáveis para o funcional Φ.

Como forma de demonstrar a aplicabilidade da fórmula da segunda variação (3.31),
vamos demonstrar esse fato. Começaremos com o seguinte lema de álgebra linear:

Lema 3.19. Seja A = (aij) uma matriz real n × n. Então

||A||2 ≥ (tr A)2

n
.

Demonstração. Basta aplicar a desigualdade de Cauchy-Schwarz aos vetores aij e
δij em Rn2 .

Como consequência, temos que

|Hessu|2 − (∆u)2

n
≥ 0. (3.32)

Observação 3.9. Se M é hipersuperfície imersa em Qn+1
c totalmente umbílica,

então M é um mínimo estável do funcional Φ.

Demonstração. Seja M totalmente umbílica com curvaturas principais iguais a k.
Nesse caso temos

S1 = nk; S3 = n(n − 1)(n − 2)
6 k3; α2(∇u, ∇u) = k2||∇u||2;

S2 = n(n − 1)
2 k2; S4 = n(n − 1)(n − 2)(n − 3)

24 k4; ⟨α2, Hessu⟩ = k2∆u;

||α||2 = nk2; α(∇u, ∇u) = k||∇u||2; ⟨α, Hessu⟩ = k∆u.

Substituindo em (3.31) e usando que ||ϕ|| = 0, para M totalmente umbílica temos

δ2
∫

M
||ϕ||2dµ =

∫
M

[
2
(

|Hessu|2 − (∆u)2

n

)
− 3n(n − 1)2k4u∆u

−12k2u∆u + 2n(n − 1)(n − 2)k4u2
]

dµ ≥ 0,

uma vez que vale (3.32), e que
∫

M
u∆udµ = −

∫
M

||∇u||2dµ é não positiva para
u ∈ C∞

c (M).
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Na subseção 3.4 mostramos que se M é um toro de Clifford mínimo imerso em
Sn+1, ponto crítico de Φ, então n é par e M é da forma forma

M = Sn/2

√1
2

× Sn/2

√1
2

 ⊂ Sn+1. (3.33)

Ao contrário das hipersuperfícies totalmente umbílicas, é possível demonstrar que
toros da forma (3.33) não são mínimos estáveis de Φ em geral. Para isso vamos
usar o resultado abaixo, que é devido a Barros [7], e é consequência do teorema de
Takahashi [54] e da fórmula de Bochner [45, p.63]:

Teorema 3.20 (Teorema 1.1 [7]). Seja r : Mn → Sn+p imersão mínima de uma
variedade compacta na esfera Euclidiana Sn+p. Se f é uma 1ª autofunção do
Laplaciano de M associado ao 1º autovalor λ, então∫

M
|Hessf |2dµ ≤

∫
M

(
|∇f |2 + |A(∇f)|2

)
dµ, (3.34)

onde a igualdade ocorre se, e somente se, λ = n.

Corolário 3.21. Se f é uma 1ª autofunção do Laplaciano no toro de Clifford
mínimo

M = Sn/2

√1
2

× Sn/2

√1
2

 ⊂ Sn+1,

então ∫
M

2|Hessf |2dµ ≤
∫

M
4|∇f |2dµ. (3.35)

Demonstração. Pelo teorema 3.17 temos que M tem curvaturas principais k1 = 1
e k2 = −1, ambas com multiplicidade n

2 . Portanto a matriz da segunda forma
fundamental α é dada por

A =



1
. . .

1
−1

. . .
−1


. (3.36)
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Logo

|A(∇f)|2 =
n∑

i=1
⟨A∇f, ei⟩ =

n∑
i=1

⟨∇f, Aei⟩ =
n∑

i=1
|⟨∇f, ei⟩|2 = |∇f |2.

Substituindo em (3.34), obtemos (3.35).

Teorema 3.22. Seja n um número par, e suponha que o toro de Clifford mínimo

Sn/2

√1
2

× Sn/2

√1
2

 ⊂ Sn+1, (3.37)

seja ponto crítico de Φ. Então ele é um mínimo local estável se, e somente se,
n = 2.

Demonstração. Seja M o toro de Clifford mínimo dado por (3.37). Por (3.36) temos
que

S1 = S3 = 0; α2 = Id; ||α||2 = n;

S2 = −1
2 ||α||2 = −n

2 ; S4 = 1
2S2

2 − 1
4

n∑
i=1

k4
i = n(n − 2)

8 .

Substituindo estes valores em (3.31), obtemos

δ2
∫

M
||ϕ||2dµ =

∫
M

(
2| Hess u|2 + 4|∇u|2 − 2

n
(∆u)2

)
dµ

+
∫

M

(
3nu∆u − 2n|∇u|2 − (n + 4)u∆u

)
dµ

+
∫

M

[
2n(n − 1) − 3n(n − 2) − n(n − 4)

]
u2dµ,

=
∫

M

[
2| Hess u|2 − 2

n
(∆u)2 − 2(n − 2)|∇u|2

]
dµ

+
∫

M

[
2(n − 2)u∆u − 2n(n − 4)u2

]
dµ (3.38)

≥
∫

M

[
− 2(n − 2)|∇u|2 + 2(n − 2)u∆u − 2n(n − 4)u2

]
dµ,

de onde concluímos que, para n = 2, vale

δ2
∫

M
||ϕ||2dµ ≥ 0,
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e portanto M é estável.

Para n ≥ 4, como M é o produto de duas esferas, ambas com raio r = 1/
√

2,
usando o espectro do Laplaciano da esfera como descrito por Chavel em [15, p.35]
e a fórmula do Laplaciano de variedades produto como descrita por Berger et al.
em [8, p.144], temos que existe u, 1ª autofunção de ∆, tal que ∆u + 2nu = 0. Nesse
caso a expressão (3.38) pode ser escrita como

δ2
∫

M
||ϕ||2dµ =

∫
M

(
2| Hess u|2 − 2(n − 2)|∇u|2 − 2n(3n − 4)u2

)
dµ

≤
∫

M

(
−2(n − 4)|∇u|2 − 2n(3n − 4)u2

)
dµ ≤ 0,

onde na primeira desigualdade usamos o corolário 3.21.

3.6 Teoremas de gap para o funcional Φ
Nessa seção vamos analisar alguns teoremas de gap clássicos e suas técnicas, com
o objetivo de obter versões similares para os pontos críticos do funcional Φ em
imersões na esfera. No final vamos apresentar também um teorema de gap para
imersões em formas espaciais de curvatura constante em geral.

3.6.1 O teorema de Alencar-do Carmo-Santos

Observação 3.10. Os resultados citados nesta seção tiveram seus enunciados
reescritos de modo a seguir o resto da notação deste texto (ver observação 1.14).

Em [5], analisando o operador L1, Alencar et al. provaram o seguinte resultado
referente a imersões de hipersuperfícies com curvatura escalar constante em Sn+1.

Teorema 3.23 (Teorema 1.1 de [5]). Seja r : Mn → Sn+1 hipersuperfície fechada
orientável com curvatura escalar s = n(n − 1) (equivalentemente S2 = 0). Suponha
que S1 não muda de sinal e a escolha orientação tal que S1 ≥ 0. Suponha que

||
√

P1A||2 ≤ Tr P1.

Então
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(a) ||
√

P1A||2 = Tr P1;

(b) Mn é totalmente geodésica ou Mn = Sn1(r1)×Sn2(r2) ⊂ Sn+1, onde n1 +n2 =
n, r2

1 + r2
2 = 1 e

(
r2

r1

)2
= β satisfaz a equação quadrática

n(n1 − 1)β2 − 2n1n2β + n2(n2 − 1) = 0. (3.39)

Observação 3.11. Note que no caso de curvatura escalar constante, podemos
assumir sem perda de generalidades que s = n(n − 1).

Para isso foram utilizados os seguintes resultados auxiliares:

Lema 3.24 (Lema 3.7 de [4]). Seja r : Mn → Qn+1
c uma imersão com curvatura

escalar constante s. Então

L1S1 = ||∇α||2 − ||∇S1||2 + (nc + S2)||α||2 − 1
2S2

1S2 + 3S1S3 − S2
1c. (3.40)

Lema 3.25 (Lema 4.1 de [4]). Seja r : Mn → Qn+1
c imersão com curvatura escalar

constante s. Suponha s − n(n − 1)c ≥ 0. Então

||∇α||2 − ||∇S1||2 ≥ 0. (3.41)

Teorema 3.26 (Teorema 4 de [35]). Seja Mn hipersuperfície isometricamente
imersa de Sn+1 tal que a segunda forma fundamental é covariante constante. Então,
a menos de isometrias de Sn+1, Mn é um subconjunto aberto de um toro da forma
Sn1(r1) × Sn2(r2), com r2

1 + r2
2 = 1 e n1 + n2 = n.

Lema 3.27. Um toro de Clifford Sn1(r1) × Sn2(r2) ⊂ Sn+1 tem curvatura escalar
constante s = n(n − 1) (equivalentemente S2 = 0) se, e somente se,

(
r2

r1

)2
= β

satisfaz a equação

n1(n1 − 1)β2 − 2n1n2β + n2(n2 − 1) = 0. (3.42)

Demonstração. Para uma demonstração do resultado ver [5, p.5-6].

Vamos analisar o operador linearizado L1 para obter resultado semelhante ao
teorema 3.23 para pontos críticos de Φ. Primeiramente vamos refinar o teorema
3.17 para o caso em que S2 = 0.
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Proposição 3.28. Seja Mn um toro de Clifford isometricamente imerso em Sn+1

tal que S2 = 0. Se M é ponto crítico de Φ, então

M = S2(r1) × S2(r2) ⊂ S5,

onde

r1 =
√

1
3 +

√
3

e r2 =

√√√√2 +
√

3
3 +

√
3

, ou r1 =
√

1
3 −

√
3

e r2 =

√√√√2 −
√

3
3 −

√
3

.

Demonstração. Pelo teorema 3.17, temos que n1 = n2 = 2 ou β = n2 − 2
n1 − 2 , n1, n2 ̸=

2. Se n1 = n2 = 2, substituindo em (3.42) temos β2 − 4β + 1 = 0, e portanto
β = 2 ±

√
3. Nesse caso, como r2

1 + r2
2 = 1, segue que

r1 =
√

1
3 +

√
3

e r2 =

√√√√2 +
√

3
3 +

√
3

, ou r1 =
√

1
3 −

√
3

e r2 =

√√√√2 −
√

3
3 −

√
3

.

Se β = n2 − 2
n1 − 2 , substituindo em (3.42) temos

n1(n1 − 1)(2 − n2)2 − 2n1n2(2 − n2)(2 − n1) + n2(n2 − 1)(2 − n1)2 = 0. (3.43)

Simplificando e usando que n1 + n2 = n obtemos

n1n2 = 4n(n − 1)
n + 8 .

Portanto, caso existam, n1 e n2 são raízes inteiras positivas da equação

(n + 8)x2 − n(n + 8)x + 4n(n − 1) = 0, (3.44)

diferentes de 2. Mas as raízes dessa equação são

r = n

2 ±

√
n2(n + 8)2 − 16n(n − 1)(n + 8)

2(n + 8) .

Em particular, a menor das raízes é

r(n) = n

2

1 −

√√√√1 − 16(n − 1)
n(n + 8)

 .
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Essa função é crescente e lim
n→+∞

r(n) = 4, portanto

r(n) < 4, ∀n ∈ N.

Como 1 e 3 não são raízes da equação (3.44), temos que não existem n1 e n2 inteiros
positivos diferentes de 2 satisfazendo (3.43).

Temos então o seguinte resultado referente ao funcional Φ:

Teorema 3.29. Seja Mn uma hipersuperfície fechada isometricamente imersa em
Sn+1, com curvatura escalar constante s = n(n − 1) (equivalentemente S2 = 0).
Suponhamos que M é ponto crítico de Φ, e que está orientada de modo que S1 ≥ 0.
Se S2

1 ≤ 2n, então:

(i) M é totalmente geodésica; ou

(ii) n = 4 e M = S2(r1) × S2(r2) ⊂ S5, onde

r1 =
√

1
3 +

√
3

e r2 =

√√√√2 +
√

3
3 +

√
3

, ou r1 =
√

1
3 −

√
3

e r2 =

√√√√2 −
√

3
3 −

√
3

.

Demonstração. Pelo lema 3.40, usando que S2 = 0 temos

L1S1 = ||∇α||2 − ||∇S1||2 + n||α||2 + 3S1S3 − S2
1

= ||∇α||2 − ||∇S1||2 + (n − 1)S2
1 + 3S1S3. (3.45)

Por outro lado, a equação de Euler-Lagrange (3.2) nos dá

2(n − 1)∆S1 + (n − 1)S3
1 + 6nS3 = 0,

o que implica
3S1S3 = −

(
n − 1

n

)
S1∆S1 −

(
n − 1

2n

)
S4

1 . (3.46)

Substituindo (3.46) em (3.45) obtemos

L1S1 = ||∇α||2 − ||∇S1||2 + (n − 1)S2
1 −

(
n − 1

n

)
S1∆S1 −

(
n − 1

2n

)
S4

1 .
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Somando
(

n − 1
n

)
||∇S1||2 em ambos os lados obtemos

L1S1+
(

n − 1
2n

)
∆S2

1 = ||∇α||2−||∇S1||2+
(

n − 1
n

)
||∇S1||2+(n−1)S2

1

(
1 − S2

1
2n

)
.

Como M é fechada, usando (1.34), (1.5) e integrando temos

0 =
∫

M

[
||∇α||2 − ||∇S1||2 +

(
n − 1

n

)
||∇S1||2 + (n − 1)S2

1

(
1 − S2

1
2n

)]
dµ.

Uma vez que, por hipótese, S2
1 ≤ 2n e, pelo lema (3.25), ||∇α||2 − ||∇S1||2 ≥ 0,

temos que o lado direito da equação acima é não negativo. Daí concluímos que
(
||∇α||2 − ||∇S1||2

)
+
(

n − 1
n

)
||∇S1||2 + (n − 1)S2

1

(
1 − S2

1
2n

)
= 0.

Como todos os termos são não negativos temos

||∇S1||2 = 0,

e portanto S1 é constante, e

S2
1

(
1 − S2

1
2n

)
= 0. (3.47)

Como S1 é constante, (3.47) implica S1 = 0 (e portanto M é mínima e totalmente
geodésica), ou S2

1 = 2n em M .

Se S2
1 = 2n, como ||∇α||2 = ||∇α||2 − ||∇S1||2 = 0, temos que a segunda forma

fundamental de M é covariante constante. Pelo teorema 3.26, temos que M é parte
de um toro de Clifford com S2 = 0. Nesse caso, o lema 3.27 e a proposição 3.28
implicam que M = S2(r1) × S2(r2) ⊂ S5, onde

r1 =
√

1
3 +

√
3

e r2 =

√√√√2 +
√

3
3 +

√
3

, ou r1 =
√

1
3 −

√
3

e r2 =

√√√√2 −
√

3
3 −

√
3

.

Observação 3.12. Note que uma variedade tal que S2 = 0 é totalmente geodésica
se, e somente se, é totalmente umbílica. De fato, basta lembrar que ||α||2 = S2

1 −2S2

e que ||ϕ||2 = ||α||2 − S2
1

n
.
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3.6.2 O teorema de Alencar-do Carmo
Seja h constante, e para cada valor de h ≥ 0, considere o polinômio

Ph(x) = x2 + (n − 2)√
n(n − 1)

hx − n

(
h2

n2 + 1
)

,

e seja Bh o quadrado da raiz positiva da equação Ph(x) = 0. Em [3], com o objetivo
de estender o teorema de gap de Simons [53, p.94] para hipersuperfícies de curvatura
média constante, no caso p = 1, Alencar e do Carmo demonstraram o seguinte
teorema:

Teorema 3.30 (Teorema 1.2 de [3]). Seja Mn fechada, orientável e r : Mn → Sn+1

imersão isométrica com curvatura média constante, orientada de modo que h ≥ 0.
Suponha que ||ϕ||2 ≤ Bh para todo p ∈ M . Então:

(a) M é totalmente umbílica, ou ||ϕ||2 ≡ Bh.

(b) ||ϕ||2 ≡ Bh se, e somente se:

(i) h = 0 e Mn é localmente um toro de Clifford.

(ii) h ̸= 0, n ≥ 3, e Mn é localmente um H(r)-toro com r2 <
n − 1

n
.

(iii) h ̸= 0, n = 2, e Mn é localmente um H(r)-toro para todo r2 ̸= n − 1
n

.

Observação 3.13. A definição do polinômio Ph(x) foi alterada de modo a seguir
a notação para a curvatura média presente no resto deste texto.

Observação 3.14. Um H(r)-toro em Sn+1 é obtido considerando as imersões
canônicas S1(r1) ⊂ R2, Sn−1(r2) ⊂ Rn, com r2

1 + r2
2 = 1, e tomando o produto

S1(r1) × Sn−1(r2) ⊂ R2 × Rn;

Dessa forma podemos enxergar os H(r)-toros como imersos em Sn+1, e portanto,
um H(r)-toro é um toro de Clifford como dado pela definição D.1, onde n1 = n − 1
e n2 = 1.
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Observação 3.15. Em vista da nossa classificação, pela observação 3.8, temos
que o único H(r)-toro ponto crítico de Φ é o toro

S1

√1
2

× S1

√1
2

 ⊂ S3,

que é um toro mínimo, e portanto não satisfaz nem a condição (ii), e nem a
condição (iii) do teorema 3.30.

Além disso, pelo teorema 3.17, temos que os toros mínimos que são pontos críticos
de Φ são da forma

M = Sn/2

√1
2

× Sn/2

√1
2

 ⊂ Sn+1, (3.48)

onde n é par.

Portanto, se M é um ponto crítico de Φ que satisfaz as condições do teorema de
Alencar-do Carmo, então:

(a) M é totalmente umbílica ou;

(b) ||ϕ||2 ≡ Bh, h = 0, n é par, e Mn é localmente um toro de Clifford da forma
(3.48).

Para demonstrar o teorema 3.30, os autores utilizaram o seguinte lema devido a
Okumura [46]:

Lema 3.31 (Lema 1 de [3]). Sejam µi, i = 1, . . . , n números reais tais que
n∑

i=1
µi = 0 e

n∑
i=1

µ2
i = β2,

onde β ≥ 0 é uma constante. Então

− n − 2√
n(n − 1)

β3 ≤
n∑

i=1
µ3

i ≤ n − 2√
n(n − 1)

β3, (3.49)

e a igualdade do lado direito (esquerdo) é válida se, e somente se, (n − 1) dos µi’s
são não positivos e iguais ((n − 1) dos µi’s são não negativos e iguais).
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Vamos usar o lema de Okumura e a equação de Euler-Lagrange (3.5)

2(n − 1)∆h − (n − 4)h||ϕ||2 + 2n
n∑

i=1
µ3

i = 0,

para obter alguns resultados referentes ao funcional Φ. Ao contrário do teorema
3.30, inicialmente não iremos fazer nenhuma suposição sobre a curvatura do espaço
ambiente.

Teorema 3.32. Dado n ≥ 5, seja Mn hipersuperfície conexa, fechada, isometrica-
mente imersa em Qn+1

c e com curvatura média h ≥ 0. Se M é ponto crítico de Φ
satisfazendo

||ϕ|| ≤
(n − 4)

√
n(n − 1)

2n(n − 2) h,

então M tem curvatura média constante e

(a) M é totalmente umbílica; ou

(b) ||ϕ|| =
(n − 4)

√
n(n − 1)

2n(n − 2) h, e M está contida em uma hipersuperfície de
revolução.

Demonstração. Multiplicando a equação (3.5) por h, somando 2(n − 1)||∇h||2,
utilizando (3.49) e o fato de que h ≥ 0 obtemos

2(n − 1)h∆h + 2(n − 1)||∇h||2 = 2(n − 1)||∇h||2 + (n − 4)h2||ϕ||2 − 2nh
n∑

i=1
µ3

i

≥ 2(n − 1)||∇h||2 + (n − 4)h2||ϕ||2 − 2n(n − 2)√
n(n − 1)

h||ϕ||3, (3.50)

Como M é fechada, integrando e utilizando a 1ª Identidade de Green (1.5), temos
que

0 ≥
∫

M
2(n − 1)||∇h||2dµ +

∫
M

h||ϕ||2
(n − 4)h − 2n(n − 2)√

n(n − 1)
||ϕ||

 dµ. (3.51)

Como por hipótese ambos os termos da desigualdade acima são não negativos
temos que

||∇h|| = 0. (3.52)
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Como M é conexa, segue que h é constante em M . Se h = 0, então M é totalmente
umbílica. Se h > 0 o segundo termo da desigualdade (3.51) nos fornece:

||ϕ||2
(n − 4)h − 2n(n − 2)√

n(n − 1)
||ϕ||

 = 0.

Se existe p ∈ M tal que ||ϕ||(p) ̸= 0, então

||ϕ||(p) =
(n − 4)

√
n(n − 1)

2n(n − 2) h > 0.

Assim, a continuidade de ||ϕ|| implica que

||ϕ|| = 0 ou ||ϕ|| =
(n − 4)

√
n(n − 1)

2n(n − 2) h.

No caso em que ||ϕ|| = 0 temos que M é totalmente umbílica. Se

||ϕ|| =
(n − 4)

√
n(n − 1)

2n(n − 2) h,

então ocorre a igualdade em (3.51) e (3.50). Assim, pelo lema 3.31, temos que M

possui n − 1 curvaturas principais iguais, e pela observação 3.7 temos que M está
contida em uma hipersuperfície de revolução.

Para c ∈ {0, 1}, o teorema pode ser simplificado da seguinte forma:

Teorema 3.33. Dado n ≥ 5, seja Mn hipersuperfície conexa, fechada, isometrica-
mente imersa em Qn+1

c , com c ∈ {0, 1}, e curvatura média h ≥ 0. Se M é ponto
crítico de Φ satisfazendo

||ϕ|| ≤
(n − 4)

√
n(n − 1)

2n(n − 2) h,

então M é totalmente umbílica.

Demonstração. Pelo teorema anterior temos que M tem curvatura média constante
e

(i) M é totalmente umbílica; ou
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(ii) ||ϕ|| =
(n − 4)

√
n(n − 1)

2n(n − 2) h, e M está contida em uma hipersuperfície de
revolução.

Se M tem curvatura média constante e está contida em uma hipersuperfície de
revolução, para c = 1, temos que M está contida em um H(r)-toro. Mas pela
observação 3.8, o único H(r)-toro ponto crítico de Φ é o toro mínimo

S1

√1
2

× S1

√1
2

 ⊂ S3,

que não satisfaz n ≥ 5.

Para c = 0, pelo corolário 3.13 temos que M está contida em uma esfera Euclidiana
de dimensão n, o que implica ||ϕ|| = 0, e M totalmente umbílica.

Como último resultado, para n = 3, temos versões similares dos teoremas 3.32 e
3.33:

Teorema 3.34. Seja M3 hipersuperfície conexa, fechada, isometricamente imersa
em Q4

c e com curvatura média h ≥ 0. Se M é ponto crítico de Φ satisfazendo

||ϕ|| ≤ 1√
6

h,

então M tem curvatura média constante e

(a) M é totalmente umbílica; ou

(b) ||ϕ|| = 1√
6

h, e M está contida em uma hipersuperfície de revolução.

Demonstração. Usando a equação (3.5) para n = 3 e (3.49) obtemos

4∆h = −h||ϕ||2 − 6
n∑

i=1
µ3

i ≤ ||ϕ||2
(
−h +

√
6||ϕ||

)
≤ 0. (3.53)

Como M é fechada e ∆h ≤ 0, pelo princípio do máximo de Hopf temos que h é
constante em M , e portanto

|ϕ||2
(
−h +

√
6||ϕ||

)
= 0. (3.54)
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Argumentando por continuidade como na prova do teorema 3.32 obtemos

||ϕ|| = 0, ou ||ϕ|| = 1√
6

h.

No caso em que ||ϕ|| = 0 temos que M é totalmente umbílica. Se

||ϕ|| = 1√
6

h,

então ocorre a igualdade (3.53). Assim, utilizando o lema 3.31 para n = 3, temos
que M possui 2 curvaturas principais iguais, e pela observação 3.7 temos que M

está contida em uma hipersuperfície de revolução.

Para c ∈ {0, 1} o teorema 3.34 pode ser simplificado de maneira análoga ao teorema
3.32.

Teorema 3.35. Seja M3 hipersuperfície conexa, fechada, isometricamente imersa
em Q4

c, com c ∈ {0, 1} e curvatura média h ≥ 0. Se M é ponto crítico de Φ
satisfazendo

||ϕ|| ≤ 1√
6

h,

então M é totalmente umbílica.

Demonstração. Pelo teorema anterior temos que M tem curvatura média constante
e

(i) M é totalmente umbílica; ou

(ii) ||ϕ|| = 1√
6

h, e M está contida em uma hipersuperfície de revolução.

Se M tem curvatura média constante e está contida em uma hipersuperfície de
revolução, para c = 1, temos que M está contida em um H(r)-toro. Mas pela
observação 3.8, o único H(r)-toro ponto crítico de Φ é o toro mínimo

S1

√1
2

× S1

√1
2

 ⊂ S3,

que não satisfaz n = 3.
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Para c = 0, pelo corolário 3.13 temos que M está contida em uma esfera Euclidiana
de dimensão 3, o que implica ||ϕ|| = 0, e M totalmente umbílica.
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APÊNDICE A – Polinômios simétricos e
tensores de Newton

Nesse apêndice descreveremos algumas propriedades básicas dos polinômios simé-
tricos e dos tensores de Newton que são importantes no estudo das r-curvaturas
médias.

Definição A.1. Seja K[x1, . . . , xn] um anel comutativo. Um polinômio P (x1, . . . , xn) ∈
K[x1, . . . , xn] é dito um polinômio simétrico quando, para toda permutação σ

dos índices 1, 2, . . . , n, temos

P (xσ(1), . . . , xσ(n)) = P (x1, . . . , xn).

Definição A.2. Dadas as variáveis x1, . . . , xn, definimos os polinômios simé-
tricos elementares σ1, . . . , σn ∈ K[x1, . . . , xn] pelas fórmulas

σ0 = 1,

σ1 = x1 + . . . + xn,

...
σr =

∑
i1<i2<...<ir

xi1xi2 · . . . · xir ,

...
σn = x1x2 · . . . · xn.

Teorema A.3. (Teorema Fundamental dos Polinômios Simétricos) Todo polinô-
mio simétrico K[x1, . . . , xn] pode ser escrito unicamente como um polinômio nos
polinômios simétricos elementares σ1, . . . , σn.

Demonstração. Ver [1, p.347].

Definição A.4. Para k ≥ 1, definimos a k-ésima soma de potências nas variáveis
x1, . . . , xn por

pk(x1, . . . , xn) =
n∑

i=1
xk

i = xk
1 + . . . + xk

n.
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É imediato verificar que pk são polinômios simétricos para todo k ≥ 1. Logo,
pelo Teorema Fundamental dos Polinômios Simétricos, pk admite representação
polinomial nos polinômios simétricos elementares para todo k. Para obter essa
representação usamos as conhecidas identidades de Newton [64]:

kσk(x1, . . . , xn) =
n∑

i=1
(−1)i−1σk−i(x1, . . . , xn)pi(x1, . . . , xn),

se n ≥ 1 e n ≥ k ≥ 1, e

0 =
n∑

i=k−n

(−1)i−1σk−i(x1, . . . , xn)pi(x1, . . . , xn),

se k > n. Usando a recursividade podemos inverter as fórmulas para escrever os pk

em função dos polinômios elementares simétricos σn. Em geral temos

pk(x1, . . . , xn) = (−1)k−1kσk(x1, . . . , xk)+
k−1∑
i=1

(−1)k−1+iσk−1(x1, . . . , xn)pi(x1, . . . , xn),

para n ≥ 1 e n ≥ k ≥ 1, e

pk(x1, . . . , xn) =
k−1∑

i=k−n

(−1)k−1+iσk−i(x1, . . . , xn)pi(x1, . . . , xn−1),

se k ≥ n.

Em particular, para n ≥ 3 temos

p0 = 1,

p1 = σ1,

p2 = σ2
1 − 2σ2,

p3 = σ3
1 − 3σ1σ2 + 3σ3,

p4 = σ4
1 − 4σ2

1σ2 + 2σ2
2 + 4σ1σ3 − 4σ4.

Demonstração da proposição 1.26. Primeiramente vamos mostrar que Pr e A co-
mutam. Faremos isso por indução. Como P0 = Id é imediato que o resultado é
válido para P0. Suponhamos que APr−1 = Pr−1A. Temos então

APr = A(SrId − APr−1) = A(SrId − Pr−1A)
= SrA − APr−1A = (SrId − APr−1)A
= PrA.
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Agora, vamos mostrar que Pr é auto-adjunta. Novamente usaremos o método de
indução. Como P0 = Id é imediato que o resultado é válido para P0. Suponhamos
que Pr−1 seja auto-adjunta, ou seja,

⟨Pr−1X, Y ⟩ = ⟨X, Pr−1Y ⟩ X, Y ∈ TM.

Então

⟨PrX, Y ⟩ = ⟨(SrId − APr−1)X, Y ⟩ = ⟨SrIdX, Y ⟩ − ⟨APr−1X, Y ⟩

= ⟨X, SrIdY ⟩ − ⟨Pr−1X, AY ⟩ = ⟨X, SrIdY ⟩ − ⟨X, Pr−1AY ⟩

= ⟨X, (Sr − Pr−1) Y ⟩ = ⟨X, PrY ⟩.

Demonstração da proposição 1.27. Dado ki, temos que Sr pode ser dividido entre
termos que não contem ki e termos que contém ki. Então temos

Sr = B + kiC.

B é exatamente Sr(Ai). C é composto pelo produto de r−1 curvaturas com exceção
de ki, logo C = Sr−1(Ai). Portanto

Sr = Sr(Ai) + kiSr−1(Ai),

e o resultado é imediato.

Demonstração da proposição 1.28. Faremos a demonstração por indução. De ime-
diato temos que P0(ei) = Idei = ei e S0(Ai)ei = ei. Suponhamos que Pr−1(ei) =
Sr−1(Ai)ei. Temos então

Pr(ei) = Srei = APr−1ei = Srei − A(Sr(Ai)ei) = Srei − Sr−1(Ai)A(ei)
= Srei − Sr−1(Ai)kiei = (Sr − Sr−1(Ai)ki)ei

= Sr(Ai)ei.

Demonstração da proposição 1.29. Temos
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(a)

tr(Pr) =
n∑

i=1
⟨Pr(ei), ei⟩ =

n∑
i=1

⟨Sr(Ai)ei, ei⟩ =
n∑

i=1
Sr(Ai) = (n − r)Sr.

(b)
tr(Pr+1) = tr(Sr+1Id − APr) = tr(Sr+1Id) − tr(APr),

⇒ tr(APr) = tr(Sr+1Id)−tr(Pr+1) = nSr+1 −(n−(r+1))Sr+1 = (r+1)Sr+1.

(c)
tr(APr+1) = tr (A(Sr+1Id − APr) = S1Sr+1 − (r + 2)Sr+2.
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APÊNDICE B – Cálculos variacionais

Demonstração do lema 2.1. Salvo menção em contrário vamos usar a notação de
Einstein. Dada uma base {ri} base do espaço tangente em cada ponto p ∈ Mt, sem
perda de generalidade, suponhamos que ⟨ri, rj⟩ = 0 em Mt. Como ξ ⊥ rj para todo
j = 1, . . . , n, temos que ⟨ξ, rj⟩ = 0. Logo,

0 = (⟨ξ, rj⟩)i = ⟨ξ, rij⟩ + ⟨ξi, rj⟩,

o que implica
⟨ξi, rj⟩ = −⟨ξ, rij⟩.

Podemos então calcular a variação da métrica g como se segue:

δgij = d

dt
⟨ri, rj⟩

∣∣∣∣∣
t=0

= 2⟨(δr)i, rj⟩ = 2⟨uiξ + uξi, rj⟩

= 2ui⟨ξ, rj⟩ + 2u⟨ξi, rj⟩ = −2u⟨ξ, rij⟩ = −2uαij.

Para calcular a variação da inversa da métrica lembremos que gilglk = δi
k. Derivando

obtemos
0 = (δgil)glk + gil(δglk) = (δgil)glk − 2ugilαlk,

⇒ (δgil)glk = 2ugilαlk.

Logo,
δgij = 2ugilgjkαlk = 2uαij.

Para calcular a variação do elemento de volume faremos uso da fórmula de
Jacobi [63, p.8]:

d

dt
det A = det A tr

(
A−1 dA

dt

)
.

Seja g = gj
i a matriz de representação da métrica. Temos então

d

dt
det(g) = det(g) tr

(
g−1 dg

dt

)
= det(g)(−2ugijαij) = −S1u det(g). (B.1)
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A variação do funcional volume então é dada por

δV = δ
∫

M
dµ =

∫
U

δ
√

det(g)dA =
∫

U

1
2
√

det(g)
δ(det(g))dA (B.2)

= −
∫

U
S1

√
det(g)dA =

∫
M

−S1udµ.

Usando (B.2) temos que

δ(dµ) = d(δV ) = d
∫

M
−S1udµ = −S1udµ.

Agora vamos calcular a derivada dos coeficientes da segunda forma fundamenta.
Por definição

δ(αij) = δ⟨ξ, rij⟩ = ⟨δξ, rij⟩ + ⟨ξ, δrij⟩. (B.3)

Vamos calcular os dois termos em separado. Como ⟨ξ, ξ⟩ = 1, temos que

0 = ∂t⟨ξ, ξ⟩
2 = ⟨ξ, δξ⟩. (B.4)

Em notação tensorial a equação de Gauss (1.13) pode ser escrita como

rij = Γk
ijrk + αijξ − gijcr.

Além disso, usando coordenadas normais os símbolos de Christofell se anulam, logo

⟨δξ, rij⟩ =
〈
δξ,

(
Γk

ijrk + αijξ − gijcr
)〉

= ⟨δξ, −gijcr⟩

= −cgij⟨δξ, r⟩ = cgij⟨ξ, δr⟩ = cgiju. (B.5)

Pela fórmula de Weingarten (1.10), temos

⟨ξ, δrij⟩ = ⟨ξ, (uξ)ij⟩ = ⟨ξ, uijξ + uiξj + ujξi + uξij⟩

= uij + u⟨ξ, ξij⟩ = uij − u⟨αl
irl, αk

j rk⟩ (B.6)
= uij − uαilα

l
j.

Portanto, usando (B.3), (B.5) e (B.6), temos que a variação da segunda forma
fundamental é dada por

δ(αij) = uij − uαilα
l
j + cgiju. (B.7)
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Assim, por (2.1) e (B.7) temos

δ||a||2 = δ(αijαij) = δ(gikgjlαklαij) = 2uαikgjlαklαij + 2uαjlgikαklαij

+ gikgjl(ukl − uαksα
s
l + cgklu)αij + gikgjlαkl(uij − uαisα

s
j + cgiju)

= 2uαikαj
kαij + 2cgijαiju + 2αijukl

= 2(S3
1 − 3S1S2 + 3S3 + cS1)u + 2⟨α, Hess u⟩,

onde na última passagem usamos

αikαj
kαij =

n∑
i=1

k3
i = S3

1 − 3S1S2 + 3S3. (B.8)

Demonstração do lema 2.4. Temos

δ(∆f) = δ
(
gij(fij − Γk

ijfk)
)

= δ(gijfij) − δ(gijΓk
ijfk). (B.9)

Escrevendo δf = ḟ , temos

δ(gijfij) = (δgij)fij + gij(δfij)
= 2uαijfij + gij∇i∇j ḟ

= 2u⟨α, Hess f⟩ + ∆ḟ . (B.10)

Para o segundo termo vamos calcular a variação dos símbolos de Christofell definidos
em (1.2). Assumindo um sistema de coordenadas normais temos

δΓk
ij = 1

2
(
δgkl

)
(gjl,i + gil,j − gij,l) + 1

2gkl ((δgjl)i + (δgil)j − (δgij)l)

= uαkl(gjl,i + gil,j − gij,l) − ugkl(αjl,i + αil,j − αij,l)
− gkl(uiαjl + ujαil − ulαij)

= −ugkl(αjl,i + αil,j − αij,l) − gkl(uiαjl + ujαil − ulαij).

Assim

δ(gijΓk
ijfk) = δ(gij)Γk

ijfk + gij(δΓk
ij)fk + gijΓk

ijδ(fk) = 0 + gij(δΓk
ij)fk + 0

= −gij(ugkl(αjl,i + αil,j − αij,l))fk − gijgkl(uiαjl + ujαil − ulαij)fk

= −2ugijgklαjl,ifk + ugijgklαij,lfk − 2gijgkluiαjlfk + gijgklulαijfk.

(B.11)



APÊNDICE B. Cálculos variacionais 112

Como
−2ugijgklαjl,i + ugijgklαij,lfk = −ugijgklαij,lfk,

temos

δ(gijΓk
ijfk) = −ugijgklαij,lfk − 2gijgkluiαjlfk + gijgklulαijfk. (B.12)

Pela equação de Codazzi (1.14)

αij,k − αik,j = ∇kαij − ∇jαik = R̃ijklξ
l = c(δikδjl − δjkδil)ξl,

onde ξl são as componentes do vetor unitário normal ξ. Daí segue que

ugijgkl∇jαilfk = u(∇iαj
i )fj = u(∇jαi

i + R̃ij
liξ

l)fj = uSj
1fj − ufjR̃

j
l ξ

l

= uSj
1fj − ucfjg

j
l ξl = u⟨∇S1, ∇f⟩ − uc⟨∇f, ξ⟩

= u⟨∇S1, ∇f⟩,

pois ∇f ⊥ ξ. Além disso

S1l = ∇l(gijαij) = (∇lg
ij)αij + gij(∇lαij) = 0 + gij∇lαij = gijαij,l,

pois estamos em um sistema de coordenadas normais. Logo, (B.12) é tal que

δ(gijΓk
ijfk) = −ugijgklαij,lfk − 2gijgkluiαjlfk + gijgklulαijfk (B.13)

= −u⟨∇S1, ∇f⟩ − 2α(∇u, ∇f) + S1⟨∇u, ∇f⟩.

Por (B.10) e (B.13) temos que (B.9) é dado por

δ(∆f) = ∆ḟ + 2u⟨α, Hess f⟩ + u⟨∇S1, ∇f⟩ + 2α(∇u, ∇f) − S1⟨∇u, ∇f⟩.

Para calcular a variação de ⟨α, Hess f⟩ primeiro observemos que

∇l||α||2 = ∇l(αijαij) = (∇lα
ij)αij + αij∇l(αij) = 2αij(∇lαij), (B.14)

pois αij = gikgjlαij e ∇lg
ij = 0 em coordenadas normais. Além disso, pela equação

de Codazzi (1.14)

αij(∇iαjl)f l = αij∇i(αlj)f l = αij(∇lαij − Riljkξk)f l

= 1
2⟨∇||α||2, ∇f⟩ − S1c⟨ξ, ∇u⟩ − cα(ξ, ∇f) = 1

2⟨∇||α||2, ∇f⟩,

(B.15)
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pois ξ ⊥ ∇f .

Analogamente a (B.11) temos:

−δ(αijΓk
ijfk = −δ(αij)Γk

ijfk − αij(δΓk
ij)fk − αijΓk

ijδ(fk) = 0 − αij(δΓk
ij)fk + 0

= αij(ugkl(αjl,i + αil,j − αij,l))fk + αijgkl(uiαjl + ujαil − ulαij)fk

= 2uαijgklαjl,ifk − uαijgklαij,lfk + 2αijgkluiαjlfk − αijgklulαijfk.

Por (B.14) e (B.15) temos que

• 2uαijgklαjl,ifk = ⟨∇||α||2, ∇f⟩;

• αijgklαij,lfk = 1
2⟨∇||α||2, ∇f⟩;

• 2αijgkluiαjlfk = 2α2(∇u, ∇f);

• αijgklulαijfk = ||α||2⟨∇u, ∇f⟩.

Logo

−αijδ(Γk
ij)fk = 2α2(∇u, ∇f) + 1

2⟨∇||α||2, ∇f⟩ − ||α||2⟨∇u, ∇f⟩.

Segue então que

δ⟨α, Hess f⟩ = δ(gilgjkαkl(fij − Γk
ijfk))

= 4uαkjαi
kfij + gilgjk(∇k∇lu − uαs

kαsl + gkluc)fij + αij ḟij

− αij(δΓk
ij)fk

= ⟨α, Hess ḟ⟩ + ⟨Hess u, Hess f⟩ + 3u⟨α2, Hess f⟩

+ uc∆f + 2α2(∇u, ∇f) + 1
2u⟨∇||α||2, ∇f⟩ − ||α||2⟨∇u, ∇f⟩.
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Demonstração do lema 2.7. Pela fórmula de Gauss (1.9) e usando (B.4) temos

δ(αij) = δ⟨αijξ, ξ⟩

= δ⟨∇̃ri
rj − ∇ri

rj, ξ⟩

=
〈
∇̃ri

rj − ∇ri
rj, δξ⟩ + ⟨δ

(
∇̃ri

rj − ∇ri
rj

)
, ξ
〉

=
〈
δ
(
∇̃ri

rj

)
, ξ
〉

−
〈
δ (∇ri

rj) , ξ
〉

=
〈
∇̃uξ∇̃ri

rj, ξ
〉

−
〈
δ (∇ri

rj) , ξ
〉

=
〈
∇̃ri

∇̃rj
(uξ) − R̃(uξ, ri)rj, ξ

〉
− δ

〈
∇ri

rj, ξ
〉

+
〈
∇ri

rj, δξ
〉
,

onde na última igualdade usamos a definição da curvatura Riemanniana (1.3).
Como ⟨ξ, ξ⟩ = 1 temos ⟨ξi, ξ⟩ = 0. Além disso, usando a fórmula de simetria (1.17)
temos

δ(αij) =
〈
uijξ + ujξi + uiξj + uξij + uR̃(ri, ξ)rj, ξ

〉
= uij − u⟨ξi, ξj⟩ + u⟨R̃(ri, ξ)rj, ξ⟩

= uij − u⟨αl
irl, αk

j rk⟩ + u⟨R̃(ri, ξ)rj, ξ⟩

= uij − uαilα
l
j + uR̃ξ

iξj. (B.16)

Usando (2.1) e (B.16) temos

δ||a||2 = δ(αijαij) = δ(gikgjlαklαij) = 2uαikgjlαklαij + 2uαjlgikαklαij

+ gikgjl(ukl − uαksα
s
l + uR̃kξlξ)αij + gikgjlαkl(uij − uαisα

s
j + uR̃iξjξ)

= 2uαikαj
kαij − 2uαijR̃iξjξ + 2αijukl

= 2(S3
1 − 3S1S2 + 3S3 + αijR̃iξjξ)u + 2⟨α, Hess u⟩,

onde na última passagem usamos

αikαj
kαij =

n∑
i=1

k3
i = S3

1 − 3S1S2 + 3S3.
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APÊNDICE C – A segunda forma
fundamental sem traço

Afirmação C.1. ||ϕ||2 = ||α||2 − ||H||2

n
.

Demonstração. Com efeito, o produto interno de T, G : TM ×TM → TM⊥ é dado
por

⟨T, G⟩ = gijgkl⟨T (∂i, ∂k), G(∂j, ∂l)⟩.

Assim

||ϕ||2 = gijgkl⟨ϕ(∂i, ∂k), ϕ(∂j, ∂l)⟩

= gijgkl
〈
αik − gik

H

n
, αjl − gjl

H

n

〉
= ||α||2 − ||H||2

n
,

uma vez que gijαij = H.

Afirmação C.2. Tr ϕ = 0.

Demonstração. De fato,

Tr ϕ = Tr
(

α − 1
n

HId
)

= Tr(α) − H

n
= 0,

onde Id é a matriz identidade.

Afirmação C.3.
n||ϕ||2 =

n∑
i<j=1

(ki − kj)2.

Demonstração. Primeiramente notemos que

n||ϕ||2 = n||α||2 − ||H||2 = n

(
n∑

i=1
k2

i

)
−
(

n∑
i=1

ki

)2

,
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onde k1, . . . , kn são as curvaturas principais de M . Vamos mostrar por indução que

n∑
i<j=1

(ki − kj)2 = n

(
n∑

i=1
k2

i

)
−
(

n∑
i=1

ki

)2

. (C.1)

Para k = 2 o resultado é imediato uma vez que

(k1 − k2)2 = 2(k2
1 + k2

2) − (k1 + k2)2.

Suponhamos (C.1) válido para (n − 1), ou seja

n−1∑
i<j=1

(ki − kj)2 = (n − 1)
(

n−1∑
i=1

k2
i

)
−
(

n−1∑
i=1

ki

)2

.

Então
n∑

i<j=1
(ki − kj)2 =

n−1∑
i<j=1

(ki − kj)2 +
n−1∑
i=1

(ki − kn)2

= (n − 1)
(

n−1∑
i=1

k2
i

)
−
(

n−1∑
i=1

ki

)2

+ (n − 1)k2
n +

n−1∑
i=1

k2
i − 2kn

(
n−1∑
i=1

ki

)

= n

(
n−1∑
i=1

k2
i

)
+ nk2

n −

(n−1∑
i=1

ki

)2

+ 2kn

(
n−1∑
i=1

ki

)
+ k2

n


= n

(
n∑

i=1
k2

i

)
−
(

n∑
i=1

ki

)2
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APÊNDICE D – O toro de Clifford

Definição D.1. Dados dois números inteiros positivos n1 e n2 com n1 + n2 = n, e
dois números reais r1 e r2 tais que r2

1 + r2
2 = 1, chamamos a hipersuperfície produto

Sn1(r1) × Sn2(r2) ⊂ Sn+1 das esferas Sni(ri) = {pi ∈ Rni+1, |pi| = ri}, i = 1, 2, de
Toro de Clifford.

Nosso objetivo nessa seção é calcular as curvaturas principais para Toros de Clifford
em geral. Seja p = (p1, p2) um ponto de M = Sn1(r1) × Sn2(r2). Um vetor unitário
normal à M nesse ponto é dado por

ξ =
(

−r2

r1
p1,

r1

r2
p2

)
.

Afirmação D.1. ξ é ortogonal à M em todo ponto.

Com efeito, dado v = (v1, v2) ∈ TpM , seja γ : (−ϵ, ϵ) → M definida por

γ(t) = (γ1(t), γ2(t)),

parametrização de uma curva em M tal que γ(0) = p = (p1, p2) e γ′(0) = v =
(v1, v2). Como γi ∈ Sni(ri) para i = 1, 2, temos

⟨γi(t), γi(t)⟩ = r2
i , i = 1, 2.

Derivando, obtemos
⟨γi(t), γ′

i(t)⟩ = 0,

o que implica ⟨pi, vi⟩ = 0 para i = 1, 2, e portanto ξ ⊥ M .

Como
ξ(γ(t)) =

(
−r2

r1
γ1(t),

r1

r2
γ2(t)

)
,

isso implica
Av = Aξv = −∂ξ(γ(t))

∂t
=
(

r2

r1
γ′

1(t), −r1

r2
γ′

2(t)
)

.



APÊNDICE D. O toro de Clifford 118

Assim, se v = (γ′
1(0), 0) temos Av = r2

r1
v, e portanto r2

r1
é curvatura principal de

M com multiplicidade n1. Analogamente temos −r1

r2
é curvatura principal com

multiplicidade n2. Provamos então o seguinte resultado:

Proposição D.2. Se M é um Toro de Clifford, então M tem curvaturas principais
k1 = r2

r1
e k2 = −r1

r2
, com multiplicidades n1 e n2 respectivamente.

Observação D.1. Se M é um toro de Clifford, então M é uma variedade mínima
se, e somente se,

r2
2

r2
1

= n2

n1
.
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