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Resumo
Mostramos que se um campo de Reeb na esfera S3 tight possui 3 órbitas fechadas ge-
ometricamente distintas, K1, K2 e Kp,q, tais que K1 ∪ K2 formam um link de Hopf e
Kp,q é um nó toroidal de tipo (p, q) cujo número de enlaçamento com K1 e K2 é p e q,
respectivamente, então sob certas condições envolvendo (p, q) e os número de rotação de
K1 e K2, este campo possui infinitas órbitas fechadas geometricamente fechadas.

Palavras-chave: Topologia de Contato, Dinâmica Integrável





Abstract
We show that if a Reeb vector field on the sphere S3 tight has 3 close geometrically distinct
orbits, K1, K2 and Kp,q, such that K1 ∪K2 forms a Hopf link and Kp,q forms a toroidal
knot of type (p, q) whose linking number with K1 and K2 is p and q, respectively, then
under some condition on (p, q) and the rotation numbers of K1 and K2, this vector field
has infinitely many geometrically distinct closed orbits.

Keywords: Contact Topology, Integrable Dynamics





Sumário

1 Enunciado dos resultados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.1 Definições básicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.2 Alguns resultados sobre dinâmica de Reeb na esfera S3 tight . . . . . . . . 16
1.3 Enunciado dos resultados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
1.4 Descrição dos demais capítulos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2 O índice de Conley-Zehnder em dimensão 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.1 Definição axiomática . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.2 Definição geométrica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.3 Definição analítica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
2.4 O número de rotação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
2.5 O índice de Conley-Zehnder e número de rotação de órbitas de Reeb periódicas 33
2.6 O número de enrolamento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

3 Curvas pseudo-holomorfas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
3.1 Estruturas quase-complexas e curvas pseudo-holomorfas . . . . . . . . . . . 39
3.2 Estruturas quase-complexas e curvas pseudo-holomorfas em simplectizações 41
3.3 Estruturas quase-complexas e curvas pseudo-holomorfas em cobordismos

com fins cilíndricos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
3.4 Estruturas quase-complexas e curvas pseudo-holomorfas em cobordismos

divididos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
3.5 Uma classe restrita de estruturas quase-complexas . . . . . . . . . . . . . . 45
3.6 Operadores assintóticos e o índice de Conley-Zehnder . . . . . . . . . . . . 46
3.7 Comportamento assintótico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

4 Definição da homologia de contato no complementar do enlace de tipo (p, q) 55
4.1 O complexo de cadeias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
4.2 Morfismos entre complexos de cadeias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
4.3 Um morfismo entre cadeias especial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

5 Modelos Morse-Bott . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
5.1 Construção de modelos Morse-Bott . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
5.2 Perturbação dos modelos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
5.3 Cálculo da homologia nos modelos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
5.4 Morfismos entre cadeias não-triviais no modelo . . . . . . . . . . . . . . . . 94

6 O Teorema Principal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
6.1 Resultados preparatórios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
6.2 O caso não-degenerado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
6.3 O caso degenerado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
6.4 Crescimento de órbitas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108



Referências . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

Apêndices 117
APÊNDICE A Geometria simplética e de contato . . . . . . . . . . . . . . . . 119

A.1 Variedades simpléticas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119
A.2 O grupo simplético e o índice de Maslov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121
A.3 Variedades de contato . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
A.4 Variedades de contato de dimensão 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
A.5 Simplectização de variedades de contato . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126

APÊNDICE B Teoria de nós e enlaces em S3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129
B.1 Nós e enlaces em S3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129
B.2 Alguns enlaces especiais em S3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131



13

1 Enunciado dos resultados

1.1 Definições básicas
Em todo este trabalho, todas as variedades, funções, fibrados, formas, etc, são

assumidos suaves (C∞) salvo menção contrária.

Sejam M uma variedade e λ uma forma de contato em M . Denotaremos por Xλ o
campo de Reeb em M induzido pela forma de contato λ e por φXλ seu fluxo. Escreveremos
φXλt (p) = φXλ(t, p) para todo (t, p) ∈ R×M para o qual o fluxo está definido. Resultados
básicos sobre variedades de contato estão coletados no apêndice A. Note que

(φXλt )∗λ = λ e dφXλt (ξp) = ξ
φ
Xλ
t (p).

Definição 1.1.1. Uma órbita de Reeb fechada de Xλ é uma classe de equivalência de
pares (x, T ), onde T > 0 e x : R→M é uma função T -periódica satisfazendo que

ẋ = Xλ ◦ x,

e declaramos que os pares (x1, T1) e (x2, T2) são equivalentes se T1 = T2 e as imagens de
x1 e x2 são iguais. O conjunto destas classes de equivalência será denotado por P(M,λ).

Seja P = (x, T ) ∈ P(M,λ). Dizemos que T é a ação desta órbita e chamamos
o conjunto de ações de todas as órbitas fechadas de espectro de ação de λ. Denotamos
por O(P ) o conjunto x([0, T ]) visto como subvariedade mergulhada de M . Dado k ∈ N,
denotamos a órbita fechada (x, kT ) por P k. A órbita P = (x, T ) será dita prima se T é o
menor período de x. O conjunto de órbitas de Reeb primas será denotado por Pprim(M,λ).
Dado T > 0, definimos também o conjunto

Pprim(M,λ, T ) = {(x, S) ∈Pprim(M,λ) | S ≤ T}.

O número ν ∈ C é dito um multiplicador de Floquet transversal da órbita P = (x, T ) se
ν ∈ σ(dφXT (x(0))), onde σ(dφXT (x(0))|ξx(0)) denota o espectro de dφXT (x(0))|ξx(0). A órbita
P = (x, T ) é dita não-degenerada se 1 não é um multiplicador de Floquet transversal desta
órbita. Diremos que a forma de contato λ é não-degenerada se todas as suas órbitas de
Reeb fechadas são não-degeneradas.

Diremos que a órbita não-degenerada P = (x, T ) é

1. positivamente hiperbólica se σ(dφXT (x(0))|ξx(0)) = {ν, ν−1} com ν > 1;

2. negativamente hiperbólica se σ(dφXT (x(0))|ξx(0)) = {ν, ν−1} com ν < −1;
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3. elíptica se σ(dφXT (x(0))|ξx(0)) = {ν, ν−1} = {ν, ν̄} com |ν| = 1.

(veja Proposição A.2.1).

Observação 1.1.1. Notamos que a definição acima não depende do representante. Com
efeito, se P = (x, T ) = (y, T ) e y(0) = x(t0), então

φXλT (y(0)) = y(0) ⇐⇒ φXλT ◦ φt0(x(0)) = φXλt0 (x(0)) ⇐⇒ φXλT (x(0)) = x(0)

e

dφXλT (x(0)) = dφXλ−t0(y(0)) ◦ dφXλT (y(0)) ◦ dφXλt0 (x(0))

= [dφXλt0 (x(0))]−1 ◦ dφXλT (y(0)) ◦ dφXλt0 (x(0)).

No que segue vamos estudar especificamente a esfera tridimensional

S3 = {(x1, y1, x2, y2) ∈ R4 | x2
1 + y2

1 + x2
2 + y2

2 = 1} ∼= {(z1, z2) ∈ C2 | |z1|2 + |z2|2 = 1}

munida da estrutura de contato tight padrão ξ0, ou seja, a estrutura de contato induzida
pela forma

λ0 = 1
2(x1dy1 − y1dx1 + x2dy2 − y2dx2).

restrita a S3. Sempre consideraremos S3 orientado por λ0 ∧ dλ0. Notamos que esta é
exatamente a orientação de S3 como bordo da bola unitária de R4 orientada por dλ0 ∧ dλ0.

Notação 1.1.1. No caso em que λ é uma forma de contato em S3 induzindo ξ0, vamos
escrever

P(λ) = P(S3, λ), Pprim(λ) = Pprim(S3, λ) e Pprim(λ, T ) = Pprim(S3, λ, T )

Dada uma órbita de Reeb P ∈P(λ), vamos denotar seu número de rotação como
ρ(P, λ) calculado de acordo com uma trivialização global de (ξ0, dλ) (veja Definição 2.5.2).

Observação 1.1.2. O número de rotação não depende da escolha de trivialização global.

Definição 1.1.2. Dizemos que o vetor (p, q) ∈ Z× Z é coprimo se não existe k ∈ N com
k > 1 tal que

(p/k, q/k) ∈ Z× Z.

Considere os nós transversais em (S3, ξ0)

Ki = {(z1, z2) ∈ S3 | zi = 0}, i = 1, 2

e
Kp,q = {(e2πipt/

√
2, e2πiqt/

√
2) ∈ S3 | t ∈ R},

onde (p, q) é coprimo.
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Figura 1.1.1 – Enlace de Hopf

Figura 1.1.2 – Enlace de tipo (1,3) Figura 1.1.3 – Enlace de tipo (7,5)

Definição 1.1.3. O enlace L0 = K1∪K2 é chamado do enlace de Hopf padrão em (S3, ξ0).
Dizemos que um enlace transversal em (S3, ξ0) é um enlace de Hopf se é transversalmente
isotópico a L0. O nóKp,q é chamado de um nó de tipo (p, q) padrão em (S3, ξ0). Dizemos que
um nó transversal em (S3, ξ0) é um nó de tipo (p, q) se é transversalmente isotópico a Kp,q.
O enlace Lp,q = L0∪Kp,q será chamado de enlace de tipo (p, q) padrão em (S3, ξ0). Dizemos
que um enlace transversal em (S3, ξ0) é um enlace de tipo (p, q) se é transversalmente
isotópico a Lp,q.

Resultados e definições relevantes sobre teoria de nós estão coletados no Apêndice
B.
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Seja
N = {(t, 0) ∈ R2 | t ≤ 0}.

Em R2\N denotamos por arg : R2\N → (−π, π) a função argumento satisfazendo que

v = ‖v‖ (cos arg(v), sen arg(v)).

Definição 1.1.4. Dados u, v ∈ R2\N escrevemos

u ≺ v

se
arg(u) < arg(v).

Escrevemos
u � v

se
arg(u) ≤ arg(v).

1.2 Alguns resultados sobre dinâmica de Reeb na esfera S3 tight
Vamos considerar o seguinte exemplo:

Exemplo 1.2.1. Sejam a, b ∈ (0,∞) e defina a hiperfície em R4

E = E(a, b) =
{

(z1, z2) ∈ C2 | |z1|2

a
+ |z2|2

b
= 1

}

munida da forma de contato

λ0 = 1
2(x1dy1 − y1dx1 + x2dy2 − y2dx2).

Um cálculo simples mostra que

K̄1 = {(z1, z2) ∈ E | z1 = 0} e K̄2 = {(z1, z2) ∈ E | z2 = 0}

são órbitas fechadas de Xλ0 . Se a/b ∈ Q, então E(a, b) é folheada por órbitas fechadas de
Xλ0 . Se a/b ∈ R\Q, então Xλ0 possui somentes estas duas órbitas periódicas. Existe um
difeomorfismo Ψ : S3 → E(a, b) dado por

Ψ(z1, z2) = f(z1, z2)(z1, z2),

onde f : S3 → (0,∞). Temos que

λ = Ψ∗λ0 = g(z1, z2)λ0.
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Portanto, as propriedades acima são herdadas por Xλ. Este exemplo mostra que a dinâmica
de Reeb pode mudar drasticamente quando se muda a forma de contato induzindo ξ0.

Seja agora

Ki = Ψ−1(K̄i) = {(z1, z2) ∈ C2 | zi = 0}, i = 1, 2.

Claramente, Xλ herda as propriedades de Xλ0 discutidas acima. Note que K1 ∪K2 forma
um enlace de Hopf (veja o Apêndice B). Ademais, se a/b ∈ Q todas as órbitas de Reeb
em S3\(K1 ∪K2) vistas como órbitas primas formam nós de tipo (p, q), para algum vetor
(p, q) coprimo que não depende da órbita.1.

Seja λ uma forma de contato induzindo a estrutura de contato ξ0 em S3. Em todos
os exemplos conhecidos, Xλ possui duas órbitas periódicas ou Xλ possui infinitas órbitas
periódicas. Um resultado de Cristofaro-Gardiner e Hutchings ([7]) mostra que Xλ tem
sempre pelo menos duas órbitas geometricamente distintas, porém é uma pergunta em
aberto se é possível que o número de órbitas periódicas de Xλ seja finito e maior do que
2. Além disso, em todos os exemplos conhecidos, Xλ admite duas órbitas formando um
enlace de Hopf. A validade deste resultado em geral também não é sabida.

Vamos considerar agora a seguinte conjectura:

Se a forma de contato λ, induzindo a estrutura de contato ξ0 em S3, é
tal que Xλ admite duas órbitas fechadas formando um enlace de Hopf, então
Xλ possui duas ou infinitas órbitas fechadas geometricamente distintas.

Em [20], os autores provaram que se as órbitas que formam um enlace de Hopf
satisfazem uma situação de não-ressonância, então existem infinitas órbitas. Vamos explicar
o que significa esta condição de não-ressonância. Sejam K1 e K2 as órbitas formando o
enlace de Hopf e sejam θ1 = ρ(K1)− 1 e θ2 = ρ(K2)− 1 seus números de rotação. Diremos
que estas órbitas são não-ressonantes se os vetores (θ1, 1) não é um múltiplo positivo de
(1, θ2).

Na realidade o resultado de [20] é ainda mais preciso. O Teorema 1.2 de [20] pode
ser enunciado como:

Teorema 1.2.1. Seja λ uma forma de contato em S3 induzindo ξ0 e tal que Xλ possui
duas órbitas periódicas formando um enlace de Hopf K1∪K2. Seja θi = ρ(Ki)− 1, i = 1, 2.
Se (p, q) ∈ Z× Z é tal que p, q é coprimo e

(θ1, 1) ≺ (p, q) ≺ (1, θ2) ou (1, θ2) ≺ (p, q) ≺ (θ1, 1),
1 O vetor (p, q) é tal que p/q = b/a
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então existe uma órbita P de Xλ0 tal que

lk(P,K1) = p e lk(P,K2) = q,

onde lk denota o número de enlaçamento de dois nós (veja Apêndice B).

1.3 Enunciado dos resultados
O objetivo do presente trabalho é entender o que ocorre no caso em que há

ressonância entre as componentes do enlace de Hopf, ou seja, em que (θ1, 1) e (1, θ2) são
colineares, ou seja, existe θ > 0 tal que

θ2 = 1
θ1

= θ.

Como o Exemplo 1.2.1 acima mostra, não podemos esperar a existência de infinitas órbitas
fechadas geometricamente distintas neste caso. Portanto, vamos adicionar a hipótese de
que além do enlace de Hopf existe uma órbita adicional Kp,q tal que Lp,q = K1 ∪K2 ∪Kp,q

forme um enlace de tipo (p, q) em S3. Vamos adicionar ainda a hipótese técnica que
p+ qθ > 0. O principal resultado deste trabalho é:

Teorema 1.3.1. Seja λ uma forma de contato em S3 induzindo a estrutura de contato
tight ξ0. Suponha que existam órbitas de Reeb periódicos K1, K2, Kp,q ∈Pprim(λ) tais que
L0 = K1∪K2 seja um enlace de Hopf, (p, q) é coprimo e Lp,q = L0∪Kp,q forme um enlace
de tipo (p, q). Suponha ainda que exista θ > 0 tal que

1
θ

= ρ(K1, λ)− 1 e θ = ρ(K2, λ)− 1

e p+ qθ > 0. Então, dado (p̂, q̂) coprimo satisfazendo que

(1, θ) ≺ (p̂, q̂) ≺ (p, q) ou (p, q) ≺ (p̂, q̂) ≺ (1, θ)

existe uma órbita de Reeb P ∈Pprim(λ) tal que

lk(P,K1) = p̂ e lk(P,K2) = q̂.

Corolário 1.3.2. Sob as hipóteses do Teorema 1.3.1, Pprim(λ) é infinito.

Na verdade, mais do que afirmar que há infinitas órbitas fechadas geometrica-
mente distintas, podemos mostrar que o número de órbitas primas cresce pelo menos
polinomialmente como função do período. Mais precisamente, temos o seguinte teorema:

Teorema 1.3.3. Sob as hipóteses do Teorema 6.3.2, temos que

lim sup
T→∞

log #Pprim(λ, T )
log T ≥ 1.
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O Teorema 6.3.2 segue de um enunciado aparentemente mais restrito. Para enunciá-
lo precisamos da seguinte definição:

Definição 1.3.1. Seja (p, q) coprimo e Lp,q um enlace de tipo (p, q) padrão. Definimos o
conjunto

Fp,q = {f ∈ C∞(S3, (0,∞)) | df(v) = 0,∀v ∈ ξ0|Lp,q}.

Notamos que se f ∈ Fp,q, então λ = fλ0 é uma forma de contato em S3 associada
a estrutura de contato ξ0 realizando as componentes de Lp,q como órbitas do seu campo
de Reeb.

Proposição 1.3.4. Se λ é uma forma de contato em S3 induzindo a estrutura de contato
tight ξ0 e realizando as componentes de um enlace do tipo (p, q), L̃p,q, como órbitas de
seu campo de Reeb. Então, existe f ∈ Fp,q e um difeomorfismo ϕ : S3 → S3 tal que
ϕ(Lp,q) = L̃p,q e

ϕ∗λ = fλ0.

Demonstração. Por hipótese, existe g : S3 → R\{0} tal que λ = gλ0. Como L̃p,q é um
enlace de tipo (p, q), existe uma isotopia transversal ηt : Lp,q → S3 satisfazendo que η0 = id

e η1(Lp,q) = L̃p,q. Pelo Teorema 2.6.12 de [12], existe uma isotopia de contato Φt : S3 → S3

satisfazendo que Φ0 = id, Φt|Lp,q = ηt. Logo,

Φ∗1(gλ0) = hλ0,

para algum h : S3 → R\{0}. Se h é positiva, podemos tomar f = h e ϕ = Φ1. Se
h é negativa, consideramos o difeomorfismo T : S3 → S3 dado por T (x1, y1, x2, y2) =
(x1,−y1, x2,−y2) e notamos que T ∗λ0 = −λ0. Basta tomar, ϕ = Φ1 ◦ T e f = −k ◦ T .

A proposição acima mostra que no Teorema 1.3.1 podemos nos restringir a considerar
somente formas de contato em S3 da forma fλ0 com f ∈ Fp,q.

1.4 Descrição dos demais capítulos
No capítulo 2 discutiremos o conceito de índice de Conley-Zehnder. Apresentaremos

uma definição axiomática, uma definição geométrica e uma definição analítica do índice
de Conley-Zehnder para caminhos de matrizes simplécticas em Sp. Cada definição tem
sua vantagem nos problemas concretos e utilizaremos as três definições convenientemente.
Neste capítulo também definimos o número de rotação de um caminho simpléctico em
R2 e sua relação com o índice de Conley-Zehnder. Depois aplicaremos estas noções à
linearização do fluxo de Reeb ao longo de órbitas periódicas em variedades de contato
em dimensão 3, definindo assim o índice de Conley-Zehnder e o número de rotação para
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órbitas periódicas do campo de Reeb. Na última seção definiremos a noção de número de
enrolamento de dois vetores.

No capítulo 3 discutiremos os conceitos de curvas pseudo-holomorfas em simplecti-
zações, em cobordismos simpléticos com fins cilíndricos e em cobordismos simplécticos
divididos (splitting cobordism), junto com as noções de energia. Depois estudaremos o
comportamento assintótico de curvas pseudo-holomorfas.

No capítulo 4 seguindo os trabalhos de [27] e [20], feitas certas hipóteses sobre a
forma de contato, definimos um complexo de cadeias formado pelas órbitas periódicas de
Reeb e um operador de bordo para este complexo que será construído a partir do espaço
de cilindros pseudo-holomorfos que são assintóticos às órbitas de Reeb periódicas. Com
esses dados construiremos uma homologia associada a este complexo. Estudamos, também,
os morfismos entre estes complexos de cadeias.

No capítulo 5 construímos formas de contato em S3 nas quais podemos calcular
a homologia construída no capítulo 4. Na primeira seção construímos formas de contato
Morse-Bott, nas quais o fluxo de Reeb é integrável. Na segunda seção, perturbamos
estas formas de contato de forma a fazê-las satisfazer as hipóteses para a construção da
homologia. Nas seções seguintes calculamos a homologia utilizando as formas de contato
perturbadas, mostramos que esta homologia é não-nula e estudamos os morfismos entre
complexos de cadeias aplicados a este caso específico.

No capítulo 6 mostraremos o resultado principal. Na primeira seção provamos
alguns lemas preparatórios. Na segunda seção provamos o caso em que a forma de contato
é não-degenerada. Na terceira seção, utilizando um resultado de aproximação por formas
de contato não-degeneradas provamos o resultado geral. Na quarta seção estudamos o
crescimento de órbitas periódicas em função do período.

O trabalho termina com dois apêndices, um onde coletamos resultados básicos de
geometria simplética e de contato e outro em que coletamos resultados de teoria de nós.
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2 O índice de Conley-Zehnder em dimensão
2

Neste capítulo estudaremos o índice de Conley-Zehnder em dimensão 2 seguindo
a apresentação do índice de [20]. O índice de Conley-Zehnder tem o papel de índice de
Morse na construção da homologia no capítulo 4. Na primeira seção introduziremos a
definição axiomática do número de Conley-Zehnder para caminhos de matrizes simpléticas
em R2. Como será necessário adiante obter uma caracterização mais concreta deste
índice, discutimos nas seções 2.2 e 2.3 a definição geométrica e a definição analítica,
respectivamente, e obtemos algumas propriedades do índice. Na quarta seção estudamos o
número de rotação e sua relação com o índice de Conley-Zehnder. Na seção 2.5 definimos o
índice de Conley-Zehnder e o número de rotação para órbitas periódicas de Reeb utilizando
a linearização do fluxo e uma trivialização simpléctica da estrutura de contato ao longo da
órbita. Estudamos também como estas noções dependem da trivilialização escolhida. Na
seção 2.6 estudamos o número de enrolamento e suas propriedades.

2.1 Definição axiomática
No que segue vamos identificar R2 ∼= C via o isomorfismo

(x, y) ∈ R2 7→ x+ iy ∈ C.

Notamos que sob esta identificação

i ∼= J0 =
0 −1

1 0

 .
Começamos distinguindo um subespaço do grupo de matrizes simpléticas Sp(1)

que nos será particularmente útil,

Sp∗(1) = {A ∈ Sp(1) | det(A− 1) 6= 0}.

Da Proposição A.2.1, se A ∈ Sp∗(1) há 3 possibilidades:

(a) σ(A) = {ν, ν−1} com ν > 1;

(b) σ(A) = {ν, ν−1} com ν < 0;

(c) σ(A) = {ν, ν−1} = {ν, ν̄} com |ν| = 1 e Im(ν) 6= 0.
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Definição 2.1.1. No caso (a) dizemos que A é positivamente hiperbólica, no caso (b)
dizemos que A é negativamente hiperbólica e no caso (c) dizemos que A é elíptica.

Definimos o conjunto de caminhos contínuos

Σ∗ = {ϕ : [0, 1]→ Sp(1) | ϕ(0) = 1, ϕ(1) ∈ Sp∗(1)}.

Em [15], Teorema 3.2, encontramos o seguinte resultado:

Teorema 2.1.1. Existe um único mapa µCZ : Σ∗ → Z satisfazendo que

(a) Se ϕs é uma homotopia em Σ∗, então µCZ(ϕs) é constante;

(b) Se ψ : [0, 1]→ Sp(1) satisfaz ψ(0) = ψ(1) = 1 e ϕ ∈ Σ∗, então

µCZ(ψϕ) = 2µ(ψ) + µCZ(ϕ),

onde µ denota o índice de Maslov (Definição A.2.2);

(c) Se ϕ ∈ Σ∗ e ϕ−1(t) = ϕ(t)−1, então

µCZ(ϕ−1) = −µCZ(ϕ);

(d)
µCZ(t 7→ eiπt) = 1.

Além disso, µCZ induz uma bijeção das classes de homotopia de Σ∗ em Z.

Definição 2.1.2. O mapa µCZ descrito no Teorema 2.1.1 é chamado de índice de Conley-
Zehnder.

Observação 2.1.1. O índice de Conley-Zehnder pode ser definido em qualquer dimensão
par (veja [15]). Contudo, esta definição mais geral não terá utilidade para nós.

Nas próximas seções daremos duas descrições mais concretas do índice de Conley-
Zehnder que serão necessárias no resto do trabalho.

2.2 Definição geométrica
Seja ϕ : [0, 1]→ Sp(1), um caminho contínuo. Seja θ : [0, 1]×R→ R o único mapa

satisfazendo que
ϕ(t)e2πis

‖ϕ(t)e2πis‖
= e2πiθ(t,s), (2.2.1)



2.2. Definição geométrica 23

e θ(0, s) = s para todo s ∈ [0, 1]. Observamos que

ϕ(t)e2πi(s+1/2)

‖ϕ(t)e2πi(s+1/2)‖
= − ϕ(t)e2πis

‖ϕ(t)e2πis‖
= −e2πiθ(t,s).

Logo,
θ(t, s+ 1/2) = θ(t, s) + (2k + 1)/2,

onde k ∈ Z. Como
θ(0, s+ 1/2) = s+ 1

2 ,

concluímos que
θ(t, s+ 1/2) = θ(t, s) + 1/2, (2.2.2)

para todo t ∈ [0, 1] e para todo s ∈ R. Considere a função ∆ : R→ R dada por

∆(s) = θ(1, s)− θ(0, s) = θ(1, s)− s. (2.2.3)

Claramente, ∆ é contínua e por (2.2.2), ∆(s+ 1/2) = ∆(s), para todo s ∈ [0, 1].

Definição 2.2.1. Dado ϕ e ∆ como acima, definimos o intervalo de rotação de ϕ por

I(ϕ) = {∆(s) | s ∈ [0, 1]}.

Observação 2.2.1. O conjunto I(ϕ) é a imagem do intervalo [0, 1] pela função contínua ∆,
donde se conclui que I(ϕ) é de fato um intervalo.

Em [14] Lema 3.2, os autores provam:

Lema 2.2.1. O intervalo de rotação I(ϕ) tem comprimento estritamente menor do que
1/2. Em particular, existe k ∈ Z tal que I(ϕ) ∩ Z = {k} ou I(ϕ) ⊂ (k, k + 1).

Definição 2.2.2. Se ϕ : [0, 1] → Sp(1) é contínuo, definimos o índice geométrico de
Conley-Zehnder

µg(ϕ) =

2k se k ∈ I(ϕ) ∩ Z

2k + 1 se I(ϕ) ⊂ (k, k + 1), k ∈ Z.

O teorema abaixo, cuja demonstração pode ser encontrada em [14], Teorema 3.5,
afirma que o índice definido acima é exatamente o índice de Conley-Zehnder.

Teorema 2.2.2. O índice µg restrito a Σ∗ satisfaz o Teorema 2.1.1 e, portanto, µg|Σ∗ =
µCZ.

Observação 2.2.2. Notamos que o Teorema 2.2.2 garante que µg é um variante homotópico
somente restrito a Σ∗. De fato, em [14] há um exemplo de caminhos de matrizes simpléticas
homotópicos relativamente a {0} e partindo da identidade possuindo índices geométricos
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de Conley-Zehnder diferentes. Contudo, se ϕ0, ϕ1 : [0, 1]→ Sp(1) são homotópicos relativa-
mente a {0, 1}, então os mapas θ0 e θ1 definidos em (2.2.1), para ϕ0 e ϕ1, respectivamente,
satisfazem que

θ0(1, s)− s = θ1(1, s)− s.

Portanto, segue que
µg(ϕ0) = µg(ϕ1).

Observação 2.2.3. O item (b) do Teorema 2.1.1 vale para µg mesmo que ϕ /∈ Σ∗. De fato,
suponha que ϕ : [0, 1] → Sp(1) satisfaz que ϕ(0) = 1 e ψ : [0, 1] → Sp(1) satisfaz que
ψ(0) = ψ(1) = 1. Seja α : [0, 1]× R→ R tal que

ψ(t)e2πis

‖ψ(t)e2πis‖
= e2πiα(t,s)

e α(0, s) = s. Note que
α(1, s)− s = µ(ψ).

Então
ψ(t)ϕ(t)e2πis

‖ψ(t)ϕ(t)e2πis‖
= e2πiα(t,θ(t,s)),

onde θ é definido como em (2.2.1). Logo,

α(t, θ(t, s))− s = α(t, θ(t, s))− θ(t, s) + θ(t, s)− s = µ(ψ) + θ(t, s)− s.

Daí, vemos que
I(ψϕ) = µ(ψ) + I(ϕ).

Concluímos que
µg(ψϕ) = µg(ϕ) + 2µ(ψ).

O próximo lema será utilizado nas próximas seções.

Lema 2.2.3. Suponha que ϕ : [0, 1]→ Sp(1) satisfaz que ϕ(0) = 1 e que A ∈ GL(2,R),
então

µg(ϕA) = µg(ϕ),

onde ϕA(t) = A−1ϕ(t)A.

Demonstração. Considere a homotopia

u ∈ [0, 1] 7→ A−uϕ(t)Au.
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Vamos considerar a função contínua θ : [0, 1]× [0, 1]× R→ R que satisfaz que

A−uϕ(t)Aue2πis

‖A−uϕ(t)Aue2πis‖
= e2πiθ(u,t,s)

e θ(u, 0, s) = s para todo (u, s) ∈ [0, 1]×R. Vamo supor por absurdo que µg(ϕA) 6= µg(ϕ).

Caso I(ϕ) ⊂ (k, k + 1), então σ(ϕ(1)) ∩R+ = ∅. Por hipótese, existe s ∈ R tal que

θ(1, 1, s)− s ≤ k ou θ(1, 1, s)− s ≥ k + 1.

Logo, existe u ∈ [0, 1] tal que θ(u, 1, s)− s ∈ Z. Mas isto implica que

σ(ϕ(1)) ∩ R+ = σ(A−uϕ(1)Au) ∩ R+ 6= ∅,

o que é um absurdo.

Caso k ∈ I(ϕ) ∩ Z, então σ(ϕ(1)) ∩ R+ 6= ∅. Por hipótese, k /∈ I(ϕA). Pelo Lema
2.2.1, existe u ∈ [0, 1] tal que I(A−uϕ(1)Au) ∩ Z = ∅. Logo,

σ(ϕ(1)) ∩ R+ = σ(A−uϕ(1)Au) ∩ R+ = ∅,

o que é um absurdo.

Dado ϕ : [0, 1]→ Sp(1) contínuo podemos estender este caminho a um caminho
contínuo de [0,∞) em Sp(1), que continuamos denotando por ϕ, definido por

t ∈ [0,∞) 7→ ϕ(t− btc)ϕ(1)btc,

btc = k ∈ Z se, e somente se, k ≤ t < k + 1. Definimos o map

ϕ(k) : [0, 1]→ Sp(2), t ∈ [0, 1] 7→ ϕ(kt),

para todo k ∈ N. Notamos que se t ∈ [(j − 1)/k, j/k], j = 1, . . . , j, temos

ϕ(k)(t) = ϕ(kt− (j − 1))ϕ(1)j−1. (2.2.4)

Em particular, ϕ(k) ∈ Σ∗ se, e somente se, ϕ(1) não possui raízes k-ésimas da unidade no
seu espectro.

Vamos denotar por θ(k) e ∆(k), os mapas associados a ϕ(k) como em (2.2.1) e (2.2.3),
θ(1) e ∆(1) vamos continuar grafando como θ e ∆, respectivamente. Convencionamos ainda
que θ(0)(t, s) = s. De (2.2.4) segue que

θ(k)(t, s) = θ(kt− (j − 1), θ(j−1)(1, s)),
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se t ∈ [(j − 1)/k, j/k]. Concluímos que

∆(k)(s) = θ(k)(1, s)− θ(k)(0, s)

=
k∑
j=1

[θ(k)(j/k, s)− θ(k)((j − 1)/k, s)]

=
k∑
j=1

[θ(1, θ(j−1)(1, s))− θ(0, θ(j−1)(1, s))]

=
k∑
j=1

∆(θ(j−1)(1, s)).

(2.2.5)

Lema 2.2.4. Suponha que ϕ : [0, 1]→ Sp(1).

(a) Se σ(ϕ(1)) ⊂ (0,∞), então existe l ∈ Z tal que kl ∈ I(ϕ(k)) e µg(ϕ(k)) = 2kl, para
todo k ∈ N.

(b) Se σ(ϕ(1)) ⊂ (−∞, 0), então existe l ∈ Z tal que µg(ϕ(k)) = k(2l + 1) para todo
k ∈ N. Ademais, se k é ímpar, então

I(ϕ(k)) ⊂ (bk(l + 1/2)c, bk(l + 1/2)c+ 1),

e se k é par, então
k(l + 1/2) ∈ I(ϕ(k)).

(c) Se ϕ(t) = e2πiη(t) ∈ U, onde η : [0, 1]→ R é contínua com η(0) = 0 e η(1) = α, então

I(ϕ(k)) = {kα}

e

µg(ϕ(k)) =

2kα, se kα ∈ Z

2bkαc+ 1 se kα ∈ R\Z

para todo k ∈ N. Se kα ∈ R\Z, então

I(ϕ(k)) ⊂ (bkαc, bkαc+ 1).

(d) Se ϕ(1) ⊂ S1, então existe α ∈ R tal que

µg(ϕ(k)) =

2kα, se kα ∈ Z

2bkαc+ 1 se kα ∈ R\Z
,

para todo k ∈ N. Se kα ∈ R\Z, então

I(ϕ(k)) ⊂ (bkαc, bkαc+ 1).
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Demonstração. No caso (a), podemos encontrar s ∈ [0, 1] e ν > 0 tal que

ϕ(1)ke2πs = νke2πis,

para todo k ∈ N. Portanto,
e2πiθ(k)(1,s) = e2πis

e existe l ∈ Z tal que θ(1, s) = s+ l. Logo, ∆(s) = l. Temos ainda que θ(k)(1, s)− s ∈ Z
para todo k ∈ N. Por (2.2.5),

∆(k)(s) =
k∑
j=1

∆(θ(j−1)(1, s)) =
k∑
j=1

∆(s) = kl ∈ I(ϕ(k)).

Por definição, µg(ϕ(k)) = 2kl.

No caso (b), podemos encontrar s ∈ [0, 1] e ν < 0 tal que

ϕ(1)ke2πs = νke2πis,

para todo k ∈ N. Portanto,
e2πiθ(k)(1,s) = e2πi(s+k/2)

e existe l ∈ Z tal que θ(1, s) = s+ l + 1/2. Observamos que

ϕ(t)e2πi(s+k/2)

‖ϕ(t)e2πi(s+k/2)‖
= (−1)k ϕ(t)e2πis

‖ϕ(t)e2πis‖
= (−1)ke2πiθ(t,s) = e2πi(θ(t,s)+k/2).

Logo, ∆(s) = l + 1/2 e

∆(k)(s) =
k∑
j=1

∆(θ(j−1)(1, s)) =
k∑
j=1

∆(s) = k(l + 1/2) ∈ I(ϕ(k)).

Pelo Lema 2.2.1, se k é par, então

I(ϕ(k)) ∩ Z = {k(l + 1/2)}.

e se k é ímpar, então
I(ϕ(k)) ∩ Z = ∅.

Neste caso, temos ainda que

I(ϕ(k)) ⊂ (bk(l + 1/2)c, bk(l + 1/2)c+ 1).

Assim, µg(ϕ(k)) = k(2l + 1), para todo k ∈ N.

No caso (c), dado s ∈ R, temos que

ϕ(t)e2πis = e2πi(η(t)+s).

Logo, para ϕ, vale que ∆(s) = α para todo s ∈ R. Concluímos que, para ϕ(k),

∆(k)(s) = kα,
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para todo s ∈ R, o que implica que I(U (k)) = {kα}. Por conseguinte,

µg(ϕ(k)) =

2kα, se kα ∈ Z

2bkαc+ 1 se kα ∈ R\Z

para todo k ∈ N. Se kα ∈ R\Z, então

I(ϕ(k)) ⊂ (bkαc, bkαc+ 1),

pela definição do índice geométrico.

No caso (d), podemos escrever σ(ϕ(1)) = {e2πiβ, e−2πiβ}, onde β ∈ R. Pelo Teorema
de Jordan existe M ∈ GL(2,R) tal que

M−1ϕ(1)M = e2πiβ.

Defina ψ(t) = M−1ϕ(t)M . Note que

ψ(k)(t) = M−1ϕ(k)(t)M

para todo k ∈ N. Do Lema 2.2.3, temos que

µg(ψ(k)) = µg(ϕ(k)),

para todo k ∈ N. Usando a decomposição polar (veja [26], Observação 2.2.5), existem
P,U : [0, 1]→ Sp(1) tais que P (t) é positiva para todo t ∈ [0, 1], U(t) é unitária para todo
t ∈ [0, 1] e

ψ(t) = U(t)P (t).

Por unicidade da decomposição polar, P (0) = P (1) = U(0) = 1 e U(1) = e2πiβ. O mapa

u ∈ [0, 1] 7→ U(t)P (t)u

define uma homotopia entre ψ e U relativamente a {0, 1}. Concluímos que existe uma
homotopia entre ϕ e U em relativamente a {0, 1}. Claramente, esta homotopia induz
homotopias entre ϕ(k) e U (k) relativamente a {0, 1}, para todo k ∈ N. Pela Observação
2.2.2,

µg(ψ(k)) = µg(ϕ(k)),

para todo k ∈ N. Podemos escrever,

U(t) = e2πiη(t),

onde η : [0, 1]→ R satisfaz η(0) = 0 e η(1) = β +m, com m ∈ Z. Defina α = β +m. Pelo
caso (c), aplicado a U (k), concluímos que

µg(ϕ(k)) =

2kα, se kα ∈ Z

2bkαc+ 1 se kα ∈ R\Z
,
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para todo k ∈ N. Se kα ∈ R\Z, então

I(ϕ(k)) ⊂ (bkαc, bkαc+ 1).

Corolário 2.2.5. Suponha que ϕ ∈ Σ∗ e que não possua raízes da unidade no seu espectro.

(a) Se ϕ(1) é positivamente hiperbólica, então existe l ∈ Z tal que kl ∈ I(ϕ(k)) e
µCZ(ϕ(k)) = 2kl, para todo k ∈ N.

(b) Se ϕ(1) é negativamente hiperbólica, então existe l ∈ Z tal que µCZ(ϕ(k)) = k(2l+ 1)
para todo k ∈ N. Ademais, se k é ímpar, então

I(ϕ(k)) ⊂ (bk(l + 1/2)c, bk(l + 1/2)c+ 1),

e se k é par, então
k(l + 1/2) ∈ I(ϕ(k)).

(c) Se ϕ(1) é elíptica, então existe α ∈ R\Q tal que

I(ϕ(k)) ⊂ (bkαc, bkαc+ 1)

e µCZ(ϕ(k)) = 2bkαc+ 1, para todo k ∈ N.

2.3 Definição analítica
Suponha que ϕ : R → Sp(1) é um mapa suave satisfazendo que ϕ(0) = 1 e

que ϕ(t + 1) = ϕ(t)ϕ(1) para todo t ∈ R. Defina o caminho suave de matrizes S(t) =
−iϕ̇(t)ϕ(t)−1, t ∈ R. Da equação

ϕT iϕ = i,

obtemos que

ϕ̇(t)T iϕ(t) + ϕ(t)T iϕ̇(t) = 0 =⇒ ϕ̇(t)T i = −ϕ(t)T iϕ̇(t)ϕ(t)−1

Daí,
ST (t) = (ϕ(t)−1)T ϕ̇(t)T i = −ϕ(t)T (ϕ(t)−1)T iϕ̇(t)ϕ(t)−1 = S(t).

Vemos que S é um caminho de matrizes simétricas. Ademais, dado t ∈ R, temos que

S(t+ 1) = −iϕ̇(t+ 1)ϕ(t+ 1)−1 = −iϕ̇(t)ϕ(1)ϕ(1)−1ϕ(t)−1 = −iϕ̇(t)ϕ(t)−1 = S(t).

Defina
Lϕ = −i∂t − S(t).
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Notamos que
Lϕϕ(t) = −iϕ̇(t) + iϕ̇(t)ϕ(t)−1ϕ(t) = 0.

Reciprocamente, se S é um caminho suave e 1-periódico de matrizes simétricas,

L = ∂t − S(t) (2.3.1)

e ϕ satisfaz que
Lϕ = 0 e ϕ(0) = 1,

temos que

d

dt
(ϕ(t)T iϕ(t)) = ϕ̇(t)T iϕ(t) + ϕ(t)T iϕ̇(t) = ϕ(t)TS(t)ϕ(t)− ϕ(t)TS(t)ϕ(t) = 0.

Como ϕ satisfaz a equação diferencial ordinária linear (2.3.1) podemos supor que seu
domínio é R. Além disso, ψ(t) = ϕ(t)ϕ(1) satisfaz que ψ(0) = ϕ(1) e

Lψ(t) = ϕ̇(t)ϕ(1)− S(t)ϕ(t)ϕ(1) = (Lϕ(t))ϕ(1) = 0.

Por unicidade de soluções de equações diferenciais ordinárias, temos que

ϕ(t)ϕ(1) = ψ(t) = ϕ(t+ 1), t ∈ R.

Isto mostra que caminhos simpléticos partindo da identidade estão em bijeção com
operadores da forma (2.3.1). Usaremos as propriedades espectrais de Lϕ para obter uma
caracterização do índice de Conley-Zehnder de ϕ.

Vamos fixar ϕ : R→ Sp(1) suave satisfazendo que ϕ(t+ 1) = ϕ(t)ϕ(1) e escrevere-
mos L = Lϕ. Temos que L é um operador linear, auto-adjunto e ilimitado em L2(R/Z,R2)
com domínio W 1,2(R/Z,R2), cujo espectro é real e contém somente auto-valores que se
acumulam somente em ±∞ (veja a seção 3 de [15]). Pelo teorema de regularidade elíptica
e pelo teorema de unicidade de soluções de equações diferenciais ordinárias, se v é um
auto-vetor de L, então v não se anula. Portanto, existe uma função η : [0, 1]→ R tal que

v(t)
‖v(t)‖ = eiη(t).

O número
wind(v) = η(1)− η(0)

2π ∈ Z

e não depende da escolha de η. O Lema 3.4 de [15] prova que se v1 e v2 são dois auto-vetores
associados aos mesmos auto-valores, então wind(v1) = wind(v2). Logo, dado ν ∈ σ(L),
podemos definir wind(ν) como sendo wind(v) para qualquer auto-vetor de L associado a
ν. Além disso, se ν1, ν2 ∈ σ(L) com ν1 ≤ ν2, então temos que wind(ν1) ≤ wind(ν2) (Lema
3.7, [15]). Consideramos os números

ν−(L) = max{ν ∈ σ(L) | ν < 0} e ν+(L) = min{ν ∈ σ(L) | ν ≥ 0}.
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Que estes números estão bem definidos, segue das propriedades já enunciadas sobre o
espectro de L. Definimos

wind−(L) = wind(ν−(L)) e wind+(L) = wind(ν+(L)).

Observamos que wind−(L) ≤ wind+(L). Definimos, também,

p(L) =

0 se wind−(L) = wind+(L)

1 se wind−(L) < wind+(L).

Definição 2.3.1. Definimos o índice analítico de Conley-Zehnder de ϕ como

µa(ϕ) = 2wind−(L) + p(L).

No Teorema 3.10 de [15], segue o seguinte resultado:

Teorema 2.3.1. Se ϕ ∈ Σ∗, µa(ϕ) = µCZ(ϕ).

Usaremos no que segue as notação ϕ(k) introduzida na seção 2.2. Como estamos
supondo que ϕ(t+ 1) = ϕ(t)ϕ(1), segue que

ϕ(k)(t) = ϕ(kt), t ∈ R.

Vamos denotar por L(k) o operador associado a ϕ(k) como explicado acima. O próximo
resultado e sua demonstração são encontrados em [20], Corolário 2.4:

Proposição 2.3.2. Se ϕ ∈ Σ∗ é suave por partes e tal que o espectro de ϕ(1) não contém
raízes da unidade, então

(a) Se ϕ(1) é positivamente hiperbólica e l ∈ Z satisfaz que µ(ϕ(k)) = 2kl, para todo
k ∈ N, então

wind−(L(k)) = wind+(L(k)) = kl,

para todo k ∈ N.

(b) Se ϕ(1) é negativamente hiperbólica e l ∈ Z tal que µ(ϕ(k)) = k(2l + 1) para todo
k ∈ N, então

wind−(L(k)) = wind+(L(k)) = k(l + 1/2)

se k é par e

wind−(L(k)) = bk(l + 1/2)c e wind+(L(k)) = bk(l + 1/2)c+ 1

se k é ímpar.

(c) Se ϕ(1) é elíptica e α ∈ R\Q tal que µ(ϕ(k)) = 2bkαc+ 1, para todo k ∈ N, então

wind−(L(k)) = bkαc e wind+(L(k)) = bkαc+ 1.
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Do Lema 3.6 de [15], temos

Proposição 2.3.3. Se ϕ ∈ Σ∗ é suave por partes, então para cada k ∈ Z existem
exatamente dois autovalores (contados com multiplicidade) ν1, ν2 ∈ σ(L) tais que

wind(ν1) = k = wind(ν2).

Corolário 2.3.4. Se ϕ ∈ Σ∗ é suave por partes e p(L) = 0, então o auto-espaço associado
a ν−(L) e ν+(L) é unidimensional.

2.4 O número de rotação
Seja ϕ : R→ Sp(1) um caminho contínuo satisfazendo que ϕ(0) = 1 e ϕ(t+ 1) =

ϕ(t)ϕ(1). Seja θ : R× R→ R a única função suave satisfazendo que
ϕ(t)e2πis

‖ϕ(t)e2πis‖
= e2πiθ(t,s)

e θ(0, s) = s. Defina f(s) = θ(1, s), s ∈ R. Por (2.2.2), segue que f(s + 1) = f(s) + 1.
Dado que

ϕ(1)e2πis1 = ϕ(1)e2πis2

se, e somente se, s2 − s1 ∈ Z, temos que f : R → R induz um homeomorfismo de R/Z
sobre R/Z. Seja ∆ como em (2.2.3). Pela Proposição 11.1.1 de [22], dado s ∈ [0, 1], o limite

lim
k→∞

∆(s) + ∆(f(s)) + · · ·+ ∆(fk−1(s))
k

= lim
k→∞

fk(s)− s
k

existe e não depende da escolha de s.

Definição 2.4.1. Dado ϕ como acima definimos seu número de rotação como

ρ(ϕ) = lim
k→∞

∆(s) + ∆(f(s)) + · · ·+ ∆(fk−1(s))
k

.

Usando as notações ϕ(k), θ(k) e ∆(k) introduzidas no seção 2.2, temos que

fk(s) = θ(k)(1, s).

Portanto,
∆(s) + ∆(f(s)) + · · ·+ ∆(fk−1(s))

k
= fk(s)− s

k
= ∆(k)(s)

k
e, assim,

ρ(ϕ) = lim
k→∞

∆(k)(s)
k

.

Pelo Lema 2.2.1 e pela Definição 2.2.2, temos que
µg(ϕ(k))

2 − 1 ≤ ∆(k)(s) ≤ µg(ϕ(k))
2 + 1.

Por conseguinte,

2ρ(ϕ) = lim
k→∞

µg(ϕ(k))
k

.
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Definição 2.4.2. Dado ϕ como acima, definimos seu índice médio como

µ̄(ϕ) = lim
k→∞

µg(ϕ(k))
k

.

Da discussão acima obtemos:

Lema 2.4.1. µ̄(ϕ) = 2ρ(ϕ).

Observação 2.4.1. Da Observação 2.2.3 e do Lema 2.4.1, concluímos que se ψ : R→ Sp(1)
é tal que ψ(0) = 1 e ψ(t+ 1) = ψ(t) para todo t ∈ R, então

ρ(ψϕ) = ρ(ϕ) + µ(ψ).

Do Lema 2.2.3 e do Lema 2.4.1, concluímos que

ρ(A−1ϕA) = ρ(ϕ)

para toda A ∈ Sp(1).

Do Lema 2.4.1 e do Lema 2.2.4 segue que:

Corolário 2.4.2. Suponha que ϕ é como acima. Vale que:

(a) Se σ(ϕ(1)) ⊂ (0,∞), então ρ(ϕ) = l ∈ Z, onde µg(ϕ) = 2l.

(b) Se σ(ϕ(1)) ⊂ (−∞, 0), então ρ(ϕ) = l + 1/2, onde l ∈ Z é dado por µg(ϕ) = 2l + 1.

(c) Se ϕ(t) = e2πiη(t) ∈ U(1), para todo t ∈ [0, 1], onde η : [0, 1]→ R, então ρ(ϕ) = α,
para α = η(1) ∈ R. Além disso, α satisfaz que

µg(ϕ) =

2α, se α ∈ Z

2bαc+ 1 se α ∈ R\Z.

(d) Se ϕ(1) é elíptica e não possui raízes da unidade no seu espectro, então ρ(ϕ) = α,
onde α ∈ R\Q é tal que µg(ϕ) = 2bαc+ 1.

2.5 O índice de Conley-Zehnder e número de rotação de órbitas de
Reeb periódicas
Seja M uma variedade de dimensão 3, λ uma forma de contato em M e Xλ o

campo de Reeb associado a λ. Vamos denotar por φXλ o fluxo de Xλ. Considere P =
(x, T ) ∈P(M,λ). Como o fluxo de Reeb preserva λ, temos que dφXλt (x(0)) : ξx(0) → ξx(t)

são mapas lineares simpléticos para cada t ∈ R.
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Definição 2.5.1.

Vamos escrever xT (t) = x(Tt). Tome Ψ : ξ|O(P ) → R2 uma trivialização dλ-
simplética (veja Lema 2.6.6 de [26]). Podemos, assim, definir o caminho suave de matrizes
simpléticas

ϕ(x,T ) : R→ Sp(1), ϕ(x,T )(t) = ΨxT (t) ◦ dφXλTt (x(0)) ◦ (ΨxT (0))−1.

Além disso,

ϕ(x,T )(t+ 1) = ΨxT (t+1) ◦ dφXλT (t+1)(x(0)) ◦ (ΨxT (0))−1

= ΨxT (t) ◦ dφXλTt (x(0)) ◦ (ΨxT (0))−1 ◦ΨxT (1) ◦ dφXλT (x(0)) ◦ (ΨxT (0))−1

= ϕ(x,T )(t)ϕ(x,T )(1).

Logo,

ϕ
(k)
(x,T )(t) = ϕ(x,T )(kt)

= ΨxT (kt) ◦ dφXλTkt(x(0)) ◦ (ΨxT (0))−1

= ΨxkT (t) ◦ dφXλ(kT )t(x(0)) ◦ (ΨxT (0))−1

= ϕ(x,kT )(t).

(2.5.1)

Notamos que
ϕ(x,T )(0) = 1 e ϕ(x,T )(t+ 1) = ϕ(x,T )(t)ϕ(x,T )(1),

para todo t ∈ R. Suponha que P = (y, T ) e seja t0 ∈ R satisfazendo que y(0) = x(t0).
Temos a homotopia entre A(1, 0) ◦ ϕ(y,T )(t) ◦ A(1, 0)−1 e ϕ(x,T ) dada por

A(s, t) ◦ A(s, 0)−1 ◦ A(1, 0) ◦ ϕ(y,T )(t) ◦ A(1, 0)−1

onde
A(s, t) = ΨxT (t) ◦ [dφst0(xT (t))]−1 ◦Ψ−1

xT (t+st0).

Observamos ainda que A(s, 1) = A(s, 0) e que, portanto a homotopia acima é relativa a
{0, 1}. Pela Observação 2.2.2, pelo Lema 2.2.3 e pela Observação 2.4.1 obtemos que

µg(ϕ(x,T )) = µg(ϕ(y,T )) e ρ(ϕ(x,T )) = ρ(ϕ(y,T )).

Suponha agora que Ψ′ seja outra trivialização dλ-simplética do fibrado vetorial ξ|O(P ).
Temos que o caminho

ϕ′(x,T )(t) = Ψ′xT (t) ◦ dφ
Xλ
Tt (x(0)) ◦ (Ψ′xT (0))−1.

Podemos escrever

ϕ′(x,T )(t) = Ψ′xT (t) ◦ dφ
Xλ
Tt (x(0)) ◦ (Ψ′xT (0))−1

= B(t) ◦B(0)−1 ◦B(0) ◦ ϕ(x,T )(t) ◦B(0)−1,
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onde
B(t) = Ψ′xT (t) ◦ (ΨxT (t))−1.

Segue da Observação 2.2.3, do Lema 2.2.3 e da Observação 2.4.1 que

µg(ϕ′(x,T )) = µg(ϕ(x,T )) + 2µ(B(·) ◦B(0)−1) = µg(ϕ(x,T )) + 2µ(Ψ′xT (·) ◦ (ΨxT (·))−1)

e
ρ(ϕ′(x,T )) = ρ(ϕ(x,T )) + µ(Ψ′xT (·) ◦ (ΨxT (·))−1).

Em particular, se Ψ e Ψ′ são homotópicas, então

µg(ϕ′(x,T )) = µg(ϕ(x,T )) e ρ(ϕ′(x,T )) = ρ(ϕ(x,T )).

Definição 2.5.2. Se P = (x, T ) ∈P(M,λ) e β é uma classe de homotopia de trivializações
dλ-simpléticas de ξ|O(P ), então definimos o índice de Conley-Zehnder do par (P, β) como

µCZ(P, λ, β) = µg(ϕ(x,T ))

e seu número de rotação como

ρ(P, λ, β) = ρ(ϕ(x,T )),

onde ϕ(x,T ) é definido usando-se uma trivialização Ψ na classe β.

Observação 2.5.1. Da equação (2.5.1) e do Lema 2.4.1, obtemos que

ρ(P, λ, β) = lim
k→∞

µCZ(P k, λ, β)
2k ,

onde utilizamos a notação P k = (x, kT ).

Da discussão acima ainda obtemos que:

Proposição 2.5.1. Se β e β′ são classes de homotopia trivializações dλ-simpléticas de
ξ|O(P ), então existe m ∈ Z tal que

µCZ(P, λ, β′) = µCZ(P, λ, β) + 2m e ρ(P, λ, β′) = ρ(P, λ, β) +m,

onde
m = µ(Ψ′xT (·) ◦ (ΨxT (·))−1)

para qualquer escolha de trivializações simpléticas Ψ em β e Ψ′ em β′.

Se λ é uma forma de contato em S3 induzindo a estrutura de contato tight padrão ξ0.
Como π3(Sp(1)) = 0, segue que todas as todas as trivializações globais dλ-simpléticas são
homotópicas (veja Proposição A.4.4 e Proposição 2.2.4 de [26]). Se P = (x, T ) ∈P(S3, λ),
vamos escrever seu número de rotação e seu índice de Conley-Zehnder calculados em
qualquer trivialização global como

ρ(P, λ) e µCZ(P, λ),

respectivamente.
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2.6 O número de enrolamento

Seja E um fibrado vetorial orientado de dimensão 2 sobre R/Z. Sejam Z,W seções
contínuas que não se anulam de E. Como E é trivializado existe Z ′ tal que {Z,Z ′} forma
uma base global contínua de E induzindo a sua orientação. Existem funções a, b : R/Z→ R
tais que

W (t) = a(t)Z(t) + b(t)Z ′(t).

Como Z não se anula, a curva a(t) + ib(t) também não se anula. Seja θ : [0, 1] → R
contínua tal que

a(t) + ib(t)
‖a(t) + ib(t)‖ = e2πiθ(t).

O número
wind(W,Z) = θ(1)− θ(0) ∈ Z

depende somente da classe de homotopia de a(t) + ib(t) como curva fechada em C\{0}.
Suponha que Z ′′ seja outra seção de E tal que {Z,Z ′′} forma uma base global contínua
de E induzindo a sua orientação. Sejam α, β : R/Z→ R tais que

Z ′′(t) = α(t)Z(t) + β(t)Z ′.

Como {Z,Z ′} e {Z,Z ′′} induzem a mesma orientação, temos que β(t) > 0 para todo
t ∈ R/Z. Daí,

W (t) =
(
a(t)− α(t)b(t)

β(t)

)
Z(t) + b(t)

β(t)Z
′′(t)

A homotopia

(s, t) ∈ [0, 1]× R/Z 7→
(
a(t)− α(t)b(t)

β(t) s

)
+ i

b(t)
β(t)s

mostra que wind(W,Z) não depende da escolha de Z ′′. É imediato que wind(W,Z) depende
somente das classes de homotopia de W e Z.

Definição 2.6.1. Nas condições acima chamamos o número wind(W,Z) de número de
enrolamento de W e Z.

Observação 2.6.1. Se E possui uma estrutura complexa ou uma estrutura simplética, então
tomamos a orientação de E induzida por estas estruturas.

Proposição 2.6.1. Seja P = (x, T ) ∈ P(M,λ). Se Ψ e Ψ′ são trivializações dλ-
simpléticas de ξ|O(P ) e u, v ∈ R2\{0}, então

µ(Ψ′ ◦Ψ−1) = wind((ΨxT (·))−1u, (Ψ′xT (·))−1v).
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Demonstração. Existe uma homotopia entre Ψ′xT (t) ◦Ψ−1
xT (t) e e2πiα(t), onde α : [0, 1]→ R é

contínua (veja Proposição 2.2.4 em [26]). Temos que

µ(Ψ′ ◦Ψ−1) = α(1)− α(0).

Como wind é invariante por homotopia, podemos supor que (ΨxT (t))−1 = (Ψ′xT (t))−1e2πiα(t).
Por invariância homotópica também podemos supor que v = u. Note que {(Ψ′xT (t))−1u, (Ψ′xT (t))−1iu}
formam uma base global de ξ|O(P ) induzindo a orientação deste fibrado. Temos que

(ΨxT (t))−1u = (Ψ′xT (t))−1e2πiα(t)u = cos(2πα(t))(Ψ′xT (t))−1u+ sen(2πα(t))(Ψ′xT (t))−1iu.

Como
cos(2πα(t)) + i sen(2πα(t)) = e2πiα(t),

obtemos que

wind((ΨxT (·))−1u, (Ψ′xT (·))−1u) = α(1)− α(0) = µ(Ψ′ ◦Ψ−1).
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3 Curvas pseudo-holomorfas

Neste capítulo apresentamos as definições básicas de curvas pseudo-holomorfas que
serão necessárias para se construir a homologia no próximo capítulo. Na seção 3.1 definimos
a noção de uma estrutura quase-complexa e de uma curva pseudo-holomorfa e apresentamos
algumas propriedades básicas destas curvas. Na seção 3.2, 3.3 e 3.4 estudamos curvas
pseudo-holomorfas em simplectizações, cobordismos com fins cilíndrico e cobordismos
divididos, respectivamente, junto com a noção de energia apropriada em cada caso. Na
seção 3.5 introduzimos uma classe especial de estruturas quase-complexas. Na seção 3.6
estudamos operadores assintóticos e definimos o índice de Conley-Zehnder de uma órbita
de Reeb periódica a partir destes operadores. Na seção 3.7, discutimos o comportamento
assintótico de curvas pseudo-holomorfas.

3.1 Estruturas quase-complexas e curvas pseudo-holomorfas

Definição 3.1.1. Dado um fibrado vetorial E sobre uma variedade M , uma estrutura
complexa em E é um automorfismo J : E → E satisfazendo que J2 = −1. Se E = TM e
J é uma estrutura complexa em TM , dizemos que J é uma estrutura quase complexa em
M e chamamos o par (M,J) de uma variedade quase complexa.

Se (E,ω) é um fibrado vetorial simplético, dizemos que a estrutura J é compatível
com ω se

ω(v, Jv) > 0, ∀v ∈ E\{0}

e

ω(Jv, Jw) = ω(v, w), ∀v, w ∈ E.

Vamos denotar o conjunto das estruturas quase complexas de E compatíveis com ω como
J (E,ω). No caso em que E = TM e ω é uma forma simplética em M escrevemos
J (M,ω) = J (TM,ω).

Dado um fibrado vetorial simplético, vamos considerar que J (E,ω) está munido
da topologia induzida pela topologia fraca em C∞(M,Aut(E)), onde a topologia fraca
está definida no capítulo 2 de [13] e com Aut(E) denotamos o fibrado de automorfismos
de E. A próxima proposição se encontra em [26], Proposição 4.1.1 (i).

Proposição 3.1.1. Se (E,ω) é um fibrado vetorial simplético, então J (E,ω) é não-vazia
e contrátil.
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Definição 3.1.2. Seja (W,J) uma variedade quase-complexa e (Σ, j) uma superfície de
Riemann. Se u : Σ→ W , definimos

∂̄J(u) = du+ J ◦ du ◦ j

e chamamos ∂̄J do operador de Cauchy-Riemann. Uma curva J-holomorfa é um mapa
u : Σ→ W satisfazendo que

∂̄J(u) = 0. (3.1.1)

Observação 3.1.1. Se (s, t) são coordenadas holomorfas em Σ, então a equação (3.1.1) é
equivalente a equação

∂su+ J∂tu = 0.

Se Σ é fechada, Γ ⊂ Σ é um conjunto finito e u : Σ\Γ → W é uma curva J-
holomorfa, diremos que u é uma curva J-holomorfa com furos e chamaremos os elementos
de Γ de furos.

Observação 3.1.2. Um mapa de uma superficie de Riemann em uma variedade quase-
complexa é chamado genericamente de uma curva pseudo-holomorfa. Quando a estrutura
quase complexa J está especificada preferimos dizer que a curva em questão se chama
uma curva J-holomorfa.

Definição 3.1.3. Sejam u : (Σ\Γ, j) → (W,J), v : (Σ′\Γ′, j′) → (W,J) curvas J-
holomorfas com furos e k ∈ N. Diremos que v é um k-recobrimento de u se existe um
mapa holomorfo φ : Σ→ Σ′ tal que

v = u ◦ φ e deg φ = k1.

Dizemos que u é simples se não pode ser escrita como um k-recobrimento de uma
curva J-holomorfa com k > 1.

Terminamos esta seção com um resultado que é consequência do Princípio de
Similaridade de Carleman (veja [25], Teorema 2.3.5, e [35], Teorema 2.3).

Teorema 3.1.2. Sejam u : (Σ, j) → (W,J) e u′ : (Σ′, j′) → (W,J) duas curvas J-
holomorfas. Se z ∈ Σ e z′ ∈ Σ′ são tais que u(z) = u′(z), então existem vizinhanças U e
U ′ de z e z′, respectivamente tais que

u(U) = u′(U ′)

ou
u(U\{z}) ∩ u′(U ′\{z′}) = ∅.

1 Uma definição de deg φ pode ser encontrada em [11]
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Um estudo aprofundado de curvas pseudo-holomorfas é feito em [25], referimos o
leitor para este trabalho para obter mais informações.

3.2 Estruturas quase-complexas e curvas pseudo-holomorfas em
simplectizações
No que segue fixaremos uma variedade de contato de dimensão 3, (M, ξ), com

estrutura de contato coorientada. Seja (Wξ, ωξ) a simplectização de (M, ξ) como na
definição A.5.1. Dada uma forma de contato λ em M satisfazendo que dλ = ξ e induzindo
a coorientação de ξ, temos um simplectomorfismo

Ψλ : (Wξ, ωξ)→ (R×M,d(etλ)), θ 7→ (log(θ/λπ(θ)), π(θ)),

como no Teorema A.5.1. Note que temos uma ação livre de R em Wξ dada por

(c, θ) 7→ ecθ,

que pelo mapa Ψλ se transforma na ação de R em R×M dada pela translação na primeira
coordenada.

Como (ξ, dλ) é um fibrado vetorial simplético sobre M podemos falar do espaço
J (ξ, dλ) das estruturas complexas de ξ compatíveis com dλ. Note que se λ̃ é outra
forma de contato em M satisfazendo que ξ = dλ̃ e induzindo a coorientação de ξ,
existe f : M → (0,∞) tal que λ̃ = fλ. Portanto, dλ̃|ξ = fdλ e J (ξ, dλ) = J (ξ, dλ̃).
Escreveremos

J+(ξ) = J (ξ, dλ). (3.2.1)

A Proposição 3.1.1 implica que J+(ξ) é não-vazio e contrátil. Toda J ∈ J+(ξ) induz
uma estrutura quase-complexa J̃ em R×M compatível com d(etλ) satisfazendo que

J̃∂t = Xλ e J̃ |ξ = J,

onde estamos identificando ξ com um subfibrado vetorial de TWξ invariante pela ação de
R. Daí, Ĵ = (Ψλ)∗J̃ é uma estrutura quase complexa em Wξ compatível com ωξ. Definimos
o conjunto

J (λ) = {Ĵ ∈J (Wξ, ωξ) | J ∈J+(ξ)}.

Considere o conjunto

Λ = {φ : R→ R | φ(R) ⊂ [0, 1], φ′ ≥ 0}.

Para cada φ ∈ Λ, tome a 1-forma em Wξ dada por λφ = (Ψλ)∗(φλ), onde φλ denota a
1-forma

(t, p) 7→ φ(t)λp

em R×M .
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Definição 3.2.1. Sejam (Σ, j) uma superfície de Riemann fechada, Γ ⊂ Σ um conjunto
finito, Ĵ ∈J (λ) e ũ : (Σ\Γ, j)→ (Wξ, Ĵ) uma curva Ĵ-holomorfa com furos. Definimos a
energia de Hofer de ũ como

E(ũ) = sup
φ∈Λ

∫
Σ\Γ

ũ∗dλφ.

Dizemos que ũ tem energia finita se

0 < E(ũ) <∞.

Observação 3.2.1. Dada ũ como acima sempre temos que E(ũ) ≥ 0. Ademais, E(ũ) = 0 se,
e somente se, ũ é constante (veja seção 1.4 em [2]).

Seja ũ : (Σ\Γ, j)→ (Wξ, Ĵ) uma curva Ĵ-holomorfa com furos. Dado z ∈ Γ tome
uma carta holomorfa (U, ψ) ao redor de z satisfazendo que ψ(z) = 0. Se s0 é grande o
suficiente, o mapa

(s, t) ∈ [s0,∞)× R/Z 7→ ψ−1(e−2π(s+it))

é um difeomorfismo sobre uma vizinhança furada de z, i.e., um conjunto da forma V \{z},
onde V é uma vizinhança de z em Σ. Chamaremos (s, t) de coordenadas cilíndricas positivas
centradas em z. Analogamente, se s0 é grande o suficiente, o mapa

(s, t) ∈ (−∞,−s0]× R/Z 7→ ψ−1(e2π(s+it))

é um difeomorfismo sobre uma vizinhança furada de z. Neste caso, chamamos (s, t) de
coordenadas cilíndricas negativas centradas em z. Cometendo um ligeiro abuso de notação,
escreveremos as representações locais de ũ nestas coordenadas como

ũ(s, t) = ũ ◦ ψ−1(e−2π(s+it)) ou ũ(s, t) = ũ ◦ ψ−1(e2π(s+it)),

no caso positivo e negativo, respectivamente.

Definição 3.2.2. Sejam ũ : (Σ\Γ, j)→ (Wξ, Ĵ) uma curva Ĵ-holomorfa com furos e com
energia finita, z ∈ Γ e (s, t) coordenadas cilíndricas positivas centradas em z. Escrevamos

(a(s, t), u(s, t)) = Ψλ ◦ ũ(s, t) ∈ R×M.

Definimos a massa de ũ em z como sendo

m(z) = lim
s→∞

∫
{s}×R/Z

u∗λ.

O furo z é dito positivo se m(z) > 0, negativo se m(z) < 0 e removível se m(z) = 0.

Como, por hipótese, E(ũ) < ∞, o limite acima sempre existe e não depende da
escolha da coordenada cilíndrica. Pode-se mostrar ainda que

lim
s→∞

a(s, t) = ±∞,

quando m(z) > 0 e m(z) < 0, respectivamente, e quando z é um furo removível, então ũ
pode se estende suavemente sobre (Σ\Γ) ∪ {z} (veja a discussão em [18]).
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3.3 Estruturas quase-complexas e curvas pseudo-holomorfas em
cobordismos com fins cilíndricos
Introduziremos uma ordem nas fibras de π : Wξ →M , declarando-se que

θ0 � θ1

se existe a ≥ 1 tal que θ1 = aθ0, onde θ0, θ1 ∈ π−1(p) para algum p ∈M . Vamos escrever,
θ0 ≺ θ1 se θ0 � θ1 e θ0 6= θ1. Dadas duas formas de contato λ− e λ+ em M , induzindo ξ,
escreveremos que λ− ≺ λ+ se (λ−)x ≺ (λ+)x para todo x ∈M e, neste caso, definimos as
variedades com bordo

W (λ−, λ+) = {θ ∈ Wξ | (λ−)π(θ) � θ � (λ+)π(θ)},

W−(λ−) = {θ ∈ Wξ | θ � (λ−)π(θ)}

e
W+(λ+) = {θ ∈ Wξ | (λ+)π(θ) � θ}.

É imediato da definição que

Wξ = W−(λ−) ∪W (λ−, λ+) ∪W+(λ+)

e que
W (λ−, λ+) ∩W−(λ−) = ∂W (λ−, λ+) ∩ ∂W−(λ−)

e
W (λ−, λ+) ∩W−(λ+) = ∂W (λ−, λ+) ∩ ∂W−(λ+).

Fixe agora, Ĵ− ∈J (λ−) e Ĵ+ ∈J (λ+). Vamos definir o subespaço de estruturas
quase-complexas de Wξ, denotado por J (Ĵ−, Ĵ+), tendo como elementos J̄ ∈J (Wξ, ωξ)
satisfazendo que J̄ = Ĵ− em uma vizinhança de W−(λ−) e J̄ = Ĵ+ em uma vizinhança de
W+(λ+). Pode-se adaptar a demonstração da Proposição 3.1.1 para mostrar que J (Ĵ−, Ĵ+)
é não-vazio e contrátil. Se J̄ ∈J (Ĵ−, Ĵ+), dizemos que (Wξ, J̄) é um cobordismo com fins
cilíndricos e dizemos que W−(λ−) e W+(λ+) são os fins cilíndricos de (Wξ, J̄).

Definição 3.3.1. Sejam (Σ, j) uma superfície de Riemann fechada, Γ ⊂ Σ um conjunto
finito e ũ : Σ\Γ → Wξ uma curva J̄-holomorfa com furos. Dizemos que ũ tem energia
finita se

0 < E−(ũ) + E0(ũ) + E+(ũ) <∞,

onde
E−(ũ) = sup

φ∈Λ

∫
ũ−1(W−(λ−))

ũ∗d(λ−)φ,

E0(ũ) = sup
φ∈Λ

∫
ũ−1(W (λ−,λ+))

ũ∗ωξ
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e
E+(ũ) = sup

φ∈Λ

∫
ũ−1(W+(λ+))

ũ∗d(λ+)φ.

Novamente, dado um furo z ∈ Γ, temos a tricotomia entre furos positivo, furos
negativos e furos removíveis. Neste contexto, dizemos que z é um furo positivo se existe
vizinhança U de z tal que ũ(U\{z}) ⊂ W+(λ+) e, escrevendo (a, u) = Ψλ+ ◦ ũ, temos que

lim
ζ→z

a(ζ) =∞.

Dizemos que z é um furo negativo se existe vizinhança U de z tal que ũ(U\{z}) ⊂ W−(λ−)
e, escrevendo (a, u) = Ψλ− ◦ ũ, temos que

lim
ζ→z

a(ζ) = −∞.

Finalmente, dizemos que z é removível se ũ pode ser estendida suavemente em (Σ\Γ)∪{z}.
Para mais detalhes, veja [6].

3.4 Estruturas quase-complexas e curvas pseudo-holomorfas em
cobordismos divididos
Suponha que λ− ≺ λ ≺ λ+ sejam formas de contato em M induzindo ξ. Fixe

Ĵ− ∈ J (λ−), Ĵ ∈ J (λ), Ĵ+ ∈ J (λ+), J1 ∈ J (Ĵ−, Ĵ) e J2 ∈ J (Ĵ , Ĵ+). Denote por
gc(θ) = ecθ a ação de R em Wξ definida na seção 3.2. Defina a família de estruturas
quase-complexas

J1 ◦R J2 =

(gR)∗J1 em W−(λ−)

(g−R)∗J2 em W−(λ+),

onde R ≥ 0. Como Ĵ é invariante pela ação de R e J1 ◦R J2 = Ĵ em W̄ (e−Rλ−, eRλ+),
vemos que J1 ◦R J2 é suave.

Dado que J1 = Ĵ− em uma vizinhança de W−(λ−) e J2 = Ĵ+ em uma vizinhança
de W+(λ+), existe ε0 > 0 tal que se 0 < R ≤ ε0, então J1 ◦R J2 ∈ J (Ĵ−, Ĵ+). Dado
R > 0, tome uma função ϕR : R → R satisfazendo que ϕR(a) = a + R se a ≤ −R − ε0,
ϕR(a) = a−R se a ≥ R + ε0 e ϕ′R > 0 em R. Podemos ainda assumir que a família {ϕR}
satisfaz que

sup
R,a
|ϕ′R(a)| ≤ 1

e
inf{ϕ′R(a) | a ∈ (−∞,−R] ∪ [R,∞), R > 0} ≥ 1

2 .

Sob estas condições, temos que ϕR é invertível e sua inversa ϕ−1
R tem derivada limitada

nos intervalos
(−∞, ϕR(−R)] e [ϕR(R),∞)
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uniformemente em R. Considere o difeomorfismo

ψR : R×M → R×M, (t, p) 7→ (ϕR(t), p).

Este difeomorfismo induz o difeomorfismo

ΦR = Ψ−1
λ ◦ ψR ◦Ψλ : Wξ → Wξ.

Pode-se mostrar que
J ′R = (ΦR)∗(J1 ◦R J2) ∈J (Ĵ1, Ĵ2)

se R é grande o suficiente.

Definição 3.4.1. Sejam (Σ, j) uma superfície de Riemann fechada, Γ ⊂ Σ um conjunto
finito e ũ : Σ\Γ → Wξ uma curva (J1 ◦R J2)-holomorfa com furos. Dizemos que ũ tem
energia finita se

0 < Eλ−(ũ) + Eλ+(ũ) + Eλ(ũ) + E(λ,λ+)(ũ) + E(λ−,λ)(ũ) <∞,

onde
Eλ−(ũ) = sup

φ∈Λ

∫
ũ−1(W−(e−Rλ−))

ũ∗d(λ−)φ,

Eλ(ũ) = sup
φ∈Λ

∫
ũ−1(W̄ (e−Rλ,eRλ))

ũ∗dλφ,

Eλ−(ũ) = sup
φ∈Λ

∫
ũ−1(W−(eRλ+))

ũ∗d(λ+)φ,

E(λ,λ+)(ũ) =
∫
ũ−1(W̄ (eRλ,eRλ+))

ũ∗(e−Rωξ)

e
E(λ−,λ)(ũ) =

∫
ũ−1(W̄ (e−Rλ−,e−Rλ))

ũ∗(eRωξ).

Novamente, os furos podem ser divididos entre positivos, negativos e removíveis,
analogamente ao que foi feito nas seções anteriores ([6]).

3.5 Uma classe restrita de estruturas quase-complexas
Considere Ĵ± ∈J (λ±), onde λ± = f±λ0 são formas de contato em S3 com f± ∈ F

(veja 1.3.1) satisfazendo que f− < f+ pontualmente. Vamos considerar o subconjunto

J (Ĵ−, Ĵ+;Lp,q) ⊂J (Ĵ−, Ĵ+)

das estruturas quase-complexas em (Wξ0 , J̄) para as quais π−1(Kp,q) é uma subvariedade
complexa deWξ0 . Uma variante da Proposição 3.1.1 mostra que J (Ĵ−, Ĵ+;Lp,q) é não-vazio
e contrátil.

Se λ = fλ0 é outra forma de contato para f ∈ F satisfazendo que f− < f < f+

pontualmente, Ĵ− ∈ J (λ−), Ĵ ∈ J (λ), Ĵ+ ∈ J (λ+), J1 ∈ J (Ĵ−, Ĵ ;Lp,q) e J2 ∈
J (Ĵ , Ĵ+;Lp,q), então π−1(Lp,q) é também uma subvariedade complexa de (Wξ0 , J1 ◦R J2).
Ademais, J ′R ∈J (Ĵ−, Ĵ+;Lp,q).
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3.6 Operadores assintóticos e o índice de Conley-Zehnder
Seja λ uma forma de contato em M satisfazendo que dλ = ξ e induzindo a

coorientação de ξ e P = (x, T ) ∈ P(λ). Vamos escrever xT (t) = x(Tt). Uma estrutura
quase-complexa J ∈J+(ξ) induzirá um produto interno nas seções de (xT )∗ξ dado por

〈η, ζ〉 =
∫ 1

0
(dλ)xT (t)(η(t), JxT (t)ζt)dt.

Dada uma seção de η de (xT )∗ξ, temos que

LTXλη(t) = d

ds

∣∣∣∣∣
s=0

dφXλ−sT (xT (t+ s))η(t+ s)

é uma seção de (xT )∗ξ. Definimos

AλP = AP · η = −J ·LTXλη.

Se ∇ é um conexão livre de torção em TM , então

AP · η = −J(∇TXλ −∇η(TXλ)) = −J(∇tη − T∇ηXλ).

Ademais, note que

〈η, AP · ζ〉 =
∫ 1

0
(dλ)xT (t)(η(t), JxT (t)AP · ζt)dt

=
∫ 1

0
(dλ)xT (t)(η(t),LTXλζ(t))dt

=
∫ 1

0
[LTXλ(dλ)xT (t)(η(t), ζ(t))− (TXλ)(dλ(η, ζ))(t)− (dλ)xT (t)(LTXλη(t), ζ(t))]dt.

Porém,
LTXλ(dλ) = diTXλdλ+ iTXλd

2λ = 0

e ∫ 1

0
(Xλ)(dλ(η, ζ))(t)dt =

∫ 1

0

d

dt
(dλ(η, ζ)(xT (t)))dt

= (dλ)xT (1)(η(1), ζ(1))− (dλ)xT (0)(η(0), ζ(0)) = 0.

Logo,

〈η, AP · ζ〉 =
∫ 1

0
(dλ)xT (t)(−LTXλη(t), ζ(t))dt

=
∫ 1

0
(dλ)xT (t)(−JxT (t)LTXλη(t), JxT (t)ζ(t))dt

= 〈AP · η, ζ〉.

Portanto, AP induz um operador ilimitado auto-adjunto no espaço de Hilbert formado
pelas seções de (xT )∗ξ que são quadrado integráveis que continuaremos denotando por AP .
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Fixe uma classe de homotopia β de trivializações simpléticas de (ξ|O(P ), dλ). Esta
classe induz uma classe de homotopia de trivializações de (xT )∗ξ, dλ. Sempre existe uma
trivialização Ψ nesta classe na qual o operador AP se escreve na forma

−i∂t − S(t)

com S(t) é um caminho 1-periódico de matrizes simétricas (veja Lema 2.6.6 de [26]). Por
outro lado, dado v ∈ ξxT (0) defina η(t) = dφXλTt (xT (0))v. Temos

AP · η(t) = −JxT (t)
d

ds

∣∣∣∣∣
s=0

dφXλ−sT (xT (t+ s))dφXλT (t+s)(xT (0))v

= −JxT (t)
d

ds

∣∣∣∣∣
s=0

dφXλTt (xT (0))v = 0.

Portanto, podemos usar as propriedades espectrais do operador AP para calcular o índice
de Conley-Zehnder de P = (x, T ) como explicado na seção 2.3. Mais concretamente, seja
ν ∈ σ(AP ) e η autovetor associado a ν. Se v(t) = Ψtη(t), temos que v não se anula e
podemos encontrar uma função ϑ : [0, 1]→ R tal que

v(t)
‖v(t)‖ = eiϑ(t).

Definimos o número

wind(ν, P, λ, β) = wind(η, P, λ, β) = ϑ(1)− ϑ(0)
2π ∈ Z.

Como visto na seção 2.3, este número não depende de η e de ϑ. Definimos

ν− = max{ν ∈ σ(AP ) | ν < 0} e ν+ = min{ν ∈ σ(AP ) | ν ≥ 0},

wind−(P, λ, β) = wind(ν−, P, λ, β) e wind+(P, λ, β) = wind(ν+, P, λ, β)

e

p(P, λ, β) =

0 se wind−(P, β) = wind+(P, λ, β)

1 se wind−(P, β) < wind+(P, λ, β).

Do Teorema 2.3.1 e da Definição 2.3.1 obtemos:

Proposição 3.6.1. Se P = (x, T ) é uma órbita não degenerada, então

µCZ(P, λ, β) = 2wind−(P, λ, β) + p(P, λ, β).

Da Proposição 2.3.2 obtemos:

Proposição 3.6.2. Se P k = (x, kT ) é não-degenerada para todo k ∈ N, vale que:

(a) P é elíptica se, e somente se, ρ(P, λ, β) = α /∈ Q. Neste caso,

wind−(P k, λ, β) = bkαc+ 1 e wind+(P k, λ, β) = bkαc ∀k ∈ N.
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(b) P é positivamente hiperbólica se, e somente se, ρ(P, λ, β) = l ∈ Z. Neste caso,

wind−(P k, λ, β) = kl = wind+(P k, λ, β) ∀k ∈ N.

(c) P é negativamente hiperbólica se, e somente se, existe l ∈ Z tal que ρ(P, λ, β) =
l + 1/2. Neste caso,

wind−(P k, λ, β) = k(l + 1/2) = wind+(P k, λ, β)

se k é par e

wind−(P k, λ, β) = bk(l + 1/2)c e wind+(P k, λ, β) = bk(l + 1/2)c+ 1

se k é ímpar.

Observação 3.6.1. No caso em que M = S3, ξ = ξ0 e estivermos usando uma trivialização
global, vamos omitir da notação a dependência na classe de homotopia.

3.7 Comportamento assintótico
Sejam λ uma forma de contato em M satisfazendo que dλ = ξ e induzindo a

coorientação de ξ e Ĵ ∈J (λ). Fixemos uma curva Ĵ-holomorfa com furos com energia
finita, ũ : (Σ\Γ, j)→ (Wξ Ĵ). Seja z ∈ Γ não-removível. Tomemos coordenadas cilíndricas,
(s, t), positivas ou negativas caso z seja positivo ou negativo, respectivamente, e vamos
escrever Ψλ ◦ ũ(s, t) = (a(s, t), u(s, t)). Vamos definir ε(z) = 1 se z é furo positivo e
ε(z) = −1 se z é furo negativo

No Teorema 2.74 de [1] encontramos o seguinte resultado:

Teorema 3.7.1. Dada um sequência {s′n} tal que s′n
n→∞−−−→ ε(z)∞, existe uma subsequência

{sn}, t0 ∈ R e P = (x, T ) ∈P(λ) tal que u(sn, ·) n→∞−−−→ x(T (·+ t0)) em C∞(R).

Definição 3.7.1. Se P = (x, T ) ∈ P(λ) é tal que u(s, ·) s→∞−−−→ x(T (· + t0)) em C∞(R),
então dizemos que ũ é positivamente assintótica à órbita P em z. Se P = (x, T ) ∈P(λ)
é tal que u(s, ·) s→−∞−−−−→ x(T (· + t0)) em C∞(R), então dizemos que ũ é negativamente
assintótica à órbita P em z.

Caso a órbita P seja não-degenerada, temos um resultado muito mais fino. Come-
çamos com o seguinte conceito:

Definição 3.7.2. Sejam P = (x̄, T ) ∈ P(λ) e T0 o período mínimo de x̄. Um tubo de
Martinet para P é um par (U ,Φ), onde U é uma vizinhança de x̄(R) em M ,

Φ : U → R/Z×B,
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B é um disco aberto centrado na origem de R2 satisfazendo que existe uma função

f : R/Z×B → (0,∞)

tal que Φ∗(f(dϑ+ xdy)) = λ, f |(R/Z× {0}) ≡ T0, df |(R/Z× {0}) ≡ 0 e

Φ(x̄(T0t)) = (t, 0, 0).

Lema 3.7.2. Sejam P = (x̄, T ) ∈ P(λ), T0 o período mínimo de x̄ e η uma seção de
x̄∗ξ0, tal que η(t) 6= 0 para todo t ∈ R/T0Z. Então, existe um tubo de Martinet (Φ,U) para
P , tal que

dΦx̄(T0t)η(T0t) = ∂x.

Demonstração. Tome J ∈J+(ξ) e η′ : R/T0Z→ ξx̄(Tt) tal que

dλ(η(t), η′(t)) = T0.

Defina o mapa Ψ : R/Z× R2 →M dado por

Ψ(ϑ, x, y) = expx̄(T0ϑ)(xη(T0ϑ) + yη′(T0ϑ)),

onde exp é o mapa exponencial associado a métrica λ⊕ λ+ dλ(·, J ·). Se B1 ⊂ R2 é um
disco centrado na origem, pequeno o suficiente, então Ψ é um difeomorfismo de R/Z×B1

sobre uma vizinhança U1 de x̄(R) em M . Ademais,

Ψ(ϑ, 0, 0) = x̄(T0ϑ), dΨ(ϑ,0,0)(∂x) = η(T0ϑ) e dΨ(ϑ,0,0)(∂y) = η′(T0ϑ).

Defina λ1 = Ψ∗λ e λ0 = dϑ+ xdy em R/Z×B1. Temos que em R/Z× {0}

λ1 = Tλ0 e dλ1 = Tdλ0.

Vamos mostrar que, existe um disco centrado na origem B tal que podemos encontrar um
difeomorfismo ψ : R/Z×B → R/Z×B1 tal que

ψ(ϑ, 0, 0) = (ϑ, 0, 0) e ψ∗λ1 = fλ0,

onde f |(R/Z × {0}) ≡ T0 e df |(R/Z × {0}) ≡ 0. Uma vez construído ψ, tomando-se
Φ = (ψ ◦Ψ)−1 e U = Φ(R/Z×B) obtemos o lema.

A ideia é utilizar o truque de Moser para construir ψ. Começamos definindo

λt = T0λ0 + t(λ1 − T0λ0), t ∈ [0, 1].

Como em R/Z× {0}
λt = λ0 e dλt = dλ0,
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segue que, tomando-se B pequeno o suficiente, podemos supor que λt é uma forma de
contato em R/Z×B para todo t ∈ [0, 1]. Queremos encontrar Yt ∈ ker(λt) e ft : R/Z×B →
R tal que

(φYtt )∗λt = ftλ0. (3.7.1)

Note que necessariamente devemos ter f0 ≡ T e que ft nunca se anula para todo t ∈ [0, 1].
Derivando a equação acima e usando a fórmula mágica de Cartan, obtemos

(φYtt )∗(dλt(Yt, ·) + λ̇t) = ḟtλ0 = (φYtt )∗
[
ḟt
ft
◦ (φYtt )−1λt

]
. (3.7.2)

Defina
gt = λ̇t(Xλt),

onde Xλt é o campo de Reeb associado a λt. Note que

λ̇t(Xλt)− gtλt(Xλt) = 0.

Mais ainda, como
(λ̇t)(ϑ,0,0) = (λ1)(ϑ,0,0) − (Tλ0)(ϑ,0,0) = 0, (3.7.3)

concluímos que
gt(ϑ, 0, 0) = 0. (3.7.4)

Pela condição de contato, podemos encontrar um único campo Yt ∈ ξ satisfazendo que

dλt(Yt, ·) + λ̇t = gtλt.

Usando (3.7.3) junto com (3.7.4), obtemos que

(Yt)(ϑ,0,0) = 0.

Reduzindo-se B, podemos supor que φYtt está definida para [0, 1] e

φYtt (R/Z×B) ⊂ R/Z×B1.

Defina ft como a solução do problema de valor inicial (parametrizado)

ḟt
ft

= gt ◦ φYtt , f0 = T.

Aqui, novamente reduzimos B, se necessário, para que ft esteja definido para todo t ∈ [0, 1].
Sob estas definições, (3.7.2) é válida e integrando esta equação obtemos a equação (3.7.1).
Seja ψ = φY1

1 e f = f1. Como Y1 = 0 em R/Z× {0}, concluímos que

T0λ0 = λ1 = ψ∗λ1 = fλ0

e
T0dλ0 = dλ1 = d(ψ∗λ1) = df ∧ λ0 + fλ0

em R/Z× {0}. Portanto, f ≡ T0 e df ≡ 0 em R/Z× {0}.
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O Lema 3.7.2, mostra que existe uma grande flexibilidade na construção de tubos
de Martinet, mais adiante vamos querer tirar vantagem desta flexibilidade. O próximo
corolário vai nesta direção.

Corolário 3.7.3. Sejam P = (x̄, T ) ∈P(λ), onde T é o período mínimo de x̄ e k ∈ N.
Então, existe um tubo de Martinet Φ,U para P k, tal que γ : R/Z→ U\{0}, então

lk(γ, P ) = Ind(ζ, 0),

onde escrevemos
Φ ◦ γ(t) = (α(t), ζ(t)) ∈ R/Z×B,

e onde Ind(ζ, 0) denota o índice da curva t 7→ ζ(t) com respeito a 0 (veja Teorema 10.10
de [30]). Além disso, se Ψ denota uma trivialização global de (ξ0, dλ) e Ψ′ denota a
trivialização induzida pelo tubo de Martinet de (x̄∗ξ0, dλ) e Ψ′, temos que

µ(Ψ′x̄T (·) ◦ (Ψx̄T (·))−1) = slk(P ).

Demonstração. Seja Σ uma superfície de Seifert para P . Seja η uma seção de x̄∗ξ0, tal
que, η(t) ∈ Tx̄(t)Σ é um vetor apontando para fora para todo t ∈ R/\TZ. Tome (U ,Φ),
tubo de Martinet para P de forma que

dΦx̄(Tt)(η(Tt)) = ∂x.

Se ε > 0 é pequeno o suficiente, considere as curvas τ1, τ2 : R/Z→ U\{0} dadas por

Φ ◦ τ1(t) = (0, εe2πit) e Φ ◦ τ2(t) = (t, ε, 0).

Temos que [τ1] e [τ2] geram o grupo de homologia H1(U\{0}). Pelo Teorema B.1.2, [τ1]
gera o grupo de homologia H1(S3\P ). Por outro lado, se ε > 0 é pequeno o suficiente, pela
escolha de η temos que

τ2(R/Z) ∩ Σ = ∅.

Pelo Teorema B.1.4, segue que [κ2] = 0 em H1(S3\P ). Agora,

[γ] = Ind(ζ, 0)[τ1] + k[τ2] ∈ H1(U\{0}).

Logo,
[γ] = Ind(ζ, 0)[τ1] ∈ H1(S3\P ).

Concluímos que
lk(γ, P ) = Ind(ζ, 0).

Agora seja, Z uma seção global de ξ0 que não se anula. Para s > 0 pequeno o
suficiente,

φZs (x̄(Tt)) ∈ U ,
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para todo t ∈ R/Z, onde φZ denota o fluxo de Z. Para s > 0 pequeno o suficiente,
Φ ◦ φZs (x̄(Tt)) é homotópico ao mapa

t 7→ (t, 0, 0) + sdΦx̄(Tt) ◦ Z(x̄(Tt)).

Pela B.1.5, pelo que mostramos acima, pela Definição 2.6.1 e pela Proposição 2.6.1, temos

slk(P ) = lk(φZs , P ) = wind(dΦx̄TZ, ∂x) = µ(Ψ′x̄T (·) ◦ (Ψx̄T (·))−1).

O principal resultado de [16] é

Teorema 3.7.4. Seja P = (x, T ) a órbita do Teorema 3.7.1 é não-degenerada e (U ,Φ) é
um tubo de Martinet para P . Então u(s, ·) s→ε(z)∞−−−−−→ x(T (·+ t0)) em C∞(R). Seja s0 > 0
grande o suficiente tal que para ε(z)s > s0, temos que u(s, t) ∈ U . Neste caso, existem
constantes r, a0 ∈ R tais que, se escrevermos Φ ◦ u(s, t) = (ϑ(s, t), z(s, t)), então

lim
s→ε(z)∞

er|s|(sup
t∈R
|∂γ(a(s, t)− Ts− a0)|) = 0

e
lim

s→ε(z)∞
er|s|(sup

t∈R
|∂γ(ϑ(s, t)− k(t− t0))|) = 0

para todo multi-índice γ ∈ Z+×Z+, onde k é a multiplicidade de P . Ademais, aumentando-
se s0, se necessário, ou (π ◦ ũ)∗dλ = 0 ou existem ν ∈ σ(AP ), η autovetor associado a ν e
funções reais

α : [s0,∞)→ R

e
R : [s0,∞)× R/Z→ R2

tais que νε(z) < 0,
z(s, t) = e

∫ s
s0
α(τ)dτ (e(t) +R(s, t)),

e : R/Z→ R2 é a representação de η nas coordenadas acima,

lim
s→ε(z)∞

sup
t∈R
|∂γR(s, t)| = 0,

para todo multi-índice γ ∈ Z+ × Z+ e

lim
s→ε(z)∞

|∂j(α(s)− ν)| = 0

para todo j ∈ Z+.

Observação 3.7.1. Os resultados acima valem também no caso de cobordismos com fins
cilíndricos e em cobordismos divididos. De fato, como assumimos que z é um furo não-
removível, temos que limζ→z |a(ζ)| =∞, portanto, se s0 é grande o suficiente ũ(s, t) está
nos fins cilíndricos e o resultado acima é aplicável.
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Uma consequência do Teorema 3.7.4 que será útil é o conteúdo do Teorema 5.1 de
[16]:

Corolário 3.7.5. Nas hipóteses do Teorema 3.7.4, temos que u(s, t) /∈ P se s é grande o
suficiente.

Outra consequência é a de que a energia da curva ũ é limitada pelas ações das
órbitas às quais ela é assintótica nos furos positivos. Isto segue do fato de que todas as
2-formas que aparecem nas integrais definindo a energia são exatas em com conjunto com
o uso do Teorema de Stokes. Mais formalmente:

Corolário 3.7.6. Se λ− ≺ λ ≺ λ são formas de contato induzindo ξ e a sua coorientação,
então existe C > 0 tal que para todo Ĵ+ ∈ J (λ+), Ĵ ∈ J (λ), Ĵ− ∈ J (λ−), J̄1 ∈
J (Ĵ−, Ĵ), J̄2 ∈J (Ĵ , Ĵ+), R > 0 e para toda curva J̄1 ◦R J̄2-holomorfa, ũ, com energia
finita, temos que

E(ũ) ≤ CA (ũ),

onde A (ũ) denota a soma das λ+-ações das órbitas de Reeb fechadas às quais ũ é assintótica
nos furos positivos.

Um resultado análogo vale para curvas J̄1-holomorfas com energia finita.

Um complemento importante ao Teorema 3.7.4 é o seguinte resultado que pode ser
encontrado no Teorema 6.11 de [18].

Teorema 3.7.7. Vamos denotar por Γ+ e Γ− os furos positivos e negativos de ũ, respecti-
vamente. Se ∫

Σ\Γ
u∗dλ = 0,

então existe (x, T ) ∈P(λ) tal que T = E(ũ) e existe um mapa holomorfo não constante
φ : Σ→ C ∪ {∞} satisfazendo que

φ−1(∞) = Γ+ e φ−1(0) = Γ−

e que podemos escrever
ũ = η̃ ◦ φ|Σ\Γ,

onde η̃ : C\{0} → R×M é definida por

η̃(e2π(s+it)) = (Ts+ c, x(Tt)),

para uma dada constante c ∈ R.

Definição 3.7.3. O mapa como η do Teorema 3.7.7 é chamado um cilindro trivial.
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4 Definição da homologia de contato no com-
plementar do enlace de tipo (p, q)

Neste capítulo construiremos uma teoria de homologia adaptada ao nosso problema
baseada em [27] e [20]. Esta homologia será definida a partir de um complexo de cadeias
cujos geradores serão órbitas de Reeb periódicas em certas classes de homotopia específicas
no complementar do enlace de tipo p, q e cujo operador de bordo contará modulo 2 os
cilindros pseudo-holomorfos entre estas órbitas e sob algumas hipóteses sobre a forma de
contato. Na seção 4.1 definiremos o complexo e mostraremos que a homologia está bem
definida. Na seção 4.2 definiremos uma noção de morfismos entre complexos de cadeias.
Na seção 4.3 estudaremos um morfismo entre complexos de cadeias especial.

4.1 O complexo de cadeias
Neste capítulo vamos considerar S3 munida com a sua estrutura de contato tight

padrão ξ0 e vamos escrever

λ0 = 1
2(x0dy0 − y0dx0 + x1dy1 − y1dx1).

Vamos fixar (p, q), (p̂, q̂) ∈ Z × Z coprimos tais que (p̂, q̂) 6= (p, q). Vamos denotar por
L0 = K1∪K2 o enlace de Hopf padrão e por Lp,q = L0∪Kp,q o enlace de tipo (p, q) padrão
como na Definição 1.1.3. Vamos escrever também

Fp,q = {f ∈ C∞(S3, (0,∞)) | df(v) = 0,∀v ∈ ξ0|Lp,q}

como na Definição 1.3.1. Se f ∈ Fp,q, vamos escrever

θi(f) = ρ(Ki, fλ0)− 1, i = 1, 2,

onde ρ é o número de rotação Ki visto como órbita prima de Xfλ0 com respeito a alguma
trivialização global do fibrado ξ0 (veja seção 2.5).

Tome λ = hλ0, onde h ∈ Fp,q. Para construir a homologia de contato no comple-
mentar do enlace de tipo (p, q) vamos supor que existe T > 0 tal que:

(a) Toda órbita de Reeb fechada de λ com ação menor ou igual a T é não-degenerada;

(b) Não existem órbitas contráteis de λ em S3\Lp,q com ação menor ou igual a T ;

(c) Os multiplicadores de Floquet transversais das órbitas K1 e K2, vistas como órbitas
primas de λ, são da forma e2πiα com α ∈ R\Q.
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Observação 4.1.1. Note que a condição (c) acima garante que Kn
i são não-degeneradas e

elípticas para todo n ∈ N.

Definição 4.1.1. Vamos definir por

P(p, q, p̂, q̂, T, λ) = {P = (x, S) ∈P(λ) | O(P ) ⊂ S3\Lp,q, S ≤ T, lk(P,K1) = p̂ e lk(P,K2) = q̂}.

Para cada k ∈ Z denotamos por Ck(p, q, p̂, q̂, T, λ) o espaço vetorial sobre Z2 = Z/2Z
livremente gerado pelas órbitas em P(p, q, p̂, q̂, T, λ) com índice de Conley-Zehnder igual
a k + 1. Ou seja, os elementos de Ck(p, q, p̂, q̂, T, λ) são da forma

∑
P∈P(p,q,p̂,q̂,T,λ)
µCZ(P,λ)=k+1

aP |P |,

onde aP ∈ Z2. Aqui o índice de Conley-Zehnder é calculado com respeito a alguma
trivialização global de ξ0.

Seja agora J uma estrutura quase-complexa em ξ0 compatível com dλ0. Defina a
estrutura quase-complexa em Wξ0 (veja A.5.1), Ĵ ∈J (λ) como na seção 3.2. Lembramos
que existe uma ação livre de R em Wξ0 dada por

g : R×Wξ0 → Wξ0 , (c, θ) 7→ gc(θ) = ecθ.

Vamos denotar por π : Wξ0 → S3 a projeção do fibrado.

Vamos usar a identificação R × R/Z ∼= Ĉ\{0,∞} via o mapa (s, t) 7→ e2π(s+it),
onde Ĉ denota a esfera de Riemann (plano complexo estendido). Lembramos que Ĉ ∼= S2.
Se P, P ′ ∈P(p, q, p̂, q̂, T, λ) e

ũ, ṽ : S2\{0,∞} → Wξ0

são curvas Ĵ-holomorfas com energia finita, assintóticas positivamente a P em ∞, assintó-
ticas negativamente a P ′ em 0 e tais que

ũ(S2\{0,∞}) ∩ π−1(Kp,q) = ∅ e ṽ(S2\{0,∞}) ∩ π−1(Kp,q) = ∅,

dizemos que ũ e ṽ são equivalentes se existe um biholomorfismo φ : S2 → S2 satisfazendo
que φ(0) = φ(0), φ(∞) =∞ e

ṽ = ũ ◦ φ.

Como os biholomorfismos da esfera de Riemann que fixam 0 e∞ são homotetias, concluímos
que ũ e ṽ são equivalentes exatamente quando existem (s0, t0) ∈ R tais que

ṽ(s, t) = ũ(s+ s0, t+ t0).
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Figura 4.1.1 – Elementos de M T
Ĵ

(P, P ′).

A curva ũ aparece em azul e os cilindros triviais sobre P e P ′ aparecem em verde e vermelho, respectivamente. Aqui
identificamos Wξ0 com R× S3

O espaço destas classes de equivalência de curvas Ĵ-holomorfas como definido acima será
denotado por M T

Ĵ
(P, P ′).

Como (p̂, q̂) é coprimo temos que P e P ′ são órbitas de Reeb primas. Logo, se
[ũ] ∈M T

Ĵ
(P, P ′), então ũ é simples. Resultados de [8] (veja também o capítulo 3 de [25])

obtemos que

Teorema 4.1.1. Existe um conjunto residual Jreg(λ) ⊂J (λ) tal que se Ĵ ∈Jreg(λ) e
se µCZ(P, λ)− µCZ(P ′, λ) ≥ 0, então então M T

Ĵ
(P, P ′) tem a estrutura de uma variedade

de dimensão µCZ(P, λ)− µCZ(P ′, λ).

Se µCZ(P, λ)−µCZ(P ′, λ) > 0 a ação g induz uma ação suave e livre em M T
Ĵ

(P, P ′).

Se µCZ(P, λ)− µCZ(P ′, λ) = 0 e M T
Ĵ

(P, P ′) 6= ∅, então P = P ′, os elementos de
M T

Ĵ
(P, P ′) são cilindros triviais e g induz a ação trivial.

Observação 4.1.2. O conjunto Jreg(λ) depende de (p, q), (p̂, q̂) e de T , mas por simplicidade
não explicitaremos esta dependência na notação.
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Observação 4.1.3. Aqui cabe ressaltar, que Ĵ ∈Jreg(λ) significa exatamente que para todo
cilindro [ũ] ∈M T

Ĵ
(P, P ′), a linearização do operador de Cauchy-Riemann é um operador

de Fredholm sobrejetivo. Para ver o contexto analítico-funcional desta discussão veja [8] e
[34].

Lema 4.1.2. Sejam Ĵ ∈Jreg(λ) e P, P ′ ∈P(p, q, p̂, q̂, T, λ).

(a) Se
µCZ(P, λ)− µCZ(P ′, λ) = 1,

então M T
Ĵ

(P, P ′)/R é compacto e portanto é um conjunto finito.

(b) Se
µCZ(P, λ)− µCZ(P ′, λ) = 2,

então M T
Ĵ

(P, P ′)/R admite uma compactificação que é uma variedade de dimensão
1 cujo bordo pode ser identificado com o conjunto

⋃
P ′′∈P(p,q,p̂,q̂,T,λ)

µCZ(P,λ)−µCZ(P ′′,λ)=1

(M T
Ĵ

(P, P ′′)/R)× (M T
Ĵ

(P ′′, P ′)/R).

Demonstração. A demonstração é uma pequena variação das demonstrações do Teorema
3.2 e Teorema 3.3 de [20]. A única observação que precisamos fazer é que os cilindros
quebrados que possivelmente aparecem na compactificação do espaço M T

Ĵ
(P, P ′)/R não

podem quebrar em órbitas P ∩Kp,q, pois caso contrário, teríamos que P = Kr
p,q para r ≥ 1

e
link(P,K1) = link(Kr

p,q, K1) = rp

e
link(P,K2) = link(Kr

p,q, K2) = rq.

Contudo, estes cilindros podem ser aproximados por cilindros em M T
Ĵ

(P, P ′)/R e que
força que

link(P,K1) = p̂ e link(P,K2) = q̂,

contradizendo que (p̂, q̂) 6= R+(p, q).

Teorema 4.1.3. Se Ĵ ∈Jreg(λ), a sequência de mapas ∂k = ∂k(λ, J) : Ck(p, q, p̂, q̂, T, λ)→
Ck−1(p, q, p̂, q̂, T, λ) satisfazendo que

∂k(|P |) =
∑

P ′∈Ck−1(p,q,p̂,q̂,T,λ)
[#M T

Ĵ
(P, P ′)/R]2|P ′|,

está bem definida, onde [·]2 : Z→ Z2 denota o mapa quociente. Ademais, ∂k−1 ◦ ∂k = 0.
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Demonstração. O mapa está bem definido, pois pelo Lema 4.1.2 (a).

Suponha agora que P ∈ Ck(p, q, p̂, q̂, T, λ). Então

∂k−1 ◦ ∂k(|P |) =
∑

P ′∈Ck−1(p,q,p̂,q̂,T,λ)
[#M T

Ĵ
(P, P ′)/R]2∂k−1(|P ′|)

=
∑

P ′∈Ck−1(p,q,p̂,q̂,T,λ)
P ′′∈Ck−2(p,q,p̂,q̂,T,λ)

[#M T
Ĵ

(P, P ′)/R]2[#M T
Ĵ

(P ′, P ′′)/R]2|P ′′|

=
∑

P ′∈Ck−1(p,q,p̂,q̂,T,λ)
P ′′∈Ck−2(p,q,p̂,q̂,T,λ)

[(#M T
Ĵ

(P, P ′)/R)(#M T
Ĵ

(P ′, P ′′)/R)]2|P ′′|

Pelo item (b) do Lema 4.1.2,

(#M T
Ĵ

(P, P ′)/R)(#M T
Ĵ

(P ′, P ′′)/R)

é exatamente o número de elementos do bordo da variedade de dimensão 1, a saber,
M T

Ĵ
(P, P ′′)/R. Logo,

[(#M T
Ĵ

(P, P ′)/R)(#M T
Ĵ

(P ′, P ′′)/R)]2 = 0.

Do Teorema 4.1.3, concluímos que (Ck(p, q, p̂, q̂, T, λ), ∂k) forma um complexo de
cadeias.

Definição 4.1.2. A homologia do complexo (Ck(p, q, p̂, q̂, T, λ), ∂k) será denotada por

H∗(p, q, p̂, q̂, T, λ, J).

4.2 Morfismos entre complexos de cadeias
Sejam h+, h− ∈ Fp,q e escrevemos λ± = h±λ0. Supomos que existe T > 0 tal que

as condições (a), (b) e (c) da seção são satisfeitas para ambas as formas de contato λ±
para alguma escolha de T > 0. Vamos supor ainda que h+ > h− em cada ponto e que

θi(h+) ≥ θi(h−), i = 1, 2.

Escolhemos J± ∈J+(ξ0) tais que Ĵ± ∈Jreg(λ±) como explicado no Teorema 4.1.1.

Dados J̄ ∈ J (Ĵ−, Ĵ+;Lp,q), P ∈ P(p, q, p̂, q̂, T, λ+) e P ′ ∈ P(p, q, p̂, q̂, T, λ−)
definimos M T

J̄
(P, P ′) como o espaço de de classes de equivalência de cilindro J̄-holomorfos

com energia finita que são positivamente assintóticos a P e negativamente assintóticos a P ′

e com imagem contida em Wξ0\π−1(Lp,q), onde dois destes cilindros são ditos equivalentes
se um é a reparametrização do outro, ou seja, se um é obtido a partir do outro via
composição com um biholomorfismo. Usando que (p̂, q̂) é coprimo e que, portanto, os
cilindro que aparecem em M T

J̄
(P, P ′) são simples (veja [33]) e usando resultados de [5],

[8], [26] e [27], obtemos o seguinte resultado:
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Teorema 4.2.1. Existe um conjunto residual Jreg(Ĵ−, Ĵ+;Lp,q) ⊂ J (Ĵ−, Ĵ+;Lp,q) tal
que se J̄ ∈Jreg(Ĵ−, Ĵ+;Lp,q) e se µCZ(P, λ+)− µCZ(P ′, λ−) ≥ 0, então então M T

J̄
(P, P ′)

tem a estrutura de uma variedade de dimensão µCZ(P, λ+)− µCZ(P ′, λ−).

Uma pequena adaptação da demonstração do Teorema 3.4 e do Teorema 3.5 de
[20] nos dá que

Lema 4.2.2. Sejam Ĵ± ∈ Jreg(λ±), J̄ ∈ Jreg(λ−, λ+;Lp,q), P ∈ P(p, q, p̂, q̂, T, λ+) e
P ′ ∈P(p, q, p̂, q̂, T, λ−).

(a) Se
µCZ(P, λ+) = µCZ(P ′, λ−),

então M T
J̄

(P, P ′) é compacto e portanto é um conjunto finito.

(b) Se
µCZ(P, λ+)− µCZ(P ′, λ−) = 1,

então M T
J̄

(P, P ′) admite uma compactificação que é uma variedade de dimensão 1
cujos bordo pode ser identificado com a união dos conjuntos

⋃
P+∈P(p,q,p̂,q̂,T,λ+)

µCZ(P,λ+)−µCZ(P+,λ+)=1

(M T
Ĵ+

(P, P+)/R)× (M T
J̄ (P+, P ′))

e ⋃
P−∈P(p,q,p̂,q̂,T,λ−)

µCZ(P−,λ−)−µCZ(P ′,λ−)=1

(M T
J̄+

(P, P−))× (M T
Ĵ−

(P−, P ′)/R).

Teorema 4.2.3. Se Ĵ± ∈Jreg(λ±) e J̄ ∈Jreg(λ−, λ+;Lp,q) a sequência de mapas

Φ(J̄)k : Ck(p, q, p̂, q̂, T, λ+)→ Ck(p, q, p̂, q̂, T, λ−),

satisfazendo que

Φ(J̄)k(|P |) =
∑

P ′∈Ck(p,q,p̂,q̂,T,λ−)
[#M T

J̄ (P, P ′)]2|P ′|

está bem definida. Ademais

Φ(J̄)k−1 ◦ ∂k(λ+, J+)− ∂k(λ−, J−) ◦ Φ(J̄)k = 0.

Demonstração. Que o mapa Φ(J̄)k está bem definido segue do Lema 4.2.2 (a).

Suponha que P ∈ Ck(p, q, p̂, q̂, T, λ+). Temos que

Φ(J̄)k−1 ◦ ∂k(λ+, J+)(|P |) =
∑

P ′∈Ck−1(p,q,p̂,q̂,T,λ+)
P ′′∈Ck−1(p,q,p̂,q̂,T,λ−)

[(#M T
Ĵ+

(P, P ′′)/R)(#M T
J̄ (P ′, P ′′))]2|P ′′|
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e

∂k(λ−, J−) ◦ Φ(J̄)k(|P |) =
∑

P ′∈Ck(p,q,p̂,q̂,T,λ−)
P ′′∈Ck−1(p,q,p̂,q̂,T,λ−)

[(#M T
J̄ (P, P ′′))(#M T

Ĵ−
(P ′, P ′′)/R)]2|P ′′|.

Assim, se P ′′ ∈ Ck−1(p, q, p̂, q̂, T, λ−) o coeficiente associado a |P ′′| em

Φ(J̄)k−1 ◦ ∂k(λ+, J+)(|P |)− ∂k(λ−, J−) ◦ Φ(J̄)k(|P |)

é

[(#M T
Ĵ+

(P, P ′′)/R)(#M T
J̄ (P ′, P ′′))− (#M T

J̄ (P, P ′′))(#M T
Ĵ−

(P ′, P ′′)/R)]2 = 0,

pois
(#M T

Ĵ+
(P, P ′′)/R)(#M T

J̄ (P ′, P ′′)) + (#M T
J̄ (P, P ′′))(#M T

Ĵ−
(P ′, P ′′)/R)

é o número de elementos no bordo de uma variedade de dimensão 1 compacto, pelo Lema
4.2.2 (b), e é, por conseguinte, um número par.

Vamos mostrar agora que o mapa induzido em homologia pelo morfismo de cadeias
Φ(J̄) não depende da escolha de J̄ ∈ Jreg(λ−, λ+;Lp,q). Para este fim, tome J̄0, J̄1 ∈
Jreg(λ−, λ+;Lp,q). Vamos denotar o espaço de homotopias suaves entre J̄0 e J̄1 em
J (λ−, λ+;Lp,q) como

J̃ (J̄0, J̄1;Lp,q).

Dados P ∈P(p, q, p̂, q̂, T, λ+), P ′ ∈P(p, q, p̂, q̂, T, λ−) e {J̄t} ∈ J̃ (J̄0, J̄1;Lp,q) definimos

M T
{J̄t}(P, P

′) = {(t, [ũ]) | t ∈ [0, 1] e [ũ] ∈M T
J̄t

(P, P ′)}.

Variações dos resultados da seção 3.2 de [26] provam que

Teorema 4.2.4. Existe um conjunto residual J̃reg(J̄0, J̄1;Lp,q) ⊂ J̃ (J̄0, J̄1;Lp,q) tal que
se

µCZ(P, λ+)− µCZ(P ′, λ−) + 1 ≥ 0,

então M T
{J̄t}(P, P

′) é uma variedade de dimensão µCZ(P, λ+)− µCZ(P ′, λ−) + 1.

Aqui é usado fortemente o fato de (p̂, q̂) ser coprimo e, logo, todo cilindro pseudo-
holomorfo em M T

{J̄t}(P, P
′) é simples.

Novamente, usando uma pequena modificação da demonstração do Teorema 3.6 e
Teorema 3.7 de [20], obtemos

Lema 4.2.5. Nas condições acima, se µCZ(P, λ+)−µCZ(P ′, λ−)+1 = 0, então M T
{J̄t}(P, P

′)
é finito. Se µCZ(P, λ+)− µCZ(P ′, λ−) + 1 = 1, então M T

{J̄t}(P, P
′) admite uma compactifi-

cação que é uma variedade compacta de dimensão 1 cujo bordo pode ser identificado com
a união dos conjuntos ⋃

P+∈P(p,q,p̂,q̂,T,λ+)
µCZ(P+,λ+)=µCZ(P,λ+)−1

(M T
Ĵ+

(P, P ′)/R)× (M T
{J̄t}(P

+, P ′)),



62 Capítulo 4. Definição da homologia de contato no complementar do enlace de tipo (p, q)

⋃
P−∈P(p,q,p̂,q̂,T,λ+)

µCZ(P−,λ+)=µCZ(P ′,λ+)+1

(M T
Ĵ−

(P−, P ′)/R)× (M T
{J̄t}(P, P

−))

e
M T

J̄0
(P, P ′) ∪M T

J̄1
(P, P ′).

Uma demonstração análoga ao do Teorema 4.2.3 prova que

Teorema 4.2.6. Nas condições acima a sequência de mapas

T ({Jt})k : Ck(p, q, p̂, q̂, T, λ+)→ Ck+1(p, q, p̂, q̂, T, λ−),

satisfazendo que

T ({Jt})k(|P |) =
∑

P ′∈Ck+1(p,q,p̂,q̂,T,λ−)
[#M T

{J̄t}(P, P
′)]2|P ′|

está bem definida. Ademais

Φ(J̄1)k − Φ(J̄0)k = T ({Jt})k−1 ◦ ∂(λ+, J+)− ∂(λ−, J−) ◦ T ({Jt})k.

Como o espaço Jreg(λ−, λ+;Lp,q) é contrátil, obtemos que

Corolário 4.2.7. Dados J̄0, J̄1 ∈ Jreg(λ−, λ+;Lp,q), então Φ(J̄0) e Φ(J̄1) induzem o
mesmo mapa em homologia.

4.3 Um morfismo entre cadeias especial
Seja h ∈ Fp,q e c > 0. Vamos escrever λ = hλ0. Suponha λ satisfaz (a), (b) e (c),

trocando-se T por T/c. Dado J ∈ J+(ξ0), sejam Ĵ+ ∈ J (λ) e Ĵ− ∈ J (cλ) induzidos
por J . Se Ĵ+ ∈Jreg(λ) com respeito a T/c, então Ĵ− ∈Jreg(λ) com respeito a T . Para
ver isto, note que o difeomorfismo

Θ = Ψ−1
λ ◦Ψcλ : Wξ0 → Wξ0

satisfaz que
Θ∗Ĵ+ = Ĵ−,

(veja seção 3.2). Portanto, se ũ é uma curva Ĵ+-holomorfo, definindo ṽ = Θ−1 ◦ ũ, temos
que

dṽ + Ĵ− ◦ dṽ ◦ j = dΘ−1 ◦ dũ+ Ĵ− ◦ dΘ−1 ◦ dũ ◦ j

= dΘ−1 ◦ (dũ+ Ĵ+ ◦ dũ ◦ j)

= 0



4.3. Um morfismo entre cadeias especial 63

Além disso,

E(ṽ) = sup
φ∈Λ

∫
ṽ∗d(cλ)φ

= c sup
φ∈Λ

∫
ũ∗dλφ

= cE(ũ).

Agora, a bijeção

j : P(λ)→P(cλ), (x, T ′) 7→ (xc−1 , cT ′),

onde
xc−1(t) = x(c−1t),

induz a família de isomorfismos

j∗ : C∗(p, q, p̂, q̂, T/c, λ)→ C∗(p, q, p̂, q̂, T, cλ). (4.3.1)

Como Θ induz uma identificação dos espaços cilindro holomorfos usados na definição de
∂(cλ, J) ◦ j∗ e j∗ ◦ ∂(λ, J), temos que j∗ é um isomorfismo de cadeias e, portanto, induz
um isomorfismo em homologia.

Agora suponha que 0 < c < 1. Vamos considerar a inclusão

i∗ : C∗(p, q, p̂, q̂, T, λ)→ C∗(p, q, p̂, q̂, T/c, λ).

Temos o seguinte resultado, cuja demonstração é idêntica à demonstração do Lema 4.7 de
[20]:

Lema 4.3.1. Dado J̄ ∈ Jreg(Ĵ−, Ĵ+;Lp,q), então Φ(J̄)∗ e j∗ ◦ i∗ induzem os mesmos
mapas em homologia.

Observe que o morfismo Φ(J̄)∗ está bem definido pois θi(ch) = θi(c), i = 1, 2.
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5 Modelos Morse-Bott

Neste capítulo construímos formas de contato nas quais a homologia definida no
capítulo 4 esteja definida e seja não-nula. Na seção 5.1, construímos formas de contato
Morse-Bott nas quais o fluxo de Reeb é integrável e realiza um enlace de tipo (p, q)
como órbitas periódicas. Na seção 5.2, utilizando uma adaptação do Teorema 4.2 de [20],
perturbamos estas formas para obter formas de contato satisfazendo as hipóteses para
a construção da homologia. Na seção 5.3, utilizamos a teoria de interseção de Siefring
para calcular esta homologia e mostrar que ela é não-nula. Na seção 5.4, construímos um
isomorfismo entre estas homologias quando uma das formas de contato é um múltiplo
positivo da outra.

5.1 Construção de modelos Morse-Bott
Começaremos introduzindo uma definição que será útil.

Definição 5.1.1. Dizemos que o vetor (a, b) ∈ R2\{0} é incomensurável se

R+(a, b) ∩ Z× Z = ∅,

caso contrário dizemos que o vetor é comensurável.

Teorema 5.1.1. Dados θ > 0 e (p, q) ∈ Z × Z com arg(p, q) 6= arg(1, θ) e p + qθ > 0,
existe uma curva γ(θ,p,q) : R → R2, que escrevemos γ(θ,p,q)(t) = (x(t), y(t)), satisfazendo
que:

(1) x(0) = θ, y(0) = 0 e y′(0) > 0;

(2) x(1) = 0, y(1) = 1 e x′(1) < 0;

(3) x > 0 e y > 0 em (0, 1);

(4) xy′ − x′y > 0 para todo t ∈ [0, 1];

(5) existem t−, t1, t2, t+ ∈ (0, 1) com t− < t1 < t2 < t+, tais que x′y′′ − x′′y′ < 0 em
(t−, t1) ∪ (t2, t+) e x′y′′ − x′′y′ > 0 em (t1, t2);

(6) (y′,−x′) = (1, θ) para t ∈ [0, t−] ∪ [t+, 1];

(7) existe tp,q ∈ (0, 1) com t1 < tp,q < t2 e tal que (y′(tp,q),−x′(tp,q)) ∈ R+(p, q);

(8) (y′(t1),−x′(t1)) e (y′(t2),−x′(t2)) são irracionais e (y′(t1),−x′(t1)) ≺ (y′(t),−x′(t)) ≺
(y′(t2),−x′(t2)) para todo t ∈ [0, 1]\{t1, t2};
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(9) Para cada vetor v satisfazendo que (y′(t1),−x′(t1)) ≺ v ≺ (1, θ) ou (1, θ) ≺ v ≺
(y′(t2),−x′(t2)) existem exatamente dois valores tv, t′v ∈ [0, 1] para os quais (y′,−x′) ∈
R+v. Ademais, tv < t1 < t′v se (y′(t1),−x′(t1)) ≺ v ≺ (1, θ) e tv < t2 < t′v se
(1, θ) ≺ v ≺ (y′(t2),−x′(t2)). Além disso, existe exatamente um valor tθ ∈ (t1, t2)
para o qual (y′,−x′) ∈ R+(1, θ).

Demonstração. Considere

ρ(t) =


exp

( 1
t2 − 1

)
se − 1 < t < 1

0 caso contrário.

Temos

ρ′(t) = − 2t
(t2 − 1)2ρ(t) e ρ′′(t) = (6t2 + 2

√
3)(t− s1)(t− s2)
(t2 − 1)4 ρ(t),

onde
s2 = −s1 = 1

4
√

3
.

Para simplificar a notação adiante, vamos escrever.

P (t) = − 2t
(t2 − 1)2 e Q(t) = (6t2 + 2

√
3)(t− s1)(t− s2)
(t2 − 1)4 .

Fixe θ > 0. Dado 0 < ε < min(θ2(1 + θ2)−1, 1 − θ2(1 + θ2)−1), vamos definir
ρθ,ε : R→ R por

ρθ,ε(t) = ρ(ε−1[t− θ2(1 + θ2)−1]).

Defina γθ,ε : R→ R2, como

γθ,ε(t) = (x(t), y(t)) = ((1− t)θ + ρθ,ε(t), t+ θρθ,ε(t)).

Vamos mostrar que existe γθ,ε satisfaz as condições (1)-(9) para alguma escolha de ε (ver
Figura 5.1.1). As condições (1), (2) e (3) são imediatas. Um cálculo simples mostra que

xy′ − x′y = θ + (1 + θ2)ρθ,ε(t) + [θ2 − (1 + θ2)t]ρ′θ,ε(t)

= θ + (1 + θ2)ρθ,ε(t) + ε−1[θ2 − (1 + θ2)t]P (ε−1[t− θ2(1 + θ2)−1])ρθ,ε(t)

= θ + (1 + θ2)ρθ,ε(t)− (1 + θ2)(ε−1[t− θ2(1 + θ2)−1])P (ε−1[t− θ2(1 + θ2)−1])ρθ,ε(t)

Como −tP (t) ≥ 0 para todo t ∈ R, vemos que a condição (4) é satisfeita. Novamente, um
cálculo direto mostra que

x′y′′ − x′′y′ = −(1 + θ2)ρθ,ε(t) = −ε−2(1 + θ2)Q(ε−1[t− θ2(1 + θ2)−1])ρθ,ε(t).

Sejam t± = θ2(1 + θ2)−1 ± ε e ti = εsi + θ2(1 + θ2)−1, i = 1, 2. Da fórmula de Q, segue (5).
Note que, se t ∈ (−∞, t−] ∪ [t+,+∞), temos que ρθ,ε ≡ 0. Logo,

γ′θ,ε(t) = (−θ, 1),
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para todo t ∈ (−∞, t−] ∪ [t+,+∞). Isto verifica a condição (6). Para verificarmos (7), (8)
e (9) começamos observando que

(y′,−x′) = (1, θ) + ρ′θ,ε(t)(θ,−1) = (1, θ) + ε−1P (ε−1[t− (1 + θ2)−1])ρθ,ε(t)(θ,−1).

Como
ε−1P (ε−1[ti − θ2(1 + θ2)−1])ρθ,ε(ti) = ε−1P (si)ρ(si) ε→0+

−−−→ (−1)i−1∞

e p+ qθ > 0, podemos escolher ε0 > 0 tal que se ε < ε0, então

(y′(t1),−x′(t1)) ≺ (p, q) ≺ (y′(t2),−x′(t2)).

Por continuidade da função argumento, (7) é verificada quando ε < ε0. Ademais, como
Z×Z é enumerável, podemos escolher ε < ε0 para o qual (y′(t1),−x′(t1)) e (y′(t2),−x′(t2))
são incomensuráveis, ou seja, a condição (8) se verifica. Analisando o comportamento da
função ρ′θ,ε(t) (veja as fórmulas de P e Q acima) e usando o fato de que

(θ,−1) ≺ (1, θ),

temos que arg(y′(t),−x′(t)) é decrescente em (t−, t1)∪ (t2, t+) e crescente em (t1, t2), donde
segue (9). Note que

tθ = (1 + θ2)−1.

Teorema 5.1.2. Podemos escolher a curva γ(θ,p,q) : [0, 1]→ R2 no Teorema 5.1.1 de modo
que exista uma função F : R2 → R tal que 0 é um valor regular de F ,

γθ,p,q([0, 1]) = F−1(0) ∩ [0,∞)× [0,∞)

e
∇F (γ(θ,p,q)(t)) ∈ R+(y′(t),−x′(t)), ∀t ∈ [0, 1].

Demonstração. Defina as função T : R2 → R2 dada por Tz = Az + z0, onde

A =
 θ 1
−1 θ

 e z0 = (θ, 0).

e G : R2 → R dada por G(x, y) = y − ρθ,ε(−x), onde θ e ε são dados pela demonstração
do Teorema 5.1.1. Tome F : R2 → R, como F (x, y) = G(T−1(x, y)). Note que

0 = F (T (x, y)) = G(x, y) ⇐⇒ y = ρθ,ε(−x) ⇐⇒ (x, y) ∈ ζ(R),

onde ζ(t) : R→ R2 é dada por ζ(t) = (−t, ρθ,ε(t)). Já que

Tζ(t) = γ(θ,p,q)(t),
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Figura 5.1.1 – Curva γθ,p,q.

segue que F−1(0) = γ(θ,p,q)(R). Daí,

F−1(0) ∩ [0,∞)× [0,∞) = γ(θ,p,q)(R) ∩ [0,∞)× [0,∞) = γ(θ,p,q)([0, 1]).

Que 0 é um valor regular de F é imediato. Multiplicando F por −1, se necessário, obtemos
que

∇F (γ(θ,p,q)(t)) ∈ R+(y′(t),−x′(t)), ∀t ∈ [0, 1].

No que segue, utilizaremos livremente coordenadas polares em R4 dadas por

xi = ri cosφi e yi = ri sen φi, i = 1, 2.

Fixamos θ > 0, (p, q) ∈ Z× Z coprimo com p+ qθ > 0, a curva γ(t) = γ(θ,p,q)(t) =
(x(t), y(t)) como no Teorema 5.1.1 e a função F como no Teorema 5.1.2 e definimos a
hiperfície em R4 dada por

Sγ = {(x1, y1, x2, y2) ∈ R4 | (r2
1, r

2
2) ∈ γ([0, 1])}.

Proposição 5.1.3. Sγ é uma hiperfície suave, compacta e estrelada.
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Demonstração. Defina H : R4 → R dada por

H(x1, y1, x2, y2) = F (r2
1, r

2
2).

Temos que
Sγ = H−1(0).

Isto prova que Sγ é hiperfície suave e compacta.

Agora, fixe v ∈ S3 e escreva v = (a1, b1, a2, b2) e considere a reta

lv = {tv | t ∈ (0,∞)}.

Defina o vetor u(t) = t2(a2
1 + b2

1, a
2
2 + b2

2). Como γ(0) = (θ, 0) e γ(1) = (0, 1), temos que

γ(0) � u(t) � γ(1).

Pela continuidade da função argumento, existe s0 ∈ [0, 1] e t0 ∈ (0,∞) tal que

γ(s0) = u(t0).

Logo, lv ∩ Sγ 6= 0. Se esta intercessão contém mais de um ponto, então existe s1 ∈ [0, 1] e
t1 ∈ (0,∞) com t1 6= t0, tal que

γ(s1) = u(t1).

Pela condição (3) do Teorema 5.1.1 e como, u(t1) 6= u(t0), devemos ter 0 < s1 6= s0 < 1.
Assuma, sem perda de generalidade que s0 < s1. Então, a função

f(s) = y(s)
x(s) ,

satisfaz que
f(s0) = f(s1) = a2

2 + b2
2

a2
1 + b2

1
.

Logo, existe s ∈ (s0, s1) tal que

0 = f ′(s) = x′(s)y(s)− x(s)y′(s)
y(s)2 ,

o que contradiz a condição (4) do Teorema 5.1.1. Logo, lv ∩ Sγ = {t0v}. Por fim, observe
que

dHt0v(v) = 2〈∇F (γ(s0)), γ(s0)〉 > 0,

pelo Teorema 5.1.2 e pela condição (4) do Teorema 5.1.1, o que prova que lv intersecta Sγ
transversalmente. Sendo v ∈ S3 arbitrário, provamos que Sγ é estrelada.

Usando estes resultados junto com Exemplo A.3.4, temos que

λ0 = 1
2(x1dy1 − y1dx1 + x2dy2 − y2dx2) = 1

2(r2
1dφ1 + r2

2dφ2),
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restringe a uma forma de contato em Sγ que induz uma estrutura de contato ξ0 = kerλ0.
Usando a Proposição A.3.3, obtemos que campo de Reeb associado é dado por

X0 = a1(r2
1, r

2
2)(x1∂y1 − y1∂x1) + a2(r2

1, r
2
2)(x2∂y2 − y2∂x2)

= a1(r2
1, r

2
2)∂φ1 + a2(r2

1, r
2
2)∂φ2 ,

onde
ai(r2

1, r
2
2) = 2∂iF (r2

1, r
2
2)

r2
1∂1F (r2

1, r
2
2) + r2

2∂2F (r2
1, r

2
2) , i = 1, 2. (5.1.1)

Observe que se t ∈ [0, 1] é determinado pela equação γ(t) = (r2
1, r

2
2), resultados da

Proposição 5.1.2 e a condição (4) do Teorema 5.1.1, mostram que

(a1(r2
1, r

2
2), a2(r2

1, r
2
2)) ∈ R+(y′(t),−x′(t)).

Usando a identificação natural de R4 ∼= C⊕ C, o fluxo de X0 é dado por

φX0(t, z1, z2) = φX0
t (z1, z2) = (eia1(r2

1 ,r
2
2)tz1, e

ia2(r2
1 ,r

2
2)tz2),

e em coordenadas polares, é dado por

φX0
t (r1, φ1, r2, φ2) = (r1, φ1 + a1(r2

1, r
2
2)t, r2, φ2 + a2(r2

1, r
2
2)t).

Portanto, os conjuntos

K̄1 = Sγ ∩ (0⊕ C) e K̄2 = Sγ ∩ (C⊕ 0)

são órbitas fechadas de X0 cujos os perídos como órbitas primas são

T1 = 2π
a2(0, r2

2) e T2 = 2π
a1(r2

1, 0) ,

respectivamente. Escrevemos L̄0 = K̄1 ∪ K̄2. O complementar destas órbitas, Sγ\L̄0, é
folheado pelos toros invariantes

Tt = {(x1, y1, x2, y2) ∈ Sγ | (r2
1, r

2
2) = γ(t)}, t ∈ (0, 1).

Em cada um destes toros o fluxo de X0 se restringe a um fluxo linear. Esta dinâmica
linear será racional ou irracional exatamente quando o vetor (a1(r2

1, r
2
2), a2(r2

1, r
2
2)) for

comensurável ou incomensurável, respectivamente. Por conseguinte, nos toros em que a
dinâmica é racional temos infinitas órbitas periódicas de mesmos períodos, a saber, os
números T ∈ R+ satisfazendo que

T (a1(r2
1, r

2
2), a2(r2

1, r
2
2)) ∈ 2π(Z× Z),

e nos toros em que a dinâmica é irracional temos infinitas órbitas densas. Se (p̂, q̂) ∈ Z×Z
é coprimo e t ∈ [0, 1] são tais que

(a1(γ(t)), a2(γ(t)) ∈ R+(p̂, q̂),
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então vamos dizer que o toro Tt é de tipo (p̂, q̂). Além disso, se

(y′(t1),−x′(t1)) ≺ (p̂, q̂) ≺ (1, θ) ou (1, θ) ≺ (p̂, q̂) ≺ (y′(t2),−x′(t2)),

existem exatamente dois toros de tipo (p̂, q̂). Se Tt é um toro de tipo (p̂, q̂) o período
mínimo de suas órbitads é o número Tt > 0 tal que

Tt(a1(r2
1, r

2
2), a2(r2

1, r
2
2)) = 2π(p̂, q̂).

Ademais, se
(p, q) ≺ (p̂, q̂) ≺ (1, θ) ou (1, θ) ≺ (p̂, q̂) ≺ (p,−q),

então os toros de tipo p̂, q̂ serão da forma Tt1p̂,q̂ e Tt2p̂,q̂ com t1p̂,q̂ < tp,q < t2p̂,q̂.

Vamos calcular os números de rotação das órbitas K̄1 e K̄2. Para isto começamos
observando que

Y1(z1, z2) = Y (z1, z2) + A1(z1, z2)Z(z1, z2) e Y2(z1, z2) = iY (z1, z2) + A2(z1, z2)Z(z1, z2)

formam uma base global de ξ0, onde

Y (z1, z2) = y2∂x1 + x2∂y1 − y1∂x2 − x1∂y2 ,

Z(z1, z2) = x1∂x1 + y1∂y1 + x2∂x2 + y2∂y2

e
A1 = −dH(Y )

dH(Z) e A2 = −dH(iY )
dH(Z) .

Ao longo de K̄1, temos que A1 = A2 = 0 e, portanto,

Y1(0, z2) = Y (0, z2) = y2∂x1 + x2∂y1

e
Y2(0, z2) = iY (0, z2) = −x2∂x1 + y2∂y1 .

Ademais,
Yi(φX0

t (0, z2)) = e−a2(0,r2
2)tYi, i = 1, 2.

Daí,

dφX0
t (0, z2)(Yi) = eia1(0,r2

2)tYi(0, z2)

= ei(a1(0,r2
2)+a2(0,r2

2))tYi(φX0
t (0, z2))

= cos((a1(0, r2
2) + a2(0, r2

2))t)Yi(φX0
t (0, z2))

+ sen((a1(0, r2
2) + a2(0, r2

2))t)iYi(φX0
t (0, z2)).

Portanto, se Ψ denotar a trivialização induzida por {Y1, Y2}, temos que

Ψt ◦ dφX0
t (0, z2) ◦Ψ0 = ei(a1(0,r2

2)+a2(0,r2
2))t.
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Logo, se k ∈ N, temos que

ΨT1kt ◦ dφX0
T1kt(0, z2) ◦Ψ0 = e2πik(1+1/θ)t. (5.1.2)

Pelo Lema 2.4.1, concluímos que

ρ(K̄1, λ0) = 1 + 1/θ.

Se θ ∈ R\Q, temos que

µCZ(K̄k
1 , λ0) = 2bk(1 + 1/θ)c+ 1.

De maneira análoga,
ρ(K̄2, λ0) = 1 + θ

e, se θ ∈ R\Q, temos que

µCZ(K̄k
2 , λ0) = 2bk(1 + θ)c+ 1.

Da Proposição A.3.4, concluímos que existe uma função f(θ,p,q) : S3 → (0,∞) tal
que

Ψγ : S3 → Sγ, z 7→ f(θ,p,q)(z1, z2)(z1, z2) (5.1.3)

é um difeomorfismo satisfazendo que

Ψ∗γλ0 = f(θ,p,q)λ0.

Definimos
λθ,p,q = f(θ,p,q)λ0

e denotamos
Xθ,p,q = Xλθ,p,q

Note que o fluxo de Xθ,p,q será dado por

φ
Xθ,p,q
t (z1, z2) = (eia1(s2

1,s
2
2)tz1, e

ia2(s2
1,s

2
2)tz2),

onde
si = |f(z1, z2)zi|2, i = 1, 2.

Observe que
K1 = Ψ−1

γ (K̄1) = S3 ∩ (0⊕ C)

e
K2 = Ψ−1

γ (K̄2) = S3 ∩ (C⊕ 0).

Logo, L0 = K1 ∪K2 for um enlace de Hopf padrão em S3. Se K̄p̂,q̂ é uma órbita em um
toro de tipo (p̂, q̂) em Sγ e se escrevermos

Kp̂,q̂ = Ψ−1
γ (K̄p̂,q̂),
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então Lp̂,q̂ = L0 ∪Kp̂,q̂ é um enlace do tipo (p̂, q̂). Em particular, o mesmo vale para (p, q).
Por conjugação, as propriedades dinâmicas de X0 em Sγ são herdadas por Xθ,p,q em S3.

Agora vamos obter coordenadas em Sγ\L̄0 adaptadas ao nosso problema que
simplificarão consideravelmente as contas a seguir. Considere o difeomorfismo Φ : (0, 1)×
T→ Sγ\L̄0 dado por

Φ(t, z1, z2) = (
√
x(t)z1,

√
y(t)z2)

cujo difeomorfismo inverso é dado por

Φ−1(z1, z2) = (γ−1(r2
1, r

2
2), z1/r1, z2/r2).

Se denotarmos
τ(x1, y1, x2, y2) = γ−1(r2

1, r
2
2),

temos que (τ, φ1, φ2) induzem coordenadas ao redor de qualquer ponto em Sγ\L̄0. Note
que

τ = τ(x1, y1, x2, y2) se, e somente se, γ(τ) = (r2
1, r

2
2).

Portanto, nestas coordenadas,

λ0 = 1
2(x(τ)dφ1 + y(τ)dφ2) e X0 = 2

x(τ)y′(τ)− x′(τ)y(τ)(y′(τ)∂φ1 − x′(τ)∂φ2).

Observe que para t ∈ (0, 1), temos que

Tt = {(x1, y1, x2, y2) ∈ Sγ\L̄0 | τ(x1, y1, x2, y2) = t}.

Fixado τ0 ∈ (0, 1), considere o mapa no recobrimento universal de T dado porϑ1

ϑ2

 = 1
2

x′(τ0) y′(τ0)
x(τ0) y(τ0)

φ1

φ2

 . (5.1.4)

Temos também queφ1

φ2

 = 2
x(τ0)y′(τ0)− x′(τ0)y(τ0)

−y(τ0) y′(τ0)
x(τ0) −x′(τ0)

ϑ1

ϑ2

 (5.1.5)

= 2
x(τ0)y′(τ0)− x′(τ0)y(τ0)

−y(τ0)
x(τ0)

ϑ1 + 2
x(τ0)y′(τ0)− x′(τ0)y(τ0)

 y′(τ0)
−x′(τ0)

ϑ2.

Vamos considerar as coordenadas (τ, ϑ1, ϑ2) ao redor de pontos de Tτ0 . Nestas coordenadas

λ0 = ∆1(τ)dϑ1 + ∆2(τ)dϑ2 e X0 = 1
∆(τ)(−∆′2(τ)∂ϑ1 + ∆′1(τ)∂ϑ2), (5.1.6)

onde

∆1(τ) = y(τ0)x(τ)− x(τ0)y(τ)
x′(τ0)y(τ0)− x(τ0)y′(τ0) ,

∆2(τ) = x′(τ0)y(τ)− y′(τ0)x(τ)
x′(τ0)y(τ0)− x(τ0)y′(τ0)
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e ∆ = ∆′1∆2 −∆1∆′2. Note que∆′1(τ0) ∆1(τ0)
∆′2(τ0) ∆2(τ0)

 =
1 0

0 1

 . (5.1.7)

Em particular,
X0|Tτ0 = ∂ϑ2 .

O fluxo de X0 nestas coordenadas é dado por

φX0
t (τ, ϑ1, ϑ2) =

(
τ, ϑ1 −

∆′2(τ)
∆(τ) t, ϑ2 + ∆′1(τ)

∆(τ) t
)
. (5.1.8)

Quando τ = τ0, segue da equação (5.1.7) que

φX0
t (τ0, ϑ1, ϑ2) = (τ0, ϑ1, ϑ2 + t). (5.1.9)

Concluímos deste fato que os levantamentos da órbita de X0 que passam por (φ1, φ2) ∈ Tτ0

no levantamento universal são da forma

Rk1,k2 =
{

2
x(τ0)y′(τ0)− x′(τ0)y(τ0)

 y′(τ0)
−x′(τ0)

ϑ2+
φ1 + 2k1π

φ2 + 2k2π

 ∈ R2
∣∣∣∣∣ ϑ2 ∈ R

}
, k1, k2 ∈ Z.

Suponha agora que Tτ0 é um toro da forma p̂, q̂ e Tτ0 é o período mínimo das
órbitas de Reeb em Tτ0 . Considere o mapa

ζ(ϑ1) = 2
x(τ0)y′(τ0)− x′(τ0)y(τ0)

−y(τ0)
x(τ0)

ϑ1 +
φ1 + 2k1π

φ2 + 2k2π

 .
Note que ζ(0) ∈ R0,0 e ζ(ϑ1) ∈ Rk1,k2 exatamente quando

ϑ1 = π2(x(τ0)y′(τ0)− x′(τ0)y(τ0))
Tτ0

(k2p̂− k1q̂).

Vamos escrever
L = L(τ0) = π2(x(τ0)y′(τ0)− x′(τ0)y(τ0))

Tτ0

. (5.1.10)

Como (p̂, q̂) é coprimo, vemos que os levantamentos da órbita de X0 que passam por
(φ1, φ2) ∈ Tτ0 no levantamento universal são da forma

{(ϑ1, ϑ2) ∈ R2 | ϑ1 = kL+ ϑ1(φ1, φ2)}, k ∈ Z.

Logo, a equação (5.1.5) induz um difeomorfismo R/LZ× R/TZ→ Tτ0 . Nas coordenadas
(τ, ϑ1, ϑ2) as órbitas de Reeb fechadas em Tτ0 são exatamente os conjuntos da forma

{(τ0, ϑ1, ϑ2) | ϑ1 = c}, c ∈ [0, L)

Definição 5.1.2. Seja λ uma forma de contato em uma variedade M . Vamos denotar por
NT a união de órbitas de Reeb fechadas de Λ de ação T . Dizemos que λ é Morse-Bott se
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(1) o espectro de ação de λ é discreto;

(2) dado uma ação T , o conjunto de órbitas fechadas que tem ação T é uma subvariedade
mergulhada NT de M ;

(3) o posto de dλ|TNT é localmente constante ao longo de NT ;

(4) ker(dφXλT (p)− 1) = TpNT , para todo p ∈ NT .

Teorema 5.1.4. Se θ ∈ R\Q, então λ = fθ,p,qλ0 é uma forma de contato Morse-Bott em
S3.

Demonstração. Continuaremos trabalhando na hiperfície (Sγ, λ0) definida acima. Utiliza-
remos as notações definidas no Teorema 5.1.1. Continuamos denotando por T1 e T2 os
períodos primos das órbitas K̄1 e K̄2. Vamos denotar o espectro de ação de λ0 por σ(λ0).

Pela propriedade (6) do Teorema 5.1.1 e pela hipótese de que θ ∈ R\Q, não existem
órbitas periódicas de X0 no conjunto

{(x1, y1, x2, y2) ∈ Sγ | (r2
1, r

2
2) ∈ γ((0, t−] ∪ [t+, 1))}.

Considere o campo de vetores v : [t−, t+]→ R2 dada por v(t) = (a1(γ(t)), a2(γ(t))). Seja

M = max{‖v(t)‖ | t ∈ [t−, t+]}.

Fixe S > 0. Temos que

σ(λ0) ∩ [0, S] = {0 < T ≤ S | Tv(t) ∈ 2πZ× 2πZ}

∪ {kT1 | k ∈ N ∪ [0, S/T1]} ∪ {kT2 | k ∈ N ∩ [0, S/T2]}.

O segundo e terceiro conjunto do lado direito são claramente finitos. O primeiro conjunto
também é finito, pois sua cardinalidade é menor do que a do conjunto

{(a, b) ∈ 2πZ× 2πZ | a2 + b2 ≤ (SM)2},

que é finito. Como S > 0 é arbitrário, provamos que σ(λ0) é um conjunto discreto. Isto
mostra a propriedade (1) da Definição 5.1.2.

Agora fixe T ∈ σ(λ0). O conjunto NT é a união (possivelmente vazia) de compo-
nentes de K̄1 ∪ K̄2 com toros Tt para os quais

T (a1(γ(t)), a2(γ(t))) ∈ 2πZ× 2πZ.

Para este t vale que

T (a1(γ(t)), a2(γ(t))) ∈ {(a, b) ∈ 2πZ× 2πZ | a2 + b2 ≤ (SM)2}.
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Além disso, pela propriedade (9) do Teorema 5.1.1, a cada elemento de

{(a, b) ∈ 2πZ× 2πZ | a2 + b2 ≤ (SM)2}

corresponde no máximo dois toros da forma Tt. Daí, o número de toros que entram na
união acima é finita e, portanto, NT é uma subvariedade mergulhada de Sγ. Observe que
se T ∈ σ(λ0) e k ∈ N, então NT é uma união de componentes de NkT . Isto mostra a
propriedade (2) da Definição 5.1.2.

Como K̄1 e K̄2 são órbitas de X0 é imediato que dλ0|TL̄i = 0, i = 1, 2. Em um
toro da forma Tt também temos que dλ0|TTt = 0, pois, em coordenadas polares,

dλ0 = r1dr1 ∧ dφ1 + r2dr2 ∧ dφ2

ao passo que em Tt, (r2
1, r

2
2) = γ(t) e, portanto, dri|TTt = 0, i = 1, 2. Isto mostra a

propriedade (3) da Definição 5.1.2.

Seja p ∈ K̄i, i = 1, 2 e tome T = kTi com k ∈ N. Pela equação (5.1.2), dφX0
T (p)|ξ se

representa como e2πik(1+θi) na trivialização induzida por {Y1, Y2}, onde θ1 = 1/θ e θ2 = θ.
Como estamos assumindo que θ ∈ R\Q, segue que

ker(dφX0
T (p)− 1)|ξp = {0}.

Por outro lado
dφX0

T (p) ·X0 = X0(φXT (p)).

Daí, obtemos que
ker(dφX0

T (p)− 1) = TpL̄i, i = 1, 2.

Sejam agora Tτ0 ⊂ NT e p ∈ Tτ0 . Vamos trabalhar nas coordenadas (τ, ϑ1, ϑ2) definidas
em (5.1.4). Seja

V = A∂τ +B1∂ϑ1 +B2∂ϑ2 .

Usando (5.1.7) e (5.1.8), temos que

dφX0
T (p)V = A∂τ + (B1 − AT∆′′2(τ0))∂ϑ1 +B2∂ϑ2 .

Por outro lado,

∆′′2(τ0) = x′(τ0)y′′(τ0)− y′(τ0)x′′(τ0)
(x′(τ0)y(τ0)− x(τ0)y′(τ0)) .

Pela condição (8) do Teorema 5.1.1, temos que τ0 ∈ (t−, t+)\{t1, t2}. Pela condição (5) do
Teorema 5.1.1, temos que

∆′′2(τ0) 6= 0.

Logo,
dφX0

T (p)V = V ⇐⇒ A = 0.
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Desta condição obtemos que

ker(dφX0
T (p)− 1) = TpTτ0 .

Isto mostra a condição (4) da Definição 5.1.2 e conclui o teorema.

Observação 5.1.1. Note que nenhuma órbita fechada de Reeb da forma de contato λ =
fθ,p,qλ0 em S3\L0 é contrátil em S3\L0. De fato, se K denota uma destas órbitas, então K
é um k-recobrimento de uma órbita fechada prima em um toro de tipo p̂, q̂, onde k ∈ N.
Logo, pelas equações (B.2.4) e (B.2.5) temos

link(K,K1) = kp̂ e link(K,K2) = kq̂.

e, por hipótese, pelo menos um destes números é diferente de zero.

5.2 Perturbação dos modelos
Continuamos com θ > 0, (p, q) ∈ Z× Z coprimo com p + qθ > 0 fixados. Vamos

assumir que θ ∈ R\Q e vamos tomar tp,q como no Teorema 5.1.1 (g). Fixe ainda (p̂, q̂) ∈
Z× Z coprimo tal que

(p, q) ≺ (p̂, q̂) ≺ (1, θ) ou (1, θ) ≺ (p̂, q̂) ≺ (p,−q).

Como vimos acima, os toros de tipo p̂, q̂ serão da forma Tt1p̂,q̂ e Tt2p̂,q̂ com t1p̂,q̂ < tp,q < t2p̂,q̂.
Vamos denotar por T ip̂,q̂ o período mínimos das órbitas do toro Ttip̂,q̂ , i = 1, 2.

Teorema 5.2.1. Fixe S > max{Tt1p̂,q̂ , Tt2p̂,q̂} e δ > 0. Existe uma função fS : S3 → R tal
que:

(a) fS é igual a fθ,p,q em uma vizinhança de L0 = K1 ∪K2, onde

ρ(K1, fSλ0) = 1 + 1
θ

e ρ(K2, fSλ0) = 1 + θ;

(b) Existem uma órbita de Reeb fechadas de fSλ0, Kp,q, disjunta de L0, tal que Lp,q =
L0 ∪Kp,q forma um enlace de tipo (p, q).

(c) fSλ0 não possui órbitas de Reeb fechadas com ação menor do que S que são contráteis
em S3\L0;

(d) fSλ0 não possui órbitas de Reeb fechadas com ação menor do que S que são não-
degeneradas;

(e) P(p, q, p̂, q̂, S, fSλ0) possui exatamente quatro elementos. Estes elementos podem
ser organizados em pares {P i

min, P
i
max} contendo uma órbita elíptica e uma órbita
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positivamente hiperbólica, cujos períodos estão no intervalo (T ip̂,q̂ − δ, T ip̂,q̂ + δ) e tais
que

µCZ(P i
max, fS,ελ0)− µCZ(P i

min, fS,ελ0) = 1,

i = 1, 2. Além disso, órbitas em pares distintos estão em classes de homotopias
diferentes em S3\Lp,q.

(f) fS pode ser escolhida arbitrariamente próxima de fθ,p,q na topologica C∞.

Demonstração. Novamente trabalharemos em (Sγ, λ0). Lembramos que ⋃T≤S NT é formado
por uma coleção finita de toros, digamos Tτ1 , . . . ,TτN , e por L̄0. Fixe um toro Tτ∗ com
τ ∗ ∈ {τ1, . . . , τN}. Tome uma vizinhança O de Tτ∗ tal que

Ō ∩
⋃
T≤S

NT = Tτ∗ . (5.2.1)

Utilizaremos as coordenadas definidas em (5.1.4) adaptadas ao toro Tτ∗ . Supomos que O
foi escolhido de forma que estas coordenadas estejam definidas em O. Existe um intervalo
aberto I centrado em τ ∗ tal que

τ−1(I) ⊂ O.

Tomando I menor, se necessário, podemos supor que

∆′′2(τ) 6= 0 (5.2.2)

para todo τ ∈ I. Defina Oτ∗ = τ−1(I). Seja β : I → [0, 1] uma função com suporte
compacto satisfazendo que β ≡ 1 em uma vizinhança de τ ∗. Defina a função gτ∗ : Sγ → R
satisfazendo que gτ∗ ≡ 0 em Sγ\Oτ∗ e

gτ∗(τ, ϑ1, ϑ2) = β(τ) cos
(

2πϑ1

L

)
, (5.2.3)

onde L = L(τ ∗) é definido em (5.1.10). Defina,

g =
N∑
i=1

gτi . (5.2.4)

Dado ε > 0 definimos
fε = 1 + εg.

Note que fε ≡ 1 no complementar de ⋃Ni=1Oτi . Se ε0 > 0 é pequeno o suficiente, fε estará
suficientemente próximo 1 na topologia C∞ para todo 0 < ε < ε0. Em particular, fε não
se anula e λε = fελ0 é uma forma de contato em Sγ que é igual a λ0 no complementar
de ⋃Ni=1Oτi . Vamos denotar por Xε o campo de Reeb de λε. Pela construção de Oτi a
dinâmica de Xε é idêntica a dinâmica de X0 em Sγ\

⋃N
i=1Oτi . Vamos estudar a dinâmica

de Xε nas vizinhanças Oτi , i = 1, . . . , N . Fixe τ ∗ ∈ {τ1, . . . , τN}.
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Em Oτ∗ , temos que

fε = 1 + εβ(τ) cos
(

2πϑ1

L

)
.

Nesta vizinhança, podemos escrever Xε = Xτ
ε ∂τ +Xϑ1

ε ∂ϑ1 +Xϑ2
ε ∂ϑ2 , onde

Xτ
ε = (∂ϑ1fε)∆2

f 2
ε∆ , Xϑ1

ε = −∂τ (fε∆2)
f 2
ε∆ e Xϑ2

ε = ∂τ (fε∆1)
f 2
ε∆ . (5.2.5)

Como Xε não depende de ϑ2, as órbitas periódicas de Xε se projetam em órbitas periódicas
e pontos singulares do campo de vetores Zε = Zτ

ε ∂τ +Zϑ1
ε ∂ϑ1 no anel A = I ×R/LZ, onde

Zτ
ε (τ, ϑ1) = (∂ϑ1fε(τ, ϑ1))∆2(τ)

fε(τ, ϑ1)2∆(τ) = −2πεβ(τ)∆2(τ)
fε(τ, ϑ1)2∆(τ) sen

(
2πϑ1

L

)
e

Zϑ1
ε (τ, ϑ1) = −∂τ (fε(τ, ϑ1)∆2(τ))

fε(τ, ϑ1)2∆(τ) = − 1
fε(τ, ϑ1)2∆(τ)

[
∆′2(τ) + ε

d

dτ
(β(τ)∆2(τ)) cos

(
2πϑ1

L

)]

Pela condição (5.2.2), temos que ∆′2(τ) = 0 em I se, e somente se, τ = τ ∗. Considere o
intervalo I0 ⊂ I centrado em τ ∗ no qual β ≡ 1. Defina

m = inf{|∆2(τ)| | τ ∈ I\I0} = min{|∆2(τ)| | τ ∈ I\I0} > 0,

M = sup
{
d

dτ
(β(τ)∆2(τ)) | τ ∈ I\I0

}
= max

{
d

dτ
(β(τ)∆2(τ)) | τ ∈ I\I0

}
<∞

e
ετ∗ = min{m/M, ε0, 1}.

Tome 0 < ε < ετ∗ . Se τ ∈ I0\{τ ∗}, temos que∣∣∣∣∣∆′2(τ) + ε
d

dτ
(β(τ)∆2(τ)) cos

(
2πϑ1

L

)∣∣∣∣∣ ≥ |∆′2(τ)|(1− ε) > 0.

Se τ ∈ I\I0, temos que∣∣∣∣∣∆′2(τ) + ε
d

dτ
(β(τ)∆2(τ)) cos

(
2πϑ1

L

)∣∣∣∣∣ > |∆′2(τ)| −m > 0.

Se τ = τ ∗, temos que pela equação (5.1.7) que

Zτ
ε (τ ∗, ϑ1) = 2πε

fε(τ ∗, ϑ1)2 sen
(

2πϑ1

L

)
e Zϑ1

ε (τ ∗, ϑ1) = 0.

Logo, se 0 < ε < ετ∗ , temos que

Zε = 0 ⇐⇒ (τ, ϑ1) = (τ ∗, 0) ou (τ ∗, L/2).

Vamos escrever pmax = (τ ∗, 0) e pmin = (τ ∗, L/2). Logo, os pontos pmax e pmin estão
associadas às órbitas fechadas primas de Xε

Pmax = P τ∗

max = (xmax, Tmax) e Pmin = P τ∗

min = (xmin, Tmin),



80 Capítulo 5. Modelos Morse-Bott

respectivamente, onde

Tmax = (1 + ε)Tτ∗ e Tmin = (1− ε)Tτ∗ ,

xmax(t) = (τ ∗, 0, (1 + ε)−1t) e xmin(t) = (τ ∗, L/2, (1− ε)−1t).

Observe que Pmax e Pmin são órbitas de X0 reparametrizadas no toro Tτ∗ . Pela análise
que fizemos acima e por (5.2.1) estas são as únicas órbitas de X0 com ação menor do que
ou igual a S que sobrevivem como órbitas de Xε em Ō. Tomando ετ∗ > 0 menor ainda, se
necessário, podemos supor que

Tmax, Tmin ∈ (Tτ∗ − δ, Tτ∗ + δ).

Observamos agora que

dZε(τ ∗, 0) =


0 − (2π)2ε

(1 + ε)L
−∆′′(τ ∗)

1 + ε
0


e

dZε(τ ∗, L/2) =


0 (2π)2ε

(1− ε)L
−∆′′(τ ∗)

1− ε 0


A equação característica de dZε(τ ∗, 0) e dZε(τ ∗, L/2) são, respectivamente,

t2 − (2π)2∆′′(τ ∗)
(1 + ε)2L

ε e t2 + (2π)2∆′′(τ ∗)
(1− ε)2L

ε.

Assim, σ(dZε(τ ∗, 0)) = {νmax(ε),−νmax(ε)} e σ(dZε(τ ∗, L/2)) = {νmin(ε),−νmin(ε)}, onde

νmax(ε) = 2π
1 + ε

√
∆′′(τ ∗)ε

L
e νmin(ε) = 2π

1− ε

√
−∆′′(τ ∗)ε

L

Como ker(λε)(τ∗,ϑ1,ϑ2) é gerado por {∂τ , ∂ϑ1}, temos que se p ∈ {pmax, pmin} e ϕp(t) =
dφXεt (p, 0)|ξ0 satisfaz que

ϕ̇p(t) = dZ(p)ϕp(t), ϕp(0) = 1.

Logo,
ϕp(t) = edZ(p)t. (5.2.6)

A equação (5.2.6) mostra que os multiplicadores de Floquet transversais de Pmax são
{eν̃max(ε), e−ν̃max(ε)} e os multiplicadores de Floquet transversais de Pmin são {eν̃min(ε), e−ν̃min(ε)},
onde

ν̃max(ε) = 2Tτ∗π
√

∆′′(τ ∗)ε
L

e ν̃min(ε) = 2Tτ∗π
√
−∆′′(τ ∗)ε

L
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Daí, concluímos que podemos escolher ετ∗ > 0 tal que P k
max e P k

min são órbitas não-
degeneradas de Xε para todo k ≥ 1 satisfazendo que

k(1− δ)Tτ∗ ≤ S,

sempre que 0 < ε < ετ∗ . Obtemos destas fórmulas também que se ∆′′(τ ∗) > 0, então
Pmax é órbita positivamente hiperbólica e que Pmin é órbita elíptica. Neste caso, obtemos
também que pmax é singularidade hiperbólica de Z e pmin é singularidade elíptica de Z.
Analogamente, se ∆′′(τ ∗) < 0, então Pmax é órbita elíptica, Pmin é órbita positivamente
hiperbólica, pmax é singularidade elíptica e pmin é singularidade hiperbólica. Da Observação
5.1.1, obtemos que Pmax e Pmin não são contráteis em Sγ\L̄0.

Vamos calcular os índices de Conley-Zehnder de Pmax e Pmin. Começamos obser-
vando que

{∂τ , (∆2(τ)∂ϑ1 −∆1(τ)∂ϑ2)fε(τ, ϑ1)−1}

formam uma base de ξ0 em Oτ∗ . Vamos denotar por β a classe de equivalência desta base.
Quando τ = τ ∗, temos que

∆2(τ ∗)∂ϑ1 −∆1(τ ∗)∂ϑ2 = ∂ϑ1 .

Começaremos supondo que ∆′′(τ ∗) > 0. Neste caso, dZ(pmax) possui um autovetor v. Da
equação (5.2.6) vemos que

dφXεTmaxt(pmax, 0)v = eνmax(ε)Tmaxtv,

donde concluímos que
µCZ(Pmax, λε, β) = 0.

Da equação (5.2.6) com p = pmin, obtemos que

ϕpmin(t) =
 cos(ω(ε)t) ω(ε)−1 sen(ω(ε)t)
−ω(ε) sen(ω(ε)t) cos(ω(ε)t)

 ,
onde

ω(ε) = 2π
1− ε

√
∆′′(τ ∗)ε

L
> 0.

Se
v = (cos(2πs), ω(ε) sen(2πs)),

temos que

dφXεTmint(pmin, 0)v = ϕpmin(t)v = (cos(2πs− ω(ε)t), ω(ε) sen(2πs− ω(ε)t)).

Concluímos que o intervalo de rotação de ϕpmin satisfaz que

I(ϕpmin) = {−(1− ε)T τ∗ω(ε)}.
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Como ω(ε)→ 0 quando ε→ 0, podemos escolher ετ∗ > 0 pequeno o suficiente tal que

µCZ(Pmin, λε, β) = −1.

Neste caso, note que

µCZ(Pmax, λε)− µCZ(Pmin, λε) = µCZ(Pmax, λε, β)− µCZ(Pmin, λε, β) = 1.

Analogamente, se ∆′′(τ ∗) < 0 mostra-se que, para uma escolha de ετ∗ > 0 pequeno o
suficiente,

µCZ(Pmax, λε, β) = 1 e µCZ(Pmin, λε, β) = 0

donde segue que
µCZ(Pmax, λε)− µCZ(Pmin, λε) = 1.

Afirmamos que existe ετ∗ > 0 tal que se 0 < ε < ετ∗ , então não existem órbitas de
Xε em O com ação menor do que S que não sejam recobrimentos de Pmax e Pmin. Suponha,
por contradição, que tal ετ∗ não existe. Portanto, podemos encontrar uma sequência de
números positivos {εn} satisfazendo que εn → 0 quando n → ∞ e tal que para todo n
exista uma órbita Pn = (xn, Tn) de Xεn em O com Tn ≤ S que não é um recobrimento
de Pmax e Pmin. Como Xεn → X0 quando n → ∞ na topologia C∞, uma aplicação do
Teorema de Arzelà-Ascoli nos garante que, a menos de tomar uma subsequência, xn
converge na topologia C∞ a uma trajetória fechada x de X0 com período T ≤ S em Ō.
Porém, as únicas trajetórias fechadas de X0 com período menor do que S em Ō são da
forma

t 7→ (τ ∗, ϑ1, ϑ2 + t).

Vamos denotar por zn a projeção de xn no anel A. Temos que zn é uma trajetória de
Zεn fechada com período mínimo 0 < T ′n ≤ Tn ≤ S convergindo para a função constante
z(t) ≡ p∗ = (τ ∗, ϑ1) ∈ A. Afirmarmos que p∗ = pmin se ∆′′2(τ ∗) > 0 e p∗ = pmax se
∆′′2(τ ∗) < 0. Caso contrário, tomando-se n grande o suficiente, obteríamos que zn([0, T ′n])
é um círculo mergulhado em um disco aberto contendo p∗ e, pelo Teorema de Jordan-
Schoënflies, limita um disco que por hipótese ou não contém nenhuma singularidade
do campo Z ou contém somente uma singularidade hiperbólica, contradizendo que a
característica de Euler de um disco é 1 (veja seção 5.2 de [13]; note que Z não é tangente
ao bordo do disco limitado por zn([0, T ′n]) em nenhum ponto). Isto mostra a afirmação e
como subproduto mostra ainda que para n grande o suficiente, zn([0, T ′n]) é um círculo
limitando um disco em A que contém p∗ no seu interior. Tomando coordenadas ao redor de
p∗, podemos supor que para n grande o suficiente zn : [0, T ′n]→ C parametriza uma curva
simples homeomorfa a um círculo e contendo p∗ = 0 ∈ C no seu interior. Pela fórmula
integral de Cauchy ∣∣∣∣∣

∫ T ′n

0

żn(t)
zn(t)dt

∣∣∣∣∣ = 2π.



5.2. Perturbação dos modelos 83

Fixe η > 0 arbitrário. Como Zεn converge na topologia C∞, existe r > 0 tal que se |z| < r,
então

|dZεn(z)− dZεn(p∗)| ≤ η,

para todo n. Daí, concluímos que se n é grande o suficiente, então

|żn(t)| = |Zεn(zn(t))| ≤ (η + |dZε(p∗)|)|zn(t)| ≤ (η + ν(εn))|zn(t)|,

onde
ν(εn) = νmin(εn) ou ν(εn) = νmax(εn),

dependendo se ∆′′2(τ ∗) > 0 ou se ∆′′2(τ ∗) < 0. Daí,

2π ≤
∫ T ′n

0
(η + ν(εn))dt = (η + ν(εn))T ′n =⇒ T ′n ≥

2π
η + ν(εn)

n→∞−−−→ 2π
η
.

Como η > 0 é arbitrário, isto contradiz a hipótese de que T ′n ≤ S para todo n. Esta
contradição mostra que as únicas órbitas com período menor ou igual a S em Oτ∗ são
iteradas de Pmax e Pmin.

Para cade 0 < ε < min{ετ1 , . . . , ετn} consideramos a forma de contato λε = fελ0

em Sγ. Tomamos
fS = (fε ◦Ψγ)fθ,p,q,

onde Ψγ está definida em (5.1.3). Note que

Ψ∗γ(fελ0) = fSλ0.

Do que foi mostrado acima, claramente fSλ0 satisfaz (a), (c), (d) e (f). Se S < Ttp,q , o
item (b) segue tomando-se como Kp,q qualquer uma das órbitas no toro Ttp,q , se S > Ttp,q ,
o teorema segue tomandos-se

Kp,q = Ψ−1
γ (O(P tp,q

max)).

Usando t1p̂,q̂, t2p̂,q̂ ∈ {τ1, . . . , τN}, podemos tomar

P i
max = Ψ−γ 1(P tip̂,q̂

max) e P i
min = Ψ−γ 1(P tip̂,q̂

min).

Como t1p̂,q̂ < tp,q < t2p̂,q̂, segue das relações (B.2.6) e (B.2.7) que

lk(Kp,q, P
1) = pq̂ e lk(Kp,q, P

2) = p̂q,

onde P i ∈ {P i
max, P

i
min}, i = 1, 2. Mas pq̂ 6= p̂q, pois

(p, q) ≺ (p̂, q̂) ≺ (1, θ) ou (1, θ) ≺ (p̂, q̂) ≺ (p, q).

Isto prova (e).
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Figura 5.2.1 – Dinâmica em um toro invariante antes e depois da perturbação.

Observação 5.2.1. Aplicando a Proposição 1.3.4, podemos supor que o enlace Lp,q encon-
trado acima é um enlace de de tipo (p, q) padrão e que fS,ε ∈ Fp,q.

Observação 5.2.2. Pela construção da superfície Sγ, temos que ∆′′2(t1p̂, q̂)∆′′2(t1p̂, q̂) < 0.
Logo, se i, j ∈ {1, 2}, i 6= j e P i

max é positivamente hiperbólica e P i
min é elíptica, então

P j
max é elíptica e P j

min é positivamente hiperbólica.

5.3 Cálculo da homologia nos modelos
Continuamos com as mesmas convenções da seção anterior e usaremos livremente

a notação da seção 4.1. Nas condições do Teorema 5.2.1, vemos que λS = fSλ0 satisfaz
as condições (a), (b) e (c) da seção 4.1 para a definição da homologia com T = S. Nosso
objetivo nesta seção é mostrar o seguinte teorema

Teorema 5.3.1. Existe JS ∈ J+(ξ0) tal que ĴS ∈ Jreg(fSλ0) (veja Teorema 4.1.1) e
H∗(p, q, p̂, q̂, S, λS, JS) 6= 0.

Do Teorema 5.2.1, tomando-se δ > 0 pequeno o suficiente, temos que P(p, q, p̂, q̂, S, λS) =
{P 1

max, P
1
min, P

2
max, P

2
min}, onde cada par {P i

max, P
i
min} contém uma órbita positivamente

hiperbólica e um órbita elíptica. Se P i ∈ {P i
max, P

i
min}, i = 1, 2, como P 1 e P 2 estão em

classes de homotopia distintas de S3\Lp,q, então para qualquer escolha de J ∈ J+(ξ0)
temos que

M S
Ĵ

(P i, P j) = ∅

sempre que i 6= j. Além disso,

µCZ(P i
max, λS)− µCZ(P i

min, λS) = 1, i = 1, 2.
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Portanto, basta estudarmos os espaços

M S
Ĵ

(P i
max, P

i
min), i = 1, 2.

Vamos fixar i = 1, 2 e escrever Pmax = P i
max e Pmin = P i

min para simplificar a
notação. Existe uma vizinhança O ∼= I × R/LZ× R/TZ, com coordenadas (τ, ϑ1, ϑ2), de
{P i

max, P
i
min}, onde I é um intervalo aberto, L > 0 e T > 0, tais que

fS(ϑ1) = 1 + ε cos
(

2πϑ1

L

)
,

onde ε > 0,
(λS)(τ,ϑ1,ϑ2) = fS(ϑ1)(∆1(τ)dϑ1 + ∆2(τ)dϑ2)

e o campo de Reeb de λS se escreve como

XλS = Xτ∂τ +Xϑ1∂ϑ1 +Xϑ2∂ϑ2 ,

onde
Xτ (τ, ϑ1) = d

dϑ1

(
− 1
fS(ϑ1)

)
∆2(τ)
∆(τ) ,

Xϑ1(τ, ϑ1) = − 1
fS(ϑ1)

∆′2(τ)
∆(τ)

e
Xϑ2(τ, ϑ1) = 1

fS(ϑ1)
∆′1(τ)
∆(τ) ;

veja (5.2.3), (5.2.4) e (5.2.5). Aqui usamos que a vizinhança Oi pode ser escolhida de
forma que β ≡ 1. Nestas coordenadas, temos que

Pmax = (xmax, Tmax) e Pmin = (xmin, Tmin),

onde Tmax = (1 + ε)T , Tmin = (1− ε)T ,

xmax(t) = (τ ∗, ϑ1, (1 + ε)−1t) e xmin(t) = (τ ∗, ϑ1, (1− ε)−1t).

Em O, temos a base de ξ0 dada por {e1, e2}, onde

e1 = ∂τ e e2 = 1
fS

(∆2∂ϑ1 −∆1∂ϑ2).

Tomamos JS ∈J+(ξ0) satisfazendo que

JSe1 = e2,

em O. Estendemos JS a uma estrutura quase-complexa J̃S em R × S3 R-invariante da
maneira usual definindo

J̃S∂a = XλS e J̃S|ξ0 = JS,
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onde denotamos por a a coordenada em R e pensamos ξ0 como um subfibrado R-invariante
de R× S3.

Denotaremos por M o espaço de classes de equivalência de soluções do problema

ũ = (a, u) : R× R/Z→ R× S3

∂̄J̃S(ũ) = 0

0 < E(ũ) <∞

ũ é positivamente assintótica a Pmax em ∞

ũ é negativamente assintótica a Pmin em 0,

onde consideramos as soluções ũ = (a, u) e ṽ = (b, v) equivalentes se existem c0, s0, t0 ∈ R
tais que

b(s, t) = a(s+ s0, t+ t0) + c0 e v(s, t) = u(s+ s0, t+ t0).

Observação 5.3.1. O mapa ΨλS da seção A.5 induz uma identificação do espaço M com o
espaço M S

ĴS
(P i, P j)/R.

Lema 5.3.2. Existem [ũ1], [ũ2] ∈M , [ũ1] 6= [ũ2] tais que:

(a) ũi e ui são mergulhos, i = 1, 2;

(b) ui(R× R/Z) ∩ Pmax = ∅ e ui(R× R/Z) ∩ Pmin = ∅, i = 1, 2;

(c) u1(R× R/Z) ∩ u2(R× R/Z) = ∅.

Demonstração. Dado c ∈ R/LZ, seja ϑ1 : R→ R/LZ a solução de

ϑ̇1 =
(
− T
fS

)′
◦ ϑ1, ϑ1(0) = c.

Definimos ũ : R× R/Z→ R× S3 dada por

ũ(s, t) = (a(s), τ ∗, ϑ1(s), T t),

onde
a(s) = T

∫ s

0
fS(ϑ1(r))dr.

Note que a função −T/fS é uma função de Morse em R/LZ com somente dois pontos
críticos, a saber, 0 e L/2. Além disso, se c ∈ (0, L/2), temos que(

− T
fS

)′
(c) = − T

fS(c)2 sen
(2πc
L

)
< 0

e se c ∈ (L/2, L), temos que(
− T
fS

)′
(c) = − T

fS(c)2 sen
(2πc
L

)
> 0.
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Logo, se c ∈ (0, L/2), então ϑ̇1(s) < 0 para todo s ∈ R e

ϑ1(s) s→∞−−−→ 0 e ϑ1(s) s→−∞−−−−→ L/2.

Se c ∈ (L/2, L), então ϑ̇1(s) > 0 para todo s ∈ R e

ϑ1(s) s→∞−−−→ L e ϑ1(s) s→−∞−−−−→ L/2.

Supomos de agora em diante que c 6= 0, L/2. Em particular, ũ não é constante. Vamos
mostrar então que ũ é um cilindro J̃S-holomorfo.

Notamos que

∂ϑ1 = fS∆1XλS − fS∆1X
τe1 + f 2

SX
ϑ2e2

∂ϑ2 = fS∆2XλS − fS∆2X
τe1 − f 2

SX
ϑ1e2.

Daí,

J̃S =


0 0 −fS∆1 −fS∆2

Xτ 0 −f 2
SX

ϑ2 f 2
SX

ϑ1

Xϑ1 ∆2
fS

−Xτ∆1∆2 −Xτ∆2
2

Xϑ2 −∆1
fS

Xτ∆2
1 Xτ∆1∆2


e

J̃S(ũ(s, t)) =


0 0 0 −fS(ϑ1(s))

T−1ϑ̇1(s) 0 −fS(ϑ1(s)) 0
0 1

fS(ϑ1(s)) 0 −T−1ϑ̇1(s)
1

fS(ϑ1(s)) 0 0 0


Por outro lado,

∂sũ(s, t) =


TfS(ϑ1(s))

0
ϑ̇1(s)

0


e

∂tũ(s, t) =


0
0
0
T

 .

Concluímos que

J̃S(ũ(s, t))∂tũ(s, t) =


−TfS(ϑ1(s))

0
−ϑ̇1(s)

0

 = −∂sũ(s, t).
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Vamos calcular E(ũ). Dado φ ∈ Λ (veja seção 3.2), temos que

(ũ)∗d(λS)φ = d[(ũ)∗(λS)φ]

= d[φ(a(s))(u)∗λS]

= Td[φ(a(s))fS(ϑ1(s))dt]

= T (φ(a(s))fS(ϑ1(s)))′ds ∧ dt

e, portanto,∫
R×R/Z

(ũ)∗d(λS)φ =
∫ ∞
−∞

∫ 1

0
T (φ(a(s))fS(ϑ1(s)))′dsdt

= T
∫ ∞
−∞

(φ(a(s))fS(ϑ1(s)))′ds

= T lim
R→∞

[φ(a(R))fS(ϑ1(R))− φ(a(−R))fS(ϑ1(−R))]

≤ T (1 + ε).

Tomando, c = L/4 e c = 3L/4, respectivamente, definimos elementos ũ1 e ũ2. Pelo que
vimos acima [ũ1], [ũ2] ∈M .

Do fato que ϑ̇1(s) 6= 0 para todo s ∈ R, segue que ui é uma imersão injetiva,
i = 1, 2. Isto também mostra que

ϑ1(s) /∈ {0, L/2}

para todo s ∈ R e, por conseguinte, mostra que ui(R×R/Z) ∩ Pmax = ∅ e ui(R×R/Z) ∩
Pmin = ∅, i = 1, 2. Que u1(R× R/Z) ∩ u2(R× R/Z) = ∅ segue do fato que a função ϑ1 é
tomada como parametrizações de órbitas distintas de um mesmo campo de vetores nos
caso i = 1 e i = 2. Isto também mostra que [ũ1] 6= [ũ2]. Suponha que {(sn, tn)} é uma
sequência em R× R/Z satisfazendo que

lim
n→∞

ui(sn, tn) = (τ ∗, ϑ1(s0), T t0) ∈ ui(R× R/Z).

É imediato que tn → t0 quando n → ∞. Suponha que sn 6→ s0 quando n → ∞. Então
existe δ > 0 tal que, tomando uma subsequência se necessário, podemos supor que
sn > s0 + δ ou sn < s0 − δ para todo n. Mas isto implicaria a existência de η > 0 tal que

ϑ1(sn) > ϑ1(s0) + η ou ϑ1(sn) < ϑ1(s0)− η,

para todo n. Esta contradição, mostra que sn → s0 quando n→∞ e, portanto, que ui é
um mergulho para i = 1, 2. A fortiori, ũi também é um mergulho para i = 1, 2.

Lema 5.3.3. Dado [ũ] ∈M , onde ũ = (a, u), existe um difeomorfismo ψ : R× R/Z→
R× R/Z e s0 > 0 tais que

u ◦ ψ = expxTmin(t)[U+(s, t)], s < −s0,
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Figura 5.3.1 – Projeção dos cilindros ũ1 e ũ2 em S3.

u ◦ ψ = expxTmax(t)[U−(s, t)], s > s0

e
∂γ[ψ(s, t)− (s, t)] |s|→∞−−−−→ 0,

uniformemente em t, para todo multi-índice γ ∈ Z+ × Z+, onde exp denota o mapa
exponencial associado à métrica λε ⊕ λε + dλε(·, Jε·) e

U±(s, t) = eµ±s(η±(t) + r±(s, t))

de forma que µ+ > 0, µ− < 0, η+ : R/Z→ (xTmin)∗ξ0, η− : R/Z→ (xTmax)∗ξ0, APminη+ =
µ+η+, APmaxη− = µ−η− e

∂γr±(s, t) s→∓∞−−−−→ 0

uniformemente em t, para todo multi-índice γ ∈ Z+ × Z+.

Além disso,

wind(η+, Pmin, λS) = wind+(Pmin, λS) e wind(η−, Pmax, λS) = wind−(Pmax, λS).
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Demonstração. A existência de (U+, U−, ψ) segue da Proposição 5.1 de [31] e do fato das
órbitas Pmax e Pmin serem não degeneradas.

Vamos provar a segunda parte. Por definição

wind(η+, Pmin, λS) ≥ wind+(Pmin, λS) e wind(η−, Pmax, λS) ≤ wind−(Pmax, λS)

Lembramos que
µCZ(Pmax, λS) = 2wind−(Pmax, λS) + pmax

e
µCZ(Pmin, λS) = 2wind−(Pmin, λS) + pmin,

onde pmax, pmin ∈ {0, 1}. Como {Pmax, Pmin} contém uma órbita hiperbólica positiva e
uma órbita elíptica, concluímos, pela Proposição 3.6.2, temos que pmax + pmin = 1. Por
outro lado,

2wind−(Pmax, λS) + pmax = µCZ(Pmax, λS)

= µCZ(Pmin, λS) + 1

= 2wind−(Pmin, λS) + pmin + 1

Pela Proposição 5.6 de [15], temos que

0 ≤ wind(η−, Pmax, λS)− wind(η+, Pmin, λS)

≤ wind−(Pmax, λS)− wind+(Pmin, λS)

= wind−(Pmin, λS) + 1 + pmin − pmax
2 − wind−(Pmin, λS)− pmin

= 1− pmax − pmin
2

= 0.

Daí,

wind(η+, Pmin, λS) = wind(η−, Pmax, λS) ≤ wind−(Pmax, λS) = wind+(Pmin, λS) ≤ wind(η+, Pmin, λS).

Concluímos que
wind(η−, Pmax, λS) = wind−(Pmax, λS)

e
wind+(Pmin, λS) = wind(η+, Pmin, λS).

Definição 5.3.1. A tripla (U+, U−, ψ), como no Lema 5.3.3, será chamada de um repre-
sentante assintótico para ũ.
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Observação 5.3.2. Neste trabalho, diferentemente de [31], o representante assintótico é
dado para os dois fins do cilindro ao mesmo tempo.

Lema 5.3.4. Dado [ũ] ∈M , onde ũ = (a, u), então

u(R× R/Z) ∩ (Pmax) ∪ Pmin) = ∅.

Demonstração. Começamos observando que u(s, t) /∈ Pmax∪Pmin se |s| é grande o suficiente.
De fato, isto segue do Corolário 3.7.5 ou da fórmula assíntótica do Lema 5.3.3, pois η±
nunca se anulam.

Vamos escrever

ũmax(s, t) = (s, xTmax(t)) e ũmin(s, t) = (s, xTmin(t)),

os cilindros triviais sobre Pmax e Pmin, respectivamente.

Vamos construir uma homotopia entre u e u1 de forma que nenhuma interseção
com Pmax ∪ Pmin é criada ou destruída quando |s| é grande o suficiente. Sejam (U+, U−, ψ)
e (U1

+, U
1
−, ψ

1) os representantes assintóticos de ũ e ũ1, respectivamente. Sejam (η+, η−) e
(η1

+, η
1
−) os autovetores associados aos representantes assintóticos (U+, U−, ψ) e (U1

+, U
1
−, ψ

1),
respectivamente. Temos 3 possibilidades (veja seção 2.3):

(i) η+ = cη1
+, com c ∈ R, c > 0;

(ii) {η+(t), η1
+(t)} são linearmente independentes para todo t;

(iii) η+ = cη1
+, com c ∈ R, c < 0.

Suponha que estamos no caso (i) ou (ii). Para M > 0, tome uma função γM :
R× [0, 1]→ [0, 1] satisfazendo que γM (s, ζ) = ζ se s > M e γM (s, ζ) = 0 se s < M − 1. Se
M é grande o suficiente, defina a homotopia

H : [0, 1]× R× R/Z→ S3

dada por

H(ζ, s, t) = expxTmax(t)[(1− γM(s, ζ))U−(s, t) + γM(s, ζ)U1
−(s, t)], s ≥M − 1

e
H(ζ, s, t) = u ◦ ψ(s, t), s < M − 1.

Observe que, para s > M ,

(1− γM(s, ζ))U−(s, t) + γM(s, ζ)U1
−(s, t) = (1− ζ)U−(s, t) + ζU1

−(s, t)

= (1− ζ)eµ−s(η−(t) + r−(s, t)) + ζeµ
1
+s(η1

−(t) + r1
−(s, t))

= (1− ζ)eµ−sη−(t) + ζeµ
1
+sη1
−(t) + r(s, t),
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onde
r(s, t) = (1− ζ)eµ−sr−(s, t) + ζeµ

1
+sr1
−(s, t).

Como, por hipótese
(1− ζ)eµ−sη−(t) + ζeµ

1
+sη1
−(t) 6= 0

para todo t e ζ e r(s, t) → 0 quando s → ∞ uniformemente em t, tomando-se M > 0
grande o suficiente, não criamos ou destruímos nenhuma inteseção com Pmax em s > M .
Ademais, para M > 0 grande a homotopia tem suporte em uma vizinhança de Pmax que
não contém Pmin, logo, a homotopia também não cria ou destrói interseções com Pmin.

Supomos agora que estamos no caso (iii). Dado τ > 0 e M > 0, defina a homotopia

H : [0, 1]× R× R/Z→ S3

dada por
H(ζ, s, t) = expxTmax(t)

[R(τγM(s, ζ))U−(s, t)], s ≥M − 1

e
H(ζ, s, t) = u ◦ ψ(s, t), s < M − 1,

onde R(θ) é um morfismo de TS3 dado pela rotação de um ângulo θ no sentido anti-
horário calculada com respeito a alguma base global de ξ0 e que preserva a direção de Xλ.
Tomando-se τ > 0 pequeno o suficiente e M > 0 grande o suficiente, esta homotopia não
cria nem destrói interseções com Pmax e Pmin e reduz o caso (iii) ao caso (ii). Podemos,
portanto, aplicar o procedimento acima.

Utilizando a construção análoga próximo a Pmin, obtemos um mapa ū : R×R/Z→
S3 homotópico a u e tal que ū = u1 se |s| > M , ū = u se s < M − 1 para alguma escolha
de M grande o suficiente e tal que ū tenha exatamente as mesmas interseções com Pmax e
Pmin que u. Daí, vemos que ũ = (a, u) é homotópico ao mapa (a, ū) e estes mapas possuem
o mesmo número de interseção com ũmax e ũmin.

Tome p ∈ S3 que não está na imagem de ū e u1 e considere a projeção estereográfica
Ψ : S3\{p} → R3. Defina a homotopia

(ζ, s, t) 7→ Ψ−1((1− ζ)Ψ(ū(s, t)) + ζΨ(u1(s, t))).

Observe que esta homotopia tem suporte na região |s| ≤M . Pela invariância homotópica
do número interseção em domínios compactos, concluímos que ũ possui o mesmo número
de interseção com ũmax e ũmin que ũ1. Como vimos no Lema 5.3.2, ũ1 não intersecta ũmax
e ũmin. Por positividade de interseção de curvas pseudo-holomorfas (veja [25], Apêndice
E), u não intersecta Pmax e Pmin.

Lema 5.3.5. Se [ũ], [ṽ] ∈M , com [ũ] 6= [ṽ], então [ũ] ∗ [ṽ] = 0, onde ∗ denota o número
de interseção de Siefring como definido em [32].
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Demonstração. Nas condições do enunciado, temos pelo Lema 5.3.4, temos que ũ e ṽ
satisfazem as condições 3(a) e 3(b) do Corolário 5.9 de [32] e pelo Lema 5.3.3, temos que ũ
e ṽ satisfazem a condição 3(c) do Corolário 5.9 de [32]. Segue da condição 1 do Corolário
5.9 de [32] que [ũ] ∗ [ṽ] = 0.

Lema 5.3.6. M = {[ũ1], [ũ2]}.

Demonstração. Suponha que exista um terceiro elemento [ũ3] em M . Sejam U i
+, U

i
−, ψi

representantes assintóticos de ũi, i = 1, 2, 3. Em {Pmax, Pmin}, pelo menos uma das órbitas
é positivamente hiperbólica. Assuma que Pmax é esta órbita. O caso de Pmin é análogo.
Seja ηi o autovertor associado a U i

−, i = 1, 2, 3. Do Lema 5.3.3 temos que

wind(η1, Pmax, λS) = wind(η2, Pmax, λS) = wind(η3, Pmax, λS) = wind−(Pmax, λS).

Do Corolário 2.3.4, dados existem cij ∈ R\{0} tais que

ηi = cijηj,

i, j = 1, 2, 3. Logo, existem i 6= j com cij > 0. Na nomenclatura de [32] dizemos que ũi
e ũj se aproximam de Pmax na mesma direção. Logo, ũi e ũj satisfazem as condições do
Teorema 2.5 de [32]. Portanto,

[ũi] ∗ [ũj] 6= 0,

contradizendo o Lema 5.3.5.

Lema 5.3.7. Temos que ĴS ∈Jreg(fSλ0) (veja Teorema 4.1.1).

Demonstração. Aqui apelaremos ao Teorema 1 de [33]. Vamos identificar R× R/Z com
CP 1\Γ, Γ = {[1 : 0], [0 : 1]}, via o mapa

(s, t) 7→ [e2π(s+it) : 1].

Na notação de [33], temos que para qualquer [ũ] ∈ M , #Γ0 = 1 (as curva ũ possuem
somente um furo positivo) e Z(dũ) = 0 (pelo Lema lema: somente dois elementos no
moduli space e Lema 5.3.2, ũ é um mergulho e sua diferencial não se anula). Logo,

µCZ(Pmax, λS)− µCZ(Pmin, λS) = 1 > −1 = −χ(CP 1) + #Γ0 + Z(dũ).

As hipóteses do Teorema 1 de [33] são satisfeitas, donde segue que todos os elementos
[ũ] ∈M são regulares no sentido de que a linearização da equação de Cauchy-Riemann em
ũ é um operador de Fredholm sobrejetivo no contexto especificado em [33]. Em particular,
concluímos que ĴS ∈Jreg(fSλ0).
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Demonstração do Teorema 5.3.1. . Do Lema 5.3.7, temos que ĴS ∈Jreg(fSλ0), portanto
podemos definir H∗(p, q, p̂, q̂, S, λS, JS) como na definição 4.1.2. Por hipótese, temos que
(Ck(p, q, p̂, q̂, T, λ), ∂k) possui exatamente quanto geradores {P 1

max, P
1
min, P

2
max, P

2
min}. Da

discussão acima, vemos que
[#M S

ĴS
(P, P ′)\R]2 = 0,

para qualquer escolha de P, P ′ ∈ {P 1
max, P

1
min, P

2
max, P

2
min} com P 6= P ′. Logo,

∂(|P |) = 0,

para qualquer P ∈ {P 1
max, P

1
min, P

2
max, P

2
min}. Temos três possibilidades:

(i) Existe k ∈ Z tal que

Hj(p, q, p̂, q̂, S, λS, JS) =

Z2 ⊕ Z2 se j = k, k + 1

0 caso contrário.

(ii) Existe k ∈ Z tal que

Hj(p, q, p̂, q̂, S, λS, JS) =


Z2 se j = k, k + 2

Z2 ⊕ Z2 se j = k + 1

0 caso contrário.

(iii) Existem k, l ∈ Z, l > k + 1 tais que

Hj(p, q, p̂, q̂, S, λS, JS) =

Z2 se j = k, k + 1, l, l + 1

0 caso contrário.

Em todos os casos, segue que H∗(p, q, p̂, q̂, S, λS, JS) 6= 0.

5.4 Morfismos entre cadeias não-triviais no modelo
Continuamos sob as mesmas hipóteses das seções anteriores. Sejam 0 < c < 1 e

T > 0 tais que T ≥ max Tt1p̂,q̂ , Tt2p̂,q̂ . Tomando S > T/c, podemos encontrar, pelo Teorema
5.2.1, fS ∈ Fp,q tal que λS = fSλ0 satisfaz todos os resultados da seção 5.3 e tal que

P(p, q, p̂, q̂, S, λS) = P(p, q, p̂, q̂, T, λS).

Logo, as inclusões

(C∗(p, q, p̂, q̂, T1, λS), ∂(λS, JS)) ↪→ (C∗(p, q, p̂, q̂, T2, λS), ∂(λS, JS))
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com T ≤ T1 ≤ T2 ≤ S induzem isomorfimos. Daí, temos que

H∗(p, q, p̂, q̂, T, λS, JS) = H∗(p, q, p̂, q̂, T/c, λS, JS) = H∗(p, q, p̂, q̂, S, λS, JS) 6= 0

Vamos escrever

i∗ : (C∗(p, q, p̂, q̂, T, λS), ∂(λS, JS)) ↪→ (C∗(p, q, p̂, q̂, T/c, λS), ∂(λS, JS)).

Se j∗ denota o isomorfismo de cadeias definido em 4.3.1, obtemos o seguinte
resultado:

Proposição 5.4.1. Se c, T, S, fS e JS são como acima então

j∗ ◦ i∗ : H∗(p, q, p̂, q̂, T, λS, JS)→ H∗(p, q, p̂, q̂, T/c, cλS, JS),

é um isomorfismo. Em particular, j∗ ◦ i∗ 6= 0.
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6 O Teorema Principal

Neste capítulo mostramos o teorema principal do trabalho. Começamos com alguns
resultados técnicos na seção 6.1. Em especial, usamos a técnica de stretching the neck para
garantir que órbitas de tipo (p̂, q̂) sobrevivem quando aproximamos formas de contato. Na
seção 6.2, utilizamos todos os resultados anteriores para mostrar que o Teorema 6.3.2 vale
quando a forma de contato é não degenerada. Conseguimos ainda mostrar que a órbita
de tipo (p̂, q̂) tem seu período controlado. A partir de um resultado de aproximação de
formas degeneradas por formas não-degeneradas, mostramos o Teorema 6.3.2 na seção 6.3.
Finalmente, utilizando a controle do período das órbitas obtidas e estrutura do modelos de
Morse-Bott construídos no capítulo 5, estudamos o crescimento do número de órbitas de
Reeb periódicas com respeito ao período e mostramos que este crescimento é pelo menos
polinomial.

6.1 Resultados preparatórios
Vamos fixar (p, q) ∈ Z× Z coprimo. Dado f ∈ Fp,q, escrevemos

θi(f) = ρ(Ki, fλ0)− 1,

i = 1, 2, onde vemos Ki como órbita de Reeb prima de fλ0.

Suponha que h ∈ Fp,q é não-degenerada. Temos que K1 = (x1, T1) e K2 = (x2, T2)
como órbitas de Reeb primas de hλ0. Suponha que ũ : Σ\Γ→ Wξ0 é uma curva pseudo-
holomorfa com furos, assintótica a Kk

i , i = 1, 2, em z ∈ Γ (aqui não importa se vemos Wξ0

como simplectização, como cobordismo com fins cilíndrico ou como cobordismo dividido).
Vamos denotar por π : Wξ0 → S3 o mapa projeção. Seja (U ,Φ) um tubo de Martinet
para Kk

i como no Corolário 3.7.3. Pelo Teorema 3.7.4, podemos escrever em coordenadas
apropriadas próximas de z

Φ ◦ π ◦ ũ(s, t) = (a(s, t), ϑ(s, t), z(s, t)),

com
z(s, t) = e

∫ s
s0
α(τ)dτ (e(t) +R(s, t)),

onde e é expressão de um autovetor η do operador assintótico AKk
i
associado ao autovalor

ν e s0, α e R tem o comportamento explicado no Teorema 3.7.4. Vamos considerar que
|s| é grande o suficiente de forma que π ◦ ũ(s, ·) não intersecte L0 (veja Corolário 3.7.5)
e tal que z(s, t) seja homotópico a εe(t) em U\{0}, para alguma escolha de ε > 0. Para
simplificar a notação, vamos escrever γ(·) = π ◦ ũ(s, ·).



98 Capítulo 6. O Teorema Principal

Lema 6.1.1. Suponha

m = lk(γ,K1) e n = lk(γ,K2).

Se i = 1, então n = k > 0 e

ν > 0 =⇒ m

n
≥ θ1(h) e ν < 0 =⇒ m

n
≤ θ1(h).

Se i = 2, então m = k > 0 e

ν > 0 =⇒ n

m
≥ θ2(h) e ν < 0 =⇒ n

m
≤ θ2(h).

Demonstração. Provaremos o caso i = 1. O caso i = 2 é análogo.

Como γ está C∞ próxima de Kk
1 , temos que

n = lk(γ,K2) = lk(Kk
1 , K2) = k veja B.2.1.

Vamos denotar por β a classe de trivialização de (xi)∗Tiξ0 induzida pelo tubo de
Martinet. Como slk(K1) = −1 (B.2.2), segue do Corolário 3.7.3 e da Proposição 2.5.1 que

ρ(K1, hλ0, β) = ρ(K1, hλ0)− 1 = θ1(h).

Se ν > 0, temos que

m = lk(γ,K1) = wind(e, ∂x) = wind(ν,Kn
i , hλ0, β) ≥ wind+(Kn

i , hλ0, β).

Se ν < 0, temos que

m = lk(γ,K1) = wind(e, ∂x) = wind(ν,Kn
i , hλ0, β) ≤ wind−(Kn

i , hλ0, β).

Segue da Proposição 3.6.2 que:

• Se K1 é elíptica, então θ1(h) ∈ R\Q,

wind+(Kn
i , hλ0, β) = bnθ1(h)c+ 1 > nθ1(h)

e
wind−(Kn

i , hλ0, β) = bnθ1(h)c < nθ1(h).

• Se K1 é positivamente hiperbólica, então θ1(h) ∈ Z e

wind+(Kn
i , hλ0, β) = wind−(Kn

i , hλ0, β) = nθ1(h)
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• Se K1 é negativamente hiperbólica, então 2θ1(h) ∈ Z,

wind+(Kn
i , hλ0, β) = wind−(Kn

i , hλ0, β) = nθ1(h),

se n é par,
wind+(Kn

i , hλ0, β) = bnθ1(h)c+ 1 > nθ1(h)

e
wind−(Kn

i , hλ0, β) = bnθ1(h)c < nθ1(h),

se n é ímpar.

Em qualquer caso, que

ν > 0 =⇒ m ≥ nθ1(h) e ν < 0 =⇒ m ≤ nθ1(h).

Considere agora f, f+ ∈ Fp,q e 0 < c < 1 são tais que cf+ < f < f+ em
todos pontualmente. Vamos escrever, λ = fλ0, λ+ = f+λ0, λ− = cf+λ0, θi = θi(f) e
θ̄i = θi(f+) = θi(cf+), i = 1, 2.

Tome Ĵ± ∈J (λ±), Ĵ ∈J (λ), como explicado na seção 3.2, e J1 ∈J (Ĵ−, Ĵ ;Lp,q)
e J2 ∈ J (Ĵ , Ĵ+;Lp,q), como explicado na seção 3.5. Para cada R > 0, considere J̄R =
J1 ◦R J2 como explicado na seção 3.4.

Lema 6.1.2. Seja (p̂, q̂) ∈ Z×Z coprimo com (p̂, q̂) 6= (p, q). Suponha que λ, λ+, λ− sejam
não-degeneradas. Sejam P̄+ ∈P(λ+) e P̄− ∈P(λ−). Suponha que {Rn} é uma sequência
de números positivos tal que Rn →∞ quando n→∞. Suponha que ũn : R× R/Z→ Wξ0

sejam uma sequência de cilindros J̄Rn-holomorfos satisfazendo que

π ◦ ũn(R× R/Z) ∩ Lp,q = ∅,

com energia uniformemente limitada, positivamente assintótica a P̄+ em∞ e negativamente
assintótica a P̄− em −∞ e tais que

lk(π ◦ ũn(s, ·), K1) = p̂ e lk(π ◦ ũn(s, ·), K2) = q̂,

para todo s e para todo n. Se as condições

(A) (q̂θ1 − p̂)(q̂θ̄1 − p̂) > 0 ou q̂ ≤ 0

(B) (p̂θ2 − q̂)(p̂θ̄2 − q̂) > 0 ou p̂ ≤ 0

são ambas satisfeitas, então existe P ∈P(λ), tal que P ∩ Lp,q = ∅ tal que

lk(P,K1) = p̂ e lk(P,K2) = q̂.
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Demonstração. Pelo Teorema 10.6 de [6], temos que, a menos de tomar uma subsequência,
ũn converge para o que os autores chamam de um "stable holomorphic building". Como
nossas curvas pseudo-holomorfas envolvem somente cilindros, podemos dar uma descrição
mais simples deste limite como no Lema 5.3 de [20].

Este limite é composto dos seguintes elementos: um número inteiro positivo m ≥ 2,
uma coleção {Γ1, . . . ,Γm} de subconjuntos finitos de R× R/Z, uma coleção {ṽ1, . . . , ṽm}
de mapas

ṽi : Zi = (R× R/Z)\Γi → Wξ0

e números 1 ≤ k′ < k′′ ≤ m satisfazendo que:

(a) ṽ1, . . . , ṽk
′−1 são Ĵ+-holomorfos;

(b) ṽk′ é J1-holomorfo;

(c) ṽk′+1, . . . , ṽk
′′−1 são Ĵ-holomorfos;

(d) ṽk′′ é J2-holomorfo;

(e) ṽk′′+1, . . . , ṽm são Ĵ−-holomorfos;

(f) 0 < E(ṽi) < ∞ e ṽi tem um furo positivo em {∞} × R/Z e um furo negativo em
{−∞} × R/Z para todo i = 1, . . . ,m;

(g) Existem órbitas de Reeb P̄1, . . . , P̄k′−1 ∈P(λ+), P̄k′ , . . . , P̄k′′−1 ∈P(λ) e P̄k′′ , . . . , P̄km ∈
P(λ−) tais que ṽi é negativamente assintótica a P̄i em {−∞}×R/Z e ṽi+1 é positi-
vamente assintótica a P̄i em {∞} × R/Z;

(h) ṽ1 é positivamente assintótica a P̄+ em {∞}×R/Z e ṽm é negativamente assintótica
a P̄− em {−∞} × R/Z;

(i) para cada i existem sin, c
i
n ∈ R tais que os mapas

(s, t) 7→ gcin ◦ ũn(s+ sin, t)

converge para ṽi em C∞loc((R× R/Z)\Γi) quando n→∞, onde g denota a ação de
R em Wξ0 .

Afirmamos que P̄i ∩ Lp,q = ∅ para todo i = 1, . . . ,m. Vamos argumentar por
absurdo. Suponha que P̄i ⊂ Lp,q. Defina

i0 = min{i ∈ {1, . . . ,m} | P̄i ⊂ Lp,q}.
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Se 1 ≤ i ≤ i0, temos que ṽi(Zi) 6⊂ π−1(K1) pois, caso contrário, teríamos que ṽi seria
positivamente assintótica a uma iterada de K1, K2 ou Kp,q em {∞}×R/Z, contradizendo
a escolha de i0. Vamos considerar, portanto, o conjunto

Di = {(z, x) ∈ Zi × π−1(Lp,q) | ṽi(z) = x}.

O conjunto Di é discreto pelo Teorema 3.1.2. Aqui usamos que π−1(Lp,q) é uma coleção de
três cilindros pseudo-holomorfos disjuntos mergulhados para Ĵ±, Ĵ , J1 e J2, o que segue de
f, f+ ∈ Fp,q e da hipótese de que J1 ∈J (Ĵ−, Ĵ ;Lp,q) e J2 ∈J (Ĵ , Ĵ+;Lp,q). Se Di 6= ∅,
teríamos por (i) e por positividade e estabilidade de interseção que

ũn(R× R/Z) ∩ π−1(K0) 6= ∅,

o que contradiz as hipóteses sobre ũn.

Observe que P̄i0 ∩Kp,q = ∅. Caso contrário, existiria m ∈ N para o qual P̄i0 = Km
p,q.

Pelo que mostramos acima, P̄i0 é homotópica a P̄+ em S3\Lp,q. Logo,

mp = lk(Km
p,q, K1) = lk(P̄i0 , K1) = lk(P̄+, K1) = p̂

e
mq = lk(Km

p,q, K2) = lk(P̄i0 , K2) = lk(P̄+, K2) = q̂,

contradizendo a hipótese de que (p̂, q̂) 6= (p, q).

Vamos supor que P̄i0 ⊂ K1. O caso P̄i0 ⊂ K2 é análogo. Seja m ∈ N tal que
P̄i0 = Km

1 . Segue que

mp = lk(Km
1 , K2) = lk(P̄i0 , K2) = lk(P̄+, K2) = q̂.

Donde obtemos que q̂ > 0. Pelas hipóteses, podemos assumir de agora em diante que
(q̂θ1 − p̂)(q̂θ̄1 − p̂) > 0.

Defina
i1 = max{i ∈ {1, . . . ,m} | P̄i1 = K q̂

1}.

Temos que ṽi1+1(Zi1+1) 6⊂ π−1(Lp,q). Caso contrário, teríamos que ṽi1+1(Zi1+1) ⊂ π−1(K1)
e P̄i1+1 = Kr

1 , onde r ∈ N. Pela escolha de i1, teríamos r 6= q̂. Usando (i), temos que

t 7→ π ◦ ũn(s+ si1+1
n , t)

é homotópico a K q̂
1 se s > 0 grande o suficiente e homotópica a Kr

1 se s < 0 é grande o
suficiente. Como ũn(R× R/Z) ⊂ S3\Lp,q, teríamos que

q̂ = lk(K q̂
1 , K2) = lk(Kr

1 , K2) = r,

o que é um absurdo.
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Agora considere s0 > 0 grande o suficiente, de forma que ṽi0 esteja definida em
[s0,∞)× R/Z e

ṽi0([s0,∞)× R/Z) ∩ π−1(K1) = ∅.

Que tal s0 existe segue do Corolário 3.7.5. Para qualquer s ≥ s0, segue de (i) que

lk(π ◦ ṽi0(s, ·), K1) = p̂.

Um raciocínio análogo, mostra que se s1 > 0 é grande o suficiente e s < −s1, então

lk(π ◦ ṽi1+1(s, ·), K1) = p̂.

Utilizando o Lema 6.1.1, temos que

i1 + 1 < k′ =⇒ p̂ ≤ θ̄1q̂ e p̂ ≥ θ̄1q̂

i0 < k′ e k′ ≤ i1 + 1 < k′′ =⇒ p̂ ≤ θ̄1q̂ e p̂ ≥ θ1q̂

k′ ≤ i0 < i1 + 1 < k′′ =⇒ p̂ ≤ θ1q̂ e p̂ ≥ θ1q̂

k′ ≤ i0 < k′′ ≤ i1 + 1 =⇒ p̂ ≤ θ1q̂ e p̂ ≥ θ̄1q̂

i0 ≥ k′′ =⇒ p̂ ≤ θ̄1q̂ e p̂ ≥ θ̄1q̂

Em todos os casos temos uma contradição com a condição (q̂θ1 − p̂)(q̂θ̄1 − p̂) > 0. Esta
contradição mostra a afirmação.

Tome P = P̄k′ ∈P(λ). Temos que P /∈ S3\Lp,q. Usando a condição (i), concluímos
que

lk(P,K1) = p̂ e lk(P,K1) = q̂.

6.2 O caso não-degenerado

Teorema 6.2.1. Seja (p, q) ∈ Z× Z coprimo. Se θ > 0 é tal que p+ qθ > 0, m,M > 0 e
(p̂, q̂) ∈ Z× Z é tal que

(1, θ) ≺ (p̂, q̂) ≺ (p, q) ou (p, q) ≺ (p̂, q̂) ≺ (1, θ),

então existem T = T (θ, p, q, p̂, q̂,m,M) > 0 e δ = δ(θ, p, q, p̂, q̂,m,M) > 0 satisfazendo
que, se f ∈ Fp,q é tal que λ = fλ0 é não degenerada,

m < inf
p
f(p) < sup

p
f(p) < M

e
|θ2(f)− θ| < δ e

∣∣∣∣θ1(f)− 1
θ

∣∣∣∣ < δ,

então, existe P ∈P(λ) com período menor ou igual a T e tal que

lk(P,K1) = p̂ e lk(P,K2) = q̂.
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Demonstração. Tome θ, p, q, p̂, q̂,m,M como no enunciado. Suponha que f ∈ Fp,q é tal
que λ = fλ0 é não degenerada e

m ≤ inf
p
f(p) ≤ sup

p
f(p) < M.

Vamos escrever θi = θi(f), i = 1, 2. Tome θ̄ ∈ R\Q tão próximo de θ de forma que
pθ̄ + q > 0 e

(1, θ̄) ≺ (p̂, q̂) ≺ (p, q) ou (p, q) ≺ (p̂, q̂) ≺ (1, θ̄).

Existe δ > 0 for pequeno o suficiente, tal que se

|θ2 − θ| < δ e
∣∣∣∣θ1 −

1
θ

∣∣∣∣ < δ,

podemos também assumir que e as condições (A) e (B) do Lema 6.1.2 sejam satisfeitas
com

θ̄2 = 1
θ̄1

= θ̄.

Considere fθ̄,p,q como no seção 5.1. Multiplicando fθ̄,p,q por uma constante positiva
(que depende de θ, p, q e M), podemos supor que f < fθ̄,p,q pontualmente. Tome
0 < c = c(θ, p, q,m,M) < 1 tal que cfθ̄,p,q < f , pontualmente. Usando o Teorema 5.2.1 e
argumentando como na seção 5.4, podemos encontrar f+ ∈ Fp,q tal que cf+ < f < f+

pontualmente, existem J+ ∈J+(ξ0) e T = T (θ, p, q, p̂, q̂,m,M) > 0 tais que

H∗(p, q, p̂, q̂, T, f+λ0, J+) = H∗(p, q, p̂, q̂, T/c, f+λ0, J+) 6= 0.

Lembramos que J+ induz estruturas quase-complexas Ĵ+ ∈Jreg(f+λ0) e Ĵ− ∈Jreg(cf+λ0).
Pela Proposição 5.4.1, o morfismo entre cadeias

j∗ ◦ i∗ : (C∗(p, q, p̂, q̂, T, f+λ0), ∂(f+λ, J+))→ (C∗(p, q, p̂, q̂, T, cf+λ0), ∂(cf+λ0, J+)),

induz um morfismo não nulo em homologia.

Sejam Ĵ ∈ λ, J̄1 ∈J (Ĵ−, Ĵ ;L0) e J̄2 ∈J (Ĵ , Ĵ+; ). Dado R > 0 grande defina

J̄R = J̄1 ◦R J̄2

e J ′R ∈J (Ĵ−, Ĵ+;Lp,q), como explicado na seção 3.4. Afirmamos que existe um cilindro
J ′R-holomorfo assintótico positivamente a uma órbita em P(p, q, p̂, q̂, T, f+λ0) e assintótico
negativamente a um órbita em P(p, q, p̂, q̂, T, cf+λ0) e tal que sua imagem não intersecta
π−1(Lp,q). Suponha, por contradição, que tal cilindro não exista. Concluímos daí que,
J ′R ∈Jreg(Ĵ−, Ĵ+;Lp,q) e, portanto, o morfismo entre cadeias

Φ(J ′R) : (C∗(p, q, p̂, q̂, T, f+λ0), ∂(f+λ, J+))→ (C∗(p, q, p̂, q̂, T, cf+λ0), ∂(cf+λ0, J+))

está definido e é nulo (veja Teorem 4.2.3). Contudo, pelo Lema 4.3.1, Φ(J ′R) e j∗ ◦ i∗
induzem o mesmo mapa em homologia, o que nos leva a um absurdo e prova a afirmação.
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Portanto, encontramos, para cada R > 0 grande o suficiente um cilindro J ′R-
holomorfo assintótico positivamente a uma órbita em P(p, q, p̂, q̂, T, f+λ0) e assintótico
negativamente a um órbita em P(p, q, p̂, q̂, T, cf+λ0) e tal que sua imagem não intersecta
π−1(Lp,q). Como cada os conjuntos P(p, q, p̂, q̂, T, f+λ0) e P(p, q, p̂, q̂, T, cf+λ0) são fini-
tos, existem P+ ∈ P(p, q, p̂, q̂, T, f+λ0), P− ∈ P(p, q, p̂, q̂, T, cf+λ0) e uma sequência de
números positivos {Rn} com que Rn →∞ quando n→∞, tais que para cada n existe
um cilindro J ′Rn-holomorfo assintótico positivamente a P+ e assintótico negativamente a
P−. Usando que f+ = fθ̄,p,q em uma vizinhança de L0, temos que

θ2(f+) = θ̄ = 1
θ1(f+) .

Pelas hipóteses sobre θ̄, podemos aplicar o Lema 6.1.2 e concluir a demonstração.

Observação 6.2.1. Note que o Teorema 6.2.1 demonstra o Teorema 6.3.2 no caso em que λ
é não degenerada.

Corolário 6.2.2. Sejam (p, q) ∈ Z × Z coprimo e {fn} uma sequência em Fp,q tal que
λn = fnλ0 é não-degenerada para todo n e tal que existam m,M ∈ R tais que

0 < m ≤ inf
n,p
fn(p) ≤ sup

n,p
fn(p) < M.

Suponha que θ > 0 e que p̂, q̂ ∈ Z× Z coprimo satisfazem que

p+ qθ > 0

e
(1, θ) ≺ (p̂, q̂) ≺ (p, q) ou (p, q) ≺ (p̂, q̂) ≺ (1, θ).

Se
lim
n→∞

θ2(fn) = θ e lim
n→∞

θ1(fn) = 1
θ
,

então existe T = T (θ, p, q, p̂, q̂,m,M) > 0 para o qual se n é suficientemente grande,
então existe uma órbita Pn ∈ P(λn) com período menor ou igual a T satisfazendo que
Pn ∩ Lp,q = ∅ e

lk(Pn, K1) = p̂ e lk(Pn, K2) = q̂.

Demonstração. Tome T = T (θ, p, q, p̂, q̂,m,M) > 0 e δ = δ(θ, p, q, p̂, q̂,m,M) > 0 como
no Teorema 6.2.1. Se n é grande o suficiente de forma que

|θ2(fn)− θ| < δ e
∣∣∣∣θ1(fn)− 1

θ

∣∣∣∣ < δ,

obtemos o resultado.

Observação 6.2.2. Analisando a demonstração do Teorema 6.2.1 e referindo a seção 5.4,
temos que f+ = fT , onde T = T (θ, p, q, p̂, q̂,m,M) pode ser tomado como qualquer valor

T > c(θ, p, q,m,M)−1 max{Tt1p̂,q̂ , Tt2p̂,q̂},

onde t1p̂,q̂, t2p̂,q̂ foram definidos na seção 5.2.
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6.3 O caso degenerado
Suponha que (p, q) ∈ Z× Z coprimo. Suponha que f ∈ Fp,q é tal que existe θ > 0

satisfazendo que p+ qθ > 0 e tal que

θ2(f) = 1
θ1(f) = θ.

Vamos escrever λ = fλ0.

Lema 6.3.1. Existe uma função g ∈ Fp,q arbitrariamente próxima de f na topologia C∞

tal que gλ0 é não-degenerada.

Demonstração. Pelo Lemma 6.8 de [17], podemos aproximar f por g′ ∈ Fp,q de forma
que Lp,q seja formado por órbitas não-degeneradas de λ = g′λ0. Pela Proposição 6.1 de
[17], existe uma função g′′ : S3 → (0,∞) arbitrariamente próxima de g′ tal que g′′λ0

é não-degenerada. Como assumimos que Lp,q é composto de órbitas não-degeneradas,
tomando-se g′′ suficientemente próxima de g′, existe um enlace L′p,q formado por órbitas
de g′′ arbitrariamente próximo de Lp,q (veja Proposição 3.5 e a discussão da página 105 de
[28]). Logo, tomando-se uma isotopia transversal próxima da identidade levamos L′p,q em
Lp,q e g′′ em uma função g ∈ Fp,q tal que gλ0 é não-degenerada e g está próxima de f .

Teorema 6.3.2. Seja (p̂, q̂) ∈ Z× Z coprimo tal que

(1, θ) ≺ (p̂, q̂) ≺ (p, q) ou (p, q) ≺ (p̂, q̂) ≺ (1, θ).

Existe uma órbita P ∈P(λ), tal que P ∈ S3\Lp,q tal que

lk(P,K1) = p̂ e lk(P,K2) = q̂.

Demonstração. Pelo Lema 6.3.1, existe uma sequência fn ∈ Fp,q tal que λn = fnλ0 é
não-degenerada para todo n e fn → f quando n→∞ na topologia C∞. Para qualquer
escolha de m,M > 0 com

m < inf
p
f(p) e M > sup

p
f(p),

tomando-se n grande o suficiente, podemos supor que

0 < m ≤ inf
n,p
fn(p) ≤ sup

n,p
fn(p) < M.

Ademais, como temos convergência na topologia C∞, temos que

lim
n→∞

θ2(fn) = θ e lim
n→∞

θ1(fn) = 1
θ
.

Pelo Corolário 6.2.2, existe T̄ > 0 tal que para cada n grande o suficiente existe uma órbita
Pn ∈P(λn) com período menor ou igual a T , tal que Pn ∈ S3\Lp,q e

lk(Pn, K1) = p̂ e lk(Pn, K2) = q̂.
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Vamos escrever Pn = (xn, Tn), onde Tn ≤ T . Pelo Teorema de Arzelà-Ascoli, existe uma
órbita P = (x, T ) ∈P(λ) tal que Tn ≤ T quando n→∞ e xn → x quando n→∞ na
topologia C∞. Isto implica que T ≤ T̄

Basta mostrar que P ∈ S3\L0. De fato, se isto for verificado, como P pode ser
aproximado por Pn na topologia C∞, então

lk(P,K1) = p̂ e lk(P,K2) = q̂.

Se P = Kk
p,q, para alguma escolha de k ∈ N, então

lk(P,K1) = kp e lk(P,K2) = kq.

Mas isto contradiz a hipótese

(p̂, q̂) ≺ (p, q) ou (p, q) ≺ (p̂, q̂).

Vamos assumir por contradição que P ⊂ L0. Vamos tratar o caso P ⊂ K1. O caso
P ⊂ K2 é análogo. Por hipótese, existe k ∈ N tal que P = Kk

1 . Observe que

q̂ = lk(P,K2) = lk(Kk
1 , K2) = k.

Seja (U ,Φ) um tubo de Martinet como no Corolário 3.7.3 para K1 pensada como órbita de
Reeb de λ de período mínimo T0. Temos que T = q̂T0. Nestas coordenadas, U ∼= R/Z×B,
onde B é um disco centrado na origem de R2 e K1 = R/Z × {0}. Tome U ⊂ Ū ⊂ U ,
vizinhança de K1, tal que φXλt (U) ⊂ U para todo 0 ≤ t ≤ T̄ . Se n é grande o suficiente,
podemos supor que Pn ⊂ U e esta órbita é parametrizada por φXλnt (0, wn), onde

(0, wn) ∈ ({0} ×B) ∩ U.

Por hipótese, wn 6= 0 e wn → 0 quando n→∞ e

φ
Xλn
Tn (0, wn) = (0, wn).

Tomando uma subsequência, se necessário, podemos supor que existe h 6= 0 tal que

lim
n→∞

wn
‖wn‖

= h.

Aqui e no que segue ‖·‖ denota a norma Euclideana em R2. Se

Π : R/Z× R2 → R2, (ϑ, z) 7→ z

vamos escrever
ψt = Π ◦ φXλt e ψnt = Π ◦ φXλnt .

Como fn ∈ Fp,q para todo n, temos que

φ
Xλn
t (R/Z× {0}) ⊂ R/Z× {0},
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para todo n. Em particular,

ψt(ϑ, 0) = 0 e ψnt (ϑ, 0) = 0,

para todo ϑ ∈ R/Z. Vamos mostrar que

d(ψT )(0,0)(0, h) = (0, h).

Temos que

d(ψT )(0,0)(0, h) = lim
n→∞

d(ψnTn)(0,0)(0, wn/ ‖wn‖) = lim
n→∞

1
‖wn‖

d(ψnTn)(0,0)(0, wn),

aqui é fundamental o fato de que 0 ≤ Tn ≤ T̄ . Pela Fórmula de Taylor, temos que existe
constante C > 0 tal que∥∥∥ψnt (0, wn)− d(ψnt )(0,0)(0, wn)

∥∥∥ ≤ C ‖wn‖2 ,

para todo t ∈ [0, T̄ ] e para todo n. Aqui usamos que a norma da segunda derivada dos
mapas ψnt está uniformemente limitada em Ū para todo t ∈ [0, T̄ ]. Portanto,∥∥∥(0, wn)− d(ψnTn)(0,0)(0, wn)

∥∥∥ =
∥∥∥ψnTn(0, wn)− d(ψnTn)(0,0)(0, wn)

∥∥∥ ≤ C ‖wn‖2 ,

donde concluímos que∥∥∥(0, wn/ ‖wn‖)− d(ψnTn)(0,0)(0, wn/ ‖wn‖)
∥∥∥ ≤ C ‖wn‖

n→∞−−−→ 0

e provamos que
d(ψT )(0,0)(0, h) = (0, h).

Pela escolha de tubo de Martinet (veja o enunciado de 3.7.3), temos que

wind(d(ψT (·))(0,0)(0, h), ∂x) = lim
n→∞

wind(d(ψnTn(·))(0,0)(0, wn/ ‖wn‖), ∂x)

= lim
n→∞

wind(d(ψnTn(·))(0,0)(0, wn), ∂x)

= lim
n→∞

Ind(ψTn(·)n(0, wn), 0)

= lim
n→∞

lk(Pn, K1)

= p̂.

Vamos agora escrever ϕ(t) = d(ψT (t))(0,0). Pelos resultados da seção 2.2, temos que

µg(ϕ) = 2wind(d(ϕT (c)̇)(0,0)(0, h), ∂x) = 2p̂.

Logo, se denotarmos por β a classe de trivialização induzida pelo tubo de Martinet ao
longo de K1, temos pelo Lema 2.4.1 que

ρ(K1, λ, β) = lim
k→∞

µg(ϕk)
2kq̂ = p̂

q̂
.
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Novamente pela escolha de tubo de Martinet e por (B.2.2), segue que

1
θ

= θ1(f) = ρ(K1, λ)− 1 = ρ(K1, λ) + sk(K1) = ρ(K1, λ, β) = p̂

q̂
,

que contradiz a hipótese de que

(1, θ) ≺ (p̂, q̂) ou (p̂, q̂) ≺ (1, θ).

Esta contradição termina a demonstração.

6.4 Crescimento de órbitas
Vamos fixar (p, q) ∈ Z×Z seja coprimo e θ ∈ R, tais que θ > 0 e p+ qθ > 0. Tome

f ∈ Fp,q e vamos escrever λ = fλ0. Suponha que

θ2(f) = 1
θ1(f) = θ.

Vamos considerar fθ,p,q como na seção 5.1. Definimos o conjunto Orb(fθ,p,q, T ) contendo
todos os elementos (p̂, q̂) ∈ Z× Z coprimos tais que

(1, θ) ≺ (p̂, q̂) ≺ (p, q) ou (p, q) ≺ (p̂, q̂) ≺ (1, θ),

e
max{Tt1p̂,q̂ , Tt2p̂,q̂} ≤ T,

onde os números Ttip̂,q̂ , i = 1, 2 foram definidos na seção 5.2.

Lema 6.4.1. Existe uma constante C > 0 tal que

#Pprim(λ,CT ) ≥ #Orb(fθ,p,q, T ).

Demonstração. Suponha que m,M > 0 são tais que

m < inf
p
f(p) e M > sup

p
f(p).

Suponha que (p̂, q̂) ∈ Orb(fθ,p,q, T ). Pelo Teorema 6.3.2, temos que existe Pp̂,q̂ ∈Pprim(λ),
tal que

lk(P,K1) = p̂ e lk(P,K2) = q̂.

Pela demonstração do Teorema 6.3.2 e pela Observação 6.2.2, temos que o período de Pp̂,q̂
é menor ou igual que

(1 + c(θ, p, q,m,M)−1) max{Tt1p̂,q̂ , Tt2p̂,q̂} ≤ (1 + c(θ, p, q,m,M)−1)T.

Tomando C = (1 + c(θ, p, q,m,M)−1), segue que

Pp̂,q̂ ∈Pprim(λ,CT ).



6.4. Crescimento de órbitas 109

Observe que C não depende de (p̂, q̂). Como Pp̂1,q̂1 6= Pp̂2,q̂2 se (p̂1, q̂1) 6= (p̂2, q̂2), concluímos
que

#Pprim(λ,CT ) ≥ #Orb(fθ,p,q, T ).

Lema 6.4.2.
lim sup
T→∞

log #Orb(fθ,p,q, T )
log T ≥ 1.

Demonstração. Seja γθ,p,q(t) = (x(t), y(t)) como no Teorema 5.1.1. Vamos supor (p, q) ≺
(1, θ). O caso (1, θ) ≺ (p, q) é análogo. Pela propriedade (9) do Teorema 5.1.1 existe
tθ ∈ (t1, t2), t1p,q ∈ (t−, t1) e t2p,q ∈ (t1, tθ) tais que

(y′(tθ),−x′(tθ)) ∈ R+(1, θ),

e
(y′(tip,q),−x′(tip,q)) ∈ R+(p, q), i = 1, 2

e para cada (p̂, q̂) ∈ Z × Z coprimo com (p, q) ≺ (p̂, q̂) ≺ (1, θ) existem t1p̂,q̂ ∈ (t−, tp,q) e
t2p̂,q̂ ∈ (tp,q, tθ), tais que

(y′(tip̂,q̂),−x′(tip̂,q̂)) ∈ R+(p, q), i = 1, 2.

Seja v : [0, 1] → R2 definida por v(t) = (y′(t),−x′(t)). Pela discussão da seção 5.1,
temos que Orb(fθ,p,q, T ) está em bijeção com o conjunto Õrb(fθ,p,q, T ) composto por
elementos (t1, T1, t2, T2), onde t1 ∈ (t−, t1p,q), t2 ∈ (t2p,q, tθ), T1, T2 > 0, (2π)−1T1v(t1) =
(2π)−1T2v(t2) ∈ (Z×Z) são coprimos e max{T1, T2} ≤ T . Como θ > 0, existe s1 ∈ (t−, t1p,q)
e s2 ∈ (t2p,q, tθ) tais que y′(t) > 0 e −x′(t) > 0 para todo t ∈ [t−, s1] ∪ [s2, tθ]. Podemos
assumir também que

α = arg(v(s1)) = arg(v(s2)).

Vamos escrever
β = arg(v(t−)) = arg(v(tθ)) = arg(1, θ).

Considere também (p0, q0), (p1, q1) ∈ Z+ × Z+ coprimos, tais que

tg(α) < q0

p0
<
q1

p1
< tg(β).

Tome
m = min{−(2π)−1x′(t) | t ∈ [t−, s1] ∪ [s2, tθ]}.

Para cada k ∈ N defina
Tk = kp0p1

m
.

Tome ζk = kp0p1 e escreva

ξj,k = kp1q0 + j, j = 0, . . . , k(p0q1 − p1q0) =: τk.
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Note que τk > 0 pois

0 < q1

p1
− q0

p0
= p0q1 − p1q0

p0p1
.

Temos que

tg(α) < q0

p0
= ξ0,k

ζk
≤ ξj,k

ζk
≤ ξτk,k

ζk
= q1

p1
< tg(β)

e
ξj,k
ζk

<
ξl,k
ζk
,

se j < l. Pela continuidade de v, existem (t01, T 0
1 , t

0
2, T

0
2 ), . . . , (tτk1 , T τk1 , tτk2 , T

τk
2 ) tais que

v(tj1), v(tj2) ∈ R+(ζk, ξj,k)

e

(2π)−1T j1 v(tj1) = (2π)−1T j2 v(tj2) ∈ Z× Z

são coprimos para j = 0, . . . , τk. Ademais,

(2π)−1T jl (−x′(tlj)) ≤ ξj,k ≤ ζk = kp0p1 =⇒ T jl ≤
kp0p1

−(2π)−1x′(tlj)
≤ kp0p1

m
= Tk

para l = 1, 2 e j = 0, . . . , τk. Concluímos que

(t01, T 0
1 , t

0
2, T

0
2 ), . . . , (tτk1 , T τk1 , tτk2 , T

τk
2 ) ∈ Õrb(fθ,p,q, T ).

Portanto,

lim sup
T→∞

log #Orb(fθ,p,q, T )
log T ≥ lim sup

k→∞

log #Orb(fθ,p,q, Tk)
log Tk

= lim sup
k→∞

log #Õrb(fθ,p,q, Tk)
log Tk

≥ lim sup
k→∞

log τk
log Tk

≥ lim sup
k→∞

log(k(p0q1 − p1q0))
log(kp0p1)

= lim
k→∞

log k + log(p0q1 − p1q0)
log k + log(p0p1)

= 1.

Teorema 6.4.3.

lim sup
T→∞

log #Pprim(λ, T )
log T ≥ 1.
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Demonstração. Pelo Lema 6.4.1 e pelo Lema 6.4.2, temos que

lim sup
T→∞

log #Pprim(λ, T )
log T = lim sup

T→∞

log #Pprim(λ,CT )
log(CT )

≥ lim sup
T→∞

log #Orb(fθ,p,q, T )
log T + logC

= lim sup
T→∞

log #Orb(fθ,p,q, T )
log T

log T
log T + logC

≥ 1.
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APÊNDICE A – Geometria simplética e de
contato

Neste apêndice coletamos alguns resultados de geometria simplética e de contato
que serão utilizados neste trabalho. Estudos bem completos destes temas, assim como
extensas bibliografias, podem ser encontrados em [3], [12], [19], [21], [26].

A.1 Variedades simpléticas
Definição A.1.1. Seja V um espaço vetorial real. Uma 2-forma ω em V é dita uma forma
simplética se ω é não-degenerada, ou seja,

ω(v, w) = 0, ∀w ∈ V =⇒ v = 0.

Neste caso dizemos que (V, ω) é um espaço vetorial simplético.

Seja E um espaço vetorial sobre uma variedade M . Uma seção ω de ∧2E é dita
uma forma simplética em E se (Ep, ωp) é um fibrado vetorial simplético para todo p ∈M .
Neste caso dizemos que (E,ω) é um fibrado vetorial simplético sobre M .

Se M é uma variedade, dizemos ω ∈ Ω2(M) é uma forma simplética em M se
(TM,ω) é um fibrado vetorial simplético sobre M e dω = 0.

Exemplo A.1.1. Identificamos R2n ∼=
⊕n

i=1 R2 com coordenadas (x1, y1, . . . , xn, yn). Con-
sidere a 2-forma

ω0 =
n∑
i=1

dxi ∧ dyi.

Temos que (R2n, ω0) é um espaço vetorial simplético e uma variedade simplética. Note que

ω0 = 〈J0·, ·〉,

onde 〈·, ·〉 é o produto interno canônico de R2n e

J0∂xi = ∂yi e J0∂yi = −∂xi , i = 1, . . . , n.

Definição A.1.2. A matriz J0 do exemplo acima é a chamada a estrutura quase-complexa
padrão de R2n.

Exemplo A.1.2. Seja M uma variedade de dimensão n e π : T ∗M → M seu fibrado
cotangente. Definimos a 1-forma

(αtaut)θ = (π∗θ)π(θ), ∀θ ∈ T ∗M,
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chamada de forma tautológica em T ∗M . Note que se (q1, . . . , qn) for um sistema de
coordenadas em M e (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) for o sistema de coordenadas induzido em
T ∗M , então

(αtaut)θ =
n∑
i=1

pi(θ)dqi, ∀θ ∈ T ∗M.

Portanto,
ωcan = dαtaut =

n∑
i=1

dpi ∧ dqi,

é uma forma simplética, chamada de forma simplética canônica em T ∗M .

Definição A.1.3. Sejam (Vi, ωi), i = 1, 2 espaços vetoriais simpléticos. Um simplectomor-
fismo T : (V1, ω1)→ (V2, ω2) é um isomorfismo entre V1 e V2 tal que

T ∗ω2 = ω1.

Sejam (Ei, ωi), i = 1, 2 fibrados vetoriais simpléticos sobre variedades Mi, i = 1, 2.
Um simplectomorfismo Φ : (E1, ω1) → (E2, ω2) é um isomorfismo entre E1 e E2 tal que
Φp : (E1)p → (E2)p é um simplectomorfismo para todo p ∈M1.

Sejam (Mi, ωi), i = 1, 2 variedades simpléticos. Um simplectomorfismo ϕ : (M1, ω1)→
(M2, ω2) é um difeomorfismo entre M1 e M2 tal que tal que dϕ : TM1 → TM2 é um sim-
plectomorfismo, i.e., ϕ∗ω2 = ω1.

Em [26] Teorema 2.1.3 e Teorema 3.2.2 encontramos o seguinte resultado, conhecido
com Teorema de Darboux:

Teorema A.1.1. (a) Se (V, ω) é um espaço vetorial, então existem n ∈ N e um sim-
plectomorfismo T : (V, ω)→ (R2n, ω0).

(b) Sejam (M,ω) uma variedade simplética e p ∈ M . Então existem n ∈ N, U uma
vizinhança de p em M , V uma vizinhança de 0 em R2n e um simplectomorfismo
ϕ : (U, ω)→ (V, ω0) satisfazendo que ϕ(p) = 0.

Dada uma variedade simplética e uma função nesta variedade, a não-degenerescência
da forma simplética permite que se faça a seguinte definição (veja [26] página 21):

Definição A.1.4. Sejam (M,ω) uma variedade simplética e H : M → R. O campo
Hamiltoniano associado a H é o campo de vetores XH unicamente definido por

iXHω = dH.

Observação A.1.1. Não há consenso na literatura quanto a definição acima. Aqui seguimos a
convenção de sinais de [26]. Por exemplo, na referências [12] XH é definido pela identidade

iXHω = −dH.

Obviamente, as duas definições levam a resultados equivalentes.
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Exemplo A.1.3. Se H : R2n → R, temos que o campo Hamiltoniano XH com respeito à
forma simplética ω0 é dado por

XH = J0∇H =
n∑
i=1

(∂xiH∂yi − ∂yiH∂xi).

A.2 O grupo simplético e o índice de Maslov
Definição A.2.1. O grupo simplético de R2n é o subgrupo de GL(2n,R) dado por

Sp(n) = {A ∈ GL(2n,R) | ATJ0A = J0},

onde J0 é a estrutura quase-complexa canônica de R2n.

O espectro de uma matriz simplética é descrito na proposição abaixo, cuja demons-
tração pode ser encontrada em [26], Lema 2.2.2:

Proposição A.2.1. Se A ∈ Sp(n), então existem λ1, . . . , λn ∈ C\{0} tais que

σ(A) =
n⋃
i=1
{λi, λ−1

i }.

O seguinte teorema foi retirado de [26], Teorema 2.2.12.

Teorema A.2.2. Existe uma única função µ que associa a cada caminho fechado de
matrizes simpléticas

ϕ : R\Z→ Sp(n)

um inteiro e que satisfaz os seguintes axiomas:

(a) Dois caminhos fechados de matrizes simpléticas ϕ1 e ϕ2 são homotópicos se, e
somente se,

µ(ϕ1) = µ(ϕ1).

(b) Dados dois caminhos fechados de matrizes simpléticas ϕ1 e ϕ2, então

µ(ϕ1ϕ2) = µ(ϕ1) + µ(ϕ2).

(c) Se n = n′ + n′′, ϕ′ é um caminho fechado de matrizes simpléticas em Sp(n′) e ϕ′′ é
um caminho fechado de matrizes simpléticas em Sp(n′′), então

µ(ϕ′ ⊕ ϕ′′) = µ(ϕ′) + µ(ϕ′′),

onde interpretamos ϕ′⊕ϕ′′ como um caminho simplético em Sp(n) da maneira óbvia.

(d) O caminho fechado de matrizes simpléticas em R2, ϕ(t) = e2πit satisfaz que

µ(ϕ) = 1.

Definição A.2.2. O índice do Teorema A.2.2 é chamado de índice de Maslov.
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A.3 Variedades de contato
Definição A.3.1. Sejam M uma variedade e ξ um subfibrado vetorial de TM de codi-
mensão 1. Dizemos que ξ é uma estrutura de contato em M se para todo p ∈ M existe
uma 1-forma λ definida em uma vizinhança U de p, tal que

ξ = ker λ em U

e (ξ|U, dλ) é um fibrado vetorial simplético sobre U . Neste caso, dizemos que (M, ξ) é uma
variedade de contato.

Uma forma λ como acima é chamada de uma forma de contato local associada a ξ.
Se U = M , dizemos simplesmente que λ é uma forma de contato associada a ξ.

Observação A.3.1. (a) Do Teorema A.1.1 concluímos que uma variedade de contato
necessariamente tem dimensão ímpar.

(b) Se dimM = 2n+1, a condição (ξ|U, λ) ser um fibrado vetorial simplético é equivalente
à condição de que

λ ∧ (dλ)n 6= 0.

Se λ é uma forma de contato definida globalmente, temos que λ∧ (dλ)n é uma forma
de volume em M e, portanto, esta forma induz uma orientação em M .

(c) Note que uma forma associada a uma dada estrutura de contato não é única. De
fato, duas formas de contato λ1 e λ2 são associadas à mesma estrutura de contato ξ
se, e somente se, existe uma função real f que não se anula tal que λ2 = fλ1.

(d) Quando quisermos salientar o papel de uma forma de contato λ específica, escrevere-
mos que (M,λ) é uma variedade de contato. Fica subentendido que a estrutura de
contato em consideração é a dada por ξ = ker;λ.

O seguinte resultado, que se encontra em [12], Lema 1.1.1, nos diz exatamente
quando uma estrutura de contato admite uma forma de contato globalmente definida.

Proposição A.3.1. Seja (M, ξ) uma variedade de contato. Então ξ está associada a
uma forma de contato (global) se, e somente se, ξ é coorientável em TM , i.e., TM/ξ é
orientável.

Neste trabalho só consideraremos estruturas de contato coorientáveis.

Exemplo A.3.1. Toda variedade de dimensão 1 é uma variedade de contato com ξ = 0.

Exemplo A.3.2. Identificando R2n+1 com⊕n
i=1 R2⊕R com coordenadas (x1, y1, . . . , xn, yn, z),

temos que
λ = dz + 1

2

n∑
i=1

(xidyi − yidxi)
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é uma forma de contato em R2n+1.

O próximo teorema conhecido como teorema de Darboux, nos diz que localmente o
único invariante de uma variedade de contato é a sua dimensão. Para uma demonstração
veja Teorema 2.5.1 em [12].

Teorema A.3.2. Seja λ uma forma de contato em uma variedade M de dimensão 2n+ 1.
Dado p ∈M , existem vizinhanças U de p em M e V de 0 em R2n+1 e um difeomorfismo
ϕ : V → U tal que ϕ(p) = 0 e

ϕ∗λ = dz + 1
2

n∑
i=1

(xidyi − yidxi).

Associado a uma forma de contato temos sempre um campo, no espírito da seguinte
definição (veja [12] Definição 1.1.9):

Definição A.3.2. Seja λ é uma forma de contato em uma variedade M . O campo de
Reeb associado a λ é o campo de vetores Xλ definido unicamente por

iXλλ = 1 e iXλdλ = 0.

Observação A.3.2. Note que dada uma variedade de contato (M, ξ) e λ uma forma de
contato associada ξ, temos uma decomposição em soma direta

TM ∼= ξ ⊕ 〈Xλ〉 ,

onde 〈Xλ〉 denota o fibrado vetorial gerado pelo campo de vetores Xλ.

Definição A.3.3. Sejam (W,ω) uma variedade simplética e Y um campo de vetores
definido em algum aberto U de W . Dizemos que Y é um campo de Liouville de (W,ω) se

LY ω = ω

em U .

Para nós a importância desta definição reside na seguinte proposição que foi retirada
de [12] Lema 1.4.5 e Lema 1.4.10:

Proposição A.3.3. Sejam (W,ω) uma variedade simplética, M uma hiperfície de W e U
uma vizinhança de M em W . Suponha que Y é um campo de Liouville de (W,ω) definido
em U e transversal a M . Então λ = iY ω|M é uma forma de contato em M . Ademais,
se existe H : W → R tal que H−1(c) = M para algum valor regular c de H, então existe
g : M → R tal que Xλ = gXH .

Uma hiperfície como M no enunciado do teorema é chamada de uma hiperfície de
contato de (W,ω).
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Exemplo A.3.3. O campo

Y = 1
2

n∑
i=1

(xi∂xi + yi∂yi),

é um campo de Liouville de (R2n\{0}, ω0) transversal a esfera unitária S2n−1 = {z ∈ R2n |
‖z‖2 = 1}, onde escrevemos z = (x1, y1, . . . , xn, yn). Logo, a 1-forma

iY ω0 = 1
2

n∑
i=1

(xidyi − yidxi)

define uma forma de contato em S2n−1. Denotaremos esta forma de contato por λ0 e
a estrutura de contato associada de ξ0 e as chamaremos respectivamente de forma de
contato padrão e estrutura de contato padrão em S2n−1. Portanto, S2n−1 é uma hiperfície
de contato de R2n. Como S2n−1 = H−1(1), onde H(z) = ‖z‖2, temos que

X0 = Xλ0 = 2
n∑
i=1

(xi∂yi − yi∂xi).

O caso de S2n−1 é uma instância de uma família de exemplos.

Definição A.3.4. Seja S uma hiperfície compacta de Rn\{0}. Dizemos que S é estrelada
se para todo v ∈ Sn−1 a reta

lv = {tv | t ∈ (0,∞)}

intersecta S transversalmente em exatamente um ponto.

Exemplo A.3.4. Se S uma hiperfície compacta estrelada, então S é uma hiperfície de
contato de R2n, pois S é transversal ao campo de Liouville Y do Exemplo A.3.3 com
estrutura de contato induzida pela forma de contato dada pela restrição à S da 1-forma

λS = 1
2

n∑
i=1

(xidyi − yidxi).

Claramente, S2n−1 é uma hiperfície compacta estrelada e temos λS2n−1 = λ0.

Do ponto de vista da estrutura de contato (não das formas de contato), o Exemplo
A.3.4 é equivalente ao Exemplo A.3.3, como a próxima proposição mostra (veja [2] Teorema
9.3.1).

Proposição A.3.4. Seja S uma hiperfície compacta estrelada de R2n e considere a função
f : S2n−1 → (0,∞), dada por

f(z)z ∈ S.

Então o difeomorfismo ϕ : S2n−1 → S, dado por

ϕ(z) = f(z)z,
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satisfaz que
ϕ∗λS = f 2λ0.

Reciprocamente, se g : S2n−1 → (0,∞), defina a hiperfície estrelada

Sg = {
√
g(z)z ∈ R2n | z ∈ S2n−1}.

Então, o difeomorfismo ψ : S2n−1 → S dado por

ψ(z) =
√
g(z)z,

satisfaz que
ψ∗λSg = gλ0.

Definição A.3.5. Uma variedade de contato (M ′, ξ′) é dita uma subavariedade de contato
de uma variedade de contato (M, ξ) se existe um mergulho ϕ : M ′ →M tal que

ϕ∗(ξ′) = Tϕ(M ′) ∩ ξ.

A.4 Variedades de contato de dimensão 3
Uma apresentação bem aprofundada deste tema, contendo muitas demonstrações

completas, pode ser encontrada no capítulo 4 de [12].

O próximo teorema foi demonstrado por Martinet em [24].

Teorema A.4.1 (Martinet). Toda variedade fechada e orientável de dimensão 3 admite
uma estrutura de contato.

Em [9], Eliashberg introduz uma dicotomia na classificação de estruturas de contato
em variedades em dimensão 3 que agora discutimos.

Definição A.4.1. Seja (M, ξ) uma variedade de contato de dimensão 3. Um disco fechado
D mergulhado em M é dito um disco overtwisted1 se

T∂D ⊂ ξ e TpD 6= ξp, ∀p ∈ ∂D.

A estrutura de contato ξ é chamada de overtwisted, se admite algum disco overtwisted.
Caso contrário, dizemos que ξ é tight. Se λ é uma forma de contato em M associada a
estrutura de contato ξ, diremos que λ é tight ou overtwisted caso ξ seja tight ou overtwisted,
respectivamente.

1 Aqui decidimos manter as nomenclaturas em inglês, tight e overtwisted, como tem sido a prática em
português.
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Observação A.4.1. Na literatura, em geral um disco overtwisted é definido adicionando-se
a condição que existe exatamente um ponto no interior do disco cujo plano tangente seja
o plano de contato neste ponto. As duas definições são equivalentes como se mostra em
[2], Theorem 3.5.7.

Neste contexto, dois teoremas nos interessam. O primeiro é devido a Bennequin [4]
e diz que:

Teorema A.4.2. A estrutura de contato ξ0 de S3 (veja Exemplo A.3.3) é tight.

O segundo resultado está contido em [10] e diz que:

Teorema A.4.3. Seja λ uma forma de contato em S3 e induzindo uma estrutura de
contato tight. Então existem f : S3 → (0,∞) e um difeomorfismo ϕ : S3 → S3 tais que
ϕ∗λ = fλ0.

Outra propriedade da estrutura de contato padrão em S3 que nos será útil é:

Proposição A.4.4. Qualquer estrutura de contato tight em S3 é trivial.

Demonstração. Basta mostrar que a estrutura padrão ξ0 é trivial. Para isto, basta encontrar
um base global de ξ0. De fato, os campos de vetores

y2∂x1 + x2∂y1 − y1∂x2 − x1∂y2 e − x2∂x1 + y2∂y1 + x1∂x2 − y1∂y2

formam tal base.

A.5 Simplectização de variedades de contato
Seja (M, ξ) uma variedade de contato com ξ coorientada, i.e., como uma escolha

de orientação em TM/ξ. Consideramos o subfibrado vetorial de T ∗M dado por

ξ⊥ = {θ ∈ T ∗M | θ|ξ ≡ 0}.

Temos o isomorfismo entre fibrados vetoriais Φ : ξ⊥ → TM/ξ dado por Φ(θ) = [θ]. Como
por hipótese TM/ξ é um fibrado de linhas orientado, podemos orientar ξ⊥ através do
isomorfismo Φ. Logo podemos falar de covetores positivos e negativos em ξ⊥\{0}. Seja

Wξ = {θ ∈ ξ⊥\{0} | θ é positivo}.

Definição A.5.1. A variedade (Wξ, ωξ) é chamada de simplectização de (M, ξ), onde
ωξ = ωcan|Wξ é a restrição da forma simplética canônica em T ∗M (veja Exemplo A.1.2).



A.5. Simplectização de variedades de contato 127

Teorema A.5.1. Seja (M, ξ) uma variedade de contato com ξ coorientada. Se λ é uma
forma de contato induzindo a orientação de ξ⊥, então

Ψλ : (Wξ, ωξ)→ (R×M,d(etλ)), θ 7→ (log(θ/λπ(θ)), π(θ)).

é um simplectomorfismo.

Demonstração. É imediato checar que

Ψ−1
λ : R×M → Wξ, (t, p) 7→ etλp.

Ademais, se θ ∈ T ∗M , então

(Ψλ)∗(etλ)θ = (θ/λπ(θ))(π∗λ)π(θ)

= (π∗θ)π(θ)

= (αtaut)θ.

Portanto,
(Ψλ)∗d(etλ) = dαtaut = ωξ.
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APÊNDICE B – Teoria de nós e enlaces em
S3

Neste apêndice coletamos os resultados sobre a teoria de nós que precisaremos para
desenvolver o trabalho. Usamos como referência os livros [12], [29] e [23].

B.1 Nós e enlaces em S3

No que segue consideramos S3 munida da sua estrutura de contato tight padrão ξ0

(veja A.4.2) e orientada como bordo da bola unitária de R4 com a orientação canônica.
Muito da teoria descrita abaixo poderia ser desenvolvida em contextos mais gerais (veja o
capítulo 3 de [12]).

Definição B.1.1. Um conjunto K ⊂ S3 é dito um nó se existe um mergulho γ : S1 → S3

tal que K = γ(S1). Dizemos que um nó K é tranversal se para todo p ∈ K

TpS3 = TpK ⊕ (ξ0)p.

Um subconjunto L ⊂ S3 é dito um enlace se é a união finita de nós disjuntos. Um
enlace é dito transversal se é composto por nós transversais.

Observação B.1.1. Note que um enlace transversal é automaticamente uma subvariedade
de contato.

Definição B.1.2. Uma isotopia (transversal) entre os nós (transversais), L0 e L1, é um
mapa Γ : [0, 1] × L0 → S3 satisfazendo que Γ({0} × L0) = L0, Γ({1} × L0) = L1 (e
Γ({t} × L0) é um enlace transversal para todo t ∈ [0, 1]).

Dados dois enlaces (transversais), L0 e L1, diremos que eles são equivalentes se
existe uma isotopia (transversal) entre eles.

O seguinte teorema será útil (veja Teorema 1.3 do capítulo 8 de [13] e Teorema
2.6.12 de [12]):

Teorema B.1.1. Sejam L0 e L1 enlaces disjuntos de um subconjunto fechado C ⊂ S3

e Γ : [0, 1] × L0 → S3\C é uma isotopia entre L0 e L1, então existe uma isotopia
Ψ : [0, 1]× S3 → S3 satisfazendo que Ψ([0, 1]× C) = C e

Ψt ◦ Γ0 = Γt,
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onde
Ψt = Ψ(t, ·) e Γt = Γ(t, ·).

Se L0, L1 e Γ forem transversais, podemos assumir que

(Ψt)∗(ξ0) = ξ0.

O próximo teorema se encontra em [23], Teorema 1.5.

Teorema B.1.2. Sejam K um nó orientado e D um disco fechado e mergulhado em S3

que intersecta K somente em um ponto no seu interior. Oriente D de forma que

#(K,D) = 1,

onde #(·, ·) denota o número de interseção como definido no capítulo 5 de [13]. Então
a classe de homologia [∂D] gera H1(S3\K) e esta classe de homologia não depende da
escolha de D. Em particular, H1(S3\K) é canonicamente isomorfo a Z.

Definição B.1.3. Sejam K e K2 dois nós orientados e disjuntos. Definimos o número de
enlaçamento entre K1 e K2 como

lk(K1, K2) = [K1] ∈ H1(S3\K) ∼= Z.

Observação B.1.2. Se K1 ∪K2 e K ′1 ∪K ′2 são enlaces equivalentes, então

lk(K1, K2) = lk(K ′1, K ′2).

Uma segunda maneira de definir o número de enlaçamento é utilizando as superfícies
de Seifert de um enlace, noção que agora definimos.

Definição B.1.4. Dado um enlace L em S3, uma superfície de Seifert para L é uma
superfície orientável, conexa e compacta Σ mergulhada em S3 tal que ∂Σ = L.

No Teorema 4 da seção A do capítulo 5 de [29], temos que:

Teorema B.1.3. Se L é um enlace em S3, então existe uma superfície de Seifert para L.

Sejam K um nós e Σ uma superfície de Seifert para K. Se K for orientado, sempre
orientaremos Σ de forma que a orientação de K coincida com a orientação de ∂Σ.

Teorema B.1.4. Dados dois nós K1, K2 ⊂ S3 disjuntos e orientados vale que

lk(K1, K2) = #(K1,Σ2),

onde Σ2 é uma superfície de Seifert para K2.
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Para uma demonstração deste teorema veja Proposição 3.4.11 de [12].

No Corolário 3.4.12 em [12] encontramos o resultado:

Proposição B.1.5. Dados dois nós K1 e K2 disjuntos em S3 temos que

lk(K1, K2) = lk(K2, K1).

Lema B.1.6. Seja K um nó transversal em S3 e X uma seção global de ξ0 que não se anula
e vamos denotar por φX seu fluxo. Existe ε > 0 tal que se |t| < ε, então KX,t = φXt (K) é
um nó disjunto de K. Além disso, link(K,KX,t) não depende de X e de t.

Demonstração. Que KX,t é um nó segue do fato de φXt ser um difeomorfismo para todo
t ∈ R. Que KX,ε ∩K = ∅ para ε > 0 segue da hipótese de K ser compacto e transversal e
X ∈ ξ0 não se anular. Se |t1|, |t2| < ε, então

(s, p) ∈ [0, 1]×KX,t1 7→ φXs(t2−t1)(p) ∈ S3,

induz uma isotopia entre K ∪ KX,t1 e K ∪ KX,t2 . Suponha agora que Y é outra seção
global de ξ0 que não se anula. Seja Zs, s ∈ [0, 1], uma homotopia entre X e Y por seções
de ξ0 que não se anulam. Podemos encontrar ε > 0 tal que se |t| < ε então φZst (K) é um
nó disjunto de K. O mapa

(s, p) ∈ [0, 1]×KX,t 7→ φZst (p) ∈ S3

induz uma isotopia entre K ∪KX,t e K ∪KY,t.

Definição B.1.5. Seja K um nó transversal em S3, então definimos o número de auto-
enlaçamento de K como

slk(K) = lk(K,KX,t),

onde KX,t é como no enunciado do Lema B.1.6.

Observação B.1.3. Por construção, o número slk(K) é invariante por isotopias transversais.

B.2 Alguns enlaces especiais em S3

Definição B.2.1. Um nós K é dito trivial se admite um disco como superfície de Seifert.

Vamos considerar os seguintes nós em S3

Ki = {(z1, z2) ∈ S3 | zi = 0}, i = 1, 2.
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Vamos considerar Ki orientado como bordo do disco

Di = {(z1, z2) ∈ B(0; 1) | zi = 0}, i = 1, 2.

Os nós K1 e K2 são nós triviais satisfazendo que lk(K1, K2) = 1. Para ver isto, defina

Σi = {(z1, z2) ∈ S3 | Re(zi) = 0 e Im(zi) ≤ 0}, i = 1, 2.

Note que Σi é um disco e é superfície de Seifert para Ki. Além disso, K1 ∩ Σ2 = {(0,−i)},
K2 ∩ Σ1 = {(−i, 0)} e

#(K1,Σ2) = 1 = #(K2,Σ1).

Pelo B.1.2, temos que
lk(K1, K2) = 1. (B.2.1)

Para calcular, slk(K1), vamos usar a seção global de ξ0 dada por

X = −x2∂x1 + y2∂y1 + x1∂x2 − y1∂y2 .

Se t ∈ R, temos que
φXt (0, z2) = ((sen t)z̄2, (cos t)z2).

Logo, φXt (K1) é homólogo a −K2 em H1(S3\K1). Logo, se t é pequeno o suficiente,

slk(K1) = lk(K1, KX,t) = −lk(K1, K2) = −1. (B.2.2)

Um cálculo análogo mostra que
slk(K2) = −1. (B.2.3)

Escreveremos L0 = K1 ∪K2.

Fixe agora (p, q) ∈ Z× Z coprimos. Sejam z1, z2 ∈ C\{0} tais que |z1|2 + |z2|2 = 1.
Defina o mapa

φ̃ : R→ S3, t 7→ (z1e
2πipt, z2e

2πiqt).

Este mapa φ̃ induz um mergulho φ : R/Z → S3. Vamos denotar por Kp,q o nó φ(R/Z).
Note que dada qualquer escolha de z1 e z2 como acima obtemos nós transversalmente
isotópicos via uma isotopia que fixa o enlace L0 (Teorema B.1.1). Como [Kp,q] é homólogo
a p[K2] em S3\K1, temos que

lk(Kp,q, K1) = p. (B.2.4)

Analogamente,
lk(Kp,q, K2) = q. (B.2.5)

Pela discussão acima, vemos queKp,q eKp̂,q̂ estão em classes de homotopia diferentes
em S3\L0 se (p, q) 6= (p̂, q̂).
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Agora, seja (p̂, q̂) ∈ Z× Z. Construimos Kp̂,q̂ como acima com alguma escolha de
ẑ1, ẑ2 ∈ C\{0}, com |ẑ1| 6= |z1|. Se |ẑ1| < |z1|, então [Kp̂,q̂] é homólogo a q̂[K1] em S3\Kp,q,
segue que

lk(Kp,q, Kp̂,q̂) = pq̂. (B.2.6)

Analogamente, se |ẑ1| > |z1|, então

lk(Kp,q, Kp̂,q̂) = p̂q. (B.2.7)

Uma discussão mais detalhada dos nós Kp,q pode ser encontrada na seção C do
capítulo 3 de [29].
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