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Resumo

Mostramos que se um campo de Reeb na esfera S* tight possui 3 érbitas fechadas ge-
ometricamente distintas, K, K; e K4, tais que K1 U K2 formam um link de Hopf e
K

p
respectivamente, entao sob certas condigdes envolvendo (p, ¢) e os nimero de rotacao de

¢ ¢ um né toroidal de tipo (p,¢) cujo nimero de enlagamento com K; e Ky é p e g,
K, e K, este campo possui infinitas érbitas fechadas geometricamente fechadas.

Palavras-chave: Topologia de Contato, Dinamica Integravel






Abstract

We show that if a Reeb vector field on the sphere S? tight has 3 close geometrically distinct
orbits, K, K, and K, 4, such that K; U K, forms a Hopf link and K, , forms a toroidal
knot of type (p, q) whose linking number with K; and K5 is p and ¢, respectively, then
under some condition on (p,¢) and the rotation numbers of K; and Ky, this vector field

has infinitely many geometrically distinct closed orbits.

Keywords: Contact Topology, Integrable Dynamics
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1 Enunciado dos resultados

1.1 Definicoes basicas

Em todo este trabalho, todas as variedades, func¢oes, fibrados, formas, etc, sao

assumidos suaves (C*) salvo mengao contraria.

Sejam M uma variedade e A uma forma de contato em M. Denotaremos por X, o
campo de Reeb em M induzido pela forma de contato A e por ¢** seu fluxo. Escreveremos
2 (p) = ¢ (t, p) para todo (t,p) € R x M para o qual o fluxo esté definido. Resultados

bésicos sobre variedades de contato estao coletados no apéndice A. Note que

( i(A)*A = )\ € dqbg(A (gp) = g(ﬁfk(p)

Definicao 1.1.1. Uma o6rbita de Reeb fechada de X, é uma classe de equivaléncia de

pares (z,7),onde T'> 0 e z : R — M é uma funcao T-periédica satisfazendo que
T =X,ouz,

e declaramos que os pares (z1,77) e (x2,Ts) sdo equivalentes se T} = Ty e as imagens de

x1 e X9 sdo iguais. O conjunto destas classes de equivaléncia serd denotado por 2 (M, \).

Seja P = (z,T) € (M, ). Dizemos que T ¢é a agao desta 6rbita e chamamos
o conjunto de agoes de todas as érbitas fechadas de espectro de agao de A. Denotamos
por O(P) o conjunto x([0,77]) visto como subvariedade mergulhada de M. Dado k € N,
denotamos a 6rbita fechada (z, kT) por P*. A érbita P = (z,T) serd dita prima se T é o
menor periodo de z. O conjunto de 6rbitas de Reeb primas serd denotado por Z,,.im (M, A).

Dado T > 0, definimos também o conjunto
Ppim( (M, NT) ={(2,5) € Pprim(M,X\) | S <T}.

O ntmero v € C é dito um multiplicador de Floquet transversal da érbita P = (z,T) se
v € o(dgy (2(0))), onde o(dé7 (x(0))[€4(0)) denota o espectro de dg7 (x(0))]€x(0). A orbita
P = (z,T) ¢é dita ndo-degenerada se 1 nao ¢ um multiplicador de Floquet transversal desta
orbita. Diremos que a forma de contato A é ndo-degenerada se todas as suas Orbitas de

Reeb fechadas sao nao-degeneradas.

Diremos que a 6rbita ndo-degenerada P = (z,T) é

1. positivamente hiperbdlica se o (d¢7 (2(0))|€x0)) = {v,v '} com v > 1;

2. negativamente hiperbélica se o(d¢7 (2(0))|&40)) = {v,v™'} com v < —1;



14 Capitulo 1. FEnunciado dos resultados

3. eliptica se o (d¢7 (2(0))|€x0)) = {v,v ™'} = {v, v} com |v]| = 1.

(veja Proposicao A.2.1).

Observacao 1.1.1. Notamos que a definicdo acima nao depende do representante. Com
efeito, se P = (x,T) = (y,T) e y(0) = z(ty), entdo

7 (¥(0)) = y(0) <= 7% 0 ¢y (2(0)) = ¢, (2(0)) = ¢7*(2(0)) = z(0)

g7 (2(0)) = dp™}, (y(0)) o dé* (y(0)) © depy ((0))
= [dop (2(0))] 7! 0 dg7* (y(0)) o ddi (x(0)).

No que segue vamos estudar especificamente a esfera tridimensional
S* = {(z1,y1,79,52) € R | 2] +yi + 25 + 95 =1} = {(21,2) € C° | [ + |22 = 1}

munida da estrutura de contato tight padrao &, ou seja, a estrutura de contato induzida

pela forma

1
Ao = §($1dy1 — yrdxy + zodys — yodzs).

restrita a S®. Sempre consideraremos S? orientado por \g A d\g. Notamos que esta é

exatamente a orientacao de S® como bordo da bola unitéria de R* orientada por d\g A d)o.

Notacao 1.1.1. No caso em que A é uma forma de contato em S* induzindo &, vamos

escrever
PN =P2(S* N, PopimN) = Ppim(S80) ¢ Ppin A\ T) = Pprin(SP N, T)
Dada uma orbita de Reeb P € &(\), vamos denotar seu niimero de rotagdo como
p(P, \) calculado de acordo com uma trivializagao global de (&, d\) (veja Definigao 2.5.2).
Observagdo 1.1.2. O nimero de rotagao nao depende da escolha de trivializagao global.

Definigao 1.1.2. Dizemos que o vetor (p,q) € Z X Z é coprimo se nao existe k € N com
k > 1 tal que
(p/k,q/k) € Z x Z.

Considere os nés transversais em (S?, &)

Ki:{(21,22)€S3|ZZ‘:0}, Z:1,2

Kpq = {(e™/V2,e*™/\/2) € §* | t € R},

onde (p, q) é coprimo.
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Figura 1.1.1 — Enlace de Hopf

Figura 1.1.2 — Enlace de tipo (1,3) Figura 1.1.3 — Enlace de tipo (7,5)

Definigao 1.1.3. O enlace Ly = K; U K5 é chamado do enlace de Hopf padrao em (S?, &).
Dizemos que um enlace transversal em (S3, &) é um enlace de Hopf se ¢ transversalmente
isotépico a Lg. O né K, , é chamado de um né de tipo (p, ¢) padrao em (S?, ). Dizemos que
um né transversal em (S%, &) é um né de tipo (p, ¢) se é transversalmente isotépico a K, .
O enlace L, , = LyUK, , serd chamado de enlace de tipo (p, q) padrao em (S?,&). Dizemos

que um enlace transversal em (S*, &) é um enlace de tipo (p,q) se é transversalmente

isotopico a Ly ,.

Resultados e defini¢oes relevantes sobre teoria de noés estao coletados no Apéndice
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Seja
N ={(t,0) € R* | t <0},

Em R*\ N denotamos por arg : R\ N — (—m,7) a fungdo argumento satisfazendo que
v = ||v]| (cosarg(v), sen arg(v)).
Defini¢ao 1.1.4. Dados u,v € R*\ N escrevemos

u<v

se
arg(u) < arg(v).
Escrevemos
u =0
se

arg(u) < arg(v).

1.2 Alguns resultados sobre dindmica de Reeb na esfera S? tight

Vamos considerar o seguinte exemplo:

Exemplo 1.2.1. Sejam a,b € (0,00) e defina a hiperficie em R*

_ _ 2 ;| |
E—E(CL,Z))— (Zl,ZQ)E(C ’T+T—1

munida da forma de contato
1
Ao = §(x1dy1 — yrdxy + zodys — yodxs).
Um célculo simples mostra que
K, = {(z1,22) EE|21=0} e Ky, = {(z1,22) € E | 20 =0}

sao oOrbitas fechadas de X,,. Se a/b € Q, entao E(a,b) é folheada por orbitas fechadas de
Xo- Se a/b € R\Q, entdo X, possui somentes estas duas 6rbitas periddicas. Existe um
difeomorfismo ¥ : S* — E(a,b) dado por

‘11(217 22) = f(Zb 22)(21, 22),
onde f:S* — (0,00). Temos que

A= \IJ*)\O = g(Zl, ZQ))\O.
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Portanto, as propriedades acima sao herdadas por X. Este exemplo mostra que a dinamica

de Reeb pode mudar drasticamente quando se muda a forma de contato induzindo &.

Seja agora
K=V HK)={(21,2) € C*| 5, =0}, i=1,2

Claramente, X, herda as propriedades de X, discutidas acima. Note que K; U K, forma
um enlace de Hopf (veja o Apéndice B). Ademais, se a/b € Q todas as érbitas de Reeb
em S?\(K; U K,) vistas como 6rbitas primas formam nés de tipo (p, ¢), para algum vetor

(p, q) coprimo que nao depende da érbita.t.

Seja A uma forma de contato induzindo a estrutura de contato & em S3. Em todos
os exemplos conhecidos, X, possui duas érbitas periddicas ou X, possui infinitas orbitas
periédicas. Um resultado de Cristofaro-Gardiner e Hutchings ([7]) mostra que X, tem
sempre pelo menos duas orbitas geometricamente distintas, porém é uma pergunta em
aberto se é possivel que o nimero de érbitas periédicas de X, seja finito e maior do que
2. Além disso, em todos os exemplos conhecidos, X, admite duas 6rbitas formando um

enlace de Hopf. A validade deste resultado em geral também néao é sabida.

Vamos considerar agora a seguinte conjectura:

Se a forma de contato )\, induzindo a estrutura de contato & em S?, é
tal que X, admite duas orbitas fechadas formando um enlace de Hopf, entao

X, possui duas ou infinitas orbitas fechadas geometricamente distintas.

Em [20], os autores provaram que se as 6rbitas que formam um enlace de Hopf
satisfazem uma situacio de nao-ressonancia, entao existem infinitas érbitas. Vamos explicar
o que significa esta condicao de nao-ressonancia. Sejam K; e Ky as érbitas formando o
enlace de Hopf e sejam 6, = p(K7) — 1 e Oy = p(K3) — 1 seus numeros de rotagdo. Diremos

que estas érbitas sdo nao-ressonantes se os vetores (1, 1) ndo é um multiplo positivo de
(1,6,).

Na realidade o resultado de [20] ¢ ainda mais preciso. O Teorema 1.2 de [20] pode

ser enunciado como:

Teorema 1.2.1. Seja A uma forma de contato em S? induzindo & e tal que X, possui
duas drbitas periddicas formando um enlace de Hopf K1 U K. Seja 0; = p(K;)—1,1=1,2.
Se (p,q) € Z X Z é tal que p,q € coprimo e

(61,1) < (p,q) < (L,62) ou (1,62) < (p,q) < (61,1),

L0 vetor (p,q) é tal que p/q =b/a
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entao existe uma orbita P de X, tal que
k(P,Ky)=p e 1k(P Ky =gq,

onde Ik denota o nimero de enlagamento de dois nds (veja Apéndice B).

1.3 Enunciado dos resultados

O objetivo do presente trabalho é entender o que ocorre no caso em que ha
ressonancia entre as componentes do enlace de Hopf, ou seja, em que (01,1) e (1,6,) s@o

colineares, ou seja, existe 6 > 0 tal que

1

92:671:

6.

Como o Exemplo 1.2.1 acima mostra, ndo podemos esperar a existéncia de infinitas érbitas
fechadas geometricamente distintas neste caso. Portanto, vamos adicionar a hipdtese de
que além do enlace de Hopf existe uma orbita adicional K, , tal que L, , = K1 UKy U K,
forme um enlace de tipo (p,q) em S3. Vamos adicionar ainda a hipdtese técnica que

p+ g > 0. O principal resultado deste trabalho é:

Teorema 1.3.1. Seja A uma forma de contato em S* induzindo a estrutura de contato
tight . Suponha que existam orbitas de Reeb periodicos Ky, Ko, K, € Pprim(N) tais que
Ly = K1 UK, seja um enlace de Hopf, (p,q) é coprimo e L, , = LoUK, , forme um enlace
de tipo (p,q). Suponha ainda que exista 6 > 0 tal que

1
gzp(Kl,)\)—l e 0=p(Ky\)—1

e p+ql > 0. Entao, dado (p,q) coprimo satisfazendo que
(1,0) < (p,4) < (p.q) ou (p,q) < (P ) < (1,0)
existe uma drbita de Reeb P € Pprim(N) tal que
K(PK)=p e IKP LK) =i

Corolério 1.3.2. Sob as hipdteses do Teorema 1.3.1, Ppim(N) € infinito.

Na verdade, mais do que afirmar que ha infinitas 6rbitas fechadas geometrica-
mente distintas, podemos mostrar que o nimero de érbitas primas cresce pelo menos

polinomialmente como fun¢dao do periodo. Mais precisamente, temos o seguinte teorema:

Teorema 1.3.3. Sob as hipoteses do Teorema 6.3.2, temos que

lim sup IOg #@prz‘m<)\a T) >

> 1.
T—s00 logT
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O Teorema, 6.3.2 segue de um enunciado aparentemente mais restrito. Para enuncia-

lo precisamos da seguinte defini¢ao:

Definicao 1.3.1. Seja (p, ¢) coprimo e L, , um enlace de tipo (p, ¢) padrao. Definimos o
conjunto

Fpq =1{f € C*(S%,(0,00)) | df (v) = 0,Yv € &|Lyq}-

Notamos que se f € Z,,, entdo A = fAg é uma forma de contato em S* associada

a estrutura de contato &, realizando as componentes de L, , como 6rbitas do seu campo
de Reeb.

Proposicao 1.3.4. Se \ é uma forma de contato em S* induzindo a estrutura de contato

tight & e realizando as componentes de um enlace do tipo (p,q), L,,, como drbitas de

seu campo de Reeb. Entio, existe [ € F,, e um difeomorfismo ¢ : S* — S* tal que

@(Lp,q) =Lyq e

Demonstragio. Por hipdtese, existe g : S* — R\{0} tal que A = g)\y. Como f/pﬁq é um
enlace de tipo (p, ¢), existe uma isotopia transversal n; : L, , — S? satisfazendo que 1y = id
e M(Lyq) = Ly, Pelo Teorema 2.6.12 de [12], existe uma isotopia de contato @, : S* — §?
satisfazendo que @y = id, ®;|L, , = n;. Logo,

(I)T(g)\o) = h)\o,

para algum h : S* — R\{0}. Se h é positiva, podemos tomar f = h e ¢ = ®;. Se
h é negativa, consideramos o difeomorfismo 7' : S* — S* dado por T(z1,y1, T, ¥2) =

(1, —y1, T2, —Yyo) € notamos que T*\g = —\g. Basta tomar, p = ®10T e f=—koT. [

A proposi¢ao acima mostra que no Teorema 1.3.1 podemos nos restringir a considerar

somente formas de contato em S* da forma fA\g com f € %, .

1.4 Descricao dos demais capitulos

No capitulo 2 discutiremos o conceito de indice de Conley-Zehnder. Apresentaremos
uma defini¢cdo axiomatica, uma definicdo geométrica e uma definicao analitica do indice
de Conley-Zehnder para caminhos de matrizes simplécticas em Sp. Cada definicao tem
sua vantagem nos problemas concretos e utilizaremos as trés defini¢oes convenientemente.
Neste capitulo também definimos o ntimero de rotagdo de um caminho simpléctico em
R? e sua relacdo com o indice de Conley-Zehnder. Depois aplicaremos estas nogoes a
linearizagao do fluxo de Reeb ao longo de érbitas periédicas em variedades de contato

em dimensao 3, definindo assim o indice de Conley-Zehnder e o niimero de rotagao para



20 Capitulo 1. FEnunciado dos resultados

orbitas periodicas do campo de Reeb. Na tltima se¢do definiremos a no¢ao de niimero de

enrolamento de dois vetores.

No capitulo 3 discutiremos os conceitos de curvas pseudo-holomorfas em simplecti-
zagoes, em cobordismos simpléticos com fins cilindricos e em cobordismos simplécticos
divididos (splitting cobordism), junto com as no¢oes de energia. Depois estudaremos o

comportamento assintético de curvas pseudo-holomorfas.

No capitulo 4 seguindo os trabalhos de [27] e [20], feitas certas hip6teses sobre a
forma de contato, definimos um complexo de cadeias formado pelas érbitas periddicas de
Reeb e um operador de bordo para este complexo que serd construido a partir do espago
de cilindros pseudo-holomorfos que sao assintoticos as érbitas de Reeb periddicas. Com
esses dados construiremos uma homologia associada a este complexo. Estudamos, também,

os morfismos entre estes complexos de cadeias.

No capitulo 5 construimos formas de contato em S? nas quais podemos calcular
a homologia construida no capitulo 4. Na primeira se¢do construimos formas de contato
Morse-Bott, nas quais o fluxo de Reeb é integravel. Na segunda secado, perturbamos
estas formas de contato de forma a fazé-las satisfazer as hipdteses para a construgao da
homologia. Nas secoes seguintes calculamos a homologia utilizando as formas de contato
perturbadas, mostramos que esta homologia é nao-nula e estudamos os morfismos entre

complexos de cadeias aplicados a este caso especifico.

No capitulo 6 mostraremos o resultado principal. Na primeira secao provamos
alguns lemas preparatorios. Na segunda segdo provamos o caso em que a forma de contato
é nao-degenerada. Na terceira secao, utilizando um resultado de aproximacao por formas
de contato nao-degeneradas provamos o resultado geral. Na quarta secao estudamos o

crescimento de érbitas periddicas em fungao do periodo.

O trabalho termina com dois apéndices, um onde coletamos resultados basicos de

geometria simplética e de contato e outro em que coletamos resultados de teoria de nés.
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2 0O indice de Conley-Zehnder em dimensao
2

Neste capitulo estudaremos o indice de Conley-Zehnder em dimensao 2 seguindo
a apresentagao do indice de [20]. O indice de Conley-Zehnder tem o papel de indice de
Morse na construcao da homologia no capitulo 4. Na primeira se¢ao introduziremos a
defini¢do axiomatica do nimero de Conley-Zehnder para caminhos de matrizes simpléticas
em R2. Como serd necessario adiante obter uma caracterizacdo mais concreta deste
indice, discutimos nas segoes 2.2 e 2.3 a definicdo geométrica e a definicdo analitica,
respectivamente, e obtemos algumas propriedades do indice. Na quarta secao estudamos o
numero de rotacao e sua relacao com o indice de Conley-Zehnder. Na secao 2.5 definimos o
indice de Conley-Zehnder e o niimero de rotacao para érbitas periédicas de Reeb utilizando
a linearizacao do fluxo e uma trivializagdo simpléctica da estrutura de contato ao longo da
orbita. Estudamos também como estas nogoes dependem da trivilializacao escolhida. Na

secao 2.6 estudamos o nimero de enrolamento e suas propriedades.

2.1 Definicao axiomatica
No que segue vamos identificar R? = C via o isomorfismo
(z,y) ER* =z +iy € C.

Notamos que sob esta identificacao

0 —1

Comegamos distinguindo um subespago do grupo de matrizes simpléticas Sp(1)

que nos sera particularmente 1util,
Sp*(1) ={A € Sp(1) | det(A — 1) # 0}.
Da Proposicao A.2.1, se A € Sp*(1) ha 3 possibilidades:
(a) o(A) ={v,v™'} com v > 1;
(b) o(A) = {v,v™} com v < 0;

(c) o(A) ={r,v '} ={v,v} com |[v| =1 e Im(v) # 0.
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Defini¢ao 2.1.1. No caso (a) dizemos que A é positivamente hiperbdlica, no caso (b)

dizemos que A é negativamente hiperbélica e no caso (c) dizemos que A é eliptica.

Definimos o conjunto de caminhos continuos
X ={e:[0,1] = Sp(1) [ ¢(0) = 1, (1) € Sp"(1)}.

Em [15], Teorema 3.2, encontramos o seguinte resultado:

Teorema 2.1.1. Existe um unico mapa pucz : 3* — 7Z satisfazendo que

(a) Se ps é uma homotopia em ¥*, entdo ucz(ps) € constante;

(b) Sep:[0,1] — Sp(1) satisfaz ¥(0) = (1) =1 e ¢ € ¥*, entao
poz(Yp) = 2u(¥) + poz(p),
onde p denota o indice de Maslov (Definigio A.2.2);
(c) Se p €3 e t(t) =p(t)™!, entdo

pez(p™') = —pez(e);

(d)

poz(t — e™) = 1.

Além disso, peyz induz uma bijecao das classes de homotopia de 3* em Z.

Definicao 2.1.2. O mapa pucz descrito no Teorema 2.1.1 é chamado de indice de Conley-
Zehnder.

Observacao 2.1.1. O indice de Conley-Zehnder pode ser definido em qualquer dimensao

par (veja [15]). Contudo, esta definicdo mais geral nao tera utilidade para nos.

]

Nas proximas se¢oes daremos duas descri¢goes mais concretas do indice de Conley-

Zehnder que serao necessarias no resto do trabalho.

2.2 Definicao geométrica

Seja ¢ : [0,1] — Sp(1), um caminho continuo. Seja @ : [0,1] x R — R o tinico mapa
satisfazendo que

27is
PO amioies), (2.2.1)
[p(t)e2ms||
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e 6(0,s) = s para todo s € [0, 1]. Observamos que

G ) G

lp(O)ermi+12] — p(t)ems]

Logo,
O(t,s +1/2) =0(t,s) + 2k +1)/2,

onde k € Z. Como )
0(0,s4+1/2) = s+ 2

concluimos que

O(t,s+1/2) =0(t,s) +1/2, (2.2.2)
para todo t € [0, 1] e para todo s € R. Considere a funcao A : R — R dada por
A(s)=06(1,s) —0(0,s) =0(1,s) — s. (2.2.3)
Claramente, A é continua e por (2.2.2), A(s + 1/2) = A(s), para todo s € [0, 1].

Definigao 2.2.1. Dado ¢ e A como acima, definimos o intervalo de rotacao de ¢ por

I{p) = {A(s) | s € [0, 1]}.

Observagao 2.2.1. O conjunto I(p) é a imagem do intervalo [0, 1] pela fungao continua A,

donde se conclui que I(p) é de fato um intervalo.

]

Em [14] Lema 3.2, os autores provam:

Lema 2.2.1. O intervalo de rotagao 1(p) tem comprimento estritamente menor do que
1/2. Em particular, existe k € Z tal que I(9) NZ = {k} ou I(¢) C (k,k+1).

Definicao 2.2.2. Se ¢ : [0,1] — Sp(1) é continuo, definimos o indice geométrico de
Conley-Zehnder
2k sekel(p)NZ

Ig(p) =
2k+1 sel(p) C (k,k+1), keZ.

O teorema abaixo, cuja demonstragdo pode ser encontrada em [14], Teorema 3.5,

afirma que o indice definido acima ¢é exatamente o indice de Conley-Zehnder.

Teorema 2.2.2. O indice i, restrito a ¥* satisfaz o Teorema 2.1.1 e, portanto, pg|X* =

Hcz-

Observagao 2.2.2. Notamos que o Teorema 2.2.2 garante que ji, ¢ um variante homotoépico
somente restrito a ¥.*. De fato, em [14] hd um exemplo de caminhos de matrizes simpléticas

homotépicos relativamente a {0} e partindo da identidade possuindo indices geométricos
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de Conley-Zehnder diferentes. Contudo, se ¢, 1 : [0, 1] — Sp(1) sd@o homotodpicos relativa-
mente a {0, 1}, entdo os mapas 0y e 0; definidos em (2.2.1), para g e @1, respectivamente,

satisfazem que
Oo(1,5) —s =61(1,s) — s.
Portanto, segue que
1g(00) = pg(p1).
O

Observagio 2.2.3. O item (b) do Teorema 2.1.1 vale para i, mesmo que ¢ ¢ £*. De fato,
suponha que ¢ : [0,1] — Sp(1) satisfaz que p(0) = 1 e ¢ : [0,1] — Sp(1) satisfaz que
¥(0) = (1) = 1. Seja a : [0,1] x R — R tal que

w(t) 2 eQﬂ'ia(t,s)
[ ()em|
a(0, s) = s. Note que
OZ(]_, S) — 5= M(¢)

Entao o
POeB)e™  ariaos)

— = ¢ :
[ () (t)e>m]|
onde 6 é definido como em (2.2.1). Logo,

a(t,0(t,s)) —s = alt,0(t,s)) — 0(t,s) + 0(t,s) — s = u(y) + 0(t,s) — s.

Dai, vemos que
1) = p(y) + 1(e).

Concluimos que

tg(Vp) = pg(p) + 2(1).

O proximo lema sera utilizado nas préximas segoes.

Lema 2.2.3. Suponha que ¢ : [0,1] — Sp(1) satisfaz que ¢(0) =1 e que A € GL(2,R),

entao
Hg(SOA) = :ug(QO)a
onde pa(t) = A7 p(t)A.

Demonstracao. Considere a homotopia

€ [0,1] — A™"p(t) A"
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Vamos considerar a func¢ao continua 6 : [0, 1] x [0,1] x R — R que satisfaz que

Aiucp(t) Ave?mis — e27ri0(u,t,s)
[ A= (t) Avems||

e 0(u,0,s) = s para todo (u, s) € [0,1] x R. Vamo supor por absurdo que p,(¢a) # 14().
Caso I(p) C (k,k+ 1), entdao o(¢(1)) "Ry = 0. Por hipdtese, existe s € R tal que

0(1,1,s) —s<k ou 6(1,1,s)—s>k+1.
Logo, existe u € [0, 1] tal que (u, 1,s) — s € Z. Mas isto implica que
o(p(1)) R, = o(Aa(1)A") (R, £ 0,

o que é um absurdo.

Caso k € I(p) NZ, entao a(p(1)) "Ry # 0. Por hipdtese, k ¢ I(pa). Pelo Lema
2.2.1, existe u € [0, 1] tal que I(A™%p(1)A"*) N Z = (). Logo,

o(p(1)) MRy = o(A (1) A) N R, =,
o que é um absurdo.

]

Dado ¢ : [0,1] — Sp(1) continuo podemos estender este caminho a um caminho

continuo de [0,00) em Sp(1), que continuamos denotando por ¢, definido por
t € [0,00) = (t — [t])p(1)!,
|t] =k € Z se, e somente se, k <t < k+ 1. Definimos o map
e® 1 [0,1] = Sp(2), t€[0,1] — w(kt),
para todo k € N. Notamos que se t € [(j — 1)/k,j/k], 7 =1,...,7, temos
(1) = p(kt — (= 1)p(1) " (2.2.4)

Em particular, o*) € ¥* se, e somente se, ¢(1) ndo possui raizes k-ésimas da unidade no

seu espectro.

Vamos denotar por §%) e A®) | 0s mapas associados a p*) como em (2.2.1) e (2.2.3),
6™ e AM vamos continuar grafando como 6 e A, respectivamente. Convencionamos ainda

que 0O (¢, 5) = 5. De (2.2.4) segue que

0B (t,s) = 0(kt — (j —1),0979(1,5)),
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set € [(j—1)/k,j/k]. Concluimos que

AP (s) =00 (1, 5) — 0%)(0, )

= Y700k, 5) = 69 = 1)/k )
= i[e(l, 0= (1, 5)) — 0(0,09-D(1, 5))] (2.2.5)
-3 A9

<
I
—

Lema 2.2.4. Suponha que ¢ : [0,1] — Sp(1).

(a) Se a(p(1)) C (0,00), entdo existe | € Z tal que kl € I(p™) e p,(o"®) = 2k, para
todo k € N.

(b) Se o(¢(1)) C (—00,0), entdo existe | € Z tal que py(p™) = k(21 + 1) para todo

k € N. Ademais, se k ¢ impar, entdo
L(®) € (kI +1/2)], [k +1/2)] +1),

e se k € par, entdo
k(14 1/2) € I(p™).

(c) Sep(t) =e>™ € U, onden : [0,1] = R ¢ continua com n(0) =0 e n(1) = a, entdo

I(®) = {ka}

2k, se ka € 7

Hg(™) =
2|kal +1 se ka e R\Z

para todo k € N. Se kaw € R\Z, entao

I(e™) C (|ka), [ka] +1).

(d) Se p(1) C S', entio existe « € R tal que

2ka, se ka € Z

Ng(@(k)) = ’
2|kal +1  se ka € R\Z

para todo k € N. Se ko € R\Z, entao

I(e"™) c ([kal, [ka] +1).
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Demonstragio. No caso (a), podemos encontrar s € [0,1] e v > 0 tal que
(p(1>k€27rs — Vke27ris’

para todo k € N. Portanto,
627ri9(k>(1,s) — e27ris

e existe | € Z tal que (1,5) = s + . Logo, A(s) = I. Temos ainda que 6

para todo k € N. Por (2.2.5),

k k
Z 0U1(1,5)) =Y A(s) = ki € I(p™).
: ]:1

Por defini¢io, p,(p™) = 2ki.

No caso (b), podemos encontrar s € [0, 1] e v < 0 tal que
(p(1>k€27rs — Vke271'1ls’

para todo k € N. Portanto,
62m’9<k>(1,s) — 2mi(st+k/2)

e existe [ € Z tal que (1,s) = s+ 1+ 1/2. Observamos que

90(15)€2m(s+k/2) _ (_1)k; ‘P(t)ems = (- 1)k62m€(t ) — p2mi(0(t,5)+k/2)
lp(t)e2mi+r2)] lp(t)e?m]] '
Logo, A(s) =1+1/2e
k
=Y "A@)= Y A(s) = k(1 + 1/2) € I(p™).
j=1 Jj=1

Pelo Lema 2.2.1, se k é par, entao
He")YNZ = {k(l+1/2)}.

e se k é impar, entao
I(e"YNZ = 0.

Neste caso, temos ainda que
I(™) C (kU +1/2)], [k(1+1/2)] + 1).
Assim, p1y(p™®) = k(21 + 1), para todo k € N.
No caso (c), dado s € R, temos que

SO(t)BQTris _ 627ri(77(t)+s).

Logo, para ¢, vale que A(s) = a para todo s € R. Concluimos que, para o®*),

AW () = ka,

(1,

s)—s€el
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para todo s € R, o que implica que I(U®) = {ka}. Por conseguinte,

2ka, se ka € Z
2|kal+1 se ka € R\Z

(k)

fg(

para todo k € N. Se ka € R\Z, entao
I(p™) < ([kal, [ka] +1),

pela definicao do indice geométrico.

No caso (d), podemos escrever o(p(1)) = {2 =27} onde 8 € R. Pelo Teorema
de Jordan existe M € GL(2,R) tal que

M Yo(1)M = e2mih,
Defina ¢(t) = M ~tp(t)M. Note que
) = MM ()M
para todo k € N. Do Lema 2.2.3, temos que

ng(W™) = g (™),
para todo k € N. Usando a decomposi¢ao polar (veja [26], Observagao 2.2.5), existem
P,U :[0,1] — Sp(1) tais que P(t) é positiva para todo t € [0, 1], U(t) é unitaria para todo
tel0,1]e
b(t) = U(L)P(t).
Por unicidade da decomposicio polar, P(0) = P(1) = U(0) = 1 e U(1) = €*¥. O mapa

we [0,1] = Ut)P(t)"

define uma homotopia entre ¢ e U relativamente a {0, 1}. Concluimos que existe uma
homotopia entre ¢ e U em relativamente a {0,1}. Claramente, esta homotopia induz
homotopias entre p*) e U*) relativamente a {0,1}, para todo k € N. Pela Observacao
2.2.2,

ng (W) = pg(®),

para todo k € N. Podemos escrever,
U(t) _ 627ri17(t)7

onde 7 : [0, 1] — R satisfaz n(0) = 0 e n(1) = S +m, com m € Z. Defina a = 3+ m. Pelo

caso (c), aplicado a U™, concluimos que

2ka, se ka € Z
2|kal+1  se ka € R\Z 7
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para todo k € N. Se ka € R\Z, entao
I(™) c ([kal, [ka] +1).
[l

Corolario 2.2.5. Suponha que ¢ € X* e que nao possua raizes da unidade no seu espectro.

(a) Se o(1) € positivamente hiperbélica, entdo exviste | € 7 tal que kl € I(p®)) e
pez (™) = 2kl, para todo k € N.

(b) Se p(1) € negativamente hiperbdlica, entdo existe | € 7 tal que pcz (™) = k(21 +1)

para todo k € N. Ademais, se k € impar, entdo
1™ C (kI +1/2)], [+ 1/2)] + 1),

e se k € par, entdo
k(14 1/2) € I(e™).

(¢) Se p(1) € eliptica, entio existe « € R\Q tal que
I(p™) C ([ka], [ka] +1)

e ez (p®) = 2|ka| + 1, para todo k € N.

2.3 Definicao analitica

Suponha que ¢ : R — Sp(1) é um mapa suave satisfazendo que ¢(0) = 1 e
que o(t + 1) = ¢(t)p(1) para todo t € R. Defina o caminho suave de matrizes S(t)

—ip(t)p(t)™", t € R. Da equagao

plip =1,
obtemos que
p(t)"ip(t) + o) ip(t) =0 = ()i = —p(t) ip(t)p(t) "
Dai,
ST(t) = () ™) o) = —p(t) (p(t) ) ip(t)p(t) ™ = S(1).
Vemos que S é um caminho de matrizes simétricas. Ademais, dado t € R, temos que
S(t+1) = —ig(t + Dot +1)7" = —ip(t)p(Dp(1) o)™ = —ip(t)p(t) ™" = S(?).

Defina
L, =—i0, — S(t).
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Notamos que
Lyp(t) = —ig(t) +ip(t)p(t) " (t) = 0.

Reciprocamente, se S é um caminho suave e 1-periédico de matrizes simétricas,
L=0,—5(t) (2.3.1)

e @ satisfaz que

temos que

d . , 4 .
%(w(t)Tw(t)) = () "ip(t) + o) ip(t) = o) S(H)p(t) — p(t)" S(t)p(t) = 0.
Como ¢ satisfaz a equagao diferencial ordinéria linear (2.3.1) podemos supor que seu
dominio é R. Além disso, 1(t) = ¢(t)p(1) satisfaz que ¥(0) = p(1) e

Lp(t) = o(t)p(1) = S(H)e(t)e(1) = (Le(t))p(1) = 0.

Por unicidade de solugoes de equacoes diferenciais ordinarias, temos que

p(t)p(l) =(t) =t +1), teR.

Isto mostra que caminhos simpléticos partindo da identidade estao em bijecdo com
operadores da forma (2.3.1). Usaremos as propriedades espectrais de L, para obter uma

caracterizacao do indice de Conley-Zehnder de ¢.

Vamos fixar ¢ : R — Sp(1) suave satisfazendo que p(t + 1) = p(t)¢(1) e escrevere-
mos L = L,. Temos que L é um operador linear, auto-adjunto e ilimitado em L*(R/Z, R?)
com dominio W'%(R/Z, R?), cujo espectro é real e contém somente auto-valores que se
acumulam somente em fo0o (veja a se¢ao 3 de [15]). Pelo teorema de regularidade eliptica
e pelo teorema de unicidade de solugoes de equacoes diferenciais ordinérias, se v é um

auto-vetor de L, entdo v ndo se anula. Portanto, existe uma fungao 7 : [0,1] — R tal que

v(t)
= "\,
[o(@)]
O ntimero
n(1) —n(0)
2m
e nao depende da escolha de 1. O Lema 3.4 de [15] prova que se v; e vy sdo dois auto-vetores

wind(v) = €Z

associados aos mesmos auto-valores, entdo wind(v;) = wind(vs). Logo, dado v € (L),
podemos definir wind () como sendo wind(v) para qualquer auto-vetor de L associado a
v. Além disso, se vy, 15 € 0(L) com vy < 1y, entdo temos que wind(rv;) < wind(v,) (Lema

3.7, [15]). Consideramos os nimeros

v (L) =max{v €o(L)|v <0} e v'(L)=min{v€o(L)|v >0}
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Que estes numeros estao bem definidos, segue das propriedades ja enunciadas sobre o

espectro de L. Definimos
wind ™ (L) = wind(v~ (L)) e wind® (L) = wind(v"(L)).
Observamos que wind ™ (L) < wind*(L). Definimos, também,

0 sewind (L) = wind™ (L)

p(L) = o _
1 se wind (L) < wind™(L).

Definicao 2.3.1. Definimos o indice analitico de Conley-Zehnder de ¢ como

fa(p) = 2wind™ (L) + p(L).

No Teorema 3.10 de [15], segue o seguinte resultado:
Teorema 2.3.1. Se ¢ € X%, ua(p) = pez(p).
Usaremos no que segue as notacao ¢*) introduzida na secao 2.2. Como estamos
supondo que ¢(t + 1) = p(t)p(1), segue que
B (1) = p(kt), teR.

Vamos denotar por L*) o operador associado a ¢ como explicado acima. O préximo

resultado e sua demonstracao sao encontrados em [20], Corolério 2.4:

Proposicao 2.3.2. Se ¢ € 3* ¢ suave por partes e tal que o espectro de ¢(1) ndo contém

raizes da unidade, entdo

(a) Se (1) é positivamente hiperbolica e | € 7 satisfaz que u(e™) = 2k, para todo
k € N, entdao
wind ™ (L®) = wind ™ (L") = ki,

para todo k € N.

(b) Se (1) é negativamente hiperbolica e | € Z tal que u(e™) = k(21 + 1) para todo
k € N, entao
wind ™ (L") = wind (L") = k(I + 1/2)

se k épar e
wind™ (L") = |k(1+1/2)] e wind™(LW) = k(1 +1/2)] +1
se k € impar.
(c) Se (1) ¢ eliptica e a« € R\Q tal que u(p™) = 2|ka] + 1, para todo k € N, entdo

wind~(LW) = |ka| e wind"(LW) = |ka] + 1.
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Do Lema 3.6 de [15], temos

Proposicao 2.3.3. Se ¢ € X* é suave por partes, entdo para cada k € 7 existem

exatamente dois autovalores (contados com multiplicidade) v1, vy € o(L) tais que
wind(vy) = k = wind ().

Corolario 2.3.4. Se ¢ € X* ¢ suave por partes e p(L) = 0, entdo o auto-espago associado

av— (L) evt(L) é unidimensional.

2.4 O nlmero de rotacao

Seja ¢ : R — Sp(1) um caminho continuo satisfazendo que p(0) =1 e p(t +1) =
o(t)p(1). Seja 6 : R x R — R a tnica fungdo suave satisfazendo que
e()e™ e
fe(e) ~°
e 0(0,s) = s. Defina f(s) = 6(1,s), s € R. Por (2.2.2), segue que f(s+ 1) = f(s) + 1.
Dado que
90(1)62m51 — (10(1)6271-1'52
se, e somente se, s, — $1 € Z, temos que f : R — R induz um homeomorfismo de R/Z
sobre R/Z. Seja A como em (2.2.3). Pela Proposicao 11.1.1 de [22], dado s € [0, 1], o limite

AW A £ A ) s
k—o0 kj k—o0

existe e nao depende da escolha de s.

Definicao 2.4.1. Dado ¢ como acima definimos seu niimero de rotacao como
O AG)+Af(8) + -+ A (s
o)t A+ AU() (1)

k—o0 k

Usando as notacoes ¥, %) e A®) introduzidas no secao 2.2, temos que

fk(s) = e(k)(L S).

Portanto,
A(s) + A(f(s)) +- -+ AFN(s)) _ fHs) =5 AW(s)
k N k ok
e, assim, "
k
plp) = Jim = k(5>-

Pelo Lema 2.2.1 e pela Defini¢ao 2.2.2, temos que

(k) (k)

Por conseguinte,

()
gl
2p(p) = lim g(k)
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Definigao 2.4.2. Dado ¢ como acima, definimos seu indice médio como

- IRT ﬂg(SO(k))
Aoy = =

Da discussao acima obtemos:
Lema 2.4.1. [i(y) = 2p(p).

Observagao 2.4.1. Da Observagao 2.2.3 e do Lema 2.4.1, concluimos que se 1 : R — Sp(1)
é tal que ¥(0) =1 e ¥(t+ 1) = ¢(t) para todo t € R, entdo

p(Yp) = ple) + ().

Do Lema 2.2.3 e do Lema 2.4.1, concluimos que

p(A™ 0 A) = p(yp)

para toda A € Sp(1).

Do Lema 2.4.1 e do Lema 2.2.4 segue que:

Corolario 2.4.2. Suponha que @ é como acima. Vale que:

(a) Se o(p(1)) C (0,00), entdo p(p) =1 € Z, onde p4(p) = 21.
(b) Se o(p(1)) C (—o0,0), entio p(¢) =1+ 1/2, onde l € Z é dado por py(p) =21 + 1.

(c) Se o(t) = ™) ¢ U(1), para todo t € [0,1], onde n : [0,1] — R, entdo p(¢) = a,

para o = n(1) € R. Além disso, « satisfaz que

2a, sea €7

1g(p) =
2la) +1  sea e R\Z.

(d) Se p(1) € eliptica e ndo possui raizes da unidade no seu espectro, entao p(p) = a,

onde o € R\Q € tal que py(p) = 2| + 1.

2.5 O indice de Conley-Zehnder e nimero de rotacao de érbitas de
Reeb periddicas

Seja M uma variedade de dimensao 3, A uma forma de contato em M e X, o
campo de Reeb associado a A\. Vamos denotar por ¢** o fluxo de X,. Considere P =
(#,T) € 2(M,)). Como o fluxo de Reeb preserva A, temos que dg; * (x(0)) : Exo) — Eurr)

sao mapas lineares simpléticos para cada t € R.
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Definicao 2.5.1.

Vamos escrever z(t) = z(Tt). Tome ¥ : £|0(P) — R? uma trivializagao d\-
simplética (veja Lema 2.6.6 de [26]). Podemos, assim, definir o caminho suave de matrizes

simpléticas

Cer R=8p(1), ©en(t) = Vure o dog (z(0)) o (Vypo) ™

Além disso,

Car)(t+1) =Y, i1) 0 d¢¥&+1)<5’7(0)) o (War(o) ™
= W,y © dy (2(0)) © (V) ™ 0 Wrr) © dp* (2(0)) © (V) "
= Q1) (1)) (1).
Logo,
iy (t) = ) (kt)
= Wy () © dgpy(2(0)) © (Vi) ™!
= Vo) © &, (2(0)) © (Vo 0)) ™

= Qe kr)(t).

(2.5.1)

Notamos que
Pan(0)=1 e oenr(t+1)=punt)eern(l),

para todo ¢ € R. Suponha que P = (y,T') e seja ty € R satisfazendo que y(0) = z(to).
Temos a homotopia entre A(1,0) o ¢, (t) o A(1,0)7! e ¢ 1) dada por

A(s,t) 0 A(s,0) " 0 A(1,0) o g, 1)(t) o A(1,0)7"
onde

A(s,1) = W gy 0 [depsty (x (1)) 7 0 W -

Observamos ainda que A(s, 1) = A(s,0) e que, portanto a homotopia acima é relativa a

{0,1}. Pela Observacao 2.2.2, pelo Lema 2.2.3 e pela Observacao 2.4.1 obtemos que

tg(P@r)) = te(Pwr) €  plPer) = plewn))-

Suponha agora que ¥’ seja outra trivializacao dA-simplética do fibrado vetorial £|0(P).

Temos que o caminho

Plary(t) = Vi@ © gy (2(0)) o (W)

Podemos escrever

Glary(t) = W,y 0 ddp (x(0)) o (V)"
= B(t) o B(0)™' o B(0) 0 ¢(u1)(t) o B(0) ™,
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onde
B(t) = \IJ;T(t) o (\Iij(t))_l'
Segue da Observacao 2.2.3, do Lema 2.2.3 e da Observagao 2.4.1 que

11g(£(wry) = tg(P(@m)) + 20(B(-) 0 B(0)™) = pig(0(amy) + 20(Wl(y © (Wap(y) ™)

P(amy) = P(@r) + (P 0 (Tap()) ™)
Em particular, se ¥ e ¥’ sdo homotdpicas, entao

Ho(Plam) = te(Pm) € p(Par) = p(e@r)-
Defini¢ao 2.5.2. Se P = (x,T) € £ (M, \) e  é uma classe de homotopia de trivializagoes
dA-simpléticas de £|0(P), entao definimos o indice de Conley-Zehnder do par (P, ) como

pez(P A, B) = pg(@@.1))

e seu nuamero de rotacao como

p(P, A, B) = p(¢r));

onde ¢, 1) ¢ definido usando-se uma trivializacao ¥ na classe 3.

Observagao 2.5.1. Da equagao (2.5.1) e do Lema 2.4.1, obtemos que

poz(PF N, B)

onde utilizamos a notacio P* = (z,kT).

Da discussao acima ainda obtemos que:

Proposicao 2.5.1. Se 8 e 3’ sao classes de homotopia trivializacoes d\-simpléticas de
€|O(P), entdo existe m € Z tal que

MC’Z(Pa)\a/BI):MCZ(Pv)\aﬁ)_FQm € p(Pa)\v/Bl):p(Pa)\aﬁ)+m7
onde
m = p(V, oy o (¥ar(y)™)

para qualquer escolha de trivializacoes simpléticas ¥ em 3 e W' em 3.

Se A\ é uma forma de contato em S? induzindo a estrutura de contato tight padrao &.
Como m3(Sp(1)) = 0, segue que todas as todas as trivializagdes globais d\-simpléticas sao
homotépicas (veja Proposicao A.4.4 e Proposicio 2.2.4 de [26]). Se P = (z,T) € 22(S?, \),
vamos escrever seu numero de rotacao e seu indice de Conley-Zehnder calculados em

qualquer trivializacao global como
p(Pa)\) € ,LLCZ(P7)\)7

respectivamente.
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2.6 O nimero de enrolamento

Seja E um fibrado vetorial orientado de dimensao 2 sobre R/Z. Sejam Z, W se¢oes
continuas que nao se anulam de E. Como E ¢ trivializado existe Z’ tal que {Z, Z'} forma
uma base global continua de E induzindo a sua orientagdo. Existem fungoes a,b: R/Z — R
tais que

W(t) = a(t)Z(t) + b(t)Z'(t).

Como Z nao se anula, a curva a(t) + ¢b(f) também nao se anula. Seja 6 : [0,1] — R

continua tal que

O numero

wind(W, Z) =60(1) — 6(0) € Z

depende somente da classe de homotopia de a(t) + ib(t) como curva fechada em C\{0}.
Suponha que Z” seja outra se¢ao de E tal que {Z, Z"”} forma uma base global continua

de E induzindo a sua orientagao. Sejam «a, § : R/Z — R tais que
Z"t) =at)Z(t)+ B(t)Z'.

Como {Z,7'} e {Z,Z"} induzem a mesma orientacao, temos que (t) > 0 para todo

t € R/Z. Dai,
W(t) = <a(t) _ O‘%’g”) Z(t) + g((’?)z"@)

A homotopia

(s,t) € [0,1] x R/Z (a(t) - a(gt)(i))(t) 5) " Zﬁbég

mostra que wind(W, Z) nio depende da escolha de Z”. E imediato que wind(W, Z) depende

somente das classes de homotopia de W e Z.

Definigao 2.6.1. Nas condigoes acima chamamos o nimero wind(W, Z) de nimero de

enrolamento de W e Z.

Observagdo 2.6.1. Se E possui uma estrutura complexa ou uma estrutura simplética, entao

tomamos a orientagdo de E induzida por estas estruturas.

]

Proposicdao 2.6.1. Seja P = (x,T) € P(M,N). Se ¥ e V' sao trivializagoes d-
simpléticas de £|O(P) e u,v € R*\{0}, entdo

(W 0 U = wind (W)~ u, (¥,)) " ).

T
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Demonstragio. Existe uma homotopia entre ¥/, o \IJ;Tl(t) e e?™ onde a: [0,1] - R é

continua (veja Proposi¢ao 2.2.4 em [26]). Temos que

p(V o0 = a(l) — a(0).

Como wind ¢ invariante por homotopia, podemos supor que (¥,,.1) " = (\P;T(t))*lez’”a(t).

Por invaridncia homotépica também podemos supor que v = u. Note que { (W, )~ u, (U], ;))~"iu}
formam uma base global de |0 (P) induzindo a orientagao deste fibrado. Temos que

(Wapry) = (V!

IET(t

))_1627”“(“14 = cos(2ma(t)) (W), )~ u+ sen(2ma(t)) (P, ;) i

I'T(t

Como
cos(2ma(t)) +isen(2ma(t)) = e2me®),

obtemos que

wind((Wa, () u, (W, ) "0) = a(1) — a(0) = u(¥ 0 U,

T
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3 Curvas pseudo-holomorfas

Neste capitulo apresentamos as definigdes basicas de curvas pseudo-holomorfas que
serdo necessarias para se construir a homologia no préximo capitulo. Na secao 3.1 definimos
a nocao de uma estrutura quase-complexa e de uma curva pseudo-holomorfa e apresentamos
algumas propriedades basicas destas curvas. Na secao 3.2, 3.3 e 3.4 estudamos curvas
pseudo-holomorfas em simplectizagoes, cobordismos com fins cilindrico e cobordismos
divididos, respectivamente, junto com a nog¢ao de energia apropriada em cada caso. Na
secao 3.5 introduzimos uma classe especial de estruturas quase-complexas. Na secao 3.6
estudamos operadores assintéticos e definimos o indice de Conley-Zehnder de uma érbita
de Reeb periddica a partir destes operadores. Na secao 3.7, discutimos o comportamento

assintotico de curvas pseudo-holomorfas.

3.1 Estruturas quase-complexas e curvas pseudo-holomorfas

Definicao 3.1.1. Dado um fibrado vetorial E sobre uma variedade M, uma estrutura
complexa em E é um automorfismo .J : E — E satisfazendo que J> = —1. Se £ =TM e
J é uma estrutura complexa em T'M, dizemos que J é uma estrutura quase complexa em

M e chamamos o par (M, J) de uma variedade quase complexa.

Se (E,w) é um fibrado vetorial simplético, dizemos que a estrutura J é compativel

com w se

w(v, Jv) >0, Vve E\{0}

w(Jv, Jw) = w(v,w), Yv,we E.

Vamos denotar o conjunto das estruturas quase complexas de E compativeis com w como

J(E,w). No caso em que £ = TM e w é uma forma simplética em M escrevemos

F(M,w)=_7(TM,w).

Dado um fibrado vetorial simplético, vamos considerar que _# (E,w) estd munido
da topologia induzida pela topologia fraca em C*°(M, Aut(E)), onde a topologia fraca
estd definida no capitulo 2 de [13] e com Aut(F) denotamos o fibrado de automorfismos

de E. A préxima proposicao se encontra em [26], Proposigao 4.1.1 (i).

Proposicao 3.1.1. Se (E,w) € um fibrado vetorial simplético, entio # (E,w) € ndo-vazia

e contratil.
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Definigao 3.1.2. Seja (W, J) uma variedade quase-complexa e (X, j) uma superficie de
Riemann. Se u : ¥ — W, definimos

Oj(u) =du+ Joduoj

e chamamos 9; do operador de Cauchy-Riemann. Uma curva .J-holomorfa é um mapa
u : 3 — W satisfazendo que

d;(u) = 0. (3.1.1)
Observagao 3.1.1. Se (s,t) sao coordenadas holomorfas em ¥, entao a equagao (3.1.1) é

equivalente a equagao
Osu + Jou = 0.

[

Se ¥ é fechada, I' C ¥ é um conjunto finito e u : ¥X\I' — W é uma curva J-

holomorfa, diremos que u é uma curva J-holomorfa com furos e chamaremos os elementos
de T" de furos.

Observagdo 3.1.2. Um mapa de uma superficie de Riemann em uma variedade quase-
complexa é chamado genericamente de uma curva pseudo-holomorfa. Quando a estrutura
quase complexa J estd especificada preferimos dizer que a curva em questao se chama

uma curva J-holomorfa.

Defini¢ao 3.1.3. Sejam u : (X\I',5) — (W, J), v : (X'\I",j) — (W,J) curvas J-
holomorfas com furos e k£ € N. Diremos que v é um k-recobrimento de u se existe um

mapa holomorfo ¢ : ¥ — ¥ tal que

v=uo¢e degp = k'

Dizemos que u é simples se nao pode ser escrita como um k-recobrimento de uma

curva J-holomorfa com & > 1.

Terminamos esta secdo com um resultado que é consequéncia do Principio de
Similaridade de Carleman (veja [25], Teorema 2.3.5, e [35], Teorema 2.3).

Teorema 3.1.2. Sejam u : (X,j) — W, J) ed : (X,5) — (W, J) duas curvas J-
holomorfas. Se z € 3 e 2/ € 3 sao tais que u(z) = u'(z), entdo existem vizinhangas U e

U' de z e 2/, respectivamente tais que
wU) =u'(U)

w(U\{=}) N (U\{='}) = 0.

Uma defini¢io de deg ¢ pode ser encontrada em [11]

1



3.2. FEstruturas quase-complexas e curvas pseudo-holomorfas em simplectizagoes 41

Um estudo aprofundado de curvas pseudo-holomorfas é feito em [25], referimos o

leitor para este trabalho para obter mais informagoes.

3.2 Estruturas quase-complexas e curvas pseudo-holomorfas em
simplectizacoes

No que segue fixaremos uma variedade de contato de dimensao 3, (M,¢), com
estrutura de contato coorientada. Seja (We,we) a simplectizagao de (M,€) como na
definicao A.5.1. Dada uma forma de contato A em M satisfazendo que d\ = ¢ e induzindo

a coorientacao de £, temos um simplectomorfismo
Wy s (Weswe) = (R x Md(eN), 0 (10g(0/Ario)), 7(0)),
como no Teorema A.5.1. Note que temos uma acao livre de R em W, dada por
(c,0) — €0,

que pelo mapa W) se transforma na agao de R em R x M dada pela translagdo na primeira

coordenada.

Como (&,d)) é um fibrado vetorial simplético sobre M podemos falar do espago
F(&,dN) das estruturas complexas de ¢ compativeis com d\. Note que se \ é outra
forma de contato em M satisfazendo que & = d) e induzindo a coorientacdo de &,
existe f : M — (0,00) tal que A = fA. Portanto, d\|¢ = fd\ e #(€,d\) = Z(£,dN).
Escreveremos

FAGENAXN) (3.2.1)

A Proposicao 3.1.1 implica que _Z, (£) é ndo-vazio e contratil. Toda J € ¢, (§) induz
uma estrutura quase-complexa J em R x M compativel com d(e'\) satisfazendo que

Jo, =X, e JlE=1,

onde estamos identificando £ com um subfibrado vetorial de TW; invariante pela agao de
R. Dai, J = (¥ )\)*j ¢ uma estrutura quase complexa em W, compativel com we. Definimos

o conjunto

IN={Je F(Wew)|Je F(6)}
Considere o conjunto
A={¢:R—=R|4[R)C[0,1], ¢ >0}

Para cada ¢ € A, tome a 1-forma em W, dada por Ay = (V))*(¢A), onde ¢\ denota a

1-forma
(t,p) = o)A,
em R x M.
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Definigao 3.2.1. Sejam (3, j) uma superficie de Riemann fechada, I' C ¥ um conjunto
finito, J € FN)eu: (E\I',j) = (W, J) uma curva J-holomorfa com furos. Definimos a
energia de Hofer de @ como

E(@) = su W dNy.
( ) qﬁeg \r ¢

Dizemos que % tem energia finita se
0 < E(u) < oo.

Observagio 3.2.1. Dada @ como acima sempre temos que F(a) > 0. Ademais, F(u) = 0 se,

e somente se, @ ¢ constante (veja segao 1.4 em [2]).

Seja @ : (X\T,5) — (W, J) uma curva .J-holomorfa com furos. Dado z € T tome
uma carta holomorfa (U, 1) ao redor de z satisfazendo que ¢(z) = 0. Se sy é grande o

suficiente, o mapa
(s,t) € [s0,00) X R/Z w—l(e—Qﬂ(s-i-it))

¢ um difeomorfismo sobre uma vizinhanga furada de z, i.e., um conjunto da forma V\{z},
onde V' é uma vizinhanga de z em . Chamaremos (s, t) de coordenadas cilindricas positivas

centradas em z. Analogamente, se sy é grande o suficiente, o mapa
(s5,t) € (—00, —s0] X R/Z — p~ (2™ 5F1D)

¢ um difeomorfismo sobre uma vizinhanca furada de z. Neste caso, chamamos (s,t) de
coordenadas cilindricas negativas centradas em z. Cometendo um ligeiro abuso de notagao,

escreveremos as representacoes locais de % nestas coordenadas como
ﬂ(S,t) _ ﬂow—l(e—%r(s-‘rzt)) ou ﬂ(S,t) _ aow—1(€27r(s+zt))’
no caso positivo e negativo, respectivamente.

Definigdo 3.2.2. Sejam @ : (X\I, j) — (W, J) uma curva J-holomorfa com furos e com

energia finita, z € I e (s,t) coordenadas cilindricas positivas centradas em z. Escrevamos
(a(s,t),u(s,t)) = Wyou(s,t) € R x M.
Definimos a massa de @ em z como sendo

m(z) = lim u*A.
§=00 {5 xR/Z

O furo z é dito positivo se m(z) > 0, negativo se m(z) < 0 e removivel se m(z) = 0.

Como, por hipétese, E (i) < oo, o limite acima sempre existe e ndo depende da

escolha da coordenada cilindrica. Pode-se mostrar ainda que

lim a(s,t) = o0,
55— 00

quando m(z) > 0 e m(z) < 0, respectivamente, e quando z é um furo removivel, entao @

pode se estende suavemente sobre (X\I') U {z} (veja a discussao em [18]).
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3.3 Estruturas quase-complexas e curvas pseudo-holomorfas em

cobordismos com fins cilindricos
Introduziremos uma ordem nas fibras de 7 : Wy — M, declarando-se que
0y = 0,

se existe a > 1 tal que 6, = afy, onde 0,0, € 7 1(p) para algum p € M. Vamos escrever,
By < 01 se Oy = 01 e 6y # ;. Dadas duas formas de contato A_ e A, em M, induzindo &,
escreveremos que A_ < Ay se (A_), < (M), para todo z € M e, neste caso, definimos as

variedades com bordo

WA AL) ={0 € We | (A)re) 20 = (Ai)re )

W=(A-)={0€We |0 =2 (A )y}

WHh) = {6 € We | (A )nie) < 6).

E imediato da definicdo que
We =W (A)UWA_, A ) UWT(Ay)

e que
WO A NW=(A) = WA, Ay) N AW~ (M)

WO A N (AL) = 9 (A, As) N AW~ (\s).

Fixe agora, J_ € F(A)e J. € JZ (A4). Vamos definir o subespaco de estruturas
quase-complexas de W¢, denotado por _¢# (J_,J.), tendo como elementos J € I (We, we)
satisfazendo que J = .J_ em uma vizinhanca de W~ (A_) e J = J, em uma vizinhanca de
W+ (Ay). Pode-se adaptar a demonstragao da Proposicdo 3.1.1 para mostrar que _# (j,, j+)
é ndo-vazio e contrétil. Se J € ¢ (J_,J}), dizemos que (W, J) é um cobordismo com fins
cilindricos e dizemos que W~ (A_) e W*(\,) sdo os fins cilindricos de (W, J).
Definigao 3.3.1. Sejam (X, j) uma superficie de Riemann fechada, I' C ¥ um conjunto

finito e @ : X\I' — W, uma curva J-holomorfa com furos. Dizemos que 7 tem energia

finita se
0< E_(u)+ Eg(a) + EL(a) < oo,
onde
E_(u) = sup wrd(A)g,
@ peA Ja L (W= (A-)) (A-)o
Eo(u :sup/ o u'w
0< ) peA JaTHW (A A4)) ¢
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E,(a) = sup

T ).
i /a—1<w+<A+>> (As)e

Novamente, dado um furo z € I', temos a tricotomia entre furos positivo, furos
negativos e furos removiveis. Neste contexto, dizemos que z é um furo positivo se existe
vizinhanca U de z tal que a(U\{z}) C W*(A}) e, escrevendo (a,u) = ¥, o @, temos que

lim a(¢) = oo.

Dizemos que z é um furo negativo se existe vizinhanga U de z tal que a(U\{z}) C W~ (A_)
e, escrevendo (a,u) = ¥y_ o w, temos que

lim a(¢) = —oc.

Finalmente, dizemos que z é removivel se 4 pode ser estendida suavemente em (X\I')U{z}.

Para mais detalhes, veja [6].

3.4 Estruturas quase-complexas e curvas pseudo-holomorfas em

cobordismos divididos

Suponha que A_ < A < A, sejam formas de contato em M induzindo &. Fixe
Je g, Je g\, Joe g\, he #(J,J)edye #(J,J,). Denote por
gc(0) = €0 a acao de R em W definida na sec¢do 3.2. Defina a familia de estruturas
quase-complexas
*Jpem W (A
PR (AR eS
(9-r)"J2 em W™ (Ay),
onde R > 0. Como J é invariante pela acio de R e Jy og J, = J em W (e BA_, ef\,),

vemos que J; og Jo é suave.

Dado que .J; = J_ em uma vizinhanca de W=(A)e Jy = J. em uma vizinhanca
de WTt(\y), existe eg > 0 tal que se 0 < R < gg, entdo J; og Jo € /(j_,j+). Dado
R > 0, tome uma funcao ¢r : R — R satisfazendo que pg(a) = a+ R se a < —R — &y,
vr(a) =a—Rsea>R+¢ege ¢y >0em R. Podemos ainda assumir que a familia {¢pr}

satisfaz que

sup loR(a)] <1

inf{o(a) | a € (—o0, —~R| U [R,00), R > 0} > ;

Sob estas condigdes, temos que @g é invertivel e sua inversa ' tem derivada limitada

nos intervalos

(=00, pr(=R)] e [pr(R), o)
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uniformemente em R. Considere o difeomorfismo
Yr:RXx M —=Rx M, (t,p)— (¢r(t),p).
Este difeomorfismo induz o difeomorfismo
Pp=Utohpo Wy We — We.
Pode-se mostrar que
T = (DR)u(Jyog Jo) € _Z (1, J)

se R ¢é grande o suficiente.

Definig¢ao 3.4.1. Sejam (3, j) uma superficie de Riemann fechada, I' C ¥ um conjunto
finito e @ : ¥\I' = W, uma curva (J; og J)-holomorfa com furos. Dizemos que @ tem

energia finita se

0< E)\_ (ﬂ) + E)\+(?]) + E,\(ﬁ) + E(A7A+)(fb) + E()_y)\)(’a) < 00,

onde
Ex-(@)= eh /awv(eRA)) wdA-)s
Eiw) = Zlelgx) /al(v'v(eR,\,eR/\)) wdks,
) =500 s -emny O
B (@) = / N
(§]

~\ ~x/ R
Boa(@ = [ F ).

Novamente, os furos podem ser divididos entre positivos, negativos e removiveis,

analogamente ao que foi feito nas segoes anteriores ([6]).

3.5 Uma classe restrita de estruturas quase-complexas

Considere J, € 7 (As), onde Ay = fi )\ sdo formas de contato em S* com f, € F
(veja 1.3.1) satisfazendo que f_ < f, pontualmente. Vamos considerar o subconjunto

/(j—>j+;Lp7q) C /(j—ajJr)

das estruturas quase-complexas em (Wy,, J) para as quais 7 !(K,,) é uma subvariedade
complexa de We,. Uma variante da Proposicao 3.1.1 mostra que _# (JA,, j+; L, ,) é nao-vazio

e contratil.

Se A = f)y é outra forma de contato para f € .% satisfazendo que f_ < f < f,
pontualmente, /- € Z(A\.), J € F(\), Jp € F(\y), i € F(J ,J;L,,) e Jy €
F(J,Jy; Lyy), entdao 77 (L,,) é também uma subvariedade complexa de (We,, Jy o Ja).
Ademais, Jy € _Z(J_,Jy; Lyy).
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3.6 Operadores assintoticos e o indice de Conley-Zehnder

Seja A uma forma de contato em M satisfazendo que d\ = ¢ e induzindo a
coorientagdo de £ e P = (z,T) € Z()). Vamos escrever zp(t) = z(T't). Uma estrutura

quase-complexa J € #, () induzird um produto interno nas se¢oes de (zr)*§ dado por

1
Dada uma secao de n de (x7)*¢, temos que

d

S oSttt + )t + )

s=0

Lrx,n(t) =

¢ uma se¢ao de (xr)*€. Definimos
AE\: =Ap-n=—J Lrxn.
Se V é um conexao livre de torcao em T M, entao
Ap-n=—-J(Vrx, =V, (TX))) =—-J(Vin =TV, X)).

Ademais, note que

00 Ap -0 = [ @Vario(0(0) g A - G
= [ @Nario (0(0). Zr (0
= [ 1, (@Naria (10, C0) — (TXA)AA O)(0) — (@) (w0, S0l

Porém,

Lrx, (d\) = dipx,d\ + irx,d*A =0

[ @ )t = [ (A Ot
= (@)ern (11 €(1)) ~ (X)) ((0),€(0)) = 0

Logo,

Portanto, Ap induz um operador ilimitado auto-adjunto no espaco de Hilbert formado

pelas segoes de (z1)*¢ que sdo quadrado integraveis que continuaremos denotando por Ap.
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Fixe uma classe de homotopia (3 de trivializagoes simpléticas de (|0 (P), d)). Esta
classe induz uma classe de homotopia de trivializagoes de (z7)*¢, d\. Sempre existe uma

trivializacdo ¥ nesta classe na qual o operador Ap se escreve na forma
—i0; — S(t)

com S(t) ¢ um caminho 1-peridédico de matrizes simétricas (veja Lema 2.6.6 de [26]). Por
outro lado, dado v € &,,(y) defina n(t) = d¢7; (27(0))v. Temos

d
Ap(t) = =Jerg-| A2 (wr(t + 9))ddrl, o (wr(0))v
s=0
d
= —Juy 7| dop} (zr(0))v =0.
s=0

Portanto, podemos usar as propriedades espectrais do operador Ap para calcular o indice
de Conley-Zehnder de P = (x,T") como explicado na segao 2.3. Mais concretamente, seja
v € o(Ap) e n autovetor associado a v. Se v(t) = Wun(t), temos que v ndo se anula e

podemos encontrar uma fungao ¥ : [0, 1] — R tal que

Definimos o namero
J(1) —9(0)

wind(v, P, \, 8) = wind(n, P, \, §) = 7
T

€ Z.
Como visto na secao 2.3, este nimero nao depende de 1 e de ¢. Definimos

v~ =max{v € o(Ap) |¥v <0} e v =min{v € o(Ap)|v >0},

wind~ (P, \, 3) = wind(v~, P,\,8) e wind"(P,\,3) = wind(v*, P, \, 3)

0 sewind (P,3) = wind" (P, \, 3)

p(P A B) =
1 se wind (P, 3) < wind™ (P, \, B).
Do Teorema 2.3.1 e da Defini¢ao 2.3.1 obtemos:

Proposigao 3.6.1. Se P = (z,T) € uma érbita nio degenerada, entao

poz(Py A, B) = 2wind™ (P, A\, B) + p(P, \, B).

Da Proposicao 2.3.2 obtemos:

Proposigao 3.6.2. Se P* = (z,kT) € nao-degenerada para todo k € N, vale que:

(a) P é eliptica se, e somente se, p(P,\,5) = a ¢ Q. Neste caso,

wind™ (P* )\, B) = |ka| + 1 e wind™ (P*, \, 8) = |ka] Vk e N.
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(b) P é positivamente hiperbdlica se, e somente se, p(P,\, ) =1 € Z. Neste caso,

wind ™ (P*, \, ) = kl = wind™(P*, )\, 8) Vk € N.

(c) P é negativamente hiperbolica se, e somente se, existe | € Z tal que p(P,\, ) =
[+ 1/2. Neste caso,

wind~ (P* A\, 8) = k(I 4+ 1/2) = wind " (P* A, )
sek € par e
wind~ (P X\, B) = k(I +1/2)] e wind™(P*, )\, 8) = [k(1+1/2)] + 1
se k € impar.

Observagio 3.6.1. No caso em que M = S3, € = &, e estivermos usando uma trivializacao

global, vamos omitir da notagao a dependéncia na classe de homotopia.

3.7 Comportamento assintético

Sejam A uma forma de contato em M satisfazendo que d\ = £ e induzindo a
coorientacio de £ e J € Z(A). Fixemos uma curva J-holomorfa com furos com energia
finita, @ : (S\I', j) = (WeJ). Seja z € T’ nao-removivel. Tomemos coordenadas cilindricas,
(s,t), positivas ou negativas caso z seja positivo ou negativo, respectivamente, e vamos
escrever Wy o u(s,t) = (a(s,t),u(s,t)). Vamos definir €(z) = 1 se z é furo positivo e

€(z) = —1 se z é furo negativo

No Teorema 2.74 de [1] encontramos o seguinte resultado:

Teorema 3.7.1. Dada um sequéncia {s.} tal que s', “=>> €(z)oo, existe uma subsequéncia
{s,}, to€ER e P = (2,T) € P(N) tal que u(s,, ) > z(T(- +t)) em C®(R).

Defini¢ao 3.7.1. Se P = (x,T) € 2()\) é tal que u(s,-) % 2(T(- + 1)) em C=(R),
entdo dizemos que @ é positivamente assintdtica a érbita P em z. Se P = (z,T) € Z(\)
é tal que u(s, ) =% 2(T(- + t5)) em C*®(R), entdo dizemos que @ é negativamente

assintotica & Orbita P em z.

Caso a orbita P seja nao-degenerada, temos um resultado muito mais fino. Come-

¢amos com o seguinte conceito:

Definicao 3.7.2. Sejam P = (z,7) € #()) e 1} o periodo minimo de z. Um tubo de
Martinet para P é um par (U, ®), onde U é uma vizinhanga de z(R) em M,

®:U —R/Zx B,
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B é um disco aberto centrado na origem de R? satisfazendo que existe uma funcio
f:R/Zx B — (0,00)
tal que ®*(f(d¥ + zdy)) = A, fI(R/Z x {0}) =Ty, df|(R/Z x {0}) =0 e
O(z(Tot)) = (t,0,0).

Lema 3.7.2. Sejam P = (z,T) € P(\), Ty o periodo minimo de T e n uma se¢io de
T*&, tal que n(t) # 0 para todo t € R/TyZ. Entao, existe um tubo de Martinet (®,U) para
P, tal que

d(I)a‘c(Tot)n<TOt) = 0.

Demonstragao. Tome J € 7, (§) e n' : R/ToZ — & vy tal que
dA(n(t), 7 (t)) = To.
Defina o mapa ¥ : R/Z x R* — M dado por
(0, 2,y) = expypg) (2n(To?) + yn' (1o9)),

onde exp é o mapa exponencial associado a métrica A ® X + dA(+, J-). Se B; C R? é um
disco centrado na origem, pequeno o suficiente, entdo ¥ é um difeomorfismo de R/Z x B,

sobre uma vizinhanga U; de Z(R) em M. Ademais,
U(9,0,0) = 2(To0), d¥00)(0:) =n(Tod) e  d¥00)(9y) =n' (o).
Defina Ay = ¥*A e \g = d 4+ zdy em R/Z x B;. Temos que em R/Z x {0}
M =T\ e d\ =Td).

Vamos mostrar que, existe um disco centrado na origem B tal que podemos encontrar um

difeomorfismo ¢ : R/Z x B — R/Z x B; tal que
7?(& 0, 0) = (797 0, 0) € ¢*Al = f)\Oa

onde f|(R/Z x {0}) = Ty e df|(R/Z x {0}) = 0. Uma vez construido 1, tomando-se
b= (poW) el =®(R/Z x B) obtemos o lema.

A ideia é utilizar o truque de Moser para construir ¥. Comeg¢amos definindo
/\t = Tg/\() + t(/\l — T0>\0)7 t e [O, ]_]

Como em R/Z x {0}
=X e d\=d),
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segue que, tomando-se B pequeno o suficiente, podemos supor que ); é uma forma de
contato em R/Z x B para todo t € [0, 1]. Queremos encontrar Y; € ker(\) e f; : R/Zx B —

R tal que
(61)* M = fido. (3.7.1)

Note que necessariamente devemos ter fo =T e que f; nunca se anula para todo t € [0, 1].

Derivando a equacao acima e usando a férmula mégica de Cartan, obtemos

(1) (@A) + 3) = Fho = (677)° U o z’tmt] | (37.2)

t

Defina
gt == )'\t(X)\z)J

onde X, é o campo de Reeb associado a \;. Note que

AM(Xn,) — gehe(Xy,) = 0.

Mais ainda, como
(A) w00 = A1) w0 — (TA) w00 =0, (3.7.3)

concluimos que

g:(9,0,0) = 0. (3.7.4)
Pela condigao de contato, podemos encontrar um tnico campo Y; € £ satisfazendo que
d(Ye, )+ M = g\
Usando (3.7.3) junto com (3.7.4), obtemos que
(Y:) w00 = 0.
Reduzindo-se B, podemos supor que ¢, esté definida para [0,1] e
Y(R/Z x B) C R/Z x B.
Defina f; como a solugdo do problema de valor inicial (parametrizado)
fi

?:gtoﬁb?a fo=T.
t

Aqui, novamente reduzimos B, se necessario, para que f; esteja definido para todo ¢ € [0, 1].
Sob estas defini¢oes, (3.7.2) é valida e integrando esta equacao obtemos a equagao (3.7.1).
Seja ) = ¢ e f = f1. Como Y; = 0 em R/Z x {0}, concluimos que

Todo = =Y A1 = f)o

Tod)\o - d)\l = d(w*)\l) == df VAN )\0 + f)\o
em R/Z x {0}. Portanto, f =Ty e df =0 em R/Z x {0}. O
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O Lema 3.7.2, mostra que existe uma grande flexibilidade na construgao de tubos
de Martinet, mais adiante vamos querer tirar vantagem desta flexibilidade. O préximo

corolario vai nesta diregao.

Corolario 3.7.3. Sejam P = (z,T) € P(\), onde T € o periodo minimo de & e k € N.
Entao, existe um tubo de Martinet ®,U para P*, tal que v : R/Z — U\{0}, entdo

Ik(y, P) = Ind(¢, 0),
onde E€SCTevemaos
B o(t) = (alt), C(t) € RJZ x B,

e onde Ind((,0) denota o indice da curva t — ((t) com respeito a 0 (veja Teorema 10.10
de [30]). Além disso, se VU denota uma trivializacao global de (&o,dN\) e V' denota a

trivializagao induzida pelo tubo de Martinet de (*&y,dN\) e W', temos que
(P 0 (Wap(y) ) = slk(P).

Demonstracao. Seja 3 uma superficie de Seifert para P. Seja n uma secao de x*&y, tal
que, 1(t) € T2 é um vetor apontando para fora para todo t € R/\TZ. Tome (U, D),
tubo de Martinet para P de forma que

Se £ > 0 é pequeno o suficiente, considere as curvas 1,7 : R/Z — U\{0} dadas por
Por(t)=(0,ee™) e domn(t)=(te0).

Temos que [71] e [12] geram o grupo de homologia H;(U\{0}). Pelo Teorema B.1.2, [r]
gera o grupo de homologia H;(S*\ P). Por outro lado, se ¢ > 0 é pequeno o suficiente, pela

escolha de 1 temos que
7(R/Z)NX =1.

Pelo Teorema B.1.4, segue que [ko] = 0 em H;(S*\P). Agora,
(7] = Ind(C, 0)[n] + k[m] € Hi(U\{0}).

Logo,
[v] = Ind(¢,0)[11] € Hi(S*\P).

Concluimos que
Ik(v, P) = Ind(¢, 0).

Agora seja, Z uma secao global de & que nao se anula. Para s > 0 pequeno o

suficiente,

o2 (2(T1) U,
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para todo t € R/Z, onde ¢Z denota o fluxo de Z. Para s > 0 pequeno o suficiente,
P o ¢Z(Z(T't)) é homotbpico ao mapa

t— (t,0,0) + sd®z(ry) o Z(2(T1)).
Pela B.1.5, pelo que mostramos acima, pela Definicao 2.6.1 e pela Proposicao 2.6.1, temos

slk(P) = lk(¢7, P) = wind(d®3,.Z, 0,) = (Vs () © (Var) 7).

Zp(-

O principal resultado de [16] é

Teorema 3.7.4. Seja P = (x,T) a drbita do Teorema 3.7.1 € nao-degenerada e (U, P) é
) sz x(T(-+ty)) em C*(R). Seja sog >0

grande o suficiente tal que para €(z)s > sg, temos que u(s,t) € U. Neste caso, existem

um tubo de Martinet para P. Entdo u(s, -

constantes r,ag € R tais que, se escrevermos ® o u(s,t) = (V(s,t),2(s,t)), entao

lim e’”‘s‘(sup |07(a(s,t) —T's —ap)|) =0
s—€(z)o0 teR

lim  e"l(sup |07 (9(s,t) — k(t —to))]) = 0

s—re(z)o0 teR
para todo multi-indice v € Zy X7, onde k é a multiplicidade de P. Ademais, aumentando-
se sg, se necessdrio, ou (wow)*d\ =0 ou existem v € o(Ap), n autovetor associado a v e
funcgoes reais

a:[sg,00) = R

R : [s9,00) x R/Z — R?
tais que ve(z) <0,

z(s,t) = e OC(T)dT(e(t) + R(s,1)),

e:R/Z — R? é a representagio de n nas coordenadas acima,

lim sup |07 R(s,t)| =0,
s—€(z)o0 tcR
para todo multi-indice v € Zy X Z4 e
lim | (a(s) —v)| =0

s—e(z)o0

para todo j € Z.

Observacao 3.7.1. Os resultados acima valem também no caso de cobordismos com fins
cilindricos e em cobordismos divididos. De fato, como assumimos que z é um furo nao-
removivel, temos que lim,_,, |a(¢)| = oo, portanto, se sy é grande o suficiente u(s,t) esta

nos fins cilindricos e o resultado acima é aplicavel.
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Uma consequéncia do Teorema 3.7.4 que sera 1til é o conteiido do Teorema 5.1 de
[16]:

Corolario 3.7.5. Nas hipdteses do Teorema 5.7.4, temos que u(s,t) ¢ P se s é grande o

suficiente.

Outra consequéncia ¢ a de que a energia da curva @ ¢ limitada pelas agoes das
Orbitas as quais ela é assintética nos furos positivos. Isto segue do fato de que todas as
2-formas que aparecem nas integrais definindo a energia sdo exatas em com conjunto com

o0 uso do Teorema de Stokes. Mais formalmente:

Corolario 3.7.6. Se A\_ < X\ < X sao formas de contato induzindo £ e a sua coorientagdo,
entdo existe C > 0 tal que para todo J, € F(\y), J € F(N\), J. € F(\), ], €
/(j_, j), Jy € /(j, j+), R > 0 e para toda curva J, op Jo-holomorfa, @, com energia
finita, temos que

E(@) < Co/ (@),

onde o/ (1) denota a soma das Ay -agoes das orbitas de Reeb fechadas ds quais @ é assintotica

nos furos positivos.

Um resultado andlogo vale para curvas Jy-holomorfas com energia finita.

Um complemento importante ao Teorema 3.7.4 é o seguinte resultado que pode ser

encontrado no Teorema 6.11 de [18].

Teorema 3.7.7. Vamos denotar por I't e I'™ o0s furos positivos e negativos de u, respecti-

/ WA = 0,
S\

entao existe (x,T) € P () tal que T = E(a) e existe um mapa holomorfo nao constante
¢ X — CU{oo} satisfazendo que

vamente. Se

e que podemos escrever

u=1o¢E\I,
onde 77 : C\{0} = R x M ¢ definida por

N(e*mH) = (Ts + ¢, 2(Tt)),
para uma dada constante ¢ € R.

Definicao 3.7.3. O mapa como 7 do Teorema 3.7.7 é chamado um cilindro trivial.
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4 Definicao da homologia de contato no com-

plementar do enlace de tipo (p, q)

Neste capitulo construiremos uma teoria de homologia adaptada ao nosso problema
baseada em [27] e [20]. Esta homologia serd definida a partir de um complexo de cadeias
cujos geradores serao orbitas de Reeb periddicas em certas classes de homotopia especificas
no complementar do enlace de tipo p,q e cujo operador de bordo contarda modulo 2 os
cilindros pseudo-holomorfos entre estas orbitas e sob algumas hipoteses sobre a forma de
contato. Na secao 4.1 definiremos o complexo e mostraremos que a homologia esta bem
definida. Na secao 4.2 definiremos uma noc¢ao de morfismos entre complexos de cadeias.

Na secao 4.3 estudaremos um morfismo entre complexos de cadeias especial.

4.1 O complexo de cadeias

Neste capitulo vamos considerar S* munida com a sua estrutura de contato tight

padrao &, e vamos escrever
1
Ao = §<5Uodyo — yodzo + T1dy1 — Y1dzy).

Vamos fixar (p,q), (p,q) € Z x Z coprimos tais que (p,q) # (p,q). Vamos denotar por
Ly = K1 UK, o enlace de Hopf padrao e por L, , = LyU K, , o enlace de tipo (p, ¢) padrao

como na Definicao 1.1.3. Vamos escrever também
Fpq =] € C=(8°,(0,00)) | df (v) = 0,Yv € &|Ly}
como na Defini¢do 1.3.1. Se f € .%,,, vamos escrever
0:(f) = p(Ki, fAo) =1, i=1.2,

onde p é o nimero de rotacao K; visto como érbita prima de X¢), com respeito a alguma

trivializagao global do fibrado &, (veja segdo 2.5).

Tome A = h)\g, onde h € %, ,. Para construir a homologia de contato no comple-

mentar do enlace de tipo (p, q) vamos supor que existe 7' > 0 tal que:

(a) Toda érbita de Reeb fechada de A com agao menor ou igual a T é nao-degenerada;
(b) Nao existem 6rbitas contrateis de A em S*\L, , com agao menor ou igual a T}

(c¢) Os multiplicadores de Floquet transversais das érbitas K; e Ky, vistas como 6rbitas

primas de ), sdo da forma €™ com a € R\Q.
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Observagao 4.1.1. Note que a condigao (c¢) acima garante que K!* sdo nao-degeneradas e

elipticas para todo n € N.

Definicao 4.1.1. Vamos definir por

P(p.q.9.4.T,N) ={P = (z,5) € Z(\) | 6(P) CS*\Ly,, S < T,1k(P, K1) = p e Ik(P, K) = g}

Para cada k € Z denotamos por Cx(p, q,p, G, T, \) o espago vetorial sobre Zy = 7 /27
livremente gerado pelas 6rbitas em Z(p, q,p,§, T, \) com indice de Conley-Zehnder igual
a k4 1. Ou seja, os elementos de Ck(p, ¢, p, §, T, \) sao da forma

Z GP|P|,

Pe2(p,q,0,4,T,\)
nez (PA)=k+1

onde ap € Zs. Aqui o indice de Conley-Zehnder é calculado com respeito a alguma

trivializacao global de &.

Seja agora J uma estrutura quase-complexa em &, compativel com d)\j. Defina a
estrutura quase-complexa em W, (veja A.5.1), J € _#()\) como na segio 3.2. Lembramos

que existe uma acao livre de R em W¢, dada por
g:RxWg — We, (c,0)— g.(0) = eb.

Vamos denotar por 7 : W, — S* a projecdo do fibrado.

Vamos usar a identificacio R x R/Z = C\{0, 00} via o mapa (s,t) > e27(s+i)
onde C denota a esfera de Riemann (plano complexo estendido). Lembramos que C=s
Se P7P/ E (@(p7Q7p\7q\’T7A) €

i, 0 : S*\{0, 00} — W,

sao curvas J-holomorfas com energia finita, assintéticas positivamente a P em oo, assinto-

ticas negativamente a P’ em 0 e tais que
a(S\{0,00}) N7 (Kpg) = 0 e 5(S\{0, 00}) N7 (K g) = 0,

dizemos que @ e ¥ sdo equivalentes se existe um biholomorfismo ¢ : S* — S? satisfazendo

que ¢(0) = ¢(0), ¢(o0) = oo e

U =10 .

Como os biholomorfismos da esfera de Riemann que fixam 0 e oo sdo homotetias, concluimos

que @ e ¥ sdo equivalentes exatamente quando existem (s, ) € R tais que

0(s,t) = u(s + so,t + to).
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Figura 4.1.1 — Elementos de .#7 (P, P').

A curva @ aparece em azul e os cilindros triviais sobre P e P’ aparecem em verde e vermelho, respectivamente. Aqui
identificamos Wg, com R x S3

O espago destas classes de equivaléncia de curvas J-holomorfas como definido acima serd
denotado por .7 (P, P').

Como (p,§) é coprimo temos que P e P’ sdao orbitas de Reeb primas. Logo, se
[a] € AT (P, P'), entdo @ é simples. Resultados de [8] (veja também o capitulo 3 de [25])

obtemos que

Teorema 4.1.1. Eziste um conjunto residual _Zrey(\) C _Z(\) tal que se J € Freg(N) €
se pioz(P, ) — poz(P',\) > 0, entdo entdo .47 (P, P') tem a estrutura de wma variedade
de dimensao poz (P, ) — poz (P N).
Se poz(P,N) —poz(P', N) > 0 a agdo g induz uma agdo suave e livre em A (P, P').
Se poz(P,A) = poz(P',\) =0 e AT (P, P') # 0, entao P = P', os elementos de
///}F(P, P’) sdo cilindros triviais e g induz a agdo trivial.
Observagdo 4.1.2. O conjunto _#Z,.4(A) depende de (p, q), (P, q) e de T', mas por simplicidade

nao explicitaremos esta dependéncia na notacao.
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Observagdo 4.1.3. Aqui cabe ressaltar, que Je Preg(N) significa exatamente que para todo
cilindro [a] € .#7 (P, P'), a linearizagao do operador de Cauchy-Riemann ¢ um operador
de Fredholm sobrejetivo. Para ver o contexto analitico-funcional desta discussao veja [8] e
[34].

Lema 4.1.2. Sejam J € Freg(N) e PP € Z(p,q,D,q,T,\).

(a) Se
MC’Z(Pa A) - MC'Z(PlaA) = 17

entdo M} (P, P')/R é compacto e portanto é um conjunto finito.

(b) Se
MCZ(Pa A) - MCZ(P,7>\) = 27

entao ,///jT(P, P")/R admite uma compactificacio que é uma variedade de dimensao

1 cugjo bordo pode ser identificado com o conjunto

U (.47 (P, P")/R) x (M](P", P")/R).
P"e2(p,q,p,4,T,\)
poz(PA)—pcz(P",2)=1

Demonstracio. A demonstragdo é uma pequena variagao das demonstracoes do Teorema
3.2 e Teorema 3.3 de [20]. A tnica observagao que precisamos fazer é que os cilindros
quebrados que possivelmente aparecem na compactificagdo do espago .///jT(P, P")/R nao
podem quebrar em Orbitas P N K, 4, pois caso contrario, terfamos que P = K  parar > 1

e
link(P, K;) = link(K] . K1) =rp

p,q’

link(P, K5) = link(K ., K») = rq.

p,q’

Contudo, estes cilindros podem ser aproximados por cilindros em ///JT(P, P)/R e que
forca que

link(P,Ky)=p e link(P, K5)

q,
contradizendo que (p, §) # Ry (p, q). O

Teorema 4.1.3. Se J € Freg(N), a sequéncia de mapas Oy = Ox(X, J) : C(p, ¢, 0,4, T, \) —
Crv-1(p,q,D,4, T, \) satisfazendo que

O(|P]) = > [#.4; (P, P')[R]| P'],

P'eCr_1(p,q,0,4,T,\)

estd bem definida, onde [-]o : Z — Zy denota o mapa quociente. Ademais, Qi1 © O = 0.
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Demonstragio. O mapa estd bem definido, pois pelo Lema 4.1.2 (a).

Suponha agora que P € Ck(p,q,p,q, T, \). Entao

-1 0 Op(|P|) = > [#.4; (P, P')/R]20; 1 (|P'])
P'eCy—1(p,q:0,4,T, )
= > [#.M7 (P, P')[Ry[#.4; (P', P")/R]y| P"|

Pleckfl (P,%ﬁ,ff,T:)\)
P”EC}C72 (p,q,ﬁ,(j,T,A)

= ) [(#.47 (P, P')R)(#.4] (P', P")/R)]o| P"|
PIECk_l(p,an,(j,T,)\)
P”eck—Q(pvq7ﬁ747T7>\)

Pelo item (b) do Lema 4.1.2,
(4.7 (P, P)[R) ML (P, P*)[R)
¢ exatamente o nimero de elementos do bordo da variedade de dimensao 1, a saber,
AT (P, P")/R. Logo,
(.47 (P, P')[R)FA] (P', P")[R)]2 = 0.
O

Do Teorema 4.1.3, concluimos que (Ck(p, q,p,q, T, \), 0)) forma um complexo de

cadeias.
Definigao 4.1.2. A homologia do complexo (Ck(p, q,p,qd, T, \), Ox) serd denotada por

H*(p7 Q7]§7 q\7T7 A7 J)'

4.2  Morfismos entre complexos de cadeias

Sejam hy,h_ € #,, e escrevemos Ay = hy)g. Supomos que existe 7' > 0 tal que
as condicoes (a), (b) e (c¢) da secdo sao satisfeitas para ambas as formas de contato A

para alguma escolha de T' > 0. Vamos supor ainda que h, > h_ em cada ponto e que
Oi(hy) > 0;(h_), i=1,2.
Escolhemos Jy € #, (&) tais que J. € Freg(Ax) como explicado no Teorema 4.1.1.
Dados J € #Z(J ,Jy;Lpy), P € P(p,q,p,4,T\.) e P € P(p,q,p,4,T,\)

definimos .7 (P, P') como o espaco de de classes de equivaléncia de cilindro J-holomorfos
com energia finita que sdo positivamente assintoticos a P e negativamente assintoticos a P’
e com imagem contida em We, \m (L, ,), onde dois destes cilindros sdo ditos equivalentes
se um é a reparametrizacdo do outro, ou seja, se um é obtido a partir do outro via
composi¢ao com um biholomorfismo. Usando que (p,§) é coprimo e que, portanto, os
cilindro que aparecem em .7 (P, P') sao simples (veja [33]) e usando resultados de [5],

8], [26] e [27], obtemos o seguinte resultado:
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Teorema 4.2.1. Eziste um conjunto residual Freg(J_, Jy; Lpg) C F(J_, Jy; Lyy) tal
que se J € Freg(J_, Ji; Lpy) € se oz(PoAy) — poz(PLA-) > 0, entdo entdo MT(P,P)

tem a estrutura de uma variedade de dimensao pcy(P,Ay) — poz(P/,A2).

Uma pequena adaptacao da demonstracao do Teorema 3.4 e do Teorema 3.5 de

[20] nos d4& que

Lema 4.2.2. Sejam Jy € Frea(As), J € Freg(A 015 Lpy), P € P(p,q,0,4,T, M) e
P e Pp,q,p,q,T,A).

(a) Se
pez(PAy) = poz(P', ),
entao //{J—T(P, P’) é compacto e portanto € um conjunto finito.
(b) Se
prez(PAy) — poz(PA-) =1,

entao //ZJ—T(P, P’) admite uma compactificagao que é uma variedade de dimensao 1

cujos bordo pode ser identificado com a unidao dos conjuntos

U (AT (P.PY)JR) x (AT(PF, P)
P+eg(p7Q7ﬁuqu1>\+)
poz(PAy)—poz(PT A4 )=1

U (A7 (P,P7)) x (A7 (P, P)/R).
P=eZ(p,q.p,4,T\))
pez(P™ A2 )—poz(P,A-)=1

Teorema 4.2.3. Se J. € Freg(Ay) e J e Freg(A_, Ay Ly g) @ sequéncia de mapas
q)(j>k : Ck(pv qaﬁa 67 TJ >\+) — Ck(pa qaﬁv 67 T7 )‘—>7

satisfazendo que
o(J)(|P|) = > [#.M7 (P, P')]s| P'|
Pleck (p7q7ﬁ747T’A—)

estd bem definida. Ademais

O(J)p_1 0 O(Ap, Jy) — (A, J_) 0 ®(J) = 0.

Demonstragio. Que o mapa ®(J) estd bem definido segue do Lema 4.2.2 (a).

Suponha que P € Ci(p,q,p,q, T, A;). Temos que

®( )10 (A, J2)(|P]) = > [(#.4] (P,P")[R)(#. 45 (P, P"))]2| P"|

Pleckfl(pzq7ﬁ7qA7T7A+)
Pueckfl(p7q7ﬁ’(j7T’>‘—)
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(A= ) 0 R(D(|P]) = > (7 (P P")) (.45 (P, P")[R)Lo| P"].
P'eC(p,q,0,4,T,A-)
P//Gckfl (P,q,ﬁ@T)\f)

Assim, se P” € Cy_1(p,q,p,q4,T,\_) o coeficiente associado a |P"| em

O ()1 0 (s, J1)(|PI) = Op(A=, J-) 0 ®()i(| P)

(#.4] (P, P")/R)(#.45 (P, P")) — (#.45 (P, P"))(#-4] (P'.P")/R)]> =0,
pois
(#.4 (P, P")[R)(# M7 (P, P")) + (.47 (P, P")(# ] (P',P")/R)
¢ o numero de elementos no bordo de uma variedade de dimensao 1 compacto, pelo Lema

4.2.2 (b), e é, por conseguinte, um nimero par. ]

Vamos mostrar agora que o mapa induzido em homologia pelo morfismo de cadeias
®(J) ndo depende da escolha de J € Z..o(A_,\y;L,,). Para este fim, tome Jy, J; €
Freg(A_, Ay; Ly,). Vamos denotar o espaco de homotopias suaves entre Jy e J; em
(A, Ay Lyq) como

j<j07 jl? Lp,q)‘
Dados P € P(p,q,p,4, T, \.), P € P(p,q,p,4, T, )_) e {J,} € Z(Jo, J1; Lp,) definimos
,///{Tjt}(P, Py =A{(t[a])|te[0,1] e u] € ,///}:(P, P}

Variagoes dos resultados da secao 3.2 de [26] provam que

Teorema 4.2.4. Eriste um conjunto residual %eg(jo, Ji; Lyy) C j(jo, Ji; Ly,) tal que

se
MC'Z(Pa )‘-i-) - MCZ(P/7)‘—) +1=> 07

entdo ///{Tjt}(P’ P’") € uma variedade de dimensdo pcz(P,Ay) — poz(P'yAZ) + 1.
Aqui é usado fortemente o fato de (p, §) ser coprimo e, logo, todo cilindro pseudo-

holomorfo em ., {Tjt}(P, P’) é simples.

Novamente, usando uma pequena modificacao da demonstracao do Teorema 3.6 e
Teorema 3.7 de [20], obtemos

Lema 4.2.5. Nas condi¢oes acima, se oz (P, Ay)—poz(P',A_)+1 =0, entao %{Tjt}(P’ P
¢ finito. Se pez (P, Ay) — poz(P,A2) +1 =1, entao ///{Tj—t}(P, P’) admite uma compactifi-
cagdo que é uma variedade compacta de dimensdo 1 cujo bordo pode ser identificado com

a uniao dos conjuntos
U (AT (P, P)JR) x (], (P, P)),

P+€‘@(p7q7ﬁ7qA:T7A+)
pez(PYA)=poz(PA+)—1
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U (AT (P, P')/R) x (M, (P, P7))
P~ e'@(p7Q7ﬁquT7)\+)
pez (P~ A )=pcz(P'A4)+1

M5 (P,P")U .5 (P,P).

Uma demonstragao andloga ao do Teorema 4.2.3 prova que

Teorema 4.2.6. Nas condicoes acima a Sequéncia de mapas

T({Jt})k : Ck(]%Q?ﬁa qAa T7 >\+) — Ck+1(p7Q7ﬁ7 Cj7 T7 )‘7)7

satisfazendo que
T De(IP) = > [#.5,,(P, P)]s| P
Pleckw‘»l(pvq’ﬁquTv)‘*)

estd bem definida. Ademais

O(1)k = D(Jo)e = T({J}k-1 0 0(As, J1) = (A=, J-) o T({ S}

Como 0 espago _Zyeq(A_, A5 L, ) € contratil, obtemos que

Corolario 4.2.7. Dados Jo, J; € Freg(A_, Ay Ly ), entdo ®(Jy) e ®(J,) induzem o

mesmo mapa em homologia.

4.3  Um morfismo entre cadeias especial

Seja h € #,, e ¢ > 0. Vamos escrever A\ = h). Suponha \ satisfaz (a), (b) e (c),
trocando-se T por T/c. Dado J € _#Z, (&), sejam J; € Z(\) e J_ € £ (c)) induzidos
por J. Se J, € Freg(A) com respeito a T'/c, entao J_ € Zreg(N) com respeito a T. Para

ver isto, note que o difeomorfismo
O =V oW, W — Wy,

satisfaz que
®*j+ - j_,

1

(veja secao 3.2). Portanto, se @ é uma curva j+—holomorf0, definindo v = ©7" o @, temos

que
do+J_ odioj=dO 'odi+.J 0dO 'odioj
= dO ' o (di+ J, odiioj)
=0
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Além disso,

E(v) =sup [ 9"d(cA)y
OIS

=csup [ u'dAs
PeA

= cE(a).
Agora, a bijecao
J: PN = P(cN), (¢,T)— (xe1,cT"),

onde
T (t) = x(c’lt),

induz a familia de isomorfismos
j* : C*(p7 Q7ﬁ7 q\7 T/C, A) % C*(p7 q7ﬁ7 q\7 T7 C>\)' (4‘3‘1)

Como O induz uma identificagdo dos espacos cilindro holomorfos usados na definicao de
d(cA, J) o js e j.0od(A,J), temos que j, é um isomorfismo de cadeias e, portanto, induz

um isomorfismo em homologia.

Agora suponha que 0 < ¢ < 1. Vamos considerar a inclusao

i Cu(p, 0,0, 4, T, N) = Cu(p, ¢, 0,4, T/c, A).

Temos o seguinte resultado, cuja demonstragao ¢ idéntica a demonstracao do Lema 4.7 de

[20]:

Lema 4.3.1. Dado J € /reg(j,,jJr;Lp,q), entdo @(j)* e Jjs 0 1y induzem 08 mesmos
mapas em homologia.

Observe que o morfismo ®(.J), estd bem definido pois 0;(ch) = 0;(c), i = 1,2.
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5 Modelos Morse-Bott

Neste capitulo construimos formas de contato nas quais a homologia definida no
capitulo 4 esteja definida e seja nao-nula. Na se¢ao 5.1, construimos formas de contato
Morse-Bott nas quais o fluxo de Reeb é integravel e realiza um enlace de tipo (p, q)
como 6rbitas periddicas. Na segdao 5.2, utilizando uma adaptacao do Teorema 4.2 de [20],
perturbamos estas formas para obter formas de contato satisfazendo as hipéteses para
a construcao da homologia. Na secao 5.3, utilizamos a teoria de intersecao de Siefring
para calcular esta homologia e mostrar que ela é nao-nula. Na se¢do 5.4, construimos um
isomorfismo entre estas homologias quando uma das formas de contato é um multiplo

positivo da outra.

5.1 Construcao de modelos Morse-Bott

Comecaremos introduzindo uma definicao que sera tutil.
Definigdo 5.1.1. Dizemos que o vetor (a,b) € R?\{0} é incomensuravel se
R, (a,b)NZ X Z =1,
caso contrario dizemos que o vetor é comensuravel.

Teorema 5.1.1. Dados 0 > 0 e (p,q) € Z X Z com arg(p,q) # arg(1,0) e p+ qf > 0,
existe uma curva Y pq) : R = R?, que escrevemos Yppq (t) = (x(t),y(t)), satisfazendo

que:

(1) 2(0) = 6, y(0) = 0 e y/(0) > 0;
(2) 2(1) =0, y(1) = 1 e /(1) < 0;
(3) z>0ey>0em(0,1);

(4) xy — 'y > 0 para todo t € [0,1];

(5) existem t_,t1,ta,t, € (0,1) comt_ < t; < ty < ty, tais que 'y’ — 2"y < 0 em
(t_,t1) U (ta, t4) e 2’y — 2"y > 0 em (t1,12);

(6) (v, —2") = (1,0) para t € [0,t_] U [ty,1];
(7) eziste t,, € (0,1) com t; < t,, <ty e tal que (Y (tpq), —2'(tpq)) € Ri(p, q);

(8) (v (t1), —2'(t1)) e (v/(t2), —2'(t2)) sdo irracionais e (y' (t1), —2'(t1)) < (y'(t), —2'(t)) <
(Y (t2), —2'(t2)) para todo t € [0, 1)\{t1,t2};
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(9) Para cada vetor v satisfazendo que (y'(t1), —2'(t1)) < v < (1,0) ou (1,6) < v <
(y/(t2), —'(t2)) existem exatamente dois valores t,,t. € [0,1] para os quais (y', —2') €
Riv. Ademais, t, < t; <t se (y'(t1),—2'(t1)) < v < (1,0) et, < toa <t se
(1,0) < v < (Y (t2), —2'(t2)). Além disso, existe exatamente um valor ty € (t1,t2)
para o qual (y',—z') € R, (1,0).

Demonstracao. Considere

1
exp() se —1<t<1
0 caso contrario.
Temos
2t (612 4+ 2v/3)(t — 51)(t — s2)
pt) = —mﬂ(t) e p'(t) = CEE p(t),
onde
1
Sg = —8 = —.
2 1 \4/3
Para simplificar a notagao adiante, vamos escrever.
2t 6% + 2v/3)(t — s1)(t —
P(t) _ e Q(t) _ ( + \/_)< Sl)( 52)'

=17 @1y

Fixe § > 0. Dado 0 < & < min(0*(1 + 6%)7',1 — 6%(1 + 6?)~'), vamos definir
po : R — R por
poc(t) = p(e™'[t — 0%(1 +6%)7]).
Defina 75, : R — R?, como

0.2(t) = (2(t), y(t)) = (1 =)0 + po(1), L + Opp(1))-

Vamos mostrar que existe 7y satisfaz as condiges (1)-(9) para alguma escolha de € (ver

Figura 5.1.1). As condicoes (1), (2) e (3) sao imediatas. Um célculo simples mostra que
vy —a'y =0+ (1+0%)po(t) + [0% — (14 6%)t]py (1)
=04+ (1+0%)ppc(t) +e7[0° = (1+ )P [t = 6*(1 + 6°) " poc (1)
=0+ (L+0%)po.(t) — (L+0%)(e7 [t — 0*(1+ %) )P (e [t — 6%(1 +6%) ') po,e (1)

Como —tP(t) > 0 para todo t € R, vemos que a condicao (4) é satisfeita. Novamente, um

calculo direto mostra que
dy" — 1"y = = (14 0)ppe(t) = —e2(1+0°)Q(e™'[t — 0*(1 +6%) " ])po,c(t).

Sejam ty = 02(14+60?) ' +eet; =es; +0*(1+6*)71, i = 1,2. Da férmula de Q, segue (5).
Note que, se t € (—o0,t_] U [t4,+00), temos que py. = 0. Logo,

Yo.(t) = (=0, 1),
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para todo t € (—oo,t_] U [t4, +00). Isto verifica a condigao (6). Para verificarmos (7), (8)

e (9) comegamos observando que
(¢, —2') = (1,0) + ph()(0, —1) = (1,0) + e Ple [t — (1 +6%) " )po(t)(0, —1).

Como
e P(e Mt — 621+ 6%) o (ts) = e P(si)plsi) 2 (—1) oo

e p+ g > 0, podemos escolher 5 > 0 tal que se € < g, entao
(' (1), —2'(tr)) < (p.@) = (¥ (t2), =2/ (t2)).

Por continuidade da fun¢ao argumento, (7) é verificada quando € < 9. Ademais, como
Z x 7 ¢é enumeravel, podemos escolher € < gy para o qual (y/'(t1), —2'(¢1)) e (V' (t2), —2'(t2))
sdo incomensuraveis, ou seja, a condigao (8) se verifica. Analisando o comportamento da

funcio pp . (t) (veja as formulas de P e @ acima) e usando o fato de que
(0,-1) < (1,0),

temos que arg(y'(t), —a'(t)) é decrescente em (t_, 1)U (t2,t4) e crescente em (1, to), donde
segue (9). Note que
tg = (1 + 92)_1.

[]

Teorema 5.1.2. Podemos escolher a curva Yo p,q : [0,1] = R* no Teorema 5.1.1 de modo

que exista uma funcio F : R? — R tal que 0 é um valor reqular de F,

Y0.5.4(10,1]) = F~(0) N [0,00) x [0, 00)

VE(yop0(t) € Re(y(t), —2'(1)), Viel0,1].

Demonstracio. Defina as funcao T : R? — R? dada por Tz = Az + 2, onde

6 1
A:(—l 0) e zp=(6,0).

e G :R?* = R dada por G(z,y) =y — pp.(—x), onde 6 e e sdo dados pela demonstracao
do Teorema 5.1.1. Tome F : R* = R, como F(z,y) = G(T'(x,y)). Note que

0=F(T(z,y)) = G(z,y) <= y=pe(—7) < (z,y) € ((R),
onde ((t) : R — R? é dada por ((t) = (—t, pp.(t)). Ja que

T¢(t) = Y(0,p.9) (t),
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Figura 5.1.1 — Curva vy p 4.

segue que F71(0) = (0,9 (R). Dai,
F~(0) N [0,00) x [0, 00) = V6., (R) N[0, 00) X [0,00) = V(9,5 ([0, 1]).

Que 0 é um valor regular de F' é imediato. Multiplicando F' por —1, se necessario, obtemos
que
VE(Yop0(t) € Ry (Y (t), —2(t), Vte[0,1].

No que segue, utilizaremos livremente coordenadas polares em R* dadas por

r;=7r;cos¢; e y;=r;sen¢;, =1,2.

Fixamos 6 > 0, (p,q) € Z x Z coprimo com p + qf > 0, a curva y(t) = Ygp,q)(t) =
(x(t),y(t)) como no Teorema 5.1.1 e a fungdo F' como no Teorema 5.1.2 e definimos a

hiperficie em R* dada por

Sy =A{(z1,y1,22,52) € R* | (17,73) € ([0, 1])}.

Proposicao 5.1.3. S, é uma hiperficie suave, compacta e estrelada.
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Demonstragio. Defina H : R* — R dada por
H(.’ﬂl, Y1, T2, yQ) = F(T%’ T%)

Temos que
S, = HY0).
Isto prova que S, ¢ hiperficie suave e compacta.

Agora, fixe v € S3 e escreva v = (ay, by, as, by) e considere a reta
L, ={tv|te(0,00)}.
Defina o vetor u(t) = t*(a? + b3, a3 + b3). Como v(0) = (6,0) e v(1) = (0,1), temos que

7(0) Zu(t) 2 4(1).

Pela continuidade da fungao argumento, existe sq € [0,1] e tg € (0, 00) tal que

v(s0) = u(to).

Logo, I, N S, # 0. Se esta intercessao contém mais de um ponto, entao existe s; € [0, 1] e
t1 € (0,00) com t; # tg, tal que
V(1) = u(ta).

Pela condicao (3) do Teorema 5.1.1 e como, u(t;) # u(ty), devemos ter 0 < s; # s¢ < 1.

Assuma, sem perda de generalidade que sy < s;. Entao, a funcgao

_ys)
f(S) - l‘(S)?

satisfaz que
a? + b2
fs0) = f(s1) = 25—

R

Logo, existe s € (sg, s1) tal que

7'(s)y(s) — x(s)y'(s)

0= f(s) = TSI,

o que contradiz a condigao (4) do Teorema 5.1.1. Logo, I, N S, = {tov}. Por fim, observe
que
dHyy0(v) = 2(VF(7(s0)),7(s0)) > 0,

pelo Teorema 5.1.2 e pela condicao (4) do Teorema 5.1.1, o que prova que [, intersecta S,

transversalmente. Sendo v € S* arbitrario, provamos que S, é estrelada. n

Usando estes resultados junto com Exemplo A.3.4, temos que

1 1
Ao = i(fldyl — y1dxy + Tadys — Yods) = §(T%d¢1 +r3dg),
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restringe a uma forma de contato em S, que induz uma estrutura de contato &, = ker Ag.

Usando a Proposicao A.3.3, obtemos que campo de Reeb associado é dado por

Xo = a1(r1,73)(210y, — 110,,) + as(r7,73) (220, — y20,,)

- (11(7“%, 7’%)8(151 + a2(7n%7 Tg)ﬁfbm

onde 20,F (2. 12)
2 .2 LT, 7o -
(2 r2) = =12 5.1.1
ST S R + 3 (58 o4
Observe que se t € [0,1] ¢ determinado pela equagao y(t) = (r?,73), resultados da

Proposigao 5.1.2 e a condigao (4) do Teorema 5.1.1, mostram que
(a1(r},73), az(r,r3)) € Ry(y' (1), —2'(1)).
Usando a identificacdo natural de R* = C @ C, o fluxo de X, é dado por
¢X0 (t, 21, Z2) _ ¢f{°(21, 29) = (€ia1(r%,r%)t21’ eiag(r%,rg)t22>7
e em coordenadas polares, é dado por
GO (11, ¢1, 72, d2) = (11,01 + ar (1], 15t 7o, G2 4 as(17, 7)),

Portanto, os conjuntos

Ki=5,nN0aC) e Ky=S8,N(C&0)

sao oOrbitas fechadas de X cujos os peridos como oérbitas primas sao

21 2

T =" T - ="
T w002 ¢ T e o)

respectivamente. Escrevemos Ly = K; U K,. O complementar destas 6rbitas, SW\EO, é

folheado pelos toros invariantes

T, = {($1>ylax27y2) € S'y | (7"%,7’%) = ’Y(t)}, te (0, 1)

Em cada um destes toros o fluxo de X se restringe a um fluxo linear. Esta dindmica
linear serd racional ou irracional exatamente quando o vetor (ai(r?,73),as(r?,r3)) for
comensuravel ou incomensuravel, respectivamente. Por conseguinte, nos toros em que a
dindmica é racional temos infinitas érbitas periédicas de mesmos periodos, a saber, os

numeros T € R, satisfazendo que
T(ai(r,3), as(r1,73)) € 2m(Z x Z),

e nos toros em que a dindmica é irracional temos infinitas érbitas densas. Se (p,§) € Z X Z

é coprimo e t € [0, 1] s@o tais que

(a1 (7(1)), a2(7(1)) € Ry (P, Q)
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entao vamos dizer que o toro T; é de tipo (p,q). Além disso, se

' (t1), —2'(t1)) = (0, 4) < (1,0) ou (1,0) < (p,4) < (¥'(t2), —2'(t2)),
existem exatamente dois toros de tipo (p,§). Se T; é um toro de tipo (p,q) o periodo

minimo de suas orbitads é o nimero 7; > 0 tal que

Tiaa(r},73), a2(rf, 73)) = 27 (D, 4).

Ademais, se
(pg) < (0,9) < (1,0) ou (1,6) < (p,q) < (p,—9),
entao os toros de tipo p, ¢ serao da forma Tt;q e Ttqu com t}),q <tpg < tz23,¢?‘

Vamos calcular os nimeros de rotagao das orbitas K; e Ks. Para isto comegamos

observando que
Yi(z1,20) = Y (21, 22) + A1(21, 22) Z (21, 22) € Yo(21, 22) = 1Y (21, 22) + As(21, 22) Z (21, 22)
formam uma base global de &y, onde
Y (21, 22) = Y204, + 290y, — Y103, — T10y,,

Z(Zb ZZ) = '1:181‘1 + ylay1 + x281‘2 + yQayz

dH(Y) dH (1Y)

M=—Uaz ¢ T ur

Ao longo de K, temos que A; = Ay = 0 e, portanto,

}/1(0’ 22) = Y(0> 22) = y28x1 + anyl

€

Y5(0, 25) = iY (0, 25) = — 290y, + 420, -
Ademais,

Yi(¢70(0, 2)) = e 2Oy, =12
Dai,

Ao (0, 25)(Y) = € OmY;(0, )
— e’i(a1(0¢§)+az(0m§))ty;(qbiXo(0’ 2))
= cos((ar(0,73) + a2(0,73))t)Yi(¢,(0, 22))
+ sen((a1(0,73) + ax(0,73)))iYi(67°(0, 22)).

Portanto, se U denotar a trivializagdo induzida por {Y;, Y2}, temos que

\Ift @) d(ﬁixo (0; 22) @) \Ifo = ei(al(o’rg)JraQ(o’T%))t-
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Logo, se k € N, temos que
W ot © d¢§{1°kt(0, 2) 0 Uy = e2mkI+1/0)t (5.1.2)
Pelo Lema 2.4.1, concluimos que
p(K1,Xo) =1+1/6.
Se 0 € R\Q, temos que
poz(K¥ N) = 2| k(1 +1/60)] + 1.

De maneira analoga,

p(KQ’ )\0) =1+6

e, se # € R\Q, temos que

poz(K5 Xo) = 2| k(1 +6)] + 1.

Da Proposi¢ao A.3.4, concluimos que existe uma fungao f(g,.q) : S — (0, 00) tal
que
U, :S* =S, 20 fopg(z1,22) (21, 22) (5.1.3)

¢ um difeomorfismo satisfazendo que

\I’:AO = fo.p.00M0-

Definimos

Nopa = Jo.p.0)0
e denotamos

Xopg = X,
Note que o fluxo de Xy, serd dado por

gbf(e,p,q (Zh 22) _ (eial(sf,sg)tzh eiag(s?,s%)tzz)7

onde
S; = ’f(Z1,Z2)Zi\2: 1=1,2.

Observe que
K=V '(K)=8*n(0®C)

Ky =W 1 (Ky) =S N (Ca0).

Logo, Ly = K, U K, for um enlace de Hopf padrao em S?. Se KM é uma Orbita em um

toro de tipo (P, §) em S, e se escrevermos

Kpq =Y (Kpg),
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entdo Ly 4 = Lo U K4 é um enlace do tipo (p,§). Em particular, o mesmo vale para (p, q).

Por conjugagao, as propriedades dindmicas de X, em S, sdo herdadas por Xp,, em S?.

Agora vamos obter coordenadas em Sy\ljo adaptadas ao nosso problema que

simplificardo consideravelmente as contas a seguir. Considere o difeomorfismo ® : (0,1) x

T — S,\ Lo dado por
O(t, 21, 29) = (\/%2’1, \/MZZ)

cujo difeomorfismo inverso ¢ dado por
O (21, 20) = (Y7 (r,73), 21/715 22/172).

Se denotarmos

(21,1, X, 42) = 7 (1], 1),
temos que (7, ¢1, ¢2) induzem coordenadas ao redor de qualquer ponto em S»y\fzo. Note
que

7 =7(21,91,%2,%2) se, e somente se, () = (r},73).

Portanto, nestas coordenadas,
1 ) , ,
Ao = §(x(7)d¢>1 +y(r)dps) e Xog= Py () = 2 (D7) (y'(1)0p, — 2'(7)04,).

Observe que para t € (0, 1), temos que

Ty = {(z1,y1, 22, 42) € S’y\EO | 7(z1, y1, T2, y2) = t}.

Fixado 79 € (0, 1), considere o mapa no recobrimento universal de T dado por
,19 1 / /
v = L@ ym)) o) (5.1.4)
Uy 2 3?(70) y(To) b2
Temos também que

e 2 S OACORNES
(Cbz) — x(m)y'(10) — ' (10)y(70) (g;(fo) —w’(To)) (192) (5.1.5)

B 2 —y(70) 2 y'(70)
= 2y () — @ (o)) ( v(m) ) I ey () — e (r)y() (—m)) vz

Vamos considerar as coordenadas (7,41, J3) ao redor de pontos de T,,. Nestas coordenadas

Ao = Ay(7)d0y + Ag(T)dYy e Xy = A7) (—AL(7)Dy, + AL(7)Dy,), (5.1.6)
onde
y(mo)e(r) — a(r)y(r)
8T = () — 2oy ()
2 ro)y(r) — ' (ro)a(r)
8ol7) = iy (m) — o)y ()
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e A = AJAy — AA). Note que
Ailmo) Au(m)) _ (10} (5.1.7)
Aé(To) AQ(T{]) 01

XolTTO = 8792.

Em particular,

O fluxo de X nestas coordenadas é dado por

AL (7) Al (1)
Xo _ o 2 1
t (7',191,’[92) = (7’,791 A(T) t,192+ A(T) t]. (518)
Quando 7 = 79, segue da equagao (5.1.7) que
¢§{O(T0,’l91,192) = (7’0,191,192—|—t). (519)

Concluimos deste fato que os levantamentos da érbita de X que passam por (¢1, ¢2) € T,

no levantamento universal sdo da forma

_ 2 V) \ g (015207 o
Hrs = {x(fg)y/(m) — 2'(70)y(70) (-I'(To)) vt (¢2 + %ﬂ) °F

Suponha agora que T,, ¢ um toro da forma p,§ e 17, é o periodo minimo das

ﬁQGR}, kl,kQGZ.

orbitas de Reeb em T,,. Considere o mapa

_ 2 —y(7o) o1+ 2w
Cw”‘xmwww—wmmmw(xM»>%+(@+2@J'

Note que ((0) € Zoo ¢ (V1) € Xk, x, exatamente quando

m*(2(70)y' (0) — ' (10)y(70))
T,

Uy = (k2p — k1)

Vamos escrever

L= 1y = TN () =)

Como (p,§) é coprimo, vemos que os levantamentos da 6rbita de Xy que passam por

(5.1.10)

¢1,¢2) € T, no levantamento universal sao da forma
( 0
{(lgl, 192> € RQ | 191 =kL + 191((Z§1, ¢2)}, kecZ.

Logo, a equagao (5.1.5) induz um difeomorfismo R/LZ x R/TZ — T,,. Nas coordenadas

(1,11,72) as érbitas de Reeb fechadas em T, sdo exatamente os conjuntos da forma
{(70,91,92) |9y =¢}, c€]|0,L)

Definicao 5.1.2. Seja A uma forma de contato em uma variedade M. Vamos denotar por

N7p a uniao de o6rbitas de Reeb fechadas de A de agao T'. Dizemos que A\ é Morse-Bott se
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(1) o espectro de agao de \ é discreto;

(2) dado uma agao T', o conjunto de drbitas fechadas que tem agao T' é uma subvariedade
mergulhada Ny de M,

(3) o posto de dA|T'Ny é localmente constante ao longo de Nr;
(4) ker(dgp*(p) — 1) = T, Ny, para todo p € Np.
Teorema 5.1.4. Se 0 € R\Q, entdo A = fp, . o € uma forma de contato Morse-Bott em

S3.

Demonstragdo. Continuaremos trabalhando na hiperficie (S, Ag) definida acima. Utiliza-
remos as notagoes definidas no Teorema 5.1.1. Continuamos denotando por 77 e T3 os

periodos primos das érbitas K; e K,. Vamos denotar o espectro de acdo de Ay por o()g).

Pela propriedade (6) do Teorema 5.1.1 e pela hipétese de que 0 € R\Q, nao existem

orbitas peridédicas de Xy no conjunto
{(z1,y1,22,90) € S, | (r},73) € 4((0,¢-] U [t4, 1))}
Considere o campo de vetores v : [t_,t,] — R? dada por v(t) = (ai(y(t)), az(y(t))). Seja
M = max{|lv(®)[| [t € [t 4]}
Fixe S > 0. Temos que

d(Xo)N[0,S]={0<T <S|Tv(t) € 2nZ x 27}
U{kTy | ke NU[0,S/T1]} U{kTy | k €e NN [0, S/T5]}.

O segundo e terceiro conjunto do lado direito sao claramente finitos. O primeiro conjunto

também ¢é finito, pois sua cardinalidade é menor do que a do conjunto
{(a,b) € 277 x 277 | a® + b* < (SM)?},

que é finito. Como S > 0 é arbitrario, provamos que o()\g) é um conjunto discreto. Isto

mostra a propriedade (1) da Definigao 5.1.2.

Agora fixe T € 0(Ag). O conjunto Ny é a unido (possivelmente vazia) de compo-

nentes de K; U Ky com toros T, para os quais
T(ar(y(t)), az(y(t))) € 20Z x 27Z.
Para este t vale que

T(a1(v(t)),az(v(t))) € {(a,b) € 2nZ x 277 | a* +b* < (SM)*}.
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Além disso, pela propriedade (9) do Teorema 5.1.1, a cada elemento de
{(a,b) € 277 x 27Z | a® + b* < (SM)?}

corresponde no maximo dois toros da forma T;. Dai, o nimero de toros que entram na
uniao acima ¢ finita e, portanto, Ny ¢ uma subvariedade mergulhada de S,. Observe que
se T € o(A\g) e k € N, entdo Ny é uma unido de componentes de Nyr. Isto mostra a
propriedade (2) da Definigao 5.1.2.

Como K; e K, sdo 6rbitas de X é imediato que dA0|TEi =0,7=1,2. Em um

toro da forma T; também temos que dAo|TT; = 0, pois, em coordenadas polares,

d)\() = 7”1d7”1 VAN d(bl + T’Qd?”g VAN d¢2
ao passo que em Ty, (r},r2) = 7(t) e, portanto, dr;|TT, = 0, i = 1,2. Isto mostra a
propriedade (3) da Definigao 5.1.2.

Seja p € K;, i = 1,2 e tome T = kT; com k € N. Pela equacao (5.1.2), d¢22°(p)|¢ se

2mik(1+6;)

representa como e na trivializacao induzida por {Y1,Y2}, onde 6; = 1/0 e 05 = 6.

Como estamos assumindo que ¢ € R\Q, segue que

ker(dg7° (p) — 1)]&, = {0}
Por outro lado
de3° (p) - Xo = Xo(¢7 (p)).

Dai, obtemos que
ker(dgp®(p) — 1) = T,L;, i=1,2.

Sejam agora T,, C Ny e p € T,,. Vamos trabalhar nas coordenadas (7,7, 1,) definidas
em (5.1.4). Seja
V = A0, + B10y, + B20y,.

Usando (5.1.7) e (5.1.8), temos que
dpy"(p)V = A0: + (Bi — AT (0))0y, + Bady,.

Por outro lado,

w2 (1)y"(10) = y'(10)2" (10)
A2 (7—0) — / / .
(#'(70)y(70) — x(70)y'(70))
Pela condigao (8) do Teorema 5.1.1, temos que 79 € (t—,t4)\{t1,t2}. Pela condigao (5) do

Teorema 5.1.1, temos que
A% (1) # 0.

Logo,
dp2°(p)V =V <= A=0.
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Desta condigao obtemos que
ker(do}"(p) — 1) = T,T,,.
Isto mostra a condigao (4) da Defini¢ao 5.1.2 e conclui o teorema. O

Observacao 5.1.1. Note que nenhuma 6érbita fechada de Reeb da forma de contato A =
fo,pq M0 em S3\ Lo é contratil em S?\Ly. De fato, se K denota uma destas érbitas, entdao K
é um k-recobrimento de uma 6rbita fechada prima em um toro de tipo p, 4, onde k € N.

Logo, pelas equagoes (B.2.4) e (B.2.5) temos
link(K, K1) =kp e link(K, Ky) = kq.

e, por hipotese, pelo menos um destes niimeros é diferente de zero. O

5.2 Perturbacdo dos modelos

Continuamos com 6 > 0, (p,q) € Z x Z coprimo com p + ¢ > 0 fixados. Vamos
assumir que 6 € R\Q e vamos tomar ¢, , como no Teorema 5.1.1 (g). Fixe ainda (p, §) €

Z x 7 coprimo tal que

(p,a) < (,9) < (1,0) ou (1,0) <(p,q) < (p,—9)

. . . A A ~ 1 2
Como vimos acima, os toros de tipo p, ¢ serdao da forma thlm e Ttﬁ,q com t; . <tpg <t;,

Vamos denotar por Tg 4 0 periodo minimos das orbitas do toro Ty , 1 =1,2.
’ p.d

Teorema 5.2.1. Fize S > max{T,: ,T;> } e d > 0. Eriste uma funcio fs:S® — R tal
p,q p,q

que:

(a) fs € igual a fy,, em uma vizinhanga de Ly = K1 U Ky, onde

1
p(K1, fsho) =1+ 7 € p(K2, fsho) =1 +6;
(b) Existem uma drbita de Reeb fechadas de fsho, Kp4, disjunta de Ly, tal que L, , =
LyU K, , forma um enlace de tipo (p,q).

(¢) fsAo ndo possui orbitas de Reeb fechadas com agiao menor do que S que sao contrdteis
em S\ Lo;

(d) fsXo nao possui orbitas de Reeb fechadas com ag¢ao menor do que S que sao nao-

degeneradas;

(e) P(p,q,D,q,S, fsho) possui exatamente quatro elementos. Estes elementos podem

ser organizados em pares {P'. P! 1 contendo uma érbita eliptica e uma drbita

in’
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positivamente hiperbdlica, cujos periodos estao no intervalo (T, qu -0, T];@ +9) e tais

que
1102 (Plhos f5.600) — poz(Pliny fseXo) = 1,

1 = 1,2. Além disso, orbitas em pares distintos estdo em classes de homotopias
diferentes em S*\ L, ,.

(f) fs pode ser escolhida arbitrariamente proxima de fy,, na topologica C°.

Demonstragao. Novamente trabalharemos em (S5, Ag). Lembramos que Uz« g Ny é formado

por uma colecao finita de toros, digamos T, ,...,T,,, e por Lo. Fixe um toro T,« com
7 € {m,...,7n}. Tome uma vizinhanca O de T, tal que
on |J Nr =T, (5.2.1)
T<S

Utilizaremos as coordenadas definidas em (5.1.4) adaptadas ao toro T,«. Supomos que O
foi escolhido de forma que estas coordenadas estejam definidas em O. Existe um intervalo
aberto I centrado em 7* tal que

T HI) C O.
Tomando I menor, se necessario, podemos supor que
A7) #0 (5.2.2)

para todo 7 € I. Defina O« = 77(I). Seja 8 : I — [0,1] uma fun¢do com suporte
compacto satisfazendo que S = 1 em uma vizinhanca de 7*. Defina a funcao g,- : S, = R

satisfazendo que g« =0 em 5,\O, e

271
Gr+(7,91,92) = B(7) cos ( 7; 1) : (5.2.3)
onde L = L(7*) é definido em (5.1.10). Defina,
N
9= n (5.2.4)
i=1

Dado € > 0 definimos
Je=1+¢eg.

Note que f. = 1 no complementar de UY, O,.. Se ¢y > 0 é pequeno o suficiente, f. estara
suficientemente préximo 1 na topologia C* para todo 0 < € < €y. Em particular, f. nao
se anula e A\, = f:\g ¢ uma forma de contato em S, que ¢ igual a Ao no complementar
de Ui]il O,,. Vamos denotar por X, o campo de Reeb de A.. Pela construcao de O, a
dindmica de X, é idéntica a dindmica de X, em S, \ UN.; O,,. Vamos estudar a dindmica

de X, nas vizinhancas O, i =1,..., N. Fixe 7* € {y,...,7n}.
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Em O,«, temos que

fe=14¢€pB(7)cos <27291> .

Nesta vizinhanga, podemos escrever X, = X790, + X190y, + X 20y,, onde

XT _ (aﬁlfg)AQ 0T(f6A2) Xﬁz _ ar(feAl)

\FviJe) =2 Y TT\JEe=a) JT\e=l)
IS fEQA ? XE fEQA € £ ng .

(5.2.5)

Como X, nao depende de vy, as orbitas periddicas de X, se projetam em oOrbitas periddicas

e pontos singulares do campo de vetores Z. = Z70, + Z19y, no anel A = I x R/LZ, onde

(s _ (Og, f=(T,91))As(T) _ _2#56(7’)A2(7') cen 211,
Ze(r,101) Fo(7,91)2A(7) £o(7,91)2A(7) < L )
Zt(r ) = ﬁjff(fﬁ?))ﬁ(g)) = AT [AIQ(T) 2 4 (37l cos (272&1)]

Pela condicao (5.2.2), temos que A)(7) = 0 em I se, e somente se, 7 = 7*. Considere o

intervalo Iy C I centrado em 7* no qual g = 1. Defina

m = inf{|As(7)| | 7 € I\Ip} = min{|As(7)| | 7 € I\Io} > 0,

M = sup {ddT(ﬁ(T)AQ(T)) 7€ 1\10} ~ max {jT(ﬁ(Tmz(T)) 7€ 1\10} < o0

€« = min{m/M, ¢, 1}.

Tome 0 < £ < €,+. Se 7 € IH\{7*}, temos que

, d 271 ,

‘AQ(T) + sd—T(ﬂ(T)AQ(T)) cos < 7TL 1) > |AL(T)[(1 =€) > 0.

Se 7 € I\Iy, temos que
d 211

|A’2(T) + 5%(B(T)A2(T)) oS ( 7; 1) > |AL(T)] —m > 0.

Se 7 = 7%, temos que pela equagao (5.1.7) que
S 27 24 911 B
ZI(t*,01) = TACE AL sen( 7 ) e Z2(1",vp) =0.

Logo, se 0 < € < €.+, temos que
Z.=0 < (1,91) = (7%,0) ou (77, L/2).

Vamos escrever ppa: = (7,0) € ppin = (7%, L/2). Logo, 0s pontos Pmaz € Pmin €stao

associadas as orbitas fechadas primas de X,

Pma:r = PT* = (xma:m Tmaz) € Pmm = PT* = (xmina Tmin>7

max min
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respectivamente, onde
Tmaz = (1 + g)TT* € Tmzn = (1 - g)TT*a

Tmaz(t) = (75,0, (14+6)71) e Zpin(t) = (75, L/2, (1 — )7 't).

Observe que P,,.: € Pin sao 6rbitas de X reparametrizadas no toro T,«. Pela andlise
max min 0 T

que fizemos acima e por (5.2.1) estas sao as unicas 6érbitas de X, com agdo menor do que

ou igual a S que sobrevivem como 6rbitas de X, em O. Tomando €.+ > 0 menor ainda, se

necessario, podemos supor que
Tmaz> Tonin € (TT* - 5, T + (5)

Observamos agora que

0 _ (2m)%
dZ.(1t,0) = A () (I+¢)L
C1+e 0
) 0 (27)2%e
Az Lf2) = | pupy U
— 0
1—¢

A equagdo caracteristica de dZ.(7*,0) e dZ.(7*, L/2) sdo, respectivamente,

€7 Cao VN ¢ - Cao B
(1+¢)2L 1—ep2L =

Assim, 0(dZ.(7%,0)) = {Vmaz(€), —Vimaz(€)} € 0(dZ(7*, L/2)) = {Vimin(€), —Vimin(€)}, onde

9 A (1% 9 — A (7%
_2m (7%)e e vmim(e) = T (T%)e
1+¢ L 1—¢ L

Vimaz (€)

Como ker(A:)(r 9,0, € gerado por {0;,0y, }, temos que se p € {Pmaz, Pmin} € @p(t) =
doi = (p, 0)[&o satisfaz que

ep(t) = dZ(p)pp(t),  ¢p(0) = 1.

Logo,
pp(t) = PP, (5.2.6)

A equagao (5.2.6) mostra que os multiplicadores de Floquet transversais de P, sdo
{ePmaz(e) e=Pmaz(#)} ¢ o5 multiplicadores de Floquet transversais de P,,;, sdo {e7min(®) e=7min()}

onde
A//<T*)€
L

_A// *
Paal€) = 2T —anre

e Unin(e) =207
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Dai, concluimos que podemos escolher e« > 0 tal que P* e P sdo érbitas nio-

max min

degeneradas de X, para todo k > 1 satisfazendo que
k(1—0)T,- <S,

sempre que 0 < € < €,«. Obtemos destas férmulas também que se A”(7*) > 0, entdo
P,..: é Orbita positivamente hiperbdlica e que P,,;, é orbita eliptica. Neste caso, obtemos
também que p,,., € singularidade hiperbdlica de Z e p,,;, € singularidade eliptica de Z.
Analogamente, se A”(7*) < 0, entdo Py, é érbita eliptica, P, é érbita positivamente
hiperbodlica, pq. € singularidade eliptica e p,,;, é singularidade hiperbdlica. Da Observacao

5.1.1, obtemos que P4 € Py, nao sao contrateis em SW\EO.

Vamos calcular os indices de Conley-Zehnder de P,,,, € P,.:,. Comegamos obser-

vando que

{aﬂ'v (AQ(T)aﬂl — A (T)aﬂz)f€(7_7 791)_1}

formam uma base de &, em O,.. Vamos denotar por  a classe de equivaléncia desta base.

Quando 7 = 7, temos que
AQ(T*)aﬁl - Al(T*)8§2 = 8191.

Comegaremos supondo que A”(7*) > 0. Neste caso, dZ(pmaz) possui um autovetor v. Da

equagao (5.2.6) vemos que
dgbq)g;mzt(pmaac, O)U = el’maac(é)Tmagctv’

donde concluimos que
,MCZ(Pma:va )\67 5) =0.
Da equagao (5.2.6) com p = ppin, obtemos que

o (1) = ( cos(w(e)t) w(e)™ sen(w(s)t)) 7

—w(e) sen(w(e)t) cos(w(e)t)

onde
2 [A"(1*)e
w(e) = 1 > 0
Se
v = (cos(2ms),w(e) sen(27s)),
temos que

dore  (Pmin, 0)V = @p,.,... (1)v = (cos(2ms — w(e)t), w(e) sen(2ms — w(e)t)).

Concluimos que o intervalo de rotacao de y,, , satisfaz que

I(@ppin) = {—(1 = )T w(e)}.
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Como w(e) — 0 quando € — 0, podemos escolher €.« > 0 pequeno o suficiente tal que

ﬂCZ(Pmim )\87 B) = -1

Neste caso, note que

MCZ(Pmam7 >\z-:> - MCZ(Pmin; )\6) = NCZ(Pma:va )\saﬁ) - ,U/CZ(sz'n; Asaﬁ) =1.

Analogamente, se A”(7*) < 0 mostra-se que, para uma escolha de €.« > 0 pequeno o

suficiente,
MCZ(Pmam)\saﬁ> =1 € /’LCZ(PmiTM/\EJB) =0

donde segue que
,UCZ(Pmacm )\5) - ,UCZ(Pmina )\5) =1.

Afirmamos que existe €,+ > 0 tal que se 0 < € < €.+, entdo nao existem érbitas de
X. em O com ac¢ao menor do que S que nao sejam recobrimentos de P,,,; € Pyuin. Suponha,
por contradicao, que tal €,« nao existe. Portanto, podemos encontrar uma sequéncia de
nimeros positivos {e,} satisfazendo que ¢, — 0 quando n — oo e tal que para todo n
exista uma orbita P, = (x,,T,) de X, em O com T, < S que ndo é um recobrimento
de P4z € Ppin. Como X, — X, quando n — oo na topologia C'*°; uma aplicagao do
Teorema de Arzela-Ascoli nos garante que, a menos de tomar uma subsequéncia, x,
converge na topologia C* a uma trajetéria fechada = de Xy com perfodo T'< S em O.
Porém, as tnicas trajetérias fechadas de X com perfodo menor do que S em O sdo da
forma

t— (77,01,92 + ).

Vamos denotar por z, a projecao de x, no anel A. Temos que z, é uma trajetéria de
Z., fechada com periodo minimo 0 < 7)) < T, < S convergindo para a fun¢ao constante
z(t) = p* = (7%,01) € A. Afirmarmos que p* = ppin se AJ(7*) > 0 e p* = paa S€
AY(7*) < 0. Caso contrario, tomando-se n grande o suficiente, obteriamos que z,([0,77])
¢ um circulo mergulhado em um disco aberto contendo p* e, pelo Teorema de Jordan-
Schoénflies, limita um disco que por hipotese ou nao contém nenhuma singularidade
do campo Z ou contém somente uma singularidade hiperbdlica, contradizendo que a
caracteristica de Euler de um disco é 1 (veja se¢ao 5.2 de [13]; note que Z nao é tangente
ao bordo do disco limitado por z,([0,7)]) em nenhum ponto). Isto mostra a afirmagao e
como subproduto mostra ainda que para n grande o suficiente, z,([0,7)]) é um circulo
limitando um disco em A que contém p* no seu interior. Tomando coordenadas ao redor de
p*, podemos supor que para n grande o suficiente z, : [0,7)] — C parametriza uma curva
simples homeomorfa a um circulo e contendo p* = 0 € C no seu interior. Pela formula

integral de Cauchy

T Z(t) |
/0 ) dt| = 2.
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Fixe n > 0 arbitrario. Como Z., converge na topologia C*°, existe r > 0 tal que se |z| < r,

entao

|dZ5n(Z) - dZEn (p*>| S 777

para todo n. Dai, concluimos que se n é grande o suficiente, entao

[2n(B)] = [Ze, (za ()] < (0 + |dZ(p"))|2a ()] < (0 + v(en))|2n(D)],

onde
V<€7’L) - Vmin(gn) ou V(gn) - Vma;v(gn)y

dependendo se AJ(7*) > 0 ou se AJ(7*) < 0. Dali,

2w n—soo 2T

T
9 </ Nt = DT T > .
T< | (n+v(en)) (n+v(en)T, = T, 7T ) 7

Como n > 0 é arbitrario, isto contradiz a hipétese de que T/ < S para todo n. Esta
contradicado mostra que as tnicas 6rbitas com periodo menor ou igual a .S em O, sao

iteradas de Pz € Poin.

Para cade 0 < € < min{e,,, ..., €, } consideramos a forma de contato A. = f: g

em S,. Tomamos

fs = (f:oV5) fopq
onde VU, estd definida em (5.1.3). Note que

\I’:(fa)\O) = fS’>\0'

Do que foi mostrado acima, claramente fs\o satisfaz (a), (c), (d) e (f). Se S < T3, , o
item (b) segue tomando-se como K, , qualquer uma das 6rbitas no toro T, ., se S > T, ,

o teorema segue tomandos-se

Kp,q = \Ij;l(ﬁ(P:rfd%))-

Usando t} 4,2 . € {71,...,7n}, podemos tomar
. i ) tho
P;naz = \P;l(Pﬁ(’f@) € Prlmn = \II;1<P77$;1L)

Como t} . < t,q < 12, segue das relagoes (B.2.6) e (B.2.7) que
I(Kpq P) =pq e k(K P?) = pq,
onde P' € {P! P! 1 i=1,2 Mas pj# pq, pois
(p,q) < (7,¢) < (1,0) ou (1,0) <(p,4) < (p,q).

Isto prova (e).



84 Capitulo 5. Modelos Morse-Bott

/

/

Figura 5.2.1 — Dinamica em um toro invariante antes e depois da perturbacao.

AN

Observagao 5.2.1. Aplicando a Proposicao 1.3.4, podemos supor que o enlace L, , encon-

trado acima ¢ um enlace de de tipo (p, ¢) padrao e que fs. € %, ,.

]

Observagio 5.2.2. Pela construgao da superficie S,, temos que Aj(¢'p, §)AL(t'p, G) < 0.
Logo, se i,7 € {1,2}, i # j e P!
Pi ¢ eliptica e P’

max min

7 oy . 7. ) /7 z . ~
. € positivamente hiperbdlica e P, . ¢ eliptica, entao

é positivamente hiperbdlica.

5.3 Calculo da homologia nos modelos

Continuamos com as mesmas convencgoes da secao anterior e usaremos livremente
a notacao da secao 4.1. Nas condi¢oes do Teorema 5.2.1, vemos que \g = fg)\y satisfaz
as condigoes (a), (b) e (c¢) da se¢@o 4.1 para a definicao da homologia com 7" = S. Nosso

objetivo nesta secao ¢ mostrar o seguinte teorema

Teorema 5.3.1. Euziste Js € ¢, (&) tal que Js € Freg(fsho) (veja Teorema 4.1.1) e
H*(p7Q7ﬁ7 qAa S7 )\S) JS) 7é 0.

Do Teorema 5.2.1, tomando-se § > 0 pequeno o suficiente, temos que Z(p, q, p, 4, S, \s) =
{(pt . PL. P2 P2 1 ondecada par {P.,

 aws Prvins Provaws P¢ .} contém uma 6rbita positivamente
hiperbélica e um érbita eliptica. Se P* € { P/,

azx’ P?%m}a t=1,2, como P! e P? estdao em
classes de homotopia distintas de S?’\Lp,q, entdo para qualquer escolha de J € #, (&)
temos que
S/ pi pj
A5 (P, Py =1

sempre que i # 7. Além disso,

/’LCZ(P:na:w )‘S) - /*LCZ(P:m'n,AS) = 1, 1= 1,2
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Portanto, basta estudarmos os espacos

max?

), i=1,2.

Vamos fixar i = 1,2 e escrever P4 = P ¢ P = P, para simplificar a

notagdo. Existe uma vizinhanca O = [ x R/LZ x R/TZ, com coordenadas (7,71, 95), de
{P,

max?

P} onde I é um intervalo aberto, L > 0 e T > 0, tais que

fs(¥1) =1+ ecos (27”91> ,

L

onde £ > 0,
(As)(r91,02) = [5(91) (A1 (7)dV1 + Ag(7)dV)2)

e o campo de Reeb de \g se escreve como

XAS = X70; +X1916191 +X7926192,

onde
r N d 1 AQ(T)
X o) =25 <_f5(191) A7)
) _ 1 Ay(r)
XV (7’,191) = _fs(i%) A(T)
e X727, 9,) = 1 A1)

 fs(th) A(r)”
veja (5.2.3), (5.2.4) e (5.2.5). Aqui usamos que a vizinhanga O; pode ser escolhida de

forma que 8 = 1. Nestas coordenadas, temos que
Praz = (Tmazs Tmnaz) € Poin = (Tmins Tonin),
onde Thow = (1 + )T, Trin = (1 — )T,
Tmae(t) = (75,01, (1 +6)7H) e Zpin(t) = (75,91, (1 — &)~ ').

Em O, temos a base de & dada por {e1, es}, onde

1
€1 = @ e €y = 7(A28§1 — Alaﬁ,}).
s
Tomamos Jg € # (&) satisfazendo que
JSel = €9,

em O. Estendemos Jg a uma estrutura quase-complexa Jg em R x S R-invariante da

maneira usual definindo

Js0u = Xos e Jsléo=Js,
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onde denotamos por a a coordenada em R e pensamos &, como um subfibrado R-invariante
de R x S3.

Denotaremos por .# o espago de classes de equivaléncia de solugoes do problema

= (a,u) : RxR/Z —RxS?

95,(1) =0

0< E(a) < oo

1 € positivamente assintética a P, em 0o

u € negativamente assintotica a P,,;, em 0,

onde consideramos as solugoes 4 = (a,u) e 0 = (b, v) equivalentes se existem cq, so, %o € R
tais que
b(s,t) =a(s+ so,t+1tg) +co e v(s,t)=u(s+ so,t+toy).

Observagao 5.3.1. O mapa VU,  da secao A.5 induz uma identificagao do espago .#Z com o
espaco ///jgs(Pi, P7)/R.

Lema 5.3.2. Ezistem [U1], [ts] € A, [tn] # [U2] tais que:

(a) u; e u; sao mergulhos, i = 1,2;
(b) UZ(R X R/Z) uma,z - @ € uz<R X R/Z) ﬂpmzn = @, 1= ].,2,'

(¢) u1(R x R/Z) Nua(R x R/Z) = 0.

Demonstra¢io. Dado ¢ € R/LZ, seja ¥ : R — R/LZ a solugao de

’191 = <—;;> 0791, 191(0) = C.

Definimos @ : R x R/Z — R x S* dada por
(s 1) = (a(s). 7", 01 (s). T),

onde
a(s) =T /0 Fs(9(r))dr.
Note que a fungao —7'/fs é uma funcao de Morse em R/LZ com somente dois pontos

criticos, a saber, 0 e L/2. Além disso, se ¢ € (0, L/2), temos que

<_]€> (c) = _fsfc)g sen <QZC) <0

esece (L/2,L), temos que

()0l C5) -
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Logo, se ¢ € (0, L/2), entao 191(3) < 0 para todo s € R e

91(s) =220 e Wi(s) == L2
Se ¢ € (L/2,L), entdao ¥1(s) > 0 para todo s € R e

91(s) 5L e Wy(s) =5 L)2.

Supomos de agora em diante que ¢ # 0, L/2. Em particular, @ ndo é constante. Vamos

mostrar entdo que @ é um cilindro Jg-holomorfo.

Notamos que

D9, = fsA1Xog — fsA1XTer + f2X 72,
8192 = fSAQXAS — fSAQXTel — fgvXﬁ162,

Dai,
0 0 —[sAs S IAY)
- X" 0 —f2XV2 i
=y a xran, —x7A2
fs 1422 2
X% 2 XTAT XTAA,
e
0 0 0 —fs(1(s))
_ T=19,(s) 0 —fs(¥1(s)) 0
JS(U(S>t)) = 0 1 0 T-19
Fs@1(s) B 1(s)
1
foey 0 0 0
Por outro lado,
T fs(V1(s))
0
dsu(s,t) = :
1 (s)
0
e
0
N 0
(s, t) = 0
T
Concluimos que
—T fs(¥1(s))
- 0
Js(u(s,t))ou(s,t) = 4y(s) = —0,u(s,t).
—V1
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Vamos calcular E(@). Dado ¢ € A (veja segao 3.2), temos que

(@) d(As)p = dl(@)"(As)]
= d[p(a(s))(u)"As]
= Td[p(a(s))fs(01(s))dt]
T(¢(a(s))fs(V1(5))) ds A dt

e, portanto,

/]RXR/Z d(As)y _/ / s)) fs(01(s))) dsdt
=71/ m(¢(a(8))fs(191(8)))’ds
=T lim [¢(a(R)) fs(V1(R)) — p(a(—R))fs(V1(~R))]

<T(1+e¢).
Tomando, ¢ = L/4 e ¢ = 3L /4, respectivamente, definimos elementos 1 e @s. Pelo que
vimos acima [iy], [Gs] € A .

Do fato que 191(3) # 0 para todo s € R, segue que u; é uma imersao injetiva,

1 =1,2. Isto também mostra que

Ui(s) ¢ {0, L/2}

para todo s € R e, por conseguinte, mostra que u;(R x R/Z) N Pae =0 e u;(R x R/Z) N
Prin="0,1=1,2. Que u; (R x R/Z) Nuy(R x R/Z) = () segue do fato que a funcao 9J; é
tomada como parametrizagoes de orbitas distintas de um mesmo campo de vetores nos
caso i = 1 e i = 2. Isto também mostra que [t;] # [4s]. Suponha que {(s,,t,)} é uma

sequéncia em R x R/Z satisfazendo que
nh—>Hc}o ui(sn,tn) = (T*,ﬁl(S(]),Tto) € U,(R X R/Z)

E imediato que t, — to quando n — oco. Suponha que s, # s quando n — oo. Entao
existe 4 > 0 tal que, tomando uma subsequéncia se necessario, podemos supor que

Sn > Sg+ 0 ous, <sy— 0 para todo n. Mas isto implicaria a existéncia de n > 0 tal que
V1 (sn) > V1(s0) + 1 ou ¥q1(sp) < V1(s0) —m,

para todo n. Esta contradi¢dao, mostra que s, — sy quando n — oo e, portanto, que u; €

um mergulho para ¢ = 1,2. A fortiori, @; também é um mergulho para i = 1, 2. ]

Lema 5.3.3. Dado [u] € A4, onde t = (a,u), existe um difeomorfismo ¢ : R x R/Z —
R xR/Z e sy > 0 tais que

uo = exprmm(t)[UJr(s,t)], s < —8o,
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Figura 5.3.1 — Projecao dos cilindros @, e @, em S3.

uotp =exp,, y[U-(s,1)], s> s0

|s|—o00

ol [¢(87 t) - (Sv t)]

uniformemente em t, para todo multi-indice v € Zy X Z,, onde exp denota o mapa

0,

exponencial associado a métrica A\ ® \. + dA(-, J.-) e
Us(s,t) = e"**(ne(t) +rs(s,1))

de forma que py >0, p_ <0, 0y : R/Z — (271,,in)*E0, 1- 1 R/Z = (01,02) 60, APpinls =
Pt Tty APpan - = p-1)- €

Ire(s,t) 2520

uniformemente em t, para todo multi-indice v € Z, X Z.

Além disso,

wind (14, Prin, As) = wind " (Ppin, As) e wind(17_, Ppaz, As) = wind ™ (Praz, As)-
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Demonstragio. A existéncia de (Uy,U_, 1) segue da Proposigao 5.1 de [31] e do fato das

orbitas Pq: € Pin serem nao degeneradas.

Vamos provar a segunda parte. Por defini¢ao
wind(ny, Prin, As) > wind™ (Poin, As) e wind(n_, Praz, As) < wind ™ (Paz, As)

Lembramos que
MCZ(Pmaxa )\S) = 2wind™ (Pmama /\S) + Pmaz

MCZ(Pmina )\S) - 2Wind_(Pmina )‘5') + Pmin

onde Prmaz, Pmin € {0,1}. Como {Ppaz, Pmin} contém uma orbita hiperbodlica positiva e
uma Orbita eliptica, concluimos, pela Proposicao 3.6.2, temos que paz + Pmin = 1. Por

outro lado,

2wind ™ (Pma:m /\5> + Prmaz = MCZ(Pmaata AS)
= HC’Z(Pminy /\S) +1
= 2wind™~ (Pmm, )\s) + Pmin + 1

Pela Proposicao 5.6 de [15], temos que

0 < wind(n_, Praz, As) — wind (14, Prin, As)
< wind ™ (Prag, As) — wind ™ (P, As)

1 + Pmin — Pmax
2

= Windi(Pmm, )\5) + — wind™ (Pmma )\S) — Pmin
_ 1—- Pmaz — Pmin
2

= 0.
Dai,
wind(ny, Puin, As) = wind(n_, Praz, As) < wind™ (Praz, As) = wind+(Pmm, As) < wind (4, Prin, As)-
Concluimos que

Wind(’f]_, Pmal‘u )\,5’) = Wind_(Pmaza )‘5')

Wind+(Pmm, As) = wind (1, Prin, As)-
O

Defini¢ao 5.3.1. A tripla (U, ,U_, %), como no Lema 5.3.3, serd chamada de um repre-

sentante assintético para .
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Observagao 5.3.2. Neste trabalho, diferentemente de [31], o representante assintético é

dado para os dois fins do cilindro ao mesmo tempo.
Lema 5.3.4. Dado [u] € 4, onde & = (a,u), entao

W(R X R/Z) N (Praz) U Prin) = 0.

Demonstragio. Comegamos observando que u(s,t) € PrazUP,in, se |s| é grande o suficiente.
De fato, isto segue do Corolario 3.7.5 ou da férmula assintéotica do Lema 5.3.3, pois n4

nunca se anulam.

Vamos escrever

amaac(Sa t) - (S, meax(t)) € amin(sa t) - (Sa mein(t))a
os cilindros triviais sobre P,,.. € Ppnin, respectivamente.

Vamos construir uma homotopia entre v e u; de forma que nenhuma intersegao
com P4. U Py é criada ou destruida quando |s| é grande o suficiente. Sejam (U, U_, 1)
e (UL, UL, ') os representantes assintdticos de @ e @, respectivamente. Sejam (14, 7-) e

(n.,nL) os autovetores associados aos representantes assint6ticos (Uy, U_,¢) e (Uy, UL, 1),

respectivamente. Temos 3 possibilidades (veja segao 2.3):

(i) ny =cnl, comc e R, ¢ > 0;
(ii) {n+(t),n:(t)} sdo linearmente independentes para todo ¢;
(iii) ny =enl, com c € R, ¢ < 0.
Suponha que estamos no caso (i) ou (ii). Para M > 0, tome uma funcao v, :

R x [0,1] — [0, 1] satisfazendo que yp(s,{) = (se s > M e yp(s,{) =0se s < M —1. Se

M é grande o suficiente, defina a homotopia
H:[0,1] xR xR/Z — §*
dada por

H(C,5,t) = expy,. . [(L=a(s, O)U-(5,8) + a5, QUL (s, 1)], s> M —1

H((,s,t) =uo(s,t), s<M—1.
Observe que, para s > M,
(1= (5, O)U-(5,) +vau(s5, QUL(s,8) = (1 = QU-(s,t) + CUL(s,1)
= (1= Q)e"*(n-(t) +7_(s,£)) + (" (L () + 1L (s,1))
= (L= Q)e"*n_(1) + Ce"+*n (1) + 7 (s, 1),



92 Capitulo 5. Modelos Morse-Bott

onde
r(s,t) = (1= C)eP5r_(s,t) + Ce"+*rl (s, ).

Como, por hipotese
(1= Q)e"*n_(t) + Ce'+*nl (t) # 0

para todo t e ( e r(s,t) — 0 quando s — oo uniformemente em ¢, tomando-se M > 0
grande o suficiente, nao criamos ou destruimos nenhuma intesecao com P, em s > M.
Ademais, para M > 0 grande a homotopia tem suporte em uma vizinhanca de P, que

nao contém P,,;,, logo, a homotopia também nao cria ou destrdi interse¢oes com P;,.

Supomos agora que estamos no caso (iii). Dado 7 > 0 e M > 0, defina a homotopia
H:[0,1]xRxR/Z — S*

dada por
H(C,s,t) = exp,,  [Rrmi(s. O)U-(s.0)], s> M —1

H(C,s,t):uow(s,t), S<M—1a

onde R(A) é um morfismo de T'S?® dado pela rotagdo de um angulo § no sentido anti-
horario calculada com respeito a alguma base global de &, e que preserva a direcao de X.
Tomando-se 7 > 0 pequeno o suficiente e M > 0 grande o suficiente, esta homotopia nao
cria nem destrdi interse¢oes com Pyqp € Py € reduz o caso (iii) ao caso (ii). Podemos,

portanto, aplicar o procedimento acima.

Utilizando a construgao andloga proximo a P, obtemos um mapa @ : R x R/Z —
S? homotépico a u e tal que @ = uy se |s| > M, 4 =u se s < M — 1 para alguma escolha
de M grande o suficiente e tal que u tenha exatamente as mesmas intersecoes com P, €
Ppin que u. Dai, vemos que @ = (a,u) é homot6pico ao mapa (a, @) e estes mapas possuem

0 mesmo nimero de interse¢do com Upaz € Umin.

Tome p € S que ndo estd na imagem de % e u; e considere a projecio estereografica
U : S*\{p} — R3. Defina a homotopia

(G5, t) = (1 = QW (u(s, 1) + CW(ua(s, 1))

Observe que esta homotopia tem suporte na regiao |s| < M. Pela invaridncia homotépica
do nimero interse¢do em dominios compactos, concluimos que @ possui 0 mesmo numero
de intersecido com Upaz € Umin que . Como vimos no Lema 5.3.2, 47 ndo intersecta ,qz
e Upmin. Por positividade de intersegao de curvas pseudo-holomorfas (veja [25], Apéndice

E), u ndo intersecta P4 € Pin. O

Lema 5.3.5. Se [4],[0] € 4, com [u] # [0], entao [u] * [0] = 0, onde * denota o nimero

de intersecao de Siefring como definido em [32].



5.8. Cadlculo da homologia nos modelos 93

Demonstracao. Nas condi¢cbes do enunciado, temos pelo Lema 5.3.4, temos que @ e v
satisfazem as condigoes 3(a) e 3(b) do Corolério 5.9 de [32] e pelo Lema 5.3.3, temos que @
e v satisfazem a condicao 3(c) do Corolario 5.9 de [32]. Segue da condic¢ao 1 do Corolario
5.9 de [32] que [a] x [0] = 0. O

Lema 5.3.6. .# = {[u1], [u2]}.

Demonstragio. Suponha que exista um terceiro elemento [t3] em .. Sejam Ui, Ui,
representantes assintéticos de @;, ¢ = 1,2,3. Em { Praz, Poin }, pelo menos uma das érbitas
é positivamente hiperbdlica. Assuma que P, é esta orbita. O caso de P,,;, é analogo.

Seja 1; o autovertor associado a U’ i = 1,2,3. Do Lema 5.3.3 temos que
wind(n1, Pz, As) = wind (12, Praz, As) = wind(n3, Praz, As) = wind™ (Paz, As)-
Do Corolério 2.3.4, dados existem ¢;; € R\{0} tais que
Ni = CijNy,

i,j = 1,2,3. Logo, existem ¢ # j com ¢;; > 0. Na nomenclatura de [32] dizemos que ;
e @; se aproximam de P, na mesma diregao. Logo, 4, e u; satisfazem as condigoes do
Teorema 2.5 de [32]. Portanto,

(@] * [i;] # 0,

contradizendo o Lema 5.3.5. OJ

Lema 5.3.7. Temos que Js € Zreg(fsho) (veja Teorema 4.1.1).

Demonstragio. Aqui apelaremos ao Teorema 1 de [33]. Vamos identificar R x R/Z com
CP\I', T'={[1:0],[0: 1]}, via 0 mapa

(s,t) > [e2mCHt) - ),

Na notacao de [33], temos que para qualquer [u] € 4, #T¢ = 1 (as curva @ possuem
somente um furo positivo) e Z(di) = 0 (pelo Lema lema: somente dois elementos no

moduli space e Lema 5.3.2, @ é um mergulho e sua diferencial nao se anula). Logo,
11c2(Praa, As) — ticz(Prin, As) = 1> =1 = —x(CP') + #T'y + Z(du).

As hipéteses do Teorema 1 de [33] sdo satisfeitas, donde segue que todos os elementos
(4] € A sao regulares no sentido de que a linearizagao da equagao de Cauchy-Riemann em
@ é um operador de Fredholm sobrejetivo no contexto especificado em [33]. Em particular,
concluimos que Jg € Freg(fsho). O
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Demonstracao do Teorema 5.3.1. . Do Lema 5.3.7, temos que Jg € Freg(fso), portanto
podemos definir H,(p, q,p,q, S, As, Js) como na defini¢ao 4.1.2. Por hipdtese, temos que
(Ci(p,q,p,q4, T, \), ) possui exatamente quanto geradores {PL  PL. P2 ~P2. 1 Da
discussao acima, vemos que

[#.43 (P, P")\R]2 = 0,

pl. P2

min’ - max)’

para qualquer escolha de P, P’ € {P} P2. %} com P # P'. Logo,

a(|Pf) =0,

Pl P2

min’ * max’

para qualquer P € {P} P?..}. Temos trés possibilidades:

ax?

(i) Existe k € Z tal que

A Zo®Zo sej=kk+1
Hj(p,Q,p;Q, Sa )\S>JS) =

0 caso contrario.
(i) Existe k € Z tal que
Ly se j =k, k+2
Hj(p7Q7ﬁaq\>Sa)\Sa°]S): Lo @ Zo Sej:k?—l—]_
0 caso contrario.

(iii) Existem k,l € Z, 1 > k + 1 tais que

o Zo sej=kk+1,11+1
Hj(pJQ7p7Q757>\57JS) =
0 caso contrario.

Em todos os casos, segue que H.(p,q,p,q,S, s, Js) # 0. O

5.4 Morfismos entre cadeias nao-triviais no modelo

Continuamos sob as mesmas hipdteses das segoes anteriores. Sejam 0 < ¢ < 1 e
T >0 tais que T' > max Ty ,T;
p,q

2 . Tomando S > T'/c, podemos encontrar, pelo Teorema
p,q

5.2.1, fs € #,, tal que Ag = fg)o satisfaz todos os resultados da secdo 5.3 e tal que

<@(pa qvﬁaq\a SJ )‘S) = <@(p?qvﬁa(}}]: AS)
Logo, as inclusoes

(C*(p7 Q7ﬁ7 qAa T17)‘S)7a(>\57 JS)) — (C*<p7Q7ﬁ7 Q7 T27 )\5),8()\5, JS))
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com T <T; <Ty < § induzem isomorfimos. Dai, temos que

H*(p7Q7ﬁ7 da T7 /\57 JS) - H*(p) q7ﬁ7 q\a T/C7 ASa JS) - H*(pv(bﬁa Ci) S) /\57 JS) 7£ 0

Vamos escrever
l.* : (C*(p7Q7]57 67 T7 )‘5)78()‘57 JS)) — (C*(p7Q7ﬁ7 67 T/Ca )\5)78()‘57 JS))

Se j. denota o isomorfismo de cadeias definido em 4.3.1, obtemos o seguinte

resultado:

Proposicao 5.4.1. Se ¢, T, S, fs e Jg sao como acima entdo
j* © 2>l< : H*(p7Q7ﬁa C_/I\7 Ta )‘57 JS) — H*(pac,Zaf)? 67 T/Cv CAS) JS);

¢ um isomorfismo. Em particular, j, o1, # 0.
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6 O Teorema Principal

Neste capitulo mostramos o teorema principal do trabalho. Comegamos com alguns
resultados técnicos na se¢ao 6.1. Em especial, usamos a técnica de stretching the neck para
garantir que érbitas de tipo (p, §) sobrevivem quando aproximamos formas de contato. Na
secao 6.2, utilizamos todos os resultados anteriores para mostrar que o Teorema 6.3.2 vale
quando a forma de contato é nao degenerada. Conseguimos ainda mostrar que a érbita
de tipo (P, §) tem seu periodo controlado. A partir de um resultado de aproximacao de
formas degeneradas por formas nao-degeneradas, mostramos o Teorema 6.3.2 na secao 6.3.
Finalmente, utilizando a controle do periodo das érbitas obtidas e estrutura do modelos de
Morse-Bott construidos no capitulo 5, estudamos o crescimento do niimero de érbitas de
Reeb periddicas com respeito ao periodo e mostramos que este crescimento é pelo menos

polinomial.

6.1 Resultados preparatoérios

Vamos fixar (p,q) € Z x Z coprimo. Dado f € .%,,, escrevemos

0i(f) = p(IK, fho) — 1,

1= 1,2, onde vemos K; como Orbita de Reeb prima de f\q.

Suponha que h € %, , é ndo-degenerada. Temos que K = (z1,71) ¢ Ky = (x9,T3)
como érbitas de Reeb primas de hAg. Suponha que @ : ¥\I' — Wy, é uma curva pseudo-
holomorfa com furos, assintética a KF, i = 1,2, em z € I’ (aqui ndo importa se vemos Wy,
como simplectizagdo, como cobordismo com fins cilindrico ou como cobordismo dividido).
Vamos denotar por 7 : Wy, — S* 0 mapa projegao. Seja (U, ®) um tubo de Martinet
para K* como no Corolario 3.7.3. Pelo Teorema 3.7.4, podemos escrever em coordenadas

apropriadas proximas de z
domodu(s,t) = (a(s,t),V(s,t),2(s,t)),

com

z(s,t) = et a(T)dT(e(t) + R(s,t)),

onde e é expressao de um autovetor n do operador assintético A K associado ao autovalor
v e Sy, @ e R tem o comportamento explicado no Teorema 3.7.4. Vamos considerar que
|s| é grande o suficiente de forma que 7 o 4(s, -) ndo intersecte Ly (veja Corolario 3.7.5)
e tal que z(s,t) seja homotdpico a ee(t) em U\{0}, para alguma escolha de ¢ > 0. Para

simplificar a notacao, vamos escrever y(:) = m o 4(s, ).
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Lema 6.1.1. Suponha

m = lk(’% Kl)

Sei=1, entaion=k>0e

v>0 =

s[3

Sei=2, entiom=k>0e

vr>0 —= —
m

"> 0,(h)

n = lk(v, Ks).

r< (0 =

r<(0 =

s[3

m

% < y(n).

Demonstragao. Provaremos o caso ¢ = 1. O caso ¢ = 2 é andlogo.

Como 7 estd C™ préxima de KF, temos que

n = lk(y, Ky) = Ik(K}, Ky) =k veja B.2.1.

Vamos denotar por 8 a classe de trivializagao de (z;)7,& induzida pelo tubo de
Martinet. Como slk(K;) = —1 (B.2.2), segue do Corolario 3.7.3 e da Proposicao 2.5.1 que

p(K17 hAO?B) = p(Kbh)\O) —1= 91<h)

Se v > 0, temos que

m = lk(vy, K;) = wind(e, 9,) = wind(v, KI', hAg, 3) > wind " (K], h)g, 3).

Se v < 0, temos que

m = lk(v, K1) = wind(e, 0,) = wind(v, K[, hAo, 5) < wind ™ (K, h\g, ().

Segue da Proposicao 3.6.2 que:

e Se K é eliptica, entao 6;(h) € R\Q,

wind " (K7*, hh, B) = |n01(h)] +1 > nby(h)

wind™ (K[', hAg, ) = |nbi(h)| < nbi(h).

e Se K; é positivamente hiperbdlica, entao 0;(h) € Z e

wind ™ (K7, hAg, B) = wind ™ (K", h)o, 3) = nf;(h)
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e Se K é negativamente hiperbdlica, entao 26, (h) € Z,
wind (K", h)g, ) = wind ™ (K", h)\, B) = nbd1(h),

se n é par,
wind* (K", g, 8) = [nb;(h)] + 1 > nb;(h)

wind ™ (K, h, B) = |nbi(h)] < nby(h),

se n é impar.

Em qualquer caso, que

v>0 = m>nb(h) e v<0 = m<nbi(h).

]

Considere agora f,fi € Z,, e 0 < ¢ < 1 sdo tais que c¢fy < f < fi em
todos pontualmente. Vamos escrever, A = fg, Ay = fido, Ao = ¢fi o, 0; = 0;(f) e

0 = 0i(f) = Oilcfy), i =1,2.
Tome J. € _#(\s), J € FZ()\), como explicado na segio 3.2, ¢ J; € Z(J_,J; L, ,)

e Jo, € /(j, j+; L,,), como explicado na se¢ao 3.5. Para cada R > 0, considere Jg =

J1 or Jo como explicado na secao 3.4.

Lema 6.1.2. Seja (p, ) € Z X Z coprimo com (P, §) # (p,q). Suponha que A\, A\, A_ sejam
nao-degeneradas. Sejam Py € P2(\,) e P. € P(\_). Suponha que {R,} é uma sequéncia
de nimeros positivos tal que R, — oo quando n — oco. Suponha que U, : R X R/Z — W,

sejam uma sequéncia de cilindros Jg, -holomorfos satisfazendo que
Toid,(RxR/Z)N L,, =0,

com energia uniformemente limitada, positivamente assintotica a Py em oo e negativamente

assintética a P_ em —oo e tais que
k(mot,(s, ), K1) =p e lk(moayu(s,-),Ky) =4,
para todo s e para todo n. Se as condigoes
(A) (401 = p)(G0: —p) >0 ou g <0
(B) (02— §) (02 — G) >0 oup <0
sao ambas satisfeitas, entio existe P € &2 (\), tal que PN Ly, = 0 tal que

k(P,K\)=p e Ik(P Ks)=4q.
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Demonstrag¢io. Pelo Teorema 10.6 de [6], temos que, a menos de tomar uma subsequéncia,
i, converge para o que os autores chamam de um "stable holomorphic building". Como
nossas curvas pseudo-holomorfas envolvem somente cilindros, podemos dar uma descri¢ao

mais simples deste limite como no Lema 5.3 de [20].

Este limite é composto dos seguintes elementos: um ntimero inteiro positivo m > 2,
uma cole¢io {I'!,... T} de subconjuntos finitos de R x R/Z, uma cole¢ao {o',...,0™}
de mapas

o' Zy = (R x RJZ)\I" — W,

e nimeros 1 < k' < k" < m satisfazendo que:

~ ~L! ~ =
(a) ot,..., 9%t sdo J,-holomorfos;

(b) @*" é Ji-holomorfo;
(c) o¥+1, ... 0" sdo J-holomorfos;
(d) o é Jy-holomorfo;
(e) o1 ..., o™ sdo J_-holomorfos;

(f) 0 < E(?") < oo e 9 tem um furo positivo em {co} x R/Z e um furo negativo em
{—o0} x R/Z para todo i =1,...,m;

(g) Existem érbitas de Reeb Py, ..., Py_y € P(\y), Py,...,Pu_1 € P(N)ePyw,..., P €
P()\_) tais que 9" é negativamente assintética a P em {—oo} x R/Z e 9"+ ¢é positi-

vamente assintotica a P, em {oo} x R/Z;

(h) ! é positivamente assintética a P, em {00} x R/Z e 9™ é negativamente assintética
a P_em {—oc0} x R/Z;
(i) para cada i existem s, ¢! € R tais que os mapas

(8,) > gei 0 Tn(s + si,,t)

converge para o' em Ci°((R x R/Z)\I'") quando n — oo, onde g denota a acio de
R em We,.

Afirmamos que P, N L,, = 0 para todo ¢ = 1,...,m. Vamos argumentar por

absurdo. Suponha que P; C L, 4. Defina

io =min{i € {1,...,m} | B, C L,,}.
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Se 1 < i < i, temos que 9°(Z;) ¢ 7 '(K;) pois, caso contrario, terfamos que o' seria
positivamente assintética a uma iterada de K, Ky ou K, , em {00} x R/Z, contradizendo

a escolha de 7. Vamos considerar, portanto, o conjunto
D ={(z,2) € Zi x m YL, | ?'(2) = =}

O conjunto D; é discreto pelo Teorema 3.1.2. Aqui usamos que 7~ (L, ,) é uma cole¢io de
trés cilindros pseudo-holomorfos disjuntos mergulhados para ji, J , J1 e Jo, o que segue de
f, [+ € Py e dahipétese de que J, € Z(J_, J;Lyy) e o€ F(J,Jy;Ly,). Se D; # 0,

terfamos por (i) e por positividade e estabilidade de interse¢ao que
i, (R x R/Z) N7 1 (Ky) # 0,

o que contradiz as hipoteses sobre 1,,.

Observe que P, N K,,, = . Caso contrério, existiria m € N para o qual P, = K,

Pelo que mostramos acima, P, é homotdpica a P em S*\ L, ,. Logo,

mp = k(K" K1) = k(P;,, K1) = k(P;, K1) = p

p,q’

mq = lk(K;Tq; Ky) = 1k( _io, Ky) = lk(P+, K,) =g,

contradizendo a hipétese de que (p, ) # (p, q)-

Vamos supor que Pio C K. O caso Pio C Kj é analogo. Seja m € N tal que

P,, = K{". Segue que
mp = k(K" Ky) = Ik(P,, K2) = Ik(Py, K) = §.

Donde obtemos que ¢ > 0. Pelas hipoteses, podemos assumir de agora em diante que
(461 — P)(g61 — p) > 0.
Defina
iy =max{i € {1,...,m} | P, = KJ}.

Temos que "'7(Z;, 11) ¢ 7 (L,,). Caso contrario, terfamos que "1 71(Z; ;1) C 7 1K)

e I:’z-lﬂ = K7, onde r € N. Pela escolha de ij, terfamos r # §. Usando (i), temos que
ts T od,(s+ s2Tht)

¢ homotopico a K f se s > 0 grande o suficiente e homotopica a K| se s < 0 é grande o

suficiente. Como @, (R x R/Z) C S*\L,,, terfamos que
G = Ik(K], ) = k(K] o) =,

o que ¢ um absurdo.
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Agora considere sy > 0 grande o suficiente, de forma que 9% esteja definida em
[$0,00) x R/Z e
7"([s0,00) x R/Z) N7~} (K1) = 0.

Que tal sy existe segue do Corolario 3.7.5. Para qualquer s > s¢, segue de (i) que
k(7 0 9% (s, ), Ky) = p.
Um raciocinio andlogo, mostra que se s; > 0 é grande o suficiente e s < —s1, entao
k(7o 9 (s, ), K1) = p.

Utilizando o Lema 6.1.1, temos que

W+1<k = p<bi§ e p>06iG

i<k e K<i+1l<k' = p<6ig e p>6id
E<ig<iy+1<k = p<0g e p>0iq4
F<ig<k'<ii+1 = p<6i§ e p>0ig
o>k = p<0,g e p>6q

Em todos os casos temos uma contradicio com a condicdo (G#, — p)(Gh, — p) > 0. Esta

contradicao mostra a afirmacao.

Tome P = Py € Z()\). Temos que P ¢ S*\ L, ,. Usando a condicdo (i), concluimos
que

k(P,K)=p e Ik(PK,)=4q

6.2 O caso nao-degenerado

Teorema 6.2.1. Seja (p,q) € Z X Z coprimo. Se 0 > 0 € tal que p+q0 >0, m,M >0 e
(p,q) € Z X Z € tal que

(1,0) < (9,q) < (p,q) ou (p,q) = (H,q) < (1,0),

entao existem T = T(0,p,q,p,4,m, M) > 0 e § = 6(0,p,q,p,4,m, M) > 0 satisfazendo

que, se f € F,, € tal que A = fAg € ndo degenerada,

m < inf f(p) < Sgpf(p) <M

0 -

entdo, existe P € Z2(\) com periodo menor ou igual a T e tal que

‘HQ(f)_6’<5 € <5>

K(P,K)=p e Ik(P Ks)=4q.
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Demonstragio. Tome 0,p,q,p,q, m, M como no enunciado. Suponha que f € .#,, é tal

que A = fAg é nao degenerada e
m < inf f(p) < sup f(p) < M.
p

Vamos escrever §; = 0;(f), i = 1,2. Tome § € R\Q tdo préximo de # de forma que
pé +g>0e

(L,0) < (0,q) < (p,a) ou  (p,q) < (D.4) < (1,0).
Existe 6 > 0 for pequeno o suficiente, tal que se

1
0, — - <(5,

|92—9|<5 e 9

podemos também assumir que e as condigoes (A) e (B) do Lema 6.1.2 sejam satisfeitas
com
b=+ =4
th

Considere fj,, como no se¢do 5.1. Multiplicando f; ,, por uma constante positiva
(que depende de ¢, p, ¢ e M), podemos supor que f < f; . pontualmente. Tome
0<c=c(0,p,q,m, M) <1tal que cfg,, < f, pontualmente. Usando o Teorema 5.2.1 e
argumentando como na segao 5.4, podemos encontrar f, € .%,, tal que cfy < f < fy

pontualmente, existem J, € _#,(&) e T =T(0,p,q,p,4,m, M) > 0 tais que

H*(p7 q7ﬁ7 qA> Ta f-i-)\Oa J+) = H*(pa Q7ﬁ7 Q7 T/Ca f+)\07 J—i—) 7& 0.

Lembramos que J; induz estruturas quase-complexas J, € Zreg(fr o) e J_ € Zreg(cfiNo).

Pela Proposicao 5.4.1, o morfismo entre cadeias

Jeois: (Culp, 0, 0,4, T, f+20), 0(f+ A, J+)) = (Ci(p: 4,0, 4, T, cf 1 Xo), 0(cf s do, J4)),
induz um morfismo nao nulo em homologia.
Sejam J € \, J; € /(j_, JiLy) e J, € j(j, J.:). Dado R > 0 grande defina
Jr=Jiog Jy

eJpre 7 (j_, j+; L,,), como explicado na secao 3.4. Afirmamos que existe um cilindro
Jp-holomorfo assintético positivamente a uma 6rbita em Z(p, q,p, 4, T, f+ o) e assintético
negativamente a um orbita em Z(p, q,p,q, T, cf+ o) e tal que sua imagem nao intersecta
7w Y(L,,). Suponha, por contradi¢ao, que tal cilindro nao exista. Concluimos dai que,

Jp € reg(j_, Jo: L,,) e, portanto, o morfismo entre cadeias

@(J}/%) : (C*(pv Qaﬁ> Q7 Ta f+>\0)7 a(f—i-)\a J—i—)) — (C* (pv Qaﬁ> Q7 Ta cf—i-)\O)a a(cf-l-)\Oa J—i—))

estd definido e ¢ nulo (veja Teorem 4.2.3). Contudo, pelo Lema 4.3.1, ®(Jy) e j. o i,

induzem o mesmo mapa em homologia, o que nos leva a um absurdo e prova a afirmacao.
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Portanto, encontramos, para cada R > 0 grande o suficiente um cilindro Jj-
holomorfo assintético positivamente a uma orbita em Z(p,q,p,q, T, f+ o) e assintotico
negativamente a um 6rbita em Z(p, q,p,q, T, cfi o) e tal que sua imagem nao intersecta
7 Y(Ly,). Como cada os conjuntos Z(p,q,p,q, T, f+ o) € P(p,q,D,4, T, cf+ o) sdo fini-
tos, existem P, € Z(p,q,p,q, T, f+ o), P- € P(p,q,p,q,T,cfi ) e uma sequéncia de
nimeros positivos {R,} com que R, — 0o quando n — oo, tais que para cada n existe
um cilindro Jj -holomorfo assintético positivamente a P, e assintético negativamente a
P_. Usando que f, = f5,, em uma vizinhanga de Ly, temos que

1) =0= 507

Pelas hip6teses sobre 6, podemos aplicar o Lema 6.1.2 e concluir a demonstracéo. O

Observagao 6.2.1. Note que o Teorema 6.2.1 demonstra o Teorema 6.3.2 no caso em que A

¢ nao degenerada.

Corolario 6.2.2. Sejam (p,q) € Z x Z coprimo e {f,} uma sequéncia em F,, tal que

An = fudo € nao-degenerada para todo n e tal que existam m, M € R tais que
0 <m <inf f,(p) <sup fn(p) < M.
P n,p

Suponha que 0 > 0 e que p,q € Z X Z coprimo satisfazem que

p+qb >0
(&
(1,0) < (,4) < (pq) ou (p,q) < (P, q) = (1,0).
Se .

entao existe T = T(0,p,q,p,4,m, M) > 0 para o qual se n € suficientemente grande,
entao existe uma drbita P, € P(\,) com periodo menor ou igual a T satisfazendo que
P,NL,,=0e

k(P,,K1)=p e 1k(P, Ky) =4

Demonstra¢io. Tome T' = T(0,p,q,p,G,m,M) > 0e 6 = §(6,p,q,D,4,m,M) > 0 como
no Teorema 6.2.1. Se n é grande o suficiente de forma que

1
Ol(fn) - 5 < 67

obtemos o resultado. O]

|62(fn) =0l <0 e

Observagdo 6.2.2. Analisando a demonstracao do Teorema 6.2.1 e referindo a segao 5.4,

temos que f, = fr, onde T'=T(0,p, q,p, 4, m, M) pode ser tomado como qualquer valor
T > c(0,p.q.m, M) max{Ty T },
p,q p,q

onde t}

2 . ~
54> 15 4 foram definidos na segdo 5.2.
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6.3 O caso degenerado

Suponha que (p,q) € Z x Z coprimo. Suponha que f € %, , é tal que existe § > 0
satisfazendo que p + ¢f > 0 e tal que

Vamos escrever A = f .

Lema 6.3.1. Eziste uma funcao g € %, , arbitrariamente proxima de f na topologia C'*°

tal que g\g € nao-degenerada.

Demonstragio. Pelo Lemma 6.8 de [17], podemos aproximar f por ¢ € .%,, de forma
que L, , seja formado por érbitas ndo-degeneradas de A = ¢')¢. Pela Proposigao 6.1 de
[17], existe uma funcao ¢” : S* — (0,00) arbitrariamente préxima de ¢’ tal que g” )\
¢ nao-degenerada. Como assumimos que L,, ¢ composto de 6rbitas nao-degeneradas,
tomando-se g” suficientemente préxima de ¢', existe um enlace L;, , formado por 6rbitas
de ¢” arbitrariamente préximo de L, , (veja Proposicao 3.5 e a discussao da pagina 105 de
28]). Logo, tomando-se uma isotopia transversal préxima da identidade levamos L;, , em

L,, e ¢" em uma fungao g € .#,, tal que g\ é ndo-degenerada e g estd préxima de f. [

Teorema 6.3.2. Seja (p,§) € Z X Z coprimo tal que

A

(1,0) < (7, q) < (p,q)  ou  (pg) < (h,4) < (1,0).
Eziste wma drbita P € P(N), tal que P € S*\L,, tal que

k(P,K)=p e k(P LK) =4

Demonstragio. Pelo Lema 6.3.1, existe uma sequéncia f, € .%#,, tal que A\, = f,\o €
nao-degenerada para todo n e f, — f quando n — oo na topologia C'*°. Para qualquer

escolha de m, M > 0 com
m<inff(p) e M> sgpf(p),
tomando-se n grande o suficiente, podemos supor que
0<m< 1nn£ fn(p) < STE})) fulp) < M.

Ademais, como temos convergéncia na topologia C'*°, temos que
1

Pelo Corolério 6.2.2, existe T > 0 tal que para cada n grande o suficiente existe uma 6rbita

P, € 2(\,) com periodo menor ou igual a T, tal que P, € S’\L,, e

k(P Ki)=p e k(P Ks)=q.



106 Capitulo 6. O Teorema Principal

Vamos escrever P, = (z,,T,), onde T,, < T'. Pelo Teorema de Arzela-Ascoli, existe uma
6rbita P = (z,T) € Z()) tal que T,, < T quando n — oo e x, — x quando n — 0o na
topologia C*. Isto implica que T < T

Basta mostrar que P € S3\Ly. De fato, se isto for verificado, como P pode ser

aproximado por P, na topologia C*°; entao
k(P Ki)=p e k(P K)=q.

Se P = KF

».q» Para alguma escolha de k € N, entao

k(P,Ky)=kp e k(P Ky) =kq.
Mas isto contradiz a hipdtese

(,4) < (p,q) ou (p,q) = (D, 9)

Vamos assumir por contradicao que P C Ly. Vamos tratar o caso P C K;. O caso

P C K, é andlogo. Por hipétese, existe k € N tal que P = K¥. Observe que
G =1k(P, Ky) = Ik(K¥, Ky) = k.

Seja (U, ®) um tubo de Martinet como no Corolario 3.7.3 para K pensada como érbita de
Reeb de A de periodo minimo 7j. Temos que 1" = §7Ty. Nestas coordenadas, Y = R/Z x B,
onde B ¢ um disco centrado na origem de R? e K; = R/Z x {0}. Tome U C U C U,
vizinhanca de K7, tal que ¢;* (U) C U para todo 0 < t < T. Se n é grande o suficiente,

podemos supor que P, C U e esta orbita ¢ parametrizada por c;S;XA"(O, wy,), onde
(0,w,) € ({0} x B)NU.
Por hipétese, w, # 0 e w, — 0 quando n — oo e
(0, w,) = (0,w,).

Tomando uma subsequéncia, se necessario, podemos supor que existe h # 0 tal que

Wnp,

lim = h.
= [|wy |
Aqui e no que segue ||-|| denota a norma Euclideana em R?. Se

II:R/Z x R* - R (9,2) 2

valmos escrever
X

e=Tlog* e 4} =Tlog,

Como f, € .#,, para todo n, temos que

" (R/Z x {0}) C R/Z x {0},
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para todo n. Em particular,

P (9,00 =0 e ¢(0,0)=0

para todo ¥ € R/Z. Vamos mostrar que

d(41)0,0)(0, k) = (0, h).

Temos que

d(¥r)(0,0)(0,h) = lim d(7, )(0,0)(0, wn/ |lwy]|) = lim L A7, )(0,0)(0, wy),

n=voe [y |

aqui é fundamental o fato de que 0 < T, < T. Pela Férmula de Taylor, temos que existe

constante C' > 0 tal que

6700, wn) = d(¥)0.0)(0,wn) | < C wnl?,

para todo t € [0,7] e para todo n. Aqui usamos que a norma da segunda derivada dos

mapas 1)} estd uniformemente limitada em U para todo ¢ € [0, T]. Portanto,

0, wa) = AW, )00y (0, wn)|| = [, (0, wn) = d(¥, ) 0,0)(0, wn)|| < C
donde concluimos que
10, wa/ flwall) = AW, )0.0) (0, wn/ lwa))|| < C [lwal] === 0
€ provamos que

d(wT)(O,O)(Oa h) = (07 h)

Pela escolha de tubo de Martinet (veja o enunciado de 3.7.3), temos que

wind(d(¢r())0,0)(0, 1), 05) = lim wind(d(¥7, () (0,0)(0, wn/ |[wall), 0:)
= lim wind(d(¢7, () 0.0 (0, wn), &:)
= lim Ind(¢r, () (0, wy), 0)
— glgolk(Pn,Kl)

A

D

Vamos agora escrever ¢(t) = d(1r@))(0,0)- Pelos resultados da secao 2.2, temos que

(i) = 2wind(d(215) 0.0 (0. 1) D) = 2p.

Logo, se denotarmos por [ a classe de trivializagao induzida pelo tubo de Martinet ao

longo de K, temos pelo Lema 2.4.1 que

i ug(so’“) p
Ki, A\ = =,
( b 6) k—>oo 2/{;(] q
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Novamente pela escolha de tubo de Martinet e por (B.2.2), segue que

5 = 0(f) = p(K1.N) = 1= p(K1, \) + k(K1) = (K, A, ) =

Y

—_
| S>

que contradiz a hipdtese de que
(L,0) < (p,q) ou (p,q) < (1,0).

Esta contradicao termina a demonstragao. ]

6.4 Crescimento de orbitas

Vamos fixar (p,q) € Z x Z seja coprimo e 6 € R, tais que § > 0 e p+ ¢ > 0. Tome

f € Z#,, e vamos escrever A\ = f\g. Suponha que

1
0u(f)

Vamos considerar fy,, , como na segao 5.1. Definimos o conjunto Orb(fy, 4,7 contendo

=0.

02(f)

todos os elementos (p,§) € Z X Z coprimos tais que

(1,0) < (,9) < (p,q) ou (p,q) < (Hq) < (1,0),

max{Ty ,Tpp } <T
P9 p,q
onde os nimeros T, , ¢ = 1,2 foram definidos na se¢ao 5.2.
p,q

Lema 6.4.1. Eziste uma constante C' > 0 tal que

LPrim(\, CT) > #01b(fy.pq, T).

Demonstracao. Suponha que m, M > 0 sao tais que

m<i%ff(p) e M >sup f(p).

Suponha que (p,q) € Orb(fp 4, T). Pelo Teorema 6.3.2, temos que existe Py 3 € Pprim(A),

tal que
k(P,K;)=p e 1k(P Ky =4g.

Pela demonstracao do Teorema 6.3.2 e pela Observacao 6.2.2, temos que o periodo de P 4

¢ menor ou igual que
(1 +c(0,p,q,m, M) )max{Tp T2 } < (1+c¢(0,p,q,m,M)")T.
Tomando €' = (1 + 0(97])7 q,m, M)_l), segue que

Pp}@ € c@pm’m()\, CT)
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Observe que C' nao depende de (p, §). Como Py, 4, # Pp, .4, € (P1,G1) # (D2, §2), concluimos

que

#Q@pmm(k, CT) Z #Ol"b(fgyp’q, T)

Lema 6.4.2. | Orb T
11m Sup Og# r (f@,p#]v ) > 1

T—00 log T -

Demonstragio. Seja g q(t) = (2(t),y(t)) como no Teorema 5.1.1. Vamos supor (p, q) <
(1,0). O caso (1,0) < (p,q) ¢ andlogo. Pela propriedade (9) do Teorema 5.1.1 existe
tg € (t1,ta), t), € (t_,t1) e t2 € (t1,1g) tais que

? 'Pq

(/(te), —2'(to)) € R1.(1,0),

(y,(t;7q)7 —,I,(t;’q)) E R+(p7 q)’ Z — 1’ 2
e para cada (p,q) € Z x Z coprimo com (p,q) < (§,q) = (1,0) existem t;, € (t_,,,) e
tz%,q € (tpq, to), tais que

(y/<t;37¢j)7 _x/(t;q)) c R+(p, Q), 7 = 17 2.

Seja v : [0,1] — R? definida por v(t) = (y/(t), —2/(t)). Pela discussao da secido 5.1,
temos que Orb(fy,,,T) estd em bijecao com o conjunto (f)ﬁ)(f97p7q,T) composto por
elementos (t1,T1,t2, T3), onde ty € (t_,t, ), ta € (t2,,t9), T1,To > 0, (2m) " T1v(t1) =
(2m) M Ty (ts) € (Z X Z) sdo coprimos e max{Ty,To} < T. Como 6 > 0, existe s; € (t_,1,,)
e sy € (t2,tg) tais que y/(t) > 0 e —a/(t) > 0 para todo t € [t_,s1] U [sy, tg]. Podemos
assumir também que

a = arg(v(s1)) = arg(v(sz)).
Vamos escrever
B =arg(v(t-)) = arg(v(ty)) = arg(1,0).
Considere também (po, qo), (p1,q1) € Z4 X Z, coprimos, tais que

tg(a) < L < & g(8),
Po D1

Tome
m = min{—(27) "2/ (t) | t € [t_, s1] U [s2,19]}.

Para cada k£ € N defina
T — kpop1
k; — .
m

Tome ( = kpop1 e escreva

§ik=kpigo+37, 7=0,....k(poq — p1go) =: T
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Note que 7 > 0 pois
q1 9o _ Poq1 — P14o

o< D
P11 Do PoP1
Temos que
tgla) < B = S0k o Sk o Sk _ D1
Po k k G
e
Sk _ Sk
G G
se j < l. Pela continuidade de v, existem (9, 77,19, T%), ..., (¢7*, T7*, t5*, To*) tais que
v(t]), v(th) € Ry (G, &)
e
2m) ' Tiv(t) = (2n) ' Tiv(t)) € Z x Z
sao coprimos para j = 0,..., 7. Ademais,

kpop: < kpop:
—(2m)"t'(th) T m

(27T)_1sz(—$,(t§')) <&k < CGe=kpopr = T} < =Ty

paral=1,2e5=0,..., 7. Concluimos que
(A3, T2 48, T9), ..., (¢7, 7% 45, T5*) € Orb(fopg: T).

Portanto,

log #0rb(fop.q: 1) log #O0rb(fo p.q: Tk)

lim su > limsu
T—>oop logT - k—mp log T,
log #0rb T;
— lim sup og #O0r (f@,p,qa k)
k—300 log T,
1
> lim sup 08 Tk

k—oo 108 T
> lim sup log(k(p0q1 - p1€70))
k—o0 log(kpopl)
_ log k + log(poq1 — p14o)
k—oo  logk + log(pop1)

= 1.

Teorema 6.4.3.

1.

lim sup IOg #@prz‘m<)\a T) >
T—s00 logT
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Demonstracao. Pelo Lema 6.4.1 e pelo Lema 6.4.2, temos que

log #yprim()\a T) . 10g #'@prim()v CT)

li =1
11r§1_)sip logT 1;n_>s;}p log(CT)

> lim sup log #Orb<f9,p,qv T)
T Tooo logT + log C

log T

b T
— lim sup log #OI’ (f@,p,qy )
T—00 1OgT
> 1.

logT 4 log C






[9]

[10]

[11]

113

Referencias

C. Abbas. An Introduction to Compactness Results in Symplectic Field Theory.
Springer-Verlag, 2014.

C. Abbas and H. Hofer. Holomorphic Curves and Global Questions in Contact
Geometry. Birkhduser Advanced Texts Basler Lehrbticher. Birkhéuser, 2010.

A. Banyaga and D. F. Houenou. A Brief Introduction to Symplectic and Contact
Manifolds. Number Vol. 15 in Nankai Tracts in Mathematics. World Scientific, 2016.

D. Bennequin. Entrelacements et équations de Pfaff. Astérique, Société Mathématique
de France, (107-108):87-161, 1983.

F. Bourgeois. Contact homology and homotopy groups of the space of contact
structures. Math. Res. Lett., 13(1):71-85, 2006.

F. Bourgeois, Y. Eliashberg, H. Hofer, K. Wysocki, and E. Zehnder. Compactness
results in Symplectic Field Theory. Geometry and Topology, 7:799-888, 2003.

D. Cristofaro-Gardiner and M. Hutchings. From one reeb orbit to two. Journal of
Differential Geometry, (102):25-36, 2016.

D. L. Dragnev. Fredholm theory and transversality for noncompact pseudoholo-

morphic maps in symplectizations. Communications on Pure and Applied Mathematics,

LVII:726-762, 2004.

Y. Eliashberg. Classification of overtwisted contact structures on 3-manifolds. Inven-
tiones mathematicae, 98(3):623-637, October 1989.

Y. Eliashberg. Contact 3-manifolds twenty years since J. Martinet’s work. Annales
de Uinstitut Fourier, 42(1-2):165-192, 1992.

H. M. Farkas and I. Kra. Riemann Surfaces. Number 71 in Graduate Texts in
Mathematics. Springer-Verlag, 1980.

H. Geiges. An Introduction to Contact Topology. Number 109 in Cambridge studies

in advanced matematics. Cambridge University Press, 2008.

M. W. Hirsch. Differential topology. Number 33 in Graduate Texts in Mathematics.
Springer-Verlag, 1976.



114

Referéncias

[14]

[15]

[16]

[18]

[19]

[20]

[21]

22]

[25]

[26]

H. Hofer and M. Kriener. Holomorphic curves in contact dynamics. In Proceedings of
Symposia in Pure Mathematics, volume 65, pages 77-132. American Mathematical
Society, 1999.

H. Hofer, K. Wysocki, and E. Zehnder. Properties of pseudo-holomorphic curves in
symplectisations II: Embberding controls and algebraic invariants. Geometric and
Functional Analysis, 5(2):270-328, 1995.

H. Hofer, K. Wysocki, and E. Zehnder. Properties of pseudo-holomorphic curves in
symplectisations I: Asymptotics. Annales de [’Institut Henri Poincaré - Analyse non
linéaire, 13(3):337-379, 1996.

H. Hofer, K. Wysocki, and E. Zehnder. The dynamics on three-dimensional strictly
convex energy surfaces. Annals of Mathematics, (148):197-289, 1998.

H. Hofer, K. Wysocki, and E. Zehnder. Finite energy foliations of tight three-sphere
and Hamiltonian dynamics. Annals of Mathematics, (157):125-257, 2003.

H. Hofer and E. Zehnder. Symplectic Invariants and Hamiltonian Dynamics. Birkhau-
ser, 1994.

U. L. Hryniewicz, A. Momin, and P. A. S. Salomao. A poincaré-birkhoff theorem for
tight reeb flows on S3. Inventions mathematicae, 199(2):333-422, February 2015.

U. L. Hryniewicz and P. A. S. Salomao. Uma Introdugdo a Topologia de Contato.
Publicagoes Matematicas. IMPA, 2009.

A. Katok and B. Hasselblatt. Introduction to the modern theory of dynamical sys-
tems. Number 54 in Encyclopedia of Mathematics and its Applications. Cambridge
University Press, 1997.

W. B. R. Lickorish. An Introduction to Knot Theory. Number 175 in Graduate Texts
in Mathematics. Springer, 1991.

J. Martinet. Formes de contact sur le variétés de dimension trois. In C. T. C. Wall,
editor, Proceedings of Liverpool Singularities Symposium II, volume 209 of Lecture
Notes in Mathematics, pages 142-163. Springer, 1971.

D. McDuff and D. Salamon. J-Holomorphic Curves and Symplectic Topology. Num-
ber 52 in Colloquium Publications. American Mathematical Society, 2nd edition,
2012.

D. McDuff and D. Salamon. Introduction to Symplectic Topology. Number 27 in
Oxford Graduate Texts in Mathematics. Oxford University Press, 3rd edition, 2017.



Referéncias 115

[27]

[28]

[29]

[34]

[35]

A. Momin. Contact homology of orbit complements and implied existence. Journal
of Modern Dynamics, 5(3):409-472, 2011.

Jacob Palis and Welington de Melo. Introducdo aos sistemas dinamicos. Projeto
Euclides. IMPA, 1978.

D. Rolfsen. Knots and Links. American Mathematical Society, 2003.
W. Rudin. Real and complex analysis. McGraw-Hill Education, 3rd edition, 1986.

R. Siefring. Relative asymptotic behavior of pseudoholomorphic half-cylinders. Com-
munications on Pure and Applied Mathematics, LX1:1631-1684, 2008.

R. Siefring. Intersection theory of punctured pseudoholomorphic curves. Geometry
and Topology, (15):2351-2457, 2011.

C. Wendl. Automatic transversality and orbifolds of puncture holomorphic curves in

dimension four. Comment. Math. Helv., 85(2):347-407, 2010.

C. Wendl. Lectures on symplectic field theory. arXiv preprint arXiv:1612.01009,
2016.

C. Wendl. Lectures on contact 3-manifolds, holomorphic curves and intersection
theory. Number 220 in Cambridge Tracts in Mathematics. Cambridge University
Press, 2020.






Apéndices






119

APENDICE A - Geometria simplética e de

contato

Neste apéndice coletamos alguns resultados de geometria simplética e de contato
que serao utilizados neste trabalho. Estudos bem completos destes temas, assim como

extensas bibliografias, podem ser encontrados em [3], [12], [19], [21], [26].

A.1 Variedades simpléticas

Definicao A.1.1. Seja V um espaco vetorial real. Uma 2-forma w em V' ¢ dita uma forma

simplética se w é nao-degenerada, ou seja,
wv,w)=0, YweV = v=0.

Neste caso dizemos que (V,w) é um espaco vetorial simplético.

Seja E um espaco vetorial sobre uma variedade M. Uma secdo w de A® E é dita
uma forma simplética em E se (E,,w,) ¢ um fibrado vetorial simplético para todo p € M.

Neste caso dizemos que (F,w) é um fibrado vetorial simplético sobre M.

Se M ¢ uma variedade, dizemos w € Q*(M) é uma forma simplética em M se

(T'M,w) é um fibrado vetorial simplético sobre M e dw = 0.

Exemplo A.1.1. Identificamos R** = @” | R? com coordenadas (1, ¥1, - - -, Tn, Yn). Con-

sidere a 2-forma .
Wy = dei A dy;.

i=1

Temos que (R?",wp) é um espaco vetorial simplético e uma variedade simplética. Note que
wo = (Jo, ),
onde (-,-) é o produto interno candnico de R*" e
JoOz, = 0y, € JoOy, = —0,, 1=1,...,n.

Definicao A.1.2. A matriz Jy do exemplo acima é a chamada a estrutura quase-complexa
padrao de R?".

Exemplo A.1.2. Seja M uma variedade de dimensao n e w : T*M — M seu fibrado

cotangente. Definimos a 1-forma

(ataut)G = (77'*6)71—(9), Vo e T'*]\f7
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chamada de forma tautologica em T*M. Note que se (qi,...,¢q,) for um sistema de
coordenadas em M e (q1,...,qn,P1,---,Pn) for o sistema de coordenadas induzido em
T* M, entao

(Ctpaut)o = Zpi(e)dqi, VO € T*M.
i=1
Portanto,

Wean = AQans = Z dpz A sza
=1

é uma forma simplética, chamada de forma simplética canonica em T*M.

Definigao A.1.3. Sejam (V;,w;), i = 1,2 espagos vetoriais simpléticos. Um simplectomor-

fismo T': (Vi,w;) — (Va,ws) é um isomorfismo entre V; e V5 tal que

*
T Wy = W1.

Sejam (FE;,w;), i = 1,2 fibrados vetoriais simpléticos sobre variedades M;, i = 1, 2.
Um simplectomorfismo @ : (F1,w;) — (F2,ws) é um isomorfismo entre F; e Fy tal que

P, : (E1)p, = (E2), é um simplectomorfismo para todo p € M;.

Sejam (M;,w;), i = 1,2 variedades simpléticos. Um simplectomorfismo ¢ : (M7, w;) —
(Ms, ws) é um difeomorfismo entre M; e M tal que tal que dy : TM; — T M, é um sim-

plectomorfismo, i.e., p*wy = wy.

Em [26] Teorema 2.1.3 e Teorema 3.2.2 encontramos o seguinte resultado, conhecido

com Teorema de Darboux:

Teorema A.1.1. (a) Se (V,w) € um espago vetorial, entdao existem n € N e um sim-
plectomorfismo T : (V,w) — (R?™, wy).

(b) Sejam (M,w) uma variedade simplética e p € M. Entdo existem n € N, U uma
vizinhanga de p em M, V uma vizinhanca de 0 em R?*™ e um simplectomorfismo

0 (U,w) = (V,wy) satisfazendo que ¢(p) = 0.
Dada uma variedade simplética e uma fungao nesta variedade, a ndo-degenerescéncia
da forma simplética permite que se faca a seguinte defini¢do (veja [26] pagina 21):

Definicao A.1.4. Sejam (M,w) uma variedade simplética e H : M — R. O campo

Hamiltoniano associado a H é o campo de vetores Xy unicamente definido por
1 XyW = dH.

Observagdo A.1.1. Nao hé consenso na literatura quanto a definicdo acima. Aqui seguimos a

convencao de sinais de [26]. Por exemplo, na referéncias [12] Xy é definido pela identidade
1 XpgW = —dH.

Obviamente, as duas defini¢oes levam a resultados equivalentes.
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Exemplo A.1.3. Se H : R — R, temos que o campo Hamiltoniano Xy com respeito a

forma simplética wy é dado por

n

Xy = JoVH = (9, HO,, — 0,,H0,,).

A.2 O grupo simplético e o indice de Maslov

Definigao A.2.1. O grupo simplético de R*"* é o subgrupo de GL(2n,R) dado por
Sp(n) = {A € GL(2n,R) | ATJyA = Jy},

onde J; é a estrutura quase-complexa canodnica de R?".

O espectro de uma matriz simplética é descrito na proposicao abaixo, cuja demons-

tracdo pode ser encontrada em [26], Lema 2.2.2:

Proposicao A.2.1. Se A € Sp(n), entao existem Ay, ..., A\, € C\{0} tais que
o(A) = [J{ A
i=1

O seguinte teorema foi retirado de [26], Teorema 2.2.12.

Teorema A.2.2. Eziste uma tunica fungdo i que associa a cada caminho fechado de
matrizes simpléticas
¢ : R\Z — Sp(n)

um inteiro e que satisfaz os sequintes axiomas:

(a) Dois caminhos fechados de matrizes simpléticas v1 € ps sdo homotdpicos se, e

somente se,

u(e1) = p(er)-

(b) Dados dois caminhos fechados de matrizes simpléticas p1 € o, entdo
p(rp2) = pulpr) + pulpa)-

(¢c) Sen=n"+n", ¢ éum caminho fechado de matrizes simpléticas em Sp(n’) e @ é
um caminho fechado de matrizes simpléticas em Sp(n”), entao

"

p(e' @ ¢") = u(¢') + ple"),
onde interpretamos @' ® " como um caminho simplético em Sp(n) da maneira dbvia.

2mit

(d) O caminho fechado de matrizes simpléticas em R?, o(t) = e*™ satisfaz que

pulp) = 1.
Definigao A.2.2. O indice do Teorema A.2.2 é chamado de indice de Maslov.
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A.3 Variedades de contato

Definicao A.3.1. Sejam M uma variedade e £ um subfibrado vetorial de T'M de codi-
mensao 1. Dizemos que £ é uma estrutura de contato em M se para todo p € M existe

uma 1-forma A definida em uma vizinhanca U de p, tal que
E=ker \em U

e (&|U,d\) é um fibrado vetorial simplético sobre U. Neste caso, dizemos que (M, §) é uma

variedade de contato.

Uma forma A\ como acima é chamada de uma forma de contato local associada a &.

Se U = M, dizemos simplesmente que A é uma forma de contato associada a &.

Observagao A.3.1. (a) Do Teorema A.1.1 concluimos que uma variedade de contato

necessariamente tem dimensao impar.

(b) Sedim M = 2n+1, a condicao (£|U, \) ser um fibrado vetorial simplético é equivalente
a condicao de que
AN (dN)" # 0.

Se A é uma forma de contato definida globalmente, temos que A A (dA\)" é uma forma

de volume em M e, portanto, esta forma induz uma orientacao em M.

(c) Note que uma forma associada a uma dada estrutura de contato nao é tnica. De
fato, duas formas de contato A; e Ay sao associadas a mesma estrutura de contato &

se, e somente se, existe uma funcao real f que nao se anula tal que Ay = fAq.

(d) Quando quisermos salientar o papel de uma forma de contato A especifica, escrevere-
mos que (M, \) é uma variedade de contato. Fica subentendido que a estrutura de

contato em consideragao é a dada por £ = ker; \.

O seguinte resultado, que se encontra em [12], Lema 1.1.1, nos diz exatamente

quando uma estrutura de contato admite uma forma de contato globalmente definida.

Proposicao A.3.1. Seja (M,§) uma variedade de contato. Entdo & estd associada a
uma forma de contato (global) se, e somente se, & é coorientavel em TM, i.e., TM/{ é

orientavel.

Neste trabalho s6 consideraremos estruturas de contato coorientéveis.
Exemplo A.3.1. Toda variedade de dimensao 1 é uma variedade de contato com & = 0.

Exemplo A.3.2. Identificando R?" ™! com @?_; R2®BR com coordenadas (z1, y1, - - -, Tn, Yn, 2),

temos que

1.

i=1
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é uma forma de contato em R?"*!.

O préximo teorema conhecido como teorema de Darboux, nos diz que localmente o
Unico invariante de uma variedade de contato é a sua dimensao. Para uma demonstracao

veja Teorema 2.5.1 em [12].

Teorema A.3.2. Seja A uma forma de contato em uma variedade M de dimensdo 2n + 1.
Dado p € M, existem vizinhangas U de p em M eV de 0 em R?*"* e um difeomorfismo

w:V = U tal que (p) =0 e

1.

i=1

Associado a uma forma de contato temos sempre um campo, no espirito da seguinte
definicao (veja [12] Definigao 1.1.9):

Definicao A.3.2. Seja A é uma forma de contato em uma variedade M. O campo de

Reeb associado a A é o campo de vetores X, definido unicamente por
Z‘X>\>\ =1le Z'XACZ)\ =0.

Observacao A.3.2. Note que dada uma variedade de contato (M,£) e X\ uma forma de

contato associada &, temos uma decomposi¢ao em soma direta
TM = (X)),
onde (X,) denota o fibrado vetorial gerado pelo campo de vetores X,.

Definicao A.3.3. Sejam (W,w) uma variedade simplética e Y um campo de vetores

definido em algum aberto U de W. Dizemos que Y é um campo de Liouville de (W, w) se
Hrw=uw

em U.

Para nés a importancia desta definicao reside na seguinte proposicao que foi retirada
de [12] Lema 1.4.5 e Lema 1.4.10:

Proposicao A.3.3. Sejam (W,w) uma variedade simplética, M uma hiperficie de W e U
uma vizinhanga de M em W. Suponha que Y é um campo de Liouville de (W,w) definido
em U e transversal a M. Entio A\ = iyw|M é uma forma de contato em M. Ademais,
se existe H : W — R tal que H=Y(c) = M para algum valor reqular ¢ de H, entdo existe
g: M — R tal que X\ = gXpy.

Uma hiperficie como M no enunciado do teorema ¢é chamada de uma hiperficie de
contato de (W,w).
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Exemplo A.3.3. O campo
1 n
5 g: xla + yz )

é um campo de Liouville de (R*"\{0},wy) transversal a esfera unitdria S**~! = {z € R*" |

HZH2 = 1}, onde escrevemos z = (1, Y1, ..., Tn, Yn). Logo, a 1-forma

: 1 &
fywo = 5 > (widy; — yida;)
i=1
define uma forma de contato em S**~!. Denotaremos esta forma de contato por Ay e
a estrutura de contato associada de &, e as chamaremos respectivamente de forma de
contato padrio e estrutura de contato padrao em S?*~!. Portanto, S?*~! é uma hiperficie
de contato de R?". Como S**~' = H~!(1), onde H(z) = ||z||%, temos que

XO = X)\O = 22(1728% — yzaxl)
i=1

O caso de S*~! é uma instancia de uma familia de exemplos.

Definigao A.3.4. Seja S uma hiperficie compacta de R™\{0}. Dizemos que S é estrelada
se para todo v € S"7! a reta
L, ={tv]|te(0,00)}

intersecta S transversalmente em exatamente um ponto.

Exemplo A.3.4. Se S uma hiperficie compacta estrelada, entao S é uma hiperficie de
contato de R?", pois S é transversal ao campo de Liouville Y do Exemplo A.3.3 com
estrutura de contato induzida pela forma de contato dada pela restricao a S da 1-forma
1 n
As = 2 Z(%dyz — yidx;).

=1

Claramente, S?"~! é uma hiperficie compacta estrelada e temos Agzn-1 = .

Do ponto de vista da estrutura de contato (ndo das formas de contato), o Exemplo
A.3.4 é equivalente ao Exemplo A.3.3, como a préxima proposigao mostra (veja [2] Teorema
9.3.1).

Proposicao A.3.4. Seja S uma hiperficie compacta estrelada de R®*™ e considere a fungdo
f:S* 1 —(0,00), dada por
f(z)z € S.

Entdo o difeomorfismo o : S**1 — S, dado por
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satisfaz que
©*Xs = [ Xo.
Reciprocamente, se g : S*"~1 — (0,00), defina a hiperficie estrelada

Sy ={\/g(z)z e R* | z € S 1}.

Entao, o difeomorfismo 1 : S*"~1 — S dado por

satisfaz que

w*)\sg = gXo.

Defini¢cao A.3.5. Uma variedade de contato (M’,¢’) é dita uma subavariedade de contato

de uma variedade de contato (M, &) se existe um mergulho ¢ : M" — M tal que

pul&) =Tp(M')NE.

A.4 Variedades de contato de dimensao 3

Uma apresentacao bem aprofundada deste tema, contendo muitas demonstracoes
completas, pode ser encontrada no capitulo 4 de [12].

O préximo teorema foi demonstrado por Martinet em [24].

Teorema A.4.1 (Martinet). Toda variedade fechada e orientdvel de dimensao 3 admite

uma estrutura de contato.

Em [9], Eliashberg introduz uma dicotomia na classificagao de estruturas de contato

em variedades em dimensao 3 que agora discutimos.

Defini¢ao A.4.1. Seja (M, ) uma variedade de contato de dimensao 3. Um disco fechado

D mergulhado em M é dito um disco overtwisted' se
TOD Cc¢ e T,D#E, VpedD.

A estrutura de contato £ é chamada de overtwisted, se admite algum disco overtwisted.
Caso contrario, dizemos que £ é tight. Se A\ é uma forma de contato em M associada a
estrutura de contato &, diremos que A € tight ou overtwisted caso & seja tight ou overtwisted,

respectivamente.

1 Aqui decidimos manter as nomenclaturas em inglés, tight e overtwisted, como tem sido a prética em

portugués.
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Observacao A.4.1. Na literatura, em geral um disco overtwisted é definido adicionando-se
a condicao que existe exatamente um ponto no interior do disco cujo plano tangente seja
o plano de contato neste ponto. As duas defini¢bes sao equivalentes como se mostra em
[2], Theorem 3.5.7.

Neste contexto, dois teoremas nos interessam. O primeiro é devido a Bennequin [4]

e diz que:

Teorema A.4.2. A estrutura de contato & de S* (veja Ezemplo A.3.3) € tight.

O segundo resultado esta contido em [10] e diz que:

Teorema A.4.3. Seja A uma forma de contato em S? e induzindo uma estrutura de
contato tight. Entao existem f :S* — (0,00) e um difeomorfismo ¢ : S* — S? tais que
©"A = fAo.

Outra propriedade da estrutura de contato padrao em S* que nos serd ttil é:

Proposicao A.4.4. Qualquer estrutura de contato tight em S* € trivial.

Demonstracao. Basta mostrar que a estrutura padrao &, é trivial. Para isto, basta encontrar

um base global de &,. De fato, os campos de vetores
y28x1 + $28y1 - ylarz - xlayz € — 1'2(911 + y2ay1 + $1a’1¢2 - ylayQ

formam tal base. O

A.5 Simplectizacdo de variedades de contato

Seja (M, &) uma variedade de contato com £ coorientada, i.e., como uma escolha

de orientagao em T'M/£. Consideramos o subfibrado vetorial de T*M dado por
¢-={0cT*M|0|¢ =0}.

Temos o isomorfismo entre fibrados vetoriais ® : £+ — T'M/¢ dado por ®(6) = [0]. Como
por hipétese TM /¢ é um fibrado de linhas orientado, podemos orientar 4 através do

isomorfismo ®. Logo podemos falar de covetores positivos e negativos em £+\{0}. Seja
We = {0 € £:\{0} | 0 é positivo}.

Definigao A.5.1. A variedade (W, we) é chamada de simplectizagdo de (M, §), onde

We = Wean|We € a restricao da forma simplética canonica em 7" M (veja Exemplo A.1.2).
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Teorema A.5.1. Seja (M,§) uma variedade de contato com & coorientada. Se A € uma

forma de contato induzindo a orientacio de £+, entdo

Uy (We,we) = (R x M,d(e')), 0+ (log(6/Ase)), 7(6)).

¢ um simplectomorfismo.

Demonstracio. E imediato checar que
U R X M — We,  (t,p) = e,
Ademais, se § € T*M, entao

()" (e"No = (0/Ar() (7" N) (o)
= (W*Q)F(Q)
= (ataut)e-

Portanto,
(Uy)*d(e'\) = dovgany, = we.
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APENDICE B - Teoria de nés e enlaces em
SB

Neste apéndice coletamos os resultados sobre a teoria de nds que precisaremos para

desenvolver o trabalho. Usamos como referéncia os livros [12], [29] e [23].

B.1 Nos e enlaces em S?

No que segue consideramos S* munida da sua estrutura de contato tight padrao &
(veja A.4.2) e orientada como bordo da bola unitdria de R? com a orientacio canodnica.
Muito da teoria descrita abaixo poderia ser desenvolvida em contextos mais gerais (veja o
capitulo 3 de [12]).

Definicdo B.1.1. Um conjunto K C S? é dito um né se existe um mergulho ~ : St — S3

tal que K = (S'). Dizemos que um né K ¢é tranversal se para todo p € K

T,S* = T,K @ (&),

Um subconjunto L C S? é dito um enlace se é a unido finita de nds disjuntos. Um

enlace é dito transversal se é composto por nds transversais.
Observagao B.1.1. Note que um enlace transversal é automaticamente uma subvariedade
de contato.

O
Defini¢ao B.1.2. Uma isotopia (transversal) entre os nés (transversais), Lo e Ly, é um

mapa I : [0,1] x Ly — S? satisfazendo que T'({0} x Lo) = Lo, T'({1} x Ly) = L; (e
['({t} x Ly) é um enlace transversal para todo ¢ € [0, 1]).

Dados dois enlaces (transversais), Lo e L;, diremos que eles sdo equivalentes se

existe uma isotopia (transversal) entre eles.

O seguinte teorema serd 1til (veja Teorema 1.3 do capitulo 8 de [13] e Teorema
2.6.12 de [12]):

Teorema B.1.1. Sejam Ly e Ly enlaces disjuntos de um subconjunto fechado C' C S?
e :[0,1] x Ly — S3\C € uma isotopia entre Ly e Ly, entdo existe uma isotopia
U [0,1] x S* = S? satisfazendo que U([0,1] x C)=C e

U, 0Ty =T,
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onde
\Ilt = \I/(t, ) e Ft = F(t7 )

Se Lo, L1 e I' forem transversais, podemos assumir que
(Pe)(&0) = o

O préximo teorema se encontra em [23], Teorema 1.5.

Teorema B.1.2. Sejam K um nd orientado e D um disco fechado e mergulhado em S?

que intersecta K somente em um ponto no seu interior. Oriente D de forma que
#(K, D) =1,

onde #(-,-) denota o numero de intersecao como definido no capitulo 5 de [13]. Entao
a classe de homologia [0D] gera H,(S*\K) e esta classe de homologia nio depende da

escolha de D. Em particular, H,(S?\K) é canonicamente isomorfo a Z.

Definicao B.1.3. Sejam K e K, dois nés orientados e disjuntos. Definimos o niimero de

enlacamento entre K; e Ky como
(K, Ky) = [Ki] € Hi(S’\K) & Z.
Observagao B.1.2. Se K1 U Ky e K| U K/, sao enlaces equivalentes, entao

k(K1 Ky) = k(K] K}).

]

Uma segunda maneira de definir o nimero de enlagamento é utilizando as superficies

de Seifert de um enlace, nog¢ao que agora definimos.

Definicao B.1.4. Dado um enlace L em S* uma superficie de Seifert para L é uma

superficie orientével, conexa e compacta 3 mergulhada em S* tal que 0¥ = L.

No Teorema 4 da secao A do capitulo 5 de [29], temos que:

Teorema B.1.3. Se L é um enlace em S?, entdo existe uma superficie de Seifert para L.

Sejam K um nds e ¥ uma superficie de Seifert para K. Se K for orientado, sempre

orientaremos Y de forma que a orientacao de K coincida com a orientacao de 0.

Teorema B.1.4. Dados dois nés K\, Ko C S? disjuntos e orientados vale que
lk(Kla K2) = #(Kla 22),

onde Yo € uma superficie de Seifert para Ks.
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Para uma demonstraciao deste teorema veja Proposigao 3.4.11 de [12].

No Corolario 3.4.12 em [12] encontramos o resultado:

Proposicao B.1.5. Dados dois nés K, e Ko disjuntos em S® temos que
Ik(Ky, Ky) = 1k(Ks, K).

Lema B.1.6. Seja K um nd transversal em S® e X uma secdao global de &y que ndo se anula

s

e vamos denotar por ¢~ seu fluzo. Existe € > 0 tal que se |t| < e, entdo Kx, = ¢;*(K) é
um né disjunto de K. Além disso, link(K, Kx) nao depende de X e de t.

Demonstragio. Que Kx,; é um né segue do fato de ¢;¥ ser um difeomorfismo para todo
t € R. Que Kx.N K = para ¢ > 0 segue da hipdtese de K ser compacto e transversal e

X € & nao se anular. Se |t1], |t2] < €, entdo
(S7p> € [07 1] X KX,t1 = ¢?('t27t1)<p) < Ss?

induz uma isotopia entre K U Kx;, e K U Kx.,. Suponha agora que Y é outra segao
global de &, que nao se anula. Seja Zs, s € [0, 1], uma homotopia entre X e Y por se¢oes
de & que nio se anulam. Podemos encontrar £ > 0 tal que se |t| < € entdo ¢7*(K) é um

n6 disjunto de K. O mapa
(s,p) €[0,1] x Kx; — ¢7(p) € S
induz uma isotopia entre K U Kx; e K U Ky. [

Definicao B.1.5. Seja K um né transversal em S?, entdo definimos o niimero de auto-
enlacamento de K como

slk(K) = Ik(K, Kx,4),
onde Ky, ¢ como no enunciado do Lema B.1.6.

Observagio B.1.3. Por construgao, o niimero slk(K) é invariante por isotopias transversais.
m

B.2 Alguns enlaces especiais em S*

Definicao B.2.1. Um nés K é dito trivial se admite um disco como superficie de Seifert.

Vamos considerar os seguintes nés em S*

Ki={(21,2) €8’ | =0}, i=12
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Vamos considerar K; orientado como bordo do disco
D; ={(z1,22) € B(0;1) | 2, =0}, i=1,2.
Os nds K; e K, sdo nds triviais satisfazendo que 1k(K;, Ky) = 1. Para ver isto, defina
Y = {(21,22) € S* | Re(z) =0 e Im(z) <0}, i=1,2.

Note que ¥; é um disco e é superficie de Seifert para K;. Além disso, K; N ¥y = {(0, —i)},
Kyn¥, ={(-i,0)} e
#(K1722> - ]- - #(K2721)'
Pelo B.1.2, temos que
k(Ky, Ky) = 1. (B.2.1)

Para calcular, slk(K;), vamos usar a se¢ao global de £, dada por
X = —(’Egﬁxl + ygayl + xlam — y18y2.
Se t € R, temos que

$7 (0, z5) = ((sent)zy, (cost)zy).

Logo, ¢i* (K1) é homélogo a — Ky em H;(S*\K;). Logo, se t é pequeno o suficiente,
slk(F,) = k(K Kx,) = —Ik(K), Ks) = —1. (B.2.2)

Um célculo andlogo mostra que
slk(K) = —1. (B.2.3)

Escreveremos Ly = K7 U K.

Fixe agora (p, q) € Z X Z coprimos. Sejam 21, 2o € C\{0} tais que |z1]* + |20]* = 1.
Defina o mapa

o R—S t— (22Tt pe®™iaty,

Este mapa ¢ induz um mergulho ¢ : R/Z — S*. Vamos denotar por K, o né ¢(R/Z).
Note que dada qualquer escolha de z; e zo como acima obtemos nés transversalmente
isotépicos via uma isotopia que fixa o enlace Ly (Teorema B.1.1). Como [K,,| ¢ homéblogo
a p[Ks] em S*\ K, temos que

k(K q, K1) = p. (B.2.4)
Analogamente,

k(K. K2) = q. (B.2.5)

Pela discussao acima, vemos que K, , e K ; estao em classes de homotopia diferentes
e1m SB\LO se (pa Q) 7é (ﬁa Cj)
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Agora, seja (p,q) € Z x Z. Construimos K, ; como acima com alguma escolha de

21, 29 € C\{0}, com |21| # |z1]. Se |21] < |z1], entdo [K; 4] é homologo a §[K;] em S*\ K,
segue que

k(K Kpg) = pq. (B.2.6)

Analogamente, se |21| > |z |, entao

Ik(Kpq: Kp.g) = Dg- (B.2.7)

Uma discussao mais detalhada dos nés K, , pode ser encontrada na segao C do
capitulo 3 de [29].
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