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Introducao

Neste trabalho estamos interessados em estudar as equagoes de Schrodinger lineares que
descrevem a dindmica de um elétron em materiais nao-cristalinos. Os materiais cristalinos
(chamados materiais perfeitos) possuem uma estrutura microscopica que se repete de
forma regular, e podem ser modeladas pelas fungoes periddicas. Porém, materiais perfeitos
sao raros na natureza. Uma parte dos materiais nao-cristalinos sao cristais que apresentam
defeitos, isto ¢, o padrao regular microscopico do cristal ¢ interrompido. Por exemplo,
pode haver uma particula em um local normalmente desocupado na estrutura do cristal
(particula situada em um local “errado”), chamado defeito intersticial. E, como era de se
esperar, esses defeitos atribuem novas propriedades fisicas (dureza, condutividade elétrica,
condutividade térmica, propriedades 6pticas, etc.) ao material (ver Cancés & Le Bris [13|
e Myers [35]).

Uma proposta para modelar esses fenomenos é que cada particula no cristal puro seja
localizada em uma posi¢ao aleatoria (ver Fig 1). Desde que este fenémeno ocorra ao nivel

o o o P,
e o e/  [e e e
°
e o o )
e o o
o5
e o o
o o
°
e o o

Figura 1: Defeito auto-intersticial, duas possiveis situagoes para uma particula.

microscopico, serd necessaria uma analise assintotica de operadores diferenciais, a qual
coloca nosso estudo no contexto da teoria de homogeneizacao.

As fungoes que utilizamos para modelar os meios nao-cristalinos tém a seguinte forma

(r,w) f(@_1<§,w>,w>, e >0,

onde f é uma funcao estacionaria e ® uma deformacgao estocdstica. FEsta tltima, in-
troduzida por Blanc, Le Bris & Lions em [10, 11], no qual consideram o problema de

2



homogeneizac¢ao de um operador eliptico cujos coeficientes sao composi¢oes de fungoes
periddicas (ou estacionarias) com a deformagao estocéstica.

Funcoes estacionérias sao fungoes mensurdveis com respeito ao produto R™x {2 que
satisfazem a seguinte relacao

VyeZ", flz+yw)=flz,Tw), (z,w)eR"xQ,

onde (€, #,P) é um espago de probabilidade e {t, : Q@ — Q},czn um sistema dindmico
que é ergodico. Estas funcOes generalizam as funcoes periddicas (1, = I, Vy € Z").
Uma familia importante de fungoes estacionarias se obtém a partir da célula unitaria,
Y =[0,1)", mediante um processo de extensdo, de forma semelhante ao contexto perio-
dico. Isto é, no caso unidimensional, por exemplo, se p € C°(0,1) e p € L™(2), a exten-
sao f(y,w) := p(y — [y])p(Tpyw) é uma funcao estacionaria ([-] denota o méaximo inteiro).
Propriedades essenciais da analise, tais como diferenciacao, convolugao com mollifiers e
limites, preservam a propriedade de funcao estacionéaria. Porém, ha outras propriedades
importantes para descrever fenémenos fisicos que nao a preservam. Por exemplo, em ge-
ral, a fungao g(y,w fo s,w)ds, f fungdo estacionaria, ndo é estacionaria. De fato,
se f(y) € uma fungao [0, 1]-periddica, entao

g € Y-periodica <  M(f) =0 (M(f) denota o valor médio de f).

Em geral, além do contexto periddico, o valor médio igual a zero nao implica que g(y,w)
seja estacionaria, para um exemplo, ver Andrade, Neves & Silva [6].

A deformagao estocdstica ® ¢ uma aplicacgao tal que (-, w) : R” — R" é um difeomor-
fismo, para quase todo ponto w € €, e a matriz Jacobiana V®(y,w) é estacionaria com
condigoes adicionais que controlam a deformacao. As defini¢oes anteriores e propriedades
serao dadas de forma precisa na Segao 1.2.

Assim, neste trabalho, propomos o estudo do comportamento assintotico (isto é, quando
e > 0 tende para zero) da equacao de Schrodinger

( 8(;;5 — div [A(@‘l(g,w),w>v%]
H v (o7 (L)) + (07 (L) )0 em Rrixa, O

u: (0, z,w) = ul(z,w) , (r,w) € R"xQ,

\

onde T > 0, R%:™ := (0, T) x R" e a funcdo incognita u.(t, v, w) é complexa. A composicio
dos coeficientes é dada por A = (Age), com k,¢ € {1,...,n}, V e U fungoes estacionarias,
e ® uma deformacao estocastica. Adicionalmente, consideramos Agy, V,U € L>®(R™ x(2)
e A uma matriz simétrica coersiva, ou seja, A, = Ay e existe ag > 0 tal que

Z Aoy, w)&:&e = aol€],

k=1

para todo £ € R™.



Problemas de homogeneizagao com estas caracteristicas sao conhecidas como os Teo-
remas de Massa Efetiva, isto ¢, sob consideragdes convenientes sobre o dado inicial u?,
a solugao de (1) pode ser aproximada (quando £ > 0 proximo de zero) pela informagao
obtida de uma equagao de Schrodinger homogeneizada, esta com estrutura mais simples,
também chamada equacao de massa efetiva.

Contextualizacao

Este trabalho é a continuagao do Projeto cuja primeira parte resultou no artigo Andrade,
Neves & Silva [6]. Este tltimo, estuda o problema de homogeneizagao da equacdo de
Liouville para materiais nao-cristalinos cujos coefientes sao dados pela composicao de
fungoes estacionarias com deformacoes estocasticas.

Até onde pudemos verificar, o presente trabalho é o primeiro a estudar o compor-
tamento assintotico de (1), além do periddico. De fato, tudo até o presente momento
estudado sobre este assunto considera o contexto periddico. Abaixo, listamos alguns des-
tes trabalhos:

O comportamento assintotico de (1), quando a equagdo modela a dinamica do elétron no
material cristalino, isto é, quando os coeficientes sao fungoes periddicas (Aper(y), Vper(¥)
e Uper(y)) acopladas com a deformacao estocastica sendo a identidade ®(y,w) =y, foi
estudado em Allaire & Piatnitski [5] e Barletti & Ben Abdallah [8], quando o potencial
externo depende da variavel lenta x. Ambos por métodos diferentes, e neste ultimo com
Aper(y) = Inxpn. Em Allaire & Vanninathan [4], estuda-se um modelo para semicondutores
“excitados” por uma onda eletromagnética externa em um meio periédico, para isto, os
autores consideraram um potencial externo dependendo do tempo e da variavel lenta
z. Em Chabu, Fermanian-Kammerer & Marcia [16], considera-se um potencial externo
que modela os efeitos de impurezas no estudo da dindmica de um elétron em um cristal.
Importante destacar que quando a matriz A, (y) ndo é a identidade, Aper(y) # Lnxn, 08
métodos utilizados em [16] e [8] nao funcionam.

As referéncias acima citadas, encontram-se baseadas, principalmente, no estudo da
equacao celular espectral de Bloch

{ Lper(0> [ﬂ)} - >\¢ €m Y,

¥(y) # 0 Y-periodico, (2)

onde § € R" e Ly (0) é o Hamiltoniano dado por

Loe(0)[f] = — (divy + zme) [Aper(y) (vy n 2me> f] +Voul(y)f,  f Y-periodico.

Uma consequéncia da regularidade dos coeficientes é a existéncia de uma sequéncia de
autovalores (chamados energias de Bloch)

MO) < Xa(B) < <O <

tal que, para cada k € N, a aplicagao A\;(f) é analitica. Uma discussao sobre a analiticidade
¢ encontrada em Bensoussan, Lions & Papanicolaou [9]. O pardmetro 6 chama-se a
frequéncia de Bloch e a fungio y — €™y (y,0) a onda plana de Bloch.
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Em Allaire & Piatnitski [5], a estratégia empregada para o comportamento assintotico,
passa pela consideragao de uma frequéncia de Bloch e uma energia de Bloch convenientes.
Os autores consideram a existéncia do par (6%, A,e(6%)), tal que

o M\ (0%) ¢ simples
o Vodper(6%) = 0.

Dado isto, consideram o dado inicial bem preparado da forma

ug(x) = 62”9*6,95 Vper (g, 9*)vo(x), r e R", (3)

onde € > 0, v° € HY(R") e thper(0*) ¢ autofungao de Lye (6%) com relagao a Ape (6%).

E, para passar ao limite, isto é, fazer ¢ — 0, usaram o método de convergéncia duas
escalas, o que essencialmente é um tipo de convergéncia fraca onde os coeficientes da
equagao agem como fungoes teste (ver Allaire [1]). No limite, o comportamento assintotico
da solugao de (1) satisfaz

Aper(6)t

us(t,z) = e 2 +2i”%¢per<z,9*>v(t,x),
£

quando € > 0 tende a zero, onde v(t,xz) é a unica solugdo da equagao de Schrodinger
homogeneizada

z% —div(4;,Vv) + Ulv =0, em R}

per per
v(0,2) =0%(z), » e R",

com a matriz homogeneizada A% . e o potencial U’ dependendo do par (6%, A\per(67)), ou

seja, os coeficientes efetivos dependem da escolha do dado inicial.

Contexto Estocastico

Conforme visto, nosso interesse é estudar a equagao (1) quando os coeficientes sao fungoes
estacionarias compostas com deformacoes estocéasticas. Naturalmente, aparecem algumas
perguntas, tais como:

e ¢ possivel implementar uma “nova equagao celular espectral de Bloch™?
e se for possivel, essa nova equagao tem solugoes?

e como adaptar a classica convergéncia duas escalas periddica para o contexto esto-
castico deformado? Embora tenha-se uma teoria desenvolvida para convergéncia
duas escalas estocastica (ver Bourgeat, Mikeli¢ & Wright [12] e Zhikov & Pyatnits-
kii [46]), a mesma nao se aplica nesse contexto, devido a presenga da deformagao
.

Com o objetivo de responder a primeira questao, conduzido pelo método formal de expan-
sao assintotica duas escalas, chamado método WKB (desenvolvida pelos fisicos Wentzel,



Kramers e Brillouin, veja Bensoussan, Lions & Papanicolaou [9] e Allaire [3]), propoe-se
a escolha natural do seguinte operador

LPO)[F] = —(div. +2i70) | A(@7(2,0),w) (V& + 2070 ) F| + V(07 (2,0), ) F,

para F(z,w) = f(®'(z,w),w), f estacionédria. Dai, para § € R", consideramos também

(4)

L2(0)[¥] = A\¥ em R"xQ,
U(z,w) =9(®7(z,w),w), 1 fungao estacionaria,
chamada a equagao celular espectral de Bloch (estocéstica). Todo esse assunto sera estu-
dado na Se¢ao 2.1.1.

A existéncia de solugao de (4) é equivalente & analise espectral do operador L?®(6).
Quando nos situamos no contexto periddico, a andlise espectral de Ly (6) depende forte-
mente da imersao compacta de H},.(Y) em L*(Y). Em ambientes estocasticos mais gerais,
essa imersao compacta, em geral, é perdida.

Assim, como era de se esperar, a analise espectral do operador L® () precisa da imple-
mentagao de outras técnicas. Neste trabalho, se propoem duas técnicas, as quais tém a
finalidade de estudar uma parte dos ambientes puramente estocasticos (o que nos posici-

ona no estudo de materiais nao-cristalinos):

e A primeira, passa pelo estudo de sistemas dindmicos (continuos) no ambiente dos
grupos Abelianos compactos, motivado pela analise assintotica de operadores dife-
renciais com coeficientes quase-periddicos. Pois, fungoes quase-periodicas em R”,
AP(R™), sao caracterizadas por fungdes continuas na compactificagao de Bohr do
espaco R", G g, por meio do homomorfismo ¢5 : R® — G5 que mergulha R" como
um subgrupo denso de G (ver Hewitt & Ross [30] e Pankov [37]). Conclui-se que,
o par (Gp,pp) caracteriza todas as fung¢oes quase-periddicas em R™. Na verdade,
todo par (G, ¢), G um grupo Abeliano compacto e ¢ : R" — G um homomorfismo
continuo, gera fung¢oes quase-periodicas (uma parte delas). Por exemplo, as fun-
goes Y-periodicas sao caracterizadas pelo par (T™, 7), T™ o toro n-dimensional e 7
o homomorfismo canonico.

Tem-se o interesse na analise espectral de operadores definidos, agora, sobre gru-
pos Abelianos compactos. Ferramentas potenciais para tal anélise sdo as imersoes
do tipo Sobolev. A pergunta natural, quais sao as condi¢oes a considerar para ter
imersoes do tipo Sobolev? Espagos de Sobolev sdo bem entendidos sobre (domi-
nios) o espago R", variedades de Riemann compactas e completas e sobre espagos
métricos. No entanto, espacos de Sobolev sobre conjuntos sem qualquer estrutura
diferencial sao pouco conhecidos. Nessa direcao, os primeiros trabalhos foram no
contexto dos numeros p-adicos, em Rodriguez-Vega & Zuniga-Galindo [41], e dos
grupos de Heisenberg, em Bahouri, Fermanian-Kammerer & Gallagher [7]. No sen-
tido mais amplo, e que é tomado como referéncia aqui, é o trabalho de Goérka &
Reyes 27|, onde sao introduzidos os espagos de Sobolev sobre grupos Abelianos
localmente compactos. Em relacao com o ambiente estocéstico descrito acima, o
par (G, ) permite situé-lo neste ambiente. Em [27], os autores exibem uma con-
dicao suficiente para garantir uma imersao compacta do tipo Sobolev sobre grupos



compactos. Nesta tese, inspirados em Folland [25], é provado uma caracterizagao
da imersao compacta, o Teorema de Rellich-Kondrachov sobre grupos Abelianos
compactos (Teorema 2.4). O resultado, além de ser uma caracterizagao, passa por
técnicas diferentes as utilizadas por Gorka & Reyes [27].

Com as técnicas descritas acima, somos capazes de fazer a analise assintotica da
equacao (1), com os seus coeficientes sendo fungbes quase-periodicas de espectro
finito compostas com uma deformagao estocastica . Ressaltamos que esse resultado
é novo na literatura mesmo quando a deformagao ® é a identidade.

e A segunda, passa pela consideracao de Aper, Vier € Uper sendo fungoes Y-periodicas.
E também, a deformacao estocastica ®,, n € (0,1), definida por

P, (y,w) ==y +nZ(y,w) + O(n*), (5)

quando n — 0, onde Z(y,w) é uma deformacao estocastica, sendo @, chamada per-
turbagao estocdstica da identidade. Este conceito foi introduzido em Blanc, Le Bris
& Lions [11], ver também a se¢ao de Aplicagdes em Andrade, Neves & Silva [6]. Uma
das vantagens de trabalhar com ®,, é que o operador L*7(6), em uma vizinhanga de
(0,600) € R*™! tem a expansao

3

L*(0) = Lyer(60) + > _ ((n,6) — (0,60))°L, + O(n),

lo|=1

quando n — 0, onde 0 = (01, ..., 0n, 0ns1) € N"™' e 0 operador L,, |o| € {1,2,3}, ¢
limitado. Aqui |g| = Zz;l or- Isso diz que o operador L®7(f) é uma perturbacao
do operador Lpe(6p), com o qual, conclui-se que o espectro pontual do operador
L*7() estara influenciado pelo espectro pontual do operador Lye(6p). De forma
mais precisa, se Aper(fo) tem multiplicidade finita, entdo, o espectro pontual de
L®(6) é ndo vazio em uma vizinhanga de (0,6,). Esta tltima afirmagao encontra-
se baseada em um Teorema de Perturbacgao, o qual descreve localmente o espectro
pontual de um operador perturbado (ver Kato [33, Pag. 392| e Rellich [40, Pag.
57]). Este teorema sera estudado com detalhes na Segao 1.4.

Em Barletti & Ben Abdallah [§], o estudo do espectro pontual de um operador
perturbado ja foi estudado no contexto peridédico (quando Ape(y) = Lyxn) € foi
resolvido utilizando a transformada de Fourier. O resultado aqui generaliza esse
resultado.

Superado o desafio anterior, i.e., a existéncia de solu¢do para a equacao (4), tem-se a
permissao de propor dados iniciais envolvendo autofuncoes do operador L®(6). Aqui
ressalta-se que, com o exposto acima, este trabalho estende o conceito de ondas de Bloch,
tanto na Fisica quanto na Matematica, a um contexto muito além do periédico.

Em rela¢do ao método utilizado para fazer o processo limite (quando € > 0 tende a
zero), ressaltamos que, a convergéncia fraca utilizada nesta tese, a convergéncia duas
escalas estocdstica, € uma generalizacao da convergéncia duas escalas (ver Allaire [1] e



Nguetseng [36]) desenvolvida para este ambiente estocastico (fungoes estacionarias com-
postas com deformagoes estocasticas). Esta generalizagao se suporta, essencialmente, no
Teorema Ergodico, convergéncia fraca da sequéncia

UCRER DI

q.t.p. w € Q, para um nimero dependendo apenas da fungao estacionéria f e a deformagao
estocastica @ (ver Blanc, Le Bris & Lions [10,11]). Esta nova convergéncia, permite
capturar as oscilagoes aleatorias da solugao de (1), por meio de fungoes teste da forma

(r,0) = p)(e7(Zw).0),

onde ¢ € C*(R") e ((y,w) uma funcdo estacionaria suave.

Resultados Principais

Primeiro Resultado Principal: Para uma analise assintotica da equagao (1), conside-
rando a equagao celular espectral de Bloch (4), assumimos um dado inicial bem preparado,
isto é,

ud(z,w) = eQiWGZ'IQ/(g,w, 0*>v0(x), (z,w) € R"xQ, (6)
onde € > 0, v° € C2(R") e o par (6%, \(0*)) € R" xR satisfazendo

e \(6*) é simples

o VA07) = 0.

Aqui, a regularidade da aplica¢ao 6 +— A(f), em uma vizinhanga de 6%, ¢ uma consequéncia
da multiplicidade finita de A(6*). Este assunto sera estudado na Segao 1.4.

Nessas condigoes, serd provado no Teorema 3.1 que a solugao de (1) satisfaz

(0%t

us(t, r,w) ~ e 2 Hi“%\If(g,w,H*)v(t,x), q.t.p. w € Q, (7)
£

onde v(t,x) é a tnica solugao da equagao de Schrodinger homogeneizada

i% — div(A*Vo) + U*v =0, em R,
v(0,2) =°(z), € R",

com a matriz homogeneizada A* = DZ\(6*) e o potencial U* dependendo do par (6*, A\(6*)).
Aspectos tais como tipo de solu¢ao da equagao e a unicidade serao abordados no Capitulo
1. No estudo da fisica em estado solido, a matriz A* é chamada matriz de massa efetiva.
Observemos que a matriz A* nao é necessariamente coersiva. Isso mostra que os resulta-
dos obtidos aqui ndo podem ser alcangados via H (ou G)-convergéncia. A aproximagao
(7) ¢ uma das conclusoes principais do teorema e para obté-la foi necessario passar por
técnicas de regularidade eliptica (ver De Giorgi [26] e Stampacchia [20]). Em conclusao,
este resultado generaliza o resultado descrito na secao anterior.



Segundo Resultado Principal: Como foi dito no comego, uma parte dos materiais
nao-cristalinos sao cristais que apresentam algum defeito. Materiais que apresentem “pe-
quenos”’ defeitos serao aqui chamados de quase-perfeitos (como em Andrade, Neves &
Silva [6]). A utilizagdo da palavra “pequeno” faz referéncia ao “tamanho” da deforma-
¢ao. Por exemplo, ser for um defeito auto-intersticial, quao longe encontra-se a particula
do “local certo”. A magnitude da deformacao é controlada pelo médulo do gradiente da
funcao deformacao.

Para modelar matematicamente este fenomeno, considera-se a perturbagao estocéstica
da identidade ®,, n € (0, 1),

®,(y,w) =y +nZ(y,w) + O(n?),

quando n — 0, onde Z(y,w) é uma deformacao estocastica. Adicionalmente, assume-se a
existéncia do par (6%, Aper(0%)) tal que

o \per(6%) € simples
o Vodper(6%) = 0.

Essas consideragoes implicam a existéncia de solu¢ao para a equagao celular (4), isto é,
para cada 7, existem )\, e U, satisfazendo (4). Além disso, essas aplicagoes dependem
analiticamente de . Também, é garantida a existéncia de uma aplicagao analitica 1 — 67,
tal que o par (0;, \,(0;)) satisfaz a condigao de simplicidade e criticidade exigidas na defi-
nigao do dado inicial, como em (6). Assim, as suposi¢oes consideradas sobre (6%, Aper (6*))
sao suficientes para garantir a existéncia de dados iniciais bem preparados, isto é, para
cada 7 fixado, considera-se

3 9,;;'3(:
ul_(z,w) = eQ”TT\I/n(—,w>UO(x), (z,w) € R"x,
€

onde € > 0 e v* € C>®(R"). Além de uma aproximagao do tipo (7), devido a dependéncia
analitica em relagao a variavel n de A, e ¥,, a matriz homogeneizada A; e o potencial
homogeneizado Uy dependem, também, analiticamente de 7. Mais do que isso, € pos-
sivel expandi-las ao redor de n = 0, o qual possibilitara uma analise computacional dos
coeficientes efetivos,

o Al =A5 + nAM + O(n?),

per

o Ul =Ue +nUY 4 0(n?),

per

onde

o A5, e U, sao os coeficientes homogeneizados no caso periodico,

e AWM e UM sao determinados por solucdes de equacdes com condicdo de fronteira
periodicas.



Capitulo 1

Preliminares & Background

1.1 Equacao de Schrodinger

Nesta segao serao abordados duas versoes da equacao de Schrodinger, e analisaremos
algumas propriedades inerentes a estas. As referéncias para estudar este assunto sao
diversas, aqui foram utilizadas, particularmente, os livros de Cazenave [14], Cazenave &
Haraux [15], Evans [21] e R. Iorio & V. Iorio [31]. Comegaremos com o problema de
Cauchy abaixo, descrito pela equagao de Schrodinger

Ou ; n+1
Za(t, z) — div[A(z)Vu(t,z)] + V(z) u(t,z) =0, em R}, (1.1)

uw(0,2) = ug(x) , = €R™,
onde a funcio incognita u(t,z) é complexa e R = (0,T)xR", T > 0. Os coeficientes

Ao e V s@o fungoes reais sendo essencialmente limitadas, Ag, V' € L>®(R™), e a matriz
A = (Ay) é simétrica e coersiva, ou seja, Ay = Ay e existe ag > 0, tal que

Z Ape(y)&r&e > aolél’,

k=1
para todo £ € R™.

Agora, o conceito de solucao para o problema acima.

Definigao 1.1. Seja ug € H'(R™). Uma fungio complexa u : [0, T]xR™ — C € dita so-
lugdo leve (mild-solution) em H' no intervalo [0,T] da equagdo (1.1) se

we C(0,T]; H'(R™) N CY([0,T]); H L (R™))
Ou

"ot
e u(0) = ug.

(t) — div[A(z)Vu(t)] + V(z)u(t) =0, em H ' (R"), Vt e (0,T),

Para uma revisao da teoria cléssica de existéncia e unicidade ver, por exemplo, Ca-
zenave [14] e Cazenave & Haraux [15]. Como ja foi visto na introdugao, a estrutura da
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equagao de Schrodinger (1.1) é o ambiente onde serao assentados os principais resultados
deste trabalho.

Em seguida, estudaremos também, a equagao de Schrédinger

Ov

za(t,x) — div(AVu(t,2)) + Uv(t,r) =0, em R,

(1.2)
v(0,z) = vo(z), x € R,

onde a fungdo incognita v(t,z) é complexa, a matriz A é simétrica, real e constante,
A € R™™ o potencial U ¢ real e constante, U € R, e vy € L*(R").
Note que sobre a matriz A, aqui constante, nao foi imposta uma condic¢ao de coersiva.

Definigao 1.2. Seja vy € L*(R™). Uma fungdo v : [0, T]xR" — C € dita solugio fraca
da equagao (1.2) se v € L*((0,T)xR") e satisfaz

Z./Rn vo(2) B(0, z) d — Z/OT/n (t, ) aa—f(t,x) dx dt L3

T T
_ 2 — _
/0 /n v(t,z)(A, D go(t,x)>dxdt+/0 /n Uwv(t,z)@(t, z)dxdt =0,
para todo p € CH((—o00, T))RC2(R™). Aqui (P,Q) := tr(PQ"), P,Q € C™™.

A importancia do estudo da equacao acima sera evidenciada na demonstracao do Teo-
rema de Homogeneizagao (Teorema 3.1), onde serao utilizados apenas dois aspectos desta,
a conservacgao da energia e a unicidade de solucao. Nao seréd do nosso interesse estudar a
existéncia de solugao.

Primeiramente, estudaremos a conservagao da energia e, em seguida, a unicidade de
solugao. Esta tltima sera obtida a partir da primeira. O seguinte resultado pode ser
obtido usando, por exemplo, a transformada de Fourier.

Lema 1.1. Seja vy € L*(R"). Se a fungdo v € L*((0,T) xR") € solugdo fraca da equagao
(1.2), entao v € H'((0,T); L*(R™)).

Uma consequéncia imediata deste lema é a continuidade da solugao como uma fungao
sobre [0,7] (a menos de um conjunto de medida nula) com valores em L*(R"), isto &,
v € C([0,T], L*(R™)), veja Evans [21, Pag. 302|.

Teorema 1.1. Se a fungio v € L*((0,T)xR™) é uma solugdo fraca da equagio (1.2) com
dado inicial vy € L*(R"), entdo v satisfaz

[o(t, ')||L2(Rn) = ||UO||L2(]R")7 g.t.p.t €[0,T].

Demonstracao. Para cada § > 0, definimos as fungoes

wi(2) = 15 % o(x) = / ns(y) oz — y) dy, © € R",

n
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V() = ns xv(t,x) = /n ns(y)v(t,x —y)dy, (t,x) € [0,T]xR",

convolugdes das fungoes vo(z) e v(t x) com a func¢do mollifier ns(y) = 6~"n(y/J), § > 0,
onde n € C°(R") e satisfaz fRn z)dz =1. Colocando a funcado teste = — ¢(z +y),
y € R" e p € C°(R"™) na equagao (1 3) e fazendo mudanca de variavel tem-se

z/ oz — 4) B Oxdx—z//n (to—y t(tx)dxdt
_/0 /” <Av(t,1’—y),Dggo(t,a:)>dxdt+/0T/nUv(t,:v—y)@(t,x)dmdt:O.

Dai, multiplicando pela func¢ao mollifier ns, 6 > 0, e integrando sobre R™ em relacao a
variavel y, encontra-se

z/ HE N Oxdx—z// (t,x) tx)dxdt
// (AV°(t,x), D> t:v>d:ndt+// U (t, ) B(t,z) dr dt = 0,

para todo ¢ € C}((—oo, T))®C2(R™). Note que v’ ¢ mensuravel nas duas varidveis. Daf,
é possivel encontrar

z/ HED) dZB—Z//n (t,z) tx)d$dt
_/0 / <Av5(t,x),p2v5(t,x)>d;cdt+/OT/WUfué(t,m)mt,x) dz dt = 0.

Dai, considerando a parte imaginaria, tem-se

0o
/ da;—// (t,z) a—t:c)dxdt—(]

consequentemente, conclui-se

Wt ) de = [ |ol(z)[dz, V5 >0,

R” R”
q.t.p. t € [0,T]. Fazendo 6 — 0, conclui-se a prova do teorema. O

Corolario 1.1. Se v € L*((0,T) xR™) é uma solugio da equagio (1.2), com dado inicial
00 € LA(R"), entio v € a tnica solugdo.

Demonstracao. Segue do Teorema 1.1. O
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1.2 Configuracao Estocastica

Nesta sec¢ao, serao tratados conceitos tais como os processos estocasticos estacionarios, as
deformagoes estocasticas e o teorema ergddico. Detalharemos os resultados que sao de
nosso interesse e que podem ser achados em Blanc, Le Bris & Lions [10,11], Jikov, Kozlov
& Oleinik [32, Chapter 7| e Andrade, Neves & Silva [6].

A letra Z denotara o grupo Z" ou R"”, n € N.

Defini¢ao 1.3. Seja (2, #,P) um espago de probabilidade. Diz-se que uma familia de
aplicagoes {t(z) : Q@ — Q; v € I} € um sistema dindmico n-dimensional se as sequintes
condigoes sao satisfeitas:

e (Propriedade de grupo) T(0) € a aplicagio identidade sobre §) e
Tz +y) =t(z)otly), Vo,yel

e (Invaridncia) Para cada x € Z, a aplicagao t(x) € uma transformagao que preserva
medida, ou seja, para todo conjunto % -mensurdvel E tem-se

T(x)E € F-mensurdvel e P(t(z)E) =P(E).

Aqui £ denotaré a sigma élgebra de Lebesgue em R™.

Definigao 1.4. Diz-se que uma fungao L™ R.F -mensurdvel f : R"xQ — C € estaciond-
ra se

VeeZ, fly+z,w)=f(y,t(zr)w), ¢tp. (y,w) € R"xNO. (1.4)

Observagao 1.1. Se f ¢ uma funcao estaciondria, entdo para qualquer conjunto finito
{z1,...,2,} CR", k €N, a distribuicao do vetor aleatorio

f(xl+h7')7f($2+ha')7"'af(xk+h7')a

nao depende de h € I, ou seja, f € um processo estocdstico estaciondrio. A reciproca €

verdadeira acrescentando algumas hipdteses estocdsticas naturais, veja Bourgeat, Mikeli¢
& Wright [12, Pag. 21].

Note que o produto de duas fungoes estacionarias é também uma funcao estacionaria.

Exemplo 1.1 (Toro de dimensao n). Dados 2 =[0,1)", F =.2"N[0,1)" e P = m 1y
(medida de Lebesgue restringida ao cubo unitdrio semi-aberto [0,1)"), (Q,.#,P) é um
espago de probabilidade e a familia {t(x)}rern definida por T(x)w =+ w — [z + W],
(x,w) € R"xQ, é um sistema dindmico continuo, onde [-] denota a fung¢ao mdzimo in-
teiro. De fato, a propriedade de grupo seque das propriedades da func¢ao mdximo inteiro e
a invaridncia pela imvaridncia por translacoes da medida de Lebesque. Além disso, dada
a fungao [0, 1)"-periodica ¢ : R™ — C, isto €, ¢ uma fungao L"-mensurdvel tal que

olx +er) =p(z), ¢tp zeR" Vke{l,...,n},

onde ey, €s,...,e, $40 as coordenadas canonicas de R™, a funcao f: R"xQ — C definida
por f(z,w) := p(t(z)w) € uma funcao estaciondria.
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Exemplo 1.2. Seja Q = {0,1}, .F =2{01} ¢

0 se E=40,
P(E):=¢ 1/2 se E={0} ou{l},
1 se E=X.

Claramente, (2, F,P) é um espago de probabilidade e a familia {T(k)}rez definida por

(i = {

¢ um sistema dindmico. Denotaremos Tyw = T(k)w. Queremos explicitar uma fun¢ao
estaciondria, para isso consideremos as fungoes g, p1 € Ce(0,1). A funcio f : RxQ — R
dada por

0 se |k+w|é€ par
1 se |k+w| € impar,

f(@,w) = o0l = [2]), (2,w) € RXQ,

onde [-] denota a fun¢ao mdximo inteiro, possui as sequintes propriedades:
e para cada x € R fizo, w — f(z,w) €. -mensurdvel,
e para cada w € ) fivo, x € R — f(x,w) € continua,
e para todo k € Z, f(z + k,w) = f(z,t(k)w), V(z,w) € RxQ.

Pelos dois primeiros itens, f € uma fun¢ao Carathéodory (continua com respeito a varidvel
espacial x e F-mensurdvel com respeito & varidvel probabilistica w), o qual implica que f
€ L"R.F -mensurdvel. Portanto, considerando também o terceiro item, concluimos que
f € uma funcao estaciondria.

Defini¢ao 1.5. Um conjunto E € F tal que T(x)E = E, para todo x € Z, é chamada T-
invariante. Ainda, uma fungao F-mensurdvel f: Q — R (ou C) é chamada t-invariante
se

f(t(z)w) = f(w), g.t.p. we N, Ve e

No Exemplo 1.2, note que @) e Q sdo os tnicos conjuntos T-invariantes. Pois, para {0},
tem-se T1{0} = {1} # {0}. Analogamente para {1}.

Proposigao 1.1. Seja {t(x): Q@ — Q; x € I} um sistema dindmico n-dimensional (dis-
creto ou continuo). Entao, sao equivalentes:

(i) Se E € t-invariante, entdo P(E) =0 ou P(F) =1,
(1) Se f € T-invariante, entao f € uma constante para q.t.p. w € €.
Demonstragao. Veja Shiryaev [42]. O

Defini¢ao 1.6. Diz-se que um sistema dindmico n-dimensional {t(z): Q — Q; x € I}
€ ergodico se satisfaz alguma das condigoes da Proposi¢ao 1.1.

O sistema dinamico definido no Exemplo 1.2 é ergddico, pois os conjuntos T-invariantes
(0 e ©2) tem probabilidade 0 ou 1, ou seja, a condi¢ao (i) da Proposicao 1.1 é satisfeita.

Daqui em diante, s6 consideraremos sistemas dinamicos ergddicos.

Em Blanc, Le Bris & Lions [10,11] foi introduzido o conceito de difeomorfismo aleatorio
estacionario, o qual, neste trabalho, serd denominado deformacao estocéstica.
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Definicao 1.7. Diz-se que uma aplicaciao ® : R xQ — R™ € uma deformacao estocdstica
se satisfaz

e para ¢.t.p. w € Q, (-, w) : R" = R™ é um difeomorfismo,

infess det[V,® > >0,
* s et[V,®(y,w)] > v

e supess |V, Q(y,w)] <M < oo,
(y,w)ER™ X

o (y,w) = V,@(y,w) € uma matriz estaciondria.

Note que a deformacao estocastica satisfaz as seguintes propriedades:
o (y,w) — det[V,®(y,w)| é uma fungdo estacionaria,

o (y,w)— [V,®] (y,w) é uma matriz estacionaria,

o supess [[%3]"(y,w)] < oo
(y,w)ER™ X

De fato, no primeiro item, pela continuidade da fungao determinante, a fungao
(y,w) = det[V, @](y, w)

¢ L"®.Z-mensuravel e, evidentemente, satisfaz (1.4). Os dois tdltimos itens seguem da
relacao

V) = g ot (ND)

onde cof([V,®]) denota a matriz de cofactores de [V, P].

O proximo exemplo encontra-se em Jing [44, Remark 2.1].

Exemplo 1.3. Seja (2, F0,Py) um espago de probabilidade e X := { X}, : Qo — R}pezn
uma familia de varidveis de Bernoulli de pardmetro 1/2 independentes e identicamente
distribuidas, isto €,

e para todo k € 77", a fung¢ao X € Fo-mensurdvel e assume os valores 0 ou 1, com
Po({Xx =0}) =1/2 e Poy({ X = 1}) = 1/2,

e a colecao de eventos { Xy € B}gezn, B C {0, 1}, € independente.

Seja Q :=1{0,1}2", F a o-dlgebra produto, isto ¢, a o-dlgebra gerada por conjuntos da
sequinte forma: [],czm Ex, onde Ep C {0,1} € diferente de {0,1} para uma quantidade
finita de indices k, chamado cilindro. Seja € o conjunto dos cilindros, dai, F = o(£).
Por altimo, para qualquer A € F, P(A) :=Py({X € A}).

Seque das hipdtese sobre X que, (2, #,P) define um espago de probabilidade e a familia
{T(k) : @ = Q}rezn definida por: dado k € Z", (t(k)w)(l) :=w(l+ k), YVl € Z", onde
w = (w(k))kezn, € um sistema dindmico ergddico.

Finalmente, o exemplo de deformacao estocdstica ® : R"xQ — R". Aqui Y denotard
o conjunto [0,1)". Considerem-se as fungoes ®o:Y =Y, &g=1Iy, e P1:Y =Y que
satisfaz
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L4 (I)l - IY 7é 07
e & —Iye(C! (Y), Y denota o interior topoldgico de Y,
o cxiste M > 0 tal que sup |V (x)| < M, e

zeY

o cxiste v > 0 tal que in£ det[VO(z)] > v.
re

A aplicagao ®, definida por

Py, w) == [yl + Pup (v — [y,

€ uma deformacao estocdstica.

Estamos, particularmente, interessados em estudar as propriedades das funcoes do tipo
(Zu w) = f(q)_l(z7 w)7 CU),

onde f é uma funcao estacionaria e ® uma deformacao estocastica, ambas com a mesma
natureza estacionaria. Na subsecao seguinte, serd visto que estas func¢oes possuem a
propriedade do valor médio, a qual é essencial para a analise assintotica discutida na
introducao.

1.2.1 Teorema Ergoédico

Em conexao com a nogao de fungao estacionaria e fungao estacionaria composta com uma
deformagao estocastica, tem-se o conceito de valor médio.

1
loc

Definicao 1.8. Dizemos que uma funcgao f € L
nimero M(f) tal que

(R™) possui valor médio se existe um

lim Af(%) dr = |A|M(f) (1.5)

e—0

para qualquer A C R™ limitado e L™ -mensurdvel (aqui |A| denota a medida de Lebesque
de A). Também, se A; :={x € R"; t'x € A}, comt >0 e A C R" mensurdvel, |A| # 0,
a convergéncia acima € equivalente a
I 1
im
t—00 tn‘A| A,

(x)dx = M(f). (1.6)

Observagao 1.2. Se a fungio f € L (R™), p > 1, possui valor médio, tem-se

loc

F(2) = M) em b (R,

g e—0

isto € devido ao fato de que as combinagoes lineares das fungoes caracteristicas de conjun-
tos L -mensurdveis limitados sao densas em L (R™), ¢ > 1, onde 1/p+1/q =1. Note
que no caso f € L*(R™), temos

f(L) O M(f) em L¥(R). (1.7)

£ e—0

Para maiores detalhes, veja Jikov, Kozlov & Oleinik [32, Chapter 7].
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A propriedade do valor médio encontra-se presente nas fungoes periddicas e é genera-
lizada para o contexto estocastico.

No que se segue, descreveremos algumas propriedades que serao essenciais para a anélise
assintotica descrita na introdugao. Antes, uma consideragao. Daqui em diante, Y denotara
o cubo unitéario semi-aberto em R”, isto ¢, Y = [0,1)", também chamado célula unitdria.

Os seguintes resultados encontram-se em Blanc, Le Bris & Lions [10,11] e Andrade,
Neves & Silva [6].

Teorema 1.2. Seja f € L (R" L'(Q)) ou f € L®(R™; L' (Q)) uma fungdo estaciondria.
Entao, para q.t.p. 0 € Q, a funcdo f(-,fu) possui um valor médio no sentido (1.5). Além
disso, o valor médio M(f(, ED)) satisfaz

://f(y,w)dIF’dy, q.t.p. w € Q.
v /o

O teorema deixa claro que as fungoes estacionérias possuem a propriedade do valor
médio na variavel espacial para q.t.p. w € 2. Mas, como ja foi adiantado, ha uma classe
maior de fungoes que possuem esta propriedade. Agora, seré visto também que esta é uma
propriedade inerente as fungoes estacionarias compostas com uma deformagao estocéstica.

Lema 1.2. Seja ® uma deformacao estocdstica. Entao

scp(é,a) — () em LE(RY), qtp. e,

e—0

onde S : R" — R"™ ¢ definido por

_ (/Y/QVyCD(y,w)dey)x

Demonstragao. Veja Blanc, Le Bris & Lions [10, Pag. 720] ou Andrade, Neves & Silva
[6]. O

Teorema 1.3. Seja ® uma deformagao estocdstica e uma fungao f € LIOC(]R” LY(Q))
ou f € L®(R"™;, LY(Q)) estaciondria. Entao, para q.t.p. © € ), a fungao f(<I> ( w) w)
possui um valor médio no sentido (1.5). Além disso, o valor médio M( ( ( ) ))
satisfaz

M(f(@_1(~, —c¢ // ),w)dzdIF’, q.t.p. w € Q,
d(Y,w)

Cop 1= det(/y/QVyCI)(y,w) dey).

Demonstragao. Para uma prova, veja Blanc, Le Bris & Lions [10, Pag. 720] ou Andrade,
Neves & Silva [6]. O

onde
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1.2.2 Calculo para funcoes estacionarias

Definicao 1.9. Se f : R"xQ — R € uma func¢ao estaciondria, para cada w € €2 fizado, a
fungio y € R" — f(y,w) serd chamada realizagao de f.

Segundo o que foi visto no Teorema 1.2, quase toda realizacao tem a propriedade do
valor médio. Por outro lado, note que se f é uma funcao estacionaria, entao

yER”H/f(y,w dP
Q

é Y-periodica.
E importante dizer que os teoremas desta subsecao serao utilizados unicamente na
caracterizagao do limite duas escalas estocastica, a qual sera estudada na proxima secao.

Algumas propriedades das fungoes estacionarias podem ser inteiramente descritas ana-
lisando unicamente suas realizagoes. Em particular, o teorema seguinte faz uma carac-
terizacao da derivada fraca de uma funcao estacionéria. As técnicas usadas na prova do
teorema foram inspiradas nas referéncias Cioranescu & Dondato [17] e Blanc, Le Bris &
Lions [11].

Teorema 1.4. Sejam u,v € Li (R™; LP(Q)), p > 1, fungoes estaciondrias ei € {1,...,n}.

Entao

loc

// u(y, w y, )dPdy = — // v(y,w) ((y,w) dPdy, (1.8)

para toda ¢ € CH(R™; LY(Q )) fungao estaciondria, 1/p+1/q =1, se, e somente se

/n U(y,w)gi (y)dy = — / v(y,w) v(y) dy, (1.9)

para todo p € CHR™), ¢.t.p. w € Q.

A prova da primeira implicagao (suficiéncia) esta inspirada em um procedimento fre-
quentemente utilizado no contexto periddico (ver Cioranescu & Dondato [17, Pag. 83]).
A prova da implicacao contraria esté inspirada na prova da Proposicao 3.1 em Blanc, Le
Bris & Lions [11, Pag. 46], a qual se suporta na existéncia do valor médio para quase
toda realizacao de fungoes estacionérias, garantida pelo Teorema 1.2.

Demonstra¢ao. Suponhamos que u e v satisfazem (1.8). Logo, é possivel obter a seguinte
afirmagao:

Afirmacao: Para v € R" existe um conjunto .#-mensuravel N, tal que P(N,) =0 e

/n u(y,w) g;i(y) dy = —/nv(y,w)w(y) dy, Yy € Ci(\?Jrv),

para todo w € Q\ ~, onde Y denota o interior topologico da célula unitaria, e Y + v a
translacao de Y na diregao 7.

18



A prova desta afirmacao comeca inspirada em um raciocinio bem utilizado para en-
contrar as extensoes periddicas de fungoes definidas em um cubo (ver Cioranescu & Do-

nato [17, Pag. 56]). Consideremos as fungoes ¢ € C! (Y + ”y), p € L1(Q) e definamos a
fungao ¢, : R"xQ — R por

Gy w) =p(y =y —vDe(t(ly —7w), y €R", w € Q,

onde [ -] denota a fungdo méaximo inteiro. Esta funcao ¢ estacionaria (discreta). De fato,
é claro que (, obedece o seguinte:

e para cada w € (Q fixo, y € R" — (,(y,w) é continua,
e para cada y € R” fixo, w € Q — (,(y,w) é F-mensuravel, e
e para todo k € Z", (,(y + k,w) = ¢, (y, T(k)w), V(y,w) € R™x .

Dai, pelos dois primeiros itens, a funcao ¢, ¢ do tipo Caratheodory, por conseguinte
Z ®.#-mensuravel. Assim, adicionando o terceiro item, concluimos que ¢, é uma fun-
¢ao estaciondria discreta. Note que ¢, € CHR™; LY(Q2)) e, como [y — ] =0 para todo
yeY +,

Gy w) = pW)pw), (rw) € (Y+7)x . (1.10)

Suponha-se que u e v satisfazem (1.8). Logo, em particular, temos

JoJyios

Como o produto de duas fun(;()es estacionarias é uma funcgao estacionaria, temos que as
fungoes

" (y.10) 4B dy = - // 0(y,w) G, (y,w) dP dy. (1.11)

0
yt—)/ﬂu(y,w) a?j(y,w)dﬂj’ e yH/{zv(y,w)Cy(y,w)dIP’

sao Y-periodicas. Logo, como a média ¢ invariante por translagdes, por (1.11), segue

o Jyr

(yw) dPdy = — / / (Y, w) Gy, w) dP dy.
Y+
Consequentemente, por (1.10),

/ / u(y, w w) dPdy = — / / v(y,w (w) dP dy.
Y+y Y+

Dali, pelo Teorema de Fubini, conclui-se que

/Q {/\?ﬂ u(y, w) g;j (y) dy + /\?ﬂv(y,w) o(y) dy} p(w) dP =0,

para todo ¢ € C! (?—I—y) e p€ LP(Q). Portanto, para cada ¢, existe um conjunto
N, e # tal que P(N,) =0 e

0
| ) 5wy =~ [ ool ds o€ QA N,
Y+ Yi Y4y
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Precisamos tirar a dependéncia de N, na fungao ¢. Para isso, observa-se que o espago
H} (Y + 7) é separavel e que é possivel escolher um conjunto denso e enumeravel no su-
bespago C! (Y - 7), i.e., existe {¢¢} oy subconjunto de C; (Y - 7) denso em H{ (Y - 7).
Assim, para cada ¢ € N, existe Ny, € .Z tal que P(N,) =0e

0
/ u(y,w) aﬁ (y) dy = —ﬁ v(y,w) ee(y) dy, Yw € Q\ N,.
Y+ Yi Y+

Definindo N := Upen Ny, temos P(N) =0 e

0
| ) Sy == [ olw)eddy. VN, Yo € O\ N
Y+ Yi Y4y

Dai, considerando uma subsequéncia de {¢,},.y convergindo & fungao ¢ € Cl (Y + ’y),

na norma do espago H{ <Y + ’y), tem-se

£+ u(y, w) g;i (y) dy = —/?+ v(y,w) v(y) dy,

para todo w € Q \ N. Isto finaliza a prova da afirmacao.

Para o caso geral, consideramos ¢ € C!}(R"). Logo, como {?—1—7; v €R"} & um
recobrimento de abertos de supp ¢, existe {v; };ﬂ:l subconjunto finito de R™ tal que

supp ¢ C U (?4—%-) .
j=1
Pelo Teorema da Particdo da Unidade, existe {0;}7.; em CH(R") tal que
1.0<0;<1,j=1,...,m,
2. Z;n:l 0;(y) =1, para todo y € R", e
3. suppt; C \O(—l—vj, paraj=1,...,m.

Pela Afirmacao e o item 3, existem conjuntos N.

s e Ny, € F tais que P(N,;) =0,
je{l,...,m}, e

/u(-,w)a(a(p;j)dy:—/ v(-,w) (pd;) dy, Yw € Q\ N, Vj € {1,...,m}.

Definindo N := U N, (conjunto dependendo de ¢) temos P(N) =0 e

/nu(-,w)Mdy:—/nv(~,w)(got9j)dy, Ywe Q\N, Vje{l,...,m}.
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Fazendo o somatoério de 1 até m, tem-se

S [ atwy B8 ay = 37 [ ) e

[t (é%) o=~ [ b (éw%) @y

para todo w € 2\ N, consequentemente, pelo item 2,

0
Oy

/ u(-,w) a?dy:—/ v(-,w) edy, Ywe 2\ N.

Portanto, conclui-se que, para ¢ € C!(R"), existe N € .Z tal que P(N) =0e

/n uly: ) g;i () dy = —/nv(y,w) w(y) dy,

para todo w € Q\ N. Novamente, para tirar a dependéncia de ¢ realizamos um pro-
cesso similar ao feito na Afirmacao anterior. Dessa forma a demonstragao da primeira
implicagao é concluida.

Antes de fazer a prova da implicagao contraria, tomemos algumas consideragoes. Para
¢ € N, definimos o conjunto Q := (—/,¢)" e a fungao y, € C}(R"), satisfazendo y, = 1
em Q, Xe =0 em R"\ Qui1 e [|[Vxelloo < 2.

Suponhamos agora que (1.9) ¢ satisfeito. Fixando ¢ € C*(R™; L4(Q)) ei € {1,...,n},
consideramos a fungao teste ((-,w)ys, para £ € N e w € Q (fixado convenientemente),
encontramos

[ ) 5-CC oy = [ o) G wine) do

Logo, pela definicao da funcao yy,

[, (G [ o< G-

- / o w) (€ w)xe) dy,
Qr+1

novamente, pela definicao de x,, é claro que

oC B
/Qlu(-7w) ayi(-’w)dy—i—/Qev(.’w)c(_’w)dy _

¢ dX¢
- a(rw) L w) vedy — / ule ) (- w0) X gy
/Q£+1\Qe Ay Qe+1\Qe Oy

- [ etwdtwudy (112
Qe+1\Qe
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Nota-se que, para a segunda integral do lado direito da igualdade em (1.12), é possivel

encontrar
: 1 Ixe
lim [ — / u(-,w) (-, w) dy|dP = 0, (1.13)
=00 Jo [Qr] Qu1\Q¢ i
isso como uma consequéncia da desigualdade
1 / X
/Q |Q€| Qe1\Qe Y
1
<or L e 5 dyap
|QZ| Qe+1\Qe i
| e 6 [Vl aPy
|Q£| Qe+1\Qe
Ju(-, ,w)| dP dy
‘Qé‘ Qe+1\Qe /

{[(f+2£ (20) }//| )| dP dy

A6 fers s

De maneira completamente analoga, podem-se encontrar os resultados analogos para a
primeira e a terceira integral do lado direito da igualdade em (1.12), ou seja,

1 oC
liminf/ — / u(-,w) (+,w) xedy
=00 Jq |Qe Qe+1\Qe Ay

dP =0 (1.14)

dP = 0. (1.15)

1
imint [ ol [ oCw) ¢ vedy
=0 Jq ‘Qf‘ Qe+1\Qe
Dai, pelas equagoes (1.12), (1.13), (1.14) e (1.15), é possivel concluir

¢ 1
lim inf u(r,w) =—(,w)dy + — v(~,w)C(-,w)dy‘d]P>:0.
=00 | Qe 9y ’Qf’ Qe
Mas, pelo Lema de Fatou,
1
lim inf ) ( ,w)dy + —— U(-,w)C(-,w)dy’dIP’zo,
o (oo | o By Qel Jo,
dai, existe um conjunto de medida total Qe .Z tal que
1 ¢ ‘
lim inf W . w)dy| =0,
oo ||Ql o, ul»w) ayi( |Qz| Qz
para todo w € Q. Daf, por (1.6) e o Teorema 1.2, temos
// u(y, w y, dIP’dy—i—// v(y,w w)dPdy = 0.



Isto finaliza a prova.
O

O Teorema seguinte faz uma caracterizacao das derivadas fracas das funcoes estacio-
nérias compostas com a deformacao estocastica.

Teorema 1.5. Sejam u,v € [LL _(R™; LP(Q))]", p > 1, fungoes estaciondrias ek € {1,...,n}.

loc
Entao

/ / u(@_l (z,w) ,w) O (2, w),w)) dz dP
QJo(Y,w)

8zk
- —/ / v(®7 (2,w) ,w) (@7 (2,w),w) dz dP,
QJO(Y,w)

para todo ¢ € CY(R™; LY(Q)) funcio estaciondria, 1/p+ 1/q =1, se, e somente se,

/n u(@ (z,w),w) g—i(z) dz=— /n v(®7 (z,w),w) p(z) dz,

para todo p € CHR™), q.t.p. w € Q.

Demonstragdo. Depois de fazer a mudanga de variavel y = ®71(z,w), w € Q, a prova
continua seguindo bem de perto o raciocinio utilizado na prova do teorema anterior. [

1.3 Convergéncia Duas Escalas Estocastica

O contetdo desta segao generaliza o conceito de convergéncia duas escalas estudado em
Allaire [1] e Nguetseng [36]. Aqui, particularmente, a construgao ¢ feita tomando como
base o Teorema Ergodico e a propriedade do valor médio para fungoes estacionarias com-
postas com a deformagao estocéstica (Teorema 1.3).

Em Allaire [1], foi visto que um dos elementos fundamentais no desenvolvimento do
conceito da convergéncia duas escalas (periodico) é a determinag¢ao de um espago de fun-
¢oes teste. Tal espago precisa conter um subconjunto enumeravel e denso no espago onde
se espera que estejam os limites duas escalas. Particularmente, no ambiente estocastico
exigiremos que todas as fungdes teste satisfagam a convergéncia (1.7) simultaneamente,
isto é, sera exigida a existéncia de um conjunto de medida total Qe .Z tal que a conver-
géncia (1.7) acontega, simultaneamente, para toda fungao teste e todo w € 2. O nosso
ponto de partida sera estabelecer o espaco das funcoes teste e para esse fim vejamos a
seguinte proposicao.

Proposicao 1.2. Eziste um conjunto de fungoes estaciondrias suaves (diferenciabilidade
na varidvel espacial) S C L®(R"x Q) denso em L*(Y xQ).

Demonstracao. Definamos

S :={(y,w) = oy~ [yhp(t(ly)w) ; ¢ € C(Y) e p € L®(Q)}.

Como ja foi visto na prova do Teorema 1.4, os elementos de § sao fungoes estacionérias
e, claramente, essencialmente limitados em R" x (). Agora, provaremos que S é denso em
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L2(Y xQ). Antes, note que C>(Y) e L*(Q) sao densos em L*(Y) e L?(Q), respectiva-
mente. Dai, se f € S*,

/ / F(y, ) C(y,w) dPdy = 0, ¥C € S,
Y JQ
isto é,
//fy, ) plw) dP dy = 0, ¥(p, p) € C=(Y) x L(2).

Dai, ¢ claro que f(y,w) =0 para q.t.p. (y,w) € Y x$), consequentemente, S+ = {O}
Portanto, S é denso em L*(Y x ().

Observagao 1.3. Note que, se L*(Q) € separdvel, existe um conjunto de funcoes estacio-
ndrias suaves S C L°(R™x ) enumerdvel e denso em L*(Y x€)). De fato, considerando
um conjunto M C C=(Y) enumerdvel e denso em L*(Y), e um conjunto N C L>®(Q)
enumerdvel e denso em L2(Y), definimos

S:={(y,w) ~ oy — he(t(ly])w) ; ¢ € M epe N},

o qual, evidentemente, € um conjunto de funcoes estaciondrias suaves que € enumerdvel
e denso em L*(Y X Q).

Evidentemente, devido a generalidade do espago de probabilidade (€2, .%#,P), o espago
L?(Q2) nao precisa ser separdvel. Mas, se L?(Q) é separavel, pela observagao anterior, é
garantido que S pode ser escolhido enumeravel. Daqui em diante, L*(€2) serd assumido
separavel. Portanto, escolhendo S enumeréavel, pelo Teorema 1.3, tem-se

li_l% . o(x) ((@’1 <§,c~u>,c~u) dr = cg' /n/Q /<1>(Y,w) o(2) (@7 (2,w),w) dz dP dz,

(1.16)
para todo (¢,¢) € L'(R") xS, q.t.p. @ € Q, consequentemente,

go(x,@’%?fu),fu) de—cq,l/ // ‘(p(x,@’%z,w),w)fdzd]?dm,
€ nJQ J (Y w)

(1.17)
para todo ¢ € L} (R")®S, q.t.p. @€ Q. Além disso, pela densidade de S no espago
L2(Y xQ), tem-se que L?*(R")®S ¢é denso em L?*(R"xY x ). Claramente, L?(R")®S (ou
um subespago conveniente dele) é o candidato para ser o espaco das fungoes teste.

lim
e—0 R™

Na introdugao, vimos que sera feita uma analise assintotica de uma equacao de Schro-
dinger, de coeficientes sendo funcoes estacionédrias compostas com uma deformacao esto-
castica e apresentando uma oscilacao muito alta. Consequentemente, é natural pensar
em um tipo de convergéncia onde as fungoes teste sejam fungoes apresentando o mesmo
comportamento. Daqui em diante, O C R" é aberto (nao necessariamente limitado).

Definigao 1.10. Dizemos que uma sequéncia {u.(-,0)}eso C L*(O), @ € Q, converge
duas escalas estocdstica se, para q.t.p. @ € §Q, existe uma fungdo estaciondriaug € L*(OxY xQ)
tal que

, _ [T\ ~
llir(l] Oua(:r,w)g0<x,fl> (;w),w)dz
:C;I/ // u;u(x,q)_l(z,w),w) Sp(aj',q)_l(;;’w)’w) dZdIP)dI'7
0JQJP(Y,w)

24

(1.18)



para todo ¢ € CF(O)®S. As fungoes
(x,y,w) — uz(zr,y,w) e (r,z,w) — u@(aﬁ, @’1(z7w),w)

serao chamadas (sem distingao) limite duas escalas estocdstica da sequéncia {uc(-,@)}eso-
A convergéncia duas escalas estocdstica serd denotada por

Ue(+, @) 2750w
e—0
Note que o limite duas escalas da sequéncia {u.(-,w)}.~0, @ € Q, gera uma familia
de fungoes estacionarias indexada por €2 (q.t.p.). Por outro lado, o limite duas escalas
estocastico é unico, isto é, para q.t.p. w € €2, a funcao estacionéria ug é tnica. De fato,
para @ € 2, se assumimos que ug € L2(OxY xQ) e vz € L2(OxY x) sao tais que

U (-, W) N uz e ue(-,w) N Uz,
e—0 e—0

entao

le/// ur(%@’l(z,w),w) QO(.]Z,(I) 1(27 7)7 r)dzd]P’d:c
0JQJP(Y,w)
¢ 1/ // U‘:(x’ I(Z,(.-),(..)(p({b, D l(z,u)),w)dzdIde,
0 JQJe(Yw)

para todo ¢ € C(0)®S. Dai, fazendo mudanga de variavel e reorganizando as integrais,
temos

/o /v /Q (ua (2, y,w) = va(z,y,w)) p(r, y,w) det[V,P(y, w)] dz dy dP = 0,

para todo ¢ € O®(0)®S. E claro que o espaco C*(0)®S é denso em L2(OxY x ),
por isso

/ / | st ) = . .00) et [5,0(00)) oy P = 0

ou seja, ugz(z,y,w) = vz(z,y,w) para q.t.p. (z,y,w) € OXY xQ.

Exemplo 1.4. Seja ve L (R, L*(Q)) uma funcio estaciondria. Como o espago das
fungoes estaciondrias € uma dlgebra, (y,w) — v(y,w) ((y,w) € uma fungao estaciondria
para todo ¢ € S. Dai, pelo Teorema 1.3 e a enumerabilidade de S, para q.t.p. @ € €,
tem-se

i [ (e (25) )
= cq,///Yw (z,w),w) o(x) (P~ (2,w) ,w)dz dP dz,

para todo (p,() € CX(O) XS, ou seja, a sequéncia v.(-,0) := U(q)_l(;,@),@), e >0,
satisfaz ©
Ve (-, @) 220y,
e—0
Note que a fungao limite duas escalas estocdstica dessa sequéncia (y,w) — v(y,w) (ou
(z,w) = v(®7!(2,w),w)) nio depende de &. Esta observagao diz que toda fungdo estaci-

ondria gera uma sequéncia de funcoes convergindo duas escalas estocdstica.
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Teorema 1.6 (Teorema de Compacidade). Seja {u.(-,@)}.~0 C L*(O), @ € Q, uma sequén-
cia tal que

sup/ |ue (2, )2 dx < 0o, q.t.p.& € Q. (1.19)
e>0 JO

Entao, para q.t.p. w € Q, existe uma subsequéncia {¢'} (dependendo apenas de W) e uma
fungao estaciondria ug € L*(OXY xQ) tais que

U (-, D) 22 g
e'—0

Demonstracdo. E claro que existe um conjunto de medida total (contido em ) no qual
as condigoes (1.17), (1.18) e (1.19) sao satisfeitas simultaneamente.

Dado w € €, por (1.19), existe ¢(w) > 0 tal que

Hue('a@>”L2(o) < (W), Ve > 0.

Seja £ C C°(O) enumerével e denso em L*(O), dai, £QS ¢ denso e enumeravel em
L*(OxYxQ). Para p € ERS, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, encontramos

/Oua(:t,@)@(:v,<1>_1<§,&>,&>d9: [te (- )| 120 [/ ‘(p z, & >a>‘2d41/z
< (@) {/o ‘g@(:):,d)*(;@)’w)rdz} 1/27

para todo ¢ > 0. Logo, por (1.17),

us(az,w)go(a:,q) (—,w),w)dm
10) 9

y  11/2
[hmsup/ ‘gp z,®! > @) dx]
e>0
1/2
W) [c(bl/// |gp(x,d>1(z,w),w)|2dzdﬁ”dx] . (1.20)
0 JQJP(Yw)

Dai, é possivel encontrar uma subsequéncia {¢'} (dependendo de ¢ € £®S) tal que

lim sup
e>0

//\

lim [ uo(z,@) gp(x,@‘%%,@),@)dm

e’'—0 O

existe. Por meio de um processo de diagonalizacao, como £RXS é enumerével, existe uma
subsequéncia {¢”} tal que o limite

lim ugn(aj,@)gp<x,q)_l(%,&),@)dx
€

e’ —0 O
existe, para todo p € £ERS. Note que a subsequéncia {¢”} depende apenas de w. Agora,
definimos o funcional

(p) ;== lim uan(x,@)g0<x,<l>_ (j/,w> c~u>d:v, p E€ERS,

e”—0 O
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o qual, por (1.20), é limitado, pois

el s ) {Cgl/o/glp(m |90(937®_1(27w),w)|2dzd1@dx] v
o [ [ [1etepotamaeoedas)
~‘P)[/O/Y/Q|s0(:c,y,w)|2dlp>dydx]l/2,

para todo ¢ € EQS. Como ERQS € denso em L*(OxY %), existe um tnico funcional
limitado £ : L2(OxY x) — C tal que £(p) = {(p), Vo € ERS.

Por outro lado, considerando L?(OxY x ) como o espaco de Hilbert equipado com o
produto interno

(u,v) == cg,l/// u(z,q)_l(z,w),w)v(z,q)_l(z,w),w) dz dP dx,
oJaJayw)

pelo teorema de Riesz, podemos encontrar uma tnica fungao ug € L*(OxY xQ) tal que

)= o //LM ws (2,8 (2, w0),0) v, @ (2, 0), ) d= dP da,

para todo v € L2(OxY x Q). Portanto,

U(¢) = lim ueu(x C;)cp(a: ot (:ﬂ,@),@)dw

e”—0
= Co /// uz(z, @' (z,w),w) p(z, 97 (2,w),w) dz dP dz,
d(Y,w)

para todo ¢ € £E®S.
Afirmagao: Para (p,() € L?*(0) xS, tem-se

(1.21)

i et 1 (5:5) o
=cy /// w)uwxq) Yz,w),w) p(2) (27 (2,w),w) dz dP dx.

De fato, seja {¢y }ren C € tal que ¢, — ¢ em L*(O), quando k — oo. Como

[ e ole) ¢ (7(5.8).5)do - [ wle.@) onto) (97 (5.3).5)do
< e (@)l 2o U lp(z sok(:z:)|2‘C(®‘1<§,&>,w)‘2dx]l/2
<@ [/ ol |dx]”27




tem-se

/O w2, 3) () (27 (5.3) .5 ) do - /O ter(,5) prl2) ¢ (@7 (— 5),0)de
1/2
<@ 16D | [ Iol) ~ orlalas]

Dali, concluimos que os limites comutam, ou seja,

sup
e”">0

lim lim [ e (z,) gok(m)C<(I>_1<§/, ) >dx

e’"=>0k—o00 [n
= lim lim [ v (z,@)pr(x) ((CITI (i, &7) : CE) dx.
k—o0 =0 [ e’
Consequentemente, usando a convergéncia ¢ — ¢ em L*(O) no lado esquerdo da igual-
dade, e (1.21) no lado direito da igualdade, encontramos

Elggo i uen (z,0) p(z) C(QD_I (3, c~u> , ZD) dx
= lim {Cq)l/o/ﬂ/@(v,w) uz (z, 27 (z,w),w) () (27 (2,w),w) dzle’dx}.

Portanto, utilizando mais uma vez a convergéncia ¢, — ¢ em L?(0O),
lim | uer(z,d)p(x) g(q>—1<£7 ) )dm
e"—0 o)
= Cp /// uz (2, @ (z,w),w) p(z) (D7 (2,w),w) dz dP dx,
Y.w)

o qual conclui a prova da afirmacao e, consequentemente, a prova do teorema.
m

Em geral, a regularidade que apresentam os coeficientes da equagao de Schrodinger,
descrita na introdug@o, nao é a mesma do que a regularidade das funcoes testes. Dai,
é necessario “acrescentar o espaco das funcgoes teste”, isto é, acrescentar o conjunto de
fungbes para as quais a convergéncia (1.18) acontece. Nesse sentido, a seguinte definigao.

Definigao 1.11. Dizemos que uma sequéncia {u.(-,0)}eso C L*(0), @ € Q, converge
duas escalas estocdstica forte se, para q.t.p. @ € ), existe uma funcio ug € L>(OxY xQ)
tal que
~ 2—s
Uue(,0) —> ug
e—0

e a sequéncia satisfaz

hm/\uaxw|d:v—c¢,/// ugs (z, @7 (2,w) }dzdIP’d:v
D(Y,w)

para todo K C O compacto. A convergéncia duas escalas estocdstica forte serd denotada
por

~ 2—s
Ue (-, @) — Ue
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Exemplo 1.5. Seja v € L2 (R™, L*(Q)) uma fungao estaciondria. Foi visto que a com-

posi¢cao de uma fungao continua com uma estaciondria € também estaciondria. Dat, pelo
Teorema 1.3, para q.t.p. w € €, tem-se

. 1 (T <\ ~ 2 _ —1 -1 2
lgr&/}Jv(CD <g,w>,w> dr = cg /ic/gz[p(v,w) }U(CID (z,w),w)’ dz dP dzx,

para todo KK C O compacto. Dat, pelo Exemplo 1.4, a sequéncia v.(-,w) := U(CI)_l <;,w> , w),
€
e > 0, satisfaz

~ 2—s
ve(r,0) — v
e—0

Note que a fungao limite duas escalas estocdstica forte dessa sequéncia (y,w) — v(y,w)
(ou (z,w) — v(®(2,w),w)) ndo depende de &.

Teorema 1.7. Sejam {u.(-,@)}es0 € {v-(-,@)}es0, @ € Q, sequéncias no espago L*(O)
tais que, para q.t.p. w € ), existem funcoes estaciondrias ug e vz NoO €SPago Lz(OxYxQ)
satisfazendo

~ 2—s ~ 2—s
Ue (-, W) o Us ¢ Ve (-, W) — Ve (1.22)

Entao, se, para q.t.p. © € Q, {u.(-,@0)}.s0 € limitada em L*(O), isto é, existe c(@) > 0
tal que

sup|[ue(+, W) | 120y < c(@),

e>0

obtém-se
ue('J&)UE('Jw) - 051// uﬁ('aq)_l (Z,W),w) Ufu('aq)_l (Z,W),u)) dz dP
e—0 Q J oY w)
em D'(O), ou seja,

lim | u.(x,w)v.(z,w0)¢&(z)d

e—0 o
:Cil/// uz (2, @7 (z,w) ,w) vz (2, " (2,w) ,w) &(z) dz dP dz,
0 JQJP(Yw)

para todo & € CX(0).

Demonstragcao. Note que é possivel encontrar um conjunto de medida total tal que as
convergéncias em (1.22) e a limitagao da sequéncia {u.(-,w)}.~o sejam satisfeitas simul-
taneamente.

Dado w € Q, seja {¢k tren C C°(O)®S uma sequéncia de fungoes convergindo para a
funcao estacionaria vz € L*(OxY x ) na norma L?. Da igualdade

J

Ve (2, @) —gpk(:c, @’l(g,&}),@) 2da::/ v (2, ) dx
K
—2/}Cv5(x,c~u)@k(x,i)_l(;@),@)dx+/’C’gpk<x,¢_l<§,c~u>,c~u>‘2dx,
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para todo K C O compacto, junto com a convergéncia duas escalas forte de {v.(+, @) }eso
e a convergéncia (1.17), temos que

v (2,0) — g (w, ot (3&)7@) ’
C‘I’l/ / / vz (2, @71 (2,0) ,w) — i (2,27 (2,0) W) }de dPdx,
KJaJoryw)

para todo I C O compacto. Dai, fazendo k — oo,

dr =

lim
e—0 K

lim lim
k—o0 e—0 K

ve(,@0) — pr (z, <I>_1<§,@>,c~u> ‘zdx = 0, (1.23)

para todo I C O compacto.
Por outro lado, para £ € C(O) e K := supp &, tem-se

x) ue(x, w) v.(x,w) dx

—cy ///Yw z)ug (2, 7' (2,w), w) vz (2, @' (2, w),w) dz dP dx
2) e (2, 3) v (2, 0) dx—/}cﬁ(w)ug(a:,&?) @k(m,@*l(g,a),w) dz

—i—‘/}cf(:c) ez, ) @k(:c,qu(f,a),w) dz
- ///Yw 2) s (2, 8 (2, 0),w) v (2, @ (2,w), ) dz dPde,

para todo € > 0 e k € N. Consequentemente,

lim sup
e—0

/Kf(x) U (2, W) v (z,0) do

—C<I> /// uw xZ, q) (Z,w),w) U@(CU,(I)fl(z,w),w) dzd]P)dx
<I>(Yw

< lir?_%lp /’Cg(m) ue(z, @) ve(z,0) de — /Kg(x) us(z, ) v (l’, ot (g,&),@) dx
—Hiranjélp /’Cf(x) ue(z, @) or (x, ot (;,CD),@) dx

_C;I/;c/n/@(\ﬂw)g(x) uz (2, @ (z,w),w) vz (z, 27 (2,w), w) dz dP dx|,
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. ~ 2—s
dai, como u.(-,0) — ug, temos
e—0

lim sup
e—0

/ E(x) us(z,w) ve(x,w) dz
K

o /// u ﬂ'} @ (Zaa‘)au')’UN(ﬁL‘,@ (2’ )’ )dZdIP)dCL'
I(Y w w), w
§ limsup

nst /Kﬁ(a:) U (x, W) ve(z, W) dx—/}cf(a:)ug(x,@) @k(x,i)_l(g,@),o?) dx
Cq)l/IC// w)ﬁ(x) uz (2, (z,w),w) o (z, ' (2,w),w) dz dP dx
en //A(Y ) s (2, 87 (2, w), ) v (2, @ (2, ), w) de dP d].

Analisando a sequéncia no limite do lado direito, como

| €@ ue( D) el D) dx—/lcf(x)ug(x,@) gpk<w,¢>_1<§,@>,@> dz
</’C§(x)ug(x,c~u) [vg(x,a))—g0k<x,q)_1<§,@>,c~u>]dx
< UK; |§(x)u5(x,c~u)|2dac] v [/K vs(x,fu)—¢k<x,®_1<§,@>,@)‘2d4 v

< [suptecon] [sptot. 01 | ] o630 — s (.07 (2.5).3) [ae]

segue da limitagao da fungao ¢ e a limitagao da sequéncia {u.(-,@)}.~o em L?*(O) que

lim sup
e—0

| €@ uta@yee.d) o
et /;c /Q /@ o (07 ) ) (0 07 (), ) d B e
/}C () e, 3) v, () dr — /}C (o) wele, D) g (.07 (2,5),5) dr
< [supm( 0] gl @l s [ [ o)~ (.07 (2.2).2) ]

//A(Yw ) ug (z, 7 (2, w),w) g (2, @71 (2,w), W) dz dP dx
_cgl/’C/QA(Y,w)f(x)ua(x,q)_l(z,w),w) vz (2, @ (2,w), w) dz dP dz|,

< lim sup
e—0

31



para todo k € N. Portanto, por (1.23), fazendo k — oo encontramos

lim sup
e—0

/ E(z) us(z,0) ve(z,0) dz
K

% /// ) ug (x, 7 (2,w), w) vz (2, @ (2,w),w) dz dP dz| = 0,
d(Y,w)

o qual finaliza a demonstracao.

O Teorema 1.7 e o Exemplo 1.5 proporcionam o seguinte resultado.

Coroléario 1.2. Seja {u.(-,@)}.s0 C L*(O), @ € Q, tal que, para q.t.p. © € Q, existe
ug € L2(OxY xQ) satisfazendo

Ue (-, @) N
e—0

Sev e L .(R",L*(Q)) € uma fungio estaciondria, entio, para q.t.p. @ € Q,
lim Ug(l’ w) p(x) v(CI)_l (E’ ~) ~) d
e—0 c
= Cq> / // uw xZ, o~ (Z (.U) )gp(x)v((bfl(/z,w)?w) dz deQj’
D(Y,w)

para todo ¢ € CX(0).

(1.24)

Note que o corolario anterior nao afirma que o limite (1.24) esteja acontecendo simul-
taneamente para todas as fungoes estacionérias no espago L2 (R", L?(€2)). O corolario
diz que o limite (1.24) é valido apenas para uma fungao estacionaria ou, na melhor das hi-
poteses, simultaneamente para uma quantidade enumeravel de fungoes estacionarias. Isto
¢é devido a exigéncia do conjunto de medida total envolvido na definicao de convergéncia
duas escalas estocastica e o conjunto de medida total associado a cada func¢ao estacionaria
no Teorema Ergodico.

Consideremos os espagos vetoriais de fungoes reais (ou complexas)

L:={(y,w) = w(y,w); we L (R", L*()) funcio estacionaria},
(1.25)
H = {(y,w) = w(y,w); w e HL (R", L*(Q)) funcao estacionaria},

os quais sao espacos de Hilbert com os produtos internos

wooei= [ [ wlnw) Gl d
(woohyi= [ [ Sutnw) Toaraby + | [ wi.w) o) ey

respectivamente.

O seguinte teorema é 1til para caracterizar o limite duas escalas estocastico. Como esta
secao encontra-se no contexto das fungoes estacionarias reais, considera-se H no ambiente
das funcoes reais.
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Teorema 1.8. Sejam {u.(-,@)}eso € {eVu(-,0)}es0, @ € Q, sequéncias em L*(O) e
[L2(0)]", respectivamente, limitadas para q.t.p. & € Q. Entdo, para q.t.p. @ € S0, existem
{e'} (dependendo apenas de &) e ugz € L*(O,H) tais que

~ 2—
Ug(',(&)) ﬁ Ug,

VU (-, B) - [V, D]V, ug.
e’'—0
Demonstragao. Aplicando o Teorema de Compacidade, Teorema 1.6, nas sequéncias {u.(-, @) }eo
e {eVu(-,w)}es0, w € 2, para q.t.p. w € €, pode-se encontrar uma subsequéncia {¢'},
uma fungio ug € L2 (O xY xQ) e um campo Vz € [L2(OxYxQ)]", V5 = (v g), . ,Ué ),

tais que
~ 2—s

Uer (-, 0) — ug, (1.26)

e'—0

aua’ 2—s (k)
1778 2780 Y 1.2
8xk e'—0 Y ( 7)

w )

para k € {1,2,...,n}. Entao, fixando k € {1,...,n} e fazendo integragdo por partes,
tem-se

/0 g'g‘;‘z (2,8) o(z) g(qu <€£@) ,C&)dw -
¢ /O uE,(x,w)g—;(x)g(q>—1 (gw) ,a)m
—/Ougf(:ic,o?) o(z) [qu>]‘1<<1r1(§,a),w) Vyg(qu (g,@),@)-ekdx,
para todo €' > 0 e para todo (g, () € C2(O)xS. Dai, por (1.26) e (1.27), encontra-se
c;/ //Yw o (2,07 (2,0) ,w) p(x) (@7 (z,w),w) de dP dz =
—cp / /L(Yu us (7,07 (z,w) ,w) (z) (V@] (@7 (2,w),w) V, (C(@7(2,w),w)) e dv dP dz,

ou seja,
651/0/9/4)(“ o (2,07 (2,0) ,w) (x) (@7 (2,w),w) dz dP dz =
—cq,///vw uz (2, @' (2,w) ,w) p( )aik(g(qu(z,w),w))dmd]sz.

Logo, para ¢ € § fixado e reordenando, tem-se

L 0 o ) €7 ) e ooy =
/U/ (o e (zw), >£k(C( '(z,w),w)) dPdz| ¢ (x) da,
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para todo ¢ € C(0O). Consequentemente, existe N C O tal que |[N;| =0e

/Q[b(y )v(wk’)(x,(l)—l (z,w) ,w) (7 (2, w),w) dP dz =
//y ug (7,27 (2,0), )(;Zk(g(q)_l(%w),w))dpdz,

para todo x € O\ N¢. Como S ¢ enumeravel, existe N C O tal que |[N| =0e

/Q[p(y )U((Zk)(;p,@_l (z7w)7w) C((I)_l(Z,w),w) dP d» —
//Y uz (2,97 (z,w), )a(zk@(q)—l(z,w),w))dpdz,

para todo x € O \ N e para todo ( € S. Dai, para x € O \ N fixado, pelo Corolario 1.5,

/n vék)(x, ! (z,w) ,w) o(z)dz = —/n Uw(l",q)_l (z,w) 7W) g;i( ) dz,

para todo ¢ € CX(R"), q.t.p. w € Q. Logo, como ®(-,w) : R” — R™ é um difeomorfismo
para q.t.p. w € €, existe M C 2 (dependendo apenas de z) com P(M) = 0 tal que ®(-,w)
¢ um difeomorfismo e

/n vgc)(x, o1 (z,w),w) p(2)dz = —/n Ua<$,‘1)_1 (z,w), )g:( ) dz,

para todo ¢ € C°(R™) e para todo w € Q \ M. Dai, pela derivagao fraca para a compo-
sicao de fungoes, tem-se

| S8 s () eweldy = — [ s (o) 520
para todo w € Q \ M e para todo ¢ € C°(R"™). Portanto, para x € O \ N fixado, tem-se
Vyus(z, - ,w)-ep = [V,Q] (z,-,w)V5(z,-,w) ey,
para todo w € Q\ M e para k € {1,...,n}, ou seja, ug(xz) € H e
Va(z) = [G@] Vyus(2),

para todo z € O\ N.

1.4 Um Teorema de Perturbacao

Nesta se¢ao, estamos interessados em estudar as caracteristicas do espectro pontual de
um operador submetido a pequenas perturbacoes. Mais precisamente, dado H um espaco
de Hilbert complexo e {A, ; a € N*}, n € N*, uma familia de operadores em B(H) (o
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espago dos operadores lineares limitados de H em H), analisaremos o espectro pontual

da série de potencias em n variaveis complexas, z = (21,. .., 2,),
o
«@ — aq Qn
g z2%A, = g 21 2 Aaan s
aENP a1,...,an=0

a partir das propriedades do espectro pontual do operador A . Este tipo de analise foi
estudado amplamente em T. Kato [33] e F. Rellich [40], esta ultima serd tomada como
principal referéncia para a construcao desta secao. Aqui seré apresentada uma adaptacao
do Teorema 1 em F. Rellich [40, Pag. 57]. Outras referéncias utilizadas na se¢ao sao R.
C. Gunning e H. Rossi [29] e S. G. Krantz e H. R. Parks [34].

Antes, uma analise do raio de convergéncia da série de poténcias. O valor de uma
série de poténcias depende (em geral) do ordenamento dos termos da série, mas como
em N” nao existe um ordenamento candnico para efetuar dita soma, convém estudar a
convergéncia absoluta da série. Também, diferenciando-se das séries de poténcias de uma
variavel complexa, as séries de poténcias em n variaveis complexas podem ter regioes
de convergéncia com formas muito mais diversas. Mas, nosso estudo é local, assim, s6
precisamos encontrar uma vizinhanga de convergéncia. A fim de encontrar e descrever
dita vizinhanca, a seguinte definicao:

! ;= inf { sup '« ||Aa||}7 (1.28)

T REN o) o>k

aqui || ==a; + ...+ o, a € N e |a := max{as,as,...,0,}. No que segue desta
segao, dado R > 0, B(0, R) denota a bola aberta complexa de raio R, i.e.,

B(0,R)={z€C; |z| <R}

n

A= []B(0,R) = B(0,R) x B(0,R) x ... x B(0, R).

v=1

Teorema 1.9. A série de poténcias

Z z%A,

aeNn
¢ convergente Yz € A, (r definido em (1.28)).

Demonstra¢ao. A demonstragao é feita seguindo uma ideia similar ao caso n = 1. Para
z € A,, existe € > 0 tal que

1
(; +6)|z,,| <1, Vved{l,...,n}. (1.29)

Por outro lado, por (1.28), existe kg € N tal que

1
sup & ||A04|| < -+¢g, Vk = kOa
lleloo >k r
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1.e.

1 lox
4al < (3 +e) 1 sellall> ko

« e 1 “ 1 o
|20z T ARl < L = Fe )zl L= Fe)|ml] o, selle]l, > ko,
r r

e fazendo o somatorio para ||a| > ko, encontra-se

et < % ([l o]

Dai,

OO < {i[(%—i—a)zlr}{io{(%—l—a)z]}

Portanto, por (1.29), a série de poténcias
> s,
aeNn

é absolutamente convergente Vz € A,.

Observacao 1.4. Da prova anterior, a série de poténcias

Z z%A,

aeN”

converge uniformemente em A, para ro < 7.

Observagao 1.5. Existe ¢ > 0 tal que
|Aa|| < ¢, Va e N™.
Segue da definigao (1.28).
Seja O um subconjunto aberto de C".

Defini¢ao 1.12. Uma funcao f: O — B(H) € dita holomorfa em w € D se existe um
aberto U, w € U C O, tal que a fungao f possui uma expansao em série de poténcias, i.e,

f(2)=f(z1,..20) = Z (z —w)*A, = Z (z1 —w1)™ o (20 — W) Ay,
aeN? aty...,an=0

para todo z € U. A funcao f € dita holomorfa em D se ela é holomorfa para todo w € D.
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Teorema 1.10 (Lemma de Osgood). Seja f : O — C uma fungdo continua e holomorfa
em cada varidvel separadamente, entao f € holomorfa.

Defini¢ao 1.13. Uma fun¢ao (o, z) — W (o, z), holomorfa numa vizinhanga de (0,0) € CxC",
€ chamada de polinomio de Weierstrass de grau m se temos

Wi(o,z)=0"+ai(2)0™ '+ ... + am_1(2)0+ am(2),

onde z +— a1(2),...,a,(2) sao fungoes holomorfas numa vizinhanga de 0 € C™ tais que
se anulam em z =0 € C".

Teorema 1.11 (Teorema de Preparagao de Weierstrass). Seja m € N* e (g, z) — F(p, 2)
uma fungao holomorfa numa vizinhanga de (0,0) € CxC". Se o+ F(p,0)/0™ € holo-
morfa numa vizinhanga de 0 € C tal que nao se anula em 0 € C, entao existem um polino-
mio de Weierstrass (o, z) — W (o, z) de grau m e uma func¢ao holomorfa (o, z) — E(o0, z),
que nao se anula numa vizinhan¢a U de (0,0) € CxC™, tal que

F(o,2z) = W(e, 2)E(e, 2)
para todo (0,z) € U.
Demonstragao. Para uma prova veja S. G. Krantz e H. R. Parks [34, Pag. 96]. O

Suponhamos A € B(H) um operador simétrico e A € R um autovalor de multiplicidade
finita h do operador A. Claramente, A — A\l é nao inversivel, mas existe um operador
Hermitiano R € B(H) (unicamente definido) tal que

o Rib,=0,Vk e {1,....h}, e

o RIA=AI)f=f—Y0 (f¥utn, Vf € H,

onde {¢1,...,¥,} é uma base ortonormal de Ker(A — AI). O operador R é chamado a
pseudo-inversa de A — AI. Uma caracterizacao deste operador é dada em F. Rellich [40,
Pag. 60]. Note que AR = RA.

O espectro de um operador A € B(H) é definido por
o(A) ={A € C; A— A\l nao ¢ bijetivo}.
Agora, apresentamos o teorema principal desta secao.

Teorema 1.12. Sejam H um espago de Hilbert e A, € B(H), o € N, uma sequéncia de
operadores limitados em H. Consideremos a série de poténcias em n varidveis complexas

A(z) = Z z%A,

aeN”

convergente, e autoadjunto, para z numa vizinhan¢a de z = 0. Entao, se A € um autovalor
de A = A(0) de multiplicidade finita h, existem, uma vizinhang¢a U de 0, 0 € U C C",

zelU — M(2),\(2),..., (2) €R

zeU — U1(2),¢%(2),...,Un(z) € H\ {0},

fungoes holomorfas em U tais que
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(i) A(z)Yi(z) = Ni(2)i(2), V2 e U ei e {1,... . h},
(i) Mi(z=0)=X\,i€{l,...,h}, e
(173) dim{w € H ; A(z)w = N(z)w} < h,VzeU eic{l,... h}.
Além disso, se existe d > 0 tal que
g(A)N (A —d, A+ d) = {\},
entao, para cada d' € (0,d), eziste uma vizinhang¢a V de 0, satisfazendo 0 € V C U, tal
" ag(Az)NA=d AN+d)={\(2),..., \(2)},
para todo z € V.
Demonstra¢ao. A demonstragao sera feita varios em passos. Seja
B(z):=A(z) — A= Z z%A
|o£0

Passo 1: Existe uma vizinhanga de (o, 2) = (0,0) tal que a fungdo complexa

0, }: )" € B(H)

é bem definida. Além disso, a fun(;ao é holomorfa nessa vizinhanca. De fato, pela Obser-
vacdo 1.5, sabemos que existe ¢ > 0 tal que || A,|| < !, Va € N*. Também

1B < D lal™ o fzal™ Al

o]0

< D0 1A
o]0

< Z ’z|la\cla|+1
o]0
o0

— Z Z|z’\alcla|+1
k=1 la|=k
o0

- 3| X e
k=1 ||a|=k

Fﬂg

(#{a e N"; Ja] = K|z

k=1

(k +1)"|z|"

A
NE

i

1
]

= 12 S (e 1)

k=1
00

2] (k +2)"|z]"c*

k=0

N
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Por critério de convergéncia, para z € B(O, n+1) tem-se que

Z (k+2)"|z|"c*
k=0

é convergente. Além disso, como
o0
z Y (k+2)"z[ "
k=0

¢ uma funcao continua em B(O7 cnﬂ) C C, existe ¢ > 0 tal que

Z (k+2)"|z|"c*
k=

N 1
gC, VZEB<O,W)
Logo,
[R(0 — B(2)|| < [IR||(le] + |2[c*¢) < || Rlmax{1,c*¢}(|o] + |2]), (1.30)
parap e Ce z € B(O, 5 n+1) Definimos

1
~ 8||R||max{1, c2¢}’

A, := B(0,r)xB(0,7) C CxC".
Para m,n € N, com m > n, tem-se

n

1> [R(e—B(=z)]' =) [R(e— B(= ZHRQ B(z))"

=0 =0 l=n+1

Se, adicionalmente, considera-se (g, z) € A,, por (1.30), obtém-se

i (¢-B —IXZ;[R@—B@»]’ <f G)

Dai, para (g, z) € A,,
(Z [R(0 — B(z))]l>

¢ uma sequéncia de Cauchy em B(H), logo converge em B(H). Fazendo m — oo encon-
tramos que

>R~ B - Y lrte- B < X (3)-

para todo (g, z) € A,. Notamos que a sequéncia de fungoes holomorfas

{(g, z) €A, = Y [Rlo—B(2)]'; me N}
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converge uniformemente para

Portanto,
(Qa Z) € Ar = Z [R(Q_
1=0

é holomorfa, pois ela é limite uniforme de fung¢oes holomorfas.

Considerando
fij(0,2z) == <Z(Q — B(z))[R(0— B<z>>]lwi>wj> , Lj=1,....h

para (o, z) € A,, podemos concluir que F': A, — C, definido por

(0,2) € Ay = F(o, z) == det[(fi;(0, 2))],

¢é holomorfa, pois o determinante de uma matriz é obtido mediante uma quantidade finita
de operagoes algébricas com as coordenadas da matriz, as quais sao fungoes holomorfas.

Passo 2:

fijlo,z) = fii(0,2), 1,7=1,...,h,

para (o, z) € A,.
Seja (o, z) € A,. Notamos que, para i,j € {1,...,h},

file.x) = Y ((e—B()IR(e—B)viv;

Como uma consequéncia do Passo 2, temos que F(p,2) € R, se p € R.
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Passo 3:
F(0,0) = det[o(6;)] = o",
para todo ¢ € B(0,r).
Para o € B(0,r), temos que

fii(0,0) = <Z(Q—B(0))[R(Q 5(0))] %%>

=0
= <Z d“lei,wj>
=0

= (i) + > (T Ry, )
=1
Portanto,

F(0,0) = det[(fi;(0,0))]
= det[o (0s)]

= o
para todo ¢ € B(0,r).
Passo 4: Existem h fungoes holomorfas
z — 01(2),00(2),...,0n(2)
definidas numa vizinhanca de z = 0 tais que
lim oy(2) =0 e Flex(2),2) =0,

para k € {1,... h}.

De fato, pelo Passo 3 e o Teorema de Preparacao de Weierstrass, Teorema 1.11, existe
um polinémio de Weierstrass de grau h

W0, 2z)=o"+a1(2)" " + ... 4+ ar_1(2)o + an(2)

e uma func¢do holomorfa (g, z) — E(p, z), que nao se anula numa vizinhanga U xV de
(0,0), com U C B(0,r) cCeV C B(0,r) C C", tais que

Flo,z) = (o" + a1(2)0" " + ...+ an_1(2)0 + an(2)) E(0, 2),

para todo (g, z) € UxV. Fatorando o polinomio de Weierstrass é possivel encontrar

z = 01(2),...,0n(2),

funcoes definidas em V', tais que

h
" +ar(z)d" T+t ani(2)o+an(z H 0— on(z



Dai, como os coeficientes do polindbmio de Weierstrass sao fungoes holomorfas que se

anulam em z = 0 obtém-se que a funcao g, k € {1,...,h}, é holomorfa e
ll_r}l(l)gk(z)zo, kE=1,... h. (1.31)

Passo 5: Seja k € {1,...,h}. Existe z — ¢x(2) € H — {0} tal que

A(2)r(2) = (A + 0k(2))(2),

para z numa vizinhanca de z = 0.

Fixando k € {1,...,h}, pelo Passo 4 existe V' C C, vizinhanga do z = 0, tal que

det[(fij(er(2),2))] =0, vz eV,

do qual conclui-se que a equacao (fji(ox(2), 2))(c1, ..., c,)" =0, Vz € V, possui uma solu-
¢do nao nula, consequentemente, existem h fungoes holomorfas z € V s cf(2), ...,k (z)
tais que

h
> fijlen(2),2)i(z) =0, Vji=1,....h,
=1

e (convenientemente)
h

ST lek(z)" = 1. (1.32)

i=1
Por (1.31) é possivel encontrar uma vizinhanca V de 0, V cC V, tal que

1
<
8|| R|jmax(1, c2¢)’

sup|ox(2)|
zeV

para todo z € V e para todo k € {1,...,n}. Logo

~ 1
1R(ox(2) = B(2))l| < | Rmax(1, *&)(Jox(2)| + |2]) < 7, (1.33)
para todo z € f/, consequentemente,
[e.e] 4 5
> IIR(ax(z) = B(2))|I' < 30 vzeV. (1.34)
1=0

Definimos



para z € V. Notamos que

Ui(z) = du(z) + Y [Rler(2) — B(2))]'¢x(2)
=1

= du(2) + [Ron(2) = B(2))] Y [Rla(2) = B(2))] d(2)

=1

= ¢"(2) + [R(on(2) — B(2))]¢n(2),
para z € V. Logo

(A=Nn(z) = (A= N (2) + (A= N[R(ew(2) — B(2))n(2)

= DA -+ (A= VR{(0(=) — BlE))unz)
— A= Mf(an(s) - B2

= (o(2) - )= > (o Yi(z), 97 ) o,

.
—_

€ como

para z € f/, tem-se

(A= An(z) = (on(2) — B(2))u(z), Vze V.

Portanto, ~
A(z)r(z) = (A + 0k(2))Vr(2), Vz e V.
Por outro lado, como

o0

Un(2) = dr(2) + [Rla(z) = B(2)] Y [R(en(2) — B(2))] 6" (2)

=1

por (1.32), (1.33), e (1.34), tem-se

l9a(=) ~ ) < IReulz HHZ N o)
< %HR(gku)—B(z))H
1
S 5
3
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para z € V. Dai 1,(2) # 0, Vz € V, pois

L= [6%(2)]| < llor(2) — vn(2)] + I (2)] < %+ [ (2)I],

para todo z € V.

Passo 6: Prova do item (iii). Pelo item anterior, vimos que existe \g(2) := A + 0x(2),
ke {1,...,h}, autovalor do operador A(z), para z em uma vizinhanga de z = 0. Seja
A(z) = \x(2), para qualquer k € {1,...,h} fixado, e 1(z) um autovetor correspondente
a A(z) (1(z) nao é necessariamente a ,(z) construida no item anterior). Entao existem
uma vizinhanca V' de z =0 e um operador holomorfo S :V — B(H) tais que S(z) ¢
invertivel e

Y(z) € span{S(z)yr, S(2)vs,...,S(z)¢n}, Vz € V.

Para provar essa afirmagao, considerando o(z) = A(z) — A, como

0(2)] — B(z) = o(2)] — (A(z) — A) = (M(2)] — A(2)) + (A — ),
tem-se
(0(2)I = B(2))¥(z) = (A = Ny (2).
Aplicando R, a pseudo-inversa de A — A\I, encontra-se

h

R(o(2)] — B(2))v( )= > (W(2), i),

=1

equivalentemente,

[I — R(o(2)I — B(z Xh:

=1

Por outro lado, por (1.30), é possivel encontrar uma vizinhanca V' de z = 0 tal que
HR( ) — B(z )H < 1, Vz € V. Portanto, considerando o operador invertivel

Ste) = 1= R(e)1 = BE)] ™ =3 [R(e()1 - B

v=

) zhj S(2)e].

tem-se

h
(3
i=1
Isto finaliza a prova do item (7i1).
Passo 7: Para z € V, consideremos o espago
N(z) = span{1(2),v2(2), ..., ¥n(2)},
o operador P(z): H — H, projegao do espago N(z), dado pela relagao
h
= (u,vi(2)) ¥i(2),

i=1
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e o operador D(z) : H — H definido por
D(z) := A(z) — 2dP(z).
Nota-se que o operador D(z) é dado pela relagao

h
D(z)u = Z(Al(z) —2d) (uy, ¥i(2)) ¥i(z) + A(2)ua, (1.35)
i=1
onde se esta considerando a decomposicao u = u; + uy, com u; € N(2) e ug € N(2)*.
Afirmacdo 1. Paraz € V.
a) Se§ € Re & # {Mi(2),Aa(2),..., An(2)}
D(z) — ¢ é bijetivo = A(z) — £ é bijetivo,
b) Se£ e Re & #{\i(z) —2d,\a(2) —2d,..., \(2) — 2d},
A(z) — & é bijetivo = D(z) — & & bijetivo.
Para provar o item (a) fixa-se z € V e € € R, com & # \i(2z), para i € {1,...,h}, tais
que D(z) — £ & bijetivo.
Injetividade: Seja u € Ker(A(z) —&). Como & # X\;(z), parai € {1,...,n}, tem-se
(u,i(2)) =0, Vie{l,...,n},

ou seja, u € N(z)*. Logo, por (1.35),

Portanto, da injetividade de D(z) — &, conclui-se que u = 0.

Sobrejetividade: Pela sobrejetividade de D(z) — &, para cada v € H existe u € H tal que

(D(z) — &§u = v. (1.36)

Por outro lado, o vetor u € H pode se decompor como u = uj + uy, onde u; € N(z) e
uy € N(2)1, logo, pelas equagdes (1.35) e (1.36), tem-se

h

0= (Ni(2) = 2d = &) {ur, 9i(2)) ¥i(2) + (A(2) = E)us. (1.37)

i=1
Além disso, como & # \;(2z), para i € {1,...,n}, segue que

(A(z) - &) [ML)EJ — i(2).
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Dai, voltando a equagao (1.37),

v = Y- 9| (M) )] £ () o
= (A(z) = ¢) ;<)\i(;)(z—)2_d£— §><u17wi(z)>wi(z) + (A(z) = §ug
~ (A(z)-¢) ;(ij(;f_dg 5) (ur, 04(2)) vi(2) + s .

Portanto, para z € V, o operador A(z — &) é sobrejetivo.

Agora, para provar o item (b), fixam-se z €V e £ € R, com £ # Ai(z) — 2d, para
i€ {l,...,h}, tais que A(z) — £ é bijetivo.
Injetividade: Seja u € H tal que (D(z) — &)u = 0. Pode-se escrever u = u; + us, onde
u; € N(z) e up € N(2)1, logo, pela equagao (1.35), encontra-se

h

0= (\i(2) = 2d — &) (ur, 4i(2)) (=) + (A(2) = E)ue. (1.38)

i=1
Dai, obtém-se que (A(z) — &)us € N(z), consequentemente,
(A(z) = Quz = P(2)[(A(z) = §ua]

= P(2)A(z)uy — EP(2)us

= Z <A(z)u2, 1/}z(z)> @ZJZ(Z) — fP(z)u27
= D (g, A=) (2)) vil(=) — EP (2

h

- Z)\z u2a'¢)z ¢z(z) _gp(z)u%

ou seja, (A(z) — &)uy = 0 pois up € N(2)*. Em seguida, notamos que, pela injetividade
de A(z) — &, conclui-se que uy = 0. Logo, voltando & equagao (1.38), tem-se

h

> (ilz) = 2d = &) (ur, ¥i(2)) ti(z) = 0,

i=1
e como {9;(z)}"_, é uma familia de vetores linearmente independentes, dai, encontra-se
(Ai(z) —2d = &) (ur,i(2))y =0, Vie{l,... ,h},

0 que juntamente com a hipotese, \;(z) — 2d — € # 0, fornece (uy,;(z)) = 0, para todo
i€ {l,...,h}. Isto mostra que u; = 0.
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Sobrejetividade: Pela sobrejetividade de A(z) — £, para cada v € H existe u € H tal que

(A(z) — §Hu = w. (1.39)
Por outro lado, considera-se a decomposicao u = u; + uy, com u; € N(z) e uy € N(z)*,

logo, pelas equagoes (1.35) e (1.39), encontra-se

h

v="> (Ai(2) = w1, vu(2))thi(2) + (D(2) = )us. (1.40)

i=1
Além disso, como & # \;(z) — 2d, parai € {1,...,n}, tem-se

Vi(2)
(z)—2d—¢

(D) -9)|; | =vo).

Dai, voltando & equagao (1.40), encontra-se a forma explicita da pré-imagem

v = 30 -0 (5 ) e 2)] + (DGe)

h( N(z) — €
Ai(z) —2d =€

)<u1,¢i<z>>wi<z> s

Portanto, para z € V, o operador D(z) — £ é sobrejetivo.

Afirmacgao 2. O espectro do operador D(0) nao contém elementos no intervalo (A — d, A + d),
ie.,

o(D(0)) N (A —d, A+ d) = 0.

Pelo item (b) da Afirmagao anterior, para z = 0, tem-se o(D(0)) C o(A(0)). Logo,
conclui-se

(D) N (A —d, A +d) C o(A0) N (A —d,\+d) = {\}.

Se A € 0(D(0)), conclui-se, pelo Teorema Espectral para Operadores Autoadjuntos, que
A ¢ um autovalor do operador D(0), mas isso nao é possivel, pois D(0) — A é injetivo
(fato que foi mostrado na demonstragao do item (b) da afirmagao anterior), ou seja,

o(D(0)) N (A —d, A+ d) = 0.

Para levar o resultado até uma vizinhanca de z = 0, precisamos da continuidade da
fungao z — D(z) em z = 0, e essa propriedade se pode concluir da continuidade da fungao
z+ P(z) em z =0, a qual é dada pela afirmagao seguinte.

Afirmacgdo 3. A funcio z € V +— P(2) € B(H) ¢ continua'.

Mais do que isso, a funcéo é holomorfa.
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De fato, para u € H, tem-se

P(w)u— P(z)u =) {u,;(w)) ) = > {u,ti(2)) ¢i(2).

i=1 =1

Dai, para w, z € V, encontra-se

I(P(w) = P(2))ull < Z | {u, i(w)) Pi(w) = (u, Pi(2)) ¥i(2)]

= Z | {u, i(w)) (i(w) = i(2)) + ({u, s(w)) = (u, ¢i(2)))i(2)]

h

< Z (I (s i(w)) [[lhi(w) = di(2)] + | (w, Pi(w) = i(2)) [[|l4h:(2)]])
< Z (el i ()[4 (w) = i(2)[| + [lull[[¢a(w) = a(z)[[[[¢:(2)])

= ull ZH% ([ ([[¢i(w)] + [l (2)1) |-

Concluimos que a continuidade da fungao z € VP (z) € B(H) é consequéncia da con-
tinuidade da fungao z € V +— 9;(2z) € H, para i € {1,...,h}. Isto prova a afirmagao.

Evidentemente, como consequéncia da afirmagao anterior, a fun¢do z — D(z) € B(H)
¢ continua. Um fato bem conhecido ¢ que o subconjunto de B(H) dos operadores inversi-
veis € um conjunto aberto do espago B(H). Segue-se que existe um aberto Vi,0eV,CV,
tal que a funcgio z € Vi +— (D(2) — A\)~' € B(H) ¢é continua. Por outro lado, tem-se

1 1 1
D(0) - M) < <= < —,
”( (0) ) H dist(A,0(D(0))) ~d ~d
o resultado pode ser encontrado em M. Reed e B. Simon [39 Capitulo VIH] Segue, pela
continuidade z € V; — (D(2) — )™ € B(H), que existe V, C V;, 0 € V4, tal que

|(D(z) =N 7Y < 5, Vz € Va.

d’7
Logo,

Jull = (D) = ) 7UD(=) ~ M| < (D) = D) — Al
< 2 ID(=) ~ Nl

para todo z € V, e para todo u € H. Dai, para e € (0,d") e £€ (A—e,A+e€), como
D(2) — € = (D(2) - A) + (A — £), temse

(D(z) = &ull = [[(D(z) = Null = [A =&l ]lull
> dflull —ellul
= (d' = ¢)lul,
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para todo z € Vs e para todo u € H. Isso mostra que { € p(D(z)), V€ € (A —e, A +e)e
Vz € V3, ouseja, (A — e, A +¢€) C p(D(2)), Vz € Va. Segue que (A —d', A +d') C p(D(z)),
Vz € Vs, pois, para z € Vs, (A —e, A +e) C p(D(z)) para qualquer e € (0,d").

Portanto, como
c(A2)\ {(2), ..., \(2)} Co(DE)\{M(2),...,  (2)}, Yz e Vi,
pelo item (a) da Afirmagao 1, encontra-se
(AN \{(2), .., mE@)INOA=d N +d)=0, Vz € V.
[

Observacao 1.6. Em particular, se X € um autovalor de A de multiplicidade 1 e também
€ um ponto isolado do espectro de A, ou seja, existe d > 0 tal que

g(A)N(A—d, X +d) ={\},
entao existem uma vizinhanga U de 0, uma fun¢ao holomorfa
zeU — Az) €R,
e d >0 tais que a multiplicidade do autovalor A(z) € 1, para todo z € U, e
o(A(z)) N(A=d A+ d) ={A(z)},

para todo z € U.
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Capitulo 2

Analise Assintotica Formal

Este capitulo esta dedicado ao estudo da equacao celular de Bloch no contexto de funcoes
estacionarias compostas com deformacoes estocéasticas. Na se¢ao 1, daremos um conceito
de equacao de Bloch no contexto de fungoes estacionarias compostas com deformacoes
estocésticas. Estuda-se a regularidade dos autovalores e autofungoes em relacao a frequén-
cia de Bloch e as consequéncias de tais regularidades. Na se¢ao 2, estuda-se os espagos
de Sobolev sobre grupos e as imersoes do tipo Sobolev. Daremos uma generalizagao do
Teorema de Rellich-Kondrachov para grupos Abelianos compactos. Também, sera exibido
um exemplo que envolve fun¢des quase-periddicas de espectro finito.

2.1 Ondas de Bloch

Consideremos os espagos vetoriais complexos,

Lo := {(z,w) = f(@7(z,w),w) ; f €L (R", L*(Q)) fungao estacionéria}

loc

He = {(z,w) = [(@7 N (z,w),w) 5 f € Hp (R", L*()) funcao estacionéria},

os quais sao espacos de Hilbert, munidos dos produtos internos

(F,G)p, ::// F(z,w)G(z,w) dz dP
QJo(Y,w)

(F, Gy, ::/ V.F(z,w) - V,G(z,w) dzd]P+// F(z,w)G(z,w) dzdP,
QJO(Y,w) QJO(Y,w)

respectivamente.

Definicao 2.1. Para cada 6 € R,

- (divz + 2i7r9> [A((I)*l(z, w),w) (VZ + 2i7r9> \I/] + V(0 z,w),w)¥ = AT em R"xQ,

U(z,w) =@ (2,w),w), ¥ funcio estaciondria,
(2.1)
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¢ chamada a equacgao celular espectral de Bloch associada & equacao (1), onde a
incdgnita € o par (A, ¥) € R x He, e L(8) dado por

L(O)[F] = —<divz n 2me> [A(@’l(z,w),w) (vz ¥ 2m9) F} +V (07 (2,w),w)F, F € Ha,

¢ chamado o operador associado a equagdo (2.1), com formula¢ao variacional

(L(O)[F],G) = /QL(Y . A7 (2,w),w) (VZ + 2i7r9>F(z,w) : (VZ + 2i7n9>G(z,w) dz dP
+/Q/(Y )V(cb1(z,w),w)F(z,w)MdzdP, F,G € Hs.

Dizemos que a equagao (2.1) possui solugio se o espectro pontual de L(0) é nao vazio, isto
é, se existem \(0) € R e W(0) € Ho \ {0} tais que L(0)[¥(0)] = A(0)¥(0). Neste caso, a
fungao (z,w) — €200 (0)(z,w) € chamada onda de Bloch e 0 a frequéncia de Bloch.

Observacgao 2.1. As sequintes observacoes sao importantes, descrevem a relagao entre
0s espacos L e Lg, e dos espacos H e He (0s espagos L e H foram definidos em (1.25)):

e 'ceLy & Fodel,
e cxistem c; > 0 e cy > 0 tais que
cf|[Fo®f, < ”FHL<I> < lFod|,,
para todo F € Ly,
o 'ceHs & FO@EH,@
e cxistem ¢ >0 e ¢y > 0 tais que
al[Fo®lly < |[Flly, <clF oy,
para todo F € Hg.
Sequem da definicao da deformagao estocdstica ® e suas propriedades.

Proposicao 2.1. Dado 0y € R", tal que A(6y) tem multiplicidade finita. Entao existem
uma vizinhanca U C R™ de 0y e as fungoes analiticas

deUU—TV(l)eHs e U — A#) € R—{0].
Além disso, 0 € U — (0) € H também € analitica.

A prova desta proposicao segue um raciocinio semelhante ao utilizado na demostragao
do Teorema 4.1.

Esta proposigao permitira deduzir, a partir da equagao celular (2.1), outras equa-
¢oes que chamaremos equacoes celulares auxiliares. Antes, para uma analise mais clara,
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consideremos o operador A(#), § € R", definido em H} (dual topolégico de Hge), com
D(A(8)) = He e dado por

A(0)[F] = —(div, + 2im0) [A(® 7' (2,w),w) (V. + 2i70) F| + V(@' (z,w),w) F — A(0) F,

para F' € Hg. Se derivamos a equagao celular (2.1), em relacao a variavel 0, na diregao

do vetor canénico e, k € {1,...,n}, e seguidamente na diregdo do vetor canonico ey,
ke {1,...,n}, é possivel encontrar as equagoes
vl
A(0) [88(9( )} = (div, + 2im0) [A(P ' (2, w), w) (2ime, ¥ (6))]
k
A
+ (2imey) [A(@fl(z,w),w) (div, + 2i7r9)\11(9)] + %(0)\1/(9), (2.2)
k

A9) BZ%ZH = (div, + 2ir0) {A(cb‘l(z, w),w) (2”6@ a;je(f )ﬂ

+ (div, + 2in0) {A(qfl(% w),w) (2”6’“ 839(5 ))]

+ (2imey,) {A(@l(z, w), w) (div, + 2im0) 8\11(9)]

6,
+ iren [ (61 (2.00) ) (div. + 20 9)8:9119(5)} (2.3)
+ (2imer) [A(D7} (2, w), w) (2ime U (0))]
+ (2imeg) [A(D(2,w), w) (2imer ¥ ()]

ON(6) 0V (0) n OX(0) OV (0) n ()

00, 06, 00, 00, 00, 00y,

De fato, para @ € U e k € {1,...,n}, derivando a formulagao variacional da equagao (2.1)
em relacao a variavel 6 na direcao do vetor canoénico ey, tem-se

U(0).

/ / A (z,w),w) (V. + 2i7r0)8§0(9) (V. + 2im0)G dz dP
w) k

_ ov(h) —
+ V(O z,w),w GdzdP — )0 // Gdzd]P’
fo Lo V1 G0 T .
= —// A (z,w),w) (W + 2im0) T (0) - (2ime,G) dz dP (2.4)
w)

— / / A (z,w),w) (2imex U (0)) - (V. + 2im0)G dz dP

Gd dP,
39k /L(YUJ :

para todo G € Hg, a qual corresponde a formulagao variacional da equacao (2.2). Uti-
lizando mais uma vez a Proposi¢ao 2.1, podemos derivar a equagao (2.4) em relagao a
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variavel 6 na diregdo do vetor canonico ey, £ € {1,...,n}, encontrando

/ / A (z,w),w) (V. + 2i7r0)82\p(9) (VW + 2im0)G dz dP

+// V(2 (2,w),w) O°W(0) & GdzdP — )0 // Gdzd]P’
Q J (Y w) © 00,00, BY w) 89¢ 89k

// A7 (2, w), )(2z7reg) -V, + 2im0)G dz dP
D(Y,w) aek

—// A(® (z,w),w)(%ﬂek)aqj(e) -V + 2im0)G dz dP
0 J oy w) 00,

—/ / A(@ N (z,w),w) (V. + 2i7r6’)a\11(9) - (2imey)G dz dP
0 J oy w) a0y,

- / / A(@7Y(z,w),w) (V. +2me)6§9(9) @imen)G dz dP
QJP(Y,w )
_/Q/w )A(CD1(z,w),w)(21'7rek)\11(9).Wdzdp

—//Y A((I)_l(Z,CU),W)(QiWGg)\IJ(Q)'(QiWQk)GdZd]P

P P
395 //Yw) 90, G+ G0 5, //m 96, Gz

0) G dz dP,
395 06, / [ww

para todo G € Hg, a qual é a formulacao variacional da equagao (2.3).

Dado § e R" e k, ¢ € {1,...,n}, denotamos

1 oV 1 0*0

Ap(z,w,0) = 5 80k(z w,0) e xre(z,w,0) = = 52?00, 00,

(z,w,0). (2.5)
Dai, as equagoes (2.2) e (2.3) podem ser reescritas,
A(0)[Ar(9)] = (div, + 2im0) [A(P (2, w),w) (ex ¥ (6))]

+ () [A(2 (2, w), w) (div, + 2i70) T ()] + a—ek(e)\p(e)

A(0) [sz(e)} -
(div, + 2im0) [A(® 7 (2, w),w) (ecAr(0))] + (leZ + 2im0) [A(D 7" (2, w), w) (exAe(6))]
+ (ex) [A(2 7 (2, w), w) (div, + 2im0) Ag(0)] + (e0) [A(P (2, w), w) (div, + 2im0)Ay(6)]
+ (ex) [A(P (2, w), w) (e, ¥ (0))] + (er) [A((ID Yz,w),w)(ex¥(0))]

1 0X(0) 1 OX(0) INC)
2% 00, 9, "+(0) 2% 00, g, 0) - 472 00, aekqj 0
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as quais serao chamadas de primeira e seqgunda equacgao celular auziliar, respectivamente.

A seguinte observagao sera tutil na hora de caracterizar a Matriz Homogeneizada, aquela
que seré determinada no Teorema de Homogeneizagao (Teorema 3.1).

Observagao 2.2. Dado 6 € U, multiplicando a sequnda equagao celular auziliar pela au-
tofungao V(0), encontramos

- / /m A(®7!(z,w), w) (eeAi(0)) - (V. + 2im0) ¥ (B) dz dP

/ A(Y Tz w),w) (exhe(0)) - (Ve + 2im0) W (0) dz dP
L A0 e 20 T
+/ / W)A (27 (2, w), w) (V. + 2im0) Ae(9) - (e () d= P
// » Hzw),w) (ex¥(9)) - (e ¥(0)) dz dP
// )A‘I’ (2,0),w) (e, (0)) - (ex U(0)) dz dP

1 OXO 1 OA# —
2Z7T 895 //Yw )d d]P)—l-% 89k // Yo \If dZd]P’

N
- P.
= 47% 96, 06, / / vy O dzd

Por outro lado, faremos a deducao de duas equagoes variacionais que também serao uti-
lizadas na demonstragdo do Teorema de Homogeneizagao (Teorema 3.1). Da formulagao
variacional da primeira equagao celular auxiliar, seguindo um procedimento semelhante
ao realizado na demonstragao do Coroléario 1.5, pode-se concluir que

(2.6)

/n A(Q 7 (z,w),w) (V. + 2im0) Ap(z,w, 0) - (V. + 2im0)&(z) dz

—i—/n V(2 (2,w), w) Ag(z,w,0) £(z) dz — A(0) /n Ap(z,w,0)&(2) dz
_ / A(@(2,0), ) (Y, + 2670) U (2,0, 0) - (er £(2)) d=

— /n A((I)‘l(z,w),w)(eklll(z,w, 0)) - (V. + 2im0)&(2) dz

1 O\ —
+%a—9k<9>/n U(z,w,0) () dz

para todo & € CX(R™), q.t.p. w € Q. Dai, considerando a fungao £(z) := p(ez), onde
r € R" — ¢(x) pertence ao espago C°(R"), temos (Vp)(ez) = V.¢(z), z € R", conse-
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quentemente,

/n Az, w),w) (VAk(z,w,0) + 2im0A(2,w,0)) - (e(V)(e2) + 2imbp(c2)) dz

+/nv(q> 1z, w)w) Az, 0, 0) (gz)dz—)\(ﬁ)/ Az, w,0) 7(27) d

n

=— /n A (z,w),w) (VT (2,w,0) + 2in00(z,w,0)) - (e p(2)) dz

— /n A (z,w),w) (exV(2,w,0)) - (e(Vp)(ez) + 2imbp(ez)) dz

1 O\

%a—ek(ﬁ) /R" U(z,w,0) p(ez) dz.

Logo, fazendo mundanca de variavel z = x /e, encontra-se

/n A<<I>’1 (z,w) ) <(V Ak)< W 9) + 2z7r9Ak< W 9)) - (eVp(z) + 2imbp(z)) dx

€

+/nv<q>—1<§ ) >Ak< w@)go()dm—)\(G)/ Ak< w@) o(@) dr
A A ) o)
[ A ) e[ 0) T

—i—%g—;;(@)/n\ll( w 9) o(x)dz,

para todo ¢ € C°(R"), q.t.p. w € Q. Denotando 20
Ape(z,w,0) = Ak< w (9) e VU (r,w,0):= W(g,wﬁ),
temos
VA (2,w,0) = (V. Ak)< W e) e eV, (z,w,0) = (V. \1:)( w e)
consequentemente, utilizando isso em (2.7) e multiplicando a equagao por €72, obtemos

/nA(QD‘l(g,w), )(V-{—Qlﬂ'e)/\ka(l’ w,0) - <V+2i7r§)gp(x)dx

1 (T —— A(6) S
3 | V(T () ) Ao ) ol do - / Ape(w,w,6) o(x) dr

=2 [ (o (2)w) (Vo2 et ) - e do
_é/nA<cI)_1<§,w>,w> (ex¥s(z,w,0)) - (v+2m§) () dz

1 1 oA —
oA an \Ija y Wy )
"2 2ix 06,V /R (@,,0) plw) dz
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para todo ¢ € C°(R"), q.t.p. w € Q. Portanto,

/ n A(cp—l (g w) , w) (v + 2m§) Ap(6) (v n zmg) o dz

5% . V(cb_l (g,w>,w> Ay (0) pdr — @ . Ape(0) P dx

+

__1 / A(qu <§ w) , w) (V n 2m§> U.(0) - (exp) da (2.8)

3

1 /(T .0
—E/RA(@ (;w),w)(ek\lﬂg(ﬁ))- (V —|—227rg)g0dx
1 1 oA _
+€—2%a—0k(9) /Rn V. (0)pdx,

para todo ¢ € C°(R"), q.t.p. w € Q.

Analogamente, para 6 € U, se consideramos a formulagao variacional da equacao celular
e seguimos um raciocinio semelhante ao utilizado acima, é possivel verificar que

/n A(cp—l <§ w) , w) (v + 2m§) U.(0) - (v + 2m§) o dz

s [ V(e (Ee)w) noga -2 [ wopa-o @)

£ R

para todo ¢ € C°(R"), q.t.p. w € Q.

2.1.1 Método WKB

O método utilizado aqui segue um procedimento formal de expansao assintotica, veja
Bensoussan, Lions & Papanicolaou [9] e Allaire [3]. Para cada ¢ > 0, assumimos que a
solugao u.(t,z,w) de (1) tem a seguinte expansao

 Se(tye) e
ue(t, r,w) = 2 nguk (t,a:, o1 <E,w>,w>, (2.10)
5
k=0

onde cada u(t, z,y,w), k € N, € uma funcao estacionaria complexa com respeito a (y,w),
e S:(t,r) uma expansdo de fungoes reais, isto ¢, para fungoes reais Sy e i,

Se(t,z) := So(t,x) +eSi(t, x), (2.11)

a qual chamaremos funcao de fase, e que serda determinada posteriormente.
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Calculando a derivada espacial da expansao (2.10)

st | VS (t, 1) _
Vua(ta$7w) - 62 - {QZW%ZSICU’“(LZE’@ 1("w)’w)|z:£v/a
k=0

_|_ng{ (Veug)(t, x, ™ ( )7w)|z:$/a
=0

+§Vz [uk(t, x, (I)il('v w)? w)} }z:x/€‘| }

2i7rs‘5(g’z> k ;z . Y Sa(t7x) -1
. § ( = 4 r— t,x,® (-
’ { " K cEnTa e e hw)e) e=u/e

+) (Vo) (t, ‘D_l("w)’w)}zx/e}’

k=0

consequentemente,

A(@‘l (g, w) , w) Vu(t, r,w) =

”{Z [A(fI)l(‘,w),W) (% i zm%)um, :, <I>1<~,w>,w>}

k=0

z=x/e
+Z gk [A((I)_l('a w)u (,d) (vacuk)(ta z, q)_l('a CU), CU)} }Zx/&‘}
k=0
Derivando mais uma vez em relacao a variavel x
div [A <CI>*1 (g, w) , w) Vu.(t,z, w)} =

9in V5 <{Z @ w0 (T2 Junltn, 7w, 0)
k=0

2 2
€ € € z=x /e

+Y et [A(eT(w), w) (Vo) (b, 27 (- w), w)] |zm/e}
k=0
e {Z " div, [A(q)_l(-, w),w) (% * Qi”vg_%) uelhs @ q)_l("w)’w)]
P z=x/e
1 <& ] _ V. VS,
+g;5’“d1vz {A(@ 1(~,w),w)( +2i 7T6—>Uk(t 7, @7, W)aw)l

+Z ek div, [A(®_1<-7 w)? w) (Vl’uk)(t: T, q)_l('? w)7 w)] ‘z:x/e

z=x/e

+ g Z Ek lez [A(q)_l(', W), W) (vxuk)(t? €, (I)_l('7 O.)), W)} |z:x/a}’
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reordenando, convenientemente,

div [A(tl) 1<§,w>,w>Vua(t,x,w)} =

Z (dlvz 20 VSE) {A((I)l(',w),w) (V +2i Wvg—s>uk(t x, ®1(, ),w)]
k=

g2 €

+Ze (dlsVZH VS)[A(qu(-,w),w)(vxuk)(t,x,<I>‘1<ww%wﬂ

Se (t z)

6—27,71'

z=x/e

k=0 z=ux/e
N _ V. .. VS _
+,€Z;€kdwx [A(q) 1(.,w),w) <?+2z7r€—2)uk(t,x,q> 1(.7w),w)] .
+ ) div [A(PT!( w), w) (Vo) (8, 2, 97 (- w), )] |, e
k=0

Dali,

e 25 diy [A((Ifl(g,w),w) Ve (t,,w)| =
isk 2{ <divz j Vfg)[A(qu(-, w), )(V +22w¥)uk(t:z o1(-, w),w)}

- { (divz
k=0

zx/a}
zx/a}

+
Mg
mk‘

Vfa) [A(Q7' (- w), w) (Vu) (¢, 2,27 (-, w), w)]

z=x/e

+divx{A(<I>‘1(-, w), )(V +22W¥)uk(t$<b ', w),w)}

-+ Z &Tk{ div, [A((I)il(', W)7 w) (quk>(t7 Z, (I)71<'7 w)’ CU)} ‘z:x/e}'
k=0
(2.12)
Agora, calculando a derivada temporal em (2.10), temos
Ou, gipSeta) | 24 OS; > i 1
ot (t x O.)) = € e2 [5—2 ot (t,vx)kz:;g uk(t7$aq) ("w)’w)‘zzx/g
—|—i k%(t 2,97 (1, w),w)
- at Pl ) ) vms/e
Dai,
. c(t,x < > aSg
~2in 2 22 : aaut (t, X, w) = ; 5k_2 (2177%@7 l’)) Uk(ta z, q)_l(Uw)’w)‘Z:z/g
+i5k%(t (I)_l( w),w) (213)
: 825 y Ly ) Z:x/s

o8



Colocando as expressoes (2.10), (2.11), (2.12) e (2.13) na equagao de Schrédinger (1),
encontra-se que o termo de ordem £~* satisfaz

(2irV So(t, z)) [A(@’l(z, w),w) (2irV So(t, ))uo (t, 2,2~ (2,w), w)] =0.

Logo, pela coersividade da matriz A, conclui-se V.Sy(t, z) = 0, consequentemente Sy nao
depende da variavel z. O termo de ordem £~2 satisfaz

— (divz + 2imV Sy (t, $)> [A(q)_l(z, w),w) <VZ + 2imV Sy (t, m))uo(t, z, 7 (2,w), w)}

+V (P (z,w),w) ug(t, z, d(z,w),w) = (27‘(‘% (t)) uo(t, z, ® (2, w),w).

(2.14)
Esta equacao, para (t,z) € (0,7) xR" fixado, pode ser escrita na forma

L(VSi(t,x)) [uo(t,x,qrw.,..),u)} (%%(w)uo(z,x,@1(-,..),.-> em R™x ).

Portanto, 270;Sy(t) ¢ um autovalor do operador L(VSl (, x)) Consequentemente, se a
equagao (2.1) possui solugao, isto é, existe A(f) um autovalor de L(f) (o qual assumimos
suficientemente regular em 6), a seguinte equagao de Hamilton-Jacobi deve ser satisfeita

zw%( t) = A(VSi(t,z)) =0 em (0,7)xR". (2.15)
Agora, considerando o termo de ordem £7! tem-se
—(divz + ZiWVSl(t,x)> [A <V + 2imV.S(t x))ul(t, r,® 1 (z,w),w)
+V(@ 7 (z,w), w) ug (t, 2, d o 850 >u1 (t,z, @ ' (2,w),w)
= (divz + 2i7rVSl(t,x))[ (@~ )Vmu (t,z, @ '(z,w),w)]

( ) [ ( (z,w),w) (VZ + 2irV S, (¢, x))uo(t, r,® (2, w), w)]

+(27r885 (t, )) olt,z, (2, w),w),
(2.16)
reescrevendo

A(VSi(t,z)) = (divz + 2irV .S, (¢, x)) [A(®7 (2, w), w) Voue(t, 2,87 (2,w), w)]
+(div) [A((I)_l(z,w),w) (VZ + 2irV S, (¢, x))uo(t, z, ® 7 (z,w), w)]
+ (27‘(‘%@, m))uo(t, z, 7 (z,w),w).

Portanto, pela equagao (2.2), deduzimos a equagao

oS "
271'_1 Z %k (VSi(t,z)) =0 em (0,T)xR" (2.17)
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Para resolver as equagoes (2.15) e (2.17), assumimos a existéncia da frequéncia de
Bloch 6* € R" satisfazendo

e \(6*) é simples,
e V)\(6%) = 0.
Dai, pelo primeiro item, existe v (¢, x) tal que
uo(t,x,(b_l(z,w),w) =o(t,z)V(z,w,0%),
e pelo segundo item 0,51 (¢, z) = 0, ou seja, S; nao depende da variavel ¢. Portanto,

So(t) = )\;f:) e Si(x)=0"-x,

ou seja,

Se(t,x) = %i) +e0" - x

2.2 Espacos de Sobolev sobre Grupos

A anélise assintotica de operadores diferenciais, cujos coeficientes sao funcgbes quase-
periddicas, nos leva & anéalise de operadores da mesma estrutura, agindo sobre funcoes
definidas em um grupo topologico compacto, chamado a compactificacao de Bohr do es-
paco R™. Grupos Abelianos localmente compactos sao as réplicas naturais abstratas dos
espagos euclidianos R™. Essas réplicas euclidianas herdam toda a estrutura topologica,
diferencial e da teoria da medida de seus homologos euclidianos. Com isso, podemos trans-
portar toda a analise harmonica euclidiana para grupos Abelianos localmente compactos
e, dessa maneira, tratar e estudar a estrutura dos objetos diferenciais colocados sobre eles.
No nosso caso, vamos focar nos espagos de Sobolev sobre grupos topolégicos localmente
compactos. Como estamos interessados na anélise espectral de operadores diferenciais
colocados sobre grupos, uma ferramenta essencial para tal analise sao as imersoes do tipo
Sobolev. A grande questao a ser tratada nessa secao é: que condicao devemos considerar
para que imersoes do tipo Sobolev ocorram? Espacgos de Sobolev sao bem entendidos
sobre (dominios) o espago euclidiano R", variedades Riemmanianas compactas e com-
pletas e sobre espagos métricos. No entanto, espagos de Sobolev sobre conjuntos sem
qualquer referéncia diferencial sao pouco conhecidos ainda. Nessa direcao, os primeiros
trabalhos foram no contexto dos nimeros p-ddicos em J. J. Rodriguez-Vega & W. A.
Zuniga-Galindo [41] e dos grupos de Heisenberg em H. Bahouri, C. Fermanian-Kammerer
& 1. Gallagher [7].

No sentido mais amplo, e que é tomado como referéncia aqui, é o trabalho de P.
Gorka e E. G. Reyes [27], onde sdo introduzidos os espagos de Sobolev sobre grupos
Abelianos localmente compactos arbitrarios. No trabalho de P. Gorka e E. G. Reyes [27|
¢ considerado a questao das imersoes compactas do tipo Sobolev. Para sermos mais
precisos, o objetivo dessa se¢do é o seguinte: Seja G um grupo Abeliano localmente
compacto, {t(z) : G = G},ern € um sistema dindmico e ¢ : R" x G — G uma deformagao
estocéstica. Serda mostrado que o espago de Sobolev He é equivalente a um espaco de
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Sobolev H,i(G) sobre (G. Portanto, o problema da imersao compacta de He em Lo, que é
essencial no problema de homogeneizagao (1), e transferido para um problema de imersao
compacta de H. i(G) em L?(G), que é o contexto natural a ser considerado. O teorema de
imersao compacta (Teorema 2.4) é uma generalizagdo do teorema de Rellich-Kondrachov.
A prova foi inspirada em G. B. Folland [25].

Iniciamos resumindo algumas defini¢oes e propriedades da teoria de grupos e grupos
topoldgicos, necessarias para o estudo do Grupos Abelianos Localmente Compactos. Para
provas e maiores detalhes, referimos a E. Hewitt, A. Ross [30] e G. B. Folland [24].

Um grupo é um conjunto nao vazio G munido da aplicagao * : G x G — G que satisfaz:
o (fxg)xh=[x(gxh),Vf g h e,

e decGtalquegxe=exg=c¢e, Vg €QG,
eVgecG,Ig'cGtalquegxg =g lxg=ce.

Se, adicionalmente, g x h = h *x g, Vg, h € G, dizemos que G é um grupo Abeliano. A fun-
¢ao complexa x : G — S! é chamada de carater de G se x(gx h) = x(g)x(h), Vg,h € G.
Aqui S' = {z € C; |z] = 1}, grupo Abeliano com o produto de ntimeros complexos. Note
que o conjunto de carateres de G é um grupo Abeliano (com o produto usual de fungoes)
com elemento neutro 1 e elemento inverso y~! = Y, para todo carater y de G. Daqui em
diante, usaremos a notagao gh := g * h.

Um grupo topoldgico ¢ um grupo G munido de uma topologia tal que as aplicagoes
(9,h) e GXGr—~ gheGege G g ! € G sao continuas. O grupo de carateres de um
grupo topologico G, denotado por X, é dado por todos os carateres que sao continuos,
isto é,

X:={x:G —S"; x carater continuo de G'}.

Seja G um grupo Abeliano localmente compacto (grupo ALC). Sem perda de genera-
lidade, podemos assumir que a topologia associada ¢ Hausdorff (ver Corolario 2.3 em G.
B. Folland [24, Pag. 33]). Além disso, é possivel munir X com uma topologia localmente
compacta, sendo assim um grupo ALC. Isto segue do fato que todo grupo ALC possui
uma medida de Haar (& esquerda), ver G. B. Folland |24, Pag. 37]. Nota-se que, no
contexto de grupos ALC, nao ha distingao entre a medida de Haar & esquerda e & direita.
Daqui em diante, a medida de Haar associada a G seré denotada por p.

Definigao 2.2. Seja G um grupo ALC. Para uw € LY(G, ), a fungio U : X — C, dada
pela relagao

@W%Z/UYM7XGK
G
€ chamada a transformada de Fourier de u.

Uma propriedade topolégica elementar permite munir X com a menor topologia que
torna todas as transformadas de Fourier continuas. De fato, X é um espago topologico
junto a topologia gerada pela familia {u : X — C; u € L'(G,u)}. O grupo de carateres
X munido com essa topologia, denotado por G, serd chamado grupo dual. O préximo
teorema estabelece que G" &, de fato, um grupo ALC (para uma prova, veja E. Hewitt e

A. Ross [30, Pag. 361]).
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Teorema 2.1. Se G é um grupo ALC, entao G" é um grupo ALC.

A medida de Haar associada ao grupo ALC G” sera denotada por v. Uma propriedade
importante para recordar é que, para um grupo Abeliano compacto (grupo AC), o respec-
tivo grupo dual ¢é discreto, ou seja, se G é um grupo AC, entao G é um grupo discreto
(isto é, v é a medida de contagem). Para uma prova, veja E. Hewitt, A. Ross [30, Pag.
362].

Agora, trataremos os espacos de Sobolev sobre grupos ALC, os quais foram estudados
em P. Gorka, T. Kostrzewa [28]. Antes, lembre-se que, dado um conjunto X, uma fungao
real ndo-negativa v é uma pseudo-métrica sobre X se v: X x X — [0,400) e

e para a,b € X, y(a,b) =0se a="b,
e y(a,b) =~(b,a), Va,b € X,
e y(a,b) <~v(a,c)+7(c,b), Va,b,c e X.

Defini¢ao 2.3 (Espacos de Sobolev). Seja G um grupo ALC e vy uma pseudo-métrica
mensurdvel sobre G". Denotando v(x) := v(x, 1), dizemos que u € L*(G, i) pertence ao
espago H1(G) se

| 000 fatoPar < .

Se u € Hvl(G), definimos sua norma por

o = ([ (1007 fatoPar)

Claramente, como uma consequéncia da identidade de Parseval, tem-se que H;(G) é
um espaco de Banach.

Exemplo 2.1. O grupo dual do R? (grupo ALC) é dado por (R))" ={e, ; y € R}, onde,
para y € R, 4

ey(z) = ¥ e R
O grupo ALCR? e a métrica v(ey, e,) := 27|ly — 2|, y, 2 € R? geram o espago de Sobolev
H(R?) que coincide com o espago de Sobolev da teoria cldssica H'(R?), pois (R*)" = R?.

Exemplo 2.2 (Toro Finito e Infinito). Sabe-se que, conjunto [0,1)¢ munido da operagio
bindria

(g,h) €10,1)*x[0,1)* +— g+h—[g+h]e€]0,1)
¢ um grupo Abeliano, e que a fungdo A :R* — [0,1)¢, dada por A(y) :=y — [y], € um
homomorfismo de grupos. Sabe-se também que [0,1)¢ é compacto com a topologia induzida
por A, isto ¢, [0,1)% ¢ um grupo Abeliano compacto com a topologia induzida por A,

{Uco,1)%; A7Y(U) € um aberto de R?}.

Este grupo AC é chamado o toro de dimensdo d denotado por T¢. O grupo dual de T¢
¢ caracterizado pelos inteiros, isto é, (T = {e,, ; m € Z}. A métrica usual na teoria
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Lo . d - d d
cldssica dos espagos de Sobolev € dada por y*(em,e,) =21y ) |m; —nyl, m € Z%, a
menos de uma certa equivaléncia.

Sequindo esta linha, o toro infinito T!, onde I é um conjunto indexador infinito, é um
grupo AC (pelo teorema de Tychonoff). Aqui a operagio bindria é definida coordenada
por coordenada, isto €,

(9)eer ® (he)eer == (ge + he — [ge + hel)eer, (ge)eer, (he)eer € T'.
O conjunto
7L .= {m € Z' ; suppm compacto}

caracteriza os elementos do grupo dual de T,
(TH" ={em; me Zl}.

Isto seque do Teorema 25.21 em E. Hewitt, K. A. Ross [30, Pdg. 364]. A métrica natural
para este grupo € dada por

Y(em, en) = 271'2 |my — ng|, m,n € ZL.
el

Com tudo isso temos definido H;(TI) o espago de Sobolev sobre o toro infinito T7.

No subsecao seguinte sera evidenciada a importancia do estudo dos grupos AC.

2.2.1 Sistemas Dinamicos e Grupos AC

Sejam G um grupo AC e ¢ : R® — G um homomorfismo.

Note que (G, u) é um espaco de probabilidade com a medida de Haar normalizada.
Claramente, a familia {t(z) : G — G},crn definida por t(x)g := p(z)g, z € R*, g € G, é
um sistema dinamico. De fato, como ¢ preserva a operacgao de grupo, a propriedade de
grupo é satisfeita e, como a medida de Haar p é invariante por translagoes, a propriedade
de invaridncia também ¢é satisfeita. Assim, encontra-se (ver (1.25)) o espago de Hilbert
H={we H. (R", L*(Q)) ; w fungao estacionaria}, com produto interno

(w,0hy 1= [ Ny(0.9) - o097+ [ w(0,9) 0097 de

Por outro lado, este sistema dinamico, isto é, o par (G, ), define uma métrica 7 sobre
G" tal que H e H,i(G) podem se identificar. De fato, para definir essa =, note que se
¢ € G, entdao a composigao £ o é um carater continuo de R", isto &, £ oy € (R™)",
consequentemente, temos encontrado a funcao £ € G" — x(§) € R™ tal que £ 0 ¢ = eye),
ou seja,

Eop(y) = OV vy e R™.

Dai, a aplicagao v : G xG" — [0, 4+00) definida por

(& x) = [2ima(E x| = 2m [x(§) — z(X)], & x € G, (2.18)
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¢ uma métrica sobre G”. Com tudo isto, os espacos H e H;(G) se identificam no seguinte
sentido: se w é uma funcao estacionaria, entao

weM < w(0,)e HI(G), (2.19)

[l = [w(0; )l g3

para w € H. Antes de mostrar a equivaléncia (2.19), notemos que dado £ € G, temos

§(t(rer)g) —&(v(0)g) _ [Eop(rer) — &0 p(0) g), Vr£0 ke {l,....n}

r r
dai, identificando &(y, g) = £(t(y)g), encontramos 0,,£(0, g) = 2im(ey - (£))£(0, g). Con-

sequentemente, (9, w(0,-))(§) = 2im(ey, - x(ﬁ))m(ﬁ), paratodow € Hek € {1,...,n}.
Isto segue da definicao de transformada de Fourier.

Agora mostramos a equivaléncia (2.19), a qual é feita inspirada na teoria classica da
transformada de Fourier. Para a primeira implicagao, seja w € H. Entao, por Parseval e
o que foi visto acima, tem-se

Ol [ N0 = [ o0+ [ (G

—

— [ @+ [ jima(u0 )@
e GA

— 2
B /G 14+ (w0, )] dv,
isto &, w(0,-) € HJ(G).
Para a implicagao contraria, considere a fungao estacionaria w tal que w(0,-) € Hvl(G)'

— \Y%
Segue da defini¢do e por Pontryagin que (2irz(&)w(0,-)(¢)) € L*(G). Agora, conside-
rando ¢ € C'(R", L?())) uma fungdo estacionaria, pela identidade de Parseval e a pola-
rizagao desta, temos

| 06090051 dn = = [ (0,00.9)(€) wl0)€) v
Logo

[ owc0.guiigian = — [ 2inr©30.)(6) w0, ) v
G GN

= | C(0.)() 2ima()w(0, ) (&) dv
— /g(o,g)v<0,g)du,
G

—_— \Y%
onde v := (2i7rx(£)w((), )(5)) . Dai, pelo Teorema 1.4, conclui-se que w € H.

Observacao 2.3 (Relagao entre os espagos He € Hvl(G)) Analogamente ao que foi feito
actma e usando a Observacao 2.1, podemos concluir que:

e Wete & Wod(0,:) e HI(G),
e Ho CC Ly & HCCL & H(G)CC L*G).
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2.2.2 Teorema de Rellich—Kondrachov

Foi visto na secao anterior que a analise espectral da equacao celular é feita no ambiente
H. Um caminho para fazer a analise espectral dessa equagao seria seguir o raciocinio
utilizado no caso periédico, isto é, via imersao compacta. No entanto, a generalidade dos
espacos de probabilidade envolvidos dificulta a busca de condicoes apropriadas para que
a imersao de H em L seja compacta.

Nesse sentido, o operador T : L*(G") — L*(G"), w — T(w), definido por

T))() == =2 e 126,

V14 7(x)?

serd de vital importancia para obter a generalizagao do Teorema de Rellich—-Kondrachov
para o contexto dos grupos AC, pois esta anélise ira recair na compacidade deste operador.
A introducgao desse operador foi uma sugestao do mateméatico G. B. Folland através de
uma comunicacao pessoal.

Observagao 2.4. Nota-se que T € um operador linear limitado e autoadjunto satisfazendo
|T|| < 1. Além disso, T € injetivo e satisfaz

/ (1+4(0%) [[T(w) () dv = / W) Pdv, Yw € G, (220
GAN an

Lema 2.1. Seja G um grupo ALC e v uma pseudo-métrica mensurdvel sobre G™. Entao,
u € Hvl(G) se, e somente se, u pertence a imagem do operador T, i.e.,

u € T(LA(G")).

Demonstragio. Seja u € H}(G). Vamos mostrar que u € T(L*(G")). Como u € H1(G),
encontra-se

| Gt acorar = [ VIt acfa:

G/\
Dai, definindo w := /(1 + 72)4, tem-se w € L*(G") e

~ w(x) A
u(x) = ==, x€G".
VI+700?
Portanto u € T(L*(G")).
Para a prova da implicagao contraria, consideraremos u € T'(L*(G")) e mostraremos
que u € H}(G). Como u € T(L*(G")), existe w € L*(G") tal que & = T(w). Logo, por
(2.20),

[ 0500 00y = [ futop

G/\
Dai, conclui-se que u € H(G). O

Teorema 2.2. O espago Hi(G) estd imerso compactamente em L?(G) se, e somente se,
o operador T é compacto.

65



Demonstragio. Considerando H!(G) cC L*(G), mostraremos que T : L*(G") — L*(G")
¢ compacto. Seja {wy, }men uma sequéncia limitada em L*(G"). Para m € N, tem-se
T(wy,) € L*(G"). Dai, por Pontryagin, u,, := T(w,)" € L*(G). Também, por (2.20),
encontra-se

/ |w,[*dr = / (L +9°) [T (wp)[Pdv = / (1 4+ ) [tm|?dv, ¥m € N.
G" GN an

Como {wy, fmen ¢ limitada em L*(G"), tem-se que {uy, }men ¢ limitada em H.(G). Logo,
pela hipotese, existe {m; }ieny € u € L*(G) tais que

U, — u em L*(G),
1— 00
o que implica que
Um, — U em L*(G"),

1—00
ie.,
T (wpm,) — u em L*(GM).
Portanto, T é um operador compacto.
Para a implicagao contraria, assumindo 7" compacto mostraremos que H. A}(G ) CC L*(G).
Seja {um }meny uma sequéncia limitada em Hvl(G). Pelo Lema 2.1, para cada m € N, existe
wy, € L*(G") tal que @, = T(w,,). Logo, pela equagao (2.20),

/ P = / (14 72) [T (wn) Py = / (14 )| T’y , ¥m € N.
GN GN an

Dai, como {t }men ¢ limitado em H(G), a sequéncia {wm }men ¢ limitada em L*(G").
Consequentemente, pela compacidade do operador T, existe {m;};eny € w € L?(G") tais
que

T(wp,) — w em L*(G"),

1—>00
ie.,
Uy, — w em L*(G"),
1— 00
0 que resulta
U, — w’ em L*(G).
1—00

Portanto, H}(G) esta imerso compactamente em L*(G). O

Agora comecaremos a analisar as propriedades dos grupo Abelianos compactos. Seja
G um grupo AC. Nota-se que a medida de Haar v é a medida de contagem, pois, como
{&} ¢ aberto, tem-se v({¢}) > 0, V€ € G", e como v ¢ invariante por translagoes, tem-se
v({¢}) = v({x}), V¢, x € G". Logo, ¢ claro que v é a medida contagem. A fungao delta de
Dirac, definida G e concentrada em £ € G”, é dada por d¢(x) :== 1, se x =&, e d¢(x) =0,
se x # &. Notemos que o conjunto {d ; £ € G"} é uma base ortonormal para L?(G"), ou
seja, ortonormal e denso em L?(G"). De fato, a ortonormalidade segue de

et = [ ociv= | }5edV=5s(x)V({x})={(1) © 2N
X
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Para a densidade, considerando w € {J; ; £ € G"}*, temos
0= (G )i = [ dawdv = [ wav = wiewlie), vE€
Gn 3

ou seja, w = 0. Isto implica que {J¢ ; £ € G"}*+ = {0}.

Proposicao 2.2. Seja G um grupo AC. Entao, para todo § € G", a fungio 0¢ € um
autovetor de T correspondente ao autovalor (1 +v(£)?)7V2, i.e., ¢ #0 e

O¢
1+ 7(6)?

Demonstragao. Claramente, pela definicdo do operador T, a relagao (2.22) é satisfeita.
Dai, como

T(5) = , VEe G (2.22)

/ |6¢|?dv = / dedv =v({£}) >0, V¢ e GY, (2.23)
GN Gh

a fungio J¢ é o autovetor correspondente ao autovalor (1 + ~(&)2)~1/2,
[

O teorema seguinte da as condicOes necessarias para ter imersao compacta. Antes,
lembremos que um grupo G (nao precisa ser um grupo topoldgico) é gerado por S (ou S
¢ gerador G) se S C G e

G = {gilg?...g;k; keN{g1,...,q} C S e {51,...,5k}C{+1,—1}}.

Se adicionalmente S é finito, diz-se que G ¢é finitamente gerado. Esta nao é a definigao
usual de conjunto gerador de um grupo (veja Dummit & Foote [19, Pag. 63]).

Teorema 2.3. Seja G um grupo AC tal que
1 2
H (G) cC L (G),

entao, G" é enumerdvel. Além disso, se v € limitado em um conjunto gerador de G (e
ainda € verdadeira a imersao compacta), entao G" € finitamente gerado.

Demonstracao. Pela imersao compacta e o Teorema 2.2, concluimos que o operador T' é
compacto. Sabe-se que {d¢ ; £ € G"} ¢ uma base ortonormal de L*(G"), dai, pela Pro-
posicao 2.2, conclui-se que este é o conjunto de todos os autovetores, consequentemente,
{0¢ ; € € G"} € enumeravel. Por outro lado, é claro que a fungao £ € G — & € L*(G")
¢ injetiva, dai, G" é enumeréavel.

Suponhamos Sy C G” um conjunto gerador de G tal que v é limitado em Sy, i.e.,
existe dy > 0 tal que

Y(€) < dy, VE € 5.

Como T é compacto e ||T|| < 1, pelo Teorema Espectral para Operadores Compactos
Limitados, o conjunto de autovalores

1
be; E€G 6 — >
{5 feee 1+7(¢)? C}
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é finito, para 0 < ¢ < 1, equivalentemente,

{55;56@ e () < 1—1}

¢ finito, 0 < ¢ < 1. Dali, por

{0¢; €€ S} C{oe; €€G” e (§) < do},
conclui-se que Sy é finito. Portanto, G ¢é finitamente gerado. O

Exemplo 2.3. Nas condicoes do FExemplo 2.2, o toro infinito Hi(TI) nao estd 1merso
compactamente em L*(T!). De fato, dado k € I, definimos 1, € Z' tal que é zero na
coordenada ¢ # k e um na coordenada k. Dai, note que o conjunto

SO = {elk; ]{IEI}

¢ gerador do grupo dual (TT)*. Além disso, y(e1,) =1, Vk € I. Portanto, como a mé-
trica v € limitada no conjunto gerador infinito Sy, pelo Teorema 2.3, nossa afirmac¢ao €
justificada. Observe que para o caso I ndo enumerdvel era suficiente notar que (T))" é
nao enumerdvel.

Observagao 2.5 (Fungoes quase-periodicas e compactificagao de Bohr). Dado um grupo
localmente compacto G, denotamos por Cy(G) o espago das fungoes definidas em G com
valores reais (ou complexos) que sao continuas e limitadas. Uma funcio f € Cp(G) €
dita quase-periddica se o conjunto das translagoes {g — f(gh); h e G} € relativamente
compacto em Cy(G), isto €, o fecho é compacto. O espago destas fungoes € denotado por
AP(G). Note que, para X denotando o grupo de carateres de G, a aplicagdao

059 €G = (£(9))y € (S (2.24)

¢ um homomorfismo continuo (injetivo) e o fecho do grupo pp(G) em (Sl)x € um grupo
compacto, este ultimo chamado a compactificacao de Bohr de G e denotado por Gg.
E claro que se F € C(Gp), entdo F o o € AP(G). A implica¢do contrdria é verdadeira,
ou seja, se f € AP(QG), entao eziste ' € C(Gp) tal que f = F o pp, veja A. Pankov [37].
Isto diz que toda fun¢ao em AP(G) pode-se identificar com uma tinica fung¢io em C(Gp).

Quando G™ € a compactifica¢io de Bohr de R™ e ¢, € dado por (2.24), o par (G™, ¢,)
define o sistema dinamico (continuo) {T(z)}zern, T(2)g = ©n(x)g, (z,9) € R"XG", onde
(G™, 1) € o espago de probabilidade com p a medida de Haar de G™ normalizada. Assim,
podemos observar que as realizagoes de funcoes definidas sobre G™ pertencem ao espago
AP(R™). Também, tem-se definido os espagos L = L*(G) e H = H}(G), onde y ¢ uma
métrica induzida pelo par (G", ), ver equagao (2.18). A importincia do estudo das
funcoes quase-periodicas € porque sao as generalizagoes imediatas das fungoes periodicas.
Agora, a pergunta que nds fazemos €, serd possivel, para funcoes quase-periddicas,
fazer uma andlise espectral da equacao celular, seguindo o mesmo raciocinio
do caso periodico? Isto €, via Teorema de Rellich-Kondrachov, H CC L. A resposta é
nao, a menos que condi¢oes mais restritivas sejam impostas. O proximo coroldrio justifica
essa afirmacao.
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Corolario 2.1. Seja G a compactificagao de Bohr de R™. Entdo nao existe uma pseudo-
métrica vy tal que

H(Gp) cC L*(Gp).
Demonstracao. Segue de G5 nao enumeravel. [
Corolario 2.2. Seja G um grupo AC tal que
1 2
H(G) cC L*(G),
entio L*(G) € separdvel.

Demonstragio. Claramente L*(G") é separével, pois {d¢ ; £ € G} é uma base ortonormal
enumerével de L?(G"). A prova do corolario segue da identidade de Parseval. O

Teorema 2.4. Seja G um grupo AC. Se, Vd > 0, o conjunto {{ € G ; v(§) < d} € finito,
entao
1 2
H_(G) cC L7(G).

Demonstragao. Como {§ € G" ; v(§) < d} é finito, Vd > 0, e
G = J{Ee G (&) <k},
keN

tem-se que G é enumeréavel, assim, pode-se considerar G" = {&; }sen. Novamente, como
{£ € G"; y(§) < d} é finito, Vd > 0, encontra-se que o conjunto

AN 1 c
{ﬁeG ’—1+7(€)2> } (2.25)

¢ finito para todo ¢ € (0,1). Dai, temos que {0, ; ¢ € N} é uma base ortonormal
enumeravel de autovetores com autovalores satisfazendo

1
‘ 0
L4 (&)? imee

(2.26)

este ultimo é consequéncia de (2.25). Portanto, T é compacto.

Aplicacao 1: Toro Infinito Enumeravel

No caso do toro infinito enumeravel TV, existe uma métrica tal que o espaco de Sobolev
encontra-se imerso compactamente em L?(TY). De fato, dado a := (ay)sen € RY tal que

lim ay = 400,
l—o0

definimos a métrica com peso sobre o grupo dual (TY)" por

Yo(€m, €n) = 2772 |ag||me — ng|, m,n € ZY. (2.27)
=1

Note que {m € ZY ; volem) < d}, Vd > 0, é finito. Dai, pelo Teorema 2.4, o espago de
Sobolev H. (T") encontra-se imerso compactamente no espago L*(T").
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Aplicacao 2: Funcgoes quasi-periddicas

Sejam Ay, A, ..., A\, € R" vetores quaisquer linearmente independentes com relacao a 7Z,
e a matriz

A1

A2

A= ]
Am
mXn
satisfazendo
{kez™; |[NTk| < d} (2.28)

finito para todo d > 0, onde AT denota a transposta de A. A familia {t(x) : T™ — T™},cgn
definida por

T(2)w == w + Az — |w + Az] (2.29)
¢ um sistéma dindmico ergodico. Note que a aplicacao ¢ : R" — T™, ¢(x) := Az — [Azx],
é um homomorfismo de grupos continuo e T(x)w = () * w (* operacao de grupo de T™).
O grupo dual esta caracterizado por Z™, isto é, o carater natural do toro T™ é

fk(y) _ 62i7rk~y’ y € Rm’ Le7m.
A métrica induzida pelo sistema dindmico acima é

0 5 AT
62z7r/\ k-x

ox

0 0 o
1(6) = | gralolon)| = || = = 2n|ATH], ke 2"

Portanto, pelo Teorema (2.4) e a condigao (2.28), conclui-se que
1/mm 2 mm
H_(T™) cC L*(T™).

Dai,
H CC L,
espagos associados ao sistema dindmico definido em (2.29). Também, se ® é uma defor-

macao estocéstica, tem-se
Ho CC L.

Portanto, a analise espectral da equagao de Bloch, no ambiente das fungoes quasi-periodicas
que satisfazem a condi¢do (2.28), e também para as quasi-periodicas compostas com a
deformagao estocastica @, segue desses resultados de imersao compacta.

Aplicacao 3: Uma meétrica v definida pelo Folland

Aqui sera estudado uma métrica particular, a qual é a generalizacao natural do toro T",
n € N, para o contexto dos grupos AC. Sera apresentada uma caracterizagao da imersao
compacta do espago de Sobolev associado a esta métrica.

Seja G um grupo AC. Se £ € G" e Sy C G" é um conjunto gerador de G”, existem
keN, x1,X2,---, Xt € So € ay, e, ...,q; € Z tais que

E=XT X2 xXRE (2.30)
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Queremos, inicialmente, definir a distancia de £ € G" & origem. Para isso, como a escrita
do £ € G” pode néo ser tnica, é conveniente considerar o conjunto

Ne:={loa|+... 4+ ax]; keN e £ = xMx52... x®} C N,

dai, pelo Principio da Boa Ordenagao, para cada £ € G”, o conjunto N¢ possui um (tnico)
elemento minimo que serd denotado por me. Definimos a métrica de Folland vp em G*
por

7F(57X) = Mey—1, vf?X € G/\'

Teorema 2.5. Seja G um grupo AC e~yp a métrica de Folland. Entdo, H) (G) cC L*(G)
se, e somente se, G" € finitamente gerado.

Demonstragdo. Primeiro, assumimos que H) (G) esta imersa compactamente em L*(G).
Sera mostrado que G é finitamente gerado. Pela definigao de vz é claro que vp(§) = 1,
para todo £ € Sy, i.e., yp limitado em Sy. Dai, pelo Teorema 2.3, deduz-se G” finitamente
gerado.

Para o sentido contrério, suponhamos G” finitamente gerado. Logo, devemos provar
que H! (G) estd imerso compactamente em L*(G). Se Sy = {x1,...,xx}, k€N, é o
conjunto que gera G”, pelo Teorema 2.4, é suficiente mostrar que {£ € G" ; vp(§) < d} é
finito, para todo d > 0.

Afirmacao: O conjunto {{ € G" ; yp(£) =1} é finito, para todo [ € N. De fato, por
(2.30) e a defini¢ao de g, note que cada £ € G" identifica-se com o conjunto

(B B) €2 s e =D e B+ + 1Bl = ()} € 2(2P),
sendo esta identificacao uma aplicacao injetiva. Note também que
#P{(Br, -, B) €L 5 1Bl + ..+ Bkl = 1}) < o0,
pois #{(B1,...,Bk) € ZF ; |B1| + ... +|Bk| = I} < co. Dai, conclui-se
#E€G" s p(§) =1} < oo,

o que mostra a afirmacao.

Pela afirmagao anterior, é simples concluir que o conjunto {& € G ; vp(§) < d} é finito,
para todo d > 0. Isto finaliza a prova do teorema. O
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Capitulo 3

Homogeneizacao da Equacao de
Schrodinger

Neste capitulo, estamos interessados em fazer uma anélise assintotica rigorosa (isto é,
e > 0 tende para zero) da equac@o de Schrodinger (1). Isto sera apresentado no Teorema
3.1 (Teorema de Homogeneizagao), o qual generaliza o Teorema 3.2 em Allaire & Piatnitski
[5], para o contexto onde os coeficientes da equagao sao fungoes estacionérias compostas
com a deformagao estocastica. Na prova do Teorema de Homogeneizagao foi necessario
adaptar técnicas de convergéncia duas escalas (ver Allaire [1]), homogeneizagao estocastica
(ver Blanc, Le Bris & Lions [10,11]) e teoria de regularidade eliptica (ver De Giorgi [26]
e Stampacchia [20]).

Lembremos algumas estimativas satisfeitas pela solugao da equagao de Schrodinger (1).

Lema 3.1 (Conservagao da Energia). A solu¢do u. de (1) satisfaz

(i) |u5(t,x,w)]2dx:/ |ug(m,w)|2dx, e
Rn

n

(ii) eV (t, z,w)|*dz < C(/ |€Vug(x,w)|2dx +/ |u2(x,w)|2d:v),
Rn

n n

para todot € [0,T), ¢.t.p. w € Q, onde C = 2ay" max{||A||_, |V, |Ull.} constante que
nao depende de € > 0.

Estamos interessados em estudar a equagao de Schrodinger (1) com dado inicial do
tipo

0* .z

ud(z,w) = e*™ = @(E,w,é’*)vo(m), (z,w) € R"xQ,
£

€

onde v’ € C®(R"), 0* € R e ¥(0*) é uma autofuncio da equacio celular (2.1). Esta
funcao sera chamada dado inicial bem preparado, e a importancia desta concentra-se em
permite se aproximar a u. (quando € ~ 0) pela informagao obtida de uma equagdo de
massa efetiva (equagdo com coeficientes que nao apresentam as mesmas oscilagoes da
equagao (1)). A busca de dados iniciais bem preparados foi amplamente estudada, entre
algumas das referéncias podemos citar Allaire & Piatnistski [5], Bensoussan, Lions &
Papanicolaou |9, Chapter 4| e Poupaud & Ringhofer [38].
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Importante lembrar que existe 1(0*) € H tal que

U(z,w,0%) = V() (2,w) = (0*) (P (z,w),w) = (P (2,w),w,0%).

Observagao 3.1. As sequéncias {ul(-,w)}eso € {eVUl(-,w)}eso sio sequéncias limitadas
em L2(R™) e [L*(R™)]", respectivamente, para q.t.p. w € Q. Segue do Teorema 1.35.

3.1 Teorema de Homogeneizacao

Nesta secao, como ja foi adiantado, uma das principais ferramentas utilizadas para a prova
do seguinte teorema ¢é a convergéncia duas escalas estocéstica, tratada na Sec¢ao 1.3. Por
tal motivo, o espago L?(Q) sera assumido separavel.

Teorema 3.1 (Teorema de Homogeneizacao). Seja 0* € R™ uma frequéncia de Bloch a
qual € um ponto critico de X\(0), i.e, Vo A\(6*) = 0, e A\(6*) um autovalor simples. Assumi-
mos que, para € > 0, o dado inicial u? tem a forma

ue(z,w) = 62”9*%\11<§,w, 6*)2}0(:1:) = eQi’rmT'mz/J(CI)A(g,w),w, 6*>vo(x), (x,w) € R"xQ,

onde v° € C°(R™). Entao, se u. € a unica solugio de (1), € > 0, a sequéncia

. (x(e )t+2

ve(t, z,w) = : )ug(t,x,w), (t,r) € R w e Q,

converge duas escalas estocdstica para v(t, z) (@~ (z,w),w,0%) e satisfaz

hII(l) //
E—> +1
R7

para q.t.p. w € Q, ondev € C([0,T], L*(R™)) € a inica solugao da equagdao de Schridinger
homogeneizada

2
drdt = 0,

Ve(t, z,w) — v(t, x) z/J(CIfl <§, w) LW, 9*)

z% —div(A*Vv) + Uv =0, em R}
v(0,2) =°(z), =z € R",

com a matriz homogeneizada A* = DIN(6*) e

e //@(Yw Tz, w),w) [0 (07 (z,w),w, 07) [
-, o

Demonstracao. A prova sera feita em 5 passos:

onde

Passo 1. Estimativas e Limite Duas Escalas. Definimos

. (x(e )t+2

ve(t, z,w) = : )ug(t,x,w), (t,7,w) € RE X Q. (3.1)
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Calculando a primeira derivada em relagao a variavel x

A(G )t

_( NCA )t+2 )

eVu(t, z,w) = eVu.(t, x,w)e_( ) 2im0* u.(t, x,w)e :

consequentemente,

N(0%)t . 9%
—<7, o 2 Ez)

eVue(t,z,w)e = (eV + 2im0" )v.(t, z,w) (3.2)

eV (t, z,w)|” (|eVue(t, z, w)| + 270" |Ju(t, z, w)|)?

<

3.3
< 20eVue(t, z, w)|* + 872|0% | u.(t, z, w)|>. (3:3)
Dai, pela igualdade |u.(t,z,w)| = |v.(t, x,w)| e a desigualdade (3.3), tem-se

./ |v€(t,x,w)\2d:€:/ |uc(t, 2, w)[*dz,

3 / eV (t, z,w)|*dz < 2/ eV (t, z,w)|?dz + 872|0*|° [ |uc(t, z,w)|*dz,

]Rn

para todo t € [0,7T), w € Q, € > 0. Portanto, pelo Lema 3.1, conclui-se

-/wame:/mmwmm

o /n eV (t, z,w)| dz < (/n leVul(x, w)l dx —|—/ ]u?(:c,w)]Qda:),

para todo t € [0,7T), onde C depende apenas de A, V,U e 0*. Agora, juntamente com a
Observacao 3.1, temos que {v(-,--,w)}.., e {eVve(-, -, W)}, sdo sequéncias limitadas
nas normas dos espagos L2(R:) e [L2(R%)]", respectivamente, para q.t.p. & € Q. Dai,
pelo Teorema de Compacidade (Teorema 1.8), para q.t.p. w € {2, existe uma subsequéncia
{¢'} e uma funcdo estacionaria vi € L* (R} H) tais que

Ver (L, 2, @) 2 v~(t x, ®” (z,w),w),

e'—=0
‘ 0 0
Ve ~ 2—s oax -1 >
o (6 B) 27 (w1 27 e w) ),
ou seja, para k € {1,...,n}, verifica-se
lim // v (t, 2, 0) gp(t,x, (ID—I(EI,CJ),@) drdt =
e’'—=0 Rr%+1 12 (3 4)
o // / / vx (t, x, @’1(z,w),w) o(t,z, P (z,w),w) dz dP dx dt
RN Q J (Y w)
e
) 81)5 ~ T\ ~
lim (t,z,w) gp(t, x, <I>*1<—,w),w> dzx dt =
e’—=0 R"+1 8xk g
(3.5)

ccp// // i(va’g(t,x,@*l(z,w),w)) o(t, 7,9 (z,w),w) dz dP dz dt,
RV Q J (Y w) Oz,
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para todo ¢ € CX((—o0, T)xR") ® S. Por outro lado, note também que a sequéncia

{02(, @)} s

(1, w) = w<®’1 <§,w),w,9*>v0(x), (x,w) € R"xQ, (3.6)
satisfaz
R8) =2 @) (27 (2 w)w, 6%, (3.7)

pois ¥ (0%) é estacionéria.

Passo 2. Fatoragao do Limite Duas Escalas. Neste passo sera provado que o limite duas
escalas estocastica v%(t,z, P '(z,w),w) (encontrado no passo anterior) sera paralelo a
autofuncao W(6*). Isto é resumido na afirmagao seguinte:

Afirmagao: Existe vz € LR tal que

vx (t,x, @_l(z,w),w) = v(t, ) ¢(®_1(z,w),w, 9*) = vs(t,z) V(z,w,0%),
para q.t.p. (z,w) € R"xQ, q.t.p. (t,7) € RE.

Para mostrar essa afirmacao colocamos a funcao teste

= o(t, 7) c(qu (§a> a;) (3.8)

>\(9 )t

Z.(t,x,0) = %€

na formulagao variacional da equagdo (1), onde ¢ € CX((—o0,T)xR") e ( € S, encon-

trando
: - 7.
2/ o, @) Z. Oxwdw—z// (txw)dmdt]
Rn+1 8t

+ //RT+ A(qu (ga) a}) Vu(t,z,3) - VZ.(t,z,3) dz dt]
+ _glz// N V(CID_l (g,@) ,@)ug(t,x,@)Z(t,x,@) dx dt
G

+//R’;+1 U(flf1 (g,@) ,&)us(t,x,é}) Z.(t,x, @) dx dt] = 0.

Note que
O (12.3) = M0 E 2 o (07 (£0) 2) 4O, (39)
) VZ.(t,z,w)=ce iGN 2in (eV + 227?9*)( (t,x) C(@’l <§, ED) , &)) (3.10)
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Segue, por (3.1), (3.2), (3.6), (3.8), (3.9) e (3.10), que

{w? /R WOz, 3) (0, 2) c(@—l(f,c&),@) dz

€

A6 //R ) et ) g(cp—l (g w) w) d dt + 0(52)]

//}R;+1 A<<I>_1 (g,fu),@) (eV + 2im0*)v.(t, z, @)
T

(9 + 2in6%) (plt. ) ¢ (21 (£.3). 2)) o]

£

_|_

+ ﬁ;+lV<©‘l(§»@)’@) wult 2,3 plt ) (1(2.5).8) drdt + 0| =0
Dat,
20 [t etac(o (2,2) 5) e+ o)
+ //R o V2l 2,3
D e e CAN ]
+ //R;H vt @) et ) V(07 (£,5),0) ¢ (0 (£,0),0) doat
Lo(2)| =o.

No segundo colchete, note que

A(e1(%.5).2) [w + 2im0°) (p(t,) g(@—l(g,@,@))]

- A(cp—l (gza)@) [€V<p(t,x) g(cp—l (gas)w)
ot (04 (2.8).2) w0 (a7 (2:2).9
r2into ) (07 (£.3).5) |
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equivalentemente,

A7 (£:).9) €9 +2im) (st (07 (£.3).9))

-5, {< <zw> M < 2)3)])
oo ) [ o G ymalo )3
5).0) {ine*g qu(g,w),@)

+ go(t,:v){A<(I>_1<

Note que as sequéncias

sl Ge) @)l Go) 2)) ),
-+ (e (9)9) [mer (o (o) a)ma (e (o) 2) e
< {a(o(28).3) prorc(a (22).3)| |

convergem duas escalas forte para

ml&

e 0 € R™ (vetor nulo),

o (z,w) = A@(z,w),w) [V (C(Q7(2,w),w))],

o (z,w) = AP (z,w),w) [2im0* (7 (2,w), w)],
respectivamente, pois

° (yw) = Aly,w)lex((y, w)l,

o (y,w) = A(y,w) [V (y,0) (V<) (v, w)] - e, £ € {1,...,n},

o (y,w) — A(y,w)[2im0*¢(y,w)] e, L€ {1,..., n},

sao fungoes estacionérias. Dali, para q.t.p. w € €2, a sequéncia

{A(e7(£.8).2) (v + 2im0") (o(t.0) ¢ (07 (£.3).@) ) }

converge duas escalas forte para

(z,w) = AP (z,w),w) [(V + 2i70") ({ (7' (2,w),w))].
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Portanto, para cada w € €, considerando as convergéncias (3.4) e (3.5), o Corolario 1.2,
e fazendo € — 0 na equacgao (3.11), encontra-se

—/\(9*)051// // v5(tz, @z, w),w) p(t, x) ((P~1(2,w),w) dz dP d dt
RSO J @ (Y w)
—I—C;// // (VZ+Qiﬁe*)(vg(t,x,@_l(z,w),w))-

RS Q Jo(Yw)

o(t,x) A(P~1(z,w), w)[(V + 2im0*) (((P~ (2, w),w))] dz dP dz dt

-I—c;// // v%(t,x,@‘l(z,w),w)
RSO Jo(vw)

o(t,x) V(P z,w),w) ((P7Hz,w),w)dzdPdxdt =0

para todo ¢ € C°((—o0,T)xR") e ( € S. Por conseguinte, para cada ¢ € S existe
N¢ € (0,7)xR™ tal que [Ne| =0 (|- | denota a medida de Lebesgue em (0,7) xR™) e

_/\<0*)/Q[b(Y,w)Ué(t’x,@_l(%W)’(U) C(PY2,w),w)dzdP

+/Q/¢(Y7W)A(<I>‘ (z,0), W) (V. + 2im0) (0% (£, 2, D7 (2, w), w))-

(V. + 2im60*) (((P (2, w),w)) dz dP

—I—/ / V((Ifl(z,w),w) (0 (t,x, (I>_1(z,w),w) C(P(2,w),w)dzdP = 0,
QJo(Y,w)

para todo (t,z) € (0,7)xR™\ N;. Segue da enumerabilidade do conjunto S que existe
N € (0,T)xR™ (sem depender de () tal que |N| =0 e a equagao acima ¢é satisfeita para
todo (t,r) € RET\ N e para todo ¢ € S, isto ¢,

L) [v5 (62, @71, ), )] = MO )5 (2, @71 (), 0), Y(t ) €REFAN.

Dai, pela simplicidade do autovalor \(6*), para cada (¢,x) € (0,T)xR™\ N, a fungdo
(z,w) = vi(t, 2,7 (2,w),w) (que pertence ao espago H) é paralela a autofungao W (6*),
i.e., existe v(t,x) € C tal que

05 (b2, 87 (2,0),0) = (1, 2) Wz, 0, 0%) = w(t, ) 6 (27 (2,0), ,6%), @t (2,0)
Portanto, como v% € L* (R} H), conclui-se que vz € L*(RH). Isto prova a afirmagao.

Passo 3. Processo de Homogeneizagao. O procedimento utilizado neste passo serd pos-
tular uma funcdo teste conveniente e, inserindo esta na formulagao variacional de (1),
mediante um processo limite, permitira obter a equagao de Schrédinger homogeneizada.

Iniciamos considerando A (6%), k € {1,...,n}, definida por (2.5),

1 oU 1
Ap(z,w,0%) = 0 (z,w,0%) = a—w

~ 9. 99 - 5. (I)_l * R™ % Q)
2im 0y 2in 9, (& (W) w ), (z,w) €R™XQ,
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e definindo a funcao

A(G )t

Z(t,x,w) =¢e" Aot 4ain e o(t, ) Vo(z,w,0%) + EZ ai(t,x) Ape(z,w,60%) |,
1 axk '

onde ¢ € C°((—o0,T)xR™),
\ys(x,@,e*):\lf(g,w,e*) e Npo(2,3,07) = Ak< & 9*)

Note que Z.(t,z,w) satisfaz Z.(t,z,&) € C*([0,T]; H'(R")), para cada w € Q fixado.
Logo, colocando Z. na formulagao variacional da equagao (1), encontramos

2/ (2, @) 720, 2, 3) x—z//RnH (t,2,0) aZ(txw)dxdt]

+ _//R;+1 A<<I>_1 (g,@),&i) Vu(t,z,0) - VZ.(t,z,0) dx dt]
+ _é // X V(CIfl <§,c~u>,@> ue(t, x,0) Zo(t, z,0) dr dt
& Magn

//Rn+1 z, @™ ) )ua(t T, @) Ze(t,z,0) d:vdt] -

Vamos denotar o primeiro colchete por C', o segundo colchete por Cs, e o terceiro colchete
por (s, tendo Cy + Cs + C5 = 0.

Analisando o primeiro colchete da equagao (3.12), como

(3.12)

aZ - )‘(9 )t+2 9 o -z )\(0*) ~ *
T —(t,r,w) = ¢ = o(t,z) Vo (z,w,0%)
"L Oy - Oyp -
* \II *
+EZ—axk (t, ) Ape(2,@, 0 )) 57 (t) Ve (2, 8,0
D
+ Z@t@xk t,x) Ao (z, @, 6%)
encontramos

= |i / o0z, 0) (wo,x) V(o309 +2 Y0 02 (0,0) Ak,g<x,w,e*>)dx
n — k

Ve(t, z,0) (gp(t,x) (x,w, 6%) Z t z) Mg e(z, @ 9*)) dx dt
n+1 o

Ry

— i//}R”“ Ve (t, x, ) (g—f(t, )V (z,w,0%) Z t ) Ay (w0, 0 ))
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Analisando o segundo colchete na equagao (3.12), calculando

SA(0F)t . 0%z

VZ.(t,x,w) = e & 797 = [ch(t,x) U (x,w,0%) + p(t,z) VU (z,0,0%)

+€;V(8xk(t x)) Apc(z,w,0%) +€Z@xk (t,2) VA (x,0,0%)

*

+2m%<s@(t ) Ve(x,,0%) +€Z(9 2 (b8 A (2,0, 07 )>]

)\9 t .z 9* ~
= ¢ A 20 [go(t,x) (V+2iﬂ?>\ll€(x,w,«9*)

"\ 0 0" ~ s ~
—i—sza—fk(t,m) (V +22W;)Ak76(x,u&9 )+ Vo(t,z) Ue(z,w,6%)

+e ZV(gxk(t x)) Appe (2, 3,0 )]

k=1

dai,

A((P_l(g,@),@)Vug(t,x,@) Nt x,0) =

A(@‘l(g,fu),&) [Vue(t,x,@)e Gl 9”)} - [@(t,x) (v—zme—)@x,w,e*)

3

*

- a@ . 0\ — ~ % — N 0 O*
+e), a_g;k(t, z) (V - QZW?)Ak,E(%Wﬂ )+ V(t, x) Ve(z,w,07)
k=1

+st( )Aks(xwﬁ)]

Reordenando convenientemente e considerando (3.2), encontramos

A(w(g,a),w) Vu(t,0,0) - VZ(t, 2,5) =

A(qu(g,a;),@) [(v + zmg) vg(t,x,a;)] - [m,x) (v . zmg)\p_g(x,a,e*)}

n

+gA( ( ) )Kvwm—)ue(t,x,w)} : LX; S—Z(t,x) (v_zmi—*)/\_kﬁ(as@ﬁﬂ]
+A(2! [(V+2m—)va(t,x,c~u)] VBt 2) T, 5,0%)|
cea(o < ) )[(wzm_)%(t,x,@} 9 (Ean)mwan)
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(qﬂ(f o [(ev+zme*) (t w)] )) m<x,@,9*)]
o, reordenando, tem-s
A(qu(g,@),a)wg V7. =
4(32(2.3).3)| (v + 20 2in oo,
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=S a(0 (£2).8) ot @) VIE 0] - [Tt 5.0)

_ iA(qu(g,@),w) :va(t,x,@)vai(t,x)] : [(gv . me*)m(x,a},e*)]

n kz: A(cp—l (g a)w) :(5V + 2im0" Y. (L, x,w)} - {v (g—i(t, x)) Nee (2, @, 9*)} ,

integrando obtemos o termo que aparece no segundo colchete, Cs,

//R%-H A<®71 (g’@)’w> Vue(t,z,w) - VZ(t,x,w)dxdt = Cy =

*

//R " A(dfl (gw)w) Kv + 2m%> (0. (t, =, )5 (t, :c))} :
Kv - 2i7r§)\11_€($,c~u, 0*)} da dt
sz://ﬂwl A(@*(f,@),w) [(v + 2m§> (va(t,x,@) S—Z(t,x)ﬂ -
Kv - 2iwg)m(x,@, 9*)} dz dt
_ Z//R%HA(M(;,&),@) {vs(t,x,@) g—i(t,:c) ek] -
Kv - zmg)qf_g(x,@, 9*)} dz dt
+ 2:://R+ A(d)‘l(g,&),&) [(v + 2”%) (va(t,x,fu) S—Z(t,x))} : (3.13)

[ek Y, (z,, 6’*)] dx dt

_ ;//R;HA<¢‘1<§,&>,@> [Ua(t,x,@)vg—i(t,m)} - [ekqf_e(x,@,e*)} de di
_ i//RT A<®*1<§,c~u>,c~u) [vs(t,x,@)vg—i(m)] :

{(gv — 2in0") Ay (2, B, 9*)} dz dt

" Z // A(27(2.8).8) (67 + 20mt)ou(t, 2,5

{v (S—Z(t, :c)) Ap (2,0, «9*)] dz dt.

O préximo passo serd reduzir esta expressao, utilizando convenientemente a equacgao ce-
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lular em 6* e a primeira equagao celular auxiliar (estudadas na Segao 2.1). Note que

para cada t € (0,T) tem-se v.(¢,-,@0)@(t,-) € H'(R"). Dai, na equagio (2.9), tomando
ve(t, -, 0)P(t,-), t € (0,T), como funcao teste, tem-se

*

/ n A(qu (ga)@) Kv + 2m%) (0. (t, =, 3) B(t, :z:))] : [(v . zmgﬁ_ﬁ(vﬂc, 5, e*)} dz

A7) / ((t,2,8) Bt ) Vel 5,0 da (3.14)

e2

_512 5 V(qu (ga)w) (v(t, 2, 0) B(t, 2)) Ve (2,3, 0%) da.

Na primeira equagao celular (2.8), pela hipotese VyA(6*) = 0, os termos de ordem um na
variavel 6 sao zerados, dai, de forma analoga, considerando convenientemente a funcao

5%
a—(p(t, ),t€(0,T)eke{l,...,n}, encontra-se
Lk

5/n A<<I>‘1 (gw) ) Kv + zmg) <v€(t,x,c~u) S—Z(t, ac))] . Kv - 2@%) Ars(e,, 9*)} dz
- AnA(@—l(g,w),a) {Ug(t,x,a;) S—Z(t,x) ek} : Kv - 2m§>w_(;@ o, 0" )}d;@
+[RnA<<I> <§ ) )Kv+2m—) (vg(t,x,@)g—Z(t,x))} : [ekql_a(x,@,ﬁ*)] dz

AY) (Us (t,2, ) )) Moo, 3,07) da
/ ( ( ) ) (vg(t,x,&) %(t,m)) Aoc(2,3,07) dz. (3.15)

Dai, por (3.13), (3.14) e (3.15),

//R;HA(@‘l(g,@>,@>VU€(t,x,@)- Z-(t, 2, 0) dedt = Cy =

ve(t, x,w) p(t,x) Ve(z,w,0%) drdt

teste v.(t, -, w)

n+1
RT

_612 //R+ v(qu (§a>a) vt 2,3) P, 2) Yoz, 0, 67) d dt

// (t,x,W) SD(t z) Mg o(z,0,0%) dx dt

Rn+l

—EZ// % (@’1 (E 63) c~u) Ve (t, , ) —&0 (t,2) Apc(z,@0,0%) da dt
€ =1 MR e/ T Oy ’

_ ;//RT+ A(cp—l(g,a),a) [vg(t,x,&) Vg—é(t,x)} : [ek\ll_a(x,a), e*)] dz dt
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- Zi: //R " A(@‘l(g,&>,@> {va(t,x,&) vg—Z(t,x)] : {(gv . zme*)m(x,a,e*)} dz dt

+ i//RT+ A(@‘l(g,&?),@) [(w n zme*)vs(t,x,w)} : [v (g—;(t,a:)) m(x,a,e*)] dz dt.

Portanto, reordenando as quatro primeiras integrais do lado direito, encontra-se

CQI
€

L)

<¢(t, 2) U (2,0,0%) + e g—*%, ) A (z, @, 9*)) dx dt
Ty
k=1

3 //R;H ve(t, x,@) (@(t,x) U, (x,w,0 )+5; . (t, @) Apo(z, 2,0 )> do di

_kz://]lwfl(@—l(g,&),w) :vg(t,x,@)vg—Z(t,m)} . [%\E(m,@,@*)] du di
- ; //R;HA(M (52).5) :“s@a 7,%) VS—Z@, x)} (€9 — 2in0") Kz (2,,0%)|
+i //RHIA<(I)_1 <§a@>70~u> :(ev + 2im0™ ). (t, x,f’u)}

{V (8—¢(t, 35)) Ap (2,0, 9*)} dx dt] .

8l‘k

Agora, analisando o terceiro colchete na equagao (3.12), temos

1 (T O\ ~ ~

?//Rr;rl V(@ (;,w),w) ve(t, x, @)

ot, ) V(2,3 9*)+s§n:a—‘p(t ) Mg (2,@,0%) | da dt
) e\Ly W, ai[}k ) ke\Ly W,
k=1
+// U(@*l(f,@),a)vg(t,x,a)
R;+l g

<g0(t, )V (r,w,0%) +¢ Z aa—@(t, z) Ape(z,0,0%) |dadt|.
=1 9Tk

Cs =
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Voltando na equagao (3.12), como Cy + Cy + C5 = 0, tem-se

[Z/ v?(%@)( (0,2) U (x,w,0%) +5Z 0$Aka$w9*)>dx
£2 //R;H ve(t, x, @) (So(t,a:) U, (z,,0 )+€; - (t, ) Apo(z,3,0 ))dx dt
: [ Oy ~ L .
—1 //R¥+1 Us(t7=f,w> (E(tax) ‘115(]3,(,0,9 )+5; ataxk@,.f)/\k’s(]?,w,@ ))]

~ ~ . "L Oy o

RN/ . v (t, x, @) <90(t,9c) U (z,w,0 )+€;8_xk(t’z) Apo(z,3,0 )) do dt

1 1T ~\ ~ ~
& Vo (E8)8) e

) V(0 5.0) 4230 2 1) Nl . 0°) ) e
? € 9 9 — axk 9 € 5 5

- ! E w - w0 % . Nl ~ %

Z//}Rn+l <I> 5’“)’“) _Us(t,x,w) v@xk (t,x)} [ek U, (z,0,0 )] dx dt
_ 1 f el 8_ e ~

Z//RrH—l (I) E,W),w) _ (t, x, w)Vaxk (t, x)} [(5V 20" )Ny (2, 0,0 )} dx dt

+Z //R <I> 1 gw)&) :(5V—|—2i7n9*)v€(t,x,&)]-[V(S—Z(t,x)) A_k,g(x,&,@*)} dxdt]

n 612//RwV(@‘%%,&),&)va(t,%@)

™~ O* - 3g0 ™~ O*
(gp(t,x) U (x,w,0 )—1—83:1 9 (t,x) Apo(x, 0,0 )) dx dt
(TN~ -
—i—//R;HU(q) <€,w),w> Ve (t, ,0)

(g@(t,m)\ll (x,w, 0%) +EZ(9$ (t,2) Ape(z, w0 9*)>dxdt} = 0.
k
k=1
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Cortando os termos correspondentes, segue

. - - . -
0 * *
[Z /n ’US(JY,OJ) (QO(O,ZL‘) \Ija(xawae ) 51;21: Oy (0733) Ak,E(x7w79 )) dzx

: . [ Op - 0% -
- € t7 ) a7 ta \DE ) 79* + t? A A 79* d
z// ve( xw)( t( z) V. (z,w,0%) 5;&8%( )\ (2,0 )) x]

o5

+ _zi: //R ;HA(@l(g’&)’@) {Us(t,x,@)vg—f;@,x)]-[ek@x,a,e*)] da dt
_ i //R " A(qu (g a)a) {vg(t, ,) V%(t, x)} : [(gv — %m0 ) Ay (2, @, 9*)} dz dt
+ Ei: //R;H A<<I>‘1 (g @) , w) [(sv + 20" ot w)] -

[V (S—Z(t, ac)) Ap (7,0, 9*)] dx dt]

(@(ta ill') ‘PE(SL',(:), 9*) + e Z %(t, l') A]@E(SE’,(I), 0*)> dx dt] =0,
k=1 K

equivalentemente,

0 -
z/ V(2,0) p(0,2) U (2,0,0%) dx — i // Ve(t, z,0) 8_(5“7 ) V. (x,w,0%) + O(e)
n Rg—&-l

-3 L[ e n)] (01 (2.2).8) o vetem0

k=1

n N 82— - - ' _
_le //M+1 [Us(t,x,w) ) I gxk (t,x)} .A<@—1<§,w>,w> [(eV + 2Z7T0*)Ak,g(x,w,0*)] doe di

2

- o - P
+ Z //R%+1 {(ev + 2im0* )v.(t, x,w) D00

k,f=1

+

(t, x)} . A(Cb—l <§, CE),CJ) [eg A e(z,w, 0*)] dx dt]

n =0. (3.16)

//R"“ ve(t, z,0) P(t, x) U(@-l (3@)@;) U.(z,,0%) dz dt + O(e)
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Note que as sequéncias, € > 0,

o U.(2,3,07) = @z)(@—l(g,a),a,e*),
1(59)8) e vetwnm o] = a2 (2.2).8) [env (@ (2.3) 300) |
( : > )[5V+22770 )Aks(:va*)]:
5 (2.2).9) o (o (2.).

)z
(o7 (2:0)3) [ (07 () )
o A0 (2,9).) r el 500 =4 (07 (£,8).3) er 5= (07 (£.3).5007) .

(T ~\ ~ ~ ey (T ~\ ~ 1T\ ~ s
° U<(I> (;w),w) U (z,0,0%) = U<<I> <€,w>,w>¢<<b (E,w>,w,9 ),
convergem duas escalas estocéstica forte para as fungoes, k, ¢ € {1,...,n},
o (z,w)— w(q)_l(z,w),wﬂ*) =U(z,w,0"),
o (z,w) = AP (2,w),w) [ex (P (2, w),w, 0°)] = A(P ' (2,w),w)[er ¥(z,w,6")],

o (z,w) — ZA {[ch] Lo (z,w),w) (”%aﬁe,ﬁ)(@ Y(z,w),w e*)}
A e, ){mw@*;ﬂg—i(@ (2.0)0)|
A (0),0) (W, + 2070 )., 07)]

o () > A 0s) e o (07 )0
= A (z,w),w) [er A(z,w,0%)],

o (z,w) U(@’ (z,w),w)w(q)’l(z,w),wﬁ*) = U(@’l(z,w),w)\lf(z,w,e*),

o A(®
(o

n

o A

A (G

2
o (¢ (22)20))

respectivamente, pois as fungdes (envolvidas em cada um desses limites)
g (y7 w) H ¢(y7 w? 8*>7
d (yaw) HA(y7w)[ek‘w(y>w79*)] * €y, le {17-"7n}7

[ 1 o
o (1) o> ) (901000 (e 5= ) 0r8)]
1 o

o (1) o> Aly) 20" 2 )] -y € (L

[ 1 0 .
b (yaw) HA(yaw) eﬁ%a_;i(yaw)} “ €5, ] € {1,...,%},

o (y,w) > Uly,w) ¥(y,w),

88



sdo estacionarias. Portanto, novamente pelas convergéncias (3.4), (3.5) e (3.7), o Corolario
1.2, e fazendo ¢/ — 0 na equagao (3.16), encontramos

{C;l/ / / vO(m) \IJ(Z,UJ,Q*) 90(07$) \D(Z,w,e*) dz dP dax
nJo Joy.w)
;1 i NGE :
icy v (t, ) U(z,w, 0°) ==(t, ) U(z,w, 6*) dz dP dz dt
Ry Jo(Y.w) ot
. *p
{ Ef=1 //IR”+1// |: <z7w79 )6[ m(t’x>‘|.

AP (2,w),w) [ex ¥(z,w, 0*)] dz dP du dt

H ! //Rnﬂ/ / e(¥w) [ Vo6 e 8338@28@% (t,x)]-

AP (2,w),w) [(V. + 2i7r9*)Ak(z w, 0*)] dz dP du dt

AP (2,w),w) [ee A(z,w, 0%)] dz dP du dt}

+ Cgl// / / U(Cb_l(Z,W),W) U@(t,x) \I/(Z,W’H*) 90<t,$) \I/(Z,W,H*) dz dP dx dt
RS0 Ja(Y,w)

=0,

equivalentemente,

{/R”{/L(yw zwe*)|dzdIP’] 0(2) 5(0, ) d
_i//ﬂ{{;ﬂ[/ﬂ L(Y’M) I\I/(z,wﬁ*)fdzdIP}v@(t,x) aa_f(t’x) dacdt}

{ MZI //Rnﬂ{/ /p(va(q) Hz,w),w) (e U(z,w,0%)) - (e U(z,w,0%) dzd[P’}

2_

0*p
81‘[ aZL‘k

—Mil //R;VQ A(Yﬁw)fl(@‘l(z,w),w) (ee U(z,w,0%) - (V. — 2im0") Ay (z,w,0%) dz dIP’]

2_

o°p
Ox, Oy,

vz (t, x) (t, ) dx dt

vz (t, )

(t,z)dzdt

89



+Z //R”“{/L(YwA(q) H(z,w), )[(Vz+2i7r9*)\11(z,w,«9*)]-(egA_k(Z,w,H*))dzd}P’]

k=1
2—

0"p
Uw<t, Jf) m(t, CL’) dz dt}

+{//R[/Q /@(y,w)U(@_l(z’w)’”)"”Z’w’9*>|2dzdP vs(t, 2) Bt ) dxdt} -

(3.17)
a qual corresponde a formulagao variacional da equagao de Schrodinger
z@(t z) — div[B*Vo(t,z)] + U*v(t,z) =0, (t,z) € Ry
825 ) ) I ) ) T ) (318)

v(0,z) =%(z) z € R,

onde B é uma matriz complexa definida por

By = e [/ / v (z,w),w) (e0 U(z,w,0%)) - (ex ¥(z,w, ")) dz dP

+/Q/ v A(Q7 (2, w),w) (e U(z,w,07)) - [(V. — 2in07)A(z,w,07)] dzdP  (3.19)

_/Q/I)(Y )A(Cb—l(z,w),w) [(Vz+2i7r9*)\11(z’w’9*)] . (ezA_k(Z,w,Q*)) dzdP|,

para k., € {1,...,n}, e

U* = 0;1 / / U(@‘l(z,w),w)W(z,w,9*)|2dz dP,
QJo(Y.w)

cw:// ]@(z,w,&*)fdzd]?z// (D~
QJo(Yw) QJo(Yw)

Temos achado que vy € L2(R%) ¢é solucdo da equacdo de Schrédinger (3.18). Notemos
também que (3.17) é a formulagdo variacional da equagao

com

l(g,w>,w)‘2dzd]?.

@'%(t, T) — div[(B*)tvv(t7 x)} L U(ta) = 0, () € R

3.20
v(0,2) =v%(z) » € R", (3:20)

consequentemente, vz € L*(R%™) é também solucdo desta equacio de Schrodinger. Dai,
somando as equagoes (3.18) e (3.20), encontramos que vz € L*(R%) é solucdo de

i@(t,x) — div[A*Vu(t,z)] + Uv(t,z) =0, (t,z) € RE,

ot (3.21)
v(0,z) =%(z) z € R,
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onde

ou seja,

A (z,w),w) (e, U(z,w,0%)) - (e, (2, w,0%)) dz dP

—~
o
*
SN—
=
~
I
[\
S| -
<
| — |
:)\
2
-<
S

(z,w,0%) - [(V. — 2im60*) Ay (2, w, 6%)] dz dP

+

O (2,w),w) (Vi + 2im0*) U (2, w, 0%)] - (e Ai(z,w, 0%)) dz dP

(3.22)

+

_|._
T~ — S —— 55— |
T T
<
BN = BN

=
&

P (z,w),w (z,w,0%)) - [(V. — 2im0")Ay(2, w, 6%)] dz dP

(Y7w)
(V. + 2im0")U(z,w, 0%)] - (ex Ao(z,w, 0%)) dz dP|,

(27 (=, w), w) (e
( )
(@74 (2, w),w) (e U(z,w,07)) - (e0 U(z,0,6%)) dz dP
( ) (ex
(27 (=, w), ) [(

para k, ¢ € {1,...,n}. A equagao (3.21) sera chamada de equacao de Schrédinger homo-
geneizada.

Passo 4. Caracterizagao da Matriz Homogeneizada e vy independente de w € (2.

A matriz homogeneizada é uma matriz real e coincide com a segunda derivada de 6 — \(0)
avaliada em 6*, A* = DZ\(6*). De fato, como VyA(6*) = 0, a equagao (2.6), ¢ dada por

1 9*X\(0 x
172 90,00, [// v (z,w,0%)| dz dP

//Yw Tz w),w) (e U(z,w,07)) - (e ¥(z,w,07) dz dP

// v (z,w),w) (ee ¥(z,w,0")) - [(Vi — 2im0") Ay (2, w,0")] dz dP
_//q>(y A®7(z,w),w) (V. + 20m0°) U (2, w,0%)] - (€0 Ay(z,w,0%)) dzdP  (3.23)
// Ya) (z,w),w) (ex ¥(z,w,0)) - (e, ¥(z,w,0)) dz dP

// B(Ye) (2,0),w) (ex W(2,w,0%)) - [(V = 2im0")Ae(z,w,07)] dz dP
_/ﬂ/w,w A7 (z,w),w) [(V + 2im07) U (z,w,07)] - (ex Ng(z,w,07)) dz dP.

Dai, pode-se concluir que
1
A* = — D2X\(6*
872 0 ( )7
ou seja, A* é uma matriz de componentes reais. Por outro lado, como A* é uma ma-

triz real, pelo Corolario 1.1, a equacao de Schrodinger homogeneizada (3.21) possui
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uma tnica solugdo, dai, conclui-se que a fun¢do vz € L2(R%:) ndo depende de & C €.
Denotando por v esta solugdo tnica da equagao (3.21), temos que a sequéncia (toda)
{v.(t,7,0)}es0 C L2(R2T) converge duas escalas estocastica para a fungio

(t,z, z,w) = v(t,2) U(z,w,0%) = v(t,z) (D7 (2,w),w,0%).

Passo 5. Aproximagdo em L2(R:H).

Agora mostraremos que

lim
e—0 Rn+1

q.t.p. w € .

Notemos que

//R;+1 ve(t, x,w) — v(t,x)@b(@_l(g,@),@,ﬁ*)‘zda:dt
:// . |ve(t,x,@)|2dxdt—// . va(t,x,fﬁ)v(t,m)¢<®—1<§,&>,@,0*> dz dt
R7 R7H
— //IR’;,“ vg(t,x,fu)v(t,x)¢<@_1 (g,@),@,@*) dx dt

+ //]R (e (Za).5.0) ara 32

Pela conservagao da energia da equagao de Schrodinger (1), a primeira integral do lado
direito satisfaz

2
dedt = 0,

vgtxw—v(tx)Qﬁ(q) ( )wQ)

v(t, z,0)Pde = us(t, z, o) |*dx
R

= / |ug(:17,c~u)}2d:1: = / ‘v?(x,@)fdx
Rn Rn
_ / vo(x)zp(@*l(g,a),a,e*) d

para todo t € [0,7], q.t.p. @ € Q. Observe que, pela regularidade eliptica (ver E. De Gi-
orgi |26] e G. Stampacchia [20]), a solugao da equagao de Bloch satisfaz 1 (6) € L>(R™, L*(12)).
Logo

2
lli%//RnH|vgtxw|da:dt—hm//RnH “1/} < )w@)

] e e
RS Q Ja(Y,w)
e, analogamente,

lii%//ﬂw ot z) 0 ( )we>’2d:@dt:
f et o

92

RTL

dz dt =

dz dPdz dt




Também

1 W -1 E ™ ~ % _
lli%//mﬂ va(t,%W)v(t,x)w(@ <€,w>,w,0 >d:L'dt
;1 // / / U(t,l‘) ¢(®_1(Z,W),w70*) U(t,[[’) ¢(®_1<Z,W)7w,0*) dZ d]P)dl' dt,
RS Q J oY w)

q.t.p. w € Q. Dai, fazendo ¢ — 0 na equacgao (3.24), encontramos
2
lim// ve(t, x, ) — v(t, x)w(qDl( )w@))dmdt
e—0 Rn+1
=c, // // (z,w),w,G*)!zdzdIP’dx dt
R"+1 w)

—c5 //w// v(t,2) (D7 (2,w), w, 07) v(t, 2) (D (2, w), w, 0%) dz dP da dt

—cgl//wl/g/ o(t,2) P(D 1 (2,w), w, 0*) v(t, 2) Y (P (2, w),w, 0%) dz dP dx dt

+cp // // u(t,x) <I> (,w),w,@*)2
Ry d(Y w)

g%//ﬂw ve(t, 2, 3) — vt 56)1/1(@ ( >W9>)2dxdt
:c;[// |09 (@) | da dt UL(Y (z,0),w,6%)[
e // o(t, o) e dt [/ / L@ G e o)
s //RW (t, ) dx dt V/Yw “zw),w,07)|
//R"'H ta:\da:dt]{//vw zw),w,07) [

q.t.p. w € Q. Portanto, pela conservacao da energia da equagao de Schrodinger homoge-
neizada (3.21), Corolario 1.1,

|v(t,x)|2dx:/ ‘vo(x)}zdx,
R™ R™

para todo t € [0, 7T, conclui-se

lim
e—0 Rn+1

q.t.p. we Q.

equivalentemente,

|

|

dz d]P’}

—i—c@

dz dP} ,

ve(t, x, W) (t,x)@b(@_l(g,&),@,@*)‘2d:vdt =0,
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3.2 Aplicacao: Funcoes Quasi-Periédicas

Sejam A, Aa, ..., A, ER" e A € R™*" AL = ()\1)\2 o )\m)nxm, tais que
® )\, A9, ..., A\, sao vetores linearmente independentes relativos a Z,
e para todo d > 0, {k € Z™ ; |A'k| < d} ¢é finito.

Considera-se o sistema dinamico {t(y) : T™ — T™ ; y € R"} definido por

T(y)g :== g+ Ay — g+ Ay,

Também, (Qo, Zo, Po) um espago de probabilidade e {T(O) (0): Qg — Qs L e Z”} um sis-
tema dindmico (discreto) ergodico. Entao, encontramos o espago de probabilidade €y x T™
e o sistema dinamico ergodico {T'(y) : Qo X T™ — Qo xT™ ; y € R™} definido por

T(y)(wo, 9) := (t(Lg + Ay|)wo, T(y)9g).

Usaremos a notagao Q := QyxT™ e w = (wo, g).

Por outro lado, consideramos B, : R™ — R™™ e Y : R" x T — R" uma deformacao
T-estocastica satisfazendo VY (v, g) = Bper(T(y)g). Definimos a deformacao T-estocéstica
d:R" x 2 - R" por

O(y,w) =T(y,9) + X (wo).

Agora definiremos os coeficientes da equacao de Schrodinger que sera estudado. Sejam
Aper - R™ — R™" € Uper, Viper : R — R fungdes [0, 1)™-periodicas limitadas. Tomando

e A(y,w) = Aper(t(v)9),
e U(y,w) = Uper(T(y)9),

o V(y,w) = Voer(T(y)9),

obtemos fungoes T-estacionarias. Dai, podem-se definir os coeficientes da equacao de
Schrédinger (1) como segue

o (z,w) = AP (z,w),w),
o (2,w) = U@ z,w),w),
o (2,w) = V(27(z,w),w).

Consequentemente, logo de algumas simplificagoes, a equagao celular espectral da equagao
de Schrédinger (1) é dado por

—(divgp + 2im0) [Aper (- ) (VF + 2070 e (- )]
+Voer () ¥per (+) = Aper(+) in T,

Yper () is T™-periodic function,
onde os operadores divgp e VO sdo definidos por:
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o (VUper)(y) 1= B (y) A" (Vtiper) (1),
o (divopF)(y) == div(AB.()F()(y).

Como o par (T™, ), com ¢(y) = Ay — | Ay|, garante que H CC L (ver Aplicagoes 2 na
Subse¢ao 2.2.2), a equagao celular acima possui solugoes.

Considera-se o dado inicial bem preparado
ud(r,w) = 62i”%¢per (T(@_l (g,w»w, 9*) vo(z), (z,w)eR" xQ,
onde vy € C(R™) e (6%, \(6%)) satisfaz:
e \(6*) é um autovalor simples,
e V\(6%) =0.
Dai, pelo Teorema 3.1 (teorema de homogeneizacao), a sequéncia

—i2O o
>

0* .z

< ue(t,z,0)

ve(t,z,0) = e

converge duas escalas estocastico para v(t, z) Ype (T(® (2, w))w, 0*). Os coeficientes efe-
tivos sao A* = DZA(0%) e

Ur= /m UPer(Q)’wPer(y7 9*)‘2det [Bper(y)] dy
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Capitulo 4

Perturbacao da Identidade

No capitulo anterior, vimos que o principal teorema dessa tese (Teorema 3.1) depende
fortemente do estudo espectral do operador L®(#), 6 € R™, definido em H* com dominio
D(L*(#)) = H e dado por

L2(0)[f] :== —(div, + 2im0) [A(@ (-, ), ) (V% + 2im) f (D7 (+, ), )]
+ V((I)—l(., ..)7 ..)f((:[)—l(.7 ..)7 ..)7 f € H,
onde A e V sao fungoes estacionarias essencialmente limitadas. Aqui,

(L*(0)f]9) =

/QL(Y )A((I)—l(z,aJ),aJ)(Vz + 2i7r9)f(q>—1<z7w)7w) (N, + 2im0)g(2 (2, w), w) dz dP

+/ / V(Qfl(z,w),w)f(@_l(z,w),w) g(P71(2,w),w)dzdP, f,g€ H.
QJa(Yw)

Mais precisamente, foi exigida a existéncia de um par (6%, A\(6*)) € R" xR tal que
e \(f*) é um autovalor simples de L*(6*),
o V)A(6%) = 0 (criticidade), e
o L%(Q) ¢ separavel.

Para ambientes estacionarios gerais nao é clara a existéncia do par (6*, A\(6*)) tendo as
propriedades acima. A principal dificuldade é a falta de imersao compacta H em L. O ob-
jetivo desse capitulo sera mostrar a existéncia de alguns modelos estocasticos interessantes
onde se garante a existéncia de um espectro critico para L®(6*).

Na segdo 1, serd estudada uma versao do operador L®(#), onde as fungoes estacionarias
A e V sao Y-periddicas, e a deformagao estocéastica é uma perturbagao estocastica da
identidade, modelo estocéstico introduzido em Blanc, Le Bris & Lions [11, Section 3]. A
estratégia para a analise espectral neste ambiente sera obter o espectro pontual estocéstico
a partir do espectro periddico com ajuda do Teorema 1.12 (Teorema de Perturbagao).

Na secao 2, sera estudada a influéncia da perturbacao estocastica da identidade sobre
os coeficientes homogeneizados. Estas serao expressadas como uma expansao e exibiremos
algoritmos para determinar os primeiros termos dessa expansao.
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4.1 Analise Espectral da Equacao Celular: Caso Peri6-
dico Perturbado

Nesta secao estudaremos uma versao da equacao celular espectral onde a deformacao
estocéstica é uma pertubacgao estocastica da identidade. Esta deformacao foi estudada
em X. Blanc, C. Le Bris e P.-L. Lions [11, Section 3| na homogeneizagao classica de
equagoes elipticas. Apresentamos, seguidamente, o que entenderemos por perturbagao
estocéastica da identidade.

No que se segue, B(0,r) denota a bola aberta em R de raio » > 0 centrada na origem,
isto ¢, B(0,r) ={neR; |n| <r}.

Definigao 4.1. Dado n € B(0,1) e Z uma deformagao estocdstica. Dizemos que uma
aplicagao ®, : R"x € — R" € uma perturbagao estocdstica da identidade se € uma defor-
macao estocdstica e satisfaz

@,(y,w) =y +nZ(y,w) +0(n?), (y,w) € R"xQ,

em CH(R™, L*(Q)) quando n — 0, isto €, para cada O CR™ aberto e limitado, existem
c>0ed >0 tais que

sup |2 (y, - ) =y =02y, )l 2 +sup IVyPy(y, ) = I =0V Z(y, )l o) < €m
ye0 yeo

para todo n € B(0, ).
Lema 4.1. Dado n € B(0,1). A perturbagio estocdstica da identidade ®,, satisfaz
V@7 =T = [V, Z] + O(°) e det[V®,] =1+ndiv,Z +O0(n),  (41)
em C(R™, L*(Q)) quando n — 0.
A partir deste momento, A, denotara uma matriz simétrica de componentes reais

e Ve uma fungao real, as duas sendo Y-periédicas e essencialmente limitadas, isto ¢,
Aper = (Ae), Ao € L(Y), j.k € {1,...,n}, e Voo € LE2(Y). Adicionalmente, assumi-

per per
remos que Ay, satisfaz a condicao de coercividade, isto é, existe ay > 0 tal que

> ApW)&ige = aolél’, V€ e R™

kt=1
Lembremos de algumas propriedades espectrais basicas referentes ao contexto perio-
dico.

Lema 4.2 (Versao Periodica). Dado 6 € R". O operador Lye:(0) definido em (H,,.(Y))*
por

Loer(0)[ -] := —(divy + 2im0) [Aper (v) (Y, + 2i70) (- )] + Vier (v) (- ) (4.2)

com dominio D(Lpe:(0)) = H...(Y) e formulagdo variacional

<%ammywzﬁamwmﬁ%wvww%+%wmw@

+£%awﬂwﬂﬂw

tem as sequintes propriedades:
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(1) para cada 6 € R™, existem 9 > 0 e by > 0 tais que L, := Lye(0) + 0l satisfaz

(Lao [£15. 1) = 0ol f s, vy VI € HperY)-
1) para cada 0 € R™, o espectro pontual do operador L,e.(0) € nao vazio e os autoespagos
p
tém dimensao finita.

Demonstragao. A prova do item (i) sera baseada na seguinte afirmagao.

Afirmacgao: Seja 6 € R". Entao

1672|6|? .
S [y > ming1 = 5,451 1 o

para todo f € H},(Y) e d > 0. Com efeito, se f € HL (Y) e d >0, tem-se

/ (N, 4 2im0) f|*dy +
Y

(N, + 2im0) f|* = (N, + 2im0) f - (N, + 2im0) f
NS+ 2in6f) - N f +V,f - (20 f) + 4a®16]°| /17
> N fIF = 40| 11V, f| + 42 16)% | f I

1672|6)%| f|?
> (1 = VT i g o
1672(60]%| f]?
= - T o g
Dai, a prova da afirmagao é concluida integrando em Y.

Definindo

1672|6]?
o 1= ao( 5| | + ||Vper|loo> e Ly, = Lyee(0) + 701,

para algum ¢ tal que 0 < § < 1. Notamos

(Lo [£]. F) = (Lpes(O) [ f]. F) + (00, ),

dai, pela coersividade da matriz Ape,,

L > V, + 2im0) f|d Vier *d *dy,
<%[f],f>>aofyw< + 2in0) y+/Y o ym/vm y

logo, da definicao de vq

. 2 167T2|0|2 2 2
L > a v, m0) f|°d d Vper Vper dy.
(Lo 11.5)  ao | [ 109+ 20m0) Py + 20 [ 11y |+ | (V) + Vol 11

Portanto, pela afirmacao, conclui-se
(Lo [f1, £) = min{ao(1 = 8), 4m*ao 0"} 1., vy VS € Hper(Y)-

A prova do item (i7) segue do item (i) e a imersao compacta do espago H,(Y) no

espago L2 (Y). O

per
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Claramente, o operador Lye(0), 6 € R™, se estende naturalmente para o espago H com
todas as propriedades do Lema 4.2 preservadas.

Teorema 4.1. Dados 0y € R" e ®, uma perturbagao estocdstica da identidade. O opera-
dor L*(0), n € B(0,1), 0 € R", satisfaz: se \g € um autovalor de multiplicidade ky € N
do operador Lye (o), isto €,

dlm{f € per(Y) ) Lper(eo)[f] = Aof} = ko,
entao existem U vizinhanga de (0,6y), ko aplicagoes reais analiticas
(n,0) e — Ne(n,0) €eR, ke{l,... ko},
e ko aplicacoes vetoriais analiticas
(1,0) €U — vu(n,0) € H\ {0}, ke {1,... ko),

tais que

(i) Ae(0,60) = Ao,

(i) L*(0)[vk(n, 0)] = Me(n,0) [Un(n.0)]. V(1. 0) €U,

(iii) dim{f € H; L*(0)[f] = Me(n,0)f} < ko, V(n,0) €U,
para k € {1,... ko}.

Demonstragao. Note que L*(0) € B(H,H*), para n € B(0,1), § € R™. A prova seguiré
em 3 passos:

Passo 1: Provaremos que o operador auxiliar L®7(#) é uma expansio de operadores em
B(H,H*). De fato, fazendo mudanca de variével, encontra-se

<Lq>,, (9) [ﬂ ) 9>H*,7—,{ = /Y/ Aper(y) ([qu)n]il(ya W)Vyf@a W) + Qiﬂef(% W))
([V, @] WVy9(y,w) + 2imbg(y, w)) det[V, @, (y, w)] dP dy
/ / () (,0) 903, 0) det (G, ()] AP dy.

A expressao obtida sugere olhar na expansao em 7 das fungoes [V, ®,]7! e det[V,®,], logo,
por (4.1), fazendo a expansdo em 1 numa vizinhanga de n = 0, encontra-se

<L‘I’"<9>[f],g>={ / / Aper(y) (%, + 2im0) f - (V, + 2iml) g dP dy + /Y /Q vper(y>f§dpd4
tal [ [ Al C921000%0) 5+ 2ilg e dy

+/Y/9Aper(y)(vy +2im0) f - (—[V,Z](y, w)V,g) dP dy

[ A%+ 20m0) - %+ 20y v Z(0) P dy]
Y JQ
+0(n?),
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em C quando n — 0, para cada w,v € ‘H. Agora, continuando com a expansao em ¢ numa
vizinhanga de 6 = 6y, onde consideraremos 6 = (601,0s,...,60,) e 0y = (6o1,602, - - -, Oon),
acha-se

(L*(0)[f],9) = K/Y/QAper(y)(Vy + 2imb) f - (N, + 2imy)g dP dy

/ / gdey)

#3200 ([ Apal)(%, 4 20n00) - Bimerg) 2 dy

k=1

i / / Aper () (2ime. f) -mdﬂ”dy)
+Z O — Bor) (02 — Ooc) ( / / per(y) (2imer f) - <2zweeg>dIP’dy>}

k=1

+nK || A o)~ 21000 ) - T F 2itisg P dy

+/Y/S;Aper(y)(vy + 2271'90)]" . (_[Vyz](y7w>vyg) d]de

+ / / Apor(9) (N, + 2i60) f - (%, + 2im)g div, Z(y,w) d]de)
Y JQ

5 (0 — o) ( [ [ A 192100 0%) - imerg) de ty

k=1

+/Y/9Aper(y)(2i7rekf) . (_[VZ/Z](ZJ,W)VZ,Q) dP dy
+ /Y /Q Ao (9)(, + 2im60) f - (Rimeng) div, Z(y, w) dP dy

[ Avaty) @imer ) - T8+ 2imt)g div Z(3.) P dy)
Y JQ

+Z (61— 600) (B0 — o) ( / / per(y) (2imerw) - (2ime,v) div, Z (y,w )dpdyﬂ

kt=1
+0(n?),
em C quando n — 0, para cada w,v € H.

Utilizando a notacao de multi-indice, para («, ) € NxN" e 5= (f4,...,,) temos
((n,0) —(0,60)) (e H (O — 90k

Também utilizaremos a notacao |(a, )| = o+ > ,_, Bk Dai, a expansao anterior pode
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ser escrita na forma

<Lq>n(0) [f] ) g> =
((n,6) — (0, 6,)) % (/Y /Q Aper(y) (N, + 2im00) f - (N, + 2im6y) g dP dy

+ /Y /Q Voer y) £ 5 AP dy)
1

#32(000) = 0.0 ([ [ A5+ 20nt0) - i) e dy

k=

[ [ Aplo) @imens) - 5,5 Zimtog dy)

+ i((nﬁ) — (0, 8o))©x e (/ / Aper(y) (2imer f) ~mcﬂ?dy>

k=1

#00)= 000 ([ [ Apul)-[9210:)%0) - T+ 2 Tg P dy

+/\(/§2Aper(y)(vy+2m90)f.(_[%Z](y’w)vyg) dP dy

+/ / Aper () (N, + 2imly) f - (N, + 2im6y) g div, Z(y,w) dP dy)
Z(( ,0) —(0,0) 1 (hew) (/ / per () (= [V Z](y, W)V, f) - (2imerg) dP dy
< / Aperly) 2imer ) - - Z9,0)%,0) dE dy

+ / / Aper(Y) (Y, + 2imby) f - (2imeyg) div, Z(y, w) dP dy
Y Ja

+/ / Aper(y)(2imer f) - (V, + 2imby) g div, Z(y,w) dP dy)

+ Z n,0) — (0, 6))derter) (// ver (1) (2imen f) - (2imesq) div, Z(y, )d]P’dy)

kt=1
+0(1%),
quando 7 — 0 em C, a qual é uma expansao nas variaveis (7,6) numa vizinhanga de
(0, 60).
Notamos que os coeficientes da expansao sao formulagoes variacionais, avaliadas nas
funcgoes f, g € H, de operadores que pertencem ao espago B(H, H*), onde o primeiro termo

¢ o correspondente & extensao do operador Lpe(f), definido em (4.2). Logo, podemos
reescrever a expansao na forma

3
L*(0) = Lyer(60) + > ((m,0) = (0,600)) ™ Loy + O, (4.3)
(B)|=1

em B(H,H*) quando n — 0, onde L, 5 € B(H,H"), |(a, B)| € {1,2,3}.
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Passo 2: Aqui modificaremos ligeiramente a expansao (4.3) para obter uma expansao
com o primeiro termo invertivel.

Tendo em conta a expansao (4.3) e o item (i27) do Lema 4.2, encontramos

3
L*(0) + 70! = (Lper(80) +30D) + Y ((0,0) = (0,60)) P Liap) + O(n°),  (4.4)
(@B)l=1

quando 7 — 0 em B(H,H*), uma expansao onde seu primeiro termo é invertivel. Agora,
convenientemente, consideramos esta expansao como uma expansao numa vizinhanca
complexa de (0,6p), dai, como o operador Ly (6o) + 0l ¢ invertivel, conclui-se que
existe 6 > 0 tal que L®1(0) + vo[ é invertivel, para todo (n,0) € Bc(0,8)x Ben(6y,9),
isto é porque o conjunto dos operadores invertiveis ¢ um conjunto aberto no espaco
dos operadores continuos. Denotaremos por S(n,#) o operador inverso de L*7(0) + o1,
(n,0) € Bc(0,0) X Ben (g, 9). Sabe-se também que a aplicagao que leva operadores inver-
tiveis no seu operador inverso (aplica¢do inversa) é um homeomorfismo, logo, tem-se que
a aplicacao
(n,0) € Bc(0,0) X Ben(6g, ) — S(n,0) € B(H*, H)

¢ continua. Além disso, veja-se que para (7], 5) = (7, 51, .o, 0,) € Be(0,0) X Ben (69, 6)

fixado, a aplicagao n € Bc(0,6) — S(n, 8) satisfaz

D200 - )| O RO LN 555, 1 0.9,

isto, pela continuidade de 1 — S(n,0) em 7, implica que n — S(n,0) é holomorfa (holo-
morfa na variavel ). Da mesma maneira, para j € {1,...,n}, pode-se provar que

Qj’_>S(ﬁ7§17'"agj—h@jvgj-i-la"-a5n>

¢ holomorfa (holomorfa na variavel 6;). Dai, pelo Lemma de Osgood, ver [29, Pag. 2|, o
qual afirma que uma fung¢ao que é continua e holomorfa em cada variavel por separado é
holomorfa, conclui-se que

(n,8) € Bc(0,0) X Ben(6p,9) — S(n,0) € B(H*, H) (4.5)

é uma aplicacao homolorfa.
Passo 3: Prova dos itens (i), (ii) e (ii7) (andlise espectral do operador S(n,6)).

No seguinte, vamos colocar a aplicagdo holomorfa (7, 8) — S(n,0) nas hipoteses do Te-
orema 1.12, o qual deixara concluido a analise espectral do operador L®7(6), para (n,6)
em uma vizinhanca de (0, 6p).

Um resultado que é conveniente considerar: o operador restricao

TeBH H)— T‘c € B(L, L)
¢é continuo e satisfaz

||THB(L,L) < ”THB(H*,H) , VI' € B(H", H). (4.6)
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Por (4.5) e (4.6), conclui-se que a aplicagao
(n,0) € Bc(0,0) x Ben(09,0) — S(n,8) € B(L, L)

é holomorfa. Sabemos que localmente as aplicagoes holomorfas podem-se escrever como
uma expansao em séries de poténcias, por essa razao existe uma vizinhanga U, (0,6,) €
U C CxC™, e uma familia {S, },enxne contida em B(L, L), tal que

S(.0) =S+ Y, (1.0)°S,, V(n.0) €U. (4.7)
oENX NP
|or|#0
Nota-se que Sy = (Lper(6o) + 701)_1|£, isto é consequéncia de (4.4) e (4.7). Note tam-

bém que /19 == (Ao +70) "
Lema 4.2) e

ge{ferl; So[f] =wof} & ge{ferL; Lper(eo)[ﬂ = XS}

¢ autovalor de Sy, pois Ag ¢ autovalor de Lye(6p) (item (i7) do

A finalizacao da prova segue do Teorema 1.12. Efetivamente, sabe-se que a multiplici-
dade do autovalor fiq € finita, assim, denotando essa multiplicidade por mg, pelo Teorema
1.12 existe uma vizinhanca U de (0, 6y) satisfazendo (0,60y) € U C U, e existem também
as fungoes holomorfas

(n,0) €U — po1(n,0), 121, 0), - .. pomy (0, 0) € (0,00), e
(n,0) €U — Yo1(n,0),%02(n,0), ..., Yom,(n,0) € L — {0},
tais que
® 1oe(0,60) = po,
o S(n,0)[¢oe(n, 0)] = poe(n, 0)tou(n,60), ¥(n,0) €U e

o dim{f € L; S(n,0)[f] = noe(n,0)f} <k, ¥(n,0) €U
para todo £ € {1,...,mp}. Logo,
1

(L*(0) 4+ 70l) [%e(% Q)} = 10(7.0) (L™ (0) + 70]){5(77, 0) [%z(?% 9)}}

1
g _— 6
toe (7, 9)%4("’ )

para todo (n,0) € Uele {1,...,mq}, assim,

1
L*(9 0)] = — 0
( )[1/}05(777 )i| <MOZ(7],9) 70) ¢0£(7]7 )7
para todo (n,6) € Uele {1,...,mg}. Portanto, como uma aplicagdo complexa é holo-

morfa se, e somente, é analitica, definindo

1 ~
)\0((77,9) = —6> — Yo, (77,6) EZ/{, g € {1,...,m0},

/1’(]@(7]7
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finalizamos a prova dos itens (i) e (ii).

Note que, da definigao do operador S(n,0), (n,0) € U, asua imagem esta contida no
espaco H, dai, os autovalores pertencem ao espaco H.

Para provar o item (iii) devemos observar que, para cada (1, 6) € u ,

ge{feH; SMmO)[f] =noun0)f} = ge{feH; L*O)[f] = Nu(n,0)f}.

Portanto,

dim{f € H; S(n,0)[f] = poe(n,0)f} = dim{f € H; L*(0)[f] = Xoe(n.0) [}

o qual finaliza a prova do item (ii).

4.2 Expansao numa vizinhanca de n =0

Nesta secao estamos interessados em analisar as caracteristicas da estrutura homogenei-
zada da equagao

i = div [Aper(cpgl(g,w))Vum} + L—12Vp8r<q>;1 (g,w»

+ Uper<(I);1 (g,w»] Upe =0, em RExQ, (4.8)

\ Upe(0, 2, w) = W(z,w) , (zr,w) € R"xQ,

onde ®, & a perturbagao estocastica da identidade, Defini¢ao 4.1, e uga ¢ um dado inicial
bem preparado. O caso n = 0, isto é, quando a perturbagao estocastica é a identidade, foi
estudado em G. Allaire e A. Piatnitski [5], o qual é o caso periddico. Em geral, quando a
perturbacao estocastica ®,, ¢ diferente da identidade (ambiente periodico estocasticamente
perturbado) precisa-se de uma anélise ndo trivial que vai além do caso periddico, e os
parametros da equacao homogeneizada para cada 7 serao perturbagoes do caso periddico.

Para cada 7, h4 uma equagao celular espectral associada a equacao (4.8), e Teorema
4.1 garante a existéncia de solugoes para esta equacgao celular, isto é, existe uma aplicagao
autovalor holomorfa dependendo de 7 e 6 (frequéncia de Bloch). Uma das ferramentas que
utilizaremos para analisar a estrutura homogeneizada da equagao (4.8) sera o Teorema 3.1,
mas lembre-se que esse teorema ¢é valido se sao satisfeitas duas hipdteses, uma condi¢ao
de simplicidade e outra de criticidade. Ambas hipoteses podem ser obtidas a partir do
caso periddico, mais precisamente, assumiremos a existéncia de um 6* € R” tal que

dim{w € H o (Y) 5 Lper(0°)[w] = Nper(6) w} =1, (4.9)

p

Vo Aper (6%) = 0. (4.10)
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A condigao (4.9) juntamente com o Teorema 4.1 garantem a existéncia da vizinhanga
U de (0,0) e as aplicages analiticas

(n,0) elUd — A(n,0) €R, (4.11)

e
(n,0) el — P(n,0) € H\ {0}, (4.12)

tais que A(0,0%) = A\per (67),

L¥(0) [¢:(n,0)] = A(n,0)(n,0) (4.13)

e
dim{f € H; L*(0)[f] =A(n,0)f} =1, (4.14)
para todo (n,0) € Y. Além disso, como (1, 0) — ¢ (n,0) € H \ {0} ¢ analitica, tem-se que

(n,0)eU — 8—w(n,9) €H, ke{l,... ,n},
06y,

também é analitica. Usaremos a notagao

&(n, 0) = f—k(n,e), V(n,0)eU, ke {l,...,n} (4.15)

Lema 4.3. Seja Ay inversivel e 6* € R™ satisfazendo (4.9) e (4.10). Entdo existe uma
vizinhanga V de 0 (zero), 0 € V C R, e uma aplica¢ao analitica que toma valores em R",

0:neVw—0(n) eR",

tais que 6(0) = 0" e
VoA(n,0(n)) =0, Vn € V. (4.16)

Demonstragao. Seja F': R™™ — R™ a fungao definida por F(n, 8) = VpA(n,0). Como

F(0,6%) = %A(0,6%) = VpAper(67) = 0

DyF(0,0%) = DIN0,0%) = DiX\ e (0%) = A

per*

Dai, pelo Teorema da Fungao Implicita (ver J. A. Dieudonne [18, Pag. 272| e S. G. Krantz
e G. R. Parks [34]), existe 6 : n — 6(n) € R™ tal que

F(n,0(n)) = 0.
0

Como as aplicagoes em (4.11), (4.12) e (4.15) sdo analiticas, pelo lema anterior, existe
uma vizinhanga V de 0 (zero) tal que as aplicagoes

n= A0, 0m) € R, n=d(n,0n) € HA{O} e n= &(n,00n) e H, ke {l,... n},

105



também sao analiticas em V, pois as composicoes de aplicagoes analiticas sao analiticas.
As notagbes que convenientemente utilizaremos sao:

Op:=06(m), Ay:=,0(n)), ¢y:=v0.0n) e &, ==& 0n), ke{l,....n}
(4.17)

Note que para cada n € V fixado, 6(n) é uma frequéncia de Bloch, a qual é um ponto
critico de A(7,-), isto &, VpA(n,6(n)) = 0, por (4.16), e também A(n,0(n)) é simples, por
(4.14). Portanto, pelo Teorema 3.1, conclui-se que, para cada n € V fixado, a sequéncia

; 20(m)t 4 o O(n)x
(e +217r€)

Vpe(t, T, w) = e ( Upe(t, x,w), (t,x,w) € R % Q,

onde u,. é a tnica solu¢do de (4.8) com o dado inicial bem preparado
Uy (r,w) = Q2im L v°(z) 9y, (égl(g,w),w» (r,w) € R"xQ, v° € CZRY),
converge duas escalas estocastica, € — 0, para
(t,z,z,w) — vt z) wn(q)_l(z,w),w),

satisfazendo

Upe(t, x,w) — vy (t, ) Yy, (@;1<§,w>,w> ‘Qd:c dt = 0,

lim //
—0 +1
& R?}

para q.t.p. w € 2, onde v, € C([0,T], L*(R™)) é a tinica solugao da equagao de Schrodinger

homogeneizada

0
IS0 — div(ASV,) + Urv, =0, em RE,

ot (4.18)
vy (0,2) =0%(x), x € R,

com matriz homogeneizada e potencial homogeneizado dados por Ay = D3X\(n,0,) e

Uy = c,?l / / U(@;l(z,w),w)|wn(¢;1(z,w),w)|2dzdﬂ”, (4.19)
QJ o, (Yw)

respectivamente, onde

Cn:// |¢n(®;1(2,w),w){2d7;dﬂ”. (4.20)
QJ P, (Yw)

Teorema 4.2. As aplicagoes n € V — Ay € R en €V = Uy € R sao analiticas.

Demonstracao. Para cada n € V, pelo Teorema 3.1, a matriz homogeneizada é caracteri-
zada pela relagao A}, = DjA(n,0(n)), dai, como

(n,0) €U — DiA(n,0) €ER™"™ e n Vs 0(n) € R”

sao aplicagoes analiticas, conclui-se que 7 € V + D3\(n,0(n)) € R™™ é também uma
aplicagdo analitica. Isto prova que A}, como uma fungao de 7, ¢ analitica. Como 7 — ¢,
¢ analitica, fazendo mudanca de variavel e considerando as expressoes (4.19) e (4.20),
segue que 1 — Uy € analitica. O
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Observagao 4.1. Note que, alternativamente, a matriz homogeneizada pode também ser
caracterizada na forma

1 2
=3 O, (z,w),w)| dz dP
L e
// Aper(CD;l(Z,W)) (ewﬂ(‘l’;l(%w%w))-(ekwn@;l(z,w),w))dzdp
QJ@n(Y,w)
/Q[p N )Aper(q);l(z7w))(64%(@;1(’27“})’“}))'(Vz+Qiﬁen)(fk,n(q>gl(z,w),w))dszP
_ /Q /@ o A0 0) (% 2070, (0 (0 (.).) (o By (B () 9) s
/Q[b o )Aper((b;1<z’w))(ekwn(q);l(z’w)’w))'(eéwn(q);l(Z,W),w))dzdIP’
/Q/{" " )Aper(<1>;1(z,w)) (ek%(@;l(z’w)’w))‘(vz+Qiﬁen)(fz,n(@;l(z,w),w))dzdIP

_/Q/@ . )Aper(cbgl(Z,w))(Vz+22'7T0,7)(¢7;(<I>;1(z,w),w)) (ek&n( 1(2 w), ))dzdIP’ .

(4.21)
De fato, essa caracteriza¢ao foi dada na demonstra¢ao do Teorema 3.1, equagao (3.23).

Agora, dadas as aplicagoes analiticas n € Vi Ay e R"™" en eV — Uy € R, o nosso
objetivo é determinar os coeficientes das expansoes em n = 0, e como obté-los. Mais
precisamente, estaremos interessados em determinar quem sao os termos de ordem 0 e 1.
Antes analisaremos as expansoes em 1 = 0 das aplicagdes dadas em (4.17), isto é, como
as aplicacoes

n—=0,eR" n—= X\, eR, n—=v, e H\{0} e n =&, eH, ke{l,...,n},

sao analiticas numa vizinhanca de 1 = 0, existem as sequéncias

{09}, R, (DO, CR, {09}, CH e {7 o CH, k{1, n},
tais que
Oy => 10" = 0O 4 po") + ?A@ 4 =00 4 o) 1+ O(n?), (4.22)
Ap =D AT = 2O LA O p2A® = A0 A O(>n?), (4.23)
=0
=3 O = O 4 p® £ p2p® 1= O 4 ® 1 O(R), (4.24)
=0
¢ o0
p= > 06 =& el + el + =60 + el + 0(P), (4.25)
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onde k € {1,...,n}. Note que @ = §* e A = \,..(*), pois

0, =00)=06" ¢ N, = \0,0(0)) = A0,6%) = M\per(67).

n=0 n=0

Teorema 4.3. Dadas as expansoes (4.22), (4.23), (4.24) e (4.25). O sequinte é satisfeito:

(i) a fungio O é Y-periddica e satisfaz a equagdo

(Lper(e*) - )‘per(e*)) [@D(O)} =0emY, (4 26)
PO Y-periddico, .
(11) a fungao 6,20) ¢ Y-periddica e satisfaz a equacao
(Lper(67) = Aper () [”] = X [0] em Y, wam
f,(go) Y -periddico,
(iii) a funcdo estaciondria ) satisfaz a equagdo
(Lper(0%) = Aper(07)) [0 1] = V[0 O] em ¥ xQ, (428)
YW estaciondrio, ‘
w) a funcao estaciondria , ke {l,...,n}, satisfaz a equagao
(iv) a fungi &) ke {1}, satisf i
(Lper (07) = Mper(0)IEL] = X [00] + Y [€7] + Z4[O] em Y x©,
N e (4.29)
&, estaciondrio.

onde os operadores X, Y e Z sao dados por:

X[f] = (divy + 20" ){ Aper () (erf) } + (er){ Aper (W) (N, + 2i707) [}, f €A,

Y[f] = (div, + 2i70*) { Aper(v) (inﬁ(l)f)} (divy + 2im0*){ Aper () [V Z](y, w) Y, f }
— div, {[V, 2] (y, w) Aper () (Y + 2i70%) f } + (2im0 D) { Aper(y) (Y, + 2im07) f }
+ (divy + 2im6*){[div, Z (y, w)Aper( )](V +2im0") £} + AW
+{divyZ(y, @) Poer(07) = Vo W]}, f EH,

Zi[f] = (divy + 2im6"){[div, Z (y, w) Aper ()] (exf) } + (20m6D) {Aper (y) (en )}
= divy { [V Z]"(y, w) Aper (9) (erf) } = () { Aper () [V, Z)(y, w) Vi f }
+ (ex){ [divy Z (y, w) Aper ()] (W, + 2im07) f }
+(er){Aper () (2im0V f) ), f € H.
Note que os coeficientes do operador X dependem unicamente da variével y, contrari-

amente ao que acontece com os coeficientes dos operadores ) e Z que dependem de y e
w.
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Demonstragao. Da forma variacional de (4.13), tem-se
/ / Aper (@;1(2, w)) (V, + 2im6) (w(n, 6) (@;1(2, w), w))
QJP,(Yw)
(V. 4 2im0) (¢ (@5 (2, w), w) ) dz dP

+/ / [Voer (@1 (2,w)) — A(1,0)] 0 (n, 0) (®; (2, 0), w) {(@; (2, w), w) dz dP = 0,
QJo,(Yw)

para todo (n,0) € U e para todo ¢ € H, dai, fazendo mudanga de variavel, encontramos

/Y /Q Aper () (1% @] (1, 0) + 20641, 9)) - ((NyD,] TVC + 200C) et [V ,] dP dy

" / / WVoes () — A(n, 0)] (1, 6) T det [V, B,] dP dy = 0, -

para todo (1,0) € U e para todo ¢ € H. Agora, colocando a aplicacao n € V +— 0(n) nesta
equagao (4.30), e considerando a notac¢ao em (4.17), tem-se

/Y /Q Aper(y) ([qu)n]ilvywn + 2i7r9,7w77) (M@ 7'V C + 2im0,¢) det[V, D, dP dy
/ / per wnCdet[V P ] dP dy = 0 (431)

para todo n € V e para todo ¢ € H.

Convenientemente, listaremos as expansoes que serao utilizadas. Note que utilizando
(4.22), (4.23), (4.24), (4.25) e o Lema 4.1 temos

o [V, @, Vb, + 2imbiby = (Vb + 2067 (®)
+ (VW + 2ir0 D — [V, 2] VO + 2ird D) 4 O(n?),
Voer(y) = Mgl ¥y = WVoer(y) = Aper (0)]90©
+ (=AY 4 [Voer (y) = Aper(07)]01) + O,
[V, ®,] 7'V, + 2in0,¢ = (Y, + 2im07¢) + n(—[V,Z]V,¢ + 2im01¢) + O(n?),

O

(@)

o

[Vy(bn]_lvygkm + 20,8k = (vyflgz()) + 2”9*&(@0))
(G + 2im°¢!) — (5,296 +2im006” ) + 007,
Wier () = Aol €y = Vioer () — Aper (67161

#0204 Voarly) = Ao (07" ) +O),

O

(4.32)
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em L quando n — 0, dai, a equagao (4.31) pode ser escrita na forma

- [/ / Aper () (G + 2 ) - (V€ + 2im*() dP dy
Y JQ

[ W) = X010 C Pl

{// per( V@Da + 2imf* )(VyC + 2im0*(¢) dP dy

/ / Aper () (=%, 2] Vb @ + 2im0Dp ) (V¢ + 2im6+C) dP dy

Ao O 4 2i70*p0) . (=W Z 0 dP d
[ Al (S0 + 20800 - (SN, 21N, + 20m00G) Py )

+ / / [div, Z (y, ) Aper ()] (V1@ + 270 @) - (V,¢ + 2im0+() dP dy
Y JQ

_/Y/anwoqdpdy
] W) = A 090 C Pty

/ / er (1) — Aper (07)]09) ( div, Z dP dy
O(n?)

em C quando n — 0, consequentemente, o termo de ordem 0 deve ser igual a zero,

/Y / Ao () (VO () + 2006 () - (V€ (5,) T+ 2im0°C(g,)) dP dy
/ / o (4) — A (01440, 0) C7,0) AP dy = 0,

para todo ¢ € H, i.e., a funcio ¥ satisfaz a equacao

— (divy + 2i70") [Aper (y) (Y + 2im0*) O] + Voer () @ = Aper (607) @ em Y xQ,
) estacionario.
(4.34)
Podemos considerar ¢ sendo Y-periodico, ¢ € H],(Y), logo encontramos que a fungao

y /w(o)(y,w dP
Q

também satisfaz a equagao (4.34). Portanto, pela simplicidade do autovalor A\,e, (6*) temos
que ¥ deve ser multiplo de [, »(©dP, logo conclui-se que ¢(”) ndo depende de w. Isto
prova o item (7).
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Analogamente, o termo de ordem 1 deve ser zero, dai

/ / Aper (1) (Vo + 2im0*9p D) - (V,¢ + 2im6*C) dP dy
YJQ

+ / / Aper (1) (=% 2] V)@ + 2D p(©) (V¢ + 2im0C) dP dy
Y

Q
+ / / Aper(y) (V@ + 2im0* @) - (<[, Z]V,C + 2im0VC) dP dy

/ / per () (V0 + 2im0 @) - (W, + 2im0+C) div, Z dP dy

_//A(1)¢(0)dedy
/ / ber () = Aper ()]0 (P dy

/ / er (1) — Aper (07)]019)  div, Z dP dy = 0,

reordenando, temos

/ / Aper(y) (Vo) + 2im0* M) - (V¢ + 2im0*C) dP dy

] W) = A0 Pty

= /Y/Q Aper(y)[vyz](y,w)vyw(o) . (VyC‘i‘QlTﬂg*C) dpdy

— / / Aper(y) (2im0V D) - (V¢ + 2im07C) dP dy
YJQ

4 921 0) A} (T30 + 207001 - ST aB dy
Y JQ

— / / Aper () (V@ + 2im0* @) - (2im0 D) dP dy
Y JQ

— / / div, Z (y, w) Aper(y) (V0@ + 2im0*p ) - (V¢ + 2im0+() dP dy
Y JQ

(1) ,,(0) ~

+/Y/Q)\ O dP dy

~ / / Vo () = Aper (8]0 € liv, Z (3, o) dP dy,
Y JQ

a qual é a formulagao variacional da equagao (4.28). Isto prova o item (iii).

Para a prova do item (i), seguiremos um procedimento analogo ao feito em (2.4), o
qual pode ser feito pela analiticidade das aplicagoes (4.11) e (4.12). De fato, derivando a
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equagao (4.30) em relagao a variavel # na diregao do vetor eg, k € {1,...,n}, e dividindo
por 1/2im, tem-se

/Y /Q Aper () (%, 75,4 (0, 0) + 20064 (n, 0)) - (%@l TVC + 200C) det [V, D] dP dy

] Al (en(0.0)) - T8N T 20700) det [, 2 dy
Y JQ
- / / Aper(9) (% @] N6, 0) + 20046(n, 8)) - (e5 C) det[V, @, dP dy

] W 6)]64(1,6) T det[V, @, dP dy

10/\

2w 06, (n,0 //1#77, ) ( det[V,®,] dP dy = 0,

para todo (n,6) € U e para todo ¢ € H. Dai, colocando a aplicacdo n € V +— 6(n) nesta
equagao e considerando as notagoes estabelecidas em (4.17), tem-se

‘/Y /QAper(y> ([qu)n]ilvyfk,n + 2i7‘9n£km) (V@] 71V, ¢ + 2im0,C) det [V, @,| dP dy

[ Al len ) - T8, TTGE T 200,0) det[5,2,] 4P dy
Y JQ
- / / () (5 ,] " Wy + 208,10, - (o1 C) det[V, @, dP dy

// (1) = Ay] €k € det[V,®,] dP dy

1 O\ =
— i o (:00) / | enCaev,e,) dedy o

para todo n € V e para todo ¢ € H. Note que a tultima integral é zero, pois segue da
criticidade (4.16) satisfeita por #(n), n € V. Logo, utilizando as expansoes listadas acima
m (4.32) e associando os termos de ordem 0 e os termos de ordem 1, temos

0= U/ ser ygk + 2imf* €l ) (N, + 2in070) dP dy

4 /Y /Q Aper(y) (e ) - (% + 2070°C) dP dy

- / / Aper () (G ® + 20890 - Ten 0 dP dy,
Y JQ

/ / ver(y) = Aper (0716, C P dy
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{ / / per( <V§(O)—I—2m9* >-(Vy§+2i7r0*§) div, Z dP dy

] Al (B + 2070767 ) - (IR ZINC + 2im0C) d dy
Y JQ

+ / / Aper(y < Y 4 2irg el — v, 2]V, + 2img D )-(Vy{’+2i7r9*§) dP dy
Y JQ

+ / / Aper () (ex 09 - (V¢ + 2im07¢) div, Z dP dy
Y JQ

+ / / Aper(y) (e ) - (= [V, 2]V, + 2im0 () dP dy
Y JQ

T /Y /Q Aper() (ex 1) - (G + 2imb7C) dP dy
— / / Aper (1) (V0@ + 2im0*p @) - (e, ¢) div, Z dP dy
Y JQ

- / / Aper(y) (G + 2080 — [,2) G + 2im6 @) - (6.0 dP dy
Y JQ

_//A(l)glio)zdpdy
/ / ber(Y) = Aper(0)164" C AP dy

+ /Y /Q [Voer (1) — Aper(09)1€” C div, Z dey}

(4.35)
Mais uma vez, como (4.35) é uma expansao sendo igual a zero, o termo de ordem 0 deve
ser igual a zero, entao encontramos

/ / per O+ 2imge)’ ) (V¢ + 2im6*C) dP dy

| / r(5) — Do 0%)] £ TP dy

(4.36)
_ /Y /Q Ay (®) (e 00) - (G T 208°0) AP dy

+ / / Aper () (V0@ + 2i0* ) - (e, ¢) dP dy,
Y JQ

para todo ¢ € H, consequentemente, considerando ( € Y), temos que a fungao Y-

periddica
y /520)(y,w dP
Q
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também satisfaz a equagao (4.36). Logo, a fungao 5 Y, w fQ fk y,w) dP deve satis-
fazer a equacao (4.34) (isto pela linearidade da equagao (4. 36)) Consequentemente, pela
simplicidade do autovalor e (6*), encontra-se que §k Y, w fQ 5 r (y,w) dP é multiplo
de ¥ (funcdo que ndo depende de w). Portanto, como fk satisfaz a equagéo (4.36) e
nao depende da variavel w, conclui-se que & ](;)) satisfaz a equagdo (4.27). Isto prova o item
(i).

Para provar o item (iv), consideremos a equagao (4.35). Como a expansao toda ¢ igual
a zero, o termo de ordem 1 deve ser zero também, isto é,

/ / per ygk + 2ime’ )-(zuzm&*odivyzmy

f / o) (G + 200" - T[N, ZIN,C + 2im000C) dB dy

/ / vrly) (Vi + 200" — [V, 2)V,6 + 2im0 V(") - (GC + 2i0°C) dP dy

+ / / Aper () (ex ) - (V¢ + 2im07C) div, Z dP dy
Y JQ

+ / / Apey) (ex ) - (C[%ZIN,C + 2im0C) dP dy
Y JQ

1)y . P
[ Al 0t?) - (25707 Py
— / / Aper(v) (Vy@/J(O) + 2i7r9*¢(0)) - (e ¢) div, Z dP dy
vy Ja

— / / Aper (1) (VW + 2im0 ) — [V, Z) V00 4 2in0 M) - (e, () dP dy
Y JQ

- AV D Capd
/Y/Q k ¢ Yy
n / / Vo) — Apee(07)]€L) TP dy

/ / Per Aper(e*)]gl(g(]) ZdiVyZ dPdy =0,

/ / per( v e+ 2me*§,§”> (N, 2im0°C) dP dy

i / er (1) — dper (6] TPy

- / / [divyZ(y,w)Aper@)](Vyg,(;”+2me*5,§0>) . (N + 2in07C) dP dy
Y JQ
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+ /Y /Q [V, Z) Aper () (Vy&(f) +2me*g,§°>) -V, dP dy

| Al (%7 + 20m0°6?) - i) dy
Y JQ

[ AN 21N - T 200 ap dy
Y JQ

_//Aper(y) (2iﬂ0(1)§£0)> (N + 2im67C) dP dy
Y JQ

- / /Q divy Z(y, ) Aper (4] (e 0 - (V¢ + 2i0°C) dP dy
n /Y /Q 19,2 Ay () (e ) - T dP dy

| Al cx 0 - @) e dy
Y JQ

— / / Aper(y) (e V) - (V¢ + 2im0+C) dP dy
Y JQ

b [ 1062000 Al ) (G0 + 2076010 - T C) Py
Y JQ

+ / / Aper(y) (Vp ) + 2im0*p M) - (e, ¢) dP dy
Y JQ

o /Y /Q Aper(y) [VyZ] (y,w)vydj(o) . (ek C) dP dy

n /Y /Q Aper() 2070V - e, C) dP dy

+//>\(1) W apdy
Y JQ

[ a2 V) = Aual67)]6 TPy
Y JQ

a qual é a formulagao variacional da equagao (4.29). Isto finaliza a prova do teorema. [

Como consequéncia do item (i) do teorema anterior, temos que a funcao »© & um
miltiplo de e (6%), pois ¥ = 1(0,60%) # 0 por (4.12), ou seja, ambas sio autofungdes
associados ao autovalor simples A, (6), dai, existe a € C\ {0} tal que e (6*) = arp©®.
Por esse motivo, sem perda de generalidade, podemos considerar e, (6*) como o termo
de ordem zero na expansao (4.24), isto é,

Uy = Yper(0) + 0™ + 7?0 @ 4= 9O 4+ O(n?).

Dado isso e levando em consideracao

. 1 0Yper
gk,per(e ) = _&

=g op 0 ke {1 n},
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a aparéncia da expansao (4.25) é dada por

En = Enper(0) 16D + 026 + . = €0 e + O(n?),
onde k € {1,...,n}.
No que segue, < . > denotara a integral em €2, isto é, fQ w) dP paraw € L'(Q).

Teorema 4.4. A matriz A satisfaz:

Ap = Ar L+ AW + 0(n?),

per

em R™" quando n — 0, onde o termo de ordem 0 (zero) é dado pela matriz homogeneizada
do caso periddico Ay, € R"™™,

(reie = 5| | A ) - (T @

+ /Y Aper(Y) (€2 Yper(07)) - (VyShper (0%) + 20im0* &g per (0%)) dy
- /v Aper (U [(Vyhper (07) + 20m0" per (67))] - (€0 &k per (7)) dy

+ /Y Aper(y) <€k 77bper<9*>> ' (63 wper(g*» dy

" /Y Aper(Y) (ex Yper (07)) - (Vy&,per(g*) + 2@’71'9*&710@(9*)) dy

- /Y Aper () [(Vll¢per(9*) + 2im0" per (07))] - (er Erper(0%)) dy |

onde Yper(0%) € Epper(0%), k € {1,...,n}, sdo solugoes das equagies (4.26) e (4.27), res-
pectivamente, e o termo de ordem 1 € dado por AV € R™™,

AW = { [ [ A ) e Bpal8) i 20,
[ Al eett0)) - (e T00T)
per(y) (e (1)) + (ex Yper(67)) dy

N

+

Aper (Y) (€0 Pper(07)) - (Vi per (07) + 2im0*Ep per (0%)) (divy Z(y, w)) dy

+

+
T3

Aper () (e tper(0%)) - (Vi ll) + 200" (") = (2] (4,0)) Vi per (6°)

n 2z7r9<1>gk,per(e*)) dy
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+

————

Aper(y) (62 <¢(1)>) ’ (Vyfk,per(e*) + 2iﬂ9*£k,per<9*>> dy

Aper (U) [(Vythper (07) + 2im0" per(67))] - (€4 S per (6%)) (divy Z (y, w)) dy

Aper (9)[(Vyper (67) + 200"y (0%))] - (e (&1)) dy
Aper () (Y (V) + 200" (0 D) — ([, Z](y, w)) Vythper (67)

+2iﬁ9(1)¢per(9*>) . (64 gk,per(e*)) dy

{ / |per (0%)* (div, Z (y, w)) dy + / Yper (07) (DY d
<,

i /v Aper () (€0 Vper (07)) = (Vyrper(6%) + 20m6*Ep per(67)) dy

_|_
—N
=~

+ o+ o+

—

+

_l_

———

=

() Toen ) y] ~ [ | A0t 600 - 0 @)

Aper (W) [(Vythper (07) + 2im0™ per (07))] - (€2 g per (6%)) dy} }

Aper (V) (ex Yper(07)) - (€0 Vper ( ) (div, Z (y, w)) dy

Aper ()€1 Upe(67)) - (0 T ) dy
Aper(y) (ek <,¢(1)>) ) (6( ¢per(0*)) dy

Aper(y) (€r Yper(07)) - (Vyeper(0%) + 2im0*Ey per (0%)) (div, Z (y, w)) dy

Aper(y)(ex tper(8)) - (V4l) + 20m04(6(") = ([G2] (4,0)) ¥y Euper(0*)

4 2m0<1>&,per(0*)) dy

Aper(y) (ek <¢(1)>) ’ (vygﬁ,per(e*) + 2i7r9*£€,per<0*)) dy

Aper (Y) [(Vythper (07) + 2im0 per(67))] - (ex Eoper (6%)) (divy Z (y, w)) dy

Aper (D) [ (Vythper (07) + 200" e (07))] - (e, (657)) dy
Aper (1) (% (D) + 2im0™ (D) — (%, Z) (y, ) Vythper (67)

—I—Qiﬂ'e(l)’tbpcr(e*)) : (ek éé,por(e*)) dy
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{/ |[per (67 ley (y,w) dy‘f'/@bper ¢(1)> dy
+/Y <¢(1)> Vper (0 “) y} {/YAper(w (ex ¢per(8*)) (e ¢per(9*)) dy
+ /Y Aper(y) (ek wperw*)) : (Vy&,per(e*) + Qiﬂe*fé,per(e*)) dy

_/Y Aper (W) [(Vythper (07) + 2im0" hper (67))] - (€x e per(6%)) dy} }7

onde ™M) e f,gl), ke {1,...,n}, sao solugdes das equagoes (4.28) e (4.29), respectivamente.

Demonstracao. Nesta prova, convenientemente, definiremos a matriz complexa B, dada
por

By)ke = [/Q /I’n(YM)Wn((I);l(Z,w),w)|2dz dP

// )per 2,w)) (e0ty (0,1 (2,w),w)) - (ex by (T (2, w), w) ) dz dP
Jr/ / Aper (1 (2,w)) (€0 Uy (0, (2,w), w) ) - (Vi + 2im0y) (8 (P51 (2, W), w) ) dz dP
QJ@p(Yw)

_/Q/I) N )Aper<(I>;1(Z,W))(Vz + QiWQn)(l/Jn(CI);l(z,w),w)).(ezgkm(q);l(z’w)’w» dzdIP’],

(4.37)
pois a matriz homogeneizada A} é obtida pelo algoritmo
., B,+B
Ap = % (4.38)

Isto foi estabelecido na prova do Teorema de Homogeneizacio (veja (3.19) e (3.22)). E
importante notar que a matriz B, ¢ analitica numa vizinhanga de n = 0.

A estratégia para determinar a expansao de Ay numa vizinhanga de n = 0 sera primeiro
obter a expansao da matriz B,, e logo pela formula (4.38), obté-la para Ay, Fazendo
mudanga de variavel em (4.37), encontramos

-1
By)ke := [/Q/Y|z/;n]2det[vycbn]dydIP’ :

/Q / Aper(y)(ee by) - (e ) det[V, @, dy dP

(4.39)

+/ / Aper(y)(e0ty) - ([qu)n]ilvygkm + Qiﬂen&w) det[V,®,] dy dP
QJY
[ ] A (00175 28, - i) det [0, dy P .
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Antes de fazer a expansao da matriz B,, listaremos as expansoes de todas as funcoes
envolvidas na definicao da matriz B,:

o 0, =0"+n0L 4+ O(n?), em R" quando n — 0,
o Py = Pper(0) + mZ)(l) + O(n?), em H quando n — 0,
YV n = Ve (0°) + 1V, 0™ + O(n?) em L™ quando n — 0,

@)

@)

Sk = Seper(07) + 1€ + O(n?), em H quando n — 0, k € {1,...,n},

Vi = Viiper (0°) + 1V, ,E;l) + O(n?), em L™ quandon — 0, k € {1,...,n},
o [Vy@,]7t =1—n[V,Z]+ O(n®), em [C(R", L*(2))]" quando n — 0,

o det[V,®,| =1+ ndiv,Z + O(n?), em C(R", L*(2)) quando n — 0.

O

(4.40)
Agora, em uma sequéncia de passos, utilizando essa listagem de expansoes, sera feita
a expansao de cada uma das integrais presentes em (4.39):

e A expansao da integral contida no primeiro colchete é

[ [ tonae g, dydP=1+n[ [ [ Wl 2(0.0)
Q

//w ()0 dydP+//w Uy 0) dy dP| + O(n?),

em C quando 1 — 0, pois por (4.40), temos

(4.41)

/Q/Yl/)nl/)_ndet [V, ®,] dy dP =

/Q /Y (e (07)+ 70D+ O(12)) (rpen (6°) + 70D T O()) (147, Z+O()) dP dy

[ // Gier (0°) Tpen (07 dly AP

+1

/ / per (6% 2livy Z + tpen (6%

0 er(8) ) dy dP| + O(7?),

em C quando 1 — 0. Logo, como [[¢oper(67)[| 12y = 1, segue a expansdo (4.41).
Também, como o termo de ordem 0 de (4.41) é 1, obtemos

[/Q/ '1/’”'201@“%‘1’"”9”]_1—1—77[/ | )i, Z0) iy ap
//wper dydIPUr//qp %er(é*)dydp] L owp),

em C quando n — 0.

(4.42)
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e A expansao da primeira integral contida no segundo colchete em (4.39) satisfaz

/Q /Y Aper () (e ) - (ex ty) det [V, ®,] dy dP =
|:/Q/\(Aper(y>(eéwper(9*)) (e P (69)) dyd]P’]

o [ [ [ A 067D (18] i 2y .

+ / / Aper(y) (€€ 77Z}per(0)k)) : (ek W) dy dP

// per(y) (e ¥™M) - (e Uper (0 ))dydIP’}
+0(r)

em C quando 7 — 0. Segue das expansoes em (4.40) e um raciocinio anéalogo ao
utilizado no item anterior.

e A expansao da segunda integral contida no segundo colchete em (4.39) satisfaz

/Q/\(Aper(y)(ef Py) - ([qu)n]_lvygkm + Qmenfkm) det[V,®,] dy dP

[ o)t 0 6)) - 00 20 G @)l )

T [ / / Aper (1) (€1 s (0%)) - (Vypen (07) & 2070 Epper (07)) cliv, Z dly P
QJY

[ Avater 0 - (B + 207076~ 9,215, 610n(0)

n 2m9<1>§k,per(9*)) dy dP

[ Apel)ert) - o0+ 2070 o)) dP]
QJY

(4.44)
em C quando n — 0. Segue das expansoes de 1, det[V,P®,] e

[qu)n]_lvygkm + 2im0, &k = (Vygk,perw*) + QiW‘g*fk,per(e*))

+ (Vg + 2081 — [V, Z)9 8 pen(67) + 207006 (67)) + O(P),

em L" quando n — 0, sendo esta tltima consequéncia das expansoes de [VyCI)n]_l,
Vil Oy € &
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e A expansao da terceira integral contida no segundo colchete em (4.39) satisfaz

/Q /Y Aper () ([N, Nty + 2im0,00,) - (€0 &) det[VD,] dy dP

- U / Aper (D) [(Vytoper (07) + 200" e (07))] - (e Ep per (67)) dy dP

0| [ A (Fn67) 4 2078767 - e G0 v 2 iy
[ A ) (T 8) + 207867 (&) iy a?

(1) im0 ) — *
[ Ap0) (B0 2056700~ [9,2] )

+2i7ﬂ9(1)wper(¢9*)) - (€0 & per(0%)) dy dP

+0(n?),
(4.45)
em C quando n — 0. Similar ao item anterior, segue das expansoes de &, k € {1, ...
det[V,®,] e

[V, @]~ Vyhy + 2im0,10y = (Vythper(07) + 200" e (07))
+ (VoW 4 2ir0* D — [V, 2]V hper (0%) + 2im0W1per (0%)) + O(n?),

em L" quando n — 0, sendo esta ultima consequéncia das expansoes de [VyCI)n]_l,
Vi, Oy € Py

Dai, juntando as expansoes (4.42), (4.43), (4.44) e (4.45), e colocando-as em (4.39), en-
contramos

(By)ke = {1 - n[/Q/Yprer(e*)IQdiVyZ(y,w) dy dP
+ /Q /Y Gien (0700 dy P + /ﬂ /Y wmdw@] " 0(772)}-

[ A0 ha®)) - (01 @) iy
* /Q /Y Aper(y> (ef wper(e*)) ) (Vygk,per(@*) + 2iﬂ9*£k,per<9*>> dy dP

[ A (Tt ) + 200" 6°))] - o a0 iy
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/ / e () (€1 pes (6) - (€1 Ty 0)) dliv, Z () dy P

+ / / Aper(9) (€t Ypes (6) - (c2 6D dy P

// per(y) (ec ¥ W) - (ex per(0%)) dy dP

- / / Aper (V) (0 Yper(07)) - (VySper (0%) + 2im0*§ per (0%)) div, Z (y, w) dy dP
QJY

[ A0)ea thn8)) - (W€ + 2086 ~ [%,2)(00) Waen(6°)
QJY

+ 2m9<1>§k,per(e*)> dy dP

+ / / A () (€0 6D) - (Vynpen (0 & 2imly e pn(67)) dy AP
QJY
B /Q /Y Aper () [(Typer(8) + 200 e (0°))] - (e Erper(87) divy Z (y, ) dy P
- /Q /Y Aper(9)[(Vytper (67) + 200" e (67))] - (0 1) dy dP
- / / Ape) (T + 2im8° 00 — [V, 2)(y ) ¥y e 67)
+20m0 W0, (6%)) - (€0 Epper (%)) dy dP

+O(772)},

consequentemente,

ke—{// per €z1/)per (€k¢per( ))dydIP’

/ / per 6@ ¢per ( ygk per( ) + 2i7re*£k,per(9*)) dy d]P)
_/Q /Y APer(y)[(Vwaer(e*) + 2iﬂ9*wper(9*))] ' (62 fk,per(e*)) dy d]P)}

|

+//Aper (60 Vper(87)) - (e, M) dy dP
// per(y) (ec ¥W) - (ex per (%)) dy dP

/Q / Aper () (€6 Yper(87)) - (01 Dpen (07)) divy Z (3, w) dy dP
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/ / per )(ee ¢per ) - ( Viék, per< )+ ziﬂe*fk,per(e*)) diVyZ(ya w) dy dP

+ /Q/Y per y 6( wper ) : (Vygk + 2ZW9*§](gl) - [VyZ] (yaw)vygk‘,per(e*)

+ 2me<1>gk,per(e*)) dy dP

/ / Aper(1) (€0 6 D) - (VyGoper (07 + 2By pen (0)) dy dP
[ AT (8 + 2078 (67))] - e G0 i Z () dy P
/ / e ) [(Typer0°) + 200 Ger (6°))] - (0 €1") dy P
[ A (B + 27860 — (9, 2)3.0) ¥y n (6

+2im0 M e (0%)) - (€0 Ekper (07)) dy dIP’]

[/ / |17Dper ’ ley y? dy dP+ / / wper 9* dy d]P)

//w Yper (0%) dydIP’] [// ver () (€0 Vper (67)) - (€1 Pper (07)) dy dP

+/ / per y 6( wper ) : (Vygk,per( *) + 2i7r9*fk,per( *)) dy dP
QJY

} +0(n?),
em C quando n — 0.

Como as fungdes Aper, Yper(0°) € &k per(6*) ndo dependem da varidvel w, e as funcgoes

_ / / A () (Vs (07) + 200 e (0%))] - (00 Erper (7)) ly P

Z,pW e ¢ ,(:) dependem da varidvel w, a matriz B, se reduz a forma

(B = { /YAper@)(ee Yper(0%)) - (ex Uper (607)) dy
* /Y Aper(y) (€€ wper(e*)) : (Vygk,per(e*) + 2iﬁ9*£k7per(9*)) dy

/ Aper( )[(V 77ZJper( *) + 2iﬂ‘9*¢per(0*))] ' (eﬂ glmper(e*)) dy}

+ 77{ /Y Aper(Y) (€0 Pper (07)) - (er Yper (%)) (div, Z (y, w)) dy
[ A (0D (60 T

_|_/YAper 6( @ZJ() (ek 77Z)pe1r( ))dy
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+

_|_
——
s

Aper () (€0 Yper(07)) - (V&hper(0%) + 2im0*Ey. per (07)) (div, Z (y, w)) dy

per(9)(ea Uper(07)) - (€L} + 200 (€)= (1% 2](5,)) Ty per(6°)

n 2m9<1>5k,per(9*)) dy

+
BN

per<y> (6@ <¢(1)>) ’ (Vygk,per<9*) + ziﬂe*ék,per(e*)) dy

Aper(y)[(vy@bper(@*) + 2iﬂ9*¢per<9*))] (e gk,per(e*)) (div, Z (y, w)) dy

Aper (D) [(Vyper (07) + 2im0* e (07))] - (e (€17)) dy

———

Aper(y) (G (00) + 208" (00) — ([V,Z])(y, ) Vy¥per (67)

+22'7T9(1)?/1per(9*)) - (€0 &k per(07)) dy]

[ / Wper (07) P (div, Z (y, w)) dy + wper (6) (M) dy

+ /Y <w“>>wper<e*>dy] - /Y Aper(y) (€0 hper (0%)) - (er Pper (6%)) dy

" /Y Aper(y) (e Vper(07)) + (VySkper (0%) + 2im0*Ep per (6%)) dy
} +0(),

em C quando n — 0. Logo, podem se identificar as matrizes B, B € C™" tais que

_/Y Aper(y) [(Vylbper(g*) + Qiﬂe*lﬁper(e*))} - (e fks,per(e*)) dy

B, = B9 +nBY + 0(n?).
Dai, pelo algoritmo (4.38), a matriz homogeneizada A} satisfaz
Ar =AY 4+ AW + O(n?)

em C™™ quando n — 0, onde

Pelo Teorema (4.2), as matrizes A, A" sio reais. Note que A©® = A}, Isto finaliza a

prova. O

Observagao 4.2. Para determinar os coeficientes da matriz Ay, precisamos resolver as
equagoes (4.26) e (4.27), as quais sao problemas com condi¢oes de fronteira periddicos.
No caso da matriz AV, para determinar seus coeficientes, precisamos das funcées M)
e 5,(:), ke {l,...,n}, as quais sao solugdes dos problemas com condigdes de fronteira
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estaciondrio (4.28) e (4.29). Foi visto, também no Teorema 4.4, que ndo precisamos da
forma explicita das fungoes ™) e f,(:), ke {l,...,n}, apenas de suas médias, isto é,
precisamos determinar (™M) e <§]£1)>7 ke {1,...,n}. Note que estas ultimas sao solugoes
dos problemas com condi¢coes de fronteira periodicos

(Lper(e*) - Aper(e*)) [<¢(1)>] = Vper [¢(0)} emY,
(WY Y-periddico,

{ (Loer(0%) = Xoer(OD[ED] = X [(O)] + Ve [67] + Zhper [01O] em Y,
(f,(:)) Y -periddico,
onde
Voer [f] = (divy + 2im0") { Aper (y) (20w £) } — (divy + 2i707) { Aper () ([ Z] (y, w)) Y, f }
—ley{< V, 2] (y,w >Aper )V, + 2im") f}—i—(?m@ 1)){Aper (V, —|—227ﬂ9* f}
+ (div, + 2i70* ){[(dwyZ(y, )>Aper( )](V + 2im0") f} + )\(1
+{div, Z(y, w)) Pper(07) = Voer ]} o f € Hper(Y),

Zk per [f} = (div, + 2i7r9*){[<diVyZ(y, ))Aper(y)](ekf)} + (ine(l)){Aper(y)(ekf)}
— div, {([V, Z]" (g, w) ) Aper () (ex ) } — (ex){ Aper (W) ([V% Z] (3, w)) V. f }
+ (er) { [(div, Z (y, W) Aper ()] (Y, + 2im6%) f }
+ew) {Aper () 20NV f) ), f € HY(Y).

FEstes operadores sao motivados pelos operadores Y e Z, k € {1,...,n}, envolvidos nas
equagoes (4.28) e (4.29).

Teorema 4.5. A solugao v, da equagio homogeneizada (4.18) satisfaz
vy = Vper + 10N+ O(n?),

fracamente em L?((0,T)xR"™) quando n — 0, isto €,

/0 / (ol ) — tpen(t,2) + 0Ot 2)) Bt )t = O(?),

para todo h € L*((0,T)xR™), onde vpey € a tinica solugdo da equagdo homogeneizada do
caso periodico,

a er * * n+1
1 {;1)5 —di V(Apervvper) + %ervper =0, em ]RTjL ) (4.46)
Uper(()?x) = U()(I') ; TE Rn’
e v solucdo da equacio
81)( % 1) * 1 * 1 n+l
i~ AV (A5 Vo) 4 G = div(A5 Voper) = U vper, em BED, () )
v(0,2) =0, z R,

onde UM ¢ o termo de ordem 1 da expansao de U, numa vizinhanga de n = 0.
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Demonstrag¢ao. Aqui consideraremos a vizinhanca V de n = 0, aquela tal que as fungoes
em (4.17) sao analiticas. A solucdo v, : (0,7)xR™ — C da equac@o de Schrédinger ho-
mogeneizada (4.18), pela conservagao da energia, satisfaz

1on (O] L2y = llvoll 2y, VE € [0,T], ¥ €V,

dai deduzimos que
HUUHLQ((O,T)XIR”) - THUOHLQ(]R")» Vnev.

Esta limita¢ao uniforme da sequéncia {v, },, no espago L*((0,7') x R") garante a existéncia
de uma subsequéncia {1’} e uma funcio v(®) € L((0,T)xR") tais que

vy —— v em L*((0,T)xR"). (4.48)

n'—0

Da formulagao variacional da equagao (4.17), temos

i [ e O:vdx—z//n (t,) P2 1, ) da
. /0 /R (Azpglt, ), D¥plt, ) d di + /0 /R U0t )P0, ddt =0

para todo ¢ € C((—o0,T))®C?(R"). Lembrar que (P, Q) := tr(P@t), P,Q € C™". Por
(4.48) e o Teorema 4.2, fazendo " — 0, encontramos

z/ o(z) P(0,x) x—z// (O)tx tz)dxdt
// <Aper )(t, x), D*p( tx>dxdt+// per¥ )P(t, z) dedt =0,

(4.50)
para todo ¢ € C'((—o00,T))®C?*(R"), a qual é formulagao variacional da equagao (4.46),

consequentemente, pela unicidade desta equacao de Schrédinger, temos que v(® = Uper-

(4.49)

O Teorema (4.2) proporciona A} = A* . +nA®Y 4+ O(n?), em R™" quando n — 0, e

per

* * 1 2 1. . .

Uy =Upe, + nU®D +O(n?), em R quando n — 0. Logo, utilizando isso em (4.49), deduzi-
mos

z/ o(x) P Oxdx—z//vntx (t,x)dxdt
// (A5 vy (t, ), D?p( tm>dzdt+// UperVn(t, ©) P(t, x) dx dt

o [ [ (a0, D) dr i [ [ 00250, dra O,
0 Jrn 0 Jrn
(4.51)
para todo ¢ € C'((—o00,T))®C?*(R™). Definimos
Uy (t, ) — Vper(t, )
n

wy(t,z) = , meV.
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Afirmacio: Existe uma subsequéncia {n"} de {1’} e uma funcio v € L?((0,T) xRR"™) tal
que
wyr —— oW em L2((0,T)xR™). (4.52)

n"’—0

Agora, subtraindo as equagdes (4.50) e (4.51), e dividindo por 7 encontra-se w,, satis-

fazendo
//nwntx (t,z)dz dt
// (AF wy(t,2), D*p(t, ) d;z:dt—i—// Upern(t, ) B(t, ) do dt
//n vnt:t ), D¢ t:v dx dt — //n vntas @(t,x) dedt + O(n),

dai, por (4.52), fazendo n” — 0, encontra-se

—z// 1)tx£tx)dxdt
n 8
[ [ a0 Dty e+ [ G dea

:/ (AW (t, z), D*p(t.2)) do dt — / U (t, 2) B(t, x) da dt,
0 Jrn 0

]Rn

a qual é a formulagao variacional da equagao (4.47), o qual finaliza a prova. O
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