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Resumo

Nesse trabalho estudamos a dindmica unidimensional induzida por difeomorfismos for-
temente dissipativos no disco D, isto é, dinamicas em arvores reais. Essa dindmica que
pela sua construcao nao é injetora, preserva informagcao das medidas ergddicas aperiodicas
como também preserva algumas propriedades da dindmica original. Assim, estudamos

principalmente a arvore como invariante dinamico no sentido ergédico como topologico.

Palavras-chave: Dindmica em arvores, difeomorfismos fortemente dissipativos, invariantes

dinamicos, dinamica unidimensional induzida.






Abstract

In this work we study the one-dimensional dynamics induced by strongly dissipative
diffeomorphisms on the disk D, that is, dynamics in real trees. This dynamic, which due to
its construction is not injective, preserves information from the aperiodic ergodic measures
as well as preserving some properties of the original dynamics. Thus, we mainly study the

tree as a dynamic invariant in the ergodic as the topological sense.

Keywords: Tree dynamics, strongly dissipative diffeomorphisms, dynamic invariants,

induced one-dimensional dynamics.
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1 Introducao

Em sistemas dindmicos, umas das areas mais prosperas é a dos endomorfismos de
variedades unidimensionais. Entre as vantagens que possui esta teoria esta a estrutura de
ordem que se tem num intervalo. Porém esta propriedade é perdida ao considerar espagos
ambientes com dimensao maior que 1. Existem varias formas de mergulhar aplica¢oes
unidimensionais em aplicacoes de dimensao 2. Para ver isto, um exemplo conhecido ¢ dado
ao considerar f : [ — I, aextensdao F : I xR — I xR édefinida por F(z,y) = (f(x)+y, bx).

Em particular o ao considerar a aplicacao quadratica f(z) = 1—az?

e a respectiva extensao
F(z,y) = (1 — az® + y, bz) conhecida como a aplicagdo e Hénon. Ainda quando F' provém
de uma aplicacao unidimensional, essa dindmica é muito mais dificil de descrever. Podendo

apresentar incluso atratores de periodo nao limitado.

Nesse trabalho estudamos a dindmica induzida por uma classe de difeomorfismos
em superficies. Essa nova dindmica é de interesse por ser vista como um modelo mais
simples verificando continuidade num espag¢o de menor dimensao (unidimensional) que
herda algumas caracteristicas da dinamica original como entropia, pontos periddicos e
conjugacao. Inclusive é possivel obter propriedades dindmicas como topoldgicas e ergodicas

na dinamica original a partir da dinamica induzida.

A classe de difeomorfismos inicialmente mencionada é do tipo contracao de volume
e cuja dindmica é intermediaria entre a 1-dimensional e dindmica de superficies. Dita
classe que é chamada de difeomorfismos fortemente dissipativos tem sido introduzida
por Pujals e Crovisier em [4]. Onde tem sido estudado que é uma classe aberta baixo
certas hipdteses no jacobiano assim como a densidade de pontos periddicos no suporte das

medidas invariantes.

Dada S uma superficie compacta, onde r > 1. Dizemos que f € Dif"(S) é dissipativo
se |det Df(z)| < 1, para todo x € S. Assim, a classe dos difeomorfismos dissipativos
verifica que quase todo ponto de uma medida ergdédica possui variedade estavel. Em
particular, se a medida nao for suportada num pocgo hiperbdlico, a variedade estavel de
pontos regulares é 1-dimensional. Logo, a classe dos fortemente dissipativos sao tais que
as variedades estaveis separam o dominio atrator S. Essa caracteristica, no caso de S ser

um disco, é a que vai fornecer uma estrutura 1-unidimensional.

Se denotamos por W§(z) a componente conexa de W*(xz) NS que contém o ponto

. Definimos:

Defini¢ao 1.0.1. Um difeomorfismo C”, f: S — f(S) C int(S), r > 1 numa superficie

S compacta € fortemente dissipativo se:
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1- f € dissipativo,

2- para toda medida | ergodica que ndao é suportada num pogo hiperbolico, e para p q.t.p

x, cada uma das componentes conexas de Wi(x) \ {x} ndo estio contidas em f(S).

Denotamos por SD"(.S), > 1, ao conjunto dos difeomorfismos fortemente dissipa-
tivos na superficie S. Em particular, quando S é o disco D fechado, a tltima condigao diz
que Wi(x) separa o disco, o qual pode ser visto na Figura 1. Assim, no caso de S =D
a segunda condicao na Definicao 1.0.1 vai induzir uma estrutura 1-dimensional pois nos

permite estabelecer uma ordem entre tais curvas.

S

Figura 1 — Variedade estével de um ponto z regular para f € SD"(D)

Para notar que essa classe de difeomorfismos é nao vazia basta considerar a ferradura
no disco D e notar que verifica as condi¢oes de dissipatividade forte. Porém para ver mais
exemplos e entender por que estao ligados a dindmicas unidimensionais e que na verdade
extensoes de endomorfismos em intervalos sao fortemente dissipativos. Basta considerar a
familia quadratica z — 2% + ¢ e a respectiva extensdo Hg(z,y) a superficies, conhecida
como a aplicagdo de Henodn, para certos pardmetros a e b. De fato, isto tem sido provado

em [4] no seguinte Teorema:
Teorema 1.0.2. Para qualquer a € (1,2) e |b] < 1/4, a aplica¢io de Hénon
Hyp(7,y) = (1 — az® +y, —bx)
é fortemente dissipativa na superficie S = {(z,y) : |x| < 3+ %, |Jy| < 3 — 4}
Assim, uma das primeiras propriedades estudadas em [4] dessa classe de difeomor-

fismos SD"(S) é que ela C'-aberta quando a norma do Jacobiano é suficiente pequeno,

mais claramente temos:
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Teorema 1.0.3. Seja f € SD'(S), r > 1, x, y € S e um vetor unitdrio u € T,S,

satisfazendo

|det Df(z)| < ||Df(y).ul/ 5.

Entdo, para qualquer subconjunto de difeomorfismos C?, todo difeomorfismo g que estd C*

perto de f, é fortemente dissipativo.

Dado que nas dinamicas fortemente dissipativas as érbitas sao nao uniformemente
hiperbdlicas é preciso um teorema da variedade estavel para a prova dos teoremas acima.
Em [4] é desenvolvido o seguinte teorema que exige contracdo, dominagao e estar refreada
na direcao transversal e o qual vai nos ajudar na construcao de dinamicas unidimensionais

associadas aos fortemente dissipativos.

Teorema 1.0.4 (Teorema da variedade estavel [4]). Seja um compacto A C S, duas
vizinhangas U, V, um conjunto C*-limitado D do difeomorfismo f : U — V de classe C?,
e constantes o,0,p,p € (0,1) tais que ?; > 0. Entdo, para qualquer f € D, os pontos
x € Nu>f"(A) cuja direcao E C T,.S satisfazendo:

i o DS (@) 5]l
Vn >0,6" <||Df" <og" QLA NA AL S "
possuem uma variedade estdvel 1-dimensional variando continuamente na topologia C*

com o ponto e com o difeomorfismo f € D dotado com a topologia C*.

Esse teorema ¢ valido também para difeomorfismos C** com « € (0, 1), quando
D é um conjunto C'*e-limitado, se a condicdo Z—Z > 0% se verificar. Ainda mais, esse

Teorema da variedade estavel fornece uniformidade respeito a medida.

Dado que no contexto de endomorfismos no circulo um resultado ja conhecido ¢ o
C Closing Lema. Os fortemente dissipativos tem a relevante caracteristica de densidade
dos pontos periddicos no suporte de qualquer medida invariante. Isto é, o Closing Lema

(> para medidas invariantes sem a necessidade de fazer alguma perturbacao.

Teorema 1.0.5. /4] Dada f € SD'(D), onde r > 1, o suporte de toda p € My(f) estd
contido em Per(f). Em particular, se f possui uma medida ergédica nao atomica, entio

existem infinitos pontos periodicos com periodo nao limitado.

Em [4], Crovisier e Pujals definem a partir de difeomorfismos fortemente dissi-
pativos no disco D, espagos unidimensionais (4drvores) e uma dindmica nesse espago. O
resultado desenvolvido trata-se de uma reciproca do Teorema 1.0.2, que expoe dinamicas
em superficies perto das unidimensionais que verificam a condicao de dissipatividade
forte. A construcao de tal espaco é dada ao considerar uma colecao I' de curvas da forma
W#(x) N D, sendo x ponto regular de alguma medida ergddica aperiédica de f. Sendo que

a ferramenta principal para a construcao gerar um espaco 1-dimensional é a possibilidade
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de estabelecer uma ordem entre as curvas. Para comegar, nesse trabalho refinamos e

estendemos a construgio feita em [4] conseguindo assim uma arvore mais geral.

Teorema A. Dado f € SD'(D), r > 1, um difeomorfismo fortemente dissipativo, que
possui uma medida ergodica aperiodica, existe X uma drvore real compacto, f X=X e

m: D — X aplicagoes continuas tais que:

1. ® € uma semi-conjugacao sobrejetora entre f e f, isto €, mo f = fom.

2. 7 induz uma aplicagio m, : My(f) — Mi(f) que € injetora no subconjunto de

medidas ergodicas aperiodicas.

A

3. f ndo tem ramos errantes.

Uma primeira diferenca da construgao apresentada em [4], é que nds construimos
uma arvore ligada a todas as medidas ergddicas aperiddicas e nao com uma tnica medida.
Isto permite estabelecer uma aplicacao entre os espacos de medidas invariantes e portanto
conjuntos de medida total sao levados por 7 : D — X em conjuntos de medida total.
Sendo que em [4] é mostrada apenas a existéncia de uma métrica, nds apresentamos
explicitamente uma métrica definida a partir da distancia de Hausdorff entre curvas. Além
disso, temos feito um refinamento da colecao de curvas de forma que o espaco tenha

possivelmente menos ramos errantes, ver defini¢ao 3.0.2.

Logo, passamos a estudar algumas propriedades da dinamica na arvore. Para isto,
descrevemos elementos como também subconjuntos da arvore pelo indice, isto ¢, o niimero
de componentes conexas do complemento destes. Obtendo assim uma relacao entre pontos
periddicos de dinamica original e a induzida na arvore, que traz como consequéncia a 7,
ser sobrejetora. Além disso, dada a bijecao entre medidas ergddicas aperidédicas é de se

esperar que entropias métrica e topoldgica coincidam.

Teorema B. Dada f € SD"(D) e seja (f, X) a dindmica na drvore induzida. Temos que,

a. O indice de qualquer nodo é finito,
b. f nao é homeomorfismo,

¢. w(Per(f)) = Per(f),

d. m, é sobrejetora,

A

e. Per(f) =X,

I/ htop(f) = htOP(f)'
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Aqui a possibilidade de f ser um homeomorfismo é nula porque implicaria a
existéncia de homeomorfismo de intervalos que s6 é possivel quando o pontos regulares
sdo periddicos. A ultima propriedade foi provada em [4], porém por completitude desse

trabalho apresentamos a prova considerando a arvore geral.

Finalmente passamos a estudar a arvore como invariante dindmico. A principio
sob a hipotese de conjugacao no disco DD temos que as arvores sao homeomorfas e as
dinamicas sao conjugadas. O qual acontece porque a ordem entre curvas ¢é preservada pelo
homeomorfismo dado. Assim, nos perguntamos o que acontece se limitamos a conjugacao
aos maximais invariantes. Um resultado similar nao é possivel pois existe um exemplo
apresentado na secao 5.3. O exemplo trata-se da aplicacao ferradura definida em diferentes
discos D C D e D. Considerando a identidade como o homeomorfismo entre os maximais
invariantes no entanto tais aplicagoes geram arvores nao homeomorfos. Isto acontece pois
existem mais de uma curva do tipo W#(x) N D contida numa tnica curva de W*(z) N D.
Nesse caso, embora nao tenhamos conseguido uma conjugacao, é possivel definir a partir

da inclusdo de curvas uma semi-conjugacao entre as dindmicas nas arvores.

Em geral, considerando apenas a conjugacao entre maximais invariantes é possivel

encontrar duas semi-conjugacoes entre as dinamicas nas arvores, mais claramente:

Teorema C. Dados f e g em SD"(D) conjugados em seus mazimais invariantes. Sejam
Xr e X, as drvores correspondentes a f e g. Entdo, existem semi-conjugagoes continuas
sobrejetoras Hy : Xy — X; e Hy : X; — Xy entre f e g tais que Hy o f = goH; e

A

HQOg:fOHQ.

Como consequéncia da prova do Teorema C temos o corolario 5.3.4. O qual diz que
com certas condigoes sobre as curvas em 'y temos que as dindmicas sao conjugadas e que

optamos por nao enunciar aqui pelo tecnicismo do enunciado.

Para o reciproco do Teorema C, isto ¢, possuindo apenas a conjugacao de dinamicas
nas arvores. Obtemos relagoes importantes tanto no ambito ergédico como no topolégico.
Em primeiro lugar, considerando como hipétese somente conjugacao sobre conjuntos de
medida total em Xy e &), é possivel definir uma bijecao mensurédvel entre subconjuntos
dos maximais invariantes Ay e A;. A qual permite definir uma bijecao entre os conjuntos

de medidas ergddicas aperiddicas de f e g e esta concebe sistemas ergddicos equivalentes.

Teorema D. Dadas f,g € SD"(D). Se existir H : Xy — X, bijecio entre conjuntos
de medida total para toda medida ergddica aperiodica de f e g, tal que o H = H o f
Eziste uma bijecio h : A C Ay — B C Ay tal que A e B possuem medida total para
toda medidas ergodicas aperiodicas por f e g, respectivamente. A qual induz uma bijecao
h* : Myi(f) — Mi(g) entre os espagos de medidas ergédicas aperiddicas. Além disso, os

sistemas (f, ) e (g,h*un) sao ergodicamente equivalentes.
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Em particular, quando H for um homeomorfismo temos:

Corolario 1.0.6. Se as dinamicas f e g sao topologicamente conjugadas por H. Fxiste
uma bijecao h : A C Ay — B C A, tal que A e B possuem medida total para toda medidas
invariantes por f e g, respectivamente. A qual induz uma bijecao h* : My(f) — Mi(g)
entre os conjuntos medidas ergédicas aperiddicas. Além disso, os sistemas (f, ) e (g, h* )

sao ergodicamente equivalentes.

No sentido topologico, nao é possivel definir uma aplicacdo nas regioes erran-
tes a partir de conjugacao topoldgica entre as dinamicas induzidas devido a que tais
regioes colapsam a pontos na arvore. Menos ainda podemos pensar em continuidade
uniforme em conjuntos 'grandes’ ji que nao possuimos contracao uniforme das curvas.
Além disso, precisamos continuidade nos maximais invariantes para poder estender ao
fecho de tais conjuntos. Deste modo, para nosso propésito adicionamos a condicao de
contragao uniforme(nas variedades estéveis) sobre os maximais invariantes. Obtendo assim
uma conjugacao no fecho das unioes dos suportes das medidas ergédicas aperiédicas. Onde
a ferramenta principal na prova é passar para o espago de pre-érbitas (limite inverso) da

arvore.

Teorema E. Dadas f,g € SD"(D), tais que as dindmicas nas drvores f Xy = Xy e
g: X, — X, sao topologicamente conjugadas. Se os mazimais invariantes Ay e A, tém
contracao uniforme nas variedades estdveis. Entao, existe uma aplicacdo que conjuga f e

g no fecho das unides dos suportes de medidas ergodicas aperiodicas.

A estrutura do trabalho é a seguinte: No capitulo dois apresentamos as defini¢oes
basicas como resultados a ser utilizados para o desenvolvimento do nosso trabalho. No
capitulo trés apresentamos a prova do Teorema A que envolve a construcao do espaco
métrico unidimensional (arvore) e a dindmica induzida nesse espago pelo difeomorfismo
fortemente dissipativo. No Capitulo 4 obtemos propriedades dindmicas da f X =X a
partir de propriedades da f : D — f(ID), mais especificamente fazemos a prova do Teorema
B. No Capitulo 5 estudamos inicialmente a arvore como invariante dindmico, isto é, a prova
do Teorema C. Seguidamente fazemos um estudo das dindmicas originais sob hipotese de

conjugacao entre dinamicas das arvores, isto ¢, a prova dos Teoremas D e E.
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2 Preliminares

Nesse capitulo introduzimos os conceitos preliminares ao estudo da dinamica de
difeomorfismos dissipativos em superficies. Isto é, defini¢oes e resultados basicos no ponto
de vista da dinamica como também a interligacao e consequéncias com a teoria ergddica

no caso de dinamicas dissipativas.

2.1 Definicoes e conceitos basicos

Considere o espago C"(M) das aplicagbes de classe C" na variedade M de dimensao
m e para r > 1. Dizemos que f é um difeomorfismo de classe C" se f € C"(M) e tem uma
inversa f~! da mesma classe. Denotamos como Dif" (M) ao conjunto dos difeomorfismos

de classe C" em M.
Seja f € Dif" (M), a 6rbita de p € M é denotada por O(p). Se O(p) é finita, dizemos

que p é ponto periddico, isto é, existe um n tal que f"(p) = p. Além disso denotamos por
Per(f) o conjunto de todos os pontos periddicos de f. Se f(p) = p, dizemos que p é ponto
fixo. Um ponto ¢ € M pertence ao w-limite de p , w(p), quando existe uma sequéncia de
inteiros n; — oo tal que f"(q) — p. Analogamente definimos o conjunto, a-limite de p,

a(p), como sendo o w-limite de p para f~1.

Dado um subconjunto K C M compacto, dizemos que ¢é invariante por f, se

f(K) C K. Com isto, os conjuntos como «(p), w(p) e O(p) sao invariantes pela f.
Uma conjugagao entre f, g € Dif"(M) é um homeomorfismo h : M — M tal que
hog= foh.

Disto tem-se que h o g* = f¥ o h e por tanto, h leva 6rbitas de g em 6rbitas de f,
isto &, h(O,(p)) = O;(h(p)). Ainda mais, h(w;(p)) = w, (h(p)) ¢ hlas(p)) = oy (h(p)).

Definigao 2.1.1. Seja p € M um ponto fizo de f € Dif"(M). Dizemos que p é um ponto
fizxo hiperbolico se Df, : TM, — T M, é um isomorfismo hiperbdlico, isto é, D f; ndo tem

autovalor de norma 1.

E, um ponto p periédico de periodo k é hiperbélico se é hiperbélico respeito f*.

Assim, para esses pontos se definem as variedades estaveis e instaveis:

Definicao 2.1.2. Se p € M é um ponto hiperbolico, definimos a variedade estdvel de p

como:

W#(p) = {x € M; fk(l') — p quando k — +oo},
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e a variedade instavel:

W(p) = {x € M; f¥(z) = p quando k — —oc}.

As quais sao subvariedades imersas injetivamente de M e invariantes por f. Ainda
mais, as dimensoes de W?*(p) e W"(p) tem dimensao igual ao nimero de autovalores de
D f, com norma menor que 1, respectivamente, maior que 1. Tais variedades estéveis e

instaveis sao invariantes por f e também verificam:

W#(p) ={q € M;w(q) =p} e W*(p) ={q € M;a(q) = p}.

Deforma mais geral, se M é uma variedade compacta, dado um conjunto A C M

invariante por f € Dif" (M), dizemos que A é hiperbdlico para f se:

« O fibrado tangente a M restrito a A se decompoe em uma suma direta continua
Th\M = E3 © EY invariante por D f;

« existe uma métrica riemanniana e um nimero 0 < A < 1 tal que [|[Df,v] < Ajv] e

| Dftul| < M|u|| para quaisquer x € A, v € E% e u € E*.

Definicao 2.1.3. Um ponto p € Mé nao errante se dada vizinhanga U de p e qualquer
inteiro ng > 0, existe um inteiro |n| > ng tal que f*(U)NU # 0.

Denotamos o conjunto dos pontos nao errantes por €2(f), o qual é fechado e
invariante. Os conjuntos limite a(p) e w(p) estao contidos em Q(f). Em particular, todo

ponto fixo e periédico de f pertence a Q(f).

Dado f € Dif" (M), dizemos que é Azioma A se o conjunto nao errante Q(f) é

hiperbdlico e Q(f) = Per(f). Um caso particular de difeomorfismos Axioma A, sdo os

difeomorfismos Morse-Smale:

o (f) consiste em um nimero finito de pontos fixos e periddicos, todos hiperbélicos,

« as variedades estaveis e instaveis dos pontos fixos e periddicos, sao duas a duas,

transversais.

Definigao 2.1.4. Dado U C M, o conjunto A = (;c;, f7(U) € chamado mazimal invari-
ante em U por f.

De forma mais geral a definicdo de conjunto hiperbdlico temos

Definicao 2.1.5. Um conjunto compacto invariante A que admite uma decomposicdo
dominada E ® F é chamado topologicamente hiperbolico se é maximal invariante para
alguma vizinhanga, a variedade local tangente a E estd contida na variedade local estdvel e

a variedade local tangente a F' estd contida na variedade instdvel.
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Ou melhor, um compacto invariante A é topologicamente hiperbélico se é maximal
invariante e para cada ponto, as variedades estavel e instavel sao duas variedades com-
plementarias de tamanho independente do ponto. A grosso modo pode-se dizer que um
conjunto A é topologicamente hiperbdlico se a sua dindmica é conjugada a uma dindmica

hiperbdlica.

2.2 Medidas

Dada um espago métrico compacto M e f: M — M uma aplicacao mensuravel e

seja My (f) o espago das medidas invariantes por f.

Defini¢ao 2.2.1. Uma medida 1 € My(f) € ergédica se dado A C M tal que f~*(A) = A
a menos de medida nula implica que u(A) =0 ou u(A) = 1.

Denotamos M.(f) C M;(f) ao subconjunto das medidas ergbdicas respeito f.

Definicao 2.2.2. Uma medida i1 € chamada periodica se estd suportada em uma orbita

periodica de f.

Caso contrario p ¢ chamada medida aperiddica.

Observacgao 2.2.3. Seja p ergddica aperiddica e o seu suporte supp(u), temos que todo

ponto x € supp(u) tem drbita densa no proprio suporte de .

Definicao 2.2.4. Sejam p e v probabilidade invariantes por transformagoes f: M — M
eg: N — N, respectivamente. Dizemos que sio sistemas (f, ) e (g,v) sao ergodicamente
equivalentes se podemos escolher conjuntos mensurdveis X C M eY C N com pu(M) =1
e v(N) =1, e uma bijegio mensurdvel h : M — N com inversa mensurdvel, de forma tal
que

hyt=v e hof=goh.

2.3 Entropia

Seja f : M — M uma transformacao mensuravel que preserva uma medida de

probabilidade p. Dada uma particdo P de M, a entropia da partigdo P é o niimero

H,(P) =Y —u(p)log u(P).

peEP

Dado o sistema (f, i), denotamos

Pt =\ 7(P)
1=0



26 Capitulo 2. Preliminares

Onde o limite )
h,(f,P) =lim EHM(Pn)'

é chamado de entropia de f respeito a medida p da partigao P.

Definicao 2.3.1. A entropia do sistema (f, ) € definida por

h(f) = Sup hu(f, P).

Onde o supremo é tomado sobre todas as parti¢des com entropia finita.

Seja f: M — M uma aplicacao continua no espago métrico M com métrica d. O
conjunto S C M é chamado de (n, €)-separado pela f paran € Z" e € > 0 se, para casa

dois pontos z,y € S, com z # y, existe pelos menos um k com 0 < k < n tal que

d(f*(x), f*(y) > e.

E seja o niimero
r(n,e, f) = max{#S : S C M é (n,e) — separado por f}.

Assim, a taxa de crescimento exponencial de r(n, ¢, f) enquanto n — oo é medido ao
considerar |
og(r(n,e
h(e, f) = lim sup M

n—o0 n

Definicao 2.3.2. A entropia topologica de f é dada por

hiop(f) = lim h(e, f).

€—0,e>0
E um dos principais Teoremas na teoria ergodica:

Teorema 2.3.3 (Principio Variacional). Se f: M — M é uma transformagao continua

num espaco métrico compacto. Temos,

hiop(f) = sup{h,(f); 1 € medida de probabilidade invariante }.

Dados os espagos métricos compactos M e X e as aplicagoes S : M — M,
T:X — Xen: M — X continuas tais que wo S = T ox. Ou seja, T' é fator topologico de
S por 7. Para tal conceito existe o seguinte resultado que permite comparar as entropias

métricas:

Teorema 2.3.4. Dada uma medida v invariante por T em X . Entdo,

h,(T) + /X hiop(T, w1 (x))dv(z) = sup  h,(S), onde x € X.

psv=pomr—1

A prova desse Teorema é consequéncia do resultado principal apresentado em [8].
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Definicao 2.3.5. Seja f: X — X uma aplicagdo bem definida sobre um espaco métrico
X. Definamos o espaco limite inverso l'&n?@ que consiste das sequéncias x = (..., x1,To)
tais que f(x;11) = x;. E a aplicagio F l'&l)ﬁf — l'&nz\& definida como o deslocamento a

esquerda:

F(x) = (..., 21,20, f(20))-

Proposicao 2.3.6. Se X ¢é um espaco métrico completo separdvel e f : X — X continua,

existe uma bijegio entre os espagos de medidas invariantes My(f) e My(F).

2.4 Expoentes de Lyapunov

Seja uma variedade compacta de dimensao d > 1e f: M — M um C" difeomor-
fismo. O Teorema de Oseledets diz que, respeito a qualquer medida p € M (f), quase

todo ponto admite uma decomposicao do espago tangente
T.M=E'&.. . ®E" k=EkQ),
e nimeros reais A\ (f,z) > --- > A\(f, z) tais que,
1 n i~
hrjrtl —log||Df"(x)v;|| = Ni(f, z), para todo v; € E; nao nulo.
n—toco N

Onde os nimeros \;(f, z) sao chamados expoentes de Lyapunov; os pontos x € M para os
quais existem tais nimeros e tal decomposicao sao chamados de pontos regulares respeito
a medida p. Os quais variam mensuravelmente com o ponto z. Mais ainda, os expoentes
de Lyapunov \;(f,z) sdo constantes sobre érbitas. Assim como também sao constantes

sobre u-qtp se u é ergddica.

2.5 Difeomorfismos Dissipativos em Superficies

Seja f € Dif"(S) onde S é uma superficie compacta, onde r > 1. Dizemos que f é

dissipativo se

|det Df(x)| < 1, para todo x € S.

Assim, para qualquer ponto = € M regular existem A\ (z) < Ay(x) e a decomposigao
T, M = E\(x) @ Ey(x). Se u nao esta suportada em um atractor periddico, segue o seguinte

Lema:

Lema 2.5.1. Se f € Dif"(S) e p é uma medida invariante. Se nao existem pontos perid-
dicos atractores em supp(p), o maior expoente de Lyapunov é dado por lim =+ log(||Df™(|)
n—oo

¢ nao negativo.
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Ainda mais, para qualquer ponto regular
i log( det(Df"())]) = Mu(z) + Aa(a).
Como f é dissipativo, temos:

log(| det(D f"(x))]) <0,

portanto, pelo Lema 2.5.1, segue:

)\1(1‘) <0< )\Q(ZL’)

Assim, dada uma medida cujo suporte nao contém pocos periédicos atratores, os
pontos regulares sao tais que possuem dois expoentes de Lyapunov, um negativo e outro

nao negativo e portanto uma variedade estavel 1-dimensional bem definida.
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3 Arvores associados a difeomorfismos forte-

mente dissipativos no disco

Nesse capitulo apresentamos a prova do Teorema A, isto é, vamos a construir uma
arvore, a partir de variedades estaveis de pontos regulares respeito medidas ergodicas
aperiddicas nao suportadas em pocos hiperbolicos quando a superficie é o disco fechado D.
A prova do Teorema A serd desenvolvida em trés secoes. A primeira aborda a construcao
detalhada da arvore com a métrica explicita. A segunda secao sobre a semi-conjugacao
entre o difeomorfismo fortemente dissipativo e a dindmica induzida. A terceira trata-se do
refinamento da arvore em relacao a subconjuntos errantes. E finalmente o enchimento da

arvore de forma que projecao de curvas tenham medida total.

Definicao 3.0.1. Uma arvore real € um espagco métrico tal que para dois pontos a e b

quaisquer, existe um inico subconjunto homeomorfo a [0,1] cujos extremos sao a e b.

Definicao 3.0.2. Seja uma drvore real X, um subconjunto conexo R C X é chamado

ramo da drvore se, o complemento em X € também conexo.

Dada uma aplicacao k : X — X, dizemos que o ramo R é errante se existe ng tal

que k"(X) C X'\ R, para todo n > ng. Em particular, R contém apenas pontos errantes.

3.1 Construcao da arvore

Para a construcao da arvore, dada uma medida p ergdédica aperidédica definimos
inicialmente uma familia I', de curvas associadas a pontos regulares para p. Esta familia

'), verifica as seguintes condigoes:

P1 Cada v € I', é componente conexa de W*(xz) N D para algum ponto regular z da
medida ergddica aperiédica p, com x nao necessariamente em . Em particular, os

elementos de I', sao disjuntos dois a dois.
P2 Cada v € T, é C' limite de arcos em I, e é acumulado por ambos lados.

P3 Para v € I',,, as componentes conexas de f~'(y) N D as quais intersecam f (D) estdo

também em I',,.

P4 Existe um conjunto de u-medida total de pontos p tais que as componentes conexas

de W#(p) N D sdo limite C* de arcos em I',, e sdo acumulados por ambos lados.
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Para garantir a existéncia de tal familia de curvas temos o seguinte lema:

Lema 3.1.1. Dada uma medida ergodica aperiodica p nao suportada num pogo. Eriste

uma familia de curvas I', que verifica as propriedades P1,P2,P3 e P4.

Prova: Seja a medida ergédica aperiddica p e lembrando que todo ponto regular possui
orbita densa no suporte. Considere a colecao de curvas I'y formada pelas componentes
conexas de W*(f"(x)) NID que contem f"(x), com n € Z. Para cada ¢ > 1, definimos T

formada pelas componentes conexas de f~'(7) N D que intersecam f(D) tal que v € T;_;.

r.=Jrs,

i>0

Consideramos:

que ¢ enumeravel e temos que I',, verifica P1 e P3. Para I';, verificar as condi¢oes P2 e P4,
notemos primeiro que no minimo temos acumulagdo de um lado pelo fato de x ter 6rbita
densa. Suponha agora que dado p no suporte de u, Wj(p) é acumulado por curvas -, em
I',, de um lado s6, isto implica que ndo existem outros pontos de supp(s) entre as curvas
“Yn, Caso contrario teriamos acumulagao por ambos lados desses pontos. Assim para cada p
temos uma sequencia de curvas em I', que converge a variedade estével local de p. Como
I, é apenas uma familia enumeravel, o suporte de pu teria que ser no maximo enumeravel,

o que é uma contradicao, pois u é aperiddica. [ ]

Consideremos agora a colegao:

I ={Jr,.
I

Onde cada p é uma medida ergddica aperiddica e portanto a colecao I' verifica P1, P2, P3

e:

P4* Dada uma medida ergddica aperiédica v, existe um conjunto de medida total de
pontos p tais que as componentes conexas de W#(p) NI sao limite C! de arcos em

[' e sao acumulados por ambos lados.

De tais condigoes, P1 e P2 vao nos providenciar a correspondéncia entre um
intervalo fechado e certos subconjuntos de X. A condicao P3 vai prover a boa definicdo da
f : X — X, e por ultimo, para duas medidas ergddicas distintas P4* estabelece a diferenca
entre os suportes. Seguidamente, consideramos a cole¢ao I' formada pelas curvas v € r
tais que, 7 separa o supp(u) para alguma medida p ergédica aperiddica de f. Isto é, o
supp() nao esté contido numa tnica componente conexa de D\ . Esse refinamento sobre
a colecao de curvas vai nos permitir mostrar que na arvore a ser construida nao existem

ramos errantes.
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3.1.1 Construcao do espaco métrico

Em seguida apresentamos a construcao do espago X a partir da colecao de curvas
I'. Que ¢é obtido a grosso modo como o "quociente'do disco D pela colecao I'. Provamos
que com a ordem estabelecida sobre as curvas de I' e a métrica dada, X é uma espago

métrico compacto unidimensional e mais ainda é uma arvore real.

Considere superficies conexas compactas s contidas em D limitadas por uma

quantidade finita de elementos de I'. Seja a colecao de sequéncias de superficies
Y ={(sn);Snt1 C int(s,), para cada n}.

E, dizemos que (s,) < (s},) se, para todo n, existe m tal que s, C s/,. Denotamos ¥ a
colecao de sequéncias enumeraveis em X, que sdo minimais respeito a relacao <. A arvore
X é definida como o quociente de ¥y pela relacao ~: “(s,) < (s),) e (s,) < (s,)". Note
que com essa definicao, a colecao I' pode-se identificar como subconjunto de X'. De fato,
cada arco 7y é representado por sequéncias (s,) tal que v C s,, para cada n e v = () sy,

tal sequéncia existe pela condi¢cao P2. Definimos a métrica sobre X’:
di((sn), (s))) = dg(lim s, lim s,) = lim dg(s,, s),)

Onde dg é a distancia de Hausdorff entre conjuntos A e B definida por:
di(A, B) = max{sup ,cd(a, B),sup ,.pd(A,b)}.

Sendo d a distancia usual sobre ). Para verificar que d, é uma distancia, provemos primeiro
d.((sn), (sh,)) = 0 se e somente se (s,) ~ (s}). De fato, se (s,) ~ (s,), tais sequencias estao
encaixadas entre elas, logo temos que d.((sy), (s),)) = dg(lims,,lims!) = 0. Suponha
agora que (s,) »~ (s),), da definigdo de ~ e da minimalidade das sequencias, existem 1y e mg
tais que s, Ns), = (), para n > ng e m > my. Isto implica que dg(sk, 8},) > dg(Sky, 5,) > 0

para k > kg, onde ky = max{ng, mg}. Portanto, d.((s,), (s,,)) > 0.

A simetria d.((sn), (s),)) = d.((s}),(sn)) segue da definicdo. Dada uma outra
sequencia de superficies (r,) € X, di((sn), (s))) < di((sn), (1)) + di((0), (5,)) segue de
que para cada n temos que: dy(sp,sl,) < dg(sp,75) + du(ry, s,,). Portanto (X, d,.) ¢ um

espago métrico.

3.1.2 X é uma arvore real

Dado que (X, d.) é uma espaco métrico, para verificar que é unidimensional notemos
primeiro que é possivel estabelecer uma ordem entre os elementos: dizemos entdo que uma
curva -y separa e y se estos estao em distintas componentes conexas de D\ 7. Notemos que
o conjunto de curvas em I' que separa x e y é totalmente ordenado respeito & propriedade

de separagao. Considere uma subfamilia de curvas (7, ) enumerével que separam x e y. A
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Figura 2 — Estrutura unidimensional da arvore X.

distancia maxima entre duas curvas consecutivas 7,, vai para zero quando ng vai para
oo e n < ng. Caso contrario, poderiamos encontrar duas sequencias 7,, € Y, , crescente
e decrescente, respectivamente, que pela ordem separam também z e y. Mais ainda, a
distancia dy(Yn,, Vm, ) ndo converge a zero. Contudo, essas sequencias convergem a dois
pontos (curvas) distintos a e b que separam z e y. Como a e b sdo distintos, existe um ~,,
com n grande que separa a e b, o que é uma contradicdo com a construcgao. Isto prova que
a unido de {z,y} com o conjunto dos pontos que os separam é homeomorfo ao intervalo
[0,1]. Assim, X é conexo por caminhos. Onde qualquer caminho que conecta z e y deve
conter o conjuntos de pontos que separam x e y. Portanto, X é uma arvore real. Para ter

uma ideia de como é uma &arvore. Ver Figura 2.

Exemplo 3.1.2. Consideremos o difeomorfismo da ferradura f : D — f(D) definido
dentro do disco. Onde as variedades estdveis locais de todo ponto no maximal invariante
sao totalmente ordenadas. Pela construgdo, cada variedade estavel local de um ponto reqular
para uma medida ergodica aperiodica dada, vai projetar um ponto e as regioes errantes,
que sao limitadas por o bordo de D e as variedades estaveis, sao colapsadas num ponto.

Ver Figura 5.

3.2 A semi-conjugacao e a dinamica induzida na arvore

3.2.1 Definicoes das aplicacoes 7 e f

Para definir a projecao 7 de elementos de D na arvore. Dado que cada curva v € I’
se identifica como um elemento de X, esta se projeta naturalmente. Isto é, se x € =,
7(x) =~. Se € D nao cair em alguma curva, isto é, x € T'\ |J{~ € T'}. Consideramos a
superficie s, como a componente conexa de D\ {y; U...U~,} que contém a x. Assim,

obtemos uma sequencia enumerdavel decrescente minimal de superficies que define w(z) € X.
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Figura 3 — Arvore associada a ferradura em .

Ver Figura 2. Portanto, 7 : D — & pela sua definicao é continua e sobrejetora. Dado que
(D, d) é um espago métrico compacto, e a projecao 7 é continua e sobrejetora, X é um
espago métrico completo.

A aplicacio f : X — X né arvore é induzida por f, isto &, se (s,) = () € X, tal
que f(’/T(.CE)) =7(f(z)). A qual estd bem definida pois se consideramos z,y € C = () sy,
suas imagens por f nao podem ser separadas por alguma curva v € I'. Caso contrario,
esta curva corta f(ID), separa o suporte de alguma medida p e sua pre-imagem contem
uma componente conexa que separa x € y que separa o suporte de p e que pertence a
I’ pela condi¢ao P3, o que é uma contradi¢ao. Assim, f é bem definida, e pela definicao

desta 7 conjuga f e f. Isto prova o item (1) do Teorema A.

Considerando o Exemplo 3 temos que a dindmica f na arvore, que ¢ um intervalo,

coincide com a funcao tenda. Ver Figura 4.

=)

X

Figura 4 — Dinamica na arvore associada a ferradura em .

Para ver que X nao contém ramos errantes, suponha que existe um ramo
R C X errante. Seja z € int(R) de forma que 7 !(x) = v € T, pela defini¢ao existem

pontos regulares de alguma medida p nas distintas componentes conexas de D \ 7, isto
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implica que R contem pontos nao errantes, o que é uma contradi¢cao. Com isto concluimos

a prova do item (3) do Teorema A.

3.2.2 Propriedades ergodicas da dinamica na arvore

Dada f € SD(D), na sec¢ao 3.1 temos definido a colegao de curvas I' como uniao
das colegoes I', = [JI';, onde I'y é dada por um tnico ponto regular de p. Para conseguir
distinguir propriedades ergédicas consideramos uma familia de curvas ainda maior. Ou seja,

dado que I', é enumerével, enchemos entao a colecao I'y completando a I',, ao considerar:
[y = {W5(f'(z)); x é ponto regular de pu},

e reconstruimos a I',, de forma similar ao processo na Secao 3.1. Com isso redefinimos a

colecao I' e temos que a arvore Xy é a mesma pela condicao P4*.

Note que ao considerar apenas a colecao inicial enumeravel de curvas, a projecao
desta tem medida m,u nula. Assim, logo do enchimento temos que dada p ergddica

aperiddica, a projecao de I', tem medida total, isto é:

Lema 3.2.1. Dada pu ergédica aperiddica para f € SD(D), entao mu(I',) = 1.

Esse lema permite também encher a arvore de conjuntos grandes associados a
medidas invariantes dados pela projecao do conjunto dos pontos regulares e as suas

variedades estaveis.

Afirmamos que , é injetora no subconjunto de medidas ergddicas aperiddicas. De
fato, dadas duas medidas aperiédicas uy e uo tais que mu iy = meo. Sejam as colegdes

de curvas I',, e I',, associadas a p; e pio, respectivamente. Portanto na arvore temos

H1
T (m(Ly,) = mepia(mw(L,)) = 1. O que implica py (I'),) =1 € po(Ty,) = 1. Assim, I, e
I',, coincidem em un conjunto de curvas de medida total. Mais especificamente I',, NI,
tem medida total respeito p; e po. Dado que para cada p; existe um ponto regular x; € v
comyel',, NI',,. Temos:

n—1
.1
lim — dej(xi) = ;.

=0

n—oo M

Como x1, 9 € v, que é uma curva contida numa variedade estével, os pontos se aproximam
e tais limites coincidem, isto é, p; = ps. Portanto 7 induz uma aplicacao injetora entre

medidas ergddicas aperiodicas de f e f . Assim, verifica-se o item (2) do Teorema A.

Podemos notar também que a aplicagdo m, nao é injetora no espago M;(f) todo.
De fato, considere f como a ferradura no disco D e as medidas d4 e dp suportadas no
atrator A e no ponto fixo hiperbdlico P, respectivamente. Tais pontos sdo projetados num

tnico ponto na arvore, veja a Figura 3. Assim, temos 7,(04) = m.(p).
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4 Propriedades topoldgicas e ergodicas da ar-

vore X

Depois ter estudado a construcao da arvore X e definido a dinamica induzida pela
fortemente dissipativa vamos descrever alguns subconjuntos e elementos com a finalidade
de obter alguma outra informacgao da arvore e a dindmica f . Temos também interesse
em estabelecer ligacbes mais especificas entre ambas dinamicas, por exemplo a relagao
entre os conjuntos de pontos peridédicos de f e a induzida f na arvore. Com isto, dado que
os fortemente dissipativos no disco D verificam o Clossing Lema, ver 1.0.5, vamos notar
que a dinamica na arvore ganha de alguma forma essa propriedade. No contexto ergddico,
obtemos a sobrejetividade da aplicacao m, em todo M, ( f ) gragas a relagao estabelecida
entre os pontos periédicos de ambas dindmicas. Ainda mais, o fato das entropias topologicas
coincidir. Tudo isto é desenvolvido no Teorema B, cuja prova é o objetivo principal desse
capitulo. Na qual, para o ultimo item reproduzimos a prova dada em [4], que fica mais

clara pois a construcao da arvore agora depende de todas as medidas ergodicas aperiddicas.

Definicao 4.0.1. Seja uma drvore X real, dizemos que

1. Um subconjunto conexo I C X € intervalo se, e somente se, I é homeomorfo a algum
dos conjuntos (0,1), (0,1}, ou [0, 1].

2. Um ponto v € X € nodo se, X \ {x} tem trés ou mais componentes conexas.

3. Dado x € X, dizemos que é ponto reqular se, X \ {x} tem exatamente duas compo-

nentes conexras.

4. Um ponto x € X é chamado extremo se X \ {x} exatamente uma componente coneza.

Da definicdo temos que um intervalo I C X nado contem nodos se, e somente se,
o nimero de componentes conexas de X \ int(/) é menor ou igual a 2. Dado x € X,
chamamos indice de x ao niimero de componentes conexas de X'\ {x} e o denotamos por
ind(z). Disto notamos que z € X é um nodo, ponto regular ou extremo se o ind(z) é,

maior igual que trés, dois ou um, respectivamente.

Prova: [Teorema B]

a. Seja um subconjunto compacto conexo C' C X que contém apenas um nodo e
suponha que o indice deste ¢é infinito. Considere, o recobrimento dado por um aberto
que contém o nodo e intervalos abertos contidos nas componentes conexas de C'\ {z}.
Este recobrimento nao admite um sub-recobrimento finito de C'. Assim, o indice de

qualquer nodo é necessariamente finito.



36

Capitulo 4. Propriedades topologicas e ergddicas da drvore X

b. Suponha que f é homeomorfismo, os nodos, pontos regulares e extremos sao pre-

servados biunivocamente pela f . Isto é, os indices sao invariantes pela f , pois dado
peX, f:X\{p} = X\ {f(p)} é um homeomorfismo que preserva a quantidade

de componentes conexas.

Se escrevemos X = | ;-1 1j onde cada I; é um intervalo fechado cujos extremos
sao ou nodos ou extremos da arvore, temos que f preserva tal unidao de intervalos.

Consideramos agora os intervalos [; para os quais existe n; tal que

No caso da arvore X ser finito, temos que os pontos extremos e nodos sao peridédicos
e todos os intervalos verificam (4.1). Se X" for infinito, dispensamos os intervalos que
nao verificam (4.1) pois estos ndo contém pontos nao errantes. Isto implica que para

toda medida ergddica v de f existe um I;, tal que o supp(v) N I; # (.

Além disso, temos que fm : I = I; ¢ um homeomorfismo para cada I; que verifica
(4.1) . Portanto, se v é ergddica pela f, tal que supp(v) N I; # B, para algum 1,
temos que supp(r) é uma orbita periédica em I;. O que é um absurdo, pois da
construcao da arvore, existe uma medida ergddica aperidédica p invariante pela f.
Onde o conjunto do pontos regulares é infinito e portanto a projecao m,u que é

ergddica pela f contém infinitos pontos no suporte.

. Dado um ponto periédico p € D de periodo n respeito de f, como 7 é semi-conjugagao

entre f e f, temos que f*(w(p)) = 7(f™(p)) = 7(p). Logo, 7(p) é periddico de perfodo
n. Reciprocamente, seja x € Per(f) de periodo k. Se x € ~, para v € T', temos
que fk(v) C 7. Portanto, existe um ponto p € v de periodo k tal que w(p) = x.
Se 2 = (s,), temos que f¥((s,)) = (s,). Como (s,) é uma sequéncia de conexos
compactos encaixados, C' = (), oy Sn € compacto conexo homeomorfo a um convexo
compacto tal que f*(C) C C. Assim, pelo Teorema do ponto fixo de Schauder, existe

p € C tal que f*(p) = p e portanto, x = m(p).

. Isto segue do Teorema 1.0.5 e o fato a colecao I' projetar a arvore.

A

. T« é sobrejetora: Dada uma medida ergddica i € M;(f). Se fi for suportada numa

6rbita periddica O(p), temos que existe um p periddico tal que 7(p) = p e portanto

m.00@p) = - No caso de i ser aperiddica existe £ no suporte tal que

n—1
1 .
5 2o =

Da sobrejetividade de 7, existe € D tal que 7(z) = Z. Assim, temos que o seguinte

limite
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tem como ponto de acumula¢ao uma medida p € M (f) e esta verifica que m.u = fi.

. Fixando o > 0. Pelo principio variacional, existe uma medida ergodica u para f
cuja entropia satistaz h,(f) > hip(f) — a. Se p é suportada numa orbita periddica,
tem-se hyop(f) < @, caso contrario, p é aperiddica. Pelo Teorema 2.3.4, as entropias
de p e m,u podem ser comparadas: para cada x € X, considere a entropia topoldgica

hiop(fy 71 (x)) da pre-imagem 7 !(x), tem-se:
) = o) + [ By (@) )

Para m,u-quase todo ponto x, a pre-imagem esta contida na variedade estavel de x.
Em particular para todo € > 0, as 6rbitas de pontos em 7~1(x) nio se e-separam
depois de algum tempo e portanto a entropia topoldgica hy,(f, 71 (x)) é igual a
zero. Assim, temos que hyoy(f) < hu(f) + @ < heu(f) + @ < hiop(f) + . O que

implica que as entropias topoldgicas de f e f coincidem.

Além disso, do item (b) podemos notar que em geral ndo sempre nodos sio levados

por f em nodos. De fato, dadas trés curvas em 7y, 72,73 € I' ndo ordenadas, é claro a

imagens pela f, f(71), f(72) e f(73) ndo s@o ordenadas no disco f(ID). Porém, as extensoes

de estas podem ser ordenadas no disco ID. Na verdade, a unica condi¢ao que permite

preservar os nodos ¢ a injetividade de f.

Como consequéncia importante da densidade de pontos periddicos em todo X,

dada no item d, temos que a arvore nao apresenta intervalos que sejam errantes.
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5 A arvore como invariante dinamica

Dado que em sistemas dinamicos a conjugacao topoldgica é uma propriedade que
refere-se a dois sistemas ser "indistinguiveis', e como a arvore depende de uma tnica
f € SD"(D). Nesse capitulo estudamos a relacao topolégica entre as arvores induzidas
por difeomorfismos fortemente dissipativos que sao conjugados no disco ID. Sendo que
o dominio inicial é o disco D, procuramos uma relacao entre as arvores e as dinamicas
quando o dominio é um iterado f*(D) para uma f € SD"(D) fixa. Em consequéncia,
fazemos um estudo das dinamicas induzidas quando a conjugacao de dois fortemente
dissipativos é dada em apenas nos maximais invariantes. De forma reciproca, procuramos
uma relacdo, seja ergddica e/ou topolédgica entre as dindmicas fortemente dissipativas
tendo como hipdtese a conjugacao (topoldgica) nas dindmicas nas arvores induzidas por

estas.

5.1 Conjugacao no disco D

Inicialmente consideramos duas dindmicas f, g € SD"(ID) topologicamente equiva-
lentes no disco ID. Assim, é natural nos perguntar se as dinamicas induzidas f e g por estas,
nas respectivas arvores Xy e X, sao também equivalentes. Para responder tal questao
precisamos estabelecer um homeomorfismo entre as respectivas arvores Xy e X, e o qual
torna-se a conjugacao entre f e §. Pela construcao de arvores dada na Secao 3.1, a partir
de h estabelecemos uma relacao entre pontos regulares de medidas invariantes de f e g,
respectivamente. Portanto, uma relagao entre as variedades estaveis de tais pontos e seus

Orbitas.

Proposicao 5.1.1. Dados f e g em SD"(D) topologicamente conjugados no disco D.
Sejam Xy e X, as drvores correspondentes a [ e g. Entdo, existe um homeomorfismo H

entre Xy e X, que conjuga f eg.

Prova: Por hipdtese, existe um homeomorfismo A : D — D tal que ho f = goh
em D. Dada uma medida p ergédica aperiddica pela f, temos que h,u = po h™t é
também ergddica aperiddica respeito g. O que implica que h induz uma bijecdo entre
medidas ergddicas de f e g. Assim, se consideramos o conjunto de pontos regulares A
e B, para u e h.u respectivamente, temos que, p(A) = hopu(h(A)) = hopu(h(A) N B) =
w(ANh=(B)) = u(h=Y(B)) = h.u(B) = 1. Portanto, a menos de medida zero a imagem
pela h dos pontos regulares para p, sao pontos regulares para a medida h,p. Com isto,
consideramos as colecoes de curvas I', e I'y,,,, associadas as medidas ergodicas p e h,pu de

f e g, respectivamente. Como f e g sao fortemente dissipativos e h(W?*(z)) C W*(h(x)),
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onde x € A. As curvas v € I, sao levadas por h em curvas de I',,,. Sendo as colegoes Iy

e I'y associadas a f e g, temos que h leva curvas de I'y em curvas de IT'.

Sejam 7 : D — Xy e my : D — X, as projecoes do disco D, nas respectivas arvores
Xt e X,. Definimos a aplicagao:
H: Xf — Xg,

que leva y = mp(x) € Xy, onde v € D, em H(y) = H(ms(z)) = my0h(x). Afirmamos que H
estd bem definida. De fato, se x pertence a uma curva de I'y, ¢ imediato. Se z,y € D, sao
tais que, m¢(y) = m¢(z) = (Sn)n € ,y € (] Sn. Suponhamos que h(z) e h(y) sdo separadas
por alguma curva v € I'y, como h~! é homeomorfismo e pelo falado acima, h™!(7) separa
x e y. O que é uma contradigao pois z e y nao sao separadas por nenhuma curva em I'y. H
¢ continua, pela continuidade de 7y, m, e h. Finalmente, temos que H : Xy — X, conjuga
f e §. De fato,

Hof(y):HofOWf(x):HOWfof(x)

mg0ho f(x)

= ogoh(a:)

o7y 0 h(z)
o H(x).

Il
lQ)

Analogamente, a partir de h~! podemos encontrar a inversa de H, a qual satisfaz H 'om, =
mpoh~! e portanto H 1o g = f o H~!. Assim, temos que H é uma conjugacao entre as

dindmicas nas arvores e o seguinte diagrama ¢ comutativo:

IS TN o1
NS

Xf L)/Yg

7| . Js

.)('f (—Xg.

Notemos que da construcao da conjugagao H, intervalos e nodos de &’ sao levados
em intervalos e nodos &}, respectivamente. De fato, sejam trés curvas 7, 72, 73 em I'y
ordenadas, ou seja, uma delas separa as outras duas, digamos 7,. Assim, D \ v, tem duas
componentes conexas, onde cada uma delas contem uma ;. Como h é homeomorfismo,
h(v1) e h(v3) estao em distintas componentes conexas de D\ {h(72)}, ou seja, as curvas
preservam a ordem por h. De forma similar, dadas trés curvas nao ordenadas(ou mais)
cuja projecao geram um nodo em Xy, nao se ordenam por h. Logo, suas imagens por h

geram um nodo, e ainda mais o indice do nodo é preservado. Em geral, podemos dizer que
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o indice de um ponto na arvore é invariante pela conjugacao nas dinamicas fortemente

dissipativas.

Uma consequéncia imediata da Proposicao 5.1.1 é que a conjugacao entre as
dindmicas f e g permite definir uma aplicacao entre os espacos de medidas invariantes
My (f) e My(9) dada por H,. Em particular, uma bijecdo entre conjuntos de medidas
ergddicas aperiodicas que preserva conjuntos de medida total. Tendo assim também uma

relagdo ergddica entre as dindmicas nas arvores associadas.

5.2 Arvores associados a (f, f*(D))

Dado que a arvore é obtido ao quocientar o disco D, podemos pensar em considerar
um disco menor. O primeiro candidato a ser estudado é f(ID), pois f é contragao. Assim,
como f é homeomorfismo que leva as curvas que cortam o disco D em curvas que cortam o
disco f(ID) e preserva a ordem de estas, pode-se estabelecer uma aplicacao entre as arvores
associadas aos difeomorfismos f: D — f(D) e f: f(D) — f?(D). Se denotamos por (f, D)
e (f, f(D)) a tais difeomorfismos, respectivamente. Notamos que, dado que as medidas
invariantes coincidem, também os pontos regulares. Disto, as colegoes de curvas I'y e L'y,
construidas na segao 3.1 sao tais que, toda curva o € I'y,, € a intersegao de uma curva de
I'y com o disco f(D). Denotando por A e X as arvores associadas a tais difeomorfismos,

temos:

Proposicao 5.2.1. Existe um homeomorfismo entre Xy e X;.

Prova: Sejam 7 : D — Ay e m : f(D) — X as projegoes nas arvores respectivas.
Definimos a aplicacao H(f) : Xy — &} como H(f)(m(y)) = m(f(y)). A qual esta bem
definida para pontos em curvas de I'f, pois se a curva v €C W?(z) estd em I'y, onde
é um ponto regular. Temos que f(v) é uma curva que corta o disco f(D) e estd contida
em W?*(f(x)). Se m(z) = w(y) = (s,), suponha H(f)(x) # H(f)(y), existe uma curva
Y1 € L'y, que os separa. Portanto f ) € Ty separa z e y. O que é uma contradigao.
Assim, H(f) estd bem definida, é injetiva pois f é um homeomorfismo e é sobrejetiva pela

condigao P3. n

Dado que toda curva v € I'y . estd contida numa curva de I'y que corta o disco D,
pode se definir uma a inclusao ¢ : I' firm — L'f, que nao ¢ injetora pois dadas duas curvas
7,7 €T fi; Poderiam estar contidas numa mesma componente conexa de Ws(z) N D,

para algum ponto x regular.

Assim, da proposigdo anterior e o falado acima, os seguintes diagramas sao comu-
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tativos:

X, H(f) X,

N

Xo

X1;>X0

N
)

;.
Em geral, se denotamos por (f, f*(D)) ao difeomorfismo f restrito a f*(D), e X} a drvore

associada ao par (f, f¥(D)). Temos a seguinte proposi¢io:

Proposicao 5.2.2. Para cada k > 1, existe um homeomorfismo entre Xj, e Xpiq.

5.3 Semi-conjugacao de arvores a partir da conjugacao dos maxi-

mais invariantes

Visto que as drvores sio homeomorfos ao considerar como dominios os discos f*(ID),
para qualquer k > 1, podemos pensar em restringir f € SD"(ID) ao maximal invariante
Ay = Npen [7(D). Assim, dado que toda curva y € I'y separa o suporte de alguma medida
p ergddica aperiddica e supp(p) C Ay, por definicdo, temos que 7 interseca o maximal
invariante Ay. Assim, toda superficie limitada por curvas em I'; interseca Ay. Portanto a
arvore Xy coincide com a projecdo do maximal invariante, isto é, mp(Ay) = m¢(D) = AY.
Isto significa que o estudo da dindmica na arvore Xy pode se limitar a estudar a dinamica

de f no maximal invariante Ay.

Na Proposicao 5.1.1, a conjugagao topolégica h : D — D entre f e g implica
a conjugacao entre os maximais invariantes Ay e A,. Assim, é de se esperar obter um
resultado nas dinamicas das arvores a partir de apenas de uma conjugacao entre maximais
invariantes de f e g. Porém, se h for definida apenas no maximal invariante, nao podemos
garantir que h(W; (x)) = W .(h(z)). Menos ainda que h preserva a ordem de curvas que
cortam o disco D como na prova da Proposicao 5.1.1 para a boa definicdo do nosso H.

Para ver isto, temos os seguinte exemplo:

Exemplo 5.3.1. Sejam os difeomorfismos f : D — f(D) a ferradura no discoe g : D — D
onde g € a restricao de f a D que é um disco obtido ao tirar um subconjunto conexo
de D, ver Figura 5. A aplicagio @ : Ay — A, dada pela identidade € conjugacao entre
f e g nos seus maximais invariantes. Se Xy e X, sao ds drvores respectivas, podemos
notar na Figura 5 que estas nao sao homeomorfas. Por outro lado t, induz uma aplicacao
inclusio 1 : X, — Xy continua sobrejetora e ndo injetora entre as drvores, e que é uma

semi-conjugagcao entre as dinamicas nas drvores, isto é, 10§ = f o1. Além disso, da
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se¢ao anterior sabemos que Xy e Xy, sao homeomorfos e da Figura 5 notamos que €
possivel definir uma aplicacio J - Xty = Xy continua sobrejetora induzida pela inclusao

j: f(D) = D.

Xg

f(D

Xf\f(u))

Figura 5 — Arvores associados a dinamicas conjugadas em seus maximais invariantes.

Logo, a composicao 5 o f : Xy — &, define uma semi-conjugacao entre as aplicagoes

f e §. Além disso, 71 e j o f sao tais que verificam a Figura 6.

~

Xg

Figura 6 — Semi-conjugacoes entre as dindmicas nas arvores
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5.3.1 Prova do Teorema C

Da secao 5.2 sabemos que existe um homeomorfismo entre arvores obtidos em
iterados do disco que é induzido pelo préprio difeomorfismo f. No exemplo 5.3.1, embora
nao seja possivel obter um homeomorfismo a partir da conjugacao entre os maximais
invariantes, temos achado aplicagoes continuas entre as arvores Xy e X, que sao semi-

conjugacoes das dinamicas f e g.

Seja o homeomorfismo h : Ay — Ay que conjuga f e g em seus os maximais
invariantes, de forma analoga a prova da Proposi¢ao 5.1.1, sejam I'; e I'y as familias de
curvas associadas a f e g. As quais sao tomadas considerando que h induz uma bijecao
entre os conjuntos de medidas ergddicas aperiddicas de f e g. Considere 7y : Ay — Xy emy :
A, — X, as projecoes nas arvores de f e g respectivamente. Como h é homeomorfismo entre
compactos conexos, consideramos as interse¢oes de curvas com os maximais invariantes:
YyNAfeyNA;ondeyel'yedely. Note que no caso h levar curvas de I'y em curvas
de Ty terfamos que h(y, N Ay) = ) N Ay, para um y € Ay dado. Portanto, como na
proposicao 5.1.1 seria possivel definir uma aplicagao entre as colegoes de curvas I'y e I'y
que geram as arvores a partir de h. Como isto nao é sempre verdade, consideramos o

seguinte lema:

Lema 5.3.2. Existe k > 0 tal que para dada 7y, € Ff‘f"'(ll))’ temos que h(7zNAf) C Y@ NA,.
Onde x € Ay e Yp@) € Ty,

Prova: Dado que 4 N A, é um subconjunto compacto de A4, temos que existe um € > 0
tal que |[§ N Ay| < €, para toda curva ¥ € T';. Seja § = d(e) dado pela continuidade
uniforme de h: Ay — Ay, Como dy(f™(ID), Ay) — 0, existe uma k suficientemente grande
tal que dg(f*(D),A;) < /3 e |yNAs| < §/3 para toda v € Lty Assim, temos que
7| < 2.0/346/3 = 6. O que implica que, para qualquer dois pontos z e y em v N Ay,
d(z,y) < 0, e portanto d(h(x), h(y)) < e. ]

Esse Lema nos diz que para um k suficientemente grande, as curvas associadas ao
difeomorfismo f : f¥(D) — f*(D) sdo tais que, as intersecio YN A, ¢é levada por h numa

Unica curva de I'.

De forma similar para ¢, temos que se I' ¢é a colegao de curvas associada ao

glgl<D)
difeomorfismo (g, g*(D)), existe [ > 0 tal que para dada v, € I'f, temos que h(y, N A,) D
:Yh(y) N Ag. Onde y € Af e ih(y) € F9|gl(m)'
Desse modo, o Lema 5.3.2 vai nos permitir definir uma aplicacao entre as curvas de

I't e I'y, a qual serd estendida de forma continua as arvores. Para provar a boa definicao
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de tal extensao precisamos, como no caso anterior, do fato de h preservar a "ordem"de

curvas. Isto é:

Lema 5.3.3. Dados os dois pontos x e z em Ay separados no disco D por uma curva
vy €'y, comy € Ay, que contém um ponto reqular para alguma medida ergédica aperiédica
de f. Suponha que Yy N Ay C h(v, NAy). Se h(x) e h(z) nao estio na mesma curva de
Iy que h(y). Entao, vyu,) separa h(z) e h(z) no disco D.

Prova: Sejam x e z pontos em A separados pela curva 7, € I'; que contém um ponto
regular para uma medida ergddica aperiédica dada. Sem perda de generalidade podemos
supor que y ¢ tal ponto regular. Como Ay é conexo, x e z estao em distintas componentes
conexas de Ay \ v,. Denotemos I, e I, as componentes conexas que contém a z e z,

respectivamente.

Th(y)

Figura 7 — Ordem das curvas é preservada pela conjugacao nos maximais invariantes.

Suponha que h(x) e h(z) nao sao separados pela curva ) € I'y que contém a
h(y). Consideramos Jypy = h(1;) € Ju) = h(1.), pela hipdtese Yy N Ag C h(yy NAf) e
a continuidade de h temos que, Jyg) € Jp(z) sdo conexos de Ay \ Yp(y) que contem a h(x) e
h(z), respectivamente. Mais ainda, como h(x) e h(z) nao sao separados por (), temos
que Ju(z) € Ju(z) estdo na mesma componente conexa de D \ Yh(y)- Tomemos uma sequéncia
y, — h(y) em A, tal que y, esta na componente conexa de D\ 43¢, que ndo contem
nem Ip,(;) nem ;). Logo, como y é ponto regular, pelo Teorema da Variedade estavel [4],
Yy = Angy)- Por tanto, se y, = h™1(y,) entdo v, — 7. Isto implica que 7, NI, # 0 ou
Yy N I # 0. Em qualquer caso temos uma contradicao pois h(y,, N 1) = 3y N Jp@) =0
e h(vy, NIL) =4y N Jye) =0. ]

Prova do Teorema C: Seja o k do Lema 5.3.2, definimos H; : Xy — X, como
Hy(mp(x)) = my(h o f*(z)) onde z € D. Afirmamos que H; estd bem definida. De fato,
sejam = e z em Ay tais que my(z) = mp(z). Se z,z € v € I'y, pelo Lema 5.3.2 temos que
h(f*(z)) e h(f*(z)) estao numa mesma curva de I', e por tanto Hy(ms(x)) = Hy(m(2)).
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Consideramos | = I(k) dado pelo Lema 5.3.2, isto é, h™' (3, N Ay) C v4-1¢) N Ay para
toda curva 7, € F9|gl(u>>> e onde Y,-1(y) € Ff‘fkm)' No caso = e z ndo estar em nenhuma
curva de Ty, suponha que 7, (h(f*(x))) # m,(h(f*(2))). Ou seja, existe uma curva 5 € T,
que separa . Portanto, h(f*(z)) e h(f*(z)) estdo em diferentes componentes conexas de

g'(D) \ 7 e denotemos por 7' a componente conexa de 7N ¢g'(D) que os separa.

Caso 1: Se 4 contém um ponto regular 3’ para alguma medida v ergddica
aperiédica de g. Pelo Lema 5.3.3, existe uma curva 7' que separa f*(z) e f¥(z) no disco
¥(D) e que contém um ponto regular y = h~(y') da medida h;'v invariante por f.
Assim, temos que x e z sao separados em I pela componente conexa de f~%(7') e tal curva

pertence a I'y o que ¢ absurdo.

Caso 2: Se 4’ ndo contem nenhum ponto regular, para algum n, g"(y") C W3 (D)(a),
sendo @ um ponto regular alguma medida ergddica respeito g, tal curva Wfsl (D)(a) separa
h(f*(x)) e h(f"*(2)) no disco g'(D). Como no Caso 1 temos que existe uma curvas
em que a € Uy ., - que separa () e f7*(2) no disco f"**(D). Finalmente, basta
tomar a componente conexa v de f~""%)(a) que separa z e y em D e que interseca Ay,

pois este é conexo. Portanto, v € I'f separa x e y, o que ¢ um absurdo. Ver Figura 8.

Pelo Teorema da variedade estavel 1.0.4, a continuidade de h, 7 e 7y, e pela prépria
definicao, H; : I'y — I'y é continua e preserva a ordem. Finalmente, como as projecoes
das colecoes de curvas 7¢(I'f) e my(I'y) s@o densos em Xy e X, respectivamente. Pode-se

estender H; a Xy de forma continua.

H, é semi-conjugacao entre f eq:
Hy o f(ms(2)) = mg(h(f**(2))) = my(g o h(f*(2))) = § o H(ms(x)).

De forma andloga, es possivel definir Hy : X, — Xy como Hy(m,(y)) = mp(h~'o
g™ (y)), onde a m é obtido pelo Lema 5.3.2 considerando a conjugagao h™' : A, — Ay.

Em particular, se a inclusao no Lema 5.3.2 é uma igualdade quando k£ = 1 temos

uma conjugacao entre as arvores Xy e Xy:

Corolario 5.3.4. Dados f e g em SD"(D) conjugados em seus mazximais invariantes por
h: Ay — Ay, Se para toda curva de 'y se verifica h(v, N Ay) = An@) N Ay. Entdo, existe

A

um homeomorfismo H : Xy — X, que conjuga f e g.

Prova: Nesse caso definimos H : Xy — &, como H(ns(x)) = my(h(z)) para todo = € D.
Onde a condigao h(AfN7,) = AgNAne) implica, como no Teorema 5.1.1, que H estd bem

definida sobre as curvas de I'y e o Lema 5.3.3 garante a boa definicao de H na arvore toda.
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f—(k+n)

Figura 8 — Iterado de curvas errantes

Temos também que a inversa é dada por H*(m,(y)) = m;(h™'(y)). A continuidade de H

e H™1 é andloga ao Teorema C.

5.4 Prova dos Teoremas D e E

De forma reciproca, supondo que existe um homeomorfismo entre as arvores
h o Xy — X, que conjuga as aplicagoes f e §. Desejamos recuperar informacao na
dindmica original, que nesse caso seria encontrar uma relagao ergdédica como também
topolégica (conjugacao) entre f e g em pelos menos subconjuntos "importantes'dos

maximais invariantes Ay e A,, respectivamente. No sentido ergédico, isto significa que
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tais conjuntos sejam de medida total para qualquer medida ergddica aperiddica e que os
conjuntos destas medidas respeito f e g tenham algum tipo de equivaléncia como acontece
sob a hipdtese de conjugacao topoldgica nos maximais invariantes. Porém para nos obter
um resultado similar, partimos apenas de uma bijecao h mensurdvel que conjuga f e g em

conjuntos de medida total.

Primeiramente, dado que a arvore Xy esta ligada a curvas que intersecam o maximal
invariante A; e o fato da dindmica no espago das pre-6rbitas em &’y ser uma extensao
natural da dinamica na arvore. Analisamos a ligagdo entre Ay e lim Xy. E portanto, as

consequéncias ergodicas de tal ligagdo. Definamos a aplicacao:

¢p Ay — lm Ay

r — [...,i’n,...,i‘o].

Sendo que 7(z) = & = & e & = m;(f~(x)), para todo i > 0. A aplicagdo ¢ estd bem
definida pois f(2;) = mp(f =" (z)) = &;_1 e portanto [..., 2, ..., 2] € lim X Além disso

¢ é sobrejetora pois f e Ty sao sobrejetoras.

Afirmamos que ¢ ¢ injetora no conjunto My = {x € Ay;card([z]) = 1}, onde [z] é
a componente conexa de W;l(i’) N Af que contém a z. De fato, dados dois pontos z e «’
tais que ¢y(z) = ¢s(2'). Temos assim, f~(z) e f~*(y) ndo sdo separados por curvas em
Iy, para cada ¢ > 0. E portanto, [x] = [2/]. Dado que [z] ¢ um conexo compacto tal que
card([z]) é 1 ou oo, temos que ¢ é injetora apenas quando card[z] = 1. Notemos também
que pu(My) =1 para toda medida p ergédica aperiédica. De fato, dado um ponto regular
x associado a u, considere as curvas y; = Wi(f 7 (z)) as quais 74(v;) = Z; e f(7i) C Y1
e portanto x = nlgn ﬂ?:o f7(v;). Assim, os pontos regulares de uma medida dada estao

oo

contidos em M. A inversa ¢!, definida em ¢;(M;) é dada por
T MR J(m) —
(bf [7xn77x0]_nh_>nolo(1f (7]) Z.
j:

Sendo que as curvas +; verificam 7¢(y;) = Z; e f(7;) C vi—1. Temos também da defini¢ao

de gb?l que para pontos em ¢ (M) verifica-se:

A

ool @n ol = &7 [, f(@n)sn s f

Por outro lado, sabemos que a 7y* do Teorema A é bijegao entre os subconjuntos
de medidas ergodicas aperiédicas de f e f . Adicionalmente, seja a aplicagdo deslocamento

F[ ey By @0l = [0, 20, -+, o, f(20)] nO espago limite inverso @Xf. Existe uma

bijecao II¢* entre os espagos de medidas invariantes de f e F' induzida pela uma projecao
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ITf - I'&n)( + — Xy. Assim, o seguinte diagrama ¢ comutativo

Mi(f) -2 M)
f*

\ I
Tk

Mu(f).

Sendo ¢} a aplicagao entre medidas invariantes induzida pela ¢;. Que é bijecao
entre os subconjuntos das medidas ergddicas aperiddicas de f e f . Em particular, M;

contém os suportes de todas as medidas ergddicas aperiddicas de f.
Feito isto, passamos a fazer a prova do Teorema D:

Prova: [Teorema D] Considerando as aplicagoes invertiveis ¢ : My — 1&1 Xrepg: My —
l&l X, associadas a f, g € SD"(D), respectivamente. Para estabelecer uma aplicagao entre
subconjuntos de My e M, a partir da bijecao h:x ¢+ — X, que conjuga f e g, definimos a

bijecao entre os espacos de pre-érbitas:

H:lmX; — lim X,

[ En B — [ A

Do qual obtemos uma bijegao H, entre os espacos de medidas invariantes Ml(ﬁ )e Ml(é)
Portanto, do falado acima, ¢;(My) e ¢,(M,) contém os suportes das medidas ergddicas
aperiddicas de Fe G, respectivamente. Logo, definimos uma outra aplicacao que leva

elementos de My em elementos de M,:
z € My — 67 (H(6y(x))) € M,.

A qual restringimos a subconjuntos A C My e B C M, de forma que seja bem definida. Para
isto basta considerar A = ¢ (¢ (My) N H Y (¢y(M,))) e B = ¢, (dg(My) N H(d5(M;))).
Sendo que A é ndo vazio pois ¢s(My) N H™ ' (¢,(M,)) contém o suporte das medidas
ergodicas aperiddicas de F, de forma analoga B é também nao vazio. Além disso, podemos
notar que A e B tem medida total para toda medida ergodica aperiddica de f e g,

respectivamente. Assim temos:

h:ACcMy; — BCM,

v — ¢, (H(s(2))),

é bem definida e cuja inversa h™! = (b]?l oH'o ¢4 estd também bem definida. Logo, h
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verifica h o f|4 = g|p o h. De fato:

hof(z) =¢, (H(os(f(2) =&, (H([...,Ens1, .-, 20, f(Z0)]))

Como ¢y, He gb;l sao mensuraveis, temos que h é uma bijecdo mensuravel com inversa
mensuravel. Além disso, induz uma bijecao entre os conjuntos de medidas ergddicas
aperiddicas, dada por h,(p) = h.p para p € My (f). Mais claramente, o seguinte diagrama

comuta:
Mi(f) == Mi(g)

o+ Mi(f) Mi(g) |oo+

Portanto, temos que o sistema (f, 1) é ergodicamente equivalente a (g, h. ).

E também possivel definir uma aplicacio entre os espacos de medidas invariantes
Mi(f) e Mi(g) a partir de h e h. Sendo que h, estd apenas definido para medidas cujo
suporte estd em My, desconsiderando assim as medidas periddicas. Portanto, a definicao
seria dada da seguinte forma: para medidas ergddicas periddicas de f, consideramos
bg * oh, o T; e para as aperiodicas h.. Esta aplicagdo nao tem como ser injetora pois, do

ja falado anteriormente, ¢s* e ¢4+ nao sao injetoras no conjunto das medidas periédicas.

Visto que temos obtido a equivaléncia ergédica entre medidas aperiodicas de f
e g nos conjuntos A e B, respectivamente. Apresentamos a ligacdo topoldgica, isto é,
um homeomorfismo entre f e g nos fechos das unioes dos suportes de todas as medidas
ergddicas aperiddicas. O qual é certeiro pois a projecao de tais conjuntos geram as arvores
X e Xy, respectivamente. Claramente, nosso candidato a ser tal homeomorfismo é o h

definido na prova do Teorema D.

Sendo que ¢ ¢ continua pela continuidade de f . Podemos notar que a inversa ¢]71
é também continua. De fato, dados [...,Zn, ..., 20l € [.. ., Un,-.., o) em 1&11 X suficien-

temente perto, isto é, dado § > 0 existe um ng tal que dg(7;, ;) < 0 com j > ng. Onde

07 [+ o] = T (Vg FI() = 2 € 671G ] = Jim (Vg ) = v
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Sejam A e 3 as constantes de contragao associados a x e y, respectivamente. Temos
que d(z,y) < 0 + CA\y + DB} e por tanto ¢J71 ¢ continua. Porém a aplicagao gb}l nao é
uniformemente continua pois a distancia é limitada por uma constante que depende de x

ey.

Prova: [do Teorema E] Primeiramente, a continuidade de h é fornecida pela continuidade
de ¢y, Hede ¢JI1. Note agora que, como consequéncia de A conter os pontos regulares
temos que A C |Jsupp(p). Mais ainda, como A tem medida total para uma p dada,
temos que A N supp(x) é denso no supp(p) e portanto A = [Jsupp(x). De forma analoga
B = Usupp(v). Como A; e A, possuem contragio uniforme nas variedades estéveis, a
aplicagao qb]?l é uniformemente continua o que implica h e h~! ser uniformemente continuas.
E portanto, as extensoes destas aos fechos verificam hoh=' = I|4 e h~1oh = I|g, que pela

continuidade uniforme de h ditas extensoes a A e B, respectivamente, sdo continuas. Sendo

que que h~1 = Eil, o que finalmente implica | Jsupp(u) e |Jsupp(v) ser homeomorfos por
h.
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