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Resumo

Estudamos a entropia topolégica de Bowen de pontos genéricos e de pontos irregula-
res para certos sistemas dinamicos. Sugerimos uma definicdo de entropia topoldgica de
conjuntos nao compactos para fluxos, analoga a definicao de Bowen, e mostramos que
esta entropia coincide com a entropia de Bowen da aplicacao tempo-1, sobre qualquer
conjunto. Mostramos também uma desigualdade de Bowen para fluxos; a saber, que a
entropia métrica com respeito a qualquer medida invariante por um fluxo continuo é uma
cota superior para a entropia topoldgica do conjunto dos pontos genéricos com respeito a
mesma medida, e que a igualdade é sempre verdadeira se a medida for ergddica. Propomos
uma definicdo de quase-especificacao para fluxos e provamos que um fluxo continuo tem a
propriedade de quase-especificacao se, e somente se, a aplicagao tempo-1 tem esta proprie-
dade. Usando a desigualdade de Bowen para fluxos, mostramos que todo fluxo continuo
com a propriedade de quase-especificacao é saturado, estendendo um resultado de Pfister
e Sullivan. Por ultimo, provamos que em superficies, o conjunto dos pontos irregulares
de qualquer difeomorfismo de classe C'*® tem entropia total. Também mostramos que
para aplicacoes racionais parabdlicas, o conjunto de pontos irregulares com respeito ao

potencial geométrico tem entropia total.

Palavras-chave: Pontos genéricos, pontos irregulares, entropia topoldgica de Bowen,

propriedade de especificacao.






Abstract

We study the Bowen topological entropy of generic points and of irregular points for
certain dynamical systems. We give a definition of topological entropy of non-compact
sets for flows, analogous to Bowen’s definition, and show that this entropy coincides with
the Bowen topological entropy of the time-1 map on any set. We also show an Bowen’s
inequality for flows; namely, that the metric entropy with respect to every invariant
measure for a continuous flow is an upper bound for the topological entropy of the set
of generic points with respect to the same measure, and the equality is always true if
the measure is ergodic. We propose a definition of almost specification property for flows
and prove that a continuous flow has the almost specification property if and only if the
time-1 map satisfies this property. Using the Bowen inequality for flows, we show that
every continuous flow with the almost specification property is saturated, extending a
result of Pfister and Sullivan. Finally, we show that on surfaces, the set of irregular points
of any C'T*diffeomorphism has full entropy. Also, we show that for parabolic rational
applications, the set of irregular points with respect to the geometric potential has full

entropy.

Keywords: Generic points, irregular points, Bowen’s topological entropy, specification

property
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1 Introducao

O objetivo geral da teoria dos sistemas dindmicos é entender o comportamento assintético
das érbitas de um sistema dado. Tal entendimento pode ser feito de diversas perspectivas e
da lugar a diferentes sub-areas em sistemas dinamicos: dinamica topoldgica, teoria ergddica,
dindmica hiperbodlica entre outras, bem como suas inter-relagoes. Neste trabalho estudamos
o comportamento estatistico das orbitas e assim adoptamos principalmente o enfoque da
teoria ergodica.

Um importante papel em teoria ergddica é desempenhado pelas médias de Birkhoff,
uma propriedade local que indica a média assintotica de observagoes ao longo de trajectorias.
Particularmente, estamos interessados no comportamento assintotico de pontos genéricos,
com respeito a alguma medida invariante, de fungoes continuas e fluxos definidos sobre
um espago métrico compacto (X, d).

Dado um sistema dindmico discreto (X, f), um ponto = € X é genérico com

respeito a uma medida f-invariante se
1 n—1 )
lim — i(x)) = / d
nggOan::Oso(f () = [ pdu

para toda observavel continua ¢ : X — R. Esta ultima relacao implica que a orbita
{f™(z) : v € N} de um ponto genérico = é distribuida uniformemente sobre o espago
X desde o ponto de vista da observavel, relativamente a medida p. Analogamente, um
ponto x € X é genérico com respeito a uma medida invariante u para um fluxo continuo
O = {¢'}er sobre o espago X se
1T ¢
lim f/ p(¢'(x)) = /sodu

0

T—o00

para toda observavel continua ¢ : X — R.

Os pontos genéricos fornecem informagao importante acerca das propriedades
observaveis da dindmica, e pontos genéricos com respeito a diferentes medidas permitem
obter informacao complementar. O estudo de pontos genéricos, originado por Krylov e
Bogoliubov [42] na busca de medidas invariantes, tem sido bastante frutifero desde seus
inicios. Resulta que, pelo Teorema Ergodico de Birkhoff, o conjunto de pontos genéricos
com respeito a uma medida ergddica p, denotado por G,(f) (e G,(P)), tem medida total,
e portanto reflete o comportamento global do sistema (o comportamento mais tipico de
pontos no espago de fase). Em contraste, se ;1 ndo for uma medida ergddica, entdo os
pontos genéricos formam um conjunto de medida universalmente nula (podendo ser vazio).
Isto significa que algumas propriedades dinamicas desses conjuntos de pontos genéricos
nao sao reveladas por medidas invariantes. Porém, em varios casos esses conjuntos sao

grandes desde o ponto de vista topoldgico (por exemplo, o conjunto G,(f) é um conjunto
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denso no suporte de p quando o sistema tem a propriedade de sombreamento em média
assintética). Portanto, uma tarefa importante é estimar o “tamanho” dos conjuntos G ,(f)
(e G,(P)) desde outros pontos de vista.

Em 1973, R. Bowen [14] definiu a entropia topolégica, h(f, Z), de um sistema
dindmico discreto (X, f) ao longo de qualquer subconjunto Z do espago métrico compacto
X. Esta nocao se assemelha com a definicao de dimensao de Hausdorff, e é na atualidade
conhecida como a entropia topolégica de Bowen. Ele mostrou o notavel resultado a seguir:

Denotamos por h,(f) a entropia métrica de f com respeito a p.

Teorema (Bowen [14]). Seja f : X — X uma funcdo continua sobre um espago

métrico compacto X. Entao, para qualquer medida invariante p,

h(f, Gu) < hu(f) (1.0.1)

e a igualdade sempre se cumpre quando p é ergddica.

A entropia topoldgica para conjuntos nao compactos tem sido o foco de numerosos
estudos desde o trabalho pioneiro de R. Bowen, e possui um papel essencial em muitos
aspectos da teoria ergddica e sistemas dinamicos, especialmente em conexao com a teoria
da dimensao e andlise multifractal (veja, por exemplo, [6]).

Em geral, a desigualdade (1.0.1) é estrita se a medida nao é ergédica. De fato,
nao é dificil construir exemplos de sistemas com entropia métrica positiva com respeito
a uma medida invariante p ¢ G,(f) = 0. Mas, assombrosamente, em vérios sistemas
que sao importantes na teoria de sistemas dinamicos, a igualdade é sempre verdadeira.
Esses sistemas sao chamados saturados. Entao, uma pergunta natural seria determinar
que classe de sistemas sao saturados. Em [30], Fan, Liao e Peyriére provam que sistemas
com especifica¢do sao saturados. Pfister and Sullivan em [57] introduzem a nogao de
g-quase produto e mostram que eles sao saturados, generalizando o resultado de Fan et
al. Mais tarde, A. Mesén e F. Vericat, [48], mostram que sistemas com a propriedade
de quase-especificacao sao também saturados. Lembramos que especificacdo implica a
propriedade de g-quase produto e que esta, por sua vez, implica quase-especificagao. Outra
classe de sistemas importantes a considerar sao sistemas satisfazendo a propriedade de
sombreamento em média assintotica (AASP para abreviar). Todo sistema com a quase-
especificacio satisfaz esta dltima propriedade. E um problema em aberto se estes sistemas
sao saturados. Veja o capitulo 5 para defini¢oes precisas dos conceitos citados acima.

Por outro lado, pouco é sabido para sistemas dinamicos de tempo continuo e este é
um dos principais objetivos de nosso estudo. Estamos interessados em saber quando um
fluxo continuo é saturado. Primeiramente, estendemos a definicdo de Bowen de entropia
topoldgica para fluxos sobre espacos métricos compactos e provamos uma igualdade do

tipo Abramov:
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Teorema A. Seja ® = {¢'};cg um fluxo continuo sobre um espago métrico

compacto X. Entao

t-h(®,2)=h(¢" Z) para qualquer Z C X et > 0.

Depois, usamos o resultado acima para provar nosso resultado principal que é um

analogo a desigualdade (1.0.1) no contexto de fluxos:

Teorema B. Seja & = {¢'}cg um fluxo continuo sobre um espa¢o métrico

compacto X. Entao
h(®,G,(P)) < h,(P) (1.0.2)

para toda medida ®-invariante p e a igualdade é sempre verdadeira se u é ergddica.

Nossa abordagem ¢ baseada na comparacao de pontos genéricos do fluxo com
aqueles da aplicagao tempo-1 (veja o Teorema C abaixo). Note que isto ndo é obvio, porque
medidas ergddicas para o fluxo podem nao ser ergddicas para a aplicagao tempo-1. Isto
implica que os pontos genéricos para o fluxo com respeito a p pode nao ser genérico para
o tempo-1 com respeito & mesma medida p. Uma vez que temos a desigualdade (1.0.2),
obtemos uma condicao suficiente para um fluxo ser saturado em termos da aplicacao

tempo-1.

Teorema C. Seja & = {¢'};cr um fluxo continuo sobre um espago métrico com-

pacto X. Se ¢' é saturado, para algim t > 0, entdo ® é saturado.

No Capitulo 5, a fim de apresentar exemplos de fluxos saturados, derivamos resulta-
dos analogos aqueles referidos antes sobre sistemas dinamicos discretos com propriedades
do “tipo especificacao”. Com efeito, propomos uma definicdo de quase-especificacao para
fluxos e provamos (Teorema D) que um fluxo tem esta propriedade se, e somente se, o
tempo-1 tem a propriedade de quase-especificagao. Como consequéncia, mostra-se que
fluxos com a propriedade de quase-especificacao sao saturados, estendendo o resultado
de Pfister e Sullivan. Em particular, obtemos que um fluxo de Anosov topologicamente
misturador é saturado. Relacoes entre estas propriedades do tipo especificagao sao também

estabelecidas.

Se denotamos por Q(f) o conjunto de todos os pontos genéricos do sistema dinamico
(X, f), 0 espaco X se decompde de maneira natural como X = Q(f) U X (f) onde X(f) é
o conjunto de todos os pontos onde as médias de Birkhoff nao convergem para alguma
observavel ¢ : X — R (tais pontos sao ditos p-irregulares e o conjunto de todos esses
pontos é denotado por X (f,¢)). E claro que Q(f) e X(f) sdo disjuntos e é sabido que

Q(f) tem medida total com respeito a qualquer medida invariante e portanto X (f) é
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universalmente nulo. Como no caso dos conjuntos G,(f) quando p nao é ergbdica, cada
X (f,¢) nao é detectado por medidas invariantes, mas pode ser grande sob outros pontos
de vista. Ya. Pesin e B. Pitskel’ ([55]) foram os primeiros a considerar o conjunto X (f) e
mostraram que quando (X, 0) é o shift de dois simbolos, entdo h(c, 35(0)) coincide com
a entropia topologica h(o) = log2 (veja também [29]). No entanto, foi o trabalho de F.
Takens e E. Verbitskiy [68] que incentivou estudar os conjuntos de pontos irregulares. De
fato, eles estabelecem um Principio de Distribuicao de Entropia e constroem conjuntos do

tipo Moran para provar o seguinte Principio Variacional:

Teorema (Takens-Verbitskiy [68]). Se f : X — X ¢é expansiva e satisfaz a

propriedade de especificacao e

K(p,a) = {x € X : lim lnz:go(fj(ac)) = a}, para ¢ € C(X),a € R,

n—0o0
n =

entao
h(f, K(¢,a)) = sup {hu(f) : o f-invariante e /gpd,u = a} :

Os métodos desenvolvidos por Takens e Verbitskiy tém sido considerado por varios
autores para estimar a entropia dos conjuntos X (f) e X (f, ). Por exemplo, L. Barreira e
J. Schmeling, em [7], provam que se a dindmica é um subshit de tipo finito topologicamente
misturador, entdo o conjunto X (f, ) tem entropia topolégica total, quando ele é nao vazio.
Este resultado foi generalizado por D. Thompson para sistemas com a propriedade de
quase-especificagao em [69, 70]. Algumas extensdes importantes do Principio Variacional
de Takens e Verbitskiy foram estabelecidas, por exemplo, nos trabalhos [28, 46].

Os conjuntos de pontos irregulares podem também apresentar alguma estrutura
topolégica interessante. Neste sentido, em [26] Y. Dong et al. provaram que, sob certas
condic¢oes nos suportes das medidas invariantes, os conjuntos X () de sistemas com AASP
so residuais. Novamente, niio é sabido em sistemas com a AASP se os conjuntos X (p)
tem entropia total.

No capitulo 6 estudamos os pontos irregulares com mais detalhes e o seguinte

resultado é apresentado:

Teorema E. Se f : M — M é um difeomorfismo de classe C'™* sobre uma

superficie fechada, entao

A

h(f) = h(f, X (f))-

Observe que o teorema acima, que da o valor exato da entropia topoldgica do
conjunto dos pontos irregulares X (f), se aplica a sistemas bastante gerais, dado que
nenhuma hipodtese sobre a dindmica é requerida. Para podermos estimar a entropia
topologica dos respectivos conjuntos X (f, ) algumas condigoes sobre o sistema e sobre

a observavel sao absolutamente necessarias, pois sempre existem observaveis ¢ tais que
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X(f,¢) =0 (e.g., quando ¢ é constante). Nesta direcdo, o Teorema 6.3.1 retine algumas
condicdes onde ainda podemos obter a igualdade h(f) = h(f, X (f, ).
Finalmente, um importante exemplo de dinamica complexa é estudado e mostramos

que

Teorema F. Seja f: J(f) — J(f) uma funcao racional de grau deg(f) > 2 sem

pontos criticos em J(f). Suponha que f ndo é da forma az™ com a € S' e n > 2, entao

h(f) = h(f, X(f,log|f'])) = log(deg f).

Enfatizamos que as fungoes hiperbdlicas (que no contexto complexo tem a proprie-
dade de especificacao) sao todas expansivas e que existem aplicagbes expansivas que nao
sao hiperbdlicas. Portanto, nosso resultado se aplica em contextos mais gerais que sistemas

com especificagao.
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2 Preliminares

Nosso objetivo ¢ estudar propriedades ergddicas e dimensionais dos conjuntos de pontos
genéricos de fluxos e fungoes continuas sobre espacos métricos compactos. Neste capitulo
coletamos conceitos e notagoes usados ao longo do trabalho.

Um fluxo continuo definido num espago métrico compacto (X, d), é uma aplicacao
continua ® : R x X — X que satisfaz ®(s + t,z) = ®(s, P(¢,x)) para todo s,t € R e
x € X. Define-se a aplicagao tempo-t, ¢' : X — X, t € R, por ¢'(z) = ®(¢,2). Se
observa que ¢' ¢ um homeomorfismo e (¢')~! = ¢~*. Também ¢ uma consequéncia imediata,
da definicdo que ¢'** = ¢ o0 ¢°, para todo t,s € R e ¢° = id, a aplicacao identidade.
Identificamos o fluxo ® com a familia de homeomorfismos {¢'}icg.

Um sistema din&mico é um par (X,S) onde S é uma func¢ao continua (ou
homeomorfismo caso S seja invertivel) ou um fluxo continuo e X um espago métrico
compacto com alguma métrica fixada d. No primeiro caso (X, S) é também chamado de
sistema dinamico discreto, e sistema dinadmico continuo no ultimo caso.

Muitas das defini¢oes, enunciados e inclusive a notacao que sdo dadas para fungoes,
nao mudam se considerarmos fluxos, e reciprocamente. Assim, com o fim de evitar sermos
repetitivos, usaremos as palavras “sistema dindmico” (ou simplesmente “sistema’”) quando
nao seja necessario fazer alguma diferenca entre o caso discreto e o caso continuo. Com
esta generalidade, um sistema dindmico serd denotado por (X, S) ou mais brevemente por

S quando o contexto for claro.

2.1 Medidas de probabilidade. O espaco M(.X).

Uma medida de Borel de probabilidade sobre o espaco (X, d) é uma medida definida na
o-algebra de Borel, B(X), que associa o valor 1 ao espago X. Denotaremos por M(X) o
conjunto de todas as medidas de Borel de probabilidade definidas em X. Referéncias para
consultar as demonstracoes das propriedades das medidas de probabilidades borelianas
aqui citadas, sdo os livros de P. Billingsley [9] e K. Parthasarathy [53].

O fato de (X, d) ser um espago métrico garante que todas as medidas consideradas
sao regulares, isto é, para todo conjunto de Borel B e todo € > 0, existem um aberto G e
um fechado F tal que FC BC Ge u(G\F) <e.

Consideraremos C(X) = {¢ : X — R : ¢ é continua} munido com a norma
uniforme ||| = sup,cx |¢(z)]. Uma vez que (X, d) é compacto, o espaco (C(X),| -||) é
um espago de Banach separavel. Um funcional linear L sobre C'(X) ¢é positivo se L(y) > 0
quando ¢ > 0. O funcional L é continuo se é continuo em ao menos uma fungao ¢ € C'(X).

O seguinte teorema que une andlise funcional com teoria da medida é de importancia
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crucial para nés.

Teorema (Representacao de Riesz). Seja L : C(X) — R um operador linear, continuo
e positivo com L(1) = 1. Entao eziste uma unica medida de Borel de probabilidade p = p(L)
tal que

L(p) = / pdp

para toda ¢ € C(X).

A reciproca do Teorema de Representacao de Riesz é como segue: se u € M(X),
entdo ¢ + [ @dyp define um operador linear continuo positivo L, com L,(1) = 1. E

evidente agora que duas medidas p, v € (X)) sdo iguais se, e somente se,

/god,u = /godl/ (2.1.1)

para toda fungao continua ¢ : X — R.
No restante desta segao discutiremos a estrutura topolégica do espago M (X). Para

cada medida p € M(X) e n € N consideremos os conjuntos

VH(SOh(JOQa "'7(107176) = {V < mt(X) : ‘/@zdﬂ - /Spldy < 572. - 1,2,...,71},

onde, para cada i € {1,2,...,n}, ¢; € C(X) ee > 0. A colecdo {V,,()}em(x) de conjuntos
acima definidos formam uma base para uma topologia sobre 9(X), conhecida como
topologia fraca®. Nesta topologia, uma sequéncia de medidas de probabilidades {1, }n>1
converge (fracamente™) para p se, e somente se, [ @du, — [pdu para toda ¢ € C(X).
Usaremos também a simbologia i, — i para denotar convergencia fraca® e nao u, N 1
como é usual no andlise funcional, pois esta topologia sera a unica considerada em 9t(X).
Com a topologia fraca®, o espago 9(X) resulta ser metrizével e uma métrica compativel

com a topologia é a metrica de Prohorov:

d(p,v) :=inf{e : v(B) < u(B°) + € para todo conjunto de Borel B},

onde B® := {z € X : d(z, B) < £}. Outra métrica d em 9(X) equivalente & métrica de
Prohorov ¢é definida como segue: seja {¢;, },>1 um conjunto denso enumeravel em C'(X)

com ||¢,|| < 1 para todo n > 1 e {p,}n>1 uma sequéncia de ntmeros (estritamente)

/Qpnd,u_ /Spndy

Observe que temos definido uma familia de métricas (equivalentes) compativeis

positivos com },~; p, = 1. Defina d como

d~(:ua V) = an

n>1

com a topologia fraca* em M (X). Mais ainda, se (X, d) é compacto, entdo (9M(X),d) é
também compacto.

Cada ponto x € X define uma medida ¢, chamada delta de Dirac ou a medida
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suportada em z tal que para cada conjunto de Borel B, 0,(B) =1sex € Be §,(B) =0
no outro caso. A aplicacio = + &, é continua e dy(x,y) = d(6,,9,) é uma métrica
equivalente com d. Se FF C X é denso em X, entdo combinagoes convexas finitas de deltas
de Dirac suportadas nos pontos de £ formam um conjunto denso em 9t(X).
Finalizamos esta se¢do com uma proposi¢cao que nos permitird construir certas

medidas invariantes para fluxos a partir de medidas invariantes da aplicacdo tempo-1.1

Proposicao 2.1.1. Seja X um espago métrico e B(X) sua o—dlgebra de Borel. Suponha
que {{'}ie) € uma familia de probabilidades definidas sobre B(X) tal que para cada
B € B(X) a aplicagio t — u*(B) é Lebesque mensurdvel. Entdo

(a) i := [y ptdt é uma medida de Borel de probabilidade em X .

(b) Para toda fung¢ao continua ¢ : X — R, tem-se

/godﬁ: /Ol/gpdutdt.

Demonstracao. (a) A o-aditividade decorre do Teorema da Convergéncia Dominada
de Lebesgue. As outras condicoes que definem uma medida de Borel de probabilidade sao
faceis de comprovar.

(b) Basta provar para ¢ > 0. Seja s := > ; a;Xp, uma fungao simples (a; € R e

B; € B(X),i=1,2,...,n), primeiro observe que para qualquer medida p € 9(X) tem-se

que
/Sdﬂ = i%‘#(Bz‘)-
Entao,
/Ol/sd,utdt = /Oliozi,ut(Bi)dt

Quando ¢ > 0 a conclusao se segue do Teorema da Convergéncia Monétona de Lebesgue,

pois toda fungao continua nao-negativa ¢ o limite crescente de fungoes simples. ]

2.2 Medidas invariantes. Os espacos M., (f) e M(f).

Um dos conceitos fundamentais na teoria ergddica é o de medida invariante.

1 Encontramos uma versdo mais geral desta proposi¢do em [5], porém a prova dada af usa um teorema

tipo Fubini ([39]) e portanto é bem diferente de nossa prova mais elementar.
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Definigao. (i) Seja f: X — X uma transformacao continua. Uma medida de Borel de
probabilidade u ¢ dita invariante por f se u(f~'A) = u(A) para todo A € B(X).
(i) Seja @ : Rx X — X um fluxo continuo. A medida p € MM(X) é dita invariante

pelo fluxo @ se ela é invariante por ¢, para todo t € R.

Note que uma medida p é invariante por f se, e somente se, [po fdu = [ fdu
para toda funcao integravel ¢ : X — R, e ela é invariante pelo fluxo ® se, e somente se,
[oo¢tdu= [ fdu para todot € Re ¢ € L' (u). As vezes também diremos que o sistema
dindmico (X, S) preserva a medida x ou que p é S-invariante. Denotaremos por 9t(S)
o conjunto de todas as medidas S-invariantes. E bem sabido que se X é compacto, entdo
M(S) é um conjunto compacto, convexo e nao vazio. Observe que com esta notagao
IM(P) = Myer M(¢), em particular M(P) C M(¢") para todo t € R.

Seja 1 € M(f). Dizemos que ¢ € L'(u) é invariante por f (ou f-invariante) se
o(f(x)) = p(x) para u-quase todo x € X. A fungao ¢ € L'(u) ¢é invariante pelo fluxo
® se ela é invariante por ¢!, para todo t € R. Um conjunto de Borel A é S-invariante se
sua funcao indicatriz X4 é invariante por S.

Uma medida g invariante por um sistema dindmico S é chamada ergddica (ou
S é ergddico com respeito a pu) se cada conjunto de Borel S-invariante tem medida
nula ou total. Se B € B(X) é um conjunto invariante por S, entao B¢, o complementar
de B em X, é também invariante. Logo, ao invés de estudar a dinamica de S em X,
estudamos as dindmicas mais simplificadas de S|p e S|pe e obtemos informagao do sistema
original. Mas, se p é uma medida ergddica para S, entdo u(B°) = 0 (ou u(B) = 0) e
portanto a dindmica sobre B¢ é desprezivel desde o ponto de vista da medida p. Em outras
palavras, ergodicidade significa que o sistema é indecomponivel, ou seja, nao é possivel
decompor um sistema dinamico ergddico em sistemas mais simples. Em geral, todo sistema
dindmico admite uma decomposi¢ao em partes indecomponiveis. Denotamos por M, (.S) 0
conjunto de todas as medidas ergddicas para S. Os pontos extremais do convexo 9t(S) sdo
justamente as medidas ergbdicas para S. Segue que M, (S) é ndo vazio. Em particular,
se S admite uma tnica medida invariante, entao ela é ergddica e, neste caso, (X, ) é dito
unicamente ergdédico. Resulta que 9t(S) é sempre um simplexo de Choquet e portanto,
no caso que (X, S) nao é unicamente ergddico e Me,e(S) é denso em M(S), o espago M(.S)
¢ um simplexo de Poulsen (veja [58]).

Uma caracterizacao de uma medida ergddica muito 1til é dada no seguinte teorema.

Teorema 2.2.1. Seja S um sistema dindmico. Sao equivalentes:
(i) S € ergddico com respeito a .
(ii) Se ¢ € L'(u) é S-invariante, entio ¢ é uma constante ji-q.t.p.

(iii) Se ¢ € L*(n) é S-invariante, entio ¢ é uma constante p-q.t.p.
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No exemplo abaixo, consideramos rotagoes do circulo S', { R, }aest, € indicamos
quando a rotagao R, é ergddica ou nao. Esta familia de aplicacoes permitirda mostrar
certas diferencas sobre ergodicidade e medidas invariantes que podem ocorrer entre um

fluxo e seus elementos (exemplo 2).

EXEMPLO 1 (Rotagdes do circulo). Sejam S' = {2 € C: |z| =1} e R, : S' — Sl a
rotagio R,(z) = az, onde a € S'. Entdao R, ¢ ergédica com respeito & medida de Lebesgue

(Haar) em S' se, e somente se, a ndo é uma raiz da unidade.

Também pode-se provar que se a nao é uma raiz da unidade, entao a medida de
Lebesgue ¢é a tnica medida invariante por R,. N6s ndo daremos uma prova deste fato, mas
pode ser consultada no livro de P. Walters [73, Theorem 6.18].

2m0 para algum 6 € [0,1] e

Por outro lado, a € S' pode ser escrito como a = e
logo, a é uma raiz da unidade se, e somente se, # é racional. No exemplo a seguir usamos

notacao aditiva para as rotagoes.
EXEMPLO 2. Seja T' = R/Z o toro unidimensional e defina ® : R x T! — T! por

O(t,z) = Ri(x) onde R; é a rotagdo pelo angulo ¢ : [t] +

Assim definido, ® é um fluxo Gnicamente ergddico onde a tnica medida invariante
¢ a medida de Lebesgue. Mas repare que nem toda aplicacao R; é ergodica. Ou seja, uma
medida pode ser ergddica para um fluxo @, mas pode nao ser ergddica para a aplicacao
tempo-t. Portanto, alguma informacao dindmica do fluxo pode néao ser recuperada a partir
da (nem herdado para a) aplicagdo tempo-t. Mais ainda, este exemplo mostra que nem
toda medida invariante pelo tempo-t pode ser invariante pelo fluxo. A proposi¢ao a seguir
nos diz como construir uma medida invariante pelo fluxo a partir de uma medida invariante

para o elemento ¢'.

Proposigao 2.2.2. Se € M(¢"), entado:

(a) Para qualquer s € R, ¢3p é também uma medida de Borel de probabilidade
invariante por ¢'.

(b) A medida 1t := fol oipds é uma medida boreliana de probabilidade invariante

pelo fluzo .

Demonstracao. E suficiente supor t = 1.
(a) E claro que ¢S € M(X) e se B € B(X), entdo

¢u(¢7'B) = u(¢~°¢ 7' B) = (¢ (¢~"B)) = (¢ "B) = ¢iu(B)

0 que prova a invariancia.
(b) O fato de @ ser uma medida boreliana de probabilidade segue da proposi-

¢ao 2.1.1(a). Provemos entdo que 7z é invariante pelo fluxo. Seja B € B(X), fazendo uma
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mudanga de variavel e o fato de que u € MM(¢!), temos que
1
a6 B) = [ ulo B
0
[ oy
1 s+1
= [ e Bdu+ [ p(o™ B)du
/ pu(¢~"B)du +/0 (¢~ 7" B)du

= | m@™"B)du
B).

I
=

para qualquer s € R, portanto i ¢ uma medida de probabilidade ®-invariante. |

2.3 Teorema Ergddico de Birkhoff

Teorema (Ergédico de Birkhoff, 1931). Seja f : X — X uma fungdo continua. Se
w € M(f), entio para todo ¢ € L*(p) o limite
1 n—1 )

lim — ) (o f/)(z) = @(z) (2.3.1)

n—o0
n =

existe para p-quase todo x € X. Além disso, ¢(x) = ¢(f(x)) (sempre que p(z) exista),

¢ e Liu) e
/ dp = / odp.
A versao do Teorema Ergddico de Birkhoff para tempo continuo é como segue:

Teorema (Teorema Ergédico de Birkhoff, 1931). Seja @ : R x X — X um fluzo
continuo. Se p € M(P), entdo para todo ¢ € L'(11) o limite
1 T
Jim = [ (po o) (@)dt = () (2:3.2)

existe para p-quase todo x € X. Além disso, p(x) = p(¢'(x)) para todo t € R (sempre que
Q(z) emista), p € L' () e
/ pdp = / odp.

Note que o Teorema Ergddico de Birkhoff é valido em contextos mais gerais; por
exemplo, para sistemas (X, S) onde X é um espago de medida e S uma transformagao
mensuravel (veja [22, p.11]). No que segue, a tripla (X, u, S) denota o sistema dindmico

(X, S) invariante com respeito a p.

Corolario 2.3.1. Em virtude do Teorema 2.2.1, (X, u,S) € ergddico se, e somente se,

@ = [du para toda ¢ € L*(p).
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O conjunto R(S,¢) dos pontos para os quais o limite no Teorema Ergddico de
Birkhoff existe (denominados pontos regulares com respeito a ¢ segundo Birkhoff), em
geral, depende da fungao ¢ e pode acontecer que um ponto em R (S, ¢) nao seja regular para
uma outra funcdo ¢’. Porém, quando restringimos nossa atengao sé as aplicacgoes ¢ continuas
a situacdo é notavelmente bem comportada: O conjunto Q(S) :=[{R(S,¢) : ¢ € C(X)}
¢é invariante por S e tem medida total com respeito a qualquer medida invariante. Observe
que a condigao dos limites (2.3.1) ou (2.3.2) existirem para toda observavel continua é
uma condi¢ao puramente topoldgica e nao métrica no sentido de que os pontos para os
quais esses limites existem independem da medida invariante considerada. O Teorema
Ergédico de Birkhoff e a separabilidade do espago C'(X) garantem entdao que u(Q(S)) =1
para toda medida invariante . Além disso, o Teorema de Representacao de Riesz assegura
que para cada = € Q(S), existe uma unica medida de probabilidade S-invariante pu, tal
que $(z) = [ pdu, para toda fungiao continua ¢ : X — R. Um ponto = € Q(S) é dito
quase-regular para S.

Os pontos quase-regulares desempenham um importante papel na teoria da
dimensao e analise multifractal de um sistema dindmico. No préximo capitulo os pontos

quase-regulares serao estudados com mais detalhes.
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3 Pontos Genéricos

O objetivo deste capitulo é estudar os pontos genéricos de um fluxo e de sua aplicacao tempo-
1 e estabelecer algumas conexoes entre eles. Na Secao 3.1 comegamos definindo pontos
genéricos e pontos quase-regulares para uma funcao continua e resumimos suas principais
propriedades. Em seguida, estudamos pontos genéricos para fluxos continuos e provamos
algumas relagoes interessantes que existem entre os pontos genéricos e quase-regulares de
sua aplicagdo tempo 1. Por exemplo, mostramos que todo ponto genérico para a aplicagdo
tempo-1, com respeito a uma medida fixada invariante pelo fluxo é também um ponto
genérico para o fluxo com respeito & mesma medida (Teorema 3.1.3). Enquanto o reciproco,
como exibimos num exemplo, é falso. Provaremos também que os conjuntos de pontos
quase-regulares do fluxo e da aplicagdo tempo-1 coincidem (Teorema 3.1.5). Na tltima
se¢ao, os pontos genéricos com respeito a uma medida invariante sao caracterizados como
aqueles pontos cujas medidas empiricas convergem a dita medida invariante. Usaremos

esta caracterizagdo na prova do teorema principal do proximo capitulo.

3.1 Pontos genéricos

3.1.1 Pontos genéricos. Caso discreto.

Consideremos f : X — X uma funcao continua ou homeomorfismo sobre o espago métrico

compacto (X, d) e p uma medida f-invariante fixa.

Defini¢do. Um ponto x € X é dito genérico (para f) com respeito a p se

n

lim © Y o(f(@) = /@du

n—oo n, 4

para toda fungao continua ¢ : X — R.

O conjunto de todos os pontos genéricos com respeito a p é denotado por G,(f).

As seguintes observagoes sao imediatas, mas sera propicio té-las em consideracao.

Observagao 3.1.1. (1) Cada ponto quase-regular x é genérico com respeito a alguma
medida invariante pu,, pelo Teorema de Representacao de Riesz.

(2) Se Q(f) denota o conjunto dos pontos quase-regulares, entdo os conjuntos
G, (f) formam uma particao de Q(f). De fato, pela parte (1) o conjunto Q(f) pode ser

escrito como Q(f) = |J Gu(f). Agora suponha que G,(f) N G,(f) # 0 para certas
HEM(S)



30 Capitulo 3. Pontos Genéricos

medidas p, v € M(f) e seja x um ponto nessa intersecgao, entao

) 1 n—1 )
/sodu = Jim > o(f () = /wdv
=0
para toda funcao continua ¢ : X — R e portanto v = p. Assim, ou G,(f) e G,(f) sao
disjuntos ou sdo iguais, formando uma particao de Q(f).
(3) O conjunto G, (f) pode ser vazio; basta considerar f sendo a identidade e p
qualquer medida que nao seja uma medida de Dirac.

(4) Se f é tnicamente ergédico, com tnica medida invariante i, entdo G, (f) = X.

Finalizamos esta se¢ao enunciando um resultado muito importante sobre a me-
dida dos conjuntos de pontos genéricos (veja [24, Propositions 4.7, 5.9, 5.10] para uma

demonstragao).

Proposicao 3.1.2. O conjunto G,(f) € um conjunto de Borel. Além disso, u(G,(f)) =1

se p € ergodica e (G, (f)) =0 caso contrario.

3.1.2 Pontos genéricos. Caso continuo.

Consideramos agora ® : X x R — X um fluxo continuo sobre o espaco métrico compacto
(X, d) e 4 uma medida invariante pelo fluxo. Lembre que uma medida é invariante pelo
fluxo se ela é invariante por cada um de seus elementos; isto &, M(P) = (1) M(¢").

teR

Defini¢ao. Um ponto x € X é dito genérico (para ®) com respeito a p se

lim ;/OT (¢ (x))dt = /sodu

T—o00

para toda fungao continua ¢ : X — R.

Em analogia com o caso discreto, G, (®) denotara o conjunto de todos os pontos
genéricos com respeito a p. O simbolo G, (S) serd usado para denotar os pontos genéricos
de um sistema dindmico com generalidade (isto é, referindo-nos tanto a um fluxo como a
uma fungao continua ou um homeomorfismo). A Observagao 3.1.1 e Proposi¢ao 3.1.2 sao
também vélidas para G, (P).

Para o fluxo do Exemplo 2, G)(®) = T! quando A é a medida de Lebesgue. Para
os elementos desse fluxo, G, (¢") = () se t é racional e o espago inteiro se t é irracional. Isto
mostra que pontos genéricos para um fluxo continuo podem nao ser genéricos para seus
tempos ¢’ (com respeito & mesma medida). Contudo, os pontos genéricos da aplicacao

tempo t e o fluxo ainda estao relacionados.

Teorema 3.1.3. Se € M(P), entao G,(¢") C G, (P) para todo t € R.
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Demonstragao. Para provar a afirmagao basta considerar ¢ = 1. Seja x € G,(¢")

) 1 /N
e ¢ € C(X). E suficiente calcular A}im N/ ©(¢'(z))dt quando N € N. Assim, pelo
—00 0

Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue, temos

L _ L f)
Nhi%oN/ ]\}1—I>nooNZ/ (pod)(¢'x)d

Observagao 3.1.4. Se u € M(P) e G,(¢') # 0, entdao G,(P) # 0.

Estamos agora em posicao de provar o seguinte teorema importante.

Teorema 3.1.5. Para um fluzo continuo ®, temos que Q(®) = Q(¢") para todo t € R\{0}.

Demonstragio. Provemos primeiro que Q(®) C Q(¢'). Para isto, é suficiente
demonstra-lo para o tempo t = 1. Seja x € Q(P) e fixemos uma fungdo continua @ : X — R.

Consideremos entao a sequéncia

1 n—1

=2 (o f)(x) (3.1.1)

j=0

onde temos denotado f = ¢'. Pela compacidade de X (e portanto de p(X)), podemos

escolher duas sequéncias crescentes de inteiros positivos (ng)r>o0 € (mg)r>0 tais que os

limites
1 np—1 ) my—1 )
. L — j : T - J
dim Z_;] (Pof)@) e lim o JZ:% (Bo f)(x)
existem.

Visto que C(X) é separdvel, podemos encontrar duas subsequéncias das sequéncias

anteriores, que denotaremos por (n(x))r>1 € (mg(z))r>1, tais que os limites

ng(x) 1 my(xz)—1 ‘
R ] — |i J
Ci(p) = klglo oz Z:: (o f)( e Galp)i= lim S ]2:% (o f)(x)

existem para toda fungao ¢ € C(X). Assim definidos, os operadores C; : C(X) — X,
i = 1,2 sdo lineares, continuos, positivos e satisfazem C(1) = Cy(1) = 1, e pelo Teorema
de Representacao de Riesz, definem duas medidas invariantes pela aplicacao tempo—1, 1

e pg, tais que C1(p) = /gpd,ul e Cy(p /cpdug para toda funcao continua .
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Agora, o fato de x ser um ponto quase-regular para ® implica que

i < [ ey = Jim " o)

N—o0

Do mesmo modo, hm —/ (¢'(x))dt = / Cs(p o ¢)dt e portanto

1 1
/ Ci(po@h)dt = / Co(p o @h)dt.
0 0

A continuidade dos operadores C) e Cy garantem a existéncia de um ¢ = #(¢) no
intervalo [0, 1] que satisfaz Cy(p o ¢f) = Ca(p 0 ¢') e podemos escolher uma aplicacéo ()
que varia continuamente em .

Defina a aplicacdo continua L : [0, 1] — [0, 1] por L(s) = t(po¢~*) e observe também
que é continua. Portanto, L admite um ponto fixo s em [0, 1]. Logo, para ¢ = po ¢*

temos que
Cl (@) = Cl (@ o ¢7§ o ¢Z(¢°¢7§)) — 02(¢ 1) (b*? o ¢f(50¢7§)) — 02 (@) (312)

Isto prova que a sequéncia em (3.1.1) é convergente, e como @ foi escolhida

arbitrariamente, o limite

n

lim L S (g0 f)(a)

k—o0 n]O

existe para qualquer fungio continua ¢ : X — R e portanto z € Q(¢!).

Provaremos agora que Q(¢") C Q(®). Como ja temos visto antes, basta provar esta
contencio para t = 1. Sea x € Q(¢'), pelo Teorema de Representacio de Riesz, x é ponto

genérico para ¢' com respeito a alguma medida ¢'-invariante y, (ou veja Observagio

1
3.1.1(1)). Consideremos a medida ®-invariante 7, := / ¢ p,dt (Proposicao 2.2.2(b)).
0

Afirmagao. z € Gy (®).
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Demonstracio da afirmagao. Com efeito, para qualquer ¢ € C'(X) temos que

: 1 N t _ t z
o = 5 Lo

O que mostra que = € Gy, () C Q(P). O

A demonstragao do teorema é concluida. [

Observagao 3.1.6. Para cada u € M(¢') o conjunto G, (¢') estd completamente contido
1

em Gz(®), onde 71 := / @ pudt.
0

3.2 Medidas empiricas.

Seja f : X — X uma fungdo continua e x € X. Para cadan € N, &,(z) := %2?2—01 Ofi(z) €
uma medida de Borel de probabilidade chamada uma medida empirica concentrada na
f-orbita de x. Em geral, as medidas &,(x) ndo sdo f-invariante (a menos que x seja um
ponto periédico). Denotamos por V(x) (ou Vy(x) se for necessario explicitar a dependéncia

em f) o conjunto de todos os pontos limites da sequéncia (&,(x)),>1; isto ¢,
V(z) := {u : existe (ng)x>1 tal que &,, (x) — p quando k — oo}

onde a convergencia é no sentido da topologia fraca™ de 9(X). O conjunto V(x) é nao
vazio, conexo e compacto, e todo elemento de V(x) estd também em 9(f).
Agora definimos as medidas empiricas para um fluxo. Sejam ® um fluxo continuo

sobre X, 7" > 0 um ntimero real e z € X. O funcional linear L, 1 : C'(X) — R definido por

Lerlo) = [ (o0 0 )it

induz uma medida Er(x) que é chamada a medida empirica concentrada na ®-6rbita
de z. Vg (z) denota o conjunto dos pontos de acumulacao da familia (Er(z))7r=o. Como no
caso discreto, Vg (x) C 9(P) é ndo vazio, conexo e compacto.

Pelo Teorema de Representagao de Riesz, x € G,(S) se, e somente se, Vg(x) = {u}.
Esta ¢ uma maneira muito 1util de caracterizar os pontos genéricos e serd usada para provar

o Teorema B na Secao 4.4.
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4 Entropia

Comecamos este capitulo definindo os conceitos de entropia métrica e topologica para
um sistema dinamico. Continuando, estudamos a entropia topoldgica para conjuntos
nao compactos, tanto para sistemas dinamicos discretos como continuos. Na parte final
provamos o resultado principal do capitulo; a saber, a entropia métrica de um fluxo com
respeito a uma medida invariante é uma cota superior para a entropia do conjunto dos
pontos genéricos do fluxo com respeito a essa medida. Também mostramos que a igualdade

¢é valida se a medida é ergddica.

4.1 Entropia métrica

A entropia métrica para uma transformacao que preserva uma medida é uma quantidade no
intervalo [0, oo| invariante por isomorfismos, introduzida por A. Kolmogorov em 1958 [41]
baseado na teoria da informagao. A entropia pode ser vista como uma média da informacao.
Desde sua introducao, o conceito de entropia métrica tem sido amplamente estudado e é
uma ferramenta fundamental na Teoria Ergédica. A definicdo dada por Kolmogorov foi
levemente melhorada por Ya. Sinai [66] e é a definicao adotada na atualidade. Nesta segao

damos a defini¢do de entropia métrica para um sistema dindmico (homeomorfismos e fluxos).

Lembramos que uma parti¢do do espago mensurdvel (X, B(X)) é uma colegao
de conjuntos de Borel dois a dois disjuntos e cuja uniao é o espacgo inteiro, médulo um
conjunto de medida nula. Seja f : X — X uma func¢ao continua (ou mensuravel) e fixemos
uma medida invariante p. Estamos interessados em parti¢oes finitas P = { Py, Ps, ..., P;}.

Define-se a entropia da particdo P = { Py, P, ..., P;} com respeito a x como

l
H(P) = =) pu(P;)log u(F;).

=1

Escreveremos H,(P) se for necessario especificar a medida p. Convencionamos, também,
que 0log 0 = 0, assim podemos sempre supor que u(FP;) >0,i=1,2,.... (.

Considere agora a colecao
n—1 )
Pri=\fP={P,Nnf P, Nn.nf VP, P €P}L
i=0

Claramente P" é também uma parti¢do finita de X. A sequéncia { H(P")},>0 ¢ subaditiva

e portanto o seguinte limite existe:

h(f,P) = Tim ~H(P).

n—oo n,
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O ntmero h(f,P) (que também poderemos denotar por h,(f,P) para enfatizar a depen-
déncia de p) é chamado a entropia de f com respeito a partigao P.

Finalmente,

Definicao. A entropia métrica de f com respeito a p é definida como
h#(f) = S%p h(f7 P)?
onde o supremo é tomado sobre todas as partigoes finitas P de X.

Definicao. A entropia métrica para um fluxo é definida como a entropia métrica de
sua aplicagao tempo-1: se p € M(P), entdo h,(P) := h,(P").

A definicao de entropia métrica para um fluxo é bastante simples de manipular,
pois é apenas a entropia métrica de seu tempo-1, porém nao diz muito a respeito da
entropia de seus elementos. A igualdade abaixo, conhecida como férmula de Abramov,
estabelece uma estreita relagdo da entropia métrica de qualquer elemento de um fluxo com
a entropia do fluxo [1]: Se u € M(P), entao

t|h, (@) = h,(9") para todo t € R. (4.1.1)

Entao, quando conhecemos a entropia métrica de um fluxo com respeito a uma
medida invariante, podemos recuperar essa informacgao para cada um de seus elementos,
porém nem toda medida invariante pela aplicacao tempo t é invariante pelo fluxo. Uma
pergunta natural é entao, conhecendo a entropia métrica de um fluxo, como obter alguma
estimativa da entropia métrica das aplica¢oes tempo-t para medidas que nao sao invariantes
pelo fluxo? Resulta que a entropia métrica da aplicacdao ¢! com respeito a qualquer medida
invariante u € M(¢") e a entropia métrica do fluxo com respeito a medida  construida na

Proposigao 2.2.2(b) mantém uma rela¢ado importante como provaremos em breve (Lema
4.1.2).

Dois sistemas (Xy, By, i1, f1) e (Xa, Ba, o, f2) sdo isomorfos se existem M; C X,
com p;(M;) = 1 e fi(M;) C M;, para i = 1,2, e existe uma transformagao invertivel

mensuravel h : My — M, tal que pug = hypiy e satisfazendo

ho fi = faoh.
Para sistemas isomorfos (Xy, By, t, f1) e (X2, Ba, pi2, f2) se cumpre que hy,, (f1) =

h,,(f2) (veja [73, Theorem 4.11]). Considerando h = ¢', o seguinte lema ¢ imediato.

Lema 4.1.1. Para cada i € M(¢) et € [0, 1], os sistemas (X, B(X), u, ¢*) e (X, B(X), pLu, ¢')

sao isomorfos. Em particular, hy,(¢") = hy (o).
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Para simplificar nossa notacao, escreveremos ' ao invés de ¢! ;. Também definimos

1 1
ﬁ::/ qﬁiudt:/ Ltdt.
0 0
Lema 4.1.2. hg(¢') = h,(¢').

Demonstragio. Se p € Me,q(@'), note que ¢tu € Me.,(6'), logo {Pptu}, é uma
decomposicao ergédica da medida 7i = [y ¢'pdt. Observe que hy,(¢') = h,(¢') (Lema
4.1.1). Pelo Teorema de Jacobs [73, Theorem 8.4], segue-se que

he(0') = [ g, (61) de = h(6).

Para considerar o caso geral, seja p € M(p!). Seja u = [ pup di(P) sua decomposicao

ergddica (relativa a ¢'). Observe que
otn =0 [ updp(P) = [ oLup did(P).

Como pp é ¢pt-ergddica para fi-quase todo P, ¢! up é também ¢l-ergddica para qualquer ¢
e como ) ) .

fi= [ otpdt= [ o [updp(Pyat= [ [ oturda(p)at
segue que {¢.up}; p 6 uma decomposicao ergédica de . Aplicando novamente o Teorema

de Jacobs, segue

1 1 1
(0" = [ [ oo (0 di(Pyat = [ [, (6" di(Pydt = [, (0"t = h(0))
Segue a afirmacao do lema. |

Observagao 4.1.3. (1) O lema acima foi motivado pelo resultado de Jacobs [73, Theorem
8.4]: Se {y'} sdo as compoentes ergddicas de p, entao vale que h,(f) = [ h,(f)dt.

(2) A construgao da medida 7 foi motivada pela medida i que aparece em [72, p.
968] e é uma técnica padrao para construir medidas invariantes para um fluxo a partir de
uma medida invariante pelo tempo-1. (veja por exemplo [67])

(3) O lema 4.1.2, junto com a proposi¢ao 3.1.3, afirmam que se ® é um fluxo
unicamente ergédico, com tnica medida invariante u, entao p ¢ uma medida de maxima
entropia para cada ¢'. Ainda mais, ¢' é inicamente ergddico para todo ¢ € R, a menos de
um conjunto enumerével de valores de ¢t. Com efeito, pelo [61, Theorem 1] ¢* é ergddico,
exceto para uma quantidade enumerével de tempos t. Fixemos ¢ tal que ¢ é ergdédico
com respeito a u. Seja v € M(¢™) uma medida ergddica. Entao, para cada s € R, ¢Sv
também é ergddica para ¢ e U = fol ¢Svds satistaz 7 = p. Suponhamos que v # pu,
entao v = ¢lv # p para todo t, pois caso contrario existiria ¢ tal que v* = pu, logo
p=¢iu = vt = v (¢p7*) = v(¢p° 0 ¢7") para todo s e em particular, considerando

s = —t terfamos que v = u, contradizendo nossa suposicao. Agora, visto que v é ergddica,
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o conjunto G, (¢") tem v-medida total. Também G, (¢") tem v'-medida total para todo

t € [0,1]. Considerando G := | J G,+(¢"), temos que
te[0,1]

Absurdo. Portanto, v = p e ¢! é unicamente ergddico.

4.2 Entropia topologica

4.2.1 Entropia topoldgica. Caso discreto.

A entropia topoldgica de um sistema dinamico é um valor real compreendido entre 0 e oo
que quantifica a complexidade dindmica do sistema. Existem varias maneiras de definir
este conceito; por exemplo, mediante coberturas abertas como feito na defini¢cao original
por R. Adler, A. Konheim e M. McAndrew em [2], ou mediante conjuntos (n, €)-separados
e (n,e)-gerados como feito nos trabalhos de R. Bowen [11] e E. Dinaburg [25]. Em [11] foi
provado que estas defini¢coes coincidem quando o espaco X é métrico e compacto. Nesta
secao damos a defini¢ao de entropia topoldgica por meio de conjuntos (n, €)-separados e
(n, e)-geradores. Para isso, precisamos introduzir uma métrica entre segmentos de 6rbitas.
Seja n > 0. Para x,y € X define-se
d(z,y) = dyn(2,y) = max d(f'(z), f'(y)).

0<j<n—1

E imediato que dy,(z,y) < dps1(z,y) para todo n € N, z,y € X. Outro fato importante é
que d e d,, sdo equivalentes, isto é, geram a mesma topologia, logo (X, d,,) é também um
espago compacto. As bolas definidas por esta métrica serao os conjuntos B, (z,¢) := {y €
X :dy(x,y) < €}. Chamaremos a d,, ¢ B,, a métrica de Bowen e a bola de Bowen

(ou bola dindmica), respectivamente.

Definigao. Sejam n > 1 um inteiro e € > 0. Um conjunto K C X é dito (n, ¢)-separado

para f se para todo x,y € K, x # y se cumpre que d,(z,y) > .

Denotamos por S(n,e) a maxima cardinalidade possivel de um conjunto (n,¢)-
separado para f. Pela compacidade de X, S(n,e) é sempre finito. Definimos entao

1
h(f,e) := limsup - log S(n,¢).

n—o0

E finalmente fazemos

hs(f) = lim h(f,e).

e—0t

Seguindo o mesmo esquema anterior, podemos definir outra quantidade hy(f)

usando conjuntos denominados (n, €)-geradores.
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Defini¢ao. Um conjunto S C X ¢é dito um conjunto (n, e)-gerador para f se, para cada

x € X existe um y € S tal que d,(z,y) < e.

Denotemos por G(n, €) a menor cardinalidade possivel de um conjunto (n, €)-gerador
para f. Como no caso anterior, a quantidade G(n, ¢) é sempre finita. Definimos

h(f,€) := limsup ! log G(n,e).

n—oo T

E assim,
h(f) = lim A(f,e).
e—0t

O teorema a seguir, devido a Bowen (veja [11] para mais detalhes), mostra que

estes valores sempre coincidem quando X é compacto. Mais precisamente,

Teorema. Sejam X um espagco métrico compacto ¢ f : X — X uma funcao continua.
Entao

Esse valor comum é chamado entropia topoldégica de f e serd denotado simples-
mente por h(f). Outra notagao frequentemente usada para a entropia topolégica de f é
hiop(f). Observe que h(f) € [0, o0].

A relacao entre entropia métrica e entropia topologica é estabelecida pelo seguinte

principio variacional.

Teorema (Principio Variacional). Se f : X — X ¢ uma fungdo continua definida sobre

um espago métrico compacto, entao
h(f) = sup{hu(f) - € M(f)}.

Uma medida que atinge o supremo no Principio Variacional é chamada de medida
de maxima entropia. Nem sempre existem medidas de maxima entropia; ou seja, o
supremo no Principio Variacional nem sempre é atingido (veja, por exemplo, [18]), mas
para difeomorfismos de classe C* sobre variedades fechadas, sempre é possivel achar

medidas de maxima entropia [49] (veja também [19]).

4.2.2 Entropia topoldgica para fluxos

Nesta secao estendemos a definicao de entropia topologica para fluxos continuos. Esta
definicao é feita de maneira similar como no caso discreto e um dos resultados principais é
que a entropia topolégica do fluxo é igual a entropia topologica de sua aplicacao tempo-1.
A métrica de Bowen, para T > 0, é definida por

dr(x,y) == supT{d(¢ta:, d'y)}

0<t<
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e portanto a bola de Bowen na métrica dy de tamanho ¢ > 0 é
Br(z,e) :={y € X : dr(z,y) < e}.

Sejam € > 0 e T'> 0 dados. Um subconjunto £ C X ¢é dito (7', ¢)-separado para
o fluxo ® se para cada par de pontos x,y € E existe t € [0,T] (que depende de z e
y) tal que d(¢'x, ¢'y) > e; equivalentemente, dr(x,y) > . Em outros termos, F C X
¢ (T,¢e)-separado se {Br(z,e)} N E = {z} para todo x € E. Denotamos por S(T’¢) a
méxima cardinalidade possivel de um conjunto (7, €)-separado para X, que, como sabemos,
¢é sempre finito. Também é sabido que

—1
h(®) := lim lim T log S(T', ¢)

e=+0T—o0

estd bem definido e pertence ao intervalo [0, co]. A quantidade h(®) é conhecida como a en-
tropia topolégica do fluxo ®. Em conexao com a entropia topoldgica do homeomorfismo

¢': X = X, R. Bowen mostrou em [13, (5.11), p.27] o seguinte resultado.

Teorema. Seja ¢ um fluzo continuo sobre um espago métrico compacto (X,d). Para todo

t € R, se verifica que
[t|h(®) = h(¢").
Em particular, h(®) = h(o').

Observagao 4.2.1. (a) A defini¢do de entropia topoldgica para fluxos usando conjuntos
(n,e)-gerados é similar como feito no caso discreto e também coincide com a entropia de
sua aplicagao tempo 1.

(b) O Lema 4.1.2 permite obter o Principio Variacional para fluxos a partir do

Principio Variacional para func¢oes continuas enunciado na se¢ao anterior:

h(®) = sup{h,(P) : p € M(P)}.

Recomendamos ao leitor interessado consultar [22, Section 10.6] e [73, Chapters

4-8] para uma exposi¢ao mais detalhada sobre entropia métrica e entropia topolégica.

4.3 Entropia para conjuntos nao compactos

4.3.1 Entropia para conjuntos nao compactos. Caso discreto.

Furstenberg [32] prova que se f : S' — S' é definida por f(z) = 2" ¢ Y C S! é compacto
e (positivamente) invariante, entdo a dimensao de Hausdorff de Y, dimy(Y), satisfaz a

seguinte relacao
h(fly)

logn

e se pt € Meg(f), Colebrook [21] mostra que dimy (G, (f)) = I]Z)ZE{L))
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Motivado por esses resultados, R. Bowen [14] introduz, para uma funcao continua
f : X — X definida sobre o espago métrico compacto (X, d), uma nogao de entropia
que pode ser definida para qualquer subconjunto de X (nio necessariamente compacto
nem invariante). Nesta segdo damos a definigdo de entropia de Bowen para conjuntos nao
compactos e enunciamos varios resultados obtidos em [14] referentes ao conjunto G, (f).
Passamos a definir a entropia topolégica de Bowen para conjuntos nao compactos no caso

discreto.

Seja (X, d) um espago métrico compacto e U uma cobertura aberta finita de X.
Seja f : X — X uma funcao continua. Para F C X, denotamos £ < U se E esta contido
em algum membro de . Analogamente, para qualquer colecao de subconjuntos de X,
{E;}icr, {Ei}ier < U significa que cada E; estd contido em algum membro de U.

Para £ C X, as seguintes quantidades sao definidas:

e n(E) =n(f,U, E) é o maior inteiro nao negativo tal que f7(F) < U para todo
0<j<n(E) Seran(F)=0se E AU e n(E) = oo se f/(F) < U para todo j > 0.
Observe que se n(E) é finito, entdo fME)E £ U.
exp(—n(E)) se n(FE) é finito

0 se n(E) = o0
0 5,(&) == Y51 d(E)*se a € Re & = {E;}i>1 ¢ uma coleco enumerdvel de

o d(E)=d(f,U,F) =

subconjuntos de X.

Agora defina a medida exterior v, = Yo pOr
VoY) = liII(l] inf{s,(€) : £ = {E;}i>1 ¢ uma cobertura de Y com d(E;) < €}.
e— =

Nao ¢ dificil ver que 7,(Y) existe (e pode ser 00) e que 7,(Y) < 157(Y) se a > @. Alem
disso, 7. (Y) € {0, 00} para, no maximo, um tnico a.

Continuando, defina
hy(f,Y) :==1inf{a : 7,(Y) = 0}.
Finalmente, a entropia topoldgica de f sobre Y é definida por

h(f,Y) :=sup{hy(f,Y) : U é uma cobertura aberta finita de X}.

A seguir (Proposigao 4.3.1 até Teorema 4.3.5), enunciamos os principais resultados

obtidos por R. Bowen em [14].

Proposicao 4.3.1. A entropia topologica de f : X — X coincide com a entropia topoldgica
de f sobre X ; isto €,

h(f) = h(f, X).

As seguintes propriedades serdo muito tuteis:
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Proposicao 4.3.2. (a) h(f,U;i>1Yi) = sup,>; h(f,Yi). Em particular,
(b) h(f,Y) < h(f,Z) seY C Z.
(c) h(f™Y)=mh(f,Y), para m > 1.
(d) h(f,0)=0.

Teorema 4.3.3. Seja f: X — X uma funcao continua sobre o espaco métrico compacto
X. SepeM(f) eY C X tem p-medida total, entao

hu(f) < h(f,Y).

Os dois teoremas a seguir, estimam a entropia topolégica de uma fungao continua

sobre o conjunto dos pontos genéricos.

Teorema 4.3.4. Consideremos o conjunto
QR(t) :={x € X : existe p € Vi(x) com h,(f) < t}.

Entao, h(f,QR(t)) < t.

Finalmente,

Teorema 4.3.5. Seja f : X — X uma funcdo continua sobre o espaco métrico compacto

X. Se p e M(f), entao
h(f, Gu(f)) < hu(f)-

e a igualdade sempre é verdade quando | € ergodica.

4.3.2 Entropia para conjuntos ndao compactos. Caso continuo.

De maneira similar como foi definida a entropia topoldgica para conjuntos nao compactos
para fungoes continuas, daremos uma definicao de entropia topoldgica para conjuntos nao
compactos para fluxos continuos. O teorema principal desta se¢ao relaciona, numa equacao
tipo “férmula de Abramov” a entropia do fluxo sobre conjuntos nao compactos com a
entropia de Bowen da aplicagdo tempo-t sobre esse conjunto.

Seja ® um fluxo continuo sobre o espago métrico compacto X. Seja U uma cobertura

aberta finita de X e usando a mesma notacao da Subsecao 4.3.1, definamos

e N(E) = N(®,U, E) é o maior niimero real ndo negativo tal que ¢'(F) < U para
todo 0 <t < N(E).Sera N(E)=0se E AU e N(E) = oo se ¢!(F) < U para todo t > 0.
exp(—N(FE)) se N(E) é finito
0 se N(FE) =
® S5u(&) = X1 D(E;)*se a € Re & = {E;};>1 é uma colegao enumeravel de

e D(E) = D(®,U,E) :=

subconjuntos de X.
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Agora defina a medida exterior I'y, = I', 1y por
Lo (Y) = lir% inf{S,(€) : € = {E;};>1 ¢ uma cobertura de Y com D(E;) < }.
E— -

Nao ¢ dificil ver que I',(Y') existe (e pode ser 0o) e que ', (Y) < T'z(Y) se a > @. Alem
disso, I'o(Y) & {0, 00} para, no maximo, um unico a.

Continuando, defina
hy(®,Y) := inf{a : T (Y) = 0}.
Finalmente,
Definicao. Definimos a entropia topolégica do fluxo ¢ sobre Y como
h(®,Y) := sup{hy(P,Y) : U é uma cobertura aberta finita de X}.
Teorema A. Se ® ¢ um fluro continuo sobre o espago métrico compacto X, entao
t-h(®,Y)=nh(¢",Y) para todo t > 0 e para todo Y C X.

Em particular, a entropia do fluxo coincide com a entropia da aplicacao tempo-1 sobre

qualquer subconjunto de X.

Demonstracao. Fixemos 7 > 0.

Sejam U = {Uy,Us, ...,U,;} uma cobertura aberta finita de X e ¢,a > 0. Para YV’
subconjunto de X, vamos provar que 7h(®,Y) > h(¢7,Y) e em seguida que 7h(P,Y) <
h(¢™,Y).

Primeiro, seja € = {F;};>1 uma cobertura (enumeravel, mas ndo necessariamente
aberta) de Y com D(E;) < € para todo i > 1. Para cada i > 1, é claro que se N(E;) =
N(®,E;) = oo, entao n(E;) = n(¢™, E;) = 00, e se N(E;) < oo, entdo n(E;) < oo e se
cumpre que

pelas defini¢oes de N(E;) e n(E;). Portanto,

Sa(€) = 57a(€)

e assim
o (Y) 2 77a(Y).

Observe que v,4(Y) = 0 para todo « tal que I',(Y) = 0. Portanto, tomando infimo sobre
«, obtemos

h(®,Y) > ihu(¢T7Y)

e tomando supremo sobre todas as coberturas abertas finitas ¢ de X,

M(@.Y) > h(57 V).
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Agora, sejam 6 := 6(U) o ntimero de Lebesgue de U e § := §(7,¢) tal que
d(¢*(z), ¢ (y)) < 8/2 se d(z,y) < 6 e 0 <t < 7. Denotemos por V a cobertura aberta de X
formado por bolas de raio d/2 centradas nos pontos de X; isto é, V = {B(x,0/2) : x € X }.
Consideremos U’ C V uma subcobertura de X e seja C = {C;};>; uma cobertura de Y
com d(C;) =dU', ¢7,C;) < € para todo i > 1. Observe que, em particular, cada C; esté
contido em alguma bola de raio §/2 se € for suficientemente pequeno (menor do que 1).
Entéo, se y, z € Cy, d(¢'(2), ¢ (y)) < §/2 para todo 0 < t < 7 e portanto

¢'(C;) € B(2/,6/2) C Uy,
para algum 2’ € X, algum U,, € U, e para todo 0 < ¢t < 7. Isto implica que

N(C;) > 1-n(C;) para todo ¢ > 1,

logo

DU,C) <dU',C)
e portanto

La(Y) < pralY).
Assim

hy(®,Y) < ihu/(gzﬁT,Y).

Tomando supremo sobre todas as coberturas abertas finitas U« de X obtemos
1
h’((I)7 Y) S *h((b‘r? Y)
T

Isto termina a demonstracao. [

O teorema acima mostra que nossa definicao de entropia para um fluxo sobre
Y C X, usando a abordagem de Bowen, coincide com aquela considerada por J. Shen e
Y. Zhao em [64], onde usam as ideias de Pesin e Pitskel’ [55]. Embora ambas abordagens
sejam baseadas nas caracteristicas de dimensdo de Carathéodory (veja [54, Chapter 1]
para mais detalhes), suas construgoes diferem. Um dos pontos mais divergentes é que nds
usamos D(®,U, E) como “didmetro”; que reflete a agdo do fluxo sobre o conjunto £ com
respeito cobertura U. Shen e Zhao usam o “didmetro” D(T,¢) := exp(—T), onde (T, ¢)

vém definidos por certos conjuntos (7', €)-separados.

A seguintes propriedades seguem-se imediatamente do teorema A e das propriedades

citadas na secao anterior.

Proposicao 4.3.6. Seja ® um fluzo continuo, entdao
(i) h(®, X) = h(®) = h(6)).
(ii) Se Y C Z, entdao h(®,Y) < h(P, Z).
(iii) Se Y = U;»1Y;, entdo h(®,Y) = sup;s {h(®,Y;)}, onde V; C X.
(iv) h(®,0) = 0.
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4.4 Sistemas saturados

Lembremos que G, (S) denota os pontos genéricos de S com respeito a medida invariante
1. A versao discreta do Teorema B abaixo, foi estabelecido por R. Bowen para func¢oes
continuas em [14] (Teorema 4.3.5). N6s estendemos este resultado para fluxos continuos

(veja [51] para uma exposigao concisa).
Teorema B. Para qualquer medida invariante p € M(P) do fluro ®, tem-se que

W@, Gu(®)) < hy(®).

Demonstracao. Consideremos o conjunto
QR(h,(®)) := {z € X : existe v € Vyu(z) tal que h,(¢') < h,(®)}.
Usando o Teorema 4.3.4 e Teorema A, temos que
h(®, QR(h,(®))) = h(¢", QR(hyu(9"))) < hy(67) = hy(®).

Entao, pela Proposicao 4.3.6(b) é suficiente mostrar que G, (®) € QR(h,(®P)). Pelo Teo-
rema 3.1.5 (veja também Observacdo 3.1.1(1)), cada ponto z € G,(®) induz uma medida
de Borel de probabilidade y, invariante pelo tempo 1 e tal que = € G, (¢'). Denotemos
por pt, = ¢'p, e definamos i, := [y uLdt.

Afirmacao. p =71,

Demonstra¢io da Afirmagao. Para cada ¢ € C(X) temos que

1 N
[edn = Jim - ["(o0d) (@)t
1 1 N-1
= [ Jim = ¥ (pod!) (@)t

O que prova a afirmacao.
Em vista do Lema 4.1.2, h, (¢') = hg (¢') = hu(¢') = h.(P) e portanto
x € QR(h,(®)) por definicio de QR(h,(®P)). Isto finaliza a prova do teorema. [ |

O corolario a seguir estende para fluxos o resultado principal do artigo de Bowen
[14, Theorem 3].
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Corolario 4.4.1. Seja ® um fluzo continuo sobre X. Se p € Mee(P), entao

h(®) = (@, G (®)).

Demonstracao. Pelo teorema acima, resta provar que h,(®) < h(®,G,(®)). Esco-
lhamos 7 € R\ {0} tal que ¢” é ergédico. Entao,

h(®, G (P) > h(P,GLu(¢7)) Teorema 3.1.3 e 4.3.6.
= ih(qu,G#(W)) Teorema A.

7|
1

— Whu(gzﬁT) Teorema 4.3.5.
T

= h,(P) Férmula de Abramov. [ |

Observacgao 4.4.2. (1) Se p é uma medida invariante pelo fluxo @, h,(®) < h(P,Y") para
todo conjunto Y C X de p-medida total. Isto segue-se do Teorema A e do Teorema 4.3.3.
(2) Visto que pu(G,(®)) = 1 se p é ergddica, o corolario acima pode ser provado
usando a parte (1) e Teorema B.
(3) Se pt € My (P), 0 conjunto G, (P) satisfaz
1

(@) = hu(@h) = h(s", G, (®))

mesmo que g nao seja ergddica para ¢'; quer dizer, pode-se exibir explicitamente um
conjunto que depende de i onde a entropia topolédgica de ¢' sobre esse conjunto é igual a

entropia métrica com respeito a pu.
Defini¢do. Um sistema dindmico (X, S) é saturado se

h(S,G.(S)) = hu(S) para toda medida pu € M(.S). (4.4.1)

E facil notar que todo sistema dindmico com entropia nula ou unicamente ergddico
¢ saturado. No proximo capitulo (Teoremas 5.2.2 e 5.2.5(b)), veremos exemplos nao triviais
de sistemas saturados. Por outro lado, nao ¢é dificil construir exemplos nao triviais de

sistemas que nao sao saturados.

EXEMPLO 3. Sejam (X1, f1, 1) e (Xa, fo, o) dois sistemas unicamente ergddicos com
entropias hy, hy > 0, respectivamente (veja por exemplo [38]). Considere o sistema dindmico
(X, f) definido por X = X U X5 e f(z) = fi(z) se x € X;. Para pp = (1 + o), Gu(f) =0
porém h,(f) = 5(h1 + hs) > 0= h(f, G,.(f)).

Exemplos andlogos podem ser construidos em tempo continuo. Outra forma de
construir exemplos de sistemas que nao sao saturados é a seguinte: Lembremos que w(zx), o
conjunto omega limite ¢ o conjunto de todos os pontos de acumulagao da orbita positiva

de x. Resumimos abaixo as principais propriedades de w(z) (veja [52, Proposition 1.4]).
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Proposicao 4.4.3. Seja M uma variedade riemanniana fechada. Para qualquer sistema
(M, @) ex € M tem-se:
(a) w(z) #
(b) w(zx) é fechado
(¢) w(x) € invariante pelo fluxo, ou seja, w(x) € unido de orbitas.
(

d)

S

(x) € conexo.

Lema 4.4.4. Suponha que para o sistema (M, D) se tem Q(P) = Q; U Qy onde os Qs
sao fechados e invariantes por ® e disjuntos. Entdo para cada v € M existe um unico
i=1i(x) € {1,2} tal que w(z) C Q.

Demonstragao. ITmediato, pois w(z) é conexo. [

Proposicao 4.4.5. Para (M, ®), suponha que Q(P) = Qy U Qy, onde os Qs sio fechado
invariante pelo fluxo e disjuntos. Sejam iy, s € IM(P) com supp(u;) C Q;, i = 1,2, entdo
qualquer medida 1 = Aty + (1 — Mg, 0 < X < 1, nao admite pontos genéricos.

Demonstragio. Por contradigao, suponhamos que € G,(®). Sem perda de gene-
ralidade, podemos supor que w(x) C ) (pelo lema anterior). Pelo Lemma de Urysohn,

consideremos uma fung¢ao continua ¢ : M — R tal que

() = 0 se ye
o 1 se yel)

Afirmacao. p(¢'(x)) — 0 quando t — oc.
Demonstragio da Afirmagdo. Suponha que existe (tx)r>1 tal que (¢ (z)) — r #0

quando k£ — 0, escolhendo uma subsequéncia se for necessario, podemos assumir que

(@™ (x))k>1 converge, digamos a z,. Entao, pela continuidade de ¢
— 1 23 — i 23 — —
r=lim (¢ (2)) = p(lim ¢ (z)) = ¢(2) = 0,

pois z, € €.
Agora,

1 T
Jim [ (0! (@)dt =

/ SOdMZ/ pdp = (1—A) >0,
M Qo

contradizendo a defini¢do de ponto genérico. Isto mostra que G,(®) = 0. [ |

Por outro lado,

A proposicao anterior pode ser estendida quando ©(¢) se decompde em um niimero
finito de “pecas.” Por outro lado, sabemos que existem fluxos de Anosov que nao sao
transitivos (veja por exemplo [31]) e em particular o conjunto dos pontos nao errante se
decompoe como uniao de pecas disjuntas e invariantes, portanto nao podem ser saturados.

Estabelecemos este fato como corolario.
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Corolario 4.4.6. Fluzxos de Anosov ndo transitivos admitem medidas sem pontos genéricos.

Em particular, tais fluros nunca sao saturados.

En contraste, sera visto no préximo capitulo que um fluxo de Anosov topologica-

mente misturador sempre é saturado.

Teorema C. Seja ® um fluzo continuo definido sobre um espago métrico compacto. Se ¢

¢ saturado para algum t > 0, entao ® é saturado.

Demonstracao. Seja p € M(P). Pelo Teorema 3.1.3 e Teorema B obtemos as

seguintes relagoes
t-hy(®) = hu(¢') = h(¢',Gu(¢)) = t - h(®, Gu(d")) < t - h(P,Gu(P)) <t~ hy(P).
Isto prova o teorema. [ |

Observagao 4.4.7. (1) Se o tempo-1 de um fluxo continuo é saturado (e portanto o fluxo

é saturado), entdo para qualquer subconjunto Y tal que G,(¢') CY C G, (P) tem-se
hu(6') = h(¢",Y) = h(®,Y),

(2) Em geral nao é simples saber quando um sistema dindmico é saturado. Na

seguinte se¢do damos alguns exemplos de tais sistemas.



49

5 Propriedades tipo especificacao

O objetivo deste capitulo é prover alguns exemplos de sistemas que sao saturados; parti-
cularmente, sistemas que satisfazem a propriedade de especificacdo e quase-especificacao.
Além disso, coletamos as principais propriedades do espaco de medidas invariantes desses
sistemas. Sistemas com a propriedade de sombreamento em média assintotica também

serao analisados.

5.1 A propriedade de especificacao

A propriedade de especificagao foi introduzida por R. Bowen [12] para estudar a entropia
topolodgica de difeomorfismos Axioma A. Grosso modo, uma transformacao tem a proprie-
dade de especificagao se toda colecao finita de segmentos de orbitas pode ser sombreada
por uma Orbita verdadeira, sempre que o tempo para passar de um segmento a outro seja
grande o suficiente (logo daremos uma defini¢ao precisa). Na defini¢ao original de Bowen
¢é requerido que o sombreamento seja por uma orbita peridédica, mas isto nao é exigido
na atualidade. Esta nocao resultou ser relevante no estudo de sistemas dinamicos, em
particular na teoria ergddica; por exemplo, as medidas ergddicas de um homeomorfismo
com a propriedade de especificagao tém densidade de entropia, caracteristica que implica
que medidas ergbdicas sdo densas no conjunto das medidas invariantes ([23, 27, 65]). Nesta

secao estudamos a propriedade de especificacdo no caso discreto e continuo.

5.1.1 Especificacdo para funcdes continuas

Antes de dar a definicdo de especificacao que adotaremos, advertimos que ndo existe uma
designagao unificada na literatura. Por exemplo, a defini¢ao original de Bowen aparece refe-
rida como “periodic especification property” em [44] e como “strong specification property”
em [74] e que a definigdo que usaremos neste trabalho é nomeada “weak specification” em
23].

Para darmos a definigdo de especificagao para uma fun¢ao continua (ou homeo-
morfismo) usaremos intervalos de inteiros: [a,b] = {j € N:a < j < b}, a,b € N (ou Z
se f é invertivel), a < b. Sejam f : X — X uma funcao continua e N € N. Uma colegao
de segmentos de 6rbitas de f, & = {fl*bl(z;)}7 |, é uma especificagio N-afastada se
a; — bi_1 > N para todo i = 2,3, ...,n. A familia £&= {fl#%l(2,)}7 | é e-sombreada (ou

e-especificada) pelo ponto z € X se

d(fix;, fiz) < e para todo a; < 7 < i=1,2,...,n.
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Definicao. Uma func¢do continua f : X — X satisfaz a propriedade de especificagao
se para qualquer € > 0 existe um N = N (e) tal que toda especificagdo N-afastada pode

ser e-sombreada por um ponto de X.

Sistemas com a propriedade de especificagao gozam de propriedades dinamicas
importantes, tanto topoldgicas como ergddicas. Reunimos algumas delas na proposicao
abaixo. Outras propriedades interessantes podem-se encontrar resumidas em [44], onde

conexoes com outras propriedades “tipo” especificacdo também sao estabelecidas.

Proposicao 5.1.1. Seja f : X — X uma funcao continua satisfazendo a propriedade de
especificacdo. Entao

(a) Todo fator de f também satisfaz a propriedade de especificagdo.

(b) f € sobrejetiva.

(c) f* tem especificacio para todo k > 1.

(d) f € topologicamente misturador.

(€) Merg(f) tem densidade de entropia; isto é, para toda pn € M(f) ee > 0, existem
uma vizinhanga V de p1 e uma medida ergodica v € V tal que h,(f) € (hu(f) — €, hu(f)].
Em particular, E(f) é denso em IM(f).

(f) Para todo K C IMM(f) conexo, compacto e ndo vazio, existe v € X tal que
Vi(x) = K. Em particular, G,(f) # 0 para toda medida invariante .

(g) f € saturado.

Observacgao 5.1.2. (1) As propriedades (a), (¢) e (d) foram provadas por K. Sigmund
in [65, Propositions 1 and 2] no caso que f tem a propriedade de especificagao forte (no
sentido de Bowen) e facilmente podem ser estendidas para o caso de especificagao.

(2) A diferenca de (a), especificagdo nao é herdada para extensoes.

(3) (c) é consequéncia de (d).

(4) Sistemas topologicamente misturadores nao tém necessariamente a propriedade
de especificacdo, porém, no intervalo, estas propriedades sao equivalentes ([10]).

(5) Sistemas misturadores que tém, em adigdo, a propriedade de sombreamento,
satisfazem a propriedade de especificagao. De fato, transitividade é suficiente (veja por
exemplo [44, Theorem 45]).

(6) A densidade de entropia em (e) foi provado por Eizenberg, Kifer e Weiss em
[27, Theorem B].

(7) A propriedade (f) foi provada primeiro por K. Sigmund [65, Theorem 4] para a
especificagao forte, logo foi generalizada por Dateyama [23] em nosso contexto.

(8) Fan, Liao e Peyriere provaram (g) em [30, Theorem 1.1].

(9) Se f tem a propriedade de especificad forte e X nao é enumerdvel, entao

h(f) > 0 e pode ser infinita.
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5.1.2 Especificacao para fluxos

A defini¢do para fluxos é similar ao caso discreto usando intervalos de niimeros reais s, t]
e especificagoes T-afastadas, com 7" > 0 um ntumero real. Neste caso, uma especificagcao
T-afastada é uma familia & = {¢l*!](2;)}7 | com s; —t;_; > T para todo i = 2,3, ...,n. A
colecao ¢ é dita e-especificada (também dizemos e-sombreada) por um ponto z de X
se

d(¢'(x;),¢'(2)) <e  paratodo t € [s;, ti], i=1,2,...,n.

Assim,

Definicao. Um fluxo tem a propriedade de especificagao se para todo € > 0, existe

um 7' = T'() > 0 tal que toda especificacdo T-afastada é e-especificada por um ponto em
X.

As propriedades enunciadas na Proposigao 5.1.1 sdo igualmente validas para fluxos
com especifica¢do. Com efeito, a propriedade (a) segue facilmente da defini¢do. O item
(b) é o teorema 2.4 de [4]. Os itens (e), (f) e (g) serao provadas na préxima se¢do num

contexto mais geral.

Teorema 5.1.3. O fluzo ® = {¢'}icr tem a propriedade de especificagio se, e somente

se, ¢ tem esta propriedade para todo t € R\ {0}.

Demonstracao. Em toda a demonstracao vamos supor ¢ = 1. Suponhamos que
® tem especificacdo e provemos que ¢! também tem esta propriedade. Para isso, seja
e>0eT = T(g) como na Definigio de especificacio para fluxos e & = {pl*bl(z;)}n
uma especificagao T-afastada (para ¢'). Note que os intervalos [a;, b;] sdo compostos de
inteiros. Consideremos entao eles como intervalos de ntimeros reais. Pela propriedade de

especificacdo do fluxo, existe z € X que e-especifica & = {¢l%l(x;)}7_; isto &,
d(¢'(z:),9'(2)) <e  paratodot € [a;,b;],i =1,2,...,n.

Em particular,

d(¢ (;), " (2)) < ¢ para todo a; < j < b;,i =1,2,...,n.

Isto mostra que z e-especifica &.

Na outra direcio, suponha que ¢' tem a propriedade de especificacdo. Dado
e > 0, pela continuidade do fluxo e a compacidade do espago, existe € > 0 tal que
d(¢'z, 'y) < € para todo t € [0,1] se d(z,y) < €. Ponhamos T' = T(¢) = N() + 1 e
seja & = {ol*tl(z;)}, uma especificacio T-afastada (para o fluxo). Consideremos a

especificacio & = {14 (z2;)}, com a; = [s;] e b; = [t;], onde [t] denota a parte inteira



52 Capitulo 5. Propriedades tipo especificacio

de t. E claro que ¢ é uma especificacio N (£)-afastada (de fato (N (g) + 1)-afastada) para a

aplicagao tempo-1. Por hipdtese, existe um z € X tal que

d(¢’x;, ¢'2) <& para todo a; < 7 < by, 1=1,2,....n.
Pela definicao de € temos que

d(¢'(z;), 9" (2)) <e  paratodo t € [s;, 1], i=1,2,..,n.
Isto mostra que o fluxo também tem a propriedade de especificacao. [ |

Em conexao com o Teorema C e Proposicao 5.1.1(g), temos a seguinte consequéncia:

Corolario 5.1.4. Se ® tem a propriedade de especificacio, entio ® € saturado.

Uma classe importante de fluxos com a propriedade de especificagao sao os fluxos
de Anosov que sao topologicamente misturadores; em particular, fluxos geodésicos sobre
uma variedade riemanniana fechada de curvatura negativa (veja [40, sections 17.5 and
18.3] para mais detalhes). Temos observado antes uma situac¢ao totalmente oposta quando

um fluxo de Anosov néo ¢é transitivo (Corolario 4.4.6), pois eles nunca sdo saturados.

5.2 A propriedade de quase especificacao

Nesta secao, estudamos sistemas dinamicos que satisfazem a propriedade de quase-
especificacao, uma nogao mais geral que especificagdo. A definicdo para fungdes continuas
e homeomorfismos é dada na secao 5.2.1.

Resulta que diversas consequéncias obtidas a partir da propriedade de especificagao
sao também validas neste caso. Ressaltamos, porém, que a nogao de quase-especificagdo
é mais ampla e existem muitos sistemas importantes que a satisfazem e que nao tém a
propriedade de especificagdo (“quase todos” os f-shifts, por exemplo).

Na secao 5.2.2 nés propomos uma definicao de quase-especificagdo para fluxos
continuos que estende de forma natural a definicao existente para fungoes continuas e
homeomorfismos. Demonstraremos que se um fluxo satisfaz esta propriedade, entao sua
aplicacao tempo-1 também a satisfaz, e reciprocamente (Teorema D). Esta caracterizagao
nos permite estender varios resultados, desde o caso discreto, para fluxos que gozam
da propriedade de quase-especificagdo (Segoes 5.2.3 e 5.2.4). Em particular, obtemos
conclusoes bastante significativas no contexto da teoria da dimensao para fluxos. Por
exemplo, provamos no Teorema 5.2.5(b) que fluxos continuos satisfazendo a propriedade de
quase-especificacao sao saturados, estendendo o conhecido teorema de C.-E. Pfister e W.
Sullivan para fung¢oes continuas. Por outro lado, também evidenciamos que esta defini¢ao
para um fluxo continuo é bem comportada no sentido que é uma propriedade intermediaria
entre especificagdo e a “L-Propriedade de sombreamento em média assintética” (Teoremas

5.2.4 e 5.3.1), tal como ocorre no caso discreto.
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5.2.1 Definicao de quase-especificacdo. Caso discreto.

Em [57], C.-E. Pfister e W. Sullivan introduzem a nogao de g-quase produto para fungoes
continuas. D. Thompson [70], modifica ligeiramente este conceito para definir a propriedade
de quase-especificacao. Esta definicao generaliza a noc¢ao de especificagao estudada na
segao anterior (veja [57, Proposition 2.1] e [70, p. 5397]). Porém, existem muitos sistemas
que satisfazem a propriedade de quase-especificagdo, mas nao satisfazem a propriedade de
especificacao; por exemplo, todos os B-shifts, T}, satisfazem esta propriedade ([70, Theorem
5.1]) e, em contraste, o conjunto dos § € (0, 00) para os quais Tj satisfaz a propriedade de
especificacao é denso com dimensao de Hausdorff igual a 1, mas tem medida de Lebesgue
zero (veja [17, Theorem 1.5] e [62, Theorem A]). Ainda assim, muitas das propriedades que
gozam os sistemas com especificacdo continuam sendo verdadeiras para sistemas com a
propriedade de quase-especificacao. Assim, resultados sobre medidas invariantes, entropia
de certos conjuntos nao compactos, teoria da dimensao e analise multifractal obtidos para
sistemas com especifica¢ao sdo igualmente validos neste cendrio mais amplo. Lembraremos

alguns deles ao longo desta secao.

Definigdo. Seja g9 > 0 fixo. Uma funcao g : N x (0,¢0] — Ny é chamada uma fungao

erro se para todo € € (0, o] satisfaz:

(A1) g(n,e) é ndo decrescente com respeito a n.
(A2) 1im 25
n—o00 n

Estendemos a funcao g, para todo € > gy definindo g(n,¢) := g(n, o).
Seja f: X — X uma funcao continua. Seja A C N um conjunto finito nao vazio.

Definimos a métrica de Bowen sobre A em X induzida pela fun¢do f como
da(z,y) = max{d(f’x, fly) : j € A}.
A bola de Bowen sobre A centrada em x e de tamanho € > 0 é
Bp(z,e) :={y € X 1 dp(z,y) < }.

Se n é um inteiro positivo, denotamos A, := {0, 1,...,n — 1}.

Para uma funcéo erro g, n € Ne ¢ > 0 com n > g(n,e) definimos

I(gln,e) ={AC A, : #A >n—g(n,e)}

B,(glz,e) :=={y € X : y € Bx(z,¢) para algum A € I(g|n,e)} = |J Ba(z,e).
A€l(g|n,e)

Definicao. Uma funcao continua f : X — X satisfaz a propriedade de quase-especificacao

(ASP para abreviar) se existe uma fungao erro g satisfazendo o seguinte: dados nimeros
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reais €1,€,...,6, > 0, existem inteiros Ny(e;), ¢ = 1,2,....k, tais que para quaisquer

X1, Lo, ..., T € X en; > Ny(g;),i=1,2, ..., k, existe um z € X tal que
fNi71(2) € By, (glzs.e5) para todo j = 1,2, ...,k

onde ng :=0e N; :=ng+n; + ... + nj_1.

Nao é dificil provar que esta propriedade é herdada por fatores, em particular,
invariante por conjugacao e independe da métrica escolhida no espaco X.

O teorema a seguir, que resume alguns resultados sobre medidas invariantes para
sistemas com ASP, foi primeiro provado por K. Sigmund sob a hipétese de especificacao
em [23, 65] e logo generalizado ao nosso caso em [26, 45]. De fato, em [26] e [45] o teorema
de Sigmund é provado para sistemas com a AASP, uma noc¢ao mais geral que a tratada
aqui (sistemas com AASP serao estudados no Capitulo 5.3). Para K C 9(f) denotamos
por Ak = UperSupnla).

Teorema 5.2.1. Seja f : X — X um funcao continua satisfazendo a propriedade de
quase-especificagdo. Entao:

(a) Se f nao é unicamente ergédica, M(f) € o simplexo de Poulsen, i. e., Me,y(f)
¢ um conjunto Gg-denso em M(f).

(b) Se K COM(f) é um conjunto compacto, conexo e nao vazio, entdo existe um
r € X tal que Vi(xz) = K. Como consequéncia, G,(f) € nao vazio para toda medida
invariante p € M(f).

(¢) O conjunto dos pontos x em (b) tais que Vi(x) = K, € denso em Ag.

(d) O conjunto Mee(f) tem densidade de entropia em OM(f).

Em conexdo com a teoria da dimensao, o teorema notavel enunciado a seguir foi
provado por Pfister e Sullivan em [57, Theorem 6.1] para sistemas com a propriedade de
g-quase produto e por A. Meson e F. Vericat em [48] para sistemas com a ASP usando
métodos diferentes. A.-H. Fan et al. ([30, Theorem 1.1]) o provaram com a hipdtese de

especificagao.

Teorema 5.2.2. Se f: X — X satisfaz a propriedade de quase-especificagdo, entdo

h(f, Gu(f)) = hu(f) (5.2.1)

para toda medida pn € IM(f).

R. Bowen demonstrou em [14] que a igualdade (5.2.1) é vélida para qualquer funcao
continua se a medida é ergddica e foi o primeiro a estabelcer um resultado deste tipo, pois a
nocao de entropia topoldgica para conjuntos nao compactos foi introduzida nesse trabalho.

O resultado acima pode ser visto como uma generalizagao do resultado de Bowen.
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5.2.2 Definicao de quase-especificacdo. Caso continuo.

Nesta secao definimos a propriedade de quase-especificagao para fluxos.

Seja R§ o conjunto dos niimeros reais niao negativos. Denotemos por B(R{) e A a

o-algebra de Borel e medida de Lebesgue sobre Ry, respectivamente.

Definigdo. Seja gy > 0 fixo. Uma funcao g : R¢ x (0,g9] — R§ é chamada uma funcao
erro se para todo € € (0, o] satisfaz:

(A1) g(+,&) é continua e nao decrescente.

(A2 1im 288 g

t—o0

Se g é uma funcao erro, estendemo-la para todo € > ¢y fazendo g(t,¢) := g(t, o)
para todo t € R*. Pela condigao (A2’) existe t. tal que g(t,¢) < t para todo t > t.. No
que segue, para € > 0, Ap = [0,7] onde T' € RT serd considerado sempre maior do que ¢..
Quando t < 0, definimos ¢g(t, ) = g(|t], €).

Seja A C Ay um conjunto de Borel. Definamos

dA($7y) = Sup{d(¢tx7¢ty) te A} € BA(ZE,?:) = {y €X: dA(xvy) < 5}'
Se g é uma funcao erro, definimos

Br(glz,e) = {ye€ X : Existe A € L(Ar) com AN(Ar \ A) < g(T,¢) y da(z,y) < e}
= | J{Ba(z,€) : A é um conjunto de Borel com A(Ar \ A) < g(T,¢)}.

Nossa principal defini¢do neste capitulo é a seguinte:

Definicao. O fluxo continuo ® : X xR — X tem a propriedade de quase-especificagao
(ASP para abreviar) se existe uma funcao erro g tal que para qualquer k, quaisquer k
nimeros reais i, g, ..., > 0, existem Ty(eq), T,(e2), ..., T,(cx) > 0 tais que para todo

x1, T, ...,z € X e tempos t; > Ty(g;), i = 1,2,..., k, existe z € X tal que
9" (2) € By, (glz;j,¢;) para todo j = 1,2, ...k (5.2.2)

onde tg:=0eTj =1ty +t; +la+ ... +t;_1.

Nao é dificil provar que esta definicao é invariante por conjugacao. Em particular,

independe da escolha da métrica d.

Para cada € > 0, podemos escolher £ > 0 a fim de que d(¢'z, ¢'y) < e para todo
z,y € X com d(z,y) < € e todo t € [0,1]. Usaremos esta notagdo na prova do seguinte

teorema.
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Teorema D. Um fluxo continuo tem a propriedade de quase-especificacao se, e somente

se, sua aplicacao tempo-1 tem esta propriedade.

Demonstragao. Suponha que ® tem a ASP com fung¢ao erro g. Considere a fungao
erro definida por g(n,e) = [g(n — 1,2)] 4+ 2 para qualquer inteiro n > 1, g(1,¢) = ¢(2, ¢).
Provaremos que ¢! tem a ASP com funcao erro g.

Sejam €1, €9, ..., > 0 e considere N,(g;) = [T5(2;)] + 2 para cada i = 1,2, ..., k,
onde T5(g;) é como na definicdo 5.2.2. Sejam 1, 29, ...,z € X e n; > Ny(g;), i =1,2,.... k

inteiros. Posto que ® tem a ASP, existe z € X tal que
¢"i(2) € By, (7|z;,5;) para todo j = 1,2, ...k (5.2.3)

onde ng =0eT; =ng+mn; +ng+ ... +nj_1.
Para j = 1, seja A C [0,n; — 1] um conjunto de Borel realizando a validade em
(5.2.3). Denote por ; = (i — 1,i]NA°N[0,ny —1],i=1,2,...,ny — 1 e ponha

Q=1{ie{0,1,...,n; — 1} :d(¢'z1,9'2) > &1}.
E claro que se i > 0 estd em €, entdo ; = (i — 1,14], logo

#O<#{e{1,2,.n -1} U=(G—-1i}+1 < [A([0,ns— 1]\ A)] +2
(r,m — 1)+ 2

IN
f

—~

g 51,711).

Portanto, temos que

z € By, (g, 111).

O mesmo argumento e construcao sao validos para j = 2, 3, ..., k. Portanto,
¢l (2) € By, (9,25, €5)

onde ng =0eTj =ng+ny+n2+...+n1, j = 1,2, ...k, mostrando que ¢' tem a
propriedade de quase-especificagao.
A reciproca é bastante similar. Suponha que ¢! : X — X tem a ASP com funcao

erro g. Provaremos que o fluxo ® = {¢'};cgr tem a ASP com fungéo erro definida por
g(t,e) = (G(n+1,8) —=g(n,8))(t —n+1) +7g(n,e) + 2

onden—1<t<n,n>1.

Seja ey, €a,...,ex > 0and Ty(e;) = Ng(€;)+2,7 = 1,2, ..., k. Sejam 1, o, ...,z € X
ety >Ty(e1),ta > Ty(ea), ...ty > Ty(ex) niimeros reais positivos.

Ponhamos ny = [ti]+1en; = [t;_1 —1—(tj_y —[t;_1])] +1 para j > 2. E claro que

n; > N3(g;) para todo j = 1,2, ..., k. Também ponhamos T; = z, e T; = ¢'~i-17ll-1lg,
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J=2
Dado que ¢! tem a ASP, existe z € X tal que

¢N7(z) S an (gv Tﬁgj) (524)

ondeny=0eN;=ng+n+ne+..+n;_1,5=12,... k.

Seja A; C {0,1,...,n; — 1} realizando (5.2.4). E facil ver, pela eleicio de j que se
i € Aj, i # n;— 1, entdo d(¢™i Tz, ¢TT;) < € para todo ¢ € [0, 1].

Considere A; = U{[i,i + 1] : 4 € Aj,i # n; — 1}, entdo

?(njvg)
g<tj75)

A([0, 8]\ Ay)

INIA

IN

Portanto,
¢ (2) € B, (9, 7),¢5)

ondety=0eT; =ng+t +toa+..+tj—1, 7 =1,2,..,k, assim ® tem a propriedade de

quase-especificagao. Isto prova o teorema. |

EXEMPLO 4. Seja f : X — X um homeomorfismo e p : X — (0,00) qualquer fungao

continua. Definimos
Xip={(z,t) e X xR:0<t < px)}

onde, para todo z € X, os pontos (x, p(x)) e (f(z),0) sdo identificados. Uma topologia
pode ser introduzida em Xy, numa forma natural e uma métrica dy, (compativel com
esta topologia) pode ser construida (veja [15, p. 186]). O espaco (X¢,,dy,,) é compacto
uma vez que (X, d) é compacto, e é chamado o espago suspensio de X com fungéo teto
p e a métrica dy, é as vezes chamada a métrica de Bowen-Walters. Sobre (X7 ,,d;,)

definimos o fluxo suspensao de f, ®;: X, x R — X, , sendo

Opp(w,5) == (f"z, 5+t = p"(x))

onde n ¢ o tUnico inteiro tal que p™(z) < s+t < p"*(z) e p"(x) é definido recursivamente
por p°(z) =0 e p""(x) = p"(x) + p(f"(2)), n € L.

Observe que, fixado o homeomorfismo f: X — X, quaisquer dois fluxos suspensao
Of.p1s @fpo sa0 equivalentes. De fato, basta supor que p; = 1 e observar que a aplicacao h :
X1 — Xy, definida por h(z,t) = (z,tp(x)) é um homeomorfismo que faz a conjugagao.

Vamos mostrar que ®; : X; x R — X, o fluxo suspensao com funcao teto p = 1,
nao satisfaz a propriedade de quase-especificacdo. Em particular, a aplicacdo tempo-1
deste fluxo ndao tem a ASP. Seja g : Ry x (0,6) — R& qualquer funcio erro. Sejam
wy = (21, 81),wy = (T2,82) € X7 com 3/4 < 59 < 1 eey,e9 < 1/4. Para qualquer 77 > 0
existe um ¢, > T tal que (¢;) < 1/4. Seja T > 0 qualquer nimero real. Se z = (z,t) € X;
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¢ tal que z € By (glry,e1), entdao d(¢4(z), ¢4(ws)) > 1/4 para todo t € R, portanto
z Q/ ¢;t1Bt2(g|x2’52)7 logo

Btl (glxl’gl) N ¢;tlBt2 <g|l’2, 62) = 0.

Consequentemente, ®; nao tem a ASP. A segunda assercao ¢ agora consequéncia do

teorema 5.2.4.

5.2.3 Primeiras consequéncias.

Nesta secao, obtemos varios resultados que sao consequéncias da definicao 5.2.2 e do
Teorema D. Nosso primeiro resultado diz que especificagoes infinitas ainda podem ser
“quase-especificadas” por um ponto do espago. Este resultado ja é conhecido para sistemas
com especificacao ([65, Orbit specification lemmal) e para sistemas com quase-especificacao

([43, Lemma 3.4]), ambos no caso discreto.

Lema 5.2.3. Suponha que ® é um fluxo continuo satisfazendo a ASP com fungdo erro
g. Seja {e;}icz, uma sequéncia de nimeros positivos e seja {x;}icz uma sequéncia em X.
Se {ti}icz € uma sequéncia de nimeros positivos tais que t; > T; = T'(g;) para todo i € Z,

entdo existe um z € X com a sequinte propriedade:

o' (2) € By, (glai, 1) para todo i >0, ondety=0et; =ty +t +...+t,_1 (5.2.5)

¢ "(2) € By, (g]xi, &) para todo i < 0, ondet; =t_1 +t_o—4 ... +1_;. (5.2.6)

Demonstragdio. Por simetria, basta considerar a sequéncia {z;};>o. Para cadan > 1,
por hipétese, existe y, € X que sombreia segundo a definicaio de ASP, a sequéncia
finita {z;}i=2. Isto é, para cada 0 < i < n, existe um boreliano F! C [f;,1;41] tal que
d(¢(yn), ¢ (x;)) > &; para todo t € F e satisfaz M\(F!) < g(t;, ;).

Seja z € X qualquer ponto de acumulac¢ao de {y,},>1 (por compacidade de X,
ele sempre existe). Podemos supor que y = nh_g)lo Yn. Entdo z é o ponto procurado. De
fato, seja t € [f;, 1], tal que d(¢'(2), ¢! ' (x;)) > &;, por continuidade, t € F! para
todos, salvo um ntimero finito de n > i (definigdo de liminf para conjuntos). Assim,
Fy = {t € [, Ti01] - d(¢'(2), ¢ % (2)) > &5} C ligggolfFé. Portanto,

A(F;) < Aliminf Fy)
=xU N FE
n=1t k=n

= Jim (1 F)

< A(F))

< g(ti ).
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Isso mostra que z satisfaz as condigoes requeridas. |

Como ja temos dito antes, no caso discreto a propriedade de especificagao implica
ASP (veja [57, Proposition 2.1] e [70, p. 5398]). Segue como consequéncia imediata disto e

dos teoremas 5.1.3 e D, que tal implicagao ¢é valida também para fluxos continuos.

Teorema 5.2.4. Se um fluxo continuo satisfaz a propriedade de especificacio, entdo tem

ASP.

Demonstragdo. Suponha que ® é um fluxo continuo satisfazendo a propriedade de
especificacao. Pelo Teorema 5.1.3, ¢! tem a propriedade de especificacao e logo ¢! tem a
ASP. O resultado segue do Teorema D. [}

Teorema 5.2.5. Suponha que ® é um fluro continuo sobre um espago métrico compacto.
Se @ satisfaz a ASP, entdo

(a) Gu(®) # 0 para toda p € M(P).

(b) ® ¢ saturado.

Demonstracio. (a) Segue do Teorema 5.2.1(b), Teorema D e Observagao 3.1.4.
(b) Segue-se do Teorema D e Teorema C. |

A parte (b) do teorema acima é a versao continua do teorema de Pfister-Sullivan.

5.2.4 Densidade de M,x(f) em M(f).

Temos dito antes que o espago de medidas invariantes de func¢oes continuas com a pro-
priedade de especificacdo, e mais geralmente com a propriedade de quase-espeficicacao, é
trivial ou formam um simplexo de Poulsen; isto é, medidas ergddicas sao densas. Mais
do que isso, foi provado em [27, 56] que as medidas ergédicas formam um conjunto com
densidade de entropia. Nesta secdo provamos que para um fluxo ter medidas ergddicas com
densidade de entropia, uma condigao suficiente é que o tempo-1 tenha esta propriedade.

Lembremos a definicao de densidade de entropia.

Definicao. Seja f: X — X uma funcéo continua. Dizemos que Me.(f) tem densidade
de entropia em M(f), se para toda medida f-invariante p existe uma sequéncia de
medidas ergddicas {fu,},>1 convergindo (na topologia fraca®) para p e tal que hy, (f)

converge para h,(f).

A definicao de densidade de entropia para fluxos é analoga.

Teorema 5.2.6. Seja & um fluxo continuo sobre um espagco métrico compacto X. Se
Merg(d') forma um conjunto com densidade de entropia em IM(P'), entao M (P) € um

conjunto com densidade de entropia em (D).
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Demonstragio. Seja u € M(P), em particular u € M(¢') e como Mee(P!) tem
densidade de entropia em 9(¢'), existe uma sequéncia i, € Mg (P) convergindo para p

e satisfazendo hy, (¢*) — h,(¢') quando n — oco. Considere entao as medidas

1
o= [ 0Lt
0

Como as medidas 1, sdo ergddicas para ¢', a medida i, é ergddica para o fluxo @, para
todo n > 1.

Afirmacgao. fi,, converge para (.

Demonstragio da Afirmagao. Seja ¢ € C(X). Pela Proposigao 2.1.1 a funcao
t— / od¢L 1, é Lebesgue mensuravel. Aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada

de Lebesgue, temos que

1
lim [ odm, = lim/ / odi, dt
0

1
= ) i [

1
= / / pdpudt
0

Agora, por Lemma 4.1.2 e Observacao 4.1.3,

lim hy (®) = lim hy (¢")

n—oo n—oo

Isto mostra que Me(P) tem densidade de entropia em (D). |

E facil ver que se M, (S) tem densidade de entropia, entdo Me,(S) é denso em

M(S).

Corolario 5.2.7. Se um fluzo continuo tem a ASP, entao o conjunto de medidas ergodicas

tem densidade de entropia. Em particular, Mee(P) € denso em M(P).

Demonstracao. Se ® é um fluxo continuo com a ASP, entdo ¢! também tem a ASP,
logo Mg (¢') tem densidade de entropia em DM(¢') e portanto M, (P) tem densidade de
entropia em 9 (P), pelos Teoremas 5.2.1(d) e 5.2.6. [ |

Um simplexo de Choquet que nao se reduz a um ponto é dito ser de Poulsen se

o conjunto dos pontos extremais formam um conjunto denso. Sabemos que o conjunto
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de medidas invariantes de um sistema dinamicos é um simplexo de Choquet e que seus
pontos extremais sdo exatamente as medidas ergbdicas. Entao, quando 21(S) nao é trivial,
dizer que 9(S) é o simplexo de Poulsen é equivalente a dizer que as medidas ergddicas
formam um conjunto denso. Adotando esta terminologia, o espaco de medidas invariantes

de um sistema com ASP nao tnicamente ergédico é um simplexo de Poulsen.

5.3 A propriedade de sombreamento assintético em média

Transitividade topologica é uma particularidade essencial dos sistemas dinamicos cadticos.
Por outro lado, é bem sabido que a propriedade de sombreamento possui um papel chave
na estabilidade de sistemas. Assim, estabelecer relagoes entre este tipo de nogoes permite
obter certa estabilidade em sistemas caodticos. Nesta direcao R. Gu introduz a “propriedade
de sombreamento assintético em média” (abreviado AASP) em [36, 37] onde estuda sua
relacdo com transitividade. Nesta secdo provamos que fluxos com a ASP satisfazem a
AASP;. Note que AASP e AASP;, sao equivalentes no caso discreto e, neste cenario, M.
Kulezycki et al. [43] provaram que ASP implica AASP quando o sistema é sobrejetivo.

Uma sequéncia {z;};>¢ ¢ dita pseudo-6rbita assintética em média da apli-
n—1

cacao f : X — X se 7115%05 z% d(fxi,xi41) = 0. A sequéncia {z;};>¢ é dita ser assin-
1=
n—1 )
toticamente sombreada em média por um ponto z € X se lim — Z d(f'z,z;) = 0.
n—oo n, =0

Finalmente, a aplicacdo f tem a propriedade de sombreamento assintético em
média (AASP para abreviar) se toda pseudo-drbita assintética em média pode ser assin-

toticamente sombreada em média por um ponto z € X.

A definicao de AASP para fluxos é um pouco diferente ji que esta emprega
reparametrizagoes no tempo e usa uma média de distancias ao longo de segmentos
de oOrbitas, que nao é necessario no caso discreto. Uma reparametrizagdo ¢ um

homeomorfismo h : R — R que ¢ crescente e f(0) = 0.

Definicao. Seja T > 0.
(i) Uma bi-sequéncia {(x;,t;) }icz de X x Rt é chamada T-pseudo-érbita assin-
totica em média para o fluxo ¢ se t; > T para todo i € Z e
1 "
lim — Y d(¢"z;, z41) = 0.

n—oon, .
1=—"n

(ii) A bi-sequéncia {(x;,t;)}icz é assintoticamente sombreada em média por

um ponto z € X se existe uma reparametrizacao h tal que

1 L s .
ti 30 [T (605, i =
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onde 5o =0, s, = > ti,n=1,23,.
(iii) O fluxo @ tem a proprledade de sombreamento assintético em média
se toda 1-pseudo-Orbita assintética em média pode ser assintoticamente sombreada em

média por algum ponto x € X.

Uma 1-pseudo-orbita asintética em média sera dita simplesmente pseudo-Orbita
asintética em média. Em vista de que a AASP ¢ satisfeita por uma orbita retrassada
por uma reparametrizacao, nao é verdade que a aplicacao tempo-1 tem esta propriedade
(veja exemplo 5 no final desta segdo). Todavia, obtemos um resultado similar aquele de
Kulezycki, Kwietniak e Oprocha ([43, Theorem 3.5]).

Definicao. Dizemos que um fluxo ¢ tem a propriedade de L-sombreamento com média
assintética (AASP, para abreviar) se qualquer pseudo-6rbita assintética em média T =
{(x;,t;) }iez, satisfazendo 1 < t; < T para algum T = T(T) > 1, pode ser assintéticamente

sombreada em média.

Teorema 5.3.1. ASP implica AASPy.

Para provar o Teorema 5.3.1, necessitaremos dos seguintes lemas. O primeiro é
bem conhecido e uma prova pode ser encontrada em [73, Theorem 1.20]. Por simetria,
basta provar que toda pseudo-érbita asintética em média T = {(z;,t;) }i>1 com 1 < ¢; <

M = M () pode ser assintoticamente sombreada em média.

Lema 5.3.2. Se {a,}n>0 € uma sequéncia limitada de nimeros reais nao negativos, entao

sao equivalentes:

(a),}g&;Zaz—O

(b) Existe um subconjunto J de N de densidade zero tal que para n € N\ J,

lim a, = 0.
n—oo

Lema 5.3.3. Se ® é um fluxo continuo com ASP e {(x;,t;)i>1} € uma pseudo-orbita
assintotica em média, entao existe uma sequéncia {(y;, s;)}i>1 tal que o conjunto {i > 1:

(i, ti) # (Yi, 5i)} tem densidade O e

lim d(¢* (2;), xi11) = 0.

11— 00

Demonstracao. Seja g a funcdo erro da definicao de ASP de ®. Fixemos uma
sequéncia (gx)r>1 com ¢, | 0 quando k — oo. Como {(z;,t;)};>1 é uma pseudo-érbita

assintotica em média, pelo Lema 5.3.2, existe um conjunto J de densidade zero tal que
lim d(¢"(z;), zi11) =0 quando i € N\ J.
71— 00

Seja {jk }k>1 os elementos de J ordenados de forma crescente; ou seja, j1 < j2 < js < ...,

Jx € J para todo k > 1. Consideraremos dois casos:
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CASO 1: ji, +4 & J. Seja T,(ex) dado pela definicdo de ASP. Para os segmentos

de érbitas ¢lOTsERl (plin (z5,)), plOToER) (¢~ Uit (2, 1 4)) existe um ponto 2 tal que

d(¢'(z), ¢ (z;,)) <e1  paraalgum ¢t > 1

A(°(2), 6T (6~ (L)) <&y para algum Ty(ex) < s < 2Ty(e) — 1,
pela propriedade de quase-especificagao. Definimos entao

(i 55, (
(Y1, Sjpr1) (
(Yjr2: Sjr2) = (8'(2),5 — 1)
(Y35 Sjt3) (
( ) (

Yjr+4s Sjp+4

CASO 2: ji. +4 € J. Seja jy, o menor inteiro tal que 5, > jp +4 e 50+ 1 & J. Seja
M =max{t;, : k <m < (} e considere T' > max{¢ - M, T,(cj)} e os segmentos de 6rbita
PTG @) o glOTI (=T (z5,)). Pela propriedade de quase-especificacio, existe z € X tal
que
A (¢ (1), 6'())) < e pora algum ¢ > 1

d(gbs_QT(zj[), °(2)) < e para algum T' < s < 2T — 1.
Definimos entao
(Yj> S5 (
(Yjr1, Sipr1) (
(Yjt2s Sjpra) = (¢'(2
) (

(yjk+37 Sjp+3

Wiear Siea) = (@Y s — (t + &k —4))
Wierr Sier) = (0" (xy,),2T — 5)

Wier 55) = (@, t5)
Yjer1s 1) = (Tjoyrs o)

Agora defina (yq, $1) = (71, t1). Suponha que ja temos definido (y;, ¢;) para todo i =
1,2,...,N para certo N € N. Se (N +1) € J, entao definimos (yn+1, Snt1) := (Tni1,En11)-

Se N + 1 € J, entao definimos (yyi1,Sy+1) := (Zn11,tn41) € definimos os seguintes
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elementos como acima dependendo se N + 1 esta no caso 1 ou caso 2.

Logo, veja que o conjunto J := {i € N : (x;,t;) # (yi,s:)} € [J+ {0,1,2,3}].
Portanto,

lim l7éyé[7ﬁ{1,2,...,n}] < lim i4#[Jﬂ{1,2,...,nH

n—o0 n n—o0

= 4 lim l#[Jﬂ {1,2,...,n}]

n—oo n,

= 0.

Mostrando que {i € N : (z;,t;) # (vi, s;)} tem densidade nula.

Finalmente, pela construgao de J, N = (N\ J)U J e Hm (9% (4:), yyi1) = 0
quando ¢ € N\ J. Se i € J, entdo d(¢*(y;),yir1) = 0 ou d(¢* (vi), yir1) < €k s€ jx <
i < Jrya OU J < i < j; (dependendo se y; vem definido pelo caso 1 ou caso 2). Logo
lim; o0 d(¢% (y;), yiz1) = 0, se i € J. Portanto,

lim d(¢si3/z'> yi+1) =0.
1— 00

Isto finaliza a prova do lema. |

O seguinte lema é uma adaptacao do Lema 5.3.3 para o caso de pseudo-érbitas

assintoticas em média com tempos limitados.

Lema 5.3.4. Seja ® um fluzo com ASP. Seja T = {(x;,t;) }i>1 uma pseudo-drbita assinto-
tica em média para ® tal que 1 < t; < M para algum M = M(T) e para todo i > 1. Entdo
existe § = {(yi, ;) }i>o satisfazendo:

(a) lim; o0 d(% (yi), Yir1) = 0.

(b) O conjunto {i: (x;,t;) # (yi,si)} tem densidade zero.

(¢) 1 <s; <M para todo i > 0.

Demonstragao. Sem perda de generalidade, podemos assumir diam(X) = 1,
M > 2. Pelo Lema 5.3.2, existe J C N com densidade zero tal que
lim d(¢" (2;), zi41) = 0.
igJ
Seja g a fungao erro e Ty, := T,(1/2*) como na defini¢do de ASP.
Para cada k > 1, seja M € N, My > T} e considere n; € N com as seguintes
propriedades:
(i) ng & J.
(ii) d(¢' (z;), xiy1) < 1/2% para todo i > ng, i &€ J.
(iii) M, - M < 1/2%, para todo n > ny,.
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Etapa 1. Para i =1,2,...,n; — 1 definimos (y;, ;) = (x;,t;).

Etapa 2. Seja j; =min{j € J:j>ni}er; =min{j; —1+2M;+q:q¢>0,j;: — 1+
2M, +q & J}. Considere os segmentos (zj, 1, My) e (¢~ =1 M40 (g ) 5, — 1+ M, +q).
Pela propriedade de quase-especificacao, existe z1 € X el <ty < M; —1< M;+1<
ty < g1+ 2M; + q — 1 tais que

d(¢" (21)9" (5,-1)) < 1/2

d(¢"(z1), ¢ () < 1/2.
Entao defina

Yny, = Tp, S Sp, = U,
Yj—1 = Tj-1 ce Sj—1 = 1
Yntin)1 = AT @5 0) o spgpg = =[]+
Ynitln) = OUTN=) e spgp) = W21
Y+ = ¢[tﬂ+2(zl) tet Sity]+1 = 1
Yni4lta]+1 = ¢[t2]_1(21) Tt Spyt[t)+1 = N iy — [ta] +1
Ynitlta) = O2TM(@0) o Suig = [t — o+ 2
Yri—1 = Ty to Spp—1 = 1

Agoraseja jo =min{j € J : j > ri1}ery = min{jo—14+2M+q : ¢ > 0, jo—14+2M1+q &€ J}.
Definimos (y;, ;) = (x;,t;) para todo i € [ry, jo — 1). Para i = jo — 1,...ry — 1 procedemos
como acima. Da mesma maneira como feito antes, definimos (y;, s;) parai =1,2,..., Ny — 1
para algum Ny > no.

Etapa 3. Defina (y;, s;), para i > Ny da mesma forma que antes considerando Ny ao invés
de ns.

Etapa 4. Por construcao, temos que 1 < s; < M.

Etapa 5. Para cada i > 1 existe Ny tal que i > Ny, assim d(¢* (y;), yir1) < 2% e portanto

}gglo d(ﬁbsi (Z/i), ?Jz’+1) =0.

Etapa 6. Seja J = {j € N: (z;,t;) # (y;,5;)}. Dado n € N, existe k tal que n > Ny, logo

JNn{0.1,....n—1 JN{0,1,...n—1 1
| {0,1,...,n }H SMk‘ {0,1,...m H <
n n 2k
Portanto J tem densidade zero.

A prova do lema estd completa. |
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Lema 5.3.5. Seja & um fluzo continuo com ASP. Se {(x;,t;);}i>1 € uma pseudo-orbita
assintotica em média e {(yi, s;) }i>1 € como no lemma anterior, entao se z € X sombreia
assintoticamente em média a sequéncia {(y;, s;)}i>1, entao z também sombreia assintotica-

mente em média a sequéncia {(x;,t;);}i>1.
Demonstragdo. Seja o : R — R uma parametrizacao tal que

hm 1 /Sr‘rl ¢a s) ¢s-§—sI (yz))ds =0.

n—o0 n

onde s; =t + 1ty + ... + t;, sg = 0. Pelo Lema 5.3.2, existe J; C N com densidade zero tal
que

Si+1

lim d(¢*V(2), ¢t (y;))dt = 0. (5.3.1)

n—oo [
neN\Jp K

Denote por S; = Z?:o sjcom Sy = 0and T; = Z?:o t; com Ty = 0. Defina o homeomorfismo
crescente 3 : R — R satisfazendo: B 1,,,) € linear com B(T;) = S; e f(Tix1) = Sita-
Agora, defina h = a0 f3. é claro que h é um homeomorfismo e h(0) = 0. Entao, fixado i > 1,
i g J:=JUJ, temos que (z;,t;) = (yi,8;) e B(t) =t + S; — T; para too t € [T}, T 1],

assim

Ti+l Ti+l
[ e @) 0 @) = [T dler 0 ), ¢ T ()t
Ti Ti

S
Changing s =t + 7= S, = [ d(6"(2), 6" (y:))ds.
S
Pela escolha de i e (5.3.1), temos que
Tita
lim d(¢"V(2), ¢~ T (x))dt = 0.
1—00 TZ

Como J tem densidade zero, aplicando o Lema 5.3.2 mais uma vez, concluimos que

lim / 2), T (2,))dt = 0.

n—oo n

isto prova que {(z;,t;)}i>1 é também assintoticamente sombreada em média por z. Isto

prova o lemma. [ |

Para M > 0 e qualquer sequéncia de nimeros reaies (1, ),>0 com 7, | 0, a seguinte
notagao sera usada na prova Teorema 5.3.1. Para 7, existe k; tal que d(¢'(x), ¢'(y)) < m
para todo t € [—=M, M] se d(x,y) < 1/2% e fazemos 7(m) = n; para todo 0 < m < k.
Mais geralmente, para £ > 1, seja k, o menor inteiro tal que d(¢'(z), ¢'(y)) < n, para todo

€ [~M, M] se d(z,y) < 1/2%, entao defina 7j(m) = n, para cada k; < m < kgyy. E claro

que lim,, o, 7(m) = 0. Colocamos 77(0) = 1. Também vamos supor que diam(X) = 1.

Demonstra¢io do Teorema 5.3.1. Como antes, basta considerar T := {(x;, ;) }i>o

uma pseudo-érbita assintética em média com M = M (). Pelo Lema 5.3.5, podemos
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assumir que lim; . d(¢" (), x;11) = 0. Sejam (1,,)n>1 € 7(+) como no pardgrafo acima.
Seja g, funcao erro para &.

Etapa 1. Para cada k > 1 podemos considerar um inteiro ny satisfazendo ny > T,(1/2%)

o 9O 1/29))41

-~ < 2% Suponemos que N1 > Ng.

Por compacidade de X, a continuidade de ® e levando em conta que |¢t;| < M para
todo i > 0, para cada k > 1 podemos escolher um Jj, tal que toda dx-pseudo orbita (x;,t;)
com ny elementos é 1/2% sombreada por seu primeiro elemento.

Etapa 2. Para cada 0, podemos achar my, tal que d(¢'(z;), z;11) < 0} para todo i > my,.
Elegimos {my}r>1 tal que para cada k > 1:

(i) magr > 45my;

(ii) M1 — myg = sgpng para algum inteiro sy;

(iii) 45 ngyy < Mgy

me+(s+1)n—1 ,
i s ¢ uma Jx-pseudo

Note que, para cada k > 1e 0 < s < s, a sequéncia {(z;,t;)}
orbita 1/ 2F_sombreada pelo ponto Lnpot-smp, -

Etapa 3. Com o fim de achar um z € X que sombreie positivamente em média assintotica
a T, usaremos o lemma 5.2.3 para as sequéncias {y; }i>0, {€i}i>0 € {pi}i>0 que definimos

CcOomo segue:

{yi}izo {Pi}izo {5k}k20
go=1 to =my Yo = Xo
1/2 by o by —1 Lmy
s1 —vezes | 1/2 tngang + 0+ tmyr2n, -1 Ty 4y
1/2 tm1+(51—1)n1 + - tmg—l Tmo—nq
1/2k by, 0 by —1 Lmy,
Sk — VeZEs 1/2k tmk-i—snk + tmk+(s+1)nk71 Ty +snys 0<s< Sk
1/2k tkar(Sk*l)nk +oot tmk+1 Ly y1—np

Etapa 4. Observe que para cada k > 1, 0 < 5 < 53 ty 4sny, + -+ byt (s D=1 =
ny, assim podemos aplicar o Lema 5.2.3. Seja z € X dado pelo Lema 5.2.3. Para cada k > 1,
0 < s < s o conjunto de erros sobre o segmento (¢, +snys tmytsn, + - + tmk+(s+1)nk_1) é

definido por

{Ekarsnk <t< Z?mk—i-(s+1)nk : d(¢t(2>, thitmm_mm_l (xkarsnk)) > 1/2k}

ondef,;:to—i-tl%—-”—i—ti_l.

Seja J~ a unido de todos os conjuntos acima. Também seja Jy := {i > 0 : [t;,t;41] € J 7}
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e Jt :=JS5. Seie JTN[my,mii1), entdo existe k > 1,0 < s < s, tal que t € [{;, ;4] e
te [fmﬁsnk_l,fmﬁ(s“)ﬁk] satisfazendo:
(a) d(¢" " (x;), et (T homy ) < 3rs VISEO qUE Ty, fsn,, 1/2F-sombreia to
Dng—1
{( ta) Y

(b) d(¢(2), ¢ matone=t (0 4 on,)) < o, pela escolha de .
Assim, por (a) e (b), temos

A6 (2), 6 (20) < d(6'(2), 6 ™) (6 (2), 6 () < gy

Pela defini¢do de (7j(n)),>o0,

/;M d(¢'(2), ¢ " (w:))dt < 7(k — 1)t; < M -q(k — 1). (5.3.2)
Portanto, )
i [ a0 (), 6 ()t = 0.

Estapa 5. Vemos provar que J* tem densidade 1. De fato, para cada k > 1e 0 < s < sp,
seja A = A(k,s) o conjunto de erros ocorrendo nao sombreamento da orbita z sobre
o segmento de dorbita (ymy + $ng), Pmytsny, entdo #Jo N [my + sng, my + (s + 1)ng) <
Leb(\) < [9(pmyrsns 1/28)] + 1 < [g(Mny,, 1/2F)] + 1. Assim,

1 1 m —-m
#(JT 0 [mg, mes1)) e £

= (1= myp/mysr) (1 = ([g(Mny, 1/2%)] + 1) /ny)

= (1-1/4"01—-1/2%).

Continuando, seja n > 1, entao existem k,s,t tais que n € [myy1, Myy2), onde n =

(i — [g(Mny, 1/2%)] + 1)

v

Mpy1 + SNy + 7, com 0 <71 <, 0< 8 < 5,49, assim

1 M1

i#u n[o,n])) > #H(JT O [mg, mps1)) + i#(c] N [Mgr1,n))

L 501 = ([9(Mngss, /2] + 1))

Mit1 n

> (1-1/45(1-1/2H)7" .

> (1 1/45)(1 - 1/29 ™5 4 (1 1/25 ) snge /n

> <1—1/4'f><1—1/2’“>m’““ + (1= 1/45)(1 = 1/2)sng /n
> (1- /491 1/25(1 = ngga )

> (1-1/49(1 - 1/25(1 - 1/45).

Etapa 6. Combinando o fato anterior com (5.3.2), pelo Lema 5.3.2, temos que

lim Z/ ZH ¢ (;))dt = 0.
f

n—oo

Isto termina a demonstracao. [
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O exemplo a seguir mostra que a aplicacao tempo-1 de um fluxo com AASP pode
nao herdar esta propriedade e portanto a proposicao 5.3.1 nao se segue diretamente dos
teoremas D e [43, Theorem 3.5].

EXEMPLO 5. Seja f : X — X um homeomorfismo transitivo. Entdo o fluxo suspensao com

fungao teto r =1, @5 : X3 x R — X, satisfaz a AASP, mas gbjlp nao.

Foi provado em [50, Theorem C] que fluxos transitivos satisfazem a AASP. Pela
hipdtese sobre f vemos que @ é transitivo e portanto tem a AASP. Agora, seja J = {2 :
k > 1}. Sabemos que J temo densidade nula. Seja 0 < ¢ < 1/4 e fixemos 0 < ty < ¢,

1—e<t; <1 Sejax e X epara k € N considere a sequéncia

2k+1_1

Tok = (,10), ..., Tokt1_1 = ¢f (x,t0), para k par.
Tor = (@, t1), ..., Tors1 g = Qﬁkﬂ_l(x, t1), para k impar.

E claro que d((b}(xi), zir1) = 0 se i & J, portanto é uma pseudo-Orbita assintética em
média. Para qualquer z € X1, o conjunto J = {n : d(¢}z, ;) < €} nao pode ter densidade
nula. Pelo Lema 5.3.2, a sequéncia {z,},>1 ndo pode ser assintoticamente sombreado em

média por nenhum ponto em X; e logo a aplicacao tempo-1 de ® nao tem a AASP. ]

T 1/, 20, T Lo
. G 9 &) O {80 | Vi @ (i }a

$'(z) ¢%(2) #°(2) 1/2

t(l [ERIIITEITIICIEPRTLED PRRIPAPs @@ c
L qﬁl(fl/‘ijl) ¢Z(~7"j,.,-1) }

Figura 1 — Construgao da sequéncia {z,}n>1.
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6 Entropia topoldgica de pontos irregulares

Neste capitulo consideramos os conjuntos de pontos irregulares para a média de Birkhoff e
calculamos sua entropia topolégica sob certas hipéteses. No que segue, (X, d) sempre sera
um espaco métrico compacto, f: X — X uma funcdo continua e ¢ : X — R uma fungao

continua que chamaremos observavel.

6.1 Conjuntos irregulares

Defini¢ao. Um ponto = € X ¢é irregular (para f) com respeito a ¢ (ou p-irregular) se
a sequéncia das médias de Birkhoff,

1 n—1

n =
nao converge quando n — oo.

O conjunto de todos os pontos irregulares com respeito a , que chamamos con-
junto irregular para ¢ ou conjunto ¢-irregular, sera denotado por X (f, ). Também,

o conjunto irregular de f é

X(H= U X
peC(X)

Note que, pelo teorema ergédico de Birkhoff, o conjunto X (f) (e portanto cada X (f,¢))
nao ¢ detectavel por medidas invariantes; quer dizer, tem medida nula com respeito a
qualquer medida f-invariante. Contudo, estes conjuntos irregulares podem ser “grandes”
sob outros pontos de vista e sdo um objeto importante de estudo na teoria da dimensao,
analise multifractal e topologia geral, inclusive. Por exemplo, para muitos sistemas
dindmicos estes conjuntos sdo densos e carregam entropia total (veja [7, 26, 69, 70] e
Segoes 6.2 ¢ 6.4).

No6s queremos medir os conjuntos irregulares do ponto de vista da teoria da
dimensao, em particular estimar a entropia topologica de Bowen de X (f,¢). Um primeiro
estagio é saber quando X(f, ¢) é ndo vazio. E claro que X(f, ¢) = ) se ¢ é uma constante.
Esta observacao se estende também para observaveis que sao “essencialmente” constantes.
Para ser mais precisos, lembremos que C'(X) := {¢ : X — R : ¢ é continua} munido com
a norma do supremo forma um espag¢o de Banach. Cada ¢ € C'(X) induz uma funcao

¢ M(f) — R definida por ¢ (p) := [ du. Dadas by, 1y € C(X) é natural se perguntar
quando 1/31 = 1/32.
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Definigao. A fungao ¢ € C'(X) é um cobordo se ©» = h — h o f para alguma funcao
continua h : X — R.

Proposicao 6.1.1. Se ¢ é um cobordo, entio [1du =0 para toda p € M(f).

Demonstragao. Se 1 = h — h o f para alguma h € C, entao para qualquer medida

f-invariante
/wdu:/h—hofdu:/hdu—/hofdu:/hdu—/hd,u:O. m

Proposicao 6.1.2. Se duas fungoes 1,19 diferem de um cobordo, entao @/AJl = 7722.

Demonstragao. Se 1, e 1 diferem de um cobordo, entao pela proposicao anterior
/(% —b2)dp =0
para toda medida f-invariante u, logo zﬂl = 1%. |

Definigao. As fungoes 11,1, € C(X) sao cohomélogas se diferem de um cobordo; isto

é, existe uma fungao h € C'(X) tal que
Y1 —t2=h—hof.

A fungao h é dita fungao de transferéncia. A relagao “é cohomologa com” define
uma relagdo de equivaléncia em C'(X) e a classe da fun¢ao nula é composta por todos
os cobordos. Denotamos por Cob(X, f,), ou simplesmente Cob(v)), a classe de todas as
fungoes cohomologas com 1. Enfatizamos que todas as defini¢oes que temos dado acima
dependem da dindmica (X, f).

E importante observar que se @ € X (f, ) entdao existem sequéncias de inteiros

positivos (ng)g>1, (Mg)k>1 € nimeros reais a < 3 tais que

;"2 p(fi(z))=a<p= ﬂ;mz; p(f ().

Segue entao, usando métodos cldssicos, que existem puq, s € M(f) satisfazendo

/wdulza e /sodmzﬁ

e em particular existem medidas invariantes ergddicas que satisfazem a mesma relagao.
Nesta diregao, temos o resultado abaixo devido a D. Thompson [69, Lemma 1.9] (veja
também [70, Lemma 2.1] e [46] para uma prova alternativa do Teorema 6.1.5). A notagao
Cob(X, f,c) onde ¢ é uma constante real, significa o fecho de Cob(X,, f, ¢) considerada em

C(X) com a norma do supremo. Lembre também que S, = ¢ +@o f+ ... +¢@o f*L
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Proposicao 6.1.3 (Thompson, [69, Lemma 1.9]). Seja f : X — X continua. Para
p € C(X), as sequintes afirmagdes sdo equivalentes:

(a) 1S, ndo converge pontualmente a uma constante.
n

(b) inf /<pd,u< sup | wd.

HEM(S) HEM(f)
c inf / dp < su dp.
( ) uemerg(f) SO lu Nemeg(f) SO lu

(d) ¢ & Cob(M, f,c) para qualquer valor de ¢ € R.
(e) %Sngp nao converge uniformemente a uma constante.

Além disso, a propriedade

(f) X(f, ) # 0

implica todas as propriedades anteriores (a)-(e).

Proposicao 6.1.4 (Thompson, [70, Lemma 2.1}). Se (X, f) tem a propriedade de quase-

especificagio, entao as propriedades de (a)-(f) na proposicio anterior sio todas equivalentes.

Teorema 6.1.5 (Thompson, [70, Theorem 4.1]). Suponha que f : X — X satisfaz a
propriedade de quase-especificagdo e X(f, ©) # 0, entdo

h(f) = h(f, X(f. ).

Notamos que por um teorema de K. Sigmund ([65, Theorem 4], [23, Theorem 3]),

quando f satisfaz a propriedade de especificacdo, X (f) nunca é vazio.

Em geral, um sistema (X, f) pode ter uma dindmica complicada o que tornaria
dificil obter algum tipo de informacao, mas pode ocorrer que existam subconjuntos
invariantes I' C X e k > 1 tais que (T, f*) seja mais simples de analisar. Portanto, a fim
de estudar o conjunto X (f), comegamos estudando o conjunto X (f*|r). A proposigao a

seguir conecta de maneira precisa os pontos irregulares de f e f*.

Proposicao 6.1.6. Para cada ¢ > 1 e cada p € C(X), se cumpre que
U oo fh),
Em particular, X (f*,0) € X(f,) e X(f) = X(f*).

Demonstracao. Seja x € U?;é )A((fz, o f7). Sem perda de generalidade, podemos
supor que = € X (f%,¢). Sejam (ny)r=1 € (mg)r>1 duas sequéncias crescentes de inteiros

positivos tais que

17 N =
L$ = limsup — ng (fi(z)) = khm — Y e(f(2))
n—00 J —0 —00 N =0
e
1 mp — 1
Ly —hmmf—Zgo (f*(x)) = lim — Z o(f7(x)

n—oo n k—o00 m
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Pela escolha de z, temos que Ly < L.

Sejam (n},)r>1 € (m})r>1 subsequéncias de (ny)g>1 € (my)x>1, respectivamente, tais

que
ni-1
Fim Tmsup - 5 (P ) = lim - S (@)
LT = limsup — x)) = lim — €T
! k%oop N =0 4 k—roo n11€ 7=0 v
e
1 mp—1 my—1
— o minf GO+1 — T GO+1
Ly = liminf J; P ) = fim ]Z:% p(f7 ().

Por definicdo, Ly < Li.

Continuando, sejam

(my st € (my st € - C (mp)as1 S (ma)rs1

subsequéncias encaixadas crescentes e defina L} e L] como antes para cadai = 1,2, ..., £—1;

isto é,
-1y i1
I 0+ (i 1)( )) 1 1 mi: (fj€+‘( ))
L; :=limsup — P () = lim — “(x
;= lmsup e ]Z:% (S B e 2@
e
ni~l_1 ni—1
Pemlminf Y (PN (@) = lim Y ()
Li = im in il = 2 x _kl—{gon}; j:OSO x)).
mi~io1
= : 1 I j Lo + +
Afirmacdo. lim —— Y o(f/(z) = (L + L] +---+ L ,).
k—oo ¢ & =0 14
Demonstracao da afirmacao.
1 1 1 niilfl niilfl
CLE LT IRy = plim [ () T ()
k j=0 5=0
1 1 Zni_l—l
= - lim —— Tz
e S el
1 Eni_l—l
= lim ——- p(fi(x). O
k—o00 Eni 1 =0
Analogamente provamos
Kmi_l—l

- ; L, _ _
j=

Sroo Y
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Portanto, pelas afirmacoes acima

i1
hrrlrig)leZQD f] < klggognli—l I;;O ‘P(f](x))
= g+ L+ L)
< EE LI
tmi -1
= Jlim s ;) e(f(z))
< limsup — Zg@ fi(x

OquemostraquexEX(f, ). Logo UX ,gOij)QX(f,SO)-
j_

-1
Para mostrar que X (f,¢) C U f oo f9), seja x € X(f, ) e suponha que

/-1
¢ |JX(f o f).
j=0

Entao

L; = lim — Z o( f]eJrl (2))

n—oo n

existe para cada 0 <i < /¢ —1.

Sejam (n})g>1 € (M*)k>1 sequéncias de inteiros positivos tais que

1n1
L+ —hmsup ngf] )—hm—ngfﬂ

mk—l

Zs@fj

7=0

L~ —hmmf—ng fi(x

n—r00 n koo m

Para cada k > 1 escrevemos nj = {ng+ry, com 0 < r, < ¢—1.Se M = max{p(z):x € X}
e N = min{p(x) : x € X}, entao

gi\; = 1;;(90(f”““ (@) + (ST (@) + -+ (ST (@) < fj”\g

e portanto,

lim —(p(f™ () + (f™ (@) + -+ o(f™F())) = 0.
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Uy,
Também é claro que lim —— = 1. Portanto,
k—o0 nz
1 el

LY = Jim e 3 P ) + ) o)+ o )

1 tan—t

= [lim > (=)

k—o0 ’)’LZ f’fl,k, =0

Oy

1
= Z(LO + L1+ ...+ Ly ).

Analogamente, prova-se que

1
L~ = Z(LO + Li+ ...+ Lpq).

Isto mostra que L~ = LT, o que é um absurdo. Isto termina a prova da igualdade
-1

X(foo)=UX(f" 90 ).
5=0

As outras afirmagoes sao imediatas. [ |

E importante observar que X (%, ) pode ser um subconjunto préprio de X (f, ©).

Proposicao 6.1.7. Para (X, f) se cumpre que
X(f,9) = X(f.ap+c) =X (f. oo f5),

para toda ¢ € C(X), c1,c2 € R, ¢4 # 0, k € N. Também ¢é verdade que se ¢ e ¢ sao
cohomdlogas, entao X(f, ) = X(f, Q).

Pontos irregulares para fluxo se definem de forma anédloga a como foi definido para
funcoes continuas e é denotado por X (D, p).
Proposicao 6.1.8. Sejam ® um fluxo continuo e ¢ : X — R uma funcao continua, entao

X(@,9) = X(¢".9),

onde B : X — R ¢ definida por B(x) = [} o(¢!(x))dt.

Demonstracao. A afirmacao segue imediatamente do fato que, como mostrado no

Teorema 3.1.3,

1N 1=
lim [Tt @nar e Jm, 5 2 P(@)

convergem ou divergem simultaneamente. |

O Teorema de Thompson é também valido no contexto de fluxos com ASP.

Teorema 6.1.9. Se ® ¢ um fluxo continuo com ASP e X(@, ©) # 0, entio

A

h(®) = h(P, X(D, p)).
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Demonstracio. Se o fluxo ® tem ASP, pelo Teorema D, ¢! também tem ASP e o

Teorema 6.1.5 pode ser aplicado a f = ¢! com funcdo . Assim,

h(®) = h(¢)
(Teorema 6.1.5) = h(¢", X(¢",9))
(Teorema A) = h(®,X(¢", 7))
(Proposigao 6.1.8) = h(®, X(D,¢p))
e segue a afirmacgao do teorema. |

6.2 Pontos irregulares em teoria ergddica diferenciavel

Nesta secao, usamos o Teorema 6.1.5 para evidenciarmos que, para muitos exemplos
importantes em sistemas dindmicos, os conjuntos X (f)e X (f, ) sdo tao grandes quanto
o espaco inteiro, quando olhamos suas entropias. Nosso resultado principal nesta secao
mostra que dado qualquer difeomorfismo f : M — M de classe C'T® sobre superficies
fechadas, o conjunto de pontos irregulares de f carrega entropia total. Destacamos que, a
priori, ndo supomos que o sistema satisfaz a propriedade de especificacdo. Formalmente,

nosso resultado principal nesta secao é o seguinte:

Teorema E. Se f : M — M ¢é um difeomorfismo C'™ sobre uma superficie Riemanniana

fechada, entdo

A

h(f) = h(f, X(f))-

Para darmos a prova do Teorema E, lembremos alguns conceitos da Teoria Ergodica

Diferenciavel que serao necessarios.

Definicao. Um ponto x € M é Lyapunov regular se existem:
(i) Um nimero s(x) > 1;
(ii) Ndmeros x1(x) < -+ < Xs@)(2); €

(iii) Uma decomposigao
T.M=E.®E*®-- E

tais que
1 .
X;(@) = lim - log ldfs(w)ll,  para todo v € EX\ {0}
— 00

para todo 1 < j < s(x).

O conjunto de todos os pontos Lyapunov regulares serd denotado por R(f). O

Teorema Multiplicativo de Oseledets afirma que p(R(f)) = 1 para qualquer medida
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invariante de probabilidade. Mais ainda, as fungoes
x = x(x), x +— s(z) e =

sao funcoes Borel mensuraveis e f-invariantes. Isto implica que se p é uma medida ergddica,
entdo x — s(z),  — x;(z) e x — EJ sdo constantes p-q.t.p. e as denotamos por s(p),

x;j(p) e E7(p), respectivamente.

Definigdo. Um ponto regular é hiperbélico se s(x) > 2 e existe i(z) tal que ;) (x) <
0 < Xi(y (7).

Denotamos por Ry(f) o conjunto de todos os pontos Lyapunov regulares hiperbé-
licos. Uma medida ¢é dita hiperbdlica se Ry(f) tem medida total.

Se i ¢ uma medida ergddica hiperbdlica, definimos
X(p) = min |x; (w)].

O resultado abaixo devido a A. Katok [40, Suplement 4 and 5] (veja também [34,

Theorem 1]) permite aproximar a entropia métrica por entropias de medidas hiperbdlicas.

Teorema 6.2.1. Seja f: M — M um difeomorfismo de classe C**, a > 0, sobre uma
variedade riemanniana compacta. Seja p uma medida ergodica hiperbolica. Entao para
cada € > 0 suficientemente pequeno, existe um conjunto I' € M e um inteiro positivo m
tais que:
(K1) T' € um conjunto bdsico e topologicamente misturador (com respeito a f™).
(K2) hu(f) — < h(flr).

O lema abaixo mostra que a entropia topolégica pode ser aproximada por entropias

de medidas hiperbélicas.

Lema 6.2.2. Se f € C'"(M?), a > 0. Se h(f) > 0, entdo existe uma sequéncia de
medidas ergodicas hiperbolicas (pn)n>1 tais que hy, (f) = h(f).

Demonstragao. Pelo Principio Variacional, existe uma sequéncia de medidas ergddi-
cas (fn)n>1 tais que hy, (f) = h(f). Pela Desigualdade de Ruelle, existe N € N tal que
[y € ergddica hiperbdlica para todo n > N. [

Demonstra¢io do Teorema E. Se h(f) = 0, o resultado ¢ imediato.
Se h(f) >0 e p € M(f) é uma medida ergddica hiperbélica com h,(f) > 0, entao
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por (K1) podemos aplicar o Teorema 6.1.5 e assim obter que
1
M) = S h()

= TR R (M) Por (K1)

< Th(fe X ()

= h(flr, X (fIr))-

Agora seja (fim)m>1 uma sequéncia de medidas ergédicas hiperbdlicas tais que
by, (f) T h(f). Para cada m > 1 seja (e]}),>1 uma sequéncia de termos positivos con-

vergindo para 0 e I'" como no teorema 6.2.1, entao para cada m > 1 en > 1 temos

que
Py () = &5" < M flp,)-
Equivalentemente,
Ty () = € < B(f1r, X (fr))
e portanto

By (F) — €0 < h(f, X (f))-

Logo, fazendo n — 0o, obtemos que

A

hyu (F) < B(f, X ().

Fazendo agora m tender para infinito temos

A

h(f) = h(f, X(f))
como queriamos. [ |

Temos usado fortemente o Teorema 6.2.1 para logo aplicar o Teorema 6.1.5 e
obter informacao sobre os pontos irregulares. Em dimensoes mais altas nem sempre
podemos supor a existéncia de medidas ergodicas hiperbdlicas e portanto nao podemos
usar o Teorema 6.2.1. Todavia, o Teorema 6.1.5 pode ser usado em outros contextos como

mostramos abaixo (compare com [7] e [20]).

Teorema 6.2.3. Seja f € CY(M). Se f é Azioma A, entio

h(f) = h(f, X ().
Demonstracao. Pelo teorema de decomposicao espectral,

QUf) = U(f) UQa(f)U--- UQu(f)
e (f) = QUAUQ(f)U---UQ (f) satisfazendo f4 : Qi (f) — Q4(f) com a propriedade

de especificacao, para cada 1 < k < /;. Portanto, para qualquer 1 < k < /;, obtemos

gl.h(f& Qi(f)) < h(faX(f)>

7
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Logo
h(f, X(f)) > max{éh(ffi

o (n)} = h(flas)-
Finalmente,

h(f, X(f)) = max{h(f|Q)} = h(f). W

6.3 Entropia do conjunto )A((f, ©)

Na secao anterior, sob certas hipoteses na funcao f, temos calculado a entropia do conjunto
X (f). Agora queremos estimar a entropia dos conjuntos X (f, ). A ideia é a mesma que
antes, calcular a entropia topoldgica de certos subconjuntos X pr) (¢|r) comI'C X e k > 1
e dai obter estimativas para h(f, X(f, ©)). Isto nao é imediato, pois quando X(f, ¢) é nao
vazio, mesmo que f¥ tenha a propriedade de especificacio sobre T, o conjunto X (fIr, elr)
pode ser vazio (no caso que ¢|r for constante, por exemplo). De fato, os teoremas obtidos

na secio anterior para X (f) podem nao ser verdadeiros quando consideramos X (f, ).

EXEMPLO 6. Seja f € C''(M) um difeomorfismo Axioma A com decomposigio espectral
Q(f) = U(f)U---UQ(f) e suponha que existem ¢, j € {1,2,..., £} com h(f|q,) < h(fla,).
Considere ¢ : M — R tal que ¢|o, ndo é cohoméloga a uma constante e p|o, = 0. Entao
X(f, @) #0, mas h(f, X(f,¢)) < h(fla,;) < h(f) e portanto ndo temos a igualdade.

Em geral nao é simples estimar o valor exato da entropia topolégica de um sistema
dinamico, procuramos entao subsistemas para os quais possamos calcular a entropia e este
valor seja cada vez maior para ter um valor aproximado da entropia do sistema original.
Assim, no contexto de pontos irregulares, para calcularmos a entropia do conjunto X (f, )
quando o sistema nao tem a propriedade de quase-especificagao (e portanto nao podemos
aplicar o Teorema 6.1.5), olhamos os subsistemas que possam ter essa propriedade para

estimarmos sua entropia. Mais concretamente,

Teorema 6.3.1. Sejam f: X — X ep: X — R fungdes continuas sobre o espago métrico
compacto X . Suponha que f e @ satisfazem as sequintes condigoes:
(C1) Para cada n > 1, existe I',, compacto f-invariante tal que f|r, tem a pro-

priedade de quase-especifica¢io, e medidas pu,,v, com u,(I'y,) = v, (L) = 1 tais que

/god,un < /(pdun. (6.3.1)

(C2) h(fIr,) = h(f)-

Entao,

h(f) = h(f, X(f. ).
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Demonstracao. Para cada n > 1, o conjunto X (¢|r,,) é nao vazio, pela desigualdade

6.3.1 e pela Proposicao 6.1.3. Como f|r, tem especificagdo, o Teorema 6.1.5 afirma que

h(flr,) = h(flr., X(@h))

Agora, é claro que X (¢|r,) € X(f, ), portanto

h(f X (f,9)) = B(flr,, X (elr,)) = h(f]r,)-
Tomando limite quando n — oo, obtemos o resultado. |

Observagao 6.3.2. Em muitos casos (como acontece no Teorema F, por exemplo), os
conjuntos I',, construidos para verificar a hip6tese (C1) do Teorema 6.3.1 sao encaixados;
isto é, T',, C T',,1 e portanto basta que a desigualdade (6.3.1) seja satisfeita por algum n,

pois isso é suficiente para garantir que X (f, ) é nao vazio.

6.4 Pontos irregulares em conjuntos de Julia

Nesta secao apresentamos uma aplicacao do Teorema 6.3.1. Consideramos fungoes racionais
na esfera de Riemann e estimamos a entropia do conjunto de pontos irregulares para certas
observaveis. Para poder estabelecer um enunciado preciso deste fato, lembremos alguns

conceitos de dinamica complexa.

Seja f : C — C uma funcdo racional de grau deg(f) > 2. O conjunto de Fatou
de f, F(f), é definido como o conjunto de todos os pontos z € C que possuem uma
vizinhanca U = U, tal que a sequéncia (f"|y)n>1 é equicontinua. A dindmica de f sobre o
conjunto de Fatou é estavel no sentido que para pontos proximos, suas iteradas continuam
préximas. O complemento do conjunto de Fatou, J(f) = C\ F(f), é chamado o conjunto
de Julia. O conjunto J(f) é compacto nao vazio, nunca denso se J(f) # C e bi-invariante
por f. Sobre o conjunto de Julia, em contraste com o que acontece no conjunto de Fatou,
a dindmica de f é cadtica; por exemplo, f : J(f) — J(f) é topologicamente exata e os
pontos peridédicos repulsores sao densos. As provas desses fatos e outros topicos de dinamica
complexa podem ser consultados no livro de A. Beardon [8]. Também é sabido que a
entropia topoldgica de f é h(f) = log(deg(f)) (este tltimo resultado é devido a M. Ljubich
[47]). N6s determinaremos a entropia topologica do conjunto dos pontos ¢-irregulares

quando ¢(z) = log|f'(z)|. Mais precisamente, temos o seguinte teorema:

Teorema F. Seja f: J(f) — J(f) uma fungio racional de grau deg(f) > 2 sem pontos

criticos em J(f). Suponha que f ndo é da forma az™ com a € S* en > 2, entdo

h(f) = h(f, X(f.log|f'])) = log(deg f). (6.4.1)
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Demonstrag¢io. Dado que f nao tem pontos criticos (em J(f)), p(z) = log|f'(2)| é
continua e por um teorema de F. Przytycki ([60, Theorem A]),

X,(f) = [10g|fldpu > 0.

Temos dois casos a considerar:

CASO 1: inf{X,(f) : p € M(f)} > 0. Em particular, X, (f) > 0 para qualquer
medida f-invariante ergddica. Sabemos (do Capitulo 3) que existe um conjunto de medida

total com respeito a p, G,(f), tal que para qualquer x € G,(f)

hm—zlogu PN = [og|fldn = X,(f) > 0.

n—oo n

Logo, o conjunto Qeg(f) = U{G,(f) : p é ergddica} tem medida total com respeito a

qualquer medida invariante e satisfaz que para cada z € Qeg(f),
1 n—1 )
lim — ) 1 "(f > 0.
ngglonjz_:o og |f'(f(2))]

Esta condigdo, pelo [3, Theorem A], implica que f é hiperbdlica (veja Observacao 6.4.2
abaixo para a definicao de hiperbolicidade) logo f|(s) satisfaz a propriedade de especifica-

¢ao e portanto aplicando o Theorema 6.1.5, obtemos a igualdade (6.4.1).

CASO 2: inf{X,,(f) : p € M(f)} =0. Como h(f) > log2 > 0, existe uma medida
ergddica com h,,(f) > 0 e a desigualdade de Ruelle implica que sup{X,,(f) : p € M(f)} > 0.

Pela Proposicao 6.5.1, existem duas medidas ergddicas f-invariantes, v e u, satisfazendo

O</log\f’|dy</log|f’|du.

Pelo [33, Theorem 1]), existem conjuntos I',,I', C J(f) e medidas invariantes 7, fi

suportadas em I', e I, respectivamente, satisfazendo
[ og1yidw < [ tog|f'\dg
FV FM

Pelo [35, Lemma 2|, exite I' O I', UT',, satisfazendo a propriedade de quase-especificagao.
Em particular, tem-se
1081147 < [ Tog| 'l
r r
Agora, seja (fin)n>1 uma sequéncias de medidas ergédicas tais que hy,, (f) = h(f)

quando n — o0o. De novo, pela Proposicao 6.5.1, para cada n > 1 podemos escolher uma

medida ergddica v, tal que

0< /log\f/|dun,/log|f’|dun e /10g|f’|dun7é/log|f’|dun. (6.4.2)
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Pelo mesmo raciocinio anterior, existem conjuntos I',,, I, e medidas 7, f1,, suportadas
sobre estes conjuntos satisfazendo as mesmas condi¢oes como em 6.4.2. Aplicando o [35,
Lemma 2| mais uma vez, obtemos os conjuntos I',, e as medidas 7,, @, satisfazendo a
condi¢a (C1) do Teorema 6.3.1.

Continuando, pelo Lema 6.1.3 e o Teorema 6.1.5

h(flr.) = P, (f).

Como as entropias h,, (f) convergem para h(f), a condicao (C2) é satisfeita.
Temos verificado que as hipoteses do Teorema 6.3.1 sdo satisfeitas e portanto se
cumpre (6.4.1). [ |

Corolario 6.4.1. Sob as hipoteses do Teorema F, para cada t # 0

h(f) = h(f, X(f.—tlog|f'])).

Observagao 6.4.2. (1) Uma fungao racional f : J(f) — J(f) é hiperbélica se existe
n > 1 tal que

inf{|(f")(2)] : z € J(f)} > 1.

Hiperbolicidade implica que f satisfaz a propriedade de sombreamento e o fato de f
ser topologicamente exata implica que é topologicamente misturador. Portanto, se f é
hiperbdlica entao satisfaz a propriedade de especificagdo. Assim, no caso hiperbdlico, a
igualdade (6.4.1) segue-se do Teorema 6.1.5.

(2) A funcao f : J(f) — J(f) ndo tem pontos criticos se, e somente se, f é
expansiva ([71, Theorem 3.1]).

(3) Do item (2), fungoes racionais hiperbélicas nao tem pontos criticos, portanto
o exemplo acima inclui as fungoes racionais hiperbdlicas. E importante mencionar que
existem fungoes racionais sem pontos criticos que nao sao hiperbélicas (isto ocorre quando
f tem pontos parabdlicos; isto é, quando existe um ponto periédico z € J(f) tal que
(fFer2))(2) é uma raiz da unidade; veja [71, Theorem 3.2]). Assim, o Teorema 6.1.5 ndo
pode ser aplicado neste ultimo caso e portanto nosso Teorema 6.3.1 estende o Teorema
6.1.5.

(4) A condicao sobre os pontos criticos foi apenas para garantir a continuidade da
fungao log |f'(2)].

(5) Pedimos que log |f'(z)| ndo seja cohomébloga a uma constante para garantir
que X (f,log|f’|) seja nio vazio. Quando f é parabdlica , a observével ¢(z) = log |f'(2)]
nunca é cohomologa a uma constante, pois existem expoentes de Lyapunov diferentes; por
exemplo, o expoente associado a medida de maxima entropia e o expoente associado a
medida suportada sobre a érbita periddica parabdlica. Por outro lado, se f é hiperbdlica e
log | f'| é cohomologa a uma constante, entdo dado que os pontos periddicos sdo densos e

as medidas suportandas sobre os pontos periddicos sao ergddicas, por um argumento de
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continuidade, J(f) =S' e f(z) = az", para alguns a € S', n > 2. Assim, o exemplo acima
cobre todos os casos em que f é expansiva, salvo quando f é hiperbdlica da forma az".
(6) A fungao ¢(z) = —log|f’| (chamado potencial geométrico) e as fungoes
vi(z) = —tlog|f'(2)] jogam um importante papel no formalismo termodindmico, em
particular na dindmica complexa (veja [16, 59, 71] e referéncias ai para um estudo mais

aprofundado).

6.5 Completude dos expoentes de Lyapunov de funcdes parabdlicas

Foi provado em [63, Theorem 3.1] que se f : J(f) — J(f) é hiperbdlica, entao existe uma

medida invariante p tal que

inf{X,(f) : v € Merg(f)} < Xu(f) <sup{X,(f) : v € Mere(f)}-

Isto continua sendo verdadeiro no caso mais geral quando f nao tem pontos criticos em
J(f). A prova abaixo (ndo publicada) é devida a professora K. Gelfert. O conjunto dos
pontos criticos de f : C — C é denotado por Crit(f).

Proposigao 6.5.1. Seja f : C — C uma fun¢io racional sem pontos criticos em J(f).
Seja A = X(pp) > 0 o expoente de Lyapunov da medida de mdzxima entropia pg. Entdo
existe um ponto periodico hiperbolico cujo expoente de Lyapunov de sua medida ergodica

suportada sobre sua orbita p satisfaz 0 < X () < A= X (o).

Demonstracao. Sabemos que existem pontos periddicos hiperbodlicos de periodo
arbitrariamente grande. Por contradigao, suponhamos que todos eles tem o mesmo expoente
de Lyapunov \.

Seja

D := max |f'(x)|.
Joax |f'(x)]

Fixe um ponto parabélico z = fP(z). Fixe 6y > 0 tal que U{_ f*(Crit(f)) é disjunto
de B(z,0dp). Portanto, para cualquer 6 € (0,dp) e cualquer imagem inversa de V = B(z, )
por f9 é univalente. Pelo Teorema de Distorgao de Koebe, existe uma constante C'(9) > 1

satisfazendo C'(§) — 1 quando § — 0 tal que para todo x,y € V' = Comp, f4(V') satisfies

q\/
Y@ _ o)
() ()l
Fixe algum § € (0,4) e seja Ny = N(9).
Dado € € (0,\/4), existe §; > 0 tal que o seguinte é verdadeiro: para todo ponto
periddico hiperbdlico (de fato, § sé6 depende do expoente de Lyapunov e £ de alguma

constante universal que depende de J(f), pela suposi¢cdo que todos os expoentes tém
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o mesmo expoente \). Para todo ponto periédico hiperbdlico w = fP(w) o conjunto
U = B(w, 01) satisfies fP(U) DU e

() ()]

R ATV ppe

|(f7) (w2)]
para todo wy,wy € U. Seja Ny = N ().

A seguir, vamos escolher um ponto periédico w = fP(w) com periodo p suficiente-

mente grande, cuja escolha serd especificada abaixo. Seja
W' := Comp, f~MtadU) C
Pela escolha anterior, temos
@) 2 U)o J(f) D W o W

e portanto existe um ponto periédico x = f*(x) € W’ de periodo k = ¢+ p + Ny + Ns.

Pela estimativa de distor¢cao anterior, temos
[(F5) (@) < 1(F2) (2)[C(8) - D - [(f9) (w)]e?= - D™

Logo, o expoente de Lyapunov de z pode, portanto, ser limitado inferiormente por

log |(74) (@)

< log C(6) + Nylog D + Njlog D) +
_p+q—|—N1—|—N2(g() 2108 18;)

p p
+ A+ £.
p+q—|—N1+N2 p+q+N1—|—N2

Agora, escolhendo p suficientemente grande, podemos garantizar que o primeiro termo do

lado direito é pelo menos 2. Como e < A/4, obtemos que

A

1 /
Clog (7 (@)] < 5.

contradicao. [
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