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Resumo

Neste trabalho consideramos a Equacio de Muiioz-Delgado (EMD) em R? (d = 1,2,3) e
analisamos algumas das principais propriedades matematicas dos ground-states, tais como
existéncia, estabilidade, regularidade etc. Essas solugoes, que no caso unidimensional estao
relacionadas a modelagem dos Condensados de Bose-Einstein, sao solugoes do tipo standing
waves de minima energia. Além disso, apresentamos algumas propriedades matematicas
do potencial quimico p como funcdo do parametro de interagao atomica A, tendo em
vista a deducao de formulas explicitas que fornecam boas aproximacoes numéricas para

experimentos fisicos.

Palavras-chaves: Equacao de Munoz-Delgado, Condensados de Bose-Einstein, Estabili-

dade de Ground-states, Férmulas de aproximacao analiticas.



Abstract

In this work we consider the Mufioz-Delgado Equation (EMD) in R¢ (d = 1,2,3) and we
analyze some of the main mathematical properties of ground-states, such as existence,
stability, regularity etc. These solutions, which in one dimensional case are related to the
modeling of Bose-Einstein Condensates, are standing waves solutions of minimal energy.
In addition to theses analyses, we present some mathematical properties of the chemical
potential p as function of the atomic interaction parameter A, in view of obtaining explicit

formulas that provide good numerical approximation to physical experiments.

Keywords: Munioz-Delgado Equation, Bose-Einstein condensates, Stability of ground

states, Analytical approximate formulae.



/ =
Sumario
Sumariol . . . . . . . e e e e e e e e e e e e e 0
1 INTRODUCAO| . . o i it e e e e e e e e e e e e e e e e e e 1
1.1 Um""deHistorial. . . . . .. ... ... .. 1
1.2  Um“"deFisical . . .. ... ... ... ... 2
(1.3 O modelo de Munoz-Delgado|. . . . . . . . ... ... ... ... .. 3
(1.4 Organizacaodatesel . . . . . . . . . . .. .. ... . ... ..., 4
2  GROUND-STATES DA EMD: PROPRIEDADES 6
(2.1 Existencia de ground-states| . . . . . . . . ... ... ... ... 6
.11  Resultados de Imersaol . . . . . . . . .. ..o 7
[2.1.2 O Funcional Energial . . . . . .. ... ... 9
(2.2 Propriedades das Funcoes de ¢| . . . . . .. .. ... ... ...... 12
[2.2.1 Regularidadel . . . . . . . . . . 13
[2.2.2 Decaimento Exponecial| . . . . . . . . ... o0 20
2.2.3 Estabilidade Orbitalde 1. . . . . . . . . . ... .. .. ... ... .... 21
3 A ENERGIA MINIMA COMO FUNCAODE ) ... ......... 23
3.1 Propriedades da funcao F,;,(\)| . . . .. ... ... ... ... ..., 23
3.2 Relacao entre Fi,(\) € pimin(N)| - o o o o oo oo oo 27
REFERENCIAS| . . . .. .. . .. s 30
IAPENDICES| 33
IAPENDICE A — O METODO DE GALERKIN|. . . ......... 34
IAPENDICE B — A DIFERENCIAL DO FUNCIONAL ENERGIA| . . 44




1 Introducao

Antes de apresentarmos os objetivos deste trabalho e a descricao dos capitulos com os quais
organizamos os temas e os respectivos resultados matematicos, parece-nos de bom alvitre
contextualizar o assunto em foco, apresentando inicialmente um “épsilon” da Historia e
um “delta” da Fisica. Na parte “c” da Historia, repetimos ipsis literis parte do texto da
Introdugao de [(18))].

1.1 Um “&" de Histéria

Uma particula atomica (simples ou composta) que possui spin inteiro é denominda
boson. O nome é uma homenagem ao fisico indiano Satyendra Nath Bose (1894-1974).
Entre os exemplos de bésons estdo particulas elementares como o féton, o glion, o (agora
famoso) béson de Higgs; e entre particulas compostas, os mésons e os nucleos atdémicos
estaveis, como o hélio-4. As particulas de spin fracionario, tais como prétons, elétrons,

quarks, neutrinos, sao denominadas férmions.

Em 1924, Bose submeteu para publicacao um trabalho no qual propunha que os
pacotes quanticos de luz, propostos por Einstein em 1905, deveriam se comportar como
particulas indistinguiveis, satifazendo, portanto, uma estatistica diferente da apresentada

por Maxwell e Boltzmann.

Bose submeteu seu trabalho original para a revista inglesa Philosophical Magazine,
que o rejeitou. Ele entao o enviou para Einstein que, percebendo a profundidade dos
resultados, o traduziu para o alemao e o encaminhou para a revista alema Zeitschrift fir

Physik, que o publicou.

Em trabalhos subsequentes, Einstein aplicou a estatistica de Bose a um gés perfeito
monoatomico, considerando-o como sendo formado por particulas indistinguiveis em estados
quanticos bem definidos. Como consequéncia desses trabalhos, Einstein conjecturou que
se um gas de bdsons fosse submetido a temperaturas abaixo de um limite critico, grande
parte das particulas se condensaria no mais baixo estado quantico e o gas se tornaria
uma espécie de “sopa quantica” de particulas indistinguiveis. Assim, grande parte dos
atomos desse gas experimentariam uma transicao de fase quanto-mecanica e formariam
uma nuvem de dtomos ocupando o mesmo estado quantico e, nessas condigoes, os efeitos
quAnticos poderiam ser observados em escala macroscépica. E essa “sopa quintica” que

hoje denominamos condensados de Bose-Einstein (“BEC” em inglés).

Portanto, teoricamente, a obtencao de BECs parece uma tarefa muito simples: basta

submeter o gas de bosons a temperaturas suficientemente baixas, de modo que os pacotes
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de onda se sobreponham, condensando-se em seguida. Entretanto, a grande dificuldade
nessa tarefa reside justamente em se atingir essas temperaturas, que necessariamente

devem ser da ordem de 10~? Kelvin.

H& uma historia muito interessante sobre os diversos experimentos para se obter
temperaturas muito baixas. As técnicas de resfriamento mais eficazes sdo obtidas pelo
aprisionamento de atomos, seja com a utilizacao de laser, seja com a aplicacao de campos
magnéticos, ou com a juncao dessas duas técnicas, hoje conhecidas como armadilhas
otico-magnéticas. Com essas técnicas, o primeiro condensado foi produzido em 1995, por
Eric Cornell e Carl Wieman, na Universidade do Colorado, usando um gas de atomos de
rubidio resfriados a 170 nanokelvins (nK), isto é, 170 x 10~ K. Por tal feito, eles foram

laureados com o Prémio Nobel de Fisica em 2001.

A descoberta de que os condensados de Bose-Einstein estao intimamente relaciona-
dos com a supercondutividade de metais e a superfluidez do hélio liquido — manifesta¢oes
quanticas em sistemas macroscopicos — gerou um grande interesse na comunidade ci-

entifica, que se reflete pela enorme quantidade de artigos publicados sobre o tema (veja
bibliografia de (7).

1.2 Um “0" de Fisica

Do ponto de vista tedrico, os condensados de Bose-Einstein sao descritos pela
Equacao de Heisenberg, isto é,
iha—\y(t x) = —h—zA + Vext () +/ U(t,y)V(x —y)¥(t,y)dy| U(t, x)

ot 2m * R3 ’ ’ T

onde h é a constante de Dirac (ou constante de Planck reduzida), ¥ denota o operador

de campo, m é a massa atomica, Vyyt 0 campo externo de confinamento (neste caso, a
armadilha ético-magnética), V' o potencial interatomico (two-body interatomic potential)

e x = (r1,%2,T3).

Uma simplificacao desse modelo, denominado modelo de campo médio ou apro-
ximacao de Bogoliubov, foi proposta pelo matemaético e fisico tedérico soviético Nikolai
Nikolaievich Bogoliubov, em 1947. Ela se caracteriza pela hipétese de que, para as colisoes
entre as particulas de baixa energia num gas resfriado a temperaturas muito baixas, o
potencial interatomico toma a forma

4dmh?a
V(z—y)=Xspd(x —y), Xsp=

onde 0 denota a “Delta de Dirac” e a a distancia média de espalhamento de onda,

caracteristica das particulas que compoem o gas (a > 0 no caso repulsivo e a < 0 no caso
atrativo). Nessas condicoes, a Equagdo de Heisenberg toma a forma

2
P (1,0) = | At Ve (@) + Mot )| 4, ), (1)

2m

ih
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onde ¥ (t,z) = <\I/(t, :1:)> é a fungao valor esperado do operador de campo (denominado
fung¢ao de onda macroscépica do condensado) e A3p é a constante de interacao das particulas.
A equacao (|1.1)) é atualmente conhecida como Equagdo de Gross-Pitaevskii (GP).

O potencial externo Veyt (), que descreve as armadilhas 6tico-magnéticas utilizadas

nas técnicas de resfriamento e na manipulagdo dos condensados, tem a forma
Vext (z) = Var(z) + Vo(z),

onde

1
Vir(e) = S + o + i)

é o campo harmoénico (componente magnética da armadilha) e
Vo($) = VL [COSQ(k’ll‘l + 91) + COSz(k’Q!EQ + 92) + COSQ(k’glL"g + 93)}

denota o potencial da rede 6ptica (componente éptica da armadilha) obtida por feixes de

laser.

Nas condigoes propostas pela aproximacao de Bogoliubov, os BECs sao descritos
pelas ground states, (isto é, as ondas estacionarias de energia minima) da equagao (|1.1)).

Como ondas estacionarias entende-se as solucoes da forma
U(t, x) = ¢(x) exp(—ipt/h).

Assim, matematicamente, os BECs sao descritos pelas solugoes de energia minima
da equacgao:
h?
o At Vesa(2) + Aaplilt, 2)P | ol 7) = gz, (12)

onde p denota o potencial quimico do sistema.

1.3 O modelo de Mufioz-Delgado

Devido a nao linearidade das equagoes ([1.1]) e ([1.2)), ndo é possivel obter solugoes
explicitas e as simulagdes numéricas se fazem necessarias para uma abordagem quantitativa,
o que exige grande esfor¢o computacional. Além disso, a dindmica superfluidica pode se

tornar cadtica, o que dificulta em muito sua simulagao numérica.

Para contornar essas dificuldades, tem sido frequente a obten¢ao de BECs confi-
nados em armadilhas extremamente anisotrépicas, produzindo condensados em formato
essencialmente radial (disk-shape) ou axial (cigar-shape). Nesses casos, a variagao temporal
das solugoes fica caracterizada por escalas diferentes. No caso unidimensional, por exemplo,
o confinamento pode ser tao intenso que o movimento transversal se torna praticamente
nulo. Nessas circunstancias, os movimentos axiais se tornam relevantes e o sistema pode

ser considerado efetivamente unidimensional.
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Na tentativa de compensar os efeitos bidimensionais desprezados no modelo pura-
mente unidimensional e, assim, obter uma modelo mais realista, algumas modificagoes sao

sugeridas, como por exemplo a nao linearidade do tipo cubica-quintica [(27])].

Um modelo ainda mais acurado foi proposto pelos fisicos A. Munioz Mateo e
V. Delgado [(20, 21), 22, 23)]. Um BEC confinado com uma forma bastante alongada
obtido por uma armadilha com forte anisotropia apresenta duas escalas de tempo muito
diferentes. Isso implica, em particular que a correlacao entre movimentos transversal e

axial pode ser negligenciada e a fun¢ao de onda do condensado pode ser fatorada na forma

W(t, x1, 9, 73) = (I><:1:2, x3,n1(t, xl))gb(t, x1), (1.3)

onde
1(t, ) := N/ (t, 21, 2o, 23)|* drodas.

Das expressoes acima e consideragoes fisicas (por exemplo, inexisténcia de vortex), os
autores deduzem a seguinte equagao para a componente axial da onda ¢, no caso repulsivo
(a > 0):

96, . [ B &
E(t’xl) - [ 2m 022

onde A\ip = h(ws + ws3)/2

1
ih + mw1x1+A1D\/1+4aN]¢(t x1) 2| o(t, z1), (1.4)

1.4 Organizacio da tese

Nesse trabalho consideramos a seguinte equagao adimensional (veja [(4)] e [(8)]),

que serd denominada de aqui em diante Equacao de Munoz-Delgado:

0¢
"ot

Interessa-nos em especial a andlise dos ground-states da equagcao (1.5)), isto é, as solugoes

(t,x) = [—A+ 2 + 1+)\|¢(t,x)\2] s(t,x), weR d=1,23  (L5)

estacionarias de minima energia, assim como as propriedades dos funcionais energia e
potencial quimico como fungoes do parametro de interacao A > 0. Este funcional energia

¢ dado pela seguinte equacao, que exploraremos em detalhes mais adiante:

1| dx (1.6)

3/2
BW) = [ IVo@Pde+ [ PP+ o [ [(Me@P+1)" -
O trabalho estd organizado da seguinte forma:

e Capitulo 2 ¢ dedicado a analise matematica dos ground-states, em especial existéncia,

unicidade, regularidade e estabilidade.

e No Capitulo 3 apresentamos os resultados obtidos sobre a dependéncia da energia e

potencial quimico em funcio do parametro .
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e Concluimos o trabalho com trés apéndices, onde apresentamos os principais resultados

da teoria de simetrizagao de Schwarz e a existéncia de solugao da equagao de evolugao

©3).



2 Ground-States da EMD: Propriedades

Neste capitulo, abordaremos algumas das principais propriedades dos ground-states para a

seguinte equacao

—AY(z) + |22 (z) + YT+ A\Y(2)|2 = wp(z), x€RY A>0,d=1,2,3. (2.1)

que, de aqui em diante, serd denominada Equa¢do de Munoz-Delgado (EMD). Como men-
cionado na Introdugao, no caso unidimencional, a EMD esta relacionada aos Condensados

de Bose-Einstein para bosons com caracteristicas repulsivas.

2.1 Existéncia de ground-states

Para abordarmos o teorema de existéncia, necessério se faz introduzir o quadro funcional

adequado. Para isso, consideremos os seguintes conjuntos:

X = {w € H'(R%:C) ; /R (V@) + el (@)?) de < oo} , (2.2)
._ : 27 _
5 = {wex, /]R ()| d:c—l}. (2.3)
O espaco vetorial X é um espaco de Hilbert real se munido do seguinte produto interno:
Wi 0)x = [ R(V() - Vo(a) + [2(2)(a)) da (2.4)
cuja norma associada é dada por
1615 = [, V(@) Pda+ [ |2 ()da. (25)

Além disso, iremos identificar o espaco de Hilbert L?(R?) com seu dual, de forma

a obtermos as imersoes continuas X < L?(R?) — X’ o que nos permite escrever

(¥, 8)xx = (1, ¢)r2, caso ¥ € L*(RY).

Observacao 2.1. No caso unidimensional, d = 1, é facil mostrar que se a equacao
possui uma solucao complexa 1) € X, entao existe uma funcao real U € X que é solucao de
e um namero real 0 tal que ¥(x) = exp(i0)U(z). De fato, repetindo o argumento em
[(8)] para o caso da ndo linearidade cibica, se supusermos que ¥ é uma solugio complexa
de e considerarmos () = u(z)+iv(z), onde u e v sao fungoes reais, u # 0, obtemos

plu+iv) = —(u" + iv”) + |z*(u + ) + (u+ w)\/1 + A(Jul? + JvP),
de onde, separado-se as partes real e imagindria, obtemos o sistema

pu = —u" + 22u + w1+ MJul? + [0]2),
o = —v" + |z%0 + vy /1 + AJul2 + [v]?).

(2.6)
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Multiplicando a primeira equacdo do sistema por v, a sequnda por u e subtraindo a
primeira da sequnda, resulta v"u = u"v, de modo que (u'v —uv') =0 e consequentemente
w'v —w' = C, para algum C € R. Além disso, como H'(R) C L*(R) e u,v € X, seque
que as fungoes

fi = pu — |z)*u — V1 4+ A2 + \v2u,
fo= v — |2*v — V1 + M + v,
pertencem a L?(R). Portanto, por reqularidade eliptica, u,v € H*(R). Logo, u,u',v,v" €

H(R) e, como sabemos, todas tendem a zero quando |z| — +o00. Portanto, C =0

Assim, para os pontos x € R tais que u(x) # 0, temos
v\’ uv—vu
£y
u u
de modo que existe v € R tal que v(x) = yu(z). Substituindo na primeira equagio de (@,

obtemos

—u" + |x[*u + u\/l + A1+ +?)u? = pu.

Assim, se considerarmos
u(z)

VI3

obtemos uma solugao real U da equagdo tal que

Ux) =

) = ulo) + i) = (g + g ) Ule) = U ),

onde § = arctan(7y).

No que segue, e para simplificar a notacio, escreveremos LP(R?), H™(R?) etc, d €

{1,2, 3}, para denotar os espacos de fungdes a valores complexos.

2.1.1 Resultados de Imersao

Em vista dos resultados subsequentes, faz-se necessario analisar as condig¢oes e proprie-
dades das imersdes de X nos espacos LP(R?) (vide Kavian [(14)]).

Teorema 2.1. X C LP(R?) com injecdo continua nos seguintes casos: 1 < p < +oo se
d=1,2¢e6/5 <p<6sed=3. Além disso, se 2 <p <6 (oup < o0 sed=1,2), a
injecdo X — LP(R?) é compacta.

Demonstragdo: Como X C H'(R?), temos do Teorema de Imersio de Sobolev, ¢ €
LP(RY) com2<p<+oosed=1,2e2<p<6sed=3. Consideremos 1 < p < 2. Pela

desigualdade de Holder, temos (formalmente)
Le@Pde = [ (1+ PPRlp@) L+ o) 2 do

Ha / 1/q
< ([La-+eprgpan) " ([ 0+ 1Py )
Rd y

!
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Escolhendo-se ¢ = 2/p > 1, obtemos

et)dr < ([ 0+ ePlotfar)” ([0 ja) o)
R4 Pp\x HARS e z|%)|p ZL') T . .
(p—2)/2
=10+ Ja )%l ([ (0l 7 )
(p—2)/2
< Cllelln (/ (1+ \x|2)—p/<2—p>dx>
Rd

Observe que a ultima integral é finita se, e somente se, 2p/(2 — p) > d, o que vale para
todo 1 <p<2mnoscasosd=1,2ep>6/5sed=3.

Para provar a imersdo compacta, seja {tx},oy sequéncia de X tal que |[¢y||x < M.
Podemos supor sem perda de generalidade que ¢, — 0, na topologia fraca de X. Para
R > 0 dado, seja B = Bg(0) a bola de raio R centrada na origem de R?. Entao,

1
/Rd\B i ()] da < Rg/ 2?4 () |Pda

MQ
||¢kllx <

de modo que temos as seguintes limitagoes:

M
Welzeas < 5 e IVEkllz@an) < [¥ellx < M.

Como H'(B) < L?(B) com injegao compacta, podemos extrair uma subsequéncia, que

insistimos em denotar por 1, tal que 1, — 0 fortemente em L?(B).

Em particular, se fixarmos R > 0 tal que M?/R? < /2, temos que
€
| @) Pdz < 5+ [ (o) P,
Rd 2 B
de modo que, para algum ky € N, temos
/d (@) Pde <&, Yk > k.
R

Por fim, utilizando a Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg, obtemos

il oy < Coll Vbl 46l ey < Cuc™™,

onde C, = C,M* > 0, C,, > 0 é uma constante que nao depende de k e

1 1 -1 - 2d
a=n|=-—— e —
D b d—2'

Note que se d = 3, a imersdo X — LP(R?) vale para todo p < 6. O
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2.1.2 O Funcional Energia

Seja £/ : X — R o funcional definido por

3/2

B@) =0l + o5 [, [(l@P +1)" = 1] az, (2.7

que daqui em diante serd denominado Funcional Energia associado a equagao ([2.1). Note
que a integral na ultima parcela na expressao acima esta bem definida, pois para cada
r € R, a funcdo

= (Al ()" + 1)° (2.8)

é crescente no intervalo s > 1. Logo

@+AW@WfM—1<(1+MM@Pf—1

3 < 3 =23 (2)* + A (2)|* (2.9)

e, como consequéncia do Teorema [2.1]

2

2L [ow@r 1) <] ar < 2 2hl 4 Al <0 20

Uma vez que o funcional energia estda bem definido, podemos buscar solugoes de energia

minima, o que nos leva a considerar o seguinte problema variacional.
(PV) { Determinar ¢.,;, € 21 tal que
(¢m1n) = mln = mln{E(w> ) 2/} S El}

Para mostrar que (PV) admite solugdo, precisamos primeiro explorar algumas caracte-

risticas do funcional energia.

Teorema 2.2. O funcional energia E : X — R dado por

2 3/2
— 2 2 —
B@) =l + 55 [ |(w@F+1)" =1]de, 2> 0
é estritamente convexo e localmente Lipschitz continuo em X.

3/2

Demonstragdo. A convexidade é imediata pois a aplicagdo s — (1 + s)*/* — 1 é estrita-

mente convexa em s > (. Para mostrar a continuidade, é suficiente provar que ' : X — R

3A/[ Al |fﬂ_1

Seja f : (0,4+00) — R a aplicacio f(s) = (1 +s)%? — 1. Entdo, para 0 < 7 < s, segue

definida por

dx (2.11)

é continua em X.

do Teorema do Valor Médio que, para algum 7 < £ < s,

(1+T+s)1/2( — 7).

[\D\OO

F8) = F) = (14902 = (1472 = 2 (14625 — 7) <
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Portanto, usando a desigualdade acima com s = Ay (z)]? e 7 = Ao(2)]>, v € R? e

integrando em RY, segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz
Fw) - F@)] < [ [+ Mo@P + Ao@)F] @) - [6()?| do

= [ [1+ Xe@) P+ Ao ] [[o @)+ 6] [[e(@)] - 6| do
(L1 + Me@P + No@P] [ + lo@)) ) o - ol

R4

Lembrando que (a + b)? < 2(a® + b?) para todo a,b € R, temos

1/2
P@) = P < V([ [+ A0@)F + N [0() + 1¢@)] dz) I - gl
9 1/2
- ( D) + 6@ + M@ +16@))7| dr) v = ol
1/2
<2 ([ [w@P +16@P + Ao @) + 6@ dr) v =
(2.12)

L@ P18 A @I +Ho@I") | da = 1813 +Hiol a2 (1o +Hl ol )

segue do Teorema de Imersao [2.1}
1/2
(L [w@P +16@P + Ao @)+ 16@1")] do)

esta bem definida quaisquer que sejam ¢, v € X. Logo, para todos ¢, 1 € X tais que
lollx, 1Y)l x < M, existe Ly, > 0 tal que

[F(v) — F(9)| < Lurll — ollx

o que significa que F' é localmente Lipschitz continua em X. O

Com os resultados acima estamos em condi¢oes de mostrar que o problema variacional

(PV) possui solu¢ao. Denotemos ¢ o conjunto das solugoes de (PV), isto é,

={¢ €% BW) = Euin}- (2.13)

Teorema 2.3. O conjunto ¥ é nao vazio.

Demonstracdo. E claro que o funcional energia é limitado inferiormente, visto que
E(¢) > ||¢]|% para todo ¢ € X. Seja entdo {1y treny uma sequéncia minimizante para o
problema (PV), i.e

@/Jk € 21, VEeN e lim E(@/Jk) = Emin-
k—4o0

Como |[¢¥x]|% < E(¥r), a sequéncia {y}reny ¢ limitada em X. Logo, se necessério,
podemos extrair uma subsequéncia (que por simplicidade continuamos denotando v,) tal

que Y — p € X.
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Uma vez que X estd compactamente imerso em L?(R?) (vide Teorema [2.1), segue que

i el = el

ou seja, ¢ € 2.

Como o funcional energia E é continuo para a topologia forte de X e convexo, é neces-

sariamente semicontinuo inferiormente para topologia fraca de X (veja o Corolario I11.8
de [(@)]), isto é,
E(p) < l]im inf F(¢y).

—+00

Assim, temos
Fuin < E(p) <liminf E(yy) = lim E(Yr) = Enn-
k—+o0 k—+o00

Portanto E() = Eu, 0 que significa ¢ € ¢, como queriamos provar. L]

Para mostrar que as fungoes de ¢ satisfazem a equagao ({2.1)), devemos aplicar o Teorema

dos Multiplicadores de Lagrange, o que exige mais regularidade do funcional energia F.

Teorema 2.4. O funcional energia E : X — R é de classe C* com diferencial de Fréchet
E : X — X' dado por

E'(¢) = —28¢ + 2[e?0 + 2(1+ o) 0.

Demonstragdo. Sendo ¢ — ||¢||% funcional quadrético, ¢ suficiente demonstrar que o
funcional F' definido em (2.11]) é de classe C''. Célculos diretos (veja Apéndice) mostram
que F' é duas vezes diferencidvel, com suas derivadas de Fréchet F/ : X — X' e F": X —

Z (X, X') dadas respectivamente por

F(g) =2(1+ AsP) s,
-1

Fr(8) = 22(1+ MoP?) " R(om)0 +2(1 + AlgP) " u,

de modo que, para todo ¢,y € X,

(F@):v) = [ 200+ No@)P) " R(6(@)(2)) do.

X'xX

Portanto F' é continuo e
(F0): o)y, | < [ 200+ No@)P) o)) do
1/2
<2116l + AlE) 11l

1/2
de modo que [[F(9)]x < 2( |61+ Ao} .
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Com os resultados anteriores, podemos aplicar o Teorema dos Multiplicadores de
Lagrange que nos garante a existéncia de um multiplicador u = pu(A) € R (necessariamente

positivo) tal que E'(y) = up, isto é,
1/2
—Ap(x) + |2Pe(@) + o(x) (1+ Me@)P) " = pp(x), zeR: (214)

Observagao: Da definicio de F’ temos, mais precisamente, F’ : X — L*(RY). De fato,
se p € X,
IFOIE = [0+ Moo dz = 613 + Aol
Como ([2.14]) é uma equacao em X', temos
/ . _ .
(B'9): o) =me:0) (. VOEX (2.15)

Assim, fazendo a identificacio do espaco de Hilbert L?(RY) com seu dual, obtemos as

imersdes continuas X — L?(R%) — X’ o que nos permite reescrever a equacio (2.15)) na
forma (¢ : ¢)x = (f : ¢)a, onde

fi=np = F'(p) = np — o\/1+ Ap[? € L2(RY).
Assim, pelo Teorema nao ¢ abuso de notagao escrever a equagao ([2.15)) na forma

R y {Vgp(x) -Vo(z) + \3:]230(35)%} dr = %/Rd f(x)o(x)dx, Vo< X. (2.16)

2.2 Propriedades das Funcées de ¢

O seguinte resultado fornece uma caracterizagdo das solugoes (complexas) do problema
(PV).

Teorema 2.5. Existe uma tinica funcao real positiva e simétrica pn, € > tal que
g = {ewcpmm RS R}.

Demonstragdo. Sejam 1,1y € 4. Para 0 < v < 1, considere a fun¢ao real

by = o+ (1 — )|l

Entao, é claro que v, € ¥,

| el @) Pdz = v [ JoPlon@)fde+ (1 =v) [ JoPloo(@) e (217)

e, sendo F estritamente convexo, temos

F() < vE([in]) + (1 = v)F([¢o]) = vF (1) + (1 = v) F(¢0), (2.18)
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com a desigualdade estrita se 1y # ;. Calculando as derivadas parciais em 2 =
vip? + (1 — v)9h2, obtemos

wuv¢u = levwl + (1 - V)¢0V¢0a

de modo que
V| V| < vth|[V] + (1 = v)[hol[Vio.
Assim, aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, |ab + cd| < va2 + ¢2v/b? + d2, com

a =l b= |V, c = VT = || e d = /T —v|Vi|, obtemos
[V, |2 < |V 2 + (1 — v) [V (2.19)
Como consequéncia de —, obtemos
E(y) < vEWn) + (1 = v)E(¢) = Emin.

Logo, v, é funcao real positiva pertencente a ¥ .

Por outro lado, lembrando que as aplicacoes ¢ € H'(R?) — ¢ € H'(R?) sdo continuas,
decorre que ‘V\(ﬁ(x)]’ = |[Vo¢(z)| quase sempre em R? (veja [(25)]). Como E é estritamente

convexo, temos [11| = [a]. Assim, @i, = 1, = |1hg| = |19 satisfaz a condicao desejada.

Para mostrar que @n;, é simétrica, faremos uso da Teoria de Simetrizacao, cujos

principais resultados estao listados no Apéndice da Tese.

Utilizando as propriedades (iii) e (iv) do Lema e 0 Teorema [C.4] vemos que
s 2 _ ) 2 _ 1.
[ Jonin(@) dz = [ Jomn(@)?do = 1;
L V6im(@)Pd < [ V(@) do;
Rd Rd
LI+ A @) 22 = 1 do = [ 114+ Apuin(2) )2 = 1] dor

ol (@) P de < [ (2P omin(@)]? do.
Rd Rd

(2.20)

Das propriedades temos E(pS. ) = E(pmn), € a conclusao segue da unicidade de
Pmin- L]

Observacio 2.2. E consequéncia imediata do Teorema que o conjunto G é compacto
em X.

2.2.1 Regularidade

Teorema 2.6. Se ¢ € X é uma solucao real e positiva da equacao , entao
0 € LP(RY), ondel <p< +oosed=1,2¢6/5<p< oo sed=3. (2.21)
Além disso,

0, Ap € L®RY) (d=1,2,3) e lim ¢(z)=0. (2.22)

|z| =400
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Demonstracdao. Vamos dividir a prova em duas partes; a primeira é a adaptacao de um
método devido a Moser [(13))] para a prova de (2.21)); e a segunda é a adaptacao de um
método devido a De Giorgi [(19)] para a prova de ([2.22)). Sobre os dois métodos, veja [(3))]

Parte 1: Pelo Teorema, temos ¢ € LP(R?) com 1 <p< +oosed=1,2¢6/5<p<6
se d = 3. Para mostrar que ¢ € LP(R3) para todo p > 6 no caso d = 3, aplicaremos o

Método Iterativo de Moser, da seguinte forma:

Seja ¢ uma solugao real e positiva da equagao (2.1). Entao,

L [Ve@ e + [laPe@) + 1+ Ae@e(@) - pp@)] ()| de =0, v € Cro®?.

(2.23)

A densidade de C§°(R3) C X nos permite substituir ¢ € C5°(R3) por ¢'*? com escolhas

adequadas de ¢, isto é, tal que a identidade

dr =0
(2.24)

/ {(q + 1)op(2)!| V() ]? + [z]*o(x) T + @(x) T2/ 1 + Ap(x)? — pup(x) "+

R3

esteja bem definida.

No que segue vamos mostrar que se ¢ < 2, a equagao acima estd bem definida para
=", com ¢ = q/2.
Primeiramente, observemos que se ¢ < 4 a integral [ps p(z)?T dx estd bem definida,

visto que ¢ + 2 < 6 se, e somente se, ¢ < 4. Em segundo lugar, segue da desigualdade de
Holder,

/Rd (x)12\ /1 + Ap(2)2da < (/Rd go(x)2q+2>l/2 (/Rd g0(x>2<1 n /\ga(x)2> dI)l/Q

1/2 1/
< ([ or) " (el -+ Mell) * < oo

se 2q + 2 < 6, o que é equivalente a ¢ < 2.

Por outro lado, temos

q 2
V()P = (1 + 2) PVl

de modo que

L
2

Portanto, substituindo o termo do lado esquerdo da identidade acima em ([2.24]), obtemos

(a+1) [ o@)Vo(e) do =

141
. \V(g&(m)1+q/2)|2 dz < u(1+2q> /R3 ()72 dr < +o0.
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Logo, V(@Hq/) € L*(R%), desde que ¢ = ¢/2 < 1. Como ¢*t? = ?(1+4) ¢ L1(R?),
concluimos que '+ € H'(R3) C LP(R?) para todo p € [2,6). De modo andlogo, temos

2 q+2 q+2
/R3 |z (x)T™ dx < N/R3 o(x)1™ dr < 400,

e, assim, vemos que p'T? € X C LP(R?) para 2 < p < 6, o que implica ¢ € LP(R?) para
todo 2 < p <6(1+¢).

Repetindo o argumento, verificamos que
/390(3:)2+qu <tooseq+2<6(1+p) < ¢g<4+6p
R

/dgo(x)q+2 T4+ dp(x)2drse2q+2<6(1+p) < ¢<2+3p
R

e que ¢ € LP(R?) para todo 2 < p < 6(1 +p')?. E assim, sucessivamente, obtemos na
n-ésima etapa, ¢ € LP(R3) para todo 6/5 < p < 6(1 + p/)", com o que concluimos a

demonstracao da primeira etapa.

Parte 2: Faremos a demonstracao em trés etapas. Seja ¢ uma solugao positiva da equagao
(2.1). Vamos mostrar que ¢ € L>°(R%), no caso d = 2,3 (o0 caso d = 1 é imediato). Sejam
7 > 0 tal que med(A,) > 0 (a medida de Lebesgue de A, positiva), onde

A, = {x cRY; () > 7'}
e ¢, :=g%p,,onde g € C*(RY), 0<g<1leqp,:=(p—7)" =max{p— 7,0}
Etapa 1: Mostremos que ¢, € X.
De fato, basta mostrar que ¢, € X. Assim,
1.0<p, <pqtpem R? = ¢, € LP(RY), 2<p< +oo;
2. |z|or < |z|p qtp em RY = |z|p, € L*(RY).

3. Vor =Voxa, atpem RT = [Vp | <|Vyg| = Vo, € L*(R?).
Portanto, ¢, € X, e podemos substituir ¢, na Eq. (2.16]), isto é,
/ Vo V(gPpr) + 2g o | da = / fg*er da. (2.25)
R R4

Etapa 2: Existe uma constante C' > 0 tal que

lgerll2 < € (Jlgll med(A; Nsuppg)®* + ([ 2199l dr ) med(4, Nsuppg)?* )
(2.26)
onde supp g denota o suporte de g. De fato, observando que V(g?p,) = 290, Vg + ¢*V,,
segue da equacao ([2.25)),

/ 9’V - Vor + |22 g 00| dx z/ [ dax — 2/ 9o-Vor-Vgdr.  (2.27)
Rd Rd Rd
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De (2.27)), do fato que f < uyp e da Desigualdade de Young, obtemos

/ 9’V -V, dr < u/ 9% pp- dx+2/ 99+ WT-Vg]dw
Rd Rd R4
A (2.28)
< u/ 9o, dx+€/ 9|Vl de + f/ w2 |Vg|? da
R4 R4 g JRd

Como V¢, = Vyyxa,, temos
/ Vo -V, dr = / G|Vl dr = / 7|V, |* dr.
Rd A, R
Substituindo em ([2.28)), segue
4
/ 9’|V de < u/ g0, dar+€/ 9*|Vel? du + f/ 03| Vg|? dx (2.29)
R R R € Jra
Podemos escolhar ¢ > 0 suficientemente pequeno, de modo que

1
5/ G*IV|* dr < —/ G|V, %, da.
Rd 2 Jrd

De fato, basta considerar
INGERE
A

2/ PVl dv
Rd

Assim, a parcela de (2.29) com o fator € pode ser absorvida pelo termo a esquerda da

e<

desigualdade, reduzindo-a na seguinte forma:

8
/ 9*|IVer|?dx < 2u/ 9o, dr + f/ w2 Vg|? d. (2.30)
R4 R4 c Jrd

Novamente, observando que V(g¢.) = gV, + ¢, Vg, temos

2 2
< 2<\9V@T| +

V(ges) sOTng),

que substituido em ([2.30]), nos fornece

e

onde C} = max {4u,2+ 16/c}. Observe que aplicando as desigualdades de Holder e

! do < (/ g, dx +/ ap3|Vg|2d:p>, (2.31)
Rd Rd

V(g¢-)

Sobolev, obtemos

L, %0¢rda < llgelallgplls med(A; Nsupp ) /*

< C@)V (g, 2l g¢lls med(A, A supp g)'72 (2.32)
< e[V (gl + Cellgeli med(A, Nsupp g)

Assim, substituindo (2.32)) em (2.31]), obtemos para ¢ > 0 suficientemente pequeno,

e

2
dx < Cg(llgwllimed(flr Nsuppg) + /Rd 903|V9|2dw>- (2.33)

V(g¢-)
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Por fim, novamente usando as desigualdades de Holder e Sobolev, temos
lge- 11z < llger 1§ med(Ar Nsupp g)** < C(d)[[V(gp-) ||z med(A, N supp g)*/°,

de modo que, substituindo na desigualdade acima o termo ||V (g, )||3 pelo lado direito de

(2.33)), obtemos finalmente

lgrl3 < Cs (Jlglmed (4, Nsupp ) + [ @2Vl dr ) med(A, N supp 9)?'*)
(2.34)
que é a equagao (2.26) com C' = C5(7)
Etapa 3: ¢ € L™.
Fixemos z, € R? arbitrariamente. Sejam 7 e R nitmeros reais, 0 < r < R < 1 e
g € C5°(RY) tais que

0<g(z) <1, suppg = Br(xo), g(x) =1, V& € B,(x0) ¢ |Vg(a)] <2/(R—r).
Para simplificar férmulas, denotemos A(7,7) o conjunto assim definido
A(r,1) = Bo(z0) N {z 5 p(z) >7}.

Entao, a desigualdade (2.26) com a g acima definida toma a forma

4
2dx < 2 20 < (| % A 2/3 2
/A(T,r) @T(x) dx = /A(T,R) g(&?) 907'((13) dSL’ < C [(R — 7’)2 med( (7’, R)) /A(T’R) 907_(3;) dl’

1l oy med( A R))W] .

(2.35)
E claro que, paras > 7 e 0 <r < 1, vale a seguinte desigualdade:
S(2)dr < C(x)%d. 2.36
Jo, @< [ o) (2:36)
Observando que A(s,r) = B,(x9) N {x D pr >S5 — T}, temos
7> 1lem A(s,r), YO <r < 1.
S—T
Logo, para s > T,
pr () 1 2
A(A(s,r) < / da < / (1) dx. 9.37
A desigualdade (2.35) com s em vez de T
4
(@)de < C | o med(A(s, R [ ()
Jyopy £2( < C |y med(AG, R [ ou(a)Pd .

112, gy med (AGs, R)W?’] .
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Aplicando (2.37) em cada parcela do lado direito de (2.38)), obtemos

4 2/3 ) 4 10/3

ﬁmed(A(s, R)) / or(7)%dr < N2 4/3”907||L2(A(T,R))

(R—1) AGs,1) (R 17“) (s =7) (2.39)
¢l £3(B, (20)) med(A(s, R))*® < WH%HL?(A(T,R))

Substituindo as desigualdades de (2.39)) em (2.38) obtemos finalmente a seguinte estimativa

1 ||80||%3(Bl(m0))

2 o 2 10/3
||905||BT(:1:0) - /A(s,r) ¢S(x) dx < C”QOTHBR(xO) [(R N 7“)2(8 B 7_)4/3 + (S N 7_)10/3

(2.40)
Para concluir, sejam F(7,7) := H(pTH%z( By(zo)) © @ > 0 a ser especificado adiante. Para
k=0,1,2,..., consideramos as sequéncias {7y }r>0 € {rx}x>0 definidas por
. 1 11
Tk:<1—2k)a (S Tk:i—i_ﬁ

Entéao, {7 }x>0 é crescente, {7y }r>0 é decrescente e satisfazem as seguintes propriedades:

a 1 k+1
Tk_Tk—l—? € Tr1—Tr= 5 .

A desigualdade (2.40) com s = 7, T = T_1, 7 = 1y, R = rp_1 € a notagdo F(7,r) toma a

forma
92k+294k/3  QORB|p|IT, o s

/3 10/3

F(r,m1) < CF(Tk717Tk71)5/3 [

(2.41)
_ 5/3 (5 10k/3
= [F(me1mi1)] (2'%) B(a),
onde C' > 0 é C3(1) (decrescente em 7) na desigualdade (2.34)) e
40 Cllelss, )
B(a) = [az;/g + o 10/3 =
Como veremos a seguir, podemos determinar v > 1 e a > 0 tais que
F
Flr,ry) < M Vk=0,1,2,.... (2.42)
Y

De fato, a desigualdade (2.42)) ¢ evidente no caso k = 0. Seja v := 32 = 2% e a > 0 tal que
B(a) <y *F(ro,7m0) .

Procedendo por indugao, suponhamos que (2.42) seja valida para k — 1, com k > 1 i.e.,

F(To, 7”0)

F(rg—1,m5-1) <
1



Capitulo 2. Ground-States da EMD: Propriedades 19

Entao, da desigualdade (2.41]), temos

Flreor) < [F(rien,me)]) ™ (21999) B(a)

F(70,70)75/3 B a
{ ,qu } (2101@/3)7 5/3F(To,r0) 2/3
210k/3 F(To, 7‘0)

= F(T(]a TO) =
75k/3 '7k

IN

Observe que

Iim =« e lim r,=—
k——+o0 k——+oo

e, como consequéncia da desigualdade ([2.42), temos

||90a||%2(31/2(x0)) = F(a,1/2) = kgffoo F (7., ) = 0.
o que significa dizer que

+

(p—a)" =@, =0 em quase todo z € Bya(x0).

Como z foi fixado arbitrariamente, segue que ¢ < o em RY,

Para mostrar que Ap € L>®(R?), consideremos na equagao (2.23) ¢ € C5°(RY), 0 <
1 <1, com suppv C Bg,(y). Entao, para R < Ry

/ Ay x)dx
Br(y)

<[ |leetw) T Xola ) + )] (o) de

< med(Ba(y)) [R?\wnw VT A + sl elo]

de modo que

1 2 :
|med(BR(y)) /BR(y) Ap(z)y(z) dz| < [R lelloo + /1 + Allipl|% +uHs0Hoo}

Como YAy € L'(Bg(y)), obtemos (veja [(26)])

1

}%L% m /BR(y)‘A<P(9C)¢(x) - ASO(?J)@D(?J)‘ dr =0

para quase todo y € R?. Assim, se escolhemos 9 tal que ¥(y) = 1, concluimos que, para

[Ap()| < 1+ Ael2 + sl el

quase todo y € RY,

Além disso, como

[2[Pp(x) < [Ap(@)] + 1+ Ap(@)? + () < 2( 1+ Aell% + pll¢ll) =: C.,

temos, para quase todo |z| > 0,

0 < lim (z) < lim ( C ) =0 (2.43)

2| —0 |z|—0 \ |x|?

com o que concluimos a demonstragao. O]
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2.2.2 Decaimento Exponecial

As solugoes da Equacao ([2.1]) possuem decaimento gaussiano no infinito. Nessa subsegao,
vamos mostrar essa propriedade para a solugao real positiva de energia minima, seguimos

os argumentos utilizados em () e (I4]). Mais precisamente:

Teorema 2.7. Seja ¢ = pmin a (lnica) solugao positiva em . Entao, existem 0 < < 1

e C(B) > 0 tais que, para quase todo x € R?,
p(x) < C(B) exp(—Blal*/2). (2.44)

Demonstragdo. Seja = pu(\) o multiplicador de Lagrange em (2.14]). Observemos que
p > 1+ d. De fato, se py = exp(—|x|?/2), temos
— Ao + |z %00 + w0 = (14 d)eo,

—Ap + 2P0 4+ /1 + A? = pg,

Multiplicando a primeira equacdo de (2.45) por ¢, a segunda por ¢y, integrando em R?, e

(2.45)

subtraindo a primeira da segunda, obtemos

LT+ e@? - 1] e@e@rde = (n-1-d) [ eol@)p(a)de.
Como as fungoes ¢ e g sao positivas, concluimos que p > 1+ d.

Consideremos a(z) := |z|> — p+ /14 Ap(2)? e ¢o(z) := C’exp(—ﬁ|x\2/2), com as

constantes § > 0 e C' > 0 a serem definidas posteriormente.

Por um célculo direto, obtemos
(@) + a(@)o(e) = (B + (1= )|l =+ \/1+ No(@)? ().
Admitamos, provisoriamente, que existe R > 0 tal que
Bd+(1—p)z)*—pu+1>0, V|z|>R.
Entao, vale a desigualdade
0=—-Ap(z)+a(x)p(xr) < —A¢y(z) + a(x)o(x), quase sempre em {|z| > R}.

Como ¢ tende a zero para |z| — 400 (veja ), podemos determinar C':= C(3, R) > 0
tal que ¢|{jz1=r) < Cexp(—ﬁRZ/Q). Assim, obtemos a seguinte situagao para a funcao
Yo — ¢,
—A(g — @) + a(thg — ¢) > 0 em {|z| > R},
Yo — ¢ > 0 em {|z| = R}.
Pelo Principio do Maximo (fraco), concluimos que 9y > ¢ no aberto {|z| > R}. Para

concluir a demonstragao, observemos que || > R implica

Bd+ (1= B2)[a? — p+ /1 + Mp(2)? > Bd + (1 = ) R* — p+ 1
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com d + (1 — 8*)R?* — u+ 1> 0 se, e somente se,

R2>u—1—5d>,u—1—d

2T 1= 5 > 0.

]

Observacao: O decaimento exponencial ¢é valido para qualquer solucao da equacao
(2.1). O mesmo argumento da demonstracao acima se aplica, uma vez que o limite no
infinito dessas solugoes seja nulo. O fato de termos lancado méao da positividade da solucgao
@min pode ser contornado pela aplicacao da desiguladade de Kato. Para mais detalhes,
veja (8) e (14).

2.2.3 Estabilidade Orbital de ¢

Nesta subse¢ao analisamos a estabilidade orbital do conjunto ¢ relativamente ao fluxo
definido pela dinamica da equacao 1) E claro que se p € ¢, a funcio

u(t,x) = exp(—iut)p()

é solucao do problema de Cauchy para a equacao (1.5)) com dado inicial u(0,z) = ¢(z),
onde p é o potencial quimico (o multiplicador de Lagrange associado a Eq. (2.14])). Devido
a nao unicidade de solugao de energia minima, a estabilidade orbital a que nos referimos é

assim definida:

Definicao 2.1. Dizemos que & é orbitalmente estavel se, para cada ¢ > 0, existe d > 0

tal que se Yy € X, entao

inf || —¢llx <0 = supinf ||u(7, ) —exp(—ipuTt)p|x <&,
=4 r€R PEY

onde u € C(R, X) denota a solu¢ao do problema de Cauchy para a equagao com
dado inicial u(0,-) = .

Demonstrag¢dao. Suponhamos que ¢ nao seja orbitalmente estéavel. Entao existe ¢g > 0

tal que, para todo n € N, existe 1y, € X satisfazendo

) 1 ) .
inf ||, —¢llx < — e supinf ||u,(7, ) —exp(—iut)p|lx > o- (2.46)
pEY n T€R PE€Y

Pela caracterizacio de ¢ (veja Teorema [2.5), existe 6,, € [0, 27] tal que
[0 — exp(—ipif,) Pminllx = inf [[Yon — ¢l x-
peY

Passando a uma subsequéncia se necessario, podemos garantir que existe 0* € [0, 27] tal
que

o — exp(—iuf*)pmin fortemente em X. (2.47)
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Da definicao de supremo, podemos garantir que, para cada n € N, existe 7,, € R tal
que

: . £
inf ||un(7a, -) — exp(—ipm)ellx > —. (2.48)

pEY 2

Assim, definindo ), := exp (i, )un (7w, -), das propriedades de conservacao da carga e
energia (veja Apéndice) e de (2.47)), obtemos

1allz = (s )llz = [0nllz — l@mnllz = 1,

- (2.49)
E(wn) = E(“ﬂ(Tnv )) = E(wOn) — E(Somin> = Enmin

Como ||zﬁn|| x < \/E(@En), segue que existe uma subsequéncia, que ainda notaremos por
{d;n}n, que converge na topologia fraca de X para IEOO € X. De e com os argumentos
usados na demonstracao do Teorema , vemos que F (1;00) = Epnin, OU S€ja, s € 9.
Novamente, de (2.49) temos E(1),,) = E(ts). Como 1, — tse em X e

dx,

19l = BGa) — P, F@) = o [ [(1+2w@P)” -1

segue da continuidade de F em X que ||1h,||x — |[%so||x € consequentemente, 9, — 1o
em X.

Para concluir, basta observar que
€0 . . 7 . . - =
9 < inf H eXp<_Z/~”—n)¢n - eXp(_U‘Tn)SOHX = inf ||¢n - SOHX < Hwn - @Z)ooHX
pEeY pEY

0 que caractriza um absurdo, uma vez que Yo € 4 € U, — Yoo O
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3 A Energia Minima como Funcao de A

Vamos analisar, neste capitulo, a dependéncia da energia minima F,;, e o correspondente
parametro u (potencial quimico) em fungao do coeficiente A de interacao entre as particulas.
Para que essa dependéncia fique evidenciada, vamos considerar a fungao Fy, : [0, +00) —
R definida por

Euin(A) = min{ Ey(v); ¢ € %1},

onde E) é o funcional energia definido em (2.7)). Note que o Teorema garante que a
funcao F,,;, estd bem definida para A > 0.

Para enfatizar a dependéncia em A, vamos considerar também o conjunto

Gy = [ € S1; By(¥)) = Ermin(\)} (3.1)

dos correspondentes estados estacionarios de energia minima.

3.1 Propriedades da funcdo E ()

Comecemos pela andlise de algumas das propriedades geométricas da fun¢ao Fyin(A).

Teorema 3.1. A fun¢ao E,,;,(\) é estritamente crescente, estritamente concava, e satisfaz

as seguintes propriedades:

lim Ein(A)=14+d e lim Eppn(\) =+

A—0+ A—+00
Demonstracao: Faremos a prova em seis etapas.

FEtapa 1. Seja G(\, s) : (0,4+00) x (0,+00) — R a fungao definida por

_ 2 3/2
GO\ s) = 5 (14 Xs)¥2 —1]. (3.2)
Para cada s > 0 fixado, a aplicagdo A — gs(\) := G(A,s) é crescente e estritamente

concava em (0, +00). De fato, fazendo a substituicao 7 = As, temos

_25

3 [7'_1(1 +7)3/% — 7'_1},

gs(7) :

de modo que, calculando as derivadas de primeira e segunda ordem de g4(7), obtemos

2 3
gu(1) = ; {—7_2(1 + 7)3/2 + 57_1(1 + 7')1/2 + 7'_2}

2 3
gl(r) = ; {27"3(1 + 7')3/2 — 37731+ 7')1/2 + 17_1(1 + 7')_1/2 — 2773,
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Assim, temos

2s b 7
(1 +7)Y% (1) = —38 {272 + 57 +1+V1+ T} ,
2 1 —
73(1 7—)1/29,/(7) 38 { 17—2 TH2-2v1 T] ’

Portanto, g(7) é crescente em (0, +00) se, e somente se, by (7) == 3724+ 27 +1+/1+7 >0
para todo 7 > 0. Analogamente, ¢g(7) é concava em (0,+00) se, e somente se, hy(T) :=
—i72+7+2—2\/1+7 < 0 para todo 7 > 0.

Para verificarmos a primeira condicao, basta observar que todos os termos de hy sao
nao-negativos. Além disso, como h(0) = 0, se mostrarmos que hsy é decrescente, teremos

concluido a prova da concavidade de g,. Observemos que

1 1 1 1
I =1—{z —— | <0 &= = —— > 1.
2(7) (2” ¢1+—T> = AN

Como a funcdo r(r) = 37+ \/11? satisfaz r(0) = 1, para mostrar que r(7) > 1, para todo

7 > 0, é suficiente mostrar que ela é crescente.
De fato,
() L 1 ! >0, Vr>0
rr)==(1- +—=5 7> 0.
2 (14 7)3/2 ’
Portanto, ¢”(7) < 0 para todo 7 > 0 e concluimos assim a prova da Etapa 1.

FEtapa 2. Pela Etapa 1, para cada ¢ € ¥ fixado, a aplicagdo F)(¢) definida por

Fa(1) = 32A . do = /RnG’()\,w(x)Q) da

é estritamente crescente e estritamente concava. Temos assim definida a familia de fungoes

(1+2(@)?)™ -1

estritamente concavas (indexadas por v), i.e.,

{Exw)} onde  Ex(y) = [[Wll% + Fa(v).

YeED,’
Como Eyin(A) := inf {E,\(w), VNS 21}, concluimos que F,;, é funcao crescente e concava.
Etapa 3. Mostremos que FE,.;, é estritamente crescente e estritamente concava.

Se 0 < A1 < Ay, temos da Etapa 2, Fy,(¢) < E\(¢), V¥ € ¥;. Em particular, se
©x, € 9, temos

Emin()\l) = E)\l (()0)\1) S E)\l (?ﬂ) < E)\z (1/})7 Vw € E1-

Escolhendo ¢ = ), € ¥),, temos
Emin()\1> < E)\Q (90)\2) = Emin(>\2)

Analogamente, para todo A, Ay € (0,4+00) e t € (0, 1), segue da Etapa 2,

Bt (-na () > tEy (¥) + (1 = ) Ex, () 2 tEmin(Ar) + (1 — ) Enin(A2), Vi € 31,
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Escolhendo @i, 4+(1-t)a0 € “in,+(1-1)2s, t€MOS
Ein (t/\1 + (1 — t)/\2) = Ein+ -t (@on+a-0rs) > tEnin(A1) + (1 — 1) Enin(A2).
Etapa 4. Seja o) € ¢\. Entao

N+ Xea@P)”” —1]de = 1. (3.3)

2
lim F = lim —
i Fy(ea) = oo |,

De fato, considerando a funcao s — G(\, s?) com G definida em (3.2)), segue da regra
de L’Hospital,

: , 1/2
lim G\, [0(2)*) = lim (1+ M (@) ) Tl = (@), Vo e R
Além disso, da desigualdade (2.9) e das imersdes de X em L*(R%) e L*(R?), temos

2
G\ I0P) < 5 (210 + Awl!) € LR,
de modo que, como consequéncia do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

lim Fy(¢) =lim [ G\ [u()?) da = /R W()Pde=1, Vpex,.  (34)

A0 A0 JRrd

Por outro lado, A — G(), s?) é crescente, de modo que

[W(2)> = lm G\, [(z)?) < GO\, [(2)]?), VA > 0 Vo € R% (3.5)

M0

Portanto, para todo z € R?, temos |¢(z)]* < G()\, W(m)P), ie.,

3/2 0.
3A/ [ + A (z)[?) —1]dx>/Rdw(x)\ dv=1, Ve, VA>0.  (3.6)
Para concluir, seja ¢\ € %, A € (0, 1]. Entao, para todo A € (0, 1],

HSO)\H? =1 e HSOAHE( < Emin()‘) < Emin(l)' (3-7>

Assim {px}re(o,1) € uma familia limitada em X e podemos extrair uma sequéncia {\; }ren
tendendo a zero tal que {p,, }ren converge fracamente para alguma ¢, € X. Da compaci-
dade de X em L*(R?) e L*(R?), podemos extrair uma subsequéncia (que ainda denotamos

por \;) tal que

lirrol+ ©x, = @ fortemente em L?(R?) e L*(R?), (3.8)

Ap—>
o que nos garante afirmar que [[@.lla =1 e {H(p,\k ||4}keN é sequéncia limitada.

De (3.6]), segue F), (¢»,) > 1 para todo k € N, de modo que

1< Fa(en) < [Balon) = Fu(ed)| + B (o) (3.9)
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Lembrando a desigualdade em (2.12)), temos para k suficientemente grande

[P (0n) = P ()| < M (A [lonlla) lion, — -2,

onde M(/\k, ||g0*||4> =4+ 4Ak||§0*||%4(Rd)- Para ¢ > 0 qualquer, segue da convergéncia
em 1} a existéncia de kg suficientemente grande tal que, se k > kg, tem-se ‘ka(gp,\k) —

F\,(¢«)| < e. Portanto, para k > kg, temos

1< FAk(SOAk) Se+ Fkk(@*)'
Como )\il_r)%Jr Fy\ (¢x) =1 (veja ), temos

1 <liminf F), (¢z,) < limsup Fy, (¢n,) < e+ 1,

Ap—0t A —0+

e sendo € > 0 arbitrario, concluimos (3.3]).

Etapa 5. Sabemos que ||¢||x > d, Vi) € X4, visto que d é o menor autovalor do operador
de Hermite —A + |z|?, com autofuncgdo associada ¢g(x) = (27)~ %2 exp(—|x|2/2) € 3.

Assim, temos da Etapa 4,

EainN) < |l@oll% + Falpo) = d+ Fa(po) = limsup Epn(A) < d + 1. (3.10)
A0

Como Emin(k) é estritamente crescente, temos para cada @, € ¥4,
d < [loallx € Enin(A) < Buin(1).

Portanto, {¢x}aec(o,1) ¢ limitado em X. Seja {\}ren uma sequéncia convergindo a zero tal
que oy, — @, em X. Como X estd imerso compactamente em L*(R?), temos ¢y, — ¢

em L2(RY), o que implica ¢, € ;. Assim, pela desigualdade (3.6]), temos

Enin(A) = lloallx + Fa(on) > d+ 1,

de modo que
liminf Epin(A) > d + 1. (3.11)
A0

Assim, o resultado segue imediato de (3.10)) e (3.11]).

Etapa 6. Vamos, finalmente, mostrar que AlTlJIrn Enin(A) = +00.

Sendo s +— G(\, s) funcao estritamente convexa, temos
G\, s) > G(A\ s/2) + 86)2;()\,3/2)(5/2) > aaf()\,s/Z)(s/Q), Vs > 0.
Assim, para s = [1)(z)|?, obtemos

S @) <] > S04 Sw@R) P, Ve e R
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e integrando em R,

Bw) > 1 /Rd(1+§|w<x>|2)”2|¢<x>|2dx>2@% pes. (31

Logo, para todo ¢ € ¥ fixado, temos /\lTlJrrn F\(v)) = 400 e, em particular,

)\lTlJrrréo E\(¢) = 400, Yo € 3.

Suponhamos por contradi¢ao que existe C' > 0 tal que Epi,(A\) < C, para todo A > 0.
Entao

[eallx <C, Fa(pa) <C, VA > 0. (3.13)

Podemos entao extrair uma sequéncia { A }ren, com Ay — +00 quando k — +o00 tal que

V. — @« para algum ¢, € X e, pelo Teorema
©r, — ¢« fortemente em L*(R?) e L*(R?).

Assim, por um lado temos [[@.|l2 = 1, 0 < ||¢«]|s < +00, e por outro lado, de (3.12)),

22
loall3 < WFA(SOAJ —0
k

o que ¢é absurdo. O

3.2 Relac3o entre Fin(A) € fimin(A)

Para cada A > 0 consideremos ¢, € %, solucao de (2.14)), i.e.,

1/2

—Apy(z) + |z)*pa(2) + @ (1 + )\|g0>\(x)|2) = pu(Npa(z), = €R% (3.14)

Entao, multiplicando escalarmente ambos os lados da equagao por ¢, (x), obtemos

1/2
|oa(@)|? da.

) = lleally + [ (14 Aea@)P)
Lema 3.1. A funcao p : (0,400) — R satisfaz as seguintes propriedades:
lim p(A\)=d+1 e lim p(A) = +oo.

A—=0+ A—+o00

Demonstrag¢ao: Observemos inicialmente que
2 2\ 1/2 2
1= [ le@Pde < [ (1+Mea@P) " oa@) de,
R R
A
< [ (14300 @,
Rd 2

A 4
=1+ §/Rd lox(2)]* da.
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Repetindo o argumento decorrente de (3.7), podemos extrair uma sequéncia {@y, tren
que converge fortemente para ¢, em L3(RY) quando A\, — 0%, de modo que, passando ao

limite com k — 400,

1/2
1= [ Jen@Pdo < [ (14 Men@)F) " oa @) d,
R R4

A
_1+?k o, (7)| dr — 1,

isto é,

. 1/2
lim [ (14 Ar, (@)F) 7 o, (@) P dor = 1. (3.15)

Portanto, como
1/2 )
1) = BN + [ (14 Nea@) ) [r @) do = Fa(n),

temos como consequéncia de (3.15)) e (3.3]),

lim pu(A\) =d+1.

A—0t

Por outro lado, observando que u(A) > |loall% + VAllgall3, podemos mostrar que
w(A) = 400 se A — 400 com um argumento de contradicdo andlogo ao que segue
(13.13)). O

Denotemos por fimin(A) a funcdo
1/2
A stV 1= ol + [ (14 Aea@) ) Clea@) Pz, ox € % (3.16)

Como veremos a seguir, podemos relacionar sob condi¢oes adequadas as fung¢oes Epin ()

e fmin(A), sem a mencao explicita a fungao ¢,. Mais precisamente,

Proposicao 3.1. Suponhamos que para todo A > 0, podemos determinar vy € 9, tal

que A — @, seja uma curva diferenciavel em X. Entao,

mm / Nmm (317)

Demonstragdo: Para cada (A, ¢) € (0,4+00) x X temos, com a notagdo anteriormente

definida, )
3/2
B0 = o1 [0+ o))" -

Como demonstrado no Apéndice B, para A > 0 fixado, a aplicagdo ¢ — F)\(¢) é Fréchet

1| dx.

diferenciavel, com derivada Fréchet

F{(¢) = 2(1+ A|¢|*)/?¢.
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Por outro lado, para ¢ € X fixado, por calculos diretos vé-se que a aplicagdo A — F)(¢) é

diferencidvel com derivada

d 1 o\ 1/2 5
S0 = 5 (L0 Ne@P) @) de - Fo). (315)
Sendo A — ) uma curva diferencidvel em X tal que ||@)||2 = 1, temos

d ) d d
) /Rd pa(2)* de = 25}%/Rd Pa(z) rpa(e) dz =2 (w : d)\%>2 =0, VA>0. (3.19)

Como o funcional energia E é Fréchet-diferenciavel em X, segue da Regra da Cadeia que
A = Ey\(¢y) é diferencidvel e lembrando que E} () = (X)), temos de (3.18)) e (3.19)

d o d d
T2 = (i) - wen) ., T FA(@)

=00 (2 g01) + 5500

’¢:SO>\

P=px

Logo,
d

Ao = [ (14 Ar@)P) (@) do = (o). (3:20)

Somando e subtraindo o termo F)(¢,) no lado direito de (3.16)), obtemos da expressao

acima,
d d
pinin(A) = Brnin(A) + A Enin (3) = a(AEmm@)), (3.21)

de onde se conclui que
1 A
Emin()\) = */ ﬂmin(s) dS,
AJo

como queriamos demonstrar. O

Observacgao 3.1. Passando ao limite com A — 07 em ambos os lados da férmula ,

obtemos via a Regra de L’Hospital a confirmacgao do resultado do Lema (3.1], a saber,
d+ 1= lim E,p,(\) = lim
A—0t

A férmula é idéntica a obtida em [(8)] no caso da nao linearidade ciibica e a

obtida em [(I8)] no caso da nao linearidade p-ésima (i.e., |p|P¢).
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APENDICE A - O Método de Galerkin

Consideremos o problema de Cauchy para a equagao de Mufioz-Delgado em R?, (d = 1,2, 3)

. 1/2

iu, — Au+ |zPu+ (1 4+ MNMul?) "uw=0em R?,
t [l (14 Alul?) A1)
0,z

&) = uo(x).

Sabemos que as fungoes de Hermite formam um sistema ortogonal completo de L?*(R¢)
(veja [(9)], [(ITD]). Assim, denotaremos por {1y }ren & sequéncia de fungdes de Hermite

normalizadas em L?(R?).

Neste Apéndice provaremos a existéncia de solugdo no espago X do problema (A.1))

utilizando o método de Galerkin. As principais referéncias utilizadas sao [(0)], [(10)] e

(7).
e O Método de Galerkin

Para m € N fixado, seja X,, o espaco vetorial gerado pelas primeiras m funcgoes de

Hermite. Procuremos solugao de (A.1)) na forma
=Y _g;(t);(2) (A.2)
=0

tal que u,(0,7) = uom(z) = X7, go%;(x), onde go; € C para todo j=1,...,m
Substituindo em (A.1)) e lembrando que —Av; + |z|?; = A1y,

S[is 0+ 20+ (14 A 0F) g0 =0 (a9

Multiplicando a equacio (A.3)) por ¥x(x), com k < m, e integrando em R? obtemos a
equagao
2\ 172
g, () + Megr(t) + Z (/ (1 + Mugn(t, )| ) ;(z)i () dx) gi(t) = 0. (A.4)
Consideremos a seguinte notacao:
g(t) = (91(£), 62(1), -, gm (1)),
N\ 172 (A.5)
aja(®) = [[,(1+ Mun(t.)) 0 (@)n(a) do

onde u,, é definido por (A.2)). Assim, o sistema de equagoes (A.4)) pode ser expresso como

a seguinte equacao vetorial em C™

i-:8(t) + Ag(t) + Alg(t)lg(t) = 0,
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onde A = diag[Ay,..., A\, é matriz diagonal e Alg] = [aiﬂ-(g)} é a matriz com os
coeficientes definidos em (A.5)). Observe que a matriz A[g| é real e simétrica, qualquer

que seja g € C™.

Assim, a solugao aproximada u,,, com m € N fixado, estara definida uma vez definida

a condicao inicial. Portanto, para gy € C™, consideremos o problema de valor inicial

d . .
—8(t) = iAg(t) +iAlg()]g(), (A.6)

g(0) = go-
A seguinte proposicao estabelece o resultado de existéncia e unicidade de solugao global

de (A.6).

Teorema A.l. Para todo m € N fixado e para todo gy € C™, existe uma tunica fungao
ge Ot (R;(Cm) solucao de (|A.6)).

A prova do Teorema é consequéncia direta do seguinte lema, onde mostramos que

a fungao que define o termo néao linear da equagao (A.6) é localmente Lipschiz-continua.

Lema A.1. Seja f: C™ — C™ a fungao definida por f(g) = Alg|g. Entao vale a seguinte
propriedade:

VM >0, 3Cy > 0 tal que se |[g]], [|h[| < M, entao || f(g) — f(h)[| < Cullg — hl|.

Demonstracdo. De fato, se g, h € C™, temos
1/(g) — f(h)|| = [|Alg]lg — A[h]h|| < [[Alg]||lg — hl| + [[Alg] — A[][[|h], (A7)

onde [lg]l = /lg1? + -+~ + lgml* € [Alg]ll = \Jar1(€)* + -+ + amm(8)*

Observemos que se u(x) = > gstbs(x), entdo

asntell = | [, (14 M) eyt s

< (L. (1“'“ ) )" Rl (A3)
(o frotra)

Assim, temos
ja;r(g)]” <1+ /\/Rd lu(@) 2y (2)2de, Yk=1,...,m

Por outro lado,

2

< (f;lwsuws(xn) §m<§:llgs|2l¢s($)|2>, (A.9)
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de modo que
aulg) < 14 2m S 1o [ [ou(as@)Pde, VE=1,....m.
s=1

Seja
C,n := max {/Rd s (2 (z)Pdx; §,s =1,... ,m} :
Entao

la;i(g)] <1+ Am°Ch| g,

dessa forma, se ||g|| < M, temos

1/2
1Alg]lllg = || < m?(1 + Am*CuM?) ||g — hl|. (A.10)

Vejamos agora a segunda parcela do lado direito de (A.7)). Sejam u(x) = Y7, gstbs(x)
€ U(CC) = Z;n:l hs¢s(x) Entéo,

Vi (2)Y(z) do
[0 ()t ()| e

a,(8) — ()| = ‘/R {(1 A u(@)P)” = (1 Ao(@)?)

< [ Nu@R)” = (14 @) )

Se considerarmos f(s) = v/ 1+ As?, segue do Teorema do Valor Médio, |f(b) — f(a)| =
|f(ta 4+ (1 —t)b)|(b — a), para algum 0 < ¢t < 1. Como |f’(s)| < 2)\|s| para todo s € R,

temos, para algum 0 <, < 1,

<2\

’(1 Au@)P) = (14 )\\v(:z:)\Z)l/Z‘

tou(w) + (1 = t)o(@)||u(z) — v(@)|

< 2 [Ju(@)] + ()] [u(z) — v(z)|

e portanto
aix(8) = aju(0)| < 24 | Nu(@)| + |o(@)]| ju(z) = v(@)|[i(@)en(z)| da.
De temos
u(@)] + ()] < g:lﬂgg ol s )] < 2M i e
ue) — v(@)] < 3|90 — Bl (@),

Il
—

s

Logo, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz e da defini¢ao de C,,, temos
0108) — ae)| < MY lgs = hal D [ [0l (@)l (2)be(a)| da
s=1 =1

< AAMmMC, Y |gs — hs| < AAMmM*Cy||g — h).

s=1
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de onde se conclui que
|Alg] — AM]|| < 4AMm*Cylg — h. (A.11)
Segue de e a conclusao da prova com
Cy = max{m2(1 + Am2C,, M*)V?, 4)\m3CmM2}.

O

Demonstragdo. (Teorema |A.1|) Pelo Teorema de Picard, dados gy € C™, existe uma
tinica funcao g € C* ((—T*,T*); Cm> solugao de (|A.10) tal que se T* < 400 (respectiva-

mente T, < 400 ), entao

lim

o g(t)|l = +o0 (respectlvementetll_n%* leg®)| = +o0).

Multiplicando escalarmente ambos os lados da equacao (A.6) por g(t), obtemos

(8'(t) - 8(1)) =i (Ag(t) : 8(D)) +i (Alg®)]s(t) : 8(D))- (A12)

Como as matrizes A e A[g(t)] sao reais e simétricas, o lado direito de ¢ imagindrio
puro, de modo que
1d
2dt
Portanto, ||g(t)|| = |lgo|| para todo t €]—T., T"[, o que significa que T* = T, = 00, como

ls(®)]* =R (g'(t) : g(t)) =0, Vt€]-T.,T7[

queriamos demonstrar. O

Observagao: Como consequéncia do Teorema a fungdo u,, definida em (|A.2)) pertence
ao espaco C'(R, X) e satisfaz a seguinte lei de conservagao, que denominamos conservagio

de massa:

De fato, pela ortogonalidade das fungoes 1, temos
[um ()2 = llg(®)]] = lIgoll-

Além da conservacao de massa, a energia das solugbes u,, também é preservada. Para

veificarmos isso, consideremos a equagao ({A.3) expressa em termos de u,, i.e.,
. 1/2
i, — Ay, + |22, + (1 + )\|um|2> Um =0, (A.14)

onde u], denota a derivada parcial de u,, em relagdo a t. Vale observar que u, (t) € X
para todo m € N, de modo que podemos multiplicar ambos os lados da equagao acima

por u!. e integrar em R?, obtendo assim a equacdo

il 2+ Vi - VA, + JPumtt, + (14 Mupl?) ] d = 0., (A.15)
Rd m m m m
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Tomando a parte real em (A.15)) e lembrando da definigdo do produto escalar de X dado
por (2.4)), temos

(tm(t) : !, () x + /R (1 Aun®P) R (1)1, (0) d = 0. (A.16)

Lembrando também que o funcional F' definido em (2.11)) é diferenciavel em X, temos
pela Regra da Cadeia,

G (0 (0) = (P (0 (®) s, 0)
ou seja,
o [ A @) 1] ar =2 [ (14 Nun(®F) R 0y (1) . (417

Assim, a equacao (A.16]) toma a forma

iE(um(zs)) =0.

Portanto, apos integragao em t, obtemos a conservagao da energia, i.e.,

E(un(t)) = E(um(0)) = E(ugm). (A.18)

Com as leis de conservagao de massa e energia, podemos obter as estimativas apropriadas
que possibilitardo mostrar a convergéncia da sequéncia {u,, }meny para uma solucao de
(A.1)), a partir do resultado preliminar a seguir.

Lembremos que se B é um dado espaco de Banach, denotamos por Z’'(R, B) o espago

da distribuic¢oes sobre R tomando valores B, definido por
7'(R,B) := £(2(R), B).
Assim, se T € 2'(R, B), denotamos, para cada 6§ € Z(R), (T,0) := T(6).

Lema A.2. A sequéncia {t,,(t) }men é Holder equicontinua no espaco L?(R?) com expoente

1/2. Mais precisamente, existe Cy > 0 independente de m tal que
[ty (£) = U (5)]]2 < Colt — 5|/, Vt,s €R. (A.19)

Demonstracdo. Faremos a demonstracao em trés etapas.
Etapa 1: {u,,},, é uniformemente limitada em L*(R, X).

De fato, como a Energia F ¢ uma funcao continua em X e ug,, converge para uy em X,

segue que existe constante C; > 0 (que s6 depende de ug € X) tal que, para todo t € R,

[l ()% < E(m(t)) = E(uom) < Cr.
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Portanto, ||tm||zem®x) < vCh.

Etapa 2: A sequéncia {F'(uy,)}men € uniformemente limitada em L™ (R, LQ(]Rd)).

De fato, sendo F” (um(t)) = 2(1 + )\|um(t)]2)1/2um(t), temos da imersao continua de X
em L2(R%) N L*(RY),

I ()18 = [, (1 + Mot (OF ) (O i = (8} + Ao (9]
< [ () + CM e (B

(A.20)

Logo, da Etapa 1, temos || F'(um)|| Lo, r2(ray) < Co.

Etapa 3: A sequéncia {h,, }men, definida por h,, := —Au,, + |z|*uy, + F'(u,,), é unifor-

memente limitada em L (R, X’).
De fato, sabemos que F ¢é diferenciavel em X (veja apéndice B) e £’ : X — X'. Logo,

o (£) = ;E’<um(t)) EX', VteR.

Por outro lado,

jtnum(t) ()3 =2 [ (un®) = () ) (1) de

— 2R /R () = 0 (9)) (=i () + 1P () + P (1 (1)) diz
. /R () = wn(3) (i E (1)) da

(A.21)
Como

E)%/Rdm(t)(—iAum(t) + ilaun(t) + iF (un(t))) do = 0,

a igualdade (A.21]) se reduz a

;ltHum(t) — U ()] = 2@1%/ m(mum(t) — il (t) = iF (up(1))) da

=R | (s —iE (up(t))) de = —2S » U (8) i (T) dx
= —2\9<um(s) ; hm(t)>

Integrando nos dois lados da identidade acima, obtemos

XxX!

Jum®) = ()3 = =2 [ S(un(s) b)) A <2 [ () o () e

Da Etapa 1 temos,
Jum(®) = () < Co [ W (7)1
Como 2h,,(7) = E'(un (7)) € X', temos

2/ (T)1xr < 1| = At (7) + | a1 (7) 07 + 1 F (i (7))
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Lembrando que o operador —A + |z|? é uma isometria entre X e X', temos
1A (7) = [Pt (7)|x0 = [l ()| x

e consequentemente

SUp || Aty (1) — |22t (7)|| x7 < +00.
teR

Além disso, se identificarmos L?(RY) com seu dual, temos a relacio X & L*(RY) & X',

com as injegdes continuas. Portanto, existe constante C' > 0 tal que ||F'(uy(7))||x <

C|| F'(um(7))||2, € como ja provamos em ({A.20)),
1" (i (7)) [ 2Ry < Nt ()12 + Al (£) - (A.22)

Portanto, segue que

sup || hm () ||x < +o0
teR

e consequentemente, para alguma constante Cy > 0 (que somente depende de |lugl|x),

t
[ (t) = wm(s)]13 < 01/ [ (7) | x dT < Colt — 5],
com o que concluimos a prova do Lema em questao. ]

Teorema A.2. Existe u € L®(R,X) e uma subsequéncia {up,}jen de {tm}men que
converge para u na topologia fraco-+ de L*(R, X)), solu¢ao de em 7'(R, X') tal que
u(0) = up em X'.

Demonstracao. Da Etapa 1 na prova do Lema sabemos que a sequéncia {um, }men
é limitada em L*(R, X) (e consequentemente em L (R, L?)). Sendo L*(R, X) o dual
topoldgico de L' (R, X'), segue do Teorema de Banach-Alaoglu que {u,, }men é relativamente
compacta na topologia fraco-x de L>(R, X) (e também em L>*(R, L?)). Ou seja, podemos
tomar uma subsequéncia, ainda denotada por {u,,}, que converge fraco-x para algum
u € L*(R, X). Em particular, u,, — v em Z(R, X'), i.e.,

(U, : 0) — (u:0), V0e 2R).

Como L*(R, X) C 2'(R, X) podemos derivar u no sentido das distribui¢des, ou seja, u’ €
2'(R, X), e lembrando que —Au + |z*u € L*(R, X') C 2'(R, X’), temos a distribuigao

v tomando valores em X’ definida por

vi=iu — Au+zPu em 2'(R, X). (A.23)

Afirmativa 1: v € L®(R, L?) e a sequéncia {F' () }men converge fraco-x para v.

De fato, como u,, é solugao de (|A.3)), temos para todo 6 € Z(R),

(F'(up) : 0) = (—iul, + Aty — |22, : 0) = (it : 0') + (Auy, — |22, : 0)
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Das convergéncias obtidas acima, temos em X',

mgrfoo((wm 2 0) + (Dt — [P, < 0)) = (iu: 0') + (Au — [o[*u : 0)
= (—iv/ + Au — |2[*u: 0) = {v: )
Portanto, F”(u,,) converge para v em 2'(R, X’).

Por outro lado, como a sequéncia {F’(u;)}meny € limitada em L*(R,L?), temos,
passando a uma subsequéncia se necessario, F'(u,,) — w em L*(R,L?). Portanto,
v=weé€ L>® (R, L2(Rd)), o que prova a Afirmativa 1.

Afirmativa 2: v’ € L>*(R, X").

De fato, como L>®(R, L?) C L*°(R, X’), segue da Afirmativa 1 e da definigao de v,

i =v— Au+ |z]*u € L®(R, X'). (A.24)

Afirmativa 3: Para todo a,b € R, a < b, a funcao u € C’([a, b], X) e satisfaz

lu(t) = u(s)]3 < Clt — 5|2,

Seja I = [a,b], e consideremos 2 o subconjunto de C (I , LZ(R‘{)) formado pelos

elementos u,,|;, ou seja, as restrigoes de u,, ao intervalo I.

E claro que 2 C C(I , LQ(]Rd)) e pelo Lema |A.2) 2" é uniformemente equicontinuo em
C(I, LQ(Rd)>. Além disso, para todo t € I, o conjunto

Z(t) = {unlr(t); um € 27}

estd contido em X e como este estd compactamente imerso em L*(R?), segue do Teorema
de Arzela-Ascoli que 2 é relativamente compacto em C([ , LQ(Rd)). Portanto, passando
a uma subsequéncia se necessario, podemos garantir que {u,|;}men é convergente em
C(1, L2(RY)).

Por outro lado, sabemos que u,, — u em L>®(R, X) e “a fortiori”, em L?(I x R%). Logo,

Um|r converge para u|; em C(I L2 (Rd)). Assim, passando ao limite quando m — 400 na
desigualdade ([A.19), obtemos

u(t) — u(s)|| < C|t — s|¥?, Vt,s € I.
Afirmativa 4: Para todo t € R, a sequéncia {u,,(t)}men converge fracamente para para
u(t) em X.

Para mostrar esse fato, fixemos t € R e lembremos que {u,,(t) }men € sequéncia limitada

em X. Logo, existe u tal que, passando a uma subsequéncia se necessario, u,,(t) — p em
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X. Para concluir que p é igual a u(t), observemos que, para todo t,s € R,

Ju(t) - u%—(() pult) - ugz(mw—u:mw—u@DQ

() = g2 () — (1))

ult) = :
u(t) =
Do Lema e da Afirmativa 3 acima, temos

(u(t) = ult) = u(s)), < Cllu(t)) = pll2|t = 5|

(u(t) = 1+ tn(5) = (1)), C < Ilu()) — plelt — s

Logo,
lu(t) = pll3 < 2Cut) — pllalt — s + (u(t) = s uls) — un(s))

+ () = ot um(t) — 1)

A primeira parcela no lado direito da inequagao acima tende a zero quando s — t; a terceira

2

2

tende a zero quando m — 400 pois, por hipdtese, u,,(t) — p em X. O problema persiste
na segunda parcela, que envolve u,,(s). Mas sabemos que u,, — u em L> (R, LQ(R2)>.

Assim, para € > 0, temos

Ju(t) = 3 < [ ute) = plle = o 2ds 4 o [ (ult) = s uls) - un(s)), ds
= (u() = gz wn(t) )
< Tlhutt) — pll+ o [ (u0) = us) = () Xel) ds
+ (ut) = g wn(t) - )

onde estamos denotando a funcdo por X.(s) a fungdo caracteristica do intervalo [t — ¢, t +¢].

Logo, fixado ¢ > 0 e fazendo m — +o0, obtemos |u(t) — pllz < 4¢/3, e como ¢ é

arbitrario, temos u(t) = p.

Afirmativa 5: A funcao u satisfaz a condicao inicial do problema em X', isto é,
(u(0) : ) = (ug : ¥) para todo ¢ € X.

Da equacio (A.3), temos
(it (£) = Dt (£) + |2t (8) + F'(um () - 90) =0, VtER, Vo € X,
de modo que
/Ooo<iu’m(t) = Aty (1) + |2t (£) + F (i (£) 1 00)0(t) dt = 0,
para todo 6 € C5°(R). Logo, se (0) = 1,
| (it (@) £ 0)0'(2) dt + (i (0) : )
= [ (D) = [P () = F () < )0 dt
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Passando ao limite quando m — +oo e lembrando que F”(u,,) converge para v fraco-x em
L*(R, X) e de ((A.24), obtemos

o0

/0 w<—iu(t) L0 (t) dt + (iug : ) = /0 (Au(t) = [zu(t) — o(t) : ¥ )0(t) dt
_ /0 it s 0)o(e) d.

Portanto,

up = /O ” w(®)f'(t) +u/(1)0(t)| dt em X' para todo 6 € Z(R) t.q. H(0) = 1.

Afirmativa 6: F'(u) = v. Mais precisamente, F'(u,,) — F'(u) em LOO(R, L2(Rd)) e,
portanto, u é solucao de .

Vimos na Afirmativa 1 que F'(u,,) — v em L (R, LQ(Rd)>. Seja I = [a,b]. Entao
F'(un)|r, a restrigado de F'(u,,) ao intervalo I, converge para v|; na topologia fraca de
L*(I x R%).

Como vimos na prova da Afirmativa 3, o subconjunto £~ formado pelos elementos |,
é relativamente compacto em C' (I , LQ(Rd)) e, passando eventualmente a uma subsequéncia,

podemos garantir que {u,,|r} é convergente para uy em C (I , L2(]Rd)) e consequentemente,

F'(um|;) — F'(u|r) em quase todo ponto de I x R?. (A.25)

Como {F'(um)}men é uniformemente limitada em L* (R, L2(Rd)>, o mesmo vale para
L2(I x R?). Logo, passando a uma subsequéncia se necessario, temos F'(u,,) — F'(u) = v
em L?(I x R?). Como I foi fixado arbitrariamente, temos F'(u) = v em R x RY. Assim,
u € L*(R, X) é solucao de no sentido das distribui¢oes com valores em X'. O
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APENDICE B - A Diferencial do Funcional

Energia

Neste Apéndice deduzimos as expressdes para a derivadas
F'iX—-X e F' ' X—-2XX)
referentes ao funcional nao linear

F:X SR, F(¢):= ;A /Rd [(1 + (@) = 1]da.

Considerando o produto escalar em X definido em ({2.4)) e para simplificar os cdlculos,
faremos a identificacio L?(R? C) ~ L?(R% R x R), de modo que se ¢(z) = a(z) + ib(z)
¥(x) = h(x) + ik(x), entao

(@ : 1))y = / (a(x)h(x) + b(ac)k:(x)) dr. (B.1)

R4

Seja g : R? — R definida por g(a,b) = {(1 + Xa® + )\62)3/2 - 1}. Entao

dg 2 n1/2 09 ) N\ 1/2
%—Za(l—k)\a + A7) %—Qb(l—l—)\a +A0?)
2 2)\ 2
8g= ¢ 1/2+2(1+)\a2+)\b2)1/2
da (14 Aa2 + Ap2)
g 2\b? ) N\ 1/2
w: 1/2+2(1+)\6L +)\b)

(1 + Xa? + /\b2)

g g 2 ab
dadb — Obda (1+ a2+ Aba)l/f

Com a identificagao (B.1)), temos

(F'(¢):0), = . Vg(a(x), b(x)) - (h(x), k(x)) dz
_ /R 2(1+ Mo(@)P)"” (ala)h(x) + bla)k(2)) da
— [ 201+ No(@)P) R (6(2)8(@) ) da.

Portanto, F'(¢) = 2(1 + )\|gb(x)|2)1/2gb.
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De modo andlogo, se ¢ = h + ik, temos <F”(¢)w : 90>X/XX = Hg(a,b)(h, k) - (h, k),
onde Hg denota a Hessiana de g. Pelas derivadas de segunda ordem obtidas acima e com

R= (1 + )\|¢(x)|2)1/2, temos

Ho(a,b)(h. k) - (b ) = <2>\ah Z)Zbk’ 2)\;bh . mgk s Rk) iy
( (ah + bk) + 2R, 2]);)(@}1 + bk) + sz> - (h, k)
2R (ah + bk)(a,b) - (h, k) + 2R(h, k) - (h, k).
Portanto,
F(g) = » A|i?x>|2)1/23?(¢¢)¢ £2(14 No@)) .

Em particular, concluimos que f é de classe C' em X.
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APENDICE C - Rearranjamento

No que segue, apresentamos as definigoes e os principais resultados da Teoria de
Simetrizacao de Schwarz, cujas demonstracoes serao omitidas. O leitor interessado podera
consultar as referéncias (2)), (16), (24) e (15).

Definigdo (Rearranjamento de um conjunto): Seja Q C R? um conjunto mensurdvel.

Definimos o rearranjamento esférico de €2 como o conjunto
0= {a: e R wylz|? < med(Q)},

onde med(f2) e wy denotam respectivamente as medidas de Lebesgue de Q e By (0).

Definicao: Denotamos por % o espaco das funcdes mensuraveis f : R? — R¥ tais que
med({f > t}) < 400, Vt>0,

onde, para simplificar a notagao, escrevemos {f >t} := {z; f(z) > t})

Definicao: Denotamos por %, o conjunto das fungoes f € % cujo gradiente no sentido

1
loc

LY(Q), para todo conjunto €2 mensurdvel e de medida de Lebesgue finita. Observe que
Whr(RY) C 4, para todo p > 1.

das distribuicdes pertence a L} (R? R?) e, além disso, a funcdo real |V f| pertence ao

Defini¢ao (funcao de distribui¢ao): Para cada f € %, definimos a func¢ao de distri-
buicdo de f, por

ps: [0, supess f] — [0, med(Q2)],
prlt) = [ Xegop(@)de = med({a ; f(a) > 1}),
onde X{ss¢ denota a funcao caracteristica do conjunto {f > t}.

Teorema C.1 (propriedades da funcgdo distribui¢io). Sejam Q C R¢ conjunto men-

suravel e f,g € #. Entao as seguintes propriedades valem:

(1) pus € decrescente e continua a direita;
(i1) tL1r+n pr(t) =0 e é continua em t > 0 se, e e somente se, med({f =t}) =0;
(e.e]

(1it) Se f < g qtp em Q, entao piy < pu,.

Demonstragdo. Ver (16), Proposigao 6.1 e (24), Proposigao 1. O
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Defini¢ao (rearranjamento decrescente): Dada uma funcao f € %, definimos seu

rearranjamento decrescente como a inversa a direita da funcao jiy, isto ¢,

f* 10, 400] — [infess f,supess f],
fr(s) = inf{t € (infess f,supess f) ; pur(t) < s},

Teorema C.2 (propriedades da fungio rearranjamento decrescente). Seja [ :

Q — RT € %). Entao f* possui as seguintes propriedades:

(i) A fungao f* é decrescente e continua a direita. Além disso, f*(0) = supess f;

(i1) f*(pusp(t)) < t, para todo infess f < t < esssup f, com desigualdade estrita se, e

somente se, ji5 é constante em algum intervalo em seu dominio;
(iii) med({s € [0,med(Q)] ; f*(s) > t})=med({z € Q; f(z) > t})

(iv) med({s € [0,med(Q)] ; f*(s) = O})§ med({x €eQ; f(x) = 0}) com igualdade se,

e somente se, vale uma das sequintes condicoes:
med({x e flx) > 0}) = 400

med({z € Q; f(x) >0 400 ou
(e (@) 0}) < med({z € Q; f(z)=0}) =0

Demonstragao. Ver (10), Proposi¢ao 6.3 ]

Definig¢ao (simetrizagdo de Schwarz) Dada f € %, sua simetrizacao de Schwarz, ou

rearranjamento esférico e decrescente, é dado pela fungao f¢ : R? — [0, +00) definida por
fo(x) = f*(walz]?),
sendo w, o volume da bola unitéria em RZ.

Teorema C.3 (Propriedades da Simetrizagdo de Schwarz). Seja f € %,. Sua

simetrizacao de Schwarz f° possui as seguintes propriedades:

(1) f* é radialmente simétrica e decrescente;

(i) se F': R — RT é uma fungao Borel mensurdvel, entdo

{@ﬂﬂmwzkfmmm;
(iii) se G : R — R é uma fungao nao-decrescente, entao (G(f))* = G(f*);
(iv) se f,g € % e f<g,entdo f* < g°;
(v) (Hardy - Littlewood) se f, g € %, entao

[ f@g@)dz < [ f(@)g’(x) da
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(vi) (Polya - Szego) se f € %, entao f* € #,. Além disso, dada uma fungao H convexa
e tal que H(|V f|) € L*(R?), entao

[LH(VF @ dr < [ H(ViG

Demonstragdo. Veja (15)), pagina 14. Para (v) e (vi), veja (2)), Teorema 2.2. e Teorema

2.7. Para o ponto (iv), veja (16), Proposi¢ao 6.10. ]

Teorema C.4. Seja f € L>®°(RY) N LY(RY) e f* sua simetizacao de Schwarz. Se

el @) de < oo,
Rd

entao,

[ el 1r @) de < [ 1o f @) da.
Rd Rd
Demonstragio. Para cada t > 0 e cada R > 0, definimos py, ”\fl [0, +00) — R por

pip () = med{x € Br(0); |f(x)| > t},

,uqu(t) = med{x cRY; |f(z)| > t}.
de modo que temos obviamente p} (t) < pjz(t) para todo ¢ > 0. Além disso {uf} }r é uma
familia crescente de fungoes (decrescentes) que converge quase sempre para jiz em [0, +00).
Portanto, se denotarmos por f* e fr as inversas a direita de py e [Lf}‘, respectivamente,

temos {f};}r uma familia crescente de fungdes que converge pontualmente quase sempre

para f* no intervalo [0,supess|f]].

Consideremos entdo [}, : R? — R definida por

fr(walz]?) se |z < R,
frl@) = { 0 se |x| > R,

isto é, f}, é a simetrizacdo de Schwarz de f na bola Bg(0), com extensdo nula fora da bola.

Entao, temos as seguintes propriedades para {f3}r:

L. fi (z) < fi,(z) quase sempre em RY, se Ry < Rs;
2. f5(z) < f*(z) quase sempre em R?, qualquer que seja R > 0;
3. fi(x) — f4(z) para quase todo z € RY.

Por outro lado, como a aplicagio = — (R? — |z|?) é simétrica, segue do Teorema [C.3}(v),

que

Joo Bl @l < [ (R =l fifo)]
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isto é,
B[ (@)= @) < [ el ()] - 15w d

Pela equimensuberalidade da simetrizacao de Schwarz, (veja Teorema [C.3}(ii)) a integral

do lado esquerdo da desigualdade acima é nula, de modo que

/BR(O) [o[*(1f(@)| = | f3(x)]) dw >0, VR > 0.

Assim,
2| rs < 2 < 9 '
[, o Pl de < [ jaPli@ld < [ oPlf)]de

Portanto, como consequéncia do Teorema da Convergéncia Monotona de Lebesgue, con-

cluimos que
2| £s 2
L el @)l de < [ ol ()] da,

como queriamos demonstrar. O]
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