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da equação de Liouville para materiais com estrutura não-cristalina, onde
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Homogenization of Liouville Equations
beyond stationary ergodic setting
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The main objective of this work is to study the homogenization’s problema of
the Liouville’s equation for material with non-crystalline structure, where the
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wich involves both macroscopic and microscopic scales.
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Motivação

Na mecânica, f́ısica, qúımica e engenharias em geral, frequentemente encon-
tramos fenômenos modelados por equações diferenciais parciais definidas em
meios com estrutura periódica ou mesmo quasi-periódica. Por exemplo: Ma-
teriais compostos, meios porosos, cristais, poĺımeros, materiais perfurados,
etc. Quando a estrutura que se repete tem peŕıodo (caso periódico) pequeno
em comparação com a região em consideração, o estudo de algumas pro-
priedades destes meios (sua temperatura, deformações, deslocamento, etc.)
podem ser analisadas no contexto da Teoria de Homogeneização.

A grosso modo, conhecemos pelo nome de Homogeneização ao conjunto
de técnicas matemáticas que permitem substituir um meio heterogêneo por
um homogêneo equivalente. O uso dessas técnicas se justifica pelo desejo de
se obter informação de caráter global sobre meios de natureza fortemente
heterogênea. Isto é, a homogeneização faz referência ao processo de ob-
tenção de leis de comportamento macroscópicas em função de informações
microscópicas. Este processo é justificado pela utilização da convergência
de funções no sentido fraco, e de modo formal pela utilização da expansão
assintótica.

A teoria da homogeneização tem muitas aplicações importantes, como
no estudo da condutividade térmica ou elétrica em materiais compostos
ou também no estudo da dispersão de poluentes na atmosfera. Inicial-
mente, a homogeneização foi desenvolvida para descrever meios em estruturas
periódicas e depois estendida para estruturas quasi-periódicas e estocásticas.

Via de regra, é associado ao conceito de homogeneização o estudo das
propriedades do material usando duas escalas: a local ou microscópica, que
descreve as heterogeneidades, e a global ou macroscópica, que descreve o
comportamento geral do composto. Claramente, em problemas reais pode
existir mais de duas escalas, mas matematicamente é suficiente estudar duas
escalas. Desta maneira, através do processo de homogeneização, procura-se
descrever propriedades globais dos compostos levando em conta as propri-
edades locais do problema. Do ponto de vista macroscópico, o composto
homogeneizado parece um material homogêneo (as propriedades não variam
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com a posição). Como um exemplo, vamos considerar o modelo f́ısico abaixo.
Seja Q ⊂ Rn uma região ocupada por um material de condutividade

térmica contante a. A temperatura u(x) do corpo satisfaz a seguinte equação
estacionária do calor: {

−a∆u(x) = f(x) em Q,
u
∣∣
∂Ω

= 0,

onde a funcão f representa uma fonte de calor.
Por simplicidade, suponha agora que a região Q é preenchida por dois

tipos de materiais, isto é, Q = Q1 ∪Q2 e Q1 ∩Q2 = ∅, como podemos ver na
figura abaixo.

Figura 1: Domı́nio com 2 tipos de materiais

Assuma que cada material, Q1 e Q2, tenha condutividade constante a1, a2 >
0, respectivamente. Seja ui a temperatura em Qi para i = 1, 2. Impondo
condições naturais, como u1 = u2 em ∂Q1 ∩ ∂Q2 e a1∇u1 · n1 = a2∇u2 · n2

em ∂Q1 ∩ ∂Q2, onde ni é o vetor unitário normal exterior a ∂Qi, i = 1, 2, e
n2 = −n1, pode-se provar que a função

u(x) = u1(x)χQ1(x) + u2(x)χQ2(x),

será a solução fraca da equação:{
−div (a(x)∇u) = f(x), x ∈ Q
u
∣∣
∂Q

= 0.

onde

a(x) =

{
a1 se x ∈ Q1

a2 se x ∈ Q2.

Agora vamos distribuir os materiais 1 e 2 sobre Q de maneira mais hete-
rogênea da seguinte forma: Sejam [0, 1]n := Y = Y1 ∪ Y2, o cubo unitário e
para cada x ∈ Q, χi(x) = χYi (x− [x]) a extensão Y−periódica de χYi , onde
[x] representa o maior inteiro, menor que x.
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Figura 2: Domı́nio periódico

Dado ε > 0, defina

Qε
i :=

{
x ∈ Rn; χi

(x
ε

)
= 1
}
.

A condutividade térmica do material é dada por

aε(x) =

{
a1 se x ∈ Qε

1

a2 se x ∈ Qε
2 ,

que é equivalente a escrever

aε(x) = a1χ1

(x
ε

)
+ a2χ2

(x
ε

)
:= a

(x
ε

)
,

onde a : Rn −→ R é Y−periódica. Conforme o exemplo anterior, a tempe-
ratura será dada por

uε(x) = u1(x)χQ∩Qε1(x) + u2(x)χQ∩Qε2(x),

e é a solução fraca da equação{
−div

(
A
(
x
ε

)
∇uε

)
= f(x) em Q

uε
∣∣
∂Ω

= 0,

onde A(·) = a(·)In×n.
Segue da equação anterior que a temperatura uε depende de duas escalas

que são descritas pelas variáveis x e x
ε
. A primeira, chamada ”macroscópica”,

que representa a posição do ponto em Q e a segunda, a variável microscópica,
determina se o ponto está em Qε

1 ou Qε
2. Observe também que tornar as hete-

rogeneidades cada vez menores, significa que nós ’homogenizamos’ a mistura
e do ponto de vista matemático isso significa que ε > 0 tende a zero.
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Até aqui, temos o que é conhecido como homogenização no contexto deter-
mińıstico, o qual se iniciou na década de 60 com os trabalhos de S. Spagnolo
[18] e E. De Giorge e Spagnolo [10]. Ainda relacionado a este contexto, pode-
mos citar com referência A. Bensoussan, J-L.Lions e G.Papanicolau [3] e V.
V. Jikov, S.M. Kozlov e O. A. Oleinik [11]. Mais recentemente, e de fato, com
grande desenvolvimento nos dias de hoje, temos o conceito de homogenização
estocástica, o qual, descrevemos abaixo.

Então, suponha que os materiais 1 e 2, como anteriormente dados, sejam
distribuidos de maneira aleatória. Sejam Ω um espaço de probabilidade e
X : Ω −→ {0, 1} uma variável aleatória. O tipo de material a ser colocado
nas regiões é Y1 e Y2 aleatoriamente determinado pela variável X. Portanto,
podemos escrever

aε(x, ω) =
[
a1 + (a2 − a1)X(ω)

]
χ1

(x
ε

)
+
[
a2 + (a1 − a2)X(ω)

]
χ2

(x
ε

)
.

Neste caso, podemos reformular a equação eĺıptica acima para a confi-
guração estocástica dada pela seguinte equação:{

−div
(
A
(
x
ε
, ω
)
∇uε

)
= f(x) em Q,

uε
∣∣
∂Ω

= 0,

onde A(·) = a(·)In×n.

Neste momento, questões importantes surgem:

∗ uε converge para u em algum sentido?

∗ No caso estocástico, u depende de ω?

∗ u satisfaz alguma equação limite?

∗ Como os coeficientes dessa equação limite se relacionam com a matriz
Aε (·)?

∗ Os resultados dependem do domı́nio Ω, da condição de fronteira, do
termo fonte f ou da escolha da subsequência de ε?

Para entendermos melhor como funciona o processo de homogenização,
que é o processo de passar o limite na equação, vamos dar uma idéia das
dificuldades envolvidas nos exemplos anteriores. Primeiro, vamos nos con-
centrar no caso periódico. Como a matriz A(·) satisfaz A(y)ξ ·ξ ≥ c |ξ|2, com
c > 0 constante, pode-se provar que ∇uε é limitada em L2(Q)n. Portanto,
usando a desigualdade de poincaré conclúımos que uε é limitada em H1

0 (Q).
Assim, a menos de uma subsequência, existe u ∈ H1

0 (Q) tal que uε converge
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fracamente para u em H1
0 (Q). Além disso, da limitação de A(·) e de ∇uε

obtemos que o fluxo qε = A
(
x
ε

)
∇uε é uma sequência limitada em L2(Q)n.

Portanto, a menos de uma subsequência, qε converge fracamente para alguma
função q em L2(Q)n e q satisfaz a equação −divq = f em D′(Q). De forma
resumida temos que: 

uε ⇀ u em H1
0 (Q)

qε ⇀ q em L2(Q)
−divq = f em D′(Q).

Observe que da limitação da matriz A
(
x
ε

)
em L∞(Q;Rn2

), a menos de uma

subsequência, pode-se mostrar a existência de uma matriz A (constante) tal
que A

(
x
ε

)
converge fraco ∗ para A. Assim, podeŕıamos pensar que q =

A∇u, porém o produto de funções que convergem fracamente nem sempre
converge fracamente para o produto dos limites fracos. Então para contornar
essa dificuldade existem alguns métodos na teoria da homogenização, no
qual utiliza-se fortemente a convergência da média dos coeficientes Aε. Na
resolução deste problema podemos citar o método de Tartar e o método
de convergência em duas escalas, que podem ser vistos em [7]. E com isso
pode-se mostrar que u satisfaz{

−div (A∗∇u) = f(x) em Q,
u
∣∣
∂Ω

= 0,

onde a constante A∗ não é necessariamente igual a A.

No caso estocástico, fixado ω ∈ Ω, podemos concluir que
uωε ⇀ uω em H1

0 (Q)
qωε ⇀ qω em L2(Q)
−divqω = f em D′(Q).

Na resolução do problema estocástico anterior, foi preciso generalizar a
noção de média, e com isso usamos o Teorema ergódico de Birkoff, que po-
demos aplicar sob certas afirmações do coeficiente Aε, em particular quando
Aε é estacionária. Ainda, pode-se mostrar que A

(
x
ε
, ω
)
∇uε converge para

A∗∇u, onde A∗ é uma constante. Logo, por unicidade do problema, pode-se
concluir que u não depende de ω e satisfaz uma equação igual a anterior.
Para este caso, podemos citar o método da compacidade compensada que
pode ser visto em [11].

Agora, vamos descrever um caso de homogenização estocástica muito in-
teressante, o qual um material que tem uma certa desordem aleatória pode
ser representada por uma certa aplicação Φ.
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Suponhamos que o nosso domı́nio Q seja uma deformação aleatória através
de uma aplicação Φω : Rn −→ Rn, ω ∈ Ω, como pode ser visto na figura
abaixo.

Figura 3: Deformação Estocástica

Então para cada ω ∈ Ω, aε(x, ω) pode ser reescrita como

aε(x, ω) =
[
a1+(a2−a1)X(ω)

]
χ1

(
Φ−1

(x
ε
, ω
))

+
[
a2+(a1−a2)X(ω)

]
χ2

(
Φ−1

(x
ε
, ω
))

.

Para cada ω ∈ Ω temos a seguinte modelagem:{
−div

(
A
(
Φ−1

(
x
ε
, ω
)
, ω
)
∇uε

)
= f(x) em Q,

uε
∣∣
∂Ω

= 0,

onde A(·) é uma matriz n× n.
Para este caso, podemos citar os trabalhos de X. Blanc, C. Le Bris e

P.-L. Lions [4, 5] como os primeiros desenvolvedores dessa teoria. Neste
ambiente, foi preciso estender o teorema de Birkoff para obtermos o processo
de homogenização.
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Introdução do Problema

Este trabalho consiste em estudar o comportamento assintótico (isto é, fazer
ε > 0 tender a zero) da equação de Liouville no seguinte problema problema
de Cauchy



∂tf
ε(t, x, ξ, ω) + ξ · ∇xf

ε(t, x, ξ, ω)

+
1

ε
c
(

Φ−1
(x
ε
, ω
)
, ω
)
· ∇ξf

ε(t, x, ξ, ω) = 0 in R2n+1
+ × Ω,

f ε(0, x, ξ, ω) = f 0
(
x,Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)
in R2n × Ω,

(0.1)

onde R2n+1
+ := (0,+∞)× R2n e Ω é um espaço de probabilidade.

Os coeficientes em (0.1), isto é, a função de valor vetorial c e a condição ini-
cial f 0, são pertubações aleatórias realizadas por difeomorfismos estocásticos
(chamados deformações estocásticas) de funções estacionárias. A proprie-
dade de estacionaridade de função aleatórias será precisamente definida nos
caṕıtulos que se seguem, assim como a definição de deformações estocásticas,
que foi introduzida por X. Blanc, C. Le Bris, P.-L. Lions em [4, 5], onde
eles consideraram a homogenização do problema de operador eĺıptico cujos
coeficientes são periódicos ou funções estacionárias pertubadas por difeor-
morfismos estocásticos. O comportamento assintótico de (0.1), quando a
deformação estocástica Φ(y, ω) é a função identidade, foi estudado pela Dali-
bard em [9] e este é o primeiro trabalho envolvendo deformações estocásticas
em um contexto diferente de problemas eĺıpticos ou estacionários (no tempo).

Este trabalho é parte do Projeto relacionado ao estudo do fluxo de elétrons
(representado pela densidade de probabilidade f ε) em sólidos não-cristalinos,
também em estado ”glassy”da matéria, que justifica a forma considerada
para os coeficientes em (0.1). Mais precisamente, assumimos que, a variável
rápida é dada pela composição de funções estacionárias com as deformações
estocásticas. Essas composições estão longe de serem funções estacionárias,
por isso dizemos que nosso ambiente de trabalho está ”além da configuração
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estacionária ergódica”. De fato, esse é um ponto delicado para entender.
Para começar, resumiremos alguns fatos importantes, que nos parecem pouco
explorados anteriormente.

Existem algumas operações importantes na análise onde a propriedade de
estacionariedade é preservada, como diferenciação, convolução com um Ker-
nel adequado e passagem ao limite. No entanto, existem outras operações
importantes que são mais apropriadas para descrever fenômenos f́ısicos onde a
propriedade de estacionariedade é perdida. Por exemplo, seja f ∈ L1

loc(R;L1(Ω))
uma função estacionária e defina Φ(x, ω) :=

∫ x
0
f(s, ω)ds. Em geral, a função

Φ não é estacionária, exceto no contexto periódico. Para ver isso, podemos
mostrar a seguinte caracterização:

• Seja f uma função cont́ınua periódica e Φ(x) :=
∫ x

0
f(s) ds.

Φ é uma função periódica se, e somente se, o valor médio de f é nulo.

De fato, se k ∈ Z, note que,

Φ(x+ k) = Φ(x) ⇐⇒
∫ x+k

0

f(s)ds =

∫ x

0

f(s)ds

⇐⇒
∫ x+k

x

f(s)ds = 0.

Escreva F (x) =
∫ x+k

x
f(s)ds. Então F ′(x) = f(x + k) − f(x) = 0,

donde F (x) = cte. Assim F (x) = F (0). Concluindo assim que,

Φ(x+ k) = Φ(x)⇐⇒
∫ k

0

f(s)ds = 0.

A definição do valor médio de f , denotada M(f), é dada no próximo
caṕıtulo. Aqui, já que f é periódico, M(f) =

∫
Y
f(s)ds, onde Y é o

peŕıodo de f .

Em geral, além do contexto periódico, o valor médio nulo não é sufici-
ente para assegurar a estacionariedade da função primitiva Φ(x, ω). Vamos
considerar a seguinte versão modificada do clássico exemplo de Bohr:

• Sejam λ1, λ2 dois números reais linearmente independentes sobre Q, e
R2/Z2 o toru de dimensão 2 que pode ser identificado pelo quadrado
[0, 1)2. Defina o grupo (sistema dinâmico)

T : R× [0, 1)2 → [0, 1)2, T (t)ω = ω + t(λ1, λ2)− [ω + t(λ1, λ2)],
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onde [x] denota o único número em Z2 tal que x− [x] ∈ [0, 1)2. Devido
a independência linear dos números λ1, λ2 sobre Q, pela resolução das
equações Diofantinas, dado um inteiro m ≥ 1, podemos encontrar αm ∈
Z2, tal que δm := αm · (λ1, λ2), que satisfaz m−2/3 ≤ 2δm ≤ 2m−2/3.
Então, considere as funções f : [0, 1)2 → R e Φ : R× [0, 1)2 → R dados
respectivamente por

f(ω) :=
∞∑
m=1

δ2
m sin (2π ω · αm) , Φ(x, ω) :=

∫ x

0

f (T (s)ω) ds.

Existem duas caracteŕısticas de f (T (·)ω) que vale a pena mencionar:

i) A função f (T (·)ω) é quase periódica, e é periódica se, e somente
se, λ1 e λ2 são inteiros múltiplos de cada um.

ii) O valor médio de f (T (·)ω) é zero.

Devido a convergencia uniforme da série, que define f , temos

Φ(x, ω) =
∞∑
m=1

δ2
m

∫ x

0

sin (2π ω · αm + 2πδm s) ds

=
∞∑
m=1

δm

[
− cos (2π ω · αm + 2πδm x) + cos (2π ω · αm)

]
.

Agora, fazendo ω0 = (0, 0) e usando a desigualdade | sin(t)| ≥ |t|/2
para |t| ≤ 1 temos

Φ(x, ω0) =
∞∑
m=1

δm

(
1− cos (2πδm x)

)
=

∞∑
m=1

2δm sin2 (πδm x)

≥
∑

m; |xπδm|≤1

2δm sin2 (πδm x) ≥
∑

m≥(π|x|)3/2
2δm

(
π|x|δm

2

)2

=
∑

m≥(π|x|)3/2

(xπ)2δ3
m

2
≥ π2|x|2

16

∑
m

π3/2
≥|x|3/2

1

m2

=
|x|2

16π

∑
k≥|x|3/2

1

k2
≥ |x|

2

16π

∫ ∞
(|x|3/2−1)

1

s2
ds =

|x|2

16π(|x|3/2 − 1)
,

o que implica lim
|x|→+∞

Φ(x, ω0) = +∞. Portanto, a função Φ(x, ω) não

pode ser estacionária.
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Assim, afim de manter a estacionaridade da operação primitiva além do
contexto periódico, precisamos impor condições mais restritivas. Por exem-
plo:

• Se f : R → R é uma função quase periódica tal que supp f̂ é um
conjunto compacto e não contém a origem, então sua primitiva Φ(x) =∫ x

0
f(s) ds é também quase periódica. Aqui, f̂ é a Tranformada de

Fourier da função f e é entendida no sentido das distribuições.

Para provar este resultado, considere a função ϕ̂ ∈ C∞c (Rn) tal que
ϕ̂ ≡ 1 no supp f̂ e ϕ̂ ≡ 0 na vizinhaça da origem. Defina a função
ψ : R → R por ψ(ξ) = ϕ̂(ξ) ξ−1 se ξ 6= 0 e ψ(0) = 0 e considere
Φ := f ∗ ψ̌. Agora, é suficiente notar que Φ é uma função quase
periódica que satisfaz Φ̂′(·) ≡ f̂(·).

Terminaremos esta discussão mostrando que, se uma deformação estocástica
Φ : Rn × Ω → Rn tem a propriedade de que f (Φ(x, ω), ω) é ainda uma
função estacionária para qualquer função estacionária f ∈ L1

loc(Rn;L1(Ω)),
então devemos esperar que Φ(·, ω) ≡ id. A fim de convencer isso, toma-
mos Ω := Rn/Zn ∼= [0, 1)n e defina o sistema dinâmico T : Rn × Ω →
Ω por T (x)ω := x + ω − [x + ω]. Seja Φ(x, ω) ser uma deformação es-
tocástica com a propriedade citada acima. Dado F ∈ C (Ω) considere
f(x, ω) = F (T (x)ω). Se G(x, ω) = f (Φ(x, ω), ω) é estacionário no sen-
tido que G(x + h, ω) = G(x, T (h)ω) para todo x, h ∈ Rn e ω ∈ Ω, então
temos F

(
Φ(h, ω) + ω

)
= F

(
Φ(0, T (h)ω) + h + ω

)
. Já que F é arbitrário,

Φ(h, ω) = Φ
(
0, T (h)ω

)
+ h. Em particular, se Φ(0, ω) = 0 para todo ω ∈ Ω,

então Φ(·, ω) ≡ id.

O principal objetivo deste trabalho é justificar rigorosamente a expansão
assintótica do solução f ε, dado pelo seguinte

Teorema 0.1 (Teorema Principal). Seja Φ(y, ω) uma deformação estocástica,
τ : Rn × Ω −→ Ω um sistema dinâmico n-dimensional e

f 0 = f 0(x, y, ξ, ω) = F0(x, ξ, τ(y)ω),

onde F0 ∈ L1
loc(R2n × Ω). Assuma que, para cada ε > 0, a função

R2n × Ω 3 (x, ξ, ω) 7→ f 0
(
x,Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)
é mensurável. Se f ε é a solução fraca do problema de Cauchy (0.1), então
podemos escrever

f ε(t, x, ξ, ω) = f
(
t, x,Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)
+ g

(
t, x,

t

ε
,Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)
+ rε(t, x, ξ, ω),
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onde as funções f(t, x, y, ξ, ω), g(t, x, s, y, ξ, ω) e a sequência {rε}ε>0 satisfa-
zem:

(i) lim
ε→0

rε = 0 in L∞loc(R+;L1
loc(R2n × Ω)).

(ii) f ∈ L∞loc(Rn+1
+ ;L1

loc(Rn
x × Rn

ξ × Ω)) ∩ L1
loc(R

3n+1
+ × Ω);

f(t, x, ·) ∈ K para q.t.p. (t, x) ∈ Rn+1
+ ;

f satisfaz a equação de evolução macroscópica

∂tf(t, x,Φ−1(z, ω), ω)

+ ξ̃(Φ−1(z, ω), ξ, ω) · ∇xf(t, x,Φ−1(z, ω), ξ, ω) = 0
(0.2)

(iii) g ∈ L∞loc(R2
+ × Rn

y ;L1
loc(Rn

x × Rn
ξ × Ω)) ∩ L1

loc(R
3n+1
+ × Ω);

g(t, x, s, ·) ∈ K⊥ para q.tp. (t, x, s) ∈ (0,+∞)× Rn × (0,+∞);

g(t, x, ·) satisfaz a equação de evolução microscópica

∂sg(t, x, s,Φ−1(z, ω), ω) + ξ · ∇zg(t, x, s,Φ−1(z, ω), ξ, ω)

+ c(Φ−1(z, ω), ω) · ∇ξg(t, x, s,Φ−1(z, ω), ξ, ω) = 0
(0.3)

com condição inicial

(f 0 − f̃ 0)
(
x− tξ̃(Φ−1(z, ω), ξ, ω),Φ−1(z, ω), ξ, ω

)
.

Além disso, para cada T > 0

lim
ε→0

∫ T

0

g

(
t, x,

t

ε
,Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)
dt = 0 in L1

loc(R2n × Ω).

As equações (0.2), (0.3), a definição de K, K⊥ e a projeção P =˜sobre K
estão precisamente dadas no caṕıtulo 4, aonde apresentamos uma discussão
detalhada sobre eles.

Seguindo [17], faremos uma breve discussão à respeito da importância de
materiais não-cristalinos. É fato que, existem mais sólidos não-cristalinos do
que cristalinos, já que cristais perfeitos (modelados por funções periódicos)
são raros na natureza. Semicondutores não-cristalinos são um dos melho-
res exemplos, que são conhecidos por serem senśıveis no comportamento
mecânico, ótico e eletrônico, devido as mudanças de estrutura e de desordem
qúımica. De fato, a idéia de desordem (representado aqui pela deformação
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estocástica) é uma caracteŕıstica importante para entender muitos fenômenos
naturais, que não pertencem apenas ao escopo de estados f́ısicos, mas também
na biologia, qúımica e sociologia.

Este trabalho está organizado em 4 caṕıtulos. No caṕıtulo 1, recordamos
alguns conceitos necessários para estabelecer o Teorema de Bikhoff, bem
como a definição de função estacionária e de sistema dinâmico. Ainda, temos
a definição precisa de deformação estocástica e as suas propriedades. O
caṕıtulo 2 é destinado ao estudo dos aspectos estocásticos do fluxo associado
a equação (0.1). No caṕıtulo 3, motivamos e definimos o conjunto assintótico
de estado estacionário, isto é, K, que será fundamental para a existência das
funções f e g do Teorema Principal. Além disso, demostramos um resultado
que relaciona este espaço com o fluxo associado a equação (0.1) dado no
caṕıtulo 2. Finalmente, no caṕıtulo 4 é provado o Teorema Principal deste
trabalho.

12



Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo, recordamos definições e Teoremas chaves para a prova do
Teorema Principal, que podem ser encontradas em [12] e em [4, 5] para os
resultados da última seção.

1.1 Contexto Estocástico

No que segue, (Ω,F ,P) é um espaço de probabilidade. Para cada variável
aleatória X ∈ L1(Ω,P), denotamos

E[X] =

∫
Ω

X(ω) dP(ω),

a sua esperança (ou valor médio).

Denotamos por L1
loc(Rn × Ω) o espaço das funções Ln⊗F -mensuráveis tal

que para todo K ⊂ Rn compacto, tem-se∫
K×Ω

|f(x, ω)| dxdP(ω) <∞.

Trabalharemos com o contexto cont́ınuo e discreto. Vamos descrevê-los
adiante para fixar notação.

1.1.1 Teorema de Birkhoff - Versão Discreta

Definição 1.1 (Sistema Dinâmico). Dizemos que uma função τ : Zn×Ω −→
Ω define um sistema dinâmico n-dimensional sobre Ω no sentido discreto se
satisfaz as seguintes condições:

(i) A propriedade de grupo:
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• τ(0, ω) = ω, ∀ ω ∈ Ω;

• τ(k1 + k2, ω) = τ(k1, τ(k2, ω)), ∀ k1, k2 ∈ Zn e ∀ ω ∈ Ω.

(ii) A invariância: A função τ(k, ·) : Ω −→ Ω preserva a medida P, isto é,

• τ(k,E) ∈ F , ∀ k ∈ Zn e ∀ E ∈ F ;

• P(τ(k,E)) = P(E), ∀ k ∈ Zn e ∀ E ∈ F .

Por simplicidade, usaremos a notação τ(k)ω ao invés de τ(k, ω). Em toda
esta subseção, sistema dinâmico se referirá ao contexto discreto.

Definição 1.2 (Sistema Dinâmico Ergódico). Dizemos que o sistema dinâmico
τ é ergódico se

∀E ∈ F , (τ(k)E = E, ∀k ∈ Zn ⇒ P(E) ∈ {0, 1})

Existem outros caminhos para indicar as condições de ergodicidade e aqui
apresentamos um deles. Para isso, vamos considerar algumas definições. Um
conjunto E ∈ F tal que τ(k)E = E, ∀k ∈ Zn é chamado τ−invariante.
Ainda, uma função mensurável f : Ω −→ R é chamada τ−invariante se

f(τ(k)ω) = f(ω), ∀k ∈ Zn, P− q.t.p.ω ∈ Ω.

Então afirmamos que

Afirmação: τ é ergódico se, e somente se, toda função τ -invariante é P-
equivalente a uma constante em Ω.

Prova da Afirmação: De fato, primeiro suponha que τ é ergódico e seja
f uma função mensurável τ -invariante. Suponha, por absurdo, que f não
seja P-equivalente a uma constante. Então existe a ∈ R tal que ambos os
conjuntos definidos por E := f−1 (−∞, a]) e Ec = f−1(a,∞) tem medida
positiva. Porém, já que f é τ -invariante, τ(k)E = E, dáı P(E) é diferente de
0 e de 1, o que contradiz a hipótese. Agora vamos mostrar a outra implicação.
Seja E ∈ F um conjunto τ -invariante. Então a função caracteŕıstica 1A é τ -
invariante, donde por hipótese segue que 1A é P-equivalente a uma constante.
Portanto, P(E) é igual a 0 ou 1.

Assim, a ergodicidade de um sistema dinâmico pode ser caracterizado
dizendo que funções mensuráveis τ -invariantes são constantes a menos de
um conjunto de medida nula.
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Definição 1.3. Dizemos que uma função mensurável f : Rn × Ω −→ R é
estacionária no sentido discreto se existe um sistema dinâmico discreto τ tal
que, para cada k ∈ Zn, temos

f(x+ k, ω) = f(x, τ(k)ω),

para quase todo x ∈ Rn e para P-q.t.p. ω ∈ Ω.

Definição 1.4. Sejam f ∈ L1(Ω) uma variável aleatória e G uma σ-álgebra
tal que G ⊆ F . A esperança condicional de f com respeito a G, denotada por
E [f | G], é uma variável aleatória G-mensurável tal que∫

A

f(ω) P(ω) =

∫
A

E[f | G](ω) dP(ω), ∀A ∈ G.

A existência de E[f | G] é garantida pelo Teorema de Radon-Nikodm. De
fato, defina a medida ν : G −→ R por ν(A) =

∫
A
f(ω)dP(ω). Claramente,

ν << P, então pelo Teorema de Radon-Nikodym, existe dν
dP(·) ∈ L1(Ω) tal

que ν(A) =
∫
A
dν
dP(ω)dP(ω). Denote E(f | G)(·) = dν

dP(·). Note que f ser F -
mensurável não implica que f é G-mensurável. Caso f seja G−mensurável,
então, E(f | G) ≡ f .

Para k = (k1, k2, ..., kn) ∈ Zn, definimos |k|∞ = sup1≤i≤n |ki|. Assim, para
cada inteiro N ≥ 1, considere o operador AN : L1(Ω) −→ L1(Ω) dado por

(ANf)(ω) =
1

(2N + 1)n

∑
|k|∞≤N

|f(τ(k)ω)|

Também será importante o operador maximal MN : L1(Ω) −→ R dado por

(MNf)(ω) = max {(A1f)(ω), ..., (ANf)(ω)}

Agora, vamos demonstrar um teorema importante que será necessário para
a prova da versão discreta do Teorema de Birkhoff. Este teorema foi resolvido
em um ambiente generalizado, ver [16], e aqui daremos uma prova mais
espećıfica para o ambiente Zn.

Teorema 1.1. (Teorema Maximal) Se f ∈ L1(Ω), então existe c > 0, tal
que

P({MNf > β}) ≤ c

β
‖f‖1 , ∀N ≥ 1, ∀β > 0.
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Demonstração. 1. Seja {Fj}j uma sequência de subconjuntos de Zn, onde
Fj = [−j, j]n ∩ Zn para cada j ∈ N.

Fixe N ≥ 1. Então afirmamos que

Afirmação 1: Dado ε > 0, existe j0 = j0(ε,N) tal que,

#F ≤ (1 + ε)#F ′,

onde F = FN + Fj0 = FN+j0 e F ′ = Fj0 .

Demonstração da Afirmação 1: Para provar essa afirmação, observe que
para cada j ∈ N,

#FN+j −#Fj
#Fj

=
(2j + 2N + 1)n

(2j + 1)n
− 1.

Fazendo j →∞, segue que

lim
j→∞

#FN+j −#Fj
#Fj

= 0,

provando assim a afirmação.

2. Agora, para cada 1 ≤ j ≤ N , defina

Bj = Bj(ω) :=

b ∈ F ′; 1

#Fj

∑
k∈Fj+b

|f(τ(k)ω)| > β

 .

Observe que

b ∈
N⋃
j=1

Bj ⇔ b ∈ F ′ ∧

∃ 1 ≤ j ≤ N ;
1

#Fj

∑
k∈Fj+b

|f(τ(k)ω)| > β


⇔ b ∈ F ′ ∧ max

 1

#Fj

∑
k∈Fj+b

|f(τ(k)ω)| ; 1 ≤ j ≤ N

 > β

⇔ b ∈ F ′ ∧ τ(b)ω ∈M,

onde denotamos
M = {MNf > β}

Portanto,

#

(
N⋃
j=1

Bj

)
=
∑
k∈F ′

χM(τ(k)ω).

16



Assim, já que a medida P preserva a medida, obtemos

P ({MNf > β}) =

∫
Ω

χM(ω)dP(ω)

=
1

#F ′

∑
k∈F ′

∫
Ω

χM(ω)dP(ω)

=
1

#F ′

∫
Ω

∑
k∈F ′

χM(τ(k)ω)dP(ω)

=
1

#F ′

∫
Ω

#

(
N⋃
j=1

Bj(ω)

)
dP(ω)

Agora, defina B∗j (ω) por

• B∗1(ω) = B1(ω)

• B∗j (ω) = Bj(ω)−
j−1⋃
i=1

Bi(ω)

Note que B∗j (ω) ⊆ Bj(ω) e

#
N⋃
j=1

Bj(ω) = #
N⋃
j=1

B∗j (ω) =
N∑
j=1

#B∗j (ω).

Além disso, os B∗j ’s são 2 a 2 disjuntos. Por abuso de notação, no que segue
Bj irá representar os conjuntos disjuntos B∗j .

Nosso objetivo agora vai ser estimar a cardinalidade de
N⋃
j=1

Bj(ω), que vai

ser o mesmo que estimar a cardinalidade de
N⋃
j=1

B∗j (ω). Por abuso de notação,

no que segue Bj irá representar o B∗j .

3. Para isso, vamos provar a seguinte afirmação:

Afirmação 2: Para cada 1 ≤ j ≤ N e para cada subconjunto não vazio
Cj ⊆ Bj existe um subconjunto Icj ⊆ Cj tal que

(i) #Cj ≤ 4
β

∑
k∈Fj+Icj

|f(τ(k)ω)|;
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(ii) #Icj . #Fj ≤ 4
β

∑
k∈Fj+Icj

|f(τ(k)ω)|,

Demonstração da Afirmação 2: De fato, consideremos a seguinte medida

positiva sobre Zn: µ(A) =
∑
k∈A

|f(τ(k)ω)|.

Agora, fixe um inteiro j ≥ 1. Por conveniência, denote C = Cj e I = Icj .
Considere a seguinte construção:

Escolha c1 ∈ C qualquer. Há apenas duas possibilidades:

• ∀ c ∈ C − {c1} vale que

µ ([Fj + c]− [Fj + c1]) <
1

2
µ(Fj + c).

Nesse caso, defina I := {c1}.

• ∃c2 ∈ C − {c1};

µ ([Fj + c2]− [Fj + c1]) ≥ 1

2
µ(Fj + c2).

Nesse caso, temos novamente duas possibilidades:

• ∀c ∈ C − {c1, c2} vale que

µ

(
[Fj + c]−

2⋃
i=1

[Fj + ci]

)
<

1

2
µ(Fj + c)

Nessa situação, definimos I := {c1, c2}. Caso contrário, se existir algum ele-
mento de C − {c1, c2} em que essa última desigualdade não ocorra continu-
amos escolhendo elementos de C até que tenhamos escolhidos p′s elementos,
{c1, ..., cp}, tais que

µ

(
[Fj + c]−

p⋃
i=1

[Fj + ci]

)
<

1

2
µ(Fj + c),

para todo c ∈ C − {c1, .., cp}. Dessa forma tome I = {c1, ..., cp}.
Resumindo,

• µ ([Fj + c]− [Fj + I]) < 1
2
µ (Fj + c) se c ∈ C − I.
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• µ

(
[Fj + cl]−

l−1⋃
i=1

[Fj + ci]

)
≥ 1

2
µ (Fj + cl) se 2 ≤ l ≤ p.

Observando que,

p⋃
l=2

[Fj + cl] =

p⋃
l=2

(
[Fj + cl]−

l−1⋃
i=1

[Fj − ci]

)
,

temos:

∑
k∈Fj+I

|f(τ(k)ω)| = µ

(
p⋃
l=1

Fj + cl

)

= µ

(
(Fj + c1) ∪

{
p⋃
l=2

(
[Fj + cl]−

l−1⋃
i=1

[Fj + ci]

)})

= µ(Fj + c1) +

p∑
l=2

µ

(
[Fj + cl]−

l−1⋃
i=1

[Fj + ci]

)
.

Pela construção de I e pela definição de Bj, temos

∑
k∈Fj+I

|f(τ(k)ω)| ≥ 1

2

p∑
l=1

µ (Fj + cl)

≥ 1

2

p∑
l=1

(β · #Fj)

≥ β

4
· #I · #Fj,

provando assim o item (ii).

Agora, para provar o item (i) precisamos separar em dois casos.

Se #I ≥ #C
#Fj

, continuando a desigualdade anterior provamos (i). Agora,

vamos considerar o caso em que #I < #C
#Fj

.

Para cada c /∈ I, pela construção de I, temos

µ (Fj + c)− µ ([Fj + c] ∩ [Fj + I]) = µ ([Fj + c]− [Fj + I])

<
1

2
µ (Fj + c) ,
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donde
1

2
µ(Fj + c) < µ ([Fj + c] ∩ [Fj + I]) .

Portanto, denotando I = B − I, obtemos

1

2

∑
c∈I

µ (Fj + c) ≤
∑
c∈I

µ ([Fj + c] ∩ [Fj + I])

=
∑
c∈I

∫
F

χ(Fj+c)(k) · χ(Fj+I)(k) dµ(k).

Agora, para continuar esta desigualdade, vamos mostrar que∑
c∈C

χ(Fj+c)(k) ≤ #Fj, ∀k ∈ F.

De fato, suponha que a desigualdade contrária valha. Se r = #Fj e

m := #C, então, devemos ter k ∈
r+1⋂
i=1

[Fj + ci]. Denotando Fj = f1, ..., fr,

haveria um inteiro 1 ≤ s ≤ r tal que

k = f1 + c1 = f2 + c2 = ... = fs + cs = ... = fr + cr = fs + cr+1.

Portanto, fs + cs = fs + cr+1, donde cs = cr+1, que é um absurdo. Observe
que depois de r elementos, teŕıamos que repetir os elementos de Fj acrescidos
de ci com i > r, o que não poderia. Portando cada k ∈ F está contido em
no máximo #Fj translações.

Portanto,

1

2

∑
c∈I

µ (Fj + c) ≤ #Fj · µ (Fj + I) .

Assim, usando a desigualdade anterior,∑
k∈Fj+I

|f(τ(k)ω)| = µ (Fj + I)

≥ 1

2
· 1

#Fj

∑
c∈I

µ (Fj + c)

Por definição de Bj, µ(Fj + c) ≥ β · #Fj, assim
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∑
k∈Fj+I

|f(τ(k)ω)| ≥ 1

2
· 1

#Fj

∑
b∈I

β · #Fj

=
β

2
· #I =

β

2
(#C −#I)

=
β

2
· #C

(
1− #I

#C

)
>

β

2
· #C

(
1− 1

#Fj

)
>

β

4
#C,

já que #Fj > 2.
Assim fica provado a afirmação 2 e conseguimos a seguinte estimativa

#
N⋃
j=1

Bj =
N∑
j=1

#Bj ≤
4

β

N∑
j=1

∑
k∈Fj+Ij

|f(τ(k)ω)| ,

tomando Cj = Bj.
Para conseguirmos estimar melhor a cardinalidade de Bj vamos construir

Ij tal que os (Fj + Ij)’s sejam disjuntos.

4. Agora, vamos construir subconjuntos de Bj adequados que irão melho-
rar a nossa estimativa acima.

Defina BN = BN . Pela afimação 2, existe IN ⊆ BN = BN , tal que

#BN = #BN ≤
4

β
µ(FN + IN).

Agora defina BN−1 =
{
b ∈ BN−1; (FN−1 + b) ∩

(
FN + IN

)
= ∅
}

.
Para estimar a cardinalidade BN−1, devemos separar em dois casos:

Caso A: #BN−1 ≥ #BN−1

2
;

Pela afirmação 2, existe IN−1 ⊆ BN−1 tal que

#BN−1 ≤ 2 · #BN−1 ≤
8

β
µ(FN−1 + IN−1).
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e

#IN−1 ·#FN−1 ≤
4

β
µ(FN−1 + IN−1).

Ainda, por definição de BN−1, observe que os conjuntos FN−1 + IN−1 e
FN + IN são disjuntos.

Caso B: #BN−1 <
#BN−1

2
;

Neste caso, defina IN−1 = ∅.

Vamos definir agoraBN−2 =

{
b ∈ BN−2; (FN−2 + b) ∩

(
N⋃

i=N−1

Fi + I i

)
= ∅

}
.

Novamente, podemos separar em dois casos. Se BN−2 está no caso A,
então, existe IN−2 ⊆ BN−2 tal que

#BN−2 ≤ 2 · #BN−2 ≤
8

β
µ(FN−2 + IN−2).

e

#IN−2 ·#FN−2 ≤
4

β
µ(FN−2 + IN−2).

Caso contrário, definiremos IN−2 = ∅.
Recursivamente, já tendo definidos os Bi’s e I i’s, com j < i ≤ N , vamos

definir agora o conjunto

Bj =

{
b ∈ Bj; (Fj + b) ∩

(
N⋃

i=j+1

Fi + I i

)
= ∅

}

E portanto, se j ∈ A :=
{
j ∈ 1, .., N ; #Bj ≥ #Bj

2

}
, existe Ij ⊆ Bj tal

que

#Bj ≤ 2 · #Bj ≤
8

β
µ(Fj + Ij).

e

#Ij · #Fj ≤
4

β
µ
(
Fj + Ij

)
.

Porém, se j ∈ B = {1, .., N} − A, defina Ij = ∅.
Observe que:

(i) Os
(
Fj + Ij

)′
s são dois a dois disjuntos;
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(ii) Se b ∈ Bj−Bj, então existe algum i0 > j tal que (Fj + b)∩
(
Fi0 + I i0

)
6=

∅. Portanto, b ∈ Fj + Fi0 + I i0 . Concluindo assim que

Bj −Bj ⊆
⋃
i>j

Fj + Fi + I i.

Agora vamos estimar a cardinalidade da união dos Bj’s. Por um lado, se
j ∈ A, então

#Bj ≤
8

β
µ(Fj + Ij),

donde

#

(⋃
j∈A

Bj

)
=
∑
j∈A

#Bj ≤
8

β

∑
j∈A

µ
(
Fj + Ij

)
≤ 8

β
µ(F ),

já que os conjuntos (Fj + Ij)
′s são disjuntos e cada Fj + Ij ∈ F .

Por outro lado, se j ∈ B, então #
(
Bj −Bj

)
>

#Bj
2

. Então, usando a
observação (ii), obtemos:

#

(⋃
j∈B

Bj

)
=
∑
j∈B

#Bj < 2
∑
j∈B

#(Bj −Bj)

= 2#

(⋃
j∈B

Bj −Bj

)

≤ 2#

(
N−1⋃
j=1

Bj −Bj

)

≤ 2#

(
N−1⋃
j=1

⋃
i>j

Fj + Fi + I i

)

= 2#

(
N⋃
i=2

⋃
j<i

Fj + Fi + I i

)

Observe que se i ∈ B, então I i = ∅, e portanto Fj + Fi + I i = ∅. Assim,
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#

(⋃
j∈B

Bj

)
< 2#

(
N⋃

i=2,i∈A

⋃
j<i

Fj + Fi + I i

)

≤ 2
N∑

i=2,i∈A

#

(⋃
j<i

Fj + Fi + I i

)

= 2
N∑

i=2,i∈A

#

(⋃
j<i

Fj + Fi + I i

)

= 2
N∑

i=2,i∈A

#

⋃
j<i

⋃
b∈Ii

Fj + Fi + b


= 2

N∑
i=2,i∈A

#

⋃
b∈Ii

⋃
j<i

Fj + Fi + b


≤ 2

N∑
i=2,i∈A

∑
b∈Ii

#

(⋃
j<i

Fj + Fi + b

)

= 2
N∑

i=2,i∈A

∑
b∈Ii

#

(⋃
j<i

Fj + Fi

)

Note que

#

(⋃
j<i

Fj + Fi

)
#Fi

=

#

(⋃
j<i

Fj+i

)
#Fi

=
# (F2i−1)

#Fi

=
(4i− 1)n

(2i+ 1)n

=

(
2− 3

2i+ 1

)n
< 2n.
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Donde

∑
j∈B

#Bj < 2
N∑

i=2,i∈A

∑
b∈Ii

2n#Fi

= 2n+1

N∑
i=2,i∈A

#I i · #Fi

=
4.2n+1

β

N∑
i=2,i∈A

µ
(
Fi + I i

)

=
4.2n+1

β
µ

( ⋃
i=2,i∈A

Fi + I i

)

≤ 8.2n

β
µ(F ).

Portanto, concluimos que

#

(
N⋃
j=1

Bj

)
= #

(⋃
j∈A

Bj

)
+ #

(⋃
j∈B

Bj

)

≤ 8

β
µ(F ) +

8.2n

β
µ(F )

≤ 8(2n + 1)

β

∑
k∈F

|f(τ(k)ω)| .

5. Para finalizar, voltando para a estimativa do item 2, utilizando a desi-
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gualdade acima, a preservação da medida P e a afirmação 1, obtemos

P{MNf > β} ≤ 1

#F ′

∫
Ω

#

(
N⋃
j=1

Bj(ω)

)
dP(ω)

≤ 1

#F ′
8(2n + 1)

β

∫
Ω

∑
k∈F

|f(τ(k)ω)| dP(ω)

≤ 1

#F ′
8(2n + 1)

β

∑
k∈F

∫
Ω

|f(ω)| dP(ω)

<
#F

#F ′
8(2n + 1)

β

∫
Ω

|f(ω)| dP(ω)

< (1 + ε)
8(2n + 1)

β
‖f‖L1(Ω) .

Como isso vale para todo ε > 0, fazendo ε→ 0 e tomando c = 8(2n + 1),
concluimos o Teorema.

Agora, vamos demostrar o Teorema de Birkhoff. Em [12], podemos en-
contrar a versão unidimensional deste Teorema e em [14] temos uma versão
mais geral do que se segue.

Teorema 1.2. Seja f ∈ L1(Ω). Então, se k ∈ Zn, existe f ∈ L1(Ω) tal que

1

(2N + 1)n

∑
|k|∞≤N

f(τ(k)ω)
N→∞−−−→ f(ω), (1.1)

para P-q.t.p ω ∈ Ω.
Além disso, f é invariante e

E[f ] = E[f ].

Em particular, se o sistema dinâmico τ é ergódico, então

f ≡ E[f ].

Demonstração. 1. Denote a σ-álgebra gerada pelos conjuntos τ -invariantes
por I. Vamos mostrar

1

(2N + 1)n

∑
|k|∞≤N

f(τ(k)ω)
N→∞−−−→ E[f | I](ω),
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para P-q.t.p ω ∈ Ω.
Note que E[f | I](ω) é uma função τ -invariante. Isso é consequência de

ela ser τ -mensurável. De fato,

∀B ⊂ Rn boreliano, τk(E(f | I)−1(B)) = (E(f | I) ◦ τ−k)−1(B),

donde E(f | I) é τ - invariante se, e somente se, E(f | I) é I-mensurável.
Agora, observe que provar (1.3) é o mesmo que provar que

0 = lim
N→∞

1

(2N + 1)n

∑
|k|∞≤N

(f(τ(k)ω)− E[f | I])

=
1

(2N + 1)n

∑
|k|∞≤N

(f − E[f | I]) (τ(k)ω),

já que E[f | I](ω) é uma função τ -invariante. Portanto, substituindo f por
f−E[f | I] na hipótese do Teorema de Birkhoff, podemos assumir sem perda
de generalidade que E[f | I] ≡ 0. Assim, é suficiente provar que

1

(2N + 1)n

∑
|k|∞≤N

f(τ(k)ω)
N→∞−−−→ 0, P− q.t.p ω ∈ Ω, (1.2)

para cada f ∈ L1(Ω)0 = {f ∈ L1(Ω); E[f | I] = 0}.

2. Primeiro vamos mostrar que esta convergência vale para toda f ∈ F :=
{g(τ(p)·)− g(·); g ∈ L∞(Ω) e p ∈ Zn}. Note que f ∈ L1(Ω)0. De fato, se
A ∈ I, então∫

A

f(x)dP(ω) =

∫
A

g(τ(p)ω)dP(ω)−
∫
A

g(ω)dP(ω)

=

∫
A

g(ω)dP(ω)−
∫
A

g(ω)dP(ω)

0,

já que τ preserva a medida P. Ainda, como E [f | I] (ω) = dν
dP(ω) e ν(A) =∫

A
f(ω)dP(ω) = 0, segue que E [f | I] (ω) ≡ 0.
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Portanto, para N suficientemente grande,

1

(2N + 1)n

∑
|k|∞≤N

f(τ(k)ω)

=
1

(2N + 1)n

∑
|k|∞≤N

g(τ(k + p)ω)− g(τ(k)ω)

=
1

(2N + 1)n

[ ∑
k∈FN+p

g(τ(k)ω)−
∑
k∈FN

g(τ(k)ω)

]

=
1

(2N + 1)n

∑
k∈(FN+p)4FN

g(τ(k)ω)

Como p ∈ Zn está fixo, suponhamos que N > |p|∞. Observe a figura
abaixo.

A parte em negrito representa o conjunto (FN +p)4FN . Portanto, vemos
que (FN + p)4 FN ⊂ FN+|p|∞ − FN−|p|∞ .
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Assim,

1

(2N + 1)n

∑
k∈(FN+p)4FN

g(τ(k)ω)

<
1

(2N + 1)n

∑
FN+|p|∞−FN−|p|∞

g(τ(k)ω)

≤ 1

(2N + 1)n
·#
(
FN+|p|∞ − FN−|p|∞

)
· ‖g‖∞

=
1

(2N + 1)n
·
(
#FN+|p|∞ −#FN−|p|∞

)
· ‖g‖∞

≤ (2N + 2 |p|∞ + 1)n − (2N − 2 |p|∞ + 1)n

(2N + 1)n
· ‖g‖∞

Portanto, fazendo N → ∞, provamos a convergência (1.2). Ainda, esta
convergência também vale para o fecho do span de F . De fato, vamos provar
a seguinte afirmação:

3. Afirmação 1: < F > = L1(Ω)0.
De fato, note que L1(Ω)∗0 = L∞(Ω)0. Basta mostrar que < F >⊥= {0}.

Se h ∈< F >⊥, então,

0 =

∫
Ω

h(ω) [g(τ(p)ω)− g(ω)] dP(ω)

=

∫
Ω

[h(τ(−p)ω)− h(ω)] g(ω)dP(ω),

∀g ∈ L∞. Então, h é invariante e consequemente h é I-mensurável. Donde
E [h | I] ≡ h. Como h ∈ L∞(Ω)0, concluimos que h ≡ 0.

4. Para finalizar, dado f ∈ L1(Ω)0 e j ≥ 1 um inteiro, seja fj ∈ F tal que

‖f − fj‖1 <
1

j
.
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Temos que

lim
N→∞

sup

∣∣∣∣∣∣ 1

(2N + 1)n

∑
|k|∞≤N

f(τ(k)ω)

∣∣∣∣∣∣
≤ lim

N→∞
sup

∣∣∣∣∣∣ 1

(2N + 1)n

∑
|k|∞≤N

fj(τ(k)ω)

∣∣∣∣∣∣+ lim
N→∞

sup

∣∣∣∣∣∣ 1

(2N + 1)n

∑
|k|∞≤N

[f − fj](τ(k)ω)

∣∣∣∣∣∣
= lim

N→∞
sup

∣∣∣∣∣∣ 1

(2N + 1)n

∑
|k|∞≤N

[f − fj](τ(k)ω)

∣∣∣∣∣∣
≤ lim

N→∞
sup [AN(f − fj)(ω)]

Agora, note que{
ω ∈ Ω; lim

N→∞
sup [AN(f − fj)(ω)] >

1√
j

}
=

∞⋃
N=1

{
ω ∈ Ω;MN(f − fj)(ω) >

1√
j

}
.

Observando que
{
MNf(ω) > 1√

j

}
⊂
{
MN+1f(ω) > 1√

j

}
temos, pelo Teo-

rema da função maximal:

P
({

lim
N→∞

sup[AN(f − fj)(ω)] >
√
ε
})

= P

(
∞⋃
N=0

{
MN [f − fj](ω) >

1√
j

})

= lim
N→∞

P
({

MN [f − fj] >
1√
j

})
≤ c

√
j ‖f − fj‖1

<
c√
j
.

Defina ΩT :=
⋂∞
j=1

{
lim sup
N→∞

AN(f − fj)(ω) ≤ 1√
j

}
. Note que P(ΩT ) = 1

e
lim sup
N→∞

AN(f − fj)(ω) = 0, ∀ω ∈ ΩT .

Donde segue a conclusão da primeira parte do Teorema.

6. Ainda, por definição de E[f | I] segue que

E[f ] = E[E[f | I]].
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E se τ é ergódico então E[f | I] é equivalente a uma constante, já que
E[f | I] é τ−invariante. Então

E[f | I] = E[f ],

e assim conclúımos o Teorema De Birkhoof.

O seguinte teorema é uma versão do teorema de Birkoff, o qual foi enun-
ciado em [4].

Corolário 1.1. Seja f ∈ L1
loc(Rn; L∞(Ω)) uma função estacionária discreta.

Então, existe f ∈ L1
loc(Rn;L∞(Ω)) tal que

1

(2N + 1)n

∑
|k|∞≤N

f(·, τ(k)ω)
N→∞−−−→ f(·, ω) em L1

loc(Rn), (1.3)

para q.t.p. ω ∈ Ω.

Além disso, se o sistema dinâmico τ é ergódico, então,

f(x, ω) = E [f(x, ·)] ,

para q.t.p. ω ∈ Ω e vale que

f
( ·
ε
, ω
)

ε→0−−⇀ E
[∫

[0,1]n
f(y, ·)dy

]
em L1

loc(Rn)

para q.t.p. ω ∈ Ω.

Demonstração. 1. Primeiro, considere f uma função da forma f(x, ω) =
h(x− [x])g(τ([x])ω), com h ∈ L∞loc(Rn) e g ∈ L∞(Ω). Como f é estacionária
no sentido discreto, basta mostrarmos a convergência em L1([0, 1]n). De fato,
note que para cada r > 0,∫

Br

f(x, ω)dx =

∫
Br

f(x− [x], τ([x])ω)dP(ω)

=

∫
Br

f(x− [x], ω)dP(ω)

=

∫
[0,1]n

f(y, ω)dP(ω),

onde usamos a preservação da medida P na segunda igualdade.
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Pelo Teorema de Birkhoff (1.2), sabemos que existe g ∈ L1(Ω), g(ω) =
E [g | I] (ω), τ -invariante e um conjunto de medida total Ω0 tal que

g(ω) = lim
N→+∞

1

(2N + 1)n

∑
|k|∞≤N

g (τ(k)ω) , ∀ ω ∈ Ω0.

Assim, dado ε > 0, se ω ∈ Ω0, existe N0 > 0 tal que se N ≥ N0, obtemos∣∣∣∣∣∣ 1

(2N + 1)n

∑
|k|∞≤N

g(τ(k)ω)− g(ω))

∣∣∣∣∣∣ < ε

c
,

onde c = ‖h‖L1([0,1]n).

Defina F (x, ω) = h(x − [x])g(ω). Portanto, pelo Teorema de Birkhoff
(1.2), se N ≥ N0 e ω ∈ Ω1, obtemos∫

[0,1]n

∣∣∣∣∣∣ 1

(2N + 1)n

∑
|k|∞≤N

f(x, τ(k)ω)− F (x, ω)

∣∣∣∣∣∣ dx
=

∫
[0,1]n

∣∣∣∣∣∣ 1

(2N + 1)n

∑
|k|∞≤N

h(x)g(τ(k)ω)− h(x)g(ω)

∣∣∣∣∣∣ dx
=

∫
[0,1]n
|h(x)|

∣∣∣∣∣∣ 1

(2N + 1)n

∑
|k|∞≤N

g (τ(k)ω)− g(ω)

∣∣∣∣∣∣ dx
=

ε

c
·
∫

[0,1]n
|h(y)| dy ≤ ε,

donde fica provado a convergência em (1.3) para q.t.p. ω ∈ Ω com f da
forma f(x, ω) = h(x − [x])g(τ([x])ω), onde h ∈ L∞loc(Rn) e g ∈ L∞(Ω).
Observe que se f é uma combinação finita de funções do tipo anterior , então
esta convergência também ocorre.

Note que, se τ é ergódico, então g é constante, isto é g ≡ E [g], donde
F (x, ω) = h(x− [x])E [g] = E [f(x, ·)].

2. Agora considere f ∈ L1
loc(Rn;L∞(Ω)) estacionária discreta. Então,

existe uma sequência de funções simples {fj}j, não necessariamente funções

estacionárias, tal que fj(x, ω)
j→∞−−−→ f(x, ω) em L1([0, 1]n;L∞(Ω)) e para todo

j ∈ N,

fj(x, ω) =

Nj∑
i=1

ai,j · χBi,j(x) · χCi,j(ω),
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onde cada Bi,j ⊂ [0, 1]n e cada Ci,j ∈ F .
Então, para P-q.t.p. ω ∈ Ω temos que

fj(x, ω)
j→∞−−−→ f(x, ω) em L1([0, 1]n).

Além disso, pela estacionaridade da f , temos

fj(x− [x], τ [x]ω)
j→∞−−−→ f(x− [x], τ [x]ω) = f(x, ω) em L1

loc(Rn).

Escreva
Fj(x, ω) = fj(x− [x], τ [x]ω).

Portanto, pelo caso anterior, para cada j fixo e para P-q.t.p ω ∈ Ω,

1

(2N + 1)n

∑
|k|∞≤N

Fj(x, τ(k)ω)
N→∞−−−→ F j(x, ω) em L1

loc(Rn), (1.4)

com Fj(x, ·) τ -invariante, para cada x ∈ Rn.

Note que se τ é ergódico, então

F j(x, ω) = E [Fj(x, ·)] . (1.5)

Afirmação 1: Para P− q.t.p ω ∈ Ω,
(
F j

)
j

é uma sequência de Cauchy em

L1
loc(Rn;L∞(Ω)),

Prova da Afirmação 1: De fato, a sequência {fj}j≥1 ∈ L
1([0, 1]n;L∞(Ω))

é tal que

fj
j→∞−−−→ f em L1([0, 1]n;L∞(Ω)),

isto é, existe Ω0 ∈ Ω de medida total tal que

lim
j→∞

∫
[0,1]n

sup
ω∈Ω0

|fj(x, ω)− f(x, ω)| dx = 0.

Defina Ω1 :=
⋂
k∈Zn

τ(k)Ω0. Note que, se ω ∈ Ω1, então, τ(k)ω ∈ Ω0, ∀k ∈

Zn. Logo,

33



∫
[0,1]n

∣∣F j(x, ω)− F l(x, ω)
∣∣ dP(ω)dx

≤ lim sup
N→∞

∫
[0,1]n

∣∣∣∣∣∣F j(x, ω)− 1

(2N + 1)n

∑
|k|∞≤N

fj(x, τ(k)ω)

∣∣∣∣∣∣ dx
+ lim sup

N→∞

∫
[0,1]n

∣∣∣∣∣∣F l(x, ω)− 1

(2N + 1)n

∑
|k|∞≤N

fl(x, τ(k)ω)

∣∣∣∣∣∣ dx
+ lim sup

N→∞

∫
[0,1]n

∣∣∣∣∣∣ 1

(2N + 1)n

∑
|k|∞≤N

[fj − fl] (x, τ(k)ω)

∣∣∣∣∣∣ dx
= lim sup

N→∞

∫
[0,1]n

∣∣∣∣∣∣ 1

(2N + 1)n

∑
|k|∞≤N

[fj − fl] (x, τ(k)ω)

∣∣∣∣∣∣ dx
tendo usado a convergência (1.4). Portanto∫

[0,1]n

∣∣F j(x, ω)− F l(x, ω)
∣∣ dP(ω)dx

≤ lim sup
N→∞

∫
[0,1]n

 1

(2N + 1)n

∑
|k|∞≤N

sup
ω∈Ω0

|fj(x, ω)− fl(x, ω)|

 dx

=

∫
[0,1]n

(
sup
ω∈Ω0

|fj(x, ω)− fl(x, ω)|
)
dx

Logo,

lim
j,l→∞

∫
[0,1]n

(
sup
ω∈Ω0

∣∣F j

∣∣ (x, ω)− F l(x, ω)

)
dx = 0.

Portanto, existe f ∈ L1
loc(Rn×;L∞(Ω)) τ -invariante tal que

F j(x, ω)
j→∞−−−→ f(x, ω) em L1

loc(Rn × L∞(Ω)).

Note que se τ é ergódico, f(x, ω) = f(x)

3. Afirmamos que
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Afirmação 2: Para P-q.t.p. ω ∈ Ω, vale que

lim
N→∞

1

(2N + 1)n

∑
|k|∞≤N

f(·, τ(k)ω) = f(·, ω) em L1
loc(Rn).

De fato, dado ε > 0, segue dos itens anteriores que existe Ω1 ∈ Ω de
medida total e um inteiro j0 ≥ 1 tal que:

•
∫

[0,1]n

(
sup
ω∈Ω1

|f(x, ω)− fj0(x, ω)|
)
dx < ε

2

•
∫

[0,1]n

(
sup
ω∈Ω1

∣∣F j0(x, ω)− f(x, ω)
∣∣) dx < ε

2

Definindo Ω2 :=
⋂
k∈Zn

τ(k)Ω1, temos para ω ∈ Ω2:

∫
[0,1]n

∣∣∣∣∣∣ 1

(2N + 1)n

∑
|k|∞≤N

f(x, τ(k)ω)− f(x, ω)

∣∣∣∣∣∣ dx
≤

∫
[0,1]n

∣∣∣∣∣∣ 1

(2N + 1)n

∑
|k|∞≤N

[f(x, τ(k)ω)− fj0(x, τ(k)ω)]

∣∣∣∣∣∣ dx
+

∫
[0,1]n

∣∣∣∣∣∣ 1

(2N + 1)n

∑
|k|∞≤N

fj0(x, τ(k)ω)− F j0(x, ω)

∣∣∣∣∣∣ dx
+

∫
[0,1]n

[
F j0(x, ω)− f(x, ω)

]
dx.
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Ou ainda,

∫
[0,1]n

∣∣∣∣∣∣ 1

(2N + 1)n

∑
|k|∞≤N

f(x, τ(k)ω)− f(x, ω)

∣∣∣∣∣∣ dx
≤

∫
[0,1]n

(
sup
ω∈Ω1

|f(x, ω)− fj0(x, ω)|
)
dx

+

∫
[0,1]n

∣∣∣∣∣∣ 1

(2N + 1)n

∑
|k|∞≤N

fj0(x, τ(k)ω)− F j0(x, ω)

∣∣∣∣∣∣ dx
+

∫
[0,1]n

(
sup
ω∈Ω1

∣∣F j0(x, ω)− f(x, ω)
∣∣) dx

≤ ε+

∫
[0,1]n

∣∣∣∣∣∣ 1

(2N + 1)n

∑
|k|∞≤N

fj0(x, τ(k)ω)− F j0(x, ω)

∣∣∣∣∣∣ dx
Assim,

lim sup
N→∞

∫
[0,1]n

∣∣∣∣∣∣ 1

(2N + 1)n

∑
|k|∞≤N

f(x, τ(k)ω)− f(x, ω)

∣∣∣∣∣∣ dx ≤ ε, ∀ω ∈ Ω2.

Sendo ε > 0 qualquer, a afirmação segue.

4. Suponha agora que τ seja ergódico. Então

∫
[0,1]n

∣∣∣∣∣∣ 1

(2N + 1)n

∑
|k|∞≤N

f(x, τ(k)ω)− E [f(x, ω)]

∣∣∣∣∣∣ dx
≤

∫
[0,1]n

∣∣∣∣∣∣ 1

(2N + 1)n

∑
|k|∞≤N

[f(x, τ(k)ω)− fj0(x, τ(k)ω)]

∣∣∣∣∣∣ dx
+

∫
[0,1]n

∣∣∣∣∣∣ 1

(2N + 1)n

∑
|k|∞≤N

fj0(x, τ(k)ω)− E [fj0(x, ω)]

∣∣∣∣∣∣ dx
+

∫
[0,1]n

(E [fj0(x, ω)]− E [f(x, ω)]) dx.
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Donde,∫
[0,1]n

∣∣∣∣∣∣ 1

(2N + 1)n

∑
|k|∞≤N

f(x, τ(k)ω)− E [f(x, ω)]

∣∣∣∣∣∣ dx
≤ 2

∫
[0,1]n

(
sup
ω∈Ω1

|f(x, ω)− fj0(x, ω)|
)
dx

+

∫
[0,1]n

∣∣∣∣∣∣ 1

(2N + 1)n

∑
|k|∞≤N

fj0(x, τ(k)ω)− E [fj0(x, ω)]

∣∣∣∣∣∣ dx
≤ ε+

∫
[0,1]n

∣∣∣∣∣∣ 1

(2N + 1)n

∑
|k|∞≤N

fj0(x, τ(k)ω)− E [fj0(x, ω)]

∣∣∣∣∣∣ dx
Fazendo N → ∞, usando a convergência (1.4) e a observação em (1.5),

segue que f(x, ω) = E [f(x, ·)], para P-q.t.p. ω ∈ Ω.

1.1.2 Teorema de Birkhoff - Versão Cont́ınua

Definição 1.5 (Sistema Dinâmico). Dizemos que uma função τ : Rn×Ω −→
Ω define um sistema dinâmico n-dimensional sobre Ω no sentido cont́ınuo se
satisfaz as seguintes condições:

(i) A propriedade de grupo:

• τ(0, ω) = ω, ∀ ω ∈ Ω;

• τ(x+ y, ω) = τ(x, τ(y, ω)), ∀x, y ∈ Rn e ∀ ω ∈ Ω.

(ii) A invariância:

• τ(x,E) ∈ E, ∀ x ∈ Rn e ∀ E ∈ F ;

• P(τ(x,E)) = P(E), ∀ x ∈ Rn e ∀ E ∈ F .

Algumas vezes, usaremos a notação τ(x)ω ao invés de τ(x, ω). Em toda
esta subseção, sistema dinâmico se referirá ao contexto cont́ınuo.

Definição 1.6 (Sistema Dinâmico Ergódico). Dizemos que o sistema dinâmico
τ é ergódico se

∀E ∈ F , (τ(x)E = E, ∀x ∈ Rn ⇒ P(E) ∈ {0, 1})
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Assim como no caso discreto podemos caracterizar a ergodicidade de outra
maneira. Novamente, vamos considerar algumas definições. Um conjunto
E ∈ F tal que τ(x)E = E, ∀x ∈ Rn é chamado τ−invariante. Ainda, uma
função mensurável F : Ω −→ R é chamada τ−invariante se

F (τ(x)ω) = F (ω), ∀x ∈ Zn, P− q.t.p.ω ∈ Ω.

Então, o sistema dinâmico τ é ergódico se, e somente se, toda função τ -
invariante é P-equivalente a uma constante em Ω. A prova disso é feita de
maneira similar ao caso discreto.

Definição 1.7. Dado um espaço de probabilidade (Ω1,F1,P1), dizemos que
uma função mensurável g : Rn×Ω1 −→ Rm é estacionária (ou homogênea) se
para qualquer conjunto finito consistindo de pontos x1, ..., xk ∈ Rn, qualquer
h ∈ Rn, e para todo boreliano B1, ..., Bk ⊂ Rm vale que

µ

(
k⋂
i=1

g−1(xi + h, ·)(Bi)

)
= µ

(
k⋂
i=1

g−1(xi, ·)(Bi)

)
.

Agora, daremos uma outra definição para função estacionária que será
mais adequada ao nosso estudo. Esta nova definição foi motivada pelo se-
guinte Teorema, que pode ser visto em [6].

Teorema 1.3. Seja g : Rn × Ω1 −→ Rm um campo aleatório estacionário
definido sobre o espaço de probabilidade (Ω1,F1,P1). Então, existe um espaço
de probabilidade (Ω,F ,P), um sistema dinâmico τ : Rn × Ω −→ Ω e uma
função mensurável F : Ω −→ Rm tal que

g(x, ·) = F (τ(x, ·))

no sentido de lei, isto é, P1([g(x, ·)]−1(B)) = P([F (τ(x, ·)]−1(B)). Além
disso, se g(0, ·) ∈ L1(Ω1,P1), então F ∈ L1(Ω,P).

Demonstração. 1. Defina Ω := {ω : Rn −→ Rm; ω é Lebesgue mensurável}.
Dado x ∈ Rn, considere a projeção Πx : Ω −→ Rm definida por Πx(ω) :=
ω(x). Seja

C =

{⋂
x∈A

Π−1
x (B); A ⊂ Rn é finito e B ⊂ Rm é boreliano

}
.

Defina F = σ(C) a menor σ-álgebra contendo C.

2. Por hipótese, g : Rn × Ω1 −→ Rm é mensurável. Logo, ∀ρ ∈ Ω1 temos
que g(·, ρ) é Lebesgue mensurável. Portanto, defina ϕ : Ω1 −→ Ω por

ϕ(ρ) = g(·, ρ).

38



Note que ϕ é mensurável. De fato, basta verificar que ϕ−1(E) ∈ F1 ∀ E ∈ C.
Por definição,

ϕ−1

(⋂
x∈A

Π−1
x (B)

)
=

{
ρ ∈ Ω1; ϕ(ρ) ∈

⋂
x∈A

Π−1
x (B)

}

=

{
ρ ∈ Ω1; g(·, ρ) ∈

⋂
x∈A

Π−1
x (B)

}
=

{
ρ ∈ Ω1; g(·, ρ) ∈ Π−1

x (B) ∀x ∈ A
}

=
⋂
x∈A

{ρ ∈ Ω1; g(x, ρ) ∈ B}

=
⋂
x∈A

g−1(x, ·)(B) ∈ Ω1,

pois A é finito.
Agora, defina P : F −→ [0, 1] por

P(E) := P1

(
ϕ−1(E)

)
= P1,ϕ(E).

Claramente, P é uma medida de probabilidade em Ω.

3. Defina τ : Rn × Ω −→ Ω por

τ(x, ω) := ω (·+ x) .

Claramente, τ tem a propriedade de grupo. Observe que, para cada y ∈ Rn

fixo,

τ−1

(
y,
⋂
x∈A

Π−1
x (B)

)
= τ

(
−y,

⋂
x∈A

Π−1
x (B)

)
=

⋂
x∈A−y

Π−1
x (B),

donde τ(y, E) ∈ F , ∀E ∈ F .
Assim, para provar a invariância da medida, para cada y ∈ Rn fixo, temos
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que

P

(
τ

(
y,
⋂
x∈A

Π−1
x (B)

))
= P1

(
ϕ−1

(
τ

(
y,
⋂
x∈A

Π−1
x (B)

)))

= P1

({
ρ ∈ Ω1; ϕ(ρ) ∈ τ

(
y,
⋂
x∈A

Π−1
x (B)

)})

= P1

({
ρ ∈ Ω1; ϕ(ρ) ∈ τ−1

(
−y,

⋂
x∈A

Π−1
x (B)

)})

= P1

({
ρ ∈ Ω1; τ (−y, ϕ(ρ)) ∈

⋂
x∈A

Π−1
x (B)

})
= P1

({
ρ ∈ Ω1; g (· − y, ρ) ∈ Π−1

x (B) ∀x ∈ A
})

= P1 ({ρ ∈ Ω1; g (x− y, p) ∈ B ∀x ∈ A})

= P1

(⋂
x∈A

g−1 (x− y,B)

)

= P1

(⋂
x∈A

g−1 (x,B)

)

= P

(⋂
x∈A

Π−1
x (B)

)
,

donde
P (τ(y, E)) = P (E) , ∀y ∈ Rn e E ∈ F .

Ainda, para ω ∈ Ω fixo,

τ−1

(
· ,
⋂
x∈F

Π−1
x (B)

)
=

⋂
x∈F

Π−1
(·+x)(B)

=
⋂
x∈F

ω−1(·+ x)(B)

é Lebesgue mensurável.
4. Defina F : Ω −→ Rm por F (ω) = ω(0). Portanto, F (τ(x, ω)) = ω(x).

Note que F é mensurável, pois F−1(B) = Π−1
0 (B), ∀ B boreliano.
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Além disso, ∫
Ω

|F (ω)| dP(ω) =

∫
Ω

|F (ω)| dP1,ϕ(ω)

=

∫
P1

|F (ϕ(ρ))| dP1(ρ)

=

∫
P1

|g (0, ρ)| dP1(ρ),

assim, F ∈ L1(Ω,P) se g(0, ·) ∈ L1(Ω1,P1).
Afirmamos que f (τ(x, ω)) = g(x, ω) no sentido de lei. Para ver isso, sejam

B ∈ Rm um boreliano e x ∈ Rn fixado. Assim,

P
(
[F (τ(x, ·))]−1 (B)

)
= P1

(
ϕ−1

(
[F (τ(x, ·))]−1 (B)

))
= P1

({
ρ ∈ Ω1; ϕ(ρ) ∈ [F (τ(x, ·))]−1 (B)

})
= P1

({
ρ ∈ Ω1; g (·, ρ) ∈ [F (τ(x, ·))]−1 (B)

})
= P1 ({ρ ∈ Ω1; F (τ (x, g (·, ρ))) ∈ B})

= P1 ({ρ ∈ Ω1; F (g (·+ x, ρ)) ∈ B})

= P1 ({ρ ∈ Ω1; g(x, ρ) ∈ B})

= P1

(
[g (x, ·)]−1 (B)

)
,

o que conclui o Teorema enunciado.

Agora, definindo f(x, ω) := F (τ(x)ω) com F (ω) = f(0, ω), podemos pro-
var que f(x + y, ω) = f(x, τ(y)ω). Além disso, para cada x ∈ Rn, g(x, ·) e
f(x, ·) tem a mesma lei, motivando assim a seguinte

Definição 1.8. Dizemos que uma função mensurável f : Rn × Ω −→ R é
estacionária no sentido cont́ınuo se existe um sistema dinâmico cont́ınuo τ
tal que, para cada y ∈ Rn, temos

f(x+ y, ω) = f(x, τ(y)ω),

para quase todo x ∈ Rn e para P-q.t.p. ω ∈ Ω.

Em conexão com a noção de estacionaridade, temos o conceito de valor
médio.
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Definição 1.9. Dizemos que uma função f ∈ L1
loc(Rn) possui valor médio

se
f
( ·
ε

)
ε→0−−⇀M(f) em L1

loc(Rn),

onde M(f) é uma constante. Também, se At := {x ∈ Rn : t−1x ∈ A} para
t > 0 e |A| 6= 0, esta convergência é equivalente a

lim
t→∞

1

tn|A|

∫
At

f(x) dx = M(f). (1.6)

Um resultado que conecta todas os conceitos acima enunciados é o clássico
Teorema de Birkhoff, que iremos demonstrar agui. Porém, antes disso, vamos
provar uma lema que será necessário na prova deste Teorema.

Lema 1.1. Seja h : Ω −→ R uma função mensurável. Se p ∈ Zn possui
alguma coordenada que depende de N , então

lim
N→+∞

h(τ(p)ω)

N
= 0, P−q.t.p ω ∈ Ω.

Demonstração. De fato, fixe ε > 0. Como P é invariante, temos que

P ({ω ∈ Ω : |h(τ(p)ω)| ≥ Nε}) = P ({ω ∈ Ω : |h(ω)| ≥ Nε})

=
∞∑
k=N

P
({

ω ∈ Ω : k ≤ |h(ω)|
ε

< k + 1

})
Somando sobre todo N ∈ N, obtemos que

∞∑
N=1

P ({ω ∈ Ω : |h(τ(p)ω)| ≥ Nε}) =
∞∑
k=1

kP
({

ω ∈ Ω : k ≤ |h(ω)|
ε

< k + 1

})
≤

∞∑
k=1

k

∫
[k≤ |h|ε ≤k+1]

|h(ω)|
kε

dP(ω)

≤
∫

Ω

|h(ω)|
ε

dP(ω) <∞.

Pelo lema de Borel-Cantelli, isto implica que o conjunto B(ε) dos pontos ω
tais que |h(τ(p)ω)| ≥ Nε para infinitos valores de N tem medida nula. Por
definição, para todo ω /∈ B(ε) existe algum n0 ≥ 1 tal que |h(τ(p)ω)| < Nε

para todo n ≥ n0. Agora considere o conjunto B =
∞⋃
j=1

B

(
1

j

)
. Assim B

tem medida nula e para todo ω /∈ B vale que lim
N→+∞

h(τ(p)ω)

N
= 0.

42



Teorema 1.4 (Teorema de Birkhoff). Seja f ∈ L1(Ω). Então, para P-q.t.p ω ∈
Ω, a função f(τ(·)ω) possui valor médio, M(f(τ(·)ω)), isto é, para P −
q.t.p ω ∈ Ω.

1

|Br|

∫
Br

f(τ(x)ω)dx
R→∞−−−→ f(ω) = M (f(τ(·)ω)) ,

Além disso, o valor médio M (f(τ(·)ω)) é invariante e

E [f ] =

∫
Ω

M (f(τ(·)ω)) dP(ω).

Em particular, se o sistema dinâmico τ é ergódico, então

M(f(τ(·)ω)) = E [f ] ,

para P-q.t.p. ω ∈ Ω.

Demonstração. 1. Por simplicidade, em vez de bolas de raio r, vamos consi-
derar cubos da forma [−T, T ]n. Ou seja, vamos mostrar que

1

(2T )n

∫
[−T,T ]n

f(τ(x)ω)dx
T→∞−−−→ f(ω),

para P− q.t.p ω ∈ Ω.
2. Suponha a prinćıpio que T seja um número natural, digamos N . Para

i = 1, ..., (2N)2, denote por Qi cubos unitários tal que qualquer interseção
de dois desses cubos tem interiores disjuntos. Além disso,

(2N)n⋃
i=1

Qi = [−N,N ]n

Fazendo uma mudança de variável, obtemos

1

(2N)n

∫
[−N,N ]n

f(τ(x)ω)dy =
1

(2N)n

(2N)n∑
i=1

∫
Qi

f(τ(x)ω)dx

=
1

(2N)n

∑
k∈I

∫
[0,1]n

f(τ(x+ k)ω)dx

=
1

(2N)n

∑
k∈I

g(τ(k)ω),
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onde #I = (2N)n e definimos g por g(ω) :=
∫

[0,1]n
f(τ(x)ω)dx. Assim, pelo

Teorema de Birkhoff para o caso discreto, existe f(ω) = E[g | I](ω) ∈ L1(Ω)
tal que, para P- q.t.p. ω ∈ Ω,

1

(2N)n

∫
[−N,N ]n

f(τ(x)ω)dx
N→∞−−−→ f(ω) ∈ L1

loc(Rn).

Além disso, f é invariante e satisfaz E[g] = E[f ]. Usando Fubini e a
invariância da medida P, podemos provar que

E[f ] = E[f ].

Ainda, se τ é ergódico, f é equivalente a uma constante, donde

f = E[f ].

3. Vamos provar agora o caso geral. Seja T > 0 um número real qualquer.
Afirmamos que,

1

(2T )n

∫
[−T,T ]n

f(τ(y)ω)dy
T→∞−−−→ f(ω),

para P−q.t.p. ω
De fato, para cada T > 0 real, exite N > 0 tal que N ≤ T < N + 1.

Portanto, para cada K compacto, observe que

∣∣∣∣ 1

(2T )n

∫
[−T,T ]n

f(τ(x)ω)dx− f(ω)

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣ 1

(2T )n

∫
[−T,T ]n−[−N,N ]n

f(τ(x)ω)dx

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣ 1

(2N)n

∫
[−N,N ]n

f(τ(x)ω)dx− 1

(2T )n

∫
[−N,N ]n

f(τ(x)ω)dx

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣ 1

(2N)n

∫
[−N,N ]n

f(τ(x)ω)dx− f(ω)

∣∣∣∣ .
Já sabemos que a última desigualdade converge para 0 quando N → 0.

Vamos mostrar agora que as duas primeiras desigualdade também convergem
para 0 quando T →∞.

44



Temos que ∣∣∣∣ 1

(2T )n

∫
[−T,T ]n−[−N,N ]n

f(τ(x)ω)dx

∣∣∣∣
≤ 1

(2T )n

∫
[−T,T ]n−[−N,N ]n

|f(τ(x)ω)| dx

≤ 1

(2N)n

∫
[−N−1,N+1]n−[−N,N ]n

|f(τ(x)ω)| dx

=
1

(2N)n

∑
p∈I

∫
[0,1]n
|f(τ(x+ p)ω)| dx,

onde #I = (2N + 2)n − (2N)n.

Defina h(ω) =
∫

[−1,1]n
|f(τ(x)ω)| dx. Vamos mostrar que,

lim
N→+∞

∑
p∈I

h(τ(p)ω)

(2N)n
= 0,

para P-q.t.p ω ∈ Ω.
De fato, note que∑

p∈I

h(τ(p)ω)

(2N)n
≤

∑
p∈I

max
p∈I

h(τ(p)ω)

(2N)n

≤ (2N + 2)n − (2N)n

(2Nn)
max
p∈I

h(τ(p)ω)

≤ c
max
p∈I

h(τ(p)ω)

N
,

onde c é uma constante que só depende e n. A conclusão segue do lema
(1.1).

Agora vamos mostrar que a segunda desigualdade vai a zero quando T →
∞. Note que∣∣∣∣ 1

(2N)n

∫
[−N,N ]n

f(τ(x)ω)dx− 1

(2T )n

∫
[−N,N ]n

f(τ(x)ω)dx

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1

(2N)n
− 1

(2T )n

∣∣∣∣ ∣∣∣∣∫
[−N,N+1]

f(τ(x)ω)dx

∣∣∣∣
=

(
1−

(
N

T

)n)
1

(2N)n

∣∣∣∣∫
[−N,N ]n

f(τ(x)ω)dx

∣∣∣∣ .
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Logo, fazendo T →∞, este termo converge para 0.

Corolário 1.2. Seja f ∈ L1
loc(Rn × Ω) uma função estacionária no sentido

cont́ınuo. Então, para P− q.t.p ω ∈ Ω, a função f(·, ω) possui valor médio,
M(f(·, ω)), isto é, para P− q.t.p ω ∈ Ω

1

|Br|

∫
Br

f(x, τ(y)ω)dy
r→∞−−−→ f(ω) = M (f(·, ω)) .

Além disso, o valor médio M (f(·, ω)) como uma função de ω ∈ Ω é
invariante e

E [f(0, ·)] =

∫
Ω

M (f(·, ω)) dP(ω).

Em particular, se o sistema dinâmico τ é ergódico, então

M(f(·, ω)) = E [f(0, ·)] ,

para P-q.t.p. ω ∈ Ω e vale que

f
( ·
ε
, ω
)

ε→0−−⇀ E[f(0, ·)] em L1
loc(Rn),

para q.t.p. ω ∈ Ω.

Demonstração. Seja f ∈ L1
loc(Rn × Ω). Defina F (ω) := f(0, ω). Então F ∈

L1(Ω) e pela estacionaridade de f segue que f(x, ω) = F (τ(x)ω). Aplicando
o Teorema de Brikhoff para F , segue a conclusão.

1.2 Deformação Estocástica

Definição 1.10. Uma transformação Φ : Rn × Ω → Rn, (y, ω) 7→ z =
Φ(y, ω), é chamada de deformação estocástica quando satisfaz:

i) Para P−q.t.p ω ∈ Ω, Φ(·, ω) é um difeomorfismo bi–Lipschitz .

ii) Existe ν > 0, tal que

ess inf
ω∈Ω, y∈Rn

(
det
(
∇Φ (y, ω)

) )
> ν.

iii) Existe M > 0, tal que

ess sup
ω∈Ω, y∈Rn

(|∇Φ (y, ω)|) 6M <∞.
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iv) ∇Φ(y, ω) é estacionário no sentido cont́ınuo.

A função identidade, Φ(·, ω) = Id, é um exemplo de deformação es-
tocástica. Para um exemplo menos trivial, seguindo a discussão do caṕıtulo
2, construimos um exemplo de deformação estocástica Φ : Rn × Ω→ Rn sa-
tisfazendo todas as condições da definição 1.10. Sejam (Ωi,Fi,Pi)ni=1 um
espaço de probabilidade e fi : Ωi → R uma função mensurável tal que
0 < c0 ≤ fi(ω) ≤ c1 para quase todo ω ∈ Ωi, para i = 1, . . . , n. Seja
Ti : R × Ωi → Ωi um sistema dinâmico unidimensional tal que a função
fi (Ti(·)ω) é cont́ınua. Defina

Φi(λ, ω) := sgn(λ)

∫ max {λ,0}

min {λ,0}
fi (Ti(s)ω) ds.

Note que

Φi(x+ h, ω) ≥ sgn(x)

∫ max{x+h,h}

min{x+h,h}
fi(Ti(s)ω) ds+

∫ h

0

fi(Ti(s)ω) ds

= sgn(x)

∫ max{x,0}

min{x,0}
fi(Ti(s+ h)ω) ds+

∫ h

0

fi(Ti(s)ω) ds

= sgn(x)

∫ max{x,0}

min{x,0}
fi(Ti(s)Ti(h)ω) ds+

∫ h

0

fi(Ti(s)ω) ds

= Φi(x, Ti(h)ω) +

∫ h

0

fi(Ti(s)ω) ds

≥ Φi

(
x, Ti(h)ω

)
+ h c0,

para todo h > 0 e para quase todo ω ∈ Ωi. Portanto, Φi : R × Ωi → R
não é uma função estacionária e verifica todas as condições da definição 1.10.
Finalmente, defina o espaço de probabilidade (Ω,F ,P), onde Ω := ⊗ni=1Ωi,
F := ⊗ni=1Fi e P := ⊗ni=1Pi, e o seguinte sistema dinâmico n-dimensional
T : Rn × Ω→ Ω

T (x, ω) :=
(
T1(x1, ω1), . . . , Tn(xn, ωn)

)
,

onde denotamos x = (x1, · · · , xn) e ω = (ω1, . . . , ωn). Assim, a função
Φ(x, ω) = (Φ1(x1, ω1), . . . ,Φn(xn, ωn)) cumpre as condições da definição 1.10.

O seguinte lema é uma consequência direta do Teorema de Birkhoff.

Lema 1.2. Se Φ : Rn × Ω→ Rn é uma deformação estocástica, então

lim
ε→0

εΦ
(x
ε
, ω
)

= E [∇Φ(0, ·)]x, P−q.t.p. ω ∈ Ω,

localmente uniforme em x ∈ Rn.
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Demonstração. 1. Primeiro, para cada ε > 0 defina Φε(x, ω) := εΦ
(
x
ε
, ω
)
−

E [∇Φ(0, ·)]x e note que a famı́lia {∇Φε(·, ω)}ε>0 é uniformente limitada em

[L∞(Rn)]n
2

, para cada ω ∈ Ω. Portanto, a menos de uma subsequência
(podendo depender de ω), pelo Teorema de Arzela-Ascoli, existe Ψ(·, ω) ∈
C(Rn) tal que Φε(·, ω)→ Ψ(·, ω) quando ε→ 0 em L∞loc(Rn)n.

2. Devido ao Teorema de Birkhoff, ∇Ψ(·, ω) = 0 sobre Rn no sentido das
distribuições. De fato, para cada função teste ϕ ∈ C∞c (Rn)

〈∇Ψ(·, ω), ϕ〉 = − lim
ε→0

∫
Rn

Φε(x, ω) ∇ϕ(x) dx

= lim
ε→0

∫
Rn

(
∇Φ

(x
ε
, ω
)
− E [∇Φ(0, ·)]

)
ϕ(x) dx = 0.

Então Ψ(·, ω) = Ψ(ω), em particular para x = 0. Tendo em vista que
Φε(0, ω) → 0 quando ε → 0, temos que Ψ(ω) ≡ 0. Portanto, a sequência
toda {Φε}ε>0 converge para 0 quando ε→ 0. Então a prova do lema segue.

Abaixo, notamos que o Teorema de Birkhoff acontece para pertubações
de funções estacionárias por deformações estocásticas.

Lema 1.3. Sejam Φ uma deformação estocástica e f ∈ L∞loc(Rn;L1(Ω)) uma
variável aleatória estacionária no sentido cont́ınuo. Então, para quase todo
ω ∈ Ω, a função f (Φ−1(·, ω), ω) possui um valor médio no sentido de (1.6)
e ∫

Rn
f
(
Φ−1(z, ω), ω

)
dz =

E [f(0, ·) det (∇Φ(0, ·))]
det (E [∇Φ(0, ·)])

paraP-q.t.p.ω ∈ Ω.

Demonstração. 1. Temos que mostrar que, para q.t.p. ω ∈ Ω, a sequência{
f
(
Φ−1(·/ε, ω), ω

)}
ε>0

converge fraco estrela em L∞loc(Rn) para uma constante:

det (E [∇Φ(0, ·)])−1 E [f(0, ·) det (∇Φ(0, ·))] .

2. Seja ϕ ∈ L1
loc(Rn) uma função com suporte compacto. Fazendo mu-

dança de variáveis, temos∫
Rn
f
(

Φ−1
(x
ε
, ω
)
, ω
)
ϕ(x) dx

=

∫
Rn
f
(y
ε
, ω
)
ϕ
(
εΦ
(y
ε
, ω
))

det
(
∇Φ

(y
ε
, ω
))

dy. (1.7)

48



Defina S : Rn → Rn como o operador linear dado por S(y) := E [∇Φ(0, ·)] y.
Dado δ > 0, pela lema 1.2 temos que ‖εΦ

( ·
ε
, ω
)
− S(·)‖L∞loc < δ para ε sufi-

cientemente pequeno e para q.t.p. ω ∈ Ω. Portanto

lim sup
ε→0

∫
Rn

∣∣∣ϕ(εΦ(y
ε
, ω
))
− ϕ(S(y))

∣∣∣ dy
= lim sup

ε→0

∫
Rn

∣∣∣ϕ(S(y) + εΦ
(y
ε
, ω
)
− S(y)

)
− ϕ(S(y))

∣∣∣ dy
≤ sup
|h|<δ

∫
Rn
|ϕ (S(y) + h)− ϕ(S(y))| dy δ→0−−→ 0.

(1.8)

Combinando (1.7)-(1.8) com o fato de que

f
( ·
ε
, ω
)

det
(
∇Φ

( ·
ε
, ω
))

ε→0−−⇀ E [f(0, ·) det (∇Φ(0, ·))]

fraco estrela em L∞loc(Rn) para q.t.p. ω ∈ Ω, temos

lim
ε→0

∫
Rn
f
(

Φ−1
(x
ε
, ω
)
, ω
)
ϕ(x) dx

=

∫
Rn

E [f(0, ·) det (∇Φ(0, ·))] ϕ(S(y)) dy

=

∫
Rn

E [f(0, ·) det (∇Φ(0, ·))] det (E [∇Φ(0, ·)])−1 ϕ(x) dx,

que prova o lema já que ϕ é arbritária.

O seguinte lema mostra como o gradiente de uma deformação estocástica
carrega a propriedade de estacionaridade para o próprio difeomorfismo. Esta
é uma propriedade importante que será usada muito frequentemente aqui e
aparece pela primeira vez nesta tese.

Lema 1.4. Seja Φ uma deformação estocástica. Então, para cada z, k ∈ Rn,
e P-q.t.p. ω ∈ Ω,

Φ−1(z, ω)− Φ−1(k, ω)

= Φ−1
(
Φ(0, τ(Φ−1(k, ω))ω) + z − k, τ(Φ−1(k, ω))ω

)
.

(1.9)

Demonstração. 1. Podemos assumir sem perda de generalidade que Φ(·, ω)
é um difeomorfismo de classe C1, para P- q.t.p. ω ∈ Ω. Então, aplicando o
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Teorema Fundamental do Cálculo, temos

Φ
(

Φ−1(z, ω)− Φ−1(k, ω), τ(Φ−1(k, ω))ω
)
− Φ(0, τ(Φ−1(k, ω))ω)

=

∫ 1

0

d

ds
Φ
(
s
(
Φ−1(z, ω)− Φ−1(k, ω)

)
, τ(Φ−1(k, ω))ω

)
ds

=

∫ 1

0

∇Φ
(
s
(
Φ−1(z, ω)− Φ−1(k, ω)

)
, τ(Φ−1(k, ω))ω

)
ds(

Φ−1(z, ω)− Φ−1(k, ω)
)

=

∫ 1

0

∇Φ
(
s
(
Φ−1(z, ω)− Φ−1(k, ω)

)
+ Φ−1(k, ω), ω

)
ds(

Φ−1(z, ω)− Φ−1(k, ω)
)
,

onde usamos que ∇Φ é estacionária. Portanto, obtemos

Φ
(

Φ−1(z, ω)− Φ−1(k, ω), τ(Φ−1(k, ω))ω
)
− Φ(0, τ(Φ−1(k, ω))ω)

=

∫ 1

0

d

ds
Φ
(
s
(
Φ−1(z, ω)− Φ−1(k, ω)

)
+ Φ−1(k, ω), ω

)
ds

= Φ(Φ−1(z, ω), ω)− Φ(Φ−1(k, ω), ω) = z − k.
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Caṕıtulo 2

Aspectos Estocásticos do Fluxo

Neste caṕıtulo, estamos interessados em estudar ps aspectos estocásticos do
fluxo gerado pelo sistema Hamiltoniano associado a equação (0.1). Daqui em
diante, assumimos que o coeficiente c, presente na equação (0.1), satisfaz as
seguintes condições:

• c(y, ω) = −
(

[∇yΦ]−1∇yU
)

(y, ω) com (y, ω) ∈ Rn × Ω.

• A função potencial U(y, ω) ∈ L∞(Rn×Ω)∩W 2,∞
loc (Rn;L∞(Ω)) e satisfaz

0 ≤ U(y, ω) ≤ Umax = ess supU.

• A função potencial U(y, ω) é uma variável aleatória estacionária no
sentido cont́ınuo.

Seja Xs(z, ξ, ω) =
(
χ1
s(z, ξ, ω), χ2

s(z, ξ, ω)
)

a única solução da seguinte

equação diferencial
dXs

ds
(z, ξ, ω) = −v(Xs(z, ξ, ω), ω), for s ∈ R,

X0(z, ξ, ω) = (z, ξ),

(2.1)

onde a função vetoral v, chamada drift, é dada por

v(z, ξ, ω) :=
(
ξ,−∇zU(Φ−1(z, ω), ω)

)
=
(
ξ, c(Φ−1(z, ω), ω)

)
.

(2.2)

Temos a seguinte
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Proposição 2.1. Seja Xs(z, ξ, ω) a solução de (2.1). Então, Xs satisfaz:
i) Para cada t, s ∈ R, ∀ (z, ξ) ∈ R2n, e P−q.t.p. ω ∈ Ω

Xs(Xt(z, ξ, ω), ω) = Xs+t(z, ξ, ω) (propriedade de grupo). (2.3)

ii) Para cada (z, k, ξ) ∈ R3n, e P−q.t.p. ω ∈ Ω, o flow Xs satisfaz a
seguinte condição de pseudo-estacionaridade:

χ1
s(z + k, ξ, ω) = χ1

s(z + Φ(0, τ(Φ−1(k, ω))ω), ξ, τ(Φ−1(k, ω))ω)

− Φ(0, τ(Φ−1(k, ω))ω) + k,

χ2
s(z + k, ξ, ω) = χ2

s(z + Φ(0, τ(Φ−1(k, ω))ω), ξ, τ(Φ−1(k, ω))ω).

(2.4)

Demonstração. 1. Primeiro, a prova da propriedade de grupo (i) é padrão.

2. Vamos mostrar (ii). Para começar, definimos para qualquer k ∈ Rn

fixado

Vs(z, ξ, ω) :=Xs(z + k, ξ, ω)

Ws(z, ξ, ω) :=
(
W 1
s (z, ξ, ω),W 2

s (z, ξ, ω)
)

=
(
χ1
s

(
z + Φ(0, τ(Φ−1(k, ω))ω), ξ, τ(Φ−1(k, ω))ω

)
− Φ(0, τ(Φ−1(k, ω))ω) + k,

χ2
s

(
z + Φ(0, τ(Φ−1(k, ω))ω), ξ, τ(Φ−1(k, ω))ω

))
.

(2.5)

Portanto, precisamos mostrar que Vs(z, ξ, ω) = Ws(z, ξ, ω), (∀s ∈ R).

Afirmação: As funções R 3 s 7→ Vs(z, ξ, ω), e R 3 s 7→ Ws(z, ξ, ω) são
soluções da equação (2.1), com z + k ao invés de z.

Prova da Afirmação: De fato, primeiro observamos que

V0(z, ξ, ω) = (z + k, ξ) = W0(z, ξ, ω)

e além disso, temos claramente que

dVs

ds
(z, ξ, ω) = −v(Vs(z, ξ, ω), ω), para s ∈ R.
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Por outro lado, temos

dWs

ds
(z, ξ, ω) = Ẋs

(
z + Φ(0, τ(Φ−1(k, ω))ω), ξ, τ(Φ−1(k, ω))ω

)
= −v

(
Xs

(
z + Φ(0, τ(Φ−1(k, ω))ω), ξ, τ(Φ−1(k, ω))ω

)
,

τ(Φ−1(k, ω))ω
)

= −v
(
χ1
s

(
z + Φ(0, τ(Φ−1(k, ω))ω), ξ, τ(Φ−1(k, ω))ω

)
,

χ2
s

(
z + Φ(0, τ(Φ−1(k, ω))ω, ξ, τ(Φ−1(k, ω))ω

)
,

τ(Φ−1(k, ω))ω
)

= −v
(
χ1
s

(
z + Φ(0, τ(Φ−1(k, ω))ω), ξ, τ(Φ−1(k, ω))ω

)
,

χ2
s

(
z + Φ(0, τ(Φ−1(k, ω))ω, ξ, τ(Φ−1(k, ω))ω

)
,

τ(Φ−1(k, ω))ω
)

= −v
(
W 1
s

(
z, ξ, ω) + Φ(0, τ(Φ−1(k, ω))ω)− k,

W 2
s

(
z, ξ, ω), τ(Φ−1(k, ω))ω

)
.

(2.6)

Agora, usando a definição (2.2), a estacionaridade da função c na segunda
igualdade e o Lema 1.4 na terceira, podemos concluir que

v
(
W 1
s

(
z, ξ, ω) + Φ(0, τ(Φ−1(k, ω))ω)− k,W 2

s

(
z, ξ, ω), τ(Φ−1(k, ω))ω

)
=
(
W 2
s

(
z, ξ, ω), c

(
Φ−1

(
W 1
s (z, ξ, ω) + Φ(0, τ(Φ−1(k, ω))ω)− k,

τ(Φ−1(k, ω))ω
)
, τ(Φ−1(k, ω))ω

))
=
(
W 2
s

(
z, ξ, ω), c

(
Φ−1

(
W 1
s (z, ξ, ω) + Φ(0, τ(Φ−1(k, ω))ω)− k,

τ(Φ−1(k, ω))ω
)

+ Φ−1(k, ω), ω
))

=
(
W 2
s

(
z, ξ, ω), c

(
Φ−1

(
W 1
s (z, ξ, ω), ω

)
, ω
))

= v
(
W 1
s

(
z, ξ, ω),W 2

s

(
z, ξ, ω), ω

)
,
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Portanto, segue que

dWs

ds
(z, ξ, ω) = −v(Ws(z, ξ, ω), ω), for s ∈ R,

e a afirmação é provada.
Finalmente, da unicidade de solução para (2.1), conclúımos que

Vs(z, ξ, ω) = Ws(z, ξ, ω), for each s ∈ R.

Antes de prosseguir, vamos destacar algumas consequências importantes
do Lema 2.1. Na configuração periódica, R Alexandrer observou em [2] que o
Lema anterior nos permite ver a primeira componente do fluxo

{
Xs(z, ξ)

}
s∈R

como um sistema dinâmico que age no toro n−dimensional [0, 1)n para cada
ξ ∈ Rn. Já que a equação (0.1) é do tipo Liouville , na configuração periódica,
é um pouco natural considerar o fluxo todo

{
Xs(z, ξ)

}
s∈R como um semi-

grupo de transformações agindo em (z, ξ) ∈ [0, 1)n×Rn. Consequentemente,
é bem conhecido que a medida de Lebesgue é invariante para este semi-
grupo de acordo com o Teorema de Liuville. Já que estamos interessados em
espaços de medida finita, isto é, os conjuntos de [0, 1)n×Rn do tipo

{
(z, ξ) ∈

[0, 1)n×Rn; H(z, ξ) ≤ c
}

com (c > 0) eH(z, ξ) = |ξ|2
2

+U(z), podemos mudar
a medida de Lebesgue pela famı́lia de medidas dµc(z, ξ) = 1{H≤c} dzdξ para
c > 0 e concluir que o semi-grupo

{
Xs(z, ξ)

}
s∈R é um sistema dinâmico sobre

o espaço
(
[0, 1)n×Rn, µc

)
. Na configuração ergódica estacionária, onde temos

Φ(z, ω) = z, as relações em (2.4) ficam{
χ1
s(z + k, ξ, ω) = χ1

s(z, ξ, τ(k)ω) + k,

χ2
s(z + k, ξ, ω) = χ2

s(z, ξ, τ(k)ω).

Isso permitiu que a Dalibard, em [9], generalizasse o caso periódico anterior
introduzindo um novo sistema dinâmico Tt : Rn × Ω→ Rn × Ω definido por

Ts(ξ, ω) =
(
χ2
s(0, ξ, ω), τ(χ1

s(0, ξ, ω))ω
)

e a respectiva medida invariante

dµc(ξ, ω) = 1H−1((−∞,c])(ξ, ω) dξdP(ω),

onde

H(ξ, ω) =
|ξ|2

2
+ U(0, ω). (2.7)
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Nosso objetivo neste caṕıtulo é estender a construção da Dalibard usando
a deformação estocástica. A não linearidade presente na deformação Φ faz
esta extensão ser altamente não trivial como veremos abaixo.

Defina K := Rn × Ω e seja H : K → R o Hamiltoniano dado por (2.7).
Para cada c > 0, definimos a medida finita µc em K por

dµc(ξ, ω) := 1H−1((−∞,c])(ξ, ω) dξdPΦ(ω), (2.8)

onde dPΦ(ω) := det (∇Φ(0, ω)) dP(ω).
Agora, vamos considerar a seguinte transformação T : R×K → K, dada

por

T (s, (ξ, ω)) =
(
χ2
s(Φ(0, ω), ξ, ω), τ

(
Φ−1(χ1

s(Φ(0, ω), ξ, ω), ω
))
ω
)
, (2.9)

where Xs(Φ(0, ω), ξ, ω) é a única solução de (2.1) com z = Φ(0, ω). Então,
temos o seguinte

Teorema 2.1. A transformação T definida por (2.9) é um sistema dinâmico
sobre o espaço de medida (K,µc).

Demonstração. 1. Primeiro, vamos mostrar a propriedade de grupo. É claro
que T (0, ·) = IK . Agora, vamos mostrar que, para cada t, s ∈ R,

T (t, T (s, ·)) = T (t+ s, ·).

Para começar, seja (ξ, ω) um ponto qualquer fixado em K. Portanto,
queremos mostrar que, para cada (ξ, ω) ∈ K, e s, t ∈ R

T (t)(T (s)(ξ, ω)) = T (t+ s)(ξ, ω).

De (2.9), segue que

T (t)(T (s)(ξ, ω)) = T (t)(ξ0, ω0)

=
(
χ2
t (Φ(0, ω0), ξ0, ω0), τ

(
Φ−1(χ1

t (Φ(0, ω0), ξ0, ω0), ω0)
)
ω0

)
,

(2.10)

onde (ξ0, ω0) =
(
χ2
s(Φ(0, ω), ξ, ω), τ

(
Φ−1(χ1

s(Φ(0, ω), ξ, ω), ω)
)
ω
)

.

Então, primeiro observamos que

χ2
t (Φ(0, ω0), ξ0, ω0) = χ2

t

(
Φ
(
0, τ(Φ−1(χ1

s(Φ(0, ω), ξ, ω), ω))ω
)
, χ2

s(Φ(0, ω), ξ, ω),

τ(Φ−1(χ1
s(Φ(0, ω), ξ, ω), ω))ω

)
= χ2

t

(
Φ
(
0, τ(Φ−1(k, ω))ω

)
, χ2

s(Φ(0, ω), ξ, ω),

τ(Φ−1(k, ω))ω
)
,
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com a óbvia notação para k. Então, aplicando o item (ii) da Proposition 2.1
na segunda igualdade e o item (i) na terceira igualdade, temos

χ2
t (Φ(0, ω0), ξ0, ω0) = χ2

t (k, χ
2
s(Φ(0, ω), ξ, ω), ω)

= χ2
t (χ

1
s(Φ(0, ω), ξ, ω), χ2

s(Φ(0, ω), ξ, ω), ω)

= χ2
t+s(Φ(0, ω), ξ, ω).

(2.11)

Para estabelecer a propriedade de grupo, falta estudar a componente

τ
(
Φ−1(χ1

t (Φ(0, ω0), ξ0, ω0), ω0)
)
ω0 =: ω′.

Assim, já que τ é um sistema dinâmico, segue que

ω′ = τ
(
Φ−1(χ1

t (Φ(0, ω0), ξ0, ω0), ω0)
)
τ
(
Φ−1(χ1

s(Φ(0, ω), ξ, ω), ω)
)
ω

= τ
(
Φ−1(χ1

t (Φ(0, ω0), ξ0, ω0), ω0) + Φ−1(χ1
s(Φ(0, ω), ξ, ω), ω)

)
ω.

(2.12)

Agora, pela definição anterior de k, podemos escrever

χ1
t (Φ(0, ω0), ξ0, ω0) = χ1

t (Φ(0, τ(Φ−1(k, ω))ω), ξ0, τ(Φ−1(k, ω))ω)

= χ1
t (k, ξ0, ω) + Φ(0, τ(Φ−1(k, ω))ω)− k,

onde usamos o item (ii) da Proposição 2.1. Então, da equação anterior e
aplicando o Lema 1.4, obtemos

Φ−1(χ1
t (Φ(0, ω0), ξ0, ω0), ω0)

= Φ−1
(
χ1
t (k, ξ0, ω) + Φ(0, τ(Φ−1(k, ω))ω)− k, τ(Φ−1(k, ω)ω

)
= Φ−1(χ1

t (k, ξ0, ω), ω)− Φ−1(k, ω).
(2.13)

De (2.12) e (2.13), temos

ω′ = τ
(
Φ−1(χ1

t (Φ(0, ω0), ξ0, ω0), ω0) + Φ−1(χ1
s(Φ(0, ω), ξ, ω), ω)

)
ω

= τ
(
Φ−1(χ1

t (k, ξ0, ω), ω)
)
ω

= τ
(
Φ−1(χ1

t (χ
1
s(Φ(0, ω), ξ, ω), (χ2

s(Φ(0, ω), ξ, ω), ω), ω)
)
ω

= τ
(
Φ−1(χ1

t+s(Φ(0, ω), ξ, ω), ω)
)
ω,

(2.14)

onde usamos o item (i) da Proposição 2.1. Consequentemente, de (2.10) com
(2.11) e (2.14), temos

T (t)(T (s)(ξ, ω)) =
(
χ2
t+s(Φ(0, ω), ξ, ω), τ

(
Φ−1(χ1

t+s(Φ(0, ω), ξ, ω), ω)
)
ω
)

= T (t+ s)(ξ, ω),
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provando assim a propriedade de grupo.

2. O objetivo desta etapa é provar que a transformação T (t) preserva a
medida µc sobre K. Para fazer isso, um dos ingredientes chaves é o fato
de que a função Ω 3 ω 7→ τ (Φ−1(z, ω))ω preserva a medida PΦ para todo
z ∈ Rn. Isto não é tão óbvio porque o que sabemos é que, pela definição
de sistema de dinâmico, a função Ω 3 ω 7→ τ(k)ω preserva a medida de
probabilidade P para cada k ∈ Rn. Então, está longe de ser evidente que
esta invariância é mantida se mudarmos k por Φ−1(z, ω). Este resultado é
uma combinação do Lema 1.4 com o Teorema Ergódico de Birkhoff. Mais
precisamente, pelo Lema 1.4, temos para todo z, y ∈ Rn e P−q.t.p. ω ∈ Ω

Φ−1
(
z + y − Φ(0, τ(Φ−1(y, ω))ω), ω

)
= Φ−1(y, ω) + Φ−1

(
z, τ(Φ−1(y, ω))ω

)
.

(2.15)

Agora, tomando f ∈ L1(Ω) obtemos

1

det (E [∇Φ(0, ·)])

∫
Ω

f(ω) dPΦ(ω) =

∫
Rn
f
(
τ(Φ−1(y, ω))ω

)
dy

=

∫
Rn
f

(
τ
(
Φ−1

(
y + z − Φ(0, τ(Φ−1(y, ω))ω), ω

))
ω

)
dy

=

∫
Rn
f

(
τ
(
Φ−1(y, ω) + Φ−1

(
z, τ(Φ−1(y, ω))ω

))
ω

)
dy

=

∫
Rn
f

(
τ
(
Φ−1

(
z, τ(Φ−1(y, ω))ω

))
τ(Φ−1(y, ω))ω

)
dy

=
1

det (E [∇Φ(0, ·)])

∫
Ω

f

(
τ
(
Φ−1(z, ω)

)
ω

)
dPΦ(ω),

onde usamos o Lema 3 na primeira igualdade, a invariância do valor médio
com respeito à translações na segunda, a equação (2.15) na terceira e nova-
mente o Lema 3 na quarta igualdade, o que prova a invariância da função
Ω 3 ω 7→ τ (Φ−1(z, ω))ω com relação a medida PΦ para todo z ∈ Rn.

Afirmação: Para cada F ∈ L1(Rn × Ω;µc)∫∫
Rn×Ω

F
(
T (s)(ξ, ω)

)
dµc(ξ, ω) =

∫∫
Rn×Ω

F (ξ, ω)dµc(ξ, ω) (∀s ∈ R).
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Prova da Afirmação: De fato, seja ρ(z) um mollifier padrão. Assim, temos∫∫
Rn×Ω

F
(
T (s)(ξ, ω)

)
dµc(ξ, ω)

=

∫∫
R2n×Ω

F
(
T (s)(ξ, ω)

)
ρ(z)dµc(ξ, ω)dz

=

∫∫
R2n×Ω

F
(
χ2
s(Φ(0, ω), ξ, ω),

τ
(
Φ−1(χ1

s(Φ(0, ω), ξ, ω), ω)
)
ω
)
ρ(z) 1H−1((−∞,c])(ξ, ω) dξdPΦ(ω)dz.

Aplicando a invariância da função Ω 3 ω 7→ τ (Φ−1(z, ω))ω com respeito a
medida PΦ, temos∫∫

Rn×Ω

F
(
T (s)(ξ, ω)

)
dµc(ξ, ω)

=

∫∫
R2n×Ω

F
(
χ2
s(Φ(0, τ(Φ−1(z, ω))ω), ξ, τ(Φ−1(z, ω))ω),

τ
(
Φ−1(χ1

s(Φ(0, τ(Φ−1(z, ω))ω
)
, ξ, τ(Φ−1(z, ω))ω

)
,

τ(Φ−1(z, ω))ω)
)
τ(Φ−1(z, ω))ω

)
ρ(z)

1H−1((−∞,c])(ξ, τ(Φ−1(z, ω))ω) dξdPΦ(ω)dz

=

∫∫
R2n×Ω

F
(
χ2
s(z, ξ, ω),

τ
(
Φ−1(χ1

s(z, ξ, ω)− z + Φ(0, τ(Φ−1(z, ω))ω),

τ(Φ−1(z, ω))ω)
)
τ(Φ−1(z, ω))ω

)
ρ(z)

1H−1((−∞,c])(ξ, τ(Φ−1(z, ω))ω) dξdPΦ(ω)dz,

onde usamos o item (ii) da Proposição 2.1. Então, aplicando o Lema 1.4,
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segue que∫∫
Rn×Ω

F
(
T (s)(ξ, ω)

)
dµc(ξ, ω)

=

∫∫
R2n×Ω

F
(
χ2
s(z, ξ, ω), τ

(
Φ−1(χ1

s(z, ξ, ω), ω)− Φ−1(z, ω)
)
τ(Φ−1(z, ω))ω

)
1H−1((−∞,c])(ξ, τ(Φ−1(z, ω))ω) ρ(z) dξdPΦ(ω)dz

=

∫∫
R2n×Ω

F
(
χ2
s(z, ξ, ω), τ

(
Φ−1(χ1

s(z, ξ, ω), ω)
)
ω
)

1H−1((−∞,c])(ξ, τ(Φ−1(z, ω))ω) ρ(z) dξdPΦ(ω)dz.

Agora, já que (z, ξ) 7→ Xs(z, ξ, ω) é um difeomorfismo para cada s ∈ R e
P−qt.p ω ∈ Ω, fazendo uma mudança de variáveis (relembre que divv = 0),
temos∫∫

Rn×Ω

F
(
T (s)(ξ, ω)

)
dµc(ξ, ω)

=

∫
Ω

∫
R2n

F
(
v, τ
(
Φ−1(u, ω)

)
ω
)
ρ(χ1

−s(u, v, ω))

1H−1((−∞,c])(χ
2
−s(u, v, ω), τ(Φ−1(χ1

−s(u, v, ω), ω))ω) dudv dPΦ(ω).

Já que a função R 3 s 7→ H(χ2
−s(u, v, ω), τ(Φ−1(χ1

−s(u, v, ω), ω))ω) é cons-
tante, segue que

1H−1((−∞,c])(χ
2
−s(u, v, ω),τ(Φ−1(χ1

−s(u, v, ω), ω))ω)

= 1H−1((−∞,c])(v, τ(Φ−1(u, ω))ω),
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e consequentemente∫∫
Rn×Ω

F
(
T (s)(ξ, ω)

)
dµc(ξ, ω)

=

∫∫
R2n×Ω

ρ(χ1
−s(u, v, ω)) F

(
v, τ
(
Φ−1(u, ω)

)
ω
)

1H−1((−∞,c])(v, τ(Φ−1(u, ω))ω) dudv dPΦ(ω)

=

∫∫
R2n×Ω

ρ(χ1
−s(u, v, ω))

F
(
v, τ
(
Φ−1(u, ω)

)
ω
)

1H−1((−∞,c])(v, τ(Φ−1(u, ω))ω) dudv dPΦ(ω)

=

∫∫
R2n×Ω

ρ
(
χ1
−s
(
Φ(0, τ(Φ−1(u, ω))ω), ξ, τ(Φ−1(u, ω))ω

)
− Φ(0, τ(Φ−1(u, ω))ω) + u

)
F
(
v, τ
(
Φ−1(u, ω)

)
ω
)

1H−1((−∞,c])(v, τ(Φ−1(u, ω))ω) dudv dPΦ(ω),

onde aplicamos o item (ii) da Proposição 2.1.
Finalmente, da invariância da medida PΦ com relação a função τ(Φ−1(u, ·))·,

e depois aplicando o Teorema de Fubini, temos∫∫
Rn×Ω

F
(
T (s)(ξ, ω)

)
dµc(ξ, ω)

=

∫∫
R2n×Ω

ρ
(
χ1
−s
(
Φ(0, ω), ξ, ω

)
− Φ(0, ω) + u

)
F
(
v, ω

)
1H−1((−∞,c])(v, ω) dudv dPΦ(ω)

=

∫∫
Rn×Ω

F
(
v, ω

)
1H−1((−∞,c])(v, ω)

(∫
Rn
ρ
(
χ1
−s
(
Φ(0, ω), ξ, ω

)
− Φ(0, ω) + u

)
du
)
dvdPΦ(ω)

=

∫∫
Rn×Ω

F (v, ω) dµc(v, ω),

e assim segue a afirmação.

Então, temos uma propriedade importante, que é dado pelo seguinte Co-
rolário
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Corolário 2.1. Seja f : R2n × Ω → R uma função mensurável, tal que
f(y, ξ, ω) é estacionária em y. Então, para cada s ∈ R

f(Φ−1(χ1
s(z, ξ, ω), ω), χ2

s(z, ξ, ω), ω) = f(0, Ts(ξ, τ(Φ−1(z, ω))ω)), (2.16)

onde Ts ≡ T (s) é o sistema dinâmico dado por (2.9).

Demonstração. 1. Primeiro, já que f é estacionária na primeira componente,
temos

f(Φ−1(χ1
s(z, ξ, ω), ω), χ2

s(z, ξ, ω), ω)

= f(0, χ2
s(z, ξ, ω), τ(Φ−1(χ1

s(z, ξ, ω), ω))ω).
(2.17)

Além disso, da condição de pseudo-estacionaridade do flow Xt, quer dizer do
item (ii) da Proposição 2.1, temos

χ1
s(z, ξ, ω) = χ1

s(Φ(0, τ(Φ−1(z, ω)ω), ξ, τ(Φ−1(z, ω)ω)

− Φ(0, τ(Φ−1(z, ω)ω) + z,

χ2
s(z, ξ, ω) = χ2

s(Φ(0, τ(Φ−1(z, ω)ω), ξ, τ(Φ−1(z, ω)ω).

(2.18)

Portanto, de (2.17) e (2.18), temos

f(Φ−1(χ1
s(z, ξ, ω), ω), χ2

s(z, ξ, ω), ω)

= f(0, χ2
s(Φ(0, τ(Φ−1(z, ω)ω), ξ, τ(Φ−1(z, ω)ω),

τ(Φ−1(χ1
s(Φ(0, τ(Φ−1(z, ω)ω), ξ, τ(Φ−1(z, ω)ω)

− Φ(0, τ(Φ−1(z, ω)ω) + z, ω))ω).

(2.19)

2. Agora, da condição de pseudo-stacionaridade do difeomorsfismo Φ
(Lema 1.4) com k̃ = z e

z̃ = χ1
s(Φ(0, τ(Φ−1(z, ω)ω), ξ, τ(Φ−1(z, ω)ω)− Φ(0, τ(Φ−1(z, ω)ω) + z,

obtemos

Φ−1(z̃, ω) = Φ−1(k̃, ω)

+ Φ−1
(
Φ(0, τ(Φ−1(k̃, ω))ω) + z̃ − k̃, τ(Φ−1(k̃, ω))ω

)
.

Assim,

Φ−1(χ1
s(Φ(0, τ(Φ−1(z, ω)ω), ξ, τ(Φ−1(z, ω)ω)− Φ(0, τ(Φ−1(z, ω)ω) + z, ω)

= Φ−1(z, ω) + Φ−1
(
χ1
s(Φ(0, ω0), ξ, ω0), ω0

)
,

(2.20)
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onde ω0 = τ
(
Φ−1(z, ω)

)
ω.

3. Finalmente, de (2.19) e (2.20), temos

f(Φ−1(χ1
s(z, ξ, ω), ω), χ2

s(z, ξ, ω), ω)

= f(0, χ2
s(Φ(0, ω0), ξ, ω0), τ(Φ−1(z, ω) + Φ−1(χ1

s(Φ(0, ω0), ξ, ω0))ω)

= f(0, χ2
s(Φ(0, ω0), ξ, ω0), τ(Φ−1(χ1

s(Φ(0, ω0), ξ, ω0))τ(Φ−1(z, ω))ω)

= f(0, Ts(ξ, τ(Φ−1(z, ω))ω)),

o que finaliza a prova.
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Caṕıtulo 3

Equações Assintóticas

Para cada ε > 0, vamos supor que a solução f ε da equação (0.1) tem a
seguinte expansão assintótica

f ε(t, x, ξ, ω) =
∞∑
i=0

εifi

(
t, x,Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)
, (3.1)

onde cada função fi(t, x, y, ξ, ω) é, convenientemente, estacionária em y. In-
serindo este Ansatz de duas escalas na equação (0.1), obtemos

0 = ∂tf
ε + ξ · ∇xf

ε +
1

ε
c
(

Φ−1
(x
ε
, ω
)
, ω
)
· ∇ξf

ε

=
∞∑
i=0

εi∂tfi

(
t, x,Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)

+
∞∑
i=0

εi∇xfi

(
t, x,Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)
· ξ

+
∞∑
i=0

εi−1(∇Φ)−1
(

Φ−1
(x
ε
, ω
)
, ω
)
∇yfi

(
t, x,Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)
· ξ

+
∞∑
i=0

εi−1c
(

Φ−1
(x
ε
, ω
)
, ω
)
∇ξfi

(
t, x,Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)
.

Igualando as potências, temos que o termo de ordem ε−1 é dado por

(∇Φ)−1
(

Φ−1
(x
ε
, ω
)
, ω
)

(∇yf0)
(
t, x,Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)
· ξ

+ c
(

Φ−1
(x
ε
, ω
)
, ω
)
· (∇ξf0)

(
t, x,Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)
= 0.
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Multiplicando esta equação por uma função teste do tipo ψ(t, x)ϕ
(
Φ−1(x

ε
, ω), ξ, ω

)
e usando o Teorema Ergódico , obtemos

0 =

∫
R2n+1
+

∫
Ω

(∇Φ)−1 (0, ω) (∇yf0) (t, x, 0, ξ, ω) · ξ

+ c (0, ω) · (∇ξf0) (t, x, 0, ξ, ω)
}
ψ(t, x)ϕ(0, ξ, ω)dPΦ(ω)dxdtdξ.

Pela invariância de ω −→ τ(Φ−1(z, ω))ω e integrando com relação a z em
Br, obtemos

0 =

∫
R2n+1
+ ×Br×Ω

(∇Φ)−1 (Φ−1 (z, ω) , ω
)

(∇yf0)
(
t, x,Φ−1 (z, ω) , ξ, ω

)
· ξ

+ c (0, ω) · (∇ξf0)
(
t, x,Φ−1 (z, ω) , ξ, ω

)}
ψ(t, x)ϕ(Φ−1 (z, ω) , ξ, ω)dPΦ(ω)dzdxdtdξ,

que é equivalente a

∇z,ξ ·
(
f0

(
t, x,Φ−1(z, ω), ξ, ω

)
v(z, ξ, ω)

)
= 0 (3.2)

com o drift v dado por (2.2), onde (t, x) pode ser interpretado como parâmetros.
Então definimos o seguinte conjunto assintótico de estado estacionário

K :=

{
f(y, ξ, ω) ∈ L1

loc(R2n × Ω) estacionária em y;

f satisfaz (3.2) em D′
(
R2n
)

q.t.p. em Ω

}
. (3.3)

Observamos que, se o dado inicial f 0 do problema (0.1) fosse ”bem pre-
parado”, isto é, se f 0(x, ·, ω) satisfizesse a equação (0.1) nas variáveis os-
cilatórias (z : x/ε) e cinéticas (ξ), então as oscilações devido à variável
rápida não propagaria para a variável no tempo. De fato, isso significa que
a condição inicial se comporta como uma solução estável de (0.1), e neste
sentido, não haveria oscilações no tempo. Então, o Ansatz de duas esca-
las (3.1) seria suficiente para deduzir todas as regras do perfil microscópico
pela equação.

Entretanto, como a condição inicial é não-preparada (isto é, f 0(x, ·) /∈ K),
oscilações no tempo podem ocorrer na solução f ε da equação (0.1), e não se
cancelará quando o parâmetro ε tender a zero como é mostrado em [9], ver
p. 886. Este é um fenômeno interessante, e para ver como as oscilações na

64



variável temporal são incorporadas no perfil microscópico, devemos conside-
rar uma expansão mais geral em duas escalas, ou seja,

f ε(t, x, ξ, ω) =
∞∑
i=0

εifi

(
t, x,

t

ε
,Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)
, (3.4)

onde assumimos que cada função fi(t, x, s, y, ξ, ω) é estacionária em y.
Substituindo esta expansão na equação (0.1), obtemos

0 = ∂tf
ε +

(
ξ,

1

ε
c
(

Φ−1
(x
ε
, ω
)
, ω
))
· (∇xf

ε,∇ξf
ε)

=
∞∑
i=0

εi∂tfi

(
t, x,

t

ε
,Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)

+
∞∑
i=0

εi−1∂sfi

(
t, x,

t

ε
,Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)

+
∞∑
i=0

εi∇xfi

(
t, x,

t

ε
,Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)
· ξ

+
∞∑
i=0

εi−1(∇Φ)−1
(

Φ−1
(x
ε
, ω
)
, ω
)
∇yfi

(
t, x,

t

ε
,Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)
· ξ

+
∞∑
i=0

εi−1c
(

Φ−1
(x
ε
, ω
)
, ω
)
· ∇ξfi

(
t, x,

t

ε
,Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)
.

Igualando os termos de ordem ε−1, temos

∂sf0

(
t, x,

t

ε
,Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)
+ (∇Φ)−1

(
Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ω
)
∇yf0

(
t, x,

t

ε
,Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)
· ξ

+ c
(

Φ−1
(x
ε
, ω
)
, ω
)
· ∇ξf0

(
t, x,

t

ε
,Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)
= 0.

(3.5)
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Igualando também os termos de ordem ε0 obtemos:

∂tf0

(
t, x,

t

ε
,Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)
+ ∂sf1

(
t, x,

t

ε
,Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)
+∇xf0

(
t, x,

t

ε
,Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)
· ξ

+ (∇Φ)−1
(

Φ−1
(x
ε
, ω
)
, ω
)
∇yf1

(
t, x,

t

ε
,Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)
· ξ

+ c
(

Φ−1
(x
ε
, ω
)
, ω
)
· ∇ξf1

(
t, x,

t

ε
,Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)
= 0.

(3.6)

Não é óbvio obter a equação microscópica e macroscópica direto da forma (3.4),
alguma simplificação tem que ser feita. Note que quando se assume (3.4),
temos intuitivamente que

f ε(t, x, ξ, ω) ≈ f0

(
t, x,

t

ε
,Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)
para ε suficientemente pequeno. Portanto, para decompor f ε devemos de-
compor f0, isto é, suponha que

f0

(
t, x,

t

ε
,Φ−1

(x
ε
, ω
)
ξ, ω

)
=f
(
t, x,Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)
+ g

(
t, x,

t

ε
,Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

) (3.7)

onde f(t, x, ·) ∈ K e g(t, x, s, ·) ∈ K⊥.
Podemos supor que a função f1 da expansão (3.4) não oscila no tempo.

Colocando (3.7) em (3.5) e usando que f(t, x, ·) ∈ K, temos:

∂sg

(
t, x,

t

ε
,Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)
+ (∇Φ)−1

(
Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ω
)
∇yg

(
t, x,

t

ε
,Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)
· ξ

+ c
(

Φ−1
(x
ε
, ω
)
, ω
)
· ∇ξg

(
t, x,

t

ε
,Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)
= 0,

(3.8)

isto é,

∂sg
(
t, x, s,Φ−1 (z, ω) , ξ, ω

)
∇z,ξ

(
g
(
t, x, s,Φ−1 (z, ω) , ξ, ω

)
v(z, ξ, ω)

)
= 0,
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que é a equação de evolução microscópica para g.
Para obter a equação de evolução macroscópica para f , precisamos de um

pouco mais de trabalho. Colocando (3.7) em (3.6), temos:

∂tf
(
t, x,Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)
+ ∂tg

(
t, x,

t

ε
,Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)
+∇xf

(
t, x,Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)
· ξ +∇xg

(
t, x,

t

ε
,Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)
· ξ

+ (∇Φ)−1
(

Φ−1
(x
ε
, ω
)
, ω
)
∇yf1

(
t, x,Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)
· ξ

+ c
(

Φ−1
(x
ε
, ω
)
, ω
)
· ∇ξf1

(
t, x,Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)
= 0,

(3.9)
isto é,

∂t(f + g) +∇x(f + g) · ξ

+∇z,ξ ·
(
f1(t, x,Φ−1(z, ω), ξ, ω)v(z, ξ, ω)

)
= 0.

Usando o mesmo procedimento da Dalibard na página 886, obtemos que
a função

∇z,ξ ·
(
f1(t, x,Φ−1(z, ω), ξ, ω)v(z, ξ, ω)

)
está em K⊥. Portanto, usando que f(t, x, ·) ∈ K e g(t, x, s, ·) ∈ K⊥, proje-
tando (3.9) sobre K, temos a equação de evolução macroscópica para f :

∂tf(t, x,Φ−1(z, ω), ξ, ω) +∇xf(t, x,Φ−1(z, ω), ξ, ω) · ξ̃(z, ξ, ω) = 0 (3.10)

em Rn+1
+ , onde ξ̃ é uma campo vetorial em Rn cujas componentes ξ̃i são as

projeções de ξi(i = 1, .., n) no espaço K.
Resumindo, a expansão de duas escalas sugere que a solução f ε do pro-

blema (0.1) deve satisfazer o seguinte:

(i) (Comportamento Assintótico:) Existem funções estacionárias f(t, x, ·) ∈
K e g(t, x, τ, ·) ∈ K⊥, tal que

f ε (t, x, ξ, ω) ≈ f
(
t, x,Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)
+g

(
t, x,

t

ε
,Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)
.
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(ii) (Equação de Evolução Microscópica:) A função g satisfaz

∂sg
(
t, x, s,Φ−1(z, ω), ξ, ω

)
+∇z,ξ ·

(
g
(
t, x,Φ−1(z, ω), ξ, ω

)
v(z, ξ, ω)

)
= 0.

(iii) (Equação de Evolução Macroscópica:) A função f satisfaz

∂tf
(
t, x,Φ−1(z, ω), ξ, ω

)
+ ξ̃(Φ−1(z, ω), ξ, ω) · ∇xf

(
t, x,Φ−1(z, ω), ξ, ω

)
= 0.

A conexão entre o flow (2.1) e o espaço K é dado pelo seguinte

Proposição 3.1. Uma função y−estacionária f = f(y, ξ, ω) ∈ L1
loc(R2n×Ω)

pertence ao espaço K se, e somente se, a seguinte propriedade de invariância
acontece:

f
(
Φ−1

(
χ1
s(z, ξ, ω), ω

)
, χ2

s(z, ξ, ω), ω
)

= f
(
Φ−1(z, ω), ξ, ω

)
,

para todo s ∈ R e para quase todo (z, ξ, ω) ∈ R2n × Ω.

Demonstração. 1. Seja ρ ∈ C∞c (R2n) tal que ρ ≥ 0 e
∫
R2n ρ(z, ξ) dz dξ = 1.

Para cada 0 ≤ j ∈ Z, defina

ρj(z, ξ) := j2nρ (jz, jξ) ,

e

fj(z, ξ, ω) :=

∫
R2n

f(y, θ, ω) ρj(z − y, ξ − θ) dy dθ.

É bem conhecido que fj(·, ω) → f(·, ω) em L1
loc(R2n) quando j → ∞ para

quase todo ω ∈ Ω.

2. Denotando Ψ(z, ξ, ω) := (Φ−1(z, ω), ξ, ω) e Xs(z, ξ, ω) =
(
χ1
s(z, ξ, ω), χ2

s(z, ξ, ω)
)

,
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temos que para qualquer ϕ ∈ C∞c (R2n)∫
R2n

{
fj
(
Φ−1

(
χ1
s(z, ξ, ω), ω

)
, χ2

s(z, ξ, ω), ω
)

−fj
(
Φ−1(z, ω), ξ, ω

)}
ϕ(z, ξ) dz dξ

=

∫
R2n

{
(fj ◦Ψ) (Xs(z, ξ, ω), ω)− (fj ◦Ψ) (z, ξ, ω)

}
ϕ(z, ξ) dz dξ

=

∫
R2n

∫ s

0

d

dt
(fj ◦Ψ) (Xt(z, ξ, ω), ω) ϕ(z, ξ) dt dz dξ

= −
∫ s

0

∫
R2n

∇ (fj ◦Ψ) (Xt(z, ξ, ω), ω) · v(Xt(z, ξ, ω), ω)ϕ(z, ξ) dz dξ dt

= −
∫ s

0

∫
R2n

∇ (fj ◦Ψ) (u, v, ω) · v(u, v, ω)ϕ (X−t(u, v, ω)) du dv dt

=

∫ s

0

∫
R2n

(fj ◦Ψ) (u, v, ω) v(u, v, ω) · ∇u,vϕ (X−t(u, v, ω)) du dv dt,

onde na quarta igualdade usamos a mudança de varáveis (u, v) = Xt(z, ξ, ω)
que tem jacobiano 1 já que o campo vetorial v(·, ω) é incompresśıvel.

Então, fazendo j →∞ na equação anterior, obtemos:∫
R2n

{
f
(
Φ−1

(
χ1
s(z, ξ, ω), ω

)
, χ2

s(z, ξ, ω), ω
)

−f
(
Φ−1(z, ω), ξ, ω

)}
ϕ(z, ξ) dz dξ

=

∫ s

0

∫
R2n

{
f
(
Φ−1(u, ω), ξ, ω

)
v(u, v, ω)

·∇u,vϕ (X−t(u, v, ω))

}
du dv dt. (3.11)

Portanto, se assumimos que f ∈ K, então o lado direito de (3.11) é zero já
que a função R2n 3 (u, v) 7→ ϕ (X−t(u, v, ω)) é uma função teste. Assim, a
arbitrariedade da função teste ϕ nos dá a propriedade da invariância. Por
outro lado, se assumimos que a propriedade da invariância acontece para f ,
então o lado esquerdo de (3.11) é zero. Portanto, dividindo por s (o lado
direito da ig), fazendo s → 0, usando a mudança de variáveis novamente
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(u, v) = Xt(u, v, ω), deduzimos que

0 = lim
s→0

1

s

∫ s

0

∫
R2n

{
f
(
Φ−1(u, ω), ξ, ω

)
v(u, v, ω)

·∇u,vϕ (X−t(u, v, ω))

}
du dv dt

= lim
s→0

1

s

∫ s

0

∫
R2n

{
(f ◦Ψ) (Xt(u, ξ, ω), ω) v(Xt(u, v, ω), ω)

·∇u,vϕ (u, v, ω)

}
du dv dt

=

∫
R2n

f
(
φ−1(u, ω), v, ω

)
v(u, v, ω) · ∇u,vϕ (u, v, ω) du dv,

onde usamos o Teorema de diferenciação de Lebesgue-Besicovitch na última
igualdade. Assim fica provado que f ∈ K, o que completa a prova da pro-
posição.

Vamos terminar esta seção mostrando como usar o clássico Teorema de
Birkhoff ergódico para definir a projeção do espaço L1

loc(R2n×Ω;µc) no espaço
K.

Proposição 3.2. Seja T um sistema dinâmico definido por (2.9), e F ∈
L1
loc(Rn × Ω). Então, existe uma função F ∈ L1

loc(Rn × Ω), tal que:

(i) A seguinte convergência acontece

lim
T→∞

∫ T

0

F (Ts(ξ, ω)) ds = F (ξ, ω),

para µc−q.t.p. (ξ, ω) ∈ Rn × Ω e todo c > 0.

(ii) A função F é invariante com relação a Ts, isto é, para µc−q.t.p.
(ξ, ω) ∈ Rn × Ω, segue que

F (Ts(ξ, ω)) = F (ξ, ω), (∀s ∈ R),

para todo c > 0. Além disso, temos∫
Rn×Ω

F (ξ, ω) dµc(ξ, ω) =

∫
Rn×Ω

F (ξ, ω) dµc(ξ, ω),

para todo c > 0.
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(iii) Se f é uma função estacionária definida por f(y, ξ, ω) := F (ξ, τ(y)ω),
então para todo s ∈ R e para q.t.p. (z, ξ, ω) ∈ R2n × Ω

f
(
Φ−1

(
χ1
s(z, ξ, ω), ω

)
, χ2

s(z, ξ, ω), ω
)

= f
(
Φ−1(z, ω), ξ, ω

)
.

Em particular, a Proposition 3.1 implica que f ∈ K.

A prova dos itens (i) e (ii) é consequência do Teorema de Birkhoff e é
similar ao correspondente em [9]. Por conveniência, relembramos as partes
relevantes aqui.

Demonstração. 1. Primeiro, note que F ∈ L1
loc(Rn × Ω) nos diz que F ∈

L1(Rn×Ω;µc) para todo c > 0. Portanto, aplicando o Teorema Ergódico de
Birkhoff existe F c ∈ L1(Rn×Ω, µc) tal que os itens (i) e (ii) acontecem para
F c ao invés de F . Assim, para 0 < c1 < c2 obtemos que F c1(ξ, ω) = F c2(ξ, ω)
para µc1−qt.p. (ξ, ω) ∈ Rn × Ω.

2. Defina

Aj :=

{
(ξ, ω) ∈ suppµj; F j(ξ, ω) 6= F j+1(ξ, ω)

}
e o conjunto A := ∪∞j=1Aj. Note que µc(A) = 0 para todo c > 0. Então,
podemos definir

F (ξ, ω) = F j(ξ, ω), se (ξ, ω) ∈ suppµj.

Da definição de F , podemos ver que a convergência no item (i) acontece para
todo (ξ, ω) ∈

(
Rn × Ω

)
−N , onde

N :=

{
(ξ, ω) ∈

(
Rn × Ω

)
− A; the convergence in (i) does not happen

}
é tal que µc(N) = 0 para todo c > 0. Isto prova (i) e (ii).

3. Do corolário 2.1, segue que

f(Φ−1(χ1
s(z, ξ, ω), ω), χ2

s(z, ξ, ω), ω) = f
(
0, Ts(ξ, τ(Φ−1(z, ω))ω)

)
= F

(
Ts(ξ, τ

(
Φ−1(z, ω)

) )
, (3.12)

para todo (z, ξ, ω) ∈ R2n × Ω e s ∈ R. Além disso, o item (ii) nos diz que o
conjunto

F :=

{
(ξ, ω) ∈ Rn × Ω; F (Ts(ξ, ω)) = F (ξ, ω)∀ s ∈ R

}
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é tal que µλ(F c) = 0 para todo λ > 0. Afirmamos que o conjunto{
z ∈ Rn;

(
ξ, τ

(
Φ−1(z, ω)

)
ω
)
∈ F for µc−a.s. (ξ, ω) ∈ Rn × Ω∀ c > 0

}
tem medida total em Rn. De fato, seja F c :=

{
(ξ, ω) ∈ Rn × Ω; (ξ, ω) /∈ F

}
e 1Fc(·) a função caracteŕıstica da conjunto F c. Já que a função R2n ×
Ω 3 (z, ξ, ω) 7→ 1Fc

(
ξ, τ (Φ−1(z, ω))ω

)
é mensurável, então pelo Teorema de

Fubini Theorem temos∫
Rn

{∫
Rn×Ω

1Fc
(
ξ, τ

(
Φ−1(z, ω)

)
ω
)
dµc(ξ, ω)

}
dz

=

∫
Rn×Ω

{∫
Φ(Rn,ω)

1Fc
(
ξ, τ

(
Φ−1(z, ω)

)
ω
)
dz

}
dµc(ξ, ω)

=

∫
Rn×Ω

{∫
Rn

1Fc(ξ, τ(y)ω) det (∇Φ(y, ω)) dy

}
dµc(ξ, ω)

=

∫
Rn

{∫
Rn×Ω

1Fc(ξ, τ(y)ω) det (∇Φ(0, τ(y)ω))

1H−1((−∞,c])(ξ, ω) det (∇Φ(0, ω)) dP(ω)dξ

}
dz,

tendo usado a estacionaridade de ∇Φ. Usando a preservação da medida P,
obtemos∫

Rn

{∫
Rn×Ω

1Fc
(
ξ, τ

(
Φ−1(z, ω)

)
ω
)
dµc(ξ, ω)

}
dz

=

∫
Rn

{∫
Rn×Ω

1Fc(ξ, ω) det (∇Φ(0, ω)) 1H−1((−∞,c])(ξ, τ(−y)ω)

det (∇Φ(0, τ(−y)ω)) dP(ω)dξ

}
dz

=

∫
Rn

{∫
Rn×Ω

1Fc(ξ, ω) det (∇Φ(−y, ω)) 1H−1((−∞,c])(ξ, τ(−y)ω)

det (∇Φ(0, ω)) dP(ω)dξ

}
dz.

Afirmamos que existe λ > c tal que

1H−1((−∞,c])(ξ, τ(−y)ω) ≤ 1H−1((−∞,λ])(ξ, ω)
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para todo y ∈ Rn. De fato, para cada y, denote Jy(ξ, ω) = (ξ, τ(−y)ω).
Assim,

1H−1((−∞,c])(ξ, τ(−y)ω) = 1H−1((−∞,c])(Jy(ξ, ω))

= 1J−1
y (H−1((−∞,c]))(ξ, ω).

Agora, seja (ξ, ω) tal que (ξ, ω) ∈ J−1
y (H−1((−∞, c])), isto é, (ξ, ω) tal

que H(ξ, τ(−y)ω) ≤ c. Assim,

H(ξ, ω) =
|ξ|2

2
+ U(0, ω) ≤ c+ U(0, ω)− U(0, τ(−y)ω)

≤ c+ 2Umax.

Tomando λ = c+2Umax, provamos que J−1
y (H−1((−∞, c])) ⊆ H−1((−∞, λ]),

donde segue a afirmação. Portanto

∫
Rn

{∫
Rn×Ω

1Fc
(
ξ, τ

(
Φ−1(z, ω)

)
ω
)
dµc(ξ, ω)

}
dz

≤
∫
Rn

{∫
Rn×Ω

1Fc(ξ, ω) det (∇Φ(−y, ω)) 1H−1((−∞,λ])(ξ, ω)

det (∇Φ(0, ω)) dP(ω)dξ

}
dz

=

∫
Rn

{∫
Fc

det (∇Φ(−y, ω)) dµλ(ξ, ω)

}
dz = 0, (3.13)

provando assim a afirmação e por (3.12) temos que, para quase todo
(z, ξ, ω) ∈ R2n × Ω,

f(Φ−1(χ1
s(z, ξ, ω), ω), χ2

s(z, ξ, ω), ω) = F
(
Ts(ξ, τ(Φ−1(z, ω)

)
= F

(
ξ, τ

(
Φ−1(z, ω)

) )
= f

(
Φ−1(z, ω), ξ, ω

)
∀s ∈ R,

provando assim o item (iii).

É importante mencionar que se tomarmos uma função F ∈ L1
loc(Rn × Ω)

e definirmos

g(s,Φ−1(z, ω), ξ, ω) := F
(
Ts(ξ, τ

(
Φ−1(z, ω)

)
ω)
)
,

pode-se mostrar que a função g é uma solução da equação de evolução mi-
croscópica (0.2) com condição inicial f

(
Φ−1(z, ω), ξ, ω

)
= F

(
ξ, τ (Φ−1(z, ω))ω

)
.
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Agora, vamos usar a Proposição 3.2 para dar uma definição precisa da
projeção no espaço K. Defina˜: L1

loc(R2n × Ω)→ K por

f̃(y, ξ, ω) := lim
T→∞

∫ T

0

f
(
0, Ts (ξ, τ(y)ω)

)
ds,

e o espaço K⊥ por

K⊥ :=

{
f ∈ L1

loc(R2n × Ω); existe g ∈ L1
loc(R2n × Ω)

satisfazendo f = g̃ − g
}
. (3.14)

Observação 3.1. Note que se f = f(y, ξ, ω) ∈ L1
loc(R2n × Ω) é uma função

y−estacionária, então temos

f̃
(
Φ−1(z, ω), ξ, ω

)
= lim

T→∞

∫ T

0

f
(
0, Ts

(
ξ, τ

(
Φ−1(z, ω)

)
ω
) )
ds

= lim
T→∞

∫ T

0

f
(
Φ−1

(
χ1
s(z, ξ, ω), ω

)
, χ2

s(z, ξ, ω), ω
)
ds.
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Caṕıtulo 4

Análise Assintótica de fε

Neste caṕıtulo, confirmaremos rigorosamente todos os fatos sugeridos pela
expansão em duas escalas realizada no último caṕıtulo. A ideia principal da
prova é semelhante aos correspondentes em [9] (ver também [2]). Embora,
como já vimos, a deformação estocástica introduziu muitas dificuldades que
conseguimos superar.

Para começar, alguns fatos importantes e básicos são necessários para
estabelecer a decomposição para a solução f ε de (0.1).

Lema 4.1. Seja Xs(z, ξ, ω) =
(
χ1
s(z, ξ, ω), χ2

s(z, ξ, ω)
)

o fluxo gerado por

(2.1). Então, para cada T > 0 temos

lim
ε→0

sup
(t,x)∈RnT

∥∥∥∥εχ1
t
ε

(x
ε
, ·, ··

)
− x+ t ξ̃

(
0, ·, τ

(
Φ−1

(x
ε
, ··
))
· ·
)∥∥∥∥

L1
loc(Rn×Ω)

= 0,

onde Rn
T := (0, T )× Rn.

Demonstração. 1. Note que, para cada ε > 0 e t ∈ [0, T ),

ε χ1
t
ε

(x
ε
, ξ, ω

)
− x+ t ξ̃

(
0, ξ, τ

(
Φ−1

(x
ε
, ω
))

ω
)

= ε

∫ t/ε

0

d

ds
χ1
s

(x
ε
, ξ, ω

)
ds+ t ξ̃

(
0, ξ, τ

(
Φ−1

(x
ε
, ω
))

ω
)

= −ε
∫ t/ε

0

χ2
s

(x
ε
, ξ, ω

)
ds+ t ξ̃

(
0, ξ, τ

(
Φ−1

(x
ε
, ω
))

ω
)

= −t
{∫ t/ε

0

χ2
s

(x
ε
, ξ, ω

)
ds− ξ̃

(
0, ξ, τ

(
Φ−1

(x
ε
, ω
))

ω
)}

.

(4.1)
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2. Seja P : R2n × Ω → Rn uma função definida por P (y, ξ, ω) = ξ.
Claramente a função P ∈ L1

loc (R2n × Ω) é y-estacionária. Dado um conjunto
compacto C ⊂ Rn

ξ , aplicando o Corolário 2.1, obtemos da equação (4.1) que∫
C×Ω

∣∣∣∣ε χ1
t
ε

(x
ε
, ξ, ω

)
− x+ t ξ̃

(
0, ξ, τ

(
Φ−1

(x
ε
, ω
))

ω
) ∣∣∣∣ dP(ω)dξ

≤ t

ν

∫
C×Ω

∣∣∣∣∫ t/ε

0

χ2
s

(x
ε
, ξ, ω

)
ds− ξ̃

(
0, ξ, τ

(
Φ−1

(x
ε
, ω
))

ω
) ∣∣∣∣ dPΦ(ω)dξ

=
t

ν

∫
C×Ω

∣∣∣∣∫ t/ε

0

P

(
Φ−1

(
χ1
s

(x
ε
, ξ, ω

)
, ω
)
, χ2

s

(x
ε
, ξ, ω

)
, ω

)
ds

− ξ̃
(

0, ξ, τ
(

Φ−1
(x
ε
, ω
))

ω
) ∣∣∣∣ dPΦ(ω)dξ

=
t

ν

∫
C×Ω

∣∣∣∣∫ t/ε

0

P

(
0, Ts

(
ξ, τ

(
Φ−1

(x
ε
, ω
))

ω
))

ds

− ξ̃
(

0, ξ, τ
(

Φ−1
(x
ε
, ω
))

ω
) ∣∣∣∣ dPΦ(ω)dξ.

Portanto, usando a invariância da função Ω 3 ω 7→ τ (Φ−1(z, ω))ω (com
respeito a medida PΦ para todo z ∈ Rn, ver item 2 na prova do Teorema
2.1), obtemos∫

C×Ω

∣∣∣∣ε χ1
t
ε

(x
ε
, ξ, ω

)
− x+ t ξ̃

(
0, ξ, τ

(
Φ−1

(x
ε
, ω
))

ω
) ∣∣∣∣ dP(ω)dξ

≤ t

ν

∫
C×Ω

∣∣∣∣∫ t/ε

0

P (0, Ts(ξ, ω)) ds− ξ̃(0, ξ, ω)

∣∣∣∣ dPΦ(ω)dξ

≤ t

ν

∫
C×Ω

∣∣∣∣∫ t/ε

0

P (0, Ts(ξ, ω)) ds− ξ̃(0, ξ, ω)

∣∣∣∣ dµλ(ξ, ω)

=
t

ν

∫
C×Ω

Mt/ε(ξ, ω) dµλ(ξ, ω),

(4.2)

para λ > 0 suficientemente grande e com notação óbvia para Mt/ε(ξ, ω).

3. Fixado 0 < α < T , temos duas situações a considerar:
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• If 0 < t ≤ α, then

t

∫
C×Ω

Mt/ε(ξ, ω) dµλ(ξ, ω)

≤ αν
∣∣C∣∣ sup

s>0
‖Ms(·)‖L∞µλ ess sup

ω∈Ω
det (∇Φ(0, ω))

=: C0 α < +∞,

onde
∣∣C∣∣ representa a medida de Lebesgue n-dimensional do conjunto

C.

• Se α < t ≤ T , então

t

∫
C×Ω

Mt/ε(ξ, ω) dµλ(ξ, ω) ≤ T

ν

∫
C×Ω

Mt/ε(ξ, ω) dµλ(ξ, ω)

≤ Tν sup
ϑ≥α

ε

∫
C×Ω

Mϑ(ξ, ω) dµλ(ξ, ω)
ε→0−→ 0,

onde o limite anterior é justificado pelo Teorema de Birhoff e pelo Teorema
da Convergência Dominada.

Portanto, combinando a desigualdade (4.2) com os fatos anteriores, da
arbitrariedade de α, podemos deduzir que

lim
ε→0

sup
(t,x)∈RnT

∫
C×Ω

∣∣∣εχ1
t
ε

(x
ε
, ξ, ω

)
− x+ t ξ̃

(
0, ξ, τ

(
Φ−1

(x
ε
, ω
))
· ·
)∣∣∣ dP(ω)dξ

≤ inf
α∈(0,T )

(
max

{
αC0,

T

ν
sup
ϑ≥α

ε

∫
C×Ω

Mϑ(ξ, ω) dµλ(ξ, ω)

})
,

que completa a prova deste Lema.

A próxima propriedade de contração uniforme para soluções da equação
(0.1) será importante para obter o resultado principal deste trabalho.

Lema 4.2. Seja f 0 = f 0(x, y, ξ, ω) ∈ L1
loc (R3n × Ω) uma função y−estacionária

tal que a função

R2n × Ω 3 (x, ξ, ω) 7→ f 0

(
x,Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)
é mensurável. Se f ε(t, x, ξ, ω) é a solução do problema de Cauchy (0.1),
então, dados R, T > 0 existe λ = λ (R, T, ‖U‖∞) > 0, tal que, para todo
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ε > 0 e 0 < t < T∫
BR(0)×BR(0)×Ω

|f ε(t, x, ξ, ω)| dxdξdP(ω)

≤ 1

ν

∫
Bλ(0)×Rnξ×Ω

|f 0(x, 0, ξ, ω)| dxdµλ(ξ, ω),

onde ν > 0 é a constante na Definição 1.10.

Demonstração. 1. Para cada ε > 0, seja vε(x, ξ, ω) :=
(
ξ, 1

ε
c
(
Φ−1

(
x
ε
, ω
)
, ω
) )

o drift associado a equação de Liuville em (0.1), e considere, para cada
(x, ξ, ω) ∈ R2n × Ω, o único flow

Xε
t(x, ξ, ω) =

(
χε,1t (x, ξ, ω), χε,2t (x, ξ, ω)

)
gerado pela seguinte equação diferencial ordinária

dXε
t

dt
(x, ξ, ω) = −vε(Xε

t(x, ξ, ω), ω), for t ∈ R,

Xε
0(x, ξ, ω) = (x, ξ).

(4.3)

É fácil ver que devemos ter

Xε
t(x, ξ, ω) =

(
ε χ1

t
ε

(x
ε
, ξ, ω

)
, χ2

t
ε

(x
ε
, ξ, ω

))
, (4.4)

onde Xs(z, ξ, ω) =
(
χ1
s(z, ξ, ω), χ2

s(z, ξ, ω)
)

é a solução de (2.1). Então,

podemos escrever a solução f ε do problema de Cauchy (0.1), para cada t > 0,
como

f ε(t, x, ξ, ω) = f 0

(
χε,1t (x, ξ, ω),Φ−1

(
χε,1t (x, ξ, ω)

ε
, ω

)
, χε,2t (x, ξ, ω), ω

)
= f 0

(
ε χ1

t
ε

(x
ε
, ξ, ω

)
,Φ−1

(
χ1
t
ε

(x
ε
, ξ, ω

)
, ω
)
, χ2

t
ε

(x
ε
, ξ, ω

)
, ω
)

= f 0
(
ε χ1

t
ε

(x
ε
, ξ, ω

)
, 0, T t

ε

(
ξ, τ

(
Φ−1

(x
ε
, ω
))

ω
))

,

(4.5)
onde usamos (4.4) na segunda igualdade e o Corolário 2.1 na terceira.

2. Agora, ulitilizando (2.4) com z = 0, k = x/ε e s = t/ε, temos

ε χ1
t
ε

(x
ε
, ξ, ω

)
= ε χ1

t
ε

(
Φ
(

0, τ
(

Φ−1
(x
ε
, ω
))

ω
)
, ξ, τ

(
Φ−1

(x
ε
, ω
))

ω

)
−εΦ

(
0, τ

(
Φ−1

(x
ε
, ω
))

ω
)

+ x.
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Portanto, inserindo essa relação na equação (4.5), obtemos∫
BR(0)×BR(0)×Ω

|f ε(t, x, ξ, ω)| dxdξdP(ω)

≤ 1

ν

∫
BR(0)×BR(0)×Ω

∣∣∣∣∣f 0

(
ε χ1

t
ε

(x
ε
, ξ, ω

)
, 0,

T t
ε

(
ξ, τ

(
Φ−1

(x
ε
, ω
))

ω
))∣∣∣∣∣ dxdξdPΦ(ω)

=
1

ν

∫
BR(0)×BR(0)×Ω

∣∣∣∣∣f 0

(
ε χ1

t
ε

(
Φ
(

0, τ
(

Φ−1
(x
ε
, ω
))

ω
)
, ξ, τ

(
Φ−1

(x
ε
, ω
))

ω

)
−εΦ

(
0, τ

(
Φ−1

(x
ε
, ω
))

ω
)

+ x, 0,

T t
ε

(
ξ, τ

(
Φ−1

(x
ε
, ω
))

ω
))∣∣∣∣∣ dxdξdPΦ(ω)

=
1

ν

∫
BR(0)×BR(0)×Ω

∣∣∣∣∣f 0

(
ε χ1

t
ε

(
Φ(0, ω), ξ, ω

)
− εΦ(0, ω) + x, 0,

T t
ε
(ξ, ω)

)∣∣∣∣∣ dxdξdPΦ(ω), (4.6)

onde usamos a invariância da função Ω 3 ω 7→ τ (Φ−1(z, ω))ω com respeito
a medida PΦ para todo z ∈ Rn.

3. Nesta etapa, primeiro notamos que

ε χ1
t
ε

(
Φ(0, ω), ξ, ω

)
− εΦ(0, ω) = ε

∫ t/ε

0

d

ds
χ1
s

(
Φ(0, ω), ξ, ω

)
ds

= −ε
∫ t/ε

0

χ2
s

(
Φ(0, ω), ξ, ω

)
ds. (4.7)

Então, como a função R 3 s 7→ H(χ2
s(z, ξ, ω), τ(Φ−1(χ1

s(z, ξ, ω), ω))ω) é cons-
tante, da definição do Hamiltoniano H, ver (2.7), e da positividade da função
potencial U , temos∣∣∣χ2

s

(
Φ(0, ω), ξ, ω

)∣∣∣2
2

≤ H(χ2
s(Φ(0, ω), ξ, ω), τ(Φ−1(χ1

s(Φ(0, ω), ξ, ω), ω))ω)

= H(ξ, ω) ≡ |ξ|
2

2
+ U (0, ω) .
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Conseguentemente, se |ξ| ≤ R então

∣∣∣χ2
s

(
Φ(0, ω), ξ, ω

)∣∣∣ ≤√R2

2
+ 2‖U‖∞,

para q.t.p. ω ∈ Ω e de (4.7), obtemos para todo t ∈ (0, T ) e |ξ| ≤ R

∣∣∣ε χ1
t
ε

(
Φ(0, ω), ξ, ω

)
− εΦ(0, ω)

∣∣∣ ≤ T

√
R2

2
+ 2‖U‖∞.

Aplicando o Teorema de Fubini, a mudança de variáveis

u = ε χ1
t
ε

(
Φ(0, ω), ξ, ω

)
− εΦ(0, ω) + x

na igualdade (4.6) e escolhendo λ ≥ R + T
√

R2

2
+ 2‖U‖∞ suficientemente

grande, obtemos∫
BR(0)×BR(0)×Ω

|f ε(t, x, ξ, ω)| dxdξdP(ω)

≤ 1

ν

∫
BR(0)×Ω

{∫
Bλ(0)

∣∣∣f 0
(
u, 0, T t

ε
(ξ, ω)

)∣∣∣ du} dξdPΦ(ω)

≤ 1

ν

∫
Bλ(0)

{∫
Rn×Ω

∣∣∣f 0
(
u, 0, T t

ε
(ξ, ω)

)∣∣∣ dµλ(ξ, ω)

}
du

=
1

ν

∫
Bλ(0)

{∫
Rn×Ω

∣∣f 0(u, 0, ξ, ω)
∣∣ dµλ(ξ, ω)

}
du,

onde usamos a invariância da medida µλ com respeito ao sistema dinâmico
Ts(·). Isto completa a prova do Lema.

Agora, já temos todas as ferramentas para provar o Teorema principal 0.1,
que é uma variação não estacionária de um resultado similar provado em [9]
no contexto estacionário.

Demonstração. Primeiro, suponha que f 0 é uma função mensurável e local-
mente limitada que não depende da variável lenta x, isto é,

f 0 = f 0(y, ξ, ω) ∈ L∞loc(R2n × Ω).
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Neste caso, da equação (4.5) podemos escrever

f ε(t, x, ξ, ω) = f 0
(

0, T t
ε

(
ξ, τ

(
Φ−1

(x
ε
, ω
))

ω
))

= f̃ 0
(

Φ−1
(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)
+
{
f 0
(

0, T t
ε

(
ξ, τ

(
Φ−1

(x
ε
, ω
))

ω
))

− f̃ 0
(

Φ−1
(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)}
.

(4.8)
Portanto, é suficiente definir rε ≡ 0 e

f
(
t, x,Φ−1(z, ω), ξ, ω

)
:= f̃ 0

(
Φ−1(z, ω), ξ, ω

)
,

g
(
t, x, s,Φ−1(z, ω), ξ, ω

)
:= f 0

(
0, Ts

(
ξ, τ

(
Φ−1(z, ω)

)
ω
) )

− f̃ 0
(
Φ−1(z, ω), ξ, ω

)
.

Claramente, f satisfaz a equação macroscópica (0.3), (∂tf = ∇xf ≡ 0), e
f(t, x, ·) ∈ K para q .t.p. (t, x) ∈ Rn+1

+ . Além disso, devido ao Córolário 2.1
e a Proposição 3.1, segue que

g
(
t, x, s,Φ−1(z, ω), ξ, ω

)
= f 0

(
0, Ts

(
ξ, τ

(
Φ−1(z, ω)

)
ω
) )

−f̃ 0
(
0, Ts

(
ξ, τ

(
Φ−1(z, ω)

)
ω
) )

para q.t.p. (z, ξ, ω) ∈ R2n × Ω, donde g(t, x, s, ·) ∈ K⊥ para q t.p. (t, x, s) ∈
(0,+∞) × Rn × (0,+∞). Ainda, g(t, x, ·) satisfaz a equação miscroscópica

(0.2) com condição inicial
(
f 0 − f̃ 0

)
(Φ−1(z, ω), ξ, ω). Finalmente, para qual-

quer R > 0 fixado∫
BR(0)×BR(0)×Ω

∣∣∣ ∫ T

0

g

(
t

ε
,Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)
dt
∣∣∣ dxdξdP(ω)

= T

∫
BR(0)×BR(0)×Ω

∣∣∣∫ T/ε

0

g
(
s,Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)
ds
∣∣∣ dxdξdP(ω)

≤ T

ν

∫
BR(0)×BR(0)×Ω

∣∣∣∫ T/ε

0

f 0
(

0, Ts

(
ξ, τ

(
Φ−1

(x
ε
, ω
))

ω
))

ds

− f̃ 0
(

0, ξ, τ
(

Φ−1
(x
ε
, ω
))

ω
)∣∣∣ dxdξdPΦ(ω)

=
T |BR(0)|

ν

∫
BR(0)×Ω

∣∣∣∫ T/ε

0

f 0 (0, Ts(ξ, ω)) ds− f̃ 0(0, ξ, ω)
∣∣∣ dξdPΦ(ω)→ 0,

quando ε → 0 pelo item (i) da Proposição 3.2, onde usamos o Teorema da
Convergância Dominada.
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2. Agora, suponhamos que f 0(x, y, ξ, ω) = f 0(x) ∈ C∞c (Rn). Neste caso,
a solução do Problema de Cauchy (0.1) pode ser escrito como

f ε(t, x, ξ, ω) = f 0
(
χε,1t (x, ξ, ω)

)
= f 0

(
εχ1

t
ε
(x, ξ, ω)

)
= f 0

(
x− tξ̃

(
Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

))

+ f 0
(
εχ1

t
ε
(x, ξ, ω)

)
− f 0

(
x− tξ̃

(
Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

))
.

Portanto, definimos:

f
(
t, x,Φ−1(z, ω), ξ, ω

)
:= f 0

(
x− t ξ̃

(
Φ−1(z, ω), ξ, ω

) )
,

g ≡ 0,

rε(t, x, ξ, ω) := f 0
(
εχ1

t
ε
(x, ξ, ω)

)
− f 0

(
x− tξ̃

(
Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

))
.

Claramente, as funções f e g satisfazem respectivamente as propriedades (ii)
e (iii) do Teorema Principal. Além disso, a propriedade (i) para a sequência
rε segue imediatamente do Lema 4.1.

3. Agora, suponhamos que a condição inicial f 0(x, y, ξ, ω) pode ser escrita
como uma soma do tipo

m∑
i=1

ϕi(x)ψi(y, ξ, ω) (4.9)

com ϕi ∈ C∞c (Rn) e ψi ∈ L∞loc(R2n × Ω) estacionária na variável y. Então,
inspirados pela discussão anterior, definimos

f
(
t, x,Φ−1(z, ω), ξ, ω

)
:=

m∑
i=1

ϕi

(
x− t ξ̃

(
Φ−1(z, ω), ξ, ω

))
× ψ̃i

(
Φ−1(z, ω), ξ, ω

)
,
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g
(
t, x, s,Φ−1(z, ω), ξ, ω

)
=

m∑
i=1

ϕi

(
x− t ξ̃

(
Φ−1(z, ω), ξ, ω

))
×
(
ψi − ψ̃i

)(
0, Ts

(
ξ, τ

(
Φ−1(z, ω)

)
ω
) )

=
m∑
i=1

ϕi

(
x− t ξ̃

(
Φ−1(z, ω), ξ, ω

))
×
{
ψi

(
0, Ts

(
ξ, τ

(
Φ−1(z, ω)

)
ω
) )
− ψ̃i

(
Φ−1(z, ω), ξ, ω

)}
,

e para cada ε > 0

rε(t, x, ξ, ω) := f ε(t, x, ξ, ω)− f

(
t, x,Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)

−g

(
t, x,

t

ε
,Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)
(4.10)

Primeiro, notamos que a função f(t, x, ·) ∈ K para q.t.p. (t, x) ∈ Rn+1
+

e f(·,Φ−1(z, ω), ξ, ω) satisfaz a equação de evolução macroscópica (0.3) para
q.t.p. (z, ξ, ω) ∈ R2n×Ω, já que é uma combinação linear de funções que sa-
tisfazem essas propriedades. Uma observação similar acontece para a função
g mudando o espaço K por K⊥, a equação de evolução macroscópica (0.3) pela
equação de evolução microscópica (0.2) e o par de variáveis macroscópicas
(t, x) pela microscópica (s, z).

Já a propriedade (i) não é tão óbvia de se verificar. Para isto, podemos
usar as definições anteriores das funções f e g, escrever a solução do problema
(0.1) em termos do fluxo gerado pelo problema (4.3) e a condição inicial
(4.9). Finalmente, o resultado segue do Lema 4.1. Em termos matemáticos,
obtemos das equações (4.5), (4.9) e (4.10)
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rε(t, x, ξ, ω)

:= f ε(t, x, ξ, ω)− f

(
t, x,Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)

−g

(
t, x,

t

ε
,Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)

=
m∑
i=1

ϕi

(
εχ1

t
ε
(x, ξ, ω)

)
ψi

(
0, T t

ε

(
ξ, τ

(
Φ−1

(x
ε
, ω
))

ω
))

−
m∑
i=1

ϕi

(
x− tξ̃

(
Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

))
ψ̃i

(
Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)
−

m∑
i=1

ϕi

(
x− tξ̃

(
Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

))

×

{
ψi

(
0, T t

ε

(
ξ, τ

(
Φ−1

(x
ε
, ω
))

ω
))
− ψ̃i

(
Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)}

=
m∑
i=1

{
ϕi

(
εχ1

t
ε
(x, ξ, ω)

)
− ϕi

(
x− tξ̃

(
Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

))}

×ψi

(
0, T t

ε

(
ξ, τ

(
Φ−1

(x
ε
, ω
))

ω
))

.

Portanto, conclúımos que

|rε(t, x, ξ, ω)| ≤
m∑
i=1

‖ψi‖∞ Lip(ϕi)

×

∣∣∣∣∣εχ1
t
ε
(x, ξ, ω)− x+ tξ̃

(
0, ξ, τ

(
Φ−1

(x
ε
, ω
))

ω
)∣∣∣∣∣,

e devido ao Lemma 4.1 segue verdadeiro o item (i).

4.(Caso Geral) Agora, consideramos o caso onde F0 ∈ L1
loc(R2n × Ω).

Primeiro, relembre que somas finitas similares a (4.9) são densas em F0 ∈
L1

loc(R2n×Ω), consequentemente podemos encontrar uma sequência F j
0 (x, ξ, ω)

tal que

(i) F j
0 (x, ξ, ω) =

mj∑
i=1

ϕi(x)ψi(ξ, ω), onde ϕi ∈ C∞c (Rn) e ψi ∈ L∞(Rn×Ω).
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(ii) F j
0

j→0−→ F0 em L1
loc(R2n × Ω).

Então, convenientemente definimos f j0 (x, y, ξ, ω) := F j
0 (x, ξ, τ(y)ω), e note

que
f j0 → f0 em L1

loc(R3n × Ω) quando j →∞.
Observe que por definição f j0 é y-estacionária, e portanto f 0 também é já que
a estacionaridade é preservada por limites.

Agora, sejam f εj e f ε soluções do problema de Cauchy (0.1), com condição

inicial f j0 e f 0, respectivamente. Pela etapa anterior, podemos escrever f εj
como

f εj (t, x, ξ, ω) = fj

(
t, x,Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)
+ gj

(
t, x,

t

ε
,Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)
+ rεj(t, x, ξ, ω), (4.11)

com fj, gj e rεj satisfazendo todas as condições do Teorema 0.1. Já que a
função fj (t, x,Φ−1 (z, ω) , ξ, ω) satisfaz a equação (0.2) com condição inicial
f̃ j0 (x, ·), podemos aplicar o prinćıpio de comparação de Kruskov’s, ver [8, 13]
(ver também [15], Teorema 5.38, p.92), isto é, para qualquer R > 0∫

|x|≤R

∣∣fj(t, x, φ−1(z, ω), ξ, ω)
∣∣ dx

≤
∫
|x|≤R+|ξ̃|t

∣∣∣f̃ j0 (x,Φ−1(z, ω), ξ, ω)
∣∣∣ dx,

para q.t.p. (t, z, ξ, ω) ∈ R2n+1
T × Ω (note que ξ̃(·) é constante com relação a

variável x). Além disso, com o mesmo argumento da etapa 3 do Lema (4.2),
temos ∣∣∣ξ̃(Φ−1(z, ω), ξ, ω)

∣∣∣ =

∣∣∣∣ limθ→∞

∫ θ

0

χ2
s(Φ(z, ω), ξ, ω) ds

∣∣∣∣
≤ lim sup

θ→∞

∫ θ

0

∣∣χ2
s(Φ(z, ω), ξ, ω)

∣∣ ds
≤

√
|ξ|2 + 2 ‖U‖∞.

Consquentemente, podemos escrever∫
|x|≤R

∣∣fj(t, x, φ−1(z, ω), ξ, ω)
∣∣ dx

≤
∫
|x|≤R+

√
|ξ|2+2‖U‖∞t

∣∣∣f̃ j0 (x,Φ−1(z, ω), ξ, ω)
∣∣∣ dx.
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Defina λ0 := R +
√
|ξ|2 + 2 ‖U‖∞T e recorde que K = Rn × Ω.

Temos a seguinte

Afirmação: Existe λ > λ0 tal que

ess sup
(t,z)∈Rn+1

T

∫
BR(0)×BR(0)×Ω

∣∣fj(t, x, φ−1(z, ω), ξ, ω)
∣∣ dxdξdP(ω)

≤ 1

ν

∫
Bλ(0)×K

∣∣F j
0 (x, ξ, ω)

∣∣ dx dµλ(ξ, ω). (4.12)

Demonstração da Afirmação: Primeiro, observamos que a desigualdade∫
K

∣∣F (ξ, ω)
∣∣ dµλ(ξ, ω) =

∫
K

∣∣∣∣limθ→0

∫ θ

0

F (Ts(ξ, ω)) ds

∣∣∣∣ dµλ(ξ, ω)

≤
∫
K

|F (ξ, ω)|dµλ(ξ, ω)

=

∫
K

|F (ξ, ω)| dµλ(ξ, ω),

acontece para qualquer F ∈ L1
loc(Rn × Ω) e qualquer λ > 0. Então, para

f̃ j0 (x, y, ξ, ω) = F j
0 (x, ξ, τ(y)ω), segue que∫

BR(0)×BR(0)×Ω

∣∣fj(t, x, φ−1(z, ω), ξ, ω)
∣∣ dxdξdP(ω)

≤ 1

ν

∫
Bλ(0)×K

∣∣∣f̃ j0 (x, φ−1(z, ω), ξ, ω)
∣∣∣ dxdµλ0(ξ, ω)

=
1

ν

∫
Bλ0 (0)×K

∣∣∣F j
0 (x, ξ, τ(φ−1(z, ω))ω)

∣∣∣ 1H−1(−∞,λ](ξ, ω) dPφ(ω)dxdξ

=
1

ν

∫
Bλ0 (0)×K

∣∣∣F j
0 (x, ξ, ω)

∣∣∣ 1H−1(−∞,λ0](ξ, τ(−φ−1(z, ω))ω) dPφ(ω)dxdξ

≤ 1

ν

∫
Bλ(0)×K

∣∣∣F j
0 (x, ξ, ω)

∣∣∣ 1H−1(−∞,λ](ξ, ω) dPφ(ω)dxdξ

=
1

ν

∫
Bλ(0)×K

∣∣∣F j
0 (x, ξ, ω)

∣∣∣ dxdµλ(ξ, ω)

≤ 1

ν

∫
Bλ(0)×K

∣∣F j
0 (x, ξ, ω)

∣∣ dxdµλ(ξ, ω),

onde usamos a invariância da função Ω 3 ω → τ(Φ−1(z, ω))ω e o fato que

1H−1(−∞,λ0](ξ, τ(−φ−1(z, ω))ω) ≤ 1H−1(−∞,λ](ξ, ω)
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para uma constante λ > λ0 adequada, o que prova a afirmação.
Analogamente, o resultado da afirmação anterior segue para a função gj.

De fato, usando o fato que a função gj(t, x, ·) satisfaz a equação (0.3) com

condição inicial f j0 (x − tξ̃(·), ·) − f̃ j0 (x − tξ̃(·), ·), um procedimento similar
mostra que, para algum λ0 > 0, obtemos∫

BR(0)×Ω

∣∣gj(t, x, φ−1(z, ω), ξ, ω)
∣∣ dξdP(ω)

≤ 1

ν

∫
K

∣∣∣(f j0 − f̃ j0 )(x− tξ̃,Φ−1(z, ω), ξ, ω)
∣∣∣ dµλ0(ξ, ω).

Portanto, integrando ambos os lados na bola BR(0) (com respeito a variável

x) e usando as relações f j0 (x, y, ξ, ω) = F j
0 (x, ξ, τ(y)ω) e f̃ j0 (x, y, ξ, ω) =

F j
0 (x, ξ, τ(y)ω), obtemos∫

BR(0)×BR(0)×Ω

∣∣gj(t, x, φ−1(z, ω), ξ, ω)
∣∣ dx dξ dP(ω)

≤ 1

ν

∫
Bλ(0)×K

∣∣∣F j
0 (x, ξ, ω)− F j

0 (x, ξ, ω)
∣∣∣ dx dµλ(ξ, ω),

para todo (t, z) ∈ Rn+1
T , s > 0 e algum λ > R + T

√
R2 + 2 ‖U‖∞. Assim,

temos

ess sup
(t,z)∈Rn+1

T

∫
BR(0)×BR(0)×Ω

∣∣gj(t, x, φ−1(z, ω), ξ, ω)
∣∣ dx dξ dP(ω)

≤ 1

ν

∫
Bλ(0)×K

∣∣∣F j
0 (x, ξ, ω)− F j

0 (x, ξ, ω)
∣∣∣ dx dµλ(ξ, ω), (4.13)

Agora, pela linearidade das equações (0.2) e (0.3) e pelas estimativas (4.12)
e (4.13), deduzimos que (aqui a deformação Φ não desempenha nenhum
papel)

ess sup
(t,z)∈Rn+1

T

∫
BR(0)×BR(0)×Ω

∣∣(fj − fl)(t, x, φ−1(z, ω), ξ, ω)
∣∣ dx dξ dP(ω)

≤ 1

ν

∫
Bλ(0)×K

∣∣F j
0 (x, ξ, ω)− F l

0(x, ξ, ω)
∣∣ dx dµλ(ξ, ω), (4.14)

ess sup
(t,z)∈Rn+1

T ×R+

∫
BR(0)×BR(0)×Ω

∣∣(gj − gl)(t, x, φ−1(z, ω), ξ, ω)
∣∣ dx dξ dP(ω)

≤ 2

ν

∫
Bλ(0)×K

∣∣F j
0 (x, ξ, ω)− F l

0(x, ξ, ω)
∣∣ dx dµλ(ξ, ω), (4.15)
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donde fj e gj são sequências de Cauchy respectivamente em

L∞loc(Rn+1
+ L1

loc(Rn
x × Rn

ξ × Ω)) ∩ L1
loc(R3n+1

+ × Ω),

L∞loc(R2
+ × Rn

y L
1
loc(Rn

x × Rn
ξ × Ω)) ∩ L1

loc(R3n+1
+ × Ω).

Portanto, existem f e g, em seus respectivos espaços, tais que

•fj
j→∞−−−→ f em L∞loc(Rn+1

+ ;L1
loc(Rn

x × Rn
ξ × Ω)).

•gj
j→∞−−−→ g em L∞loc(R2

+ × Rn
y ;L1

loc(Rn
x × Rn

ξ × Ω)).

A convergência acima nos permite definir

rε(t, x, ξ, ω) := f ε(t, x, ξ, ω)− f
(
t, x,Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)
− g

(
t, x,

t

ε
,Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)
=

{
f ε(t, x, ξ, ω)− f εj (t, x, ξ, ω)

}
+ {fj

(
t, x,Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)
− f

(
t, x,Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)
}+ {gj

(
t, x,

t

ε
,Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)
−g
(
t, x,

t

ε
,Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)
}+ rε(t, x, ξ, ω),

onde usamos (4.11). Então, usando o Lema (4.2) segue que∫
BR(0)×BR(0)×Ω

|rε(t, x, ξ, ω)| dx dξ dP(ω)

≤ 1

ν

∫
Bλ(0)×K

∣∣F 0
j (x, ξ, ω)− F 0(x, ξ, ω)

∣∣ dµλ(ξ, ω)

+ ess sup
(t,z)∈Rn+1

T

∫
BR(0)×BR(0)×Ω

∣∣(fj − f)(t, x,Φ−1(z, ω), ξ, ω)
∣∣

+ ess sup
(t,z,s)∈Rn+1

T ×R+

∫
BR(0)×BR(0)×Ω

∣∣(gj − g)(t, x, φ−1(z, ω), ξ, ω)
∣∣ dxdξdP(ω)

+

∫
BR(0)×BR(0)×Ω

∣∣rεj(t, x, ξ, ω)
∣∣ dxdξdP(ω).

Aplicando (4.14) e (4.15) nas desigualdades anteriores, para todo j ≥ 1
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temos

lim sup
ε→0

(
sup

0<t<T

∫
BR(0)×BR(0)×Ω

|rε(t, x, ξ, ω)| dx dξ dP(ω)

)
≤ 4

ν

∫
Bλ(0)×K

∣∣F j
0 (x, ξ, ω)− F0(x, ξ, ω)

∣∣ dxdµλ(ξ, ω)

+ lim sup
ε→0

(
sup

0<t<T

∫
BR(0)×BR(0)×Ω

∣∣rεj(t, x, ξ, ω)
∣∣ dx dξ dP(ω)

)
=

4

ν

∫
Bλ(0)×K

∣∣F j
0 (x, ξ, ω)− F0(x, ξ, ω)

∣∣ dxdµλ(ξ, ω), (4.16)

onde usamos o passo 3 na igualdade acima.
Portanto, {rε}ε>0 satisfaz o item (i) do Teorema. Claramente f(t, x, ·) ∈ K

para q.t.p. (t, x) ∈ Rn+1
+ e f(·,Φ−1(z, ω), ξ, ω) satisfaz a equação de evolução

macroscópica (0.2) para q.t.p. (z, ξ, ω) ∈ R2n × Ω, já que é o limite (forte)
de funções com essas propriedades. Uma observação similar acontece para a
função g mudando o espaço K para K⊥, a equação de evolução macroscópica
(0.2) pela equação de evolução microscópica (0.3) e o par de variáveis ma-
croscópicas (t, x) pela microscópica (s, z). Além disso, a última propriedade
satisfeita pela função g no item (iii) é provado de um jeito similar a (4.16),
isto é, é suficiente observar que, para qualquer j 6= 1

lim sup
ε→0

∫
BR(0)×BR(0)×Ω

∣∣∣∣∫ T

0

g

(
t, x,

t

ε
,Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)∣∣∣∣ dx dξ dP(ω)

≤ 2T

ν

∫
Bλ(0)×K

∣∣F j
0 (x, ξ, ω)− F0(x, ξ, ω)

∣∣ dxdµλ(ξ, ω)

+ lim sup
ε→0

∫
BR(0)×BR(0)×Ω

∣∣∣∣∫ T

0

gj

(
t, x,

t

ε
,Φ−1

(x
ε
, ω
)
, ξ, ω

)∣∣∣∣ dx dξ dP(ω)

=
2T

ν

∫
Bλ(0)×K

∣∣F j
0 (x, ξ, ω)− F0(x, ξ, ω)

∣∣ dxdµλ(ξ, ω).

Assim, completamos a prova do resultado principal desta tese.
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