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Motivacao

Na mecanica, fisica, quimica e engenharias em geral, frequentemente encon-
tramos fenomenos modelados por equacgoes diferenciais parciais definidas em
meios com estrutura peridédica ou mesmo quasi-peridédica. Por exemplo: Ma-
teriais compostos, meios porosos, cristais, polimeros, materiais perfurados,
etc. Quando a estrutura que se repete tem periodo (caso periédico) pequeno
em comparacao com a regiao em consideracao, o estudo de algumas pro-
priedades destes meios (sua temperatura, deformagoes, deslocamento, etc.)
podem ser analisadas no contexto da Teoria de Homogeneizacao.

A grosso modo, conhecemos pelo nome de Homogeneizacao ao conjunto
de técnicas matematicas que permitem substituir um meio heterogéneo por
um homogeéneo equivalente. O uso dessas técnicas se justifica pelo desejo de
se obter informacao de carater global sobre meios de natureza fortemente
heterogénea. Isto é, a homogeneizacao faz referéncia ao processo de ob-
tencao de leis de comportamento macroscépicas em funcao de informagoes
microscopicas. Este processo é justificado pela utilizagao da convergéncia
de funcgoes no sentido fraco, e de modo formal pela utilizacao da expansao
assintotica.

A teoria da homogeneizacao tem muitas aplicacbes importantes, como
no estudo da condutividade térmica ou elétrica em materiais compostos
ou também no estudo da dispersao de poluentes na atmosfera. Inicial-
mente, a homogeneizacao foi desenvolvida para descrever meios em estruturas
periodicas e depois estendida para estruturas quasi-periodicas e estocasticas.

Via de regra, é associado ao conceito de homogeneizagao o estudo das
propriedades do material usando duas escalas: a local ou microscépica, que
descreve as heterogeneidades, e a global ou macroscépica, que descreve o
comportamento geral do composto. Claramente, em problemas reais pode
existir mais de duas escalas, mas matematicamente é suficiente estudar duas
escalas. Desta maneira, através do processo de homogeneizacao, procura-se
descrever propriedades globais dos compostos levando em conta as propri-
edades locais do problema. Do ponto de vista macroscépico, o composto
homogeneizado parece um material homogéneo (as propriedades nao variam



com a posigao). Como um exemplo, vamos considerar o modelo fisico abaixo.

Seja Q C R™ uma regiao ocupada por um material de condutividade
térmica contante a. A temperatura u(z) do corpo satisfaz a seguinte equagao
estacionaria do calor:

{ —alu(r) = f(r) em Q,

“’aQ =0,

onde a funcao f representa uma fonte de calor.

Por simplicidade, suponha agora que a regiao () é preenchida por dois
tipos de materiais, isto é, Q = Q, U@, e Q1 N Q3 = ), como podemos ver na
figura abaixo.

Q

a0 nacd
Figura 1: Dominio com 2 tipos de materiais

Assuma que cada material, (1 e ()2, tenha condutividade constante ay, as >
0, respectivamente. Seja u; a temperatura em (); para ¢ = 1,2. Impondo
condigOes naturais, como u; = us em 0Q1 N IQ2 e a1Vuy - nqy = aaVus - Ny
em 0@ N 0Q2, onde n; é o vetor unitario normal exterior a 9Q;, i = 1,2, e
ne = —ny, pode-se provar que a fungao

u() = w(2)xq () + ua(7)x0, (7),

serd a solugao fraca da equagao:

{ —div (a(x)Vu) = f(z), z € Q
u}aQ =0.

onde

a(a:):{ ai se x € (Qq
a9 Se T € QQ.

Agora vamos distribuir os materiais 1 e 2 sobre () de maneira mais hete-
rogénea da seguinte forma: Sejam [0,1]" := Y = Y7 U Y5, o cubo unitdrio e
para cada = € Q, x:(z) = xv; (r — [z]) a extensao Y —periddica de xy;, onde
[x] representa o maior inteiro, menor que x.
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Figura 2: Dominio periédico

Dado ¢ > 0, defina

Q5 = {xGR"; Xi (g) :1}.

A condutividade térmica do material é dada por

o () :{ a; se x € Qf

assex € Q5 ,

que é equivalente a escrever

o= (2) o (2) =0 (2).

onde a : R" — R é Y —periddica. Conforme o exemplo anterior, a tempe-
ratura sera dada por

ue (1) = u1(2)Xone: (7) + u2(2) Xongs (7),

e é a solucao fraca da equacao

{ —div <A(§§) Vu.) = f(z) em Q

“6‘89 ,

onde A(+) = a(-)Lxn.

Segue da equacao anterior que a temperatura u. depende de duas escalas
que sao descritas pelas varidveis z e £. A primeira, chamada ”macroscépica”,
que representa a posi¢ao do ponto em () e a segunda, a varidavel microscopica,
determina se o ponto estd em Q] ou J5. Observe também que tornar as hete-
rogeneidades cada vez menores, significa que nés ’homogenizamos’ a mistura
e do ponto de vista matematico isso significa que € > 0 tende a zero.



Até aqui, temos o que é conhecido como homogenizacao no contexto deter-
ministico, o qual se iniciou na década de 60 com os trabalhos de S. Spagnolo
[18] e E. De Giorge e Spagnolo [10]. Ainda relacionado a este contexto, pode-
mos citar com referéncia A. Bensoussan, J-L.Lions e G.Papanicolau [3] e V.
V. Jikov, S.M. Kozlov e O. A. Oleinik [11]. Mais recentemente, e de fato, com
grande desenvolvimento nos dias de hoje, temos o conceito de homogenizacao
estocastica, o qual, descrevemos abaixo.

Entao, suponha que os materiais 1 e 2, como anteriormente dados, sejam
distribuidos de maneira aleatéria. Sejam {2 um espaco de probabilidade e
X : Q@ — {0,1} uma varidvel aleatéria. O tipo de material a ser colocado
nas regioes € Y) e Y5 aleatoriamente determinado pela variavel X. Portanto,
podemos escrever

x x
a‘(z,w) = [al + (ag — al)X(w)] X1 (E) + [a2 + (ay — ag)X(w)}Xg <g> )
Neste caso, podemos reformular a equacao eliptica acima para a confi-
guracao estocastica dada pela seguinte equacao:

{ —div (A (£,w) Vue) = f(z) em Q,
Ue |y =0,
onde A(+) = a(-)Ixn-

Neste momento, questoes importantes surgem:

x u. converge para u em algum sentido?
*x No caso estocastico, u depende de w?
* u satisfaz alguma equagao limite?

x Como os coeficientes dessa equacao limite se relacionam com a matriz

A2 ()7

* Os resultados dependem do dominio €2, da condigao de fronteira, do
termo fonte f ou da escolha da subsequéncia de €7

Para entendermos melhor como funciona o processo de homogenizacao,
que é o processo de passar o limite na equacao, vamos dar uma idéia das
dificuldades envolvidas nos exemplos anteriores. Primeiro, vamos nos con-
centrar no caso periédico. Como a matriz A(-) satisfaz A(y)E-€ > ¢|€[°, com
¢ > 0 constante, pode-se provar que Vu. é limitada em L?*(Q)". Portanto,
usando a desigualdade de poincaré concluimos que u, é limitada em H}(Q).
Assim, a menos de uma subsequéncia, existe u € H}(Q) tal que u. converge
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fracamente para u em H}(Q). Além disso, da limitacao de A(-) e de Vu,
obtemos que o fluxo ¢. = A (f) Vu. é uma sequéncia limitada em L?*(Q)".
Portanto, a menos de uma subsequéncia, ¢. converge fracamente para alguma
fungao q em L%*(Q)" e ¢ satisfaz a equagao —divg = f em D'(Q). De forma
resumida temos que:

u. —~uem H}(Q)

g- — q em L*(Q)
—divg = f em D'(Q).

Observe que da limitacdo da matriz A (f) em L>®(Q; R”Q), a menos de uma
subsequéncia, pode-se mostrar a existéncia de uma matriz A (constante) tal
que A (f) converge fraco * para A. Assim, poderfamos pensar que ¢ =
AVu, porém o produto de fung¢bes que convergem fracamente nem sempre
converge fracamente para o produto dos limites fracos. Entao para contornar
essa dificuldade existem alguns métodos na teoria da homogenizagao, no
qual utiliza-se fortemente a convergéncia da média dos coeficientes A°. Na
resolucao deste problema podemos citar o método de Tartar e o método
de convergéncia em duas escalas, que podem ser vistos em [7]. E com isso
pode-se mostrar que u satisfaz

{ —div (A*Vu) = f(z) em Q,
] =0,

onde a constante A* nao é necessariamente igual a A.

No caso estocastico, fixado w € €2, podemos concluir que

(o)
¢ = ¢* em L*(Q)
—divg” = f em D'(Q).

Na resolucao do problema estocastico anterior, foi preciso generalizar a
nocao de média, e com isso usamos o Teorema ergddico de Birkoff, que po-
demos aplicar sob certas afirmagoes do coeficiente A®, em particular quando
A® é estacionaria. Ainda, pode-se mostrar que A (f,w) Vu. converge para
A*Vu, onde A* é uma constante. Logo, por unicidade do problema, pode-se
concluir que u nao depende de w e satisfaz uma equagao igual a anterior.
Para este caso, podemos citar o método da compacidade compensada que
pode ser visto em [11].

Agora, vamos descrever um caso de homogenizacao estocastica muito in-
teressante, o qual um material que tem uma certa desordem aleatéria pode
ser representada por uma certa aplicacao P.



Suponhamos que o nosso dominio () seja uma deformagao aleatoria através
de uma aplicagao @, : R" — R", w € (), como pode ser visto na figura
abaixo.
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Figura 3: Deformagcao Estocastica

Entao para cada w € Q, a®(z,w) pode ser reescrita como

a(r,w) = [al—l—(ag—al)X(w)] X1 ((I)‘l <§,w>>+[ag~l—(a1—a2)X(w)] X2 ((ID_l <§,w>> .
Para cada w € €2 temos a seguinte modelagem:

{ —div (A (<I>*1 (f,w) ,w) Vue) = f(z) em Q,

onde A(-) é uma matriz n X n.

Para este caso, podemos citar os trabalhos de X. Blanc, C. Le Bris e
P.-L. Lions [4, 5] como os primeiros desenvolvedores dessa teoria. Neste
ambiente, foi preciso estender o teorema de Birkoff para obtermos o processo
de homogenizagao.



Introducao do Problema

Este trabalho consiste em estudar o comportamento assintético (isto é, fazer
e > 0 tender a zero) da equagao de Liouville no seguinte problema problema
de Cauchy

(0, f(t, 2,6, w) + &~V fo(t,x, € w)

e (£10) ) T n g0 mBETc (o

20,2, & w) = f° (x, o1 (g,w> ,§,w> in R*™ x Q,

\

onde RY"! := (0, 4+00) x R* e Q) é um espaco de probabilidade.

Os coeficientes em (0.1), isto é, a funcao de valor vetorial c e a condigao ini-
cial fV, sao pertubacoes aleatdrias realizadas por difeomorfismos estocasticos
(chamados deformagoes estocasticas) de fungoes estaciondrias. A proprie-
dade de estacionaridade de funcao aleatorias serd precisamente definida nos
capitulos que se seguem, assim como a definicao de deformagoes estocésticas,
que foi introduzida por X. Blanc, C. Le Bris, P.-L. Lions em [4, 5], onde
eles consideraram a homogenizacao do problema de operador eliptico cujos
coeficientes sao periddicos ou funcoes estacionarias pertubadas por difeor-
morfismos estocésticos. O comportamento assintético de (0.1), quando a
deformacao estocastica ®(y,w) é a fungao identidade, foi estudado pela Dali-
bard em [9] e este é o primeiro trabalho envolvendo deformagoes estocdsticas
em um contexto diferente de problemas elipticos ou estacionarios (no tempo).

Este trabalho é parte do Projeto relacionado ao estudo do fluxo de elétrons
(representado pela densidade de probabilidade f¢) em sélidos nao-cristalinos,
também em estado ”glassy”da matéria, que justifica a forma considerada
para os coeficientes em (0.1). Mais precisamente, assumimos que, a varidvel
rapida é dada pela composicao de funcoes estacionarias com as deformagoes
estocasticas. Essas composicoes estao longe de serem fungoes estacionarias,
por isso dizemos que nosso ambiente de trabalho estd ”além da configuracao
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estacionaria ergddica”. De fato, esse ¢ um ponto delicado para entender.
Para comecar, resumiremos alguns fatos importantes, que nos parecem pouco
explorados anteriormente.

Existem algumas operacoes importantes na andlise onde a propriedade de
estacionariedade é preservada, como diferenciagao, convolugao com um Ker-
nel adequado e passagem ao limite. No entanto, existem outras operagoes
importantes que sao mais apropriadas para descrever fenomenos fisicos onde a
propriedade de estacionariedade é perd1da Por exemplo seja f € L (R; L'(2))
uma funcao estaciondria e defina ®(z,w) = fo s,w)ds. Em geral, a funcao
® nao é estacionaria, exceto no contexto periédico. Para ver isso, podemos
mostrar a seguinte caracterizagao:

e Seja f uma funcdo continua periddica e ®(x fo

® ¢é uma funcao periddica se, e somente se, o valor médio de f é nulo.

De fato, se k € Z, note que,
z+k T
B(z + k) = Dz) = / F(s)ds = / F(s)ds
0 0
+k
= / f(s)ds = 0.

Escreva F(z) = f;Jrk f(s)ds. Entao F'(x) = f(x + k) — f(z) = 0,
donde F(z) = cte. Assim F(z) = F(0). Concluindo assim que,

O(z+k)=P(x) <= /0 f(s)ds =

A definicao do valor médio de f, denotada M (f), é dada no préximo
capitulo. Aqui, ja que f é periédico, M(f) = f, f(s)ds, onde Y é o
periodo de f.

Em geral, além do contexto periédico, o valor médio nulo nao é sufici-
ente para assegurar a estacionariedade da fungao primitiva ®(z,w). Vamos
considerar a seguinte versao modificada do classico exemplo de Bohr:

e Sejam \q, Ay dois numeros reais linearmente independentes sobre Q, e
R2/Z? o toru de dimensao 2 que pode ser identificado pelo quadrado
[0,1)2. Defina o grupo (sistema dinamico)

T:Rx[0,1)>=1[0,1)* Ttw=w+t(A\,A)—[w+t(A1,N2)],

8



onde [z] denota o tinico ntiimero em Z? tal que x — [z] € [0,1)%. Devido
a independéncia linear dos nimeros A\, Ay sobre Q, pela resolucao das
equacgoes Diofantinas, dado um inteiro m > 1, podemos encontrar a,,, €
72, tal que 0, := - (A1, Xo), que satisfaz m=%/3 < 26, < 2m~2/3,
Entao, considere as fungoes f : [0,1)2> = Re ®: R x [0,1)*> — R dados
respectivamente por

:Z(;glsin(%rw-am), O (z,w) ::/ f(T(s)w) ds
m=1 0
Existem duas caracteristicas de f (7'(-)w) que vale a pena mencionar:

i) A fungao f (7T(-)w) é quase periddica, e é periddica se, e somente
se, A\1 e Ay sao inteiros multiplos de cada um.

ii) O valor médio de f (T(-)w) é zero.

Devido a convergencia uniforme da série, que define f, temos

252/ sin (27 w - oy, + 270y, S) ds

8

= 5ml—cos (2T w -y, + 270y, ) + cOs (2T W - Q)

3

Agora, fazendo wy = (0,0) e usando a desigualdade |sin(t)| > [¢|/2
para |t| <1 temos

(5m(1—cos (270 ) 22(5 sin® (8, 1)

1

> Y 26,sin?(nu) > Y 26 rleldn )’
i m m - m 2

K

O(z,wp) =

3
I

o=t > (alal) /2
253 2 2
_ oy GO P e L
2 16 m2
m>(wla])3/2 e >|af?/?
|x‘2 \x|2 / 1 |x|2
167 k>|z[3/2 k2 167 <| ‘3/2_1) s2 167T(‘LU|3/2 _ 1)

o que implica ‘ |lim ®(z,wp) = +o00. Portanto, a fun¢ao ®(x,w) nao
T|—+00

pode ser estacionaria.



Assim, afim de manter a estacionaridade da operacao primitiva além do
contexto periddico, precisamos impor condi¢oes mais restritivas. Por exem-
plo:

e Se f : R — R é uma funcao quase periddica tal que supp f é um
conjunto compacto e nao contém a origem, entao sua primitiva ®(z) =
foz f(s)ds é também quase periédica. Aqui, f é a Tranformada de
Fourier da funcao f e é entendida no sentido das distribuicoes.

Para provar este resultado, considere a funcao ¢ € C°(R™) tal que
@ = 1 no supp f e ¢ = 0 na vizinhaga da origem. Defina a funcao
PR — R por (&) = p(&) & se € # 0 e (0) = 0 e considere
® = f . Agora, ¢ suficiente notar que ® ¢ uma fungao quase
periédica que satisfaz ' (-) = f(-).

Terminaremos esta discussao mostrando que, se uma deformacao estocastica
$ : R" x Q — R” tem a propriedade de que f(®(x,w),w) é ainda uma
fungao estaciondria para qualquer fungao estaciondria f € Li (R™; LY(Q)),
entdo devemos esperar que ®(-,w) = id. A fim de convencer isso, toma-
mos 2 := R"/Z" = [0,1)" e defina o sistema dindmico 7" : R" x Q@ —
Q por T(z)w = ¢ +w — [r + w]. Seja ¢(x,w) ser uma deformacao es-
tocdstica com a propriedade citada acima. Dado F € C(Q) considere
flz,w) = F(T(z)w). Se G(z,w) = [f(P(zr,w),w) é estaciondrio no sen-
tido que G(z + h,w) = G(z,T(h)w) para todo z,h € R" e w € , entdo
temos F(®(h,w) + w) = F(®(0,T(h)w) + h +w). J& que F ¢ arbitrrio,
®(h,w) = ®(0,T(h)w) + h. Em particular, se ®(0,w) = 0 para todo w € ,
entao ¢(-,w) = id.

O principal objetivo deste trabalho ¢é justificar rigorosamente a expansao
assintotica do solucao f¢, dado pelo seguinte

Teorema 0.1 (Teorema Principal). Seja ®(y,w) uma deformagao estocdstica,
7:R" X Q — Q um sistema dinamico n-dimensional e

fO =1z y,6 w) = Fo(, & 7(y)w),

onde Fy € L} _(R* x Q). Assuma que, para cada € > 0, a fungdo

loc
R x 03 (2,6,w) = [ (2,07 (£,0) ,¢w)
€
¢ mensurdvel. Se f¢ é a solugao fraca do problema de Cauchy (0.1), entao
podemos escrever

fet,x, & w) = f (t,:z,(I)_l (f w) ,f,w) +g (t,x, é,@‘l (E,w> ,§,w>

g’ €
+ Ta(t’ x? 67 w)’

10



onde as fungoes f(t,z,y,&,w), g(t,z,s,y,&,w) e a sequéncia {r°}.~o satisfa-
zem:

(i) lim r* = 0 in L (Ry; L1 (R*™ x Q)).
e—

loc loc

(ii) | € Lin(RH L (RY x RY x Q) N LL (R x Q);

ft,x,) € K para g.t.p. (t,x) € R;

f satisfaz a equacao de evolugao macroscopica

atf(ta x, (I)_l(z7w)7w)

- (0.2)
+ é.((P_l(Z? w)? 57 w) : Vﬁlff(t7 x? ®_1<Z7 w)? 57 w) = 0
(iii) g € L(RE x BRI L (RY x RE x 2)) 1 L, (RIH x Q)
g(t,x,s,-) € K+ para q.tp. (t,z,s) € (0,+00) x R" x (0, +00);
g(t,x, ) satisfaz a equagdo de evolugdo microscopica
Dsg(t,,8, @ Hz,w),w) +&-V.og(t,z,5 d 1 (2z,w), & w) 03)
0.3

+ c(@_l(z,w),w) -Veg(t, z, s, (D_l(z,w),g,w) =0

com condi¢cao inicial
(10 = J) (o = (@7 (2,0), €,0), @71 (2,0), €, )
Além disso, para cada T > 0

T t x
lim g <t,x, -, ¢! (—,w) ,g,w) dt =0 in Ly (R* x Q).
0 5 5

e—0 loc

As equacoes (0.2), (0.3), a definicao de K, K+ e a projecao P ="sobre K
estao precisamente dadas no capitulo 4, aonde apresentamos uma discussao
detalhada sobre eles.

Seguindo [17], faremos uma breve discussao a respeito da importancia de
materiais nao-cristalinos. E fato que, existem mais sélidos nao-cristalinos do
que cristalinos, ja que cristais perfeitos (modelados por fungoes periddicos)
sao raros na natureza. Semicondutores nao-cristalinos sao um dos melho-
res exemplos, que sao conhecidos por serem sensiveis no comportamento
mecanico, 6tico e eletronico, devido as mudangas de estrutura e de desordem
quimica. De fato, a idéia de desordem (representado aqui pela deformagao

11



estocdstica) é uma caracteristica importante para entender muitos fen6menos
naturais, que nao pertencem apenas ao escopo de estados fisicos, mas também
na biologia, quimica e sociologia.

Este trabalho esta organizado em 4 capitulos. No capitulo 1, recordamos
alguns conceitos necessarios para estabelecer o Teorema de Bikhoff, bem
como a defini¢ao de funcao estacionaria e de sistema dinamico. Ainda, temos
a definicao precisa de deformacao estocdstica e as suas propriedades. O
capitulo 2 é destinado ao estudo dos aspectos estocéasticos do fluxo associado
a equacao (0.1). No capitulo 3, motivamos e definimos o conjunto assintético
de estado estacionario, isto é, K, que sera fundamental para a existéncia das
fungoes f e g do Teorema Principal. Além disso, demostramos um resultado
que relaciona este espaco com o fluxo associado a equacao (0.1) dado no
capitulo 2. Finalmente, no capitulo 4 é provado o Teorema Principal deste
trabalho.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, recordamos definicoes e Teoremas chaves para a prova do
Teorema Principal, que podem ser encontradas em [12] e em [4, 5] para os
resultados da ultima secao.

1.1 Contexto Estocastico

No que segue, (€2, F,P) é um espaco de probabilidade. Para cada varidvel
aleatéria X € L'(Q,P), denotamos

E[X] — /Q X (w) dP(w),

a sua esperanca (ou valor médio).

Denotamos por Li (R™ x Q) o espago das funcoes L™ ® F-mensurdveis tal

que para todo K C R™ compacto, tem-se

/K . |f(z,w)| dedP(w) < oo.

Trabalharemos com o contexto continuo e discreto. Vamos descreve-los
adiante para fixar notacao.

1.1.1 Teorema de Birkhoff - Versao Discreta

Definigao 1.1 (Sistema Dinamico). Dizemos que uma fungao T : Z™" X Q —
Q define um sistema dinamico n-dimensional sobre ) no sentido discreto se
satisfaz as sequintes condicoes:

(i) A propriedade de grupo:

13



o 7(0,w) =w, Vw e
o 7(ky + ko,w) = 7(k1,7(ka,w)), V ki, ko € Z" eV w € A

(i1) A invariancia: A funcao 7(k,-) : Q — Q preserva a medida P, isto é,

o 7(k,E)e F,VkeZ" eV FEcF,;
o P(7(k,E))=P(E), VkeZ" eV E € F.

Por simplicidade, usaremos a notacao 7(k)w ao invés de 7(k,w). Em toda
esta subsecao, sistema dinamico se referird ao contexto discreto.

Definicao 1.2 (Sistema Dinamico Ergédico). Dizemos que o sistema dindmico
T € ergddico se

VEE€F, (r(k)E=E,VkeZ"=P(E)ec{0,1})

Existem outros caminhos para indicar as condigoes de ergodicidade e aqui
apresentamos um deles. Para isso, vamos considerar algumas definigoes. Um
conjunto F € F tal que 7(k)E = E, Yk € 7Z" é chamado T—invariante.
Ainda, uma funcao mensuravel f : {2 — R é chamada 7—invariante se

f(r(k)w) = f(w), Vk € Z", P — q.t.p.w € Q.

Entao afirmamos que

Afirmacao: 7 é ergddico se, e somente se, toda funcao r-invariante é IP-
equivalente a uma constante em ().

Prova da Afirmacao: De fato, primeiro suponha que 7 é ergddico e seja
f uma funcao mensuravel T-invariante. Suponha, por absurdo, que f nao
seja P-equivalente a uma constante. Entao existe a € R tal que ambos os
conjuntos definidos por E := f~!(—00,a]) e E° = f~!(a,oc0) tem medida
positiva. Porém, ja que f é 7-invariante, 7(k)E = F, dai P(E) é diferente de
0 e de 1, o que contradiz a hipdtese. Agora vamos mostrar a outra implicacao.
Seja I/ € F um conjunto 7-invariante. Entao a funcao caracteristica 14 é 7-
invariante, donde por hipotese segue que 14 é P-equivalente a uma constante.
Portanto, P(E) é igual a 0 ou 1.

Assim, a ergodicidade de um sistema dinamico pode ser caracterizado
dizendo que fungbes mensuraveis 7T-invariantes sao constantes a menos de
um conjunto de medida nula.
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Definicao 1.3. Dizemos que uma funcao mensurdvel f : R" x Q@ — R €
estaciondria no sentido discreto se existe um sistema dinamico discreto T tal
que, para cada k € 7", temos

fla+kw) = f(z,7(k)w),
para quase todo x € R™ e para P-q.t.p. w € Q.

Definigao 1.4. Sejam f € L'(Q) uma varidvel aleatéria e G uma o-dlgebra
tal que G C F. A esperanca condicional de f com respeito a G, denotada por
E[f | G], € uma varidvel aleatoria G-mensurdvel tal que

/Af(w) P(w) = /AE[f | G)(w) dP(w), VA € G.

A existéncia de E[f | G] é garantida pelo Teorema de Radon-Nikodm. De
fato, defina a medida v : G — R por v(4) = [, f(w)dP(w). Claramente,
v << P, entdo pelo Teorema de Radon-Nikodym, existe %(-) € L'({2) tal
que v(A) = [, %(w)dP(w). Denote E(f | G)(-) = %(-). Note que f ser F-
mensuravel nao implica que f é G-mensuravel. Caso f seja G—mensuravel,

entdo, E(f | G) = f.

Para k = (ky, ko, ..., k) € Z", definimos |k|, = sup,<;<, |ki|. Assim, para
cada inteiro N > 1, considere o operador Ay : L'(Q) — L'(Q) dado por

1
(Anf)(w) = Nt 1" > (k)W)

lkloo <N
Também serd importante o operador maximal My : L'(Q) — R dado por

(My f)(w) = max {(A1 f)(w), ..., (An f)(w)}

Agora, vamos demonstrar um teorema importante que sera necessario para
a prova da versao discreta do Teorema de Birkhoff. Este teorema foi resolvido
em um ambiente generalizado, ver [16], e aqui daremos uma prova mais
especifica para o ambiente Z".

Teorema 1.1. (Teorema Mazimal) Se f € L'Y(Q), entao existe ¢ > 0, tal
que

P({Mxf > B}) < < [Ifl,, YN 2 1, V8 > 0.
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Demonstragdao. 1. Seja {F;}; uma sequéncia de subconjuntos de Z", onde
F; = [—7,j]" N Z" para cada j € N.
Fixe N > 1. Entao afirmamos que
Afirmacao 1: Dado e > 0, existe jo = jo(e, N) tal que,
BF < (14 4P,
onde F = FN +Fj0 = FN+j0 € F/ = ‘FjO'

Demonstracao da Afirmacao 1: Para provar essa afirmacao, observe que
para cada j € N,

#Fvi —#F (2 +2N+1)"
L (2 +1)"

Fazendo 7 — oo, segue que

i #Eve = #F)
111
j—r00 #E;

=0,

provando assim a afirmacao.

2. Agora, para cada 1 < j < N, defina

Bi=Biw) = JbeF: o= 3 |f(rkjw) > 8

# I keFj+b
Observe que

N
belJB, & beF A 31§jgN > f(r(k)w)| > B

j=1 7 kEF;+b

& be FY A max

# > k) 1< <N § > 8
J keF;+b
& belF' A T(b)we M,

onde denotamos
M ={Myf > B}

Portanto,



Assim, ja que a medida IP preserva a medida, obtemos

P({Myf > 8}) = / yar (@) dP(w)
M ACLE

keF’

:#F,/ZXM ()

keF’

- (UB ) )

Agora, defina B} (w) por

e Bf(w) = Bi(w)
° B*( = UB

Note que Bj(w) C Bj(w) e

#UBiw) = # U Bjw) = >_#B;(w)

Além disso, os B}’s sao 2 a 2 disjuntos. Por abuso de notagao, no que segue

Bj ira representar os conjuntos disjuntos B;.
N

Nosso objetivo agora vai ser estimar a cardinalidade de U Bj(w), que vai

J=1
N

ser o mesmo que estimar a cardinalidade de U Bj(w). Por abuso de notagao,

Jj=1
no que segue Bj; ira representar o B;.

3. Para isso, vamos provar a seguinte afirmagcao:

Afirmacao 2: Para cada 1 < j < N e para cada subconjunto nao vazio
C; C Bj existe um subconjunto ]; C Cj tal que

() #C; <5 Y |f(r(k)w)l;

kEF;+I§
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() #10. #F <4 S |f(r(k)w)l,

kEF;+1¢
Demonstracao da Afirmagao 2: De fato, consideremos a seguinte medida
positiva sobre Z™: u(A) = Z |f(T(k)w)

keA
Agora, fixe um inteiro j > 1. Por conveniéncia, denote C'= Cj e I = I}.

Considere a seguinte construgao:

Escolha ¢; € C' qualquer. Ha apenas duas possibilidades:

o Vce C—{c} vale que

([ — [+ ) < gulF + o).
Nesse caso, defina I := {c}.
e dey e C —{a1};

1(Ej + c2).

N | —

p([Fj+ o] = [Fj + i) >

Nesse caso, temos novamente duas possibilidades:
o Vce C—{c, e} vale que
? 1
T ([FJ +c] — U |F; +cz-]> < é,u(F] +c¢)
i=1
Nessa situacao, definimos [ := {c;, co}. Caso contrario, se existir algum ele-
mento de C' — {c1,c2} em que essa ultima desigualdade nao ocorra continu-

amos escolhendo elementos de C' até que tenhamos escolhidos p’s elementos,
{c1, ..., ¢}, tais que

p
1
(F +c] — U F~|—cz) <§u(Fj+C),

para todo ¢ € C'— {cy, .., ¢, }. Dessa forma tome I = {cy,...,¢,}.
Resumindo,

o u([Fj+c —[Fj+1I]) <su(Fj+c)seceC—1.
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-1

. u([FjJrCl]—

[Fj+ci]> E%M(Fjj‘i_Cl) se2<1<p.

i=1

Observando que,

P P -1
UW+M—U(@+M—UW—M>
1=2 1=2 i=1

temos:

> Ifrkw)| = uOJE+q)

=1

= u ((F] + 1)U {U ([F] + ¢ —U[ﬂ—ka]) })

= #(ﬂ+01)+ZM<[Fj+Cl]—U[FjJrCz‘])~

=2 i=1

Pela construcao de I e pela definicao de B;, temos

g
=
pul
=
£
%

1 p
B Z/J(Fj +a)
=1

v

1 p
5;(5' #Fy)

b
1

v

provando assim o item (ii).
Agora, para provar o item (i) precisamos separar em dois casos.
Se #1 > i—g, continuando a desigualdade anterior provamos (i). Agora,

vamos considerar o caso em que #/[ < z—g
J

Para cada ¢ ¢ I, pela construgao de I, temos
p(F+c) =p(F+dn[F+1]) = p(F+d—=[F+1)
1
< EH’ (FJ + C) )
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donde

%Mmcxm[mcmmm-

Portanto, denotando I = B — I, obtemos

%Zu(ﬂ—i—c) < Zu ([F; + N [F;+ 1)

cel cel

= Z/ X (Fy +c X(F;+1) (k) du(k).

cel

Agora, para continuar esta desigualdade, vamos mostrar que

> Xw+o(k) < #F;, Yk € F.
ceC

De fato, suponha que a desigualdade contraria valha. Se r = #Ij e
r+1

m := #C, entdao, devemos ter k € m [F; + ¢;]. Denotando F; = fi,..., f,
i=1
haveria um inteiro 1 < s < r tal que

k:f1+cl:f2+02:-~-:fs“‘Cs:---:fr+Cr:f5+Cr+1-

Portanto, fs + ¢s = fs 4+ ¢41, donde ¢s = ¢,11, que é um absurdo. Observe
que depois de r elementos, terfamos que repetir os elementos de F} acrescidos
de ¢; com ¢ > r, o que nao poderia. Portando cada k € F' esta contido em
no maximo #F} translagoes.

Portanto,

1
ENHE O < #E - u(F ).
cel
Assim, usando a desigualdade anterior,

Yo kW) = u(F+1)

k)EFj-‘rI

> 2 #FZ,uF—l—c

cel

Por definigao de B;, u(Fj+c¢) > - #Fj, assim
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g
=
A
Ny
£
vV
N | =
‘H
g
=
I3k
!

= O #T=C o4
b2

g g . #C(l_#lF)

> Tyo

jad que #IF; > 2.
Assim fica provado a afirmagao 2 e conseguimos a seguinte estimativa

#UB =Y #8253 3 Ik,

j=1 j=1 kEF;+I,

tomando C; = B;.
Para conseguirmos estimar melhor a cardinalidade de B; vamos construir
I; tal que os (Fj + I;)’s sejam disjuntos.

4. Agora, vamos construir subconjuntos de B; adequados que irao melho-
rar a nossa estimativa acima.

Defina By = By. Pela afimacéao 2, existe Iy C By = By, tal que
_ 4 _
#BN = #BN S BM(FN + IN)

Agora defina By_; = {b € By_1; (Fy_1+b)N (FN —l—TN) = @}.
Para estimar a cardinalidade By_1, devemos separar em dois casos:

Caso A: #By_q > @;

Pela afirmacao 2, existe In_1 C By_q tal que

_ 8 _
#Bny_1 <2 - #By_1 < EM(FN—I +In_1).
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4 _
HIn_1 - #Fn_1 < EM(FN—l +In-1).

Ainda, por definicio de By_1, observe que os conjuntos Fy_1 + In_1 e
Fyx + I n sao disjuntos.

Caso B: #By_1 < %;

Neste caso, defina Iy_; = 0.

Vamos definir agora By_o = {b € By_o; (Fy_2+b)N ( U F,+1; ) }
i=N—-1
Novamente, podemos separar em dois casos. Se By_, estd no caso A,

entdo, existe Iny_o C By_s tal que

_ 8 _
#BN_2 <2 - #By_» < BM(FN—Q + In_2).

_ 4 _
HIn_o-F#HFn_o < BPJ(FN—Q + In_9).

Caso contrario, definiremos I y_o = 0.
Recursivamente, ja tendo definidos os B;’s e I;’s, com j < i < N, vamos
definir agora o conjunto

B; = {beB],F+b (UF+I> }
i=j+1

E portanto, se j € A := {j el,..,N; #Ej > #QBj}, existe Tj C Ej tal
que

#j - #F < op(F+ 1)

Porém, se j € B={1,.., N} — A, defina I; = (.
Observe que:

(i) Os (F; + Yj)/s sao dois a dois disjuntos;
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(ii) Seb € B;—B;, entdo existe algum ig > j tal que (Fj + b)N(E, + 1) #
(). Portanto, b € F; + F;, + I,,. Concluindo assim que

Bj—EjQUFj—i-Fi—I—Ti-

1>7

Agora vamos estimar a cardinalidade da uniao dos B;’s. Por um lado, se
j € A, entao

oo

#B; < EM(FJ +1;),

donde

#<UBJ-> =Y #B;, < %ZM(FHT]-)

jEA JEA JEA

< _M(F>7
g
j& que os conjuntos (F; + I;)'s sdo disjuntos e cada Fj + I; € F.
Por outro lado, se j € B, entao # (Bj —E) > #23'7. Entao, usando a
observagao (ii), obtemos:

# (U Bj) =Y #B; < 2) #(B;—B))

JjEB JjEB JjEB

= 2# <U B; — BJ)
JjEB
N-1

< 24 (U B; — E)
j=1
N—-1

< 2# ( Fj+ F;+ Iz)
j=11i>j
N

= 2# <UUFj+F¢+Ii>
i=2j<i

Observe que se i € B, entdo I; = (), e portanto F; + F; + I; = (. Assim,
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#(UBJ) < 2#< [VJ UFJ.JFE.JFE)

JjeB i=2,i€A j<i

N
< 2 Z # UFJ+Fi+7i>

1=2,i€A j<i

N
=2 ) # UFj+Fi+7i>

1=2,i€A j<i

= 2 i # UUFJ-JFFﬁb)

iIQ,’ieA j<i beﬂ

= 2 i #<UUP}+E‘+5)

1=2,i€A bETi 7<i

IA

2 i Z#(UFHEH))

i=2,i€Aper;,  \i<i

= 2 i Z#<Uﬂ+ﬂ>

i=2,i€A bel; j<i

Note que

# (UE%) # (UF)

J<i j<i
# 1 #F,
i (FQifl)

#F;
(4i —1)"
(2i + 1)"
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Donde

> #B

jEB

Portanto, concluimos que

()

IN

IN

<

N
> Y Son

i=2,i€A bejl
N
1 _
2t E #I1; - #F;
i=2,iCA

4.2m+1

(Us) #(42)

8.2"
s

AL S st hge.

keF

—p(F) +

n(F)

5. Para finalizar, voltando para a estimativa do item 2, utilizando a desi-
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gualdade acima, a preservagao da medida P e a afirmacao 1, obtemos

o # (U e

P{Mnf > p} <

2”—|—1
< d]P’
< #F, Qk;u w)| dP(w)
2 +1
dIP’
< #F, k;/u w)|
#F82”+1
< #F’ /|f )| dP(w
82" + 1
< (149 ( el LGNV

Como isso vale para todo € > 0, fazendo € — 0 e tomando ¢ = 8(2" + 1),
concluimos o Teorema. O

Agora, vamos demostrar o Teorema de Birkhoff. Em [12], podemos en-
contrar a versao unidimensional deste Teorema e em [14] temos uma versao
mais geral do que se segue.

Teorema 1.2. Seja f € Ll(Q). Entéo, se k € Z", existe f € L*(Q) tal que

= Y flr(R)w) T2 Fw), (1.1)

(2N +1 \k\ <N

para P-q.t.p w € Q.
Além disso, f € invariante e

Em particular, se o sistema dinamico T é ergodico, entao

F=E[f]

Demonstracao. 1. Denote a o-algebra gerada pelos conjuntos 7-invariantes
por Z. Vamos mostrar

(QNH > fkw) S Elf | T)w),

k| <N
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para P-q.t.p w € Q.
Note que E[f | Z](w) é uma fungao 7-invariante. Isso é consequéncia de
ela ser T-mensuravel. De fato,

VB C R" boreliano, 7(E(f | Z)"Y(B)) = (E(f | ) o 7_x) *(B),

donde E(f | Z) é - invariante se, e somente se, E(f | Z) é Z-mensuravel.
Agora, observe que provar (1.3) é o mesmo que provar que

0 = Jm e 3 (G Bl 17)

koo <N

- G X U -EV D) (k).

|kl oo <N

ja que E[f | Z](w) é uma fungao 7-invariante. Portanto, substituindo f por
f—E[f | Z] na hip6tese do Teorema de Birkhoff, podemos assumir sem perda
de generalidade que E[f | Z] = 0. Assim, é suficiente provar que

Z f(r N2 0, P— qtpw € Q, (1.2)

(2N + 1)n Ko
para cada f € L'(Q)y = {f € L'(Q); E[f | Z] = 0}.

2. Primeiro vamos mostrar que esta convergéncia vale para toda f € F' :=
{9(7(p)’) —g(-); g € L>(Q) e p € Z"}. Note que f € L'(Q)y. De fato, se
A €7, entao

(Aﬂwww>:

_ wmmm—/mmmw>

—

m#mmﬂ%ﬂ—/gWMMm

A

A A
0,
ja que 7' preserva a medida P. Ainda, como E[f | 7] (w) = %(w) e v(A) =
S J( ) =0, segue que E[f | Z] (w) = 0.
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Portanto, para N suficientemente grande,

1
(2N—+1)” Z f(r(k)w)

|kl <N
- GreT D ATk —glr(b
|kl <N
- G| X A = 3 el
keFn+p keFN

1
= (2N—+1)” Z 9(1(k)w)

ke(Fn+p)AFN

Como p € Z" estd fixo, suponhamos que N > |p|_. Observe a figura
abaixo.

Fuy Pla

A parte em negrito representa o conjunto (Fy +p) A Fy. Portanto, vemos
que (FN —|—p) YAN FN C FNHPL)Q — FN*WOO‘
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Assim,

! RGOS

(2N T 1) ke(Fn+p)AFN

! S glrkw)

2N +1)»
( 1) FN1pl oo = FN =17l o
1
< — . 4(F — Fy .
— <2N+1)n #( N+pl N ‘P|oo) Hg“oo
1
(2N + 1)" <# N+lplo, — 7N Iploo) 9]
(2N +2|p| + )" = (2N —2|p| + 1)"

Portanto, fazendo N — oo, provamos a convergéncia (1.2). Ainda, esta

convergeéncia também vale para o fecho do span de F'. De fato, vamos provar
a seguinte afirmacao:

3. Afirmagao 1: < F > = LY(Q),.
De fato, note que L'(Q); = L>(Q),. Basta mostrar que < F >*= {0}.

Se h €< F >, entéo,

0 = / h(w) [9(r(p)w) — 9(w)] dP(w)

_ / [h(r(—p)w) — h(w)] g(w)dP(w),

Vg € L. Entao, h é invariante e consequemente h é Z-mensuravel. Donde

E[h | Z] = h. Como h € L*>®(Q)y, concluimos que h = 0.

4. Para finalizar, dado f € L*(Q)y e j > 1 um inteiro, seja f; € F tal que

1
I = filly < =
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Temos que

li
s o 2 S
1
< ]Vllinwsup 2N+1 Z fi(r + hm sup eN 1) Z [f = fil(7(k)w)
k| <N K| <N
1
= ]\}gnoosup m|k|Z<N[f_fj](T(k)w>

< Jlim sup [An(f = fj)(w)]

Agora, note que

{o e i swlantr - ) > 1 - J foenan(r- >}

Observando que {MNf(w) > %} C {MN+1f(w) > %} temos, pelo Teo-

rema da fun¢ao maximal:

P ({ Jim sup[An(f - f;)@)] > VE}) = P ([] {MN[f — fil(w) > i})

N=0 J
= ({5
< «/ilf = £l

c
< W
Defina Qr = (2 {hmsupAN(f fi)w) < 1,}. Note que P(Q7) =1
N—oo \/5

e
limsup An(f — f;)(w) =0, Yw € Q.

N—o0
Donde segue a conclusao da primeira parte do Teorema.
6. Ainda, por definigdo de E[f | Z] segue que
E[f] = E[E[f [ Z]]
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E se 7 é ergddico entao E[f | Z] é equivalente a uma constante, ji que
E[f | Z] é T—invariante. Entao

E[f | Z] = E[f],
e assim concluimos o Teorema De Birkhoof. O

O seguinte teorema é uma versao do teorema de Birkoff, o qual foi enun-
ciado em [4].

Corolario 1.1. Seja f € L (R™; L>®(Q)) uma fungdo estaciondria discreta.
Entdo, existe f € LL (R™ L>(2)) tal que

ST ) B T w) em LL(RY),  (13)

(2N +1 \k\ <N

para q.t.p. w € (.
Além disso, se o sistema dinamico T € ergodico, entao,

T(wi) =E [f(x> )] )

para q.t.p. w € 2 e vale que

f (;,W) = E f(y’ )dy em Llloc(Rn)
0,1]"

€
para q.t.p. w € €.

Demonstragao. 1. Primeiro, considere f uma fungdo da forma f(x,w) =
h(zx — [z])g(7([z])w), com h € L (R™) e g € L>(§2). Como f é estaciondria
no sentido discreto, basta mostrarmos a convergéncia em L'([0, 1]"). De fato,

note que para cada r > 0,

flz,w)de = ; [ = [z], 7([z])w) dP(w)

By

= [z = [a], w)dP(w)

By

- f(va)dp<w)a

[0,1]"

onde usamos a preservagao da medida P na segunda igualdade.
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Pelo Teorema de Birkhoff (1.2), sabemos que existe g € L'(Q), g(w) =
E[g | Z] (w), T-invariante e um conjunto de medida total €y tal que

(@) = Jim_ m S g(r(kw), Ve Q.

koo <N

Ql

Assim, dado € > 0, se w € Q, existe Ny > 0 tal que se N > Ny, obtemos

1 €
e~ T (T(k)w) —g(w))| < -,
2N +1) lkg;Ng g c

onde ¢ = HﬁHLl([O,l}")'
Defina F'(z,w) = h(z — [z])g(w). Portanto, pelo Teorema de Birkhoff
(1.2),se N > Ny e w € €, obtemos

4)1171 (2N+1)” Z flz,7(F)w) — F(z,w)|dx

= Sl <,
C [0,1]”
donde fica provado a convergéncia em (1.3) para q.t.p. w € Q com f da
forma f(z,w) = h(z — [z])g(7([z])w), onde h € LS. (R") e g € L®(Q).
Observe que se f é uma combinagao finita de func¢oes do tipo anterior , entao
esta convergéncia também ocorre.

Note que, se 7 é ergddico, entdo g é constante, isto é § = E[g|, donde

F,w) = h(z = [x)E[g] = E[f(z,-)].

2. Agora considere f € L _(R" L>(Q)) estaciondria discreta. Entao,
existe uma sequéncia de fungoes simples { f;};, ndo necessariamente fungoes
estacionarias, tal que f;(z,w) = f(z,w) em L'([0,1]"; L=(£2)) e para todo
JeN,

Nj

fj(‘rvw) :Zai,j ' XBi,j(x) ’ Xci,j(w>7

=1
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onde cada B; ; C [0,1]" e cada C; ; € F.
Entao, para P-q.t.p. w € € temos que

Fi(r,w) =2 fx,w) em L]0, 1]7).
Além disso, pela estacionaridade da f, temos

fi(x = [z], T[z]w) ElniaN f(z — [2], 7[r]w) = f(2,w) em L}

loc

(R™).
Escreva

Fi(z,w) = fj(x = [a], 7la]w).
Portanto, pelo caso anterior, para cada j fixo e para P-q.t.p w € €,

1 I
" Fi(a,m(k)w) S22 Fi(w,w) em L

(2N + 1) k=N loe(R™), (1.4)

com Fj(x,-) T-invariante, para cada z € R".

Note que se T é ergddico, entao

Fy(x,w) = E[Fy(x, )] (15)

Afirmacgao 1: Para P— q.t.p w € 2, (Fj)j é uma sequéncia de Cauchy em

Li, (R™; L>(52)),

loc
Prova da Afirmagao 1: De fato, a sequéncia {f;},., € LY([0,1]™; L™ ()
é tal que ‘ N
f; == f em LN((0, 1] L¥(Q),
isto é, existe €y € €2 de medida total tal que

lim sup | fj(z,w) — f(z,w)|dz = 0.

3720 J0,1]m weo
Defina €y := ﬂ 7(k)Q. Note que, se w € 4, entdo, 7(k)w € Qy, Vk €

kezn
Z"™. Logo,
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/[Ol]n |Fj(37,w) —Fl(gj7w)} dP(W)d:U

1

eV X Jile k)| de

< limsup/ Fi(r,w) —
SE [kl <N

N—oc0

+ limsu/ Fiz,w x, 7(
P Jour ((@w) - 2N+1 > M

N—o0 k| <N

1
T limsup /[0 lar e X - Al ) do

N—o0 |k|oo§N

. 1
= limsup /[0,1]" av 1" > U= Al r(k)w)| de

N—o0 k| <N

tendo usado a convergéncia (1.4). Portanto

/ |Fj(z,w) — Fi(z,w)| dP(w)da
0,1]"

1
< tmswp [ | ot 3w o)~ Alew)] | do
Nooo Jpan \ (2N +1)" |kg;Nwer ’

- [ (sup () — fl<x,w>|) da
[0,1] \w€Qo

Logo,

j,l—>oo OJGQO

lim (sup |F;| (z,w) Fl(x,w)) dxr = 0.
[0,1]

Portanto, existe f € LL (R"x; L=(f2)) 7-invariante tal que

loc
Fj(a,w) 75 Flr.w) em Lo (R" x L(2)).
Note que se 7 é ergédico, f(z,w) = f(z)

3. Afirmamos que
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Afirmacao 2: Para P-q.t.p. w € Q, vale que

> feT(k)w) = F(,w) em Li (R™).

lim
N—oco 2fV~+—1 KN

De fato, dado € > 0, segue dos itens anteriores que existe 2; € ) de
medida total e um inteiro jo > 1 tal que:

° f[O,l]" <5&1§) |f(2,w) — fjo(x,w)|> de < §

° f[O,l]" <5§£ ‘FjO(I7W) —7(%&))}) dr < §

Definindo €y := m 7(k)Qy, temos para w € y:

keZn

4),1]71 (2N+1 Z fla,7( — f(z,w)|dz

|kl <N

1
< /[ lEv X B = e k)| de

|kloo <N

1 —
e o St ) Pt de

|kl oo <N

¢S]

f(z,w)] du.

+ rjoxw

[0,1]
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Ou ainda,
2N+ Z flz,7( — f(z,w)

/[ Bl |k| <N

< [ (sup Frw) - fjo(x,w)\) dr
[0,1]" \w€&

1
+ / PR fio(x, 7(k)w) — Fj (v, w)| dx
[071]n (2N + 1) |k’g;N 0 0
+ / (Sup |Fjo(z,w) — ?(x,w){) dx
0,1]" \we
< e f S° fulas 7)) = Py o) do
o 2N+1 e
Assim,
limsup/ flz,7(k)w) — f dr < e, Yw € Q.
Nooo S0 2N+1 “;;N () ’

Sendo € > 0 qualquer, a afirmacao segue.

4. Suponha agora que 7 seja ergédico. Entao

/[0,1]n 2N+ kz;Nf z,7( E[f(z,w)]|dx
1
< o X, M09~ et

2N—|—1 Z f]o Z, 7- E[fjo(wi)] dx

|k| o <N

“
[0,1]"

s [ EU ) - Elf 0] de

(0,1]"
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Donde,

o [ X st -istas

|k| <N

weNy

< 2/ (sup |f(z,w) — fjo(x,w)]> dx
[0,1]™

e X a9 Bl do

|k| <N

< ot | larr X fale ) Bl ds

k| <N

Fazendo N — oo, usando a convergéncia (1.4) e a observagao em (1.5),
segue que f(z,w)=E[f(z,)], para P-q.t.p. w € Q.
[

1.1.2 Teorema de Birkhoff - Versao Continua

Definicao 1.5 (Sistema Dinamico). Dizemos que uma fungao 7 : R" xQ —
Q define um sistema dinamico n-dimensional sobre €0 no sentido continuo se
satisfaz as sequintes condigoes:

(i) A propriedade de grupo:

o 7(0,w) =w, Vw e Q;

o T(x+y,w)="1(r,7(y,w)), Ve,y e R eV w € Q.
(i1) A invariancia:

e T(r,E)e E,VxeR" eV E € F,

o P(r(x,E))=P(E), Ve e R"eV E € F.

Algumas vezes, usaremos a notagao 7(z)w ao invés de 7(z,w). Em toda
esta subsecao, sistema dinamico se referird ao contexto continuo.

Definigao 1.6 (Sistema Dinamico Ergédico). Dizemos que o sistema dinamico
T € ergodico se

VEe€F, (r(x)E=FE VxeR"=PF)e{0,1})

37



Assim como no caso discreto podemos caracterizar a ergodicidade de outra
maneira. Novamente, vamos considerar algumas defini¢coes. Um conjunto
E € F tal que 7(z)E = E, Vo € R" é chamado T—invariante. Ainda, uma
funcao mensuravel F': ) — R é chamada T—invariante se

F(r(r)w) = F(w), Yz € Z", P — q.t.p.w € Q.

Entao, o sistema dinamico 7 é ergddico se, e somente se, toda funcao 7-
invariante é P-equivalente a uma constante em 2. A prova disso é feita de
maneira similar ao caso discreto.

Definicao 1.7. Dado um espago de probabilidade (€1, F1,P1), dizemos que
uma fun¢ao mensurdvel g : R"xQ; — R™ € estaciondria (ou homogénea) se
para qualquer conjunto finito consistindo de pontos x1,...,x; € R", qualquer
h € R", e para todo boreliano By, ..., B, C R™ wvale que

(mg (e ) >_M<mg )

Agora, daremos uma outra definicao para funcao estacionaria que serd
mais adequada ao nosso estudo. Esta nova definicao foi motivada pelo se-
guinte Teorema, que pode ser visto em [6].

Teorema 1.3. Seja g : R" x 1 — R™ um campo aleatorio estaciondrio
definido sobre o espago de probabilidade (€21, F1,P1). Entdo, existe um espago
de probabilidade (2, F,P), um sistema dinamico 7 : R" x Q@ — Q e uma
funcao mensurdvel F : € — R™ tal que

g(ZL', ) = F(T<I> ))

no sentido de lei, isto é, Pi([g(x,)]"(B)) = P([F(r(x,-)](B)). Além
disso, se g(0,-) € LY(Q,P), entio F € L'(Q,P).

Demonstragao. 1. Defina  := {w : R" — R™; w é Lebesgue mensuravel }.
Dado = € R", considere a projegao II, : @ — R™ definida por II,(w) :=
w(x). Seja

= { ﬂ I,'(B); ACR"éfinitoe BCR™é boreliano} .

z€A
Defina F = o(C) a menor o-édlgebra contendo C.

2. Por hipétese, g : R" x 2y — R™ é mensuravel. Logo, Vp € ; temos
que g(+, p) é Lebesgue mensuréavel. Portanto, defina ¢ : ; — Q por

e(p) =g(-,p)-
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Note que ¢ é mensuravel. De fato, basta verificar que ¢ ' (E) € F1 V E € C.
Por definicao,

o (ﬂ H;1(3)> = {p € ; p(p) € ) HZI(B)}

T€EA T€EA

= {p € Ql; g(ap) € ﬂ H;I(B)}

z€EA

= {p € g(p) €1 (B) ¥z € A}

= ﬂ {p € ; g(z,p) € B}

TEA

= m gil(xv )(B> € (U,

€A

pois A é finito.
Agora, defina P : F — [0, 1] por

P(E) =P (¢ (E)) = P1,(E).

Claramente, P é uma medida de probabilidade em (2.

3. Defina 7 : R" x Q — ) por
T(z,w) =w(-+x).

Claramente, 7 tem a propriedade de grupo. Observe que, para cada y € R"
fixo,

U (y, M H;1(3)> =7 <—y, M H;1<B>>

z€EA

donde 7(y, E) € F, VE € F.
Assim, para provar a invariancia da medida, para cada y € R” fixo, temos
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que

P <T <y, (1. '(B)

donde

P(r(y, E))
Ainda, para w € € fixo,

¢é Lebesgue mensuravel.
4. Defina F : Q@ — R™ por F(w)
Note que F' é mensuravel, pois F'~

(1. '(B)

zeF

Py
Py

]P) <
T€EA

(b))
{peﬂl; p(p) €T (y )})
{peﬂl;w( (yﬂﬂ )})
{p € y; 7(~y,0(p)) € })
({p € g(-—y,p) €I (B) Vo € A})
({p € g(x—y,p) € BVz € A})

e
xB>
)

JO

(a:EA

N
(B

=P(F), VyeR"e E € F.

ﬂH( +x

zeF

N

zeF

= w(0). Portanto, F' (7(z,
'(B) =11,

w)) = w(x).
Y(B), V B boreliano.
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Além disso,

/Q F(w)|dP(w) = / |F(w)| dPy ()

= [F' (¢(p))| dP1(p)

Py

= |g (O,p)|dP1(p),

Py

assim, F' € L'(Q,P) se ¢(0,-) € L'(Qy,Py).
Afirmamos que f (7(z,w)) = g(x,w) no sentido de lei. Para ver isso, sejam
B € R™ um boreliano e x € R” fixado. Assim,

P([F (r(z. )] (B) = Bi(p " ([F(r(z,-)] (B)))

o que conclui o Teorema enunciado. O

Agora, definindo f(z,w) := F(7(x)w) com F(w) = f(0,w), podemos pro-
var que f(z +y,w) = f(x,7(y)w). Além disso, para cada x € R", g(z,-) e
f(z,-) tem a mesma lei, motivando assim a seguinte

Definicao 1.8. Dizemos que uma funcao mensurdvel f : R" x @ — R €
estaciondria no sentido continuo se existe um sistema dinamico continuo T
tal que, para cada y € R™, temos

fl@+y,w) = flz,m(yw),
para quase todo x € R™ e para P-q.t.p. w € ().

Em conexao com a nocao de estacionaridade, temos o conceito de valor
médio.
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Defini¢ao 1.9. Dizemos que uma funcao f € L} (R™) possui valor médio
se

f(2) S M(F) em Li (R"),

£
onde M(f) é uma constante. Também, se A; := {x € R" : t~'x € A} para
t >0 e |A] #0, esta convergéncia é equivalente a

I 1
1m
t—00 tn‘A’ A,

f(x)dz = M(}). (L.6)

Um resultado que conecta todas os conceitos acima enunciados € o classico
Teorema de Birkhoff, que iremos demonstrar agui. Porém, antes disso, vamos
provar uma lema que serd necesséario na prova deste Teorema.

Lema 1.1. Seja h : Q@ — R wuma fun¢cao mensurdvel. Se p € Z" possui
alguma coordenada que depende de N, entdo

L ()

m = =0, P—gqtpwell

Demonstracao. De fato, fixe ¢ > 0. Como P é invariante, temos que

P({weQ: |h(r(pw)| = Ne}) = P({w e Q:[h(w)] = Ne})

= ip({ eQ: k:<‘h<€)|<k:+1})

k=N

Somando sobre todo N € N, obtemos que

€

i[@ {we Q:|h(r(p)w)| > Ne}) = ik]?({ €Q: k<|h( >|<k+1

< Zk /[k<|h<k+1] |h]ic§)|d19>(w)

| h(w

<

Pelo lema de Borel-Cantelli, isto implica que o conjunto B(e) dos pontos w
tais que |h(7(p)w)| > Ne para infinitos valores de N tem medida nula. Por
definigao, para todo w ¢ B(e) existe algum ny > 1 tal que |h(7(p)w)| < Ne

o
1
para todo n > ng. Agora considere o conjunto B = U B (—) Assim B
- J
Jj=1

tem medida nula e para todo w ¢ B vale que lim —h(T(p)w)

N—+400 N =0 =
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Teorema 1.4 (Teorema de Birkhoff). Seja f € L'(Q2). Entao, paraP-q.t.pw €
Q, a fungao f(7(-)w) possui valor médio, M(f(r(-)w)), isto € para P —
g-t.pw e .

AL A% Flw) = M (Fr()),

Além disso, o valor médio M (f(7(-)w)) € invariante e

/M w)) dP(w).

Em particular, se o sistema dinamico T é ergodico, entao

para P-q.t.p. w € (1.

Demonstracao. 1. Por simplicidade, em vez de bolas de raio r, vamos consi-
derar cubos da forma [T, T]". Ou seja, vamos mostrar que

G [y S 5 T,

para P — q.t.pw € .

2. Suponha a principio que 7" seja um nimero natural, digamos N. Para
i =1,..,(2N)?, denote por Q; cubos unitdrios tal que qualquer intersecao
de dois desses cubos tem interiores disjuntos. Além disso,

(2N)™

UQZ— N]"

Fazendo uma mudanca de variavel, obtemos

(2N)"
v o @9 = G 3| s
= (1(z + k)w)dx
k:EI
N kEI
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onde #I = (2N)" e definimos g por g(w) := f[o e f(r(x)w)dz. Assim, pelo
Teorema de Birkhoff para o caso discreto, existe f(w) = E[g | Z](w) € L'(Q)
tal que, para P- q.t.p. w € €,

ANy, TN 25 T € L ()

Além disso, f ¢ invariante e satisfaz E[g] = E[f]. Usando Fubini e a
invariancia da medida P, podemos provar que
E[f] = E[f]
Ainda, se 7 é ergédico, f é equivalente a uma constante, donde
[ =Elf].

3. Vamos provar agora o caso geral. Seja T' > 0 um ntumero real qualquer.
Afirmamos que,

G [y SO T T ),

para P—q.t.p. w
De fato, para cada T > 0 real, exite N > 0 tal que N < T < N + 1.
Portanto, para cada K compacto, observe que

T.1)n
= ’ (27" /[—T,T]n—[_N,N]n f(r(w)w)de
g [ F e g [ sk

‘ 1
+

f(r(z)w)dz — f(w)].
(2N)» /[N,N]"
Ja sabemos que a ultima desigualdade converge para 0 quando N — 0.

Vamos mostrar agora que as duas primeiras desigualdade também convergem
para 0 quando T" — oo.
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Temos que

1
d
’ (ZT)” /[T’T]H[N,N]n f(T(I)w) X
1
1) d
: (2jvnLA:TJWk{—NJWnlf(T(x)w)‘ T

1 /
flr(z)w)| dx
(2N)" [_N_LNHW_[_MN]J (r(z)w)]

B ﬁZém |[f(r(z + p)w)| de,

onde #I = (2N +2)" — (2N)".
Defina h(w) = f[_l e |f(7(z)w)| dz. Vamos mostrar que,

IA

- h(r(p)w) _
N1—1>r£oo e W = 07
para P-q.t.p w € Q.
De fato, note que
b))
@N)r (2N)n
pel pel
(2N +2) — (2N)"
- (2N"™) max (7 (p)w)
< N ,

onde ¢ é uma constante que sé depende e n. A conclusao segue do lema
(1.1).

Agora vamos mostrar que a segunda desigualdade vai a zero quando T —
oo. Note que

‘ﬁ /[N,N]n @)~ /{W J(r(@)w)de

‘(2J1f I (2;’)71‘ ' /[NM” f(r(z)w)dz

- ()bl o]
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Logo, fazendo T" — oo, este termo converge para 0.
m

Corolario 1.2. Seja f € L, (R" x Q) uma funcgao estaciondria no sentido
continuo. Entao, para P — q.t.pw € Q, a funcdo f(-,w) possui valor médio,
M(f(-,w)), isto €, para P — q.t.pw € Q

1

B [, [0 Ty = () = M(f(w)).

Além disso, o valor médio M (f(-,w)) como uma fun¢io de w € Q €

mmvariante e
N = [ M0 ).

Em particular, se o sistema dinamico T é ergodico, entao

para P-q.t.p. w € Q) e vale que

f(2ow) SR ELF(0,)] em Li, ("),

€

para q.t.p. w € €.

Demonstragdo. Seja f € LL (R™ x Q). Defina F(w) := f(0,w). Entao F €
L'(2) e pela estacionaridade de f segue que f(z,w) = F(7(z)w). Aplicando
o Teorema de Brikhoff para F', segue a conclusao. O

1.2 Deformacao Estocastica

Definicao 1.10. Uma transformacio ® : R" x Q@ — R", (y,w) — 2z =
O(y,w), € chamada de deformagdo estocdstica quando satisfaz:

i) Para P—q.t.p w € Q, ®(-,w) € um difeomorfismo bi-Lipschitz .
ii) Fziste v > 0, tal que

essinf (det(V® (y,w))) > .

weN, yeR”
iii) Exziste M >0, tal que

esssup (VO (y,w)|) < M < 0.

we, yeR™

46



iv) VO®(y,w) € estaciondrio no sentido continuo.

A fungao identidade, ®(-,w) = Id, é um exemplo de deformagao es-
tocastica. Para um exemplo menos trivial, seguindo a discussao do capitulo
2, construimos um exemplo de deformacao estocastica ® : R™ x 2 — R" sa-
tisfazendo todas as condigoes da definigao 1.10. Sejam (€;, F;, P;)"; um
espaco de probabilidade e f; : €; — R uma funcao mensuravel tal que
0 < ¢ < fi(w) < ¢ para quase todo w € ), para i = 1,...,n. Seja
T; : R x Q; — €; um sistema dinamico unidimensional tal que a funcao
fi (Ti(-)w) é continua. Defina

max {\,0}

D;(\,w) = sgn(/\)/ fi (Ti(s)w) ds.

min {\,0}
Note que
max{z+h,h} h
O;(x 4+ h,w) > sgn(x)/ fi(Ti(s)w) ds+/ fi(Ti(s)w) ds
0

min{z+h,h}

max{z,0} h
= sgn(x)/ fi(Ti(s + h)w) ds+/0 fi(Ti(s)w) ds

min{z,0}

max{z,0} h
- / FAT ()T, (h)w) ds + / FAT(s)w) ds

min{z,0}

= BT+ [ (T ds

> &;(z,T;(h)w) + hco,

para todo h > 0 e para quase todo w € €);. Portanto, ®; : R x €; = R
nao é uma funcao estacionaria e verifica todas as condigoes da defini¢cao 1.10.
Finalmente, defina o espago de probabilidade (€2, F,P), onde Q := @,
F =, Fi eP:=®",P;, e o seguinte sistema dinamico n-dimensional

T:R*"xQ—Q
T(z,w) = (Ti(z1,w1), ..., Tp(Tn, wy)),

onde denotamos x = (x1,--+,2,) e w = (wy,...,w,). Assim, a fungao
O(z,w) = (Py(z1,w1), ..., Pp(xy, wy)) cumpre as condigoes da definigao 1.10.

O seguinte lema é uma consequéncia direta do Teorema de Birkhoff.

Lema 1.2. Se ® : R" x Q = R" € uma deformacdo estocdstica, entao
lime ® (E,w) =E[V®(0," )]z, P—qgtp weq,
e—0 g

localmente uniforme em x € R".
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Demonstragao. 1. Primeiro, para cada ¢ > 0 defina ®.(z,w) :=c® (f,w) —
E[V®(0,-)] z e note que a familia {V®.(-,w)}, ., é uniformente limitada em

[LOO(R”)]"Q, para cada w € ). Portanto, a menos de uma subsequéncia
(podendo depender de w), pelo Teorema de Arzela-Ascoli, existe W(-,w) €
C(R™) tal que ®.(-,w) = ¥(-,w) quando € — 0 em L (R™)™.

2. Devido ao Teorema de Birkhoff, VU (-, w) = 0 sobre R™ no sentido das
distribuigoes. De fato, para cada funcao teste ¢ € C°(R")

(VU(,,w),p) =—lim | P (x,w) Ve(z) dx

e—0 R

= lim <V<I> (iw) —E[V(0, )]) o(x) dz = 0.
e—0 R™ g

Entdao ¥(-,w) = ¥(w), em particular para x = 0. Tendo em vista que

®.(0,w) = 0 quando ¢ — 0, temos que ¥(w) = 0. Portanto, a sequéncia

toda {®.}.~¢ converge para 0 quando ¢ — 0. Entao a prova do lema segue.

[]

Abaixo, notamos que o Teorema de Birkhoff acontece para pertubacoes
de fungoes estacionarias por deformacoes estocasticas.

Lema 1.3. Sejam ® uma deformacao estocdstica e f € L2 (R™; L' (Q)) uma
varidvel aleatoria estaciondria no sentido continuo. FEntao, para quase todo
w € Q, a fungio f(P7'(-,w),w) possui um valor médio no sentido de (1.6)
e
- E[f(0,-) det (VO(0,-))]
ot dz = ’ ’ P-q.t.p.w € Q.
fo 07 )t -G s

Demonstracao. 1. Temos que mostrar que, para q.t.p. w € {2, a sequencia

{r@ /e )

converge fraco estrela em L

e>0

o)
loc

det (E[V®(0,-)]) " E[£(0,-) det (VP(0,-))].

(R™) para uma constante:

2. Seja p € LL .(R™) uma fungao com suporte compacto. Fazendo mu-

danca de variaveis, temos
/n f (@_1 (g,w> ,w) o(z)dz
= /n f (g,w> © (6(19 (g,w)) det <V<I> (g,w)> dy. (1.7)
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Defina S : R" — R" como o operador linear dado por S(y) := E [V®(0, )] y.
Dado § > 0, pela lema 1.2 temos que |le ® (£,w) — S(:)||z= < & para e sufi-
cientemente pequeno e para q.t.p. w € (). Portanto

1ir?jélp/n @ (€<I> (gw» - sO(S(y))‘ dy

= lim sup /
e—0 n

<sup [ o (S)+h) —(S(y))| dy =% 0.
|h|<d JR™

@ (S(y) +ed (gw> - S(y)> - sO(S(y))’ dy (1.8)

Combinando (1.7)-(1.8) com o fato de que
f (Ew) det (vq> <gw>> =20/ £(0,) det (VO(0, )]

fraco estrela em LgY

(R™) para q.t.p. w € 2, temos

lim [ f (<I>_1 (g,w> ,w) o(x) dx

e—0 R™

— [ B0, det (VO(0,)] ¢(S(w) dy
= [ EL70,)det (VO(0, )] det (B [VR(0,)])" pla) do.

que prova o lema ja que ¢ ¢é arbritaria.
m

O seguinte lema mostra como o gradiente de uma deformacao estocastica
carrega a propriedade de estacionaridade para o préprio difeomorfismo. Esta
é uma propriedade importante que sera usada muito frequentemente aqui e
aparece pela primeira vez nesta tese.

Lema 1.4. Seja ® uma deformacao estocdastica. Entao, para cada z,k € R",
e P-qg.t.p. w e,
N (z,w) — 7k, w)

= (20, 7(P " (k,w))w) + 2 — k, 7(®7 (k,w))w). (1.9)

Demonstragao. 1. Podemos assumir sem perda de generalidade que ®(-,w)
¢ um difeomorfismo de classe C*, para P- q.t.p. w € €. Entao, aplicando o

49



Teorema Fundamental do Célculo, temos

@(qu(z,w) — >N (k,w), T(@*l(/ﬁ,w))w) — 30, 7(D}(k, w))w)

:/01 diiq)(b‘(@1(z,w)—<I>1(k,w)),7(<1>1(k’w))w) n

/01 Vo(s(07 (2.w) — 7 (k) (@7 (k) ) ds
(27! (z,w) — 7' (,w))

/Olvcb( (@7 (z,0) =~ 87 (k) + @7 (o). w0) ds
(@7 (z,w) — @7 (k,w)),

onde usamos que V& é estaciondria. Portanto, obtemos
(@7 (2,w) — 7k, w), (@ (kW) ) (0, 7(7 (b, w))w)

d -1 -1
d_ — o' (kw) + @ (k,w),w) ds

\

=&(d 7 (z,w),w) — ®(® ! (k,w),w) =2z — k.
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Capitulo 2

Aspectos Estocasticos do Fluxo

Neste capitulo, estamos interessados em estudar ps aspectos estocasticos do
fluxo gerado pelo sistema Hamiltoniano associado a equagao (0.1). Daqui em
diante, assumimos que o coeficiente ¢, presente na equacao (0.1), satisfaz as
seguintes condicoes:

e c(y,w) = —([VyCD]_lVyU> (y,w) com (y,w) € R™ x .

e A funcio potencial U(y,w) € L=(R™x Q)W (R™; L=(Q)) e satisfaz

loc

0 <U(y,w) < Upax = esssup U.

e A funcao potencial U(y,w) é uma varidvel aleatdria estaciondria no
sentido continuo.

Seja X(z,&,w) = <X;(z,§,w),xg(z,§,w)> a unica solucao da seguinte
equacao diferencial
dX
*(z,6,w) = —v(X(z,&,w),w), for s €R,
(2,6 0) = —v(Ka(2.6 ), ) o)
Xo(Z,f,W) = (275)7

onde a funcao vetoral v, chamada drift, é dada por

v(z, € w) :z(f, —VZU(®—1(z7w)>w)) (2.2)

Temos a seguinte
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Proposicao 2.1. Seja X (z,&,w) a solugao de (2.1). Entao, Xy satisfaz:
i) Para cada t,s € R,V (z2,§) € R*, e P—q.t.p. w € Q

Xs(Xt<Zv S,W),CU) = Xs—l—t(zv §7w) (propm'edade de grupo). (23)

it) Para cada (2,k,&) € R*, e P—q.t.p. w € Q, o flow X, satisfaz a
sequinte condi¢ao de pseudo-estacionaridade:

Xs (2 + k.6 w) = X (2 + @0, 7(27 (,w))w), &, (27" (k, w))w)
— 00, 7(® ' (k, w))w) + k, (2.4)
X2 (2 + k.6 w) = xi(z + ©(0,7(27 (k,w))w), £, (27 (k, w))w).
Demonstragao. 1. Primeiro, a prova da propriedade de grupo (i) é padrao.

2. Vamos mostrar (ii). Para comegar, definimos para qualquer k € R"
fixado

Vs(za f,w) ::XS(Z + k. &, CU)

W, (26 w) = (W) (2.6, 0), W2z, 6 w))

:(X; (24 @0, 7(D ' (k, w))w), &, 7(D (k,w))w) (2.5)
— 9(0, T((I)_l(k‘, w)w) + k,
K (= + (0, 7@ (k,w)w), €, 7@ (k,w)w) ).

Portanto, precisamos mostrar que Vg(z, &, w) = Wg(z, &, w), (Vs € R).

Afirmacao: As fungoes R 3 s — V(z,§,w), e R 3 s —» W(z,{,w) sao
solugbes da equagao (2.1), com z + k ao invés de z.

Prova da Afirmacao: De fato, primeiro observamos que
VO(Z7 §7w) = (Z + ka 5) = WO(Z7 57 C())
e além disso, temos claramente que

dV
y *(2,&,w) = —v(V(z,& w),w), para s € R.
s
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Por outro lado, temos

dW,
ds

= v (X (2 (0, 7(7 (I, 0))w), £, 7(D7 (ks 0))w),

(2,&,w) = X, (z + &0, 7(® (k,w))w), &, T(®Hk, w))w)

(@7 (kw))w)
= —v (X} (= + @0, 77 (k,w))w), € (@7 (k,0))w),
W (2 + @0, T(O7 (k) €, 7(97 (k))w),
(@7 (k,w)w)  (20)
= —v (X} (2 + @0, (@7 (k, w)w), €, (@ (, w)w),
W (2 + @0, 707 (k, ), € 7(97 (k))w),
(@7 (k,w))w)
= v (W (2.6,w) + @(0, 7(® (I, w))w) — k,

W2 (2,6, @), 7(@ (k,w))w ).

Agora, usando a definigdo (2.2), a estacionaridade da func¢ao c¢ na segunda
igualdade e o Lema 1.4 na terceira, podemos concluir que

V(W (2, 6,0) + 0(0,7(97 (k,))w) = b, W2(2,6,w), 7(07 (b, w))w)
= (W2(2.60),0(97H (W2 (2,6 @) + B(0,7(@7 (k,w))w) — F,
(@7 (k,w))w), T(07 (k. w))w ) )
= (W2(2.60), 0 (97 (W2, @) + B(0,7(@7 (k,w))w) — F,
(@7 (k. w))) + 27k, w).w))
= (M2 (=g w)o (@7 Wiz 6w)w) ) )
= v (W} (z.6w) W2 (2 6 w)w),
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Portanto, segue que

dW,
ds

(z,&,w) = —v(W(z,£,w),w), forseR,

e a afirmacao é provada.
Finalmente, da unicidade de solucao para (2.1), concluimos que

Vi(z,&,w) = Wi(z,&,w), for each s € R.

]

Antes de prosseguir, vamos destacar algumas consequéncias importantes
do Lema 2.1. Na configuragao periddica, R Alexandrer observou em [2] que o
Lema anterior nos permite ver a primeira componente do fluxo {Xs(z, & )}SGR
como um sistema dinamico que age no toro n—dimensional [0, 1)" para cada
¢ € R™. Ja que a equagao (0.1) é do tipo Liouville , na configuracao periddica,
¢ um pouco natural considerar o fluxo todo {Xs(z,f)}saR como um semi-
grupo de transformagoes agindo em (z, &) € [0,1)" x R". Consequentemente,
¢ bem conhecido que a medida de Lebesgue é invariante para este semi-
grupo de acordo com o Teorema de Liuville. J& que estamos interessados em
espagos de medida finita, isto é, os conjuntos de [0, 1)" x R™ do tipo {(z, €) €
0,1)"xR™; H(z,£) < c} com (¢ > 0) e H(z,§) = quU(z)7 podemos mudar
a medida de Lebesgue pela familia de medidas dpic(z, &) = Liy<c) dzd€ para
¢ > 0 e concluir que o semi-grupo {Xs(z, & )}SGR ¢ um sistema dinamico sobre
0 espago ([0, 1)"xR™, /Lc). Na configuracao ergddica estacionaria, onde temos
®(z,w) = z, as relagoes em (2.4) ficam

{ Xa(2 k. & w) = x,(2, &, T(k)w) + K,
Xa(z + k.6 w) = xa(z, &, T(k)w).

Isso permitiu que a Dalibard, em [9], generalizasse o caso periédico anterior
introduzindo um novo sistema dinamico T} : R” x 2 — R" x Q definido por

Ti(&w) = (x3(0,& w), T(x;(0, &, w))w)

e a respectiva medida invariante

d,“c(S? CU) = 1H*l((—oo,c]) (57 w) dgd]P)(CU),

onde

H({ w) = g + U(0,w). (2.7)
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Nosso objetivo neste capitulo é estender a construcao da Dalibard usando
a deformacao estocdstica. A nao linearidade presente na deformacao ® faz
esta extensao ser altamente nao trivial como veremos abaixo.
Defina K := R" x Q e seja H: K — R o Hamiltoniano dado por (2.7).
Para cada ¢ > 0, definimos a medida finita . em K por
duc(§,w) = 1H*1((—oo,c])(§7w) dédpé(w)7 (28)

onde dPg(w) := det (VP (0,w)) dP(w).
Agora, vamos considerar a seguinte transformacao 7' : R x K — K, dada
por

T(Sa (€7w)) = <X§((I)(O7 w)? 57 (U), T((I)il(Xi(q)((L w)v £7w)7w))w)> (29)
where X (®(0,w),&,w) é a tnica solucao de (2.1) com z = ®(0,w). Entéao,
temos o seguinte

Teorema 2.1. A transformacgao T definida por (2.9) é um sistema dinamico
sobre o espago de medida (K, j1.).

Demonstracao. 1. Primeiro, vamos mostrar a propriedade de grupo. E claro
que T(0,-) = Ix. Agora, vamos mostrar que, para cada t,s € R,

T(t,T(s,)) = T(t +s,-).

Para comecar, seja ({,w) um ponto qualquer fixado em K. Portanto,
queremos mostrar que, para cada ({,w) € K, e s,t € R

TA)(T(s)(&w)) =T(t+5)(§w).
De (2.9), segue que
T()(T(s)(&,w)) = T(t) (&, wo)

- (Xf@(oa wO)a 507 WO)J T((I)_1<Xt1(q)(07 wO)? 507 wO)ﬂ wO))w()) )
(2.10)

onde (vaUJO) = (Xg(q)(ovw)7£7w>7T((I)_I(X;(q)(oaw)>€7w)7w))w>'
Entao, primeiro observamos que

X?(Q)(O, wO)u 507 WO) = X? (CI) (Ov T<CI)_1(XL1 (CI)(O, w)a §’ ("))’ (")))w) ) X?(Cb(o, w)v 57 w)?
(@7 (A (@(0,0), &, w), w))w)

(
= (@(0, (@7 (k,)w) X A(@(0,0), £,),
(



com a Gbvia notagao para k. Entao, aplicando o item (ii) da Proposition 2.1
na segunda igualdade e o item (i) na terceira igualdade, temos

Xi (2(0, wo), &0, wo) = i (k, x2(®(0,w), &, w), w)
=X (X:(®(0,w), &, w), X3 (P(0,w), §,w),w)  (2.11)
= Xir(P(0,0), & w).
Para estabelecer a propriedade de grupo, falta estudar a componente
7(27 (X (2(0, wo), &0, wo), wo) )wo =: w'.
Assim, ja que 7 é um sistema dinamico, segue que
W' =T7(®7H(x; (B(0,wo0), &0, wo), o)) T(P T (X (B(0,w), &, w), w) )w (2.12)
= 7(27 (x¢ (2(0,wo), &0, wo), wo) + 7' (X, (®(0, w), &, w),w) )w-.
Agora, pela definicao anterior de k, podemos escrever
X (2(0,wo), &0, w0) = x; (2(0, (27 (k, w))w), &o, (27 (k, w))w)
=i (k, 0, w) + (0, 7(P7 (k, w))w) — &,

onde usamos o item (7i) da Proposigao 2.1. Entao, da equacdo anterior e
aplicando o Lema 1.4, obtemos

q)_l(X%(q)(vaO)a507("}0)7(")0)
= &7 (x; (k, o, w) + (0, (D7 (K, w))w) — k, 7(D7 1 (k, w)w)
=27 (x; (K, &0, w),w) — D7 (K, w).

(2.13)
De (2.12) e (2.13) temos
= T(CD Y(xt (@(0, wo), &o, wo), wo) + (P_l(xi(@(o,w),ﬁ,w),w))w
=7(®” (Xt (K fo, w),w))w (2.14)
=7(®7(
(

Xt (X (2(0,w), & w), (X2 (®(0,w), &, w), w), w))w
=7(27 (s ( ( w), &w),w))w,

onde usamos o item (7) da Proposigao 2.1. Consequentemente, de (2.10) com
(2.11) e (2.14), temos

T(Zf) X +s W)> T(q)il(X;-s(cD(Ov w)? £, w)? w))w)
T+ s)(&w),
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provando assim a propriedade de grupo.

2. O objetivo desta etapa é provar que a transformacgao 7T'(t) preserva a
medida p. sobre K. Para fazer isso, um dos ingredientes chaves é o fato
de que a funcio Q > w — 7 (P (2,w))w preserva a medida Py para todo
z € R™. Isto nao é tao ébvio porque o que sabemos é que, pela definicao
de sistema de dinamico, a fun¢do 2 > w +— 7(k)w preserva a medida de
probabilidade PP para cada k£ € R™. Entao, esta longe de ser evidente que
esta invariancia é mantida se mudarmos k por ®!(z,w). Este resultado ¢
uma combinacao do Lema 1.4 com o Teorema Ergddico de Birkhoff. Mais
precisamente, pelo Lema 1.4, temos para todo z,y € R" e P—q.t.p. w € Q2

o1 (z +y — (0, T(Cb_l(y,w))w),w)
(2.15)
= o (y,w)+ 07! (z, T(@‘l(y,w))w) )
Agora, tomando f € L'(2) obtemos
1 ~1
wETTT L@ ) = 1@ ) dy

][ L (T (@7 (y+2 = 2(0,7(27 (y,w))w),w)) w | dy

<

][Rnf(T (® 7 (y,w) + O (2, 7(D (g, w))w)) w) g

:][Rnf (T (@7 (2, 7(@ 7 (y,w))w)) T(2 (y, w))w) dy

~ det (E [vlq)((), ) /Qf(T (@7 !(z,w)) w) dPg(w),

onde usamos o Lema 3 na primeira igualdade, a invariancia do valor médio
com respeito a translagoes na segunda, a equagao (2.15) na terceira e nova-
mente o Lema 3 na quarta igualdade, o que prova a invariancia da funcgao
Q3w 7(P7(2,w))w com relagao a medida Py para todo 2 € R™.

Afirmagao: Para cada F € LY(R™ x €; p.)

//RmF(T(s)<£,w>)duc(£,w) = //RQ F(§,w)dpc(€,w) (Vs €R).
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Prova da Afirmagao: De fato, seja p(z) um mollifier padrao. Assim, temos

//Rnxﬂ dﬂc(ﬁ w)
a //R%XQ ( )dpie(€, w)dz
- // P(C@(0,0)..).

r(@! (XS@(O,W)75>w)>w))W>p(Z) L1 (o) (6 ) dEdPy (w)d2

Aplicando a invariancia da fungao Q 3 w — 7(®7(2,w)) w com respeito a
medida Pg, temos

I ooy

- // F (X280, 77 (2,0))), € 7(87)(2,)),
(07 (A (@(0, (@7 (2,0))w), £, T(® (2, ) Jw),
(@7 (2,w))w)) 7(0 7 (2, w))w ) p(2)
i1 (e (6 T(D7 (2,0)) ddPy (w)d2
= //R%XQF<X§(Z,§M),
(@7 (XL (26 w) — 2+ B(0, (@7 (2,0))w),
(@7 (2,w))w)) 7(0 7 (2, w))w ) p(2)
T3 (oo (6 7(97 (2, w)w) dEdPo(w)dz,

onde usamos o item (ii) da Proposi¢ao 2.1. Entao, aplicando o Lema 1.4,
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segue que

//F (T(5)(&w) ) dpel€ )

= ﬂ F (X?(Za 57 w)7 T((I)_I(Xi <Z7 57 (,d), (,d) - (I)_I(Z7 w))T(CI)_l(Z’ w))w)
R27xQ
L3 (oot (6 T (2,0)) p(2) dEdPo(w)d>

- //RQ F(x3 (26 0), m(@7 (L2, 6 @), w))w)

TH-1((—o0) (& T(P7H(z,w))w) p(z) dEdPy(w)dz.
Agora, ja que (z,€) — X(2,&,w) é um difeomorfismo para cada s € R e

P—qt.p w € Q, fazendo uma mudanca de varidveis (relembre que divv = 0),
temos

//RQF (T(5)(& ) ) dpae(€, )

_ / / (o7 (@7 (uw)w) pO,(u,v,w)

L1 (—ooe) (X7 s (us v, w), T(@7H (X1, (U, v, ), w))w) dudv dPe(w).
J& que a fungao R 3 s — H(x*,(u,v,w), 7(® (x (v, v,w),w))w) é cons-
tante, segue que

1H*1((—oo,c]) (XQ—S(U7 v, w)ﬂ—(q)_l (Xl (U, v, (.O), w))w)

—S

= 1H—1((—oo,c]) (’U, T((I)_l (u, W))UJ),
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e consequentemente

//an F (T(S)(€, w)) (€, w)

_ //RXQ p(xL,(u,v,w)) F(v,r(é‘l(u,w))w)

L1 ((—oo) (v, T( (1, w))w) dudv dPg(w)

S )

F(v,q-((b_l(u,w))w) L1 (—o0) (v, T(P ™, w))w) dudv dPg(w)

//RQ (0, 7(P (1, w))w), & (@7 (u, w))w)

— 30, 7(® "} (u, w))w )+u)

F(U,T(@‘l(u,w))w> 1H71((_OO7C])(U,T(@_l(u,w))w) dudv dPg(w),

onde aplicamos o item (i7) da Proposicao 2.1.
Finalmente, da invariancia da medida Pg com relagao a funcao 7(®~*(u, -))-,
e depois aplicando o Teorema de Fubini, temos

//HXQF<T(S)(£,w)>duc(g,w)
//RQWXQ X2 (2(0,w), €, w) = (0, )+u>

F<U,w> LH-1((—o0,) (v, W) dudv dPg(w)

— // F(U,u)) 1H71((_Oo,c])(v,w)
nxQ

(/np(xl_s(i)((),w),f,w) — ®(0,w) + u) du) dvdPg(w)

_ / / | F0w) dufo,0),

e assim segue a afirmacao.

Entao, temos uma propriedade importante, que é dado pelo seguinte Co-
rolario
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Corolério 2.1. Seja f : R*™ x Q — R wma funcdo mensurdvel, tal que
fy, & w) € estaciondria em y. Entao, para cada s € R

FOT (a2, € w),w), xa (2,6, w),w) = (0, T(, 7(7 (2, w))w)),  (2.16)
onde Ts =T(s) € o sistema dinamico dado por (2.9).

Demonstracao. 1. Primeiro, ja que f ¢é estacionaria na primeira componente,
temos

F@ (X (2,6 w),w), X3 (2,6, w), w)
= f(Ov X?(Zvng)vT((I)_I(Xi(z7§7w)7w))w>'

Além disso, da condicao de pseudo-estacionaridade do flow X, quer dizer do
item (i7) da Proposicao 2.1, temos

Xs(2,€,w) = X, (20, 7(27 (2, w)w), &, T(27' (2, w)w)
— (0, 7(P (2, w)w) + 2, (2.18)
Xa(2,€,w) = x2(2(0, 7(27 (2, w)w), &, T(27 (2, w)w).
Portanto, de (2.17) e (2.18), temos
F@7 (X (2, & w) w), X2 (2,6, w), w)
= f0.x3(@(0, 7(27 (2, w)w), &, T(7 (2, w)w),
T2 (o (2(0, (27 (2, w)w), &, T(27' (2, w)w)
— @0, 7(P ! (z,w)w) + z,w))w).

(2.17)

(2.19)

2. Agora, da condi¢ao de pseudo-stacionaridade do difeomorsfismo @
(Lema 1.4) com k = z e

Z=x (@0, 7(® (z,w)w), &, T(@ 7z, w)w) — B0, (P (2, w)w) + 2,

Assim,
(X0, T(® (2, w)w), &, T(P 7z, w)w) — P(0, (P! (2, w)w) + z,w)

= &7 Y(z,w) + & (3 (B(0, wo), &, wo), wo),
(2.20)
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onde wp = 7(® 7 (2, w))w.
3. Finalmente, de (2.19) e (2.20), temos
FIO7 (X (2, € w),w), X2 (2,6, W), w)
= f(0,X3(®(0,wp), &, wo), (P (2,w) + @7 (x5 (P(0, wo), &, wo))w)

o
= J(0,X3(®(0,wp), &, wo), (P~ (Xs(P(0, wo), & w0)) (27" (2, w))w)
= f(0, To(& 7(2 7 (2, w) w)),

o que finaliza a prova.
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Capitulo 3
Equacoes Assintoticas

Para cada ¢ > 0, vamos supor que a solucao f° da equagao (0.1) tem a
seguinte expansao assintética

fet,x, & w Zefz<t:rq) ( >,§,w>, (3.1)

onde cada funcao f;(t,z,y,&,w) é, convenientemente, estacionaria em y. In-
serindo este Ansatz de duas escalas na equacao (0.1), obtemos

0 = ar vt (0 (B0) ) v
e (ene (2) €
v ;avzﬁ (207 (Sw) &) €
+ iei—l(wrl(@—l(g,) W) Vyfi (t2, 07" ( W) 6w) €
e et (000 (20) ) et (10 () 60).

Igualando as poténcias, temos que o termo de ordem e~! é dado por

0 (6 () ) O o () )¢
o1 (20) ) 7 (10t (1) ) =1
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Multiplicando esta equagao por uma fungao teste do tipo ¥ (t, z)p (CI>_1 (%,w),¢, w)
e usando o Teorema Ergddico , obtemos

0 = /Rznﬂ /Q (VCD)_I (0,w) (Vyfo) (t,2,0,8,w) -

+e(0,w) - (Vefo) (t,2,0,6,w) }zp(t, 2)0(0, €, w)dPg (w)dadtd.

Pela invariancia de w — 7(®7'(z,w))w e integrando com relagao a z em
B,., obtemos

0 = [T @ () 0) (Vo) (107 () ) €
R x B xQ

+e(0,w) (Vefy) (L2, 87 (z,w) €, w) }
V(t, 2)p(® ! (2,w), &, w)dPy (w)dzdrdtdE,

que é equivalente a

V.e: (fo (2,97 (2,w), & w) v(z,{,w)) =0 (3.2)

com o drift v dado por (2.2), onde (¢, x) pode ser interpretado como parametros.
Entao definimos o seguinte conjunto assintotico de estado estacionario

K:= {f(y, £,w) € L, (R x Q) estaciondria em y;
f satisfaz (3.2) em D' (R*") q.t.p. em Q} (3.3)

Observamos que, se o dado inicial f° do problema (0.1) fosse "bem pre-
parado”, isto é, se fO(z,-,w) satisfizesse a equacao (0.1) nas varidveis os-
cilatérias (z : x/e) e cinéticas (§), entdo as oscilagoes devido a varidvel
rapida nao propagaria para a variavel no tempo. De fato, isso significa que
a condigdo inicial se comporta como uma solugao estavel de (0.1), e neste
sentido, nao haveria oscilagoes no tempo. Entao, o Ansatz de duas esca-
las (3.1) seria suficiente para deduzir todas as regras do perfil microscépico
pela equagao.

Entretanto, como a condigao inicial é nao-preparada (isto é, f°(z,-) ¢ K),
oscilagoes no tempo podem ocorrer na solu¢ao f© da equagao (0.1), e nao se
cancelarda quando o parametro € tender a zero como é mostrado em [9], ver
p. 886. Este é um fenomeno interessante, e para ver como as oscilagoes na
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variavel temporal sdo incorporadas no perfil microscépico, devemos conside-
rar uma expansao mais geral em duas escalas, ou seja,

St 2, w Zs f; (t z, <§w> ,§,w> , (3.4)

onde assumimos que cada funcao f;(t,x, s, y, &, w) é estacionaria em y.
Substituindo esta expansao na equagao (0.1), obtemos

0 = s+ (6o (07 (2) ) ) (Vs Ve
- s (e (F) )
>V (e Lt (£0) )

Igualando os termos de ordem £, temos

0s fo <t,aj, é,@‘l (g,w> ,f,w)
(V) <<I>-1 <§w> ,w) v, /o (t,x,é,@‘l (gw) ,5,w) £ (3.5)

65



Igualando também os termos de ordem £° obtemos:

A fo (t,x,é,@l (g,uJ) ,ﬁ,w) + Osfi1 (t,x,;q)l <

t
+fo0 (taxa _7(1)_1 (
£

o | &
S
N—
o
S
N———

o8

+ (Vo)™ <<I>_1 (g,w> ,w) A\ (t,x, g,(I)_l (

+c <<I>_1 (g,w> ,w) -Vefi (t,x, 2,@‘1 (g,w> ,{,w) =0.

Nao é 6bvio obter a equagao microscépica e macroscopica direto da forma (3.4),
alguma simplificagdo tem que ser feita. Note que quando se assume (3.4),
temos intuitivamente que

f8<t7x7€7w) ~ fO (t7x7£7®1 <§7w> 7£7w)

para ¢ suficientemente pequeno. Portanto, para decompor f¢ devemos de-
compor fy, isto é, suponha que

fo (t,x, E,CI)_I <§7w> f,w) =f (t,x, o1 (g,w) ,§,w>
+9 (t,x,é,@‘l (g,w> ,f,w)

onde f(t,z,-) € Ke g(t,z,s,-) € K.
Podemos supor que a fungao f; da expansao (3.4) nao oscila no tempo.
Colocando (3.7) em (3.5) e usando que f(¢,x,-) € K, temos:

t
asg (t,l’, _)(I)_l (E7w> )é—uw)
€ g
X

+ (Vo)™ (CI>_1 (g,w> ,w) V9 (t,x, é,CI)_l (—,w) ,£,w) & (3.8)

€

te (<I>*1 (gw) ,w) Veg (t,x, é o (§w> ,£,w) — 0,

(3.7)

isto é,
asg (tvra S, (I)_l (Zaw) ,5,&))
vz,£ (g (ta z,s, (I)il (Z,C«J) 757(*)) V(Z,f,u))) = 07
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que ¢é a equagao de evolugao microscopica para g.
Para obter a equacgao de evolucao macroscépica para f, precisamos de um
pouco mais de trabalho. Colocando (3.7) em (3.6), temos:

o f (t,x,q)_l (g,w) ,§,w> + Oy (t,x, é,q)_l (g,w> ,§,w)
+V.f (t,a;,([)*l <§,w> ,f,w) &+ Vg (t,x,é,@l (g,w> ,{,w) 3
+ (Vo) (o <§w> @) Vyfy (tz, 07! (§w> &w) €

+c (@’1 (g,w) ,w) -Vefi (t,x,@’l (g,w> ,£,w> =0,
(3.9)
isto é,
W(f+9)+Valf+g)- €
+V.e- (fl(t,x, q)_l(z,w),ﬁ,w)v(z,g,w)) =0.

Usando o mesmo procedimento da Dalibard na pagina 886, obtemos que
a funcao

Ve (f1 (t,z, <I>_1(z, w), & w)v(z, €, w))

estd em K. Portanto, usando que f(t,z,-) € K e g(t,,s,) € K, proje-
tando (3.9) sobre K, temos a equagao de evolugao macroscopica para f:

atf(tw%a (I)_l(z7w>7£7w) + va:f(t7xv (I)_l(sz)vf>w) ' g(zafaw) =0 (310)

em R’frl, onde £ é uma campo vetorial em R” cujas componentes &; sao as
projecoes de &(i = 1,..,n) no espaco K.

Resumindo, a expansao de duas escalas sugere que a solucao f° do pro-
blema (0.1) deve satisfazer o seguinte:

(i) (Comportamento Assintético:) Existem fungoes estacionarias f(¢, z,-) €
Ke g(t,z,7, ) € K tal que

etz §w)~ f (t,x,q)_l (g,w> ,5,w>

t
+g (t,ﬂj‘,—,q)_l (Ea(f‘J) 7§>w) .
£ IS
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(ii) (Equagao de Evolugao Microscépica:) A fungao g satisfaz
asg (tu z,s, q)71<z7 U.)), 57 CU)

+ V.- <g (t, x, @’%z,w),f,w) V(Z,ﬁ,cu)) =0.

(iii) (Equagao de Evolugao Macroscépica:) A funcao f satisfaz

o f (t,x,q)’l(z,w),&,w)
—l—é(@’l(z,w),f,w) -Vaof (t,x,@’l(z,w),ﬁ,w) =0.

A conexao entre o flow (2.1) e o espaco K é dado pelo seguinte

Proposigao 3.1. Uma funcio y—estaciondria f = f(y,&,w) € L1 (R* x Q)
pertence ao espaco K se, e somente se, a sequinte propriedade de invariancia
acontece:

f ((I)il (Xi(Z,g,W),W) ng(z7g7w)7w) = f ((I)il(z7w)7£7w) )
para todo s € R e para quase todo (z,&,w) € R*™ x Q.

Demonstragdo. 1. Seja p € CP(R*™) tal que p > 0 e [oo, p(2,§) dzdé = 1.
Para cada 0 < j € Z, defina

pi(2,€) = 3*"p (42, j€)

fj(zang) = f(Z/797W),0j(Z—y,§—9)dyd9.

R2n

E bem conhecido que f;(-,w) = f(-,w) em L. (R*") quando j — oo para

loc
quase todo w € €.
2. Denotando ¥(z,&,w) i= (071(z,w), & w) e X, (2,6,w) = (X2z. € w) (2. €w) )
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temos que para qualquer ¢ € C°°(R?")

[ An 7 (e cw.0) xieg0.0)
1 (@70 60) ol dsdg
= /Rzn { (fioV) (X(2,&w),w) — (fjoV) (%&w)} o(z,6) dzd¢
= /R?n /Us%% o W) (Xy(z, & w),w) p(z,§) di dzdg
‘/S R%V(fj o U) (Xi(2, & w),w) - v(X(z, &, w), w) (2, §) dz d€ dt
/ on V(fi o V) (u,v,w) - v(u,v,w) o (X_¢(u,v,w)) dudvdt
/ n (fj o) (u,v,w) v(u,v,w) - Vo (Xy(u,v,w)) dudvdt,

onde na quarta igualdade usamos a mudanga de varaveis (u,v) = Xy(z,§,w)
que tem jacobiano 1 j& que o campo vetorial v(-,w) é incompressivel.
Entao, fazendo j — oo na equagao anterior, obtemos:

/RQ“ {f (@7 (xa(z, & w) W), X2(2, & w),w)
—f (@7 (z,w), & w) }go(z,f) dz d¢

[ L e s v

Ve (X_t(u,v,w)) } du dv dt. (3.11)

Portanto, se assumimos que f € K, entao o lado direito de (3.11) é zero ja
que a fungao R?" 5 (u,v) — ¢ (X_¢(u,v,w)) é uma fungao teste. Assim, a
arbitrariedade da fungao teste ¢ nos dé a propriedade da invariancia. Por
outro lado, se assumimos que a propriedade da invariancia acontece para f,
entdo o lado esquerdo de (3.11) é zero. Portanto, dividindo por s (o lado
direito da ig), fazendo s — 0, usando a mudanga de varidveis novamente
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(u,v) = X4(u,v,w), deduzimos que

0 = liml/os/R%{f(Ql(u,w),f,w) v(u,v,w)

s—0 §

Ve (X t(u,v,w)) } dudv dt

1
= lim -
s—0 8§

[ [ Ao m s v v
Vo (U, 0, w) } du dv dt

= / f (gb’l(u,w),v,w) v(u,v,w) - Vi (u,v,w) dudv,
RQn

onde usamos o Teorema de diferenciacao de Lebesgue-Besicovitch na tltima
igualdade. Assim fica provado que f € K, o que completa a prova da pro-
posicao. O

Vamos terminar esta secao mostrando como usar o classico Teorema de
Birkhoff ergédico para definir a projecao do espaco L (R*" x ; .) no espago
K.

Proposicao 3.2. Seja T um sistema dinamico definido por (2.9), e F €
L (R™ x Q). Entdo, existe uma fungio F € L} _(R" x Q), tal que:

loc loc
(i) A sequinte convergéncia acontece

T
lim + F (T,(¢,w)) ds = F(€,w),
T—oof

para pre—q.t.p. (§,w) € R x Q e todo ¢ > 0.

(ii) A funcdo F € invariante com relagio a Ty, isto €, para p.—q.t.p.
(&, w) € R™ x ), seque que

F(T,(§,w)) = F(§w), (¥s€R),

para todo ¢ > 0. Além disso, temos

/Rn QF(5,W) dpie(§, w) :/ F(&,w) dpu(&,w),

R x )

para todo ¢ > 0.

70



(iii) Se f € uma funcdo estaciondria definida por f(y,&, w) = F(£,7(y)w),
entdo para todo s € R e para q.t.p. (z,&,w) € R*™ x

7((1)_1 (Xi(Z,S,W),W) an(Zafyw)7w) = 7 (@‘%z,w)@,w) :

Em particular, a Proposition 3.1 implica que f € K.

A prova dos itens (¢) e (ii) é consequéncia do Teorema de Birkhoff e é
similar ao correspondente em [9]. Por conveniéncia, relembramos as partes
relevantes aqui.

Demonstragdo. 1. Primeiro, note que F' € Li (R" x Q) nos diz que F €

loc

LY(R™ x Q; p.) para todo ¢ > 0. Portanto, aplicando o Teorema Ergédico de
Birkhoff existe F, € L'(R™ x €, s1.) tal que os itens (i) e (i) acontecem para
F, a0 invés de F. Assim, para 0 < ¢; < ¢ obtemos que F, (£, w) = F,(&,w)
para pi., —qt.p. (§,w) € R™ x Q.

2. Defina

Ay 5= {€.0) € supps T f6) # Pl

e o conjunto A := U2, A;. Note que p.(A) = 0 para todo ¢ > 0. Entao,
podemos definir

F(€7w) = FJ'(f?w)? se (£,w) S Supp fj.

Da definicdo de F', podemos ver que a convergéncia no item (i) acontece para
todo (§,w) € (R" x Q) — N, onde

N = {(S,w) € (R" x Q) — A; the convergence in (i) does not happen}

é tal que p.(N) = 0 para todo ¢ > 0. Isto prova (i) e (i7).
3. Do corolério 2.1, segue que

F(@ a2 & w),w), X3 (2,6, w),w) = F(0, To(&, 7(27 (2,w))w))
= F(T,(&, 7 (27'(2,w)) ), (3.12)

para todo (z,£,w) € R*™ x Q e s € R. Além disso, o item (i) nos diz que o
conjunto

F = {(f,w) ER"x Q; F(T,(§,w)) = F(§,w)Vs € R}
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é tal que py(F¢) = 0 para todo A > 0. Afirmamos que o conjunto

{z e R™; (5, ( Yz, ))w) € Ffor po—as. ({,w) €eR" x QVe > 0}

tem medida total em R™. De fato, seja F¢ := { Ew)eR" xQ; (Ew) ¢ }"}
e 1zc(+) a fungdo caracteristica da conjunto F°. J& que a fungao R?" X
25 (2,&,w) = 1z (5,7' (@71(2,w)) w) ¢ mensuravel, entao pelo Teorema de
Fubini Theorem temos

-[ / e (07 ) ) d b
~ [ A e den (Va0 dy  duete.w

- [ ]t veo)
1H*1((*OO’CD<§7 w) det (VO (0,w)) dP(w)dﬁ} dz

tendo usado a estacionaridade de V®. Usando a preservacao da medida P,
obtemos

/. { [ imer @ cw)w) duc@,w)} dz
_ / n { /R () et (T(0,0) Lo o (€ 7(=0))
det (VO(0, 7(—y)w)) d[P’(w)df} dz
=[] i) et (o) a7
det (VO (0,w)) d[P’(w)df} dz

Afirmamos que existe A > ¢ tal que

1H 1((—o0,c]) (5 T( ) )S 1H*1((—oo,)\])(§7w)
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para todo y € R". De fato, para cada y, denote J,({,w) = (£, 7(—y)w).
Assim,

T 1(co0 ) (&, T(—Y)w) = TaH1(con,d)(Jy(§;w))
= 1Jy_l(H 1((—o0,c])) (57 )

Agora, seja (§,w) tal que (§,w) € J, ' (H™'((—o0,(])), isto ¢, (£§,w) tal
que H(,, 7(—y)w) < c. Assim,

H(¢ w) = ’6‘ +U0,w) < ¢c+U0,w)—U(0,7(—y)w)

< ¢+ 2Upax.

Tomando A = ¢42Upay, provamos que J, ' (H™'((—o0, c])) € H™'((—00, A]),
donde segue a afirmagao. Portanto

/n { /RQ Lre(6,7 (27 (2, 0)) w) duc(f,w)} dz

<[ { [ () det (VO(=p.) o e (6.

det (VO(0,w)) dIP(w)d{} dz

-/ { [ det(vey.0) dm(é“,cu)}dzz(), (3.13)

provando assim a afirmagao e por (3.12) temos que, para quase todo
(2,&,w) € R*™ x Q,

F(@7 (x5 (2,€,0),w), X3(2, 6 W), w) = F(To(€, (97 (2,w))
:F(§7T(<b_1( ))) 7( (z,w),ﬁ,w) Vs € R,

provando assim o item (7).

O

E importante mencionar que se tomarmos uma funcio F € LL (R x ()
e definirmos

9(s, 27 (2,w), 6, w) = F(T(&,7 (27" (2,w)) w)),

pode-se mostrar que a fungao g é uma solugao da equagao de evolugao mi-
croscépica (0.2) com condicao inicial f (P! (z,w),&,w) = F(§,7 (27! (z,w)) w).
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Agora, vamos usar a Proposicao 3.2 para dar uma definicao precisa da
projegao no espago K. Defina™: L] (R*" x Q) — K por

T
Flon6ow) = Jim f 70,7, (6. 7(0)0)) d,

—r 00 0
e o espaco K+ por

K+ = { f € Li, (R*™ x Q); existe g € L}, .(R* x Q)
satisfazendo f =g — g}. (3.14)

Observacgao 3.1. Note que se f = f(y,&,w) € L, (R*" x Q) € uma fungdo
y—estaciondria, entao temos

_ T

f(@‘l(z, w), &, w) = lim f(O, T, (5, T (@‘1(z, w)) w) ) ds

T—o00 0
T

= lm 4 f(27' (Xi(2 & w),w) X2 (2, €, w), w) ds.

T—00 0
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Capitulo 4

Analise Assintotica de ¢

Neste capitulo, confirmaremos rigorosamente todos os fatos sugeridos pela
expansao em duas escalas realizada no tltimo capitulo. A ideia principal da
prova é semelhante aos correspondentes em [9] (ver também [2]). Embora,
como ja vimos, a deformacao estocastica introduziu muitas dificuldades que
conseguimos superar.

Para comecar, alguns fatos importantes e basicos sao necessarios para
estabelecer a decomposi¢ao para a solugao f© de (0.1).

Lema 4.1. Seja X,(2,&,w) = <X;(z,£,w),xz(z,§,w)) o fluzo gerado por
(2.1). Entao, para cada T > 0 temos

lim sup ||ex: (E, : ) -z —|—t§ (0, T (CD_l <E, )) . ) =0,
0@ ayery || = \E c L, (R xQ)
onde R} := (0,7) x R™.
Demonstragao. 1. Note que, para cadae >0et € [0,T),
£XE <£,§,w> - +t§<0,£,7' (@’1 (g,w)) w)
e & g
t/e d 5
ze/ —Xt (g,ﬁ,w) ds—i—tf(O,f,T((I)’l (f,w)>w)
o ds € €
(4.1)

e [T (Gew) wsrig (067 (07 (L))
- ff e (L) as-g(oer (o (L0))e) |
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2. Seja P : R™ x Q — R"™ uma funcao definida por P(y,& w) = &.

Claramente a funcao P € Li . (R?*" x Q) é y-estaciondria. Dado um conjunto

compacto C' C RZ, aplicando o Corolério 2.1, obtemos da equacao (4.1) que
[ (Gee)—arrtoer (o (20)) )
<t L e Ees) sm(oer (37 (2e))) |
Ll P (o (i () ) ot () )
~€(0.6m (07 () ) | Puters

L Llfy PO e (o B ) o

~E(0r (07 (10)) ) | datede

dP(w)dé

R |+

Portanto, usando a invariancia da funcio 2 > w — 7(®71(2,w))w (com
respeito a medida Pg para todo z € R”, ver item 2 na prova do Teorema
2.1), obtemos

[t (G e oer (o (L)) | oras
<[P0 mew) i - co.6w)| i N
= é /C’XQ V:/QP (0, T5(& w)) dS—é(O,f,w) dpy (&, w)

t

= ; Mt/g(fyw) dﬂ)\(éuw)v
CxQ

para A > 0 suficientemente grande e com notagao 6bvia para M. (&, w).

3. Fixado 0 < a < T, temos duas situagoes a considerar:
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e I[f 0 <t <a, then

t Mt/e(gaw) d:u)\(gaw)
CxQ
< av|C| sup | Ms()|| e esssupdet (VO(0,w))
>0 A weN
=:Cha < 400,

onde ‘C‘ representa a medida de Lebesgue n-dimensional do conjunto

e Sea<t<T,entao

T
13 Mt/a(é-?w) d:u)\(ng) < — Mt/a(é—uw) dlu’)\<£7w)
CxQ vV Joxa
<Twsup [ My(€,w)dpa(€,w) =30,
9>2 JOxQ

onde o limite anterior é justificado pelo Teorema de Birhoff e pelo Teorema
da Convergéncia Dominada.

Portanto, combinando a desigualdade (4.2) com os fatos anteriores, da
arbitrariedade de «, podemos deduzir que

iy s [ [t (F6w) g (ver (07 (2)) ) aptoras

< inf (max {aCO, Z sup My(&,w) d%\(&“’)}) )

ac(0,7) Voy>2 Joxo
que completa a prova deste Lema. O

A préxima propriedade de contracao uniforme para solugoes da equagao
(0.1) serd importante para obter o resultado principal deste trabalho.

Lema 4.2. Seja f° = fO(x,y,&,w) € L] (R3 x Q) uma funcao y— estaciondria
tal que a fungao

R x Q3 (z,& w) > f° <x, ot (g,w> ,§,w>

¢ mensurdvel. Se fe(t,z,{,w) € a solugdo do problema de Cauchy (0.1),
entao, dados R, T > 0 eziste A = A(R,T,||U||oc) > 0, tal que, para todo

7



e>0el<t<T

/ ot 7, €, )| dedEdP(w)
BR(O)XBR(O)XQ

1
_/ |fo($a07£7w)‘dmdﬂ)\(€aw)a
V JB\(0)xR2xQ

IN

onde v > 0 € a constante na Defini¢ao 1.10.

Demonstragao. 1. Paracadae > 0, sejave(z,§,w) 1= (f, %c (CIfl (%,w) ,w) >
o drift associado a equacao de Liuville em (0.1), e considere, para cada
(z,&,w) € R?" x Q, o tnico flow

X;(2,6,0) = (X7 (@,6,0), 67 (2,€,))
gerado pela seguinte equacao diferencial ordinéria

dXE

(x Ew)=—v(X{(z,{,w),w), forteR,

XE(!L‘,&W) = (z,9).
E fAcil ver que devemos ter
e _ 1 (T 2 (X
Xt(xﬂé-?w)_(gXé (éjgaw)?Xg <€7€7W>>7 (44)
onde X,(z,&,w) = (ﬁ(z,f,w),xi(z,é”,w)) é a solugao de (2.1). Entao,

podemos escrever a solu¢ao f° do problema de Cauchy (0.1), para cada t > 0,
€como

&1
Fltangw = £ (3t ge, o0t (A2 L) it g 0)w)

(o (E6) o (1 (2r6) ) (260) )
(o0 (Eee) 0m (6 (37 (20)))).

onde usamos (4.4) na segunda igualdade e o Corolério 2.1 na terceira.

o
o |+ N

2. Agora, ulitilizando (2.4) com z =0, k = /e e s = t/e, temos

o (260) e (00 (7 (20)) o) 7 (07 (5:0)) o)
—0 (0,7 (07 (L,0))w) +x
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Portanto, inserindo essa relagdo na equacao (4.5), obtemos

/ (L 2, €, )| ded€dP(w)
BR(O)XBR(O)XQ
1

< oo (£ G0
(67 (07 (29)) )
Pl (0 Ee))e) o (0 (20))<)
—a (0,7 (o <§w>) w) +2.0,
1 (6r (0 (29)) )

f° (5 v (@(0,w),6,w) = 2 @(0,0) + 2,0,

dxd&dPe(w)

v /BR(O)xBR(o)xQ

dxd&dPe(w)

1 /
V JBr(0)x BRr(0)x%

T: (€, w)) drd{dPe(w), (4.6)

onde usamos a invariancia da fun¢ao Q 3 w — 7 (®7!(2,w)) w com respeito
a medida P para todo z € R™.

3. Nesta etapa, primeiro notamos que

ext (@(0,w),§,w> —ed(0,w) = ¢ /t/€ d%xi(@(O,w),ﬁ,w) ds
E 0

= —s/ot/exg<@(0,w),§,w> ds. (4.7)

Entdo, como a funcao R 3 s — H(x?(2, &, w), 7(P 71 (x1(2, & w), w))w) é cons-
tante, da definicao do Hamiltoniano H, ver (2.7), e da positividade da fungao
potencial U, temos

2

X (‘P(O, w), &, w)
2

< HOG(2(0,w), 6 w), 7(27 (x:(2(0,w), &, w), w))w)

—H({’w)Z@—I—U(Ow)
- W)= W) .
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Conseguentemente, se |{] < R entao

R?
2 <]
2(2(0,0),6.0)| /5 + 20Ul

para q.t.p. w € Q e de (4.7), obtemos para todo ¢t € (0,T) e |¢§| < R

R2
ek (000.w),6.w) —e@(0.w)| < T/ 5 + 20Ul

Aplicando o Teorema de Fubini, a mudanca de varidveis

u=cext <®(O,w),§,w> —e®(0,w)+a

na igualdade (4.6) e escolhendo A > R + T4/ %2 + 2||U||s suficientemente

grande, obtemos

/ ot 7, €, )| dedEdP(w)
BR(O)XBR(O)XQ

< %/BR@)XQ { /BA@ (0. T2 (6 ) | du} dEdPy(w)
sy
B %/BX(O) { /R”XQ 75, 0,6,) dm(ﬁ,w)} "

onde usamos a invariancia da medida p, com respeito ao sistema dinamico

Ts(+). Isto completa a prova do Lema.
O]

Agora, ja temos todas as ferramentas para provar o Teorema principal 0.1,
que é uma variagdo nao estaciondria de um resultado similar provado em [9]

no contexto estacionario.

Demonstragdo. Primeiro, suponha que f° é uma funcao mensuravel e local-
mente limitada que nao depende da variavel lenta z, isto é,

FO =1y, & w) € L (R*™ x Q).
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Neste caso, da equagao (4.5) podemos escrever

Fn g = (01 (67 (07 (5)) )
=P (L) se) {0 (e (07 (C0)) )
(e (Z) o)}
Portanto, é suficiente definir < = 0 e
f (6, @7 (z,w), € w) = f0 (87 (2,0), & w) |
gtz 8,07 (z,w), & w) = 20,1, (&, 7 (27 (2,w)) w) )

—J%(Q_l(z,w),f,w).

Claramente, f satisfaz a equagao macroscépica (0.3), (O,f = V.f = 0), e
f(t,z,-) € K para q .t.p. (t,r) € Rt Além disso, devido ao Céroldrio 2.1
e a Proposicao 3.1, segue que

g (t,x, s, q)_l(z,w),f,w) = fY (O,TS ({, T (q)_l(z,w)) w) )

—FO(0, T (&7 (27X (z,w)) w) )

para q.t.p. (z,&,w) € R?" x Q, donde g(t,,s,-) € K para q t.p. (t,2,5) €
(0,+00) X R™ x (0,400). Ainda, g(t,z,-) satisfaz a equagao miscroscépica
(0.2) com condi¢ao inicial (fo — f~0> (®71(2,w), &, w). Finalmente, para qual-
quer R > 0 fixado

/BRO )xBR( 0)x9‘/ ( ) £, w) dt‘dxd{dl[”( )

:T/BR(O)XBR(O)XQ ‘][oT/E ( < ’ > 3 )ds‘dfﬁdfdp( )

: g/BI.-C(O)XBR( )m][ /Ef()(O 1 <€’T< ( )) ))d‘s
)

Pogr (7 (Tw)) w) | dedepate)
_ TIB0) / ][T/;o 0.Ti(Ew)) ds — (0, €,w)| dédPa(w) = 0.
Br(0 ><Q

quando € — 0 pelo item (i) da Proposi¢ao 3.2, onde usamos o Teorema da
Convergancia Dominada.

81



2. Agora, suponhamos que fO(z,y, & w) = fO(z) € C®(R™). Neste caso,
a solucao do Problema de Cauchy (0.1) pode ser escrito como

(€ w) = £ (36 (@, 60)) = 12 (exd (2, 6,0))
= §9 (x —t€ (@*1 <§w> ,g,w) )
(i) - (s (0 (F0) 5 )

Portanto, definimos:

f(t,x,@‘%z,w),f,w) = f0<a: — tf(q)_l(z,w),f,w) ),
g=0,

re(t,x, & w) = f0<5xlé(x,§,w)> — f0 (m — € <<I>_1 <§,w> ,f,w)).

Claramente, as fungoes f e g satisfazem respectivamente as propriedades (i7)
e (7i1) do Teorema Principal. Além disso, a propriedade (i) para a sequéncia
r® segue imediatamente do Lema 4.1.

3. Agora, suponhamos que a condicao inicial f°(z,y, £,w) pode ser escrita
como uma soma do tipo

Z%(l’) Vi(y, &, w) (4.9)

com @; € C2(R") e ¢; € L (R?™ x Q) estaciondria na varidvel y. Entao,

loc
inspirados pela discussao anterior, definimos

[tz (zw),w) = ngz<x—t§ 1z, w)fw))

><1/),L( (zw)fw)
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(o507 6w) = D (o 1€ (070 6))
. (vi =) (0.1 (67 (@7 (2w) w) )
= 3ot (07w w)
Hx{wi (0T (6 r (@7 (zw)w) ) = (07 (zw). &) |,

e para cada € > 0

re(t,x, & w) = otz & w) — f(t,x, ot (g,w> ,f,w)

—g <t,x,£,<1>_1 (g,w> ,§,w> (4.10)

Primeiro, notamos que a funcio f(t,z,-) € K para q.t.p. (t,r) € R}
e f(-,®7(z,w), &, w) satisfaz a equagao de evolugio macroscépica (0.3) para
q.t.p. (2,&,w) € R*™ x Q, j4 que é uma combinacao linear de fungoes que sa-
tisfazem essas propriedades. Uma observacao similar acontece para a fungao
g mudando o espaco K por K+, a equacio de evolucao macroscépica (0.3) pela
equagao de evolugao microscépica (0.2) e o par de varidveis macroscépicas
(t,x) pela microscépica (s, z).

Ja a propriedade (i) nao é tao 6bvia de se verificar. Para isto, podemos
usar as defini¢oes anteriores das fungoes f e g, escrever a solucao do problema
(0.1) em termos do fluxo gerado pelo problema (4.3) e a condicdo inicial
(4.9). Finalmente, o resultado segue do Lema 4.1. Em termos matematicos,
obtemos das equagoes (4.5), (4.9) e (4.10)
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—

Portanto, concluimos que

[r¥(t, @, & w)] < D llvilloo Lin ()
i=1

X

Y

e x s i(0er (o (2))2)

e devido ao Lemma 4.1 segue verdadeiro o item (7).

4.(Caso Geral) Agora, consideramos o caso onde Fy € Li _(R*" x Q).
Primeiro, relembre que somas finitas similares a (4.9) sdo densas em Fp €
Li  (R?"xQ), consequentemente podemos encontrar uma sequéncia Fy (x, &, w)

tal que

(i) Fi(z, & w) = Z% ) (€, w), onde @; € CX(R™) e b, € L®(R" x Q).
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(i) £ 28 By em LL (R x Q).

loc

Entdo, convenientemente definimos f(z,y,&,w) == Fi(z,&,7(y)w), e note
que '
2 — foem Li (R* x Q) quando j — oo.

loc
Observe que por defini¢ao fg é y-estaciondria, e portanto f° também ¢ ja que
a estacionaridade é preservada por limites.
Agora', sejam f5 e f solugdes do problema de Cauchy (0.1), com condicio
inicial fJ e fY respectivamente. Pela etapa anterior, podemos escrever I3
como

g’ €
+75(t, 7, & w), (4.11)

itz w) = f (t,x,q)_l (f w) ,f,w) +g; (t,az, £,<I>_1 (z,w> ,f,w)

com f;, g; e r; satisfazendo todas as condigoes do Teorema 0.1. Jd que a
fungao f; (t,z, @71 (2,w), &, w) satisfaz a equacao (0.2) com condigao inicial
fg (x,-), podemos aplicar o principio de comparagao de Kruskov’s, ver [8, 13]
(ver também [15], Teorema 5.38, p.92), isto é, para qualquer R > 0

/| L R
~g(a:,<b_1(z,w),§,w) dz,

<[ i
|z|<R+|€|t

para q.t.p. (¢, 2,&w) € RIH x Q (note que f() ¢ constante com relacao a
varidvel ). Além disso, com o mesmo argumento da etapa 3 do Lema (4.2),
temos

0
lim X?(@(Z,W),S,W) ds
0

0—00

@7 (zw) Ew)| =

0
< hIl’lSllp ‘X?(@(Z,W),g,wﬂ ds
0

f— o0

< WIEP + 21U -

Consquentemente, podemos escrever

/|<R ‘fj(t,x, gzﬁ_l(z,w),ﬁ,w)‘ dx

<

Fl(z, @ (z,w), &, w)| da.

/x|§R+\/|£|2+2Uoot
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Defina Ao := R+ 1/|¢]> + 2||U|| T e recorde que K = R™ x Q.

Temos a seguinte

Afirmagao: Existe A > \g tal que

esssup/ |fj(t,x,<;5 (z,w), & w !dxddeP’( )
Br(0)xBg(0)

n+1
(t,2)ERT,

<! / B2, €,0)| da dpua(€, ). (4.12)
B)(0)x K

Demonstracdao da Afirmacdo: Primeiro, observamos que a desigualdade

/K‘F(g’w)’ dpr(§w) = /K

/K (€ )]dua (€. )

lim GF(TS(f,w)) ds
0

6—0

d,u)\ (57 w)

IN

_ /K IF(€,0)| dur(€,),

Le(R™ x Q) e qualquer A > 0. Entao, para
f0<x7ya€> ) F]<:U7£’ ( ) )7 segue que

acontece para qualquer Fel
/ (2,67 (2,). 6 w)| dwdédP()
Br(0)xBr(0)xQ
j(x7¢_1(z7w>7§7w>‘ d‘rduko(guw)

: ~
= ; /B)\(O)XK
(.6, 7(67(2,0))0)| T 1o (6,) dPo(w)drde

_ 1/ I
YV JBy,(0)xK

- _/B ’Fg($’5’“)‘ Lt (oo o] (6 T(=07 (2, w))w) dPy(w)dadg

1 /B ) ‘ F (2,6, )‘1H,1(_O@N(5,w) AP (w)dwdg

_ 1/
V JB\(0)xK

1 .
< _/ |Fg(x,f,w)’ dﬂ?dﬂ,\(&,(ﬂ),
B)\(O)XK

v

F(2,6,w)| ddp(,0)

onde usamos a invariancia da fun¢ao Q2 3 w — 7(®7!(z,w))w e o fato que
L1 o) (6, T(—0 7 (2,w))w) < 1p-1(—o0 (€, w)
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para uma constante A > )¢ adequada, o que prova a afirmacao.
Analogamente, o resultado da afirmacao anterior segue para a funcao g;.
De fato, usando o fato que a funcao g;(t, z,-) satisfaz a equacao (0.3) com

condicio inicial fI(x — t&(-),) — fl(z — t€(-),-), um procedimento similar
mostra que, para algum Ay > 0, obtemos

/ 10(t,2, 671 (2,0), £, w)| dEdP(w)
Br(0)xQ

< %/ ‘(fg—Jgg)(a:—té,@*l(z,w),g,w) dping (€, ).
K

Portanto, integrando ambos os lados na bola Bg(0) (com respeito a varidvel
x) e usando as relagoes fl(z,y, 6, w) = Fl(z,&,7(y)w) e fl(z,y,&w) =
Fl(x,&, 7(y)w), obtemos

/ 056,267 (2,0), £, w)| di dE dP(w)
Br(0)xBr(0)xQ
gl/ Rl w) - F(r.6.0)| do di(e ),
BA(0

para todo (t,2) € Ryt s > 0 e algum A > R+ T/R?+2||U]|,. Assim,

temos

esssup [ g5t 2, 6712, w), £, w)| der dE dP(w)
BR(O)XBR(O) Q

+1
(t,z)ERT,

1 -
<= / ‘ijé‘, w) = F(@,€,w)| du dua(g,w), (4.13)
Bx(0

Agora, pela linearidade das equagoes (0.2) e (0.3) e pelas estimativas (4.12)
e (4.13), deduzimos que (aqui a deformagao ¢ ndo desempenha nenhum

papel)

ess sup / !(fj — )t z, ¢ (z,w), € w ‘ dx d¢ dP(w)
Br(0)x Br(0)xQ

(t,z)ER%’H
1 ,
<! / |Fi (2, 6,0) — Fi(, &,)| da dyun(€,w), (4.14)
B)\(O)XK

v

ess sup / (g — )t 2, 6 (2 ), €,0)| dr dE dP(w)
Br(0)xBr(0)xQ

(t,2)ERITI xRy

<> [ |R@gw) - B o) dedinEw), (@19
Byx(0)xK

v
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donde f; e g; sao sequéncias de Cauchy respectivamente em

LOO

loc

LOO

loc

(R Lo (R x RE x 92)) N Ligo (R x Q),
(RE x RY L (RE x RY x Q) N L, (R x Q).

Portanto, existem f e g, em seus respectivos espacos, tais que

of; %% fem LS (RMH LL (R? x RY x ).

og; 7% gem LS (R2 x RY; L (R? x RE x ().

loc loc

A convergéncia acima nos permite definir
Fhegw) = fltage) - f(teeT (Sw) 6w
o(unti (E) )
= {Ftagw) - fta g0} +{f (b e (Sw) 6w)
o (2) )+t (1 L (20) )
—g (t, z, g ot (gw) &, w)} +re(t, 2, &, w),

onde usamos (4.11). Entao, usando o Lema (4.2) segue que

/ (1, 7, €, )| do d€ dP(w)
Br(0)x Br(0)x

1
< —/ O, €, ) — F(, €, )| dua(€, )
V JBy(0)xK

+ ess  sup / |(fj — f)(t,I,q)_l(Zaw)afaw)}
(t,2)€RET! J BR(0)x BR(0)xQ

+ ess sup / |(gj —9)(t,z, ¢ (z,w), & w)| deddP(w)
(t,2,5)€RIFTI xR J Br(0)x Br(0)xQ

+ / |T§(t, z,&,w)| dedédP(w).
Br(0)x Br(0)x

Aplicando (4.14) e (4.15) nas desigualdades anteriores, para todo j > 1
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temos

lim sup < sup / |r(t, z, &, w)| dx d§ d]P’(w))
e=0  \0<t<T J By (0)x Br(0)xQ

4 4
< _/ ‘Fg(x7£7w) _FO(x7£7w)‘ da?d/h\(faw)
V JBy(0)xK
+ lim sup ( sup / ‘rj(t,x,f,w)‘ dx d§ dP(w))
e—0 0<¢<T J Br(0)x Br(0)x2
4 ,
= _/ ‘Fg(l',g, ) FO x 67 ‘ d$dﬂ,\(£, )a (416)
B)‘(O)XK

onde usamos o passo 3 na igualdade acima.

Portanto, {r€}.s¢ satisfaz o item (i) do Teorema. Claramente f(t,z,-) € K
para q.t.p. (t,2) € RT e f(-, (2, w), &, w) satisfaz a equacio de evolugao
macroscépica (0.2) para q.t.p. (2,&,w) € R?™ x Q, j4 que é o limite (forte)
de fungoes com essas propriedades. Uma observacao similar acontece para a
funcao ¢ mudando o espaco K para K+, a equacao de evolucio macroscépica
(0.2) pela equagao de evolugao microscopica (0.3) e o par de varidveis ma-
croscépicas (t,x) pela microscépica (s, z). Além disso, a ultima propriedade
satisfeita pela fungao g no item (iii) é provado de um jeito similar a (4.16),

isto é, é suficiente observar que, para qualquer j # 1
lim sup /
€20 JBR(0)xBr(0)xQ

T
t
/ g (t,l'7—,¢)_1 (an> agaw)
0 g £
2T

< = |Fg(x,£,w)—F0(x,§,w)} drdpy (&, w)

-V JB0)xK

dx d¢ dP(w)

T
t
+ limsup/ / gj (t,a:, -, ¢! (z,w) ,{,w) dx d¢ dP(w)
e=0  JBR(0)xBr(0)x [J0 € €
2T j
= |F0(:c,£,w) F(fo } da:d,u)\fw)
V JBy\(0)xK
Assim, completamos a prova do resultado principal desta tese.
O]
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