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Resumo

A homologia de Floer é um novo invariante que surge como um analogo de dimensao infinita
da homologia de Morse. Andreas Floer [11], apresentou a primeira versao da homologia de Floer,
em sua prova da conjectura de Arnold em geometria simplética. A homologia de Floer é tipica-
mente definida em uma fungao real e uma variedade diferencidvel de dimensao infinita. Na versao
simplética, esta variedade é o espago livre de loops de uma variedade simplética (M,w) e a fungao
é o funcional acao simplética.

Nesta tese, estudamos uma versao discretizada da homologia de Floer, seguindo o artigo de
Hein D., Hryniewicz U. e Macarini L. [16]. Em particular, iremos estudar o comportamiento de
uma Hamiltoniana H; : R?" — R definida na variedade simplética (R?",wq) tal que é tempo-
dependente, 1-periddico em ¢ e que é assintoticamente quadratico no infinito. Em curtas palavras,
queremos estudar como o comportamento quadratico no infinito influencia a din&mica.

Vamos considerar (R?"*N §) o espago euclidiano, onde N € N é bastante grande, k € N ¢é fixo
e tp é a métrica euclidiana; noés definimos um funcional agao discreto Ap N : R27EN 5 R. Pelo
fato que a familia H; é assintoticamente quadratico no infinito é possivel encontrar um conjunto
compacto K C R*" N que contém os pontos criticos de Ay v e as trajetorias do campo anti-
gradiente —VGAHJC’ N que conectan esses pontos criticos de diferenca de indice de Morse um.
Gragas a isso € possivel definir a homologia de Morse do par (Ay i ~, 00)-

A esta homologia nés chamaremos de homologia de Morse Pré-compacta. Usando o fato que ela
estd bem definida e néo depende do par (Ag k. n,80) escolhido, calculamos a homologia de Morse
da variedade R2"*N

Palavras chaves: Variedades Simpléticas, Hamiltonianas, fungao de Morse, homologia de Morse.



Abstract

Floer’s homology is a new invariant that emerges as an analog of infinite dimension to Morse’s
homology. Andreas Floer [11] presented the first version of Floer’s homology in his proof of Arnold’s
conjecture on symplectic geometry. Floer’s homology is typically defined in a real function and an
infinite-dimensional manifold. In the symplectic version, this manifold is the free loop space of a
symplectic manifold (M,w) and the function is the symplectic action functional.

In this thesis, we study a discretized version of the Floer homology, following the article of Hein
D., Hryniewicz U. and Macarini L. [16]. In particular, we will study the behavior of a Hamiltonian
H; : R?™ — R defined in the symplectic manifold (R?",wp) such that it is time-dependent, 1-
periodic in ¢ and that is asymptotically quadratic at infinity. In short words, we want to study
how quadratic behavior at infinity influences the dynamics.

Let (R27"%N 0,) be the Euclidean space, where N € N is rather large, k € N is fixed, and 6 is
standard Euclidean metric, we define a discrete action functional Ay v : R27kN _ R. Because the
family H; is asymptotically quadratic at infinity it is possible to find a compact set K C R2"¥N that
contains the critical points of Ay ;, n and the trajectories of the seudo-gradient field —VQOAH,;;, N
to which connect these critical points of Morse index difference one. Thanks to that it is possible
to define the Morse homology of the pair (Apg i n,60).

To this homology we will call the Pre-compact Morse homology. Using the fact that this
homology is well defined and does not depend on the chosen pair (Ag x n,00), we calculate the
Morse homology of manifold R?"*V,

Keywords: Symplectic manifold, Hamiltonian, Morse function, Morse homology.
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Introducao

A Topologia Simplética é o estudio de fenomenos globais de uma variedade simplética (M, w).
Em contraste, a estrutura local de uma variedade simplética é, pelo teorema de Darboux, sempre
equivalente & estrutura padrao no espaco euclidiano e portanto, nao pode haver invariantes locais
em geometria simplética.

Uma caracteristica essencial da geometria simplética é a existéncia de um rico grupo de difeo-
morfismos que preservam a estrutura simplética. No caso bidimensional em que os simplectomor-
fismos sao apenas difeomorfismos que preservam a area e orientagao, podemos encontrar o ultimo
teorema geométrico de Poincaré [29], demonstrado por Birhkoff [2], ele afirma que:

Teorema Poncairé-Birkhoff: Qualquer homeomorfismo que preserva drea ¢ : A — A

A= {(u,v) €R?|a < u®+v? <b},

e preserva os dois componentes do bordo e os torce em diregoes opostas deve ter pelo menos dois
pontos firos.

Esse resultado pode ser visto como o primeiro teorema global da geometria simplética. Uma
generalizagao natural do teorema de Poincaré-Birkhoff refere-se a existéncia de pontos fixos de
um simplectomorfismo ¢ : M — M de uma variedade simplética (M,w) compacta. Agora, em
geral, nao podemos esperar que simplectomorfismos de uma variedade simplética compacta tenham
pontos fixos. Por exemplo, uma translagao no 2-toro é um simplectomorfismo sem pontos fixos. Por
outro lado, se um simplectomorfismo estiver suficientemente proximo da identidade na topologia
C" e for o mapa do tempo 1 de um fluxo hamiltoniano tempo-dependente, os pontos fixos também
corresponderao aos pontos criticos de uma funcao geradora.

Com base nessa observagao e no teorema de Poincaré-Birkhoff, V. Arnold formulou na década
de 1960 sua famosa conjectura:

Um simplectomorfismo gerado por um campo vetorial hamiltoniano tempo-dependente deve ter
pelo menos tantos pontos firos quanto uma fun¢io na variedade deve ter pontos criticos.

Essa conjetura simples e convincente provou ser uma poderosa for¢a motivadora no desenvol-
vimento da teoria moderna. A conjectura de Arnold foi provada pela primeira vez por Eliashberg
[9] para superficies de Riemann. Seus métodos sdo estritamente para o caso bidimensional. Para
toros de dimensao arbitraria, a conjectura de Arnold foi comprovada por Conley e Zehnder [(]
através de uma aproximagcao finito dimensional para o funcional acdo simplética definido no espago
de loops, LM da variedade simplética subjacente M.

O avango mais importante foi a prova de A. Floer da conjectura de Arnold para variedades
simpléticas mondtonas [11]. Sua prova foi baseada em uma nova abordagem a teoria de Morse de
dimensao infinita hoje chamada homologia de Floer. Isto ¢, seja (M, w) uma variedade simplética
e Hy : M — R uma familia de fungoes diferencidveis e suponha que H; é 1-periddica, isto é
Hy1 = H;. Denote por X; a familia de campos vetoriais definidas por

ith = dHt

e considere o sistema de equagoes diferenciais
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Seja 1t : M — M a familia de simplectomorfismos obtidos por

dut

@) = X' @), 0@ =

Os pontos fixos de ¢ = 9! estdo em correspondéncia 1-1 com as solugdes periddicas de (1) com
periodo 1. Denotamos esse espaco da seguinte maneira

PH)={x:R/Z — M| z(t) = X¢(z(t))}.
A condicao nao-degeneragao para x € P(H) é
det(dy' (2(0)) — id) # 0,

isto & dyp!((0)) ndo tem +1 como um autovalor. Agora podemos indicar o seguinte

Conjectura de Arnold: Seja (M,w) uma variedade simplética compacta e seja Hy : M — R
uma hamiltoniana 1-periodica. Suponha que toda solugdo periodica de (1) seja nao-degenerada,
entao

2n
#P(H) > dim H;(M, Q).
i=0
Hoje, essa conjectura é totalmente provada. A idéia de A. Floer é contar as soluc¢ées periodicas
de H, ou os pontos fixos de seu fluxo no tempo ¢t = 1, para fornecer um limite inferior para
seu numero de maneira analoga ao ntimero de pontos criticos de uma fungao de Morse em uma
variedade. (Usando um analogo da desigualdade de Morse).
Descreveremos a solucao para uma variedade simplética monoétona, ou seja, uma variedade
simplética (M,w) tal que
(1, A) = 7{w, A)

para alguma constante positiva 7, para todo A € H5(M) onde H5(M) é a imagen do homomorfismo
de Hurewicz mo(M) — Ho(M,Z) e ¢c; € H*(M,Z) é a primeira classe de Chern de (M, w).

Definindo LM como o espago de loops contrativeis suaves em M, isto é se z € LM é uma
aplicagao diferenciavel z : R/Z — M, entao existe uma aplicagdo suave u: D — M onde D = {z €
C|lz|| <1} tal que u(e***) = 2(t). O funcional acdo é a aplicagao

ag : LM - R/Z
dado por
1
an(z) = —/ W — / H(a())dt
D 0
para algun v : D — M com u(e?™) = x(t). Um calculo facil mostra que
dgag =0 se e somente se @(t) = X¢(z(t))

isto é os pontos criticos de ay sdo precisamente os elementos de P(H).
Esboco da Homologia de Floer:

1. Os pontos criticos deste funcional serao exatamente as solucoes periddicas desejadas.

2. Com esses pontos criticos, se constréi um complexo. Primeiro tomamos os espagos vetoriais
sob Z/2 que eles geram. Para definir o grau nesses espagos, precisamos de um anélogo ao
indice de pontos criticos da teoria de Morse (Indice de Maslov).

3. Para definir o diferencial do complexo, se usa o campo vetorial anti-gradiente do funcional
acao, junto com uma métrica em LM induzida de uma métrica em M.

4. A idéia é, entdo, contar suas trajetérias. Se mostra que as trajetérias de energia finita
conectam de fato dois pontos criticos.



5. Precisa-se de uma propriedade de compacidade para o espago de trajetorias de energia finita
(compacidade de Gromov).

6. E, é claro, precisa-se que esses espagos de trajetorias sejam variedades, bem como uma propri-
edade de genericidade, como a propriedade de Smale, para um campo vetorial suficientemente
proximo.

7. Usando os mesmos métodos da homologia de Morse, se mostra que a homologia do complexo
que se define finalmente nao depende nem da escolha do funcional nem do campo vetorial.

8. E, finalmente, considerando o caso de um hamiltoniano C? pequeno autoénomo, essa indepen-
déncia nos dira que a homologia construida, a homologia de Floer, coincide com a homologia
de Morse da variedade M subjacente.

O objetivo deste trabalho é, em analogia com o descrito acima, estudar o comportamiento de
uma hamiltoniana, definida na variedade simplética (R?",wy) com sua 2-forma simplética padrdo
wo = Y iy dg; A dp;, onde (qi, ..., Gn,P1, ..., Pn) 530 as coordenadas em R?"

H, R - R,

tal que é tempo-dependente, 1-periddico em t e assintoticamente quadrético no infinito. Em curtas
palavras, queremos estudar como o comportamento quadrético no infinito influencia a din&mica.
Os métodos utilizados podem ser vistos como uma versao discretizada da teoria de Floer, na qual
os loops en LM sé@o substituidos por "loops discretos"definidos por N-pontos en M.

Sendo assim consideramos a forma quadratica

n 2 2
a;(q; + p;
h(Z):—Z 1(qz2 pz)
i=1
com coeficientes aq, ..., a, > 0 racionalmente independentes. Assumimos que existe hg < 0 tal que

H,(z) = h(2), Vz € {h < ho}, Vt€R.

Esta hamiltoniana gera implicitamente um campo vetorial tempo-dependente Xy, determinado
por wo(Xp,, ) = dH; que, por sua vez, gera uma isotopia por meio do problema de valor inicial

d .
%gofq = Xy, ogoﬁq, gp?q =id.

Considerando N € N grande o suficiente, denotaremos por S; : R?” — R a funcao geradora para o
difeomorfismo simplético
i/N i—1)/N\—1 -
vi =i ol VM) iez

normalizada por S;(0) = 0. Tais funcoes geradoras existem pois cada v; é C*-uniformemente
préoximo do mapa identidade, de modo que podemos defini-las implicitamente em coordenadas
Yi(z,y) = (X,Y) através das equagdes

X—JJ:VQSZ‘(JZ,Y), y—Y:Vpsi(l‘,Y).
Queremos estudar a dinamica da aplicagao
=y =1NoN_10- 0ot

Em geral esse objetivo pode nos levar a considerar problemas extremamente dificeis. Por exemplo,
podemos considerar a seguinte conjectura:

Conjectura. O mapa ¢ tem uma ou infinitas orbitas periddicas.
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Para estudar a dinAmica da aplicagao ¢, vamos usar algumas idéias de uma prova da conjectura
de Arnold para o toro padrado, que se baseia na agdao simplética discreta. Essa prova é uma
reformulagido do método de Chaperon para geodésicas quebradas [9], que apareceu logo apos o
trabalho de Conley e Zehnder.

Vamos considerar P = (R?")" o conjunto de caminhos discretos & = (z1,...,2x) onde z; =
(z;,y;) € R® x R® = R?" (splitting Lagrangiano). Definemos o funcional de acdo simplética

discreto como
kN

AN (21, 2en) = Y (@i Yis — vi) + Si(@i,yit)
i=1
onde (z1,...,2zkn) € (R¥)FN ~ PF com k € N, S; sdo as fungdes geradoras associadas a 1; =
i i—1N\ —
wh o (ngN ) e i é tomado de forma kN-periddica.

Entao vamos construir uma ferramenta: Homologia de Morse para o funcional de agao
simplética discreto. Esta Homologia de Morse se encaixa e é compativel com a homologia
local feita no trabalho de Hein, Hryniewicz e Macarini [16]. Nesse trabalho foram explorados os
fenomenos dindmicos locais relacionados a simetria de reparametrizacao no tempo. De fato, quando
estudamos a iterada k do tempo-1 encontramos uma simetria do grupo Z/kZ. Esperamos que com
o trabalho dessa tese possamos explorar as influéncias globais dessa simetria, e que a solugao da
conjectura acima esteja intimamente relacionada com tais fendmenos.

Nossas construcoes se baseiam na estrutura variacional por tras dos sistemas Hamiltonianos.
Temos dois fatos importantes:

Fato 1. Um ponto & = (z1,...., 2kn), com z; = (z;,¥;), € critico para Ay nk se, e somente se,
satisfaz

Yi — Yit1 = V1Si(i, Yit1)

@i — im1 = VaSi—1(Ti—1,¥s)

para todo i = {1,2, ...... ,kN}, com i mod kN.

Fato 2. O ponto § = (#1, 22, ...., 2xn) € um ponto critico de Ay n : Pk 5 R se, e somente se, z;
é um ponto fixo de ¢* = (p})* e Y;(2;) = 2141 = gojH/N(zl) para todo i = {1,2,3,....., kN }.

Como a dinamica de ¢ s6 pode ter érbitas periédicas no conjunto {h > ho}*¥, podemos en-
contrar um conjunto compacto K C R?>"*V contendo todos os pontos criticos de Ay x ) em seu
interior. Além disso, usando o “carater irracional” da dindmica perto do infinito, poderemos au-
mentar K de modo a conter em seu interior todas as trajetorias do fluxo anti-gradiente conectando
pontos criticos. Aqui tomamos o campo anti-gradiente com respeito & métrica Euclidiana gy de
R2%N  TIsso permite perturbar o par (Ag n k, go) € encontrar um outro par (A, g) que é CQ—pr()Ximo
do original e goza das seguintes propriedades:

e Todos os pontos criticos de A e todas as trajetorias do fluxo anti-gradiente de (A, g) conec-
tando pontos criticos estao contidas em K.

e O par (A,g) é Morse-Smale.
® g — go tem suporte em K.

Desta forma podemos consider o complexo de Morse associado ao par (A, g).

Nosso trabalho a partir de agora é o de provar que a homologia de tais complexos nao depende da
perturbagao do par (Am Nk, go) com as propriedades acima. De fato, mostraremos que podemos
encontrar deformacgoes conectando duas tais perturbacoes com “boas” propriedades de forma a
garantir que todas as trajetérias contadas pelo mapa de continuacao associado estao contidas em
um compacto. Sendo assim, seguindo construgoes usuais em homologia de Morse, obtemos um
mapa de cadeias entre os dois complexos que induz um isomorfismo natural entre as respectivas
homologias.
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Analogamente ao que é feito em [16] podemos ainda mostrar que a homologia obtida nao
depende da escolha de N suficientemente grande, a menos de um shift no grau. Desta forma
obtemos finalmente um invariante da dinamica Hamiltoniana de H;. E esperado que este invariante
coincida com a homologia de Floer. Tal construcao feita com fungoes geradoras, em um espago
de fase ndo-compacto como R??, é implementada pela primeira vez nesta tese até onde temos
conhecimento. A vantagem de fazé-lo com fungoes geradoras é que nossa construgao global pode
ser usada em conjunto com a construcao local feita em [16]. Aplicagbes serdo exploradas em
trabalhos futuros.

Estrutura do trabalho

Este trabalho esta dividido em 4 capitulos.

e No capitulo 1 apresentamos preliminares e alguns resultados classicos em Topologia Simplé-
tica.

e No capitulo 2 relembramos construgoes e definigoes basicas em homologia de Morse, e uma
breve discussdo da homologia local de Morse nos baseando em [16].

e No capitulo 3 descrevemos a construgao global que pretendemos implementar e apresentamos
a analise para fazer a construcdo do complexo de Morse.

e No capitulo 4 apresentamos a analise para demonstrar que a homologia construida no capi-
tulo 3 independe do hamiltoniano e da escolha do nimero N usado para discretizar a isotopia
hamiltoniana, finalmente calculamos a homologia de Morse do par (Ax, n .k, go)-
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Capitulo

Preliminares

Neste capitulo vamos descrever e discutir alguns resultados classicos em topologia simplética. Para
isso nods seguiremos de perto os seguintes autores: [3], [20], e [24]. Daremos énfase a& Conjectura de
Arnold, nos baseando em [19)].

1.1 Difeomorfismos Hamiltonianos

Seja (M,w) uma variedade simplética sem bordo. O grupo de difeomorfismos simpléticos, também
chamados de simplectomorfismos de (M,w), é

Symp(M,w) = {p € DIff (M) | p*w =w}

onde Diff (M) é o grupo de difeomorfismos de M. Symp(M,w) esta equipado com a topologia
C*. A componente conexa que contem a Id é um subgrupo denotado por Symp,(M,w). Segue
do Teorema da vizinhanga tubular Lagrangiana de Weinstein, assumindo que M seja compacta,
que Symp, (M, w) é o conjunto de difeomorfismos da forma ¢! para alguma isotopia diferenciavel

{¢'}ep,1) € Symp(M,w), ¢° =1d.

Definicao 1.1.1. Dada uma funcao diferencidvel H : M — R, também chamada Hamiltoniana, o
campo vetorial Hamiltoniano associado Xy € definido por

w(XH, ) =dH.

Qualquer X € X(M) para o qual ixw € exata é um campo vetorial Hamiltoniano. O conjunto de
campos vetoriais Hamiltonianos é denotado por Xgam(M,w).

Observagao 1.1.2. De agora em diante nds assumimos que M € fechada, i.e. compacta e sem
bordo. Qualquer campo vetorial nio autonomo {X;}iejo,1) definida em uma variedade fechada induz
uma isotopia diferencidvel {got}te[o’l] como solugdo do problema de valor inicial

%Sﬁt:XtOCPt

o =1d.

Nos chamamos {('} a isotopia induzida, ou gerada, por X;.
Para uma fungao diferenciavel H : [0, 1] x M — R escrevemos H; = H(t,-). Entao Xp,, t € [0, 1],
é um campo vetorial ndo-autonomo. A isotopia que este campo gera serd denotada por <p§{.

1
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Figura 1.1: Campo vetorial gerando isotopias.

Definicao 1.1.3. ¢ € Diff(M) é chamado difeomorfismo Hamiltoniano se existe uma fungao
H :[0,1] x M — R diferencidvel tal que ¢ = k. O conjunto de difeomorfismos Hamiltonianos de
(M, w) serd denotado por Ham(M,w).

Na definicao anterior nao ha perda de generalidade em assumir que H é definida em R x M e é
1-periédica em t. De fato, escolha h : R — [0, 1] diferenciavel tal que 2(0) = 0, k(1) =1, A’ (t) > 0
para todo ¢, Supp(h ) C (0,1). Agora considere K : [0,1] x M — R definida por

K(t,z) = h (t)H(h(t), 2).

Entao ¢t = @'Il_l(t) em particular ¢} = p};. A extensdo 1-periddica de K a R x M ¢ diferenciavel.

heo

Figura 1.2: A funcao h(t).

O conjunto Ham (M, w) é um subgrupo de Symp, (M, w). Para ver isso consideremos uma familia
de Hamiltonianas tempo-dependentes Hy, K; : M — R, ¢ € [0, 1]. Defina G por

21 (2t) Hp (20 te0,1]
G, =
20 (2t — 1) Kpar_1) t€[1,1]

2
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onde h : [0,1] — [0,1] & definida como antes. Entao

h(2t
t o) teo,3]
Y6 h(2t—1)
t—
¢x opn  te€lz]
Em particular, ¢} o p}; = ¢& € Ham(M,w). Para a inversa consideramos F; = —H; o %}, e da

identidade 2 (¢t o k) = 0 se tem que @k = (@) .

Observagao 1.1.4. O fluxo de um campo vetorial Hamiltoniano € um difeomorfismo que conserva

a forma simplética, i.e. (¢4)*w = w para todo t.

1.1.1 Solugoes peridédicas nao-degeneradas

Se H; é 1-periddica em t entao solugoes periddicas de periodo 1 do sistema
% =X;o0x

correspondem biunivocamente a ponto fixos do difeomorfismo ¢1;.

Definicao 1.1.5. Uma solugio periddica x(t) é chamada nao-degenerada se o diferencial de ¢
em x(0) nao tem autovalor 1, isto é

det(Id —dx()3;) # 0.

No caso especifico onde a Hamiltoniana H nao depende do tempo, os pontos criticos de H sao
solugoes periddicas constantes do sistema Hamiltoniano x(t) = X g (x(t)).
1.1.2 Campos vetoriais Simpléticos vs Hamiltonianos.
Seja uma isotopia diferencidvel {¢'} C Diff(M) satisfazendo ¢° = Id. Quando serd verdade que
{¢'} C Symp(M,w)? E necessario e suficiente que %(gpt)*w = 0. Se X; é o campo vetorial que

gera !, entdo usando a féormula de Cartan nos temos

d

0=—
dt

(@) 'w = (") Lx,w = (¢")"(d(ix,w) +ix,dw)
0 que implica que

d(ix,w) = 0, para todo t.
Isso motiva a seguinte definigao.

Defini¢ao 1.1.6. X € X(M) é um campo vetorial simplético se ixw € fechada. O conjunto dos
campos vetoriais simpléticos € denotado por X(M,w).

O célculo anterior mostra que X; gera isotopia simplética diferenciavel se e somente se, X; €
X(M,w) para todo t. E temos as seguintes inclusoes

Xtam (M, w) € X(M,w) C X(M).

Aqueles espagos vetoriais sdo todos fechados pelo colchete de Lie [-,-]. Os espagos Xpam(M,w),
X(M,w) e X(M) sao as algebras de Lie de Ham(M,w), Symp(M, w) e Diff (M) respectivamente.

3
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1.2 Dinamica Hamiltoniana

Sabemos que, médulo uma reparametrizagao, o fluxo de Xy restrito ao nivel de energia regular k
depende somente da hipersuperficie H (k). Isto é, dada uma hipersuperficie S em M, seu fibrado
de linhas caracteristicas Lg é o subfibrado de T'S dado pela distribugao unidimensional ker w|rg,
que vamos chamar folhea¢do caracteristica de S.

Proposigao 1.2.1. O campo Xy € tangente a folheacao caracteristica.
Demonstracdo. Seja S = H~1(k) um nivel de energia regular. Temos que

w(Xg,v)=dH(w) =0
para todo v € T'S. O
Corolario 1.2.2. Seja S uma hipersuperficie de energia reqular comum a duas Hamiltonianas Hy
e Hy. Entao os fluxos Hamiltonianos de Hy e Hy em S diferem apenas por wma reparametriza¢ao.
1.2.1 O principio variacional
Mecanica Hamiltoniana

Sabemos que as equagoes de movimento na mecanica classica surgem como solugoes de problemas
variacionais. Considere um sistema cujas configuragoes sao descritas por pontos x no espago
Euclidiano R™, e que se movem ao longo de trajetorias z(t) descritas como fungoes do tempo ¢.

Seja L = L(t,r,v) uma fungdo de clase C? de 2n + 1 variaveis (¢,1,..., Zn,v1,...,v,) onde
noés pensamos em v € R® = T,R™ como um vetor tangente no ponto x € R™ que representa a
velocidade &. Considere o problema de minimizar a agdo integral

ty
I(z) = / L(t,z,&)dt (1.1)
to
definido no conjunto de caminhos x € C1([to, t1],R™) que satisfazem as condigdes de fronteira
.’E(t()) = Zo, l‘(tl) = X1.

A fungdo L é chamada Lagrangiana desse problema variacional. Um caminho continuamente
diferenciavel x : [tg,t1] — R™ é chamado de minimo se

I(z) < I(z +£)

para cada & € CY([to,t1], R™) com £(tg) = £(t1) = 0. Assim, nés variamos = mantendo seus pontos
finais fixos.

Lema 1.2.3. Um caminho minimo x : [tg,t1] — R™ € uma solugio da equagao Euler-Lagrange

d (0L oL
— === (1.2)
dt \ Ov ox
Aqui estamos considerando a notag¢do vetorial ‘g—ﬁ = (gTLl’ e gTLn) € R", e da mesma forma
para g—ﬁ.
Sob a condigao de Legendre
det (2L 2o (13)
et | ——— .
avjavk
a equagao (1.2) define um sistema regular de equagoes diferenciaveis ordinarias de segunda ordem
em n variaveis x1, ..., T,. B conveniente introduzir certas novas variaveis, ditas variaveis de momento

generalizado.
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Yk = a—(m,v), k=1,..,n. (1.4)

_d(ony_or
yk_dt vy, _aIk

sempre que z for uma solugao de (1.2). Segue da condigao (1.3) e do teorema da fungéo implicita
que v pode ser expresso localmente como uma funcao de (¢, z,y) e que nés denotamos por

Entao

Vi = Gk(t7x7y)

Defina a Hamiltoniana .
H = Z ijj — L
=1

e considere H como uma funcao de (¢, z, y) Entao

OH 0v; OL dv; 0L _ .
orp ;yﬂ Ozy, azk Z ov; Oz, Ovp Y
oH 81)] 8L ;.

o T Zyj Z ov; oy, T

Isto é, as equagoes de Euler-Lagrange (1.2) transformam-se nas equagoes diferenciais Hamilto-
nianas

OH ) OH
_oH ,_ oH (15)
dy ox
Isso prova o seguinte resultado.
Lema 1.2.4. Seja x : [to, t1] — R™ um caminho continuamente diferencidvel e y : [to,t1] — R™ as
novas varidveis dadas por (1.4). Entdo x é uma solug¢ao das equagoes de Euler-Lagrange (1.2) se,
e somente se, as fungdes x e y satisfazem o sistema Hamiltoniano (1.5).

Observagao 1.2.5. O processo acima pode ser revertido. Sob a condi¢do

0%H
det 0 1.6
¢ <ayiayk) 7 (16)

o sistema Hamiltoniano (1.5) pode ser transformado nas equagées Euler-Lagrange (1.2).

Acao Simplética

Vimos que as solugoes de uma equagao diferencial Hamiltoniana obedecem um principio variacional
sempre que a condigao (1.6) é satisfeita. Daremos agora uma formulagao alternativa deste principio
que ndo depende da condi¢ao (1.6) e, consequentemente, é valido para sistemas Hamiltonianos em
geral.

Considere a 1-forma oy = Ej yjdz; em R?*". Note que ag é primitiva da forma simplética
canénica wp = Y ; dy;j A dzj. Suponha que a Lagrangiana L satisfaz a condigao de Legendre (1.3)
e seja H(t,x,y) a funcio Hamiltoniana correspondente. Denote S' = R/Z. Dada uma curva
duas vezes diferencidvel x : S' — R", seja y : S — R"™ dada por (1.4) com v = & e denotamos
~v(t) = (z(t),y(t)). Entao a integral I(x) definida por (1.1) concorda com a acdo Ay () definida
por

An) = [+ [ HG0) (17)

Isso define um funcional no espaco de curvas fechadas em R?", que chamamos de funcional de
agao.
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Proposi¢ao 1.2.6 (Principio de Hamilton). Suponha que H; € 1-periddica em t. Pontos criticos
do funcional de agdo estao em bije¢io com o conjunto de orbitas 1-periodicas de Xg,. Mais preci-
samente, uma curva fechada v : S* — M, é uma drbita periddica de Xp, se, e somente se, dada
qualquer variagio suave de curvas fechadas T : [0, €] x St — M tal que T'(0,-) = v, tem-se

dAp(T'(s,-))
ds

s=0

Demonstracdo. Seja X o campo vetorial ao longo de v dado por %‘320 T'(s,-). Pelo teorema de

Stokes temos
/ TMda z/ F*a—/ Ta.
[0,e]x ST ex St 0xS1t

Dividindo ambos lados acima por € e fazendo ¢ — 0, temos que o lado direito converge para a
derivada de f,y  na diregio X e o lado esquerdo tende para [q, dal, ) (X (t),7(t))dt. Consequen-
temente,

dAp(y)- X = o da(y (1)) (X (1), 3(t)) + dH(y(t)) - X (¢) dt

_ /S (D)X W), A — Xn, ((8) .

Como pontos criticos sdo caracterizados pela integral acima ser nula para todo X (¢), encontramos
que estes também sao caracterizados como sendo solugoes 1-periddicas da equagao diferencial

Y(t) = Xn, (7(1). 0
Para encerrar esta secao, vamos considerar alguns exemplos.

Exemplo 1.2.7 (Dinmica em elipsoides). Seja H : C* — R uma Hamiltoniana da forma

n Z'|2
H(z, 29, ... ) Zn) = TJ—Q
j=1 'J
onde 0 <ry <rg < ... < rn. Os niveis de energia de H sao os bordos dos elipsdides
n 2 2
. j
Ei(r1,72, ooy Tn) = < (21, 225000y 2) € (C",Z r <k

j=1

Para estudarmos sua dindmica basta nos restringirmos ao caso k =1 pois H € 2-homogénea. Como
Xy € linear, podemos calcular explicitamente seu fluzo, que € dado por
et)\l’b

Q121,225 ey 2n) = (€M 21,029 ey

2

onde \; = =

. Consequentemente, Xy restrita a 0FE1(r1,72, ..... ,Tn) POSSui ao menos m orbitas
J

periddicas dadas por

’yj‘(t) = (0, ceny 0, Zj(t), O, ceiey O),

onde zj(t) = ei'z;(0) e |z;(0)|*> = r3. De fato, exitem duas possiveis situagdes:

o ((ri,r2 ...,r2),v) # 0 para todo v € Z™, v # 0, quando as tunicas orbitas periddicas sdao
Vs V25 eeee y Yns
o ((r#,r3, ...,1r2),v) = 0 para algum v € Z", v # 0, quando existem infinitas orbitas periddicas.
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Exemplo 1.2.8 (Fluxos geodésicos). Seja (M, g) uma variedade Riemannniana e T*M seu fibrado
cotangente, munido da forma simplética padrao. A métrica g define um difeomorfismo entre os
fibrados tangente e cotangente de M dado por (z,v) — (x,i,9). Seja w a forma simplética em T M
dado pelo pullback da forma simplética padrao em T*M wvia tal difeomorfismo.

Considere em TM a Hamiltoniana H : TM — R dada pela energia cinética H(z,v) = g(v,v).
Seu fluxo Hammiltoniano € chamado o fluxo geodésico de M e € dado por

Pz () = (Cla,v)(t); ¢ (1))

onde (g € a tinica geodésica em M tal que c(z.)(0) = = € ¢(5.4)(0) = v (lembre que uma curva c
é uma geodésica se satisfaz V¢ =0). Fluzos geodésicos sao objetos de intenso estudo hd décadas
e constituem um importante campo de investigacao envolvendo geometria diferencial e sistemas
dindmicos. FExistem wvdrios trabalhos sobre o assunto, especialmente quando a curvatura de M é
nao-positiva.

1.3 A conjectura de Arnold

Na década de 1960 V. I. Arnold enunciou uma famosa conjectura sobre uma cota inferior para o
numero de pontos fixos de difeomorfismos Hamiltonianos em variedades simplética fechadas. Isso
levou A. Floer 1986 a construir sua teoria de homologia, hoje chamada “Homologia de Floer”, que
é uma espécie de Homologia de Morse para o funcional de agao.

Teorema 1.3.1 (Poncairé-Birkhoff 1912-1913). Seja f um homeomorfismo do anel A = S* x [a, b]
que preserva drea e orienta¢do. Suponha que cada componente conera de QA € invariante por f.
Suponha também que f gira cada componente conexa de DA em diregoes opostas (ver Figura 1.3).
Entao f possui ao menos dois pontos fixos.

Figura 1.3: A= S! x [a,b].

Em 1913, G. Birkhoff [2] conseguiu provar este teorema por um argumento estritamente bidi-
mensional. Observe que o teorema é de natureza global. E possivel mostrar que o Teorema nao é
verdade se alguma das hipétese é omitida.

Teorema 1.3.2 (Lefschetz 1926). Seja X um poliedro compacto e f: X — X wm mapa continuo.
Defina

Af = Z(*l)ktr(f*|Hk(X7Q))’

k>0

Se Ay # 0 entdo f possui ao menos um ponto fizo.

7
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Como a caracteristica de Euler do anel A é zero X(A) = 0, o teorema de Lefschetz ndo nos
fornece nada sobre pontos fixos de f quando este é homotopico & identidade. A caracteristica de
Euler da 2-esfera S? é nao zero (X (S?) = 2), pelo teorema de Lefschetz toda aplicagao continua
g : S? — S? homotépica & identidade possui pelo menos um ponto fixo.

Teorema 1.3.3 (Nikishin, Simon 1974). Um homeomorfismo f em S? homotdpico a identidade
que preserva uma medida reqular p (drea) possui ao menos dois pontos fixos.

Demonstracao. Pelo teorema de Lefschetz f possui ao menos um ponto fixo p. Suponha que seja

o tinico. Entdo g = f|s2_{p1 ¢ um homeomorfismo em R? sem pontos fixos, é possivel provar (via

o teorema de translacido de Brouwer) que existe um aberto D tal que ¢’ (D) sao disjuntos Vj > 0.
Mas entao, desde que f preserva medida

u(g’ (D)) = (n+1)u(D) < u(S?),
3=0
para todo inteiro n > 1 e, portanto u(D) = 0. Isso contradiz o fato de que pu(U) # 0 quando U é
aberto. O

Em 1978, Arnold mostrou que o teorema de Poincaré-Birkhoff poder ser derivado a partir de
um resultado para difeomorfismos em T?.

Definicao 1.3.4. Seja ¢ : T? — T? um difeomorfismo que preserva drea, e € homotdpico a
identidade. Identificando T? = R?/Z?, podemos escrever um levantamento 1) : R* — R? na forma

Y(z,y) = (z +p(z,v);y + q(z,y))

com p,q: R? = R funcées Z2-periddicas. Dizemos que 1 preserva o centro de massa se existe um

levantamento ¥ tal que
[0,1]2 [0,1)

Arnold mostra que podemos “colar” duas copias de um difeomorfismo f : A — A como no
teorema de Poincaré-Birkhoff, de forma a obter um difeomorfismo 1 : T2 — T? que preserva rea
e centro de massa. Essa observagao e o teorema abaixo provam o Teorema de Poincaré-Birkhoff
para difeomorfismos C*-préximos da identidade.

Teorema 1.3.5 (V.I. Arnold). Todo difeomorfismo em T? homotdpico a identidade, preservando
drea e centro de massa, e suficientemente C'-prozimo da identidade possui ao menos 3 pontos
fixos.

Isso motiva a seguinte

Conjectura de Arnold. Para uma variedade fechada W nds escrevemos

b(W)= inf  #Crit(f).

T fecm(wR)
Seja (M,w) uma variedade simplética fechada. A Conjectura de Arnold afirma que
#Fix(p) > b(M) para todo ¢ € Ham (M, w).
Se ¢ for nao-degenerada entao
2n
#Fix(p) > Y dim H;(M,Q).
i=0

Observagao 1.3.6. Considere W uma variedade diferencidvel fechada e f € Diff (W) homotdpica
a Id entao
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#Fix(f) <oo = X(W) =Ar =3, cpin(s) La(f);

onde L, (f) € o indice de Lefschetz de um ponto fizo isolado x. Em particular, se ¢ € Ham(T?",wy)
entdo o teorema de Lefschetz nao prevé pontos fizos de v, mas a Conjetura de Arnold para o toro
prevé b(T?") = 2n + 1 pontos fizos.

Teorema 1.3.7. (Conley-Zehnder, 1983). Se H; é uma Hamiltoniana 1-periddica em (T?", wp)
entao gp}q tem pelo menos 2n + 1 pontos fixos contrdteis. Se os pontos fixos contrdteis sdo todos
néo-degenerados entio hd pelo menos 22" deles.
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Capitulo

Homologia de Morse

Aqui nos discutimos homologia de Morse, e apresentamos a construgao da homologia de Morse do
funcional de agao discreto.

2.1 Teoria de Morse

Seja p um ponto da variedade diferenciavel M de dimensdo m, denotemos por T,M o espago
tangente de M em p. Um ponto critico de uma fungao diferenciavel f : M — R é um ponto p,
na qual o diferencial

dfy : T,M — R

é zero. O conjunto de pontos criticos de f é denotado por Crit f.
A Hessiana H,f de uma funcao diferenciédvel f : M — R em um ponto critico p é uma
aplicagao bilinear simétrica
Hyf :T,M xT,M — R
definida da seguinte maneira. Para quaisquer dois vetores tangentes V,W & T,M escolhemos
campos de vetores ‘N/, W definidos ao redor de p que assumem os valores V, W em p respectivamente.

Se define o N
Hyf(V,W) = (V-(W- [))(p) =Vp- (W)

Por definigao, a expresao anterior é independente da extengao V de V. Usando o colchete de Lie
temos

V-(W-)p) =W (V- N)p) = ([V,W]- f)(p) =0

logo a expresao anterior para H,f é simétrica e portanto é independente da extensdo W de W

também. Se (21, ..., T;) € um sistema de coordenadas locais em torno de p, entao 8%1 o 83‘? v

é uma base para T, M e H, f se expressa com relacdo a essa base da seguinte maneira:

2y =S (24 o d
p) = Z w0, dz; ® dx;.

ij=1 P

Logo a matriz de H,f com relacdo a essa base é a segunda derivada de f em coordenadas locais,
portanto é simétrica diagonalizavel com autovalores reais.

Definicao 2.1.1. Seja p um ponto critico da func¢ao diferencidvel f : M — R,

1. A maior dimensdo de um subespago de T,M no qual H,f € negativa definida é chamada o

2
indice de Morse de p. Coincide com o niumero de autovalores negativos da matriz (63 g;_ ’p)
107 j

e serd denotado por fip.

11
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2. O ponto critico p € chamado nao-degenerado quando a Hessiana H,f € ndo-degenerada
8% f
szaxj

isto € o determinante da matriz ( |p) € nao nulo.
ij

8. Uma func¢ao diferencidvel f : M — R € chamada fun¢ao de Morse se todos os seus pontos
criticos de f sao nao-degenerados.

Lema 2.1.2. Os pontos criticos nao-degenerados sao isolados.

Demonstragao. Seja p € Crit f e (¢ = (u1,...,uy), U) coordenadas locais perto de p. Considere a
aplicacao diferenciavel
af af
G=|=—,...,—— | :U—=R"
(aul T 8um> TR

logo temos que G(p) =0 e dG = (%) é nao-singularem p. Pelo teorema da funcgao inversa,
1025 )

G é um difeomorfismo de alguma vizinhanca U, de p sobre sua imagem, em particular G é injetiva
em Up, isto é para todo g € Uj, \ {0} tem-se G(q) # G(0) = 0. O

Corolario 2.1.3. Toda funcio de Morse f definida em uma variedade diferencidvel fechada M
(compacta e sem bordo) tem wm nimero finito de pontos criticos.

Faremos uso do seguinte fato fundamental.

Teorema 2.1.4. Seja M uma variedade diferencidvel fechada, entdo o conjunto de funcdes de
Morse é um aberto e denso em C*°(M,R).

A prova pode ser encontrada em [1], (Cap.1).

2.1.1 Fluxo gradiente e variedades estavel e instavel

Seja X um campo vetorial diferenciavel em M. Para cada ¢ € M considere o problema de valor
inicial para curvas diferenciaveis v : R — M dado por

V() = X(v(1), ~(0) =g (2.1)

Do fato que M é fechada, a solugao v = ~, existe para todo ¢t € R. Esta solucao é chamada trajetoria
através de ¢. O fluxo gerado por X ¢é a aplicac@o diferenciavel ¢ : Rx M — M, (t,q) — 74(t). Para
cada t € R, isso d& origem a um difeomorfismo ¢; : M — M, (t,q) — ¢(t,q), chamado aplica¢ao
exponencial e satisfaz as seguintes propiedades

Grrs = Prdps e ¢o =1d,

isto é, {¢:} € um grupo a 1-parametro de difeomorfismos de M.
A orbita O(q) de um ponto ¢ € M é definida por ¢r(q) := {¢+(q) | t € R}. Existem trés tipos
de orbitas:

e Orbita singular: E aquela que consiste de um s6 ponto ¢ (o qual é necesariamente uma
singularidade do campo X.)

e Orbita fechada: E aquela na qual existe um T # 0, tal que ¢7(q) = q e ¢:(q) # g sempre que
t € (0,T). Nesse caso T é chamado o periodo da orbita.

e Orbita reqular: E aquela que néo é singular nem fechada.

Elas sdo imersoes injetivas de R em M. E natural perguntar se admitem pontos limite em seus
fins. Para cada g € M, define-se a-limite e w-limite por

alq) :={p € M | ¢1,(¢) — p para alguma sequéncia t — —oo},

w(q):={p € M| ¢:,(q¢) — p para alguma sequéncia t; — o0}.

12
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Observacgao 2.1.5. O a-limite de q € o w-limite de q com relagdo ao campo vetorial —X. Além
disso w(q) = w(q) sempre que q pertence & drbita que passa por q. Isso dd sentido & notagao
w(q) = w(O(q)). Do fato que M ¢ fechada seque que o(q), w(q) s@o ndao vazios, fechados, conexos
e invariantes pelo fluxo.

Agora vamos nos restringir ao caso do fluzo gradiente. Seja g uma métrica Riemanniana e f
uma funcao diferenciavel em M. A igualdade g(V f,-) = df(-) determina o campo vetorial gradiente
Vf. O fluxo associado a X = —V f é chamado o fluzo anti-gradiente. Se y é trajetoria do fluxo
anti-gradiente, entao

5 o) = g(VI(1(8),4(0) = ~ VS ()P <0, para todo t € B. (22)

Isto mostra que f é estritamente decrescente ao longo de érbitas néo singulares. Logo 6rbitas
fechadas podem ndo existir, e qualquer érbita O(g) intersecta o conjunto de nivel f~1(f(q)) s6
uma vez. Além disso, tal intersecgao é ortogonal com respeito da métrica g.

A composigao da linearizacdo de —V f em uma singularidade x com a proje¢do no segundo
fator define um operador linear

—DVf(z) : T,M = o TM ~ T M @ T M 2 T, M,

dado por

—DVf(z)-v=2a'(0) onde a:(—e€e) = TM, t— (a(t),—Vfaw) com a0)==x

D
= <0/(0), dt[vfa(t)Ht_O) el.MaT,M.

Aqui usamos a derivada covariante com relacao a métrica g, e identificamos os espagos T f () T'M
e T,M & T, M usando a decomposicao induzida por g em vetores horizontais e verticais.

Com respeito das coordenadas locais (¢ = (z1,...,z,),U) perto de z, o operador DV f(x) é
representado pela matrix Hessiana 78,2" - ) . Além disso nessas coordenadas se verifica que
0z, 0x
0xj ),

J
H,f(V,W)=g(DV f(z)V,W) para todo V,W € T,, M.

Por tanto, DV f(x) é um operador simétrico e o namero de autovalores negativos coincide com
Lz Seja EY a soma dos auto espagos correspondentes aos autovalores negativos, e do mesmo
jeito define-se E° com respeito aos autovalores positivos. Esses espacos sao chamados subespagos
instavel, estavel respectivamente. A aplicacao exponencial, associada ao campo vetorial linear
—DVf(x) em T, M ¢é dada pelo operador linear simétrico A; := exp(—tDV f(x)) em T, M. Isso
mostra que A; deixa invariante os subespagos E* e E°.

Lema 2.1.6. Para cada f € C*°(M,R), seja ¢; a isotopia gerada por X = —V f. Se x € Crit f,
entao

dés(w) = exp(—tDV f ().

Demonstragao. A aplicacdo d¢y(x) coincide com A;, pois ela satisfaz as duas identidades que
caracterizam a isotopia associada a —DV f(x). Seja V € T, M e ¢ uma curva diferenciavel em M
satisfazendo ¢(0) = x e ¢/(0) = V. Entéo do fato que ¢o = 1d, %qﬁt = —Vf(¢:) e po(z) = = tem-se

do(z)V = 2| __ do(c(r)) = &| _elr) =V

Sdoi(2)V = £|_ For(c(r)) = =DV f(x) o dy(x)V.
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Proposigao 2.1.7. Seja f : M — R uma funcao de Morse em uma variedade Riemanniana
fechada (M, g). Entao toda trajetoria anti-gradiente de f comega e termina em um ponto critico.
Isto significa dizer que para qualquer p € M os limites

tliglo Ww(t) e t—lgl—noo Yp(t)
existem sao pontos em Crit f.

Demonstragao. Seja p € M e seja 7,(t) a trajetoria anti-gradiente de f através de p. Como M é
compacta, v,(t) estd definida para todo t € R, e a imagem de f o+, : R = R é um subconjunto
limitado de R. Do fato que f é estritamente decrecente ao longo de trajetorias anti-gradientes (2.2)
se pode provar que J
Jim () = Jim_ 1Y) (oi(p) =0,

De fato, considere o caso t — +00, 0 caso t — —oo é analogo. Obviamente o limite de f o ¢:(p)
quando t — 400 existe e coincide com ¢ := inf; f o ¢¢(p). Se limy_, oo —|(Vf)(¢:(p))|? nio existe
ou nio ¢ igual a zero encontramos t,, — 400 e € > 0 tais que —|(V f)(¢y, (p))|> < —€? para todo n.
A menos de escolha de uma subsequéncia, podemos assumir que ¢;, (p) — p. para algum p, € M.
Logo —[(Vf)(p«)| < —e, em particular p, ndo é ponto critico. Logo encontramos § > 0 tal que
f(ds(ps)) < f(px) = c. Isto implica que f o ¢, +5(p) < ¢ para n suficientemente grande, um
absurdo.

Seja agora t, — 400 uma sequéncia qualquer. Pela compacidade de M, a sequéncia {v,(t,)}
tem um ponto de acumulacdo. Passando a uma subsequéncia podemos assumir que 7,(t,) tem
um limite g. O ponto ¢ é um ponto critico de f, pois foi mostrado acima que |(V f)(7p(tn))] — 0
quando n — oco. Isto mostra que toda sequéncia ¢, — +oo tem uma subsequéncia ¢,; tal que
Yp(tn,) converge a um ponto critico de f quando j — +oo.

Sendo assim, podemos tomar ¢, — +oco tal que 7,(t,) — ¢ para algum ponto critico ¢. Afirma-
mos que v, (t) — ¢ quando t — +o0o. Escolha uma vizinhanga fechada U, tal que g é o Gnico ponto
critico de f em U,. Se lim;,_ o 7v,(t) # ¢, ent@o encontramos uma outra sequéncia ¢, — +oo tal
que 7, (t),) — ¢’ para algum ponto critico ¢’ # ¢. Dessa forma, como ¢’ ¢ Uy, encontramos ainda
uma terceira subsequéncia t!! tal que 7y, (t,) converge a um ponto de U, em contradigdo com o
fato de que U, nao possui pontos criticos.

O

Agora nos assumiremos que o fluxo anti-gradiente é gerado por uma funcao de Morse.

Corolario 2.1.8. Seja M uma variedade fechada e X = —V f, onde f é uma func¢do de Morse.
Entao a(q) e w(q) consistem de um sé ponto critico de f, para cada g € M.

A variedade estavel de um ponto critico x de f, define-se como
W (z):={qe M |w(q) ==z}
e a variedade instavel de um ponto critico z de f, define-se como
W (@) :=={q€ M|alq ==z}
A aplicacao
H:[0,1] x W*(x) = W?(x)
(t,q) — qﬁﬁ (¢) quando t € [0,1), ou z quando t =1
fornece uma homotopia continua entre a aplicacao identidade em W*(z) e a aplicagdo constante

g — z. Analogamente se pode tratar da variedade instavel. Por tanto as variedades estéavel e
instavel sao contrateis.

Teorema 2.1.9 (Teorema da variedade estavel). Seja f uma fungdo de Morse e x € Crit f. Entao

W#(x) € uma subvariedade de M e seu espago tangente em x é dado por o subespago estdvel
E° CT,M.

O teorema se verifica para W* com espaco tangente E* em x (Prova: sustitua f por —f e
aplique o teorema acima.)
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2.2 Espacos de orbitas de conexao

2.2.1 A condicao de Morse-Smale

Definigao 2.2.1. Nds diremos que o campo vetorial anti-gradiente —V9 f satisfaz a condi¢ao de
Morse-Smale se W"(x) e W*(y) se intersectan transversalmente, para todo x,y € Crit f. Nesse
caso (f,g) € chamado de um par Morse-Smale.

Sob essa condicao,

My =W*(z) N W?(y) = {p eM| lim ¢*(p)=z e lim ¢*(p)= y}

s——+o00o
é uma subvariedade de M e sua dimensao é
dim Mgy = g — fiy.

Proposicao 2.2.2. O grupo R de traslacdes no tempo age em Mgy por s.x = ¢*(x). Esta acdo €
livre se x # y.

Demonstra¢ao. O fato de ser uma operagao de grupo é claro. Se z # y, entdo ndo ha pontos
criticos em My,,. Seja ¢ € My, sabemos que ¢ néo é ponto critico, entado f(¢®(¢)) é uma funcao
decrescente de s, de modo que se ¢°(q) = (psl(q) tem-se s = s’. Logo a agao é livre. O

O quociente é, portanto uma variedade que vamos denotar por /\//L;y = Mgy /R, e sua dimensdo é
dim Mgy = pg — pby — 1.

Corolario 2.2.3. Seja (f,g) um par Morse-Smale definido na variedade fechada M. Se x # y
s@o pontos criticos de f com Mgy # 0, entao pp > fiy.

Demonstragao. Se My, # 0, entao My, contem pelo menos uma trajetoria de z até y. Como essa
trajetoéria é uma subvariedade de My, de dimensdo um se = # y, entdo dim Mg, > 1.
O

Lema 2.2.4. Se W"(x) h W#(y), entdo vale o seguinte:
1. Se pg < iy, entao Mgy = 0.
2. My = {z}.
3. Se pgy = py e x #y, entao My, = 0.

4. Se pgy — py > 0 entdo My, € invariante pelo fluro, e o fluxo induz uma R-acdo livre em

Ma,.

Observagao 2.2.5. Seja a € (f(y), f(x)) um valor regular. O espago de ./(/l\m, drbitas de conexdo
de x até y também poderia ter ser definido como

Mey 0 £ (a).

Este conjunto, que € difeomorfo a My, representa precisamente as orbitas nao-parametrizadas do
fluxo anti-gradiente percorrendo de x até y, pois cada Orbita intersecta a hipersuperficie de nivel
exatamente uma vez.

Aqui apresentamos um exemplo no qual a condicdo Morse-Smale pode ser atingida por uma
pequena pertubacgao de uma fungdo de Morse.
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Figura 2.1: O 2-toro vertical T?

Exemplo 2.2.6. Considere o 2-toro T? mergulhado verticalmente em R3 como na Figura 2.1 e
seja f : T2 — R a funcdo altura. Esta funcdo admite 4 pontos criticos p,q,r,s com indices de
Morse 0,1, 1,2 respectivamente. Seja a métrica em T? induzida pelo espago Euclidiano R3. O fluzo
anti-gradiente nao é Morse-Smale, porque W"(r) nao intersecta a W*(q) transversalmente. No
entanto, a condi¢ao de transversalidade Morse-Smale pode ser atingida fazendo ligeiramente uma
inclinagao do eixo vertical no grdfico mostrado, em outras palavras podemos pertubar f e destruir
as linhas de fluzo entre r e q.

2.2.2 O Teorema Kupka-Smale

Em 1963, Kupka [23] e Smale [37] provaram que os campos de vetores gradientes Morse-Smale sdo
genéricos.

Definigao 2.2.7. Um espago métrico X € chamado separdvel se contém um subconjunto denso
e enumerdvel. Um subconjunto A C X ¢é chamado residual se ele é uma intersec¢cdo enumerdvel
de subconjuntos abertos e densos de X, isto é A = ﬂ;’;l G; onde Gj C X € aberto e denso em X
para todo 7 € N. Um subconjunto de X € chamado genérico se contém um conjunto residual.

Teorema 2.2.8. (Kupka-Smale) Se M ¢é uma variedade Riemanniana compacta de dimensao
finita, entdo o conjunto de campos vetoriais gradientes Morse-Smale de classe C" é um subconjunto
genérico do conjunto de todos os campos vetoriais gradientes de classe C", para todo 1 < r < oo.

A prova pode ser encontrada em [28].

2.2.3 O espago das trajetorias quebradas

Se x e y sao dois pontos criticos de f, entao denotamos /T/l\xy o conjunto de trajetérias do campo
vetorial —VY9 f que vao de = para y. Nos definimos o conjunto de trajetérias quebradas de z para
y da seguinte forma:
[M:L’y] = U M:I:cl X ... X Mc7-y-
c; €Crit f

Lembremos que o indice estd diminuindo ao longo das trajetérias de —V9f, conseqiientemente
apenas Mc,c,,, com fic, > fc,, , contribui.

Como ¢ sugerido pela notagao, este espaco destina-se a ser uma compactacdo de My,. A
primeira coisa a fazer é dota-lo de uma topologia. E claro que é necessario induzir a topologia do
produto em cada termo da uniao.
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Definigao 2.2.9. Um subconjunto K C M\wy é chamado compacto para orbitas quebradas, se para
toda sequéncia {pytren C K,

e FExistem pontos criticos x = xg, X1, ...,Tp = Y,

e Existem orbitas de conexdo u’ € My, yayy § = 1,50 tal que pr — (u',...,u’) quando

k — oo.

Aqui convergéncia significa por definicao, convergéncia geométrica com relagdo a distancia
Riemanniana d em M (induzida por uma métrica Riemanniana qualquer) das orbitas através da
sequéncia py. Mais precisamente,

Ve > 0,3 ko € N| Vk>ko:O(pr) C U(O(ur) U...UO(uh)).

Onde U, (A) denota uma e-vizinhanga aberta de um subconjunto A C M. Nos dizemos que a
sequéncia py converge para uma orbita quebrada (u', ..., u’) de ordem £.

US(O(ul)uO(uz))

Figura 2.2: Convergéncia da sequéncia p; para uma o6rbita quebrada (u!,u?) de ordem 2.

2.2.4 Compacidade

—

Teorema 2.2.10. O espago [My,] é compacto.

A prova pode ser encontrada em no Capitulo 3 de [1].

Observagao 2.2.11. A topologia no espago [./T/l\zy] ¢ definida usando a topologia em M. E claro
que admite um sistema fundamental contdvel de vizinhangas abertas e pode-se usar seqiiéncias para
provar a compacidade.

Corolario 2.2.12. Se u, =y, + 1, entdo o espaco M\my € um conjunto finito.

2.2.5 Orientacao

Se p & um ponto critico da fungdo de Morse f, entdo a variedade instavel W*(p) que é difeomorfo
a um disco, é uma variedade orientavel. Nos agora escolhemos para cada ponto critico p uma
orientacdo Or,, da variedade instavel W"(p). Para qualquer € M, a inclusdo T, W*(p) — T, M
induz um isomorfismo

TW"(p)/TeMpg — T M /T, W?(q).
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Portanto, com a ajuda de Or, segue-se que orientar M,, ¢ o mesmo que co-orientar W?*(q).
Mas co-orientar W*(q) é o mesmo que orientar W*(g). Assim as escolhas {Or,},ccrit y induzem
orientagoes Unicas dos espagos M, para todo p,q € Crit f, que denotamos por Ory,. Quando
Lp — g = 1, nos associamos a cada trajetéria v € M,q/R um sinal e, do seguinte modo: e, = +1
se Or,, coincide com a orientagao induzida por —V9f ao longo de 7, ou €, = —1 caso contrario.
(Veja a Figura 2.3).

Figura 2.3: Aqui p, =2, g =1, n =3 e W*(p), W*(q) s@o 2-dimensionais. Se x € M,,, o vetor
v orienta T, W"(p)/TuMpy ~ TpyM/T, W*(q). Se escolhermos v de modo que a base ordenada
{—=V9f,v} é positiva em relagdo a Or,, entdo ¢ = +1 quando a co-orientagdo induzida em W*(q)
¢ a mesma que a induzida por Or,. De outra forma e = —1.

2.3 A definicao de homologia de Morse

2.3.1 O complexo Morse-Witten

Nos definimos CMy(f) como sendo o grupo abeliano livre (modulo Z) gerado pelo pontos criticos
de f de indice de Morse k

CMi(f) == D.ccm, s Lr, kEL.

18
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A soma sobre o conjunto vazio entende-se como zero. Para cada p, ¢ € Crit f satisfazendo p, —pq, =
1 noés definimos
V(pv q) = Z E’Y
YEMpq /R

e se i, — fig 7 1 definimos v(p, ¢) = 0. O diferencial

oMorse . CM(f) — CMg_1(f)
pe Y vp9)a
q€Critg_1 f

note que ¢ depende de f,g e {Or,}.ccrit f-

2.3.2 A estrutura de uma variedade com bordo no espago de trajetorias
quebradas

e i ; Morse Morse
O teorema a seguir implica que 9,_°/*° o Oy,

Teorema 2.3.1. Se pu, = pu, + 2, entdo [./\//\lm} € uma variedade compacta de dimensdo 1 com
bordo.

O teorema é conseqiiéncia da seguinte proposigdo. A prova pode ser encontrada no Capitulo 3
de [1].

24

<
<2

Figura 2.4: Componente conexa M¢, = (0, 1).

Proposigao 2.3.2. Seja M uma variedade compacta, seja f : M — R uma fun¢io de Morse e seja
—VIf um campo vetorial anti-gradiente para f satisfazendo a condi¢ao de Morse-Smale. Sejam
x,y, 2 € Crit f com indices de Morse k+1,k, k—1, respectivamente. Seu € My, ev € M. Existe

um merqulho continuo ¢ de [0,d] para uma vizinhanga de (u,v) em [M\a:z] o qual € diferencidvel
em 10, 9] e satisfaz

$(0) = (u,v) € [Ma]

U(s) € M,. para s # 0.

Além disso, se (€,) € uma seqiiéncia em M., que tende a (u,v), entao £, estd contido na imagem
de ¢ para n suficientemente grande.
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Definigao 2.3.3. Dada uma variedade diferencidvel fechada de dimensao finita M, uma funcdo
de Morse f e uma métrica Riemanniana g em M tal que a condicao de Morse-Smale € satisfeita,
denote por Or a escolha das orientacoes de todas as variedades instdveis associadas ao campo
vetorial =V f. Entdo os grupos de homologia de Morse com coeficientes enteiros sao
definidos por

ker gplorse

HMk(M, f7ga OI‘, Z) = W’

keZ.

2.3.3 A homologia do complexo nao depende da funcao ou da métrica

Aqui nos, mostramos que a homologia do complexo de Morse ndao depende do par Morse-Smale
usado para definir o complexo de Morse.

Teorema 2.3.4. Seja M uma variedade compacta. Sejam fo, f1 : M — R duas funcgoes de Morse
e sejam X, X1 campos anti-gradientes de fo e f1 respectivamente, com a propiedade Morse-Smale.
Entao existe um morfismo de complexos

P, : CM*(M’ fO) - CM*(M7 fl)
a qual induz um isomorfismo candnica em homologia.

Demonstracao. Nos procederemos em varias etapas. Primeiro escolhemos uma fungao
F:Mx[0,1]] - R

(z,8) = Fs(x) = F(x,s)

tal que

F, = fy para s € |0, %]

Fs=1f para s € [2,1].
1. A partir disso, vamos deduzir um morfismo ®f : CM, (M, fy) — CM.. (M, f1).

2. Verificamos se (f1,X1) = (fo,Xo) e Is(z) = fo(x) para cada x € M e para cada s € [0, 1],
entao
o' =Id.

3. Finalmente vamos mostrar que se fo : M — R é uma funcao de Morse e Xs um campo

anti-gradiente com a propriedade Morse-Smale, se G é uma interpolagao entre f; e fy a qual
é estacionaria para s € [0, %] U [%, 1] e se H é uma interpolacdo entre fy e fo com as mesmas
propiedades, entao os morfismos induzidos na homologia por

PCodF e DH:CM,(M,fo) = CM.(M, f»)

coincidem.

Se estas trés propriedades sdo satisfeitas, entdo é claro que ®% tera que induzir um isomorfismo na
homologia. Para mostrar isso, nés usamos a interpolagao G entre f; e fy e a interpolagao constante
H = I entre fy e ele mesmo, e aplicamos as propriedades, as quais nos dizem que ® ¢ ®¢ induzem
em homologia morfismos que sao um inversa do outro.

A prova a seguir usa complexos de Morse de pares definidos em variedades compactas com
bordo. De fato, seja Z uma tal variedade. Diremos que um par (f,g) em Z é adaptado se VI f
é transversal ao bordo. Sendo assim, se f for Morse entao seus pontos criticos estao no inte-
rior, bem como todas as trajetorias anti-gradiente conectando-os. As definigbes de variedades
estaveis/instéveis sdo ligeiramente modificadas, mas ainda obtemos copias mergulhadas de células
abertas. Temos entao a compacidade necessaria para implementar a construcao do complexo caso
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a propriedade Morse-Smales se verifique. Além disso, a propriedade Morse-Smale pode ser atingida
por uma pequena perturbagao C'* de g.

Primeiro passo.
Estendemos F a M x [—%, 3] definindo

F,=fy para s € [—3,0]
F,=f1 para s € [1,3].

Nos consideramos a func¢ao de Morse ¢ : R — R cujos pontos criticos sdo 0 (maximo) e 1 (minimo),
a qual é crescente em | — 00, 0] e |1, +00] e decrescente em ]0,1[ e

oF

Vo e M, Vs €]0,1], B

(z,8) +4'(s) <0.

>

Figura 2.5: A fungao g.

A funcao F=F+ g: M x [—%, %] — R é uma funcdo de Morse cujos pontos criticos sao
Crit F = Crit fo x {0} U Crit f; x {1}.

Além disso, para a € Crit fo, N
H(a,0)(F) = pa(fo) + 1,

enquanto para b € Crit fq,

B, (F) = ps(f1)-

Usando uma particao da unidade, nés contruimos um campo anti-gradiente X para a funcao Fa
qual coincide com
(Xo,—gradg) em M x [-3,1]

(X1, —gradg)  em M x [2,4]

14
303
perda de generalidade nés substituimos X por uma pequena perturbagao X que é Morse-Smale e

transversal as segoes M x {s} para s € {—3,%,2,3}.

Aqui grad g denota o gradiente Euclidiano de g, assim X é transversal ao bordo de M X | ]. Sem
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Observagao 2.3.5. Note que uma pequena perturbacio C' de suporte compacto de um campo
anti-gradiente adaptado satisfazendo a propriedade Morse-Smale € ainda um campo anti-gradiente
adaptado com a mesma propriedade. Além disso, hd uma bijecao entre pontos criticos e variedades
instdveis/estdveis orientadas do campo nao-perturbado e do campo perturbado. Como consequéncia
obtemos a sequinte proposicao.

Proposigao 2.3.6. Seja f : Z — R uma funcdo de Morse em uma variedade Z compacta com
bordo, e seja X um campo anti-gradiente de f que tem a propriedade Morse-Smale. Cada campo
vetorial X suficientemente C'-prézimo de X é um campo anti-gradiente Morse-Smale. Além disso,
se Z € compacta, entdo tem-se um isomorfismo entre os complexos de Morse dos pares Morse-Smale
antes e depois da perturbagao.

Podemos portanto escolher X tal que
11 =
CM. | M > [=2, 3], Fluxi-1.4), 9% | = CM. (M7 Jo +g|[_§,§]75’X0—gradg>

= CM.41 (M, fo,0x,)

e da mesma forma tem-se
2 4, ~
OM. (M %[5, 31, Flaruz, 41,0 ) = OM. (M, f +g|[%7%],axl,gradg)

= CM* (M7f178X1)'
. - 7%; %]
As trajetorias do campo vetorial X que conectam dois pontos criticos de F' podem ser divididas

de duas maneiras: aquelas que permanecem na segio s € [—1, 1] ou na secio s € [%, %]7 as quais

303
sao as trajetorias de Xy ou de X7, e aquelas que vao de um ponto critico de fy (na segdo s = 0)

para um ponto critico de f; (na segdo s = 1). Logo temos

Nos consideramos o complexo associado a fungao de Morse F' e o campo X definidos em M x|

CMyi1 (M, F) = CMy(M, fo) ® CMy1 (M, f1).
Tendo em conta o acima, temos a seguinte decomposicao,

9% : CMk(M, fo) & CMy41(M, f1) — CMy—1(M, fo) & CMy (M, f1)

([ 9x, O
8)? - ( dF Ox, ) '
O . M (M, fo) — CM(M, f1)

T — Z V(x,y)f%

y€Crity f1

tem uma matriz da forma

Defina-se

onde v(,,) conta as trajetérias do campo vetorial X conectando z € M X {0} N Crit F para
y e M x {1} N Crit F.
A relagao 0 0 0y =0 da

<I>F08X0+8X10<I>F:0

por tanto, ®F é de fato um morfismo de complexos.

Segundo passo.
Se f1 = fo e Xo = X1, entao temos

I:M x]0,1] - R, definido por I(z,s) = fo(z) para todo s
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e usamos a fungao g como antes. O campo vetorial X = Xy — grad g ¢ um campo anti-gradiente
que satisfaz a condi¢do de Morse-Smale. Além disso, para cada ponto critico z de fy, existe uma
tnica trajetoria X que conecta (x,0) a (z,1) com g (fo) = 1z (fo) : a trajetoria entre (x,0) e (x,1)
cuja projecao em M é constante e igual a x. Além disso, nao ha mais trajetorias relevantes a serem
contadas pelo mapa ®!. Desses fatos se pode deduzir que ®! = Id.

Terceiro passo.
Agora temos interpolagoes F,G e H de fy a fi, f1 a fo e fo a fa, respectivamente. Nos
interpolamos entre essas func¢oes escolhendo uma funcao

K : M x [_%7%] X [_%7 %] — Ra K(l’,S,t) = Ks,t(J:)

satisfazendo as propriedades dado na Figura 2.6

4l
3
5
3
1
3
o hH |F
_1 E
3 3
1 1 2
H L 2 G
Figura 2.6:

e K,,=H, para s € [f%, %]

K, =G, para s € [%, %}

K,,=F, parate[— ,%]

1
3
o K,y = fyparate [%,g]

Usando a fung¢éo anterior g : R — R, cujo ponto critico 0 tem indice 1 e o ponto critico 1 tem
indice 0, e diminui dentro do intervalo [0, 1] e satisfaz
9K (2,8,t) +¢'(s) <0  para todo (z,s,t) € Mx]0,1[x[3, 3]
K / 14
5 (2,5,t) +¢'(t) <0  para todo (z,s,t) € M x [3,35]x]0,1].

Finalmente, seja K a funcao definida por

K(x,s,t) = Ks(x) + g(s) + g(t).
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Ao escolher g, os pontos criticos de K estdo na area sombreada da Figura 2.6 e sao
Crit K = [Crit fo x {0} x {0} U[Crit f; x {1} x {0}] U [Crit fo x {0} x {1} U[Crit fo x {1} x {1}].
Os indices desses pontos criticos sao:

e Se x € Crit fy, entao M(m,o,o)f( = pgfo+2

e Se y € Crit f1, entao u(y7170)f? = pyf1+ 1.

o Se z € Crit fo, entdo p oK = pfo+1 e  peanK = p.fo

Se X denota o campo anti-gradiente com respeito da fungao F' feito antes e Y outro campo anti-
gradiente com respeito de G. Mais uma vez usando parti¢io da unidade, definimos um campo
anti-gradiente X adaptado a K tal que:

e Para s € [—1, 1], X(z,s,t) = Z(x,t) + grad g(s), onde Z é um campo anti-gradiente para

H(x,t) + g(t) : M x {_ 4} LR

3’3
e Para s € [2,3], X(z,s,t) = Y(x,t) + grad g(s), onde Y é um campo anti-gradiente para G.
e Parat e [—1, 1], X(x,s,t) = X(z,5) + grad g(t).

e Parat € [2,1], X(z,s,t) = Xo + grad g(s) + grad g(t).

No6s consideramos uma perturbacdo X de X com a propriedade de Morse-Smale. Assumindo,
como no primeiro passo, que fora de M x [%, %] X [%, %], as trajetorias de X conectam pontos criticos
de indice consecutivo os quais estao em correspondéncia 1-1 com os zeros de X.

M x0x0 Mx1x0
' (I)F
" S

|® kS
‘ y
Mx0x1 Mx1x1

Figura 2.7:

Consideremos agora o complexo dos pontos criticos associados com K e X.
Nos temos a seguinte igualdade

CMg 41 (M X [—;,ﬂ X {—;;j J?) = CMy_1(M, fo)DCMy(M, f1)DCMR (M, f2)©CMg11(M, fo).
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O diagrama na Figura 2.7, mostra que as conexoes entre os diferentes morfismos sao usados. Nesta
descomposicao, o diferencial pode ser escrito como

dx, 0 0 0

®F 9x, 0 0

1 0 0x, O
S ®¢ Id 0y,

05 =

A identidade dg o 0% = 0 da
Sodx, + 0% 0d" + &7 £ 95, 05=0
Nos deduzimos disso que @ o ®F e & induzem o mesmo morfismo na homologia. O

Teorema 2.3.7 (Homologia de Morse). A homologia de Morse HM,.(M,Z) é isomorfa a homologia
singular Ho (M, 7).

A prova pode ser encontrada em [1], Capitulo 4.

Exemplo 2.3.8 (A 2-esfera deformada). Considere M = S? e a funcdo Morse-Smale f: M — R
dada pela funcdo altura, onde a orientacdo escolhida para S? ¢ indicada na Figura 2.8.
Existem 4 pontos criticos p,q,r, e s com 0s sequintes indices:

P = s =2
Heg =1
pp =0,

e o complexo de Morse é dado da sequinte maneira.
CM2(M, f) 2 CMy (M, f) 2 CMo(M, f) 2+ 0

! ! !

(rs) 2 @) B ) 2o
Logo da orientagao dada na Figura 2.8, se mostra que O5(r) = q, e 02(s) = —q. Portanto tem-se
O2(r + s) =0, e a homologia de grupos em grado 2 é:
ker O < >
HMy(M,Z) = 22 _ ST 45> _ 5

img 33 N {O}
Também do fato que O2(r) = q temos que 91(q) = 01 0 Da(r) =0 logo &1 = 0 de onde obtemos

ker 0y _<q>_O

HM,(M,7Z) = = =
1(M,Z) imgdy, <q>

Finalmente pelo fato que 0y =0 e 01 = 0, tem-se

kerdy <p>

mgo, {0} L

HMO(Ma Z) =
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Figura 2.8: A 2-esfera deformada.

2.4 Homologia Local de Morse

Nesta se¢ao nos discutiremos homologia de Morse em uma variedade diferenciavel nao necessaria-
mente compacta e sem bordo M. Aqui discutiremos a homologia local de Morse seguindo de perto
os trabalhos de Viktor Ginzburg [12], Doris Hein, Umberto Hryniewicz e Leonardo Macarini [10].

2.4.1 Definicao de homologia local de Morse
Seja M uma variedade diferenciavel sem bordo e § uma metrica Riemanniana em M.
Definicao 2.4.1. O par (f,0) é chamado Morse-Smale em M se

1. f € uma fungao de Morse.

2. W¥(p) h W#(q) para todo p,q € Crit(f).

3. Existem conjuntos compactos Ko C K1 C M tais que Crit(f) C Int(Ky), f oscila estrita-
mente mais do que max, qccrit(f) |f(p) — f(q)| ao longo de qualquer pedago de trajectoria
anti-gradiente —V° f com um ponto final em Ko e outro em M \ Int(K1).

Observagao 2.4.2. Observe que a condigdo (3) € vazia quando M é compacta. Esta condi¢io é
apenas uma das muitas maneiras de obter a compacidade necessdria para o nosso problema local.
Segue de (3) que

W*(p) N W?*(q) C Int(K7) Vp, q € Crit(f)

e que ser Morse-Smale € estdvel sob pequenas perturbacoes feitas em um subconjunto compacto

fizo.

Sejam f : M — R uma funcao diferenciavel, § uma métrica Riemanniana em M e p € M um
ponto critico isolado de f. Fixe uma pequena vizinhanga relativamente compacta U de p que nao
contem outro ponto critico de f, e considere uma pequena perturbagao genérica f de f em U tal
que (f,0) é Morse-Smale em U e é C2-proximo de f.

Entao, é claro que para quaisquer dois pontos criticos q,r de f em U, todas as trajetorias
anti-gradientes de (f, ) que ligam ¢ a r estado contidas em U. Além disso, o mesmo ¢é certo para
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trajetorias quebradas que conectam ¢ a r. Como uma conseqiiéncia, os espago vetoriais (sobre Q),
CMy (U, ]?, 0) gerado pelos pontos criticos de fem U de indice de Morse igual a k£ é um complexo
de Morse com diferencial (92/[‘“36 definido do maneira usual. No6s denotamos essa homologia por
HMLOC( f,p) chamada Homologia Local de Morse. Como sugere a notagao, a homologia independe
de U e da métrica 6; este fato seré discutido na préxima subsegao.

Definicao 2.4.3. Se p € um ponto critico isolado de uma fungao diferencidvel entao a vizinhanga
U de p chama-se isolante para (f,p) se Crit(f)NU = {p}.

Exemplo 2.4.4. Suponha que p € um ponto critico nao-degenerado de f com indice de Morse k.
Entio HM°(f,p) = Q quando * = k e HM°(f,p) = 0 em outro caso.

Exemplo 2.4.5. Quando p € um mdzimo estritamente local de f se pode ver da teoria de Morse
cldssica que HM}:C(f, p) =0 sek #dim M, e que HMI;’C(f, p) = Q quando n = dim M.

2.4.2 Invariancia da homologia local de Morse

Seja U uma vizinhanga aberta isolante para (f,z) onde f é uma funcdo diferenciavel definida em
uma variedade M sem bordo, e x é um ponto critico isolado de f. Como ja observado acima, se
uma métrica Riemanniana 6 é fixada em M entdo se pode encontrar uma pertubacio C2-pequena
arbitraria (f’,0") de (f,0) que é Morse-Smale em U.

Para cada j considere os espagos vetoriais CM;(f’,6’, U) sobre Q livremente gerado por pontos

criticos de f’ que estao contidos em U e tem indice de Morse j. O operador diferencial 8?}??,‘?U) no

complexo CM,(f’,0',U) conta trajetorias do campo —V? f/ contidas em U que conectam pontos
criticos em U com diferenca de indice de Morse um. Este operador diferencial depende da escolha
das orientagoes da variedade instavel.

Acontece que para dois pares (f’,6'), (f”,0") que estdo C>-proximos de (f, 6) e sdo Morse-Smale
em U, existem chain maps

(CML(f,0,0), M ) = (CMLF", 0", 0), 0005751 (2.3)

induzido por uma escolha de deformacao de (f’,8’) a (f”,0") que sdo uniformemente C?-proximos
de (f,0). Decorre das construgdes para dois chain maps (2.3) associados a um par fixo de pares
(1,6, (f",6"), juntamente com escolhas de orientagdes correspondentes, sdo chain homotopicos.
Por tanto a aplicacao induzida na homologia

II’OII
O, ) T HML(f, 0/, U) — HML(f", 0", U) (2.4)
nao depende dos dados extras. Além disso, quando (f”,60") = (f',0") e as orientagdes escolhidas
sao iguais, a aplicagao na homologia é a identidade, e essas aplicagbes em geral satisfazem

(f/// ,9///)

(fl/’ell) . (f’”,6’”’)
(f//,g//) .

(.0 — (.07

od

Tudo isso é vélido para todos os pares (f/,0"), (f”,0"), (f",0") que sdao C?-préximo do par fixo
(f,0) em uma pequena vizinhanga U, e é provado usando um argumento de compacidade e gluing
que esta presente na teoria de Morse ja visto no Capitulo 2.

Observagao 2.4.6. Suponha que seja dada uma cole¢io {Vy}ren de espagos vetoriais, e para cada
par (A1, A2) € A X A existe um isomorfismo ‘Ilif 1V, — Vi, tal que B3 = idy, e \Iliz o \Ilif =
\Ilij Entdao em Uyxcpa V) existe uma relagio de equivalencia defina por vi ~ vo se, e somente se,
Vg = \Ifif (v1), onde v; € Vy,. O espago quociente associado € denotado por V, e tem estrutura de
espago vetorial tal que para cada \ a restricio da projecio quociente é um isomorfismo Vy — V.
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Os espagos vetoriais HM, (f’, 0", U) e aplicagoes @E;:,’:,/)/), onde (f’,0") e (f”,6") variam em uma

vizinhanca C2-pequena de (f, 0), se encaixam na discussio da Observagao 2.4.6. Obtemos portanto
a homologia local de Morse HM°(f,6, ). Como a notacio sugere, é independente de U. Isso é
facilmente provado, observando que uma pequena pertubagao forca pontos criticos e trajetorias que
conectam pontos criticos estarem contidos em vizinhangas arbitrariamente pequenas da origem.

Seja F = {fr}rea uma familia diferenciavel de fungdes diferenciaveis definidas em alguma
variedade M, onde A varia em A. Suponha que p € M é um ponto critico comum para todo f.
Dizemos que p é um ponto critico uniformemente isolado de F se existe uma vizinhanga de p
a qual é uma vizinhanga isolante de (fx,p) para todo A.

Proposicao 2.4.7. Seja F = {fs}sc[a,p) uma familia diferencidvel de fungoes diferencidveis defi-
nidas em uma variedade sem bordo, e seja x um ponto critico uniformemente isolado de F. Entao
para qualquer familia de metricas {0s}scja,p) eviste uma familia especial dos chamados isomorfismos
de continuacdo

O(F)3 + HM(fiy, Ouy, ) — HM(fy, 04y, )

parametrizados por a < so < s1 < b, satisfazendo O(F)32 = O(F)52 0 O(F)3} para todo a < so <
51 < sy < b. Além disso, O(F)" depende apenas da classe de homotopia de F mantendo os pontos

finais fizos.

Observagao 2.4.8. Enfatizamos aqui, que a suposicao de que x € uniformemente isolada € es-
sencial e nao pode ser substituida pela condi¢ao mais fraca de que x seja apenas um ponto critico
isolado de F. Pois considere o sequinte exemplo: fs(z) = sz® + (1 — s)2® em R com z = 0.

Segue das afirmagoes e construgdes acima que a homologia local de Morse do par (f,z), deno-
tado por
HM?(f, 2)

é definida independente das escolhas das metricas, e permanece constante sob deformagoes (fs, x)
atraves de familias onde x é um ponto critico uniformemente isolado de {fs}. Isso conclui nossa
discucao.

Observacao 2.4.9. E possivel ter uma versio da Proposicdo 2.4.7 sob simetrias de grupos
ciclicos finitos. No entanto, nao temos a condicao de transversalidade com simetrias necessdrio
para mostrar que os mapas de continuagao 2.4 sao Zj-equivariantes quando os pares locais de
Morse-Smale sao Zy-simétricos. Nds precisamos de outro abordagem, para mais detalhes veja [10].
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Capitulo

Homologia de Morse pré-compacta

Neste capitulo queremos definir homologia de Morse de fungoes definidas no espago Euclidiano com
certo comportamento assintotico no infinito. Finalmente aplicaremos os resultados obtidos para
estudar o funcional de agao simplética discreta.

3.1 Definigao da Homologia de Morse pré-compacta

Seja (RY,60y) o espaco euclidiano, com y = (-,-) a métrica euclidiana. Podemos considerar o
espaco vetorial X de funcoes f : RY — R de classe C? satisfazendo:

sup [|[D*f(p)|l < oo (3.1)
pERN
Defina
I £llx = [£O)[ +[Vf(0)| + sup [D*f(p)] (3-2)
pERN
para cada f € X, onde 0 € RY & a origem das coordenadas, V denota o gradiente euclidiano, |- | é
a norma euclidiana, D?f é o derivado de V f, e | - || ¢ a norma do operador em relagdo as normas
euclidianas.
Lema 3.1.1. O espago X com a norma || - || x € um espago de Banach.

Demonstragao. De fato || - ||x € uma norma em X. Se ||f|[x = 0 entao |f(0)| + |[Vf(0)| +
sup, || D2 f(p)| = 0 < [f(0)| = 0,|VF(0)| = 0 e sup, [[Df(p)|| = 0, segue-se

IVf(z) =V ) <sup | D*f(p)lllz —y| =0 Va,y e RY
entao
Vi) =Vf(y) Vz,yeRY
logo temos V f(z) = Vf(0) =0 Vz € RY. Da mesma forma nés temos
[f(@) = f(y)l < IVf(w)llz =yl =0

entao
fl@)=fly) Va,yeRY

logo f(x) = f(0) =0 Va € RY entdo f = 0. As outras duas condi¢des sdo verificadas imediata-
mente.
Além disso (X, || - ||x) é completa, de fato considere uma seqiiéncia de Cauchy {f,} € X, isto é
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Ve > 0, existe Ny >> 1 tal que ||f, — fm||x < € para todo n,m > Ny,

entdo | f,(0) — f1n(0)| < € é uma seqiiéncia de Cauchy em R, logo existe uma fungéo f tal que

Da mesma maneira |V f,,(0) — Vf,(0)| < € é uma seqiiéncia de Cauchy em R, logo existe um
T(0) € L(RN;R) tal que
lim Vf,(0) =T(0).

n——+00
E
1D? fu(p) = D? fn(0)| < €

para todos n, m > Ny e para todo p € RV entdo é uma seqiiéncia de Cauchy no espaco de matrizes
My« n(R) logo existe uma matriz A tal que

lim D?f,(p) = A(p)

n—-+00

para todo p, logo esta convergéncia é uniforme em My n(R).

Finalmente f, — f em (X, - ||x), de fato Ve > 0 existe N} > Ny tal que |f,(0) — f(0)] < %
[Vfn(0) = V£(0)] < § para todo n > Nj e ||D?f,(p) — D*f(p)|| < & para todon > NjepeR
entao

[ = fllx = [fn(0) = F(O)| + [V u(0) = VF(0)] + Sup ID? fu(p) = D*f ()

e pela unicidade da convergéncia obtemos

| fn — fllx <€, paratodon > N} e f € C2

O
No que se segue consideraremos fungoes f: RY — R de classe C? satisfazendo:
-
lim inf Vi)l > 0. (3.3)
proo Pl
Isto é que toda sequéncia p,, € RV tal que
V/(pn
Vel
29

deve ter uma subsequéncia convergente. Isso é equivalente a pedir que, existe € > 0 e um conjunto

compacto K C RY tal que |[Vf(p)|| > €|p| para cada p € RV \ K.

Lema 3.1.2. Seja F C RY um conjunto compacto, f € X tal que satisfaz (3.3), e 0 uma métrica
Riemanniana em RN que coincide com 0y em RN \ F. Erzistem € > 0 e um conjunto compacto
K C RY com as seguintes propriedades. Se f' € X e ' ¢ uma métrica riemanniana que coincide
com 0y em RN \ F, que satisfazem ||f — f'l|x < € e [0 —0'||c2(r) < €, entdo todas as trajetdrias

de —Va/f’ conectando pontos criticos de f' estio contidas em K.
Demonstracao. Seja f € X. Sem perda de generalidade pode-se assumir que
o Crit f C Int(K)
e BN(1,0) C K onde BY(1,0) & a bola unitaria centrada na origem das coordenadas.

No6s argumentamos por contradigao. Se a afirmacao é falsa, entdo encontramos seqiiéncias
Ym(t), g™, 0™ € 0, > 0 tais que

If = 9™x < 0m, |0 — 0™ c2(r) < 6m € 6 — 0 quando m — oo,
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onde e §™ sio métricas Riemannianas suaves sobre RY que coincidem com 6y em RN \ F e
Am (1) + VO g™ (4 (t)) = 0 tal que lim;_s4o0 1 (t) = PP sdo pontos criticos de g™ e satisfazem
supy [ym (t)| — +oo.

Sabemos que f € X, entdo existem € > 0 e um conjunto compacto K C RY tais que

Vi)l = elpl, ¥peRY\K (3.4)

1 = g™ x = 1£(0) = g™ (O)| + [V (f — g™)(O)]| + sup [[D*(f —g™)®)|| < o,

pERN

em particular

sup [|D*(f —g™) ()|l < 6m-
pERN

Pelo teorema da desigualdade do valor médio, temos

IV(f =9™) () = V(f —9™)(0)] < omlp

entao

IV(f = 9™) ) < dmlpl + [V(f = g™)(0)] < dmlp| + . (3.5)
Por outro lado
VW) = IV(f=g™) D) < Vg™ (p)]

usando (3.5) nos temos
[VF(P)] = Omlpl = 0m < [Vg™ (p)],

considerando p € RV \ K e usando (3.4), nés temos
€lpl = dmlpl = 0m < [Vg™ (p)I.

Desde que K C RY contém a bola unitaria centrada na origem das coordenadas, tem-se

elp| = dmlp| — dmlp| < [Vg™ (p)]-

Finalmente
(e = 20,)|p| < |Vg™(p)| VpeRY\K. (3.6)

Nos sabemos que K contém os pontos criticos de g™, sempre que 24, < €. Dai nés encontramos
sT € R tal que |y (sT)] = sup; [ym(t)] quando m > 1. Defina

T = inf{s < 57 | y([s,SP) VK = 0, T = supfs = 57 |y (s 5) N K = 0}

para m muito grande. Entdo —oo < T < sJ' < T < 400 e 7, (TT') € K.
Afirmamos que min{s]* — T, T — s'} = +0o0 quando m — +00. Desde que 6™ & a métrica
euclidiana fora de K nos obtemos

i S\ = { —vg™ s Y (s) s m m
75 vm ()] < Vg™ (Ym(s)), Vm(s)|> Vs € (T™,TT).

Em particular
t

o (8)] = [ (T™)] + /

Tm

(- (e, 222 ds
< ()1 + [

Vg™ (ym (s))] ds
m

t

< (T4 [ (o) ds
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é valido para cada t € (T™,T7"), com alguma constante C' > 0 independente de m. Usando a
desigualdade padrao de Gronwall, nés temos

Y ()] <y (T[T e e (T, T,

Em particular [y, (s™)| < [y (T™)][eCC" T2 < dpeCE =T onde di = sup,c i [p|- Tomando
o logaritmo natural, nés temos

s> log Ivm(s*C)l —logdgk

— 400

como desejamos. Um argumento analogo mostra que T — s} — +o0.
Finalmente para s € (T, T7") temos

d

219" (ym(s))] = 0" (i () (V7" g™ (Y (), Yin(5))

=~ Vg™ (ym) (s)|?
e usando (3.6) nos temos
< _(6 - 26m)2|’7m(5)‘2

< —(e—26,)2 < —-C"

onde ¢’ > 0 ¢é independente de m. Foi usado que 7,,(s) ¢ K para todo s € (I"™,T") e 0™ ¢ a
norma euclidiana fora de K. Portanto

9" (ym(T1) = g™ (v (T1)) < =C/(T = T) — —o0
em contradigao com [g" (Y (TF")) — g™ (ym (T™))| < 2sup,, sup,c 9™ (p)| < oo. O

Observagao 3.1.3. Se pode provar versoes andlogas do lema acima para as trajetdrias que se
contam para definir mapas de continuagio e homotopias entre eles, como explicado no Capitulo 2.

Seja (f,0) onde f € X e § é uma métrica Riemanniana em R . Suponha que existe um conjunto
compacto K em RY tal que:

1. Crit f C K,
2. Todas as trajetorias de —V?f conectando pontos criticos de f estdo contidos em K.

Usando o Lema 3.1.2 se pode demonstrar que para qualquer perturbagao (f’,6’) de (f,6) onde f
estd proxima de f/ em X e 0 estd proxima de 6’ em C2, com supp(6—6') compacto, temos a seguinte
propriedade: pontos criticos de f’ e trajetorias anti-gradiente (com respeito a ) conectando-os
estao contidas em um compacto. Com uma tal perurbagao, usando argumentos standard, se pode
obter também a propriedade Morse-Smale. Para cada j considera-se o espago vetorial CM;(f’,§’)
sobre Q livremente gerado pelos pontos criticos de f’ e tem indice de Morse igual a j. O diferencial
(0" 1o espago vetorial graduado CM,(f’,8") é definido contando as trajetorias do campo anti-
gradiente —V? f’ conectando pontos criticos de diferenca de indice um. Este diferencial depende
das escolhas de orientagoes das variedades instaveis. Denotamos os grupos de homologia do par

(f,0) por
HM., (f,60) := HM,(f, 0, K).

A dependéncia da escolha de orientagoes ndo é explicita na notagao.
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3.2 Funcoes Geradoras

Seja ¢ um difeomorfismo simplético definido em R2?". Nés usamos (z,y) para indicar o splitting
Lagrangiano R?" = (R™ x 0) @ (0 x R™) ~ R™ x R” e identificamos R?" ~ C" pelo isomorfismo
(z,y) = x + iy. Se temos

R*" = (R™ x 0) @ dy(p)(0 x R™) (3.7)

onde p € R?" entdo, com (Z,y) = o(z,y) a aplicacdo (z,y) — (Z,7) define um difeomorfismo.
Portanto pode-se usar coordenadas independentes (z,y), e considerar a l-forma fechada n :=
(y —g)dx+ (T —x)dy no espago das coordenadas (x, 7). Portanto existe uma primitiva S = S(z, 7).
Tal fungao S é chamado fungao geradora de .

Para todo (X,Y), (z,v)

olx,y) = (X,)Y) e X —x=VyS5(x,Y) e y—Y =V15(,Y). (3.8)

Existem muitos outros tipos de fungoes geradoras, ver [21], (Cap.9). Neste trabalho, a fungao
geradora refere-se aqueles definidos como acima.

Definigao 3.2.1. Seja v : R?™ — R?™ um simplectomorfismo global tal que ¥(x,y) = (X,Y) onde
X =u(z,y), Y =uv(z,y).

Se diz que 1 é Ct-proximo da identidade, se a primeira derivada de 1) satisfaz

DN | =

ldyp(z) = I <

para todo z € R?".

Proposicao 3.2.2. [Teorema da desigualdade do valor médio]. Seja U C R™ aberto e
conexo. Se f: U CR™ = R" éC>® com ||f'(x)|| < M para todo x € U, entao f é Lipchitziana
com constante M

1f(y) — f(@)] < Mly — x|
para todo x,y € U.

Proposicao 3.2.3. [Teorema de Perturbac¢do da identidade]. Seja ¢ : U C R™ — R™ uma
contragao definida em U aberto de R™. A aplicagao f: U C R™ — R™ dada por f(z) =z + ¢(x)
€ um homeomorfismo de U sobre f(U).

Além disso se U =R™ tem-se f(U) =R™.

Lema 3.2.4. Se ¢ é um simplectomorfismo C'-prézima da identidade, entdo existe uma funcdo
C>®, S = S(z,y) em R?" tal que (x,y) = (X,Y) se, e somente se,

0
X—z= a—YS(x,Y)

0
-Y =—85(=Y).
y al‘ (x’ )
Demonstragao. Consideremos ¢ (z,y) = (X,Y) como acima e seja
w: R* — R
(z,y) = (z,v(z,y))

Afirmagao: w tem uma inversa global. De fato
@(x,y) = ¢(z,y) + Ld(z,y)
onde 30(1', y) = (0, ”U(SU, y) - y)
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Primeiro: @ ¢ C'-préximo da identidade. Pela hipétese, tem-se ||di(z) — I|| < 3 para todo
z € R?", isto é a matrix

Lu(z) -1 a%u(z)
dip(z) — I =
a%v(z) 8%v(z) -1
tem morma menor que %. Por outro lado
0 0

é claro que ||dw(z) — I|| < ||dv(z) —1]|, logo

ldeo(z) 1| <

N =

para todo z € R?™. Portanto w é C'-proximo da identidade.
Segundo: ¢ é Lipchitziana (Contragao)
De fato, derivando ¢(z,y) = (0,v(x,y) — y) tem-se

0 0

do(z,y) =
pley) Doz, y) Lolz,y) -1
9z Y By ' Y)

logo ||de(z, )| < ||dv(z,y) =TI < %, pelo Teorema da desigualdade do valor médio, tem-se

loz) — e(z0)l < 5= = =l

para todo z, zy € R?".
Pelo Teorema de perturbacao da identidade, tem-se

w(z,y) = (v, y) + Id(z,y)

para todo (z,y) € R?" com ¢ uma %—contra(;éo em R?"”, entdo w é um homeomorfismo, mas como

w(z,y) = (z,v(x,y)) é C®, tem-se que w é um difeomorfismo em todo R".
Por outro lado como w tem inversa global, existem aplicagoes C™

R?" — R*"
(,Y) = g(z,Y)
tal que y = g(z,Y) = g(z,v(z,y)) e também
R*" — R*"
(,Y) = f(z,Y)

tal que X = f(z,Y) = u(z, g(z,Y)).
Pois a inversa de w é definida como

De fato w o w (z,Y) = w(x,g(z,Y)) = (z,v(z,g9(x,Y))) = (z,v(x,y)) = (x,Y) e também
@ tow(z,y) =w H(z,v(z,y) = (z,9(z,v(z,9))) = (z,9).
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Desde que ¥ é um simplectomorfismo a 1-forma
ydx + XdY = gdz + fdY

é fechada, pois tomando a derivada exterior a esta 1-forma tem-se dy A dz 4+ dX A dY = 0 desde
que Y*(dX ANdY) =dX NdY = dx A dy.
Por tanto existe uma fungao, (pelo fato que Hj,(R**) = 0) W : R*" — R tal que

X =f(z,Y)= %W(x,Y)

0
y=g(zY)= %W(x,Y).

Logo a fungao
S(Ia Y) = W(‘T7Y) - <SC, Y>7

satisfaz 5 5

0 0

Seja agora N > 1, tal que

denotemos

para todo j € {1,2,...,N}. Logo

¢=vYnNoYn_10..0;

entao quando IV é grande o suficiente temos que ¢; ¢ C L_préximo da identidade. Portanto para cada
j existe uma fungao C*>, S; : R*™ — R a qual gera os simplectomorfismos ¥; (2, y;) = (Tj11,Yj+1)
via as equagoes diferenciais Hamiltonianas

0
Si—1(wi—1,vs) Yi — Yit1 = %Si(zivyi-‘rl)' (3.9)

?

T — Tj—1 =

Ay

3.3 Acao Simplética Discreta

Temos que as solugoes de (3.9) pueden ser descritas como um problema variacional. Denotemos
por P = (R*)N o conjunto de caminhos discretos & = (21, 22, ..., 2x) onde z; = (x;,y;) € R*"™.
Fixando um k € N definamos, Agao Simplética Discreta

AH,k,N : Pk — R

pela formula
kN

A go,n (2155 26N) = Z [(is yivr — yi) + Si(@i, Yit1)]
i=1

para (21, ..., zkn) € R N onde estamos considerando (i mod kN).
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Uma Zg-simetria de Ay, v ¢ gerada pela aplicacao (right)-shift
T R2nkN N R2nk:N

(Zla ) ZkN) = (Z(kfl)N+1a vy REN 3y Z1y +eey Z(k*l)N)

com (z1, ..., zgn) um caminho discreto.
Logo isso define um grupo de aplicacdes Zy = {Id, 7, 7%,...,7*71} onde

i =r1or..01
J —vezes
e 7% = Id. E claro que Z; age em R*"*N do seguinte fato
Zy x RZWEN _y RN
(7,6) = 7(E)

Lema 3.3.1. Um ponto & = (21, ..., 2kN) = (T1,Y1, -, Tkn, Yn) € PF € critico para Ay n . se, e
somente se, £ satisfaz as equagoes diferenciaveis Hamiltonianas

0
Yi — Yitl = %Si(xivyi-&-l)

3

Ty — Ti_1 = Si—1(xim1,¥:)-

i
para todo i = {1,2,....kN} com (i mod kN ).

Demonstragao.

Ag nik(&) = (x1,y2 —y1) + S1(x1,92) + (w2, y3 — y2) + S2(x2,93)

Hwim1,yi — Yie1) + Sic1(wim1, ¥s) + (%o, yiyr — vi) + Si(i, Yiv1)

H@N—1, YN — YeN—1) + Sen—1(TeN—1,YrN) + (Ten, Y1 — YkN) + Sen (Ten, Y1)-

Derivando com respeito das variables x; e y; tem-se

0 0
TmAH’N’k(g) =Y — Y1+ 8733151@1792)
iA @ =zn—= —&-iS (x )
3y1 H,N,k N 1 31/1 EN\TEN, Y1

0 0
aTCiAH,N,k(ﬁ) =Yit1 — Yi + Tmsi(ﬂ%ywl)
0

0
@AH,N,k(f) =Ti_1 —T; + @Sifl(xifla Vi)
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7]

833/“\/
0

OYrN

0
A ni(§) =y1 —yen + 3 Sen (TN, Y1)
TN

0
Apg ni(§) =xpn—1 — 2N + 5 SeN—1(TeN—-1,YrN)-
YN

Logo se £ ¢ um ponto critico de Ay 1, tem-se que todas as equagdes acima sao zero, é dizer

%AH,N,k(g) =Yiy1 — Yi + %Si(fiayH»l) =0
¢ 9 )
Dvin Apnp(§) =z —xip + %Si(xh Yir1) = 0.
para todo i € {1,2,...,kN}. O

Lema 3.3.2. O ponto & = (21, 22, ..., 2zkN) € um ponto critico de A Ny Pk SR se, e somente
i
se, 21 € um ponto fizo de ¢F = (o4)F e V;j(z;) = zj+1 = ¢ (21) para todo j = {1,2,3,....,kN}.

Demonstracio. Como £ é um ponto critico de Ay n ; pelo Lema 3.3.1 satisfaz as seguintes equagoes

Yi — Yj+1 = 3751‘(333‘,%‘“); Tjt1—T; Si(xj,yj+1) (3.10)

j Oy
para todo j € {1,2,...,kN} com (j mod kN). Logo pelo Lema 3.2.4 tem-se que (3.10) é equivalente
a;(zj,y;) = (Tj+1,Y541), pelo fato que ¢; é C'-proxima da identidade.

1\ —1

Logo como 9; = @§ o (gp?) para todo j = {1,2,...,kN}. Fazendo j = 1 tem-se
5 01 1
i(z1) = ey o (Pn)™ = e (1)

de onde obtemos

Para j = 2 tem-se

de onde obtemos

seguindo do mesmo jeito tem-se

para todo j € {1,2,...,kN}.
Finalmente z; é ponto fixo de ¢*, de fato

#(z1) = YN oYn_10...091(21)
como ¥(z;) = zj41 tem-se
#(z1) = YN o¥n—1(2n-1) = UNn(2N) = 2N41, (3.11)

por otro lado, repare que os %; sao N-peridédicas pois

14N

YNt =g ol

2lz

1 1
)Tt =N oppol(ey) Tt =0k =

considere s € Z com s € [2, N], entéo

stN Nts—1y —1 s 1 s—1 1 -1 s s=1y —1
UN+ts =g © (SDHN ) =¢H oPH° (90HN OSDH) =¢g o (SDHN ) =¥
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Agora compondo (3.11) com oy 0 Phan—10...0 N1 = PN 0 PN_1 ©...0 %1 = ¢, temos

o que nos diz

oy 0 ...0PN41 0 P(21) = pod(21) = zan+1,

¢2

continuando do mesmo jeito temos

0 que mostra o Lema.

(21) = zan+1

" (21) = po...0d(21) = zpn41 = 21,

O

Lema 3.3.3. £ = (21, 22, ..., 2xn) € um ponto critico nao-degenerado de Ap n i se, e somente se,
21 € ndo-degenerado como ponto fizo de ¢F = (Lp}{)k.

Demonstracdo. Primeiro vamos calcular a matriz Hessiana de Ay y 1, para simplificar s6 vamos a
escrever as i, ¢ + 1 linhas e colunas

*
2

o)
w0y, M HN K

82
597 AH Nk

2

Por 0y PHN K

52
0yYi+10y;
*

Ag Nk

*

-1

* *
82
* aT%zAH,N,k
32
* 3,07 AHN
2
d*Ag ni(§) = ,
* 8zi+1c’?zi AH’NJC
_ 2
* 0yit10x; AH’N’k
* *
* *
82
* 702 8i(Ti, Yiy1)
K3
_ ey
B * 1 ay? S -1
* 0
82
* 14+ msi($i7yi+1)
* *

E claro que a Hessiana de Ay n em & é um operador simetrico, logo se
Ny men) € (RZY)F tem-se

aVkN) = (Clanla

d*Ag nx(€)

de onde obtemos as seguintes equagoes

62

@Si(m,ywl)@ — N+ Nit1 +

(961'71»%‘)
0
0

*

Gi
i
Git1
Ni+1
*

82

2
—Gi + anySiq(wifhyi)m =1

%

38

92
5
0z,

02;0yit1

* >k *
9? 9?
axi61i+1 AH’N’k E)zii)yi+1 AHJV!’C *
9 _ 9
yi0my N ooy A NE K
9? 9?
R k
522, BHN Trop T AHLN
o 5?2
oy om T ANk By7 PAH Nk *
* >k *
*k *
82
0 1+ Wsi(xiayi+l)
0 0
Siv1(Tiv1, Yira) -1

2
%m&(!ﬂu Yit1)
*

-1

*

avaliamos um vetor

’

Si(@i, Yit1)Nit1 = G
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0? )
922 Sit1(Tig1, Yit2)Cir1 — Nit1 = G
z+1
32 62 ,
it 5Ty i+1 + Ti, Yi ikl = M1
‘ OYit10z; (s, gi1)Gi = Gt az, SiTis Yir1) i1 = Niga

Agora v esta no kernel da Hessiana se, e somente se, d? Apg nk(§)v =0, de onde obtemos

o2 92
Ni = Nit1 = %ﬁsi(xiayﬂrl)g + ﬁyiﬂsi(fiayi+l)77i+l
(3.12)
2
Giv1— G = WS'(xivyiJrl)Ci + ﬁalsi(xi,yiﬂ)mﬂ

logo pelo Lema 3.2.4 temos que (3.12) é equivalente a di);(z;)v; = v;41 com dip Cl-proxima da
identidade e S + aya+1 S; 6 C>.
Logo fazendo 1 = kN tem-se

dkn (26N )VEN = VEN+1 = V1 (3.13)
mas como
(0h)" = YN 0 VkN—-10 .. OY(k_1)N41© ... OYN OPN_1 0 ... 011

derivando tem-se
d(‘)o}{)];l = (dwkN)ZkN '(dwkN—l)Zkal ~-~(d¢1)m

avalidando en v; nés temos
()%, (1) = (YN ) zn (VEN)
e por (3.13) tem-se
A (z)m =1

o que nos diz que o kernel de d?A g y ¢ isomorfo a o kernel de I — doF(z1) O

3.4 Configuragao geométrica

Agora vamos mostrar que o funcional de acao discreto satisfaz as condigdes indicadas na segao 3.1
No6s denotamos por

wp = Zd&?] A dy;

j=1

a forma simplética padrdo em R?" equipado com coordenadas

(xlw--a'rnvyla"'?yn) € Rzn'

Consideramos uma forma quadratica
" ai(z? + y?
h:R™ SR h(z) = —Zj(ffyj) (3.14)

onde os aq,...,a, > 0 sdo racionalmente independentes, e incomensuravel com 7, e uma Hamilto-
niana suave tempo-dependente

H; :R*™ - R, Hy1(2) = Hy(2)
para o qual existe hy < 0 tal que

Hy(z) =h(z)  Vze{h<ho},VteR (3.15)
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Seja ¢!, a isotopia gerada por H; de acordo com

d .
9 = X, © ¢l oy = id.

Onde Xy, é o campo vetorial Hamiltoniano definido por dH; = wo(Xg,, ), com N € N bastante
grande e seja S; : R?® — R uma funcio geradora para o difeomorfismo simplético

P = @ZN o (ap%ﬁl)/N)_l i€Z. (3.16)

Isso significa que
X —z= VgSl(a:,Y)

3.17
y*Y:VpS',(I,Y) ( )

onde nés escrevemos R?" = R” x R” de acordo com sua habitual splitting Lagrangiano. Nos
normalizamos isso exigindo que S; seja zero no origem. Talvez depois de fazer N maior podemos
também assumir

sup ||D?S;(2)|| <

zER2n

Vi. (3.18)

|~

Aqui ||M|| denota a norma do operador tomada em relagdo as normas euclidianas. Segue-se que
1; € Lipschitz
3
[i(2) — ()] < §|z — 2| Vz, 2 € R?™. (3.19)
Finalmente, note que as seqiiéncias v; e S; sao N-peridédicas em i. Isso é assim porque np?}'l =
ot o @}, para todo t € R.

3.5 Estimativas gradientes

O funcional de agao discreto associado ao k-esimo iteragdo de ¢k, é

AH,k,N : RQHkN — R

BN (3.20)
Agpn(z1,...,258) = in(yi—i-l — i) + Si(xi, Yitr1)

=1

onde i € Z/kNZ e cada z; = (x;,y;) € R*™. E bem conhecido que os pontos criticos de Ag N
estao em correspondéncia 1-1 com as k-6rbitas periodicas de p%;. Considere a familia a 1-parametro
de funcgoes diferenciaveis

AT RZFNHD LR AT =A+ A (se]0,1]) (3.21)
definido como segue. Escreva R2"F(N+2) — (R27)EN » (R27)2k com variaveis

p= (Zlv <3 kN, (5%,411)7 (5%3C12)’ ceey (&17(]&)3 (5]%7(13))

Seja
N-1
A(p) = Z T-1)N+5 (YA-1)N+j+1 — YA—-1)N+5) (3.22)
pu i + SN+ (TO—1) N5 YO—1) N+j+1)
e
A (p) = i — 60 - GG - QG + o Wav — vaw) (329)
° S\ 4 Sn(ean, yan+1 — sy — 5CR)
Note que
k
Ay =Appn — Z GG+ EE- (3.24)
A=1

Nosso primeiro objetivo é provar a seguinte Proposicgao.
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R2E(N+2) 441 que

Proposigao 3.5.1. Existem ¢ > 0 e um conjunto compacto K C
IVAF(p)| > clpl  Vp e R**FIVHFINK, s e [0,1].

Aqui VAT denota o gradiente euclidiano de AT. A partir de agora estamos preocupados com
a prova da Proposi¢ao 3.5.1. O primeiro passo é calcular algumas derivadas parciais de A. Nas
formulas abaixo os indices de z; = (z;,y;), ¥; e S; sdo tomadas modulo kN.

Vo AT = yiv1 —yi + V1Si (@i, yis1)

) . _ (3.25)
i=(A=—1)N+j, 1<A<k 1<j<N
Varn AT = anvs1 — yanv + ViSan (@an, yan+1 — sy — sC3) (3.26)
1<A<k )
VAl =21 — 2 + VaSi1(zim1,y:) (3.27)
i=(A=—1)N+j, 1<A<k 1<j<N '
Vi AT = 2xnv — 2an 11 + VaSan (@an, yant1 — sQi — sC3) (3.28)
1< <k ’
Em seguida, apresentamos as fungoes
Ai(p) = ¥i(zi) — zim (3.29)
onde z;, z;41 sao as coordenadas correspondentes de p € R2nk(N +2), i é tomado modulo kN.
Lema 3.5.2. Para todo p € R?"(N+2) i c {1,... kN} es € [0,1] nds temos uma estimativa
|Ai(p)| < 4VAT (p)]- (3.30)

Demonstracio. Considere as variaveis (X;,Y;) = t;(2;) como fungdes de p € R?"F(N+2) Fstas
dependem apenas das z; componentes. Em vista de (3.17) nos temos a identidade

A= (X; =211, Y — Yiy1) = (@i — Tip1 + VaSi (24, Y5), i — yi1 — ViSi(z, Vi), (3.31)
Segue-se de (3.31), (3.25) e (3.27) que se i = (A—1)N + 4, 1 < j < N entéo

Aj = (z; — vip1 + VaSi(®i, Yiv1), ¥i — Yir1 — ViSi(i, Yit1))
+ (VaSi(xi,Y:) — VaSi(xi, yiv1), ViSi(xi, Yit1) — ViSi(4,Y;))

= (V Ajv 7v$zAj) + (Eiv E;)

Yi+1

onde € = VQSi(mi, }/;)_VQSl(,T“ yi+1) e 6; == Vls’i(mi, yiH)—VlSi(:ri, Y;)) A partir de (3.31), (326)
e (3.27) temos que o primeiro componente de Ay é

TN — Tan+1 + VaSan (@an, yan+1 — G — sC3)

+ VaSin (@an, Yan) — VaSan (@an, yan+1 — sC) — sC3)

= Vy/\N+1A:_ + exn
onde exny = VaSan(zan, Yan) — VaSan(@an, yan+1 — sC4 — s¢3). Da mesma maneira, segue-
se (3.31), (3.25) e (3.28) que o segundo componente de Ayy é

YAN — UaN+1 — VISan (Tan, Yan+1 — 5y — 5C3)

— V1iSan (@an, Yan) + ViSan (an, yan+1 — 5G4 — sC3)

/
= VZI?ANA:_ + EAN
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onde €\ 5 = V1Sin(Tan, Yan+1 — 5S¢4 — 8C3) — ViSan(zan, Yan). Resumindo, nos escrevemos
para cada i
A; = (Vy, AT =V, AT) + (65, €) (3.32)

Yit+1 )
onde 1
()l < glad  igNZ,
. (3.33)
[(ean, €An)| < §|AAN +5(0, + ¢2).

A desigualdade (3.18) foi fortemente usado. Agora nos usamos (3.32) e (3.33) para ter A; em
termos de |[VA|. Quando i ¢ NZ nos obtemos de

1
1Al <1(Vy,yap = Ve b+ (e )l 1V, a0 =V A+ 1A

que
|A;| < 2|VAT], Vi ¢ NZ.

Para analisar o caso ¢ = AN primeiro note que VgiAj = —Ci — s(?\ e que VgiAj‘ = —gi.
Dessas identidades nés temos

IA+GI=]- Vg;A;r -1~ S)VgiAﬂ < |V§;Aj| + |V5§Ai|
< V2|(Va Al Ve AT)| < V2IVAS.
Usando esta desigualdade com (3.32)-(3.33) podemos estimar
[AoN] < |(Vyanyn A —VmNAjN + l(exn, €xn )|
< (Va1 AT =V n A+ 3180w+ 5164+

1
‘A)\N| + 2|VA+‘

I /\

de onde obtemos |A)y| < 4]VAT|. Combinando as estimativas obtidas acima, vemos que (3.30)
esta provado. O

N+2)

Considere para cada ponto p € R27( as semi-normas

EN 1/2 k 1/2
Ipll = <Z|xi|2 + |yi|2> Ipll2 = (Z P + |C§|2> lIplls = <Z X1 + €3] )

i=1 A=1

1/2

€ a norma
1Pl = max{]|pl1, [Ipll2, [lplls}- (3.34)

Prova de Proposi¢ao 3.5.1. Noés precisaremos das identidades

VGA? = —f,l\ — sVaSn (TN, Yan+1 — SC& - SCE)

VciAj = —5,2\ — 85,1\ — sVaSN(ZAN, YaN+1 — SCi - Sgi) (3.35)
Ve A = = — s '
V£2 = _<)\

para as derivadas parciais de A com respeito a &},£%, ¢}, (3. Usando (3.35) nos conseguimos

&= —Va Al —sVaSn(aan, yani1 — s(G + (X))
&= _VCQA + sV<1A+ (s* = 5)VaSn(zan, yan+1 — s(C) + (X))
1= —VaAl +sVaAl

(3.36)
8
(R =-VeaAl.
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Pelo teorema do ponto fixo de Brouwer, cada ; tem um ponto fixo no conjunto compacto
{h > ho}, i.e. tudo S; tem um ponto critico em comum na bola Bg(0) em R?" onde R > 0
depende apenas de H; e N. Usando (3.18) nés temos uma estimativa [V2S;(w)| < 2(R+ |w|) para
todos w € R?". Combinando isso com (3.36) nos obtemos

1 1
] < VAL + 5 (B + [(@an, yani1) = 5(0, G+ QD) < VAT + S (R + [Iplh + [Ipll2)

1 1
X1 < 2AVAT [+ S (R+ |(@an, van 1) = 50, G+ Q) < 2/VAL |+ S (R + Iplls + [Ipl2)

e |3 <2|VAT|, 3| < |VAT]|. Segue-se imediatamente que

k
Ipllz < Y 1G]+ [GR] < 3KIVAT ()] (3.37)
A=1
k
Iplls < D 1Ex] + 1631 < 3k[VAT (9)] + k(o] + [Ipll2 + R) (3.38)
A=1

Estas estimativas sao validas em geral e podem ser reescritas como
Ipllz < CIVAT ()] [Iplls < C(IVAT ()| + lIpll1 + [Ipll2 + 1) (3.39)

onde a constante C' > 0 depende apenas de H;, N e k. Agora, noés argumentamos indiretamente,
assumindo que existem seqiiéncias py € RQ”k(N‘*‘Z), d¢ >0 e sp €[0,1] tais que

5@ —0 |pz| — 00 |VA;FZ (pz)| § 5@‘pg|. (340)
Usando isso junto com (3.39) Nos temos

[pell2 + lIpells < 2C0¢e|pe| + C(llpelln + [Ipell2 + 1)
< 2C6|pe| + C([Ipelly + 1) + C?6¢[pe]
< Coe(2 + C)|pe| + C([lpellr + 1)
= C00(2+ C)(llpellr + lIpell2 + llpells) + C(llpells + 1)

(3.41)

e consequentemente

CA 462+ C)lpelr +C
1—-C6(2+C) '

Existe ¢y tal que C6p(2+C) < 1/2 e §;(2+4 C) <1 quando ¢ > ¢;. Conseqiientemente

lpell2 + [[pells <

€=ty = [[pell2 + [[pells < 4C||pell1 + 2C. (3.42)

Segue-se de (3.42) junto com |ps|] — +oo que [|pe|]l1 — +oo. Em particular, max; |z;| — +oo
quando ¢ — +4o00. Para os seguintes argumentos nao ha perda de generalidade para assumir se
quiser ir para subseqiiéncias que |z;| = max; |z;| ao longo da sequéncia py, em particular |z;| — +oo
quando ¢ — oo. Usando o Lema 3.5.2 e (3.42) nos estimamos

|A;] < 4|VAT (pe)| < 46¢|pe| < 460(|lpelly + Ipell2 + llpells)
< 40,((4C + 1)]|pellr +2C)

< 4(40 + 1)dev kN|Zl| + 8Cdy
< 5|

(3.43)

onde a constante C’ > 0 é independente de ¢. Considere vetores u; = ¥y 0 -+ 0 P;(z;) — 21.
Observe que uxny = Agny € que

lug| < 2PN A 4 [uipr] Vi=1,... kN —1. (3.44)
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Para ver isso, adicione e subtraia 1gx © -+ 0 ¥;11(2;41) de u; e vamos usar (3.19) para obter

[ui| < YN o 0i(2) —Ypn 0 0 Vi1 (Zig1)] + |Uig1]

3 kN —i ‘
<(3) 1A+ el <2V AL+ sl

Podemos finalmente estimar usando (3.43) e (3.44)

o (z1) — 21| = [ua| < 2PV THAL + fug] < 2PV A 4+ 28V 2 Ay | + Jug]

kN—1
Z 2PN A+ [ugen ]

i=1

kN
— Z 2kN_i|Ai|
1=1

kN
< <Z 2kN_1'> C"6lz1| = C"521

i=1

IN

k

onde C” > 0 ¢é independente de ¢. Quando |z;1| é grande o suficiente % (z1) = M*z; para uma

matriz simplética M = ¢;. Em outras palavras,

Z1

<C"8p — 0.
|21

1)

Segue que 1 é autovalor de M*, o que é uma contradicio ao fato de que M nio tem raiz da unidade
como autovalor. A prova esta completa. O

E claro que o funcional de acdo discreto Ap N satisfaz as condigoes da Proposicao 3.5.1,
apenas considere s = 0. Também o funcional de acdo discreto Ap ; n pertence ao espago de
Banach (X, || - ||x), apenas veja ( 3.25), ( 3.26), ( 3.27) e ( 3.28). Entéo o par (Ag k. n,0o) satisfaz
as condi¢oes do Lema 3.1.2, isto é dada uma pertubagao (f’,0') de (Ap x n,00) onde Ay, n esta
proxima de f/ em X e 6y estd proxima de @’ em C? com supp(fy — 6’) compacto, tem a seguinte
propiedade: pontos criticos de f’ e trajetorias anti-gradientes (com respeito a 6') conectando-os
estdo contidas en um compacto. Com mais uma perturbagdo, usando argumentos standard, se
pode obter também que o par (f’,6") seja Morse-Smale.

Logo para cada j considera-se o espago vetorial CM;(f’,0") sobre Q livremente gerado pelos
pontos criticos de f’ e tem indice de Morse igual a j. O diferencial O/ ) no espaco vetorial gra-
duado CM,(f’, ) é definido contando as trajetorias do campo anti-gradiente —V? f’ conectando
pontos criticos de diferenga de indice um. FEste diferencial depende das escolhas de orientagoes
das variedades instaveis. Denotamos os grupos de homologia por HM, (f,6"). A dependéncia da
escolha de orientagbes nao é explicita na notagao.
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Capitulo

Homologia de Morse do par (Ag 1 n,6p)

Neste capitulo vamos calcular a homologia de Morse do par (A i ~,0p) com N bastante grande, e
independente da familia de Hamiltonianas H; tempo dependentes definidas na variedade simplética
(RQn, UJO).

4.1 Estimativas de continuacao

Lema 4.1.1. Seja {gs}ser uma Ct-familia de fungées em X; o que significa que o caminho
s € R g, € X € de classe C'. Entdo para cada s a funcio §s(p) = %gf(p)hzs estd bem
definida, pertence a X e coincide com o vetor de velocidade do caminho s — g5 em X.

Demonstra¢ao. Considere o caminho
a:R—=X

s — as) =gs

onde « é Frechet diferenciével isto é, para todo s € R existe um operador linear continuo A : R — X,
tal que
a(s+ h) =a(s) + A(h) + R(s, h)

para h pequeno e limy_.o “R(lfL’lh)H = 0, n6s denotamos a derivada por ¢;. Por outro lado, temos

a(s +h)(p) = a(s)(p) + A(h)(p) + R(s,h)(p) para todo p € RY

mas isso pode ser visto como uma funcgao real de variavel real

gs+h(P) —gs(p)  A(h)(p) _ R(s,h)(p)

h h h

tomando a norma euclidiana

gs+h(p) — gs(p) _ A(h)(p)‘ _ ‘R(s,h)(p)‘ < ||R(S,h)
A

H
; ! Il

tomando limite
R(s,h)(p)
h

lim
h—0

gs+h(P) — 9s(p)
200 a1y -

-

onde limy, o :2@)=0:@) _

% 9-(p)|r=s, e pela unicidade da derivada de Frechet, obtemos

d

A1)(p) = gs(p) = ng(p”'r:y

E claro que §, € X pela defini¢io de Frechet diferenciavel e g, = &(s). O
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Lema 4.1.2. Para cada s temos AT € X. Além disso, o caminho s € [0,1] — AT € X € de classe
Ccl.

Demonstragio. De fato sabemos que AF = A’ + A” : R?"*(N+2) 4 R & de classe C? para todo
s € R e D?AT s6 depende da derivada do gradiente euclidiano VS; o qual nés assumimos que

sup | DQSi(z)H <

1
= Vi
epin 2

portanto, temos que Aj e X.
Além disso, o caminho s € [0,1] — A € X & de classe C'. De fato, considere
a:[0,1] - X = C3(R¥*FWN+2) R 51— AT,
entao « é Frechet diferenciavel, porque
a(s+h) —a(s) — ATh = R(s, h) (4.1)
para todo s € (0,1) e h pequeno, tal que s + h € (0,1). Entao nés temos
as + h)(p) — a(s)(p) — At (p)h = R(s,h)(p) para todo p € R2Z*(N+2),

Por outro lado temos

k
Al ) =A+> -804 -83 - (s+n8G
A=1

+2AN (UN+1 — W) + SN (TN, Yant1 — (8 + R — (s +1)ER)
k
Af(p) = A+ -84 - 88 -84
A=1
+CEAN(y>\N+1 - y,\N) + SN(x)\Na YAN+1 — SC}\ - 5(;)

k
Af(p)(h) = =h&l G = h(G + ) VaSn (wan, yan+1 — Gy — sC3)
A=1

substituindo essas igualdades em (4.1) temos

Zk: Sn(@An, Yan+1 — (s + h)C — (s + h)EF) — Sn(@an, yan+1 — 5C — 5C3)
=1 h
- R(s, h)(p)
36+ QT aSwloane - 56t - 56| = [
=1
tomando limite (b — 0)
. i Sn(@an, yan+1 — (s +h)G — (s + Rh)CF) — Sn(zan, Yan+1 — sCy — sC3)
m Z
h—0 h
P
k
.| R(s,h "
+ ) (G + Q)VaSn (@, w1 — 56 — s¢3)| = Jim, (h)(p)’ =0, vpeRMHNF
=1
porque
lim SN(@an yan+1 — (s + )G — (s + h)(F) — Sn(@an, yan+1 — sCi — sC3)
h—0 h
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d
= ESN(«TANa Yan+1 — 76 — T lr=s= — (G + ) VaSn (2an, yan+1 — sG — $CR),

e
R(s, h
o IR
h—0 |h|
Isso prova que « é Frechet diferenciavel em (0, 1). Finalmente podemos definir a derivada lateral
AF — A
lim —A— "0 — AF |
h—0— 0F
o qual garante a existéncia de A+, da mesma forma para A+. O

Proposigao 4.1.3. Vamos denotar por A+ a fungio p — % A*( ). Eziste ¢ > 0 e um conjunto
compacto K C R2"(N+2) ¢4l que

Af(p)| <clpf?  Vpe RN\ K vseo,1].

Demonstragao. No6s sabemos que AT = A’ + A’ entao, tomando derivada em relagao a s, temos
k
Z —&6G — (4 + Q) VaSn(zan, yan+1 — sC — sCF)

onde p = (21, s 2+ (€1, C1), (62, C2)s s (€5, G, (62.C)) € (RZ)EN x (R27)%. Tomando norma

k

AL ()] <D IEGEI+ 16 + GlIVaSy (@an, yan 1 — Gy — 5G3)), (4.2)
A=1

Pelo teorema do ponto fixo de Brouwer, cada ; tem um ponto fixo ¢ no conjunto compacto
{h > ho} tal que Va2Sn(q) =0 e |¢q| < R. Por outro lado, temos

([(@ans yanv+1)] + 10,6 + )| + lal)

N | =

V2SN (AN, yan+1 — sCy — sG3)| <

usando isso em (4.2) nos temos

AT (p) |<Z|§A||CA|+ (|C,\|+|C,\D(R+|£U,\N|+|ZJAN+1|+|C,\\+|CA|)
A=1

do fato que |ul[v] < %(|u|? + |v|?) para todo u,v € RZ"F(N+2) temos

2

k
1 1 1 R
AY (p) Z_: ?+ 1631 + <1+2+ >(C |2 +|C§|2)+§|$AN\2+§|Z/AN+1|2+7

k

L, 1 1\ 5 1 5 1 ) 3 1\, .. R?
E:* 94> - - 242 (43
2 2f,\| +( +4) & +2|$AN‘ +2|y)\N+1| + 2+4 IC ™ + 3 (4.3)

Nos sabemos que [[plloc = max{[[pll1. [plz, p]ls}, entao

Z e

b 1 3 1
Z (2+ 4) G + (2 + 4> 17

A=1

\pllg

1
(2+7) o3

1\3\»—\

IN
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(Jzan|® + lyan+1?) < w3

DO | =

>

k
A=1

usando isso em (4.3) noés temos

. 1 1 1 R?
AT < ZIpll? 24 = 24 Zpl? + =
AT (p)] < 2||p||3+( +4) Ipll3 + 5Pl + 5
< 1H 12, + 24 1 Ipll2 +1|| 12 +R2
< 5lplis 1 ) IPlse + Slipllce + 5

1 , R?
—(3+3) w2+

entdo existe um conjunto compacto K C R?"(N+2) ta] que se p € RZFINV+2\ K tem-se R < ||p||oo-
Finalmente

IAF(p)] < 4)p|2%.
0

Seja 0 < n < 1/2 arbitrario, e uma funcao diferenciavel 8 : R — [0,1] tal que S(s) = 0 se
s<—1/n, B(s) =1ses>1/n,e0<p(s) <n para cada s. Se definirmos

— At
Js = g

entdo fs = A quando s < —(1/n), fs = A] quando s > 1/ne
fs(p) = ﬁ/(S)A;(S)(p)

para cada p € RZ""(N+2) ¢ todo s € R, onde o ponto indica a derivada em relacio ao parametro.
Proposicoes 3.5.1 e 4.1.3 garantem a existéncia de un subconjunto compacto K C R2k(N+2) ¢
de uma constante ¢ > 0 tal que

IVfs@)| > clpl, |fs(p)| <melpl> Vp g K, Vs €R. (4.4)

Nao hé, perda de generalidade para assumir que K contém todos os pontos da bola unitaria
euclidiana de R2"*(N+2)  Nos procedemos sob esta suposicao. Isso nos permite obter a estimativa
adicional |p| > 1 para cada p ¢ K. Em particular int(K) contém Crit(fs), para cada s € R.

Lema 4.1.4. Se a C'-aplicacdo s € R+ g, € X satisfaz
sup (llg. = follx + 119 = fullx ) <
seR

entao
Vgs()| > (c=20)[pl  13s(p)| < (e + 38)|p[*
para cada s € R e parap ¢ K.

Demonstragcao. No6s temos
||gs - szE = |gs(0) - fS(0)| + |v.gs(0) - vfs(0)| + sSup HDz(gS - fs)(p)H < 57
p

em particular
sup | D*(gs — f)(p)]| < 6.
P

Pelo teorema da desigualdade do valor médio, temos

[V(gs = f)(p) — V(gs = f5)(0)] < dlp]
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entao
IV(gs = fs) () < dlpl + [V(gs — £5)(0)| < dlp[ + 6. (4.5)
Por outro lado
IV fs(p)] = [V (gs — f5)(P)] < [Vgs(p)|
usando (4.5) noés temos
IV fs(p)| = dlpl = 6 < [Vgs(p)l;
considerando p ¢ K e usando (4.4), Nos temos

clpl = dlp| — 6 < [Vgs(p)]

Usando o fato de que K contém todos os pontos da bola unitaria euclidiana, se tem

clp| = olp| — olp| < [Vgs(p)|-

Finalmente

(c—20)|p| < [Vygs(p)l-

Da mesma maneira, temos
1gs = fslle = 1(gs = f)O0)] + V(g5 — f5)(0)] + Sup ID?(gs — fo) ()| < 6

em particular, .
sup | D*(gs — fs) ()|l <6
P

pelo teorema da desigualdade do valor médio, temos

|v(gs - fs)(p) - v(gs - fs)(0)| S (5|p|
entao . )
IV(gs = fs)0)| < dlpl + Vs = f5)(0)] < dlp| + 6. (4.6)
Considerando p ¢ K nos temos )
V(g5 = f5)(p)] < 26]pl. (4.7)

ff)(p)

Por outro lado, consideramos uma funcao p, : RZ*#V+2)\ {(0,..,0)} = R, p — (gsjp entdo

V(g — fPIPl = (9 — )P
Ip|?

_ v(gs - fs)(p)

vf)s (p) =

Vps(p) + (gs - fs)(p) b

[T
usando(4.7) temos
Vo) + 3~ F) 1| <25 g i

Usando o produto interno em R2%*(N+2) temos

<Vps<p> 0= £)0) B Vo) + G - fs><p>|pp3> < (20)?

ﬁ(Vps(p)ms(p)p) Ll SZ()%)IQ < (20)?

Sem perda de generalidade, podemos supor que (Vps(p), ps(p)p) > 0 entao

|(gs - fs)(p)|
pl?

& [Vps(p))® +

< 26.
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Finalmente )
|9s(p)| < 20p|* + | fs(p)]

usando (4.4) nos temos
|95 (P)] < (26 +ne)|pf.

O principal fato com relagao a compacidade diz o seguinte

Proposigao 4.1.5. Ezxistem constantes L,d > 0 com o sequinte significado. Suponha que o cami-
nho s € R+ gy € X € de classe C' e satisfaz

Sug(ngs_szX'f'Hgs_szX>§57 gs =0 se |S|>>1
se

Suponha que {0s}ser € uma familia diferencidvel de métricas Riemannianas diferencidveis em
R2"*(N+2) tal que 65 — (-,-) tem suporte em K e 8, é zero quando |s| > 1. Entdo

sup [v(s)| < L
seR

para cada solugio v : R — R (N+2) de 5(s) 4+ V9 g ((s)) = 0 satisfazendo

lim 7(s) = p—oo € Crit(g-o0), lim 7(s) = pyoo € Crit(g4o0)-

S——00 s——+oo
Na declaragao acima g+oo = limg_ 440 gs, € Vo= gs € o Bs-gradiente de g.

Prova da Proposi¢ao 4.1.5. Nos argumentamos por contradi¢ao. Se a afirmacao é falsa, entao en-
contramos seqiiéncias 7y, (s), g7, 07 e §,, > 0 do seguinte modo: §,, — 0, g™ sdao C*-caminhos em
E que so assintoticamente constantes em s e satisfazem sup, (||¢7 — fs||x + 1167 — fsllx) < O, 07
sao métricas Riemannianas diferenciaveis sobre R2"#(N+2) que sao assintoticamente constantes em s
e coincidemn com a métrica euclidiana fora de K, e y,,(s) sao solugdes de 4, (5)+ V% g7 (4 (s)) = 0
que sdo assintéticas para pontos criticos de g7, quando s — 400, respectivamente, e satisfaz
sup; [ym (s)| = 400

Pelo lema 4.1.4 noés sabemos que K contém os pontos criticos de ¢3* para cada s, sempre que
20, < c¢. Dai encontramos s7* € R tal que |y, (s¥")| = sup, |ym(s)| quando m > 1. Defina

T = inf{s < s [ym([s,sT) N K =0}, T = sup{s > 57" [y ([s)", s]) N K = 0}

para m grande o suficiente. Entdo —oo < T < s < T < +00 e 7, (T]) € K.
Afirmamos que min{s}* — T, T — s"} — 400 quando m — +oco. Desde que 07" é a métrica

euclidiana fora de K noés obtemos
d Ym(8) >
—|m(s)] = ( =Vgi' (vm(s)), ——= Vs e (T™, T™).
b = (~Ta o), 220 (1)

Em particular
t

o (8)] = [ (T™)] + /

Tm™

BT+ [ Va2 ()] ds

t

<@ +C [ (o) ds

(v m. 235, @

para cada t € (T",T7"), com alguma constante C' > 0 independente de m. A existéncia de C é
garantido em vista de que sup, ||¢"" — fs||g — 0 quando m — +oc0. Usando a desigualdade padrao
de Gronwall

(O] < Py (T™)CET vt e (1,77,
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Em particular [y, (s™)| < [y (T™)][eCC" ") < dpeC =T onde di = sup,e i [p|- Tomando
logaritmos naturais

ST —_Tm > IOg h/’m(sln)' — lOg di
C
como desejamos. Um argumento anilogo mostra que 77" — s}* — +oo. Para terminar a prova,
usamos o Lema 4.1.4 e calcular para s € (T, T7")

— +00

d% (95" (ym (5))] Y (8)) + 07 (1 () (V77 g (3 (), Fom (5))

=3g:'(

=g, (’Vm( )) Vg2 (vm (s))?

< (= (e = 26m) 4+ ne + 30m) [m ()]
< (6—25 )2+ e+ 30, < —C

onde ¢’ > 0 é independente de m. Foi usado que 7,,(s) € K para todo s € (T, T"), e que 07" &
a norma euclidiana fora K. Portanto

91 (Y (T)) = g7 (Y (T7)) < =CY(T = T™) = —o0
em contradi¢do com |g§l‘r (Ym (T)) = g (Ym (T))] < 28Up,,, 5 SUP,e i |95 (P)]| < 00. O

Acontece que para dois pares (f',0), (f”,0”) que estdo C%-préximo de (Ayk n,00), e sao
Morse-Smale em K, existem chain maps

(OML(f7,07, K), 00" 50 ) — (CML(f", 0", K), 01" ") (4.8)

induzido por dados extra. Tais chain maps podem ser definidos como os chamados mapas de
continuagdo. Segue-se da maneira particular que os mapas de continuagao sao definidos da seguinte
maneira; dois chain maps (4.8) associado a um par fixo de pares (f’,6), (f”,6"), juntamente com a
escolha correspondente de orientagoes, sao chain homotopicos. Dai o mapa induzido em homologia

Ol ) HML(f', 0, K) — HM.(f", 0", K) (4.9)

nao depende dos dados extras. Além disso, quando (f”,0") = (f’,0’) e as orientagdes sao iguais,
o mapa em homologia é a identidade, e esses mapas satisfazem

(f/ll,e/l/) (fl/}al’) (f/// 0///)
Dy 0 Pip oy = Py

para todos os pares (f',0"), (f",0"), (f,60"”) em um compacto K fixo e uma C?-vizinhanga
pequena de (Ag . n,6p), isto é provado usando um argumento de gluing e compacidade.

Observagao 4.1.6. Suponha que seja dada uma colegio {Vy}ren de espagos vetoriais e para cada
par (A1, A2) € Ax A um isomorfismo ‘Ilif Vi, = Vi, tal que U3 = idy, e \Iliz olllij = \Ilij Entao
em Uxea V) existe uma relagdo de equivaléncia definida por vi ~ vy se, e somente se, vy = \Ilif (v1),
onde v; € Vy,. O espago quociente associado € denotado por V, tem a estrutura de espago vetorial
tal que para cada \ a restricdo da projecdo quociente € um isomorfismo Vy = V.

Os espagos vetoriais HM, (f’,0’, K) e mapas \I!E? ’9,)) onde (f',0") e (f”,0") variam em uma
C?-pequena vizinhanca fixa de (Ag g n,00), se encaixa na discussdo da Observagao 4.1.6. Nos
obtemos a homologia de Morse Pré-compacta do par (Ap k. n,60) definida como:

M*(AH,k,N790) = HM*(f’,H’,K) (410)

para um par (f,0'), C*-préximo do par fixo (Ag k. n,00).
Considere F = {f\}rea uma familia suave de fun¢oes suaves definida em R, onde ) varia no
espago de pardmetros A. Suponha que o conjunto Crit f) de pontos criticos comuns para todos F,
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é nao vazio. Um diz que K é um conjunto uniformemente compacto de F se Crit f) C K,
para todo A.

Propriedades de invariancia na homologia de Morse sao bem conhecidos, nés os resumimos na
Proposicao abaixo, que pode ser comprovada de maneira padrao usando os mapas de continuacgao
de Floer, feito no Capitulo 2.

Proposicao 4.1.7. Seja F = {fs}scfa,p) uma familia diferencidvel de fungoes diferencidveis defi-
nidas em RN, e seja K um conjunto uniformemente compacto de F. Entao, para qualquer familia
de métricas {05} se(a,p) eviste uma familia especial dos chamados isomorfismos de continuagao

O(F)s - HM(fsy, 050, K) — HM(fs,, 05, , K)

parametrizado por a < so < 51 < b, satisfazendo O(F)32 = O(F)32 0o O(F)3} para todo a < so <

s1
51 < b. Além disso, O(F)" depende apenas da classe de homotopia F mantendo os pontos finais

fizos.

Segue-se da afirmagéo e construges acima que a Homologia de Morse Pré-compacta de (Ay x,n, 00)
denotado como
HM.. (Ag kN, 60) (4.11)

é definido independentemente das escolhas de métricas e permanece constante sob deformacoes
(fs, K) através das familias onde K é um conjunto uniformemente compacto de { fs}.

Observagao 4.1.8. Note que na definicao de homologia de Morse Pré-compacta € possivel consi-
derar um espaco de Hilbert H em vez de RY.

4.2 Homologia de Morse para o funcional de acao discreto

Teorema 4.2.1. [Isomorfismo de Inflagio]. Se N estd adaptado para H como em (3.16) entao
existe um isomorfismo

Iy : HM.(Ag g N, 00, K) = HMupni(Apg kN1, 00, K) (4.12)
e um isomorfismo

In t HM, (A w00, K) — HM, 4o (A g o -2, 00, K). (4.13)

Demonstrag¢ao. Nos s6 provaremos (4.13) desde que (4.12) é anéalogo. Consideramos a sequéncia
(N+2)-periddica obtido pela inser¢ao do germe 0 entre posigoes AN e AN + 1, A € Z. Isso da

(~-~SN—17‘S’N507O7SL 527 "'7SN—17SNaOaO751aS27 )

Para cada A = 1,2,....,k considere duas variaveis extras wy = (u},v}) e w3 = (u3,v%). Agora

temos k(N + 2) variaveis pertenecentes a R?" e podemos considerar a fun¢iao At = A’ + A” onde
A’ & definido em (3.22) e

k
A" = Z AN (V) — yan) + SN (man, v3) + ud (V3 — v}) + U3 (Yant1 — v3)
A=1

onde kN + 1 = 1. Nos afirmamos que
HM*(AHJC’N,G(),K) ~ HM*+2nk(A+,907K). (414)
Para este fim, vamos considerar novas variaveis

Gi= -4}

1._ 1
€X 7= TAN — Uy

2 . 2
Cy = UAN+1 — V)

&= =1
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Isso da um novo conjunto de variaveis independentes em R2"#(N+2) ¢ A” assume a forma (3.23)
com s =1,

k

A" =380 - 83 -GG + oanave1 — van) + Sn (@, v — G — Q).
A=t

A proposigao (4.1.5) mostra que K é um conjunto uniformemente compacto para a familia a
1-parametro de fungdes diferencidveis {Af} cjo,1]. Além disso A7 =A™ e

k

AT =Amrn — D (GG +ER).
A=1

Note que a forma quadratica no lado dereito da equagao acima tem 2nk autovalores positivos e
2nk autovalores negativos, o espaco negativo é a diagonal

em R4F = R2"F x R2"* | que é um espaco vetorial 2nk-dimensional, pois é o produto de k diagonais
4n
em R*".

Observagao 4.2.2. Sejam x € X ey € Y pontos criticos isolados de f : X - R, g : Y —
R respectivamente, onde X,Y sao variedades sem bordo. Fizar métricas 0, em X,Y e U,V
vizinhancas isolantes de x,y respectivamente. Sejam (f',0'), (¢, ') perturbagoes C?-pequenas de
(f,0),(g,a) que sao Morse-Smale em U,V respectivamente. Entio (f'®g',0' ®a’) é Morse-Smale
em U XV e tem-se um isomorfismo de cadeia

(CM(f/ EB9179/ o O/,U % V),aMOTSC) _ (CM(f’,H’, U)’aMorse) ® (CM(g/,O/,V),aMOTSG) (415)

sempre que as orientagoes sobre as variedades instdveis de pontos criticos (x,y) de f' & ¢’ sdo
escolhidas de uma maneira que seja compativel com as convengoes de sinais da defini¢ao de produtos
tensoriales de complexos de cadeia. Jd que usamos coeficientes racionais, a formula de Kinneth €
verificada

HM(f & g, (2,y)) = HM(f, 2) @ HM(g,y). (4.16)

Se y € um ponto critico ndo-degenerado do indice p, entio temos um isomorfismo
= HML(f @ g, (2,9)) = HM,_,(f,2) (4.17)
referido como um mapa de soma direta.
Assim, pela Proposicao 4.1.7 nés temos
HM.. (A, 09, K) ~ HM,.(AT, 0y, K)
logo
k

HM*(AHJC,N - Z(S}\C)l\ + §§C§)7 907K) = HM*(AT790’ K)

A=1

agora pelo isomorfismo (4.17) temos
HM. _oni(Ap kN, 00, K) ~ HM, (A, 0y, K)

onde esta provado (4.14).

Teorema 4.2.3. [Isomorfismo de Continuagao]. Existe um isomorfismo
HM..(Ag g nt2, 00, K) >~ HM, (A 1, N 42, 60, K).

onde Hy, Gy : M — R sdo hamiltonianas 1-periodicas, satisfazendo a configuragio geométrica 3.15.
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Para ver isso, considere uma fungao suave 8 : R — [0, 1] satisfazendo:
e 0< 3 <7, onden 6]0,%[
o 3(s) =0, se s<—

e B(s)=1, se SZ%.

Agora seja p;(t) = (1 — 5(s))H: + f(s)G: observe que
1 1
ps(t)=H; se s<—— e ps(t) =Gt se s> —.
n n
Considere uma familia a 1-parametro de fungoes diferencidveis
Ap, k2RI SR A, vy = A+ fé(s) (B(s) €10,1]), (4.18)

definido como segue. Escreva R?M(N+2) — (R27)FN » (R27)2F com variaveis

p= (2’17 c ey ZEN, (5%7C11)7 (f%a C12)7 RN (5;7 C;L (5137@%)) (419)
N-1
INOESS TO-)N+; (YA-D)N+j+1 — YA-1)N+;) (420)
A=1 j=1 + S(/\—I)N+j(x(>\—1)N+j7Z/(A—l)N+j+1)
e
=3 — 60 — &~ BB + v (Yan+1 — an) (4.21)
o S\ + Sn(ean, yans1 — B(s)C) — B(s)ER)
Observe que
. 1
Ay kNt2 =Ag kN2 =Agr N — Zﬁi(,{ +€3¢3, se s< ——
A=1 K (4.22)
1
Ap kni2 =Agp Nt =A + A =A" se s> 5

Procedendo da mesma maneira que na Proposigao 3.5.1. Nos temos

Proposicao 4.2.4. Ezistem ¢ > 0 e um conjunto compacto K C R*"F(N+2) t4] que

VA, k,N+2(p)| = c|p|
para todo p € R N2\ K ¢ f(s) € [0,1].

Demonstracdo. A prova é a mesma e usamos as mesmas estimativas para o gradiente euclidiano de
A,k N+42. A Unica diferenca é quando usamos o teorema do ponto fixo de Brouwer, porque cada

zbf(s) tem um ponto fixo no conjunto compacto {h > hg}, ou seja, todos Sf(s) tem um ponto critico
comum na bola Bpsc (0) em R*" onde R?(*) > 0 depende apenas de p,(t) = (1—B(s))H; + B(s)Gy
e N. Usando (3.18) nos temos uma estimativa |V2Siﬁ(s)(w)| < 1(RP®) + |w|) para todo w € R?".
Combinando isso com (3.36) nos obtemos:

1 1
IEA] < VA, kNt2] + §(Rﬁ(s) + |(@an, yan+1) — B(8) (0,4 + G < IVA,, kv12| + 5(36(3) + [Ipllx + lpll2)

1 S 1 S
€3] < 2IVA,, k2] + g(RB( V- |(@an, yant1) = B(5) (0,63 + G)I) < 2IVA,, k. nra| + g(Rﬂ( "+ lpll + [Ipll2)
(4.23)
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para todo B(s) € [0,1]. Agora considerando o supgs)co,1] RA() = R* nos temos

1 *
€A1 < VA, kv ol + 5 (B + [Iplh + [Ipll2)
(4.24)

1 *
X1 < 2IVA,, kvl + S (R + Iplls + o)

para todo 3(s) € [0,1], e |C}| < 2|VA,, k.n+2l, (3] < |VA,, k. n12|- Segue-se imediatamente que

k
Ipllz < Y IGA ]+ GR] < 3KIVA,, k. n+2(p)] (4.25)
A=1
k
Iplls < D 1631 + €3] < BKIVA,, kv2(0)] + k(o1 + Ipll2 + R) (4.26)
A=1

Estas estimativas sao validas em geral e podem ser reescritas como

Ipll2 < C*[VA, kn+2(@)] lplls < CT(IVA,, e n+2)] + [Ipll + [|pll2 + 1) (4.27)
onde a constante C* > 0 depende apenas de ps = (1 — 8(s))H + B(s)G, N e k. Finalmente, o
restante da prova é seguido de maneira semelhante a Proposicao 3.5.1. O

Agora fazendo §(s) = 7, nos temos
Ap, kN2 = A"+ AZ = Aiv T €[0,1].
Logo seguindo, de maneira semelhante, que na proposicao 4.1.3, temos:

Proposigao 4.2.5. Denote por Aj_‘ a fungdo p — %Aj (p). Existem c > 0 e um conjunto compacto

K C R>(N+2) ¢4l que .
AT (p)| < clpl  Vp e RFHFINFIN\ K

et €l0,1].

Demonstra¢ao. A prova é semelhante a Proposicao 4.1.3. A tnica diferenga sera usar sup ¢, B™ =
R* onde R™ depende apenas de (1 —7)H +7G e N. O

Se definirmos
fs=Bp k2= A +AG ) = AL

entdo fs = Apgpn — le\:l ¢ + &3¢ quando s < —(1/n), fs = A+ A = AT quando s > 1/ne
fs(0) = B'(s)A%,, (p)

para cada p € R*"#(N+2) ¢ cada s € R, onde o ponto indica uma derivada em relacio ao parametro.
Proposicoes 4.2.4 and 4.2.5 garantem a existéncia de um conjunto compacto K C R2k(N+2) ¢
de uma constante ¢ > 0 tal que

IVfs()| > clpl, |fs(p)| <nelpl>  Vp g K, Vs €R. (4.28)

Nao ha, perda de generalidade para assumir que K contém todos os pontos da bola unidade
euclidiana R2"%(N+2) - N¢s procedemos sob esta suposicdo. Isso nos permite obter a estimativa
adicional |p| > 1 para cada p ¢ K. Em particular int(K) contém Crit(fs), para cada s € R.

Lema 4.2.6. Se a C'-aplica¢io s € R+ g, € E satisfaz
sup (llg. = full + 119 = fell) <6
seR

entao
Vas(@) = (¢ =20)[p|  1gs(p)| < (ne + 30)|p|?
para cada s € R e todo p ¢ K.
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Demonstragdo. A prova é exatamente a mesma que no Lema 4.1.4. O]
Finalmente, o principal fato con relagao a compacidade diz o seguinte:

Proposigao 4.2.7. Ezxistem constantes L,d > 0 com o sequinte significado. Suponha que o cami-
nho s € R+ g, € X € de classe C' e satisfaz

Sug(ngs_szX'f'Hgs_szX>§57 gs =0 se |5|>>1
sE

Suponha que {0s}ser € uma familia suave de métricas Riemannianas suaves R2E(N+2) a4l que
Os — (-,-) € suportado em K e 05 € nulo quando |s| > 1. Entdo
sup |y(s)| < L
seR
para cada solugdo v : R — RZMIN+2) de 5(s) + V% g, (v(s)) = 0 satisfazendo
lim ~(s) = p_oo € Crit(g-oo), lim v(s) = ptoo € Crit(g4o0).
s§——00 s—+00
Demonstra¢do. A prova é exatamente a mesma que na Proposigao 4.1.5. [

Prova da Proposi¢do 4.2.3. Desde que os pontos criticos de A,_; n42 estdo em correspondéncia
1-1 com os pontos fixos do (5(s)-independente) difeomorfismo local ¥, nés concluimos pela Pro-
posicdo 4.2.7 que K é um conjunto uniformemente compacto para a familia A, i n42. Logo pela
Proposigéo 4.1.7 podemos considerar s € [—%7 %] com 7 €]0, 5[ e temos
HM. (Af g Nn+2, 60, K) ~ HM, (A i, n+2, 00, K)

O

O isomorfismo de inflagago do Teorema 4.2.1 nos permite considerar os grupos graduados
{HM4nin(Ap kN, 00, K)} indexados pelos inteiros positivos N > 1 que séo adaptados para H
como em (3.16). O homomorfismo

HM. kv (A &N, 00, K) — HM, i (v 45y (AE g (N 45) > 0, K)

¢ por defini¢ao o isomorfismo preservando graduacao Zy4;—1 ©...o Zy. Da mesma forma temos os
grupos graduados {HM..nron (Ag i on, 00, K)} indexados pelos enteiros positivos 2N com N > 1
tais que sao adaptados para H.

Definicao 4.2.8 (Homologias locais). Os limites diretos

Ho(H b, K) = lim HM.poen (A, 0o, K)

Hi(H, k,K)= lim HM,ipkon(Am k2N, 6o, K)

N—o0

sao chamados de homologias locais nao-invariantes de (H,k,K) que sao sempre bem definidos
desde que 0 seja um ponto fixo isolado de golfq.

Finalmente podemos concluir o célculo da homologia de Morse Pré-compacta do Funcional
Ap ;N com N adaptado para H.

Teorema 4.2.9. Dado o funcional agdo discreto A N - R27EN 5 R temos

Z ;se x=

HM., (Ag kN, 00, K) = { 0 :sendo

onde py € o indice de Conley-Zehnder do punto critico zero.
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Demonstragao. Se quer calcular HM. (A g x v, 00, K) entdo se tiver outro N’ tem-se que HM, (A g/ k. v, 00, K)
onde N’ depende de Hj, logo seja N” >> max{N, N'}, entao pelo Teorema 4.2.1 tem-se

HM..(Ag kN, 00, K) = HMy i o (Am kN7, 00, K)

HM..(Agr g N7, 00, K) = HMoy o (Agr o, N7, 00, K)

Por outro lado usando o Teorema 4.2.3 temos

HM..(Ag kN, 00, K) = HM. (Ap 1, N7, 00, K)

e
HM. (Ag/ kN, 600, K) = HML (Ap g, 507, 00, K),
entao
HM,,, (Am kN, 00, K) = HM,, tnen (Am kN, 00, K) = HM,,, fnene (Ap kv, 00, K).
Logo

H#k(h,k,K): hm HM,uk—i-nkN”(Ah,k,N”,@OaK)

N =00

e como o unico ponto critico isolado de h é 0, temos H,,, (h, k, K) = Z. Finalmente

Z ;se x=
HM. (Ag kN, b0, K) = { 0 :sendo "

4.3 Consideragoes Finais

Aqui, abordamos algumas observagdes sobre o trabalho apresentado até agora e algumas questoes
que podem ser feitas depois. Nos mostramos a existéncia de um Isomorfismo de Inflacdo usando
a Proposicao 2.4.7 e com isso temos uma homologia de Morse Pré-compacta bem definida para a
variedade simplética no compacta R2"*N com N bastante grande.

Seguindo de perto o artigo de Hein D., Hryniewicz U. e Macarini L. [16], poderiamos ter
uma versao da Proposicao 2.4.7 sob simetrias de grupos ciclicos finitos. No entanto, nao temos
o fato transversal com simetrias necessirias para mostrar que os mapas de continuacao sao Z-
equivalentes quando os pares locais de Morse-Smale sao Z-simétricos. No artigo [16] conseguem ter
essa versao usando outra abordagem, s6 que para um ponto critico uniformemente isolado da familia
F=A{ fs}se[a,b]. No nosso caso, precisamos dessa versao apenas para um conjunto uniformemente
compacto K da familia 7 = {f;}se[q,p], acreditamos que é possivel ter apenas essa versdao s6 que
isso fara parte de uma pesquisa posterior.
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