Universidade Federal do Rio de Janeiro
Instituto de Matematica

Fernando Pereira Paulucio Reis

Métodos de folheacoes holomorfas em equacoes
diferenciais

TESE
Orientador: Bruno César Azevedo Scardua

Rio de Janeiro
Julho de 2019



Métodos de folheacoes holomorfas em
equacoes diferenciais

Fernando Pereira Paulucio Reis

Tese de Doutorado apresentada ao
Programa de Pés-graduacao do Instituto
de Matematica, da Universidade Federal do
Rio de Janeiro, como parte dos requisitos
necessarios a obtencao do titulo de Doutor

em Matematica.

Orientador: Bruno César Azevedo Scardua

Rio de Janeiro

Julho de 2019



Universidade Federal do Rio de Janeiro

Meétodos de folheacdes holomorfas
em equacoes diferenciais

Fernando Pereira Paulucio Reis

Tese de Doutorado apresentada ao Programa
de Pés-graduagio em Matematica do Instituto de
Matematica da Universidade Federal do Rio de

Janeiro — UFRJ, como parte dos requisitos
necessarios para obten¢do do titulo de Doutor em
ciéncias.

Aprovada em 031071 R

ESunn s m @c@\//ﬁ@ CMKQ

Brino César Azevedo Stérdua / presidente da banca

Doutor — IM/U'[RJ, Pfesidente
uJ) A N edy

Wa y Bantos

/‘/4/ JA 3%22“&”24 AL

Marcello Barbosa da Silva Neto

Doutor - IF/UE
Q’/W&r 2 ?///7/45//5 %y

eonardo— Meireles Camara
Doutor — CCE/UFES

,J//M. ay// Zyﬁ

Albeta Costa Mafr/a
Doutor — IM/UFRIJ

\\ I e )
“ Victor Arturo Martinez Ledn
Doutor — ILACVN/UNILA




CIP - Catalogacao na Publicacéo

Pereira Paul uci o Reis, Fernando
Pm Met odos de Fol heagdes Hol onorfas em Equacdes
Di ferenciais / Fernando Pereira Paulucio Reis. --
Ri o de Janeiro, 2019.
143 f.

Oientador: Bruno Cezar Azevedo Scardua.

Tese (doutorado) - Universidade Federal do Rio
de Janeiro, Instituto de Matemética, Programa de Pos
Graduacdo em Matemati ca, 2019.

1. Fol heagdes hol onbrfas. 2. EquagOes
Diferenciais. 3. Integrais prineiras. |I. Cezar
Azevedo Scardua, Bruno, orient. Il. Titulo.

Elaborado pelo Sistema de Geragdo Automatica da UFRJ com os dados fornecidos
pelo(a) autor(a), sob a responsabilidade de Miguel Romeu Amorim Neto - CRB-7/6283.




Agradecimentos

Agradeco a Deus pelo dom da vida e por estar sempre comigo em todos os momentos.

Agradeco a meu Orientador Bruno Scardua, primeiramente pela sua amizade.
Também, agradeco por sua dedicagao a este trabalho e principalmente, pela sua
preocupagao com a minha formagao como matematico.

Agradego a meus pais e minha irma pelo apoio constante. Sem eles acredito que nao
teria chegado até aqui.

Agradeco a minha esposa Juliana por sua motivagdo permanente durante toda a
elaboracao deste trabalho.

Agradeco ao Instituto de Matematica da UFRJ. Em especial aos professores que
lecionaram os cursos que realizei, fortalecendo minha formacao como matematico. E,
também aos amigos pelos bons momentos.

Finalmente, agradeco a FAPERJ pelo apoio financeiro.

1l



Resumo

Nesta tese estudamos equagoes diferenciais ordindrias (EDOs) sob o ponto de vista
da teoria de folheacGes. Iniciamos estudando EDOs lineares de segunda ordem, como
a equagao de Hill do movimento lunar, associando a estas formas diferenciais de grau
um e que satisfazem a condicao de integrabilidade de Frobenius. Como consequéncia,
a uma tal EDO associamos uma folheagao por superficies no espago euclidiano de
dimenséo trés. Tal folheacdo, dada por uma 1-forma integravel neste espaco, possui
propriedades intrinsecamente ligadas & EDO que a gerou. Sempre que existir duas
solugdes linearmente independentes da EDO, obtidas por exemplo pelo método de
Frobenius de obtencao de solugoes por séries de poténcias, temos associada uma
integral primeira da folheagao. Isto nos permite iniciar a compreensao da geometria
associada a tais EDOs e obter alguns resultados concretos de integrabilidade,
que explicam matematicamente a estabilidade de alguns sistemas e problemas da
natureza modelados por tais equagoes.

A equagao de Hill é uma classe de EDOs com coeficientes periédicos. Essa equagao
estd associada ao movimento da Lua, no sistema Sol-Terra-Lua (problema de trés
corpos). Iniciamos com a questdo a seguir.

Existe alguma estrutura integrdvel associada a equacdo de Hill?

A abordagem desenvolvida associa a equacao complexa de Hill, uma 1-forma
integravel complexa analitica, em dimensdo trés. Essa, define uma folheagao
(analftica complexa) que chamamos de folheagdo de Hill. —Aplicamos algumas
ferramentas geométricas baseadas na teoria de folheagoes analiticas complexas
(holomorfas), apresentando uma nova abordagem no tratamento da equagao de Hill
complexa. Inspirados no estudo das equagoes de Hill, obtemos modelos integraveis
também para todas as EDOs lineares de segunda ordem.

Em seguida, mudamos o ponto de vista, mantendo a filosofia inicial de se atribuir
propriedades geométricas a EDOs. Miramos as EDOs de primeira ordem auténomas
com coeficientes analiticos complexos no plano, especificamente, as EDOs dadas por
campos de vetores analiticos complexos em dimensao dois, numa vizinhanca de um
ponto singular deste campo. Exploramos a relagao entre a dinamica do campo e
o comportamento de suas érbitas em alguns setores obtidos a partir de uma segao
transversal a uma separatriz. Tal estudo é motivado pela teoria de desenvolvimento
assintotico e mais uma vez reflete um desdobramento das técnicas de solugoes por
séries de poténcias para EDOs. Portanto, abordamos a seguinte questao:

Sob quais circustancias a existéncia de uma integral primeira em algum setor garante
a existéncia de uma integral primeira em uma vizinhanca de uma singularidade?

Para resolver o problema, combinamos técnicas de holonomia de folheagoes analiticas
complexas (holomorfas), com técnicas de expansdo assintdtica de fungdes em uma
variavel.

Palavras-chave: FolheacGes Holomorfas; Equagoes Diferenciais Ordinarias, Equagao
de Hill, Integrabilidade; Expansao assintética; singularidade; Correspondéncia de
Dulac; Integral primeira setorial moderada.
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Abstract

In this thesis we study ordinary differential equations (ODEs) under the standpoint
of foliation theory. Initially, we study second order linear ODEs, such as the Hill
equation of lunar motion, associating these differential forms of degree one and
satisfying the Frobenius integrability condition. As a consequence, to such an ODE
we associate a surface foliation in the three-dimensional Euclidean space. Such
foliation, given by an integrable 1-form in this space, has properties intrinsically
linked to the ODE that generated it. Given two linearly independent solutions of
ODE, obtained for example by the Frobenius method of obtaining solutions by power
series, we have associated a first integral of the foliation. This allows us to begin
the understanding of the geometry associated with such ODEs and to obtain some
concrete results of integrability, which explain mathematically the stability of some
systems and problems of the nature modeled by such equations.

More concretely, we study the Hill equation. A class of ODEs with periodic
coefficients. This equation is associated with the motion of the Moon in the Sun-
Earth-Moon system (three-body problem). We begin with the following question.

Is there any integrable structure associated with the Hill equation?

The approach developed associates Hill’s complex equation with a complex three-
dimensional integrable analytic 1-form. This, defines a foliation (analytic complex)
that we denote by Hill’s foliation. We applied some geometric tools based on the
theory of analytic complex (holomorphic) foliations, presenting a new approach
in the treatment of the complex Hill’s equation. Inspired by the study of Hill’s
equations, we also obtain integrable models for all second order linear ODEs.

Next, we change the point of view, maintaining the initial philosophy of assigning
geometric properties to ODEs. We look at the first-order autonomous ODEs with
complex analytical coefficients in the plane. More precisely, the ODEs given by
complex analytic fields in dimension two, in a neighborhood of a singular point
of this field. We explore the relationship between the dynamics of the field and
the behavior of its orbits in some sectors obtained from a transversal section to a
separatrix. Such a study is motivated by the theory of asymptotic development
and again reflects an unfolding of the solution techniques by power series for ODEs.
More precisely, we address the following question:

Under what circumstances does the existence of a first integral on some sector ensure
the existence of a first integral in a neighborhood of a singularity?

To solve the problem, we combine holonomic techniques of complex (holomorphic)
analytic foliation with techniques of asymptotic expansion of functions in one
variable.

Key words: Holomorphic foliation; Ordinary differential equations, Hill equation,
integrability; Asymptotic expansion; Singularity; Dulac Correspondence; Moderate
sectorial first integral.
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Capitulo 1

Introducao

Equagoes diferenciais é uma das areas mais importantes da Matematica,
com inumeras aplicacoes a Fisica, Quimica, Biologia e Engenharia. Por
conta das Leis de Newton e outras leis classicas da ciéncia, muitos
dos mais importantes fenomenos modelados por tais equacoes sao dados
por equacoes de segunda ordem. Em especial as equacoes diferenciais
ordinarias (EDOs) lineares de segunda ordem desempenham um papel
fundamental na compreensao do mundo e nas aplicagoes do conhecimento
as situacoes da vida real. Historicamente, as EDOs lineares de segunda
ordem tiveram grande avanco gracas aos trabalhos de cientistas como
Fuler, Lagrange, Bernoulli, Laplace e outros. Equagoes modelando
fendmenos importantes sao desta forma, como as equacoes de Euler, Bessel,
Tchebychev, Laguerre, Hill, Mathieu...

Tao importante quanto a obtencao destas equacoes e de suas solucgoes,
é o estudo de suas propriedades geométricas. Os métodos classicos de
solucao sao os associados aos trabalhos de Euler, Lagrange e Frobenius.
Tais trabalhos deram grande impulso a teoria destas equagoes por cerca
de varias décadas e mesmo um século. Por outro lado, estes métodos
mesmo com a introducao de modernos métodos de computacao, nem
sempre fornecem informacao geométrica suficiente para a compreensao
do fenomeno natural originalmente modelado. Nesta tese propomos uma
abordagem do estudo de tais equacoes e portanto de tais fendmenos
naturais, através de métodos de integrabilidade. Mais precisamente,
buscamos associar a tais equacoes objetos integraveis conhecidos como
folheacoes. Uma folheacao é uma decomposicao do espaco ambiente em
partes (subvariedades conhecidas como folhas) que se arrumam de forma
localmente similar as folhas de um livro. Tal organizacao permite inferir
diversas propriedades locais e globais das folhas e mesmo da folheacao como
indicam os resultados mais importantes a da teoria de folheagoes concebida
por Ehresmann. De fato, estudaremos algumas EDOs de segunda ordem



classicas como a equacao de Hill do movimento lunar, associando a
estas uma 1-forma integravel no espaco de dimensao trés e estudando
as propriedades analiticas e geométricas desta folheacao. Chamaremos a
este fenomeno, o de associar a uma equacao diferencial uma folheagao por
superficies, de integrabilidade da equagao diferencial. Isto parece explicar
por exemplo no caso da equacao de Hill, a aparente ordem no caos potencial
que seria um sistema solar com objetos livres seguindo apenas a lei da
gravitacao universal de Newton, em uma situagao conhecida genericamente
como problema dos n corpos.

George William Hill publicou em 1878, o célebre trabalho “On the part
of the motion of the lunar perigee which is a function of the mean motions
of the sun and moon”[36]. Nesta obra-prima, Hill descreveu o movimento
da lua ao redor da terra, considerando-o como um oscilador harmonico em
um campo de vetores gravitacional periddico. Hill associou ao problema o
seguinte modelo

u'(z) + p(z)u(z) =0 (1.1)

onde p é uma funcao periddica do tempo x e u(x) descreve a distancia
(posigao) da lua com respeito a terra. Posteriormente a equagao (1.1)
passou a ser conhecida como equag¢do de Hill (veja por exemplo [48]).
Hill aplicou pela primeira vez, com sucesso, a teoria de determinantes
infinitos. A partir dai, um grande esforco foi empregado para compreensao
da equagao de Hill. Ainda em [36], Hill considerou equagoes relacionadas
ao problema de trés-corpos, a saber, terra, lua e sol, o qual foi descrito
pelas seguintes duas equagoes

d*u dv u 5

R 2m£ + X5 = 3m-u (1.2)
d*v du v

 _9m— — =0 1.3
sz~ “"ds * X (13)

Nas equagoes (1.2) e (1.3), u, v sdo coordenadas retangulares da lua tendo
a terra como origem, r = Vu? + v? e m é dado por

/

m = /s
n—mn

onde n’ é o movimento principal do sol e n é o movimento principal da lua.

Hill considerou a estimativa m = 0,08084893679. O parametro y é dado
por

M, + M,,
(n—n')2’

x=G



onde M, e M,, sao as massas da terra e da lua, respectivamente, e
finalmente G é a constante gravitacional de Cavendish.
Hill foi capaz de associar as equacgoes (1.2) e (1.3) a tnica equacdo da
forma
u'(z) + p(z)u(z) =0, (1.4)

onde p é uma funcao periddica, a valores reais. A variavel x esta relacionada
ao tempo t pela férmula x = (n — n')(t — ty), onde ¢y é o tempo inicial.

Desde que a equacao de Hill esta relacionada com o problema do
movimento planetario e estabilidade do sistema solar, iniciamos com a
seguinte questao:

Questao 1.0.1. Existe alguma estrutura integravel conectada a equacao
de Hill?

A questao acima parece ser mais geral. De fato, um dos ganhos
deste trabalho é investigar uma nocao de integrabilidade neste caso.
Frequentemente, quando tratamos EDOs, a palavra integrabilidade sig-
nifica encontrar algum tipo de funcao potencial, mas isso nao parece
necessariamente apropriado porque a ordem da equacao é dois.

Considere um campo X associado uma equagao diferencial ordinaria
(EDO) pelo método classico de redugao de ordem. No ambiente
de folheacoes a nocao de integrabilidade admite essencialmente duas
interpretacoes: Uma é a existéncia de uma I-forma integravel tangente
ao campo X. Neste caso diremos que o campo (ou a EDO) é integrdvel
no sentido fraco ou, simplesmente w-integravel. Outra interpretacao é que
existe uma wntegral primeira para a folheacao que é tangente ao campo
X. Neste caso diremos que o campo (ou a EDO) ¢é integrdvel no sentido
forte, ou simplesmente s-integrdvel. Chamamos de campo de Hill, o campo
associado a equacao de Hill. Nesta direcao provamos o seguinte teorema.

Teorema A.(pdg. 15, Segao 2.2) Um campo de Hill é sempre w-integravel.

A partir da folheacao de Hill obtemos um modelo bidimensional (em C?),
que chamamos de forma de Hill. Provamos a existéncia de uma integral
primeira para a forma de Hill.

Teorema B.(pag. 26, Secao 3.3) A forma de Hill

Q = —ydr + (2 + y)dy



admite uma integral primeira I’ da forma

22Y0(2/Y) — 2,/yY1(21/Y)
rJo(2v/Y) — Y1(24/Y)

onde Jy, Jq sao as funcoes de Bessel de primeiro tipo e Yj, Y7 sao as funcoes
de Bessel de segundo tipo. A funcao F' é holomorfa bem definida em um
subconjunto aberto da forma (z,y) € C x (C\ L) onde L é um segmento
de reta fechado comecando na origem de C.

F([C,y) -

Consequentemente obtemos integrabilidade forte para a equacao de Hill
com parametro exponencial.

Corolario 3.3.1 A equacao de Hill u"(z) + e*u(z) = 0 ¢é s-integravel.
De fato, a folheacao de Hill H : w = —ydz + zdy + [y* + e*2?|dz = 0
admite a integral primeira

H(x,y,z) = 2yYy(2V/e7) — 2zV/e*Y(2V/e?)
T R eVeE) — e e T (2vVe)

(1.5)

Intuitivamente, uma funcao Liouvilliana complexa é aquela obtida
de funcoes racionais complexas por um processo finito de integracgoes,
exponenciagoes e operagoes algébricas (veja Secao 3.2). Do ponto de vista
global, a forma de Hill apresenta a seguinte propriedade.

Teorema C.(pag. 31, Se¢ao 3.4) A forma de Hill
Q = —ydz + [2% + y]dy
nao admite integral primeira do tipo Liouvilliana globalmente definida em

cP2.

Em contrapartida, temos o seguinte.
Corolério 3.4.1 A forma de Hill Q = —ydz + (2 + y)dy admite integral
primeira Liouvilliana local em C2.

Utilizando os resultados para a forma de Hill, garantimos a integrabili-
dade forte do campo de Hill, ou seja, o campo de Hill é sempre s-integravel.

Teorema D.(pag.41, Secao 4) Considere a equagao

u"(2) + b(2)u(z) = 0, (1.6)



onde b : U C C — C, é uma fungao holomorfa definida em um aberto U
de C. Sejam uj,us : U — C duas solugoes linearmente independentes da

EDO (1.6), e X, : C* x U — C3, o campo dado por

0 o 0

Xp(z,y,2) = U b(z>8_y + 95

Entao, X} é sempre s-integravel. Precisamente, a funcao H : C? x U — C
dada por

_ ai(z) —yu(2)
H(z,y,z) = zuh(z) — yug(z)’

é definida e meromorfa em C? x U, sem pontos indefinidos, e é uma integral
primeira para a folheacao, determinada pela 1-forma integravel

w = —ydx + xdy + [y* + b(2)2?]dz = 0.

Em particular, o Teorema acima se verifica no caso em que b é periddica,
ou seja, no caso em que X; é um campo de Hill.

A partir da Teoria de Floquet ([31]) e o Teorema D, apresentamos uma
integral primeira formal para a folheacao de Hill:

Teorema E.(pag. 58, Secao 4.3) Seja p : A, s — C uma funcao periédica,
de periodo T, holomorfa na faixa horizontal A, 3 ={z € C: a < Im(z) <
p} C C. Entao a folheagao de Hill de parametro p,

—ydz + xdy + [y* + p(2)2°]dz = 0,
em C? x An 3, admite uma integral primeira formal dada pela expressao

2uz TH Zk a’kekz +x Zk‘ kak‘ekz —Y Zk‘ akekz
—xp Yy ape " — Y kare ™ —y >, ape™F

Hy(z,y,2)=e (1.7)

onde X significa ) .

k=—00

Existe um caso particular da equacao de Hill muito importante. Essa
equacao ¢ chamada de equacao de Mathieu e é dada por

u”"(2) + (a — 2q cos(22))u(z) = 0,

onde a,q sao constantes. Essa equacao estd associada ao problema de
vibragao de membranas. Obtemos integrabilidade para a equacao de
Mathieu, definindo a folheacao de Mathieu. Além disso, exibimos os



modelos bidimensionais associados ao problema, bem como a relagao entre
eles. Obtemos também integrais primeiras para as folheagoes de Mathieu.

Estendemos as técnicas de integrabilidade para as EDOs lineares de
segunda ordem.

Teorema F.(pdg.71, Segao 6.1) Considere a equacao linear homogénea
de segunda ordem dada por

a(2)u"(z) + b(2)u'(2) + ¢(z)u = 0,

onde a,b,c: U — C sao fungoes holomorfas em um aberto U C C. Sejam
U =U\ Z,, onde Z, é o conjunto de zeros de a, e X : C2 x U’ — C? o
campo de vetores dado por

R, b(z) cz) 1o 0
X(z,y,2) = Yor ~ {@qu@az] 8_y+§

Entao, a 1-forma holomorfa definida em C? x U,
w = —a(2)ydr + a(z)xdy + [a(2)y* + b(2)zy + c(2)r?]dz,

¢ integravel e o campo X ¢ tangente a folheacao determinada por w = 0.
Provamos que o caso nao homogeéeneo também é w-integravel:

Teorema G.(pag.73, Secdo 6.2) Considere a equagado linear nao ho-
mogenea de segunda ordem dada por

u"(2) + 0(2)u' (2) + c(2)u(z) = h(z), (1.8)

onde b,c, h : U — C, sao fungoes holomorfas em um aberto U C C. Sejam
u, : U — C uma solugao particular da equagao (1.8), e X : C? x U — C3
o campo de vetores dado por

0 o 0

— y% — [b(2)y + c(2)x — h(2)] 8_3/ -+ P

X(2,y,2)
Entao, a 1-forma holomorfa definida em C? x U,

o = ~(y— W)z + (o = uy)dy
+yly —uy) + (v — wy)(ay + bz — h)]dz,

¢ integravel e o campo X ¢ tangente a folheacao determinada por w = 0.



Exploramos a integrabilidade forte, obtendo o seguinte resultado.

Teorema H.(pag. 77, Secao 6.3) Considere a equagao
a(2)u”"(z) + b(2)u'(2) + c(2)u = 0,

onde a,b,c : U — C, sao funcoes holomorfas definidas em um aberto
U de C. Suponha que essa equacao admita duas solugoes linearmente
independentes uq,us : U — C. Entao, a funcio H : C?> x U — C, dada por

_ wu(2) —yu(2)
e =

é definida e meromorfa em C2 x U, sem pontos indefinidos, e é uma integral
primeira para a folheacao determinada pela 1-forma holomorfa dada por

w = —a(2)ydz + a(2)zdy + [a(2)y* + b(2)zy + c(2)2?]dz,
em C% x U.

Realizamos ainda um estudo do comportamento da 1-forma integravel
no caso real. Especificamente, observamos o fenomeno que surge apés uma
mudanca de coordenadas esféricas.

Além disso, mostramos que os modelos bidimensionais obtidos ao longo
do trabalho (por exemplo, a forma de Hill), surgem também no caso geral
da equacgao diferencial ordindaria linear homogénea de segunda ordem.

Concluimos a primeira parte do trabalho exibindo as equacoes lineares
de ordem tres que obtemos integrabilidade.

Na segunda parte deste trabalho, atribuimos propriedades geométricas
a EDOs de primeira ordem autonomas com coeficientes holomorfos no
plano. Mais precisamente, as EDOs dadas por campos de vetores
holomorfos em dimensao dois, numa vizinhanca de um ponto singular
deste campo. Existe um método em EDOs chamado expansdo assintotica.
Esse método foi introduzida por Poincaré em 1886 (veja por exemplo
(7, 8, 20, 26, 45, 64, 80]). A motivacdo inicial para o conceito de
expansao assintética veio da preocupacao com truncagens feitas nas séries
divergentes. A grosso modo, uma funcao admite uma expansao assintotica
se existir um setor e uma série de potencias formal tal que:

(i) a funcao é holomorfa neste setor;
(ii) as truncagens da série de poténcias formal fornecem uma aproximagao



para a funcao neste setor.

Uma 1-forma holomorfa w(z,y) = A(x,y)dz + B(x,y)dy definida em
uma vizinhanca U de 0 € C? determina uma folheacao holomorfa F,, em
U com conjunto singular sing(F,) = sing(w). Para os propositos deste
trabalho, é suficiente supor sing(w) = {0}. De fato, o interesse principal
é o correspondente germe da folheacao na origem. Dado tal germe F,,
uma separatriz de F, é um germe de uma curva analitica irredutivel I'
com 0 € I' e invariante por F,. Neste caso, I' \ {0} é uma folha de F,.
A existéncia da separatriz é provada em [13]. Folhea¢oes com um nimero
finito de separatrizes sao chamadas nao dicriticas.

Exploramos a teoria de expansao assintotica em paralelo com a teoria de
folheacoes holomorfas. Um dos objetivos é compreender as conexoes entre
o comportamento da folheacao e, a sua dinamica perto das separatrizes.
Investigamos as condigoes minimas sob as quais a existéncia de integrais
primeiras locais adequadas em conjuntos abertos especificos proximos as
separatrizes, asseguram a existéncia de uma integral primeira global. Com
essa finalidade, a nocao de expansao assintética de uma fungao holomorfa
¢é utilizada.

Dado um germe F de folheacdo em 0 € C? e uma separatriz I' de F,
dizemos que o par (F,I') admite um integral primeira setorial se dado
qualquer representante 5y de F em uma vizinhanca U de 0 € C? e uma
secao transversal 3 com p = X N T # {0}, existem um setor S C ¥ com
vértice em p o qual é invariante por Fy e uma funcao holomorfa ¢ : S — C
tal que ¢ é constante nos tragos de cada folha de F em U. A integral
primeira setorial é dita moderada se ¢ admitir uma expansao assintética
diferente de zero em S.

Dizemos que F ¢é uma curva generalizada se a desingularizacao de
F por blow-ups nao produz singularidades tipo sela-nd, ou seja, apenas
singularidades com parte linear nao singular.

Se F é um germe de folheacao admitindo uma integral primeira
holomorfa, entdo para cada separatriz I' de F o par (F,I') admite uma
integral primeira setorial moderada.

Encontramos uma versao da reciproca deste fato sob certas condigoes
como segue no seguinte teorema.

Teorema I.(pag. 120, Secao 11.4) Seja F um germe nao-dicritico de
folheacao holomorfa em 0 € C?. Suponha que F seja uma curva
generalizada e algum par (F,[') admite uma integral primeira setorial



moderada. Entao F admite uma integral primeira holomorfa em uma
vizinhanca de 0 € C2.

Em seguida, introduzimos outra nocao importante.

Uma separatriz I' de F é chamada nao-fraca se apos a desingularizacao
de F, cada ponto do divisor excepcional puder ser conectado a I' por uma
sequencia de linhas projetivas iniciadas em I' de modo que, toda vez que
atingimos uma esquina, passamos por uma separatriz de uma singularidade
nao degenerada ou por uma variedade forte de uma sela-né.

Com esta nocao, é possivel estender o Teorema I:

Teorema J.(pag. 126, Segao 12.2) Se F é um germe nao-dicritico de
folheacao holomorfa em 0 € C? e para alguma separatriz nao-fraca I' de F
o par (F,I") admite uma primeira parte setorial moderada, entao F admite
uma integral primeira holomorfa em uma vizinhanca de 0 € C2.

A hipdtese de curva generalizada pode ser removida se considerarmos
que todas as separatrizes de F admitem uma integral primeira setorial
moderada. De fato, provamos o seguinte.

Teorema K.(pag. 130, Segao 13.2) Seja F um germe de folheagdo nao
dicritico em 0 € C? tal que para toda separatriz I' de F o par (F,T)
admite uma integral primeira setorial moderada. Entao F admite uma
integral primeira holomorfa.

Como consequéncia do Teorema I, obtemos o classico resultado de
Mattei-Moussu:

Teorema L.(pag. 136, Capitulo 14) Seja F germe de folheagao holomorfa

em 0 € C?. Suponha que F admita uma integral primeira formal nao nula.
Entao F admite uma integral primeira holomorfa.
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Organizacao do texto

No capitulo 2, provamos o Teorema A. Consequentemente, definimos
a 1-forma integravel que determina uma folheacao associada a equagao de
Hill. Definimos também a forma de Hill.

O capitulo 3 se inicia com duas secoes preliminares. A primeira secao
versa sobre funcoes de Bessel e a segunda sobre funcoes Liouvillianas. Em
seguida, provamos os resultados sobre integrabilidade da forma de Hill.
Precisamente os Teoremas B e C. Realizamos a resolucao de singularidades
da forma de Hill e concluimos o capitulo com algumas consideracoes sobre
a holonomia.

O capitulo 4 ¢ dedicado ao estudo das equagoes de Hill para uma funcao
peridédica complexa mais geral. Obtemos a relacao entre a integral primeira
e as solucgoes da equacao de Hill. A partir de uma mudanca de coordenadas
especial obtemos uma classificagao para as folheacoes de Hill. Realizamos
a resolucao de singularidades de uma das formas dessa classificacao. Na
ultima secao apresentamos um objeto formal associado a integrabilidade
das folheacgoes de Hill.

A equacao de Mathieu é tratada no capitulo 5. Definimos as folheagoes
de Mathieu. Apresentamos os modelos bidimensionais associados as
folheagoes de Mathieu bem como a relacao entre eles. Definimos as funcoes
de Mathieu. Encerramos o capitulo exibindo as integrais primeiras.

No capitulo 6 mostramos que existe uma 1-forma integravel para as
EDOs lineares de segunda ordem, inclusive para o caso nao-homogéneo.
Observamos que essa 1-forma obtida determina uma folheacao que
admite uma integral primeira intrinsecamente associada as solucoes da
equacao. Abordamos algumas equacoes classicas apresentando os modelos
integraveis associados a cada equacgao. Estudamos o comportamento da
folheacao obtida apds uma mudanca de coordenadas esféricas (caso real).
Na penitltima secao observamos que os modelos bidimensionais utilizados
na equacao de Hill aparecem também para o caso mais geral da forma
integravel associada as equacoes de segunda ordem. Concluimos o capitulo
com uma classe de equacoes lineares homogéneas de ordem trés que sao
integraveis.

A segunda parte deste trabalho se inicia no capitulo 7. Revisamos alguns
fatos relevantes sobre séries de poténcias formais em uma variavel e, em
seguida, fazemos uma breve revisao da nocao classica de assintoticidade e
algumas propriedades. Enunciamos o Teorema de Borel-Ritt.
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Germes de difeomorfismos holomorfos fixando a origem aparecem
naturalmente quando estudamos folheacoes holomorfas singulares, devido a
nocao de holonomia. No capitulo 8, exploramos tais germes na presenca de
expansao assintotica. Na primeira secao enunciamos resultados conhecidos
e apresentamos a nogao de setor invariante. Na segunda secao estudamos
os casos hiperbdlicos e elipticos em relacao a setores invariantes. Na tltima
secao estudamos um subgrupo do grupo de germes de difeomorfismos,
chamado grupo de Invariancia. Mostramos que este grupo é finito na
presenca de expansao assintotica.

No capitulo 9 fazemos uma breve revisao das nocgoes de folheacoes
holomorfas e, no capitulo 10, continuamos essa revisao com a nogao de
integrais primeiras e enunciando os classicos teoremas de Mattei-Moussu.

O capitulo 11 contém o resultado principal deste trabalho: O Teorema
I. Iniciamos apresentando a nocao de integral primeira setorial moderada
e alguns exemplos fundamentais. Na segunda secao apresentamos a
Correspondéncia de Dulac ([18, 21, 70, 72]). Em seguida, provamos que
essa correspondéncia nos permite transportar a integral primeira setorial
moderada. A prova do Teorema I é apresentada na ultima secao.

No capitulo 12 iniciamos explorando um fenomeno que ocorre na
presenca da sela-né. Mais precisamente, obtemos que as separatrizes fortes
de uma sela-né nao admitem integral primeira setorial moderada, apesar
de admitirem integral primeira setorial. Definimos separatriz nao-fraca e
demonstramos o Teorema J.

No capitulo 13 mostramos que considerando a existéncia de uma integral
primeira setorial moderada em todas as separatrizes a hipdtese de curva
generalizada pode ser removida. Iniciamos o capitulo com uma secao
dedicada ao Teorema do Indice de Camacho-Sad e concluimos o capitulo
com a prova do Teorema K.

O capitulo 14 ¢é dedicado a provar o Teorema L, conhecido por Teorema
de Mattei-Moussu Formal, utilizando as técnicas de integral primeira
setorial moderada.

12



Parte 1

Integrabilidade das EDOs lineares de
segunda ordem
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Capitulo 2

A folheacao de Hill e a forma
Fundamental

Neste capitulo, serd dado o primeiro passo na direcao da integrabilidade
da equacao de Hill complexa. Provamos a existéncia de uma 1-forma
holomorfa associada a equacgao de Hill, a qual determina uma folheacao
definida no espaco tridimensional complexo.

2.1 A equacao de Hill complexa

Muitos dos trabalhos classicos envolvendo a equacao de Hill sao baseados
nas hipoteses reunidas a seguir:

Hipdtese 1: p(s) € uma funcgdao real integravel, periddica de periodo .

O trabalho original de Hill e a classica referéncia [48] de Magnus e
Winkler consideram a Hipotese 1. Apesar dessas restricoes, é permitido as
solucoes assumirem valores complexos.

Neste trabalho abordamos o estudo da equacao complexa de Hill

u”"(2) + p(z)u(z) =0 (2.1)

onde p(z) é uma fungao holomorfa periédica. Em alguns momentos, iremos
supor que p(z) é definida em uma faixa A C C, contendo o eixo real
3(z) = 0. Deixaremos claro quando estivermos supondo tal hipotese.

Sob determinado ponto de vista, o caso complexo e o caso real podem
ser bem distintos. Por exemplo, algumas funcoes periddicas em ambiente
complexo podem nao ser periddicas em ambiente real. Esse é o caso da
funcao exponencial p(z) = e*, z € C.
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2.2 A folheacao de Hill

Considere a situagao mais geral de uma EDO complexa linear homogénea
de segunda ordem, da forma

u”"(2) + b(2)u(z) = 0, (2.2)

onde b é uma funcao holomorfa definida em um aberto U C C.

Através do classico processo de reducdo de ordem, a equagao (2.2) pode
ser reescrita, através da "mudanca de coordenadas”por: x = u, y =/, 2 =
z. Entao 2’ =u' =y, y =" = —b(2)u = —b(z)z, 2/ = 1. Portanto, um
campo de vetores natural X: C? x U — C? associado & equacio (2.2) é

dado por

0 0 0
X(z,y,2) :y%—b( )ﬂfa—Jr@

No caso em que b for uma funcao periédica, esse campo de vetores sera
referido como o Campo de Hill associado a equacao de Hill (2.2).

Um campo de vetores complexo X, definido em algum subconjunto
aberto W C C3 é integrdvel no sentido fraco, ou simplesmente w-integrdvel,
se é tangente a uma folheagao holomorfa de codimensao um (possivelmente
singular) F de W. O campo de vetores é dito integrdvel no sentido
forte, ou simplesmente s-integravel se é w-integravel e a folheacao F pode
ser escolhida possuindo uma integral primeira. Por enquanto, nao sera
especificado qual o tipo de integral primeira utilizado (polinomial, racional,
meromorfa, Liouvilliana, formal...).

Teorema A. O campo de Hill é sempre w-integravel.
Para a prova do Teorema A precisamos do resultado técnico:

Lema 2.2.1. Seja X : W C C? — C? um campo de vetores holomorfo dado
por X(x,y,2) = fi(z,y, Z)a% + fg(a:,y,z)a% + fg(x,y,z)%, onde f3 Z 0, e
W é um aberto de C3. Seja ainda w uma 1-forma holomorfa dada em W
por w(z,y,z) = A(z,y, 2)dr + B(x,y, z)dy + C(x,y, 2)dz e, satisfazendo
w(X) = 0. Entdo temos w A dw = 0 sempre que

f1f3B% + fgngaA + ng% = (f of - f af3> A2

+ {flf?)%_f + f2f3 f??%f [ 3f3 f 3f3 f 8f1 4 fgafZ}]

+ B? {fff’fﬁ—f%ﬂ.

Demonstragao. De w(X) = 0 temos Af; + Bfs + Cf3 = 0. Portanto,

Afl"'BfZ).

o
C=-""7

(2.3)
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As derivadas parciais de C' podem ser calculadas com auxilio de (2.3)
resultando em

oC _  f10A 1 0f f2 0B 1 Of f1 0f: fa Of
%= hor  haA T far  malTtpadtpalb (24

oC _ _HhoA _ 19h A _ [0B _ 10f S10fs f20fs
o= " hoy LA fta rmaBtapaAtee B (25

Por outro lado, da expressao de w temos

do=dANdx+dB Ndy+dC Ndz
= <6—B—%) dxAder(@—%) dxAder(@—a—B) dy N\ dz.

or Oy oxr 0z Jdy 0z
Entao
w A dw
= A(g%—%—f)dx/\dy/\dZnLB(g—i—g—f) dy Ndzx N\ dz
+ C’(a—B—%>dz/\dx/\dz
or 0Oy

oC 0B oC  0A
— A& ) (&) ¢
<ay az> ((9:10 8z>+
Logo, w A dw = 0 implica A%—i—A%—f—B%—l—B%—i—C%—f—C% = 0.
Substituindo (2.4) e (2.5) na expressao acima obtemos

104 10f o [f20B L 9f J19f3 4o, 20fs 5y

0B 0A

NIy ST 200y S Op g TGS g J2CU8
f3 Oy f3 Oy f3 Oy f3 Oy f3 0y f3 oy
fi ,OA 10f; f20B 10fy o, f10fs f20f3 5
A=t L “Zppa 22 2 2pe ST pa_ 2008 p
TR TR T Ror T hor  flow 2 0r
Y/ T FOT YA Y ST

0z f3 0z J3 0z f3 0y f3 Oy 0z
Simplificagoes dessa equacao, entao fornecem

10f ,» [0B 1 9f f10fs f20f3

— AP - 2 A EBA4 St A L 2P BA
f3 Oy f30y"  f3 0y f3 0y f3 0y
fi ,OA 10f 10fy o f10fs f20fs
+ f336x+f38xBA+f38xB f??&xBA fgaxB
L g _hOB, fpod OB

0z  f30x f3 Oy 0z
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Reorganizando os termos temos

fi ,0A  fo DA

f3B_ f3B_ Bg

(iﬁfl B ﬂ3f3> 22
f30y  f3dy

(0B [,08 0B [10f [0 10h  10h
+[f38x+f38y 8Z+B[f§8x 12 0y f38x+f33y”A
N [fmfg 15f2]

f30x  f3 0x

Multiplicando por f2 a prova é concluida. ]

Prova do Teorema A. Seja X : C? x U — C?, o campo X (z,y,2) = ya% —
b(z)a:a% +2 onde b: U C C — C é uma fungio holomorfa definida em um
aberto U de C. Considere uma 1-forma w em C? x U, holomorfa integravel
tal que w(X) = 0. Escreveremos w(z,y, z) = A(x,y, z)dx + B(z,y, z)dy +
C(x,y, 2)dz onde os coeficientes A, B, C sao fungoes holomorfas em C?x U.
Sabemos do Lema 2.2.1 que w = A(x,y, 2)dx + B(x,y, 2)dy + C(x,y, 2)dz,
satisfazendo w(X) = 0 também satisfaz w A dw = 0 sempre que

0A 0A 0A 0B oB 0B

yB— — [b(2)x ]Ba—y Bg—AZnL ya—x—[b() 9% A+ b(2)B?

C=—(yA—>b(z)zB) = —yA + xb(z)B. (2.6)

Tomando B = 1 na tultima equacao, obtemos

DA 9A 0A
Yar [b(z)x]a—y o, = A%+ b(2). (2.7)

A equagao (2.7) é uma EDP de primeira ordem semilinear, que pode ser
resolvida no caso real pelo classico método das caracteristicas. Analisamos
esse mesmo método em ambiente complexo. Para isso, estudamos o
seguinte sistema:

d d dz_, d
gt = HOm G = 1 G = A0 00.00) + 40

Afirmagao 2.2.1. A equagao (2.7) admite A = =¥ como solugao.
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De fato, para A = =2 temos g—ﬁ =4 04 _ —le %—‘3 = 0. Substituindo

22 Oy
em (2.7) temos

v = bEal(—2) +0 =L+ b(z),

Isso prova a Afirmacao 2.2.1.
2
Portanto, substituindo os valores de A e B em (2.6), temos C' = % +

b(z)r. Entao a l-forma meromorfa p = —Zdr + dy + {y; +b(z)az} dz
satisfaz (X) = 0. Multiplicando p por seus polos obtemos w = x.u =

—ydx + xdy + [y* + b(2)2%]dz, que é uma solugao holomorfa do problema
de integrabilidade, provando o teorema. ]

De agora em diante consideraremos o caso em que a funcao b é uma
funcao periddica inteira b = p(z) i.e, existe numero complexo T' € C \ {0}
tal que p(z +T) = p(z). Portanto, de acordo com o Teorema A podemos
definir uma folheacao holomorfa H associada a equagao de Hill (2.1).

Definicao 2.2.1. Seja p : U — C, uma funcao holomorfa, periédica, de
periodo T' (real ou complexo), definida em um aberto U de C. Chamamos
a folheacao H determinada pela 1-forma holomorfa

wy = —ydr + xdy + [y* + p(2)x?]dz = 0,
de folheacao de Hill de parametro p.

Conclusao: Em resposta a Questao 1.0.1, existe uma estrutura
integrdvel associada a equacao de Hill: a folheacao de Hill.

Logo, surge naturalmente uma segunda questao.

Questao 2.2.1. Existe algum tipo de integral primeira para a folheagao
de Hill? Ou seja, o campo de Hill é s-integravel?

A abordagem ¢ iniciada com casos muito basicos.

Caso p(z) = 0. Neste caso temos a correspondente folheagao de Hill
—ydr+xdy+y*dz = 0. Essa folheacao exibe uma integral primeira racional
dada por z/y — z.

Caso p(z) = 1. Segue que w = —ydz + zdy + (y* + 2%)dz = 22 [d(y/z) +
((y/x)* + 1)dz]. Essa forma admite uma integral primeira Liouvilliana.
De fato, w/[z%(1 + (y/x)?)] é fechada e racional e pode ser integrada pelo
logaritmo.

Os casos interessantes surgem quando p(z) é uma funcao periédica nao-
constante.
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2.3 A forma fundamental de Hill

Nesta secao estudamos o caso da folheacao de Hill cujo parametro é a
funcdo exponencial, p(z) = e*. FEntao considere a 1-forma diferencial
associada:

w = —ydx + xdy + [y* + e*z%]dz.

Note que
1 — 2 2
—w = yd + xdy + L +e*|ldz=d (g) + (y) +e| dz.
2 22 2 x x

Considere a mudanga de coordenadas ¢ = —y/x, 9 = €*. Entao dz = dip /¢
e Teescrevemos

L= (£)+ {(Q)Q + eZ] dz = —d¢+[¢2+¢1% — —[—pdg+[¢*+]dy].

22 T T

1

ml
Seja P" o espaco projetivo complexo n-dimensional. Ou seja, o espaco
de retas complexas passando pela origem do espago vetorial (n + 1)-
dimensional complexo. Em linguagem moderna, se definimos a aplicacao

IT: C° —-» P! x P! por II(z,y,2) = (¢,¥) = (=%, ?) teremos:
Lema 2.3.1. A folheacao de Hill # em C? dada por
—ydx + xdy + [y* + e*2%]dz = 0

é o pull-back pela aplicagao II acima, da folheacao bidimensional Hs em
P! x P!, dada pelas coordenadas afins por

—ydx + (2° + y)dy = 0.
Definicao 2.3.1. A 1-forma
Q= —ydx + (:c2 + y) dy (2.8)

sera chamada de forma fundamental de Hill ou simplesmente forma de Hill
em C2.
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Capitulo 3

Integrabilidade para a forma de Hill

Neste capitulo discutimos a existéncia de integral primeira para a forma
fundamental de Hill. Dois conceitos sao necessarios para a completude
da exposicao pretendida: Funcoes de Bessel e Funcoes Liouvillianas. Por
isso, apresentamos duas secoes preliminares com uma breve discussao sobre
cada um desses conceitos.

3.1 Preliminares sobre funcoes de Bessel

A equacao
20" (2) + 2 (2) + (22 = k*)u(z) = 0, (3.1)

onde k é uma constante (podendo ser real ou complexa) é conhecida por
equacao de Bessel. Essa equacao foi introduzida por Friedrich Wilhelm
Bessel em 1824, enquanto fazia sua pesquisa em astronomia. A equacao
de Bessel esta associada a varios fenomenos fisicos, por exemplo: ondas
eletromagnéticas, andlise de sinais modulados em frequéncia, conducao de
calor, vibracao, difusao, processamento de sinais (filtro Bessel), equagao de
Schrodinger radial (em coordenadas esféricas e cilindricas) de uma particula
livre, padroes de radiacao acustica, atrito em funcao da frequéncia em
condutores circulares, a dinamica de corpos flutuantes, etc. Existe vasta
literatura sobre os assuntos acima, envolvendo a equacao (3.1). Em [65] o
leitor pode conferir algumas dessas aplicacoes.

A seguir, é feita uma breve discussao a respeito das solugoes da equagao
(3.1). Essas solugoes, sao fungdes especiais, conhecidas por func¢oes de
Bessel e obtidas através do classico Método de Frobenius de solucoes em
séries.

Definicao 3.1.1. Considere a EDO linear homogénea de segunda ordem

u'(2) + p(2)u'(2) + q(2)u(z) = 0.
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Se p(z) e q(z) sdo holomorfas em um ponto zj, entdo zy é chamado um
ponto ordindrio. Se zy nao é ordinario entao zy € dito um ponto singular.
Se zy é um ponto singular e (2 — z9)p(z) e (z — 20)?q(z) sdo holomorfas em
29, entao zg € chamado de ponto singular reqular.

Se zy € um ponto ordinario sempre existem duas solugoes linearmente
independentes, holomorfas em z (veja [25], Teorema 4, pag. 106).

Teorema 3.1.1. ([25], Teorema 3, pdg.158) Considere a equagao de
segunda ordem homogénea,

(2 = 20)"u"(2) + (2 — 20)p(2)u/ (2) + q(2)u(z) = 0. (3:2)

Suponha que z; seja ponto singular regular da equagdo com p(z)
e q(z) fungoes holomorfas em zj, com raios de convergéncia R, Ry
respectivamente. Sejam 11, ro raizes do polinémio indicial r(r—1)+rp(zp)+
q(z0) = 0, com Re(r1) > Re(rq) e R = min{R;, Ry}. Entao existe uma
solucao da forma

ur(z) = (2 — z0)" Z a;(z — z)’, (3.3)

Jj=0

onde a série converge em ||z — 2g]| < R, ap = 1 e os demais coeficientes
sao obtidos substituindo u; na equagao (3.2). Uma segunda solugdo us,
linearmente independente de uq, é obtida dependendo de r1, 79, da seguinte
maneira;:

(i) Se r; —ry é nao inteiro, entdao uy(z) = (2 — 20)" Y20 bj(2 — 20)7,
onde a série converge em ||z — 29| < R.

(ii) Sery = ry, entdo ug(z) = (2—20)""" 372 bj(2—20) +1n(z —20)u1 (2),
onde a série converge em ||z — 29| < R.

(iii) Se 11 — 79 é inteiro nao nulo, entdo us(z) = (cln(z — 2p))ui(z) +
2" 3724 bjz’, onde ¢ é uma constante e a série converge em ||z — z|| < R.

O objetivo é compreender a estrutura das solugoes da equagao (3.1). Os
coeficientes da equagao (3.1) sao p(z) = 1 e q(z) = (2* — k?). Portanto,

o ponto 0 € C é um ponto singular regular. Além disso, p(0) = 1 e
q(0) = —k%. O polindmio indicial neste caso é dado por o — k? = 0. Logo,
as raizes do polinomio indicial sao dados por a; = k e s = —k. Entao

do Teorema 3.1.1, a equagao de Bessel de ordem k, admite uma solucao
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da forma wu;(z) = 2" Z;‘;o a;z’, onde ay = 1. Substituindo u; na equagao
(3.1) obtemos que u; é dada por
N (=1
nlz) = ; Gk + D)k +2)(k+3).. (k+J)

TR (3.4)

Existe uma notacao universal para expressar as funcoes de Bessel,
envolvendo uma funcao especial conhecida por funcao Gama. Essa funcao
foi desenvolvida em conexao com o problema de generalizar a funcao
fatorial. Ou seja, o problema de encontrar uma funcao que assume n!,
no caso em que n € N, e pode ser estendida para outros dominios (real,
complexo).

Definigao 3.1.2 (Fun¢do Gama). Dado ||z|| < o0, 2z € C, a fungao

F(z):/ e "t*Ldt,
0

é chamada de funcao Gama.

Para mais detalhes sobre a funcdo Gama o leitor pode consultar [2],
pag. 255. A propriedade particular da funcao Gama relacionada com as
funcgoes de Bessel é a seguinte.

Proposicao 3.1.1 (Fquacao funcional, [25] pag. 173). Para todo z € C,
a funcao Gama satisfaz a relagao

['(z +])

e 22+ D(z+2)(z+3)...(2+j5—1). (3.5)

Utilizando (3.5) na equagao (3.4) obtemos

i (—1)'T(k+1) L2+
AT (k++1) '

Portanto, seguindo a convencao universal,

u1(2)
Je(2) = Tk + 1)

- ; j!F(li_Jrlt)jqu 1) <§>2j+k'

Definigao 3.1.3. A funcao Ji(z) é denominada fun¢do de Bessel de
primeiro tipo, e ordem k, onde k pode ser real ou complexo.
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Proposicao 3.1.2. ([81], pag. 45, Secao 3.2) As fungdes de Bessel de
primeiro tipo satisfazem as seguintes propriedades para todo k € C:

2J;(2) = Ji1(2) — Jps1(2);
Jp+1(2) = %Jk(z) — Ji1(2);

onde J' denota a derivada usual com respeito a z. No caso em que k & Z,
J_1, Ji sao linearmente independentes. Além disso, para cada n € Z temos:

J_n(z) = (=1)"J,(2). Em particular, Jj(z) = —J1(2).

Proposicao 3.1.3. As funcoes de Bessel J; e J; de primeiro tipo e ordens
0 e 1, respectivamente sao funcoes inteiras na variavel complexa z.

00 .
Demonstragao. Desde que Jy(z) = é(}}))zjz,j;, entao
=0
(—1)I+1 52542 )
s || |I2]]
|| T a1
é(%‘_))(;)Q W+

Note que a expressao acima tende a zero sempre que j tende a infinito,
independente de ||z||. Segue do teste da razao que Jy é uma funcao inteira.

Por sua vez, considere Ji(z) = > 2(2](;122121';(;,)2. Logo,
j=0 '
(_1)j+12(2j+2) )
2 (GO || =]
Coen | GG+ 1)

27+ (G+1)[(7)?

Analogamente ao caso anterior, podemos concluir que Ji(z) é uma funcao
inteira. []

Do Método de Frobenius (Teorema 3.1.1), uma segunda solugao
linearmente independente para a equacao de Bessel, é dada por

us(2) = 2 Fho(2) + cln(2)ui (2),

onde hs(2) é holomorfa em z = 0 e uy(z) é a primeira solu¢ao encontrada.
Logo, substituindo essa expressao na equacao de Bessel, e analisando os
coeficientes, podemos obter uma férmula explicita para as funcoes de Bessel
de segundo tipo. Por exemplo, para ordem zero, temos

Yo(z):Z% [1+%+%+---—|—% 22 4+ (Inz)Jy(2),  (3.6)

j=1

onde Jj é a funcao de Bessel de primeiro tipo de ordem zero.
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Proposicao 3.1.4. ([81], pag. 66, secao 3.56) As fungoes de Bessel de
segundo tipo satisfazem as seguintes propriedades para cada k € C:

2Y;(2) = Yi1(2) — Vi (2);
Yiii(z) = 7Yk(z) = Y1 (2);

onde Y’ denota a derivada usual com respeito a z. No caso em que k & Z,

Y_;., Y} sao linearmente independentes. Além disso, para cada n € Z temos:
Y_.(2) = (=1)"Y,(2). Em particular, Yj(z) = —Y1(2).

A partir da expressao (3.6), e das Proposigdes 3.1.2 e 3.1.4, podemos
obter a expressao de Y;. De fato,

Yi(z) = —Yi(2)
e R
— 2j(=1)7*! 1 T
= —]Z:; 2% (;1)? [1+§+§+ +}]Z _;JO(Z)
— —1In Z)Jl(Z)

3.2 Preliminares sobre funcoes Liouvillianas

O contetdo desta se¢ao é baseado em [71]. Para compreender com precisao
o conceito de funcoes Liouvillianas sao necessarios alguns rudimentos de
Algebra diferencial.

Seja R um anel comutativo com a unidade. Uma derivacao em R, é
uma aplicagao 0 : R — R satisfazendo
(i) 6(a +b) = d(a) + 4(b),
(ii) d(ab) = ad(b) + bd(a),
para quaisquer a,b € R. Um corpo diferencial é um par (k,A) onde k
é um corpo e A = {4;}ic; é um conjunto de derivagoes em k. Um corpo
diferencial é comutativo se 0;00; = 0; 0 0;, para todo 4,7 € I. Um elemento
¢ € k é uma constante do corpo diferencial (k,d) se d;(c) = 0 para todo
i € I. O conjunto de todas as constantes ¢ € (k,d) formam um subcorpo
de k.

Sejam (k,¢), (k',d") dois corpos diferenciais. Uma aplicacao h : (k,d) —
(k',0") é uma aplicagdo diferencial se existe uma aplicagdo 7: A — A’ tal
que hod = 7(§) o h, para todo 6§ € A.
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Exemplo 3.2.1. (Adjun¢ao de uma variavel) Seja § : k — k uma derivagao
em k e seja t um elemento transcendente em k. Entao, 0 se estende a uma
derivacio ¢ : k(t) — k(t). De fato, dado qualquer p(t) € k[t], digamos,
p(t) = 37— a;t! defina

n n
= Z (5(aj)tj + thj_laj.
=0 =0

Entéo, podemos estender § para um corpo k(t) (note que desde que ¢ néo
é algébrico em k temos 0(p(t)) # 0, Vp(t) € k[t]). Agora, seja (k, A)
um corpo diferencial e seja t qualquer variavel sobre k. O processo acima
fornece uma extensao diferencial (k, A), A = {8,6 € A}, de (k,A).

Uma extensdo diferencial de (k,A) é um corpo diferencial (k,A) onde
k é uma extensdo de k se cada derivacdo ¢ € A induz por restricio um
elemento § € A e reciprocamente cada elemento d € A se estende a um
elemento § € A.

Seja (k, A) um corpo diferencial. Uma extensio diferencial (k(t), A) de
(k,A) é do tipo:
(i) adjuncio de uma integral se ot € k, Vo € A
(i) adjuncdo da exponencial de uma integral se & ek, Vo eA.

Uma extensio Liouvilliana de (k,A) é uma extensao diferencial (K, A)
de (k,A) para a qual existe uma torre de extensoes diferenciais:

k=kCkC---Ckp,=K

tal que ki1/ki = ki(t;)/k; é ou uma extensdo algébrica ou é do tipo
adjuncao de uma integral ou adjuncao da exponencial de uma integral.

Definigao 3.2.1. (Funcéo Liouvilliana sobre Espagos Projetivos) Uma
funcao Liouvillitana no espago projetivo complexo P" é um elemento f
de uma extensao Liouvilliana (K, A) do corpo diferencial (u,, {a%_, Jj =

_ ’ ~ . . P(ml,...,xn)
.,n})onde p, = C(xy,...,x,) é o corpo de fungdes racionais )
P,Q € Clzy,...,z,| nas varidveis xi,...,x, e a%j D Up —> [, SAO0 as

derivadas parciais usuais, 7 = 1,...,n.

A mnocao de funcao Liouvilliana sobre Espacos Projetivos pode ser
também definida para funcoes em C" ou sobre subconjuntos abertos
conexos de C" trocando o corpo de base das fungoes racionais pelo corpo
das fungoes meromorfas.
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Definigao 3.2.2. Considere uma 1-forma em C? dada por w = P(x, y)dy —
Q(x,y)dz. Dizemos que w admite um fator integrante se existe uma fungao
1

holomorfa R nao constante tal que pw é uma 1-forma fechada.

Temos o seguinte resultado devido a M. Singer:

Teorema 3.2.1 ([77], Teorema 1). Uma equacao diferencial polinomial
em duas variaveis Pdy — QQdx = 0 com coeficientes complexos admite uma
integral primeira Liouvilliana se e somente se a 1-forma w = Pdy — Qdx
admite um fator integrante da forma R = exp [ Udxz + Vdy onde U,V sao
funcoes racionais satisfazendo %—Z = %—Z.

Se, na afirmagao acima, colocamos w = Pdy — Qdx e n = Udx + Vdy
entao o resultado de Singer nos diz o seguinte : a existéncia de uma
integral primeira Liouwvilliana para w corresponde a existéncia de uma 1-
forma racional fechada n que satisfaz dw = n A w. Neste caso, a integral

primeira € da forma F = [« onde o = Q/ exp [ 1.

3.3 Integral primeira tipo-Bessel para a forma fun-
damental

A partir das consideracoes preliminares realizadas nas segoes anteriores,
estamos em condicoes de provar o seguinte teorema.

Teorema B. A forma de Hill
Q= —yde + (2% + y)dy
admite uma integral primeira F' da forma

20Y0(2\/y) — 2¢/yY1(2V/y)
rJo(2v/Y) — VYI1(24/Y)

onde Jy, J1 sao as funcoes de Bessel de primeiro tipo e Y, Y7 sao as funcoes

F<$7y) -

de Bessel de segundo tipo. A funcao F' é uma funcao holomorfa bem
definida em um subconjunto aberto da forma (z,y) € C x (C\ L) onde L
¢ um segmento de reta fechado comecando na origem de C.

Demonstragao. Inicialmente escrevemos € = 0 como ydr = (2 + y)dy e
portanto, como
dy y
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Essa EDO ¢ similar a algum dos modelos tratados em [63] pag 375, Secao
13.2.3. De fato, a mudanca de coordenadas y = €’ nos fornece o modelo

,_dx_da:@_a:2+yd_y_x2+et P

_ — == —2 t.
YT T aydt y  di g ¢ TT e

Por sua vez a EDO 2/ = 22 + €’ pode ser resolvida por métodos similares
aqueles tratados em [63], (veja Segao 13.2.2.5 da referéncia), e nos fornece
o seguinte:

Afirmacao 3.3.1. As solugoes de (3.7) sao dadas por F(x,y) = c € C

onde
22Y5(2\/y) — 2¢/yY1(2\/y)
rJo(2vY) = VII(2/Y)
Demonstracao. Iremos primeiramente calcular as derivadas parciais de F'.

A primeira é obtida por uma computacao padrao

OF
%(Z’, y) -

2Yo(2v/y) (2o (2v/y) — VUN1(2v/9)) — Jo(2v/Y) (22Y0(2v/Y) — 2v/4Y1(2V/Y))

F(:z:,y) -

(xJo(2v/Y) — V¥1(2/))?
_ 2v7 (h2vaIV1(2vT) — 1(2/5)Y0(2v7))
(zJo(2y/Y) — V¥ 51 (2/))? '

A derivada parcial %—F:
Y

Neste caso usamos as propriedades das funcoes de Bessel mencionadas
acima. Analisemos cada termo da derivacao. Da Proposicao 3.1.2 temos

o x
NI E[J—I(Q\/g)_‘h@\/@]
_ %[—J1(2\/§)—J1(2\/§)]

- —2%&(2@).
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9 1 9[2J1(2\/y)]
VIRV = SRV VI

_ le(Q\/g) +Y [—[JO(Q\/@ - J2(2\/§)]]

VY VY
1 1
_ ﬁjl(Q\/@) + Jo(2/9) — [ﬁJl(Z\/@) — Jo(2\/§)]
= 27)(2v/7).
Similarmente,
)
5y 22V = —275/1(2\/_) [Q\le(Q\/_)] = 2Y5(2v/).
Consequentemente
%(xJO(Q\/@) —VIh(2VY)) = —%h(?@) — Jo(2vy)
aﬁym@@ ~ VIN(2VE) = — VD) ~ %2V

No que segue escreveremos
0 [22Y0(2/y) — 2/yY1(2/)
rJo(2v/Y) — Y1(24/Y)
N
(xJo(2v/Y) — VU1 (2¢/9))?

N = [—2%(2@—%mmwzm—@A(zm]
— [~ h(2v) - %mmmm(z@ — 2V (21/7)]

= —22Y5(2v9) Jo(2v/7) + 2v/57Y0(2v/7) 1 (24/7) — 25—;1/1(2\/@%(2\/?)
+ 22Y1(2/9) 1 (2V) + 22J0(2v/9) Yo (2V) — 2v/5D0(2v0)Y1(21/Y)
I Q%Jl(z\/g)}/o@\/@) —22J1(2y/y)Y1(2/Y)

_ 2[@+7} VIY(2VE) — Yi(2V5)h(2/5)]
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A derivada exterior dF' é entao dada por

dFF = —dx+ —dy
Y

2V (BRVIYi2vE) — H2VH)Ye <2f>)]
_ (@ Io2/7) — /3T 247))?

| ol ]d

(@ ho(2vE) — vih2yiEl

Portanto,
QANAE = [—ydz + (2 4 y)dy] A [g—Fdx + g—de]
= —ya da:/\dy+(a: +y)g—dy/\d:€
- _yg—]; — (2 + y)g—ﬂ dz A dy.
Agora observe que
PN LA SV CUICV M Ik I CNOMICN)

Oz (2Jo(2v/y) — V¥T1(2¢/9))?

(12v9)Yo(2vy) — Jo(2v/H)Y1(2v/Y))

= 252 +y) (@ Jo(2v/5) — VUL (2y7))?

o= 2 [f+7] VIV 2yE) — Y2y Do (2y/T)

)(Jl(Q\/_)YO(Q\/_) Jo(24/9)Y1(2,/y))
(xJo(2v/Y) — V51 (2¢/))? '

= 2/y(z* +y

Entao concluimos que

= 0.

A afirmacao esta provada.
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Isso conclui a prova do teorema. ]
O seguinte corolario é uma consequéncia imediata do Teorema B

Corolario 3.3.1. A equagao de Hill v”(z) + e*u(z) = 0 é s-integravel. De
fato, a folheagao de Hill H : w = —ydz + zdy + [y* + e*x?]dz = 0 admite
a integral primeira

2yYo(2ve?) — 22/ e7Y (24/e7)

yJo(2ver) — a2 D (2VeF)
Demonstracdo. Desde que a folheacao de Hill H em C? é obtida como um
pull-back da folheacao 2 = 0, pela aplicagao Il(z,y,z) = (£,¢%). Essa
ultima admite a integral primeira

22Y0(2/Y) — 24/yY1(2,/Y)
rJo(2v/Y) — VU (2Y)

Portanto uma integral primeira H = II* F' para ‘H que é da forma

. y oo\ 28Y(2Ve) — 2e3Y1(2Ve)
fla:2) =Pl = F () = %JZ(%/?)—eéJl(z\/?)

H(x,y,z) = (3.8)

Flx,y) =

2yYo(2V/e7) — 20V/eFY1(2VeF)
yJO(Q\/e_Z) —$€%J1(2\/?) .

[]

3.4 Nao existéncia de integral primeira Liouvilliana

Até o momento, temos o seguinte: Comecando com a equacao de Hill
u"(2) + e*u(z ) = 0 em C2 podemos considerar o campo de vetores
X(z,y,2) = y% — e xa + az em C? que corresponde & reducao de ordem
da equacao de Hill. Para o campo de vetores X associamos a 1-forma
w = —ydx + xdy + [y* + e*z?]dz em C3 mostrando a integrabilidade
forte (s-integravel) da equacao de Hill u”(z) + e*u(z) = 0. De fato,
a folheacao determinada pela 1-forma %w acima pode ser vista como
um pull-back da forma de Hill Q = —ydx + (2% + y)dy pela aplicacio

IT = (—y/z,e*). Por sua vez a forma () admite uma integral primeira da
20, (2,/7)~2,/7Y1(2\/7)
Jo(2¢/¥)—/YJ1(2/Y)

segundo tipo.

O objetivo agora é verificar se a forma de Hill 2 admite alguma integral

forma F = dada pelas funcoes de Bessel de primeiro e

primeira Liouvilliana.
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Lema 3.4.1. A tnica curva algébrica invariante para a forma de Hill (2
em CP? sdo a reta no infinito e a reta {y = 0}.

Demonstracao. As retas (y = 0) e a linha no infinito s@o invariantes, por
computacao direta. Provaremos que nao existem outras curvas algébricas
invariantes afins. Para isso, observamos que as folhas de () sao transversas
aos cilindros horizontais tridimensionais C, : |y| = r,z € C,r > 0.
Podemos portanto, investigar a existéncia de érbitas periddicas do fluxo L,
induzido por €2 sobre C,.. Neste momento, se faz necessario um resultado
de H. Zoladeck (que melhorou antigos resultados de outros autores):

Proposicao 3.4.1 ([84] Proposi¢do 4 pags. 166-167). Para o sistema
dz/dt = z* + re' existe uma sequéncia de nimeros complexos rj — 00
tal que para qualquer r # r; essa equagao admite exatamente uma solugao
periédica (de periodo 27) e, para r = rj, a equagdo nao possui nenhuma
solucao periddica limitada.

A conclusao desejada é entao basicamente uma consequéncia da pro-
posicao acima. De fato, é suficiente considerar a EDO real, bidimensional
obtida da equacdo original —ydx + (22 + y)dy = 0, fazendo y = re' que
leva & EDO complexa, z' = i(x? + re') correspondendo & restricao para
C,. ]

Teorema C. A forma de Hill
Q = —ydz + [2* + y]dy

nao admite integral primeira do tipo Liouvilliana globalmente definida em
CP2.

Demonstragdao. Escreva w = P(x,y)dy — Q(z,y)dr e n = A(x,y)dr +
B(x,y)dy. Segue do Teorema 3.2.1 que a existéncia de uma integral
primeira Liouvilliana para w corresponde a existéncia de uma 1-forma
racional fechada n que satisfaz dw = n A w. Neste caso, a integral primeira
é da forma F = [« onde o = Q/ exp [ 1. Usando agora que os pélos afins
de uma 1-forma n como acima devem ser curvas algébricas invariantes para
w = Pdy—Qdzx, é suficiente provar que nao existe 1-forma racional fechada
n satisfazendo

dQ =n AL (3.9)
Uma vez que n = A(x,y)dx + B(x,y)dy, entao

dQY = —dy Ndzr +2xdx Ndy = (1 + 2z)dx A dy

31



e?
nAQ = [Adx + Bdy] A [—ydx + [2* + yldy] = [[2* + y]A + yBldz A dy.
Portanto, de (3.9) temos

(1+2z) = (2 +y)A+yB. (3.10)

Pelo Lema 3.4.1, os pdlos afins de 1 estao contidos na linha {y = 0}. Desde
que 7 é fechado, pelo Lema de Integracao [24] podemos escrever

n = )\d—y+d(Q>,
Y y"

para algum A € C e algum polindémio irredutivel Q(z,y) de grau n € N.

Portanto,
d
n = ’X_g.+(1(}gz>
Y y"

_ My (09, 09 "
-5 (G ) @) o

100 100 nQ
= ——Ydy — dy.
y" Oz (y+y y y”“) Y

Segue de (3.10) que

142z = — + A+

y*  Ox

yn ay yn+1

22 + 1y 0Q y(l@@ nQ)

Entao A = 1. Escrevendo Q(x,y) = >_ pi(y)z’ tomamos
i=0

= TS i 4 L S - S )

i>1 >0 1>0

Cason = 0: A equagao (3.11) é reescrita como z%p; (y)+yp1 (y) +yp)(y) =
2z. Analisando os coeficientes de x? temos p; = 0. Entao a equacao (3.11)
pode ser escrita como yp;(y) = 2x. Portanto, este caso nao pode ocorrer.

Caso n =1: A equagao (3.11) é reescrita como = ( nW a2y oy (y )+2’#x3+
2p2(y)x + py(y) + pi(y)xr = 2z. Analisando os coeﬁmentes de 2% e 23
concluimos que p1,p; = 0. Isso implica pj(y) = 2z. Novamente, esse

caso nao pode ocorrer.
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Cason =2: A equagao (3.11) é Tty [p1(y)+2xpa(y)+32%ps(y)] +

S0 (y) +2pi(y) + 2°p5(y)] — Zlpo(y) +api(y) +2?pa(y)] = 22. Analisando
cada poténcia de x obtemos

1(y) + 4ph(y) — poly) =0
: pa(y) + i (y) — Epi(y) =2

2% Hpi(y) + Hps(y) + 2h(y) — Zpa(y) =0
3 Zpo(y) =0

Y
ot 3]93( ) =0.

As equacoes acima implicam pi,ps,p3 = 0. Entao obtemos ip{)(y) —
on(y) = 2x. Portanto, esse caso também nao ocorre. A seguir faremos

mais um caso para ajudar na compreensdo do caso geral.
Cason = 3: A equagao (3.11) é dada por . +y [pl( )+2xp2(y) + 32 ps(y) +

42 pa) + 25 [P (y) +ap! (y) + 27 ph(y) + 2P (y - 5po(y) +api(y) +2°pa(y) +
23p3(y)] = 2x. Analisando cada potenma de x obtemos

2 : yyp1(y) + 5po(y) — poly) =0

z: Hpa(y) + 2p1( ) — pi(y) =2

z? y% 1(y )+ 2p3( )"‘ 12p’2(y) - ;_3]72(9) =0

2®: 5p (y)+4y3p4+ ol — b3 =0

et Spy(y) =0

2 ;p4( ) =0.

As equagoes acima implicam que pi,p2,p3,ps = 0. Entao obtemos

%p{)(y) — y—?gpo(y) = 2x. Portanto, esse caso também nao é possivel.

Caso n > 2 : A equagao (3.11) se escreve como

x2+y
n

[p1(y) + 2zpa(y) + - -
(n = 12" paca(y) + na"pu(y) + (0 + 1a"pria (y)]
! [po(y) + xp (y) + 27ph(y) + . ..

Poo(y) + 2" pl, 1 (y) + 2" (y)]
y [po(y) + zp1(y) + 2*pa(y) + . ..

-1
-2

+ o+

y"

x"
n
P

+ 2" Ppaa(y) + 2" pasi(y) + 2 pu(y)] = 2.

Novamente, a analise de cada poténcia de x nos fornece
1Y) + 7P (y) — Jrpoly) =0
ip2(y) + s (y) — pepa(y) = 2
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2.

2 e (y) + ps(y) + %pé(y) — yip2(y) =0

2t () + Spa(y) + b (y) = spaea(y) = 0

v By, (y) + S, W)+ () = fipaly) = 0

"t npn( )=0

" +2 . n+1 ( ) = 0.

As equagoes acima implicam p1,...,Pn_1, Pn, Pnr1 = 0. Entao a equacao

(311) ¢é dada por
PolYy Poly) = 2x.
yn 140 yn

Entao o caso geral n > 2 é também excluido. Isso finaliza a prova. ]

Em contrapartida, existe integral primeira Liouvilliana local para a
forma de Hill.

Coroldrio 3.4.1. A forma de Hill Q = —ydx + (2 + y)dy admite integral
primeira Liouvilliana local em C2.

Demonstragdo. Sabemos (veja Secao 3.1) que as fungdes de Bessel de
segundo tipo de ordem 0 e 1, sao dadas respectivamente por

e = S CU [1+1+1+ +1] 2 4 (In2)Jo(2)
0\%) = - - vl 4 nz)Jolz);
]:1223( 2 3 J

Yi(z) = 2%[1+%+%++ﬂ z2j—1—<%) Jo(2)

—(In(2))J1(2).

Segue da Proposicao 3.1.3 que Jy, J; sao fungoes inteiras em C, consequen-
temente o resultado é decorrente do fato de que localmente, a expressao
que define Yj e Y] envolve apenas funcoes Liouvillianas. ]

Conclusao: Apesar de nao existir uma integral primeira Liouvilliana
globalmente definida em CP?, existe uma integral primeira Liouvilliana
local em C2.

3.5 Reducao de singularidades

No que segue usaremos a técnica de blow-up com o objetivo de extrair
mais informages sobre a forma de Hill. No capitulo 9 (Secdo 9.2)
enunciamos o principal resultado sobre desingularizacao de folheagoes em
C? (confira Teorema 9.2.1). Para mais detalhes sobre a técnica de blow-up
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e desingularizacao sugerimos [13, 41, 68]. Verificaremos quais modelos de
singularidades surgem apoés um certo nimero de blow-ups. Consideramos
o blow-up quadratico na origem 0 € C? como padrao para o que segue.

Proposicao 3.5.1. Seja
Q= —ydx + (2% + y)dy

a forma de Hill. Entao

(i) O primeiro blow-up origina duas singularidades no divisor excepcional.
Uma singularidade é do tipo Siegel da forma

—ydx + (1 — x + 2*y)dy = 0. (3.12)
A segunda singularidade é nilpotente e dada por:
(—y +yx +y*)dx + (2% + yx)dy = 0. (3.13)

(ii) Apos realizar n > 1 blow-ups comecando da segunda singularidade e
sempre repetindo o processo na singularidade nilpotente correspondente
temos: um divisor excepcional P = U7 ;P; com uma singularidade
nilpotente na intersecao da transformada estrita do eixo-x e P,, que é
dada por:

(—y + nyx + na" ') dr + (2 + yx")dy. (3.14)

Além disso, em cada esquina P; NP, 1, temos uma singularidade tipo Siegel
dada por:

(=y + jay? + j2/ "ty Nde + (—a + ( + D’y + (5 + 1)ay)dy. (3.15)

Demonstragdo. O campo associado a Q é X = (2% + y)% + ya%. A matriz
da parte linear de X na origem ¢é

0 0
= {1

A singularidade na origem nao é simples. Realizamos entao um primeiro
blow-up. Considerando a carta U; nas coordenadas r = sy temos

Q) = Qsy,y) = —yd(sy) + ((sy)* +y)dy
—y(sdy + yds) + ((sy)” +y)dy
= —ysdy — y*ds + (s*y* +y)dy
= —y’ds + (s*y* +y — ys)dy

= y(—yds+ (s*y +1— s)dy) .
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Seja SNl(s,y) = —yds + (s’y + 1 — s)dy que exibe uma singularidade em
(1,0). Considere a mudanca de coordenadas s’ +— 1 — s e y — y. Entao

~

Qs',y) = yds'+ (1 =)y +s)dy
= yds' + (s’ +y — 25’y + s*y)dy.

Apds essa mudanca de coordenadas a singularidade (1,0) passa a ser a
origem do sistema e o campo associado é

~ 0 0
X / — / _2/ 12 o .
(sy) =(s"+y—2s'y+s y)as, Y3,

A matriz da parte linear de X é

10
o= )

Os autovalores de Mg sao Ay = —1 e Ay = 1. Entao A/ A = =1 €
R_. Essa singularidade esta resolvida e é do tipo Siegel para o sistema
(s',y). Portanto, a singularidade (1,0) é do tipo Siegel para o sistema
(s,y). Agora, considerando a carta Us nas coordenadas y = tx temos

™(Q) = Qx,tr) = —tedr + (2* + tz)d(tz)
= —twdr + (2* + tz)(tdx + xdt)
= —tadx + to’de + 23dt + tPadx + ta’dt
= (—ta +ta® + 22)dx + (2® + ta?)dt
= x [(—t 4tz + t*)dzx + (2* + tz)dt] .

~

Fazemos Q(z,t) = (=t + tz + t*)dz + (z* + tz)dt. O campo associado é

~ 0 9,
— (2 _ _ 4\
X(x,t) = (x —i—tx)ax + (t —tx t)at.

A matriz da parte linear de X é

00
e=lo )

M possui autovalores sao Ay = 0 e Ay = 1. Realizaremos um novo blow-
up. Considere primeiramente o sistema de coordenadas x = rt. Assim

~ ~

™(Q) = Qrt,t) = (=t +t(rt) +t3)d(rt) + ((rt)* + t(rt))dt
= (=t +rt? + D) (rdt +tdr) + (r*t* + rt*)dt
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= (—tr + 7 + 1t + r* + rt?)dt + (7 + e’ + £)dr
= t[(=r+2rt+2r°t)dt + (=t + rt* + t*)dr] .

~

Fazemos Q(r, t) = (—r+2rt+2r2t)dt +(—t+rt2+12)dr. O campo associado
é

;N((r,t) (— r+2rt+2r2t)§ +(t—rt2—t2)§t
T

~

A matriz da parte linear de X é

-1 0
M?c_[o 1]

Os autovalores de sdao Ay = —1 e Ay = 1. Entao A\;/A\s = —1 € R_. Essa
singularidade esta resolvida e é do tipo Siegel. Agora, considere o sistema
de coordenadas t = ux na outra carta. Assim

(—(uzx) + (ux)x + (uz)?)dz + (2% + (uz)z)d(ux)
(—uz + ur® + vw?2?)dx + (2% + uz®) (udx + zdu)

= (—uz + vz’ + u’2® + ur® + v?2?)dx + (2° 4+ ua®)du
(=

~ ~

™(Q) = Qx,ur) =

ux 4 2ux® + 2ux?)dr + (2 + uz®)du
[(—u+ 2uz + 2u’z)dz + (2° + ua®)du]

~

Fazemos Q(z,u) = (—u+2uz+2u*r)dr+ (x* +ux?)du. O campo associado
é

~
~

0 0
2 N B B
X(r,t) = (x* 4+ ux )833 + (u — 2ux — 2u x)at

~

A matriz da parte linear de X é

00
ME?‘[O 1]

M):( possui autovalores A\; =0 e Ay = 1.

Afirmacao 3.5.1. Apds n blow-ups a origem do sistema de coordenadas
que contém o eixo X possui uma singularidade nilpotente e a folheacao
associada é dada por

¢ = (—y + nyx + nax" ') de + (2* + yz")dy. (3.16)
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Prova da afirmacgao 3.5.1. Usaremos um argumento de indugao sobre o
nimero n de blow-ups. Os casos n = 1,2 foram feitos acima. Entao
supomos que (3.16) seja véalida para algum n > 2. Realizando novo blow-
up, considere a carta y = xt. Logo,

T = E(w,tr) = (—tx + ntz® +na"(tr)?)de + (2 + (tx)2") (zdt + tdx)
= (—tz+nta® + nt’2" " +ta® + 22" dr + (2 + ta" )t
= a{(—t+ ntx + nt’z" + to + t>2")dx + (2* + ta")dt}
= 2{(—t+ (n+ Dtz + (n + D)t*z")dx + (2* + t2" 1) dt}

Seja & = (=t + (n+ Dtz + (n + 1)t%a")dx + (22 + ta™1)dt. Isso prova a
afirmacao 4.2.1. ]

Observe que realizando um blow-up na singularidade de &, dada em
(4.12), e considerando a carta x = sy obtemos

& = (Y, y)

= (—y +ny(sy) +n(sy)""y*) (sdy + yds) + ((sy)* + y(sy)")dy

= (—y +nsy? +ns" Yy (sdy + yds) + (s*y* + s"y" ) dy

= (—ys +ns2y? +ns"y™ 4+ s2? + sty dy

+ (—y? +nsy® +ns"y"?)ds

= y{(—y +nsy® +ns"" 1y ds + (—s + (n + 1)s*y + (n + 1)s"y")dy}.
As observagoes acima e um argumento de inducao nos permite concluir a
seguinte afirmacao.

Afirmacao 3.5.2. As demais singularidades que surgem a cada novo blow-
up estao nas esquinas das linhas projetivas e a folheacao associada em cada
esquina P; NP4 ¢ dada por

(—y + jsy* 4+ 7' ™ ds + (—s + (j + 1)s*y + (j + 1)sy?)dy = 0.

Concluimos a prova do lema observando que o campo dual associado a
1-forma acima é

0
)5z

A matriz da parte linear desse campo é

oY)

Portanto, as singularidades que surgem nas esquinas sao do tipo Siegel,

com autovalores Ai /Ay = _il = —1.

n—1 n—1

(=2 + ns’y + na’y + ns"y + (y — (n — Dyx — (n — Da™ 2y"

i
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A seguir fornecemos as integrais primeiras explicitas para os modelos
que surgiram na reducao de singularidades da forma de Hill como descrito
na Proposicao 3.5.1.

Proposicao 3.5.2.
(i) Seja n > 1. A singularidade

(—y + nyx + nz" 1) dx + (2* + yz")dy = 0

admite a integral primeira

n
2

N|—=

2¥p(203y) — 203yivi(2ey
wJo(2z2yz) — xiyzJ (28 yz)

)

Fu(z,y) =

(ii) Seja j € {1,...,n — 1}. A singularidade tipo Siegel
(=y+joy’ +j2’ Yy da + (—z + (G + D’y + (G + Da'y!)dy

admite a integral primeira

G () 2ayYy(228y'T) — 20iy’T Vi (22ty'T)
i\, Y 7 7 T e
J xy]o( xr2 %) gjﬁy%(]l(ngiy%)

Demonstragdo. Sejam m,(x,y) = (z,2"y), Q@ = —ydz + (y + 2%)dy entao
Q0 = 2"[(—y +nyz +nx"1y?)dw + (2? 4+ ya™)dy]. Aplicando o Teorema B
(pag 26, Segao 3.3) obtemos o item (i). Agora, definimos 7(x,y) = (zy, y).
Seja,
& = (—y + jyz + jo? 'y dr + (27 + ya)dy.
Entao 7*¢; = yl(—y + jay?* + ja/ ly Nde + (—2 + (j + D)2y + (§ +
1)x’y?)dy)dy]. Dai e do item (i), obtemos (ii). O

3.6 Holonomia

Considerando a forma de Hill Q = —ydx + (2® + y)dy, entdao temos
uma singularidade na origem 0 € C?. Esse germe de folheacao admite
uma separatriz dada por I' : (y = 0). Podemos nos perguntar sobre a
aplicacao de holonomia dessa separatriz. Se considerarmos um laco simples
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v x(t) = rge, 0 < t < 27, em I, entdo podemos considerar a aplicacao
de holonomia com respeito & se¢ao transversal 3 : (x = ry) como segue:

Seja qo o ponto (rg,0). A aplicagdo de holonomia h: (X, qg) — (X, qo) é
dada por h(yy) = y(2m,yo) onde y(t,yo) é a solugao da EDO

dy —y it

pri m.me
que satisfaz y(0,yp) = yo. A integral primeira F'(z,y) = 2:;22;%;:%?2(%)
pode ser usada para calcular (estudar) a aplicagdo de holonomia h, pois
satisfaz a relagao F(rg, h(y)) = F(rg,y). Essa é uma expressao envolvendo
funcgoes do tipo Bessel.

Observacao 3.6.1. Todo o exposto acima sugere que pode existir uma
teoria de folheagoes admitindo fungoes tipo Bessel como integrais primeiras,
em termos de seus grupos de holonomia.
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Capitulo 4

Folheacoes de Hill de parametro p

Neste capitulo mostramos que a relacao entre as solucgoes classicas e a
integral primeira observada no caso da exponencial é um fenomeno mais
geral. Além disso, uma classificagao geral para o problema de Hill é obtida.

4.1 Integral primeira e solucoes classicas
Seja,
u”"(2) + b(2)u(z) = 0, (4.1)

uma EDO linear homogeénea de segunda ordem, onde b : U — C,
é uma funcao holomorfa em um aberto U C C. Desde que b seja
holomorfa em U, todo ponto zy, € U é um ponto ordindrio. Portanto,
segue do Teorema 3.1.1 (Método de Frobenius) que existem duas solugoes
linearmente independentes uy, us da equacao (4.1), holomorfas em U, tais
que os raios de convergencia dessas solucoes sao maiores ou iguais aos raios
de convergencia de b.

Feitas essas consideracgoes, exploraremos algumas possibilidades conside-
rando as técnicas desenvolvidas até o momento. Pelo método de reducao
de ordem, obtemos um campo vetorial, naturalmente associado a (4.1),
X, : C* x U — C3 dada por Xy(z,y,2) =y — b(z)a% +£. O Teorema A
(pag. 15, Secdo 2.2) afirma Xj, é sempre w-integravel. De fato, a 1-forma
w = —ydx + xdy + [y* + b(2)z?dz = 0 é integrdvel e tangente ao campo
Xp.

Teorema D. Considere a equacao

u"(2) + b(2)u(z) =0, (4.2)
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onde b : U C C — C, é uma fungao holomorfa definida em um aberto U
de C. Sejam uj,us : U — C duas solugoes linearmente independentes da

EDO (4.2),e X, : C* x U — C3, o campo dado por

0 o 0

Xp(z,y,2) = Yoz~ b(z)a—y + B

Entao, X} é sempre s-integravel. Precisamente, a funcdo H : C?> x U — C
dada por
zuy(2) — yua(2)

ruy(z) — yua(z)’

H(z,y,z) =

é definida e meromorfa em C2 x U, sem pontos indefinidos, e é uma integral
primeira para a folheacao, determinada pela 1-forma integravel

w = —ydz + xdy + [y* + b(2)z?]dz = 0.

Para demonstrar o Teorema D precisaremos de um resultado da Teoria
de Varias Varidveis Complexas, sobre extensao de func¢oes holomorfas.

Teorema 4.1.1. (Teorema de extensao de Hartogs, [35], pag. 48, Teorema
6) Seja U < C", n > 1, um subconjunto aberto conexo e W C U
um subconjunto analitico de codimensao > 2. Entao qualquer funcao
f holomorfa (respectivamente meromorfa) definida em um subconjunto
aberto U \ W admite uma tnica extensdo holomorfa (respectivamente
meromorfa) em U.

Observacao 4.1.1. O Teorema de extensao de Hartogs nao vale para n =
1. De fato, a fun¢do f(z) = , é holomorfa em C \ {0}. Entretanto, f nao
pode ser analiticamente continuada em todo plano complexo C.

wuy (2)—yua (2)
)y (z) —yua(2)
nao ¢ constante. De fato, H = ¢ € C implica que z(uj(z) — cuj(z)) =
y(ui(z) — cus(z)) e entdao ui(z) = cus(z) o que é uma contradi¢ao desde
que uy e up sao linearmente independentes. Agora, supomos que existe
uma curva [' (real, analitica e ndo degenerada) de pontos indefinidos para

H. Entao temos % = £ = Z—; nessa curva. Desde que u; e uy sao

Demonstragao do Teorema D. Primeiro observe que H(z,y, z) =

x
funcoes holomorfas de uma varidvel complexa isso implica que u; = kuo

identicamente, produzindo outra contradicao. Isso mostra que o conjunto
de pontos indefinidos de H ¢ discreto e, como a dimens ao ¢é 3, segue do
Teorema de Hartogs (Teorema 4.1.1) que H admite uma extensao e, é de
fato livre de pontos indefinidos. Resta provar que H é genuinamente uma
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integral primeira para H : —ydz + xdy + [y* + p(2)2%]dz = 0. Seja a forma
de Hill, isto é, o modelo bidimensional

Oy = —da + [2* + p(y)]dy.

Fazemos

oy (y) + zui(y)
Fey) = ) T rm(y)

Agora computamos as derivadas parciais de I’ com respeito a x e y:

OF(z,y) uy (uhy +zup)  up (uy + zun)

ox (u’Q + $U2)2 (U’Q + .TLLQ)Q
_ U1U/2 + TU U9 _ u2u’1 + Tuouq
() + wuz)®  (uy + zuz)?
Entao
OF (z,2)  wug —wguy  (uf +auy)(uy +zug)  (ug + 2uy)(u) + 2w
o0 (htaw)?  (Grow) (] + 7]
(—pur +zuy)(uy + zup)  (—pug + 2usy)(u) + 2us)
(ub 4+ zug)? (uby + zug)?
(vhus — ujur)
P2 g+ zu)?
Portanto,
OF oF
dFANQy = | =—dx+ —dy | A (—d )d
2 (83: x+8y y) (—dz + (p+ 2”)dy)
oF OF
2
- 97 L P de Ady = 0.
{(p+x>8x+8y] z A dy

Isso mostra que F' é uma integral primeira para €2y. Agora, defina H =
II*F, onde II(z,y, 2) = (—%, z), obtendo entao dH Awy, = d(II* F') AIT*(lyy =
IT*(dF' A €y) = 0. Explicitamente, temos que

() Bu(z) 2 (z) — yun(e)
B 2) = ey )~ w(2) — yun(e)

é uma integral primeira para wy. Uma vez que nao utilizamos o fato
de p ser periddica, concluimos que o resultado vale para qualquer funcao
holomorfa b : U — C, onde U é um aberto de C. ]

Uma interessante consequéncia imediata do Teorema D é o caso Bessel-
Hill abaixo:
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Corolario 4.1.1 (Forma de Bessel-Hill). A folhea¢ao de Bessel-Hill
wy = —ydr + xdy + [y* — (r* — k*e*)2?]d>
admite a seguinte integral primeira H : C3> — C

zY!(ke?) — yY,(ke?)
H == -
(2,9, 2) zJ!(ke?) — yJ,(ke?)

Demonstragao. De fato, isso segue do Teorema D observando que J,.(ke?), Y,.(ke?)
sao solugoes (classicas bem conhecidas) da equacao de Bessel u”(2) + (r? —
k*e**)u(z) = 0. Além disso, desde que (r* — k*e¢**) é holomorfa em todo

plano complexo, a integral H, estd definida em todo C3. []

A introducao da perturbacio r?> — k%¢%*, no lugar de e** na equacao
de Hill, gera uma mudanca importante na integral primeira. De fato, a
constante esta diretamente relacionada a ordem das fungoes de Bessel na
integral primeira. Por exemplo, quando r = 1/2, temos que Jj/3(z) =

(%)1/2 sen z e Yl/z(z) = (%)1/2 cosz, as quais sao fungoes elementares.
4.2 Classificacao geral das Folheacoes de Hill de
parametro p

Considere o caso geral da equagao de Hill: v"(2) 4+ p(2)u(z) = 0. A partir
daqui assumiremos que p : A, 3 — C é uma funcao periédica, de periodo
T, holomorfa na faixa horizontal A,3 ={2 € C:a < Im(z) < g} C C.

Um fato bastante conhecido é o de que as fungoes periddicas admitem
expansoes em séries de Fourier. Precisamente:

Proposicao 4.2.1. ([32], pag. 182) Seja p uma fungao holomorfa na faixa
horizontal A, 3 = {2z € C: a < Im(z) < B}, e periddica, de periodo 27i.
Entao p pode ser expandida em uma série absolutamente convergente

oo

p(z) = Z are™ (4.3)

k=—00

em A, . A série converge uniformemente em qualquer faixa menor A’ =
{ap < Im(z) < By}, A C Anpouseja, a < ag < fy < .

A seguir, enunciamos um coroldrio do Teorema D (pédg.41, Secao 4)
aplicado para a equacao de Hill de parametro p.
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Corolario 4.2.1. Consideremos a equagao de Hill v”(2) + p(2)u(z) = 0,
onde p é uma fungao holomorfa na faixa horizontal 4,3 ={z € C: a <
Im(z) < B} C C, periddica, de periodo T'. Sejam uq,us : Aq g — C, duas
solucoes da equagao de Hill considerada, holomorfas em A, 3, e linearmente
independentes. Entao a fungao H : C*> x A, g — C dada por

_zui(z) — yui(2)
H(z,y,z) = zuly(2) — yug(z)’

é definida e meromorfa em C? x A3, sem pontos indefinidos, e é uma
integral primeira para a folheacao de Hill de parametro p, determinada
por

wy = —ydx + xdy + [y* + p(2)z°]dz = 0.
Considere a folheagao H determinada por
wy = —ydz + xdy + [y* + p(2)2?]|dz

onde p é uma funcao complexa periddica. Da teoria ordinaria de espacos
de recobrimento podemos escrever p(z) = P(e*) para alguma funcao
holomorfa P: C\ {0} — C. A correspondente folheagao de Hill é entao
dada por w = —ydx+xdy+[y*+p(2)2?|dz = —ydx+zdy+[y*+ P(e*)x?|dz.
Podemos reescrever

w/z? = (—ydx + xdy)/2* + [(y/x)* + P(e?)]dz.
Se fazemos ¢ = —y/x e 1) = €* entdo temos dz = di /¢ e entao

w/a? = —d¢ + (¢* + P())d /¢

Isso mostra que a folheagdo de Hill é o pull-back pela aplicagao (¢, )
do modelo bidimensional —ydx + (2? + P(y))dy = 0. Portanto, iremos
considerar a folheacdo em C? determinada por

Q1 = —ydr + [27 + P(y)]dy.

Desde que p admite uma expansao em série de Fourier,

0
p(z) = Z ape
—00

segue que P(y) = > _apy*. Logo, podemos escrever

O = —yde + [¢* + ) ay’ldy.
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Suponha agora, que P admita uma expressao finita, ou seja, ap = 0
para todo | k |> n, para algum n € N. Entao,

O = —ydv+[2*+ Z ary®]dy. (4.4)
k=—n

Suponha que a_,, # 0. Multiplicando a expressao €21 = 0 por y" temos

2n

—y"Mdx 4 [2%y" + Z a;_ny’)dy = 0. (4.5)
=0

Entao a folheacao determinada por (4.5) é uma folheacao regular. Suponha
que a_, = 0. Tomando A = min{j : a;_, # 0} temos que (4.4) pode ser
escrita como

Q) = —ydv+ [2° + Z ary®dy. (4.6)
f=—A
Multiplicando a expressao (4.6) por y* temos

2n
—y e + [22y +an o, + Z a;_ny']dy = 0. (4.7)
j=A+1
Também neste caso, temos uma folheacao regular. Essas consideracoes nos
permitem concluir o seguinte lema.

Lema 4.2.1. Seja n € N, com n > 1. Suponha que P admita uma

expressao finita
n

P(y) = Z ary".

k=—n
Entao
Q1 = —ydx + [ + P(y)]dy
determina uma folheacao holomorfa regular (sem pontos criticos) definida

em C2.

Agora, consideraremos o caso em que

(0. ¢]

P(y) = Zakyk,

k=0

ou seja,

Q) = —ydx + (2* + Z apy®)dy.
k=0

46



Se ag # 0, a folheagao é regular, e possui integral primeira holomorfa em
uma vizinhanca da origem.

Agora, considere o caso em que ag,a; = 0 e ay # 0, para algum \ > 1.
Ou seja,

Q) = —ydr + [2* + ayy* + Z apy™]dy

k>A
Multiplicamos §2; = 0, por Ag , obtendo
\ 00 y/\ 1
—ﬁdﬂfﬂ T any +Zaky 3 =0
k>\
o 72 aw
= —Edﬂf + )\2 \2 )\2 Z ak@/ dy =0
A 2 00 A
Y T aAy 1 1 B
é—ﬁd:rJr )\2+ v +ﬁ aky]d<)\2)dy 0.
k>A

. A
Por fim, fazemos a seguinte mudanca de coordenadas: ¢ = ¢, e ¢ = 53, na

ultima expressao acima, reobtendo €2y,

—vdp + [0+ ax + ) apyldy = 0.

k>1

Consideremos agora uma forma com somente termos negativos, ou seja,

—ydx + [2° + Z ary™] = 0.
k=1

Faremos a seguinte mudanca de coordenadas: ¢ = —z, e ¢ = i Entao a
forma acima se transforma em

e En(2)u(d) -

Multiplicando essa ultima equacdo por —i? obtemos novamente a forma
Q.
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O dltimo caso a se considerar é quando existe uma quantidade infinita
de termos negativos e uma quantidade infinita de termos positivos.
Precisamente,

— o0
Qo = —yda + (2% + Z ary® + Z ary®)dy,
k=—00 k=3

onde «,  sao os menores nimeros inteiros positivos tais que a_, # 0 e
ag # 0. Entdo temos uma 1-forma em C* com coeficientes meromorfos.
Sintetizando a discussao acima, enunciamos a seguinte proposicao.

Proposicao 4.2.2. Considere a folheacao de Hill H, determinada por
wy = —ydz + xdy + [y* + p(2)2?], onde p é uma fungao holomorfa na faixa
horizontal A, 3 ={z € C: a < Im(z) < B} C C, periddica, de periodo T
Entao H esta associada a um dos modelos bidimensionais abaixo:

(i) Qr = —ydz + (2* + >0 apy®)dy, (Forma reqular de Hill);
(i) Qy = —ydz + (2> + S, ary®)dy,  (Forma geral de Hill);

(ifl) Qoo = —yda+ (2 + 2,0 anty* + 22 s ary*)dy,  (Forma meromorfa
de Hill)

4.2.1 Forma regular de Hill

Considere a forma regular de Hill dada por Qr = —ydz + (2? +
S ary®)dy. O Lema 4.2.1 diz que essa forma sempre determina uma
folheacao R, regular (sem pontos singulares) em C?. Entao R possui
uma integral primeira F' : U C C — C, definida em uma vizinhanca
da origem 0 € U C C?. Desde que F' é holomorfa em U, podemos escrever,
F(x,y) = 3.7 0 fijz'y’. Tome novamente a mudanca de coordenadas
¢ = —2 et = e”. Entao aplicando essa mudanca em g,

(2 (24 3 e

k=—n

= e*a? [yda: + xdy + (y* + Z akekz)dz] :
k=—n

E, analogamente para F',

Flp,¢) = EOO: fij (—%ye‘jz

i+j=0
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Conclusao: A folheagao de Hill wy = II*(Q2g) admite a integral
PTIMELra

H) = 3 gy (<L)

i+j=0

4.2.2 Forma geral de Hill

Na Secao 3.5 a desingularizacao da forma fundamental de Hill Q =
—ydx + [2* + y]dy foi realizada, obtendo assim os modelos finais que
surgem ap6s um certo numero n € N de blow-ups (veja Proposigao 3.5.1).
A seguir, verificamos que a forma fundamental €2 e a forma geral de
Hill, Qy = —ydz + (2% + a1y + > 1oy ary®)dy, possuem o mesmo tipo
de desingularizacao.

Consideraremos nesta secao o caso nao trivial em que ag = 0, e a; # 0.
Veremos que a forma fundamental de Hill Q = —ydx + (z*+y)dy, estudada
nos capitulos anteriores, exerce papel crucial neste caso.

O objetivo agora é verificar que a forma fundamental infinita de Hill,
dada em (4.8), possui o mesmo tipo de desingularizacdo que a forma
fundamental Q = —ydx + (z* + y)dy.

Proposicao 4.2.3. Considere a forma geral de Hill,

Qy = —ydx + (22 + ary + Z apy®)dy. (4.8)
k=2

Entao

(i) O primeiro blow-up origina duas singularidades no divisor excepcional.
Uma singularidade ¢ do tipo Siegel da forma

—ydx + (ay — x + 2%y + Z ary™ N dy. (4.9)
k=2

A segunda singularidade é nilpotente e dada por:

(0] oo
(—y + yx + yt* + Z apy 2P N de + (2% + yr + Z ary"x®)dy. (4.10)
k=2 k=2

(ii) Apds realizar n > 1 blow-ups comecando da segunda singularidade e
sempre repetindo o processo na singularidade nilpotente correspondente
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temos: um divisor excepcional P = Uj,P; com uma singularidade
nilpotente na intersecao da transformada estrita do eixo-x e P,, que é
dada por:

(—y + nyx +na"! 2+nZa yF L ) dy (4.11)
k=2

+ (2% 4 ya" +Zakykx”k

Além disso, em cada esquina IP’j ﬂIP’jH, temos uma singularidade tipo Siegel
dada por:

o)
( _ y+]xy2 -l-jl’j_lyjﬂ-l-nZaky(nH)kl’nk_l)dx

k=2
+( — 2+ G+ D2ty + (G + Daly
+ (n+1) Z apy "R L) dy

k=2

Demonstracao. O campo associado a forma de Hill considerada ¢é dada por

0

0
X = (a? +a1y+2aky 8_+y6'y

k=2
A matriz da parte linear de X é

A singularidade na origem nao é simples. Realizamos um primeiro blow-up,
e considerando na carta U, em coordenadas x = sy

T(Q) = Qsy.y) = —yd(sy) + ((sv)* +y+ > ary®)dy
k=2

= —y(sdy +yds) + ((sy)* + ary + > agy")dy
k=2

= —ysdy — y*ds + (82y2 + a1y + Z akyk)dy
k=2

= —ylds+ (s°y* —ys + a1y + Z apy®)dy
k=2

= ( yds+(sy—s+a1+2aky dy)

k=2
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Seja Qs,y) = —yds + (s%y — s + a1 + S0 apy® V)dy. Temos uma
singularidade em (1,0). Consideramos a mudanga de coordenadas s’
a; — s ey+—y. Entao

~

Qs'sy) = yds' + (a1 = VPy+ 5 + Y ay")dy
k=2

o0
= yds' + (s + aly — 25"y + sy + Z ary™ Hdy.
k=2

Apés essa mudancga de coordenadas a singularidade (1,0) passa a ser a
origem do sistema e o campo associado €é

~ - 0 0
_ 2 2 k—1

X(s',y) = (s +afy — 25"y + ¢ y+;aky )35 ~ Yy

A matriz da parte linear de X é
1 0
Mo =
=l

Os autovalores de Mg sao Ay = —1 e A2 = 1. Entao AM/A = —1 €

R_. Essa singularidade esta resolvida e é do tipo Siegel para o sistema
(s',y). Portanto, a singularidade (1,0) é do tipo Siegel para o sistema
(s,y). Agora, considerando a carta Us nas coordenadas y = tx temos

™(Q) = Qz, tr) = —tadr + (2° + to + i ax(tx)*)d(tz)
k=2

= —tadr + (2 +to + Z apt™a") (tdx + xdt)

k=2
= —taxdr + to*dx + 2°dt + t*wde + ta’dt
OO 00
k=2 k=2
0 0o
= (—tr+ta’ + 22+ Y apt™ 2 + (20 +ta? + Y apt" )t
k=2 k=2

o0 o0
= o |(~t+to+t2+ Z apt™ M eF N dr + (2t + Z apt"x)dt | .
k=2 k=2
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Fazemos Q(z,t) = —t + to + 2 + S0 apt" b Vde + (22 + tx +
Sy apttaF)dt. O campo associado é

(2 ko k 2 k1, k—1
X(x,t) = (x +tx—|—]§_2akta;)dtax+(t—ta:—t —kg_Qakt T )ay.

A matriz da parte linear de X é

00
Me=o 3]

M possui autovalores sao Ay = 0 e Ay = 1. Realizamos um novo blow-up.
Considere primeiramente o sistema de coordenadas x = rt. Assim

~ ~

Q) = Q(rt, 1)

= (=t+t(rt) +t°+ f: art"™  (rt)* 1) d(rt)
k=2

+ ((rt)* + t(rt) + i apt® (rt)*)dt

0.}
= (=t+r?+ 2+ ™" (rdt + tdr)

k=2
o0
+ (Pt + Z apt®*rF)dt
k=2
o0 o0
= (—tr+r** +rt* + Z apt® r¥ 4 i 4 ort? 4 Z apt* r¥)dt
k=2 k=2
o0
+ (2t Yt dr
k=2

= (—tr + 277+ 2rt> + 2 apt™rF)dt
k=2

o0
+ (=t DYt dr
k=2

= t(=r+2rt+ 2%+ 2 apt™ rh)dt
k=2

+ (=t Y at™ ) dr].
k=2
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Fazemos Q(r,t) = (—r + 2rt + 2rt + 2 S ey apt? M) dt 4+ (=t +rt? + 12 +
S ooy apt?**rkNdr. O campo associado é

= 0
X(r,t) = ort + 2%t + 2 pt 2Lk
(r,t) (7’+7’+7’+Z )87’
k=2
+ (t—rt? =t — i akt%rkl)2
ot
A matriz da parte linear de X é
-1 0
Mz = [ 0 1]
Os autovalores sao A\; = —1 e Ay = 1. Entao A\j/\y = —1 € R_. Essa

singularidade estd resolvida e € do tipo Siegel. Agora, considere novamente
Qz,t) = —t+te+ 2+ > oy apt" b Ndo + (22 +tox + > 00, apthz¥)dt, e
veja o blow-up no sistema de coordenadas ¢ = ux associado a outra carta.
Assim

= (—(ux) + (ux)w + (uz)* + Z ar(ux)" P da
k=2
+ (2 + (ux)x + Z ar(uz) 2" d(ux)
k=2
= (—ux 4+ ux® + vz + Z apu ) da

k=2

+ (2% 4 uw +Za w2 (udx + zdu)

o0
= (—uz + ua® +u’2® + g apu e 4 ua? +ula? 4 g apu" ) da
k=2 k=2

+ (2 +uz +Za ub 2 d
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o
= (—uz + 2ur® + 2u’z? 4 2 Z arpu ) da
k=2

+ (2 +uz +Za ub Y d

= z[(—u + 2ux + 2utr + 2 Z apu T dy
k=2

+ (2 +uz® + Za w2 du).

Fazemos Q(z, u) = (—u+2uz + 2u’z +2 Sy apuf e N dr (2 4 ux? +
S ey apufz?*)du. O campo associado é

~
~

X(rt) = (2* 4+ ux +Za ukx%

0
+ -9 _22 —9 k+1 2k—1_.
(u— 2uxr — 2ux Z apu” ) 5
=2
A matriz da parte linear de X 6
00
Mz = [o 1}
M):( é nilpotente e seus autovalores sao A\; = 0 e Ay = 1. Veremos a

seguir que essa sera a configuracao geral dos blow-ups: Uma singularidade
nilpotente persistente, e todas as demais tipo Siegel, com autovalores
)\1/)\2 =—-1leR_.

Afirmacao 4.2.1. Apds n blow-ups a origem do sistema de coordenadas
que contém o eixo X, possui uma singularidade nilpotente e a folheacao
associada é dada por

k=2

+ (2% 4 ya" +Za yF ™) d (4.12)

Prova da afirmacao 4.2.1. Usaremos um argumento de inducao sobre o
nimero n de blow-ups. Para n = 0, reobtemos a forma de Hill inicial.
Os casos n = 1,2 foram feitos acima. Entdo supomos que (4.12) seja
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valida para algum n > 2. Realizamos novo blow-up e consideramos a carta
y = xt. Logo,
T, = &z, ta)
(0.9]
= (~tx +ntx® + nz" (tx)* +n Z ap(zt) e dy

k=2

+ (2 + (tr)z" + Z ar(zt)* ™) (zdt + tdx)
k=2

oo
= (—tz +nto®* +nt*a" T 4 t2? + 22" 4 (n+ 1) Z apt R Ay
k=2

o0
+ (2Pt aptha I Dt
k=2
Evidenciando x, denotamos por &,.1 a 1-forma

oo

(=t + (n+ Dtr+ (n+ D" + (n+ 1) Z apt* DR gy
k=2

+ (@t D apth IR de, (4.13)
k=2

Isso conclui a prova da inducao e, portanto, da afirmacao 4.2.1. ]

Observe que realizando um blow-up na singularidade de &,, dada em
(4.12), mas agora, porém, considerando a carta x = sy, temos

W*gn = gn(syv y)

= (—y+ny(sy) +n(sy)" 'y* +n Z apy™ ™ (sy)"F ) (sdy + yds)
k=2

+ ((sy)* +y(sy)" + ) ary"(sy)™)dy
k=2

0
= (—y+nsy’ + 0"y b0y apy" IS (sdy + yds)
k=2

+ (82y2 + SnynJrl + Zaky(nJrl)kSnk)dy
k=2
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o0
_ (—ys—|—n32y2—|—ns”y“+1—|—s2y2—|—snyn+1—|— (n+1)zaky(n+1)k8nk)dy
k=2

o
+ (_y2 + nSyS + nsn—lyn—i—Q +n Z aky(n+1)k+1snk—1)d8
k=2
Evidenciando gy, podemos concluir o seguinte.

Afirmacgao 4.2.2. As demais singularidades que surgem a cada novo blow-
up estao nas esquinas das linhas projetivas e a folheacao associada em cada
esquina PP; N P; 4 ¢ dada por

o
(—y +isy* + js’ 'yt +n Z ary "R ds

k=2
+ (=s+ (+ DY+ G+ DY + (n+ 1)) ary™ ) dy.
k=2

Concluimos a prova do lema observando que a matriz da parte linear do
campo dual associado a 1-forma acima é

oY

Portanto, as singularidades que surgem nas esquinas sao do tipo Siegel,
com autovalores A\ /Ao = —1 € R_.
Com isso terminamos a prova da proposicao. []

4.3 A integral primeira formal do tipo Laurent-
Fourier

Hill construiu solugoes periédicas para u”(z) + p(2)u'(z), onde p é uma
funcao periddica, na forma de séries trigonométricas

o0 o0
u(z) = Z Agjr1 cos((2k + 1)2), v(z) = Z Bopsisen ((2k + 1)z),
k=0 k=0
onde os coeficientes Aoy 1, Bor1 sao representados por séries de poténcias
formais com respeito a k. Hill nao estudou sua convergéencia, e a primeira
tentativa de estimar o raio de convergéncia dessas séries foi feita por
Lyapunov [46].
Seja

u”"(2) + p(2)u(z) =0, (4.14)
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onde p é uma funcao periédica holomorfa definida em uma faixa A C C,
contendo o eixo real J(z) = 0.
A reducao de ordem do problema é dada por z = u,y = v e Entao

obtemos o problema linear de primeira ordem X' = AX, onde X = <a:>7

Y
e A= (_po(z) é)

A equacao caracteristica da matriz A é A2 + p(z) = 0 que admite raizes
simétricas. Aplicando a teoria classica de Floquet concluimos que uma
solucao da equacao de Hill é da forma

01(2) = 1 P(z2) (4.15)

onde ¢p, 1 sdo constantes (pu é um expoente caracteristico) e P(z) é uma
fungao analitica periédica complexa (veja por exemplo [37] pag 244). Além
disso, outra solucao para (4.14), linearmente independente com respeito a
1 € dada por

wa(2) = cre " P(—2) (4.16)

Como corolario imediato do Teorema D (pag.41, Secao 4) temos uma
integral primeira da folheagao de Hill H : wy = —ydx+axdy+[y*+p(z)z?] =
0, de parametro p como segue
/
201 (2) — yei(2)
Hy(z,y,2) = ,1 .
xph(2) — ypa(2)

Substituindo (4.15) e (4.16) na expressao acima obtemos o seguinte.

Corolario 4.3.1. A folheagao de Hill de parametro p(z), periédica e
holomorfa numa faixa A C C, admite uma integral da forma

zuP(z) + xP'(z) —yP(2)
—xuP(—z) +xP'(—z) —yP(—2)’

onde P(z) é uma funcdo holomorfa periédica e 1 é uma constante.

Hy(z,y,2) = e2H?

Suponha que P seja uma funcao periddica, de periodo 27, holomorfa
definida em uma faixa A C C contendo o eixo real §(z) = 0. Da Proposigao
421, P(z) = >0° __ are™. Substituindo as séries de P'(z), P(—z2) e
P'(—%) na expressao de Hy(z,y, z) acima, temos

o T are” + a0 kage —y >, ape’
—xp Yy ape ™ — x> kage™ —y >, apek

Chamaremos a func¢ao H, de integral primeira formal do tipo Laurent-
Fourier.

H, = e (4.17)
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Teorema E. Seja p(z) uma funcao periddica, holomorfa na faixa A C C,
contendo o eixo real J(z) = 0. Entao a folheacao de Hill correspondente
—ydx +xdy + [y* + p(2)x?] = 0 admite uma integral primeira tipo Laurent-
Fourier dada pela expressao

s TH Sopare® + 230 kaget —y >, apet?
—xp Yy page ™ — Y, kage ™ —y >, age k=

onde X significa ) .

k=—00

H, =

(4.18)

Observacao 4.3.1. O termo formal na afirmacao acima refere-se ao
quociente de séries de Laurent (ie., quocientes de séries com um nimero
infinito de termos com expoentes positivos e negativos). A convergéncia
de tais séries é objeto de profunda discussao. De qualquer forma, uma vez
que se tenha feito a convencao acima, podemos dizer que H, é uma integral
primeira formal para a folheacao de Hill. A mudanca de coordenadas
(z,y,2) = (u,v) onde u = —% e v = e fornece a seguinte integral
primeira formal:

> apv® + 537, kapot +u Y, apo”

H=II'F = v .
(u,0) = —pud papv™F =>" kagoTF +ud ", agvF

(4.19)
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Capitulo 5

A equacao de Mathieu

Um caso particular, porém muito especial, da equacao de Hill é a equacao
de Mathieu. Neste capitulo, abordamos essa equagao classica, sob o ponto
de vista das técnicas desenvolvidas até o momento.

5.1 Introducao

Um fendmeno muito comum na natureza é o movimento de uma membrana
plana, homogénea, esticada, cujo contorno é fixo e invariavel. Em 1868,
Emile Mathieu publicou o trabalho "Mémoire sur le mouvement vibratoire
d’une membrane de forme elliptique” [51]. Ao investigar o problema de
membrana, Mathieu obteve a equacao diferencial
2
% + (a — 2qcos 2z)u = 0, (5.1)
sendo a,q € R constantes, e z € I C R. Portanto, a equagao (5.1) ficou
classicamente conhecida por Fquacao de Mathieu. A partir do trabalho de
Mathieu foram descobertas muitas aplicacoes dessa equacao em diferentes
areas da ciéncia (por exemplo, vibragdo de um tambor eliptico, radio
frequéncia, estabilidade de corpos flutuantes, péndulo invertido, osciladores
paramétricos, movimento de uma particula quantica em um potencial
periddico, autofungoes do péndulo quantico, etc). Sugerimos [66] para o
leitor apreciar um texto interessante que reune algumas dessas aplicacgoes.
A seguir, abordaremos o caso mais geral da equacao (5.1) no sentido em
que permitimos a fungdo cosseno ser complexa (portanto, nao limitada),
e aos parametros a,q assumirem valores complexos. Um dos objetivos é
trazer para o contexto de folheagoes uma das mais importantes equacoes
periodicas, dentro da classe das equagoes de Hill, empregando algumas das
técnicas desenvolvidas.
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5.2 A folheacao de Mathieu
Seja
u"(2) + (a — 2q cos 22)u(z) = 0, (5.2)

a equagao de Mathieu de parametros (constante) g,a € C, e z € C. Ou seja,
a equacao (5.2) é um caso particular da equagao de Hill, v (z)+p(2)u(z) =
0, onde a fungao periédica considerada é dada por p(z) = a — 2q cos2z.

Realizando o processo de reducao de ordem cléssica, © = u, y = u', z =
z, a equacgao de Mathieu é reescrita como 2’ = v =y, v = v’ = —(a —
2qcos2z), z' = 1. Portanto, um campo de vetores X : C* x U — C? x
U, associado a equagao de Mathieu é dada por X(z,y,z) = y% — (a —
2q cos 22)8% + %. Segue do Teorema A (pag. 15, Secao 2.2) que existe uma
folheacao M, determinada pela 1-forma integravel,

Wy = —ydx + zdy + [(a — 2q cos 22)x? + y?]dz. (5.3)

definida em C3, tangente ao campo X. Chamaremos a folheacao M de
folheagdo de Mathieu com parametros (q,a).
Agora, consideremos a mudanca de coordenadas, dadas por

Y 1z
o=—=, ¢ = e (5.4)
T
Logo,
2iz —2iz
2cos(2z) = 2% =+
implica que
wy = —ydx + xdy + [(a — 2 cos(22))z* + y?]dz
i 2
2 Yy 2z | 2z, Y
L
T " +la—q(e™ +e )+:1:2] z}

. 2:_ o l 2 ﬂ
- d“”(“ q<w+¢>+¢>2w]

2

_ 2@22 [—2ip%dp + (av — q (v +1) + %) dy] .

Portanto, a folheacao de Mathieu esta associada diretamente uma 1-forma,
em C?, dada por

Q= —2iy°de + (ay — q (v* + 1) + 2°y) dy. (5.5)
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5.3 A forma algébrica

Existe uma mudanga de coordenadas classica (veja por exemplo, [6], Segao
1.3.1, pg. 11) que transforma a equagdo classica de Mathieu em uma
outra equacao sem termos trigonométricos, ou seja, apenas com termos
polinomiais. De fato, fazemos cos(s) = z, e

2
dz = —sen(s) e, % = —cos(s).
Entao

d2_u _d(duy _d —sen(s)d—u = —cos(s)d—u + senQ(s)dQ—u
ds®  ds \ds) ds ds) dz dz?

Isso implica que a equagao (5.1) pode ser reescrita na forma algébrica da
equacao de Mathieu dada por

(1 — 22" — 20/ + (a +2q — 4q2*)u = 0. (5.6)

Assim, conforme procedemos anteriormente, iniciamos pela reducao de
ordem da equacao,

! ! < a -+ 2q B 4(]22 /
obtendo o campo
0 z a4+ 2q — 4q2? 0 0
Xp=y— — —+ —. 5.8
A y8x+(1—22y 1—22 8y+(‘3z (5:8)

Novamente, pelo Teorema A (pdg. 15, Secao 2.2), existe uma 1-forma
integravel, em C3,

wa = —(1=2%)yde + (1 —2*)ady + [(1 — 22)y* — vyz + (a+2q — 4q2*)2?)]|dz

tangente ao campo X 4. Diremos que a folheagao A determinada por wy =
0, é a folheacao de Mathieu na forma algébrica.
Através da mudanca de coordenadas ¢ = —2, obtemos

wa = —(1=2Ayde + (1 - 2H)ady + [(1 — 22)y* — zyz + (a + 2q — 4q2*)2?)]|d=
= 2?[—(1 - 22)d(—%) +[(1 - 22)%2 — % + (a + 2q — 4¢2%))]dz
= 2’[~(1 = 2%)dp +[(1 = 2%)¢” + pz + a + 2¢ — 4¢z°)dz2].
Dessa maneira, associada a 1-forma algébrica,

wa = —(1=2%)yde + (1 —2*)ady + [(1 — 22)y* + 2yz — (a+2q — 4q2*)2%)]|dz
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temos uma 1-forma em C? dada por
Q= —(1—y*)de + [(1 = y*)2” + 2y — a — 2q + 4qy°)dy
Observe que €24 admite duas singularidades isoladas em
a; = (a+2q,1) e s = (—a —2q,—1).

A seguir, estabelecemos a relacao entre a folheacao de Mathieu e a
folheacao de Mathieu algébrica. Consequentemente, obtemos a relacao
existente entre os respectivos modelos bidimensionais. A partir da forma
algébrica de Mathieu

wag = —(1—2*)yde+ (1 — 2D ady + [(1 - 22)y* — vyz + (a+2q — 4¢2°)z?)]dz,

consideramos a seguinte mudanga de coordenadas: ¢ = —ysen(t) e z =
cos(t). Observe que dp = —sen(t)dy + cos(t)dt, e dz = sen(t)dt. Logo,

—(1 = 2)ydx + (1 — 2Hady + [(1 — 22)y? — zyz + (a + 2q — 4q2°)2?)]|d=
—(1 — cos?(t))ydx + (1 — cos*(t))zdy

+ [(1 = cos?(t))y?* — zy cos(t) + (a + 2q — 4q cos?(t))x*](—sen(t))dt
—(sen®(t))ydx + (sen?(t))zdy

+[(sen?(t))y* — 2y cos(t) + (a + 2q — 4q cos®(t))2?](—sen(t))dt.

Dividindo essa ultima equagao por sen(t), segue que

—(sen(t))ydz + (sen(t))xdy

— [(sen®(t))y* — wycos(t) + (a + 2q — 4qcos(t))x?)dt

= —(sen(t))ydx + [sen(t)zdy + xy cos(t)dt]

— [(sen(t))y* + (a + 2q(1 — 2q cos?(t))x?]dt

= —(sen(t))ydx + z[sen(t)dy + y cos(t)dt]

— [(sen®(t))y* + (a — 2q cos(2t))z?]dt

= pdx — z[dp] — [p* + (a — 2q cos(2t))x?]dt.
Finalmente, multiplicando a expressao por —1,

—pdx + xdp + [p* + (a — 2q cos(2t))x?]dt.

Essa 1-forma correspondente a forma que define a folheacao de Mathieu

(5.3).

Conclusao: Portanto, a menos de uma mudanca de coordenadas as 1-
formas
Wy = —ydx + xdy + [(a — 2q cos 22)x* + y*]dz,
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e
wa = —(1—2%)ydz+ (1 —2*)ady + [(1 - 22)y* — vyz + (a+2q — 4q2*)2?)]dz
sao correspondentes. Em particular, os modelos bidimensionais

Qum = —2iy°de + (ay — q (v* + 1) + 2°y) dy

67
Qa=—(1—y")de+[(1 — y*)2”* + 2y — a — 2 + 4qy°]dy

também sao correspondentes.

5.4 As funcoes de Mathieu

Considere a equacao de Mathieu
u"(2) + (a — 2q cos 22)u(z) = 0, (5.9)

de parametros (constantes) g,a € C, e z € C. No caso em que ¢ = 0,
e escrevendo a = m?, concluimos que cos(mz) e sen(mz) sao solugoes de
(5.9). A constante m é denominada ordem da equag¢do de Mathieu e pode
ser real ou complexa. Desde que os coeficientes da equacgao sao analiticos,
o Teorema 3.1.1 (Método de Frobenius por séries) garante a existéncia
de duas solugoes linearmente independentes wi(z), wo(2). Além disso, é
possivel provar que uma das solugoes é par, e a outra é impar (Veja por
exemplo, [6], pag.27, Teorema 3).

A busca por solugoes periddicas é um processo mais delicado. A
estratégia classicamente utilizada para estuda-las é feita decompondo o
parametro a como uma série em funcao de ¢, a saber, a = m? + Z;’il a;q’.
E, apés descobrir os coeficientes, observamos a convergéncia da série obtida.
A seguir, discutimos um caso particular.

Exemplo 5.4.1. Seja v (x) 4+ (a — 2q cos 2z)u(x) = 0. Suponhamos que a
ordem da equacao seja igual um, ou seja, m = 1. Escrevemos a como uma
série em termos de ¢, a = 1 + oq + asg® + as3q® + . ... Desde que no caso
g = 0, temos que a fungao cos(z) é uma solucao, iremos decompor a solugao
w como uma série da forma w(z) = > ¢/¢;(2) = cos(2)+qe1(2)+¢%ca(2)+
¢>c3(2) + ..., onde ¢j(z) sao fungoes a serem determinadas (supondo que
w seja periddica). Assim,

aw(z) = cos(z) + qlei(2) + aycos(2)] + ¢*lea(z) + arci(2) + ag cos(z)]
+¢°[c3(2) + arca(2) + ager(2) + azcos(2)] + . ..
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Derivando w duas vezes em relacao a z, temos
w(2) = —cos(2) + ¢c{(2) + ¢’ (2) + g°c5(2) + ...
Alem disso,
—(2qcos(z))y = —2q cos(22) cos(z)—2¢*c1(2) cos(22) —2¢°co(2) cos(22) —. . .

Observamos que 2q cos(2z)cos(z) = q(cos(z) + cos(3z)). Assim, substi-
tuindo cada uma dessas expressoes na equacao de Mathieu, e igualando os
coeficientes em termos das poténcias de ¢, obtemos:

¢": cos(z) —cos(z) =0

q: d(2)+ca(z) —cos(3z) + (g — 1) cos(z) = 0.
Tomando oy = 1, obtemos ¢f(2) — ¢1(z) = cos(3z). Essa equagdo admite

solugao ¢1(z) = —gcos(3z). Analisando os coeficientes na poténcia ¢,
temos

¢ d(2) + eaz) + arei(2) — 261 cos(22) + ay cos(z) = 0.

Substituindo nessa ultima equacao os valores de a1, e ¢1(z) encontrados

anteriormente, e fazendo cos(3z) cos(2z) = 3(cos(z) + cos(5z)) chegamos a

1 1 1
ch(z) + co(2) + 3 cos(3z) — 3 cos(hz) + (§ + 042) cos(z) = 0.
Tomando ay = —%, obtemos a equacao

1 1
cy(2) + co(z) = 3 cos(3z) — 3 cos(5z).
Essa equacdo admite como solugdo co(z) = —g;cos(3z) + 5 cos(52).
Analisando os termos de ordem 3, temos

/!

c3(2) — 2c9(2) cos(2z) + c3(z) + agca(2) + azci(2) + ascos(z).

Substituindo os valores de aq,as, co(z) obtidos anteriormente, e usando

cos(5z) cos(2z) = (cos(3z) + cos(7z)), encontramos
[(2) + €s(z) = — o con(T2) + = €os(52) — 1= cos(32) — s + = ) cos(2)
c3(2) + c3(2) = ———=cos(7z) + — cos(5z) — —cos(3z) — | az + — | cos(2).
s ’ 192 48 192 > 64
Tomando a3 = —1/64, obtemos uma solugao
1 /1 4 1
c3(z) = “ 2 (5 cos(3z) — 9 cos(hz) + T cos(?z))
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Logo, construimos a série
1 1, 1
cei(z,q) = cos(z) — 34 cos(3z) + ol |\~ cos(3z) + 3 cos(5z)

1 1 4 1
Eq‘g <§ cos(3z) — 9 cos(5z) + 18 cos(?z)) +O(qh).
No caso em que z € R a fungao cosseno ¢é limitada com | cos((2j+1)z)| < 1,
para todo 7 > 0. Logo,

cer(esall < 1t glal+ gglaP (145 ) + 550 (54 5+ 55 ) + 0@
Fixemos um valor suficientemente pequeno de ¢q. Por exemplo, ¢ = 1/2.
Segue do bem conhecido teste-M de Weierstrass que a série é ce(z,1/2) é
uniformemente convergente para todo z € R. Entretanto, o parametro a
depende de g. Por isso, precisamos encontrar os valores de a para os quais
a funcao cey(z,1/2) seja uma solugao periddica da equagao de Mathieu de
parametros (a,1/2). Para isso, lembramos que a foi tomado em termos
da série a = 1 + a1q + awg® + a3q® + .... Substituindo os valores de o
encontrados acima temos

0 =1+ (1/2)~ S(1/27 ~ Z(1/2)° + O(d").

Logo, a = g% + O( 5). Portanto, a fungao cey(z,1/2) é solucao periddica
de periodo 27, par, da equagao de Mathieu (real) u” + (a — cos(2z))u = 0,

onde a é dado aproximadamente por g%, com um erro da ordem de 1/16.

Assumindo a existéncia de solucoes periddicas para a equacao de
Mathieu, é possivel provar que se dividem em quatro tipos (veja por
exemplo, [6], pag. 39 ):

I) Par de periodo T;

IT) Par de periodo 2;
I1T) [mpar de perfodo
IV) Impar de periodo 27.

Essas funcoes sao conhecidas por funcoes de Mathieu de primeiro tipo e sao
denotadas respectivamente por ces,(q, 2), ceoni1(q, 2), S€an(q, 2), seani1(q, 2),
onde ¢ é o parametro da equacao de Mathieu de ordem 2n ou 2n + 1. A
notacao refere-se a nomenclatura cosseno e seno elipticos respectivamente.
Diferentemente de funcoes especiais como as funcoes de Bessel, funcao
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Gama, funcao erro, entre outras, as funcoes de Mathieu nao possuem uma
formula usual que as defina de maneira geral. A maneira mais comum de
representéa-las é por meio da expansao em séries de Fourier. Para cada uma
das quatro solucoes citadas acimas temos:

cean(q, 2 ZA cos(2kz);

ceani1(q, 2 Z Aty cos((2k +1)2);

sean(q,z) = ZBkaen((Qk) )

k=0
00

seani1(q,2) = Z By isen((2k + 1)z).
k=0

onde os coeficientes A;”, BY" dependem do parametro ¢q. Ressaltamos que
as expressoes acima sao séries formais, no sentido que nao é garantida sua
convergencia.

Observacao 5.4.1. As expressoes cos(mz)+y_ =, ¢'cj(z) e 3,2 Aj cos(2k2)
sao equivalentes.

Definicao 5.4.1. Seja
u” + (a — 2qcos(22))u =0 (5.10)

a equacao de Mathieu, de parametros arbitrarios a, ¢. Fixado um ntmero
q (real ou complexo) dizemos que a é um nidmero caracteristico se a
equagao (5.10) admite como solugdo uma fungao de Mathieu de primeiro
tipo cen(q, z) ou sen(q, z), onde m é a ordem da equacao.

No exemplo 5.4.1 uma solugao cei(z,q) para a equacao de Mathieu
(dominio real) encontrando um nimero caracteristico a = 2 + O(5),
para o parametro ¢ = 1/2.

Em dominio real, a equacao de Mathieu com parametro ¢ € R possuem
nimeros caracteristicos (também reais) variando continuamente em funcao
de g. Neste caso os nimeros caracteristicos podem ser dispostos em graficos
e tabelas (veja por exemplo [53] pag. 40 Fig. 8(A) e pag. 41 Fig. 8(B)).

Um resultado fundamental é o seguinte Teorema.
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Teorema 5.4.1. [42] Exceto para o caso trivial ¢ = 0, a equagao de
Mathieu nunca possui duas solugoes periddicas para os mesmos valores
de a e q.

Portanto, fixados os parametros a e ¢, se a equacao de Mathieu dada
por
u"(z) + (a — 2 cos(22))u(z) =0,

admite uma solugao periddica, entao essa solugao é ce,,(z,q) ou se,(z,q),
e as duas nao podem ser solucao da mesma equacao para os parametros

a, q.

5.4.1 As funcoes de Mathieu de segundo tipo

No caso em que a equacao de Mathieu admite uma solucao periddica
podemos investigar a existéncia de uma segunda solucao linearmente inde-
pendente, a partir das funcgoes de Mathieu de primeiro tipo. Conhecidas
por funcoes de Mathieu de sequndo tipo essas solugoes sao dadas por

fen(z,q) = Cu(q)zcen(z,q) + ful(2,q)
gen(zv q) - Sn(Q)Zsen(Z7 q) + gn(Z7 C])

onde ce,(z,q), se,(z,q) sao as fungoes de Mathieu de primeiro tipo,
Cn(q), Sn(q) sdo constantes dependendo somente de ¢, e f,, g, sao funcoes
periodicas em z com o mesmo periodo da respectiva funcao de Mathieu de
primeiro tipo ce,(z, q) ou se,(z, q) associada (veja [6], pag.37, Corolério 2).
Para determinar essas segundas solucoes € preciso determinar as constantes
Cp, Sy, e as funcoes periddicas f,,, gn.

Exemplo 5.4.2. Considere a funcao de Mathieu de primeiro tipo ce;(z, q),
determinada no exemplo 5.4.1. Segue da definigdo que fei(z,q) =
C1(q)zce1(z,q) + fi(z,q), onde Ci(q) é uma constante que depende apenas
de ¢, e fi(z,q) é uma funcao periddica de periodo 7. Substituindo fe; na
equacao de Mathieu, u”(z) + (@ — 2¢(cos(2z2))u(z) = 0, obtemos

Ci(q)cel(z,q) + Ci(q)ce) (2, q) + Ciq)zcel(z, q)
+f1(2,q) + (a — 2q cos(22))[C1(q)zce1(z, q) + fi(z,q)] =0

Desde que ce; é solucao da equagdo de Mathieu (com parametros a,q)
temos cef(z,q) + (a — 2q cos(2z))ce1(z, q) = 0. Entao,

(2, q) + 2C1(q)ce (2, q) + (a — 2q cos(22)) fi(z,¢) = 0. (5.11)
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Assumimos C1(q) = Y2, a,¢". Além disso, escrevemos f1(z,q) = sen(z)+
> 2, q"Sr(z). Entao,

[(0) = —senz4qS{+ "S5 +¢’S5 + ...
3
2C1(q)cey(z,q) = —2[sen z — gq sen 3z
! 5
+ an <—3 sen33+§ sen 52) — . ong F ang? ]

Uma vez que estamos considerando z € R, usando argumentos analogos
aos do exemplo 5.4.1, podemos obter

fei(z,q) = C1(1/2)zcer(z,1/2) + fi1(z,1/2),
onde C(1/2) = [1/2 —3/64(1/2)% — 3/256(1/2)* + ...].

5.5 Integrais primeiras para a folheacao de Mathieu

Sabemos que a equacao de Mathieu sempre admite duas solucoes linear-
mente independentes, sendo uma solugdo par e outra impar (veja Segao
5.4). Portanto, como consequéncia do Teorema D (pédg.41, Segao 4) temos
o seguinte.

Corolario 5.5.1. A folheacao de Mathieu, determinada por
wy = —ydz + xdy + [(a — 2q cos 22)2* + y*]dz
de parametros (¢, a), admite uma integral primeira H : C3 — C, dada por

rwy (2) — ywi(2)
zwy(z) — yws(z)

H(z,y,2) =

onde wi,wy sao as solugoes par e impar, linearmente independentes da
equagao de Mathieu u” + (a — 2q cos(2z2))u = 0.

A convergéncia das solugoes periddicas nem sempre é garantida. Um
resultado classico nessa direcao que aborda a equagao no caso complexo é
o seguinte:

Teorema 5.5.1. [82] Considere a equagao de Mathieu u”+(a—2q cos(2z2))u
0, onde 32||g]|> < 1, e @ é um niimero caracteristico. Se 32||q||* < 1
entdo ceyg(z,q) converge para todo z real ou complexo. Em particular, a
convergéncia também ocorre para a segunda solugao feg(z,q).
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Trazendo esse resultado para a abordagem apresentada, considere a
folheacao de Mathieu, determinada por

wy = —ydz + xdy + [(a — 2q cos 22)2* + y*]dz

onde os parametros a, g satisfazem as hipdéteses do Teorema 5.5.1. Entao,
wrg = 0 admite uma integral primeira

zee)(z) — yeeo(2)
H(z,y,z) = feo(z) —yfeo(z)’

onde cey, feg sao as funcoes de Mathieu de primeiro e segundo tipo,
respectivamente.
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Capitulo 6

Integrabilidade das equacoes lineares
de segunda ordem

Neste capitulo, mostramos que algumas das técnicas e modelos obtidos se
estendem a todas as EDOs lineares de segunda ordem.

6.1 Existéncia de forma integravel

O resultado a seguir garante a w-integrabilidade para todas as EDOs
lineares homogéneas de segunda ordem .

Teorema F. Considere a equacao linear homogénea de segunda ordem
dada por

a(2)u”(2) + b(2)u'(2) + c(z)u = 0,

onde a,b,c: U — C sao funcoes holomorfas em um aberto U C C. Sejam
U =U\ Z,, onde Z, é o conjunto de zeros de a, e X : C* x U’ — C? o
campo de vetores dado por

X(z,y,2) 0 {b(z’) c(z) ] o 0

“Yor | Ta) oy "0

Entao, a 1-forma holomorfa definida em C? x U,
w = —a(2)ydz + a(2)zdy + [a(2)y* + b(2)zy + c(2)2?]dz,

é integravel e o campo X ¢é tangente a folheacao determinada por w = 0.
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Demonstracao. De fato,

w A dw
= [~aydz + axdy + [ay® + by + cx?]d?]
N—a'ydz N\ dx — ady A dx + d'xdz A dy
+adx A dy + [by + 2cx]dx A dz + [2ay + bx]dy A dz]

= —ad'zvydr N dz A dy — ay[2ay + bx]dx A dy A dz
—aad'zydy A dz A dz + axlby + 2cx|dy A dx A dz
—alay® + bry + cx?ldz A dy A dx + alay® + bry + cx?ldz A dx A dy

= ad vydz A dy A dz — [2a%y* + abrydz A dy A dz

—ad'zydx A dy A dz — [abay + 2acz®|dx A dy A dz

+[a*y* + abry + acz®ldx A dy A dz + [a*y? + abry + acx®]dx A dy A dz
= 0.

Além disso,
2 b c 2 2
w(X) = —ay* —ax |-y + —x| + [ay” + by + cx] = 0.
a a

]

Suponha agora que w = —ydx + zdy + S(z,y, 2)dz, seja integravel e
tangente ao campo X, S é uma funcao em x,y, z a ser determinada. De
w(X) =0, obtemos S = y*> — zR. Assim, dw = 2dz A dy + (2y — zR,)dy N
dz — (R+ xR;)dx A dz. Além disso, sendo w integravel,

Ozw/\dw:—2y2+xyRy+xR+x2Rx+2y2—QxR
= R=2R, +yR,.

Suponha agora que w seja da forma w = —ydr+rdy+[y*—zR(x, vy, 2)]dz,
onde R = xR, + yR,. Entao

wAdw = —2y* + ryR, + xR+ 2* R, + 2y* — 22R
= z[-R+ xR, +yRy] = 0.

Observe que w(X) = —y*> + 2R + y*> — zR(x,y,2z) = 0. Portanto, w é
integravel e tangente ao campo X = y0, + R(z,y, 2)0, + 0..
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6.2 O caso nao homogéneo

Uma vez que obtemos uma estrutura integravel para as EDOs lineares
de segunda ordem homogeénea, a questao entao se estende naturalmente
para as nao homogéneas. A resposta a essa questao é dada pelo seguinte
teorema.

Teorema G. Considere a equacao linear nao homogénea de segunda ordem
dada por

u"(2) + 0(2)u'(2) + c(2)u(z) = h(z), (6.1)

onde b,c,h : U — C, sao funcoes holomorfas em um aberto U C C, e
u, : U — C uma solugio particular. Seja X : C* x U — C? o campo de
vetores dado por

y% — [b(2)y + c(2)x — h(2)] Q + g

X pu—
(z,y,2) o oz
Entao, a 1-forma holomorfa definida em C? x U,

Wph = —(y —up)dx 4 (x — uy)dy
+yly —uy) + (v — wy)(ay + bz — h)]dz,

é integravel e o campo X ¢é tangente a folheagao determinada por w = 0.

Demonstragao. Considere a equacao homogénea associada a (6.1) dada por
u'(2) + a(2)u'(2) + b(2)u(z) = 0. (6.2)

Sejam up,us duas solugoes linearmente independentes da equacao (6.2),
garantidas pelo Teorema de Frobenius (Teorema 3.1.1). Denotamos o
wronskiano de wuy, us por Wiuy, us] = ujus — uhuy. A partir do método
classico de variacao de parametros garantimos a existéncia de uma solucao
particular de (6.1). De fato, definimos u,(2) = fi(2)u1(z)+ fa(2)us(2), onde
f1, f2 sao funcoes a serem determinadas. Calculando a primeira derivada,
obtemos

up(2) = f1(2)ua(2) + fi(2)ur(2) + fa(2)ua(2) + fa(2)us(2).
Impomos a condigao fi(z)ui(z) + f5(2)us(2) = 0. Logo,
uy(2) = f1(2)un(2) + [1(2)u) (2) + fo(2)ua(2) + fa(2)us(2).

Simplificando, temos (omitimos a variavel z para nao sobrecarregar a
notagao)

fi(u] + auy +bu) + fouy + auy + bu) + fluy + fyuy =

72



Desde que uy, us sdo solugdes da equagao homogénea (6.2), os termos em
parénteses se anulam. Assim, a equacao se reduz a

flur +usfy = h.

A partir dessa equacao e da condicao imposta sobre fi, fo obtemos o
seguinte sistema,

f{ul + féu2 = 07
flur +usfy = h.
Desde que Wluq, us] # 0, temos f] = —w@h) o g ) popangg
1,52 ’ 1 Wlui,uo)(2) ~ 72 7 Wiun,ual(2) ’
uma solucao particular é dada por

wier=wie [~ [ i e [ [[ided

Agora, considere a mudanca Y (2) = u(z) — u,(2). Temos

u"(2) + a(2)u'(2) + b(2)u(z) = h(z)

e?
uy(2) + a(z)uy(2) + b(2)u,(2) = h(2).
Subtraindo as duas equacoes obtemos
(u(z) = up(2))" + a(2)(w(z) — up(2)) + b(2)(u(z) — uy(2))
= h(z) —h(z) =0.
Portanto, ao fazermos U(z) = u(z) — u,(2) reduzimos a equagdo nao
homogeénea (6.1), na equagao homogénea

U'(z) + a(z)U'(2) + b(2)U(z) = 0.

Realizando uma reducao de ordem, x = U,y = U’ obtemos o campo

0 0
=y— — b — 4+ —.

Yoo~ (alz)y + (Z)x)ay + o
Segue do Teorema F (pdg. 71, Secao 6.1) que essa equacao homogénea
admite uma 1-forma integravel em C? e tangente ao campo X, dada por

X1

w = —ydx + xdy + [y* + a(z)zy + b(2)2|dz.

Analogamente, para a equacao nao homogénea u”(z) + a(z)u'(z) +
b(z)u(z) = h(z), podemos obter um campo pela reducao de ordem.
Fazendo r = u, s = v/, pode se encontrar o campo

o 0

Xo = 52— (alz)s 4 b(z)r — b)) +

or
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Precisamos obter uma 1-forma integravel tangente a X;. Com essa

finalidade, fazemos a mudancga de coordenadas x = (r — uy,),y = (s — u,),

p

em w = —ydz + zdy + [y* + a(2)zy + b(z)x?|dz. Assim,

—ydx + xdy + [y* + a(2)zy + b(2)z%)dz

a
—(s = wy)d(r —up) + (r — up)d(s — u,)

+ [(s — ')2 + a(r — uy)(s —uy) 4 b(r — u,)?]dz
= —(s —w,)dr + (s — uy,)u,dz
+ (r—up)ds — (1 — up)uydz

+[(s —up)® + a(r — ) (s — u)) + b(r — up)?]dz
= —(s —w,)dr + (r — uy)ds

+[(s — u)u, — (r — up)uy + (s — u})?
+ a(r —uy)(s — w,) + b(r — u,)?]dz.

Analisando o coeficiente em dz, temos

_I_

(s — u;,)u; —(r— up)u +(s—u ) +a(r —uy)(s —u ) +b(r — u,)?
sul, — (u))? = rul) + wyuy + s* — 2su), + (u),)’
+ars — aru; — QUpS — aupu' +br? — b2ru, + bu2

s(s —u,) + r(as +br) — uy(as + bs) — r(u, + au, + bu,)

wp(wy + aug, + buy)

s(s —u,) + (1 —uy)(as 4+ br) — (r —uy)h

V4 (r—uy)(as + br — h).

s(s —u,

Portanto, a partir da mudanca de coordenadas obtemos

De fato,

Wph = —(5 — w,)dr + (r — uy)ds
+ [s(s —uy,) + (r —up)(as + br — h)]dz. (6.5)
A 1-forma w, é tangente ao campo X5 obtido da equagao nao homogénea.
wnn(Xo) = —s(s —u,) — (as +br — h)(r — u)
+1[s(s — uy,) + (r —up)(as + br — h)]
= 0.
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A seguir, concluimos verificando que a forma w,,;, ¢ integravel. Calculando
a derivada exterior, temos

dwpp, = —ds Ndr — (—up”)dz Ndr +dr Ads — (u,)dz A ds
+dr Nds — (uy)dz Nds + [25 — up' + (1 — wy,)alds A dz
+[1(as 4+ br — h) + (r — up)bldr A dz
= 2dr ANds 4 uydz A dr — u,dz \ds
+[2s —uy, + (r — up)alds A dz + [as +br — h+ (1 — u,)bldr A dz
= 2dr Nds + 25 + (r — up)alds N dz
+ fas +br —h+ (r —uy)b —upldr A dz.

Logo,

wAdwey = —(5 —uy,)[2s + (1 — wp)aldr Ads A dz
+(r —up)[as +br — h 4 (1 — u,)b — uylds A dr A dz
2[s(s — u,) + (1 — up)[as + br — hl]ldz A dr A ds

= [=2s(s —uy) — (s — w,)(r — wp)a — (r —up)(as + br — h)

(7 — b+ — ) + 25(s — )

2(r —up)(as+br — h)|dr ANds N dz

(r —up)[—as + au, —as —rb+h —rb

uph + uyy + 2as + 2br — 2h)dr A ds A dz

= (r —up)[uy + au, + bu, — hldr Ads A dz

= 0.

_|_

_|_

Exemplo 6.2.1. Consideremos o caso da equagao nao homogeénea
u”"(2) + 4u(z) = cos(2z2), (6.6)

em dominio complexo, z € C. Buscamos por uma solucao particular da
forma u,(z) = zAcos(2z) + zBsen(2z), onde A, B sao constantes a serem
determinadas. Substituindo na equagao (6.6), obtemos

wy(2) + 4uy(z) = 4B cos(2z) — 4Asen(2z) — 42A cos(22)
—4zBsen(2z) + 4(zA cos(2z) + zBsen(2z))
= 4Bcos(2z) — 4Asen(2z)
= cos(2z2).

Logo, para que u, seja de fato uma solucao particular, devemos ter A =

0,B = 1/4, ou seja, u,(z) = 1zsen(2z). Agora, pelo método de redugao
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classica, fazemos a mudanca r = u,y = v e, assim, associamos a equacao
nao homogénea (6.6), o campo

0 o 0

X = y— — (4 — cos(22))— + .
Y (4x — cos( z))ay + P
Portanto, como conclusao do Teorema G, a 1-forma
1 1 1
wan = —(y — 1 sen(2z) — 3 cos(2z))dx + (x — 17 sen(2z))dy
1 1 1
+ ly(y — 1 sen(2z) — 5 cos(2z)) + (x — 17 sen(2z))(4x — cos(2z))| dz,

definida em C3, integra a cldssica equagdao do péndulo (6.6) em dominio
complexo.

6.3 Integrais primeiras e solucoes classicas para a
equacao de segunda ordem

Recapitulemos o que foi obtido até o momento. Iniciando da equacao
a(2)u"(2) + b(2)u'(2) + c(2)u(z) =0, (6.7)

aplicamos o método de reducao de ordem, para obter um campo da forma
X = ya% — [%y — %az} a% + %. Por fim, foi provado que a 1-forma dada
por w = —a(z)ydxr + a(2)xdy + [a(2)y* + b(2)xy + c(2)x?]dz é integravel
e tangente ao campo X. Apresentamos a seguir um resultado sobre a
integrabilidade forte das EDOs lineares de segunda ordem.

Teorema H. Considere a equacao
a(2)u"(z) + b(2)u'(2) + c(z)u = 0,

onde a,b,c : U — C, sao funcoes holomorfas definidas em um aberto
U de C. Suponha que essa EDO admita duas solucoes linearmente
independentes u;, us : U — C. Entao, a funcao H : C?> x U — C, dada por

_zui(2) — yui(2)
Hir.y.2) = TS

(6.8)

é uma integral primeira para a folheacao determinada pela 1-forma
holomorfa dada por

w = —a(2)ydr + a(2)xdy + [a(2)y* + b(2)zy + c(2)2%]dz,
em C? x U.
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Demonstragdo. Definimos H como em (6.8), definida em C? x U. Primeiro
observamos que H nao é constante. De fato, H = [ € C, constante, implica
que z(uj(z) — luh(2)) = y(ui(z) — lus(z)) e entdo ui(z) = lug(z) o que é
uma contradicao desde que u; e us sao linearmente independentes. Agora,
assumimos que existe uma curva I' (real, anahtlca e nao degenerada) de
pontos indefinidos para H. Entao temos . W ==

que u; e uy sao fungoes holomorfas de uma Varlavel complexa isso implica

-2 pessa curva. Desde

que w1 = kuo identicamente, produzindo outra contradicao. Isso mostra
que o conjunto de pontos indefinidos de H ¢ discreto. Isso mostra que o
conjunto de pontos indefinidos de H ¢é discreto e, como a dimensao é 3,
segue do Teorema de Hartogs (Teorema 4.1.1) que H admite uma extensao
e, € de fato livre de pontos indefinidos. Provaremos que H é genuinamente
uma integral primeira para w = —a(z)ydr + a(2)zdy + [a(2)y* + b(2)xy +
c(2)z?dz. Afim de que H seja uma integral primeira para w devemos ter

wAdH = 0. (6.9)

Afim de evitar uma notagao muito carregada iremos escrever a = a(z),b =
b(z),c = c(z). Calculando a expressao do lado esquerdo de (6.9) obtemos

wAdH = (—aydx + axdy + [ay? + by + cx?]dz)
H H H
0 dx + 8—dy 3—dz)

N Ged T, 9>

OH OH oH
= —ay(a—yd:z: N dy — aygdx Adz + ax%dy A dx

H H
+ a:z:a—dy A dz + [ay* + bry + ch]a—dz A dx
0z ox

OH
4+ [ay® + bay + ca:2]a—ydz A dy

oOH OH
= —a( (9x+y8 )da:/\dy

— aya—H + [ay? + bxy + cx2]a—H dx N dz
0z ox

+ a:z:a—H — [ay* + bay + cx ]8—H dy A dz.
0z Oy
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Portanto, para satisfazer (6.9) é necessério que

OH OH
- — =0 6.10
‘ Ox Ty oy ( )
OH OH
ay—— + [ay* + bxy + cx2]% =0 (6.11)
OH OH
ar—— = [ay® + bry + ch]a—y = 0. (6.12)
_ zui(2)—yu(2) x
Desde que H(z,y,z) = T )y () entao
OH — ujur — ujus
or 7 (auh — yuy)?’
OH . U — UHUy
Oy (wuhy — yup)?’
OH _ o(ufuhy — ujuy) + wy(ujur — ujus) + y*(ujus — ujuy)

9z (zul — yug)?

Uma vez que uy, us sdo solugdes da equagao (6.1), entao
2 ",/ ",/ 1 i 2 / /

(zuy — yus)?

b b b

= (= 2uh — S — (=) — Sun)up) + ay((—2uh — ~us)uy
b c

— (—aull — aul)uz) + y2(u/1u2 - uéul)

b

c
= 551:2[1@11/2 — ujug] + aa:y[ulué — ] 4+ v [uruly — uus)]

b c
= (Y + —y + axQ)[ulu’z — uus).
2, b c .2 I
Isso implica %—i[ = U +mﬂ;f_;£ﬁ)§2 viua] Consequentemente H satisfaz
(6.11) e (6.12), e portanto, w A dH = 0. O

Em particular, segue do Teorema H, e do Teorema 3.1.1 (Método de
Frobenius), o seguinte corolario.

Corolario 6.3.1. Considere a equacao

(z — 20)*u”"(2) + (2 — 20)p(2)/ (2) + q(2)u(z) = 0, (6.13)

78



onde p,q : U — C, onde U é um aberto de C, com 2z, € U. Suponha
que 2y seja ponto singular regular da equagao (6.13). Entao, a folheagao
determinada pela 1-forma holomorfa
w = —(z—2)ydx + (2 — 2) xdy + [(z — 20)*y*
+ (2 — 20)p(2)zy + q(2)x%dz,
admite a funcao H : C? x U — C, dada por
/ J—
H(r.y.) = 24—y )
zuy(2) — yua(2)
como uma integral primeira, onde u1, us sao solucoes analiticas, linearmente
independentes, da equagao (6.13).

Como consequéncia do Teorema H (pag. 77, Secao 6.3), podemos
abordar as equagoes classicas, com seus respectivos modelos integraveis
(w-integrabilidade e s-integrabilidade) associados.

Exemplo 6.3.1. A equacao da forma
u"(2) — zu(z) = 0,

é conhecida por equacao de Aury. Pelo método de reducao de ordem,
fazendo v = u,y = v/, obtemos um campo X : C* — C? associado a
equacao de Airy, dado por

0 0 0
X = y— — 4 —.
A 1-forma
Wair = —ydx + xdy + [y* — z2°]dz,

em C3, é integravel e determina uma folheacao tangente ao campo X 4.
Segue do Método de Frobenius (Teorema 3.1.1) que a equagdo de Airy
possui duas solucoes linearmente independentes. Essas solucoes sao
classicamente chamadas funcoes de Airy e determinadas por

- 23k i 3k+1
Ai(z) = _ _ .
=0 32k+§k!F(k + %) rd 32D (k + §)
1/2 - 23k 0 L 2k+1
Bi(z) = 3 _ X |
( ) kz:; 32k+§k!F(k + %) k:z:; 32’%!1“(]@ + %)

onde I'" representa a funcao Gama. Portanto,

_ zA¥(z) — yAi(z)
Hair(w,y,2) = rBi'(2) — yBi(z)’

é uma integral primeira para a folheagao determinada por w ;..
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Exemplo 6.3.2. A equacao
(1 — 2" (2) — 220/ (2) + n(n + Du(z) = 0,
onde n € N é uma constante, é conhecida como equacao de Legendre de
ordem n. O campo associado a essa equacao é dado por
0 —2z n(n+1) | 0 N 0

X — g2 _ 42
(%.9,2) e 1—229Jr 1—22 dy 0z

A 1-forma
Wiy = —y(1 = 2%)dz + (1 — 2°)dy + [(1 — 2°)y* — 2zyz + n(n + 1)2°]dz.

é integravel e determina uma folheacao tangente ao campo X. A equacao
de Legendre possui duas solucoes linearmente independentes, chamadas
polinomios de Legendre de ordem mn de primeiro tipo e sequndo tipo,
determinadas respectivamente por

1

Pn('z) = 2nn|@(22_1)n’
1 1

Q.(z) = §Pn(z)1n<1jj).

Portanto, a folheacao determinada por wr., admite integral primeira dada
por

b2 = B ) ()

Exemplo 6.3.3. A equacao
(1 — 29" (2) — 2/ (2) + Nu(z) =0
é conhecida como equacao de T'chebychev, onde A € N é uma constante. O
campo associado a essa equagao é dado por
0 —z N A2 0 0
~Yor 1 -2 T 12 oy 0z

X(z,y,2)

A 1-forma
wrene = —y(1 = 22)dx + 2(1 — 22)dy + [(1 — 22)y* — zyz + N22?dz.

é integravel e determina uma folheacao tangente ao campo X. A primeira
solucao da equacao de Tchebychev é conhecida como os polinomio de
Tchebychev de primeiro tipo e determinados por

To(Z) = ].,
/2
m A (—1)F A — k=1,
Taz) = E; KON — 2K)! (22,
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onde [A/2] representa o maior inteiro maior ou igual a 3. A segunda solugao
linearmente independente de é chamada de polinomio de Tchebychev de
sequndo tipo. A sua definicao é dada recursivamente, e possui varias
representagoes (veja por exemplo [2]). Optamos pela seguinte

)‘ ! 1/2

Portanto,

2Uy(2) — yU(2)
2Ty (2) — yTa(2)’

H%che(%y, z) =
é uma integral primeira para a folheagao determinada por wpepe.
Exemplo 6.3.4. A equacao

2u’(2) + (1= 2)u'(2) + du(z) =0,

é conhecida como equacao de Laguerre de ordem A, onde A € N é uma
constante. O campo associado a essa equacao é dado por

0 1—2 A 0 0
AP N T
X(z,y,2) = Yoo [ . Y + x]8y+3z
A 1-forma
Wreg = —yzdr + vzdy + [2y° + (1 — 2)zy + \o?)dz.

é integravel e determina uma folheacao tangente ao campo X. A equacao
de Laguerre possui uma solucao conhecida por polinomio de Laguerre, e

definida por
AL/
_ 1\ n
L) = Y0 (V)

onde (Z) b,(a o . A segunda solucao é dada em termos do polinomio de
Laguerre, por

wo(z) = Ly(2) In(z) + Z 2"
k=0
Portanto,

rwy(2) — yws(2)

R S ETNE)

¢ uma integral primeira para a folheagao determinada por wrg.
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6.4 Mudancas de coordenadas esféricas

Nessa secao abordamos a questao da integrabilidade das EDOs de segunda
ordem, do ponto de vista real, R. Exploramos a mudanca de coordenadas
esféricas nas EDOs lineares de segunda ordem em R, e a respectiva 1-
forma integravel. Escolhemos observar essa mudanca em particular devido

a recentes aplicacoes relacionadas a equagao de Hill (veja por exemplo,
[34)).
Iniciamos pela EDO

a(2)u”(z) + b(2)u' (2) + c(2)u(z) = 0, (6.14)

onde a,b,c : I — R sao funcoes analiticas definidas em um aberto I de
R. Seja I' = I\ Z,, onde Z, é o conjunto de zeros de a. Pelo método
de reducdo de ordem obtemos um campo X : R? x I’ — R3, associado a
equacao (6.14) dado por

0 b(z) cz) 1o 0
X(z,y,2) = Yor ~ [@y—kﬁx] 8_y+&

Segue do Teorema F (pdg. 71, Segdo 6.1) que a 1-forma integréavel
w = —a(2)ydz + a(2)zdy + [a(2)y* + b(2)zy + c(2)2?]dz,

determina uma folheacao tangente ao campo X. Considerando a mesma
mudancga de coordenadas esféricas

xr = pcosfseny;
y = psenfseny;

zZ = pcosp.
segue que

dx = d(pcosfseny) = cosfsenpdp — psenfsenpdd + p cos psenfdy;
dy = d(psenfseny) = senfsenpdp + p cos Osenpdl + psend cos pdyp;
dz = d(pcosp) = cospdp — psenpdp.

Assim, realizando essa mudanca de coordenadas em w, obtemos

wsph, = —a(pcos p)(psenbseny)d(p cos fseny)
+ a(pcos)(pcosbseny)d(psenfseny)
+ [a(pcos)(psenfseny)? + b(p cos p)zy + c(pcos p)z?]d(p cos @)
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—a(p cos @) psenfseny|cos Osenpdp — psenfsenpdf + p cos psenbdyp)
a(pcos p)(p cos Bseny)[senbsenpdp + p cos Osenpdl + psend cos pdy]

[a(p cos ) (psenfseny)? + b(p cos )y

c(p cos ) z?][cos pdp — psenpdy]

[a(p cos @) p cos Osen®psen?d — a(p cos @) psend cos fsen?p)dp
[a(p cos @) (psenfseny)? + b(p cos @)y + c(p cos @)x?] cos pdp
[a(pcosp) psen®Osen®pp + a(p cos ) p? cos B*seny?|dl

I+ + +

+ + +

(
(
[a(p cos ) p? cos Bsenfseny cos p — a(p cos @) p*sen®fseny cos p|dy
— [a(pcos)(psenfseny)? + b(p cos p)zy + c(pcos p)x?)] psengdp.

Concluimos obtendo a seguinte 1-forma integravel,

Wsph a(p cos @) psend cos fsen’p(send — 1)]dp

[ )
4+ [a(pcos ) (psenfseny)? + b(p cos p)zy + c(p cos p)x?] cos pdp
+ [a(pcos p)p*senyp?|dd
4+ [a(p cos @) p* cos fsenfseny cos p(cos O — send)]dy

la( )

a(p cos ) (psenfseny)? + b(p cos p)zy + c(pcos p)z?)| psenpdp.

6.5 O modelo bidimensional das formas integraveis

Sejam a,b,c: U C C — C, funcoes holomorfas definidas em um aberto U
de C. Considere a 1-forma integravel

w = —a(2)ydz + a(2)zdy + [a(2)y* + b(2)zy + c(2)z%]dz

em C? x U. No decorrer do texto, ao estudar alguns casos particulares da
forma w, usamos mudancas especificas de coordenadas que a transforma-
ram em uma outra forma definida em C x U. Denominamos essas formas
por modelos bidimensionais. A seguir, concluimos que esse fendmeno ocorre
para o caso mais geral w. Com efeito, defina a mudanca de coordenadas
¢ = 2. Observamos que

—a(2)ydx + a(z)zxdy + y + b(2)zy + c(z)z?]dz

2 o) o

= [(M¢+ )¢-+M)¢+C(ﬂd4-

Ou seja, 4 = a(z)dy + [a(2)¢? + b(2)¢ + ¢(2)]. Isso implica que w estd
associada intrinsecamente & 1-forma em C2, dada por Q = a(y)dx +
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la(y)z? 4+ b(y)z + ¢(x)] dy. O modelo bidimensional Q@ = 0 define uma
folheacdo de Riccati em C?. Do ponto de vista de equacoes diferenciais
os modelos bidimensionais sao equagoes diferenciais de primeira ordem da

forma
dr a(y)z? + b(y)z + c(y)

dy aly)

6.6 Equacao linear homogénea de terceira ordem
admitindo integrabilidade

Considere a equagao diferencial ordinaria linear homogénea, de ordem trés
dada por

a(2)u"(2) + b(2)u" (2) + c(2)u'(2) + d(2)u(z) = 0, (6.15)

onde a, b, c,d : U — C, sao funcoes holomorfas em um aberto U de C. Seja
U = U\Z,, onde Z, é o conjunto de zeros da fun¢ao a. Assim como foi feito
no caso de segunda ordem, iniciamos pelo método de reducao de ordem,
fazendo x; = w,xs = v, x3 = u”, obtendo o campo X : C* x U’ — C*,

dado por X(l‘l, To, T3, z) = xQ% + xgai@ _ (b(Z)SCg—l—cslz();;z—|—d(Z)961)aix3 + 1% No

caso em que d = 0, definimos
wi = —a(2)xsdrs + a(z)vadrs + [a(2)ad + b(2)vaxs + c(2)a3] dz.

A forma w; é integravel, uma que possui a mesma expressao da forma
obtida para as equacoes lineares homogéneas de segunda ordem. Além
disso, w; é tangente ao campo X. De fato,

wi(X) = —Q(Z)$§+G(Z)$2(—(b(2)

23+ c(2)22 + d(2)71))
+ [a(2)23 + b(2)z923 + c(2)25] = 0.

Esse resultado é esperado uma vez que fazendo a mudanca v(z) = u'(z2),
a equagao (6.15) se reduz a uma equagdo linear homogénea de segunda
ordem,

a(2)v"(2) + b(2)v'(2) + ¢(2)v(z) = 0. (6.16)

Segue do Teorema F (pag. 71, Segao 6.1) que a equacao (6.16) admite uma
estrutura integravel dada por

wy = —a(2)ydr + a(2)zdy + [a(2)y? + b(2)zy + c(2)r?]d=.

A menos de uma mudanga de coordenadas (r = w5,y = w3) as formas
w1, wsy sao equivalentes.
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Parte 11

Expansao assintotica e germes de
folheacoes holomorfas
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Capitulo 7

Funcoes com expansao assintotica

7.1 Séries de poténcias formais

As séries de poténcias formais sao utilizadas na definicao de expansao
assintética de uma funcao holomorfa. Com essa finalidade, nesta secao
apresentamos uma breve revisao das nocgoes e resultados classicos sobre o
tema. Veja por exemplo [59].

Uma série de poténcias formal é uma sequéncia de fungdes (.5, ),>0, definida
indutivamente por Sy(z) = ap € C e paran > 1 por S,(z) = S,—1(2)+a,2",
onde a, € C. O numero ay ¢ chamado de termo constante e a, de
coeficiente de ordem n da série.

Dadas duas séries de poténcias formais ¢ = > 2 a;2" e ) = Yoo biz
podemos definir a soma e o produto:

1

(soma) (@ +¥)(2) = 33y (ai + b))%

(produto) (p1)(z) = S22, ¢;2" onde

¢i = apb; + arbi_1 + -+ a;_1by + a;by = Z a;by.
I+k=i

Denotamos por C[[z]] o anel de séries de poténcias formais na varidvel
complexa z. Por conveniéncia, algumas vezes escrevemos apenas série
formal para nos referir a tais séries.

A seguir, enunciamos o classico Teorema da Inversa de Lagrange que
fornecera condicoes necessarias e suficientes para que uma série formal seja
invertivel.

Teorema 7.1.1. (Teorema da Inversa de Lagrange) ([59] pdg.847,
Teorema 1) Seja p(2) = > 2 a;z’ uma série de poténcias formal em C|[[2]].
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Entéo existe ¢ € C[[z]] tal que z = ¢(p(2)) e u = @¢(1)(u)) se e somente se
ouay=0,ea #0,oup(z)=ay+ arz com ag,a; nao nulos. Se tal série
1) existe entao € unica.

O Teorema a seguir permite definir a n-ésima raiz de uma série formal.

Teorema 7.1.2. ([59] pdg.847, Teorema 3) Seja ¢(2) = Y 2 a;2/ uma
série de poténcias formal, com ag = 1 e seja ng um mtelro positivo qualquer.
Entao existe uma tnica série formal ¢(z) = S°°° i—objz’, com by =1 tal que

(¥(2))" = &(2).
Definicao 7.1.1. A n-ésima raiz de uma série formal ¢(z) é a unica
série de poténcias 1 (z), tal que (¥(z))" = ¢(z). Neste caso, denotamos
(@)™ = 1(2).

Para relacionar as séries formais cujo termo constante é zero com aquelas
em que o termo constante é nao nulo precisamos definir dois objetos formais
que as relacionam.

Definigao 7.1.2. Seja ¢(2) = 3. a;2/ uma série de poténcias formal
com ag = 1 e fi(2) = 3°72 a;2/, onde ¢ = 14 fi. Defina o logaritmo formal
» como

Seja Qﬂ(z) = Z;io b;z’, onde by = 0. Defina a exponencial formal de 0
como

/\

72

E(¢)=1+z@+—+—+ =Zﬁ—

21
Teorema 7.1.3. ([59] p4g.880, Teorema 19 ) Sejam @, € [[ z]| séries
de poténcias formais tais que p(2) = Y77 a;2/, com ag = 1 e P(z) =

S22 bjz7, com by = 0. Entdo L(E(¢)) =1 e E(L(¢)) = ¢.

Observacao 7.1.1. O Teorema 7.1.3 implica que existe uma bijecao entre
as séries de poténcias cujo termo constante é 1 e, as com termo constante
nulo.

7.2 Expansao assintética

Nesta secao revisamos os conceitos basicos sobre expansao assintotica. Ini-
ciando pela definicao, seguindo pelas principais propriedades e concluindo
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com o Teorema de Borel-Ritt. Algumas referéncias que o leitor pode
conferir sobre expansao assintética sao [45, 26, 80, 20].

Antes de definir expansao assintética, é necessario explicitar a nocao de
setor em C adotada neste trabalho.

Definigao 7.2.1. Dado R € R, e a1, as € R, um setor S com vértice na
origem em C é um subconjunto definido por

S={z€C:0<|z]| < Ryag <arg(z) < as}.

A seguir, a definicao de expansao assintética para uma funcao holo-
morfa:

Definigao 7.2.2. ([80], pdg.32, Definigao 7.2)Seja ¢ : S — C uma funcao
holomorfa em um setor S C C. A funcao ¢ admite a série formal p(z) =
Z;io a;z) como expansao assintdtica em S se para todo subsetor préprio
S’ C S e todo k € N, existir uma constante A; > 0 tal que

k-1

lo(2) = > a;2 | < Axllz|)*

=0
para todo z € S’.
A existéncia de expansao assintotica é garantida pelo seguinte resultado:

Teorema 7.2.1. ([80], pag. 40, Teorema 9.1) Seja ¢ holomorfa em um
setor S. Se o limite

@r = lim 90(7”)(2)7

z—0

existe para todo r = 0,1,..., entdo ¢ admite Y 2 2" como expansao

o
assintotica em S.

A seguir, apresentamos as principais propriedades sobre expansao
assintética, sintetizadas em um unico teorema. A notacao D(0,r) significa
o disco com centro em 0 € C e raio r € R.

Teorema 7.2.2. ([80], pags. 33-39) Sejam ¢,1 fungdes holomorfas
nos setores S,T respectivamente. Suponha que ¢ admite Y~ a,2"
como expansao assintética em S, e ¢ admite Y~ b,2" como expansao
assintotica, em 7T'. Entao

(I) a, = Llim, g ¢ (z), com z pertencendo a subsetores préprios de S.

(IT) Se S = D(0,r) — {0} com raio r > 0 e vértice em 0 € C entdo ¢
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¢ holomorfa em D(0,r) e a, = <p(2!(0).

(III) ¢ admite no maximo uma expansao assintética em S.

(IV) Se ap # 0, entao ﬁ admite Y~ 2! como expansdo assintética,

onde,
(Z arzr) <Z ctzt> =1.
r=0 t=0

(V) Se S = {0 < ||z|| < 20, 1 < arg(z) < 60} com Oy > 6y,
entao a derivada ¢'(z) admite Y, ra,z"~! como expansio assintGtica em
S* = {0 < [z]| < z0, 01 <O < arg(z) < 05 < 6a}.

(VI) ap + Sy admite Y2 (aa, + Sb,)z" como expansao assintética.

(VII) ¢¢p admite (3.2, a,2") (O 2,br2") = D2, ¢2" como expansio

assintotica, com
.
Cr = E Cljbr,j.
J=0

(VIII) A composicao ¢op(z) admite >, diz" como expansao assintdtica,
onde os coeficientes d; sdo obtidos pela inser¢ao formal da série de ¢(z) na
série de ¥ (u), seguindo as poténcias de z.

Exemplo 7.2.1. ([45], pdg. 8) Considere a equacao diferencial ordinaria
complexa dada por

dy
2
— = . 7.1
:r:dx+y T (7.1)

A equacdo (7.1) é conhecida como equagio de Euler. A série E(z) =
> so(—1)"nlz™t! é a unica série de poténcias que satisfaz equagao de
Euler. Por isso, é chamada de série de Fuler. Além disso, E ¢ divergente
para todo x # 0. A funcao

z 1 1\ dt too =%
E(z) = o) 2 de.
() /0 eXp( t x> t /0 1+& :

admite E(x) como expansdo assintética no setor S = {z € C; Re(x) > 0}.
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Exemplo 7.2.2. ([45], pag. 10) Seja Ei: S — C dada por
+oo dt
Fi(z) :/ e ' —

t

e S={xreC: Re(x) >0}. A fungdo Fi admite a série formal

o

~n(@) —y = (1)

wn

n-n!

Ei é conhecida como funcdo exponencial integral e possui vasta aplicagao
em matematica e areas afins.

O Teorema 7.2.1 da secao anterior revela quais sao as condigoes
necessarias para que uma funcao ¢ holomorfa em um setor S, admita
expansao assintotica: todos limites das r-ésimas derivadas de o,

pr = lim Qp(r) (2)

z—0

devem existir, com z € S. Entretanto, ha outra questao na direcao
inversa. Ou seja, dada uma série formal e um setor arbitrario, existe uma
funcao holomorfa neste setor que admita esta série formal como expansao
assintética? Este é o conteido do proximo teorema.

Teorema 7.2.3. (Borel-Ritt) ([80],pdg. 43, Teorema 9.3 ) Seja ¢ =
Y a,z" € Cl[[z]] uma série de poténcias e S um setor em C. Entao
existe uma funcao ¢ holomorfa em S, tal que ¢ admite ¢ como expansao
assintotica em S, quando z tende a zero.
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Capitulo 8

Grupos de germes de difeomorfismos
holomorfos

Este capitulo possui trés secoes. A primeira contém alguns resultados
ja conhecidos na literatura, sobre germes de difeomorfismos e setores
invariantes. Na secao subsequente estudamos os germes de difeomorfismos
hiperbélicos e elipticos em relagao a setores invariantes. Na tultima secao
definimos grupos de invariancia provando que na presenca de fungoes com
expansao assintotica, este grupo é finito.

8.1 Resultados classicos

Sejam X, Y espacos topoldgicos. Considere o conjunto das fungoes f : V' C
X — Y onde V é uma vizinhanca de um ponto x € X. Introduzimos a
seguinte relagao de equivaléncia R:

fRyg se existe uma vizinhanga W de z € X, tal que f|w = glw

A classe de equivaléncia de f é chamada germe de f em x. No caso em que
X =Y o conjunto de tais germes de homeomorfismos locais que fixam um
ponto x € X é um grupo com a operagao de composicao, onde o dominio
de f o g é a intersecao do dominio de g com o dominio de f.

Denote por Dif f(C,0) o grupo de germes de difeomorfismos que fixam
a origem 0 € C e, um elemento deste grupo por f : (C,0) — (C,0). Uma
vez que os difeomorfismos em C sao analiticos, para cada representante
f € Diff(C,0) escrevemos

f(2) = Az 4 ap1 2" appa T4

onde k > 1 e X € C\ {0}. Assim, temos a seguinte classifica¢cio para
germes de difeomorfismos que fixam a origem 0 € C:
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(i) Hiperbdlicos: |\ # 1;
(ii) Elipticos: |\ =1, AF#£1, paratodo k € N\ {0};
(iii) Parabélicos: NF =1, para algum k € N\ {0}.

Os germes de difeomorfismos hiperbdlicos sao linearizaveis conforme
verificamos no seguinte teorema.

Teorema 8.1.1. ([10], pag.14) Seja f um representante de um germe de
difeomorfismo hiperbdlico dado por f(z) = Az + ap, 12" + .... Entdo
existe um tnico o € Dif f(C,0) com ¢'(0) = 1 tal que

ogof=M\o (8.1)

E necessario salientar que os germes de difeomorfismos elipticos e
parabdlicos nem sempre sao linearizéveis (Veja [10], pag. 16).
Apresentamos agora a nocao de setor invariante.

Definicao 8.1.1. Seja f um representante de um germe de difeomorfismo
holomorfo fixando 0. Dizemos que f admite um setor invariante S C C
se, para um representante fy : U — f(U) de f, existe um setor S C U
com vértice em 0 tal que fi7(S) C S. Neste caso, também dizemos que S
é f-invariante.

O germe f € Dif f(C,0) dado por f(2) = Az+ap12"  Hag 0252+, 6
tangente a identidade se A = 1. A classificacao de germes de difeomorfismos
tangentes a identidade é suficiente para a classificacao de germes de
difeomorfismos parabdlicos. A seguir, enunciamos dois resultados classicos
sobre germes parabélicos e setores invariantes.

Teorema 8.1.2 (Camacho, [12]). Seja f: (C,0) — (C,0) germe de
difeomorfismo holomorfo tangente & identidade, dado por f(z) = z +

> ajz!, as # 0. Entao existem setores ST e S~ com vértices em 0 € C,
Jj=2

com abertura m — y (onde 0 < 6y < 7/2), e bissetrizes opostas, de tal
maneira que:

(@) F(57) C §%, lim _f'(z)=0,¥z € 5*

() FYS7)C S, lim f™:2)=0,¥ze S

n—-+00

Teorema 8.1.3 (Teorema da flor de Fatou-Leau, [1]). Seja f(z) = z +
app12" + O(2*?), k € N um germe de difeomorfismo. Entdo existem k
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dominios P;, com j = 1,...,k, chamados pétalas, simétricos com respeito
C e 2mn .
as direcoes arg(z) = = 0,...,k— 1, tais que:

(i) PN P, = ¢ para j # k; 0 € OP; e cada pétala P; é holomorfa no

semi-plano superior H C R?
(ii) para cada z € P; temos f(z) = 0 quando m — oo.

(iii) Para cada j a aplicagao fj, ¢ holomorficamente conjugada ao
J
automorfismo parabodlico z — z + ¢ em H.

Além disso, se f(2) = 2+ 4+ 0(252), entao f71(z) = z2— 2L+ O(2F+2).

O Teorema 8.1.3 garante a existéncia de setores invariantes para germes
f € Diff(C,0) tangentes a identidade. De fato, para uma aplicagdo
da forma f(2) = 2z + ap 12" + ..., agy1 # 0, podemos encontrar uma
mudanca de coordenadas w = Mz tal que f(w) = w + w4+ O(k + 2).
Aplicando o Teorema 8.1.3 (i) concluimos a existéncia de setores invariantes
obtidos pela dilatagao e rotacao das aplicacoes P;.

8.2 Germes de difeomorfismos nao parabdlicos e
setores invariantes

Na secao anterior vemos que difeomorfismos parabdlicos admitem setores
invariantes. A seguir descrevemos o que ocorre no caso hiperbdlico e
eliptico.

Lema 8.2.1. Seja f(z) = Az + O(z?), com |A]] # 1, um germe de
difeomorfismo hiperbdlico. Entao existem setores f-invariantes (que nao
sejam o disco), somente se A € (0,1) C R.

Demonstragao. Seja S = {z € C: 0 < |z]| < R,aq < arg(z) < az} um
setor em C. Pelo Teorema 8.1.1, existe um difeomorfismo ¢ tal que

gofogl(z)=A\z

Escrevendo z = re? e A\ = se¥ temos

gofogt(z) = M\

= sere'

= rse' ¢,

Entao g o f o g71(S) é difeomorfo a f(S) = {z € C:0 < ||2|| < sR,p +
a; < arg(z) < as + ¢}. Portanto, S é f—invariante somente se ¢ = 0 e
A=A =s<1. O]
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Lema 8.2.2. Seja f(z) = Az + O(2?%) um germe de difeomorfismo eliptico,
com |[A|| = 1, \¥ # 1, para todo k € N\ {0}. Entdo ndo existem setores
f-invariantes diferentes do disco.

Demonstragio. Seja S = {z € C: 0 < ||z]] < R, < arg(z) < az} um
setor em C. Considere as retas que passam pela origem de C associadas
com os angulos aj, s respectivamente. Ou seja, r @ y = tan(ai)z, e
s 1y = tan(ag)z. Tome os vetores v; = e € re vy = e € 5. Observe
que f'(0) = €. Entao

£(0) vy = eifeiar = ilb+a

f/(o) vy = 6i96ia2 — 67;(9—'_&2)-
Se S é f-invariante entao

a; <0+a; <ap

a1§9+a2§a2.

Isto implica que 0 < 0 < as — a3 e a1 —as < 0 <0 and, # = 0. Portanto,
A = 1. Por outro lado, por hipétese A\¥ # 1, para todo k& € N\ {0}.
Contradicao. []

8.3 Expansao assintdética e grupo de invariancia

Iniciamos agora o estudo da invariancia com a presenca da expansao
assintotica. Consideramos uma funcao que admite expansao assintotica
nao nula. Este primeiro lema garante que a invariancia se estende também
para a série formal que a realiza.

Lema 8.3.1. Seja ¢ : S — C uma funcao holomorfa que admite ¢(z) como
expansao assintotica nao nula, no setor S C C. Suponha que exista uma
funcao holomorfa f : U — C definida em uma vizinhanca U de 0 € C com
f(0O)=0e f(SNU)CSNU. Sepof=pem SNU entdo po f = em
SNU.

Demonstracao. Para simplicidade da notacao supomos .S C U. Escrevemos
f(z) = Z;io fi e pof(z) = Z;io a;[f(2)) => 2, b;z’. Fixemos k € N.

Como ¢ admite expansao assintética em S, existe uma constante By € C
tal que para cada z € S

k—1
lpo f(z) =D bl < Billzll*.
j=0
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Desde que ¢ o f = ¢, entao para todo z € S, temos

le(2) Zb |

k-1 k-1 k-1
= llp(2) = Y a2+ a2l = b
j=0 j=0 j=0
k—1 k—1 k—1
<lle(z) =D a2+ 1D a2 => b2
§j=0 j:O §j=0
k—1 k—1
= [lp(2) — Z%Z”\IHIZang—soof( )+ o f(z) =D b
J=0 j=0
k—1
< [le(2) Zayzj\lﬂlwof Za;zj\HHsoof( )= > b
7=0

< Allz]l* + AkIIZHk + Bill2]*
= [2A; + By]||z||".

Concluimos que existe uma constante Cj, = 24, + By, tal que [|¢(z) —
Z?;éaj[f(z)]j\] < Cp2F, ¥z € S, isto é, o admite Do ilfl = of

como expansao assintotica em S. Portanto, pela umcldade da expansao
assintética (item (III) do Teorema 7.2.2),

oo f(z) =p(2),Vz € S.
]

Para prosseguir com o estudo de invariancia, precisamos de uma
mudanca de coordenadas formais especifica para séries de poténcia formais.
Precisamente,

Lema 8.3.2. Seja ¢(z) = > ;2 la]zf uma série formal em C|[z]]. Entao

existem v € N e uma série formal ¢ € C[[z]] tais que
poip(z) = 2"
para todo z € C.

Demonstragao. Seja ng = min{j € N;a; # 0}. Definindo

o

. a; i,
i)=Y L

a
j>ng+1 0
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podemos escrever

P(2) = an,2™[1 + fi(2)]
com f1(0) = 0. Seja b uma ng-ésima raiz de a,, # 0. Defina 4(z) =
bz(1 + ﬂ(z))% Pelo Teorema 7.1.2, (1 + /l(z))% ¢ uma série formal (veja
Observagao 7.1.1) com termo constante igual a 1. Entao, 4 é uma série
formal tal que

7(2)" = 2™ (1 + fi(2))
4(0) = 0 e 4(0) = b # 0. Pelo Teorema 7.1.1 existe uma série formal ¢ a
qual é uma inversa para 7. Portanto,

poi(z) = ano(@b( )" [ L+ A(4(2))]

I
/—\
O
<-
—~
N
~—~
\/

[]

Agora, um ponto chave é estabelecido.

Seja ¢ : S — C uma fungao holomorfa nao constante que admite
©(z) como expansao assintotica em um setor S C C. Defina o grupo de
mvariancia de ¢ como

Invs(p) ={f € Diff(C,0): f(S)CSepof=pemS}.
Este é um subgrupo de Dif f(C,0).

Exemplo 8.3.1. Considere a fungao ¢(z) = cos (). Entao Inv(p) =<
fig >, onde f(2) = —z e g(z) = 5. Temos que Inv(y) nao ¢ finito.
O ponto é que ¢(z) nao admite expansao assintética. De fato, para todo

2z # 0,
O'(z) = 2—7Ts.en (QW).

22 z

Consideremos o setor S = {z € C: 0 < ||z]| < R, —ap < arg(z) < agp}.
Para cada 0 < a < oy, seja S* C S um subsetor proprio S* = {z € C: 0 <
|zl < r < R, —a < arg(z) < a}. Seja (z,)neny uma sequéncia de nimeros
complexos dada por z, = -(1 + itana). Entao

n? 2nm
li n) =27 li . 8.2
nvoo (en) = T oo r2(1 + i tan a)Zsen (7"(1 + itan a)) (8.2)
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Observe que
2nm 2nm (1 —itan )
r(1+ itan ) r(14+itana) (1 —itan o)
2nm(1 —itan o)
r(1 + tan® )
2nm . 2nmtano

r(1 + tan® ) Z7“(1 + tan? o)’

Além disso,
2nm ] 2nm 2nmtan o

. . _ n
Z7“(1 + i tan @) Zr(l +tan?a) (1 + tan®a)

e7
2nm , 2nm 2nmtan «
—i , = —i — :
r(1+itana) r(1+tan®a) (1 + tan®a)
Entao
2n7T ]_ ; 2nm ; 2nm
sen - = — (el(r(lJritana)) — e_z(r(lJritana)))
r(14itana) 2i
1 i 2nm 2nmtan o — 2nm _ _2nmtana
— 2_ (e r(1+tan? o) €T(1+tan2 a) — e r(1+tan? o) e r(1+tan? a) ) .

1

Dessa tltima equagao e da equagao (8.2) temos

’ ,( ) o 1 n? 2nm

11m Zn, = 7T 111 - Sern -

n—>oogp n—00 7“2(1 —i—ztana)2 7“(1 +ztancy)
2

n 7 2nm 2nmtan o
= 27 lim : e (i tan?a) @ r(i+tan? o)
n—oo 12(1 + i tan a)?
2nm _ 2nmtana

— e r(1+tan? a) e r(1+tan? o) ]
= +00.

Por outro lado, consideremos a sequéncia w, = =(1+itan(—a)). Sabemos
que tan(—«) = — tan a. Portanto,

2n7‘r 1 - 2nm —2nmtan o s 2nm 2nmtan o
SEN — — <€Z r(1+tan? a) er(1+ta112 a) — e Zr(l—i—tanQ a) e+r(1+tan2 a) )
r(1 —itana) 2i
e
. / . n2 i 2nm —2nm tan o
lim ¢'(w,) = 27 lim — : Sle rirtmda) eritian? o)
n—00 n—oo 1 (1 + 2 tan Oé)

—i 2nm 2nmtan o
— e r(1+tan? a) e r(1+tan? a) ]

= —OQ.

Isso implica que lim,_, ¢’(2) nao existe. Pelo Teorema 7.2.1, ¢ ndo admite
expansao assintotica.
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Concluimos com o principal resultado desta secao.

Proposicao 8.3.1. Seja ¢ : S — C uma funcao holomorfa nao constante
que admite uma expansao assintética nao nula ¢(z) em um setor S C C.
Entao Invs(y) é um subgrupo finito de Dif f(C,0).

Demonstracao. Pelo Lema 8.3.1 f € Invg(p) implica que f € Invg(p)
onde

Inv(¢) ={g € Dif f(C,0): pog=¢{ (como série de poténcias formal)} .

’

Portanto, #Invg(p) < fInv(p). E suficiente mostrar que Inv(p) é finito.
Pelo Lema 8.3.2 existem um nimero ng € N e uma série formal ¢ tais que
@ o(z) = 2" para todo z em S.

Afirmacao 8.3.1. Existe um isomorfismo (bije¢ao)

G:Inv(p) — Inv(z™)

g — ¥ logoy

De fato, se g € Inv($) entao ¢ o g = ¢ implica que

poporplog =

. P
oilog =
o logod = goy
z”ooﬂflogozﬂ = 2™,

E suficiente entdo observar que [ nv(z") é o grupo ciclico finito gerado pela

2mi

rotagao 0(z) = e z. O
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Capitulo 9

Folheacoes holomorfas

No presente capitulo, alguns topicos da teoria de folheagoes sao apresenta-
dos.

9.1 Conceitos fundamentais

Definigao 9.1.1. ([76] pdg.33 Definicao 1.14) Seja M uma variedade
complexa de dimensao n > 2. Uma folheacao holomorfa nao singular
de dimensdo k (ou codimensio n — k) em M, onde 1 <k <n—1, é dada
por uma cobertura {U,}.ca de M por abertos tal que para cada a € A,
existe um biholomorfismo @, : U, — D¥ x D" % onde D C C é o disco
unitdrio na origem. Além disso, sempre que Ung := U, N Us # 0,

Dop i Po(Uap) — (I)B(Uaﬁ)

(z,w) = Pzo0d (2, w).
Cada aberto U, ¢é chamado de aberto trivializador da folheagao.
Segue da defini¢ao que para cada o € A, U, é decomposto em variedades
de dimensao k da forma ®, (D x {wy}), onde wy € D" *. Tais variedades

sao chamadas de placas. As placas se sobrepoem nas intersecoes de abertos
trivializadores da seguinte forma: se P, C U, e P3 C Ug sao placas, ou

PaﬂPB:@, ou PaﬂPB:PaﬂUﬁzP/gﬂUa.
Defina a seguinte relacao de equivaléncia em M: Dados p,q € M,

p ~ q se existem placas P;,...,P,,, comp € P, eq¢€ P, tais que

PNPy #0parai=1,...,m— 1.

A classe de equivaléncia de p € M por essa relacao é chamada de folha
por p. Cada folha, com a topologia gerada pelos abertos de suas placas,
possui estrutura de variedade complexa de dimensao k imersa em M.
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Uma folheagao proporciona, portanto, uma decomposicao da variedade em
subvariedades imersas de dimensao k, duas a duas disjuntas. O espaco
tangente a folheacao F em p € M, denotado por T,F, ¢ definido como o
espaco tangente no ponto p a folha passando por p e consequentemente,
possui dimensao k. Dizemos que duas folheagoes sao iguais se todas as
suas folhas coincidem.

Exemplo 9.1.1. ([17], pdg.43, Exemplo 3) Se v é um campo de vetores
holomorfo nao singular em um aberto U C M, entao o Teorema do Fluxo
Tubular holomorfo implica que U possui uma estrutura de folheacao de
dimenséo um. Observe que, se U C M é aberto com UNU # (), admitindo
um campo de vetores nao singular v que satisfaz

U‘Uﬂ(f/ - f@|UmU

para alguma funcdo f : U N U — C* holomorfa, entdo v e ¥ induzem a
mesma folheacio em UNU. Temos assim uma folheacio definida em UUU.
Reciprocamente, uma folheacao de dimensao um é induzida localmente
por campos de vetores nao singulares. Basta tomar, em cada aberto
trivializador U,, o campo

0
o= D(®,")—,
va = D)5
onde (z1, (22, - . ., 2n)) sao coordenadas de D x D"~!. Observe que, se U, 5 #

0, para cada p € Uy, existe foz(p) € C* tal que

Va(p) = fap(p)vs(p).

A fungao fup 1 Usp @ Uyp — C* assim definida é holomorfa. Portanto, o
seguinte conjunto de dados:

(a) uma cobertura {U,},ca de M por abertos;

(b) para cada o € A, um campo de vetores holomorfo nao singular v, em
Ua;

(c) sempre que U,p # 0, uma funcao holomorfa f,z: U,z — C* tal que
UO¢|U04[3 - faﬁvﬁ|Ua[5'

define uma folheagao de dimensao um em M.

Definigao 9.1.2. ([17], pag.17, Definicao 1) Uma folheagcdo holomorfa
singular de dimensdo k (ou codimensao n — k), onde 1 < k < n — 1,
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em uma variedade complexa M é uma folheacao nao singular de dimensao
kem M\ S, onde S é um conjunto analitico em M de codimensao maior ou
igual a 2. Além disso, exigimos que o conjunto S seja minimal, no seguinte
sentido: nao existe subconjunto analitico proprio S’ C S tal que a folheacao
regular em M \ S se estenda a M \ S’. Nessas condigoes, S é chamado de
conjunto singular da folheacao. O conjunto singular da folheacao F é
denotado por Sing(F). Os elementos de Sing(F) sao chamados de pontos
singulares ou singularidades, enquanto os elementos de M \ Sing(F) sao
chamados de pontos requlares.

As folhas de F sao, por definicao, as folhas da folheacao regular
F|an\sing(r)- Duas folheaces singulares F e F' sao iguais se:

(i) Sing(F) = Sing(F');
(ii) as folheacdes regulares F |y ging(r) € F'|an\sing(F) Sa0 iguais.

Definigao 9.1.3. ([17], pdg.31, Secao 3) Seja F uma folheagao de dimensao
um em uma variedade complexa M. Dado p € Sing(F), uma separatriz
em p ¢ um germe de conjunto analitico V' contendo p invariante por J, ou
seja, V' \ Sing(F) é localmente uma uniao de folhas de F.

O conceito de holonomia de uma folheacao é motivado pelo conceito
de aplicacao de primeiro retorno ou aplicacao de Poincaré de uma orbita
periddica de um campo vetorial.

Definigao 9.1.4. ([76], pag.60, Definicao 4.1) Seja L um folha de uma
folheacao holomorfa de codimensao k. O grupo de holonomia de L,
denotado por Hol(L), ¢é a colecao de todos os grupos de germes em g € C*,
de homeomorfismos de CF que deixam ¢ fixo e que sdo conjugados a
Hol(L,p,>), onde p € L e ¥ é uma secao transversal a F passando por p.
Dizemos que o grupo de holonomia de L é conjugado a um grupo dado G,
se G € Hol(L). O grupo de Holonomia é trivial se {id} = Hol(L), onde id
é a aplicacao identidade.

Teorema 9.1.1 (Mattei-Moussu [52], Martinet-Ramis [49]). Sejam F; , F
dois germes de folheacoes com singularidade nao-degeneradas Fj : xdy —
Ay(14+b;(x, y))dz = 0, com bj(x, y) holomorfa, b;(0,0) = 0, A € R_. Denote
por f;: C,0 — C,0 a aplicagao de holonomia de I': (y = 0) com respeito a
Fj. Entao Fi e Fy sao conjugadas analiticamente por um difeomorfismo
holomorfo ® : C?,0 — C?,0 se, e somente se, a aplicacao de holonomia f;
e fy sdo analiticamente conjugadas em Diff(C, 0).
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9.1.1 Holonomia virtual

Intuitivamente o conceito de Holonomia Virtual que sera definido a seguir
é o objeto geométrico que mede as acumulagoes das folhas em torno de
uma determinada folha.

Seja F uma folheacao em uma superficie complexa M e seja L uma
folha de F.

Fixado um ponto ¢ € L, entdo q ¢ singF e podemos considerar um
disco transversal X centrado em ¢ e a representacao de holonomia Hol :
m(L,q) — Diff(3,q). Denotaremos por Hol(F, L,3, q) o representante
do grupo de holonomia assim obtido.

Definicao 9.1.5. O grupo de holonomia virtual da folha L de F na secao
> é definido por

HolV'' (F, L, %, q) := {f € Dif f(5,q); L. = Ly(.), para todo z € ¥}
onde, na notacao acima L, denota a folha (global) de F que passa por z.

O grupo de holonomia virtual de L é a colecao HolVirt (F, L), de todos

os grupos holomorficamente conjugados a HolVirt (F,L,%,q).

Assim, em outras palavras, o grupo de holonomia virtual consiste dos
biholomorfismos locais, f, de X, com ponto fixo g e que para cada folha L,
de F temos f(L1NY) C LiNX.

Pela propria defini¢ao de holonomia temos que Hol(F, L) é um subgrupo
de Hol"™"Y(F, L).

Agora, fixe um germe de folheacao holomorfa com singularidade na
origem 0 € C2, com representante F(U) como acima. Seja I' a separatriz
de F. Pelo Teorema de parametrizagdo de Newton-Puiseaux, I' \ {0} é
biholomorfo a um disco furado D* = D\ {0}. Em particular, podemos
escolher um lago v € I' \ {0} gerando o grupo fundamental 7 (I" \ {0})
(localmente). A correspondente aplicacao de holonomia h, é definida em
termos de um germe de difeomorfismos complexos na origem de um disco
local ¥ transversal a F e centrado em um ponto nao singular ¢ € I'\ {0}.
Esta aplicacao é bem definida por conjugacao de germes de difeomorfismos
holomorfos, e referida genericamente por holonomia local da separatriz I.

9.2 Desingularizacao

Seja F uma folheacao (de dimensao um) em uma superficie complexa M
(uma variedade complexa de dimensao 2). Uma vez que F possui dimensao
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e codimensao um, ela é localmente induzida tanto por um campo de vetores
holomorfo quanto por uma 1-forma holomorfa. Assim, se F é definida em
uma vizinhanca de p € M por um campo v, escrito em relacao a um sistema
de coordenadas (z,y) no qual p = (0,0) na forma

0 0
V=V +UVy— = (U17U2)7

ox dy

entao F é também definida pela equacao w = 0, onde w é a forma dual de
U?
w = —vodx + 11 dy.

Seja m = m,(F). Desenvolvemos em séries de Taylor

0 O
U1 = E Vg € Vg = E Vak,
k:m k:m

onde vy € v, denotam os termos de grau k de vy e v9, respectivamente.

Definicao 9.2.1. Dizemos que p ¢é singularidade reduzida de F se alguma
das duas situacoes seguintes ocorre:

(i) M#0, M #0e /X ¢ QF;
(11) )\17’506)\220011)\1:06)\27&0.

Uma singularidade do tipo (i) é chamada de simples, enquanto uma
singularidade do tipo (ii) é chamada de sela-nd.

Dada uma sequencia finita de blow-ups em p, ou seja, 7 = 7, 0...07,
onde m; é o blow-up em p e @ é o blow-up em algum ponto de
(mp_10...0m) " (p) para k = 2,...,n, podemos definir 7*F iterando
os transformados estritos associados a cada blow-up. O seguinte teorema
é devido a Seidenberg [68]:

Teorema 9.2.1. (Teorema de resolugio de singularidades, [17], pag.37,
Teorema 3.7) Sejam F uma folheacdo em uma superficie e p € Sing(F).
Entao existe um sequencia finita de blow-ups m em p tal que todas as
singularidades de 7*F sobre 771(p) sdo reduzidas.

Na situacao do teorema acima, dizemos que 7 é um resolucao de F em
p e que as singularidades de 7*F sobre 7 !(p) estao resolvidas.
Informacoes a respeito do comportamento da folheacao em torno de
singularidades reduzidas podem ser obtidas nos teoremas a seguir.

Fixemos p € Sing(F), tal que m,(F) = 1, um campo v que induz F
em torno de p e w sua 1-forma dual. Sejam A\, e Ay os autovalores da parte
linear de v em p.
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Teorema 9.2.2. ( Forma normal de Poincaré, [17], pag.46, Teorema 1.2)
Se A1 # 0 e Ay # 0 satisfazem

(i) Mi/A g R e
(i) A1/A2, Aa/A1 € ZT ou Ay = Ay e a parte linear de v é diagonalizdvel,
entao existe um biholomorfismo local ® entre uma vizinhanca de p e uma
vizinhanca de (0,0) € C? tal que w = ®*@, onde
w = Mxdy — \oydzx.

O conjunto dos pares (A, Ag) € C* x C* satisfazendo A/ ¢ R™ é
chamado de dominio de Poincaré.

Teorema 9.2.3. (Forma normal de Siegel, [17], padg.52, Teorema 2.4) Se
A1 # 0 e Ay # 0 satisfazem A;/\y € R™, entao existe um biholomorfismo
local ® entre uma vizinhanca de p e uma vizinhanca de (0,0) € C? tal que
w = P*W, onde

w= (M +2yf(z,y))dy — Aoy + 2yg(z, y))dz,
onde f(x,y) e g(z,y) sao fungdes holomorfas.

O conjunto dos pares (A, Ag) € C* x C* satisfazendo A\ /Ay € R™ é
chamado de dominio de Siegel.

No caso de uma sela-no, temos a seguinte forma normal formal:

Teorema 9.2.4. ( Forma normal de Dulac, [17], pag.65, Teorema 1.1) Se
w = 0 é germe de sela-né definido em uma vizinhanca de 0 € C?. Entéo
existe uma mudanca de coordenadas formal ® tal que w = ®*@, onde

O = 2" dy + y(1 + AaP)d.
Nos resultados acima, temos que

(i) Nas formas normais de Poincaré e Siegel, os eixos coordenados {z = 0}
e {y = 0} sdo separatrizes.

(ii) Na forma normal de Dulac, temos que o eixo {z = 0} é uma separatriz,
a chamada separatriz forte da sela-né. Eventualmente, pode haver
uma segunda separatriz, correspondente a {y = 0} na forma normal
formal. Essa serda chamada de separatriz fraca.

Observacao 9.2.1. Uma singularidade admite um ndmero infinito de
separatrizes se, e somente se, no processo de resolugao ocorrer alguma
singularidade dicritica.
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9.3 A sela-no

Nesta secao fazemos mais algumas consideragoes sobre a sela-nd. A
primeira definicao que se faz necessaria é a de expansao assintotica para
duas dimensoes.

Definigao 9.3.1. ([80], pag.43, Definicao 9.3) Sejam

R o0

F(z,y) = ) aiz'y € Cllz,y]

i+j=0

uma série de poténcias formal em duas variaveis, S C C um setor e, 2 C C
um aberto contendo 0 € C. Dizemos que uma aplicacao F'(x,y) holomorfa
em (2 xS, admite F como expansao assintotica em ) x S, se dado qualquer
subsetor préprio S’ de S, qualquer disco compacto ' de Q e para cada
k € N existe uma constante Ag o = Ar > 0 tal que

k—1
1P y) — 3 ayae'y]l < Adl@ ', Viw,y) € @ x 9.

i+j=0
Seja F um germe de folheagao holomorfa dada por uma 1-forma
w(z,y) = Mxdx + Xoydy + . . ..

Na Secao anterior foi visto que A\f Z0e Ay =0ou A\ =0e Xy #0 a
singularidade é chamada de sela-né. Considere w = 0 um germe de sela-n6
em (C2,0). Pelo Teorema 9.2.4, existem niimeros p, A e uma mudanca de
coordenadas formais tais que w ¢é formalmente equivalente a

Cdp’)\(a?,y) - {

T =x(1+ AyP)

y — yp+1'

Além disso, existe uma série de poténcias formal (v, y) = x+3 2 ¢;(x)y’
com ¢, convergindo em algum disco ||z|| < R, (R > 0 nao dependendo
de j), tal que o difeomorfismo formal ®(z,y) = (¢(z,y),y) satisfaz
ﬁ)*wm A w = 0. Denotemos por D, o subconjunto das selas-né cuja

forma normal final ¢ dada por w, . Com as consideracgoes feitas, temos o
seguinte teorema:

Teorema 9.3.1. (Hukuara-Kimura-Matuda, [17], pag.81, Teorema 3.2)
Seja w = 0 uma sela-n6é em D, , e S um setor em C. Se S possui abertura
no maximo igual a 2?”, existe uma transformacao holomorfa limitada

P:OxS—-CxS

onde 2 C C é uma vizinhanca de 0 € C, tal que
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(i) ®(z,y) = (p(z,9),v)
(i) P wpr Aw =0

(iii) o admite ¢ como expansao assintética em 2x S (no sentido da definigao
9.3.1).

Definigao 9.3.2. ([17], pdg.82, § 1)A funcao holomorfa ® no Teorema de
Hukuara-Kimura-Matuda é chamada normalizacao setorial.
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Capitulo 10

Integrais primeiras

Do ponto de vista estrutural, as singularidades com integral primeira
holomorfa sao as singularidades mais simples de uma folheacao holomorfa.
Neste capitulo apresentamos brevemente este conceito, o Teorema de
Mattei-Moussu e também sua versao formal sao enunciados.

10.1 Nocoes basicas

Seja F um germe de folheacao com uma singularidade isolada em 0 € C2.
Dizemos que uma funcao holomorfa (nio constante) F : (C%,0) — (C,0) é
uma integral primeira holomorfa para F, se F' for constante ao longo das

folhas de F.
Se F é dada por um campo de vetores X (com sing(X) = {0}) Entao

dF(X)=0. (10.1)
Se considerarmos a 1-forma dual w, a equagao (10.1) é equivalente a
wAdF =0. (10.2)

Devido ao Lema de divisao de Saito ([67]), a equacao (10.2) é equivalente

a
w = gdF.

Exemplo 10.1.1. Consideremos o campo de vetores linear dado por

0 0
X = pr— + \y—
Mx@a: + yay

com A € C*. Podemos associar a X uma folhea¢do holomorfa F(X). As
folhas de F(X) sao parametrizadas pelo fluxo

t— (::f;e”\t,ye“t), teC.
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Analisemos o caso particular em que = 1 e A € C*. Neste caso, a 1-forma
dual a X é dada por w = xzdy — Aydz. Dividindo a equacao xdy — Aydx =0
por zy obtemos

d d
@ _ _x:()jd(lny—)\lnx):0:>d1nyx_’\:O
Y x

Logo, F(x,y) =y~ é uma integral primeira para F.

10.2 O Teorema de Mattei-Moussu

Se um germe de folheacio F em (C? 0) admite uma integral primeira
holomorfa (nao constante) F: (C?,0) — (C,0) entdao as folhas de F
satisfazem as seguintes propriedades topolégicas [17]:

(i) as folhas de F sao fechadas fora da origem;
(ii) Somente um ndmero finito de folhas se acumulam na origem.

O Teorema de Mattei-Moussu a seguir estabelece a reciproca da
afirmacao acima. Precisamente temos:

Teorema 10.2.1 (Mattei-Moussu, [52]). Seja F uma folheagao holomorfa
singular em 0 € C?. Assuma que para uma pequena vizinhanca V de
0 € C? se tenha:

(i) As folhas de F em V sdo fechadas em V \ {0} C C2.

(ii) Somente um numero finito de folhas de F em V se acumulam em
0eC.

Entao F admite uma integral primeira holomorfa (ndo constante) F': W —
C em algum subconjunto aberto 0 € W C V.

A prova classica baseia-se na Resolucao de Singularidades, bem como
na dinamica dos difeomorfismos holomorfos f : (C,0) — (C,0).

10.3 O Teorema de Mattei-Moussu formal

Seja F um germe de folheacao holomorfa com uma singularidade isolada
na origem 0 € C" de codimensao 1, e w a 1-forma holomorfa associada a
F. Uma integral primeira formal para F é uma série de potéencias formal
em n varigveis F' € C[[xy, ..., x,]] tal que

dF ANw = 0.

108



Dizemos que uma série de poténcias formal F € C[[zy,...,z,]] ¢ dita
n-poténcia se existe uma decomposicao F = Ffﬁﬁ’? . ..F’fk tal que F
sao séries formais irredutiveis, e k; € N com maximo divisor comum
d = m.d.c.(ky,....,ky\) = n # 1. Se d = 1 dizemos que F nao é uma n-
poténcia.

Teorema 10.3.1. (Mattei-Moussu, [52]) Seja w um germe de 1-forma
holomorfa em 0 € C", integravel com uma integral primeira formal
' € C[[z1,...,2,]] que nio é uma n-poténcia. Entdo existe uma série
de poténcias formal em uma varidvel ¢ € Cl[[z]] tal que

G=¢oF e, (10.3)
ou seja, G ¢ uma fun¢ao holomorfa em C".

Observamos que o teorema supoe a existéncia de uma série de poténcias
formal F' € C[[x1, 22, ...,2,]] e, obtemos uma funcdo G € O, holomorfa.
Neste sentido, levando em conta a equagao (10.3), dizemos que este é um
teorema de convergencia.
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Capitulo 11

Folheacoes admitindo integral
primeira setorial moderada

11.1 A integral primeira setorial moderada

Definicao 11.1.1. Dados um germe F da folheacio em 0 € C? e uma
separatriz I de F dizemos que um par (F,[') admite um integral primeira
setorial se, para qualquer representante Jy de F em uma vizinhanca U de
0 € C? e qualquer secao transversal ¥ com p = X N T # {0}, existirem
um setor S C X com vértice em p que ¢ invariante por JFy e uma funcao
holomorfa ¢ : S — C tal que ¢ é constante nos tracos de cada folha de F
em U. A integral primeira setorial é moderada se ¢ admitir uma expansao
assintotica nao nula em S.

Exemplo 11.1.1. Consideremos J uma folheagao holomorfa com uma
singularidade isolada em 0 € C? e a folheagao pull-back F := 7*(F), onde
T = mom: My = C? é a resolucio de F. Suponha que F exiba uma

componente dicritica Py, onde o divisor excepcional P = 771(0) é dado
2

por P = (J P;. Entao a componente [Py é transversal a F (sem pontos de
j=1

tangéncia). Consideremos a separatriz I' transversal a Py e ¥ C Py uma
secao transversal tal que X m I'. Desde que Py é uma componente dicritica,
existe uma vizinhanca U de ¥ tal que, F|; admite uma integral primeira

holomorfa. Denotemos U = n(U), I' = #(I') e £ = #(3). Entdo existe
uma integral primeira holomorfa para F definida em uma vizinhanca U de
Y em C2. A restricao desta integral primeira holomorfa a ¥ implica que
o par (F,I') admite uma integral primeira setorial moderada. Por outro
lado, podemos obter uma tal folheacao F para a qual o grupo de holonomia
da componente P; nao é finito (veja [56]). Portanto, F nao admite uma
integral primeira holomorfa definida em uma vizinhanca de 0 € C?. O
ponto é que F ¢ dicritica.
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Figura 11.1: Componente dicritica Ps.

Exemplo 11.1.2. Considere agora a sela-né F dada por

T==
wZ,l(ZE7y) = { . 2
y=vy.
Observe que
d d 1
xdy—dex:Oé—:g——x:0:>d(———lnx) = 0.
Yy x Y

Considere a separatriz forte I'y : {y = 0}, a separatriz fraca I', : {z = 0}
e as segoes transversais Yg : (x = 1) e ¥, : (y = 1). Entao a folheagao
admite a integral primeira f(z,y) = :Cei, holomorfa fora de T'; .

Denotemos X¥ = %, \ {(0,1) € C?} e XF := X, \ {(1,0) € C*}. A
restrigdo ¢, = fl|s, = re é uma integral primeira setorial e admite uma
expansao assintotica nao nula em qualquer setor S, C X7 . Considere o
setor Sy C {y € X% : Re(y) < 0}. Desde que ps(y) = ev temos

lowly) — 0l = fleb]) = &) = (i)
_ ol _ e Rely)

_1
Desde que TP ety) € Re Re(y) < 0 para todo k € N existe uma constante
Ar > 0 tal que

PRV < A y|l*

para todo y em um subsetor préprio S C Ss. Portanto, ¢, admite 0 € C
como expansao assintética em Ss. Apesar disso, F nao admite uma integral
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Figura 11.2: T, e I'y sdo as separatrizes fraca e forte respectivamente. ¥, e 3, sao as
secoes transversais nas separatrizes [',, e ['; respectivamente.

primeira holomorfa. O ponto é:
i) ., admite expansao assintdtica nao nula;

ii) s admite zero como expansao assintética mas, I'y é uma separatriz forte.

Observe que se F é um germe de folheacao, admitindo uma integral
primeira holomorfa, entdo para cada separatriz I' de F o par (F,I") admite
uma integral primeira setorial moderada. De fato, basta notar que se F
é uma integral primeira holomorfa em uma vizinhanca U de 0 € C? entao
para cada separatriz I'; de F consideremos uma se¢ao >; C U transversal
al. Sejam p=23; NI eD; C3; um disco de raio finito centrado em
p e contido na secao transversal ;. Desde que F' é holomorfa em U as
restrigoes ¢ = F|p, sdo analiticas no disco. Em particular, todos os limites
lim,_,, ©")(y) existem para todo y € D;. Pelo Teorema 7.2.1, ¢ admite
expansao assintética. Pelo Teorema 7.2.2 item (II), o r-ésimo termo da
série formal é dado por a, = %. Desde que ¢ ¢é analitica, e F' é nao
identicamente nula, pelo menos um dos a, # 0. Logo, ¢ admite expansao
assintotica nao-nula. Por construcao, temos que ¢ é constante no traco de
cada folha.

Na Secao 11.4 apresentamos uma reciproca para esse fato, com o
Teorema I (pag. 120).
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11.2 A Correspondéncia de Dulac

Nesta secao é descrita uma importante ferramenta usada na prova do
Teorema I (pag. 120, Secao 11.4). Referéncias para a Correspodéncia
de Dulac: [18, 21, 70, 72].

Motivado pelo Teorema de Resolugdo de Seindenberg (veja Teorema
9.2.1) considere uma folheagao F sobre uma superficie complexa compacta
M e P ¢ M um divisor invariante compacto (de codimensio um) com
cruzamentos normais (normal crossing), sem ciclos e sem pontos triplos.
Escrevemos P = U P;, onde cada IP; ¢ uma componente suave irredutivel,

e fixemos secOes transversas locais tais que ¥, NP; = p; ¢ sing(]? ), e
(X5,p5) = (C,0). i

Denotemos por G; o grupo de holonomia Hol(F,P;,%;) de P, (veja
secdo 9.1.1 ou [52] para mais propriedades). Denote por L, a folha de
F que contém o ponto z € M. O grupo de holonomia virtual G de M
relativa a componente P; na secao X; ¢ definida por

Gj = Hol(F,P;, %)) = {f € Dif f(%),p;) L. = Ly(s), para todo z € (3;,p;)}.

O grupo de holonomia virtual G ; contém o grupo de holonomia G;. Agora,
fixe uma esquina ¢ = P; N P; e considere a seguinte hipdtese:

HIPOTESE: A esquina ¢ é uma singularidade irredutivel com uma
integral primeira holomorfa.

Desde que ¢ é irredutivel com uma integral primeira holomorfa, pelo
Teorema da conjugagao analitica (Teorema 9.1.1) existem coordenadas
holomorfas locais (z,y) € U tais que P,NU = {x =0},P, N U = {y = 0},
além disso F |y é dada na forma normal como nxdy + mydx = 0 e
q:z=y=0,onde n/m € Q. e (n,m) = 1. Fixe segdes transversas locais
Ej :{l’: 1} eZi :{y~: 1},taisque EiﬂPi:qi#qujﬂIP’j =dqj #q
Denotemos hy € Hol(F,P;,¥;) o elemento correspondente a esquina g.
Entao temos ho(x) = exp(—2v/—1mn/m)xz. As folhas locais sao dadas por
z™y" = cte. A Correspondéncia de Dulac é portanto dada por (todos os
ramos sao considerados)

D,: F(X) — F(%;), Dy(z) = {z™"}.

Para os propositos deste trabalho, é suficiente assumir que GG; seja abeliano
(para os outros casos veja [18, 21, 70, 72]). Desde que G; é abeliano,

113



Correspondéncia
de Dulac

Figura 11.3: f|U é dada pela forma normal nxdy + mydx = 0

temos que h(z) = pxh(z™) para algum h € Oy, h(0) = 1. Tomamos
= p™" e hy = K" como sendo uma das n-ésimas raizes de ™ e
h, respectivamente. Entdo defina hPs : (3;,¢;) — (%;,¢q;) por hPi(y) =
pi1yhi(y"). Considere a colecio {hP} de todos estes elementos.

11.3 A Correspondéncia de Dulac e a integral pri-
meira setorial moderada

Nesta secao aplicamos a Correspondéncia de Dulac. O primeiro lema
permitira transportar a integral primeira setorial moderada entre duas
linhas projetivas diferentes com uma esquina em comum.

Lema 11.3.1. Seja F uma folheacao em uma superficie compacta
complexa M, e P ¢ M um divisor invariante compacto (codimensao
um), com cruzamentos normais (normal crossing) e sem pontos triplos.
Escrevemos P = UL P;, onde cada IP; ¢ uma componente suave irredutivel.
Seja P, Py duas componentes tais que a esquina g € P; NPy admite uma
vizinhanca U de ¢, onde F pode ser escrito na forma normal nxdy+mydxr =
0. Suponha que exista uma separatriz I'y C IP; tal que o par (]:: ,['1) admite
uma integral primeira setorial moderada ¢ : S; — C, onde S; é um setor
contido na secao transversal X; e vértice em um ponto ¢; € ;. Entao para
cada ponto ¢z € P, NU \ {¢}, existem uma sec¢ao transversal ¥y 3 ¢o, um
setor Sy C Xy com vértice em ¢, e uma fungao holomorfa ¢y : S5 — C, tal
que 9 é constante no traco de cada folha de F em S5 e que admite uma
expansao assintdtica nao nula. Além disso, se D, : F(X1) — F(22) denota
a Correspondeéncia de Dulac, entao ¢ 0 D, = .
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Figura 11.4: Transporte do setor S; por meio da Correspondéncia de Dulac.

Demonstragdo. Fixemos um ponto qa € PoNU\{q}. Seja X9 C U uma segao
transversal em ¢o. Denote por F(X;) a colecdo de subconjuntos E C ¥4
tal que E estd contido em alguma folha de F |v. Defina F (%) de forma
analoga. Denotemos por D, : F(31) — F(X2) a Correspondéncia de Dulac
dada por D,(x) = {z™/"}. Seja a subcolecio A = {E € F(¥1): ENS; #
P}. Tome um setor Sy C Yo com vértice em go, tal que D, (E) N Sy #
0,VE € A.

Defina £ : Sy — S; dada por £(y) = y", onde n é dada pela forma
normal. Por construcao de S; e da Correspondéncia de Dulac, & é
uma funcao holomorfa bem definida. Defina ¢s : S — C dada por
w9 = 1 0&. Desde que 1 é uma integral primeira setorial moderada,
temos que ¢1(E) = cte, para cada E; € A. Entdao po(D,(E)) =
010(Dy(E)) = p1(E) = cte. Além disso, para cada elemento da holonomia
h € Pfol(}:,IP’l,El) = {f € Diff(S1,q) L. = flf(z), para cada z €
(X1, 1)}, temos uma colegao {hP} C Dif f(3, q2) satisfazendo a equagio
adjunta h? o D, = D, o h. Em particular, para cada y € S a equagao
adjunta implica que & o hP(y) = h o &(y). Portanto, para cada y € S,
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temos

p20hP(y) = pro&ohP(y)
= @p1ohof(y)
= (p10h)o&(y)
= p10&(y)
= ©a(y).

Resta mostrar a propriedade assintética de @y. Sabemos que £ admite
£ = y" = £ como expansdo assintética (¢ é analitica). Desde que ;1 é uma
integral moderada setorial, existe uma série de poténcias formal nao nula
1 tal que ¢ admite ¢; como expansao assintética em S;. Pelo Teorema
7.2.2, vy = @1 0 & admite ¢ of como expansao assintotica nao nula em
So. ]

Outra ferramenta importante é o transporte da integral primeira setorial
moderada por meio da holonomia:

Lema 11.3.2. Seja F uma folheacao em uma superficie compacta
complexa M, e P ¢ M um divisor invariante compacto (codimensao
um), com cruzamentos normais (normal crossing) e sem pontos triplos.
Escrevemos P = UL, P;, onde cada IP; ¢ uma componente suave irredutivel.
Sejam ¢1,q2 € P, \ sz'ng(]?), para algum j € {1,...,m}. Suponha que
existam uma secao transversal ¥; 3 ¢, um setor S; C ¥; com vértice ¢y,
e uma funcao holomorfa ¢ : S; — C, tal que 1 é constante nos tracos
de cada folha de F em 57 e que admite expansao assintotica nao nula em
S1. Entao existem uma secao transversal Yo 3 g9, um setor S C X9 com
vértice em ¢o, € uma funcao holomorfa ¢, : Sy — C, tal que @5 é constante
nos tragos de cada folha de F em S5 e que admite uma expansao assintotica
nao nula em Ss.

Demonstracao. Desde que IP; é simplesmente conexo, podemos escolher um
caminho simples 7 : [0,1] — P; \ sing(F), tal que ¥(0) = ¢ e ¥(1) = qi.
Tomemos uma secao transversal > 3 ¢». Entao considere a aplicacao de
holonomia de v, f, : X9 — ¥;. Seja Sp um setor em Xy com vértice em gy,
tal que f,(S52) € S;. Defina ¢y : Sy = C por @9 = ¢ 0 f,.

Afirmacao 11.3.1. ¢y é invariante por Hol(F,P;, ¥, ¢2)

Prova da Afirmacao 11.3.1. De fato, seja gs € Hol(F, Xs, ¢2) a holonomia

associada ao caminho fechado ¢ : [0, 1] — P; \ sing(F), com §(0) = §(1) =

1

¢2. Seja B = yod oy . Entao podemos considerar um elemento gg &
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Hol(F,P;, %1, q1) dado por gs = f,ogso(f,)"'. Como ¢; é constante nos
tragos de cada folha entao ¢ o gg = ¢1. Logo,

Y1 = ¥1093
pro(fyogso(fy)™)
(profy)ogso(fy)™!
= 9020950(](7)71-

Disso, temos

901=<P20950(fv)_1 = 901Of72802095
= Y2 = P20 Gs.
Isso prova a Afirmacao 11.3.1. ]

Afirmacgao 11.3.2. A fungao ¢, admite expansao assintética nao nula em

Sa.

Prova da Afirmagao 11.53.2. Com efeito, pelo Teorema 7.2.1, f, admite
fy(z) = > %zr como expansao assintética no setor Sp, onde f, =
lim._of") () (lembremos que f") é a r-ésima derivada de f). Desde que
lim,of(2) # 0, entao f,y # 0. Seja ¢ a expansao assintética nao nula de
¢. Pelo Teorema 7.2.2, 9 = o f, admite po f} como expansao assintotica
nao nula em S,. Isso prova a afirmacao. ]

A separatriz I'y divide U em duas partes U = UyU U, tais que gy € Uy e
qo ¢ Uy. Finalmente, pela Correspondéncia de Dulac (Lema 11.3.1) existe
um ponto g3 € U; tal que existem uma secao transversal X3 3 g3, um setor
S3 C Y3 com vértice em g3, e uma fungao holomorfa ¢3 : S35 — C, tal que
3 € constante nos tracos de cada folha de F em S5 e que admite expansao
assintotica nao nula em S3. Isso conclui a prova do Lema. []

Concluimos mostrando que é possivel transportar a integral primeira
setorial moderada para qualquer ponto nao-singular no projetivo.

Proposicao 11.3.1. Seja F uma folheacao em uma superficie compacta
complexa M, e P ¢ M um divisor invariante compacto (codimensao
um), com cruzamentos normais (normal crossing) e sem pontos triplos.
Escrevemos P = UL, P;, onde cada IP; ¢ uma componente suave irredutivel.

Seja pr, um ponto em Py N sing(F). Suponha que exista uma separatriz I
tal que 'yNP, = {pi} e, o par (]::, ['x) admite uma integral primeira setorial
moderada. Ent@o para qualquer ponto nao singular p € P; \ szng(]? ) e
qualquer secao transversal Y, > p existem um S, C X, com vértice em p e

uma integral primeira setorial moderada ¢, : S, — C.
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Figura 11.5: Pontos p e py na linha projetiva.

Demonstracao. Primeiramente, suponha que cada separatriz que nao seja
I';, estd contida em uma linha projetiva de IP. Desde que (.7? ,['x) admite
uma integral primeira setorial moderada, pelo Lema 11.3.1 existem um
ponto qx € Pr\ sing(]?), uma secao transversal ¥ 3 ¢, um setor S, C Xy,
com vértice em g, e uma funcao holomorfa ;. : Sy — C, tal que ¢} é
constante nos tracos de cada folha de F em S; e que admite expansao
assintGtica ndo nula em Si. Seja t, € Py, \ sing(F) um ponto préximo o
suficiente da esquina py_1 € Pr_1NP;. Pelo Lema 11.3.2 existem uma secao
transversal X)) > t;, um setor S; C X} com vértice em ?j, e uma funcao
holomorfa ¢ : S;. — C, tal que ¢} é constante nos tracos de cada folha de F
em S e que admite uma expansao assintética nao nula em S;. Considere
a separatriz I'y, C P, com ¢, € I'y,. Pela Proposi¢ao 8.3.1 a aplicagao
de holonomia por esta separatriz é finita. Entao pelo Teorema 9.1.1 de
conjugacao analitica, existe uma vizinhanca Up_1 > pir_1 tal que F [
assuma a forma normal. Entao aplicamos novamente a Correspondéncia de
Dulac, ou seja, pelo Lema 11.3.1 existem um ponto g1 € Py_1 \ sing(f),
uma secao transversal X 1 3 qr_1, um setor Sp_; C Xp_1 com vértice em
qr—1, € uma funcao holomorfa ¢, 1 : Sp_1 — C, tal que ;1 é constante
nos tragos de cada folha de F em Sj;_; e que admite expansao assintotica
em S;_1. Podemos repetir esse processo até obter uma secao transversal
>, contendo um setor S, C X, e uma integral primeira setorial moderada

¢p definida em S),.
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Para concluir, considere o caso em que existe uma singularidade ¢ €
P; N sz'ng(f ) tal que a separatriz I'; que passa por ¢, nao estd contida
em P;. Repetindo os mesmos argumentos do caso anterior, obtemos uma
vizinhanca de ¢ que admite uma integral primeira. Entao é suficiente
aplicar a correspondéncia Dulac para obter que o par (.7:: ,I';) admite uma
integral primeira setorial moderada. Portanto, a prova segue repetindo o
caso anterior até chegar ao ponto p.

]

11.4 Teorema I

Teorema I. Seja F um germe nao-dicritico de folheacao holomorfa em
0 € C% Suponha que F seja uma curva generalizada e algum par (F,T)
admite uma integral primeira setorial moderada. Entao F admite uma
integral primeira holomorfa em uma vizinhanca de 0 € C2.

Demonstracao. Demonstraremos o Teorema usando o processo de inducao
sobre o nimero r de blow-ups da resolucao.

Casor =0
Dividimos este caso em dois:

i) Caso sela-nd: Exigimos como hipdtese que a folheagao seja uma curva
generalizada. Logo, este caso nao ocorre.

ii) Caso ndo degenerado: Escrevemos F como xdy — A\ydx + hot = 0, onde
A € C\ Q, com os eixos invariantes. Sabemos (veja se¢ao 9.2) que existem
duas separatrizes tais que apés uma mudanca de coordenadas, podemos
assumir que as separatrizes sao os eixos. Considere I' : (y = 0) a separatriz
tal que o par (F,I") admite uma integral primeira moderada e uma secao
transversal X : (r = 1). A aplicagdo de holonomia por esta separatriz é da
forma
ho(y) = 2™y 4 ...

com # € R\ Q,. Seja ¢ a integral primeira setorial moderada, que admite
¢ como expansao assintotica nao nula em um setor S C 3, com vértice
p € YUTI. Entao ¢ o hy(y) = ¢(y) em S. Pela Proposicao 8.3.1, h, é
finito. Pelo Teorema 9.1.1 de conjugacao analitica, isso implica que F é
analiticamente linearizavel como mixdy + moydx = 0, com mq, mo € N.
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Portanto, existe uma integral primeira holomorfa F' no caso irredutivel.

Casor=r+1

Suponha agora que o Teorema seja valido para folheacoes que podem ser
reduzidas com r > 0 blow-ups. Entao seja F um germe de folheacao
holomorfa nao-dicritica em 0 € C?, curva generalizada e tal que algum
par (F,I") admite uma integral primeira setorial moderada. Suponha que
F seja reduzida com r + 1 blow-ups. Realizamos um primeiro blow-up
o (NI% — C? obtendo uma folheagao F(1) = m}(F). Desde que F ¢é
reduzida com r + 1 blow-ups, cada singularidade p; € sing(F(1)) C P,
pode ser resolvida com no maximo r blow-ups.

Afirmacao 11.4.1. Dada uma singularidade p; € sing(F(1)) C P; existe
uma separatriz I'), de F(1) que passa por pj, tal que o par (F(1),T'))
admite uma integral primeira setorial moderada.

Prova da Afirmacao 11.4.1. De fato, por hipdtese existe uma separatriz I'
tal que o par (F,I') admite uma integral primeira setorial moderada. Isso
significa que existem uma se¢ao transversal YA, um setor S C ¥ na secio
transversal, e ¢ : S — C a integral primeira setorial moderada associada
ao par (F,I'). O pull-back [ de T é ainda uma separatriz de F(1) para

(EZ

!
1

=T

R

Figura 11.6: Primeiro blow-up.

alguma singularidade p; de F(1) em P;. Além disso, o pull-back de 3 é
uma se¢ao transversal 5 em. I onde podemos definir uma integral primeira
setorial moderada ¢ : Scy— C, dada por ¢ = ¢ o my. Isso demonstra a
afirmagao para a singularidade p;. Considere p; € sing(F(1)) C Py.

Pelo Lema 11.3.1, (onde usamos a Correspondéncia de Dulac), existem
um ponto ¢; € Py \ sing(F(1)), uma segao transversa 3y 3 ¢, um setor
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\

C% ScX

Figura 11.7: 7; é um difeomorfismo fora da origem

S1 C Y1 com vértice em ¢, e uma funcao holomorfa ¢ : 57 — C, tal que
w1 é constante nos tragos de cada folha de F em S; e que admite uma
expansao assintotica em S7. Tome um ponto ¢s escolhido suficientemente
préoximo de p;. Pelo Lema 11.3.2, existem uma secao transversal Yo 3 g9,
um setor Sy C Ys com vértice em ¢o, € uma funcao holomorfa ¢, : Sy — C,
tal que y é constante nos tragos de cada folha de F em S, e que admite
expansao assintotica em S,. Tomando P; como a separatriz passando por

p1, a afirmacao esta provada para qualquer singularidade em P;. Isso prova
a Afirmacao 11.4.1. H

Figura 11.8:

Por indugao cada singularidade p; € sing(F(1)) admite uma integral
prlmelra holomorfa, a saber F : U; — C definida em uma vizinhanca
pj € U C (C2 Escolhemos agora um ponto ¢ € Py \ sing(F(1)) e um
disco transversal E centrado em ¢. Seja @ : ScYX = Ca imagem
inversa de ¢ : S C Xpr — C por m. Desde que p; admite uma integral
primeira holomorfa, pela aplicacao de holonomia, pela Correspondéncia de
Dulac (Lemmas 11.3.1 e 11.3.2) segue que existe uma funcao ¢, : §q — C
definida em um setor §q C iq que é integral primeira setorial moderada
para F(1) em ¢ para o par (F(1),IP;). Pela Proposicao 8.3.1, o grupo de
invariancia [ mqu(@q) ¢ finito. Denotemos por fNJ a extensao de holonomia

de ﬁj na secao transversal f]q. Seja Inv(ﬁ,...,ﬁl) < Dz’ff(iq,q) um
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subgrupo gerado por todos os grupos de invariancia de f;

Afirmacao 11.4.2. [m)(]?l, e ﬁl) é um grupo finito.

Prova da Afirmacao 11.4.2. Por construcao, cada ﬁ ¢ uma extensao da
integral primeira local ﬁj vindo da mesma funcao ¢. Entao ¢ é constante
em cada nivel de f; e, ]nv(fl, - ﬁ) C Invg(p). Pela Proposicao 8.3.1,
Invg(p) é finito. O

Portanto, existe uma fungao holomorfa F sobre X tal que toda aplicagao
em Inv(fi,...,f,) é invariante por F, ou seja, F'oh = F, Vh €

Inv(fi,..., fn). Desse modo, construimos uma integral primeira holomorfa
~ r r

F para F em |J U;. Agora, a parte complementar de |J U; em P é
i=1 i=1

simplesmente conexa (topologicamente um disco). Logo, este complemento
possui holonomia trivial. Sendo assim, F admite uma extensao de
holonomia como uma integral primeira holomorfa de F(1) para uma
vizinhanca U of P em @(2) Esta integral primeira holomorfa se projeta
para F em uma vizinhanca de 0 € C2. ]

122



Capitulo 12

Separatrizes nao-fracas e integrais
primeiras setoriais moderadas

12.1 Separatriz forte e integrais primeiras setoriais

No capitulo 11 (exemplo 11.1.2), observamos um caso particular de
uma sela-né, cuja separatriz forte nao admitia integral primeira setorial
moderada. Nesta secao mostramos que esse fenomeno é verdadeiro para
toda sela-né.

Considere w = 0 um germe de sela-né em (C2,0). E conhecido
(Proposicao 9.2.4 ou [50]) que existem nimeros p, A e uma mudanga de
coordenadas formais tais que w ¢é formalmente equivalente a

Além disso, existe uma série de poténcias formal ¢(z,y) = x—|—Z§il o (z)y’
com ; convergindo em algum disco ||z|| < R, (R > 0 nao dependendo de
7), tal que o difeomorfismo formal ®(z,y) = (H(x,y),y) satisfaz ®*w,\ A
w = 0. Denotamos por D, ) o subconjunto das selas-né cuja forma normal
final é dada por wy ). De agora em diante, essas notacoes serao adotadas
sempre que necessario.

Seja I' : {y = 0} a separatriz forte de w, ) e ¥ : {x = 1} uma secao
transversal a I'. Considere o setor

S ={ye S\ {(1,0)}: Re(y) <0, —g < arg(y) < g}.
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Formalmente podemos fazer os seguintes calculos:

x(1+ M\yP)dy — yPdw
=0
xPtly

dx 1 A
:\?_<y”“+§>dy:0

1
id(lnx—)\lny—k—) =0
py?

Portanto, F, \(z,y) = zy~ Aew? é uma integral primeira para w, ) fora de
I'. Desde que S possui abertura no maximo igual a <& p , pelo Teorema de
Hukuara-Kimura-Matuda (Teorema 9.3.1) temos que @, ¢ e Q satisfazem
(i), (ii) e (iii) acima. Por simplicidade de notagao suponha Q = {z € C:
|z| < 2}. Defina F: 2 x S — C dado por

F(ﬂf,y) = Fp,)\ © (I)(Qf, y)
Por construcao, F' é constante nos tragos de cada folha de w =0 em S.

Afirmagao 12.1.1. F|(,_1}.s admite zero como expansao assintética em

S.

prova da Afirmagao 12.1.1. Por definicao

F’({le}xS)(I7y) — Fp,AO‘I)(l,y)
= Foale(Ly),y)

1

= 90(1 Yy e

Entao F|({z=1}xs) ¢ holomorfa em S. Desde que Re(y) < 0, entao para
todo y € S temos

_ 1
lyemr || < llyMllen ||
— Hy )‘He (prz”p\|2>
= [y ),
Desde que ePHUHQ” Re”) € R e Re(y) < 0, para qualquer k£ € N existe uma
constante A; > 0 tal que
emRe(yl’) < AkHka (12.1)
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com y pertencente a um subsetor proprio S’ C S. Entdo usando o item
(iii) do Teorema de Hukuara-Kimura-Matuda e (12.1) temos

1E(L,y)ll
. k-1 )
< [lo(1,y)ytemr =1~ (Z Spj(l)y‘j> (y )
j=1
k-1
+1+ (Z %’(U?ﬂ) (yren)|
j=1
k—1 k—1
< le(y) = 1= @Myl + 11+ Zeoj(l)yf] ly e |
j=1 j=1
< [Billyll" + Cellyll*] Axllyl®
< Dyllyll*™

A discussao acima nos permite enunciar o seguinte lema:

Lema 12.1.1. Seja F um germe de folheagao sela-né em (C?0) e T' a
separatriz forte de F. O par (F,[') admite uma integral primeira setorial,
mas, nao admite integral primeira setorial moderada.

12.2 Teorema J

A discussao da secao anterior motiva a seguinte definicao:

Definicao 12.2.1. Uma separatriz I' de F é chamada nao-fraca se apés a
reducao de singularidades de F, cada ponto do divisor excepcional puder
ser conectado a I' por uma sequéncia de linhas projetivas iniciadas em
I' e tal que, toda vez que alcancamos uma esquina, chegamos por uma
separatriz de uma singularidade nao degenerada ou por uma variedade
forte de uma sela-né.

Teorema J. Se F é um germe nao-dicritico de folheacao holomorfa em
0 € C? e para alguma separatriz nao-fraca I' de F o par (F,I') admite
uma integral primeira setorial moderada, entao F admite uma integral
primeira holomorfa em uma vizinhanca de 0 € C?.

O Teorema J acima é obtido similarmente ao Teorema I (pag. 120,
Segao 11.4), uma vez que se tenha provado a seguinte proposigao:
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Proposicao 12.2.1. Sobre as hipéteses do Teorema J, nao existem selas-
no na reducao de singularidades de F.

Demonstracao. Seja F = 7 (F) a redugao de singularidades de F e
considere o divisor excepcional P = U;n:l P;, onde cada IP; ¢ uma
componente irredutivel e é difeomorfa a uma linha projetiva mergulhada
introduzida como um divisor dos blow-ups sucessivos. Suponha, por
contradicdo que exista uma sela-né ¢ € P,, para algum r € {1,...m}.
Seja [ = 7~ H(T) a separatriz nao-fraca de F. Desde que o par (F,T)
admite uma integral primeira setorial moderada, o mesmo se verifica para
(]:: : f) Observe que [ é transversal a alguma linha projetiva do divisor.
Por hipdtese, cada vez que atingimos a esquina q € r'n P,, chegamos
por uma variedade forte. Entao pelo Lema 12.1.1, I nio pode ser uma
separatriz forte passando por ¢. Isso implica que g ¢ I'. Considere o
caso onde a separatriz forte de ¢ esta contida em P,.. Por hipétese, cada
ponto do divisor excepcional pode ser conectado a r por uma sequeéncia de
linhas projetivas comecando em I. Logo, pela Proposicao 11.3.1, para cada
ponto nao-singular p € P, \ sing(j-: ) e qualquer secao transversal X, 3 p,
existem um setor S, C X, com vértice em p e uma integral primeira setorial
moderada ¢, : S, — C. Podemos escolher p préximo o suficiente a do ponto

q, tal que p pertence a separatriz forte de ¢, o que é uma contradicao pelo
Lema 12.1.1. []
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Capitulo 13

Curva generalizada

Neste capitulo provamos que a hipdtese da curva generalizada pode ser
removida. Para a conveniéncia do leitor, uma secao dedicada ao Indice de
Camacho-Sad é apresentada.

13.1 O Teorema do indice de Camacho-Sad

Seja M uma superficie complexa. Considere uma singularidade isolada ¢ €
M de uma folheacao F proximo de ¢ induzida por uma 1-forma holomorfa
w. Suponha que I' seja uma separatriz de F passando por ¢ e seja ¢ :
(C?%,0) — (F,q), uma carta local tal que {¢(x,0) : z € C} C I'. Entdo
(p*w)(x,y) = A(z,y)dx+B(zx,y)dy, onde A(0,0) = B(0,0) =0e A(x,0) =
0.

Definicao 13.1.1. Definimos o indice de F relativo a I' em ¢ € T" por

J (A
Ind,(F,T') = —Resxzoa—y (E) (x,0).

Exemplo 13.1.1. Suponha que 0 € C? seja uma singularidade isolada
irredutivel de uma folheacao F induzida por uma 1-forma holomorfa

w(z,y) = (Aoy+...)dx — (Ax +...)dy

com A, Ay # 0. Pela Forma Normal de Siegel (veja Proposicao 9.2.3),
existe uma mudanca de coordenadas locais em 0 € C? de maneira que
podemos escrever

w(z,y) = (Aoy + zyf(z,y))dz — (\iz + zya(z, y))dy
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onde «,f sdo analiticas. Assim, podemos considerar I'1 = {y = 0}
e 'y, = {x = 0} as separatrizes tangentes aos auto-espagos A; e Ao,
respectivamente. Entao

Indy(F,T1) = —Res,= 0(’963/ <é> (x,0)

B %) Agy+$yﬁ($, )
= Res,— an (Alx + P (x,0)

A ,0)

-l ()52

:2&_(&)/ .

A2
AL

onde ; é um circulo contendo a origem no plano C x {0}. Analogamente,

Indy(F,Ts) = —Resyoa% <§> (0,9)
Alx—l—xyozéac, ))< )

= Res
=09 <A2y+:€y B(x,y

A (0
= e (2200

N 27r;_ v((_>§ &Azy))dy

N 2w;_ <A1)/_dy

Al
Ao

onde 7, é um circulo contendo a origem no plano {0} x C.

Exemplo 13.1.2. Suponha que 0 € C? seja uma singularidade isolada do
tipo sela-né de uma folheagdo F com forma normal (veja Proposicao 9.2.4)
dada por n(z,y) = Mz + A(z,y))dy — y? 1dx, onde \; # 0, e A(z,y) com
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multiplicidade > 2 em (0,0). Fixemos I' : {y = 0} a separatriz forte de F
com 0 € I'. Entao

Mz + Az, y)
+ DyP(\x + Az, 4 qpt104@y)
Res._ ((p )y (M + Az, y)) + y" 5 o)

gt
Ind,(F,I') = —Resz—0= ( ) (x,0)

(Mz + Az, y)?
= 0.

O Teorema do Indice de Camacho-Sad, [13] afirma que as somas dos
indices de uma folheacao F em todas as singularidades em uma curva
invariante suave analitica compacta I' em uma superficie complexa M é
igual a auto-intersecao (primeira classe de Chern) de I' em M. Portanto,
nao depende da folheacao F:

Y Indy(F.I)=T-TeZ

pesing(F)NI

Suponha agora que m : M, — M ¢é um blow-up para uma superficie
complexa M em q e seja F(1) a folheagao definida préxima de P, = 7 1(q)
induzida por 7*F. Denotamos I' = 7~ }(T' — {¢}), sendo {m} = T N P,.
Entao

Ind,,(F(1),T) = Ind,(F,T) —1, (13.1)
k
> Ind, (F(1),P,) = —1, (13.2)

onde ¢; € sing(P,) para todo j € {1,...k}.

13.2 Teorema K

Teorema K. Se F ¢ um germe nao-dicritico de folheacao em 0 € C? tal
que para cada separatriz I de F o par (F,I') admite uma integral primeira
setorial moderada, entao F admite uma integral primeira holomorfa.

Prova do Teorema K. A seguir, demonstramos este resultado usando o
processo de indugao sobre o nimero r de blow-ups da resolucao, iniciando
pelo caso irredutivel.
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Caso r = 0:

Caso Sela-nd: Por hipétese, para cada separatriz I' de F o par (F,T)
admite uma integral primeira setorial moderada. Em particular, o mesmo
continua valido para a separatriz forte da sela-no, o que é uma contradicao
com o Lema 12.1.1. Portanto, este caso nao ocorre.

O Caso nao degenerado: segue como no Teorema I (pag. 120, Secao 11.4).

De agora em diante, suponha que F é reduzido com r > 0 blow-ups.
Realizamos o blow-up 7, : C2 — C? obtendo a folheacao F(r) = 7} (F).
Seja P = U;Zl [P; as componentes irredutiveis.

Afirmagao 13.2.1. Se existir alguma sela-né ¢ € P;, para algum j &
{1,...7}, em F(r) entdo a separatriz forte I' que passa por ¢ esta contida
em IP;.

Prova da Afirmacao 13.2.1. Suponha por contradicao, que a separatriz
forte I que passa por ¢ seja transversal a P;. Pelo Lema 12.1.1, a separatriz
forte da sela-né nao admite integral primeira setorial moderada. Logo,
I = W;I(f) é uma separatriz para F, tal que o par (F,[') ndo admite
integral primeira setorial moderada. Entretanto, por hipdtese todos os
pares (F,-) admitem integral primeira setorial moderada. Temos uma

contradicao. ]

Cada caso da resolucao sera analisado separadamente, até o quarto passo
da inducao. Essa andlise sera suficiente para entender todos os demais
casos.

Caso r = 1:

Suponha que F seja reduzida com r = 1 blow-ups. Realizamos o blow-up
m : C2 — C2 obtendo uma folheacao F(1) = m(F). Seja Py a componente
irredutivel.

Suponha por contradicao que exista uma sela-né ¢ em P;:

Seja S a separatriz forte, passando por ¢. Pela Afirmacao 13.2.1 S C
P;.  Pelo Teorema do indice de Camacho-Sad, Ind,(F(1),S) = 0 e
Z?Zl Ind, (F(1),P;) = —1. Consequentemente, existe pelo menos uma
singularidade ¢, € Py N sing(F (1)) e uma separatriz I, > ¢, tal que
I', é transversal a Py e, tal que ¢, nao seja uma sela-n6. Por hipdtese,
o par (F(1),I',) admite uma integral primeira setorial moderada. Pela
Proposi¢do 11.3.1 para cada ponto nao-singular p € P; \ sing(F(1)) e
qualquer segao transversal Y, 3 p, existe um setor S, C X, com vértice em
p e uma integral primeira setorial moderada ¢, : S, = C. Podemos tomar
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p proximo o suficiente da sela-no6 ¢ tal que p € S. Pelo Lema 12.1.1, temos
uma contradicao. Portanto, nao ha selas-né neste caso.

Caso r = 2:

Suponha que F seja reduzida com r = 2 blow-ups. Realizamos o blow-up
T : C3 — C? obtendo uma folheacao F(2) = 75(F). Seja P = U?ZIIP’j
as componentes irredutiveis de F(2). Suponha por contradigao, que exista
uma sela-né g € D. Seja S a separatriz forte passando por ¢q. Temos duas
possibilidades:

i) ¢ ¢ Py NPy Pela Afirmacao 13.2.1 S C Py ou S C Py. Se S € Py
procedemos como no caso r = 1. Se S C Py observe que Ind,(F(2),5) =0
e Z?Zl Ind, (F(2),P;) = —2. Logo, existe pelo menos uma singularidade
Jo € Py N sing(F(2)) e uma separatriz ', 3 ¢, tal que 'y, seja transversal
a Py e g, nado seja uma sela-né. Por hipdtese, o par (F(1),I',) admite
uma integral primeira setorial moderada. Pela Proposicao 11.3.1 para cada
ponto nao singular p € Py \ sing(F (1)) e qualquer se¢ao transversal ¥, > p,
existe um setor .S, C X, com vértice em p e uma integral primeira setorial
moderada ¢, : S, = C. Podemos escolher p préximo o suficiente da sela-né6
q tal que p € S. Pelo Lema 12.1.1, temos uma contradicao. Portanto, nao
h& selas-né neste caso.

ii) ¢ € PyNPy: Pela Afirmagao 13.2.1 S\ {q¢} C P;—P; ou S\{q} C P,—P;.
Seguindo como no caso anterior, concluimos que nao ha selas-né neste caso.

Caso r = 3:

Suponha que F seja reduzido com r = 3 blow-ups. Realizamos o blow-up
7 : CZ — C? obtendo uma folheagao F(3) = 7*(F). Seja P = Uj’.zl P;
componentes irredutiveis tais que P; NP3 # () e Py NP3 # (). Entao temos
trés possibilidades:

i) Nao hd selas-nd nas esquinas: Seja qr € P, uma sela-nd pertencente
a alguma componente irredutivel P, e S; a separatriz forte que passa por
qr- Segue da Afirmagao 13.2.1 que S, C Px. Seja I' a separatriz garantida
pelo Teorema de Existéncia da Separatriz de Camacho-Sad (veja o capitulo
9 ou [14]). Por hipétese, o par (F(3),I') admite uma integral primeira
moderada. Desde que ¢, nao é uma esquina Entao ¢z € I' N P;. Pela
Proposigdo 11.3.1 para cada ponto nao singular p € Py \ sing(F(3)) e
qualquer segao transversal >, > p, existe um setor S, C X, com vértice
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em p e uma integral primeira setorial moderada ¢, : S, — C. Podemos
escolher p proximo o suficiente da sela-né ¢, tal que p € Si. Pelo Lema
12.1.1 temos uma contradicao. Portanto, nao ha selas-n6 neste caso.

ii) Somente uma esquina de D € uma sela-nd: Sem perda de generalidade,
supomos que a sela-no ¢ pertence a esquina Py NP3. Pela Afirmacao 13.2.1,
a separatriz forte S 3 ¢ esta contida em P; ou P3. Seja I' a separatriz
de Camacho-Sad, [14]. Se S C P; usamos as coordenadas locais de [P
para representar I'. Por hipétese, o par (F(3),I') admite uma integral
primeira setorial moderada. Desde que a esquina P, NP3 nao é uma sela
né (pois somente uma das esquinas admite sela-né, por hipétese) segue da
Proposicao 11.3.1 que para cada ponto nao singular p € P \ sing(F(3)) e
qualquer secao transversal >, > p, existem um setor S, C X, com vértice
em p e uma integral primeira setorial moderada ¢, : S, — C. Escolhemos p
perto o suficiente da sela-né g tal que p € S. Pelo Lema 12.1.1, temos uma
contradicao. Se S C P53 entao usamos as coordenadas locais de Py para
representar I'. Desde que a esquina Py NP3 nao é uma sela-nd, segue da
Proposicao 11.3.1 e do Lema 12.1.1 que temos uma contradicao. Portanto,
nao ha selas-né neste caso.

iii) As duas esquinas (e portanto, todas) sao selas-nd: Seja ¢ € Py NP3 e
¢z € Py NP3 as duas selas-né e S; a separatriz forte que passa por g;, onde
j € {1,2}. Pela Afirmagao 13.2.1 51 C P3ouS; C Py e Sy C Pyou Sy C Ps.
Suponha que Sy, 82 C P3. Entao Ind,,(F(3),S5;) = 0 para j = 1,2. Além
disso, 25:1 Ind, (F(3),P3) = —3, onde ¢; € P3N sing(F(3)). Logo, existe
pelo menos uma singularidade ¢, € P3 N sing(F(3)) e uma separatriz
I'y 2 q, tal que I', é transversal a P3 e ¢, nao é uma sela-n6. Por hipdtese,
o par (F(3),I',) admite uma integral primeira setorial moderada. Pela
Proposigao 11.3.1, para cada ponto nao singular p € Py \ sing(F(1)) e
qualquer segao transversal >, 3 p, existe um setor S, C X, com vértice em
p e uma integral primeira setorial moderada ¢, : S, = C. Para j = 1,2
podemos escolher p proximo o suficiente da sela-né ¢; de maneira que
p € S;. Pelo Lema 12.1.1, temos uma contradicao. Se S; C P; ou Sy C Py
podemos aplicar a Proposicao 11.3.1 e o Lema 12.1.1 para obtermos uma
contradi¢ao (andlogo aos argumentos do caso (ii) acima). Portanto, nao
h& selas-né neste caso.

Caso r = 4:
Suponha que F é reduzida com r = 4 blow-ups. Realizamos o blow-up
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T @(2) — C? obtendo uma folheacao F(4) = 7*(F). Seja P = U?Zle a
componente suave irredutivel. Entao temos as seguintes possibilidades:

i) Ndao hd selas-nd nas esquinas: Repetimos os argumentos de (i) caso
r=3.

ii) Somente uma esquina de D é uma sela-nd: Repetimos os argumentos
de (ii) caso r = 3.

iii) Duas esquinas de uma mesma linha projetiva sao selas-nd: Repetimos
os argumentos de (iii) caso r = 3.

iv) Uma esquina de cada linha projetiva é uma sela nd (podendo
possivelmente ocorrer outras selas-nés fora das esquinas (veja figura 13.1
abaixo)) : Sem perda de generalidade, e para organizar as ideias, considere

010

Figura 13.1:

P, a linha projetiva contendo a carta coordenada local do eixo-Y e P4
a linha projetiva contendo a carta coordenada local do eixo-X. Ainda,
organizamos as linhas projetivas da seguinte maneira: P; NPy # 0,
PyNP3 # 0 e P3NP, # (). Suponha que existam duas selas-né ¢; € Py NP,
t1 € P3NPy e uma sela ressonante p € Po NP3, Seja S1 2 g1 e Vi Dt a
separatriz forte passando por ¢q,t; respectivamente. Segue da Afirmacao
13.2.1 que S1,Vi; € D. Se S; C Py e Vi C P4 repetimos os mesmos
argumentos dos casos 7 = 1,2 e concluindo que nao hé sela-n6 neste caso.
Suponha agora que S; C Py e V4 C P3. Seja wo a l-forma associada a
F(4) em Py, dada por wy = mady + nydx + --- = 0, onde m,n € N e
< m,n >= 1. Seja I'y C Py a separatriz que passa pela sela ressonante
p € I's. A aplicagao de holonomia por I's é da forma

hy(y) = ™y + ...
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Seja q1,...,qr as selas-né em Py. Considere as aplicacoes de holonomia
hgs ..., hg, por cada separatriz Si,... Sk que passa por qi,..., gk, respec-
tivamente. Desde que Py é simplesmente conexo, temos

hyohg o---0hy = Id.

Como cada hy, ¢ tangente a identidade, entao h, ¢ também tangente a
identidade. Entretanto, h;,(0) = =t com m,n € N e < m,n >= 1. Logo,

m = n. Pelo Teorema do Indice de Camacho-Sad

k
Indy(F(4),T2) + Y Ind, (F(4),5;) = —a

j=1
onde a € N. Desde que Z§:1 Ind,, (F(4),5;) = 0 entao
Ind,(F(4),I'2) = —a.

Por outro lado,

m

Ind,(F(4),I'y) =——=—-1= —a=—-1
n
Isso implica que Py - Py = —1. Analogamente, podemos concluir que
P53 - P3 = —1. Pela equagao (13.1), temos uma contradigao, ou seja, duas

linhas projetivas consecutivas nao podem ter o mesmo indice.
Case r > 4: Todos os demais casos sao analogos aos casos acima.

Portanto, sobre as hipoteses do Teorema K nao ha selas-né na resolucao.
A prova segue entdao como no Teorema I (pag. 120, Secao 11.4). ]
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Capitulo 14

Integrais primeiras setoriais
moderadas e o Teorema de
Mattei-Moussu formal

Nesta secao uma prova alternativa do Teorema Formal de Mattei-Moussu
(veja se¢ao 5.3) ¢ apresentada.

Teorema L. [52] Seja F um germe de folheacao holomorfa em 0 € C2
Suponha que F admite uma integral primeira formal, nao constante. Entao
F admite uma integral primeira holomorfa.

Demonstragao. Denote por F* a folheacao com singularidades isoladas
F* = 7*(w). Entao F* é o pull-back de F pela aplicacao m: C3 — C2
Podemos escrever a expansao de Taylor de w em 0 como:

oo

W= Z(dey — Q;dx),

j=k
onde P; e () sao polinomios homogeéneos de grau j, com P}, # 0 ou Q) # 0.
A 1-forma 7*(w) escrita na carta ((¢,z),U) como:

o0

T (w) = > (Py(x, ta)d(te) — Q;(w, tx)dr) =

j=k

= 2" R [(tP(1t) — Q;(1,1))dx — xP;(1,t)dt].
j=k
Dividindo a 1-forma acima por z*¥ obtemos:
(¥) " 7*(w) = (tP(1,t) — Qu(1,t))dx + xPp(1,)dt + x.cx
onde a = %, I FL[(EP(1,t) — Q;(1,1))dx + xPj(1,t)dt]. Definimos
R(z,y) = yPy(z,y) — 2Qi(x,y), de maneira que x*.7*(w) = R(1,t)dx +
rP(1,t)dt + x.cv.
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Afirmacao 14.0.1. F ¢é nao-dicritica.
Seja F(z,y) = D i Oawx’y' uma integral primeira formal para F.
Entao existe uma série formal G € Cllz,y]] tal que w = — GdF. Podemos

considerar w = dF desde que dF define a mesma folheacao que GdF.
Escreva

A~

F=Fy1+4 Frio+ Frig+ ...
, onde F\A(x, Y) =D iimn aijz'y e F\k+1 =% 0. Entao

dﬁ - dﬁk+1 + dﬁk+2 + dﬁk+3 +

Temos
W1 = dFp
Z —1 Z
IT]|=k+1 II||=k+1

Seja 7(x, y) = x% + ya% o campo de vetores radial em C?. Entao

R(z,y) = w-V
= dﬁk—&-l‘v

= Z arqr®y® + Z argr®y®

]| =k+1 []|=k+1

— (l{j + 1) Z a’Ilequ(D

| I]|=k+1

Desde que ﬁk+1 % 0 entao R # 0. Isso prova a Afirmacao 14.0.1.
Afirmacao 14.0.2. F é uma curva generalizada.

Suponha agora que w seja irredutivel e o ) primeirq jato de w seja dado
por wy = \oxdy — \ydzr. Entao wy - V = alF;€ +1- 7 implica que

.Iy()\g — )\1) = dﬁlﬁ_l . 7

O cone tangente de dF 6 igual ao cone tangente de w. Portanto, podemos
escrever Fk+1 = zPy?, onde p.q # 0. Como wy A dFkH = () obtemos

Xog + Mip = 0. (14.1)

Suponha que A\; = 0 e Ay # 0. Entao de (14.1) temos As.¢ = 0. Isso
implica que ¢ = 0 o que é uma contradicao, desde que g # 0. Suponha por
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contradi¢ao que exista uma sela-né na resolucao F*. Consideremos uma
carta coordenada local F(z,t) = (z,xt). Entdo podemos escrever

0
ﬁoE(z,t) = Z a;jz’ (tr)’
i+j=0
= Z aijtjxiﬂ
i+5=0
00 l
=0 \i=0

= Z Al (t)SCl,
=0

onde os coeficientes A; sao polinomiais em t. Consideremos o primeiro
jato de . Repetindo os mesmos calculos acima obtemos que nao existem
selas-né na resolucao de F. Isso prova a Afirmacao 14.0.2.

De agora em diante, consideremos o divisor excepcional P = anzl P;
onde cada IP; é componente irredutivel difeomorfa a uma linha projetiva
mergulhada introduzida como um divisor de blow-ups sucessivos. Fixemos
I': {y = 0} uma separatriz de F. A separatriz I' = 7~1(I') é transversal a
alguma linha projetiva do divisor excepcional. Sem perda de generalidade,
podemos supor que r seja transversal a linha projetiva P; e ainda que
I : {t = 0} na carta coordenada local E(z,t) = (z,zt) de P;. Assim,

2,

=1

Figura 14.1:

podemos escrever

~

FoE(x,t) = Y Ayt)z",
k=0
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onde os coeficientes Aj;, sao polinomiais em ¢t. Tomemos um ponto nao
singular ¢y € Py \ sing(]? ) proximo o suficiente da esquina I' NP;. Entao
FoE(z,ty) = > e o Ark(to)z® € C[[z]], ou seja, é uma série formal em uma
varidavel. Seja >y uma secao transversal em ty;. Pelo Teorema de Borel-
Ritt, dado um setor Sy C X, existe uma funcao holomorfa ¢y : Sy — C
que admite FoE (x,ty) como expansao assintética em Sy. Desde que t
é nao singular existem um germe de funcao analitica H e uma vizinhanga
Up de ty tal que H : Uy — C satisfaz H(x,0) =z e dH ANw = 0, onde @
é a 1-forma associada a F em Up. Por construcao, ¢go Hlg, : Sp — C é
constante no traco de cada folha de F em Sp. Além disso, g o H admite
expansao assintética nao nula, uma vez que H é analitica. Desde que F
admite uma integral primeira formal, a esquina P; N I ndo pode ser uma
sela-né. Pela Proposicao 11.3.1 temos que o par (.7? , f’) admite uma integral
primeira moderada setorial. Pelo isomorfismo 7 : F\P — F\ {0} podemos
concluir que o par (F,I') admite uma integral primeira moderada setorial.
Como F é uma curva generalizada nao dicritica, pelo Teorema I (pag. 120,
Segao 11.4), F admite integral primeira holomorfa. O
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