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Um modelo predador-presa de reagao-difusao
com perseguicao, evasao e deteccao

Bruno Telch dos Santos

Orientador: Paulo Verdasca Amorim

Resumo

Resumo da Tese submetida ao Programa de Pés-graduacao em Matematica
do Instituto de Matemaética, da Universidade Federal do Rio de Janeiro,
como parte dos requisitos necessarios a obtencao do titulo de Doutor em Ma-
tematica.

Propomos e analisamos nessa tese um modelo de reacao-difusao para a
interagao predador-presa, caracterizando as taxias da presa e do predador
mediados por sensoriamento nao-local. Ambas as densidades de predadores
e presas sao governadas por equacoes parabdlicas. Ambas as populagoes de
presas e o predadores detectam indiretamente por meio de campos de odor
ou visibilidade, modelados por equagoes parabdlicas ou elipticas. Fornece-
mos estimativas uniformes nos espacos de Lebesgue que levam a limitacao e a
boa colocagao global do sistema. Experimentos numéricos sao apresentados
e discutidos, permitindo-nos mostrar as propriedades dinamicas das solucoes.
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A reaction-diffusion predator-prey model
with pursuit, evasion, and nonlocal sensing

Bruno Telch dos Santos

Orientador: Paulo Verdasca Amorim

Abstract

Abstract da Tese submetida ao Programa de Pés-graduacao em Matematica
do Instituto de Matemaética, da Universidade Federal do Rio de Janeiro,
como parte dos requisitos necessarios a obtencao do titulo de Doutor em Ma-
tematica.

In this thesis, we propose and analyze a reaction-diffusion model for predator-
prey interaction, featuring both prey and predator taxis mediated by nonlocal
sensing. Both predator and prey densities are governed by parabolic equa-
tions. The prey and predator detect each other indirectly by means of odor
or visibility fields, modeled by parabolic or elliptic equations. We provide
uniform estimates in Lebesgue spaces which lead to boundedness and the
global well-posedness for the system. Numerical experiments are presented
and discussed, allowing us to showcase the dynamical properties of the solu-
tions.
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Introducao

A Ecologia é o estudo cientifico da distribuicao e abundancia dos seres vivos
e das interacoes que determinam a sua distribuicao. As interacoes podem
ser entre seres vivos e/ou com o meio ambiente. Ciéncia ampla e complexa,
a Ecologia preocupa-se com o entendimento do funcionamento de toda a
natureza. Um exemplo disso é a Ecologia de populagoes, onde modelos ma-
tematicos realistas e uteis na biologia populacional sao um forte objeto de
estudos, uma vez que ajudam a entender os processos dinamicos envolvidos
e também a fazer previsoes praticas. Talvez o mais comum no dia a dia se-
jam modelos com populagao humana, porém também é comum lidar nesses
modelos com populacao de uma espécie ameacada de extingao, crescimento
bacteriano ou viral, entre outras.

H& em diversos ambientes modelos matematicos na Ecologia de interesse
economico ou social, tais como interagoes predador-presa e competigao, ma-
nejo de recursos renovaveis, evolugao de cepas resistentes a pesticidas, con-
trole ecoldgico e geneticamente modificado de pragas, sociedades multi-espé-
cies, sistemas herbivoro-planta, e etc. Neste trabalho nos interessa o estudo
da interacao entre diferentes espécies. Quando duas ou mais espécies intera-
gem as suas dinamicas populacionais sao afetadas. Em geral, hd toda uma
rede de espécies em interacao, o que torna as comunidades estruturalmente
complexas. Consideramos aqui particularmente sistemas com duas espécies.
Existem trés tipos principais de interagao, sao essas a interacao predador-
presa, que é quando a taxa de crescimento de uma populacao é diminuida
e a outra aumentada quando ocorre interagao, a competicao, que é quando
a taxa de crescimento de cada populacao é diminuida, e a simbiose, que é
quando a taxa de crescimento de cada populacao é aumentada (ver |45, [46]).

Direcionamos nossa atencao para a interacao predador-presa. Denotemos
por w(t) a populagdo de presas e por u(t) a populagdo de predadores no
instante de tempo t. O primeiro modelo proposto por Lotka e Volterra para
essa dinamica foi

wy = w(a—bu) (0.1)

w = ulcw —d), (0.2



onde a, b, ¢ e d sao constantes positivas. Esse modelo é de facil entendimento,
vejamos. A presa na auséncia de qualquer predacao cresce sem limites, que
é representado pelo termo aw em . A predacao reduz a taxa de cresci-
mento da presa por um termo proporcional a populacao de presas e predado-
res, este fato é representado pelo termo —bwu ainda em . Na auséncia
de qualquer presa para sustento do predador, a taxa de mortalidade do pre-
dador resulta no decaimento exponencial, representado pelo termo —du em
. A contribuicdo da presa para a taxa de crescimento dos predadores
é representada pelo termo cwu também em , ou seja, é proporcional
a quantidade de presa disponivel, bem como ao tamanho da populacao de
predadores. Os termos wu podem ser considerados como representando a
conversao de energia de uma fonte para outra, bwu ¢é retirado da presa e cwu
acumulado para os predadores.

Este modelo tem alguns inconvenientes, no entanto, é de grande valor
ao levantar questoes relevantes e é um ponto de partida para modelos mais
realistas. Uma das suposigoes irrealistas no modelo cléssico — é que o
crescimento das presas ¢ ilimitado na auséncia de predagao. Na forma em que
escrevemos o modelo e , os termos entre parénteses a direita sao as
taxas de crescimento per capita dependentes das densidades. Para ser mais
realista, estas taxas de crescimento devem depender tanto das densidades de
presas quanto de predadores, e com isso em mente a proposta seguinte ao
modelo inicial foi (ver [45])

Uy :§wu—5u
wy = yw(l —w/K,) — dwu

que corrige esse problema, onde u(t) > 0 representa a densidade do predador
e w(t) > 0 representa a densidade da presa no instante de tempo t > 0.
Ainda, @ é a taxa de crescimento do predador devido & predacdo, § é a taxa
de morte do predador, v é a taxa de crescimento da presa, K, é a capacidade
de carga da presa e § é a taxa de mortes da presa devido a predacao. Esse
sistema na forma adimensional é dado por (ver [45], por exemplo)

{ut = quw —u 0.3)

wy = Pw(l —w — u).

A mesma leitura feita para o sistema ((0.1])-(0.2) se aplica ao sistema (0.3)),

tendo em vista agora que a populagao de predadores decresce exponencial-
mente na auséncia da presa enquanto que a presa segue uma lei de cresci-
mento logistico. As interacoes entre predadores e presas sao modeladas por
uma lei de agdo em massa beneficiando o predador e eliminando a presa. A



principal caracteristica do sistema ¢ a estabilidade global assintotica
de seu tnico estado estaciondrio nao trivial (u,w) = (“T_l, é), com o > 1,
que expressa um equilibrio entre predacao, reproducao de presas e taxa de
mortalidade natural dos predadores. Vale destacar que uma leitura mais acu-
rada mostra que também apresenta seus contratempos, e é comum na
literatura ver o sistema predador-presa com termos a direita representando
as taxas de crescimento per capita dependendo da densidade. Para ser mais
realista, essas taxas devem depender tanto das densidades de presas quanto

de predadores, isto é,

dw _ w - F(w,u)
dt (0.4)
du . G(w,u)
o = u ).

Existem varias escolhas para F' e G acima que sao mais coerentes do que a
feita em —, dentre elas, .

Quando se espera que o movimento espacial influencie a dinamica, é natu-
ral considerar densidades de predadores e presas dependendo adicionalmente
de uma variavel espacial z € €2, em algum dominio fisico {2 contido em R",
com n = 2 oun = 3. Entao, pode introduzir-se a difusao espacial a fim de
modelar a disseminacao da populacao em um territorio, e uma consequéencia
disso é o modelo

%—w—DwAw:w-F(w,u)

85 (0.5)
D Au=1u-

T WAu = u - G(w, u),

onde D,, e D, sao as taxas de difusdo das espécies w = w(t,x) e u = u(t, x)
e A representa o operador Laplaciano. Sistemas do tipo sao conhecidos
como do tipo de Kolmogorov e sdo comuns na literatura (ver [45] 46]). Vale
a pena destacar que a introducao da dependeéncia espacial nos modelos po-
pulacionais nao é apenas intuitiva, como na verdade é considerada essencial
em uma diversidade de configuragoes ecoldgicas [15].

Além da difusao espacial, uma suposicao razoavel é que a presa tenta
escapar das regioes de maior concentracao de predadores, enquanto o pre-
dador tenta se direcionar para regioes com maiores concentracoes de pre-
sas. Isso pode ser modelado pela introducao de termos de adveccao nas
equagoes. Assim, os predadores avancam para regioes de maior densidade de
presas, enquanto as presas avancam para longe das regioes de maior densi-
dade de predadores. Variantes dessa ideia foram consideradas, por exemplo,
em [2, [16, 23], 24], 26], 35, 140, 41, 60}, 64, 66, [67, 73], [75]. Introduzindo termos



que modelam o transporte nas equagoes obtemos um sistema como

{@u — D, Au+V - (uf,Vw) =u- Fu,w)

B — DyAw — V - (0B Vi) = w - Glu, w), (0.6)

onde o 3, e B, sao as respectivas taxas de sensitividade ao odor do preda-
dor e da presa e V- representa o operador divergente. Apesar da aparente
simplicidade, e por melhores que sejam as propriedades de F' e GG, equipando
com dados iniciais e qualquer condicao de fronteira que seja adequada, nao
encontramos, em geral, tratamento para o sistema , que na literatura é
descrito como do tipo de difusao cruzada.

Recentemente, as taxias de presas e predadores foram introduzidos como
um mecanismo que permite perseguigao e evasao [23) 24] 64, 61]. Isso supoe
que as velocidades de adveccao sao mediadas por algum sinal indireto, que
pode ser um odor, um produto quimico, um campo de detecgao visual ou
visto como um potencial. Como o odor, por exemplo, é referente a um
produto quimico, é comum ser modelado via uma equagao parabdlica ou
eliptica, dependendo do caso. Nessa linha de raciocinio, digamos que p é a
densidade do odor da presa, ¢ a densidade do odor do predador e seguindo
[23, 24] 64, [61], com dados iniciais ug e wg para o predador e a presa e T1pg
e Toqo para os seus respectivos odores (71,75 € {0,1}), completando com
condigoes de fronteira de Neumann, consideramos a luz de e 0
sistema predador-presa com perseguicao, evasao e sensoriamento nao-local
(j& escrito de forma adimensional) dado por

Ou — DyAu+ V- (uVp) = awu — u
Oyw — DypyAw — V - (wVq) = fw(l —w — u)
T10ip — DpAp = d,w — 6pp
T201q — Dy Aq = 0,u — 049 (0.7)
Vu-nly, = Vw-n|y, = Vp-n|,, = Vg-nl,, =0
u(0) =up, w(0)=wo mp(0)=71pp e 72q(0) = T2qo
(71,2 € {0, 1},

parat > 0ex € Q com Q C R", n =2 oun = 3, um conjunto limitado,
onde lembramos que u(t, z) é a densidade de predadores, w(t, x) a densidade
de presas, p(t,x) o odor produzido pela presa e ¢(t, x) o odor produzido pelo
predador. O sistema afirma que o predador u é atraido pelo odor p da
presa w, que ¢ solucao de uma equacao de difusao com fonte proporcional a
w, enquanto a presa w é repelida pelo odor ¢ produzido pelo predador wu.
Uma das mais comuns entre essas simplificacoes na literatura diz respeito
a escolha de 71 = 0 ou 5 = 0, que reflete na suposicao do modelo fisica-
mente razoavel de que os produtos quimicos se difundem muito mais réapido
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do que as células se movem [34]. Assim, as equagoes que descrevem os odores
da presa e do predador podem ser eliptica-eliptica, eliptica-parabdlica, pa-
rabdlica-eliptica e parabdlica-parabdlica, onde aqui entram informagoes sobre
as espécies em estudo, todas as possibilidades razoaveis em uma variedade
de configuragoes ecoldgicas. Dedicaremos a maior parte do primeiro capitulo
ao melhor esclarecimento desse fato. Note também que nos referimos a p
e ¢ como “odores”, mas essas quantidades nao necessariamente modelam
os odores quimicos. Podem ser geralmente interpretados como potenciais,
representando a possibilidade de um animal ser detectado a distancia, por
exemplo, por meios visuais ou sonoros.

E interessante uma breve discussdo sobre as condicoes de contorno do
tipo de Neumann. Elas modelam o fato de que na evolugao temporal do
sistema nao ha fluxo de individuos através da fronteira do dominio fisico.
Dependendo da aplicacao especifica, isso pode ser uma suposicao natural,
modelando, por exemplo, uma area fechada. No entanto, diferentes condigoes
de contorno poderiam ser consideradas, como de Dirichlet ou tipo misto,
refletindo configuragoes naturais distintas. Nos limitaremos a andlise apenas
do sistema com condi¢oes de Neumann, porém nos experimentos numéricos
apresentados em [4] mostramos um exemplo com condigdes de contorno de
Dirichlet.

A luz dos recentes resultados mateméticos em [24,61] que abordam proble-
mas proximos, nossas principais contribuigoes sao a introducgao da dinamica
de Lotka-Volterra predador-presa com quimiotaxia e as simulagoes numéricas
para esclarecer os caracteristicas de cada um dos possiveis modelos. Critério
e discussoes aprofundadas para possiveis escolhas dos parametros do sistema
para casos que competem com a realidade, como trabalhado em [[5]], nao sdo
discutidos nesse trabalho e ficam para perspectivas futuras. Como veremos,
os termos de interacao no lado direito tornam a analise mais envolvida, em
particular no que diz respeito a obtencao de estimativas de L*°. De fato,
enquanto é mostrado nos trabalhos acima mencionados que o sistema sem
dinamica de populagao ou interacao nao origina uma explosao de tempo finito
das solucoes, a dinamica da equagao predadora introduz um termo quadrético
uw, entao nao é ébvio que a propriedade da limitacao uniforme permanece
valida. Veremos que em alguns casos a natureza atrativa e repulsiva dos
termos de adveccao continua garantindo a limitacao das solugoes, outras ca-
recem ajuste. Além disso, a propriedade da limitacao instantanea da solucao,
mesmo para dados iniciais ilimitados, observada em [24], permanece valida
em alguns desses cenarios.

Um esboco da tese segue. No primeiro capitulo, uma abordagem mais
aplicada nos ajuda a ter o melhor entendimento de cada um dos casos do
sistema , enquanto uma abordagem formal sugere que os casos 75 = 0
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e 7» = 1 tém diferencas a serem consideradas. Em seguida, a construcao
de um operador linear conveniente e combinagao com o Teorema do ponto
fixo de Banach nos garante T' > 0 pequeno de modo que existam tunicas
u,w,p € q que resolvam o sistema em (0,7] x © no sentido cléssico,
onde pediremos dados iniciais ug, wo, T1po € T2qo elementos de W1H(Q). Esse
processo podera ser repetido até um valor T},.., que tem a propriedade de
que se Thax < o0 € porque houve explosao em tempo finito de pelo menos
uma das solugoes u ou w. Isso sugere que estimativas L*° de u e w sao
necessarias para garantir a existéncia da soluc¢do classica em [0, +o00) x ).
A luz dessa necessidade, introduzimos o método de energia de De Giorgi
(De Giorgi level-set method) [20] para obter tais estimativas L> em [0, 7],
deixando claro que hé a necessidade de obter estimativas a priori em L7 para
uw e w,y > 1. No Capitulo 2 é feita a andlise para o caso 75 = 0 enquanto
que no Capitulo 3 é feita uma andlise para o caso 75 = 1, onde em ambos os
casos obtemos as estimativas a priori em L7 de v e w, 7 > 1, assim obtendo
as ferramentas necessarias para aplicacao do método de De Giorgi. Apds
obtidas as estimativas L>°, temos a boa colocacao global do sistema em
2 x (0,+00). Os resultados para o caso 11 = 1, = 0, obtidos no Capitulo 1,
podem também ser vistos em [4].

Definimos o quarteto (u,w, p,q) como uma solugao fraca do sistema ((0.7))
se, primeiramente, u, w, Tip, 7oq € L*(0,T; H'(Q)) e Oyu, dyw, 110;p, T20:q €
L*(0,T,[H*(2)]*), e para toda funcio teste £ € C*([0,00) x Q) com suporte
compacto em [0,7T) X Q, se tem que

/OT /J‘“atf + (Vu—uVp) - VE)(t,x) du dt
- [ w(@0.2) do + [ ' =
[ [cuoe s ws wva Ve e a
= [ wwe.) do+ | ' [

/ —mp O +Vq-Védr =n / po(2)&(0,z) dx + / (u—q)&(t,x) dx
0 0

Q

/ g 4 + Vg VEdo =1, / 20(2)E(0, 2) dz + / (w— g)(t, ) da.
Q Q

Q

Vamos supor ao longo de todo o trabalho pelo menos que os dados iniciais
(uo, wo) s20 ndo-negativos e tém massa finita, isto ¢, [, ug+wg dr = M < occ.
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Além disso, Q C R? é um dominio limitado e suave. Apds obter a boa co-
locacdo para dados iniciais em W'*(Q), conseguimos obter tais solucdes
fracas de (0.7) via o limite de solugoes cléssicas, essas para dados inicias
menos regulares. Por fim, utilizamos um método de volume finito implicito-
explicito de dois passos (detalhado em [4]) para a aproximagao do sistema
(0.7) e apresentamos alguns experimentos numéricos. Assim, os principais re-
sultados dessa tese estao concentrados na boa-colocacao e na integrabilidade
de Lebesgue das solugoes fracas do sistema ((0.7]), onde seguimos estratégias
similares as tragadas em [3], 24]. Ainda assim, o carater do presente sistema
introduz véarias mudangas na anélise com respeito aos resultados [3] 24].

O sistema é matematicamente do tipo de quimiotaxia [30, 37]. Como
¢ bem conhecido, tais sistemas podem apresentar explosao das solugoes em
tempo finito, veja por exemplo [29]. Também é conhecido que a imposi¢ao de
uma fonte na equacao de uma populagao pode previnir, sob certas hipoteses,
a explosao em tempo finito dessa solugao, veja por exemplo [76]. Portanto,
nao ¢ 6bvio a principio que as solugoes de também possam ter um
comportamento explosivo ou nao. Como veremos na andlise, a natureza
indireta da sensitividade, assim como o comportamento atragao-repulsao,
impedem que as densidades se tornem infinitas no tempo finito. Sumarizamos
os principais resultados dessa tese no seguinte teorema:

Teorema 1. Consideremos 7, = 0. Para dados iniciais ug, wo, T1pg € WH(Q)
o sistema admite o quarteto (u,w,p,q) como solu¢ao de no sentido
classico em [0,400) X Q, e esse € unico. Para solugdes fracas, firado T > 0,
consideremos dados iniciais ug, wy em LY()) para algum o > 3 e 11Vpy €
L*(Q), com s > 2(a+ 1) qualquer. Entao o sistema possui uma unica
solucdo fraca nao-negativa. As sequintes estimativas sao satisfeitas para qual-
quert > 0,

(i) Para todo v € [1, ], seque que
lu@lly + [lw@)lly < Cla, [[uollas [[wolla: 1 Vpolls)

para todo t € [0, T]. Em particular, se ug, wy € L>(S2), entdo

[u(t)]|oo + [[w()loc < C(l[uolloo lwolloos [ VPollr),
pararT > 8 et € [0,T].
(ii) Integrabilidade L7: para qualquer v € (o, 0], seque que

1
lu(®)ll + @)l < O M) (14 5755 ), >0,

7



Em particular, temos a integrabilidade L>:
o0l + Bl <€ (14 ), 120
u oo w o = — ], .
Vi

para algum C' independente de t > 0. Caso 75 = 1, fizado T > 0, obtemos
para v > 3 o mesmo resultado vale para o sistema

(Oyu — DyAu+V - (uVp) = awu — u

0w — DyyAw — V- (wVq) = fw(l —w — u)

T10:p — DpAp = 0w — 0pp

R 0iq — DyAq = 0,F(u) — d,q (0.8)
Vu-nlyg = Vw - nlyg = Vp-n|y, = Vg-nfyg =0

w(0) =ug, w(0)=wy 7mp(0)=7ps e q0)=q

(71 €{0,1},

onde F : [0,400) — [0,400) € qualquer fun¢ao Lipschitz com F(0) = 0 e
F(s) < s¢ para s suficientemente grande, com & € (0,1) fizo. Ainda hd a
estimativa adicional

[u()[loe < C(T) o]l oo,

com € = O, Juolloo 1ol 7950l [Vaollagron) € 5> 20y +1). Assim,
existe uma faiza de pequenez onde podemos tomar o dado inicial ug € L>(2)
para que junto com wy € L*(Q), 1Vpo, Vgo € L*0TV(Q) emiste a solugdo
fraca (u,w,p,q) em [0,T] e essa satisfaz as estimativas dos itens (i) e (ii).



Capitulo 1

Modelo predador-presa com
perseguicao-evasao

Um grande ntimero de seres vivos depende de um senso agudo de olfato para
transmitir informacoes entre os membros da espécie. Os produtos quimicos
envolvidos nesse processo sao chamados de feromonios. Uma das mais simples
e importantes exploragoes da liberacao de feromonios é a capacidade de gerar
movimento dirigido em uma populagao. O sistema proposto em modela
duas comunidades que habitam um certo conjunto 2 C R", n = 2,3, e vivem
em situagao de predador-presa, e é esperado que elas usem desse movimento
dirigido para sua sobrevivéncia. A fim de um melhor esclarecimento sobre o
modelo proposto, na primeira etapa desse capitulo abordaremos brevemente
como tem sido modelado esse movimento quimiotatico, que ao contrario da
difusao direciona o movimento para um gradiente de concentracao. Essa
abordagem sera feita via resultados classicos, bem como um estudo numérico
a fim de enfatizar a diferenca dos quatro possiveis modelos originados pelas
escolhas de 71 e 75. Na segunda etapa desse capitulo faremos uma andlise
preliminar do modelo, obtendo a solugao local no sentido classico de ,
positividade de solucoes para dados nao-negativos e esclarecer as necessidades
para que haja a solucao global em intervalos de tempo geral.

Em [45], [46] hé uma variedade de configuragoes ecologicas em que animais
usam a quimiotaxia, como por exemplo, para a sobrevivéncia. Nesse cenario,
pensamos que numa interagao predador-presa, onde o predador, que denota-
mos por u(t, x), sente o odor p(t, z) da presa w(t, z) e vai em diregao a regiao
de sua maior concentracdo, enquanto que exala o seu odor ¢(t, ), que, ao
ser detectado pela presa, faz com que ela fuja em direcao oposta a maior



concentracao. Assim, sugerimos de maneira mais geral o sistema

o — DyAu+V - (uf,Vp) = awu — fu

ow — DypyAw —V - (wf,Vq) = yw(l —w/K,) — dwu
T10p — DpyAp = Ol — Spp

To0vq — DyAq = Outl — Sqq,

(1.1)

onde lembramos, 7,5 € {0,1}. Completamos o sistema com dados iniciais

u(z,0) = up(x) >0,
w(x,0) = wy(z) >0
Tip(x,0) = mipo(z) > 0
Toq(z,0) = Taqo(x) > 0

com z € ).

Quanto as condigoes de fronteira, vamos considerar do tipo de Neumann,
Vu-nly,, = Vw-n|,, = Vp-n|,q = Vg-n|,, =0,

que indica que nao ha fluxo pela fronteira. Essa escolha garante mais a
frente uma estimativa fundamental de massa para u e w e nesse ambiente
conseguiremos fazer uma analise mais profunda do modelo. Durante todo esse
trabalho consideraremos €2 C R? um subconjunto aberto, limitado, conexo
e suave. Finalmente, na Tabela apresentamos todos os significados dos
parametros fisicos que aparecem no sistema . Estamos denotando ¢ o
comprimento, ¢ o tempo, bio denota alguma medida relativa a massa ou
quantidade do predador ou da presa e odor denota alguma medida para o
“odor”.

Apesar das propostas de dispersao das espécies, deteccao da presa pelo
predador e evasao da presa ao detectar o predador, o modelo esta longe de ser
um modelo realista. Uma variedade de caracteristicas que o ambiente possa
ter deixa claro que o modelo (1.1]) ndo deve ser visto como um modelo realista
para interacao predador-presa, mas possivelmente como um pontapé inicial
para dinamicas do tipo. Apds o processo de adimensionalizagao, apresentado
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na Tabela[1.2] obtemos o modelo

Ou — DyAu+V - (uVp) = awu — u

Ow — DypyAw — V - (wVq) = pw(l —w — u)
T10ip — DpAp = 0w — Opp

To0iq — DyAq = d,u — d4q

+ Dados iniciais
(u(0, ) = ug(x) >0

w(0,x) = wo(z) >
71p(0, ) = T1po ()
72¢(0, ¥) = Taqo(7)
(7€, 1,7 €{0,1}

0 (1.2)
>0
>0

+ Condicoes de fronteira

\ {Vu-n\m:Vw-n]m:Vp-n\BQ:Vq~n|m:O,

onde lembramos que u = u(t, x) representa a densidade de predadores, w =
w(t, z) a densidade de presas, p = p(t, z) a densidade de feromoénio da presa
e ¢ = ¢(t,x) a densidade de feroménio do predador. Os coeficientes do
sistema sao todos positivos e tém seus significados fisicos apresentados
na Tabela L1l

Um fenomeno quimiotatico amplamente estudado é o comportamento exi-
bido pelo fungo Dictyostelium Discoideum, onde as amebas unicelulares se
movem em direcao a regioes de concentragoes relativamente altas de um
composto quimico que é produzido pelas préprias amebas. Para modelar
esse processo, em 1970, Keller e Segel [30], B7] propuseram um sistema pa-
rabdlico acoplado para descrever o movimento de células (com densidade )
em direcao ao gradiente de concentracao da substancia quimica v produzida
pelas proprias células. Atualmente, este sistema é amplamente conhecido
como o modelo de quimiotaxia de Keller-Segel:

(1w, = Au+ xV - (uVv), re, t>0
TUr = Av — v + u, reQ, t>0
Vu-n=Vv -n=0, xed, t>0 (1.3)
u(z,0) = ug(x) >0, x €
| Tv(2,0) = Tve(2), > 0 x €,

11



Parametros Unidades | Significado fisico
D,, D, 2t Taxas de difusao do predador e da
presa
D,, D, 2t Taxas de difusao dos odores do preda-
dor e da presa
«a (biot)™! | Taxa de crescimento do predador de-
vido a predacao
B t! Taxa de morte do predador
vy t1 Taxa de crescimento da presa
bi
K, g Carga de capacidade da presa
) (biot)™' | Taxa de mortes da presa devido a
predagao
€4
Bus Bu Sensitividade de odor do predador e da
t - odor
presa
- odor .
Ous Ow b Taxa de producao de odor do predador
"9 6 da presa
0q,0p t! Taxa de degradagao do odor dos pre-
dadores e das presas

Tabela 1.1: Pardmetros fisicos do sistema (1.1). Aqui, ¢ denota o comprimento,
t o tempo, biot denota alguma medida de “odor”.

onde 2 C R", n > 1 é um dominio limitado com fronteira 0} suave,
7 € {0,1}, x € R e n o vetor unitdrio normal a 92 apontando para fora.
Quando xy > 0, as células exibem uma tendéncia a avancar para concen-
tracoes de sinal mais altas enquanto y < 0 leva a um modelo em que as
células preferem se afastar do produto quimico em questao. Desde este tra-
balho pioneiro, o modelo de Keller-Segel e as varias variantes tém recebido
significativa atencao para entender o mecanismo de quimiotaxia em varios
contextos, e a difusao cruzada induzida por quimiotaxia tem demonstrado
levar a explosao em tempo finito/infinito da solugao sob certas circunstancias.
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Parametro adimensionalizado

Significado fisico

9l
=

w

Q
I

™
Il

g
>l
g

<l N @l

Eficiéncia do predador relativa a taxa de morte

Taxa de crescimento da presa relativa a taxa
de morde do predador

Taxa normalizada da producao de odor da
presa

Taxa normalizada da producao de odor do
predador

Taxa de degradagao do odor da presa relativa
a taxa de morte do predador

Taxa de degradacao do odor do predador re-
lativa a taxa de morte do predador

Tabela 1.2: Adimensionaliza¢ao dos pardmetros do Sistema .

1.1

Influéncia local da equacao do feromonio

Para melhor entendimento das duas possiveis escolhas para cada equagao do
feromonio deste texto, e ver que de fato sao quatro problemas distintos, con-
sideremos um exemplo numérico simples. Seja u(t,z) uma certa populagao
que faz um movimento dirigido segundo um campo V. Queremos saber pri-
meiramente quais caracteristicas p(t,z) e ¢(t,x) tém quando essas sdo as
respectivas solucoes das equacgoes

— D,Ap = 6,u — d,p

0vq — DyAg = d,u — 04,

(1.4)

q(0) = qo. (1.5)

Por simplicidade, tomemos u = u(¢, ) uma populagao que se dispersa lenta-
mente e tem um movimento direcionado segundo o campo V' (z,y) = (0, —y).
Esse problema é usualmente modelado por

Ouy — DyAu—xV - (uV) =0, t>0, z €
u(0,2) = up(x), x€Q,

(1.6)

13




onde o sinal de y determina o sentido do movimento. Entao, para nosso
primeiro objetivo, serdo necessarios dados iniciais u(0) = ug e ¢(0) = qo, que
serao tomados como na Figura , onde ¢(0) = go foi obtido como a solucao

numérica de —10Aqy = 100ug — po.
0 1
25
10 109
108
20 20
107
30 06 "
40 0.5
50 o4 10
0.3
60
0.2 5
70 01
80 0
0 10 20 30 40 50 60 70 80

Figura 1.1: Dados iniciais u(0) e ¢(0) para @) e (n)

Os resultados numéricos estao apresentados na Figura[l.2} Para os instantes
de tempo t = 0, 0.5, 1.0 e 1.5, na primeira coluna esta apresentada a solucao
numeérica de u, ao centro esta a solucao numérica para p e a direita a solugao
numérica para ¢, onde foram escolhidos os parametros D, = 1, x = 5,

D, =D, =10,68,=0d,=1¢ed, = 100.

) 20 3 40 50 60 70 80
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Figura 1.2: Para os instantes de tempo t = 0, 0.5, 1.0 e 1.5, na primeira coluna a

solugao numérica de (@ com D, =1 e x =5 ewu(0) como na Figura , Nas

sequnda e terceira colunas estao as solugoes de e para D, = D, = 10,

0y =100 e 6, = 0, = 1 e q(0) como na Figura (1.1,

Esse experimento ja traz uma boa intuicao de como a escolha de 71 e 75 afeta
a dinamica do sistema de um modo diferente, por exemplo, pensamos
na equacao do feromomio da presa. Instantaneamente, se essa difusao é
rapida, para pequenos tempos o experimento sugere que isso da vantagem ao
predador, enquanto que a longo prazo sugere o oposto, uma vez que a difusao
lenta do feromonio da presa faz com que a sua comunidade deixe um rastro
maior de feromonio durante a evasao, que ajudara o predador na perseguicao.
Agora o objetivo é ampliar essa discussao com mais detalhes. Para enfatizar
a perseguicao-evasao iremos desconsiderar a dinamica populacional. Faremos
isso com mais alguns experimentos numéricos.

Todos os experimentos numéricos que serao apresentados nessa se¢ao serao
novamente analisados no final dos proximos capitulos, porém, considerando
a dinamica populacional. Desconsiderando a dinamica populacional, vamos
analisar numericamente os impactos das escolhas de 7, e 7 para o modelo
(1.2), o esquema numérico introduzido no Apéndice [A] Apresentamos os se-
guintes experimentos numeéricos a fim de compararmos os efeitos das respec-
tivas equagoes do feromonio na quimiotaxia, bem como as quatro possiveis
combinacoes do sistema . Usaremos o0 mesmo experimento nesses quatro
possiveis sistemas com coeficientes

D,=D, =3, D,=D,=10, 6, =9, =120, e 6, =6, = 1. (1.7)
Ainda, consideremos os dados iniciais
2, se (z—35)%+ (y—35)* <40
0, caso contrario,
1, se (z —30)* + (y — 50)* < 60
wo(z) =< 1, se (z—50)*+ (y — 30)? < 60 (1.9)

0, caso contrario,

up(r) = (1.8)

como podem ser melhores observados na Figura[1.3]
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Figura 1.3: Dados iniciais do primeiro experimento numérico. A esquerda o dado
inicial w(0) para o predador e a direita o dado inicial w(0) da presa conforme as

equagoes @ e , respectivamente.

0 10 20 30 40 50 60 70 80

A escolha 71 = 7 = 0 indica que as difusdes de feromoénio tanto do
predador quanto da presa sao rapidas. Portanto, temos o sistema parabdlico-
eliptico

(Ou — D, Au+V - (uVp) = awu — u
0w — DyAw — V- (wVq) = fw(l —w — u)
— D,Ap = 0w — 0pp
— D,Aq = d,u — d4q
Vu-nly,, = Vw-n|y,, = Vp-n|,, = Vg-nl,, =0

(1.10)

(u(0) = up, w(0) = wy.

Lembrando mais uma vez que faremos uma simulacao numérica para
desconsiderando a dinamica populacional, isto é, o lado direito das duas
primeiras equacoes sao nulos. Ainda, consideraremos os mesmos parametros
e com dados iniciais (ug,wp) como na Figura . Como ja foi dito,
nesse sistema a difusao de feromonio tanto do predador quanto da presa é
répida, entdo, como podemos ver nas Figuras e [1.6] os dados iniciais
up e wy apresentados na Figura rapidamente entram em contato com
o feromonio da outra populagao, iniciando instantaneamente o movimento
dirigido. Podemos ver essa simulagao na Figura (1.4}
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Figura 1.4: Resultado do experimento numérico para sem dinamica popu-
lacional parametros como em nos instantes de tempo t = 0, 0.5, 1.0, 1.5,
2.0, 2.5. A esquerda encontra-se a populacao de u enquanto que a direita estd a
populacao de w.

Observemos que nos demais casos temos 7, = 1 ou 73 = 1, donde preci-
samos de dados iniciais pyg ou ¢o. Vamos tomar tais dados como sendo as
solugbes numéricas de —D,Apy = d,wo — dppo € —DyAgy = d,uo — 0440,
onde wy e ug sao dados em (1.9) e (1.8). Tais solugdes estao apresentadas

respectivamente nas Figuras [1.5] e [1.6]
70
60
50
40
30
20
10
0 10 20 30 40 50 60 70 80

Figura 1.5: Solugao numérica de Figura 1.6: Solugao numérica de
—DyAqo = 6yu0 —6qq0 para ug como em —D,Apy = 0w — dppo para wo como

em.

A escolha 1 = 1 e » = 0 indica que a difusao de feromonio da presa é
lenta enquanto que a difusao de feromoénio do predador é rapida. Temos o
sistema parabdlico-eliptico
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(Oyu — DyAu+ V - (uVp) = awu — u

Oyw — DypyAw — V - (wVq) = fw(l —w — u)

Op — DpAp = dpyw — dpp

— D,Aq = d,u — d,q

Vu-nlyg = Vw-nly, = Vp-nlyg = Vg -nf,, =0
(u(0) =up, w(0)=wy e p(0)=po.

(1.11)

Faremos a simulagao numérica de segundo ideia anterior, isto €, descon-
siderando a dinamica populacional. Consideraremos os mesmos parametros
com dados iniciais (ug, wy) como na Figura[1.3]e py como na Figura[L.5
Como nesse sistema a difusao de feromonio da presa é lenta e a do predador
é rapida, espera-se que a presa ira detectar a presenca do predador antes e
evadir, uma vez que o dado inicial da populagao de presas wy dado na Figura
estd proximo do feromonio gy do predador apresentado na Figura
Podemos ver essa simulacao na Figura|1.7]
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Figura 1.7: Resultado do experimento numérico para (m sem dinamica po-
pulacional para parametros como em nos instantes de tempo t = 0, 0.5,
1.0, 1.5, 2.0, 2.5. A esquerda encontra-se a populacao de presas enquanto que a
direita estd a populagao de predadores.

Podemos observar que do instante de tempo ¢ = 0 ao instante t = 0.5 a
populacao de predadores apresentou um pouco de difusao e um movimento
dirigido quase que insignificante em direcao a populacao de presas, que por
sua vez evadiu ligeiramente, porém deixando um rastro de feromonio, como
na terceira coluna da Figura [I.2] dando sentido ao que segue da dinamica
para os proximos tempos.
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A escolha 71 = 0 e 7 = 1 indica que a difusao de feromonio da presa é
rapida enquanto que a difusao de feromonio do predador é lenta. Temos o
sistema parabdlico-eliptico

(Oyu — D, Au+V - (uVp) = awu — u

Ow — DypyAw — V - (wVq) = pw(l —w — u)

— D,Ap = 6w — d,p

0iq — DyAg = d,u — d4q

Vu-nlyg = Vw-nl|yg = Vp-nlyg = Vg-nfy, =0
(w(0) =up, w(0)=wo e ¢(0)=qo.

(1.12)

Faremos a simulag¢ao numérica de seguindo a mesma ideia anterior, des-
considerando a dinamica populacional. Consideraremos os mesmos parametros
(L.7), dados iniciais (ug,wy) como na Figura e qo como na Figura
Nesse sistema a difusao de feromoénio do predador é lenta enquanto que a
difusao de feromonio da presa é rapida, donde espera-se que o predador te-
nha vantagem ao buscar pela presa, ja que detecta sua populacao com certa
antecedéncia, uma vez que o dado inicial da populacao de predadores wug
estd préximo do feromonio de py (ver Figuras e [L.5 respectivamente).
Podemos observar os resultados dessa simulagao na Figura [1.§
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Figura 1.8: Resultado do experimento numérico para sem dinamica popu-
lacional para parametros como em nos instantes de tempo t = 0, 0.5, 1.0,
1.5, 2.0, 2.5. A esquerda encontra-se a popula¢do de u enquanto que a direita
estd a populacdo de w.

Podemos observar que do instante de tempo ¢ = 0 ao instante ¢ = 0.5 a po-
pulacao de presas apresentou um pouco de difusao e um movimento dirigido
quase que insignificante em direcao oposta a populagao de predadores, jus-
tificado pela aproximagao mais rapida de parte dos predadores. O aumento
do movimento dirigido de predadores em direcao a populacao de presas ob-
viamente gera um movimento maior de presas conforme a aproximacao. A
populacao de predadores conseguiu se aproximar de maneira mais eficiente
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da populacao de presas, pelo menos para pequenos instantes de tempo, e vale
a pena observar que boa parte da populacao de predadores nao teve éxito no
movimento dirigido, pois sua populacao nao teve contato com o feromonio
da presa, ja que a difusao rapida de seu feromonio deixa um rastro menor
que do caso anterior, como pode ser visto na primeira coluna da Figura |1.2
Havendo dinamica populacional, essa populacao central de predadores que
nao teve movimento dirigido decresceria exponencialmente, dificultando sua
sobrevivéncia.

A escolha 7 = 1 = 1 indica que as difusoes de feromonio tanto da presa
quanto do predador sao lentas. Temos o sistema totalmente parabdlico

(Oyu — DyAu+ V - (uVp) = awu — u

0w — DyAw —V - (wVq) = fw(l —w — u)

Op — DpAp = dpyw — dpp

0vq — DyAq = d,u — 6,9

Vu-nly,, = Vw-n|y,, = Vp-n|,, = V¢-nl,, =0
\U(O) =up, w(0)=wy p0)=po e q(0)=qo.

(1.13)

Faremos a simulagao numérica de (1.13) também desconsiderando a dindmica
populacional, com parametros como em (|1.7) e com dados iniciais (ug,wy)

como na Figura e (po, qo) como nas Figuras e . Podemos ver essa

simulagao na Figura
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Figura 1.9: Resultado do experimento numérico para sem dindamica popu-
lacional para parametros como em nos instantes de tempo t = 0, 0.5, 1.0,
1.5, 2.0, 2.5. A esquerda encontra-se a populacao de u enquanto que a direita
estd a populagdo de w.

Comparado com o caso do experimento para ([1.12)) sem dinamica popula-
cional, espera-se que o predador tenha maior chance de sobrevivéncia, uma
vez que o feromonio da presa deixa um rastro maior durante a evasao, faci-
litando sua deteccao. Também, o fato da difusao de feromonio do predador
ser lenta indica que ao detectar a presa, esse consegue melhor aproximacao
durante a perseguicao antes de ser detectado pela presa.

Como se pode observar nessas andlises locais, o predador tem vantagem
na aproximacao quando sua difusao de feromonio é lenta, isto é, 7, = 1. O
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predador ter vantagem indica que essa populagao pode crescer sem controle,
e levar a solugdo do problema a uma explosao em tempo finito/infinito, que
é comum em problemas parabdlicos. Na literatura é comum encontrar re-
sultados de boa colocacao quando a equacao do feromoénio é eliptica, por
exemplo [76, 22] [79]. Porém, caso a equacao do feromédnio seja parabdlica,
estudos sutis e rigorosos como [52], 54, B0, [74] [7T], 22], [79] mostraram que em
uma variedade de problemas com quimiotaxia, na verdade, nao importa se
a equacao do feromonio é eliptica ou parabdlica, desde que haja fonte su-
blogistica ao lado direito, que é suficiente para descartar explosao em tempo
finito. Essa discussao nos sugere que os problemas em estudo nesse traba-
lho podem ser separados em dois casos: 7 = 0 e = 1. O caso 7, = 0
temos que ou 71 = 0 ou 71 = 1 e em qualquer desses casos estamos em um
ambiente como acima, dando boa expectativa para os resultados de andlise
do problema. O caso 75 = 1 nao segue com tao boas expectativas e sugere
uma analise mais delicada, uma vez que em uma variedade de problemas
de quimiotaxia onde a equacao do feromonio é parabdlica e nao ha fonte
sublogistica pode ocorrer explosao em tempo finito das solugoes, como por
exemplo [32, 58, [61), 61, [70, [72]. Resultado comum nesses casos é haver
uma faixa limiar para os dados iniciais, onde podemos tomar dados com sua
norma em algum espaco de Lebesgue, respeitando tal condicao, e o problema
ter solucao global nesse caso, e explosao em tempo finito caso contrario.
Como exemplo, citamos [28, [34] 48], 49, [47].

E baseado nessa tltima discussio que faremos nos Capitulos 2 e 3 as
andlises para os casos 7» = 0 e 75 = 1 separadamente. Antes disso, na
proxima se¢ao, faremos uma analise matemédtica prelimilar do modelo, que
consiste na existéncia local e uma condicao para que a solucao possa exis-
tir em intervalos gerais de tempo. Além disso, serd também apresentada
uma estimativa fundamental de massa e um roteiro para obter a condicao
previamente citada.

1.2 Analise preliminar do modelo

Num contexto geral, estimativas de semigrupos para a equacao do calor tém
sido de grande valor para obter resultados para problemas com quimiotaxia.
Um resultado que vamos usar por diversas vezes durante esse trabalho é o
Lema 1.3 de [69] apresentado no Apéndice [B]
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1.2.1 Existéncia local e a estimativa fundamental de
massa

Comegamos entao a construir a solugao classica para (|1.2). Tomemos g, wo, po, 9o €
W1e(Q) e definimos o conjunto convexo T C C([0,T] x ) por

T = {6€C(0,T] x D), 0<o(t,x) < [luo]lo + 1.

Por comodidade, consideremos todas os coeficientes do sistema sendo 1. Va-
mos obter a solugao cléssica (u,w, p, q) para um intervalo pequeno de tempo
[0, 7] via ponto fixo do operador linear ®(¢) = w definido por

(110ip — Ap = ¢ —p,
Oou—Au+V-(uVp)+ (1 —¢)u=0
To0iq — Aq = u — q.
Ow—Aw—-V - (wVg) —w(l—¢—u)=0
Vu-nlyg = Vw-nlyg = Vp-nlyy = Vg-nfy, =0
(u(0) =uo, w(0)=wy p(0)=po e q(0)=q,

que verificaremos que estd bem definido pela teoria parabdlica/eliptica li-
near e também que para T € (0, 1) suficientemente pequeno tem-se que @
mapeia T nele mesmo. Consideremos primeiramente o caso em que 71 =
7o = 1. Observemos que a teoria linear garante que existe inico p = p[¢] €
CHH0.0+0)/2((0,T) x Q) para cada 6 € (0,1) satisfazendo a primeira equacéo,
ainda com

VPl o= (0.m)x0) < [[Pllcr+oarorzorxm < Clllwolloos [[Pollwir @), T).

Nessas condigoes, como Vp € L, tem-se também pela teoria linear de
equacdes parabdlicas [39] que existe tinico u = u[p] € C%/2([0,T] x Q) C
C((0,T7) x ) solucao da segunda equagao, agora para algum 6 € (0, 1),
donde usamos que uy € WH*(Q) — C?Q) [9]. A continuidade no tempo

e espaco de u garante que, da mesma forma que para p, temos ¢ = ¢[¢] €
CHO0+0/2((0,T) x Q) para cada 6 € (0,1), onde tem-se ainda que

IVl L= (0m)x9) < llallerve.arorzqorxa < Cllluollsos 1o l[wir @), T).

Por fim, associamos o tinico w = w[¢] € C*+9/2([0, T] x Q) C C([0,T] x £2),
nesse caso para algum 6 € (0,1), solu¢ao da quarta equagao, que é tal que

lwllcooromxa) < Cllwolloo, IVallze(o,ryxa), T)
< C([Jwollsos [[tollsos [[Pollwrr @y, lgollwir@), T) =: C,
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donde lembramos a principio que T' € (0,1). Logo,

lw(z,t) = wo(2)lloe < Cllwo|lt”? = [Jwllee < wolloc +CT2.

Portanto, para T > 0 suficientemente pequeno, a saber, T < (1/2C)%°,

wlp] € T.

Lema 1. (Ezisténcia local) Suponhamos ug, wo, T1po, T2qo € WH=(Q) dados
iniciais, 7,7 € {0,1}. Eziste Tyax > 0 e dnico quarteto (u,w,p,q) €
CY([0, Trax) X Q)NCH2((0, Tiax) X Q) solucao cldssica de em (0, Tinax) X
Q. Além disso, caso Ty.x < 00, entao

lm - {[u(®)]le + [[w(t)]|o = +o0. (1.14)

t—Tmax

Demonstracao: Tomemos ¢y, s € T e definimos ¢ = ¢y — po, T = uy — uo,
W=wy —we, p=p1 —P2eq=q — qz. Temos que

(0p—Ap=¢—D

o — AU+ V - (aVpy) + V- (uaVp) + (¢ — 1) + 10 =0
oq—Ag=u—7q

81@ — Aw — V . (qul) — V . (’IUQVQ) = (1 — Uy — ¢2)@ — wla — wlﬂ
V- -n|y,, = Vw-nl,, = Vp-n|,, = Vg-n|,, =0

(a(0) =0, w(0)=0, p(0)=0 e g0)=0.

Em todos os passos que segue, usaremos o Lema [3| que estd apresentado no
Apéndice Bl Temos pela férmula de Duhamel que

plt) = / IG5 ds = VB < / Vet 985(s) oo ds

t C o
| =l
< OViswp [[3(6)]

0<s<t

IN

com t € (0,1). Da mesma forma, temos também que

u(t) = /0 elt=9)a [—V - (@Vp1 +wVD) —u(po — 1) — w1 9] ds
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donde segue que

@ < /He(tS)AV-(E(S)Vpl(S)+u2(8)Vﬁ(S))Hoo ds

L/mHGU DAG(s)(p2 — 1) + 1B o ds
< /||U 5)Vp1(s) + ua(s)VP(s)|loo s

t — s
+Ct sup [[a(s)lloo + Ct sup [|6(5)]|s
0<s<t 0<s<t
< CVisup [[u(s)]o + CVEsup [[VB(s)|lo
0<s<t 0<s<t

+Ct sup [|u(s)|loo + Ctsup [¢(s)]|oo
0<s<t 0<s<t

< CVtsup [[u(s)|os + CVEsup [|6(5)]|so-
0<s<t

0<s<t
Assim, para t < min{1,1/(2C)?}, temos que

sup [7(s)[loe < CVEsup [[6(5) |-
0<s<t

0<s<t

Da mesma forma para g, temos que

t t
alt) = / () ds = V)l < / IVet2%(5) o ds
0 0
C
~ u 00
=120l
< Ctsup [[1(s)e
0<s<t
< Ctsup [6(8)]e-
0<s<t

Para w(t) temos que

Tlt) - /0 (=9 [ . ((5)V () + wa(5)V(s))

"‘(1 — Uy — (bz)w — wla — wlﬂ} ds
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[w(®)]le = /O 92 [V - (@(s) Vau(s) +wa(s)Va(s))] || ds
+/ He(tfs)A[(l — Uy — Po)W — wip — wq || ds

. /Hw $)Vai(s +wz<> W)l 4o+ ot sup [3(5)]|

t — 5 0<s<t
+Ct sup [[u(s)]|ec + Ct sup [[W(s)]|o
0<s<t

0<s<t

< OVisup [[@(s)]lee + Ct sup [|6(5) oo,
0<s<t

0<s<t
e da mesma forma, para ¢t < min{1,1/(2C)?}, temos que sup |[W(s)|/e <
0<s<t

sup [|¢(s)]|oo, ou seja,
0<s<t

sup. s (5) = wa(s) o < CE 5D [161(5) = 6(5)

0<s<t

Assim, para T suficientemente pequeno, ® é contracao e o teorema do ponto
fixo de Banach garante tinico w € T tal que ®(w) = w. Regularidade dessa
solugao é verificada pela classica teoria parabdlica [39], onde temos que, na
verdade, (u,w,p,q) € C°([0, Thax) X Q) N CH2([0, Tnax) X ©). Ainda, por

estimativas de semigrupos, vale a pena observar que, para r > n,

Ja@lnco < Cllaolwroio+ € [ L g,

< Cllaollwrr + VT lu(®) ).

Da mesma forma, [|p(t)[lws- < C(llpollws + VT|lw(t)ll) para todo t €

(0,7, ou seja,
(P,9) € C°([0, Tnax) x ) N CH([0, Tinax) x Q) N L5, ([0, T, W ().

Caso 11 = 0 ou 7 = 0 podemos usar estimativas de regularidade eliptica [I]
para obter
—Ap=w—p = |[Vplle < Clluwl,

“Aqg=u—q = [Vl < Clull,,

para todo 7 > 2, concluindo a demonstragao. [ |
Como (u, w, p, q) representam densidades de populagao ou produto quimico,
faz sentido que tanto os dados iniciais (ug, wo, T1Po, T2qo) sejam nao-negativos

29



bem como a respectiva solugao obtida acima. Com um principio do maximo
[9] obtemos rapidamente que, de fato, (u,w,p,q) sdo nao-negativas. Consi-
deremos 1 suficientemente regular e solucao de

oy —AY+V - (BY)+byp = 0 (1.15)
VYyy-n = B-n = 0
P(0) = >0

com dados b, B, V-B € L*. Vamos concluir que 0 < (¢, z). Multipliquemos
(1.15)) por ¢_ = min{t, 0} e integramos em espago para obter

L ? 2 do — . T 2y —
2t Jo U] dfv+/ﬂlw_1| d /va_] By d +/Qb[1/)_} dz =0,

isto é,

1d , , o .
s [0 des [Vl dr < [ 901 B dot (bl [0 do

Agora, como

/Q V)| B de

< Bl / W)V ]| d

1 BI2
< 5 [ivap e+ 1B 14
Q Q
donde substituindo, obtemos
d
2dr <
7 r<C /

Usando o lema de Gronwall e que 1) > 0, obtemos o resultado. Finalizamos
esse capitulo com uma estimativa fundamental de massa:

Lema 2. (Estimativa de massa) Seja (u,w,p,q) solugcdo classica de
para dados iniciais nao-negativos (ug, Wwo, T1Po, Toqo) € constantes «a e 3 posi-
tivas. Eriste uma constante M dependendo das normas em L'(Q) de ug e
wp e de «, e |Q| tal que para todo t > 0 temos

/ u(t) +w(t) de < M.

Demonstracgao: Integrando no espaco e somando as duas primeiras equagoes

em (|1.2]), obtemos

% w(t) + 2 u dx<5/ d:c—ﬁ/ dx——/gw(t)da:.

30



Notemos que B(x — 2?) < B(1 — 2xg)x + o — 23, donde escolhemos x( para

ser tal que (1 — 2zg) = —1, isto é, xg = 62—21 Portanto
pa—at < CHHL, Bl —uwe) < T ),
donde

d 1)2+1

- Qw(t) + g u(t) do < % Q] — /Qw(t) + g u(t) de.
Para £(t) = [, w(t) + g u(t) dx, que

i) <C—¢t) = ) <e'E0)+C,

com C' dependendo dos coeficientes do sistema. [ |

1.2.2 Introdugao do método de De Giorgi

Nos capitulos que seguem, em vista de ([1.14]), o principal objetivo sera obter
estimativas L em [0, T'] para as solugbes u e w, podendo assim estender o re-
sultado do Lemal [T} de existéncia local, para intervalos gerais. Apresentamos
entao o caminho a seguir para obter tais estimativas L*°. Para o desen-
volvimento formal abaixo, seja v uma solucao nao-negativa suficientemente
regular do problema

v —Av+ V- (V)= f em [0,7] x Q
v(0,2) = vo(x) (1.16)
Vv n|y, = V¥ .n|,, =0,

com ¥ também suficientemente regular para que se justifiquem os calculos
abaixo, f é conhecida e n é o vetor unitario normal a 92 apontando para fora.
Aplicaremos o método de De Giorgi [20] no problema , que consiste em
um método de energia que vai gerar a norma L> de v para t > 0. A saber,
o método vai gerar uma constante C' > 0 de modo que

[o(t)]| < C (1 + %) . t>0,

onde essa constante C' requer algum cuidado. Apds tal desenvolvimento, es-
colhemos V¥ e f dessa equacao de maneira apropriada de modo que obteremos
as equacgoes de u e w. Tal raciocinio mostrara que para dar seguimento as
ideias existe a necessidade de que estimativas para as normas LP das solugoes
u e w devem ser obtidas, onde p > 1.
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Denotaremos por Ay = {z € Q, v > A} e definimos vy, = (v — A) 14,.
Multiplicando ([1.16|) por vy, integrando no espago, e usando a condi¢ao de
fronteira, temos que

7 v/\ d$+2/ (Vs |? de < 2/UV‘11 Vuy d:v+2/f+v,\ dx.
Q

Para a primeira parcela do lado direito, usando a desigualdade de Young,
temos

/UV\II -Vuyde = /UV\I/ -Vuy 1y, dx
0 0
1 2 1 2
< = [ oVYE 1, dz+ = | |Vu,|® de.
2 Jq 2 Jg
Logo,
d
7 v/\ dx +/ |Vuy|? do < / vV U|? 1, do + 2/ frondr.  (1.17)
Consideremos 0 < t, < T < oo e seja M > 0, a ser escolhido mais tarde.

Associamos . .

para k = 0,1, 2, ... e definimos o funcional de energia

T
Vi := sup /v,z daf—l—/ /|V’uk|2 dx dt, (1.18)
Q e Jo

te(ty,T]

onde v, = vy,. Notemos que ty = 0 e, portanto, para que a definicao acima
faca sentido, devemos considerar pelo menos a norma L? do dado inicial vy
para essa escolha da sequéncia t. Assim, para A = A em ([1.17), integrando
em [s,t] para ty_1 < s <t <t <T, temos que

t t
/v,%(t) d:c—l—/ /‘VUHQ dr ds < /v,ﬁ(s) dﬁc+/ /|UV\I/]2 15, dz dt
Q s JQ Q s JQ
t
+2/ /f+vk dx ds.
s JQ

Dessa desigualdade segue facilmente que

sup /Uz(t) dx </ 2(s) dw +/ / vV |? 14, dx dt
te(ty,T] Q
+ 2/ / fror dx ds
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/ /|Vvk| dx dt </vk( )d$+/ /|UV\IJ| 14, dx dt
+2/ /ervk dx ds.

Somando (1.19)) e (1.20)), temos

Vk /vk dx—i—/ /|UV‘II|2 1, dz dt+2/ /f+vk dx dt.

Integrando com respeito a s no intervalo [tx_1, tx] e observando que t,—t;_; =
t./2* e que apenas o primeiro termo do lado direito da desigualdade depende

de s, obtemos

te Vi tk ) te [T )
dr ds + — VU |© 1, do dt
t T

dx dt

(1.20)

IN

IN

2k—1 te 1 Jo
T T
Uy
/ / vi(s) dv ds + ?/ / vV | 1, dz dt
tp—1 /2 th_1 JQ
" T

dx dt,

donde

ok+1 T T
Vi < / /v,%(s) dx ds + 2/ / vV |? 1,4, d dt
th—1 tp—1 JQ
/ / frvg dx dt
te—1

= Il +IQ+]3.

A seguir faremos uma série de estimativas para Iy, I e I3 implicitamente
definidas acima. Para isso faremos uso da desigualdade de interpolacao de

Gagliardo-Nirenberg

1 1 11—«
ol < ORI IS ™ com 1= (5= )ap+ 255 ()
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para todo 1 < p < oo e cada a € [0,1] (ver [9, 56]), e obter uma estimativa
chave para 1,,. Ora, escolhendo o parametro o de maneira que ap = 2,

temos que p = @ e
-2
[0 < Clloll 3 llvls . (1.22)
Notamos agora que v, > 0 indica v > A\, logo v — A1 > Ap — \pq = QMk
Também, v — A\ < v — A\p_q, al
V-1 = (v — A1) 1a,
> (U - Ak) 1Ak—1
M
2 ﬁ ]-Ak_17
logo
2k
M ,kal Z 1Ak71 Z 1Ak7
ou seja,
2k ¢
1Ak S (M Uk:—l) s Ya Z 0. (123)

Combinando a desigualdade de interpolacao e esse ultimo resultado conse-
guiremos estabelecer estimativas fundamentais para I, Is e I5.

e Estimativa para [y

Primeiramente, notemos que para a > 0 temos

2k+1 T
L = / /v,% 1, dz ds
L tp—1 JQ
2k+1 /T / ) (2k )a
v — Up_1 dr ds
t* tk:—l Q K M
2k+1 /T / ) 2ka
v, — vy . dx ds
t. o . Ja k e V-1

2k+1 Qka /T / )
+a
= v dx ds.
te M J, Jo *!

Escolhemos a em 1) de modo que 2 +a = p = 2("““2), isto é, a = %,

n

IN

IN
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Assim,

otk (T gnt2
L < 2— / v, dxds
M;t* tk—1 JQ
44n
25k T 2nt2_9
< 20(%hn) — / (lve-1ll5 + IVor_all3) llorally * ds
M~t, te—1
24+Tnk 2nt2_g T 9 9
< 20(%n) — sup  [|log-1l[ (loe-1ll2 + [[Vor-1ll2) ds
Mnt, \te[t_1,7) th_1
n+2
24:nk n T
< 20(%hn) — < sup Hwﬂ\%) / (lve-1ll3 + [[Vor-3) ds
M” * te[tk_l,T] te—1
24+Tnk 2 r 2 2
< 20(9Q,n) ——vY (log-1ll3 + [[Vor-1ll3) ds.
M~t, tre—1

Notemos que

T
/ (o + [ Vonal2) ds < (T + 1)Vir,

k—1

~

donde
L <COA+T)

v (1.24)

e Estimativa para I

Procederemos de forma semelhante para I3. Temos que

T

I, = 2/ /yvv\p\? 14, dx dt
tp_1 JQ
T 1

2/ [/ PAvads dm} ' [/ 13, dx} Lt
tk—1 Q Q

r :
< 2/ lov o3, [/ 1n, dx} dt
th—1 Q
T 7
< 2 (sup ||UV\I/||§Q,) / [/ 14, dl’:| dt.
t>0 th_1 Q

IN
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Escolhemos agora a = p em (|1.23)) para obter

T a 2% [T :
/ [/ 14, dx] dt < B / [/ vp_y d:c] dt
tp—1 Q Mq th—1 Q

k

(22 oy [T Py, (1—a)2

< c 5/|m4mwm4m "t
M

le—1

onde pedimos ¢ > 1. Assim, obtemos

2% 9 T %a (1—04)%
I, <2C— | sup [[vV¥|f3, lve-1llf low—1ll2 dt,
tk—1

Mq t>0
onde usamos (|1.21]) ainda valendo a relacao
1 1 11—«
=(=-—= — . 1.25
(2 n) ap + —5—p (1.25)
Vamos escolher o € (0, 1) que satisfaga % = 2. Assim, dividindo 1} por
q, obtemos
1 2 2
1_» 2 _ p:2<n+ Q)‘
q 29 n n
Ainda,
2
a=4 o5 H4=_1
P n + 2q
e por fim,
2
l<a<l = o0<2<? = 0<2q<2(”+ q>,
q

donde ¢ é qualquer satisfazendo 1 < ¢ < 5. Assim,

2k T

2 9 9 2_3
I, < C— (sup [[vVV]3, k-1l loe—alls — dt
M tho1

a \ t>0

q
2% 2 g 2 2-2
c GWWWWM)/IWAMWWJB it
t2>0 k-1

= 3
«a tr_
22a 9 1
< C— (sup ||UV\I’||2q/) (14+T)V,2y,
Ma \t>0
onde nesse ultimo passo procedemos analogamente a primeira estimativa.

(1.26)

ok
[e%

2
L, <CO+T) e

@

Portanto

1
(s 109012, ) Ve
t>0
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e Estimativa para I3

Essa estimativa é obtida semelhantemente a obtida para I;. Usando que
v < vly,, temos

I; = / /f+vk dx dt
lg—1
4/ /f+v 1, dx ds
tp_1 JQ

IN

ds

VAN
W
@\
&
/—\
S—
™
&
v
Q=
N\
S~
—
=
—=
Q.
3
N———
Q\

< af wauq( 1Akdx) ds
2k 74
< 4(sup||f+v\|q>/ [ <—Uk 1)] ds
tk1
o't T .
< 4supfv|> a/ |:/Uk_d$:| ds
(sup 10l ) 2 | e
< Sup v —p/ () S
+Yllq Ve - lp
% T b (1—a)2
< C(supl\waq) - [ el ol s
a k—1

2k

2o 1
e (sup ||f+v||qf) 2 a4V,
t>0 M

@

onde «a, p e ¢ sao os mesmos determinados na estimativa para I,. Assim,

2k

2% 1
I;<C(1+T) (sup Hfg)Hq/) — Vo, (1.27)
t>0 Ma
Combinando ((1.24)), (1.26]) e (1.27)), obtemos
Ve <C(1+T)x

o o 92k < I ool ) - (1.28)

" 4+——7F [ sup ||v , +su V| o

M%t* S Ve tz%)) 2 tzg o ol
Nas andlises feitas nos proximos capitulos restringiremos o raciocinio para o
caso n = 2, onde temos o = ;ﬁ e a vantagem de tomarmos ¢ em (1, 4+00),

uma vez que 1 < ¢ < —25 = 00.
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Numa segunda etapa vamos assumir o que sera a hipotese fundamental
para o método, que € a existéncia de uma constante C > 0 tal que

sup [[vV 5, +sup || frv]ly <C. (1.29)
>0 >0

Dessa forma, (|1.28)) torna-se

2(q+1) k

3k q

2 2
VkSC M—2t*vk_1+W

q

gt+1

V., (1.30)

com a constante C' dependendo de C e T', porém nao dependendo de t, e k.
Vamos provar que existe a € (0, 1) de modo que V;, < a*Vp, para todo k. De
fato, por construcao, Vi < a*V, para todo k significa que

MQt* 2((1;-1)
r 2(g+1)
23k o q (k=D(e+1) 4 %
a" T Vo+ ——a ¢ 0
M?t (g+1)
| * M

[ (2%a)°
_MZt*CLQ ‘/0 + M2(q:1)a2(q;1)

B 23k 22(Q+1)k a1

_ q (k—=1)(g+1) _ 4+l

Vi < C|l-<— a2 Vit "gsa ¢ V,°
M

akVo

IN
Q

22,) 55k 1
- C 2a) Vi | '

Assim, tomamos a de modo que 23a < 1, donde

Vi Vi
Vi < C 0 0

2 2 2(g+1)  2(g+1)
Mt*a M« a «

a*vj.

Escolhemos agora M > 0 de modo que

CV; CV% o
0 0
0 < max _t*az’ D <

M2
a 49 2

Y

e portanto V;, < a*V. Concluimos entao que klim Vi = 0. Assim, obtemos
—+00

que
T
k 0o
Vk > / /vQ(t,x) 1{v(z,t)2M(171/2’“)} dx dt _i O,
t. Ja
e aplicando o lema de Fatou, deduzimos que

1 T
T —t, /t* /QUQ(t, ZL‘) 1{v(a:,t)2M} dx dt =0,
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que implica 0 < v(z,t) < M quase sempre em (t,,7) x Q. Observe ainda
que para t <1

1\ 7
V 1/2 Vq V L
e (fa;)) ’ % < Cmax{\/\/;’voﬂqﬂ)}
* a P -
o 1
< O(W/Va+ Vet [ 1 N
= (VVo + Vg )( +\/ﬂ)
Em resumo,
1
0 <w(t,z) < Cy (H\/E)’ (1.31)

1
em [t,, T], com Cy = C(v/Vo+Vy ™), onde C depende da hipétese C definido

em (|1.29)), e precisamos saber
Vo= sup |lv(t)]3+ / / Vo (t)|? dx dt. (1.32)
t€(0,T)

Segue nos proximos capitulos a analise matematica completa de cada
um dos problemas do sistema . Em resumo, precisamos saber em que
condigoes temos C como em (|1.29)) e estimar V[ como em . De maneira
sistematica, para k = 0,1, 2, ..., definimos

T
Ug := sup /ui dx +/ / (V| do dt
te(ty,T] Q tr Q

T
Wy = sup /wi da:+/ /[Vwk|2 dz dt,
tefty,T] JQ iy JQ

os funcionais de energia associados respectivamente as equagoes

onde uj = uy, € wy = wy,, e particularizando f; = ww, V1 =Vp, gy =we
¥, = —Vq, sabemos que U, e W}, sao tais que
Rl
U <CA+T)|—— U

2k

2%
+2% (sup 10Vl +sup (wl) ) UF,
M t>0 t>0

@
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ok

2% 1
sup [|wVg|5, + su wQ,)UO‘
= (s lvall, + sup (lull ) U

o

_I_

b

respectivamente, que associam

Cy = sup [uVplf3, + sup [[u*wlly (1.35)
>0 £>0

Cy = sup |wVqll5, + sup [[w]]3,. (1.36)
>0 >0

Em resumo, como em ([1.31]), temos

0 <u(t,z)+w(t,z) < Cy (1 + %) (1.37)

com
CO - C(Cl + CQ UO —|— q+1 + \/ —|— q+1 .

Assim, o caminho a seguir é obter estimativas que nos permitam controlar

C1 como em ([1.35]), Co como em (|1.36]), bem como
Us= sup [[u(®)|2 + / / V()2 da dt
te[0,T]

Wo = sup |lw(t)|3+ / /\V”w ()] dx dt.

te[0,T]

Nos auxiliarao para estimar C; e Cy 0s classicos resultados de regularidade
eliptica [I] nos casos em que 7; = 0, i = 1,2, como também estimativas
fundamentais apresentadas no Apéndice [Blnos casos em que 7; = 1,4 =1, 2.
De fato, temos que

AV =u—-V = [VE({)]w < CQ,p)lJul®)],
para cada p > 2, donde
[uVPlag < [V oo]ftefl2g < Cllully,

para p > 2. Da mesma forma, para o caso 7; = 1 podemos usar o fato de que
solugoes de

at¢_A¢: u,
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via o Lema [4] apresentado no Apéndice [B] sao tais que, para s > 2,

6 s—2

2 6s—2
s6 )
2

sup [[Vo(t)] < Vo). +C sup_u(t)

0<t<T

sempre que 0s/2 > 1 e 0s/(2 — ) > 2. Dessa estimativa segue desenvol-
vimento similar para [[uV ||y, usando a desigualdade de Holder, deixando
claro que tanto C; quanto Cy estao limitadas desde que haja limitacao para
estimativas de v e w em espagos L7, v > 2.
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Capitulo 2

Analise do sistema ([1.2) para
T = ()

Nesse capitulo faremos a analise dos sistemas parabdlico-eliptico com difusao
rapida de feromonio do predador e , apresentados no capitulo
anterior quando 75 = 0. Numa primeira etapa faremos uma série de estima-
tivas a priori em L7 para as solugoes u e w e entao completaremos o método
de De Giorgi [20] para obter estimativas L* de u e w, como iniciado no
final do capitulo anterior, onde obtemos a estimativa . Vale lembrar
que tais estimativas sao necessérias para estendermos o resultado do LemalT]
de existéncia local, para intervalos de tempo gerais [0,7]. Obtemos ap6s as
solugoes fracas para dados iniciais menos regulares que os exigidos no Lemall]
como limite dessas solucoes classicas. Por comodidade, e sem afetar nenhum
desenvolvimento geral do texto, iremos considerar todas as constantes dos
sistemas e como sendo 1, e vamos fazer andlise em um dominio
Q) C R? limitado e suave do seguinte problema:

(Ou — Au+V - (uVp) = wu —u

ow — Aw -V - (wVq) = w — w* —wu
T0p — Ap=w —p

—Ag=u—g (2.1)
Vu-n|,, = Vw-nlyg = Vp-nly, = Vg -nly, =0

uw(0) =ug, w(0)=wy e mp(0)=Tipo

\ / u(t) +w(t) de < M,

onde obtivemos no Lema 1| a existéncia local num intervalo [0, 7] e no Lema
a constante M dependendo das normas L' dos dados iniciais wq e ug e €2
e dos coeficientes do sistema, porém independente de t.
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Finalizaremos esse capitulo apresentando alguns experimentos numéricos
e comentarios a respeito do modelo. Lembramos que o modelo foi intro-
duzido a fim de modelar a interacao predador-presa com difusao, perseguicao,
evasao e deteccao, onde u representa a densidade de predadores, w a densi-
dade de presas, p o odor da presa e g o odor do predador. Os resultados para
71 = 0 expostos nas duas primeiras secoes desse capitulo estao apresentadas
também em [4].

2.1 Integrabilidade

Apresentaremos nessa secao os resultados fundamentais de integrabilidade
para o sistema primeiramente no caso 7, = 0 e apds no caso 7, = 1.
Tais resultados sao de extrema importancia para a aplicacao do método de
De Giorgi para estimativas L> das solugoes, que foi introduzido no final do
primeiro capitulo. Usaremos ao longo desse trabalho a notagao f € L°‘+(Q)
para indicar que f € LP(Q)) para algum p > «. Da mesma forma, dizer que
1F®)]la < C(1+t¢") indica que para cada p > & existe constante C' de
modo que ||f(t)|la < C(1+ tP), como nos enunciados das proposi¢oes de
integrabilidade dessa secao.

2.1.1 Integrabilidade para 7 =0
Temos o seguinte resultado fundamental de integrabilidade:

Proposicao 1. Seja (u,w,p,q) a solugdo classica nao-negativa do sistema
comt; = 0. Entdo para caday € (1, 00| existe uma constante C(y, M) >
0 independente do tempo para a qual vale a estimativa

ol + @l < O M) (14 55 ). 22)

. . +
Se considerarmos a norma dos dados inicias ug em LY(Q) e wg em L7 (Q),
podemos adicionar a estimativa a dependéncia da integrabilidade dos
dados iniciais a constante, e tal estimativa pode ser melhorada para

[u@)ly + o)l < CM, [luolly, llwolly+), > 0. (2.3)

Demonstragao:  Multiplicando a segunda equacdo de (2.1) por w*!,
com « > 1, integrando em espaco, e usando integracao por partes com as
condicoes de fronteira, temos

1d

w da:+/Vw” 7w dx—l—/
adt

wVw* 'Vq dx < / w*(l—w—u) d.
Q

Q
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Agora, sabendo que

/ Vu* 'Vw dz = (a — 1) / w* 2| Vwl|? dx
Q 0

e
-1
/ wVw* - Vqgdr = a / Vw® - Vq dz,
Q « Q
obtemos
1d w* dr + (o — 1) / w* % Vwl|? dx

a—1
_|_

/Vq-Vw"‘dx:/w"‘(l—w—u)dx.
Q Q

«

Multiplicando a quarta equacao de (2.1) por w® e integrando em espago,

temos
—/Vq-Vwadxg/qwadx.
Q Q
Também, notemos que
2
/ Vw2 dx = / |g w? Vw|? do = @ / w* 2| Vw|? dz,
Q Q 2 4 Jo

donde A
/wo‘_QIVw\z der = —2/ |Vw*’?? da.
Q a” Ja

Substituindo, segue que

-1
i/w"‘dm—i—éla—/ IVw/?)? dx
dt Q « 9}

IN

(a—l)/qwo‘dx
Q
—l—oz/wo‘(l—w—u) dx
Q

< (a—l)/qwo‘dx+oz/wadx.
Q Q

< af [quedos [ i) 2a)

Analisaremos primeiramente os termos do lado direito dessa desigualdade.
Para isso, faremos uso da desigualdade de Young: Para 1/p + 1/p’ = 1,

a,b > 0ee > 0 vale que ab < %aﬂ + ep'/p%. Assim, para € > 0 a ser

a+1

escolhido logo mais, temos que qu® < ew®*! + 6% ¢**". Ainda, lembramos
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do Lema de interpolagao de Riesz-Thorin (ver [9]), que para 1 < p < g < o0
e <0 <1 tem-se

1
- < €1l de —=-——+- 2.5
lelle < Nlell™"llelly  onde oty (2.5)

a?-1
isto ¢, lw|la < Cllw|l,37 < C + ||w||2], onde no tltimo passo foi usado
novamente a desigualdade de Young. Logo

/qwo‘dx+/wa dx§C+Ce/wa+1 dx+/qa+1 dx,
Q Q Q Q

isto é,

d —1
R T A / Vw2 de < o {C%— Ce/ wtt dr + / gt da:] ,
dt Jo o Q Q Q

onde a constante C' nao depende de «. Usamos agora a desigualdade de
Gagliardo-Nirenberg-Sobolev (ver [9] [56]) para majorar o segundo termo a
esquerda, a saber, para qualquer v > 1, temos que

/Q M dr < C@Q ) ENNE (2.6)

C(Q,7) (/dix> {/ng dx+/Q|V§”/2]2 dx].

Da mesma forma, temos que [[w]|%T] < C|lw*/?|%, < C(|w]|® + [|[Vw? ||3) e

portanto

IA

d —1
— [ w%dzx + 4 @ / w*t dx
dt Q (0% Q

< a[C’+C’e/wa+1d:r+/wadx+/qa+l dx]
Q Q Q

Nesse passo escolhemos € > 0 de modo que aCe < 40‘7_1, al

d
— w“dx—l—C’/wo‘“dxga[C—l—/wadaH—/qo‘“dx}.
dt Jq Q Q Q

Na mesma ideia, temos que fQ w*dr < C+e fQ w**! dz e portanto

d
— / wdz + C/ w* dr < o {C + / gt dx] : (2.7)
dt Jo Q Q
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onde C é uma constante que depende de todos os parametros do sistema,
mas nao depende de . Ainda para essa estimativa, multiplicamos a quarta
equacao de (2.1)) por ¢*! e integramos em espago para obter

/|ch2y|2 dxg/uq"‘_l dng/uo‘dx—l—C'/qadx.
Q Q Q Q

Assim, como feito anteriormente para w,
/q"”rl de < C [/ q° dx+/ Vg2 |? dm]
Q Q Q
< C’e/qo‘+1 dx+C’\Q|+/ua dr.
Q Q

Ai, para € > 0 suficientemente pequeno, temos

/qaﬂdeC’{/u“dx—i-l}.
Q Q
Assim, ([2.7]) torna-se

d
—/wadaz—i—C’/ w*™ dr < aC [1 + / u® d:c] . (2.8)
dt Q 0 Q

Uma analise semelhante é feita para u. Para v > 1, multiplicamos a
primeira equacao de (2.1)) por ©?~! e integramos em espago para obter

—/u7 de+41—~ /|VUQ|2 de < /u7_1Vqudx+/u7w dx
Q Q

—1
< 7—/Vu”*-Vpdav
T Ja

—l—e:/MJrl doc—k/wV dz.
Q Q

Ainda, usando a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev no segundo
termo a esqueda, obtemos

d —1
—/u”daﬁtC'/lﬂ“da: < V—/VUW-VdeB+E/UV+1d$
dt Jg Q Y Q Q

—l—/w”dx—l—C/u”d:c.
Q Q

Multiplicando a terceira linha de (2.1)) por u” e integrando em espago, obte-

mos
/Vu”-Vpda:ﬁ/qu dwge/uwl%—C/w” dx. (2.9)
Q 0 0 Q
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Substituindo e tomando € > 0 suficientemente pequeno, temos que

d
—/Mdar;+(7/uVH dxﬁC/w”dx—i—C’/u”dx.
dt Jq 0 Q Q

d
u7 al:v—l—C/uV d:z:gC\Q\—l—/w”*“ dx—l—C]Q]—l—e/u”“ dz,
dt 0 0 0

Ainda,

logo
4 u7 dx + C’/ Wt dr < AC {/ w' dx + 1] : (2.10)

com a constante C dependendo dos parametros do sistema, porém indepen-
dente de 7.

Somando (2.8]) e (2.10)), obtemos

pm u”—i—w d:c—i—C’/u”HjLwaH dr < C(y+a) [1+/u dm+/w7+1 dx],
Q Q

ou seja,

d (03 «
— a3+ lwllg) + Crlllull331 + wliai)
dt
< Oy +a) [T+ Jlully + wl3i], (211)

onde as constantes C; e Uy dependem de M, porém sao independentes de
e .

A fim de usar a interpolacao para controlar alguns termos das estimativas
obtidas acima serd necessario impor que v < a < v + 1. De fato, por Riesz-
Thorin, ||ulle < [Jul];” 91||u||7+1 implica que

g = =D+ €(0,1) & a<y+1

ay

bem como [[wll,+1 < fJwl; ™" |[wle,y implica que

v(a+1)

0 pr—
aly+1)

€(0,1) & y<a,
logo
d vy e} 7+1 a+1
= Ulully +{lwl5) + Clulls + [lwllsis)
<Cly+a) [+ 27 + w23 (2.12)
> Oy y+1 atl| - .
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Estimaremos o tltimo termo a esquerda da desigualdade acima e para isso
note que para qualquer € > 0 e 8 > 1 podemos encontrar C(e, ) > 0 para o
qual s < es? 4+ C(e, B) para todo s > 0. Assim, dado €, e, > 0 arbitrarios,
existe C' = C(ey, €9, b1, B2) > 0 satisfazendo ambos os casos:

o (B = % > 1 implica s < ;5" 4+ C, donde

6+1 1
|25 < e flul2E] + C.

o = % > 1 implica s < €35 4 C, donde
o
lwllefy < ellwllag +C < eflwllsi +C,

onde foi usado a desigualdade de Young, uma vez que a—“ > 1.

Substituindo em ([2.12)) e fazendo €; e €y suficientemente pequenos, obtemos
d
g Ululls + [lwlls) + C(llul3is + lwldt) < C.

Definimos Z(t) := [, w*(t) dz + [, u"(t) dx e reescrevemos

& 24 Ol + el < ¢ (213)
Novamente, aplicando o Lema de Riesz-Thorin, temos
fulle < ol com 6, = E
¢ 2
fall <l . com 5 = T
Combinando,

lulth+ ol > o) (1l + ol )
= M) ((lal) ™ + (wlz)=)
Agora, observemos que existe C' = C(1, 5) > 0 tal que
§7T < s% +C

com




uma vez que [ > 1 se, e somente se, ya— > ya — « se, e somente se, a > 7.
Assim,

ST at1
[ull3™ = flully™ = C.

Af,

e Je 2
Jled + el = Cm) (el + wllz™)

v

v

(
cm) (lull™ + Jullz™ - ©)
(

o(M) (z=1 - 1) . (2.14)
Substituindo em (2.13)), temos que

d .
S 4075 <0,
gl Tt st

Agora, utilizando o Lema [6| no Apéndice [C] temos = « — 1 e portanto

Z(t) < C(M) (1 + ta11> )

onde a constante C' > 0 depende de todos os parametros, exceto 7. Em
outras palavras, para qualquer 1 < v < a < v+ 1 < oo temos

o

fw®ll < ) (141 )

t 7

M@msowoﬁ+i%)=wM>l++%J-
t ()
Na ultima desigualdade foi usado o fato de que v < a pode ser tomado tao
proximo quanto desejado. Concluimos a proposicao para 1 < a < oo obtendo
a segunda estimativa ao chamar o Lema[7] do Apéndice [C] onde vemos que a
estimativa sobre o mapa t — Z(t) pode ser melhorada para sup,~, Z(t) < C,
desde que adicionamos sobre C' a dependéncia das normas ||wol[ e ||uo|a-
Isso prova o resultado da proposicao para 1 < v < oco. O caso v = oo é
apresentado em [4] utilizando o método de De Giorgi como serd feita diversas
vezes durante esse trabalho, porém com sutis diferencas nas defini¢coes de Uy,
e W}, como no final do Capitulo 1. (]

A demonstracao para o caso v = oo na Proposicao [l foi omitida nesse tra-
balho pois, até o presente momento, nao conseguimos fazer qualquer andlise a
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partir dela conforme as que serao feitas a diante nas proximas secoes. Porém,
é um resultado interessante que mostra que a boa colocagao para de-
pende apenas da norma L' dos dados iniciais (ug,wp) para o caso 7, = 0.

O resultado da Proposigao|l|para 1 < v < oo nos da condicao de estabele-
cer um ambiente onde poderemos dar continuidade ao método de De Giorgi
para obter estimativas L> das solucoes u e w como foi descrito no final do
Capitulo 1, onde na equacao obtemos

0 < u(t,z) +w(t,z) < Co (1 + %)

com Cy dependendo de
Ci = sup Hqung, + sup [[uwl|y,
>0 >0

Co = sup lwVqll5, + sup w3y,

Up= sup |Ju(t)|5+ / /|Vu ()] dx dt,
t€[0,T]

Wo = sup |lw(t)|3+ / /\Vw ()] dx dt.

t€[0,T]
A aplicacao do método ocorrera considerando as normas dos dados iniciais
up em L*(Q), woem L* (Q) e M. (2.15)

Considerando essas normas, conseguimos via o resultado da Proposicao (1] as
estimativas adequadas para C; e Co. Além disso, essa escolha de dados nos
permite, também pela Proposicao [I garantir a existéncia de M; > 0 tal que

M= s fsup futs)oswp [wls)l f <00 (216)

1<y<3+ (s>0

para todo v € [1,3]. O primeiro fato a se notar é que usando regularidade
eliptica [I] nas duas ultimas equagoes do sistema (2.1) obtemos estimativas
L para os gradientes de p e ¢, a saber,

IVP(#)lloo < CE) ()l yy22r < C(Q[ult)]l2+, (2.17)

VgD leo < CD gD+ < CQ)][w(#)]l2+- (2.18)
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Observemos agora que via ((1.35]) e ((1.36]) temos

¢ = sup [[uVplE, +sup [[utwlly (2.19)
t>0 t>0

IN

sup || Vpllool[uefl3, 4 sup [[ullsq [|w]lsq
>0 >0

< CR15) <o
bem como
C, = sup ||qu||§q/ + sup ||w||gq’
t>0 t>0
<

sup || Valloo||wl34 + sup [Jwl|3,
£>0 £>0

< CR15) <o
para q suficientemente grande. Assim, via (1.37)), temos que

0 <u(t,r)+w(t,z) <Cy (1 + %) (2.20)

com
Co = O(/Uy + U™ + /Wy + Wg™) (2.21)

e C'= C(2.15). Enunciamos entao o principal resultado de integrabilidade
do caso:

Proposicao 2. Seja (u,w,p,q) solu¢do cldssica nao-negativa do sistema
e consideremos as normas dos dados iniciais como em . Entao

existe uma constante C > 0 tal que para todo t € [0,T] temos

lu@®lly + lw®)l, < CRI5), (2.22)

para todo v € [1,37] e para 37 <~ < oo wale que

1@l + o), < C.15 (1 + L) (2.23)

t/2y

com a constante C independente do tempo T > 0. Por fim, se considerarmos
as normas ||ug|leo € ||wolleo entao para todo 1 <~ < oo temos que

[u(@) e + lw(®)llee < Cl[uolloos [[wollso)- (2.24)

Demonstracao: A estimativa (2.22) decorre da Proposigao[l] Para (2.23),
precisamos estimar Cy dado em (2.21)), onde lembramos que

T
Uy = sup ||u(t)||g+/ /|Vu(t)|2 dx dt
0o Ja

te[0,7
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T
Wo = sup |w(t)|3 +/ /\Vw(t)|2 dx dt.
0o Jo

te[0,T]

Obteremos as estimativas apropriadas para Uy e W, e entao a estenderemos
a intervalos gerais. Como em ((1.17)), temos que

4 u2dx+2/|Vu|2dx < 2/uVqudx+2/f+udm
dt Jo Q Q Q

< /VuQVp dw+2/u2w dr,
Q 0

onde, no tdltimo passo, usamos o resultado que segue ao multiplicar a equacao
de p por u? e integrar em espaco, isto é,

/VuQVp dr < / ww dx —/pu2 de < / w?w dx.
0 0 0 Q

Substituindo, temos que

K u? dx+2/|Vu|2 dr < 3/u2wd:v
dt Q Q Q
< 3/w3+u3 dx
Q
< C@I).

Integrando em [0, t], obtemos

¢

/uQ(t’) dx—i—/ /|Vu(t')|2 de dt’ < /u% de +C(T +1)
Q 0 Jo Q

< C(T+1),

com C dependendo de ([2.15)). Observemos que dessa desigualdade segue que

sup /Qu2(t) de < C(T +1)

te[0,7

e também .
/ /|vuy2 dz dt' < C(T +1).
0 Q

Somando essas desigualdades, obtemos

Uy < C(T + 1), (2.25)
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onde consideramos que 0 < t, < 1. Para estimar W,, o mesmo desenvolvi-
mento leva a

i/dex+2/|Vw|2dx < /w2dx—/wVqud:L’
dt Jo Q Q Q

1
< /w2 dx——/Vw2qu.r.
Q 2 Jg

Multiplicando a respectiva equacao do feromoénio por w? e integrando em

espaco, obtemos
/VwQVq dr = / w® dr — / w?p dz,
Q Q Q

—/VwQqux < —/w3d:v+/w2pdx
o) Q Q

/ w?p dx
Q

<l pll-

que implica

IN

N

Assim,
d
& [w? dovz [ 190l do <l + ol Ipl-
Q Q
Usando novamente (2.15) e que [|p[|» < C||p|lgz < ||w]l2+ < C, temos que

Wy < C(T +1). (2.26)

Assim, combinando (2.20)), (2.25) e (2.26)), obtemos

0<u(t,z)+w(tz) <C(T+1) (1 + i) : (2.27)
Vit

Essa desigualdade acontece sempre que 0 < t, <t < T et, <1. O que foi
desenvolvido acima vale para todo T' > 0, porém a constante da estimativa
dependeria de T, visto as estimativas feitas para Uy e Wy. Faremos da
seguinte forma: Tomemos T = 1, digamos, e t; € (t.,T — t.) qualquer,
estendemos a estimativa obtida em [t,, 1] e que agora nao depende de
T, para [1,1 + ;] via definindo wy, (t,2) = u(t + t1,x). Evidentemente u,,
satisfaz a mesma EDP com uy, (0, 2) = u(t;, z) e com o lado direito apropriado
em f, e como a constante M; nao muda, nao hd mudanca na constante C
da estimativa acima. Assim, obtemos em [t,, 1] para u;, a mesma estimativa
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obtida em ([2.27)), que é equivalente a estender (2.27) a [t., 1 + ¢;]. Podemos
repetir esse argumento, completando a prova para u. Para w acontece de
forma andloga. Pela estimativa (2.27) e interpolagao de Lebesgue novamente

com a Proposigao (1| garantimos ([2.23)).
Falta agora provar a estimativa ([2.24]), e faremos isso usando a estimativa

(2.27) acima obtida. Para v > 3, definimos

U(t) ::/Qzﬂ(t) dv,  W(t) ;:/Quﬂ(t) dz.

Controlaremos Z = U + W de modo que possamos passar o limite 7 — 400.
Multiplicando a primeira linha de (2.1) por «?’~! e integrando em espaco,
temos que

1d
— u”dx+(7—2)/

vdt Jq Q

<C [/ Wt oL dx} .
Q

Multiplicando a quarta equagao de (2.1) por u”, obtemos

/ Vu'Vp dx = / ww dx—/ u'p do < / ww dr < v [/ w4t da:} )
Q 0 Q Q 0

Substituindo e usando a estimativa (2.23)), tem-se
d
— [ W (t)de < {/ w? da:—l—/uﬂ“ da:}
dt Jo Q Q

< Cy (1 + %) /Q'uﬂ da. (2.28)

Num desenvolvimento similar, multiplicamos a segunda equacao de ({2.1]) por
w?™t, v > 3, integramos em espaco para obter

1d
—— w”dmﬁ(y—l)/
ydt Jo Q
Multiplicando a quarta equacao de (2.1)) por w? e integrando em espago,
obtemos

1
7/w7_1Vqu dx g/uﬂ“ﬂﬂ“ dx < <1+—) /uﬂﬂﬂ dz. (2.30)
Q Q \/% Q

WVl do + (v — 1) / W 'VuVp dx
Q

W 'VwVq dr + / w? dx. (2.29)
Q

Substituindo em ([2.29)), obtemos

d 1
— Y dx < 14— v 7 dz. 2.31
dt/ﬂw x_Cv(—i—ﬂ)/gw +u dx (2.31)
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Assim, combinando ([2.28) e (2.30]), temos que
d 1
= < 14+ —
o {U—i—W}_C’y( + \/%> U+Ww),

onde, para Z = U + W, segue
dz 1
— < 1+—) 7
dt_cv( +\/7t> ’

2(t) < 2(0) L5 (H%) 2= < 7(0) 30T,
Assim, [Z(t)]Y7 < Z(0)e3“T e fazendo v — +o00 obtemos

implicando

max{||u(t) oo, [lw(t)]loc} < max{||uofloc, [Jwolloc} €,
obtendo a estimativa para um intervalo de tempo para 17" > 0 pequeno.
Combinando com a estimativa (2.27)) concluimos a proposigao. |

2.1.2 Integrabilidade para 7 =1

Faremos agora uma andlise semelhante a da subsecao anterior para o caso
71 = 1. Curiosamente, para evitar repeticoes futuras, vamos repetir boa parte
dos argumentos desenvolvidos anteriormente. Numa primeira etapa faremos
uma série de estimativas a priori de integrabilidade para solucoes classicas
do sistema (1.11)), e enfim usaremos o método de De Giorgi [20] para obter
estimativas L™ para as solugoes u e w do Lemall] que garantirao a extensao
de tal solugao para intervalos gerais [0,7]. Como perdemos a regularidade
eliptica para a equacao de p, usaremos os Lemas apresentados no Apéndice
para estimar ||Vp(t)||s, s > 2. Temos a seguinte estimativa fundamental
de integrabilidade:

Proposicao 3. Seja (u, w,p, q) uma solugdo classica nao-negativa do sistema
no intervalo [0,T) para 7 = 1. FEntdo para qualquer v € (1,00),
considerando apenas as normas L' dos dados iniciais ug e wy, ewiste um
expoente 5 = (), que pode ser calculado explicitamente, de modo que

ol +lwol, <€ (145). teor) @3

com constante C' = C(M,Q, |Vpoll2¢y41)),7), porém independe de T'. Além
disso, para qualquer v € (v/2,00), adicionando & estimativa a de-
pendéncia de ||ugl|l, e ||wo|+ @ constante C, e tal estimativa pode ser me-
[horada para

sup |[u(s)]l¢ + sup [lw(s)ll¢ < C([luolly, [lwoll4+), >0, (2.33)
0<t<T 0<t<T
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para todo & € [1,7].

Demonstragao: Multiplicando a primeira equacao de (2.1)) por u’~! para
v > 1 e integrando em espaco, temos que

1d

u’ dat—i—/VuV 1Vud:c—/uVuV Vpde = /wu”—u” dx
th Q Q

§/wu”’ dzx.
Q

-1
1[Y de+4 21> / IVu22 de < (y — 1) / VpVu dz —|—7/ wu” dx.
7 Ja Q Q

Semelhantemente a proposicao anterior, segue que

dt
Notemos que Vu? = V(u/?u?/?) = w/2Vu/? + 0/2Vu/? = 202V u)/2.
A,
(v—1) / VpVu'dx = 2(y—1) / Vp u*Vu’? da

Q Q

v/2
dz

Vu
= 20-1) [ [V
2 5 (y—1) v/212
< A(v—=1) [ |Vp|* v do + —= [ |Vu?|* dx.
Q v Q

Assim,

7 uW da:—l—?)—/ Va2 dz < y(y—1) /|Vp|2 u” dx—i—v/wu“’ dr.

Q

Notemos agora que

2
Q Q € Q o

Substituindo, obtemos

ufY dx+3—/|Vu7/22d:E < C’/]Vp|2(7+1

—i—Ce/u'yH dx
Q

—l—’y/wu'y dz.
Q

dt
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Para o tltimo termo da desigualdade acima temos
v 7+1 y+1
Jwdo < ulit+ Clul
Q

Portanto,

d -1
G [0 de 3T [0l de < CIVaIRE ) + ocluly
dt Jo v Ja

(2.34)
+ Ol

Como n = 2, iremos escolher § nas hipéteses do Lema [ apresentado no
Apéndice a fim de obter uma estimativa para Vp. Escolhemos 6 =

s=2(v+1
IVDllagay < [ VDollag)

1 Qs(nfl)fn
+C (1+ n) (1+ sup Hw(saﬂf)Hl) sup [ f(s)l5, "™
t 2s’

7+1’
e f = w, assim obtemos

0<s<t toect
1 24D (-1
= [IVpollay+1y + C {1+ sup /uﬂ(s,x) dx
£ 2D t<s<t LJQ
valendo para todo v > /2. Assim,
2(y+1)
VPl
N
1 -1 (2.35)
< CHWM@SE% +C (1 + —) sup {/ w(s, ) dx} _
& t<s<t LJQ

Voltando para , substituindo a estimativa ([2.35)) acima, obtemos

pr u”dx + 3—/|V7/22d$

2 +1 1 1
< C+ OVl th) + Cellul 211 + Cllwl7t

~

1 71
+C (1 + —) sup [/ w? (s, x) d:c} :
t L<s<t Q

Usando a desigualdade de Gagliardo-Ninberg-Sobolev como anteriormente, a
saber, [|u]|11] < Cllu??|%, < C(||u]|1+|Vu?||3), para € > 0 suficientemente
pequeno, tem-se

1
g e Clull2!

1 2 (2.36)
<C+ C’HwHﬁi (1 - t_’Y) sup [/Q w(s, ) dx] .

t
5<s<t
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Para w segue o mesmo desenvolvimento feito em ([2.8) na Proposigao 7 uma
vez que a equacao de p ainda é eliptica. Obtemos

i/wo‘dquC’/ w*tt dr < aC [1 —I—/ua d:p} . (2.37)
dt Jo Q Q

Nesse passo, a fim de combinarmos os resultados de e com 0s
teoremas de interpolagao, vamos pedir 7 < a < v+ 1. Como (||w||§)ﬁ <
C(w]|eth = e também que Cllw|751 < C + e|jw||211, (2.36) para € sufici-
entemente pequeno torna-se

d
G | do+ ]

1 = (2.38)
<CH+ellw|2ti+C (1 + t_7> sup [/ w(s, x) d:c] :
Q

t
5<s<t

Definindo Z(t) = [[u(t)[|7 + [|w(t)||s e combinado (2.37) e (2.38), temos que

dz
— + C(ullyfy + lwll3fh) < O+ Cllullg + ellwl|3X

1 (=]
+C (1 + —) sup [/ w*(s, x) d:r:} )
t L<s<t Q

Como ||lu]|& < C + e||u||jyﬂ, temos que para € > 0 suficientemente pequeno,

dz 1 @1
B ol + ) < c+0(1+5) sup { [wto.m d:)s] |
Q

t
5<s<t

Assim, como foi feito em (2.14), temos que [Ju]|T1+|w]|3T] > C(M) (Zﬁ — 1)
e portanto,

Z(t) + L2 < c+c<1+%) sp [ / (5. 2) dm}wiw

t
5<s<t

= Z()+ClZz) < o+c<1+%) sup [Z()]T. (2.39)

t
5<s<t

Como 15 < -5, aplicando o Lema [7| do Apéndice |C| & inequacao ,

a—1
Z <C 1+—1
(t)— tg )

obtemos que
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(a—1)

com 3 = , donde concluimos

L)l + lw(®)]la < C (1 n L) ,

ta=

ou também

1
ol + ol <€ (14 ),

com a constante C' dependendo de M, dos parametros v e « e de || Vpol|2¢y+1),
porém independente de T > 0. Para v < v/2, temos que |ull, + || <
lally™ [Jullyy + llwll™ w1, donde obtemos

ool + ol <€ (14 5).

com [ podendo ser calculado explicitamente, concluindo a primeira parte da
proposigao. Por fim, considerando as normas ug em LV(Q) e wy em L7 (Q)

para algum v > /2, em vez de estimarmos HV]DH2 31} via ([2.39)), podemos
usar o Lema [4] apresentado no Apéndice [B| por onde obtemos

~

(v+1) (v+1) 0% 71
sup [VpIEE] < CIVIEIE + € s | [ sy dn|

0<s< 0<s<T

Assim, (2.39)) se torna
Z'(t) + ClZ())75 < C+ Csup [Z())77,  telo,T),

0<s<T

para V2 <y < a <y+1eT > 1. Aplicando o Lema [7| do Apéndice

obtemos sup Z(s) < C, isto é,
0<s<T

sup lu(s)lly + sup flw(s)[l,+ < C,
0<s<T

0<s<T

com a constante C' > 0 dependendo adicionalmente das normas ||ugll, e
[[woll+- m

Como anteriormente, usaremos esses resultados de integrabilidade para
dar continuidade ao método de De Giorgi introduzido no final do primeiro
capitulo, onde na equacao (|1.37)) obtemos

0 < u(t,z) +w(t,z) < Cy (1 + %)
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com Cj dependendo de
C1 = sup [[uVp|l5, + sup [[u*wl|y,
>0 >0

Co = sup lwVqll5, + sup w3y,

Up= sup |Ju(t)||5+ / /|Vu ()] dx dt,
t€[0,T]

Wo = sup |lw(t)|3+ / /\Vw ()] dx dt.

t€[0,7]

A hipétese fundamental agora serd que completaremos ([2.15]) para
uy em L3(Q), wy em L (Q), Vpy em L¥(Q) e M.  (2.40)

Considerando essas normas, conseguimos via o resultado da Proposicao [2] as
estimativas adequadas para C; e Co. Além disso, essa escolha nos permite,
também pela Proposicao [2, garantir a existéncia de My > 0 tal que

My = sup {sup ||u(s)||7+,81>11([)> Hw(s)Hw} < 0.

1<y<3t+ [ s>0

Observemos que para ¢ suficientemente grande, temos que

/

3—2q
3

_6q’ :
[uVpll5, < [lull3 </Q|Vpl“q’ dw) < C|Vpllgs.

Usando o Lema [4] do Apéndice [B] tem-se

9 3t 2
sup IVDp(s)|le+ < ||Vpolle+ + C sup [||lw(s)]|z+¢]23F02 < C,
0<s< 0<s<T

onde tomamos ¢ suﬁ(:lentemente proximo a 1. Assim, [[uVpl|3, < C, com a
constante dependendo de . Ainda,

) o 1/¢' , N (3—29")/3¢
fawly = ([ et dr) <l ( [ o <c,
Q Q

onde tomamos novamente ¢ suficientemente grande. Assim,

C1 = sup [[uVp|5, + sup {|[v’w|ly} < C(2.40).
0 >0

Da mesma forma,
lw¥all3y < IVallZlwl}, < C
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lw?lly = wllzy < C,

donde

Cy = sup [[wVqll3, + sup {||lw]3,} < C(2.40).
£>0 £>0

Assim, temos que

0 < u(t,z) + w(t,z) < Cy (1+%).

com
Co=C(VUy+ U™ + V/Wo + W)

e C' = C(2.15). Enunciamos entdo o principal resultado de integrabilidade
do caso:

Proposicao 4. Seja (u, w,p, q) uma solugdo classica nao-negativa do sistema
com 11 = 1 e consideremos a norma dos dados iniciais como em .
Entao para todo t € (0,T] existe constante C > 0 tal que

[u@)lly + lw®)ll, < C(@-40) (2.41)

para todo v € [1,3] e para 3 < v < oo temos

$+1/29

a5 + [lw ()], < C(2.40 (1 + L) , (2.42)

onde a constante C' € independente de T > 0. Se acrescentarmos a de-
pendéncia da norma de wy em L>®()), temos entao que

o)l < llwolloce™ o [lw(t)lloo < Cllwolloo, [2:40)),  (2.43)

com C também independente de T > 0. AmdaL se acrescentarmos a de-
pendéncia das normas L de uy e wy e pg € CH(Q) com Vpy satisfazendo a
condicao de compatibilidade Vpy-n = 0, entao podemos estender a estimativa

2./1)) para 1 <~ < oo
g

sup [[w(s)[lec + sup lu(s)lle < C,
0<s<T 0<s<T

acrescentando C' = C(, ||wol|sos |10 |loo, [|VPol0o)-
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Demonstragao: Ja obtemos ([2.41)) na Proposigao [3| pela hipdtese ([2.40)).
Multiplicando a primeira equacdo de (2.1) por u e integrando em espago,
temos que

d
— [ u? dx+2/ |Vul* dov < /\VU\Z d:z:—i—/u2|Vp|2 dx+2/u2w dx
dt Jo 0 0 0 0

< /\VU\Q dx—l—/u3 dx—l—/le\G dx
Q Q Q
—|—2/u3—|—w3 dz.
Q

Como ||[Vp(t)|ls < |Vpolls+C sup |Jw(s)||5?, onde foi escolhido 6 = 1 > 1/2
0<s<t
no Lema [ do Apéndice [B] temos que

Lk u? dx+/ |Vul? de < C.

Integrando em [0,¢], t € [0, 7], obtemos

t
/u2(t’) da:+/ /yvu(t’)P dx dt’g/ug de +C(T+1) < O(T +1).
Q 0 Q Q

Observemos que dessa desigualdade segue que

T
sup /uQ(t) de <C(T+1) e / / |Vul? do dt' < C(T +1).
0 0o Jo

te[0,7)

Somando essas desigualdades, obtemos Uy < C(T + 1). O mesmo procedi-
mento para w nos da

T T
Wy < 2/w§dx+2/ /]qu]zdxdt’—l—2/ /deasdt
Q o Ja o Ja

T

< C(T+1)+2|Vql2 / |2 d
0

< C'(T+1),

onde usamos que ||V¢|loo < C(M)|lull2+ < C. Logo,

0 <wu(t,x)+w(t,z) <C(T+1) (1 + \%) : (2.44)

onde estamos considerando que 0 < t, < 1. Essa desigualdade acontece
sempre que 0 < t, <t <Tet, <1 Argumentando novamente como no caso
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71 = 0, podemos estender sem a dependéncia de 7" > 0 a estimativa (2.44)

para todo o intervalo [0, 7], uma vez que existe My = M, ([2.40)) fazendo com

que as constantes das estimativas nao mudem. Para concluir, considerando

as normas dos dados iniciais ug e wy em L3 (Q) e Vgy € L¥ (Q), temos
1 1/~

portanto para todo 7 > 1 que [u(®)lly < Ju() | u(®)|L e fuw(®)], <

l|lw(t) ||}/7||w(t)||%7/, donde melhoramos a estimativa da Proposigao [3| para

1
ool + w0l <€ (14 7 )

quando 7y € (3,+00). Se v € [1,3] é mais vantajosa a estimativa ja obtida
na Proposicao [3

Falta entao provar , donde usaremos a estimativa recém ob-
tida. Consideremos a norma L> de wy, usando e que ||plloe < Cllglla <

Cllwl||, < C, temos que
d
—/wadeC'a/wadx.
dt Jo Q

Fazendo X (t) = [, w® dz, temos que X' < CaX, donde X (t) < [lwy||2eCT,
af
XN < wollowe™  TET (bl < JJwo]|ooe™

Isso prova parte da estimativa. Combinando com (2.42)) podemos estender
a estimativa para todo 7' > 0, sem a dependéncia de T, completando a
estimativa . Finalmente, consideremos as normas L de ug e wqy e
po € C1(Q) com Vpy satisfazendo a condicio de compatibilidade Vp,-n = 0.
Nesse cendrio ja sabemos que ||w(t)||sc < C. Vamos obter uma estimativa
para ||Vp||l. em tempo e espago e em seguida para u. A férmula de Duhamel
para p(t) garante que

t
IVE(®)loo = Ve polloc +/0 IVe!™%w(s) o ds.

Temos que a condicdo Vpy-n = 0 garante ||Ve2po|ls < C||Vpollso (ver [44],
imersao (2.29)), para t € (0,1]. Usaremos agora o Lema 3| apresentado no
Apéndice [B] Pelo item (ii) desse lema, temos que

IVet20(s) e <

C
= Il

63



para t € (0, 1]. Logo, como consequécia, temos que

[Vplloo = sup [[Vp(s)l
0<s<1

= (19l + Vi s ool
0<s<T
< C,
para t € (0, 1]. Ainda, pela férmula de Duhamel,

u(t) = ePug + /0 e(t_s)A[—V (u(s)Vp(s)) + u(s)w(s) —u(s)] ds. (2.45)

Por um lado, usando a estimativa (1.8) de [69], temos que |e2uglloe <
C|upl| para todo t € (0,1]. Por outro lado, usando o Lema [5{ do Apéndice

[B], segue que

[ 1t v e Tps )l as < o [ 1T
<

C|IVp|lscVt sup [[u(s)]|s,
0<s<t
para t € (0,1]. Também,
t
/ e u(s)w(s) ds < Cllwllo to sup [|u(s)]|so-
o 0<s<t

Voltando a (2.45)), temos que para qualquer 0 < t < t5 < 1, que
[u@)]le < Clluolloe + ClVDlleovto sup [lu(s)llee + Clolwllee sup [u(s)]lo

0<s<tg 0<s<tg
< Clluollos + CUIVPlloo Vo + tollwllo) sup [[u(s)]loo
SS8xto
< Cllwglloo + VEC (Voo + [[0]lee) sup  [Ju(s)]]co-
0<s<tg

Assim, tomando o supremo de t € (0, ty] e escolhendo

Vo = min{1,1/2C(|[Vlloc + llwllx)},

concluimos que

sup |u(s)|loe < C'lluol|oo-
0<s<tp

Combinando esse resultado com a estimativa concluimos a demons-
tracao. ]

Agora estamos prontos para discutir a boa colocacao da solucao global de
tanto para 7, = 0 quanto para 71 = 1, e também obter a solucao fraca
desse sistema, que sao os objetivos da préxima secao.
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2.2 Solucoes classica e fraca

Assumindo dados iniciais ug e wy elementos de W1*°(Q) obtemos do Lema
a existencia de Ty, = T > 0 de modo que a solucao classica do sistema
(2.1) para 7, € {0,1} existe em [0,7] e caso Tiax < 00 tinha-se que

im lu(®)]oo + [[w(®)]|oe = +o00.
HCZ—’II]ELX

Agora, as estimativas da Proposicao [2] e 4] se aplicam, e consequentemente
temos demonstrado o seguinte teorema:

Teorema 2. Sejam ug, wy € WH*(Q) e mipo € C(Q) dados iniciais nao-
negativos satisfazendo a condigcao de compatibilidade T1Vpy - n = 0 em Of).
Entao o sistema admite um unico quarteto (u,w,p,q) € C°([0,+00) x
Q) N CH2((0,+00) x Q) solugdo cldssica nao-negativa. Essa solugdo satisfaz
as estimativas da Proposicao[d se 71 = 0 e da Proposicao[{] se 1 = 1.

2.2.1 Solugao fraca para 7 =0

Prepararemos agora o ambiente para obter a solugao fraca de , e isso
deve acontecer para dados iniciais uy € wy com normas ligeiramente me-
lhores que L3(£2). Diremos que o sistema de equagoes é estavel em
L>(0,T; L*" (Q)) quando dados dois pares de dados iniciais u, wo; € WH(Q),
1 = 1,2, entao as respectivas solucoes classicas u; e w; admitem C' > 0 tal
que

Jur () = ua(t)[l2 + [[wi(t) — wa(t)]]2
< C ([Juro(t) = ug0(t)|l2 + lwio(t) — wap(t)l2) e,
para t > 0, onde a constante C' nao depende de T

Proposicao 5. O sistema € estdavel em L>®(0,T; L*" (Q)) no sentido de
2.74).

(2.46)

Demonstragao: Sejam (u;, w;, p;, qi), © = 1,2, os quartetos solugoes classicas
do sistema associadas aos dados (ug;,wo;), ¢ = 1,2, que tém existéncia ga-
rantida pelo Teorema [2l Denotamos u = ug; — ug 2, € assim por diante para
w,q e p. Obtemos o sistema

ou—Au+ V- (uVp) + V- (ueVp) = v + aws — T

0w — Aw —V - (wVq) — V- (wVq) =W — w0 — twy — (wy + we)W

(2.47)
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Multiplicando a primeira equagao de (2.47) por @ e integrando em espago,
obtemos

1d

ST Hﬂ\|§+|yvm|§—/ﬂvp1Vﬂ dx—/uQVﬁVﬂ dz
Q Q

§/ulm dm+/ﬂ2w2 dx—/ﬂ2 dr. (2.48)
Q Q Q

Note que

1
Jummde <l [aw <o (e ) (i el )
: g Vi

e também,
1
Twy dr < C (1 + —) al|3. 2.50
[ wundr <o (142 g (2.50
Substituindo (2.49) e (2.50) em ([2.48]), temos que
1d
—— ||a||§+||Vﬂ||§—/avp1VE d:p—/UQVﬁVE dzx
2dt Q Q

]' —112 —112
<c (1 " %) (Il + w2,

Agora, para os dois ultimos termos a esquerda, lembramos que | Vp;(t)|| s <
C(Q) |Jw;(t)]|3+ < C. Assim, por um lado temos que

_ _ 1, 1,_ 1, 1 _
/QUVPIVU de < 5 |[Vals+5 1) Ve 0z < 5 1Valla+5 Ve ()l [2(E)]I3-
Por outro,

1 1
[wsvpvade < SIValB+ 3 lusoVa)lE
Q

IN

1 1
SIVals 5 [ fuale)?Vpte)? da
Q

1
ol

Ival+ 5 | [P ao|” | [ iwpop dxf

1, 1 _
= SIVald+ 5 @l VA,

IN

Observemos que
V)3, < Cllp®)ll52 < Cllw(®)]l2
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e que

1
Py

la@)3, = U uslt) 2 dx]
[ Ol ao]

2’1

laa(®)lloc” ()7
s (8) 1 T )7

U=

IN

IN

donde
||u2<t>w<t>||§sc(1 t) B2,
para q € [1,00). Af,
_ 1 _
lus@VEOIZ < C© (1+ —) 152

2q

1 _
< 0<1+ﬁ) w2

t'2a

onde C' depende de (2.15). Tomando g grande o suficiente, obtemos

d 1 _ _
2 118 < € (14 g ) (Il + . (251)

Obtemos resultado semelhante para w multiplicando a segunda equagao de
(2.47) por w e integrando em espago, ou seja,

1d
i+ [Va — [ wVavedo - [ wvgve s
2dt 0 .
< /w2 — W W — Twy — (wy + W)W dw
Q
< C (|[w3 + ull3) -

Apds a mesma andlise para os dois ultimos termos a esquerda da igualdade,
obtemos

d 1
—tuwu%sc(l o) (1l + ) 252

com a constante C' dependendo de (2.15). Combinando os resultados (2.51))
e (2.52), obtemos

d . _ 1
I 1) < € (14 s ) (1l + ).
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Tomemos Z(t) = |[ul|3 + |[w||?. Temos que

, 1
Z (t) <C (1 + t(l/—2)+> Z(t),

donde -
Z(t) < 2(0)eCEHHY) < 0 Z(0)e.

Concluindo a demonstragao. [ |

Finalmente, temos a solucao fraca de como a limite desse resultado.
Enunciamos enfim o teorema de existéncia global de solugoes fracas para
T = 0:

Teorema 3. Fizamos T > 0 arbitrario e assumimos dados nao-negativos
uy € L3(Q), wo € L (Q). Euiste e € tinica a solugio fraca ndo-negativa para
o sistema com 1, = 0. Tal solucdo satisfaz as estimativas da Proposicao

2

Demonstracao: Dividiremos essa demonstracao em trés passos: estima-
tivas a priori, unicidade e dados iniciais. Para as estimativas a priori, to-
memos uma sequéncia de dados iniciais ndo-negativos ug, wor € C(Q)
com ugjp — Ug € Wy — Wy fortemente em L3 (©). O Teorema [2 garante
sequéncias uy, wg, pr € g em C([0, T] x Q)N CH2((0,T) x Q) que sao solugoes
classicas para o sistema para cada par de dados ug, wor € C2°(£2), ou
seja, elas satisfazem

8tuk — Auk + V- (ukVpk) = UpWE — Uk
Gtwk — Awk - V. (kaqk) = wk(l — WE — Uk)
Pk = Wi — Pk
—Agy, = Uk — 4k-

A Proposi(;éo garante que sao uniformemente limitadas em L>°(0, T} L3 (Q))
com respeito a k > 1, enquanto a Proposicao [5| garante que up e wy sao
sequéncias de Cauchy em L*>(0,T; L*(Q)), portanto

i. up — u e wy, — w fortemente em L>(0,T; L*(f2)).

Vale recordar que da regularidade eliptica temos [|[Vp(t)]|o < C(Q)[Ju(t)||2+ <
Cr e [[Ve(t)]lo < C(Q)||w(t)|2+ < Ck, isto é, Vpi e Vg s@o limitadas em
L>(0,T; L*" (), logo

ii. Vpr — Vpem L2(0,T;L* (Q)) e Vg — Vg em L®(0,T; L (Q)).
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Ainda, sejap = pr —p; com k,l € N e denotando w = w;, —w;, para a terceira
equagao de ([2.1))x, ao multiplicar por p e integrar em espago, obtemos

/;—ozdx+/|vio|2dx§/m2dx
Q Q Q

€ 0 mesmo ocorre para a quarta equagao, obtendo entao

/52 dx+/|Vq|2d:c§/ﬂ2 dz.
Q Q Q

Assim, usando a Proposigao [}, temos

PO + 7)) < C (uok(t) — wou(t)ll2 + [[wor(t) — wou(t)]2) e
isto é, p* e ¢* sdo sequéncias de Cauchy em L>(0,T; H'(Q)) e portanto
iii. Vpr — Vp e Vg — Vq ambas fortemente em L>(0,T; H'(2)).

Agora, multiplicando a primeira linha de (2.1, por u; e integrando em
espaco, obtemos

1d

—— [ dx+/|Vuk|2 de < /uiwk dx+/uk]Vuk||Vpk|d:r
2dt Jq Q Q Q

< Nwlollunl? + / [V [ Vs de
Q

1
< —/|Vuk|2 d:zc—l—C’/uZ dx,
2 Ja Q

onde foi usado a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev |[u|l4 < |||
e a desigualdade de Holder em seguida. Assim,

1/2’ 1/2

Jur | g1
pr ukdx—l-C/\Vuk| dx<C/ukdx

O mesmo desenvolvimento para a segunda linha de (2.1); nos da

d
pr wk, d:l:—l—C/ |Vwg|? dz <C/wk dx.
Assim, aplicando o Lema de Gronwall em ambas as desigualdades acima e

combinando com i., obtemos

iv. u, — u e wy — w ambas fracamente em L?(0,T; H'(Q)).
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Para os termos com derivadas em tempo notemos primeiramente que
Our(t) = V - (Vup — uxVpr) + upwy, — up € H-1. De fato, seja ¢ € H'(Q),
temos que

(Our(t), &) g1 = /Q(Vuk — urVpr) Vo + upwpd — upd da

< [Vurllall@llar + llurllo+ [ Vorll2+ 6]l
Hllurllo+ [[wpllz+ |9l + [[ukll2l9]]2

C(IIVUkHz + lunllz+ 1VPkllar + [Jukllo+ [wello+

el ol

IA

onde C' = C(Q) e r é determinado via 1/27 +1/2% +1/r = 1 e ¢ tal que
r € (1,00). Como H*(Q2) < L"(Q), temos que ||@]|, < [|¢||z:. Da mesma
forma, dywy(t) = V - (Vwg + wi,Vai) + wy, — wi — upwy € H', uma vez que

/ @ ¢ de < llunllas[6llory < Cllwgllss | Bllan-
[9]

Portanto, duy, e Oywy sao limitadas em L2(0,T;[H(2)]*) e existem sub-
sequencias tais que

v. Qg — O e dwy — dyw fracamente em L*(0, T [H(2)]*)[}

Ainda, para cada ¢ € H'(Q) temos que

[l —wadode = [ o= ) 6+ ullpr)e, — pa) 0 d
Q e OQ

e 0 mesmo raciocinio para wg(qx).,. Assim, obtemos

vi. uxVpr = uVp e w, Vg, — wVq ambas em L'(0,T; [H'(Q)]*).
Em resumo, obtemos

i. up — u e w, — w fortemente em L>(0,T; L*(Q)).

ii. Vpr — Vpem L>2(0,T;L* (Q)) e Vg, — Vg em L®(0,T; L* (Q)).

iii. p, — p e ¢ — q ambas fortemente em L*>(0,T; H'(Q)).

. . + ~
'Notemos que o desenvolvimento segueria o mesmo para dados ug,wy € L2 caso nao

fosse o termo [[u?wl|y em (2.19).
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iv. u, — u e wy — w ambas fracamente em L?(0,T; H'(Q)).
v. Oy, — Oy e dywy — Oyw fracamente em L*(0,T; [H'(Q)]*).
vi. uVpr = uVp e wyVqr — wVq em LY((0,T) x Q).

Pela regularidade das solugoes (uy,wy, pr,qr) com dados (ugg, wor) €
C3e () é verdade que

T
/ /Q(—uiﬁtﬁ + (Vug, — up Vpg) - VE)(t, x) da dt
0
T
:LWW%“”“+A[¢W“”M“@“%
T
0

T
:memmmm+41ym—w—mmwwmm
/ V- V& dr = /(uk —q)€(t,x) dx
Q Q

/ Vi - VE do = /(wk —pr)é(t, x) dx.
Q Q

Gragas a i-ii-iii-iv-v podemos fazer k — +oo para obter que (u,w,p,q)
satisfazem as primeiras duas condicoes da solucao fraca, definidas ainda na
Introdugao. Para a unicidade é facil ver que duas solugoes (uy,wy, p1,q1) €
(ug, we, P2, q2) para os mesmos dados (ug, wy) devem satisfazer a Proposi¢ao
de estabilidade. Isso garante a unicidade. Ainda, vimos anteriormente que
wy, satisfaz

T
/ /Q(—Uk&f + (Vugp — w,Vpg) - VE(t, z) da dt
0

- /Q o (2)E(0, ) dz + /O ' /Q (wpwy — up)E(t, ) do dt.

Por i. e v., temos que u,w € C([0,T,L?*(f2)), donde podemos considerar
u(0) e w(0). Aplicando o método de Ladyzhenskaya, obtemos o resultado.
O mesmo segue para w(0) = wy. ]
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2.2.2 Solucgao fraca para r; =1

Vamos agora utilizar o resultado de boa colocagao novamente para obter a
solucdo fraca do sistema ([2.1)) como feito no Capitulo 1. Comeg¢amos nova-
mente por obter um resultado de estabilidade no sentido do seguinte enunci-
ado:

Proposicao 6. Sejam (u;, w;, p;, q;) solugoes cldssicas para o sistema
com 11 = 1 para dados iniciais satisfazendo ,1=1,2. Eziste C >0
dependendo das respectivas normas L* de ug;, L* de wo, e das normas L¥
de Vo, tal que

Jur(t) = ua(t)ll2 + [wi(t) — wa(t)[l2 + [[P2(t) — pa(t)[l2 + [lqu(t) — qa(t) ||
< <||U1,0(t) —ug0(t)[]2 + [[wio(t) — wao(t)]l2 + [[g10 — q20ll2

+HIVpio — sz,oH?; + (JJu1,0 — uap]

1+ |lwio — w270|]1)1/3) et

Demonstracao: Sejam (u;, w;, p;, q;), ¢ = 1, 2, os quartetos solucoes cldssicas
) ) ) ? ? ?
do sistema associadas aos dados (ug;, Wo4, Posi), ¢ = 1,2, que tém existéncia
0,29 W0,29 0,2 )5 y Ay
garantida pelo Teorema . Denotamos © = up; — upz2, € assim por diante
para w,q e p. Obtemos o sistema

ou—Au+ V- (uVp) + V- (ueVp) = v + tws — U
0w — Aw —V - (wVq) — V- (wVq) =W — W — twy — (wy + we)W
oOp—Ap=w-—-D
—Ag=u—7q.
(2.53)

Multiplicando a primeira equacao de (2.53) por @ e integrando em espago,
obtemos

1d

—— |ym\§+\|va|\§—/wplva dx—/uQVz_?Vﬂ dx
S/ulmdx+/ﬂ2w2dx—/ﬂ2dx
Q Q Q
1 _ _
<o (1 22) (il + i)
Assim,
1d ., s _ . .
—— ||ll; + || VEll; < uVp Vude + | uweVpVu dx

1 —n2 —n2
e (1 n %) (a2 + w2, (254)
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Agora, para o primeiro termo a direita, temos que
1 1
/ﬂVmVE dr < —/ |Va)? d$+—/ﬂ2|Vp1|2 dx
Q 2 Jqo 2 Jq
1 _ 1 _
< 5 [ Ivaf o+ 19 Bl
Q

Usando a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev com n =2, p=4e¢

a=1/2 (]9, pagina 314), isto 6, |[alls < C|lully’*|[@]}/s, donde

_ _ 1 _ =
/ uVp Vude < Z_l/ \Vu|? dz + C||Vpu|l3]El|2][@]| g
Q Q
1 _ _
< 3 ] IVaP des CO+ I9m Dl
Observe agora que usando o Lema [ do Apéndice [B] temos que

0
IVP1(®)]la < [VP1(0)[la + C sup [Jwi(s)lz
0<s<T

onde é preciso 20 > 1 e % > 2, ou seja, 0 € (3/2,2]. Para 6 suficientemente
préximo a 3/2, temos que ||[Vp;(t)]|s < C, com a constante C' dependendo

de ([2.40)). Portanto,
1
/ﬂVp1Vﬂ dzr < 5/ \Va|? dx + C|[al|3. (2.55)
Q Q
Para o outro termo, temos que
1
/uQVﬁVﬂ dr < —/ |Vl dx+/u§]Vg‘9]2 dx
Q 2 Jq Q
1
< 5 [ Ival do fualBI 95
Q
1
< 5 [ Ival de+ CI9p (2.56)
Q

onde usamos que ||ul[z+ < C. Ainda, pelo Lema [4] do Apéndice [B] temos
para39216%>1,que

IVp()2 < CIIVB(0)|2 + C sup (|[w]35) ™ .
0<s<T
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Observemos agora que para 0 = 2/3,
s = [ o
Q
— /|w‘361/2 ‘w‘l/Z dr
Q

(fma)” (o1

—1/2
< Clwlly”,

IN

onde usamos que ||w; —ws||3 < ||wy]|3+ [Jwe||s < C. Substituindo, temos que

IVP)I < CIVPOIE +C swp_ ()], (2:57)

Note agora que multiplicando a primeira e a segunda equacao de ([2.53)) res-
pectivamente por sgn(u) e sgn(w), somando e integrando em espago, obtemos

d (. _ _ _ e _
g+ 1wl ) < [ o]+ wafil + @] + sl do

¢ (1+ ) (1l + )

IN

donde segue que
()]l + @)l < (ol + l[@oll1)e*", (2.58)

com a constante C' ndo dependendo de T'. Voltando para ([2.56|), ao combinar
(2.58) com (2.57)), concluimos

1
[ wevavpds <3 [ [Vaf do o+ (IVO)E + (ol + [l
Q Q

(2.59)
Combinando (2.55)) e (2.59) com (2.54)), obtemos

d [_ _ _ _ _
E/ﬂf dz < Cllwl3 + C (IVaO)[§ + ([aolls + [fwo]l1)"/?) €. (2.60)

Para w segue o mesmo desenvolvimento feito em ([2.52)) para o caso 11 = 0,
donde obtemos

d . _ 1 _ _
w1 <€ (14 e ) (al + ). (2:61)
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Por fim, temos que multiplicando a terceira equacao de (2.47)) por p e inte-
grando em espaco, obtemos

G [ 7o [ 198 do <l + I (2.62)
Q Q

Combinando (2.60)), (2.61]) e (2.62)), obtemos entao que
d . _ _ _
7 (@13 + [@@)]); + p@)]12)
1 _ _ _
<0 (14 g ) (OB -+ IwOIR + Ip(OIE)

+C (IIVRO)I[E + (7ol + @oll)?) e,

donde concluimos que
@Iz + @@ + POl < C ([@O)]3 + [@O)I3 + [15(0)]13)
+C (IVB(O)I[5 + (ol + llwol1)"/?) e

< C (@)l + l@(0)[3 + 1RO 5 + VAO) s
+(|[olly + [lwo]l)"/?) ¢,

com C' dependendo de M,. Concluimos combinando com o que segue de
multiplicar a quarta equacao de (2.53|) por g, integrar em espago, usar a
desigualdade de Holder, e obter [|g(¢)||3: < |[a(t)]]3. ]

Seguimos entao com o enunciado do teorema de boa colocagao global para
as solugoes fracas do sistema (2.1)) para 7 = 1.

Teorema 4. Fizamos T > 0 arbitrario e assumimos dados nao-negativos
uy € L3(Q), wy € L3 (Q) e Vpy € L¥(Q). Euiste e ¢ tnica a solucio
fraca nao-negativa para o sistema com 7, = 1. Tal solugdao satisfaz as
estimativas da Proposicao [4)

Demonstragao: Tomemos uma sequéncia de dados iniciais nao-negativos
Uo ks Wo ke, Pok € C2°(82) com ugy — up € woy — wo ambos fortemente em
L3 (Q), respectivamente, p, — p fortemente em L?(Q) e Vp, — Vpy for-
temente em L8+(Q). O Teorema [2| garante sequéncias uy, Wy, Pr € Qx €m
Co([0, +00) x Q) N CH2((0,+00) X Q) que sao solugdes cldssicas para o sis-
tema com 71 = 1 para cada trio de dados ug, wok, por € CZ(2), ou
seja, elas satisfazem

Oyup, — Auy, + V - (ukVpk) = URWE — Ug
2 1k 8twk - Awk -V- (kaqk) = wk(l — W — uk)
' Oipr — Apr,. = wy, — pi
Ag, = up — g
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A Proposicao [4] garante que essas sequéncias sao uniformemente limitadas
em L>(0,T; L3+(Q)) com respeito a k > 1, enquanto a Proposicao |§| garante
que ug, Wy, e pp sao sequéncias de Cauchy em L*°(0,T; L*(2)) e qx sequéncia
de Cauchy em L>*(0,T, H'(Q)). Portanto

i. up — u, wp — w e q — ¢ fortemente em L>(0,T; L2(2)),
ii. g — ¢ fortemente em L>(0,T; H'(Q)).

Vale recordar que da regularidade eliptica temos | Vq(t)||ooc < C(2)[|w(t)]|2+ <
Ch, isto é, Vg, ¢é limitada em L>(0,T; L>(£2)), logo

iii. Vg — Vq fracamente em L>*((0,7) x ).

Na verdade, podemos melhorar a convergéncia de p; do item i. via o mesmo
raciocinio da equacgao para pp — p fortemente em L>(0,T, L*(Q)) N
L*(0,T, H(2)). Isso segue de definir p = p; — p;, donde 9;p — Ap = w — p.
Multiplicando essa equagao por p e integrando em espago, obtemos

d
7 ﬁzd:v+2/\Vﬁ|2dx+/ﬁ2dx§2/w2dx.
Q

Integrando em [0, 7], obtemos

T
/p d:c+/ /|Vp|2dxdt+/ /p dr < ||ﬁ(0)||§+/ /#dwdt
0 Q

< BO)II3 + Cll@| 0.7 220 -

Assim, da convergéncia forte ¢, — ¢y em L?, temos que ¢, ¢ Cauchy em
L>(0,T,L*(Q)), e também ¢ ¢ Cauchy em L*(0,T, H'(Q)), melhorando a
convergéncia do item. Ainda, pelo Lema 4] do Apéndice [B] escolhendo s = 2
e =2/3>1/2, temos que

IVa@)lls < IVaO) s + sup [a(s)ll3",
0<s<T
implicando que V¢ é Cauchy em L%(Q2), ou seja,

iv. Vg, — Vg fortemente em L>(0,T, L°(Q)).

Agora, multiplicando a primeira linha de (2.1, por u; e integrando em
espago, obtemos

1d
u,C d:c—l—/ |Vuy,|? d:z:—l—/ui de < /uiwk daz—i—/ukVukVpk dx
24t Q 0 Q 0

1
< fuelBllola + 5 [ [Vl do
Q

+/u2\Vpk\2 dx.
Q

N
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Usando entao que ||ug|ls4 < C’HukH;/QHukﬂgf, tem-se

1
luellZllwella < Z1IVuklls + Cllulls.

Para o 1ltimo termo, segue que
[ 19mP do < ulB1Vm; < C.
Q

Assim, obtemos

d
— [ uj dx +/ |Vu|? de < C.

Integrando em [0, 7], obtemos que
v. up — u fracamente em L*(0,7T; H'(Q)).

Multiplicando agora a segunda linha de (2.1)); por wy, e integrando em espago,
obtemos

d
%/wz dx—i—Z/ Vwg|? dz < Z/w,%—w,i dx—Q/kakaqk dx
Q Q Q Q

< C- / VwiVa dx
Q
Multiplicando a quarta equagao de (2.1)) por w?, obtemos

/ VwiVg dr = / upwi — gy do
Q Q

que implica
~ [ VuiVacde < [ it o < Jalolunl < ©
Q Q

uma vez que ||qelloo < Cllgr|lmz < Cllugl|lz < C. Assim,

d
—/w,%da:+2/[Vwk\2dx§C
dt Jo Q

T
/w,z da:+/ /wakP dx dt < C,
Q 0 Q

com a constante C' dependendo de T'. Assim, obtemos que Vwy é limitada
em L?(0,T, L*(Q)), donde

e portanto
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vi. wyp — w fracamente em L2(0,T; H'(Q)).
Observe agora que para o termo ugVp, temos que
|ueVpr —uVplse = |[(ur — w)Vpr +u(Vpr — Vp)|ls/2
< Nlue = ull2[IVpelle + lull2[ Ve = Vplls

Segue o mesmo para

< (wr —w)Va + w(Va — Vg

< o = w2 Varllz + lwll2l[Var — Vall2
P 0.

|we Vg, —wVql

Assim, temos que

vii. upVpr — uVp fortemente em L>®(0,T, L3/%(Q)) e wpVqr — wVq forte-
mente em L>°(0, T, L' (2)).

Notemos primeiramente que dyug(t) = V- (Vup —u, Vpr) +upwy —uy, € [H*.
De fato, seja ¢ € H'(Q), temos que
(On(), B s = / (Vg — ueVpr) Vb + ugwpd — uggp dov

0

< |Vurll2liollm + [[Vorllsliulislollar + llullsllwells]olls
+lluell2[ S]]
< CIVurlla + lluello+ [[urllz + [Jugllsllwlls + luell2) (|6l
onde C' = C(Q) e usamos que H'(Q) — L"(Q2), donde temos que [|¢||z <

C||¢|lgr- Da mesma forma, dywy,(t) = V- (Vwy, +wi, Vi) +wy — wi — upwy, €
[H']*, uma vez que para todo ¢ € H'(Q), temos que

(Orur(t), D) -1 = /Q(Vwk + wi V) Vo + wid — widp — upwyd do

< [[Vwrllall@llar + llwnll2lVarllool@ll e + [lwkll2] 6]z
Hlwil51611s + lluxllslwellsllls
< C(HVwkHz + [lwills ]I Varlle + [lwxllz + llwll3

Hlaellsllwnlls ) 61l
Por fim, temos que dypr, = V- Vp+w —p € [H(Q2)]*. De fato,
Op(O): s = | Vo + w0 po do
Q
(IVpell2 + [lwell2 + [lpell2) |91 -

IN
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Portanto, dyuy, dywy e dypy sao limitadas em L?(0, T [H'(2)]*) e assim exis-
tem subsequéncias tais que

viii. Qyup — Owu, Oywy, — Oyw e Orqp — Oyq fracamente em L2(0, T; [H(2)]*).

Pelas convergéncias obtidas acima podemos fazer £ — +o0o para obter que
(u,w, p, q) satisfazem a condi¢ao impostas. Para a unicidade usamos o resul-
tado de estabilidade e dados iniciais, como de [i.] e [viii.] podemos concluir
que u,w,p € C([0,T], L*(2)), esses fazem sentido e seguem de forma seme-
lhante ao caso anterior. [ ]

2.3 Experimentos numéricos

A luz do que foi introduzido no Apéndice , analisaremos alguns experimen-
tos numéricos. Para os casos em estudo nesse capitulo precisamos deixar clara
a escolha dos parametros D,,, D,,, D,, Dy, 0y, 0y, 0p, 04, o € B, bem como
dados inicias u(0,z) = ugp(z), w(0,x) = we(z) e mp(0,z) = Tpo(z). Apre-
sentaremos aqui a extensao dos experimentos exibidos no final do Capitulo
1, a saber, o Experimento la para 7, = 0 e Experimento 1b para 7, = 1,
porém agora com dinamica populacional, e um experimento numérico com
maior duracao de tempo para ambos os casos.

Experimento 1la

Replicaremos o primeiro experimento do Capitulo 1 referente ao sistema
, porém considerando agora a dinamica populacional completa. Usare-
mos novamente os coeficientes D, = D,, = 3, D, = D, = 10, 6,, = d,, = 120
edp =0, =1 a=10e f = 2. Além disso, consideremos os mesmos dados
iniciais, ou seja,

. (x):{l’ se (z —35)% + (y — 35)% < 40

0, caso contrario,

(@) 1, se (z —30)2+ (y — 50)* < 60 ou (x—50)*+ (y —30)? < 60
Wol\T) =
0 0, caso contrario.

Na Figura[2.1]sao apresentadas as simulagoes numéricas dessa dinamica para
diferentes instantes de tempo.

Vale a pena observar como houve o movimento dirigido conforme o pri-
meiro experimento sem dinamica populacional, e que agora a populagao pre-
dadora que nao detectou presas caiu consideravelmente, assim como a po-
pulacao predada, devido a predacao. No proximo experimento consideremos
ainda 71 = 0 e um caso onde a dinamica se estende por um tempo maior.
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Figura 2.1: Resultado do primeiro Fxzperimento la para os parametros D, =
Dy =3, D, =Dy =10, 6 =9, =120, 6, =63 =1, « =10 e § = 2, nos
instantes de tempot =0, 1, 2, 3, 4 e 5. A esquerda encontra-se a populacao de
u enquanto que a direita estd a populacdo de w.
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Experimento 2

No Experimento 2 consideramos ainda o caso 71 = 75 = 0, mas mudamos os
dados iniciais e os coeficientes, a saber, escolhemos D, = 4, D,, = 3, D, = 8§,
D, =8, ¢, = 100, 6, = 110, 9, =1,2, 0, = 1,4, a =5 e = 11,5. Para da-
dos iniciais como na Figura[2.2] obtemos o resultado numérico apresentado na
Figura [2.3] onde exibimos, respectivamente, a solugao numérica do predador
e da presa.
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Figura 2.2: Dados iniciais para o Experimento 2 .
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Figura 2.3: Resultado do primeiro experimento numérico para os parametros
D,=4,D,=3,D,=8, D, =8, §, =100, 4, = 110, §, = 1.2, §; = 1.4,
a =5 e = 11.5, nos instantes de tempo t = 1, 2, 3, 4, 5, 10, 15, 20, 25 ¢
30. A esquerda encontra-se a populacao de presas enquanto que a direita estd a
populacao de predadores.

Experimento 1b

Repetiremos o segundo experimento do Capitulo 1 paraocaso, =1le7m =0
descrito pelo sistema ([1.11]). Usaremos novamente os coeficientes D,, = D,, =
3, D,=D,=10,6, =0,=120e 6, =0, = 1, e também o = 10 e = 2.

Além disso, consideremos os mesmos dados iniciais ug e wg do Experimento
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la, que estao apresentados na Figura (1.3l Completamos o sistema com o
dado inicial py(z) sendo a solugdo numérica de —D,py = b, wo — d,po, que
pode ser vista na Figura Temos os resultados numéricos da dinamica
exibidos para alguns instantes de tempo na Figura[2.4l Lembramos que nesse
caso a presa detecta a presenca do predador antes de ser detectada. Durante
sua evasao a sua populagao cresce deixando maior rastro de feromonio, e em
seguida mantém a populagao predadora que foi atraida pelo feromonio da
presa.

No proximo experimento consideremos ainda 77 = 1 e um caso onde a
dinamica se estende por um tempo maior.
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Figura 2.4: Resultado do primeiro experimento numérico para os parametros
D,=Dy,=3,D,=D;=10, 6,y =9, =120, 6, =6, =1, a =10 e § = 2, nos
instantes de tempo t =0, 1, 2, 3, 4 e 5. A esquerda encontra-se a populacdo de
presas enquanto que & direita estd a populacao de predadores.

Experimento 3

Para o Experimento 1b segundo experimento numérico mudamos os dados
iniciais e os coeficientes, a saber, escolhemos D, = D,, = 3, D, = D, = 10,
0y = 110, 0,, = 100, 6, = 0.1, 6, = 0.35, @ = 11 e B = 5. Para dados iniciais
como na Figura [2.5| exibimos os resultados numéricos na Figura |2.6|
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Figura 2.5: Dados iniciais para o Experimento 3. A esquerda a densidade inicial
de predadores ug, ao centro a densidade inicial de presas wg e a direita py 0
dado inicial do feromoénio da presa. O dado inicial pg foi obtido como a solu¢do

numérica de —10Apy = d,up — OpPo.
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Figura 2.6: Resultado do primeiro experimento numérico para os parametros
D,=D, =3, D,=D, =10, 6, =110, 6, =100, 6, = 0.1, 0 =0.35, a =11 ¢
B =5, nos instantes de tempot =0, 1, 2, 3, 4, 5, 10, 15, 20, 25 e 30. A esquerda
encontra-se a populacdo de u enquanto que a direita estd a populacao de w.

0 10 20 30 40 50 60 70 80

90



Capitulo 3

Analise do sistema ([1.2) para
T =1

Nesse capitulo faremos uma andlise dos sistemas eliptico-parabdlico/totalmen-
te parabdlico apresentados no Capitulo 1 obtidos quando 75 = 1. Em
vista do que ja foi discutido sobre este modelo, as expectativas nao sao tao
boas como nos casos anteriores, e havera a necessidade de uma cota para
os dados iniciais envolvidos. O problema ¢é definido em um dominio suave e
limitado Q C R? para o sistema

(0w — Au+V - (uVp) = wu — u

ow — Aw — V- (wVq) = w — w* — wu

TOp —Ap=w —p

oqg—Ag=u—q (3.1)
Vu-nly, = Vw-n|y,, = Vp-n|,, = Vg-nl,, =0

u(0) = ug, w(0) =wo, 71p(0)=7po e q(0)=qo

/ w(t) + ut) dz < M,

com 71 € {0,1}, onde consideramos, por simplicidade, todas as constantes
do sistema como sendo 1.

A primeira observacao que devemos fazer quanto aos resultados funda-
mentais de integrabilidade obtidos para os sistemas e é que tais
técnicas nao funcionam aqui. Mais precisamente, o0 mesmo desenvolvimento
para esse problema como feito para nao daria resposta, uma vez que,
como em (2.39), terfamos a necessidade de ter v/(y — 1) < v/(a — 1), que é
obviamente incompativel com v < a. Em vez de estudarmos o sistema
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vamos primeiramente estudar o modelo
(Oyu — Au+V - (uVp) = wu — u

Ow — Aw — V - (wVq) = w — w? — wu
TO0p—Ap=w—p

g —Aq=F(u) —q

Vu-nly, = Vw-n|y,, = Vp-n|,,=Vg-nl,,=0
(u(0) =up, w(0)=wy e ¢(0)=qo,
onde F': [0,+00) — [0, +00) é uma fungao Lipschitz com F(0) =0e F(s) <
s¢ para s suficientemente grande e £ € (0,1). Para a analise que iremos
desenvolver, vamos considerar F' definida por

(3.2)

s, se sel0,1]
F(s) = { s¢, se s€[l,+o0) (3:3)

para algum & € (0,1) fixo. Através desse problema veremos como migrar
para uma solugao de (3.1)).

Note que podemos generalizar o resultado do Lema [l| de existéncia local e
também a conservacao de massa M para o sistema , donde para dados
iniciais ug, wo, T1po, g0 € W1°(2) implicam na existéncia de Tyayx > 0 e tinico
quarteto (u,w,p,q) € C°([0, Tinax) X Q) NCH2((0, Trax) X Q) solugao classica
de em (0, Thuax) X € com a propriedade de que caso Tiax < 00, entao

Hm - Ju(t)]leo + lw(t)][ee = +o0. (3.4)

Assim, como no capitulo anterior, numa primeira etapa faremos uma série
de estimativas a priori em L7 para as solugoes u e w e entao completaremos
o método de De Giorgi [20] para obter estimativas L> de u e w iniciada
no final do Capitulo 1, onde obtemos a estimativa . Isso garantira
a extensao do resultado de existéncia local para intervalos de tempo gerais
[0,T]. Obtemos apés as solugoes fracas para dados iniciais menos regulares
que os exigidos no Lema (1| como limite dessas solugoes classicas.

Outras variantes dessa ideia dao resposta de forma andloga, podendo as-
sim poupar a equacao do feromonio da populacao de predadores de algo que
podemos pensar como um efeito de saturacao, como por exemplo a aborda-
gem feita em [61], onde estudou-se uma variacao do sistema de Keller-Segel
descrita por

uw =V - (Dw)Vu) = V- (S(u)Vv), z€Q,t>0
v —Av=u—v (3.5)
Vu-nly, = Vo -n|y, =0

u(0) = ug, ©v(0) = wy,
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onde é necessario % < cu® para todo u > 1, para algum « < 2/n e alguma
constante ¢ > 0. Esse sistema d& boa resposta caso a condigao sobre « seja
satisfeita e D (no nosso caso, D = 1) apresente alguma regularidade. Porém,
caso nao seja verificado o < 2/n, entao para cada M > 0 existe massa inicial
up tal que [juglly = M e a solugdo associada a ug tem explosdao em tempo

finito.

3.1 Integrabilidade para (/3.2

Temos o seguinte resultado fundamental de integrabilidade:

Proposicao 7. Seja (u,w,p,q) uma solugdo cldssica nao-negativa do sis-
tema no intervalo [0,T] com 7 € {0,1}. Considerando as normas dos
dados iniciais ug em LY(Q), wo € L7 (Q), Vpy e Vo em L*0HD(Q), para
v € (v/2,00). Entdo eziste constante C' dependendo de M, Q, a7, &, |[uol|,
lwolly+, Til[Vpollag1y € L2OTDE) ¢ [[Vaollay1a)+ tal que

sup |[u(t)[l, + sup [lw(t)]l, <C, (3.6)
0<s<T 0<s<T

para todo t € (0,T].

Demonstragao: Consideremos primeiramente 7, = 0. Multiplicando a
primeira equagao de (3.2)) por u?, v > 1, e integrando em espago como feito
em ([2.9), obtemos

d
—/u”da:+C’/u’*“deC(/wVde+/u7d:c).
dt Jg 0 Q Q

Ainda, como [[ul|] < C + €l|u] zﬁ, temos que

d 7 d v+1 < v+1

d_t Qu x+0”u||'y+1 = C_’_’YHwH'y—H) (37)
com a constante C' dependendo de M, porém independente de v. O mesmo
tratamento para a equacao da presa nos da, ao multiplicar a segunda equacao

de (3.2) por w* ! e integrar em espaco, que

d o a—1 o
pr Qw d:c—l-BTHVw /22

< afa— 1)/ Vq|*w® dv + a/ w” dx
Q Q

< a(a— 1)/ IVg|*w® dz + C + €||w||%1.  (3.8)
Q
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Afi, usando a desigualdade de Holder para o primeiro termo a direita, obtemos
o 2(a+1 o
[ watPur do < I + clwlzt (39)

A fim de usar os resultados de interpolacao de Lebesgue, vamos impor v <
a < v+ 1. Usando ([2.6) no segundo termo a esquerda de (3.8)), substituindo
(3.9) e tomando € > 0 suficientemente pequeno, temos que

| w® du+ Clullshh < C + CIVaOlaT), (3.10)

dt

Note que para o tltimo termo de (3.7]) podemos usar a desigualdade de Holder
a fim de obter

G e+ Ol < O+ el (3.11)

Definindo Z(t) = [lu(t)|7 + [lw(?)||s e combinando (3.11]) e (3.10]), obtemos

para € > 0 suficientemente pequeno
1 6% 2 Oc—f—l
Z'(t) + C(lu(@) 551 + lw@)I3t]) < C + CIVa®) et

donde, via (2.14)),

Z'(t)+ CZ=7 < C+ C||Vq(t) |ty (3.12)
A fim de estimar ||Vq(t )H2 ZE; escolhemos 0§ = -2, s =2(a+1) e f = F(u)

no Lema [4] do Apéndice B para obter

9 s(n—1)—n

IVaOlla@sn < IVaolla@rny + C sup [ F(u(s)]5

7<s<t

< [[Vaollztatr) + C sup [Co + Hu(s)Hgg} 3(a+1)(a—1)

7<s<t

o] e e
< CH IVl +C sup [Juls)e]

<s<t

para todo o > /2. Assim,

2(at1 o] act
IValisers) < C + IVaoll3eis) + € sup [lu(s) 2]

7< <t
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Forcamos agora {a < v < a, onde usamos que £ < 1. Usando interpolagao
de Lebesgue, temos que ||uf|¢q < ||u||%_0||u||g com 0 =+'/(£a)’. Assim,

ca 7 S5 ga]aT MR Serat
s < ()5 = (] < el 557 < 2055w
Portanto,
IVa(®)l5ats) < €+ [Vaollsers) + C sup [2(2)”
L<s<t
com = i"‘:llﬁ < =%. Substituindo em ({3.12]), obtemos

Z'(t) + 02551 < O(||Vaollztasn) + C sup [Z(2)]7.

t
5<s<t

Aplicando o Lema ﬂ, obtemos sup Z(s) < C, isto é,
0<s<T

sup [u(s)[ly + sup flw(s)lla <C; Lo <y <a
0<s<T

0<s<T

com a constante C' > 0 dependendo adicionalmente das normas ||wo||q, ||%o||
e também de ||[Vqo||2(at1) € dos coeficientes o,y e &.

Para 71 = 1 basta combinar as ideias das Proposigoes 3| e o que foi desen-
volvido acima, completando a demonstragao. [ |

O resultado da Proposigao [7, para 1 < v < oo, nos dd condigao de es-
tabelecer um ambiente onde poderemos dar continuidade ao método de De
Giorgi para obter estimativas L> das solugoes u e w do sistema , como
foi descrito no final do Capitulo 1, onde na equacao obtemos

0 <u(t,z)+ wt,z) < Cy (1 + %)

com Cy dependendo de
Cy = sup [[uVp|)3, + sup [|v*w||,
£>0 >0

CQ = SU.p vaqugq’ + Sup ||wH§q’7

Uy = sup |lu(t)3+ / /|Vu (t)|? d dt,
te[0,T]

Wo = sup |lw(t)|3+ / /|Vw (t)|? dx dt.

te[0,T
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A hipétese fundamental dessa secao sera considerar a norma dos dados
iniciais
g, wo em L*" (Q), 71Vpy, Vo em L8 (Q) e M (3.13)

e combinar com a estimativa obtida da Proposigao [{} Podemos definir M3
por

Msz = sup {Sup ||U(8)H»y,sglo) Hw(S)HV} .

v€[1,3F] (520

Tendo primeiramente em mente a definicao de C; e Cy em (|1.35)) e ([1.36)),

temos que, caso 11 = 0,

[V pllag < IVPllollull2g,

lwlly < [lu*wlly

/ 1/q/
< </ (uw)? dx)
0
) 1/sq’ . 1/s'¢q
< </ s daz) </ w9 dac> )
0 Q

Escolhendo s = 3/2¢, temos que

, 2/3 sq! (3—24")/3
[uw]ly < (/ u? dx) (/ w32 dx) .
Q v

Entao, para ¢ suficientemente grande, 33(12/(1, = 3", donde pela Proposicao
temos

Cy = sup [uVp|5, + sup {|[u*w]ly} < oo.
t>0 t>0

Também,

1/q
HquH%q/ < (/ ’LUQQ”VC]P‘Z' dw)
Q
< wll3 1Vall5y

e, pelo Lema (4| do Apéndice , considerando que F'(u) < wu, tem-se para
0 =1/q que

3q'—1)/2
sup [ Va(s)llo < [Vaollo +C sup  [[lu(s)][3] .
0<s<T 0<s<T
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Ainda, [Jw?||y = |lw||3,. Logo, para g suficientemente grande,

Cy = sup ||quH§q, + sup ||w|]§q, < 00.
>0 £>0

Caso 71 = 1, estimamos ||[uVpllay da mesmo modo que estimamos || wVq||ay
acima. De qualquer forma, obtemos via ([1.37)) que

0 <u(t,z)+w(t,z) < Cy (1 + %) (3.14)

em [t,,T], com

Co=C(H U+, q+1+\/ 0+ W, q“ (3.15)

e C = ((3.13). Sumarizamos entao o principal resultado de integrabilidade
do caso:

3.1.1 Integrabilidade para 7, =0
Com base na discussao da se¢ao anterior, temos a seguinte proposigao:

Proposicao 8. Seja (u, w, p, q) uma solugdo classica nao-negativa do sistema
com 11 = 0 e consideremos a norma dos dados iniciais como em .
Entao, para todo t € (0,T], temos

lu@®)lly + w®)ll, < CE.13) (3.16)

para todo vy € [1,3] e para 3 < v < 0o temos

1
I|U(t)||y + ||lU(t)||7 S C(3.13 (1 + W) 5 (317)

onde a constante C' depende de , porém € independente de T > 0. Se
acrescentarmos a dependéncia da norma L™ de ug, temos entao que

lu(®)llso < luolloce®™ 0w JJu®)]loo < C(Ms, Juollss, [lwolls+),  (3.18)

com a constante C' > 0 independente do tempo T. Finalmente, conside-
rando as normas de ug e wy em L>®(Q) e o dado inicial em qo € C(Q) com
Vqo satisfazendo a condig¢ao de compatibilidade Vqo - n = 0, entdo podemos
melhorar a estimativa para

sup [[w(s)[lec + sup flu(s)lle < C,
0<s<T 0<s<T

com C' = C(Q, [[wo|sc, 1uolloo; [[Voll)-
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Demonstracao: Usando a equacao de u, temos que

d
— [ v d:v—l—Q/ |Vul> de < /VuZVp d:v+2/u2w dx.
dt Jq Q Q Q

onde, no ultimo passo, usamos o resultado que segue ao multiplicar a segunda
equagao de (3.2) por u? e integrar em espago, isto ¢,

/Vu2Vp dr < / u?w de —/pu2 dr < / ww de.
Q Q Q Q

Substituindo, temos que

d
—/uZdJ:—FQ/]Vu|2dx§3/u2wdx.
dt Jo Q Q

Integrando em [0, t] para t € [0, T], obtemos

t t
/uQ(t) dx—l—/ /\Vu(t’)]2 dx dt'g/ug d:c—i—B/ /uzw dz dt’.
Q 0 Jo 0 0 Ja

Observemos que dessa desigualdade segue que

T
sup /uQ(t) dr < / ul dx +/ /qu dx dt'.
te[0,T] JQ Q 0 Q
T T
/ / |Vu|? do dt’ < / ug dx +/ /qu dx dt’
0o Jo 0 0o Jo

Somando essas desigualdades, obtemos

e também

T
Yo S/ug dx+/ /qu de dt' < C(T +1). (3.19)
2 0 o Ja

O mesmo procedimento para w nos da

T T
Wy, < Z/wgd:c—l—Z/ /[qu[dedt’+2/ /dexdt
0 o Jo 0 Ja

< oy e2 [ ulzival
< oTen).
Logo,
0 < ult,z) + w(t,z) < C(T +1) (1 + %) | (3.20)
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onde consideramos que 0 < t, < 1. Extensao para intervalos gerais sem
a dependéncia de T" > 0 é feita de maneira ja padrao, seguindo entao a
estimativa . Ainda, considerando a norma dos dados iniciais ug e wy
em L3 (Q) e Vgo em L¥"(Q), temos portanto para todo v > 1 que |Ju(t)|, <
la(@ I (@147 e Jlw@)ll, < llw@)][w@)]£", donde melhoramos a
estimativa da Proposicao [7| para

1
ol + 1ol <€ (14 7777 )

quando v € (3,4+00). Se v € [1,3] é mais vantajosa a estimativa ja obtida
na Proposicao [7]

Usaremos entao esse resultado para demonstrar a estimativa (3.18)). Para
isso, considerando entdo a norma de ug em L*(2), temos que ao multiplicar
a primeira equacao de por v~ v > 1, e integrar em espaco, que

d -1 5
—/u” dx+4L/ Vuz|? dv < /u7_1Vqu da:—i—/u”w dx
dt Jo T Ja Q Q
< 7/Vu”Vpdx+7/u7wdx.
Q Q

Multiplicando a terceira linha de (3.2)) por u” e integrando em espago, obte-

mos
/ Vu? - Vpdr < / uw dx.
Q Q

Assim, utilizando o resultado da estimativa (3.17)), temos

d/ 1
— u”dxﬁQv/u”wdeCv(l—i——)/u”d:v.

Definindo U(t) := |,

qu7(t) dr, temos que

d 1
— < 14+ =
o Ut) < Cy ( + \/%) U(t),
donde implica
U(t) S U(O)607 fot(1+1/\/§) ds S U(O)@SCT"/,

Assim, [U(t)]Y7 < U(0)e3¢T. Fazendo v — 00, obtemos [[u(t)]ee <
|| 0o€®“T para algum T qualquer, podendo ser pequeno. Combinando com
, concluimos a limitagao para todo T' > 0 sem a dependéncia de T'. Fi-
nalmente, consideremos as normas de ug e wy em L™= e o elemento de C(Q)
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com Vqq satisfazendo a condigao de compatibilidade Vgy - n = 0. Nesse
cendrio ja sabemos que ||u(t)]| < Cllug|leo. Vamos obter uma estimativa

para |V¢|/s em tempo e espago. Pela férmula de Duhamel para ¢(t) temos
que

t
IVl = [V qollo0 + / Vel 0(s) | ds.
0

Temos que a condigio Vqo - n = 0 garante ||[Ve® gl < C||Vqolloo (ver [44],

imersao (2.29)), para t € (0,1]. Usaremos agora o Lema [3| Pelo item (i)
desse lema, temos que

[Ve=2u(s)]loc <

C
T (s}l

para t € (0, 1]. Logo, como consequécia, temos que

IVallo = sup [[Vg(s)lle

0<s<1

_ C(quuoo+ﬂ sup |ru<s>uoo)
0<s<T
< C,

para t € (0, 1]. Ainda, pela férmula de Duhamel,

w(t) = e w + /0 e(t_s)A[V (w(s)Vq(s)) +w(s) —w?(s) — u(s)w(s)] ds.

(3.21)
Por um lado, usando a estimativa (1.8) de [69], temos que || wplloe <
Cl|lwo||o para todo t € (0,1]. Por outro lado, usando o Lema [5| do Apéndice

[B], segue que

/0 12T (w(5)Vg(s)) oo ds < C / ”“’(‘jfﬁ_?”w as

< OlIValloeVt sup [lw(s)]oo,
0<s<t

para t € (0,1]. Voltando a (3.21]), temos que para qualquer 0 < t < ¢y < 1,
que

IN

lw@®llee < Cllwollse + ClIValleevto sup [Jw(s)lloe + Cto sup [lw(s)]s
0<s<tg 0<s<tg

< Clwolle + C(IVallsoVto +to) sup [w(s)ll

0<s<tg
< Cllwollee + CVEH([Valloo + 1) sup [lw(s)|lce-
0<s<tg
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Assim, tomando o supremo de t € (0, ty] e escolhendo /g = min{1,1/2C(||V¢|leo+
1)}, concluimos que

sup [w(s)lee < Cllwo|co-
0<s<to

Combinando esse resultado com a estimativa (3.17)) concluimos a demons-
tracao. [ ]

3.1.2 Integrabilidade para 7, =1

Consideramos finalmente o caso 71 = 1 em (3.2). Combinando as andlises
feitas nos sistemas (L.11)) e (L.12), chegamos na Proposi¢ao [9] Vale reparar

que a limitagao de u em L no caso anterior requer apenas a norma de uyg
em L porém, para 71 = 1 é necessario um pouco mais.

Proposicao 9. Seja (u, w,p, q) uma solugdo classica nao-negativa do sistema
com T, = 1 e consideremos a norma dos dados iniciais como em .
Entao eziste C > 0 tal que para todo t € (0,T] temos

[u@lly + lw®)ll, < CE-13) (3.22)

para todo vy € [1,3] e para 3 < v < 0o temos

lu@®l, + )], < C(3.13 (1 + L) , (3.23)

/29

onde a constante C' € independente de T > 0. Acrescentando a constante C
as dependéncias de ||uplloo, ||Wolloos IVDolloo € ||V @0llos temos entao que

[u@)lec < C(D)lluollec 0w [Ju(t)]oe < C. (3.24)

Acrescentando ainda py e qo elementos de C1(Q) com Vpy e Vqo satisfazendo
a condicao de compatibilidade Vpy-n = Vqy-n =0 em 082, entio temos a
estimativa

sup [[w(s)|loo + sup [lu(s)lle < C.
0<s<T 0<s<T

Demonstracao: A mesma andlise feita nos capitulos anteriores vale aqui
considerando cada caso em questdo e combinando com a Proposigao [7], ob-
tendo e (3.23]). Considerando entao as normas de ug, Vpy ¢ Vo em
L>(2) com ||upl|ec > 0, temos que, ao multiplicar a segunda equagao de
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por u'~1 ~ suficientemente grande, e integramos em espaco, que

d -1 ~
—/u”dx+47—/]Vu2]2dx
dt Jg Y Q
g/u“Vqu dx—ir/u”w dx
Q Q

2
< —/UW/QVUW/QVp dm—i—v/u%u dz.
T Ja Q

2 2
< —/ V2|2 dx—l——/u”[Vp]Q d:zc—l—’y/u’yw dz.
7 Ja 7 Ja Q

Ai; usando o resultado da estimativa (3.23]), temos

i [ e [t < fawpac (14 ) |
— [ uWdex+C Vuz|*de < — [ «|Vpl*de+Cy 1+ — uY dz.
dt Jq Q‘ ‘ 7Y Ja ’ ’ \/?_f Q

Agora, usando a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev ([2.6)), temos
que

lull33 < Cllull (1Va?2)15 + lull) < CT) uoll (Va5 + [[ull2),
que é resultado de integrar a equacao do predador em espago para obter
d 1
—/udxﬁ/uwdx§0(1+—)/udaz = /udxﬁ”uoﬂlegcT.
dt Jo Q Vt) Ja Q
Portanto,
u do+——r—

d / 1
7+l - ¥ 2 v
W\ Vpl? dz+Cry (1+ >/u da.
dt c(r )|| oll1 lelloi < Q Vel Vt) Jo

Observe que

3
v+
/QUV‘VPP dr < (/QU’YH dx) HVPH2 (y+1) < Jul] +1HVpH2 (v+1)*

Vale a pena observar também que para todo s > 2, pelo Lema [4| do Apéndice
[B], temos

IVe@)lls < VPolls + sup lw(s)

onde deve ser satisfeito s6/2 > 1 e 59/(2 — 6) > 2. Escolhemos s = 2(y + 1)
e § =3/(y+ 1) para obter

VD) ll26v-+1)

IN

H4'y+1

IVDoll2y+1) + sup flw(s)
0<s<T

= VpOllay+1y = N.
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Portanto, temos que

d 1
G Lo < Nl - St + 0 (1+%> [
N<C(T>Hu0|’1>7/(7+1) H H ”'H-l
= (O uolh) 700 M T ST o)y )Hu I
1
. Y
+C’7(1+ﬂ)/gu dx
1
< N’y+1 c(T 'y+1 v+1 'y+1
= ( ( )HUOH) (T)HUOHIHUH’\/-H ( )” H H H'H—l
+Cy 1—1—\2) u’ dx
< N fuoll )+ O (1 * %) o as
Definindo U(t) := [, u"(t) dz, temos que
4 U0 <Nl + 0 (147 U,
donde implica
Ut) < [U(0) +NTC(T)|[uoll) 1] 07 h01/vE) ds
< [U©) + NTHOD) |fuolh ) T] 97
= U@ < [U©)+NTHOD)|uolh WTF”
< (WO + N5 () u )= TW) or
< (WO + (14 MNPHOT) fuo 1) = TH7) 27
Fazendo v — 400, obtemos
lu(t) | < C(T, N max{[Juolloc, C(T)[uol1}. (3.25)

Isso prova limitagao em [0, 7], para algum T pequeno. Extensao para todo
T > 0 sem dependéncia de T' pode ser feita combinando (3.25)) com ((3.23]),
obtendo a estimativa sem dependéncia de T'. A tltima estimativa também
segue analoga aos casos anteriores. [ |
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3.2 Solucoes classica e fraca para (3.2

As estimativas obtidas até entao nos deixa aptos a enunciar o seguinte teo-
rema de boa colocagao global:

Teorema 5. Consideremos os dados iniciais nao-negativos ug, wy € WH(Q)
e T1po, Qo € CH(Q) satisfazendo a condigio de compatibilidade 7,Vpg - m =
Vg -n =0 em 00, comn, € {0,1}. Entao o sistema admite um
tinico quarteto (u,w,p,q) € C°([0,T) x Q)NCH2((0,T) x Q) solugdo cldssica
nao-negativa para qualquer T' > 0. FEssa solu¢ao satisfaz as estimativas da
Proposi¢ao[§ caso 7y = 0 e da Proposicao[9 caso 7 = 1. Além disso, fitamos
T > 0 arbitrdrio e assumimos dados ndo-negativos ug € L*(Q),wy € L*" (Q)
€ Po, qo tais que T, Vpy, Vqo € L8+(Q). Nesse caso, existe e € Uunica a solucao
fraca nao-negativa para o Sistema . Tal solugao também satisfaz as
estimativas da Proposi¢io[8 caso 71 = 0 e da Proposi¢ao[9 caso 71 = 1.

Demonstragao: Como no capitulo anterior, com ligeiras ébvias diferengas
e usando que a funcao F' é Lipschitz, conseguimos o resultado semelhante:
Sejam (u;, w;, pi, q;) sdo solugdes classicas onde vamos considerar a norma
dados iniciais ug,; em L3(), wp,; em L3 (Q), 71 Vpo,; em L8+(Q) e Vg, em
L8(2), i = 1,2, entdo existe constante C' > 0 dependendo das respectivas
normas L? de ug;, L*" de wo;, L¥" de 7, Vpy, e da norma L® de Vo, tal que

[ur(t) — ua ()2 + [Jwi(t) — wa(t)ll2 + lIp2(t) — p2(O) | + lar(t) — g2(2) |2
< (HULO(t) — uz0(t)|l2 + lwi,0(t) — wao(®)ll2 + l[g10 — @20l2
+71|Vpro — Vpaolls + [[Varo — Vazollg
+(llu1,0 — ugolls + flwio — w2,0||1)2/3> e,

A demonstragao entao segue andloga aos demais casos. ]

Segue abaixo o que sabemos até entao do sistema original . Considere-
mos 71 = 0. A luz desses resultados, fixado T' > 0, temos que se (ug, wo, Po, o)
sao dados iniciais suficientemente regulares para que exista a solucao classica
(3-2) no intervalo [0, 7], ou seja, temos que o quarteto (u,w,p,q) é solugao
no sentido cléssico de

(Oyu — Au+V - (uVp) = wu — u

ow — Aw — V - (wVq) = w — w* — wu
Top—Ap=w—p

g — Aq = F(u) —q

Vu-nlyq = Vw - n|yg = Vp-nfy, = Vg -n|y, =0
(u(0) =up, w(0)=wo e q(0)=qo,
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com

Ora, via (3.18)), temos que
[u(®)lloo < [luolloce”™.

Como o tempo T' > 0 é fixo, temos que existe uma faixa onde podemos tomar
o dado 1y de maneira que 0 < uy(z) < 1/e“T, donde segue que ||u(t)| < 1,
para todo t € [0, 7], para todo x € €. Assim, a solugao cldssica obtida é, em
particular, solucao de

(Oyu — Au+V - (uVp) = wu — u

ow — Aw — V- (wVq) = w — w? — wu
Top—Ap=w—p

0q—Aqg=u—q

Vu-nlyg = Vw-nlyg = Vp-nlyg = Vg -nly, =0
(u(0) =up, w(0)=wy e q(0)=qo,

que ¢é o sistema (3.1). O raciocinio se aplica também para solugoes fracas,
uma vez que as estimativas de integrabilidade sao conservadas. Tendo em
vista (3.24)), as mesmas conclusdes para 71 = 0 seguem para 7; = 1.

3.3 Experimentos numéricos

A luz do que foi introduzido no Apéndice , apresentamos alguns experi-
mentos numéricos. Para o caso em estudo nesse capitulo precisamos deixar
clara a escolha dos parametros D,, D, D,, Dy, 0y, 0y, 0p, 04, o € 3, bem
como dados inicias u(0,z) = ug(x), w(0,z) = we(z), mp(0,z) = Tipe(x) e
q(0,2) = go(x). Da mesma forma que no no capitulo anterior, apresentare-
mos a extensao dos experimentos do Capitulo 1, porém agora com dinamica
populacional, e apds, outros experimentos numéricos com maior duracao de
tempo.

Experimento 1a

Repetiremos a analise numérica do terceiro e quarto experimento do Capitulo
1 referentes aos sistemas ((1.12)) e (1.13]), porém agora considerando a dindmica
populacional. Usaremos novamente os coeficientes D, = D,, = 3, D, = D, =
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10, 0y = 6, =120 e 6, = 04 = 1, e « = 10 e B = 2. Ainda, consideremos os
mesmos dados iniciais

1, se (z —35)*+ (y — 35)* < 40

0, caso contrario,

, se (z—30)%+ (y — 50)* < 60 ou (z —50)*+ (y — 30)* < 60

0, caso contrario.

Completamos o sistema considerando o dado inicial go(z) sendo a solucao
numérica de —Dyqy = dyty — 0qqo, que pode ser vista na Figura [I.5] Temos
tal dinamica apresentada para alguns instantes de tempo na Figura [3.1]

Lembramos que nesse caso o predador detecta a presenca da presa antes
de ser detectado por ela. Durante a perseguicao, pela maior eficiéncia, sua
populagao cresce enquanto a populagao de presas diminui. No préximo ex-
perimento consideremos um caso onde a dinamica se estende por um tempo
maior.

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2

0.1

0.8
0.6
0.4

0.2

106



107

o

0.8

0.6

0.4

0.2



Figura 3.1: Resultado do FExperimento 1a para os parametros D, = D, = 3,
D, =D, =10, 8 =8, =120, 6, =63, =1, a =10 e f = 2, nos instantes de
tempot =0, 1, 2, 3, 4, e 5. A esquerda encontra-se a populacdo de u enquanto
que a direita estd a populacao de w.

Experimento 2

Para o segundo experimento numérico, consideremos novamente 7, = 0 e
79 = 1 e mudamos os dados iniciais e os coeficientes, a saber, escolhemos
D,=4D,="7 D,=14, D, = 10, ¢, = 100, ¢, = 80, §, = 0.1, , = 0.25,
a =9 e [ = 3. Para dados iniciais como na Figura obtemos o resul-
tado numérico exibidos na Figura |3.3] onde apresentamos respectivamente

as solugoes numéricas do predador e da presa.

Figura 8.2: Dados iniciais para o seqgundo Ezxperimento 2. A esquerda a densidade
inicial de predadores ug, ao centro a densidade inicial de presas wg e a direita o
dado inicial py do feromonio do predador. Obtemos py como a solugdo numérica
de —DpApy = dwo — dgq0-
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Figura 3.3: Resultado do Experimento 2 para os parametros D, = 4, D,, = 7,
D, =14, D, = 10, 6, = 100, 6, = 80, 6, = 0.1, 6, = 025, a =9 e § = 3,
nos instantes de tempo t = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 10, 15, 20, 25 e 30. A esquerda
encontra-se a populacdo de u enquanto que a direita estd a populacao de w.

>

S

Experimento 1b

Repetiremos a andlise numérica feita no Capitulo 1 referente ao sistema
(1.13) para 74 = 75 = 1, porém, agora considerando a dinamica populaci-
onal. Usaremos novamente os coeficientes D, = D,, = 3, D, = D, = 10,
Oy = 0y = 120 € 0, = 04 = 1, e também a = 10 e 8 = 2. Ainda, conside-
remos os mesmos dados iniciais ug e wg do Experimento la, e completamos
o sistema considerando os dados iniciais py(z) sendo a solu¢do numérica de
—D,po = 0,y W0 — dpPo, que estd exibida na Figura e qo(z) sendo a solucao
numérica de —Dyqy = 0,ug — 040, que pode ser vista na Figura Os
resultados numéricos, para alguns instantes de tempo, sao apresentados na
Figura 3.4, Lembramos que nesse caso nem a presa nem o predador detecta
imediatamente o outro, o predador consegue se aproximar com boa eficiéncia
e ainda a presa deixa um rastro de feromoénio ao evadir. No préximo expe-
rimento consideremos um caso onde a dinamica se estende por um tempo
maior.
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10 20 30 40 50 60 70 80

Figura 3.4: Resultado Experimento 1b para os pardametros D, = D,, = 3, D, =
D, =10, 6y =0, =120, 0p =64 =1, @« = 10 e B = 2, nos instantes de tempo
t=0,1,2, 3,4, eb. A esquerda encontra-se a populacao de u enquanto que a
direita estd a populagcdo de w.

Experimento 3

Consideremos um segundo experimento numérico para 71 = 1 considerando
os parametros D, = D,, = 10, D, = D, = 20, J,, = 100, J,, = 120, §, = 1,
d; = 0.1, = 10 e B = 2. Ainda, tomemos a distribuigao dos dados iniciais
do predador uy e da presa wy como nas primeiras imagens da Figura (3.5
Ainda consideraremos pg(x) = wo(x) e qo(z) = ug(x). Temos os resultados
da simulacao numérica apresentados na Figuras [3.5]
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Figura 3.5: Resultados do FExperimento 8 para os parametros D, = D,, = 10,
D, = D, = 20, §, = 100, ¢, = 120, 6, =1, 64 = 0.1, « = 10 e § = 2, nos
instantes de tempot =0, 1, 2, 3, 4, 5, 10, 15, 20, 25 e 30. A esquerda encontra-se
a populacao de u enquanto que a direita estd a populacdo de w.

Experimento 4

Consideremos um quarto experimento numérico para 7, = 1 com os parametros
D,=D,=3,D,=D, =6, d, =130, 6, = 150, 6, = 2, §; = 2, « = 1.7
e f = 2. Ainda, tomemos a distribuicao dos dados iniciais do predador e
da presa como nas Figuras e Ainda consideraremos pg(x) e qo(x) as
solucoes numéricas de

_3Aq0 = 5ww0—|—5qu (327)

que podem ser melhor observadas nas Figuras[3.8¢[3.9) A dinamica completa
¢ apresentada na Figura [3.10
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Figura 3.6: Dado inicial ug(x) para o

FExperimento 4.
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Figura 3.8: Solu¢ao numérica de ,
dado inicial go(x) para o Experimento 4.
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Figura 3.7: Dado inicial wo(xz) para o
Ezxperimento 4.
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Figura 3.9: Solugdo numérica de ,
dado inicial po(z) para o Ezperimento 4.
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Figura 3.10: Resultados do Experimento 4 para os parametros D, = D,, = 3,
D, =D, =6, 6, =130, §, = 150, 6, = 2, §g =2, o« = 1.7 ¢ § = 2, nos
instantes de tempot =0, 1, 2, 3, 4, 5, 10, 15, 20, 25 ¢ 30. A esquerda encontra-
se a populacdo de u enquanto que a direita estd a populacdo de w.

3.4 Comentarios sobre o capitulo e perspec-
tivas futuras

Ainda nao se sabe se para modelo pode apresentar explosao da solucao
em tempo finito mesmo para 7, = 1 ou7; = 0. Por ora, temos que a existéncia
depende da pequenez da norma L> do dado inicial ug. Ja haviamos discutido
isso brevemente a respeito do classico sistema de Keller-Segel, apresentado
em (1.3)), onde [51] 18] determinam 87/x como o nimero que representa o
limite de uma faixa de dados que podemos tomar caso desejamos evitar esse
comportamento. Cronologicamente, a existéncia de tal niimero com a pro-
priedade descrita acima foi comprovada em [34] para um sistema simplificado
com a equagao do feromonio sendo —Av = —(u—1). Mais tarde, [47] obteve
o mesmo resultado para o caso 7 = 0. A constante 87/x foi conjecturada
em [I8] e de fato é o nimero limite no sentido descrito acima para solugoes
radialmente simétricas. No decorrer dos anos, varios trabalhos foram dedi-
cados ao sistema completo ([1.3)) com 7 = 1, como por exemplo em [28] foi
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construida uma solugao radialmente simétrica e com o colapso na origem em
tempo finito, onde a massa inicial era 87/x. Por fim, em [49] foi concluido
que solucoes radiais existem globalmente no tempo com limites uniformes,
desde que [Jug||; < 87/x.

Dessa maneira, a conjectura para a constante feita em [19] quase fecha o
ciclo para o caso de solucoes radialmente simétricas. Porém, esse ambiente
de dados inicias nao faz muito sentido para o contexto desse trabalho, entao
direcionamos para o caso geral, que ao contrario da conjectura descrita acima,
[48] sugere ||ug||1 < 47/x como critério para a existéncia de solugoes globais.
Mas o nimero 47/x também ¢ entendido como a melhor cota possivel e a
razao da discrepancia entre casos radiais e nao radiais foram tratadas em
[48] e [58], onde [48] estudou o modelo com 7 = 0 e concluiu que se 47/y <
|luol|l1 < 87/x e mesmo assim a solucdo explode em um tempo finito, entao
a concentracao em direcao a 02 ocorre para a solucao u.

Uma das suposicoes irrealistas nos modelos de Lotka-Volterra foi tra-
tada inicialmente, que era o crescimento ilimitado das presas na ausencia
de predacao. Na forma em que foi escrito o modelo de equagoes diferenciais
ordindrias, os termos a direita podem ser entendidos como as taxas de cres-
cimento per capita dependentes da densidade, e para ser mais realista, estas
taxas de crescimento devem depender tanto das densidades de presas quanto
de predadores, isto é,

d
d—lf =w- F(w,u)
d
d—? =u-G(w,u)

onde F' e GG dependem da interacao das espécies e assim por diante. Para a
presa foi utilizado um mecanismo de crescimento logistico, induzindo uma ca-
pacidade de carga maxima. Em modelos mais realistas, o termo de predacao,
que é a resposta funcional do predador para alterar a densidade de pre-
sas, geralmente mostra algum efeito de saturacao. Em vez de uma res-
posta do predador do tipo bwu, como no modelo de Lotka-Volterra utili-
zado nesse trabalho, algumas alternativas podem ser dadas por wuR(w) onde
wR(w) satura para w grande. Alguns exemplos cldssicos da literatura, ver
[45], 146, [14], 38, 25, 42, [65], sao

(a) R(w) = A, o tipo insaturado de Lotka-Volterra
(b) R(w) = 4

— w+B’

(c) R(w) = 24, e

W21 BT

(d) R(w) = ==,

w
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onde A, B e a sdo constantes positivas e os graficos de wR(w) estao ilustradas
na Figura|[3.11}

wR(w) wR(w) whR(w) wR(w)
Ab-m--o—oo Ap-=---==== Ap—-m——oo -

0 w 0 w 0 w 0 w
(a) (b) (c) (d)

Figura 3.11: Possibilidades de tazas de crescimento. Retirada de [45].

Ja para a equagao da populacao predadora também podemos fazer ajustes
mais realistas, que inclusive eliminariam o termo quadréatico do nosso modelo.
Possiveis e classicas formulagoes da resposta funcional sao
hu
G(w,u) =k (1 - E) ou G(w,u) =—d+ eR(w),

onde k, h,d e e sdo constantes positivas e R(w) é como em (a), (b), (c) ou
(d). O nosso modelo é feito com a formulagao (a), porém modelos
dados pelas demais combinagoes sao apenas exemplos dos muitos que foram
propostos e estudados, e sao todos mais realistas do que o modelo classico
de Lotka-Volterra inicial.

A outra etapa da constru¢ao do modelo proposto nessa tese foi a in-
troducao da quimiotaxia. Em uma abordagem mais geral para a introducao
do feromonio primeiramente para uma tnica espécie (como feita em [45] 46])
é suposto que a presenca de um gradiente em um atrativo, v(¢,z) da origem
a um movimento das células de densidade u(t,z) acima do gradiente. O
fluxo de células aumentara com o nimero de células presentes, e a equacao
de reacao-difusao-quimiotaxia basica é dada por

ur = f(u) = V- (ux(v)Vov) + V- DVu, (3.28)

onde D é o coeficiente de difusao das celulas. Como o atrativo v(t,z) é um
produto quimico, ele também difunde e é produzido pelas amebas, que sugere
ser modelado também por uma equacao do tipo

v = g(u,v) + V- D,Vu, (3.29)

onde D, é o coeficiente de difusdo de v e g(u,v) é a fonte, que pode depender
tanto de u quanto de v. Em nosso estudo, o termo quimiotatico x(v) é consi-
derado uma constante y, e essa em geral é determinada experimentalmente.

122



Porém hé outras formas propostas para o fator quimiotatico x(v), que podem
ser vistas com frequéncia na literatura (ver [45, [46]), por exemplo

X x>0, K >0,
v

x(v) =

_ XK
, xX(v) = K o2

que sao conhecidos, respectivamente, como a lei de registro e lei de receptor.
Nessas propostas, a medida em que o feromonio diminui o efeito quimiotatico
aumenta. Sendo assim, nosso trabalho se encontra dentro de uma proposta
mais geral de modelos predador presa com quimiotaxia apresentados da se-
guinte forma

(Oyu — DyAu+ V- (x1(p)uVp) = u - F(w, u)

0w — Dy Aw — V - (x2(q@)wVq) = w - G(w, u)
710ip — DpAp = g1 (w, p)
720:q — DyAq = ga(w, p)
+ Condigoes de fronteiras
+ Dados iniciais

(71,2 € {0, 1}.

com as taxas Fi, F5, g1 e go e o efeito quimiotatico x; e xo como na discussao
acima.
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Apeéendice A
Esquema numeérico

Para as simulacoes numéricas apresentaremos os seguintes esquemas de vo-
lume finito implicito-explicito do sistema

(Oyu — DyAu+ V - (uVw) = awu — u

0w — DyAw — V- (wVu) = fw(l —w — u)

Op — DpyAp = 6w — dpp

— DyAq = d,u — 049

Vu-nlyg = Vw-nly = Vp-njy = Vg-nl, =0
(u(0) =uo, w(0)=wo e p(0)=po.

As ideias aqui abordadas podem ser generalizadas facilmente para os outros
possiveis casos das escolhas de 11,75 € {0,1}. Consideremos o sistema (A.1)
em um dominio retangular Q = [0, L,]| x [0, L,], onde introduzimos a grade
cartesiana definida pelas células I ; := [xl-fé,xi%] X [yjfé,yﬂ%], que por
simplicidade, serao assumidas de tamanho uniforme, isto é, |I; ;| := h* para
todo i e j. Consideremos o tamanho passo At > ( para discretizar o intervalo
de tempo (0,7). Seja N > 0 o menor inteiro tal que NAt < T e tomemos
t" :=nAt paran € {0,1, ..., N}. A média da célula de uma quantidade v no
instante de tempo ¢t é definido via

1
U (1) = ﬁ/ v(t, x)dx,

Ii 5

e definimos também v}, := v;;(t"). Note que estamos usando a notagao
x = (x,y) para denotar as varidveis espaciais. Sejam fi(u,w) e fao(u,w)
os termos de reacao do lado direito das duas primeiras equagoes de (A.1)).

Entao, os termos

1
ﬁ/ fe(u(t,x), w(t,x))dz, k=1,2
]777J'
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sao aproximados por fi;; = fi(W ;,W;;),k = 1,2. O Laplaciano na grade
cartesiana pode ser descretizado por

1
Aigu = (Fipgy = Figy) +

Zﬁfu]

com

1, _ 1 _
Fi+%,j e E(uiJrl,j - Uz’,j)> Fi,jJr% = E(“m‘ﬂ - Uu)

Além disso, os fluxos numéricos nas direcoes z- e y- sao discretizados respec-
tivamente por

F o (p) = UiPiy1; — €as0 Pyt ;>0 B = Pit1,; — Pij
i3 T Y = D thad ’
2 Uit1,jDiy L caso Pitl; <0, 2 h
(A.2)
e
FU L (p) = 4 Pty €S0 Pigey > 0 B, o = Dt " Pig
11J+7 rvi = = 1/7] 5
2 Uij+1Pi 51 €SO Py jy1 < 0, 2 h
(A.3)

e de maneira similar para }—1'2+lj(q> e .7-"2.2]. 1(q). Finalmente, usaremos o
27 ’ 2

método de Euler de integracao de primeira ordem para as componentes de
p, u e w. Os termos de difusao serao tratados na forma implicita e a forma
explicita sera usada para os termos de conveccgao e reacao. Os dados iniciais
sao aproximados por suas médias nas celulas,

_ 1
Wi = 33 wop(x)dx p?’j =g po(x)dx.
LL‘,]' Ii,j

1 1
W= uo(x)dx, w°

%)

Para obter a solugao numérica de t" para t"*1 = " + At usaremos o se-

3 3 . n _ (75N — (N n _ (;[n
guinte esquema de volume finito: Dados u” = (u};), w" = (w};) e p” = (p};)
para todas as células I; ; no instante de tempo ¢ = t", os valores desconheci-
dos u™*!, wtl e p"*! sdo determinados pelos seguintes passos:

n

Passo 1 Resolva para q = (g, ;)

—-D,Awq+ 6,Zq = §,Zu". (A.4a)
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Passo 2 Resolva para p = (p,;), u™™ = (@/}') e w"*' = (w}]")

2% 2y
g—ofjl AtD,A, Jg—oyjl_ Py, + At (6,0 Wy 5pp;fj) (A.5a)
Tt = AtD A u =+ AT
Fla(p )—f}_; (p) F...(p)—F _.(p)
+At< *5d ; iy Dbt . 173 ) (A.5b)
Wi — AtD A jw™ =) + ALY,
F? . .(q )—ff_; (@) F (@) —=F .(q)
+At< 3 ; g 7 Tty ; I ) (A.5¢)

onde usamos a notacao A, = (4, ;) para indicar a matriz do operador Lapla-
ciano discretizado e Z é a matriz identidade. Cada um dos sistemas lineares
para q; ; e p?;"l, ufjl e w”+1 podem ser resolvidos usando eficientes algorit-

mos bem conhecidos na hteratura.
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Apéendice B

Estimativas LY para a equacao
parabodlica do feromonio

Seja ¢ uma solucao do problema

Ohd—Ap = f em (0,00) x
Vo-n = 0 em (0,00) x 90 (B.1)
iy = ¢o em Q.

Entao, via a férmula de Duhamel, ¢ é dada explicitamente por

o) = o0 + [ 98 5 (5) ds,

0

onde (e'2);> é o semigrupo da equagao do calor de Neumann em 2. Um
resultado que vamos usar por diversas vezes durante esse trabalho é o Lema

1.3 de [69] apresentado abaixo:

Lema 3. Consideremos 2 C R? conexo e suave. Seja (e®)i>o 0 semigrupo
do calor com condi¢coes de Neumann em ) e denotamos Ay > 0 o primeiro
autovalor nao nulo de —A em 0 com condi¢oes de fronteira de Neumann.
Entao existem constantes C1, ..., Cy dependendo apenas de ) que satisfazem

as sequintes propriedades:
(a) Sel<q<p<oo entio

1 _
le"*oll, < C: (1 + tl/q—l/p) e |lly, V>0,

para todo ¢ € L) satisfazendo [, ¢ dx = 0.
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(b) Sel<q<p< oo entio

1 _
"vetA¢"p g CQ <1 + m) e A1t H¢Hq’ vt > 0,

para todo ¢ € LI().
(c) Se2<q< oo entio
IVe2gll, < Cse ™| Vglly, Vt>0
para todo ¢ € WHP(Q).
(d) Sel<qg<p<oo entio

1 _
”etAV . ¢||P < 04 <1 + m) e At ||¢||q’ Vit > O, (BZ)

para todo ¢ € [C§°(Q)]™. Consequentemente, para todo t > 0 o opera-
dor eV possui uma unica determinada extensdo para um operador de

L1(Q) em LP(Q2) com a norma controlada de acordo com
Temos como consequencia o seguinte lema técnico:
Lema 4. Fize s € (n,00) e 0 € (0,2] tais que

0s Os

—>1
2 =7 2-4

>n
Adicionalmente, assumimos que para algum T > 0:
Voo € L*(Q), feL™(0,T; (L' NL7) Q).

Seja ¢ uma solucao de . Entao para cada t € (0,T],

1 9 s(n—1)—n
IVo@)lls < [|¢olls+C (1+ S,)x(l—l— sup Hf(s)Hl) sup || F(E)]5 T .

1t 2+ 0<s<t t/2<t/<t 2

A constante C' depende de ), n, s e 8. Além disso, o supremo em tempo
pode ser estimado para qualquer T > 1 por

6 s(n—1)—n

n 6s—2
s6
2

sup ||V¢(t/)||s§||V¢0||s+0<1+ sup ||f(t’)||1> sup [IF(t)
0<t/<t 0<t/<t

0<t/<t

A constante C' depende de 0, n, s e 0.
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Demonstracao: Ver [3].

Esse resultado pode ser estendido para

o —Ap = f—0¢ em (0,00) x Q
Vo-n = 0 em (0,00) x 00
blig = ¢o em Q.

com o semigrupo associado e %e!®. Assim,
[Ve e = e Ve|| < [[Ve'2]].
Por fim, temos o seguinte lema:

Lema 5. Seja 1 <r <s < oo. Entao

1
el <€ (14 sy ) ol

vdlido para qualquer ¢ € {v € [L"()]", V-v € L*(Q), v-n=0 em 0N}.

Demonstracao: Ver [3].
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Apéndice C

Lemas de equacoes diferenciais
ordinarias

Apresentamos alguns Lemas usuais de equacoes diferenciais ordinarias:
Lema 6. Sejam X eY duas fungoes nao-negativas e absolutamente continuas

em [0,T] tais que para todo t > 0 temos

Y'(t)—l—aYa(t)Zb—Fé—i-c(l—i-t%) sup  Y(s)

T(t)<s<t

1
X’(t)—i—aX“(t)Sb—i—c(l—l—t—v) sup  X(s)

T(t)<s<t

para algum mapa continuo t — 7(t) € [0,t] e constantes b >0, ¢ >0, a > 0,
d>0,a>ap>0ev>0. SeY(0) > X(0) entao Y > X em [0,T]. Em
particular, se v =0 entao

sup X (t) < max{X(0),C}, (C.1)

te[0,7
onde a constante C' > 0 depende de todos os parametros, exceto 7(-), 0 e T.

Demonstragao: Ver [3]. n
Também segue o seguinte resultado:

Lema 7. Assumimos que X seja absolutamente continua em [0, T tal que

1
X' +aX*<b+c (1 - t_V) sup X(s),

t
ESSSt
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comb>0,¢c>0,a>ay>0evy>0. Entao

X(t)gC(lthlﬁ), :max{ ! ; !

A constante C' > 0 depende de todos os parametros, exceto T

Demonstragao: Ver [3].
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