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Resumo

Neste trabalho, provamos alguns resultados de boa colocagao, controla-
bilidade, estabilizagao e continuacao tinica para uma classe de equacoes
diferenciais parciais dispersivas. Primeiro, consideramos um sistema, de
Boussinesq que acopla duas equacoes de Korteweg-de Vries de quinta
ordem, em um dominio limitado. Obtemos a controlabilidade exata
através de uma configuracao adequada da posicao dos controles atu-
ando na fronteira. Também consideramos uma familia de mecanismos
dissipativos, atuando na fronteira, para a qual as solugoes com dados
pequenos sao globalmente definidas e exponencialmente decrescentes
no espaco de energia. Em seguida, provamos a boa colocacao global e
um resultado de continuagao tnica para um sistema Boussinesq que
acopla duas equacoes do tipo Benjamin- Bona-Mahony, em dominio

limitado.

Palavras chave: Controlabilidade, estabilizacao, sistema de Boussi-

nesq, propriedade de continuacao tnica.
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Abstract

In this work, we prove some well-posedness, controllability, stabilization
and unique continuation results for a class for dispersive partial differential
equations. First, we consider a Boussinesq system which couples two fifth
order Korteweg-de Vries equations, posed on a bounded domain. We obtain
the exact controllability provided by a suitable configuration of the controls
position in the boundary. We also design a feedback laws for which the
solutions issuing from small data are globally defined and exponentially
decreasing in the energy space. Next, we prove the global well-posedness
and a unique continuation result for a Boussinesq system which couples two

Benjamin-Bona-Mahony type equations, posed on a bounded domain.

Key words: Controllability, stabilization, Boussinesq system, unique conti-

nuation property.
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Capitulo 1

Introducao

O sistema de Boussinesq classico foi introduzido pela primeira vez por Boussinesq em [3]
para descrever a propagacao de ondas de pequena amplitude na superficie de um canal de
agua. Tal modelo também se mostrou 1til para quando se estuda a propagacao de ondas
em grandes lagos, oceanos, dentre outras aplicacoes.

Recentemente, em [2], J. L. Bona, M. Chen e J. C. Saut obtiveram a seguinte familia

de sistemas de Boussinesq de quinta ordem para descrever fendbmenos de mesma natureza:

Uy — bUiggy + baliagy + Uy + AV3e + A2Vs, + (UV)p — b(UD)3,
+(a+b— %)(uvgw)x =0,
Uy — Aoy + doVazy + Uy + CUsy + Colsg + VU, + (VU )op+
+(utgy)e — (¢ +d — 1)vpvg, — (¢ + d)vvg, =0,

(1.1)

onde as constantes a, b, ¢, d, as, ba, co, dy devem satisfazer as seguintes relagoes

IR

a+b —2(9 3),
1

c+d 25(1—92)7

by === Ly D2 Ly

az—=by =—5(0" = )b+ (6"~ )%, (1.2)
R N A S

—dy = 51— et (1038 - ),

para algum 6 € [0, 1].
Neste sistema faremos o estudo do caso as = ¢o € by = dy = b = d = 0 que ocorre

quando

1
=—\/— 10v145.
0 10\/ 50 + 10 )

Portanto, as constantes as e ¢y sao

5. 7 1
=cy= —(—— + —V145)%
az =2 = 55 (=35 T g V14%)



No que se refere ao estudo matematico, os problemas de Boussinesq de terceira ordem
tem sido sistematicamente estudados (vide [17, 16, 4, 15] e as respectivas referéncias),
contudo, continuam pouco explorados os problemas de controle e estabilizacao na fronteira
para o caso de quinta ordem.

Na primeira e na segunda parte deste trabalho faremos um estudo da boa colocacao e

das propriedades de controle da seguinte versao simplificada do sistema (1.1):

(1.3)

u(t, x) + v (t, ) + agvs,(t,2) =0, (t,2) € (0,T) x (0, L),
ve(t, 7) + ug(t, x) + asus. (t,2) =0,  (t,x) € (0,T) x (0, L),

satisfazendo as seguintes condigoes de fronteira

u(t,0) = u(t, L) = u,(t,0) = u, (¢, L) =0, t € (0,7),
Uz (t, L) — vz (t, L) = h(t), t € (0,T), (1.4)
v(t,0) =v(t, L) = vy(t,0) = v (t, L) = 0,v,,.(¢,0) = g(t), t € (0,T),
e condicoes iniciais
{ w(0,z) =we(x), =€ (0,L), (1.5)
uw(0,2) =w(x), x€(0,L),

onde as funcgoes h,g desempenharao o papel de controles que atuam na fronteira do
dominio [0, L]. Mais precisamente, estamos interessados na seguinte questao:

Dados T > 0, um estado inicial (ug, vp) e um dado final (uy,v;) em [L?(0, L)]?, podemos
encontrar controles apropriados h = h(t) e g = g(t) em L?*(0,T), tais que o sistema (1.3)-
(1.5) admite uma solugao (u,v) que satisfaz (u(0,.),v(0,.)) = (ug, vo) € (w(T},.),v(T,.)) =
(ug,v1)?

Se a resposta for afirmativa, dizemos que o sistema é exatamente controlavel.

Utilizando o Hilbert Uniqueness Method (HUM), introduzido em [6, 13|, mostraremos
que, nas condigdes acima, é possivel obter a controlabilidade exata de (1.3)-(1.5). Nesse
caso, a controlabilidade pode ser obtida provando uma desigualdade de observabilidade
para as solugoes do sistema adjunto associado a (1.3)-(1.5). Faremos isso utilizando
as ideias introduzidas por Rosier em [17] que, através do uso de estimativas a priori, do
efeito regularizante de Kato e argumentos de compacidade, reduz o problema a provar um
principio de continuacao tnica para as solucoes de um problema espectral. Nesse fato,
reside um dos pontos principais do trabalho, onde se conclui através de um resultado
provado por Santos et al [7] que, com as condigdes de contorno propostas em (1.4), essa
propriedade de continuacao tnica se verifica sem nenhuma restri¢ao sobre o comprimento
do intervalo. O mesmo nao acontece, por exemplo, para a equacao de Korteweg-de Vries
[17] e para o sistema de Boussinesq do tipo KdV-KdV [4]. Esse é fenomeno, conhecido com
Critical Length Phenomenon, foi provado pela primeira vez por Rosier em [17] estudando

a controlabilidade na fronteira para a equacao de Korteweg-de Vries.



Faremos também um estudo do comportamento assintotico das solugoes de (1.3)-(1.5)
considerando h = 0, g(t) = —u..(t,0) e incluindo as nao linearidades que tiverem ordem

menor ou igual a dois. Mais especificamente, consideremos o sistema

Uy + Vg + A5, + (W0) + (@ — 5)UgUa, =0, (1.6)
U + Uy + agUsg + V0 + (2¢ + 1) 9,0, + Ugzu, =0, .
para (t,x) € (0,00) x (0, L), satisfazendo as condigbes de fronteira
w(t,0) = u(t, L) = uy(t,0) = uy(t, L) = 0, Uz (t, L) — vz (t, L) = 0, (.7)
v(t,0) = v(t, L) = v,(t,0) = v,(t, L) = 0, uz(t,0) + vy (¢,0) = 0, .
para t € (0,00) e tendo as condi¢des iniciais
v(0,x) = wo(x),

para z € (0, L).
Observe que, se multiplicarmos a primeira equagao de (1.6) por u, a segunda por v e

integramos por partes no intevalo (0, L), obtemos

1d [F
2dt J,

L 2 1 2 2

Portanto, considerando a energia associada ao modelo

(u?(t, ) +v*(t,2))dx = —aqus,(t, L) — agu3,(t,0)

E(t) = %/OL(uz(t,x) +v2(t, z))dx,
temos que as condicoes de fronteira atuam como um mecanismo dissipativo, pelo menos
para o modelo linear. Assim, obteremos o decaimento exponencial do sistema linear, que
nos possibilitard obter o decaimento exponencial do sistema nao linear. A prova desse
resultado é obtida da seguinte maneira: Primeiro estudamos o sistema linear para de-
duzir algumas estimativas a priori e o decaimento exponencial das solu¢oes na norma
[L%(0, L)]?. Estabelecemos o efeito regularizante de Kato usando o método dos multipli-
cadores, enquanto o decaimento exponencial é obtido com a ajuda de alguns argumentos
de compacidade que reduz o trabalho a um problema espectral. Com essas estimativas,
obtemos uma taxa de decaimento em [H?(0,L)]* e provamos a boa colocagao global e
o decaimento exponencial das solucoes do sistema nao linear partindo de dados iniciais
pequenos em [L%(0, L)]?. A ideia central consiste em combinar o efeito regularizante de

Kato e a taxa de decaimento das solugdes em [H?(0, L)]* para estabelecer uma estimativa



pontual e, entao, aplicar o Teorema do Ponto Fixo de Banach no espaco
F, = {U = (u,v) € C(RT; [H*(0, L)]*); || €U (t) || oo w+:[m2(0,02)< o0},

onde p > 0, serd determinado posteriormente. Vale ressaltar que devido a falta de es-
timativas a priori na norma de [L?(0, L)]?, a questdao da existéncia global de solugoes é
dificil de resolver. Entretanto, a existéncia global juntamente com a estabilidade expo-
nencial podem ser estabelecidas para dados iniciais suficientemente pequenos. Para este
proposito, o efeito regularizante de Kato e a taxa de decaimento exponencial em H? sio
combinados em uma estimativa pontual no tempo.

Na terceira parte, estudaremos um problema de continuacao tnica para o sistema
de Boussinesq linear do tipo Benjamin-Bona-Mahony de terceira ordem na presenca de

potenciais dependendo do tempo e do espaco. Mais especificamente,

nt(ta I) - nzxt(t7 .’,U) - pl(t> x)wz(t7 l’) + ql(t7 I)W(t, I’), (1 10)
wt(ta QJ) - wxzt(ta .T) = p2(t7 x)nz(ta Q?) + q2(t7 37)77(757 33'),
m (t,z) € (0,7) x (0,1), onde assumimos que
Di, q;i € LOO((07T) X (07 1))7 para L= 17 27 (111)

Facamos uma reflexao mais detalhada sobre a propriedade de continuacao tnica do
sistema acima: para algum intervalo I C (0, 1) seria possivel concluir que 7(t,z) =
w(t,z) =0em (0,7) x I implica que n = w = 0 em todo o dominio (0,7") x (0,1)? Em
outra hipotese, seria possivel concluir que as condigbes de fronteira n(t,1) = w(t, 1) =
ne(t,1) = w(t,1) = 0 implicam que n = w = 0 em todo o dominio (0,7) x (0,1)?
Infelizmente, a continuagao inica nao ocorre para estes casos, conforme podemos afirmar
pelo seginte contra-exemplo semelhante ao utilizado por Zhang e Zuazua [21]: sejam
pi = q; = 0, e defina w(t,z) = wo(z) # 0en(t,x) = no(z) # 0 como func¢des independentes
do tempo, tais que wy € C°(0,1), no € C°(0,1), suppug C (0,1)\I e suppvy C (0, 1)\1.
Entdo, as fungbes w(t,x) e n(t,z) satisfazem (1.10) e as condigbes acima, mas nao se
anulam em todo o dominio (0,7) x (0,1).

Este contra-exemplo demonstra uma dificuldade adicional que nao é enfrentada em
outros modelos, tais como a equacao de Korteweg-de Vries. Por isso, precisamos de
condicoes adicionais para garantir a continuacao tnica. Por exemplo, Zhang e Zuazua

[21]| provaram um resultado de continuagao unica para a equagao do tipo BBM

u(t, ) — g (t, ) = [p(x)ult, )] + q(x)u(t,z), (t,x) € (0,00) x (0,1),

onde p e ¢ nao dependem do tempo, com as condigdes de fronteira u(t,0) = u(t,1) = 0.

Assim, se u(t,z) =0 em (¢t,x) € (0,7) x I, entao u(t,z) = 0 em todo o dominio.



No presente trabalho, provamos a propriedade de continuagao tnica considerando as

seguintes condigoes de fronteira e iniciais do sistema (1.10)

{ n(t,1) = w(t,1) =ne(t,1) = wy(t,1) =0, t € (0,7), (1.12)

n(0,z) =w(0,2) =0, z € (0,1).

Observamos que para a equacao de Benjamin-Bona-Mahony, nao podemos provar a
continuacao tnica pelo método das caracteristicas (Teorema 3.1-3.2 em [5]), por isso
para o estudo da propriedade de continuacao tnica de outras equacoes dispersivas, tais
como a equagao de Korteweg-de Vries, indicamos [11]. Em ambos os artigos [11] e [5], a
principal ferramenta é uma desigualdade de Carleman. Para aplicacoes de desigualdades
de Carleman para obter a propriedade de continuagao tnica, vide [9], [10], [18] e [19].

A demonstracao do resultado principal dessa parte do trabalho sera obtida pela apli-
cacao de uma desigualdade de Carleman provada por M. Yamamoto em [20].

Finalizamos a introdugao mencionando alguns resultados obtidos para a equacgao de
Korteweg-de Vries de quinta ordem e para a equagao de Benjamin-Bona-Mahony que

foram utilizados para o desenvolvimento deste trabalho: [1, 5, 8, 12].



Capitulo 2

Existéncia e unicidade para um sistema

acoplado do tipo KdV-KdV de quinta

ordem

Neste capitulo, faremos a demonstracao dos teoremas de existéncia e unicidade de solu-

¢oes de ambos os sistemas (1.3)-(1.5) e (1.6)-(1.8), assim como dos respectivos sistemas

adjuntos.

Introduzimos o espaco
X = L*0,L) x L*(0, L),

com o produto interno usual
L
((u,v), (0,9))x = / (ugp + vip)dx
0

e 0 espaco
D = C([0,T]; X) N L*(0, T; [H*(0, L)]?),

munido da norma

1w, )l p = suprerory [[(ult, ), v(t, )l x
2

T
+ (fo Ju(t, ')H?{?(O,L) + [lo(t, -)H%ﬂ(o,L)dt) :

2.1 O sistema linear homogéneo de (1.3)-(1.5)

Nesta se¢do analisaremos a boa colocagao do sistema homogéneo associado a (1.3)-(1.5),

ou seja,
u(t, ) + v (t, ) + agus, (t,2) =0,  (t,x) € (0,T) x (0, L),
ve(t, ) + ug(t, x) + agus.(t,2) =0,  (t,2) € (0.T) x (0, L),



satisfazendo as seguintes condigoes de fronteira

{ u(t,0) = u(t, L) = uy(t,0) = ug(t, L) = tge(t, L) — veu(t, L) = 0, t € (0,T), 22)

v(t,0) = v(t, L) = v,(t,0) = v (t, L) = v(t,0) =0, t € (0,7,
e condicoes iniciais
{ uw(0,2) =wup(x), x€(0,L), (2.3)
v(0,2) =w(x), x€(0,L).

Os resultados serao obtidos utilizando a teoria de semigrupos, por isso consideramos

o operador
A:DA) C X — X, (2.4)

com dominio

u(0) = u(L) = u,(0) = ux(L) =0,
D(A) = ¢ (u,v) € H*(0,L) x H*(0,L); v(0) =v(L) = v,(0) = v,(L) =0, ¢, (2.5)
Uz (L) — V(L) = 022,(0) = 0
definido por
A(u,v) = (—vp — aUse, —Uyp — AoUsg). (2.6)

Assim, se denotarmos por U = (u,v), obtemos um problema de Cauchy abstrato para
o sistema (2.1)-(2.3), ou seja,
Ut — AU,

Com a notacao acima, temos o seguinte resultado:
Proposicao 2.1. O operador A gera um semigrupo de classe Cy, {S(t)}i>0, em X.

Demonstracao. O operador A é dissipativo, pois dado U = (u,v) € D(A), obtemos

(Uv AU)X = (uv v ( ))X = ((u7 U)v (_Uac — Q2Vsg, —Ug — CLZUSx))X

L L
= / u(—v, — agus,)dx + / v(—uy — agus, )dz
0 0

L L
= / Uy + agus, )vdr + / v(—uy — agus, )dz
0 0

L
+[_ ] + a2[_uv4x + Uz U3z — UggUzz + U3zVy — UgeV 0

= —ay?,(L) <0.
Por outro lado, o operador adjunto

A" D(A*) € X — X, (2.8)



possui dominio

f(0) = f(L) = f(0) = fu(L) =0,
D(A") = { (f,9) € H*(0,L) x H*(0,L); g(0) = g(L) = g(0) = g.(L) = 0, (2.9)
Jea(L) + goa(L) = gae(0) =
e é definido por
A*(fvg) = (g$+a295xaf:v+a2f5:v)' (210)

Logo, o operador A* também é dissipativo, pois dado W = (f, g) € D(A*) segue que

W, AW)x = ((f,9),A(f,9)x = ((f,9), (+9z + a2g50, +f2 + a2f5:)) x
L
= / (+9z + a2gs.)dx + / g(+fo + asfsy)dx
0 0

L L
— / — a2f5$)gdm + / (+fx + a2f5x)dm
0

+[fg]0 + a2[+fg4x - frg3z + frzgxz - fogm + f4xg]£

Além disso, A = A*, o que nos garante que A é fechado. Como D(A) e D(A*) sdo
densos em X, pois o conjunto C5°(0, L) x C§°(0, L) é denso em X e esta contido em ambos

os dominios, A gera um semigrupo em X. O

Pelos resultados classicos de semigrupos temos o seguinte teorema de existéncia global

de solugoes para o sistema linear homogéneo (2.1)-(2.3):

Teorema 2.2. Se Uy = (ug,v9) € D(A), eziste uma unica solugao de (2.1)-(2.3) (que

chamaremos de cldssica), tal que

Uec CR":DA)NCHR"; X). (2.11)

Se, por outro lado, Uy = (ug,v9) € X, entdo existe uma unica mild solution de (2.1)-(2.3),

tal que
UeCRY;X). (2.12)

No proximo teorema provaremos resultados adicionais para a mild solution do sistema

homogéneo, obtida no Teorema 2.2.

Teorema 2.3. Sejam Uy = (ug,v) € X e (u,v) a mild solution dada pelo Teorema 2.2

com dado inicial Uy. Entao, temos as sequintes estimativas:

/OT (t, L)dt = 212 (/OL(ug(x) +v3(z))dw — /OL(UQ(T, x) +v*(T, x))dx) . (2.13)

a
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T L L
/0 /0 (W2 + v?)dadt < T /O (2 + 02)dx, (2.14)

T 9 (L
/ u? (t,0)dt < = [ (uj + v})dx, (2.15)
0

CL20

//u + 02 )dwdt < C|(uo, vo)|I%, (2.16)

onde C' = g‘—L > 0.
a2

Demonstra¢ao. Podemos considerar dados iniciais em D(A) e concluir o resultado usando
um argumento de densidade. Seja ¢ € C*°((0,7) x (0,L)). Multiplicamos a primeira

equagao de (2.1) por qu e a segunda por qu:

quug + quv, + asquus, =0, (t,x) € (0,T) x (0, L),
qug + qUU, + A2qUUs, = 07 (ta ZL’) S (07 T) X (07 L

Somando e integrando por partes, obtemos

T L
//5%” + v da:dt—l—/o /0 q(uv) drdt +

—l—a2/0 /o ((qu) 2230 + (qU) 2zt )dxdt = 0. (2.17)

Fazendo ¢ = 1 e usando as condigoes de fronteira (2.2), segue que

% ( /O L(u2(T, ) + 03 (T, x))dx — /O L(ué(w) + vé(x))dx) = —a /0 ) Uz, (t, L)dt,

de onde se obtém (2.13).

Para provar (2.14) fazemos ¢ =T — t em (2.17) e integramos por partes, obtendo

1 (T L T [T T
5/ / (u® 4 v?)dzdt — 5/ (ug + v3)dx = —a2/ (T —t)u? (¢, L)dt <0,
o Jo 0 0

o que nos da a estimativa (2.14).
Para provar (2.15) multiplicamos a primeira equacao de (2.1) por pv, a segunda por

pu, integramos por partes em (0,7") x (0, L) e somamos as identidades, obtendo

T L T L
/ / pv(uy + vy + agvs, )dxdt + / / pu(vy + Uy + asus, )drdt
0o Jo 0o Jo
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// (vu dxdt+// v—i—u dxdt—l—ag//pvmvgmdxdt

+a2/ (pv)v4m|0dt — a2/ (pv)xvgx|0dt—0—a2/ / PU) g (U3, ) dxdt
0 0

T T
+a2/ (pu)u4x|0Ldt—a2/ (pu)xugxloLdt.

0 0

Logo, por (2.2) tem-se

T L T oLy, T L
/ / p(vu)dadt + / / — (v + u?) dadt + ay / / (V) 2z (V3 )dxdt
o Jo o Jo 2 o Jo

+as /OT /OL(pu)m(ugx)dxdt. (2.18)

Se considerarmos p(t,z) = 1 em (2.18), obtemos a seguinte identidade

0 = / / VU da:dt—i—/ / 22 dxdt—i—az/ / Vg Uz dxdt
+CL2/ / UpgUsgdrdt
o Jo
L T T oLy
- / (vu)]OTd:I;—l—/ §(v2+u2)]0Ldt—|—a2/ / i(vix—l—uix)xdxdt
0 0 o Jo
L
-
L
-

vu)]Ode + as vfm + u?m) gdt

[
/

N~ N~

( (
(vu)|F dr + ay (202 (t,L) — uZ,(t,0))dt,

donde

a [T L T
5 u? (t,0)dt = / (vu) | dz + ay / v2 (t, L)dt.
0 0 0

Usando a desigualdade ab < “2—2 + % no lado direito da igualdade acima, obtemos

% i u? (t,0)dt < ;/ (V*(T, z) +u*(T,z))dx
—i—%/o (U§($)+u3(l’>>dl’+a2/0 2, (t, L)dt.

Como g, (t, L) = v,,(t, L), aplicando (2.13) concluimos que

/0 W2 (000t < = [ (u2(a) + 0B (),

CLQO

ou seja, temos (2.15).
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A desigualdade (2.16) sera provada tomando inicialmente p(t, x) = x em (2.18):

T L T L, T L
0 = / / a:(vu)tdxdt—F/ / —(02+u2)$dzdt+ag/ / (20) g (V3 ) ddt
o Jo o Jo 2 o Jo
T L
+a2/ / (2) gz (g ) dadt
e T Lo
= / x(vu) gdx—/ / —(v* + u?)dxdt
0 o Jo 2
T L T L
+a2/ / (20x+xvzx)(vgz)dxdt+a2/ / (2uy + Ty ) (us, )dzdt
o Jo o Jo
L T Ly T L
= / x(vu)\gdx—/ / —(v2+u2)dxdt—2a2/ / (v2, +u2,)dzdt
0 o Jo 2 o Jo
T L
T, 9 T 9
+a2/0 /0 <2 (Vig)z + i (um)x> dxdt.

As condigoes de fronteira (2.2) e a identidade acima, nos garantem que

5 T L L T
5@2/ / (v2, +ul,)dzdt < / x(vu)d dr + ag/ Lu? (t, L)dt.
o Jo 0 0

Novamente, pela desigualdade ab < “2—2 + % e (2.13),

5 Tt 2 b T
7% (vi, +us,)dedt < L | (v§+ug)de+asl | i, (t, L)dt
o Jo 0 0

e também

T L
/ / (02, +2,)dzdt < C ||(uo, vo) 1% . (2.19)
0 0

onde C' = g—L O]
a2

2.2 O sistema linear nao homogéneo (1.3)-(1.5)

Utilizando os resultados da secao anterior, vamos provar resultados de boa colocagao para

o sistema nao homogéneo (1.3)-(1.5). Inicialmente provaremos o seguinte teorema:

Teorema 2.4. Para (ug,v9) € D(A) e h, g € C*([0,T]), tais que h(0) = g(0) = 0, o

sistema (1.3)-(1.5) possui uma dnica solucao cldssica

(u,v) € C([0,T]; D(A)) N C*([0, T); X).
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Além disso,

/OL(uQ(t,a:) +02(t,z))dx < C (/OL(ug(z) +02(2))dx
+/OT h2(t)dt + /OT gQ(t)dt> : (2.20)

/oT /UL(”fsr + tig,)dzdt < C (/OL(ué(m) +v5(z))dzx
+/0Th2(t)dt+/0TgQ(t)dt). (2.21)

Seja o conjunto C3(0,T) = {f € C*([0,T]) | f(0)=0}. Se definirmos a aplicagio
T : ((ug,v0), (h,g)) € D(A) x [C3(0,T)]* + (u,v) € D,

que leva os dados iniciais e de fronteira na solugao classica de (1.3)-(1.5), os resultados

acima garantem que podemos estendé-la de forma tdnica para uma aplicacao continua
I': X x[L*0,7)]* — D.
Assim, se (ug,v9) € X e (h,g) € [L*(0,T))%,

F((u0> UO)? (ha g))

é a solucao fraca do sistema.

Demonstracao.
Existéncia de solugao:
Sejam [, v € C*([0, L]) func¢oes tais que

com as demais condicoes de fronteira nulas:



14

Fazendo a mudanca de funcoes

z(t,x) \ [ u(t, ) B uo(x) h(t)5(x)
( wit,x) ) - ( o(t,) ) 5) ( 00(x) ) y ( 9(() ) ’

transformamos (1.3)-(1.5) em

t,0) Fn(t,0) + @t 2) = KB+ g (:0) +oale)),
w(t, 7) + 2,(t, ) + agzse(t, x) = g'(t)y(z) + h(t)(Be(7) + azfsz(T)), '
satisfazendo as seguintes condigoes de fronteira
2(t,0) = z(t, L) = 2(t,0) = 2,(t, L) = 24 (t, L) — wy,(t, L) = 0, (2.23)
w(t,0) = w(t, L) = we(t,0) = w(t, L) = wy(t,0) = 0, .
e condicoes iniciais
{ 2(0,x) iO, z € (0,L), (2.24)
w(0,z) =0, z€(0,L).

W (t)B(x) + g(t) (v (2) + azyse(x))
g ()v(x) + h(t)(Be(z) + azfs.(x))

Segue entao da teoria de semigrupos e do Teorema 2.3 que o sistema (1.3)-(1.5) tem uma

Denotando por F = ( ) , temos F' € C([0,T7; X).

unica solucao
(2(t,z),w(t,z)) € C([0,T]; D(A)) n C*([0,T); X), (2.25)

de onde concluimos que (1.3)-(1.5) admite uma tunica solugao classica
(u(t, 2), v(t, 2)) € C([0, T]; D(A)) 1 CL([0,T]; X). (2.26)

Estimativas a priori:
Seja g € C*([0,T] x [0, L]). Multiplicamos a primeira equagao de (1.3) por qu e a segunda

por qu:
quug + quug + asquus, =0, (t,x) € (0,T) x (0, L),
quue + qUug + agquus, =0, (t,x) € (0,T) x (0, L).

Somando e integrando por partes (com S > 0), obtemos

S rL q d S rL
/ / §£(u2 + v?)dzdt — / / ¢ (uv)dxdt
o Jo o Jo

S L
+a2/ / ((qu)zxvé}x + (qv)mug;z) dxdt = 0.
0 0
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Tomando g = 1, segue que
L S L
/ (u?(S,z)  +v*(S,2))dx + 2a2/ v2 (t, L)dt = / (ud(x) +vi(x))dx +
0 0 0
S
+2a, / (—h(t)usa(t, L) + g(t)uas (t, 0)) dt. (2.27)
0

Analogamente, podemos obter a seguinte identidade:

S L S L
0 = / / qv(ut—i—vxjtagvm)d:cdt—l—/ / qu(vy + Uy + agus,)dxdt
= / / (vu dwdt—l—/ / U + u? dxdt+a2/ / qU) o (V3 ) ddt

+a2/ (qv)v4x|0dt—a2/ (qV) vgxlodt—i—az/ / qu) gz (U ) dxdt

0 0
s s

+CL2/ (qu)u4$|£dt—a2/ (qu)zu3$|£dt

0 0

Usando as condigoes de fronteira (1.4) e integrando por partes mais uma vez, temos

S L S 1Ly S L
/ / q(vu)dxdt — / / Z(v? + u?)dzdt + ay / / (qV) 2z (v, )dxdt
o Jo o Jo 2 o Jo

+ay /0 ’ /0 L(qu)m(ugx)dxdt. (2.28)

Tomando ¢(t,x) = 1 em (2.28) e usando mais uma vez as condi¢oes de fronteira (1.4),

S L S L S L
//(vu)tda:dt+a2/ / vmvgxdxdtjtag/ / UppUsgdTdl
o Jo
= / vu |0d:13+a2// (v2, +u2,)drdt

= [ e [ 2<m+um>|5dt
= [+ 2 [COR0D) 0 + (1) 4 RO a0

segue que

donde

0= /0 (vu)[da + 2 /O (02, (t, L) = g(t) + (via(t, L) + h(£))? — u2,(t,0))dt.  (2.29)
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Combinando (2.27) e (2.29) obtemos a seguinte identidade

S

L S
/ (u*(S, x) +v*(S, z))dw — / vu)|%dr + ay Lt L)dt + — 5 / u? (t,0)dt =
0 0

0
L

z) + v ( ))dx—l—/o (vu)|odx

+2as /S vz (t, L) + g(t)ug,(t,0))dt
+5 i ( G2(t) + 20,0 (t, L)A(t) + h2(t))d{2.30)

Aplicando a desigualdade —%2 — % < —zy no segundo termo de (2.30), obtemos

1

L S S
- / (W2(S, ) + v2(S, 2))dz + as / (¢, L)t + % / 2, (1 0)dt <
0 0 0

L 5 °
<3 08w Nt e [ hOe 420 [ g0
+% Sh2(t)dt, (2.31)

Por outro lado, como (f) (ey) < &5 € = 1 no antepenultimo termo e € = 2 no

penultimo termo de (2.31), temos

1

5/0L( 2(8, ) +v*(S, x))dx+—/ Lt L)dt + — /Osuix(t,O)dt <

o que nos fornece a estimativa (2.20).

Se considerarmos p(t,x) = x em (2.28), obtemos

T L T Ly T L
0 = / / x(vu)td:cdt—/ / —(v2+u2)dxdt+a2/ / (V) 2z (V35 ) ddt
o Jo o Jo 2 o Jo
T L
—l—ag/ / (1) po (Use ) ddt
= / x(vu lodx—/ / (v + u®)dzdt
/ / (20, + XV ) (V3 )dxdt + ag / / (2uy + gy ) (ug,)dadt
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= / z(vu OTd:z:dt—/ / 2 4 u?)dxdt — 2a2/ / v2 4+l )dxdt
0
+a2/ / ) dxdt

= / z(vu |0Tda:dt—/ / 2+’ dxdt——ag/ / v2, +ul,)drdt

)
v [ 50+ Bl

Segue das condicoes de fronteira e da estimativa (2.32) que existe uma constante C' > 0,

dependendo apenas de L, tal que

/oT/o (v2 +umdxdt—|—/ / >+ u?)drdt <
<C (/OL(ug(x) + vg(z ))dx+/0 R*(t) + /0 (¢ )dt) . (2.33)

Portanto, temos (2.21). O

2.3 O sistema adjunto de (1.3)-(1.5)

Para o estudo da controlabilidade do sistema linear faz-se necessario o estudo do seguinte

sistema adjunto

Vit ) + b (t, 7) + asgse(t,2) =0, (t,2) € (0,T) x (0, L), '
com as condicoes na fronteira
{ O1,0) = $(t, L) = :(1,0) = 9u(t, L) = (. L) + o, L) = 0, £ € (0.T), - 5
¢(t’ 0) = 77/)(15, L) = @Z}m(tv O) = @ij(ta L) = wxz’<t7 0) = 07 le (O,T),
e condicgoes finais
(b(T? JZ) = (bl(x)v S (07 L), (236)
O(T,z) =vu(x), x€(0,L)

Notemos que a mudanca de varidvel t — T — t transforma o sistema (2.34)-(2.36) em

(2.37)

{ Gu(t, 1) — (b, 2) — asthse(t,2) =0, (t,2) € (0,T) x (0, L),
¢t(t>$) - Cbx(t?x) - a2¢5x(ta 113) 07 (t7$) € (O’ T) X (07 L)>
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com condicoes na fronteira

{ ¢(t7 0) = gb(t: L) = ¢x(t7 0) = ¢m(tv L) = Qb;m(tv L) + @Z)a:a:(tv L) =0,parat € (O,T),
W(t,0) =(t, L) = 1, (t,0) = Y. (t, L) = 1., (t,0) = 0,para t € (0,7,

(2.38)
e condicoes iniciais
= L
60.2) =onle) e (0.L), a0
(0,2) =(z) 2€(0,1L)
Por outro lado, o sistema (2.37)-(2.39) é equivalente a
Ui " (2.40)
U<0) = UO = (¢17¢1)7

onde A* foi definido em (2.8)-(2.10). Portanto, procedendo como na demonstragiao do

Teorema 2.2, podemos obter o seguinte resultado:

Teorema 2.5. Seja Uy = (¢1,v¢1) € D(A*). Eziste uma inica solugdo classica de (2.37)-
(2.39), tal que
Uec CRT;DA))NCHRT; X). (2.41)

Se Uy = (¢1,11) € X, existe uma tunica mild solution de (2.37)-(2.39), tal que
U e C(R*; X). (2.42)
Se chamarmos o semigrupo associado ao sistema (2.37)-(2.39) de

{R(t) }i>0,

o semigrupo associado ao sistema (2.34)-(2.36) sera dado por
Q(t) = R(T —t).

No proximo resultado vamos provar estimativas para a mild solution de (2.34)-(2.36),

dada pelo Teorema 2.5, que usaremos para o estudo das propriedades de controlabilidade.

Teorema 2.6. Sejam Uy = (¢1,¢1) € X e (¢,) a mild solution de (2.34)-(2.36). Entao,

temos as sequintes estimativas:

1
—26L2

/OT ¢2 (t, L)dt ( /OL(qﬁ(a:) +p?(2))dx — /0 L (¢°(0, ) 4+ 1*(0, :L‘))dq;) . (2.43)

L
0

/0 G2, (1,0)dt < C / (3(x) + 2 (x))dr, (2.44)
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g 2 2 1 r g 2 2 g 2
| @@+ vtanas < 5 [ [N@ +otdeir 2 [ ot D 249

/OT /OL(Cbix + 47, )dedt < (J/OL(gbf(x) + 2(z))d, (2.46)

onde C' = 53—L
az

Demonstracao. Usando um argumento de densidade, podemos considerar apenas dados
regulares. Seja ¢ € C*°([0,T] x [0, L]). Multiplicamos a primeira equacao do sistema por

q¢ e a segunda por qi:

—~

Q¢¢t + q<b¢:}c + CL2Q¢¢5x = 07 (t7 Z’) c (07 T) X 07 L)7
qut + qw¢x + a2Q¢¢5x = 07 (t> .Z') € (07 T) X (07 L

Somando as identidades acima e integrando por partes, usando as condicoes de fronteira
(2.35), obtemos

/OT /OL%W* ¢*)dwdt - /O ' /0 ) 0o (P dadt

T L

Se ¢ = 1, entao

1

s ([t vt - [(@onrvonw) e [ dane @)

de onde se obtém (2.43).
Analogamente, se tomarmos ¢ = t, obtemos (2.45).

Para g € C*°([0,T] x [0, L]), obtemos, por célculos analogos, a seguinte identidade:

T L ——
0 = /0 /0 qU (¢ + Yy + ag)s,)drdt + /0 /O GOy + Gy + ag¢s,)dxdt

= /OT /OL q(w¢)tdxdt+/: /OLg(wer&)xddeag /OT /OL(ql/f)m(ng)dxdt

T T T L
+a2/0 (C]w)?%m‘édt—%/o (qw)stx’gdt‘i‘az/g /0 (q®) 2 (¢3q)dxdt

T T
taz / (46) b1t — as / (46)s o |t
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Usando as condigoes de fronteira (2.35) e integrando por partes, temos

o = [ [ aworasa~ [ [ s i o [ [ @i

+a [ ' / (00) et (2.48)

Se considerarmos ¢(t,z) = 1 em (2.48) e usarmos mais uma vez as condigbes de

fronteira (2.35), obtemos

o - | ) / C(wo)drdt + ay / ) / () e ()t + a / ' / (B)enar)dadt

L T L
_ T 1.5 2
= [ wolkarva [ [ S0k - ot)dea
L T]_
— [ woltdta [k + b
0 0
L Tl
— [ wolttsra [ jeden) - o
0 0
Entao vale a seguinte identidade
L T
1
0= [ wollsdet+an [ 0801) = 00 (2.49)

Por (2.49) e (2.43) concluimos (2.44):

/0 G2.(1,0)dt < C / (63(x) + 2 (x))dr, (2.50)

onde C' > 0.
Para provar (2.46), tomamos ¢(t,z) = x em (2.48):

0 = /OT/OL:c(w@tdxdt—/OT/OL%(wQ—l—(bz)dxdt—l—ag/oT/OL(:cw)m(z/ng)dmdt

T L
+a2/0 /O(xqﬁ)m(gng)dxdt

L T Ll
_ T o9 o
= [ atwoliar— [ [ 50+ o

T L T L
v [ [ v vt a [ 200+ 2000 0n)de
L T L T L
= Ty — 1 2 2 _ 2 2
= [Cawozas— [ [T 500+ dndt—200 [ [k o2dua

T L T T
ta / / D420+ Z(82,)odadt
0 0 2 2
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L T Ll 5 T L
= [Catwellae— [ [ S et =S [ [ 02+ dydaat

T

T, .
bas [ 502+ S ke
0
Pelas condicoes de fronteira (2.35), obtemos

5 ToL , ToLy
—ay (i, + &5, )dodt + —(¢* + ¢*)dxdt
2" Jo Jo o Jo 2

L T
< / z(1o)|d drdt + ay / L2 (t, L)dxdt. (2.51)
0

0

Portanto, existe uma constante C' = % > 0, tal que

T L L T
/ / (02, + ¢2,)drdt < C / (3(x) + 42(x))dr + C / 62 (¢, )dadt.(2.52)
0 0 0 0

Usando a estimativa (2.43), obtemos C' = % > 0 satisfazendo

/ / J)dxdt < C/L(¢§(x)+wf(x))dx. (2.53)

Observe que fazendo a mudanga de variavel no sitema (2.34)-(2.36)
t— T —t,

¢ imediato que valem as seguintes estimativas:

Teorema 2.7. Sejam Uy = (¢1,¢1) € X e (¢,v) a mild solution de (2.37)-(2.39). Entao,

temos as sequintes estimativas:

[ tni= g ([[ vt - [[@@n @), @
/ @2 (t,0)dt < C/L(ap%(x) + % (z))dx, (2.55)

/<¢1()+w1( dx<—/ / (¢* + ¢?) datdt+2a2/ @2, (t, L)dt, (2.56)

// dxdt<C’/ (62(2) + 02 (2))da (2.57)
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onde C = 53—L
a2

2.4 O problema linear de (1.6)-(1.8)

Estudaremos a parte linear do sistema (1.6)-(1.8). Mais especificamente, seja

{ut+vx—|—agv5x =0, (t,x) € (0,00) % (0,L), (2.58)

vy 4 uy + agus, =0, (t,z) € (0,00) x (0, L),

satisfazendo as condicoes de fronteira (1.7) e as condigoes iniciais (1.8).
Procedemos como no capitulo anterior, utilizando a teoria de semigrupos. Seja o
operador
A:D(A) CcX — X, (2.59)

com dominio

D(A) = | (u,v) € H(0,L) x H°(0,L); v(0) = v(L) = v,(0) = v,(L) = 0, ,

(2.60)
definido por

A(u,v) = (—v, — AgVs5, —Uy — AoUs,). (2.61)

Assim, denotando por U = (u,v), obtemos um problema de Cauchy abstrato para o

sistema, ou seja,

{ Ui =AU, (2.62)

U(0) = Up.

Temos o seguinte resultado:
Proposicao 2.8. O operador A gera um semigrupo de classe Cy, {S(t)}i>0, em X.

Demonstracao. Mostraremos apenas os pontos principais da demonstracao, visto que os
calculos sao analogos ao capitulo anterior.
O operador A é dissipativo, pois dado U = (u,v) € D(A), obtemos

(U, AU)x = —az(vi,(L) +17,(0)) <0.
Temos o operador adjunto

A*:D(A") C X = X, (2.63)
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cujo dominio é
f(0) = f(L) = f(0) = fu(L) =0,

D(A") = q (f.9) € H*(0,L) x H*(0,L); 9(0) = g(L) = g.(0) = gu(L) = 0, :

definido por
A7 (fv g) - (gzv + 295z, fm + a2f593)- (265)

O operador A* é dissipativo, pois dado W = (f,g) € D(A*), obtemos
(W, AW)x = —as(g7,(L) + g;,(0)) <0.

Temos A = A**, logo A é fechado e temos também que D(A) e D(A*) sdo densos em

X. Assim sendo, o operador A gera um semigrupo de classe Cj. O]

Combinando a Proposi¢ao (2.8) e a teoria de semigrupos, obtemos a existéncia e

unicidade de solucgoes:

Teorema 2.9. Se Uy = (ug,vy) € D(A), existe uma unica solu¢io de (2.58),(1.7),(1.8)

(que chamaremos cldssica), tal que
Ue CR"D(A)NCHRT; X). (2.66)

Se, por outro lado, Uy = (ug,v9) € X, entdo existe uma unica mild solution de (1.6)-(1.8),
tal que
UeCR";X). (2.67)

No proximo teorema obtemos estimativas para a mild solution. Omitiremos a de-
monstragao porque os argumentos usados sao anédlogos aos usados na demonstracao do

Teorema 2.3.

Teorema 2.10. Sejam Uy = (up,v9) € X e (u,v) a mild solution dada pelo Teorema 2.9

com dado inicial Uy. Entao, temos as sequintes estimativas:

[+ o= oo ([ o+ s = [l k@)

L 1 T L
[wrdycg [ [ @ e son [ @enedeonn  (2o)
0 0 0

T L L
/ / (u2, + v2 ) )dzdt < C/ (ug 4 v3)dz, (2.70)
o Jo 0

onde C = ;—L > 0.
a2



Capitulo 3

Controle e estabilizacao na fronteira

para um sistema acoplado do tipo
KdV-KdV de quinta ordem

3.1 Controle na fronteira para o sistema linear (1.3)-
(1.5)

Nesta se¢ao, estudaremos a controlabilidade exata do sistema (1.3)-(1.5). Nossa analise
serd feita utilizando o método HUM, introduzido em [13, 14]. Veremos que, em contraste
com o que acontece com a equacao de Korteweg-de Vries ou outros sistemas dispersivos,
os resultados sao obtidos sem a necessidade de impor restrigoes sobre o comprimento do

intervalo. Seja o sistema linear

{ w(t, ) + va(t, ) + asvse(t, 1) = 0, (£, 2) € (0,T) x (0, L), 51)

ve(t, z) + ug(t, x) + agus. (t,2) =0,  (t,2) € (0,T) x (0, L),
considerando controles h = h(t) e g = ¢(t) atuando da seguinte forma

u(t,0) = u(t, L) = uy(t,0) = uy(t, L) = 0, uyps(t, L) — v40(t, L) = h(t), t € (0,7,
v(t,0) = v(t, L) = v,(t,0) = vy(t, L) = 0,v,,(t,0) = g(t), t € (0,7T),
(3.2)

e condicoes iniciais

w(0,2) =0, z€(0,L), (3.3)
v(0,2) =0, z€(0,L) |

Para T' > 0, buscamos h e g em (3.2) que levem o sistema ao seguinte estado previa-

mente estabelecido

~—

=uy(z), z€(0,L),

{“ - (3.4)
v(T,z) =wvi(z), z€(0,L).

24
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O resultado principal dessa secao é dado pelo seguinte teorema:

Teorema 3.1. Seja T > 0. Entdo, para todo dado inicial (ug,vo) € X e para todo dado
final (uy,v1) € X, existem controles h,g € L*(0,T), tais que a mild solution

(u(-),v(.)) € C([0, T} X) N L*(0, T3 [H*(0, L)]*) N H'(0, T5 [H (0, L)]*)

de (3.1)-(3.3) satisfaz
(w(T),v(T)) = (ug,v1), em X. (3.5)

Observacgio 3.2. O sentido de (3.1) € obtido em D'(0,T;[H3(0,L)]*) enquanto que o
sentido de (3.3) e (3.5) € obtido em X.

Sem perda de generalidade, podemos analisar somente a controlabilidade exata para
o caso uy = vy = 0. De fato, sejam (ug,vo) e (uq,v1) dados arbitrarios em X e sejam
h, g € L*(0,T) os controles que levam a solugao (u,v) do sistema (1.3)-(1.5) com dados
iniciais nulos ao estado final (uy,v1) — S(7)(ug,vo). Entdo, o mesmo controle também
leva as condigdes iniciais (ug, vg) para o estado final (uy,vq).

O proximo resultado nos da uma condicao equivalente para o problema de controlabi-
lidade:

Lema 3.3. Seja (uy,v1) € X. Ezistem controles h,g € L*(0,T), tais que a solugdo (u,v)
de (3.1)-(3.3) satisfaz (3.4) se, e somente se, para todo (¢,) solugao do sistema adjunto
(2.34)-(2.36) com condigao final (¢1,11) € X, verifica-se a sequinte identidade

Demonstragao. Multipliquemos a primeira equacao de (3.1) por ¢, a segunda por ¥ e
integremos por partes considerando primeiro (¢,1) e (u,v) solugoes classicas de (2.34)-

(2.36) e (3.1)-(3.3), respectivamente. Dessa forma, obtemos

0 — /OT/OL(ut(t,x)+vm(t,x)+a2v5x(t,x))¢(t,x)dxdt
n /0 ' /0 C(nlt.2) + s (t2) + g (£ ) (6, 2) ddt
= [ ot - ) sttt e
b ot = 0ut0.0) — astna et

_ /0 /0(—gbt(t,a:)—wz(t,x)—agwg,x(t,x))u(t,x)dde
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T L
—i—/o /0 (= (t, ) — dp(t, ) — aods,(t, x))v(t, z)dzdt
L T
+ [ wolfde [ olf + afond = vacd+ s = 000, + vl
L T
[ vlbdet [+ oalund = vacts + et = i, + wnlf
L T
= / [up + v da + / o [FUaVpy + Vg Oue| Gt
L "o
= /0 [ug + vyp] dx + a2/0 [R() )2 (t, L) — g(t)due(t, 0)]dE,

donde segue o resultado por um argumento de densidade. O]

3.1.1 A desigualdade de observabilidade

Precisaremos da seguinte desigualdade de observabilidade relacionada ao sistema adjunto.

Proposicao 3.4. Para todo T > 0 e para todo L € (0,00), 3C = C(T,L) > 0, tal que,
para todo (¢1,11) € X, a mild solution (¢,) do sistema adjunto (2.34)-(2.36) satisfaz

Hwhmn&sci<ﬁxam+¢;wmwt (3.7)

Demonstragao. Vamos argumentar por contradi¢do. Se a desigualdade (3.7) nao ocorre,

existe uma sequéncia de dados finais em X, (¢7,9¥]),>0, tal que:

T
1#H%4®H%2nA(QMLMV+<&@®VM (3.8)
Por (2.53), temos
| (@™, ") Nl 20,2002 < C | (87,97) [|x= C,

ou seja, temos a limitagdo das solugoes (¢™, ¥™) em L2(0,T; [H?(0, L)]?).
Por outro lado, como ¢} (t,x) = —¢2(t,x) — axp,.(t,x) e Yi(t,x) = —¢2(t,x) —
as®2,(t, z), obtemos
(92 %e) ez mim-s,m < C.

Considerando as imersoes continuas, nas quais a primeira ¢ compacta
[H*(0, L))* < X < [H(0, )], (3.9)

podemos, pelo Teorema de Aubin-Lions, obter uma subsequéncia, também denotada por
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(¢™,¥™), que converge forte em L?(0,T; X), ou seja,

(@",¥") = (6,9) em L*(0,T; X). (3.10)

Por (3.8) temos que ¢” (¢, L) =— 0 em L?(0,T). Logo, por (2.45) e (3.10) temos que

as condicoes finais (¢7,¢]) sdo uma sequéncia de Cauchy em X. Seja

(¢17 wl) = nh_{Eo( 7117 w?)

(¢, %) = Q()(d1,1).

Usando as estimativas (2.43) e (2.44), obtém-se que ¢7,.(.,0) = ¢(.,0) e ¢2.(., L) —
Gue(., L) em L*(0,T). Por outro lado, devido a (3.8), temos que ¢? (.,0) — 0e ¢" (., L) —
0 em L*(0,7).

Da analise desenvolvida acima, obtemos (¢,), mild solution de (2.34)-(2.36), com

condigao inicial (¢1,11), que satisfaz

L=[ (61,91) X € bual.,0) = Pual, L) = 0.

Mas, conforme veremos no seguinte lema, (¢1,%1) = (0,0), o que nos d4 uma contra-
dicao.
Lema 3.5. Dado T > 0, seja Ny o espago de todos os dados finais (¢1,11) € X, tais

que a mild solution (¢(t, z),v(t,x)) = Q(t)(p1(x), Y1 (x)) do sistema adjunto (2.34)-(2.36)
satisfaz Gpe(.,0) = dpe(., L) = 0 em L*(0,T). Entio, Ny = {(0,0)}.

Demonstracao. Inicialmente facamos a mudanca de variavel
t—1T—t

no sistema (2.34)-(2.36) e consideremos o sistema (2.37)-(2.39), para o qual valem as
estimativas dadas pelo Teorema 2.7.

Observe que se 0 < T < T’, entdo Ny» C Np. Assim, para provarmos que Ny =
{(0,0)}, paraum 7" > 0 fixado previamente, basta provar que Ny = {(0,0)} para qualquer
0<T<T.

Inicialmente, mostraremos que B;(0) de X é um conjunto compacto de Np. De fato,
seja (@F, Y7 )nso uma sequéncia de By(0) N Ny . Por (2.57) temos que R(.)(¢},97) =
(@™, ") & limitada em L2(0,T;[H?(0, L)]?). Assim, temos a limitagao de (¢, v") em
L*(0,T;[H3(0,L)]?). Entao, pelo Teorema de Aubin-Lions, obtemos uma subsequéncia,
também chamada (¢",9"), que converge forte em L?(0,7T;[L?*(0, L)]?). Por outro lado,

temos que (@7, 17) é uma sequéncia de Cauchy em X, devido a (2.56), e por isso converge
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para algum (¢1,1) em X.

Precisamos provar que (¢1,11) esta de fato em Np, mas isso é imediato pelas estima-
tivas do Teorema 2.7. Logo, aplicando o Teorema de Riesz, pelo fato do fecho da bola
unitaria ser compacto em Np, temos que N7 tem dimensao finita.

Observe que a aplicagao

T — dim(Nr),

estd bem definida de RT — N. Como ela é nao crescente , existem 7" > 0 e € > 0, tais que

T<T+e<T

dim(Np) = dim(Nr.).

Em particular N; = Ny, para todo T' <t <T +e.

Queremos provar inicialmente que Ny C D(A). Seja portanto (¢1,11) € Ny = Ny e
(¢,%) = R(.)(¢1,v1) . Para que Ny C D(A) precisamos da existéncia em X do seguinte
limite:

lim R(t)(¢1,91) — (1, Y1)
t—0+ t

Se0<t<e 0<k<Te((¢p1,Y1)€ Ny = Nry, lembrando que

R(k +t)(¢1,¢1) = R(k)R(t)(¢1, 1),

temos
R(t)(¢1,¢1) € Nr.
Portanto,
R(t)(¢1,91) — (¢1, 1) cN (3.11)
n T. .
Seja
Mr :={v=R(k)v|0 <k <Tewv, e Ny} C C([0,T],X). (3.12)

Temos que (¢,v) € C([0,T); X) N HY(0,T + ¢ [H3(0,L)]*). Logo, o limite

t—0t t

= (¢ ¢()

esta bem definido em L?(0,T; [H3(0, L)]?).
Mas devido a (3.11), temos que (¢’w)('+ti_(¢’¢)(') € My para 0 < t < e. E, além disso,
sabemos que My é fechado em L*(0,7T;[H3(0,L)]?) por ter dimensdo finita. Entao,

concluimos que o limite acima existe e pertence a My, ou seja,

(6,9)(-) € C([0, ], X).
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Por isso podemos escrever que

t—0+ t t—0+ t ’

em X. Dai, concluimos que (¢1,11) € D(A) e que A(¢p1,11) = (¢',¢')(0) € Np. Assim,
A(Nr) C Nr.
Observe também que, como (¢1, 1) € D(A), temos que (¢,) € C([0,T]; D(A)) e por

isso as condigoes de fronteira estao em C'([0,7]). Em particular,

¢1,x:p(L> = (bmx(Ou L) = ¢1,xm<0) = ¢x:p(07 0) = 07

donde, se Ny # (), temos que o operador A : Ny — Ny, onde Ny é a complexificacio de
Nr, admite um autovalor e um autovetor. Entéo, existe A € C e (¢1,,) € [H?(0, L; C))?,

tais que

A1+ ) +a” =0,

A1+ @)+ axd” =0,
¢1(0) = ¢1(L) = ¢1(0) = # (L)
Y1(0) = (L) = ¢1(0) = TM(L)

1(0) = (L) =0,
{(0) = vi(L) =0, (313)

Provaremos no lema a seguir que o problema espectral acima apenas admite solucao
(bl - wl = 0 D
Lema 3.6. Seja A € C e (¢1,v1) € [H(0, L; C))? satisfazendo o problema espectral (3.13).
Entdo, ¢1 = wl = 0.

Demonstragao. Seja (¢1,11) € [H?(0, L; C)]? solugao do sistema

Aoy + U]+l =0,

A1+ ¢+ axd” =0,
¢1(0) = ¢1(L) = $1(0) = ¢1(L)
Y1(0) = (L) = ¢1(0) = %(L)

1(0) = ¢{(L) =0,
"(0) = ¢(L) = 0. (3.14)

Entao, multiplicando a primeira e segunda equagao do sistema (3.14) por e~**¢, temos:

Nbre—E 4 e 4+ auie—ine ) (3.15)
)\wle—ixf + (blle—imf + a2¢/1””€_il’f = 0. (316)



30

Se integrarmos por partes em [0, L], segue que

Ay + (i€ + az(i€)?) iy = (e, )& (3.17)
—ag (€7 TE (W + GO + (€)% + (€)%, + (i€) ) e
Nbr + (i€ + a(i€)°) by = —(e~"Ee)b (3.18)

—ay (7 (+6" + (1)@ + (1€)26] + (i)} + (i) ),

donde pelas condigoes de fronteira de (3.14)

Ay + (i€ + as(i€)P )iy = —as (e ™S (W + (I€)YY))r
Nt + (i€ + as(i€)*) 1 = —as (e (8" + (i€)$1))z . (3.19)

Observe que, multiplicando a primeira equacdo de (3.14) pelo conjugado ¢; e a segunda

pelo conjugado 1, obtemos

161 + i1 + ah" ¢ =0,
M1y + @by + asd{"py = 0.

Somando as identidades acima e integrando em [0, L], deduzimos que A é um imaginario

puro:
Ao ]? + [ [Pda + [ 2iIm(h ) + as2iIm (¢ P )dz = 0, (3.20)

ou seja, A =ik, com k € R.

Assim, se somarmos as identidades em (3.19) e definirmos u = q/gl + L/ZJ\l, obtém-se
i(k+ &+ a8 = —ay (7SI + (U + @1 + (I€)6), -

Por outro lado, fazendo a diferenca das identidades em (3.19) e fazendo v = g/gl — 121\1,

temos
KD — (i€ + i€’ = —ay (7] + (€)Y’ — 6" — (i€)0]));

Fazendo a mudanca de varidvel £ — —& nesta tltima equacao, continuando a chama-la

de v:

i(k+ &+ a0 = —ag (5" — i€ — @i +itd))s .
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Assim, obtemos

(efz‘zé (w/1”l+(ié)wll,,+¢l1ll,+(if)¢l1,/))f;
i(k+€+a26®) ’

ﬁ: —Qa2

(eizg (wim7i5¢1"7¢/1/”+i5¢/1//))OL
i(k+&+azg®)

@: —Qa2

Usando o Teorema de Paley-Wiener e a caracterizagao usual de H*(R; C) por transfor-

madas de Fourier, a existéncia de tais © e v implicam na existéncia de k£ € R e constantes
1(0), 91" (L), 41"(0), 41" (L), ¢1'(0), ¢Y'(L), ¢1"(0), ¢{" (L) em C, tais que

(i) @ e v sdo inteiras em C;
(i) [z |a?(1+ [£[*)?d¢ < 0o, 0 mesmo valendo para ¥;

(iii) V¢ € C, [a(&)| < O(1 + |¢))NeHI™E | para algumas constantes positivas C e N, o

mesmo valendo para v.

Como (i) implica em (ii) e (iii), basta provarmos (i). Mas para isso, precisamos que
todas as raizes do polinomio p(§) = (k + £ + a2€°), sejam raizes dos numeradores de @ e
0.

Mas p(€) = (k + &€ + a2£°) tem coeficientes reais, logo tem pelo menos uma raiz real.

(A sua derivada, quando restrita aos reais é dada por

P (&) = (1+az5¢"),

sendo sempre positiva. Logo, a fungao é sempre crescente quando considerada com domi-
nio real e por isso temos uma unica raiz real.)

Por outro lado, como temos uma tinica raiz real, teremos outras 4 raizes complexas e
conjugadas. Se todas tiverem multiplicidade 1, entao teremos 5 raizes distintas; se uma
raiz tiver multiplicidade dois, entao esta raiz deve ser complexa, e assim teremos uma raiz
real, uma raiz complexa de multiplicidade dois e o conjugado também com multiplicidade
dois, logo teriamos 3 raizes distintas. Como nao é possivel ter uma raiz de multiplicidade
maior ou igual a trés, entao temos 3 ou 5 raizes distintas. Provarems que é impossivel o
caso de 3 raizes.

Sejam r a raiz real e a a raiz complexa de multiplicidade dois. Entao,

§

5
ot (3.21)

€-nE-aPE-aP= -+
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Denotemos m =: £ ¢ n =: -, Entao,
a a

m+né+& = (E-r)(€—a)*(E—a)?= (-7~ (a+a) +[a]*)
= (£ —7)(& —2Re(a)é + |a*)
(€ = 7)€" = 4Re(a)€’ + (|af* + 4Re(a)* + |af*)€?
+(—2Re(a)lal* — 2|a|*Re(a))€ + |a|*)
= (£ —4Re(a)¢" + (laf* + 4Re(a)® + |af*)€?
+(=2Re(a)lal” - 2|a|*Re(a))&” + |al*¢) +
+(—r&* 4 4rRe(a)&® + (—rlal* — 4rRe(a)® — r|al*)&?
+(2rRe(a)|al* + 2r|a|*Re(a))¢ — r|al?)
= &+ (—4Re(a) — r)&* + (2|al]® + 4Re(a)? + 4rRe(a))E?
+(—4Re(a)|al* — 2r|a* — 4rRe(a)?)&?
+(la|* 4 4rRe(a)|a|*)€ — r|al*.

Igualando o coeficiente de £* a zero, obtemos —4Re(a) = r. Substituindo no coeficiente

de €2, também igualando a zero, segue que

0 = —4Re(a)|a|* — 2r|a|* — 4r Re(a)? (3.22)
= —4Re(a)|a|* — 2(—4Re(a))|a]* — 4(—4Re(a))Re(a)? (3.23)
= Re(a)(4|a|* + 16Re(a)?). (3.24)

Temos dois casos para analisar, o primeiro seria Re(a) = 0, que implica em 0 =
—4Re(a) = r. Dai, teremos, pelos coeficientes independentes, % = 0, ou seja, £ = 0.

Com isso, pelos céalculos anteriores, devemos ter
nE+& = & +2[ale + lal’, (3.25)

donde concluimos que |al? = 0 e, consequentemente, n = 0. Isso é uma contradigio, pois
_ 1
sabemos que n = Z- e a, # 0.

O segundo caso a ser analisado é
4la|® + 16 Re(a)* = 0,

de onde se conclui que |a] = Re(a) = 0, gerando a mesma contradigao.
Portanto, o polindmio em questao p(§) = k + £ + a»&° possui cinco raizes distintas,
sendo apenas uma real.

Precisaremos do seguinte lema.

Lema 3.7. Para todas constantes a,b,c,d € C, tais que o discriminante A(a,b, c,d) :=
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ad — be # 0 e para todo L > 0, nao existe transformada de Mobius

al +b
M(E) =g
tal que
M(E) = et
com & € {&,&, &, &)} distintos.
Demonstracao. Vide [7]. O

Passemos agora a analisar as fungoes

(e—izé(wi///+(i£)¢i//+¢/1///+(,ié)d)/l//))(L)’
i(k+&+azgd)

ﬂ: —a9

(eizé (d’i’”*i§¢i"*¢/1m+if¢/1//))g
i(k+&+azgd) )

i}\: —Qa9

Para que o sistema espectral (3.14) tenha solucdo é necesséario que as cinco raizes distintas
de p(&) = k+&+a€” sejam também raizes de f(€) := (e7 ()" + (i)Y}’ + ¢} + (iﬁ)%’))g
e também de g(&) = (€ (4" — i€ — 01" + i),

Mas dizer que f possui uma raiz & é equivalente a dizer que existem constantes

l1,15,13,14 € C, tais que

, [ l
el — M‘ (3.26)
&0 + 3
Analogamente, para g possuir uma raiz &, devemos obter constantes my, ms, ms, my € C,

tais que

pifoL _ mao + My

. 3.27
mi&o + ms ( )

Como p(€) possui quatro raizes complexas distintas {&1, &, &1, &}, pelo Lema 3.7,

obtemos que necessariamente lyl3 — [1ly = 0 € momsz — mymy4 = 0, donde

—i€L

e = constante

el = constante.

Nesse caso, as quatro raizes distintas se diferenciam por miltiplos de 27” € nao po-

deriam ser conjugadas, o que nos leva a uma contradicao. Assim sendo, concluimos a
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demonstracao do Lema 3.6. O]

Pelo lema acima, concluimos a prova da desigualdade de observabilidade. O

3.1.2 Demonstracao do resultado principal (Teorema 3.1)

Aplicaremos o método HUM [13, 14].

Demonstracao. Definiremos A a aplicacao linear continua
(f1,¢1) € X — (u(T,.),v(T,.) € X, (3.28)
onde (u,v) é a solugao do sistema com dados

h(t) = _¢xw(t>L) € LQ(OvT)

g(t) = dee(t,0) € L*(0,T).

Segue entao do Lema 3.3 e da Proposicao 3.4, que A é coerciva, ou seja,

(A(1,91), (61, 91))x = a2l Gua(t, 0)]| 720,y + a2l b (t, L) 720,y > Cll(¢1,900) % (3.29)

Entao, A é invertivel pelo Teorema de Lax-Milgram, o que demonstra o nosso resultado.
O

3.2 Estabilizacao na fronteira do sistema nao linear (1.6)-
(1.8)
Nesta secao provaremos o seguinte teorema de estabilizacao:

Teorema 3.8. Erxistem constantes p > 0, C' > 0 e p > 0, tais que, para quaisquer

(uo,v0) € X, com ||(ug,vo)||x < p, 0 sistema (1.6)-(1.8) admite uma unica solugdo
(u,0) € C(RY; X) 1 CR™S [H20, DY) N 20, 1 120, D)), (3:30)
que satisfaz

[(w, )l x < 067’” [0, vo)llx » V120, (3.31)

1w, )20,y < € (w0, o)l > V¢ > 0. (3.32)

\/H
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3.2.1 Decaimento exponencial do sistema linear (2.58),(1.7),(1.8)

Para provar o Teorema 3.8, utilizaremos a estabilidade da parte linear do problema (1.6)-

(1.8). Mais precisamente, necessitamos do teorema a seguir.

Teorema 3.9. Se (ug,vy) € X, a mild solution (u,v) de (2.58) com dados iniciais e
de fronteira (1.7)-(1.8), dada pelo Teorema 2.9, decai exponencialmente a zero quando

t — +00, ou seja, existem constantes Cy e fig, tais que
I(u(t), v(t)llx < Coe™"||(uo, vo)l|x, Yt = 0. (3.33)

Primeiramente, observe que este problema é equivalente a provarmos que existe uma

constante C' > 0, tal que

I (o o) %< C / (u2,(t, L) + 12, (¢, 0)) L. (3.34)

De fato, pela estimativa (2.68),

E(T) — E(0) = —ay /0 T(uiz(t, L) +u2,(t, 0))dt, (3.35)

onde
E(t) = —/0 (u*(t, ) + v*(t, 7))dx.

Aplicando (3.34), obtemos
2
E(T) < (1 - %) E(0). (3.36)
Se tormarmos C' suficientemente grande, obtemos E(T) < 0E(0), com § € (0,1). Esta
estimativa, juntamente com a propriedade de semigrupos, implica em (3.33), com Cy =
_Iné

1
0 2 e Mo = ST

A prova de (3.34) é semelhante a da Proposi¢ao 3.4, por isso a omitiremos.

Definigao 3.10. Denotamos por X a interpolagio [ X, D(A)]s.

%

Proposicao 3.11. Seja s € [0,5]. Entao, existe uma constante Cs > 0, tal que para todo
(up,v0) € Xs, a solugao (u,v) de (2.58) com dados iniciais e de fronteira (1.7)-(1.8) estd
em C([0,T]; X;) e satisfaz

(w0)lly, < Coe™* (o, vo)lx. (3.37)

Demonstragao. (3.37) ja esta provado para s = 0. De fato, como mencionamos acima, o
resultado segue da desigualdade (3.34), cuja demonstragao é semelhante a da Proposigao
3.4. Provaremos agora o caso s = 5. Seja (ug,v9) € X5 = D(A) e seja (u(t),v(t)) =
S(t)(uo, vo).
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Defina (g(t), h(t)) = (u(t),v(t)) = A((u(t),v(t)). Entao (g(t), h(t)) é solugao de

(9(t), h(2))" = A(g(t), h(1)), (3.38)
(9(0),1(0)) = A(uo, vo)- (3.39)

Pelo teorema anterior temos que [|(g(¢), h(t))]|x < Coe *'(|(g(0), h(0))||x. Mas observa-
mos que (g(0), h(0)) = A(uo, vo) © as normas ||[lx + [ A()1x e ||
X5. Entéo,

X, a0 equivalentes em

(@), v@)llxs < CUl(u(®), v(®)llx + [[Au(t), v(t))]x)
< CCoe"'([|(uo, v0) |l x + [ Ao, vo) | x)

< Cse™| (g, vo) || x-

Isto prova (3.37) para s = 5. Os demais casos seguem por interpolagio, pois X, =
[Xv X5] ]

s.
5

3.2.2 Decaimento exponencial para o problema nao linear (1.6)-
(1.8)

Sejam U = (u,v) , Uy = (uo,vp), A 0 operador definido em (2.59) e

1
NU) = (—(uv)z —(a — g)uxvm, —0v; — (2¢ 4 1) Vg0, — umum) :
Com a notagao acima podemos escrever o sistema (1.6)-(1.8) como um problema de Cau-

chy abstrato:

{ U, = AU + N(U), (3.40)

U(0) = Up.

Observe que, se U é solucao de (3.40) e {S(t) }+>0 denota o semigrupo gerado por A, entao
t

Ut) = S(t)U +/ S(t—s)N(U(s))ds. (3.41)
0

Provaremos que (3.41) é localmente bem-posto no espago C([0, T]; X)NL2(0,T; [H?(0, L)]?).

Teorema 3.12. Para todo Wy € X, existe uma unica mild solution W € C([0,T]; X) N
L2(0,T; [H*(0, L)]?) de
Wt - AW + F,

W(0) = W, (3.42)

onde F = (f,g) € L'(0,T; X).
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Demonstracao. Decompomos a solucao como W = U + V', onde

U, = AU + F
{ ! i (3.43)

U(0) =0

(3.44)

Vi= AV,

Inicialmente, observe que a mild solution de (3.44) é
V(t)=S{t)W, (3.45)

dada pelo Teorema 2.9.
Por outro lado, a solucao de (3.43) é definida por

t
Ut) = / S(t — $)F(s)ds,
0
donde podemos obter a seguinte estimativa
t
U@ Ix < H/O S(t—s)F(s)ds ||x
t
< [ I8¢ 9P lx ds (3.46)
Ot
< [ 1P Ixds
0
T
< [ IFG) I ds
0

Para obter estimativas de U em L*(0,T;[H?(0, L)]?), considere o sistema

~—~

{ Uy +U$ + V5, = f» (t,[[‘) € 07T> X (O7L)7 (3 47)

Vg + Uy + QoUse = G, <t7$) S (OaT) X (07L>7

satisfazendo as condigoes de fronteira (1.7) e condigdes iniciais nulas. Multiplicando a

primeira equacao de (3.47) por zv, a segunda por xu, obtemos

{ VU + TVV, + AaTVV5, = TUf,

TUVy + TUUL + A2TUU5, = TUG.
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Somando as equagoes e integrando em (0,7") x (0, L), obtemos

T L T L,
/ / x(uv)dedt + / / ~(u* + v?) dwdt + (3.48)
o Jo o Jo 2
T L T L
+ (lg/ / x(VUse + uus, )drdt = / / z(vf + ug)dzdt.
o Jo o Jo

Podemos estimar o termo a direita da igualdade acima da seguinte forma:

| / / o(of +ug)dadt| < | / (af, 29), (v, w))x ]
< L/o I (F ) Il U l1x dt

Aplicando (3.46), temos

T L
[ [ ster +ugdsd < LI F B (3.49)
o Jo
Por (3.45), (3.48) e (3.49), obtemos uma constante C' = C(L) > 0, tal que

1 U 122 0r 0.2 < C Il F 1 Z10r.x) - (3.50)

Procedendo como no Teorema 2.3 e levando em consideracao as estimativas (3.46) e
(3.50), obtemos que

W Eorsx) + W Lo rmeny < CUWo X + 1 FllLiorx),  (3-51)

para uma constante C' = C'(L) > 0. O

Defina a aplicagao I' por

(TU)(t) = S(t)Uy + /t S(t—s)N(U)(s)ds. (3.52)

Provaremos que I' possui um tnico ponto fixo em alguma bola fechada Bg(0) de
L*(0,T; [H?(0, L)]?) (tal ponto fixo sera nossa mild solution). Mas antes precisamos provar

a estimativa a seguir.

Proposigao 3.13. Se Uy, U, € [H?*(0, L)]?, existe uma constante K > 0, tal que

| N(U1) = N(Us) [[x< K(I| U lim2,n2 + 1| Uz liz2o,02) (I Ur — Uz lim20,0)2)- (3.53)
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Demonstracao. Sejam Uy = (ug,v1) e Uy = (ug, v9). Entao,
1
| N(U) —N(U,) H_ZXZH —((u1v1)y + (a — g)ul,xvl,xm V115 + (26 4+ 1)1 4501 4
1
Fuy gt ) + (U2v2)s + (0 — ) U2V 50y V2U2y

3
+(2¢ + 1)V 00V2.0 + U zatizg) |3

1 1
- || _(ulvl)x - (CL - g)ul,wvl,wx + (UQUZ):E + (a - g)UQ,xUQ,CEJI ||%2

+ || —v1v15 — (2¢ 4 1)Uy 42015 — UL g2 U1 p + Uglo

+(2c + 1)u27mu2,x + U2 22 U2z Hi2

1 1
< O —(uavr)ze + (ugva)s 172 + || —(a — g)ul,mvl,m + (a — g)uzmvzm) 172
+ || —v1v1 2 + Uguz, H%2 + || = (2¢ 4+ 1)v1, 20010 + (2 4 1)Uz 40Un ) ”%2
+ H _ul,zmul,z + u2,a:acu2,ac) H%Q)

Usando a imersao H?(0, L) < L>(0, L), temos que

1 1
H —(@ - g)ul,xvl,mc + (a - g)ulmvlmx) H%ﬂé C H —U1,2V1,22 + u2,xv2,:m:) H%ﬂ

- C || (_ul,x + u?,a:)vl,aza: + u?,a:(_vl,xw + UZ,wz) ||%2
< C | (ure +ugg) (1]l vz 72 + || o ([l (=0100 + v200) |72

<O U 3, + 1 U2 [I5,) (1 U = Uz |[,)-
Portanto, analisando os demais termos de maneira analoga, segue que
| N(UL) = N(Us) [[x< K(]| Ur lIx, + | Uz |lx.)(l Ur = Uz Ix.), (3.54)

onde K > 0. O
Estamos prontos para provar a existéncia local de solucgoes.

Teorema 3.14. Para cada Uy € X, existe um tempo T > 0, tal que existe uma unica
mild solution de (1.6)-(1.8) em C([0,T]; X) N L*(0,T;[H?*(0, L)]?), dada por

Ut) = St)Uy + /t S(t—s)N(U(s))ds. (3.55)
Demonstragao. Observe que (veja (3.52))

I TU  |lzz207m20,002) <[ SE)Uo 12007 1m20,0)12)

t
o / S(t — $)N(U)(s)ds ||z 0 1) <
0
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IN

t
| S)Uo |lL20,1:1m2(0,0)12) +C/O | N(U)(s) [|x ds

< N SOUo l2rimzo.nz) EC U 220 mpm 0,002 (3.56)
onde utilizamos (3.50) na segunda desigualdade e (3.53) na terceira. Logo,
[ L2(0, 75 [H(0, L)]*) = L*(0, T; [H*(0, L)),

Seja Uy em X. Podemos definir R = 2 || S(t)Us || 22(0,712(0,1)2), sendo que fixaremos

depois um tempo 7" > 0 apropriado. Tomando U € Bg(0), teremos

R

I TU 20 nm < 5 + KCR?. (3.57)
Observe que
R
5T KCR? < R, (3.58)
se a seguinte relacao for satisfeita
1

Como as constantes C' e K nao dependem de T, podemos toma-lo suficientemente

pequeno para obter um R satisfazendo a relacao acima. Assim, teremos

Provaremos agora que I' ¢ uma contragao. Da Proposicao 3.13, obtemos

t
| TUy — TUs || 20,712 00,002 =] / S(t — s)(NUL(s) — NUy(s))ds || r20.75m2(0,1)2)
0
t
< [N - N i ds
0

t
S CK/ H Ul - U2 H[HQ(O,L)]Q (H U1 H[HZ(O,L)]Q + H UQ H[H2(07L)]2)d8
0

1
2

t
< oxen) ([ 10~ 00 B &)
0

Logo, para R suficientemente pequeno temos que I' é uma contracao. Mas, conforme
o caso anterior, podemos facilmente obter tal R através de um 7" > 0 suficientemente

pequeno. Portanto, concluimos o resultado pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach. []

Lema 3.15. Sejam Uy € X e p € (0, o). Existe uma constante C' = C(u) > 0, tal que

e Mt
| S)Uo ||ir20,0)2< CW | Uo ||x , para todo t > 0. (3.60)
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Demonstragao. Seja U(t) := S(t)Uy e T = 1. Por (2.70), temos que U(t) € [H*(0, L)]?
para quase todo ¢ em (0,1). Em particular, temos que existe uma sequéncia (t,),>o0
m (0,1], com ¢, — 0T, tal que U(t,) € [H*(0,L)]*>. Tomando S(t)U(t,) e usando a
Proposicao 3.11, temos que U(t) € [H*(0, L)]?, para t € [t,, +00). Portanto, aplicando a
desigualdade (3.37), obtemos

H U(T) H[H2(0,L)]2§ C@iuo(T?t) H U(t) H[HQ(O,L)P7 (361)

para todo T >t > 0.
Por outro lado, se T € (0, 1], integrando (3.61) em ¢ € (0,7") obtemos

H U( ) H[HQ(OL T 2p0 (T —t) T 2 2 2
2 ; € dt < ; | U(t) H[H2(0,L)]2 dt <C° || Uo Ik

2140 | Uo |lx
1U(T) llpzo.pp< Oy T ] | Uo |x<C T

para 0 < T < 1. Assim, concluimos que

donde,

—put

| U®) llge.nyp< Cets —

Il Uo |lx, (3.62)

para todo 0 <t < 1.
Caso t > 1, podemos obter (3.60) por (3.61) e (3.62). De fato,

e e e Ht
1 U) lj20,0)2< Ce D U (L) ||jm20,0)2< Ce oD Cer i | Uo |lx

Vit

< Ce VU, |

| Uollx . (3.63)

]

Agora podemos provar a boa colocacao global e estabilidade exponencial do sistema

nao linear para dados pequenos em [H?(0, L)]?. Para cada u € (0, yo), definimos o espago
F,:={U = (u,v) € C(R";[H*(0, L)]*); || "' U(t) || noom+-[m2(0,1)2) < 0}

com a norma

| U ||p=supess || e"U(t) (20,2 -
>0

Teorema 3.16. Eziste 1o > 0, tal que, para todo dado inicial Uy € [H*(0, L)]? satisfa-
zendo

| Uo || < 7o,
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o sistema (1.6)-(1.8) admite uma unica mild solution
UeF,.

Demonstra¢ao. Com a mesma notagao introduzida em (3.41), defina a aplicagao I' por
t
(TU)(t) = S(t)Uy +/ S(t—s)N(U)(s)ds. (3.64)
0

Provaremos que se r( for pequeno, entao I' possui um tinico ponto fixo em alguma bola fe-

chada Bg(0) de F),. Pela relagdo (3.51) temos que I'U € C(R™; X)N L2 (RT; [H%(0, L)]?),
com (I'U)(0) = Uy. Precisamos provar que ['U € F),.

Pelo decaimento exponencial do semigrupo, podemos estimar o primeiro termo de
(3.64) por

IS0 llizz0.002< C |l Us llirqo.zye;

para todo t > 0.

Por outro lado, podemos analisar o segundo termo da seguinte forma:

ef:u'(t*s

)

<SCK@+p ) UIlF  (3.65)

t t
| e / S(t — S)N(U)(s)ds oo,y < € / C
0 0

onde aplicamos o Lema 3.15. Entéo, se escolhermos um R > 0, tal que 2CK (2+u )R < 1

e definirmos rq > 0 por Crg = g, teremos
| e (TU)(t) || im2o,2< Cro + CK(2+ " )R* < R. (3.66)

E facil ver que I' é uma contracdo para 20K (2 + u~')R < 1. Portanto, temos uma tnica

mild solution na bola fechada de F), de raio R, para ry pequeno. O
Vamos provar o Teorema 3.8.

Demonstracio. Seja T = 1, || Uy ||x< p e C a constante de (2.70). Podemos definir

% =[ S()Vs HLQ(O,l;[H?(O,L)]?)S 5p.
Também podemos definir a aplicacao integral:

TU(t) = S(t)U, + /0 tS(t — $)N(U)(s)ds. (3.67)

Provaremos que ' é uma contragio da bola fechada Br(0) de L?(0,1; [H?(0, L)]?), se

p for suficientemente pequeno.
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De fato, se U € Bgr(0),
| CU@) [ z20,15m2 0,02 <I| S#)Uo || 20,1522 (0,L012)
R
+ / (= NN Lronirionn 5 + ¢ [ IN@)) s ds
R s ol
onde aplicamos (2.70) e (3.53).
Portanto, precisamos ter ( + CKR) <1, que ocorre se R < 2CK Como

R _
5 =\ S()Uo || 2201511200, < Cp,

podemos obter o resultado se tomarmos p, tal que R < 2Cp < 2CK, ou seja, se tomarmos

p <

4CC’K
Agora precisamos provar que tal aplicacao é de fato uma contragdo. Sejam U e V' em

Bgr(0) C L*(0,1;[H?(0, L)]?), entao

t
H FU — FV HLQ(U,l;[HQ(QL)P)SH /0 S(t — 8)(N(U) — N(V))(s)ds HLQ(O,l;[HQ(O,L)P)
t
< [ 1) = NGl ds

< CK/ | U(s) =V (s) llim2,02 (U US) 2,2 + | V() [z 0,0)2)ds
= CK2R || U(s ) V() |lz2(0,1:122(0,L012)

Precisamos que CK2R < 1, ou seja, R < ﬁ, que ja é satisfeita pela escolha de p.
Portanto, para dados iniciais pequenos, temos uma unica solucdo U € Bg(0) C
L2(0, 1; [H2(0, L)) onde £ = S()Us ||z g0 < C |l Us Ilx.
Em particular, existe to € (0,1), tal que U(to) € [H*(0,L)]* e || U(to) lli20,)2< R.
Se, além disso, escolhermos R < ry, entao, pelo Teorema 3.16, teremos que U pode ser

estendida como solucao para t > 0, com
1) 20,02 < Ce ™= [ U(to) i, < Cre™ || Uy |Ix, (3.68)

onde C > 0.

Se t € [0, 1], podemos usar as desigualdades (3.51) e (3.53) pra obter (3.31).

Por fim, para provar a desigualdade (3.32) em (0, 1], basta proceder como no Lema
3.15. Portanto, valem (3.31) e (3.32). O



Capitulo 4

Continuacao tinica para um sistema do

tipo Benjamin-Bona-Mahony

No presente capitulo, estudaremos um problema de continuacao tnica para um sistema
acoplado linear do tipo Benjamin-Bona-Mahony, com potenciais dependentes tanto do

tempo quanto do espago. Mais precisamente, seja o seguinte sistema linear

{ N (t, ) — Newe(t, ) = p1(t, 2)we(t, ) + 1 (t, x)w(t,z) , (t,x) € (0,T) x (0,1), (4.1)
wi(t, ) — wepe(t, ©) = po(t, ) (t, x) + q2(t, x)n(t,x) , (t,x) € (0,T) x (0,1),

onde assumimos que
piyqi € L=((0,T) x (0,1)), para i = 1,2. (4.2)
Inicialmente, assumimos que (7, w) satisfazem as condicoes de fronteira
{ n(t, 1) = 1(t,0) = w(t, 1) = w(t,0) = 0,em ¢ € (0,T) (4.3)

e as condicoes iniciais
n(0,x) = no(x), z € (0,1), (1.4)
w(0,2) = wo(z), x € (0,1).
Nessas condigoes, provaremos resultados de boa colocagao para o sistema (4.1)-(4.4).
Em seguida consideraremos o sistema (4.1)-(4.2) com as seguintes condi¢oes iniciais e de

fronteira

{ n(t,1) = w(t,1) = ny(t,1) = w,(t,1) = 0,em ¢ € (0,T), (45)

n(0,z) = w(0,2) = 0,em x € (0, 1).

Nessas condi¢oes temos o seguinte resultado:

Teorema 4.1. Seja (n,w) tal que OFdin, OFdiw € C([0,T] x [0,1]), solugio cldssica de

44
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(4.1) e (4.2) satisfazendo (4.5). Entao,
n=w=0 para (t,z) € [0,T] x [0,1]. (4.6)

Observacao 4.2. As condi¢oes (4.5) sao as melhores possiveis para se obter o resultado
de continuagdo unica. De fato, se retirarmos somente a condi¢do inicial w(0,x) = 0 de
(4.5), entdo a continagao unica falha pelo sequinte contra-exemplo (semelhante ao aplicado

por Zhang e Zuazua em [21]):
e Sejamp;,=¢q; =0, parai=1,2,
e seja w(t,r) =wo(x) #0 em C(0,1),
o sejan(t,x) =0 em C5°(0,1),

entao evidentemente (n,w) constitui uma solugao nao nula de (4.1)-(4.2) e satisfaz (4.5)

exceto pela condi¢ao w(0,z) = 0.

Em todo este capitulo, usaremos a seguinte notacao:

(u,v) == (u,0)r2(0,1),
((U7 U)) = <u> U)Hé(o,l) - (V% VU),
(((uvU») = <U7U)H2FWH3 = (Au7 AU),

com as normas correspondentes |.|, [|.]| e |||.]||

4.1 Existéncia de solucoes fracas

Faremos o estudo da existéncia e unicidade de solu¢oes para o sistema (4.1)-(4.4) usando

o método de Faedo-Galerkin.

Definicao 4.3. Dado T > 0, uma solugcdo fraca do sistema (4.1)-(4.4) é uma fungao
vetorial (n,w) : [0,T] x [0,1] — R?, na classe

n, m, w e w; € L¥(0,T; Hy(0,1)), (4.7)
que satisfaz

/0 (16, v1) + (12, v1))dt = /0 (P1we, v1) + (Quw, v1)dt (4.8)

/0 (e v2) + ((wr, v2))dt = / (pa71er v2) + (g1, v2)dt, (4.9)
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Yoy e vy em L?(0,T; H}(0,1)), que verifica a sequinte condicao inicial

((0,2),w(0,)) = (o, wo)- (4.10)
Temos a existéncia e unicidade de solugoes fracas dadas pelo seguinte teorema:

Teorema 4.4. Para cada (ny,wy) € [HE(0,1)]?, existe uma tnica solugdo fraca para o
sistema (4.1)-(4.4).

Demonstracao. Utilizaremos o método de aproximacao de Faedo-Galerkin. Para facilitar
a leitura, faremos a demonstracao em varios passos.

Problema Aproximado

Seja {v;}jen 0 conjunto das autofungoes do operador Laplaciano —A em H;(0,1), sendo

Aj o autovalor correspondente & v;:

— A V; = )\jvj s .I' S (0, 1), (411)
Uj(O) = Uj(l) =0 , 1€ N.
Temos que
{v;};en € uma base ortogonal de H(0,1) (4.12)
e
{v;}jen & uma base ortonormal de L*(0, 1). (4.13)

A partir dessa base definimos Vy como sendo o subespaco de dimensao finita gerado pelos
N primeiro vetores vy,..., vy, ou seja, Vy = [v1, vg, ..., UN].

Para cada N € N, buscamos um par de funcoes da forma
N
n(te) = gin () (@) (4.14)
j=1

N

wy(t,x) =Y hin(t)v;(), (4.15)

j=1

que sejam solucoes do seguinte problema aproximado

(nN,t,Uz‘) + ((nN,taUz‘)) = (ple,mUz‘) + (qwn,vi), i=1,2,3,..., N, (4 16)
(Wt i) + (W v3) = (P2nNa, vi) + (G, vi), @ =1,2,3, .., N,
tais que
9i.n5(0) = (m0,v;) (4.17)
e

hjn(0) = (wo, v;). (4.18)
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Temos que
(nn (0, ), wn (0, 2)) = (v,0,wn0) = (Mo, wo) em [Hy(0,1)]°. (4.19)

O sistema de equagdes ordinarias (4.16)-(4.18) pode ser reescrito da seguinte forma:
sejam gy = (1N, --»9NN); AN = (PN, ..., hnn), D a matriz diagonal dos autovalores
A1y AN, OU seja, D = diag(Aq,...,Ax) e A = A(t) uma matriz cujos elementos sdo da
forma A;; = (p1(t,2)vj4,v:) + (@1(t, v)vj, v;). Analogamente, definimos B = B(t) por
B, j = (pa2(t, )vj 4, vi) + (qa2(t, x)vj,v;). Entao,

gyt + Dgne = A(t)hy, (4.20)

hNﬂg + DhN’t == B(t)gN, (421)

verificando as condigbes iniciais (4.17)-(4.18).

Pelo Teorema de Carathéodory, o sistema acima tem solucao local em 0 < t < ty,
sendo que ty depende do N. Assim, precisamos provar a extensao de solugoes para todo
o intervalo [0, 7], onde T > 0 é fixado previamente. Isso sera feito usando as estimativas
a-priori a seguir.

Estimativa I

Em (4.16), tomando v; = ny na primeira equacao e v; = wy na segunda, obtemos

1d
§E||77NH2 = (P1wN.z, IN) + (QwN, 1IN), (4.22)
1d,
§EHWNH = (PN, wN) + (NN, wN). (4.23)
Os termos que aparecem a direita das igualdades (4.22)-(4.23), podem ser estimados como
segue:
1 1
(Pwna, v) = / pwnanndz <[ p1rge0,1) / W ot |dE (4.24)
0 0
|1 ey [° 2 2
< s lwn 2|° + [nn | d. (4.25)
0

Analogamente, podemos estimar também os outros termos, obtendo

1
q1 || Lge (0,
(o, ) < LLZOD [Pt s, (4.20)
0

1
p (0,
(P2nv e, W) < 122 lzz HQL” L / v ] + lwy|*da. (4.27)
0
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1
q (0,
(Gann,wn) < —H 2 ||2L”” ©O.1) / I+ |lwn | dz. (4.28)
0

Substituindo (4.24)-(4.28) em (4.22)-(4.23), obtém-se

1d 5 o1 2o, ! 2 2 | @1 llzge0,0) ! 2 2

s o P ———= | |wno| "+l do+ —————= [ |wn|"+Inn|"dx, (4.29)
2dt 2 0 2 0

1d P2 ||Lee(0,1 ! 42 ||Lee (0,1 !

- || WN ||2§ H H 2°(0,1) |77N,x|2‘|’|WN|2dZU+H || 2°(0,1) |77N|2+|WN|2dx- (430)
2dt 2 0 2 0

De (4.29) e (4.30), segue que

d
=l [P+ T ow P < Cllnw 17 + lTow 17] (4.31)

onde C = Zi:1,2 H Di HLoo(o,T;Loo(o,l)) + H di HL"O(O,T;LW(OJ)%
Aplicando a desigualdade de Gronwall em (4.31), obtemos a seguinte estimativa de

energia:
I + lwow 2](8) < Clllmon 1 + lwon ) < C, (4.32)

onde C = C(T) > 0, pela convergéncia dos dados iniciais em (4.19). Portanto, podemos
estender a solugio do sistema aproximado em [0, 7.

Estimativa 11

O proximo passo é obter uma segunda estimativa de energia que, juntamente com a
estimativa (4.32), nos possibilitard a passagem ao limite no problema aproximado. Em
(4.16), tomamos v; = ny, na primeira equagio e v; = wy; na segunda, donde obtém-se

que

2HinnP+Hwn e *+lwnell?] = prwn e, 1) +@wn, v+ (0 e, wn) +(gny, wae)-
(4.33)

Para estimar os termos que estao a direita da igualdade (4.33) procedemos da seguinte

HUN,t

forma:

1 1
(PMWNz, MNe) = / PN 2NN edr || P || L) / lwn 2N | d (4.34)
0 0

1 2
WN
<|| ; HLg"(O,I)/ —’ NE‘ +€|77Nt]2dx (4.35)
0

onde € > 0. Analogamente, podemos estimar também os outros termos de (4.33), obtendo

|wn|?

2d 4.
e T, (4.36)

1
(Q1WN,77N,t) <l & ||Lg°(0,1) / + €|77N,t
0
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1 2
(P2nN 2 wWie) < P2 |20 0,1) / ’nZ:| + €lwn | *da, (4.37)
0
! ’UN‘Q 2
(qann, wne) <Il @2 llzee(0,) T elwn,|*dz, (4.38)
0

onde € > 0. Substituindo (4.34)-(4.38) em (4.33), com e suficientemente pequeno, segue
que
[wel® + lnvell® + lwnel* + llonell*] < Cllinw[1* + [lwn ], (4.39)

com C = C(p1,p2,q1,q2). Mas pela estimativa de energia (4.32), temos os termos que

estdo a direita de (4.39) sdo estimados por uma constante C' = C(T') > 0. Portanto,
[lnell* + o l*1(8) < Cllinon|I* + lwon|I*] < C, (4.40)

sendo novamente C' = C(T) > 0.
Passagem ao Limite no Problema Aproximado

Agora podemos voltar ao problema aproximado e fazer a passagem ao limite. Como as
sequéncias (nn)nens (WN)Nen, (ne)nen, (Whe)ven sdo limitadas em L>(0,7T; H}(0,1)),
podemos obter subsequéncias, que também denotaremos por simplicidade de (ny)yen,

(wn)Nens (Mv.e)Nen, (Wht)ven, que convergem fraco estrela. Mais precisamente,

ny — 1 fraco estrela em L>(0,T; Hy(0,1)), (4.41)
nn: — 1; fraco estrela em L*(0,7T; Hy(0,1)), (4.42)
wy — w fraco estrela em L>(0,T; H;(0,1)), (4.43)
Wy — w; fraco estrela em L>(0,T; Hy(0,1)). (4.44)

Observe que (4.41) significa que para toda v € L'(0,T; H(0,1)) ocorre a seguinte con-

vergéncia
T T
/ < (1), 0(t) > s dt = / < nlt), 0(t) > dt (4.45)
0 0

Consideragoes analogas valem para (4.42)-(4.44), ou seja,

T T
/ < 77N3t(t>, U(t) >H(%><H_1 dt — / < nt(t), U(t) >H&><H_1 dt, (446)
0 0
T T
/ < W (8), 0(t) > g dt / < w(t), v(t) > g db, (4.47)
0 0
T T
/ < W), 0(t) > s dt = / <), 0(t) >ppepr dt, (148)
0 0

para toda v € L*(0,T; H(0,1)).
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Multiplicando o sistema aproximado (4.16) por 6 € D(0,7T) e integrando de 0 a T,

fazendo N > i com ¢ fixo, obtemos

/O(th,UZ-)@(t)dt—i—/o ((ant,vi))Q(t)dt:/O (plevx,vi)Q(t)dt%—/o (rwn, v;)0(t)dt,

/O (e, v)0(0)dt + / (@ 0))B()dE = / (porivs 0)0(0)d + / (@sm, v3)6(2)dt.
(4.49)

Observe que no primeiro termo acima,

/OT(nN,t, v;)0(t)dt, (4.50)

temos que 0(t)v;(z) € L'(0,T;V;) — LY(0,T; H}(0,1)) < L'(0,T; H'(0,1)). Portanto,
de (4.42) obtém-se

T T
/ (NN e, v;)0(t)dt — / (e, v;)0(t)dt, quando N — +o0. (4.51)
0 0

Analogamente, obtemos a convergéncia dos demais termos de (4.52), mostrando assim

que (n,w) satisfaz

/0 (e, 0)0(0) -+ / (s 0))0(0)dt = / (prevm, 0)B(0)dt + / (a1, 0)0(0)

/0 (o 0)0(0)dE + / (wr, 0))0(1)dt = / (panies v)6(8)dE + / (qom, 0)0()d,
(4.52)

V0 € D(0,T). Como as combinagoes lineares finitas dos elementos de Vy sdo densas em
H;(0,1), temos que

/0 (s 0)6(1)dt + / (1, 0))B(1)dt = / (precw, 0)0(0)dt + / (a0, 0)6(1)d,

T T T T
| oo [ (oot = [ e+ [ oo,
0 0 0 0 (453)
Vo € H}(0,1) e § € D(0,T). Além disso, como o conjunto de todas as fungoes 0(t)v(z)
sao densas em L%(0,7T; H}(0,1)), temos

/0 (1, v1) + (e, v1))dE = /0 (P1we, v1) + (uw, v1)dl (4.54)

/O(wt,v2)+((wt,va))dt=/o (P27, v2) + (gan, v2)dt, (4.55)

Yoy e vy em L2(0,T; Hy(0,1)).
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Verificacao dos Dados Iniciais
Vimos que

ny — n fraco estrela em L>(0,T; Hy(0,1)), 4.56

nn.: — n; fraco estrela em L(0,7T; Hy(0,1)),

=~
o

7

=~
ot

wy — w fraco estrela em L>(0,T; H;y(0,1)), 8

(4.56)
(4.57)
(4.58)
Wy — wy fraco estrela em L>(0,T; Hy(0,1)). (4.59)

Como consequéncia, n,w € C([0,T]; Hi(0,1)). Portanto, n(0) e w(0) estao bem definidas.
Por outro lado, tomando 6 € C*([0,77]), com 6(T) =0e 6(0) =1 e v € Hj(0,1), obtemos

/OT(HN,U)Gt(t)dt — /OT(n,v)Qt(t)dt, Vv € Hy(0,1), (4.60)

/ (45 0) dt—>/ m,v)0(t)dt, Yo € HE(0,1). (4.61)

Somando os termos acima, tem-se a seguinte convergéncia

/0 [(nn, v)0(t)]pdt — / (n,v)0(t)],dt, Vv € H(0,1), (4.62)
ou seja,
(v, 0)0(B)]g — [(m,0)0()]5, Yo € Hy(0,1). (4.63)
Logo,
(nv(0),v) — (n(0),v), Yo € Hy(0,1). (4.64)
Segue entio de (4.19) que
n(0) = no. (4.65)
Analogamente,
w(0) = w. (4.66)

Unicidade das Solucoes

Para provar a unicidade, suponha que temos dois pares de solugoes (11, w1) e (12, ws) que
satisfazem as mesmas condigoes iniciais. Nesse caso, podemos obter uma solugao (u,v),
onde u =1, — 1My € v = Wy — Wq, que serd solugao do sistema (4.1) com condigao inicial
nula. Pela estimativa de energia (4.32), a solucao (u,v) é nula, provando que 17, = 19 €

wy = wy. Portanto, temos a unicidade de solucoes. O
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4.2 Existéncia de solucoes fortes

Defini¢ao 4.5. Dado T > 0, uma solucao forte do sistema (4.1)-(4.4) € uma fungdo
vetorial (n,w) : [0,T] x [0,1] — R?, na classe

n, N, wew, € L®0,T; Hy(0,1) N H*(0,1)), (4.67)

que satisfaz (4.8)-(4.10).

Teorema 4.6. Para cada ny e wy em H(0,1) N H%(0,1) existe uma unica solugio forte
para o sistema (4.1)-(4.4).

Demonstracao. Utilizaremos novamente o método de aproximacao de Faedo-Galerkin,
como na se¢ao anterior, considerando uma base {v;}neny € Hg(0,1) N H%(0,1), formada

pelas autofungoes do problema espectral

(4.68)

Avj = Ajuj , © € (0,1),
v;(0) =v;(1)=0 ,ieN.

A partir dessa base definimos Vy como sendo o subespaco de dimensao finita gerado pelos
N primeiro vetores vy,..., vy, ou seja, Vy = [v1, vg, ..., UN].

Para cada N € N, buscamos um par de funcoes da forma
N
nn(tz) =Y gin(t)v(z) (4.69)
j=1

N

wy(t,x) =Y hin(t)vs(x), (4.70)

Jj=1

que sejam solugoes do seguinte problema aproximado

{ (v, vi) = (Anng, vi) = (PMwne, vi) + (wn, vi),  1=1,2,3,.. N, (4.71)
(WN s Vi) — (Dwng, v;) = (P, Vi) + (@2nn, vi),  1=1,2,3,..N,
tais que

9.~ (0) = (10, v;) (4.72)
e

hjn(0) = (wo,v))- (4.73)
Temos que

(v (0, ), wn (0, 7)) = (Nn.0, wno) — (Mo, wo) em [H2(0,1) N Hy(0,1)]>. (4.74)
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Estimativa I
Tomando v; = Any € Vy na primeira equacao de (4.71) e v; = Awy € Vv na segunda,

segue que
(77N,t, A77]\/) - (A77N,t, A77]\/) = (ple,xa A7IN) + (QMN’ AnN% (4-75)

(wnt, Awn) — (Dwn g, Awn) = (P22, Dwn) + (2, Dwy). (4.76)

Portanto, de (4.75) obtém-se

il 12+l ) <1 2t sy / wwal| Anwldat | a1 2z / ol Anylde,

2 dt
(4.77)
donde, aplicando a desigualdade de Cauchy, obtemos
thm w17 v lIIP] < Ol AP+ [ ww [1F +Hwn ], (4.78)
onde C' > 0. Analogamente, de (4.76) obtém-se
ld 2 2 2 2 2
5 gl wn [P Hllwn[] = Cll & wn P+ wn [I7 +nwl], (4.79)
onde C' > 0.
Somando as duas tltimas desigualdades, segue que
1d 9 9
5 g7l 1P s 1P wone [ +[lleon 1] (4.80)

< Cll o 1P +Hnv 1P+ T eon [17 +Hllwn 7] (4.81)

Aplicando a desigualdade de Gronwall, temos

[ 1% e [P+ Fewn [P+ eon [12](2) < C, (4.82)

por (4.74), onde a constante C' s6 depende de T.
Estimativa II:

Tomando v; = Any; na primeira equacao de (4.71) e v; = Awy; na segunda, obtemos

(77N,ta A77N,t) - (AWN,t, A77N,t) = (ple,za A77N,t) + (Q1WN7 A77N¢)> (4-83)
(WNt, Awng) — (Dwng, Awny) = (PN e, Dwie) + (gann, Dwny). (4.84)
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Portanto, de (4.83) obtém-se

1 1
e 1P +lsell <1 o Neion) | ol S meldat | lzzony | ol & nvidda,

’ ’ (4.85)
donde, tomando 0 < C' = max{|| p1 |01, ]| @ ||z} e aplicando a desigualdade
ab < C(e)a® + eb?, onde €, C(e) > 0, obtemos

Fnwe 1 HlmwallI* < CLC w I* +Hewn|*) + el [l l]] (4.86)

Analogamente, de (4.84) obtém-se
lwne [I* Hllwnell] < CLCEU nw 1P +lnxl?) + elllwnel]]]- (4.87)

Fazendo € = 5 e somando (4.86) e (4.87), obtemos

[l v (1P el [P T wowe 12 Hlwnell1P] < CllEwn 12 o4+ | aw 1P+ |*](4-88)
onde C' > 0. Logo, aplicando a estimativa de energia (4.82), obtemos
el [P+ llwn [P < C, (4.89)

onde a constante C' > 0 s6 depende de T'.

Segue das estimativas (4.82) e (4.89) que as sequéncias (ny)nen, (Wn)Nen, (MNt)Nen
e (wni)nen sao limitadas em L*°(0,T; H(0,1) N H?(0,1)), o que nos permite proceder
como no Teorema 4.4 e passar o limite no problema aproximado (4.71). A unicidade de
solugoes, assim como a verificacao dos dados iniciais, também sao feitas como no Teorema
4.4. ]

4.3 Estimativa de Carleman

Nesta se¢ao, provaremos um resultado continuagao tnica para solugoes da equagao (4.1)-
(4.4), ou seja, provaremos o Teorema 4.1. O resultado que apresentamos a seguir, provado

em [20], sera usado na demonstracao:

Lema 4.7. Seja ¢ € C(R?), tal que, para todo t € (=T, T) fizado, ¢ = ¢(.,t) € C°(R).
Além disso, assuma que

D2p(t,x) >0, (t,z) € Q (4.90)

0.0(t, )| >0, (t,7) € Q, (4.91)

onde Q C (0,1) x (=T,T) € um subdominio com fronteira 0Q de classe C* por partes.
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Entao, existem constantes C' = C(p,Q) >0 e S = 5(p,Q) >0, tais que
/(8\&;&]2 + 8%|ul?)e**Pdzdt < C/ |02u|*e*** dxdt, (4.92)
Q Q

para todo s > S e u € C*(Q), tal que u = d,u = 0 sobre IQ.

Sejam p € (0,1),0 >0e

{ Pt,z)=1-(r—(1+0))* - (%)H: (4.93)

o(t,r) = VG 1,

Se fixarmos A > 0 suficientemente grande, teremos que ¢ satisfaz (4.90) e (4.91) para
Q C (0,1) x (=T, T). Também definimos

Qe) = {(t,z) € (0,1) x R; (t, x) > €}, (4.94)

para € > 0 e
1 t\"\ 2
he(t) =146 — 1—Xlog(1+e)— 7 , t>0. (4.95)

Entao, para A > 0 suficientemente grande e € > 0 suficientemente pequeno, temos
Qe) =A{(t,z) € (0,1) x R; h(|t]) <z < 1}. (4.96)

Podemos verificar diretamente que (¢, x) € Q(€) implica

1 m
lt| <T <1 — 6% — Xlog(l + e)) <T. (4.97)

Com as consideragOes acima, usaremos também a seguinte inequagao integral provada
em |10]:

Lema 4.8. Fziste uma constante C = C(p,€,T) > 0, tal que

t
/ / fu(n, 2)|dn
Q(e) 1Y0

para todo s >0 e u € L*(Q(¢)).

2

e*Pdrdt < C/ lu(t, x)|*e**?dxdt, (4.98)
Q(e)
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4.4 Demonstragao do resultado principal (Teorema 4.1)

Seja (n,w) solugao do sistema

{ e (t, ) — Newe(t, ) = p1(t, 2)we(t, ) + 1 (t, x)w(t,z)  (t,z) € (0,T) x (0,1),
wi(t, ) — wepe(t, ) = pa(t, x)ne(t, ) + go(t, x)n(t,x)  (t,z) € (0,T) x (0, 1),

(4.99)
com
piyqi € L=((0,T) x (0,1)), sendo i = 1,2, (4.100)
satisfazendo as seguintes condigoes iniciais e de fronteira
n(t, 1) =n.(t,1) = w(t,1) = w,(t,1) = 0,em t € (0,7, (4.101)
n(0,z) =w(0,2) = 0,em x € (0,1). .

Considere as extensoes impares das funcoes 7, w, p; e ¢; em t € (—=7,T), usando a mesma

notacao. Entao, temos

{ Ne(t, ) — Newe(t, ) = p1(t, 2)we(t, ) + 1 (¢, 2)w(t,z)  (t,z) € (=T,T) x (0,1),
wi(t, ) — Weae(t, ) = po(t, )N (t, ) + g2(t, 2)n(t, x)  (t,z) € (=T,T) x (0,1),
(4.102)
{ n(t, 1) =n,(t,1) = 0,em t € (=T, T), (4109
w(t,1) =w,(t,1) =0,em t € (=T,T).

Provaremos o resultado usando a desigualdade de Carleman do Lema 4.7 e a desigual-
dade integral do Lema 4.8.

Seja e suficientemente pequeno e seja x = x(¢, ), tal que

x € CP(R?), 0 < x <1,
\(.2) = { 1, (t,z) € Q(2¢) (4.104)
0, (t,2) € Q0)\Q(e).

Assim, se considerarmos y; = 1Y e y» = wY, temos que OFdly, e Oy, € C([-T,T)] x
[0,1]), com k =0,1e j=0,1,2. Também temos que, para i = 1,2,

y; = 0,y; = 0 sobre 0Q(0). (4.105)

De fato, observe que y1, = NuX + Xz € Yo = WeX + WXz € 0Q(0) C {(t,x) € [-T,T] x
{1}}UQ(0)\Q(¢). Pelas condicoes (4.101), temos que 71, w, 1, € w, se anulam em {(t,z) €
[T, T] x {1}} e pela defini¢ao (4.104) temos que y e x, se anulam em Q(0)\Q(¢).

Podemos entao aplicar a desigualdade de Carleman do Lema 4.7, para as fungoes y;
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e ya¢, obtendo

/ (s|y1.]® + $*lyrel?)e**Pdadt < C’/ Y1 e | €25 dvdt (4.106)
Q(0) Q(0)
e
/ (s|ya.el® + ° Yo |?)e**Pdadt < C’/ |Yo.t0e | €25 ddt, (4.107)
Q(0) Q(0)
onde C' > 0. Mas sabemos que
Yitee = Y1t — P1Y20 — QY2 + I, (4.108)
onde
]1 = Xitzz) — XaW + P1XzW + 2th;773; + Xzt + XtNxx + QXxntx (4109)
e
Yotz = Y20 — P2Y1,0 — QY2 + Lo, (4.110)
onde
IQ = XtzaW — Xt + D2 XzN + 2Xtaxw;r + XzzWt T XtWzz + 2Xacwta; (4111)

Consequentemente, (4.106) e (4.107) podem ser estimados da seguinte forma:

/ (sly1aal? + $*[y14|*)e**Pdadt < C'/ (ly1.41* + Pilvosl® + @ lyal® + | L |?)e*?dxdt
Q(0) Q(0)
(4.112)

/ (syaal” + 8°|yos|*)e**Pdadt < C/ (ly2,el? + D3 ly1.al? + GBla | + | 12]?)e**Pdudt,
Q(0) Q(0)

(4.113)
onde C' > 0. Como [; e I, ndo se anulam somente em Q(e)\Q(2¢), temos que
/ |I;(t, z) P dadt < Ce** max \Ii(t,z)* < Ce, (4.114)
Q(0) (t:2)€[0,1]x[-T.T]

onde 1 =1, 2.

Por outro lado, devido as condigdes (4.101),

t
Yia(t,x) = / Yia(l, 2)dl (4.115)
0
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t
yi(t,x) = / Yie(l, 2)dl, (4.116)
0

donde, pelo Lema 4.8, obtemos

t
/ |yi7x|2625“’dmdt:/ |/ Yi.ra(l, T)dl[*€** P ddt
Q(0) Q) Jo

<C |Yi 1 (t, )| *€*Pdadt (4.117)
Q(0)
/ |yil*e** P dadt < C/ |y (t, 2)|*e**Pdxdt, (4.118)
Q(0) Q(0)
onde C' > 0. Combinando as desigualdades (4.112)-(4.114) e (4.117)-(4.118), segue que
/ (Slyl,tm|2 + 53|y1,t‘2)62s@dxdt + / (S|y2,m|2 + 33|y2,t|2)e285”dxdt
Q) Q(0)
< C/ (|y1.4)* + |y10a|?)e*?dxdt + Ce’s +
Q(0)

+C'/ (|y2,t|2 + |y2,m|2)628“’dxdt + Ce*se.
Q(0)

Tomando s > 0 suficientemente grande, podemos absorver os termos integrais da direita

da desigualdade pelos termos da esquerda. Assim,

/ (Slyl,t:c|2 + 53|yl,t‘2)€2wd$dt + / (3|yz,m|2 + 33|yz,t|2)62wdxdt
Q(0) Q(0)

< 4Cets,

Como Q(3¢) C Q(0), temos

6656/ $® [y ¢ Pdadt + 66“/ 83| yo | Pdadt
Q(3e) Q(3¢)

< [ Gl + Sl ododt s [ laf? ) dade
Q(3¢) Q(03¢)

S +O€4se7

para todo s > 0 suficientemente grande, ou seja,

/ |y17t|2dxdt + / |y2,t|2dxdt < Cs3e2, (4.119)
Q(3e) Q(3e)

Fazendo s — 0o, obtemos y; (¢, ) = 0 em Q(3¢). Segue entdo de (4.3) que y;(t,z) =0,
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para (t,z) € Q(3¢). Como € > 0 é arbitrario, vemos que y;(t,z) = 0 se
(14+6)—(1—@/T)"?<z<1, (4.120)

0<t<T(1—6%)"2 (4.121)

Sendo & arbitrario, temos que y;(t,z) = 0,se 1 — (1 — (/T2 <oz <le0 <t <T.
Como p € (0,1) também ¢é arbitrario, podemos tomar p tendendo a 0 e concluir que

yi(t,z) =0,se 0 <t<Tel<x<l.
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