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Resumo

Nesta tese estudamos o problema de mistura de materiais com memória. A teoria de misturas foi

bem desenvolvida nos últimos anos e resultados sobre a boa-colocação do modelo linear, assim

como do modelo não linear são bem conhecidos atualmente. Uma das principais características

destes modelos é que o acoplamento das equações é de segunda ordem. Acreditamos que esta

característica pouco usual implica em propriedades importantes.

Em todos os modelos com dissipação parcial, isto é, os mecanismos dissipativos não são efetivos

em todas as equações, podem acontecer três situações com relação ao comportamento assintótico

das soluções. 1) O modelo tem decaimento exponencial, 2) O modelo decai polinomialmente,

3) O modelo fica oscilante para algum subespaço do espaço de fase.

Um dos principais resultados desta tese é mostrar que os modelos de misturas com dissipação

parcial não apresentam a segunda opção citada acima. Ou seja, provaremos que o sistema é expo-

nencialmente estável se, e somente se, o modelo é fortemente estável.

Estudaremos também modelos de misturas termoelásticas com lei de Cattaneo. Nela provamos a

estabilidade exponencial quando as matrizes de acoplamento possuem posto igual ao número de

componentes da mistura.

Palavras-chave: Mistura de materiais, Material viscoelástico, Estabilidade exponencial, Estabili-

dade polinomial, Lei de Cattaneo.
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Abstract

In this thesis we study the problem of materials mixture with memory. The mixtures theory has

been well developed in recent years and results on the well posedness of the linear model as well

as for the nonlinear model are well known today. One of the main characteristics of these models

is that the coupling of the equations are of second order. We believe that this unusual feature allow

to deduce important properties.

In all models with partial dissipation, that is with partial dissipative mechanisms which are not

effective in all equations, three situations may occur with respect to asymptotic behavior. 1) The

model has exponential decay, 2) The model decays polynomially, 3) The model oscillates for some

subspace of the face space.

One of the main results of this thesis is to show that the models of mixtures with partial dissipation

do not present the second option mentioned above. This is to prove that the system is exponentially

stable if and only if the model is strongly stable.

We will also study models of thermoelastic mixtures with Cattaneo’s law. In it we prove the expo-

nential stability when the coupling matrices have rank equal to the number of components of the

mixture.

Keywords: Mixture of materials, Viscoelastic material, Exponential stability, Polynomial stabi-

lity, Cattaneo’s law.
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Introdução

Nos últimos anos, um crescente interesse tem sido direcionado para entender as chamadas de teo-

rias termomecânicas não-clâssicas de materiais como materiais micromórficos, materiais porosos,

etc. Uma delas é a mistura de materiais. A origem da formulação moderna das teorias termome-

cânicas contínuas de mistura de sólidos remonta aos trabalhos de [6], [7], [10], [11], [20], [21]

and [27]. Estudos matemáticos para esta teoria sobre existência, unicidade, dependência contínua

e comportamento assintótico foram estudadas em [4], [5], [13], [25], [26], [31] and [34]. Acredi-

tamos que os estudos matemáticos e físicos são questões necessárias para esclarecer o alcance de

sua aplicabilidade.

Uma das principais questões relativas às vibrações nos modelos de sistemas estruturais flexíveis é

a questão da estabilização da estrutura, isto é, espera-se evitar um sistema de efeitos de ressonân-

cia e querer garantir o decaimento da energia total, exponencial ou pelo menos polinomial. Uma

maneira de obter um efeito dissipativo e assim um decaimento da energia do sistema é adicionar

uma força de amortecimento. Existem vários tipos de amortecimentos, como amortecimentos na

fronteira, amortecimentos internos e amortecimentos localizados. É físicamente relevante ter em

consideração os efeitos térmicos nas estruturas flexíveis. Quando o efeito térmico é governado

pela lei do Fourier a temperatura tem velocidade infinita de propagação (Equação do Calor), mas

esta propriedade do modelo não é consistente com a realidade, onde o aquecimento ou resfria-

mento de uma estrutura flexível geralmente levará algum tempo. Por outro lado, quando o efeito

térmico é governado pela lei de Cattaneo (ver [3] e [30]), a temperatura tem velocidade finita de

propagação. Observa-se experimentalmente que a baixa temperatura o calor se propaga como uma

onda térmica. Este fenômeno é chamado de second sound, por analogia com a propagação do som

no ar.

No primeiro capítulo, faz-se um breve resumo dos principais conceitos e resultados utilizados nos

capítulos seguintes. No segundo capítulo, pesquisa-se o sistema unidimensional modelando as
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vibrações para uma mistura de n sólidos viscoelásticos interagindo continuamente com confi-

guração de referência sobre [0, `] , onde a viscoelasticidade é dada por um termo memória e é

chamada de viscoelasticidade de tipo Boltzmann. Primeiro introduzimos o problema com história

associado ao problema original e demonstramos sua boa-colocação estabelecendo a existência e

unicidade de soluções.

No terceiro capítulo, no caso quando a dissipação é total, demonstramos que o correspondente se-

migrupo é exponencialmente estável. Mas o resultado principal do capítulo e da tese apresenta-se

quando a dissipação é parcial, pois aí demonstramos que o correspondente semigrupo é exponen-

cialmente estável se, e somente se, o semigrupo é fortemente estável. Em particular, este resultado

implica a falta de estabilidade polinomial do semigrupo.

No quarto capítulo, pesquisa-se o sistema unidimensional modelando as deformações termomecâ-

nicas para uma mistura de n sólidos termoviscoelásticos interagindo continuamente com confi-

guração de referência sobre [0, `] e com n temperaturas diferentes, onde a viscoelasticidade é

de tipo Kelvin-Voigt e o efeito térmico é governado pela lei de Cattaneo. Primeiro estabelecemos

a boa-colocação do sistema e depois demonstramos a estabilidade exponencial do correspondente

semigrupo para um conjunto de condições iniciais e de contorno. As condições de contorno cor-

respondem a uma estrutura rígidamente fixada com fluxo de calor zero sobre a fronteira.
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Notações

1. a+ i b = a− i b , para todo a , b ∈ R , i =
√
−1 .

2. Z :=
(
Z1,Z2, · · · ,Zn

)T ∈ Cn×1 , onde Z = (Z1,Z2, · · · ,Zn)T ∈ Cn×1.

3. Z∗ := ZT =
(
Z1,Z2, · · · ,Zn

)
∈ C1×n , onde Z = (Z1,Z2, · · · ,Zn)T ∈ Cn×1.

4. A := (aij) ∈ Cm×n , onde A = (aij) ∈ Cm×n .

5. A∗ := (aij)
T ∈ Cn×m , onde A = (aij) ∈ Cm×n .

6. L(H) := {A : H −→ H ; A é linear e contínuo} .

7. ρ(A) :=
{
λ ∈ C : (λ I −A)−1 ∈ L(H)

}
, onde A : D(A) ⊂ H −→ H é um operador

linear fechado.

8. σ(A) := C\ρ(A) .

9. ‖U‖Lp(0,T ;X) :=

(∫ T

0
‖U(t)‖pX dt

)1/p

, 1 ≤ p < +∞ , onde (X, ‖·‖X) é um espaço

de Banach.

10. ‖U‖L∞(0,T ;X) := sup
0<t<T

ess ‖U(t)‖X , onde (X, ‖·‖X) é um espaço de Banach.

xi



Capítulo 1

Preliminares

1.1 Espaços de Sobolev e os teoremas de imersão.

Definição 1.1. Sejam X um espaço normado, B(·, ·) : X×X −→ K e f : X −→ C aplicações.

1. B(·, ·) é uma forma sesquilinear, quando para todo u, v, w ∈ X e para todo α, β ∈ K ,

verificam-se

(a) B(αu+ β w, v) = αB(u, v) + β B(w, v)

(b) B(u, α v + β w) = αB(u, v) + β B(u,w) .

2. Se K = R , então B(·, ·) é chamada de forma bilinear.

3. f é chamada de antilinear, quando f(αu+ v) = α f(u) + f(v) , ∀u, v ∈ X , ∀α ∈ C .

Observações 1.1. Se f é antilinear e g ∈ X ′ , então f ∈ X ′ e g é antilinear, onde X é um

espaço normado complexo.

Teorema 1.1 (Teorema de Representação de Riesz). Sejam (H, 〈·, ·〉H) um espaço de Hilbert.

Se f ∈ H ′ , então existe um único vf ∈ H tais que f(u) = 〈u, vf 〉H , para todo u ∈ H e

‖f‖H′ = ‖vf‖. Além disso, para cada v ∈ H , a aplicação gv(u) = 〈u, v〉H , para todo u ∈ H

pertence a H ′ e ‖gv‖H′ = ‖v‖.

Demonstração. Ver [36].

Definição 1.2. Sejam X um espaço normado e B(·, ·) : X ×X −→ K uma forma sesquilinear.

1. B(·, ·) é contínua ou limitada, quando existe uma M > 0 tal que |B(u, v)| ≤M‖u‖ ‖v‖,

para todo u, v ∈ X .

1



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 2

2. B(·, ·) é coerciva, quando existe uma C > 0 tal que B(u, u) ≥ C‖u‖2, para todo u ∈ X .

Teorema 1.2 (Teorema de Lax-Milgram). Sejam H um espaço de Hilbert e B : H ×H −→ C

uma forma sesquilinear, contínua e coerciva.

Então existe um único isomorfismo de espaços de Hilbert T : H −→ H tal que

B(u, v) = 〈u, T v〉H , para todo u , v ∈ H .

Demonstração. Ver [36].

Corolário 1.1 (Caso real). Sejam H um espaço de Hilbert real e B : H×H −→ R uma forma

sesquilinear, contínua e coerciva.

Se f ∈ H ′ , então existe uma única u ∈ H tal que B(u, v) = f(v) , para todo v ∈ H .

Demonstração. Ver [12].

Corolário 1.2 (Caso complexo). Sejam H um espaço de Hilbert complexo e B : H ×H −→ C

uma forma sesquilinear, contínua e coerciva.

Se f : H −→ C é uma aplicação antilinear, então existe uma única u ∈ H tal que

B(u, v) = f(v) , para todo v ∈ H .

Demonstração. Ver [36].

Teorema 1.3 (Desigualdad de Poincaré). Sejam Ω ⊂ Rn um aberto limitado e 1 ≤ p < +∞ .

Então existe uma constante C > 0 , que depende só de Ω e p , tal que

‖u‖Lp(Ω) ≤ C ‖∇u‖Lp(Ω) , ∀u ∈W
1,p
0 (Ω) .

Demonstração. Ver [12].

Teorema 1.4 (Regularidade Elítica). Sejam Ω ⊂ Rn um aberto regular, f ∈ L2(Ω) e L um

operador diferencial elítico de ordem 2m, m ∈ N .

Se v é solução de Lu = f no sentido distribucional, então v ∈ H2m(Ω) .

Demonstração. Ver [2].

Corolário 1.3. Sejam Ω ⊂ Rn um aberto regular e f ∈ L2(Ω) .

Se v é solução de

 −∆u = f em Ω

u = 0 em ∂Ω
, então

v ∈ H2(Ω) e ‖v‖H2(Ω) ≤ C ‖f‖L2(Ω) , onde C > 0 .
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Demonstração. Ver [2].

Definição 1.3. Denotemos por L2
g

(
0,+∞;H1

0 (0, `)
)

o espaço das funções de quadrado integrá-

vel, com peso g e com valores no espaço H1
0 (0, `) . Isto é,

L2
g

(
0,+∞;H1

0 (0, `)
)

:=

{
v : (0,+∞) −→ H1

0 (0, `) ;

∫ +∞

0
g(τ)

∫ `

0
|vx|2 dx dτ <∞

}
.

Este espaço munido do produto interno

(v, w)L2
g

:=

∫ +∞

0
g(τ)

∫ `

0
vxwx dx dτ ,

é um Espaço de Hilbert.

Teorema 1.5 ( Inmersão Contínua ). Tem-se os seguintes casos:

1. Caso: n ∈ N com n ≥ 2 , m ∈ N e 1 ≤ p < +∞ .

Verificam-se

(a) Se mp < n e p ≤ q ≤ n p

n−mp
, então Wm,p(Rn) ↪→ Lq(Rn) .

(b) Se mp = n e p ≤ q < +∞ , então Wm,p(Rn) ↪→ Lq(Rn) .

(c) Se mp > n e k < m− n

p
≤ k + 1 , k é um inteiro não negativo, então

Wm,p(Rn) ↪→ Ck,λ(Rn) , onde

i. 0 < λ ≤ m− k − n

p
se m− k − n

p
< 1 ,

ii. 0 < λ < 1 se m− k − n

p
= 1 .

2. Caso: n = 1 , m ∈ N e 1 ≤ p < +∞ .

Verificam-se

(a) Se p = 1 , então Wm,1(R) ↪→ Cm−1
b (R) .

(b) Se 1 < p < +∞ e 0 < λ ≤ 1− 1

p
, então Wm,p(R) ↪→ Cm−1,λ(R) .

3. Caso: n ∈ N , m ∈ N e p = +∞ .

Então Wm,+∞(Rn) é isomorfo a Cm−1,1(Rn) .

Demonstração. Ver [1].

Teorema 1.6 ( Inmersão Contínua com domínio limitado ). Tem-se os seguintes casos:

1. Caso: n ∈ N com n ≥ 2 , m ∈ N e 1 ≤ p < +∞ .

Seja Ω ⊂ Rn um aberto limitado de clase Cm . Verificam-se
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(a) Se mp < n e 1 ≤ q ≤ n p

n−mp
, então Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) .

(b) Se mp = n e 1 ≤ q < +∞ , então Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) .

(c) Se mp > n e k < m− n

p
≤ k + 1 , k é um inteiro não negativo, então

Wm,p(Ω) ↪→ Ck,λ(Ω) , onde

i. 0 < λ ≤ m− k − n

p
se m− k − n

p
< 1 ,

ii. 0 < λ < 1 se m− k − n

p
= 1 .

2. Caso: n = 1 , m ∈ N e 1 ≤ p < +∞ .

Seja I ⊂ R um intervalo aberto limitado. Verificam-se

(a) Se p = 1 , então Wm,1(I) ↪→ Cm−1(I) .

(b) Se 1 < p < +∞ e 0 < λ ≤ 1− 1

p
, então Wm,p(I) ↪→ Cm−1,λ(I) .

3. Caso: n ∈ N , m ∈ N e p = +∞ .

Seja Ω ⊂ Rn um aberto limitado de classe Cm .

Então Wm,+∞(Ω) ísomorfo a Cm−1,1(Ω) .

Demonstração. Ver [1].

Corolário 1.4. Seja Ω ⊂ Rn um aberto limitado e m ∈ N .

Então Wm,+∞
0 (Ω) é isomorfo a Cm−1,1(Ω) .

Demonstração. Ver [1].

1.2 Co− semigrupos e Estabilização.

Nesta seção, todos os espaços vectoriais estão definidos sobre um corpo K = R ou C .

Definição 1.4. Seja X um Espaço de Banach. Uma família de operadores lineares e limitados

{S(t)}t≥0 ⊂ L(X) é chamado de Semigrupo em X , quando

1. S(0) = I , onde I é o operador identidade de L(X) .

2. S(t+ s) = S(t)S(s) , ∀ t, s ≥ 0.

Definição 1.5. Seja X um Espaço de Banach e {S(t)}t≥0 um semigrupo em X .

O operador linear A : D(A) ⊂ X −→ X definido por
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1. D(A) =

{
u ∈ X : lim

t−→0

S(t)u− u
t

existe
}

2. Au = lim
t−→0

S(t)u− u
t

, ∀u ∈ D(A) ,

é chamado de gerador infinitesimal do semigrupo {S(t)}t≥0 .

Teorema 1.7. Sejam X um Espaço de Banach e {S(t)}t≥0 , {T (t)}t≥0 semigrupos em X .

Se lim
t−→0

T (t)− I
t

= A = lim
t−→0

S(t)− I
t

, então T (t) = S(t) , ∀ t ≥ 0 .

Demonstração. Ver [32].

Observações 1.2. 1. D(A) = {u ∈ X : Au ∈ X} .

2. S(t) = et A , ∀ t ≥ 0 é um semigrupo em X com gerador infinitesimal A , onde

A ∈ L(X) .

Definição 1.6. Sejam X um Espaço de Banach e {S(t)}t≥0 um semigrupo em X .

{S(t)}t≥0 é chamado de uniformemente contínuo, quando lim
t−→0

‖S(t)− I‖L(X) = 0 .

Teorema 1.8. Sejam X um Espaço de Banach e {S(t)}t≥0 um semigrupo em X .

{S(t)}t≥0 é uniformemente contínuo se, e somente se, S(t) = et A , ∀ t ≥ 0 , para algúm

A ∈ L(X) .

Demonstração. Ver [32].

Definição 1.7. Sejam X um Espaço de Banach e {S(t)}t≥0 um semigrupo em X .

1. {S(t)}t≥0 é chamado de classe C0 ou C0− semigrupo, quando lim
t−→0

S(t)u = u, ∀u ∈ X.

2. {S(t)}t≥0 é chamado de fortemente contínuo, quando lim
t−→r

S(t)u = S(r)u , ∀u ∈ X .

Proposição 1.1. Sejam X um Espaço de Banach e {S(t)}t≥0 um semigrupo em X .

{S(t)}t≥0 é um C0− semigrupo se, e somente se, é fortemente contínuo.

Demonstração. Ver [32].

Teorema 1.9. Sejam X um Espaço de Banach e {S(t)}t≥0 um C0− semigrupo. Verificam-se

1. lim
t−→+∞

ln ‖S(t)‖
t

= inf
t>0

ln ‖S(t)‖
t

:= ω0 .

2. Para todo ω > ω0 , existe uma constante M ≥ 1 tal que ‖S(t)‖ ≤M eω t , ∀ t ≥ 0 .
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Demonstração. Ver [32].

Teorema 1.10 (Hille - Yosida). Sejam X um Espaço de Banach e A : D(A) ⊂ X −→ X um

operador lineae não limitado.

A é o gerador infinitesimal de um C0− semigrupo de contrações se, e somente se,

1. A é fechado e D(A) = X .

2. R+ ⊂ %(A) e ‖(λ I −A)−1‖ ≤ 1

λ
, ∀ λ > 0 .

Demonstração. Ver [32].

Teorema 1.11 (Lumer-Phillips). Sejam X um Espaço de Banach e A : D(A) ⊂ X −→ X um

operador linear, densamente definido.

1. Se A é dissipativo e existe um λ0 > 0 tal que Im (λ0 I −A) = X , então A é gerador

infinitesimal de um C0− semigrupo de contrações.

2. Se A é gerador infinitesimal de um C0− semigrupo de contrações, então A é dissipativo

e Im (λ I −A) = X , ∀λ > 0 .

Demonstração. Ver [32].

Corolário 1.5. Sejam X um Espaço de Banach e A : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear,

fechado e densamente definido.

Se A e A∗ são dissipativos, então A é gerador infinitesimal de um C0− semigrupo de

contrações.

Demonstração. Ver [32].

Teorema 1.12. Sejam X um Espaço de Banach e A : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear

dissipativo com Im (I −A) = X . Se X é reflexivo, então D(A) = X .

Demonstração. Ver [32].

Teorema 1.13. Sejam H um espaço de Hilbert e A : D(A) ⊂ H −→ H um operador linear

densamente definido. Se A é dissipativo e 0 ∈ ρ(A) , então A é gerador infinitesimal de um

C0− semigrupo de contrações sobre H .

Demonstração. Ver [28].
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Definição 1.8. Sejam X um Espaço de Banach e {S(t)}t≥0 um C0− semigrupo com gerador

infinitesimal A . Diz-se que {S(t)}t≥0 é exponencialmente estável, quando existem constantes

µ > 0 e M ≥ 1 tal que ‖S(t)‖L(X) ≤M e−µ t , ∀ t ≥ 0 .

Definição 1.9. Sejam X um Espaço de Banach e T : D(T ) ⊂ X −→ X um operador linear.

A Cota Superior do Espectro de T , denotado por ωσ(T ) , é o valor

ωσ(T ) := sup{Reλ : λ ∈ σ(T )} .

Definição 1.10. Sejam X um Espaço de Banach e {S(t)}t≥0 um C0− semigrupo com gerador

infinitesimal A . O Tipo do Semigrupo gerado por A , denotado por ω0(A) , é o valor

ω0(A) := lim
t−→+∞

ln ‖S(t)‖
t

= inf
t>0

ln ‖S(t)‖
t

.

Proposição 1.2. Sejam X um Espaço de Banach e {S(t)}t≥0 um C0− semigrupo de contra-

ções com gerador infinitesimal A .

Se ω0(A) = 0 , então ‖S(t)‖L(X) = 1 , ∀ t > 0 .

Demonstração. Ver [16].

Lema 1.1. Sejam X um Espaço de Banach e {S(t)}t≥0 um C0− semigrupo com gerador

infinitesimal A . Então

1. ωσ(A) ≤ ω0(A) .

2. Rσ(S(t)) = eω0(A) t , ∀ t > 0 .

Demonstração. Ver [16].

Teorema 1.14 (Gearhart - Pruss). Seja (S(t))t≥0 um C0− semigrupo de contrações sobre um

Espaço de Hilbert H e com gerador infinitesimal A .

O semigrupo (S(t))t≥0 é exponencialmente estável se, e somente se, se verificam as seguintes

afirmações

1. iR ⊂ ρ(A) ,

2. Existe uma constante C > 0 tal que
∥∥(i λ I −A)−1

∥∥
L(H)

≤ C , ∀λ ∈ R .

Demonstração. Ver [18].
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Teorema 1.15 (Huang). Seja (S(t))t≥0 um C0− semigrupo sobre un Espaço de Hilbert H e

com gerador infinitesimal A .

O semigrupo (S(t))t≥0 é exponencialmente estável se, e somente se, se verificam as seguintes

afirmações

1. sup {Reλ : λ ∈ σ(A)} < 0 ,

2. supReλ≥0

∥∥(λ I −A)−1
∥∥
L(H)

<∞ .

Demonstração. Ver [24].

Teorema 1.16 (Borichev - Tomilov). Seja (S(t))t≥0 um C0− semigrupo limitado sobre un

Espaço de Hilbert H e com gerador infinitesimal A , tal que iR ⊂ %(A) .

Então, para uma constante fixa α > 0 , as seguintes afirmações são equivalentes

1. Existe uma constante C > 0 tal que
1

|λ|α
∥∥(i λ I −A)−1

∥∥
L(H)

≤ C , ∀λ ∈ R .

2. Existe uma constante C > 0 tal que
∥∥S(t)A−1

∥∥
L(H)

≤ C

t1/α
, ∀ t > 0 .

Demonstração. Ver [9].

1.3 Matrizes hermitianas e os teoremas de diagonalização.

Definição 1.11. Seja A ∈ Cn×n uma matriz. Definem-se

1. A é dita Hermitiana, quando A = A∗ .

2. A é dita simêtrica, quando A = AT .

3. A é dita normal, quando AA∗ = A∗A .

4. A é dita unitária, quando A∗A = I .

5. A é dita ortogonal, quando ATA = I .

6. A é dita semidefinida positiva, quando A é Hermitiana e z∗A z ≥ 0 , ∀ z ∈ Cn\{0} .

7. A é dita semidefinida negativa, quando −A é semidefinida positiva.

8. A é dita definida positiva, quando A é Hermitiana e z∗A z > 0 , ∀ z ∈ Cn\{0} .

9. A é dita definida negativa, quando −A é definida positiva.
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Teorema 1.17. A matriz A ∈ Cn×n é hermitiana se, e somente se, pelo menos uma das seguintes

condições é satisfeita

1. z∗A z ∈ R para todo z ∈ Cn .

2. A é normal e tem apenas autovalores reais.

3. S∗AS é hermitiana, para todo S ∈ Cn×n .

Demonstração. Ver [23], página 228 .

Teorema 1.18 (Caracterização). Seja A ∈ Cn×n uma matriz hermitiana. Verificam-se

1. A é definida positiva se, e somente se, todos os seus autovalores são positivos.

2. A é semidefinida positiva se, e somente se, todos os seus autovalores são não negativos.

Demonstração. Ver [23], página 230 .

Teorema 1.19. Sejam A , B ∈ Cn×n matrizes semidefinidas positivas (definidas positivas).

Então todo autovalor de AB é não negativo (positivo).

Demonstração. Ver [8], página 424 .

Teorema 1.20. Seja A ∈ Rn×n uma matriz simêtrica. São equivalentes

1. A é definida positiva.

2. Existe uma constante C0 > 0 tal que zT A z ≥ C0 |z|2 , para todo z ∈ Rn .

Demonstração. Ver [23].

Teorema 1.21. Se A ∈ Cn×n , então existe um δ > 0 tal que (A+ ε I) é não-singular, sempre

que ε ∈ C e 0 < |ε| < δ .

Demonstração. Ver [23], página 54 .

Teorema 1.22 (Rayleigh). Seja A ∈ Cn×n uma matriz hermitiana.

Se λmin e λmax são o menor e o maior autovalor de A respectivamente, então

λmin |z|2 ≤ z∗A z ≤ λmax |z|2 , para todo z ∈ Cn .

Demonstração. Ver [23], página 234 .
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Teorema 1.23. Sejam A ∈ Cn×n uma matiz semidefinida positiva e x ∈ Cn.

Então x∗Ax = 0 se, e somente se, Ax = O .

Demonstração. Ver [23], página 431 .

Teorema 1.24. Sejam κ ∈ N\{1} e A ∈ Cn×n uma matriz semidefinida positiva. Verificam-se

1. Existe uma única matriz B ∈ Cn×n semidefinida positiva tal que Bκ = A .

2. Existe um polinômio p ∈ R[s] tal que B = p(A) . Além disso, B comuta com qualquer

matriz que comuta com A .

3. rank(A) = rank(B) .

4. Se A ∈ Rn×n , então B ∈ Rn×n .

Demonstração. Ver [23], página 439 .

Teorema 1.25. Sejam A , B ∈ Cn×n matrizes hermitianas tal que A é definida positiva.

Então existe uma matriz não singular P ∈ Cn×n tais que

P∗AP = I e P∗BP é diagonal.

Demonstração. Ver [8], página 423 .

Teorema 1.26 (Diagonalização Simultánea). Seja F ⊂ Cn×n uma família não-vazia de matrizes

normais.

F ⊂ Cn×n é uma família comutativa se, e somente se, existe uma matriz unitária U ∈ Cn×n tal

que U∗AU é uma matriz diagonal, para todo A ∈ F .

Isto é, para qualquer A0 ∈ F e para qualquer ordem do seus autovalores λ1 , ... , λn , existe

uma matriz unitária U ∈ Cn×n tal que

U∗A0 U = diag(λ1 , ... , λn) e U∗ BU é uma matriz diagonal, para todo B ∈ F .

Demonstração. Ver [23], página 135 .



Capítulo 2

Mistura de sólidos viscoelásticos com

memória.

2.1 Introdução.

Neste capítulo estudamos o sistema unidimensional modelando as vibrações para uma mistura de

n sólidos viscoelásticos interagindo continuamente com configuração de referência sobre [0, `] ,

onde a viscoelasticidade é dada por um termo memória e é chamada de viscoelasticidade de tipo

Boltzmann. Cada sólido do modelo é flexível, uniforme (a massa por unidade de comprimento é

constante) e homogêneo (sem força externa de perturbação).

Para todo i = 1, · · · , n , denotamos por U i := U i(xi, t) o deslocamento transversal das partícu-

las do i− sólido da mistura, com densidade de massa ρi e ocupando o intervalo finito xi ∈ [0, `]

no intervalo de tempo t ∈ [0,+∞) .

Assumimos que no tempo t = 0 , as partículas consideradas ocupam a mesma posição, isto é,

x = xi , para todo i = 1, · · · , n .

Então podemos assumir que

U i : [0, `]× [0,+∞) −→ R , para todo i = 1, · · · , n .

Por outro lado, pelo Princípio da Superposição do Boltzmann, a relação tensão-deformação que

caracteriza a viscoelasticidade é dada por

σij := aij U
j
x − bij

∫ t

0
g(t− τ)U jx(·, τ) dτ , para todo i , j = 1, · · · , n ,

onde,

11
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1. A função g : R −→ R é chamada de memória adequada ou núcleo de relaxamento, a qual

representa o comportamento viscoelástico.

2. aij , bij ∈ R , para todo i, j = 1, · · · , n , são constantes.

𝑈𝑛(𝑥0, 𝑡)

𝑈1(𝑥0, 𝑡)

𝑈𝑖(𝑥0, 𝑡)

𝑈 𝑥, 𝑡

0 𝑙

𝐸𝑛 𝑡 = 0 ∶
𝑥 = 𝑥𝑖

𝑈𝑛(𝑥, 𝑡)

𝑈1(𝑥, 𝑡)

𝑈𝑖(𝑥, 𝑡)

𝑈𝑖 𝑥, 𝑡 : 𝑑𝑒𝑠𝑙𝑜𝑐𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝑣𝑒𝑟𝑠𝑎𝑙 𝑑𝑜 𝑖 − 𝑠ó𝑙𝑖𝑑𝑜

𝜌𝑖: 𝑑𝑒𝑛𝑠𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑑𝑜 𝑖 − 𝑠ó𝑙𝑖𝑑𝑜

Logo, as correspondentes equações de movimento são dadas por

ρiU
i
tt = T ix + P i + F i , para todo i = 1, · · · , n , (2.1)

onde,

1. T i é a contribuição da tensão da i− ésima componente da mistura. A lei constitutiva usada

T i := σi1 + σi2 + · · ·+ σin , para todo i = 1, · · · , n .

2. P i representa a força interna atuando sobre o corpo da i− ésima componente da mistura, a

qual depende dos deslocamentos verticais dos constituintes. Aqui é dada por

P i := −di1U1 − di2U2 − · · · − dinUn , para todo i = 1, · · · , n .

3. F i representa a força externa ou efeito de amortecimento da i− ésima componente da

mistura, a qual produz um mecanismo dissipativo friccional. Aqui assumimos que F i é

pequeno de tal forma que pode ser omitido.



CAPÍTULO 2. MISTURA DE SÓLIDOS VISCOELÁSTICOS COM MEMÓRIA. 13

Substituindo as relações anteriores na equação (2.1) obtém-se o modelo matemático

RUtt −AUxx +N U + g ∗B Uxx = O , 0 < x < ` , t > 0 , (2.2)

onde,

1. R = diag(ρ1, · · · , ρn) , A := (aij) , N := (dij) e B := (bij) são matrizes em Rn×n .

2. U : [0, `]× [0,+∞) −→ Rn×1 tal que U(x, t) =
(
U1(x, t), ..., Un(x, t)

)T é uma aplica-

ção vetorial e os U i denotam os deslocamentos verticais dos constituintes.

3. (g ∗B Uxx) (x, t) :=

∫ t

0
g(t− τ)B Uxx(x, τ) dτ é a Integral de Volterra.

4. A função g : R −→ R é a memória adequada ou núcleo de relaxamento.

Além disso, as condições iniciais são dadas por

U(x, 0) = U0(x) e Ut(x, 0) = U1(x) , 0 ≤ x ≤ ` . (2.3)

Mas, com respeito às condições de fronteira, tratamos com uma estrutura rigidamente fixada

U(0, t) = O = U(`, t) , t ≥ 0 . (2.4)

Hipóteses.

1. Assumimos que: A = (aij) é definida positiva, N = (dij) semidefinida positiva e

O 6= B = (bij) semidefinida positiva.

2. Condições sobre a memória g :

(•) g ∈ C1(0,+∞) ∩ L1(0,+∞) . (2.5)

(•) 0 < g(0+) := lim
s→0+

g(s) <∞ . (2.6)

(•) g(s) > 0 e g′(s) < 0 , para todo s ∈ (0,+∞) . (2.7)

(•) A matriz
(
A−B

∫ +∞

0
g(s) ds

)
é definida positiva. (2.8)

(•) Existe uma constante κ > 0 tal que g′(s) ≤ −κ g(s) , para todo s > 0 . (2.9)

Segue daí que g(s) ≤ g(0+) e−κs , para todo s > 0 .
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2.2 O Problema com história.

Para estudar a boa-colocação do problema (2.2)-(2.4) usando a Teoría de semigrupos, nós pre-

cisamos transformar o problema em estudo na forma de um problema de Cauchy autônomo

Ut = AU , U(0) = U0 , mas a presença da convolução nos impede fazer isso, pois ela gera

um problema de Cauchy não autônomo. Para superar essa dificuldade revemos a literatura sobre

estudos com memória e usamos as idéias de Dafermos [14] e Fabrizio [17], isto é, primeiro genera-

lizamos o problema (2.2)-(2.4) para um problema autônomo, chamado de Problema com história,

e depois reescrevemos o problema com história na forma de um problema de Cauchy autônomo

para após usar a teoría de semigrupos.

O procedimento para deixar o problema com história é baseado nos seguintes passos:

• Define-se a história de U . Isto é, assumimos que os valores da variável U são conhecidos

para 0 ≤ x ≤ ` e t ≤ 0 de modo que

U(0, t) = O = U(`, t) , t ≤ 0 .

• Define-se o problema para valores negativos na forma de convolução

RUtt −AUxx +N U +

∫ t

−∞
g(t− τ)B Uxx(x, τ) dτ = O , 0 < x < ` , t > 0

U(x, 0) = U0(x) , 0 ≤ x ≤ `

Ut(x, 0) = U1(x) , 0 ≤ x ≤ `

U(0, t) = U(`, t) = O , t ∈ R .

• Finalmente introduzimos a variável auxiliar η , adicionando um novo parâmetro s e to-

mando como coeficiente à raiz quadrada de B fornecida pelo Teorema 1.24. Isto é,

η(x, t, s) := B1/2U(x, t)−B1/2U(x, t− s) , 0 ≤ x ≤ ` , t ≥ 0 , s ≥ 0 ,

onde η(x, t, s) =
(
η1(x, t, s), · · · , ηn(x, t, s)

)T
.

Derivando obtém-se

ηt(x, t, s) = B1/2Ut(x, t)−B1/2Ut(x, t− s) e ηs(x, t, s) = B1/2Ut(x, t− s) .

Logo, η verifica a equação suplementar

ηt + ηs = B1/2Ut , 0 < x < ` , t > 0 , s > 0 , (2.10)
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com condição inicial, chamada de história de U no tempo t = 0 ,

η(x, 0, s) := η0(x, s) = B1/2U0(x)−B1/2U(x,−s) , 0 ≤ x ≤ ` , s ≥ 0 ,

e condições de contorno

η(x, t, 0) = O , 0 ≤ x ≤ ` , t ≥ 0

η(0, t, s) = O , t ≥ 0 , s ≥ 0

η(`, t, s) = O , t ≥ 0 , s ≥ 0 .

Por outro lado, fazendo-se a mudança de variável σ = t− τ tem-se∫ t

−∞
g(t− τ)B Uxx(x, τ) dτ =

∫ +∞

0
g(σ)B Uxx(x, t− σ) dσ .

Além disso, ηxx(x, t, s) = B1/2Uxx(x, t)−B1/2Uxx(x, t− s) . Então∫ +∞

0
g(s)B Uxx(x, t− s) ds = B Uxx(x, t)

∫ +∞

0
g(s) ds−

∫ +∞

0
g(s)B1/2ηxx(x, t, s) ds .

Assim, o problema com memória não autônomo reescreve-se como o problema autônomo, cha-

mado de Problema com história, seguinte

RUtt − C Uxx +N U −
∫ +∞

0
g(s)B1/2ηxx ds = O , 0 < x < ` , t > 0 (2.11)

ηt + ηs = B1/2Ut , 0 < x < ` , t > 0 , s > 0 (2.12)

com condições iniciais

U(x, 0) = U0(x) , 0 ≤ x ≤ `

Ut(x, 0) = U1(x) , 0 ≤ x ≤ `

η(x, 0, s) := η0(x, s) = B1/2U0(x)−B1/2U(x,−s) , 0 ≤ x ≤ ` , s ≥ 0 (2.13)

e condições de contorno

U(0, t) = U(`, t) = O , t ≥ 0

η(x, t, 0) = O , 0 ≤ x ≤ ` , t ≥ 0

η(0, t, s) = η(`, t, s) = O , t ≥ 0 , s ≥ 0 , (2.14)

onde C = (cij) ∈ Rn×n tal que C := A−B
∫ +∞

0
g(s) ds .
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Observações 2.1. 1. Pela hipótese (2.8) segue que a matriz C é definida positiva.

2. A energia associada ao sistema (2.11)-(2.14) é dada por

E(t) :=
1

2

(∫ `

0
U∗xC Uxdx+

∫ `

0
U∗N U dx+

∫ `

0
U∗t RUtdx+

∫ +∞

0
g(s)

∫ `

0
η∗xηxdx ds

)
.

Para calcular sua derivada, multiplicamos à equação (2.11) por U∗t e depois integramos

sobre [0, `]∫ `

0
U∗t RUttdx−

∫ `

0
U∗t C Uxxdx+

∫ `

0
U∗t N U dx−

∫ `

0
U∗t

∫ +∞

0
g(s)B1/2ηxxds dx = O .

(2.15)

Usando a simetria das matrizes tem-se∫ `

0
U∗t RUttdx =

1

2

d

dt

∫ `

0
U∗t RUtdx ,∫ `

0
U∗t N U dx =

1

2

d

dt

∫ `

0
U∗N U dx ,∫ `

0
U∗t C Uxxdx = −

∫ `

0
U∗xtC Uxdx = −1

2

d

dt

∫ `

0
U∗xC Uxdx .

Além disso, usando a equação (2.12) obtém-se∫ +∞

0
g(s)

∫ `

0
U∗t B

1/2ηxxdxds = −
∫ +∞

0
g(s)

∫ `

0
U∗xtB

1/2ηxdxds

= −
∫ +∞

0
g(s)

[∫ `

0
(η∗xt + η∗xs) ηxdx

]
ds

= −
∫ +∞

0
g(s)

∫ `

0
η∗xsηxdxds−

1

2

d

dt

∫ +∞

0
g(s)

∫ `

0
η∗xηxdxds

Logo, substituindo os cálculos anteriores na relação (2.15) e usando as hipóteses (2.9) e

(2.7) tem-se

d

dt
E(t) = −

∫ +∞

0
g(s)

∫ `

0
η∗xs ηx dx ds

= −1

2

∫ +∞

0
g(s)

d

ds

∫ `

0
η∗x ηx dx ds

=
1

2

∫ +∞

0
g′(s)

∫ `

0
η∗x ηx dx ds−

1

2

(
g(s)

∫ `

0
η∗x ηx dx

)∣∣∣∣s=+∞

s=0

=
1

2

∫ +∞

0
g′(s)

∫ `

0
η∗x ηx dx ds ≤ 0 .

A seguir daremos um lema que será importante no decorrer do trabalho.
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Lema 2.1. Seja R ∈ Cn×n definida positiva. Verificam-se

1. A aplicação (·, ·)[L2]n,R :
[
L2(0, `)

]n × [L2(0, `)
]n −→ C tal que(

W̃ ,W
)

[L2]n,R
=

∫ `

0
W ∗R W̃ dx é um produto interno em

[
L2(0, `)

]n
. Além disso, sua

norma induzida ‖·‖[L2]n,R é equivalente à norma usual ‖W‖2[L2]n =

∫ `

0
W ∗W dx .

2. A aplicação (·, ·)[H1
0 ]

n
,R :

[
H1

0 (0, `)
]n × [H1

0 (0, `)
]n −→ C tal que(

W̃ ,W
)

[H1
0 ]

n
,R

=

∫ `

0
W ∗xR W̃xdx é um produto interno em

[
H1

0 (0, `)
]n
. Além disso,

sua norma induzida ‖·‖[H1
0 ]

n
,R é equivalente à norma usual ‖W‖2[H1

0 ]
n =

∫ `

0
W ∗xWxdx .

3. A aplicação (·, ·)[L2
g]

n
,R : L2

g

(
0,+∞;

[
H1

0 (0, `)
]n)× L2

g

(
0,+∞;

[
H1

0 (0, `)
]n) −→ C

tal que
(
W̃ ,W

)
[L2

g]
n
,R

=

∫ +∞

0
g(s)

∫ `

0
W ∗xR W̃xdx ds é um produto interno em

L2
g

(
0,+∞;

[
H1

0 (0, `)
]n)

. Além disso, sua norma induzida ‖·‖[L2
g]

n
,R é equivalente à

norma usual ‖W‖2[L2
g]

n =

∫ +∞

0
g(s)

∫ `

0
W ∗xWxdx ds .

Demonstração. Sejam µ e λ o menor e o maior autovalor de R respectivamente.

1. É claro que a aplicação (·, ·)[L2]n,R é linear na primeira variável.

Desde que R é definida positiva, então

(W,W )[L2]n,R =

∫ `

0
W ∗RW dx ≥ 0 , para todo W ∈

[
L2(0, `)

]n
.

Além disso,(
W̃ ,W

)
[L2]n,R

=

∫ `

0

(
W̃ ∗RW

)∗
dx =

∫ `

0
W̃ ∗RW dx =

(
W, W̃

)
[L2]n,R

.

Por outro lado, pelo Teorema 1.22 obtém-se

µ ‖W‖2 ≤W ∗RW ≤ λ ‖W‖2 , para todo W ∈
[
L2(0, `)

]n
.

Então,

µ

∫ `

0
‖W‖2 dx ≤

∫ `

0
W ∗RW dx ≤ λ

∫ `

0
‖W‖2 dx , para todo W ∈

[
L2(0, `)

]n
.

Logo,

(W,W )[L2]n,R = 0 , se e somente se, W = O .

Além disso, tem-se a equivalência das normas.
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2. A prova é análoga ao anterior.

3. É claro que a aplicação (·, ·)[L2
g]

n
,R é linear na primeira variável.

Desde que R é definida positiva, então

(W,W )[L2
g]

n
,R =

∫ +∞

0
g(s)

∫ `

0
W ∗xRWxdx ds ≥ 0 , ∀W ∈ L2

g

(
0,+∞;

[
H1

0 (0, `)
]n)

.

Além disso,

(
W̃ ,W

)
[L2

g]
n
,R

=

∫ +∞

0
g(s)

∫ `

0
W̃ ∗xRWxdx ds =

(
W, W̃

)
[L2

g]
n
,R
.

Por outro lado, pelo Teorema 1.22 obtém-se

µ ‖Wx‖2 ≤W ∗xRWx ≤ λ ‖Wx‖2 , para todo W ∈ L2
g

(
0,+∞;

[
H1

0 (0, `)
]n)

.

Então,

µ

∫ +∞

0
g(s)

∫ `

0
‖Wx‖2 dxds ≤

∫ +∞

0
g(s)

∫ `

0
W ∗xRWxdxds ≤ λ

∫ +∞

0
g(s)

∫ `

0
‖Wx‖2 dxds,

para todo W ∈ L2
g

(
0,+∞;

[
H1

0 (0, `)
]n)

.

Logo,

(W,W )[L2
g]

n
,R = 0 , se e somente se, W = O .

Além disso, tem-se a equivalência das normas.

Agora introduzimos algumas notações que serão usadas ao longo de todo o trabalho.

Notações 2.1. Seja R ∈ Cn×n definida positiva. Denotam-se

1.
(
W̃ ,W

)
[L2]n,R

:=

∫ `

0
W ∗R W̃ dx e sua norma induzida por ‖·‖[L2]n,R .

Quando R é a identidade, escrevemos simplesmente como (·, ·)[L2]n e ‖·‖[L2]n .

2.
(
W̃ ,W

)
[H1

0 ]
n
,R

:=

∫ `

0
W ∗xR W̃xdx e sua norma induzida por ‖·‖[H1

0 ]
n
,R .

Quando R é a identidade, escrevemos simplesmente como (·, ·)[H1
0 ]

n e ‖·‖[H1
0 ]

n .

3.
(
W̃ ,W

)
[L2

g]
n
,R

:=

∫ +∞

0
g(s)

∫ `

0
W ∗xR W̃xdx ds e sua norma induzida por ‖·‖[L2

g]
n
,R .

Quando R é a identidade, escrevemos simplesmente como (·, ·)[L2
g]

n e ‖·‖[L2
g]

n .
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2.3 Existência e unicidade.

Para demonstrar a boa-colocação do Problema com história (2.11)-(2.14), reescrevemos o pro-

blema na forma de um problema de Cauchy autônomo
d

dt
U = AU , U(0) = U0 e mostramos

que o operador A é o gerador infinitesimal de um C0− semigrupo de contrações para garantir a

existência e unicidade de soluções.

Primeiro fazemos V := Ut .

Logo, o Problema com história (2.11)-(2.14) reduz-se à equação diferencial de primeira ordem

d

dt


U

V

η

 =


V

R−1C Uxx −R−1N U +

∫ +∞

0
g(s)R−1B1/2ηxxds

B1/2V − ηs

 ,

onde o Espaço de fase é dado por

H :=
[
H1

0 (0, `)
]n × [L2(0, `)

]n × L2
g

(
0,+∞;

[
H1

0 (0, `)
]n)

,

munido do produto interno(
Ũ ,U

)
H

:=

∫ `

0
U∗xC Ũxdx+

∫ `

0
U∗N Ũ dx+

∫ `

0
V ∗R Ṽ dx+

∫ +∞

0
g(s)

∫ `

0
η∗xη̃xdx ds ,

para todo U = (U, V, η) , Ũ =
(
Ũ , Ṽ , η̃

)
∈ H .

É simples verificar que o espaço (H, (·, ·)H) é um Espaço de Hilbert.

Definição 2.1. Define-se o operador linear autônomo A : D(A) ⊂ H −→ H por

AU :=


V

R−1C Uxx −R−1N U +

∫ +∞

0
g(s)R−1B1/2ηxxds

B1/2V − ηs

 ,

onde seu domínio é dado por

D(A) := {U = (U, V, η) ∈ H : AU ∈ H e η(x, t, 0) = O}

=

{
U ∈ H : V ∈

[
H1

0 (0, `)
]n
,

(
C Uxx −N U +

∫ +∞

0
g(s)B1/2ηxxds

)
∈
[
L2(0, `)

]n
,

η(x, t, 0) = O e
(
B1/2V − ηs

)
∈ L2

g

(
0,+∞;

[
H1

0 (0, `)
]n)}

=

{
U = (U, V, η) ∈ H : V ∈

[
H1

0 (0, `)
]n
,

(
C U +

∫ +∞

0
g(s)B1/2η ds

)
∈
[
H2(0, `)

]n
,

η(x, t, 0) = O e ηs ∈ L2
g

(
0,+∞;

[
H1

0 (0, `)
]n)}

.
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Assim, o Problema com história (2.11)-(2.14) reescreve-se como o problema de Cauchy autônomo

d

dt
U = AU , U(0) = U0 , (2.16)

onde U = (U, V, η) ∈ D(A) e U0 = (U0, U1, η0) ∈ H .

Teorema 2.1. O operador A é o gerador infinitesimal de um C0− semigrupo de contrações

eA(t).

Demonstração. A demonstração é baseada em verificar as hipóteses do Teorema 1.13.

Para mostrar que o domínio D(A) é denso em (H, ‖·‖H) , notemos que

[C∞0 (0, `)]n × [C∞0 (0, `)]n ×W 1
g (R+; [C∞0 (0, `)]n) ⊂ D(A) ,

onde,

W 1
g (R+; [C∞0 (0, `)]n) :=

{
η ∈ L2

g (0,+∞; [C∞0 (0, `)]n) : ηs ∈ L2
g (0,+∞; [C∞0 (0, `)]n)

}
,

de onde segue a densidade.

Mostraremos a seguir que o operador A é dissipativo. De fato,

(AU ,U)H =

∫ `

0
U∗xC Vxdx+

∫ `

0
U∗N V dx+

∫ +∞

0
g(s)

∫ `

0
η∗x

(
B1/2Vx − ηxs

)
dx ds+∫ `

0
V ∗
(
CUxx −N U +

∫ +∞

0
g(s)B1/2ηxxds

)
dx ,

para todo U = (U, V, η) ∈ D(A) . Notemos que∫ `

0
V ∗C Uxxdx = −

∫ `

0
V ∗x C Uxdx = −

∫ `

0
U∗xC Vxdx∫ `

0
V ∗N U dx = −

∫ `

0
U∗N V dx∫ +∞

0
g(s)

∫ `

0
V ∗B1/2ηxxdx ds = −

∫ +∞

0
g(s)

∫ `

0
η∗xB

1/2Vxdx ds .

Então,

(AU ,U)H = 2iIm

∫ `

0
U∗xCVxdx+ 2iIm

∫ `

0
U∗NV dx+ 2iIm

∫ +∞

0
g(s)

∫ `

0
η∗xB

1/2Vxdxds−∫ +∞

0
g(s)

∫ `

0
η∗xηxsdxds .

Logo, usando as hipóteses (2.6), (2.7) e (2.9) têm-se

Re (AU ,U)H = −Re
∫ +∞

0
g(s)

∫ `

0
η∗x ηxs dx ds
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= −1

2

∫ +∞

0
g(s)

d

ds

∫ `

0
η∗x ηx dx ds

=
1

2

∫ +∞

0
g′(s)

∫ `

0
η∗x ηx dx ds−

1

2

(
g(s)

∫ `

0
η∗x ηx dx

)∣∣∣∣s=+∞

s=0

=
1

2

∫ +∞

0
g′(s)

∫ `

0
η∗xηx dx ds ≤ 0 .

Assim, o operador A é dissipativo.

Finalmente mostraremos que 0 ∈ ρ(A) , isto é A−1 ∈ L(H) .

Primeiro mostraremos que A é bijetiva.

De fato, seja F =
(
Ũ , Ṽ , η̃

)
∈ H =

[
H1

0 (0, `)
]n × [L2(0, `)

]n × L2
g

(
0,+∞;

[
H1

0 (0, `)
]n)

.

Reescrevendo a equação AU = F obtém-se

V = Ũ (2.17)

C Uxx −N U +

∫ +∞

0
g(s)B1/2ηxxds = R Ṽ (2.18)

B1/2V − ηs = η̃ , (2.19)

onde U = (U, V, η) ∈ D(A) .

Lembremos que

D(A) =

{
U = (U, V, η) ∈ H : V ∈

[
H1

0 (0, `)
]n
,

(
C U +

∫ +∞

0
g(s)B1/2η ds

)
∈
[
H2(0, `)

]n
,

η(x, t, 0) = O e ηs ∈ L2
g

(
0,+∞;

[
H1

0 (0, `)
]n)}

.

Da relação (2.17) tem-se

V = Ũ ∈
[
H1

0 (0, `)
]n
.

Da relação (2.19) tem-se

ηs =
(
B1/2Ũ − η̃

)
∈ L2

g

(
0,+∞;

[
H1

0 (0, `)
]n)

.

Além disso, uma primitiva da equação anterior é

η(x, t, s) = sB1/2Ũ(x, t)−
∫ s

0
η̃(x, t, τ) dτ .

Segue daí que η(x, t, 0) = O e η(·, t, s) ∈
[
H1

0 (0, `)
]n
, ∀ t ≥ 0 , ∀ s ≥ 0 .

Resta mostrar que η ∈ L2
g

(
0,+∞;

[
H1

0 (0, `)
]n)

. Para isso, basta provar a desigualdade

‖η‖[L2
g]

n ≤ 2

κ
‖ηs‖[L2

g]
n . (2.20)
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De fato,∫ +∞

0
g(s)

∫ `

0
η∗x ηx dx ds ≤

−1

κ

∫ +∞

0
g′(s)

∫ `

0
η∗x ηx dx ds

=
−1

κ

[(
g(s)

∫ `

0
η∗x ηx dx

)∣∣∣∣s=+∞

s=0

−
∫ +∞

0
g(s)

d

ds

∫ `

0
η∗x ηx dx ds

]

=
2

κ
Re

∫ +∞

0
g(s)

∫ `

0
η∗x ηxs dx ds

≤ 2

κ

∣∣∣∣∫ +∞

0
g(s)

∫ `

0
η∗x ηxs dx ds

∣∣∣∣
≤ 2

κ
‖η‖[L2

g]
n ‖ηs‖[L2

g]
n

≤ 1

2
‖η‖2[L2

g]
n +

2

κ2
‖ηs‖2[L2

g]
n .

Assim, tem-se o desejado.

Por outro lado, usaremos o Teorema de Lax-Milgram para mostrar a existência e unicidade da

função U . Define-se a aplicação

Φ :
[
H1

0 (0, `)
]n × [H1

0 (0, `)
]n −→ C tal que Φ(W̃ ,W ) :=

∫ `

0
W ∗xC W̃xdx+

∫ `

0
W ∗N W̃ dx .

É claro que Φ é uma forma sesquilinear, contínua e coerciva.

Além disso, define-se a forma antilinear

f :
[
H1

0 (0, `)
]n −→ C tal que f(W ) := −

∫ +∞

0
g(s)

∫ `

0
W ∗xB

1/2ηxdx ds−
∫ `

0
W ∗R Ṽ dx .

Pelo Teorema de Lax-Milgram, existe uma única U ∈
[
H1

0 (0, `)
]n tal que

Φ(U,W ) = f(W ) , para todo W ∈
[
H1

0 (0, `)
]n
.

Isto é,∫ `

0
W ∗x

(
C Ux +

∫ +∞

0
g(s)B1/2ηxds

)
dx = −

∫ `

0
W ∗

(
R Ṽ +N U

)
dx , ∀W ∈

[
H1

0 (0, `)
]n
.

(2.21)

Então U é solução fraca de (2.18).

Pelo Princípio da regularidade elítica tem-se(
CU +

∫ +∞

0
g(s)B1/2η ds

)
∈
[
H2(0, `)

]n
.

Por outro lado, seja ϕ ∈ D(0, `) .

Para todo i = 1, · · · , n , denotemos por Wi = ϕ̄ ei , onde ei é o i-ésimo vetor canônico de Rn .
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Então Wi ∈
[
H1

0 (0, `)
]n
, para todo i = 1, · · · , n .

Substituindo na relação (2.21) obtém-se∫ `

0
ϕx

(
CUx +

∫ +∞

0
g(s)B1/2ηxds

)i
dx = −

∫ `

0
ϕ
(
RṼ +NU

)i
dx , para todo ϕ ∈ D(0, `) .

Pela definição da derivada fraca tem-se(
R Ṽ +N U

)i
=

(
C Ux +

∫ +∞

0
g(s)B1/2ηxds

)i
x

=

(
C Uxx +

∫ +∞

0
g(s)B1/2ηxxds

)i
,

para todo i = 1, · · · , n . Logo(
C U +

∫ +∞

0
g(s)B1/2η ds

)
∈
[
H2(0, `)

]n e C Uxx −N U +

∫ +∞

0
g(s)B1/2ηxxds = R Ṽ .

Assim, existe uma única U = (U, V, η) ∈ D(A) tal que AU = F .

Resta mostrar que A−1 é limitado.

De fato, seja F =
(
Ũ , Ṽ , η̃

)
∈ H =

[
H1

0 (0, `)
]n × [L2(0, `)

]n × L2
g

(
0,+∞;

[
H1

0 (0, `)
]n)

.

Denotemos por U := A−1F , onde U = (U, V, η) ∈ D(A) .

Deve-se mostrar que existe uma constante C > 0 , que não depende de U e F , tal que

‖U‖H ≤ C ‖F‖H .

Reescrevendo a equação AU = F obtém-se

V = Ũ (2.22)

C Uxx −N U +

∫ +∞

0
g(s)B1/2ηxxds = R Ṽ (2.23)

B1/2V − ηs = η̃ . (2.24)

Como

‖U‖2H =

∫ `

0
U∗xC Uxdx+

∫ `

0
U∗N U dx+

∫ `

0
V ∗RV dx+

∫ +∞

0
g(s)

∫ `

0
η∗xηxdx ds ,

então basta limitar cada somando.

Primeiro passo. Limitação do termo
∫ +∞

0
g(s)

∫ `

0
η∗xηxdx ds .

Pela propriedade dissipativa do operador A tem-se

‖η‖2[L2
g]

n =

∫ +∞

0
g(s)

∫ `

0
η∗xηxdx ds ≤

−1

κ

∫ +∞

0
g′(s)

∫ `

0
η∗xηxdx ds

=
−2

κ
Re (AU ,U)H

=
−2

κ
Re (F ,U)H

≤ 2

κ
‖U‖H ‖F‖H . (2.25)
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Segundo passo. Limitação do termo
∫ `

0
V ∗RV dx .

Usando relação (2.22), a desigualdade de Poincaré e a equivalência de normas, obtém-se∫ `

0
V ∗RV dx =

∫ `

0
Ũ∗R Ũ dx ≤ C

∫ `

0
Ũ∗xC Ũxdx ≤ C ‖F‖

2
H , (2.26)

onde a constante C > 0 não depende de U e F .

Terceiro passo. Limitação do termo
∫ `

0
U∗xC Uxdx+

∫ `

0
U∗N U dx .

Multiplicando por U∗ à relação (2.23) e integrando sobre [0, `] tem-se∫ `

0
U∗x C Ux dx+

∫ `

0
U∗N U dx = −

∫ +∞

0
g(s)

∫ `

0
U∗x B

1/2ηx dx ds−
∫ `

0
U∗R Ṽ dx . (2.27)

Agora, usando a desigualdade do Poincaré, a equivalência de normas e a relação (2.25), obtém-se∣∣∣∣∫ +∞

0
g(s)

∫ `

0
U∗x B

1/2ηx dx ds

∣∣∣∣ ≤ ‖U‖[L2
g]

n

∥∥∥B1/2η
∥∥∥

[L2
g]

n

≤ C ‖U‖[H1
0 ]

n ‖η‖[L2
g]

n

≤ C ‖U‖H ‖η‖[L2
g]

n

≤ 1

2
‖U‖2H + C ‖η‖2[L2

g]
n

≤ 1

2
‖U‖2H + C ‖U‖H ‖F‖H .

Além disso, ∣∣∣∣∫ `

0
U∗R Ṽ dx

∣∣∣∣ ≤ ‖U‖[L2]n

∥∥∥R Ṽ ∥∥∥
[L2]n

≤ C ‖U‖[H1
0 ]

n

∥∥∥Ṽ ∥∥∥
[L2]n

≤ C ‖U‖H ‖F‖H .

Logo, na relação (2.27) obtém-se∫ `

0
U∗xC Ux dx+

∫ `

0
U∗N U dx ≤ 1

2
‖U‖2H + C ‖U‖H ‖F‖H , (2.28)

onde a constante C > 0 não depende de U e F .

Finalmente, somando as relações (2.25), (2.26) e (2.28) tem-se

‖U‖H ≤ C ‖F‖H ,

onde a constante C > 0 não depende de U e F .

Agora introduzimos o teorema de existência e unicidade de soluções.
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Teorema 2.2. Se U0 = (U0, U1, η0) ∈ H =
[
H1

0 (0, `)
]n×[L2(0, `)

]n×L2
g

(
0,+∞;

[
H1

0 (0, `)
]n)

,

então a aplicação

U : [0,+∞) −→ H tal que U(t) = eA t U0 ,

é a única solução do problema de valor inicial

d

dt
U = AU , U(0) = U0 ,

satisfazendo U ∈ C ([0,+∞),H) , onde U = (U, V, η) .

Além disso, se U0 ∈ D(A) então U ∈ C1 ([0,+∞),H) ∩ C ([0,+∞),D(A)) .

Demonstração. Ver [32].

2.4 Regularidade das soluções.

Desde que usamos a abordagem do semigrupo para pesquisar a solubilidade do problema com

história (2.11)-(2.14), temos que esclarecer a relação que existe entre a solução semigrupo dada

por U(t) = eA tU0 e a solução do problema anterior. Ou seja, nós precisamos mostrar em que

sentido as aplicações componentes U e η satisfazem o problema com história (2.11)-(2.14).

1. Se U0 = (U0, U1, η0) ∈ D(A) , então pelo Teorema 2.2 tem-se

U ∈ C1 ([0,+∞),H) ∩ C ([0,+∞),D(A)) .

Segue daí

U ∈ C2
(
[0,+∞),

[
L2(0, `)

]n) ∩ C1
(
[0,+∞),

[
H1

0 (0, `)
]n)

,

η ∈ C1
(
[0,+∞), L2

g

(
0,+∞;

[
H1

0 (0, `)
]n)) e

(U,Ut, η) ∈ C ([0,+∞),D(A)) .

Além disso, eles satisfazem as equações (2.11) e (2.12) em
[
L2(0, `)

]n
, para todo t > 0 e

para todo s > 0 . As condições iniciais (2.13) são satisfeitas no sentido forte e as condições

de contorno (2.14) são satisfeitas no sentido do traço.

2. Se U0 é mais regular, por exemplo U0 ∈ D(A2) , então

U ∈ C2 ([0,+∞),H) ∩ C1 ([0,+∞),D(A)) .
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Segue daí

U ∈ C3
(
[0,+∞),

[
L2(0, `)

]n) ∩ C2
(
[0,+∞),

[
H1

0 (0, `)
]n)

,

η ∈ C2
(
[0,+∞), L2

g

(
0,+∞;

[
H1

0 (0, `)
]n)) e

(U,Ut, η) ∈ C1 ([0,+∞),D(A)) .

Além disso, eles satisfazem as equações (2.11) e (2.12) em
[
H1

0 (0, `)
]n
, para todo t > 0

e para todo s > 0 . As condições iniciais (2.13) e as condições de contorno (2.14) são satis-

feitas no sentido forte. Portanto, obtém-se uma solução clássica do problema com história.

3. Se U0 ∈ H , então V(t) = eA tU0 é a única mild solução do problema

d

dt
U(t) = AU , U(0) = U0 , onde U = (U, V, η) .

Logo, (U, η) é solução fraca do problema com história no sentido que verifica o sistema∫ `

0
ϕ∗RUtdx−

∫ `

0
ϕ∗RU1dx+

∫ t

0

∫ `

0
ϕ∗xC Uxdx dτ +

∫ t

0

∫ `

0
ϕ∗N U dxdτ +∫ t

0

∫ +∞

0
g(s)

∫ `

0
ϕ∗xB

1/2ηxdx ds dτ = O∫ `

0
ψ∗η dx−

∫ `

0
ψ∗η0dx+

∫ t

0

∫ `

0
ψ∗ηsdx−

∫ `

0
ψ∗B1/2U dx+

∫ `

0
ψ∗B1/2U0dx = O ,

para todo ϕ , ψ ∈ D(0, `) e para todo t > 0 .

2.5 Retorno à equação original.

Como se viu nas seções anteriores, a fim de resolver o problema (2.2)-(2.4) usando a teoria de

semigrupos, nós realmente estudamos o problema com história (2.11)-(2.14). Naturalmente nasce

a questão se o procedimento usado é consistente, isto é, se existe alguma relação entre o problema

(2.2)-(2.4) e o problema com história (2.11)-(2.14).

De fato, verifica-se que o problema com história é uma generalização do problema (2.2)-(2.4), ou

para ser mais preciso, quando η = O obtemos o problema original.

Se η = O , então B1/2U(·, t) = B1/2U(·, t − s) , ∀ t ≥ 0 e ∀ s ≥ 0 . Além disso, segue daí

que a variável história verifica

B1/2U(·, t) = B1/2U0(·) , para todo t ≤ 0 .

Logo, se U é uma solução variacional do problema (2.2)-(2.4) com B1/2U(t) = B1/2U0 , para

todo t ≤ 0 e Ut(0) = U1 , então para todo W ∈
[
H1

0 (0, `)
]n e para todo t > 0 tem-se
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∫ `

0
W ∗RUtdx−

∫ `

0
W ∗RU1dx+

∫ t

0

∫ `

0
W ∗xAUxdx dτ +

∫ t

0

∫ `

0
W ∗N U dxdτ −∫ t

0

∫ `

0

∫ τ

0
g(s)W ∗xB Ux(x, τ − s) ds dx dτ −

∫ t

0

∫ `

0

∫ +∞

τ
g(s)W ∗xB (U0)x ds dx dτ = O .

(2.29)

Por outro lado, se (U,O) é uma solução variacional do problema com história (2.11)-(2.14), então

para todo W ∈
[
H1

0 (0, `)
]n e para todo t > 0 tem-se∫ `

0
W ∗RUtdx−

∫ `

0
W ∗RU1dx+

∫ t

0

∫ `

0
W ∗xC Uxdx dτ +

∫ t

0

∫ `

0
W ∗N U dxdτ = O . (2.30)

Mas,∫ t

0

∫ `

0
W ∗xC Uxdx dτ =

∫ t

0

∫ `

0
W ∗xAUxdx dτ −

∫ t

0

∫ `

0

∫ +∞

0
g(s)W ∗xB Uxds dx dτ

=

∫ t

0

∫ `

0
W ∗xAUxdx dτ −

∫ t

0

∫ `

0

∫ τ

0
g(s)W ∗xB Ux(x, τ − s) ds dx dτ −∫ t

0

∫ `

0

∫ +∞

τ
g(s)W ∗xB (U0)x ds dx dτ . (2.31)

Logo, substituindo a relação (2.31) na relação (2.30) e depois comparando o resultado com a

relação (2.29) tem-se o desejado.



Capítulo 3

Decaimento Exponencial.

3.1 Dissipação é total.

Nesta seção estudamos a estabilidade do semigrupo associado ao problema com história (2.11)-

(2.14) quando a dissipação dada pela memória é total, ou seja, quando rank(B) = n . Neste caso

temos que os mecanismos dissipativos são efetivos em todas as equações do sistema. Verificando

as hipóteses do Teorema 1.14, demonstramos que o semigrupo correspondente é exponencialmente

estável.

Lembremos que R = diag(ρ1, · · · , ρn) é definida positiva, N semidefinida positiva e C definida

positiva. Como rank(B) = n , então B é definida positiva. Além disso,

H =
[
H1

0 (0, `)
]n × [L2(0, `)

]n × L2
g

(
0,+∞;

[
H1

0 (0, `)
]n)

,(
Ũ ,U

)
H

=

∫ `

0
U∗xC Ũx dx+

∫ `

0
U∗N Ũ dx+

∫ `

0
V ∗R Ṽ dx+

∫ +∞

0
g(s)

∫ `

0
η∗xη̃xdx ds ,

AU =


V

R−1C Uxx −R−1N U +

∫ +∞

0
g(s)R−1B1/2ηxxds

B1/2V − ηs

 ,

D(A) =

{
U = (U, V, η) ∈ H : V ∈

[
H1

0 (0, `)
]n
,

(
CU +

∫ +∞

0
g(s)B1/2ηds

)
∈
[
H2(0, `)

]n
,

η(x, t, 0) = O e ηs ∈ L2
g

(
0,+∞;

[
H1

0 (0, `)
]n)}

.

Antes de apresentar o teorema principal da seção, mostraremos dois lemas que serão importantes

no decorrer da tese. O primeiro deles tem aplicação para qualquer gerador infinitesimal de um

Co− semigrupo.

28
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Lema 3.1. Seja Ao : D(Ao) ⊂ X −→ X o gerador infinitesimal de um Co− semigrupo(
eAot

)
t≥0

, onde (X , ‖·‖X ) é um espaço de Banach.

Se iR * ρ(Ao) e 0 ∈ ρ(Ao) , então existem um λ0 > 0 e sequências (Um)m≥1 ⊂ D(Ao) e

(λm)m≥1 ⊂ R+ tais que

1. i λm ∈ ρ(Ao) , ∀m ≥ 1 e λm −→ λ0 ,

2. ‖Um‖X = 1 , ∀m ≥ 1 ,

3. (i λm −Ao)Um −→ O em (X , ‖·‖X ) .

Demonstração. Define-se o conjunto G := {s ∈ R+ : i λ ∈ ρ(Ao) , ∀λ ∈]− s, s[} .

Notemos que G 6= ∅ , pois como 0 ∈ ρ(Ao) , então

i λ ∈ ρ(Ao) , ∀λ ∈
]
−
∥∥A−1

o

∥∥−1

L(X )
,
∥∥A−1

o

∥∥−1

L(X )

[
.

Denotemos por λ0 := supG .

Se λ0 = +∞ , então iR ⊂ ρ(Ao) , o que é um absurdo. Logo λ0 < +∞ .

Segue daí que existe uma sequência (sm)m≥1 ⊂ G tal que sm −→ λ0 .

Agora, da definição do conjunto G temos que para todo m ∈ N , existe um λm > 0 tais que

i λm ∈ ρ(Ao) e |λm − sm| < 1/m . Então

|λm − λ0| ≤ |λm − sm|+ |sm − λ0| < 1/m+ |sm − λ0| −→ 0 , quando m −→ +∞ .

Assim, existem λ0 > 0 e uma sequência (λm)m≥1 ⊂ R+ tais que i λm ∈ ρ(Ao) , para todo

m ≥ 1 e λm −→ λ0 .

Por outro lado, mostraremos um resultado importante no decorrer da prova do lema.

Afirmação. sup
m∈N

∥∥(i λm −Ao)−1
∥∥
L(X )

= +∞ .

Procedendo por contradição, suponhamos que sup
m∈N

∥∥(i λm −Ao)−1
∥∥
L(X )

= L < +∞ .

A seguir provaremos que (λ0 + 1/L) ∈ G . Mas isso contradiz a definição de λ0 = supG .

De fato, seja λ ∈]− λ0 − 1/L, λ0 + 1/L[ .

Deve-se mostrar que i λ ∈ ρ(Ao) .

1. Se λ ∈]− λ0, λ0[ , então existe um s ∈ G tal que |λ| < s ≤ λ0 .

Segue daí que i λ ∈ ρ(Ao) .
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2. Se λ ∈] − λ0 − 1/L,−λ0] ∪ [λ0, λ0 + 1/L[ , então existe um γ ∈] − λ0, λ0[ tal que

|λ− γ| < 1/L . Então

(i λ−Ao) = (i (λ− γ) + (i γ −Ao)) = (i γ −Ao)
(
I − i (γ − λ) (i γ −Ao)−1

)
(3.1)

e |γ − λ|
∥∥(i γ −Ao)−1

∥∥
L(X )

<

∥∥(i γ −Ao)−1
∥∥
L(X )

L
≤ 1 . (3.2)

Segue da relação (3.2) que
(
I − i (γ − λ) (i γ −Ao)−1

)−1 ∈ L(X ) .

Logo, da relação (3.1) tem-se i λ ∈ ρ(Ao) .

Assim a afirmação fica provada.

Agora, da definição de norma de um operador tem-se que, para todo m ∈ N , existe uma

Fm ∈ X\{O} tal que

∥∥(i λm −Ao)−1
∥∥
L(X )

− 1

m
<

∥∥(i λm −Ao)−1Fm
∥∥
X

‖Fm‖X
.

Logo, usando a afirmação anterior obtém-se sup
m∈N

∥∥(i λm −Ao)−1Fm
∥∥
X

‖Fm‖X
= +∞ .

Daí existe uma subsequência de (λm)m≥1 , que sem perda de generalidade a denotamos por

(λm)m≥1 , tal que ∥∥(i λm −Ao)−1Fm
∥∥
X

‖Fm‖X
−→ +∞ , quando m −→ +∞ . (3.3)

Finalmente, para todo m ∈ N , definimos Um :=
(i λm −Ao)−1Fm
‖(i λm −Ao)−1Fm‖X

.

É claro que Um ∈ D(Ao) e ‖Um‖X = 1 , para todo m ∈ N .

Além disso, da relação (3.3) tem-se

(i λm −Ao)Um =
Fm

‖(i λm −Ao)−1Fm‖X
−→ O em (X , ‖·‖X ) .

Assim, o lema fica provado.

Voltando a nosso problema em estudo, o seguinte lema é importante para provar a estabilidade

forte do semigrupo correspondente.

Lema 3.2. Se iR * ρ(A) , então existem λ0 > 0 e Û =
(
Û , V̂ , O

)
∈ D(A) tais que

∥∥∥Û∥∥∥
H

= 1 e i λ0 Û − A Û = O .
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Demonstração. Pelo Lema 3.1, existem λ0 > 0 e sequências (Um)m≥1 ⊂ D(A) e

(λm)m≥1 ⊂ R+ tais que

i λm ∈ ρ(A) , ∀m ≥ 1 e λm −→ λ0 , (3.4)

‖Um‖H = 1 , ∀m ≥ 1 , (3.5)

(i λm −A)Um −→ O em (H, ‖·‖H) . (3.6)

A afirmação seguinte será crucial para obter a conclusão desejada.

Afirmação. Existe uma Û =
(
Û , V̂ , O

)
∈ D(A) tal que Um −→ Û em (H, ‖·‖H) . (3.7)

De fato, denotemos por Fm := (i λm −A)Um , ∀m ≥ 1 .

Como A é um operador linear fechado, então
(
D(A), (·, ·)D(A)

)
é um espaço de Hilbert, onde(

W̃ ,W
)
D(A)

:=
(
W̃ ,W

)
H

+
(
A W̃ ,AW

)
H
.

Além disso, das relações (3.4), (3.5) e (3.6) obtém-se

‖Um‖D(A) ≤ ‖Um‖H + ‖AUm‖H = 1 + ‖i λm Um −Fm‖H

≤ 1 + |λm| ‖Um‖H + ‖Fm‖H

≤ C , para todo m ∈ N . (3.8)

Então, pela reflexividade de D(A) e da relação (3.8), existem uma Û =
(
Û , V̂ , η̂

)
∈ D(A) e

uma subsequência de (Um)m≥1 , que sem perda de generalidade a denotamos por

(Um = (Um, Vm, ηm))m≥1 , tal que

Um converge fracamente a Û em
(
D(A), ‖·‖D(A)

)
. (3.9)

Notemos que, se f : U −→ C é um funcional linear e contínuo em (H, ‖·‖H) , então

g := f |D(A) : D(A) −→ C é um funcional linear e contínuo em
(
D(A), ‖·‖D(A)

)
, pois

|g(U)| = |f(U)| ≤ ‖f‖H ‖U‖H ≤ ‖f‖H ‖U‖D(A) , para todo U ∈ D(A) .

Logo, da relação (3.9) segue que

Um converge fracamente a Û =
(
Û , V̂ , η̂

)
em (H, ‖·‖H) . (3.10)

Por outro lado, mostraremos que η̂ = O e Um −→ Û =
(
Û , V̂ , O

)
em (H, ‖·‖H) .
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Primeiro, pela propriedade dissipativa tem-se

‖ηm‖2[L2
g]

n =

∫ +∞

0
g(s)

∫ `

0
(ηm)∗x (ηm)x dx ds

≤ −1

κ

∫ +∞

0
g′(s)

∫ `

0
(ηm)∗x (ηm)x dx ds

=
−2

κ
Re (AUm,Um)H

=
2

κ
Re (Fm,Um)H −→ 0 , quando m −→ +∞ .

Então,

ηm −→ O em
(
L2
g

(
0,+∞;

[
H1

0 (0, `)
]n)

, ‖·‖[L2
g]

n

)
. (3.11)

Além disso, da relação (3.8) têm-se

‖Um‖H ≤ C e ‖AUm‖H ≤ C , para todo m ∈ N .

Segue daí as seguintes conclusões:

1. ‖Vm‖[H1
0 ]

n ≤ C , para todo m ∈ N . Então pela compacidade de
[
H1

0 (0, `)
]n em[

L2(0, `)
]n
, existem uma χ2 ∈

[
L2(0, `)

]n e uma subsequência de Vm , que sem

perda de generalidade a denotamos por Vm , tal que

Vm −→ χ2 em
([
L2(0, `)

]n
, ‖·‖[L2]n

)
. (3.12)

2. ‖Um‖[H1
0 ]

n ≤ C e
∥∥∥∥C (Um)xx +

∫ +∞

0
g(s)B1/2 (ηm)xx ds−N Um

∥∥∥∥
[L2]n

≤ C , para

todo m ∈ N . Então,∥∥∥∥C (Um)xx +

∫ +∞

0
g(s)B1/2 (ηm)xx ds

∥∥∥∥
[L2]n

≤ ‖N Um‖[L2]n + C

≤ C ,

para todo m ∈ N . Além disso,∥∥∥∥C Um +

∫ +∞

0
g(s)B1/2ηmds

∥∥∥∥
[H1

0 ]
n
≤ ‖C Um‖[H1

0 ]
n +

∫ +∞

0
g(s)

∥∥∥B1/2ηm

∥∥∥
[H1

0 ]
n ds

≤ C
∫ +∞

0
g(s)

∫ `

0
(ηm)∗x (ηm)x dx ds+ C

≤ C ,



CAPÍTULO 3. DECAIMENTO EXPONENCIAL. 33

para todo m ∈ N . Então pela compacidade de
[
H2(0, `)

]n em
[
H1

0 (0, `)
]n
, existem

uma χ3 ∈
[
H1

0 (0, `)
]n e uma subsequência de

(
C Um +

∫ +∞

0
g(s)B1/2ηmds

)
, que

sem perda de generalidade a denotamos por
(
C Um +

∫ +∞

0
g(s)B1/2ηmds

)
, tal que

(
C Um +

∫ +∞

0
g(s)B1/2ηmds

)
ds −→ χ3 em

([
H1

0 (0, `)
]n
, ‖·‖[H1

0 ]
n

)
. (3.13)

Mas, ∥∥∥∥∫ +∞

0
g(s)B1/2ηmds

∥∥∥∥
[H1

0 ]
n
≤
∫ +∞

0
g(s)

∥∥∥B1/2ηm

∥∥∥
[H1

0 ]
n ds

≤ C
∫ +∞

0
g(s)

∫ `

0
(ηm)∗x (ηm)x dx ds −→ 0 ,

quando m −→ +∞ . Logo, da relação (3.13) tem-se

Um −→ χ1 := C−1χ3 em
([
H1

0 (0, `)
]n
, ‖·‖[H1

0 ]
n

)
. (3.14)

Portanto, das relações (3.10), (3.11), (3.12) e (3.14) obtém-se

Û = (χ1, χ2, O) e Um −→ Û em (H, ‖·‖H) .

Assim, a afirmação está provada.

Finalmente, para terminar de mostrar o lema, da relação (3.5) tem-se
∥∥∥Û∥∥∥

H
= 1 .

Além disso, da relação (3.6) obtém-se AUm −→ i λ0 Û em (H, ‖·‖H) .

Então, usando a afirmação anterior e o fato de que A é um operador linear fechado tem-se

i λ0 Û − A Û = O .

Assim, o lema fica provado.

Agora apresentamos o teorema principal da seção.

Teorema 3.1 (Estabilidade exponencial). O C0− semigrupo
(
eA t
)
t≥0

é exponencialmente

estável.

Demonstração. A demonstração é baseada em verificar as hipóteses do Teorema 1.14.

O primeiro passo é demonstrar que o semigrupo correspondente é fortemente estável. Isto é,

iR ⊂ ρ(A) . (3.15)
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De fato, procedendo por contradição, suponhamos que iR * ρ(A) .

Pelo Lema 3.2, existem λ0 > 0 e Û =
(
Û , V̂ , O

)
∈ D(A) tais que∥∥∥Û∥∥∥

H
= 1 e i λ0 Û − A Û = O .

Ou seja,

i λ0 Û − V̂ = O , (3.16)

i λ0R V̂ − C Ûxx +N Û = O , (3.17)

B1/2V̂ = O . (3.18)

Pelo Teorema 1.24, a matriz B1/2 é definida positiva. Então das relações (3.16) e (3.18) segue

que

Û = O = V̂ .

Logo Û = (O,O,O) , que é um absurdo, pois
∥∥∥Û∥∥∥

H
= 1 .

Assim, a relação (3.15) é satisfeita.

Finalmente, resta demonstrar que o operador resolvente é uniformemente limitado sobre o eixo

imaginário. Isto é, deve-se mostrar que existe uma constante C > 0 tal que∥∥(i λ I −A)−1
∥∥
L(H)

≤ C , ∀λ ∈ R . (3.19)

Seja F =
(
Ũ , Ṽ , η̃

)
∈ H =

[
H1

0 (0, `)
]n × [L2(0, `)

]n × L2
g

(
0,+∞;

[
H1

0 (0, `)
]n)

.

Dado λ ∈ R tal que |λ| > 1 .

Denotemos por U := (i λ I −A)−1F , onde U = (U, V, η) ∈ D(A) .

Deve-se mostrar que existe uma constante C > 0 , que não depende de U , F e λ , tal que

‖U‖H ≤ C ‖F‖H .

Reescrevendo a equação espectral (i λ I −A)U = F obtém-se

i λU − V = Ũ , (3.20)

i λRV − C Uxx +N U −
∫ +∞

0
g(s)B1/2ηxx ds = R Ṽ , (3.21)

i λ η −B1/2V + ηs = η̃ . (3.22)

Desde que

‖U‖2H =

∫ `

0
U∗x C Ux dx+

∫ `

0
U∗N U dx+

∫ `

0
V ∗RV dx+

∫ +∞

0
g(s)

∫ `

0
η∗x ηx dx ds ,
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então basta limitar cada somando.

Primeiro passo. Limitação do termo
∫ +∞

0
g(s)

∫ `

0
η∗x ηx dx ds .

Notemos que

(F ,U)H = ((i λ I −A)U ,U)H = i λ ‖U‖2H − (AU ,U)H .

Então pela propriedade dissipativa do operador A tem-se

‖η‖2[L2
g]

n =

∫ +∞

0
g(s)

∫ `

0
η∗x ηx dx ds ≤

−1

κ

∫ +∞

0
g′(s)

∫ `

0
η∗x ηx dx ds

=
−2

κ
Re (AU ,U)H

=
2

κ
Re (F ,U)H

≤ 2

κ
‖U‖H ‖F‖H . (3.23)

Segundo passo. Limitação do termo
∫ `

0
U∗x C Ux dx+

∫ `

0
U∗N U dx .

Integrando sobre [0, s] na relação (3.22) obtém-se

i λ

∫ s

0
η(x, t, τ) dτ − sB1/2V (x, t) + η(x, t, s) =

∫ s

0
η̃(x, t, τ) dτ . (3.24)

Denotemos por

η1(x, t, s) :=

∫ s

0
η(x, t, τ) dτ e η2(x, t, s) :=

∫ s

0
η̃(x, t, τ) dτ .

Segue daí

η1(x, t, 0) = O e (η1)s = η ∈ L2
g

(
0,+∞;

[
H1

0 (0, `)
]n)

,

η2(x, t, 0) = O e (η2)s = η̃ ∈ L2
g

(
0,+∞;

[
H1

0 (0, `)
]n)

.

Então da relação (2.20) têm-se

η1 ∈ L2
g

(
0,+∞;

[
H1

0 (0, `)
]n) e ‖η1‖[L2

g]
n ≤ 2

κ
‖η‖[L2

g]
n ,

η2 ∈ L2
g

(
0,+∞;

[
H1

0 (0, `)
]n) e ‖η2‖[L2

g]
n ≤ 2

κ
‖η̃‖[L2

g]
n .

Além disso, da relação (3.23) segue que

‖η1‖2[L2
g]

n ≤ 8

κ3
‖U‖H ‖F‖H e ‖η2‖2[L2

g]
n ≤ 4

κ2
‖F‖2H . (3.25)
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Por outro lado, usando a relação (3.25) na relação (3.24) obtém-se

1

|λ|2
∥∥∥sB1/2V

∥∥∥2

[L2
g]

n =

∥∥∥∥i η1 −
1

λ
η2 +

1

λ
η

∥∥∥∥2

[L2
g]

n

≤
(
‖η1‖[L2

g]
n +

1

|λ|
‖η2‖[L2

g]
n +

1

|λ|
‖η‖[L2

g]
n

)2

≤
(
‖η1‖[L2

g]
n + ‖η2‖[L2

g]
n + ‖η‖[L2

g]
n

)2

≤ 4 ‖η1‖2[L2
g]

n + 4 ‖η2‖2[L2
g]

n + 2 ‖η‖2[L2
g]

n

≤ 32

κ3
‖U‖H ‖F‖H +

16

κ2
‖F‖2H +

4

κ
‖U‖H ‖F‖H . (3.26)

Observemos que∥∥∥sB1/2V
∥∥∥2

[L2
g]

n =

(∫ +∞

0
s2 g(s) ds

)∫ `

0
V ∗x B Vx dx , onde

∫ +∞

0
s2 g(s) ds > 0 .

Substituindo a relação anterior na relação (3.26) tem-se

1

|λ|2

∫ `

0
V ∗x B Vx dx ≤ C ‖F‖

2
H + C ‖U‖H ‖F‖H , (3.27)

onde a constante C > 0 não depende de U , F e λ .

Então, pela equivalência de normas segue que

1

|λ|2
‖V ‖2[H1

0 ]
n ≤ C ‖F‖2H + C ‖U‖H ‖F‖H , (3.28)

onde a constante C > 0 não depende de U , F e λ .

Logo, usando a relação (3.28) na relação (3.20) obtém-se∫ `

0
U∗x C Ux dx+

∫ `

0
U∗N U dx ≤ C ‖U‖2[H1

0 ]
n

=

∥∥∥∥ 1

λ
V +

1

λ
Ũ

∥∥∥∥2

[H1
0 ]

n

≤ 2

|λ|2
‖V ‖2[H1

0 ]
n + 2

∥∥∥Ũ∥∥∥2

[H1
0 ]

n

≤ C ‖F‖2H + C ‖U‖H ‖F‖H , (3.29)

onde a constante C > 0 não depende de U , F e λ .

Terceiro passo. Limitação do termo
∫ `

0
V ∗RV dx .

Multiplicando por V ∗ à relação (3.21) e integrando sobre [0, `] tem-se

i λ

∫ `

0
V ∗RV dx = −

∫ `

0
V ∗x C Uxdx−

∫ `

0
V ∗N U dx−

∫ +∞

0
g(s)

∫ `

0
V ∗xB

1/2ηxdx ds+∫ `

0
V ∗R Ṽ dx .
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Então,∫ `

0
V ∗RV dx ≤ 1

|λ|
‖V ‖[H1

0 ]
n ‖CU‖[H1

0 ]
n +

1

|λ|
‖V ‖[L2]n ‖NU‖[L2]n +

1

|λ|
‖V ‖[L2

g]
n

∥∥∥B1/2η
∥∥∥
[L2

g]
n

+
1

|λ|
‖V ‖[L2]n

∥∥∥R Ṽ ∥∥∥
[L2]n

≤ 1

|λ|2
‖V ‖2[H1

0 ]
n + ‖C U‖2[H1

0 ]
n +

1

|λ|2
‖V ‖2[L2]n + ‖N U‖2[L2]n +

1

|λ|2
‖V ‖2[L2

g]
n

+
∥∥∥B1/2η

∥∥∥2

[L2
g]

n +
1

|λ|2
‖V ‖2[L2]n +

∥∥∥R Ṽ ∥∥∥2

[L2]n

≤ 1

|λ|2
‖V ‖2[H1

0 ]
n + C ‖U‖2[H1

0 ]
n +

1

|λ|2
‖V ‖2[L2]n + C ‖U‖2[L2]n +

C

|λ|2
‖V ‖2[H1

0 ]
n

+ C ‖η‖2[L2
g]

n +
1

|λ|2
‖V ‖2[L2]n + C

∥∥∥Ṽ ∥∥∥2

[L2]n

≤ C ‖U‖2[H1
0 ]

n +
C

|λ|2
‖V ‖2[H1

0 ]
n + C ‖η‖2[L2

g]
n + C ‖F‖2H . (3.30)

Logo, usando as relações (3.23), (3.28) e (3.29) na relação (3.30) obtém-se∫ `

0
V ∗RV dx ≤ C ‖F‖2H + C ‖U‖H ‖F‖H , (3.31)

onde a constante C > 0 não depende de U , F e λ .

Portanto, das relações (3.23), (3.29) e (3.31) tem-se que existe uma constante C1 > 0 tal que

∥∥(i λ I −A)−1
∥∥
L(H)

≤ C1 , ∀ |λ| > 1 .

Além disso, pela continuidade do operador resolvente, existe uma constante C2 > 0 tal que

∥∥(i λ I −A)−1
∥∥
L(H)

≤ C2 , ∀ |λ| ≤ 1 .

Assim, a relação (3.19) é satisfeita.



CAPÍTULO 3. DECAIMENTO EXPONENCIAL. 38

3.2 Dissipação é parcial.

Nesta seção estudamos a estabilidade do semigrupo associado ao problema com história (2.11)-

(2.14) quando a dissipação dada pela memória é parcial, ou seja, quando rank(B) < n . Neste

caso temos que os mecanismos dissipativos não são efetivos em todas as equações do sistema.

No artigo Córdova e Rivera [13], estudaram o modelo de mistura de n materiais com dissipação

friccional parcial, o modelo é dado por

RUtt −AUxx +B Ut = O , 0 < x < ` , t > 0

U(x, 0) = U0(x) , 0 ≤ x ≤ `

Ut(x, 0) = U1(x) , 0 ≤ x ≤ `

U(0, t) = U(`, t) = O , t ≥ 0 ,

onde R = diag(ρ1, · · · , ρn) , A ∈ Rn×n são definidas positivas e B ∈ Rn×n é semidefinida

positiva com rank(B) < n e é o responsável da presença da dissipação friccional parcial.

Eles obtiveram os seguinte resultado:

Teorema 3.2. Denotemos por A := R−1A . As seguintes declarações são equivalentes

1.
(
eA t
)
t≥0

é exponencialmente estável.

2.
(
eA t
)
t≥0

é fortemente estável.

3. dimspan
{
Bj , BjA , BjA 2 , · · · , BjA n−1 : j = 1, · · · , n

}
= n ,

onde Bj = [bj1 , bj2 , · · · , bjn] é o j− vetor linha de B .

Em particular, este resultado implica a falta de estabilidade polinomial do semigrupo.

Demonstração. Ver [13].

A referência anterior motivou o estudo do problema com memória parcial dentro do modelo. Em

todos os modelos com dissipação parcial, três situações podem acontecer com relação ao compor-

tamento assintótico das soluções: 1) o modelo tem decaimento exponencial, 2) o modelo decai

polinomialmente e 3) o modelo fica oscilante para algum subespaço do espaço de fase.

O modelo com memória parcial é um modelo mais complexo e para tratar seu comportamento

assintótico das soluções, introduzimos o conceito de matriz controlável e caracterizamos a estabi-

lidade forte do sistema. De forma mais precisa, demostramos que o semigrupo correspondente é
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fortemente estável se, e somente se, a matriz B1/2 é controlável com respeito a C .

O resultado principal do capítulo e da tese é: o semigrupo correspondente é exponencialmente

estável se, e somente se, o semigrupo é fortemente estável. Isto daqui verifica a propriedade da

dimensão finita: Se um sistema dinâmico linear decai para zero, então decai exponencialmente.

Esta é uma propriedade muito rara em dimensão infinita e acreditamos que seja devido ao acopla-

mento de segunda ordem do sistema. Em particular, este resultado implica a falta de estabilidade

polinomial do semigrupo.

Assumiremos que R = I , N = O e B semidefinida positiva com rank(B) < n . Além disso,

o Teorema 1.24 garanta que B1/2 é semidefinida positiva com rank(B1/2) = rank(B) .

Lembremos que C = A−B
∫ +∞

0
g(s) ds é definida positiva e

H =
[
H1

0 (0, `)
]n × [L2(0, `)

]n × L2
g

(
0,+∞;

[
H1

0 (0, `)
]n)

,(
Ũ ,U

)
H

=

∫ `

0
U∗xC Ũxdx+

∫ `

0
V ∗Ṽ dx+

∫ +∞

0
g(s)

∫ `

0
η∗xη̃xdx ds ,

AU =


V

C Uxx +

∫ +∞

0
g(s)B1/2ηxxds

B1/2V − ηs

 ,

D(A) =

{
U = (U, V, η) ∈ H : V ∈

[
H1

0 (0, `)
]n
,

(
CU +

∫ +∞

0
g(s)B1/2ηds

)
∈
[
H2(0, `)

]n
,

η(x, t, 0) = O e ηs ∈ L2
g

(
0,+∞;

[
H1

0 (0, `)
]n)}

.

A seguir introduzimos o conceito de matriz controlável com respeito a outra e depois demonstra-

mos um lema que será crucial para caracterizar a estabilidade forte.

Definição 3.1. Sejam B = (bij) e D = (dij) matrizes semidefinidas positivas em Cn×n .

Diz-se que B é controlável com respeito a D , quando verifica-se a condição seguinte

dimspan
{
Bj , Bj D , Bj D2 , · · · , Bj Dn−1 : j = 1, · · · , n

}
= n ,

onde Bj = [bj1 , bj2 , · · · , bjn] é o j− vetor linha de B .

Lema 3.3. Se dimspan
{
B

1/2
j , B

1/2
j C , B

1/2
j C2 , · · · , B1/2

j Cn−1 : j = 1, · · · , n
}
< n , ou

seja, se B1/2 não é controlável com respeito a C , então existem τ > 0 e Y ∈ Rn\{O} tais que

B1/2Y = O e (C − τ I)Y = O . (3.32)
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Demonstração. Consideremos o sistema linear homogêneo de variável X ∈ Rn

B1/2

B1/2C

B1/2C2

...

B1/2Cn−1


X = O . (3.33)

Da hipótese segue que o sistema linear homogêneo (3.33) tem infinitas soluções.

Então existe um X0 ∈ Rn\{O} tal que a relação (3.33) é verificada. Isto é,

B1/2CjX0 = O , para todo j = 0, 1, · · · , n− 1 . (3.34)

Seja p(s) ∈ R[s] o polinômio característico de C .

Como a matriz C é definida positiva, então todos seus autovalores são positivos. Logo,

p(s) = (s− µ1) (s− µ2) · · · (s− µn) e p(C) = O , (3.35)

onde µ1 , µ2 , ... µn são os autovalores de C .

Por outro lado, definimos o subconjunto M de N como

M := {j ∈ N : Existem reais positivos τ1 , · · · , τj tal que (C − τ1I) · · · (C − τjI)X0 = O} .

Notemos que M 6= ∅ , pois pela relação (3.35) tem-se que n ∈M .

Pelo Princípio da Boa Ordem, existe o menor elemento de M , o qual o denotamos por m.

Então existem números reais positivos τ1 , · · · , τm , onde m ≤ n , tal que

(C − τ1I) · · · (C − τmI)X0 = O . (3.36)

1. Se m = 1 , então das relações (3.34) e (3.36) tem-se

B1/2X0 = O e (C − τ1I)X0 = O .

Logo, basta tomar τ := τ1 e Y := X0 .

Portanto, a relação (3.32) é verificada.

2. Se m ≥ 2 , então das relações (3.34) e (3.36) obtém-se

B1/2Cj X0 = O , ∀ j = 0, 1, · · · ,m− 1 e (C − τ1I) (C − τ2I) · · · (C − τmI)X0 = O .

(3.37)
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Pela minimalidade de m tem-se que Y1 := (C − τ2I) · · · (C − τmI)X0 6= O .

Então da relação (3.37) obtém-se

B1/2Y1 = B1/2(C − τ2I) · · · (C − τmI)X0 = O e (C − τ1I)Y1 = O .

Logo, basta tomar τ := τ1 e Y := Y1 .

Portanto, a relação (3.32) é verificada.

Assim, o lema está provado.

Agora apresentamos o teorema que caracteriza a estabilidade forte.

Teorema 3.3 (Caracterização da Estabilidade Forte). Para que iR ⊂ ρ(A) , é necessário e

suficiente que, a matriz B1/2 seja controlável com respeito a C . Isto é,

dimspan
{
B

1/2
j , B

1/2
j C , B

1/2
j C

2 , ... , B
1/2
j C

n−1 : j = 1, ..., n
}

= n , (3.38)

onde B1/2
j é o j− vetor linha de B1/2 .

Demonstração. Primeiro mostraremos que a condição (3.38) é necessária.

Procedendo por contradição, suponhamos que a condição (3.38) não ocorre.

Então pelo Lema 3.3, existem τ > 0 e Y ∈ Rn\{O} tais que

B1/2Y = O e (C − τ I)Y = O . (3.39)

Por outro lado, definimos a sequência (Um)m≥1 ⊂ H como

Um :=
(
Y sin

(mπ

`
x
)
, i λmY sin

(mπ

`
x
)
, O
)
, onde λm :=

mπ

`

√
τ > 0 . (3.40)

É claro que Um ∈ D(A) , para todo m ≥ 1 .

Afirmação. AUm = i λmUm , ∀m ≥ 1 .

De fato, usando as relações (3.39) e (3.40) tem-se

AUm − i λm Um =


i λmY sin

(
mπ
` x

)
−
(
mπ
`

)2 C Y sin
(
mπ
` x

)
i λmB

1/2Y sin
(
mπ
` x

)
−


i λmY sin

(
mπ
` x

)
−λ2

mY sin
(
mπ
` x

)
O



=


O

−
(
mπ
`

)2
(C − τ I)Y sin

(
mπ
` x

)
i λmB

1/2Y sin
(
mπ
` x

)


= O .
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Assim, a afirmação está provada.

Logo, da afirmação anterior obtém-se i λm ∈ σ(A) , para todo m ≥ 1 , o que é um absurdo,

pois iR ⊂ ρ(A) . Assim, a condição (3.38) é necessária.

Finalmente mostraremos que a condição (3.38) é suficiente.

Procedendo por contradição, suponhamos que iR * ρ(A) .

Pelo Lema 3.2, existem λ0 > 0 e Û =
(
Û , V̂ , O

)
∈ D(A) tais que∥∥∥Û∥∥∥

H
= 1 e i λ0 Û − A Û = O .

Isto é,

i λ0Û − V̂ = O , (3.41)

i λ0V̂ − C Ûxx = O , (3.42)

B1/2V̂ = O . (3.43)

Da relação (3.41) obtém-se V̂ = i λ0Û .

Subtituindo a relação anterior nas relações (3.42) e (3.43) têm-se

−λ2
0Û = C Ûxx ,

B1/2Û = O .

Multiplicando a primeira equação por B1/2 obtém-se B1/2C Ûxx = O , o que implica

B1/2C Û = O .

Logo, multiplicando a primeira equação por B1/2C obtém-se B1/2C2 Ûxx = O , o que implica

B1/2C2 Û = O . Então, usando indução tem-se

B1/2Cm Û = O , para todo m ∈ N .

Da relação anterior segue que

B
1/2
j C

m Û = O , para todo j = 1, 2, · · · , n e m = 0, 1, · · · , n− 1 . (3.44)

Logo, usando a hipótese (3.38) na relação (3.44) obtém-se Û = O . Além disso, na relação (3.41)

tem-se V̂ = O . Portanto Û = O , o que é um absurdo, pois
∥∥∥Û∥∥∥

H
= 1 .

Assim, a condição (3.38) é suficiente.

A seguir demonstramos que os conceitos de estabilidade exponencial e estabilidade forte são equi-

valentes. Mas, antes mostramos um lema crucial para a obtenção do resultado.
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Lema 3.4. Consideremos a equação resolvente (i λ I −A)U = F com |λ| > 1 , onde

F =
(
Ũ , Ṽ , η̃

)
∈ H e U = (U, V, η) ∈ D(A) .

Então, para todo ε > 0 , existe uma constante Cε > 0 , que depende só de ε , tais que∥∥∥B1/2CmU
∥∥∥2

[H1
0 ]

n :=

∫ `

0

∣∣∣B1/2CmUx
∣∣∣2 dx ≤ ε ‖U‖2H + Cε ‖F‖2H e∥∥∥B1/2CmV

∥∥∥2

[L2]n
:=

∫ `

0

∣∣∣B1/2CmV
∣∣∣2 dx ≤ ε ‖U‖2H + Cε ‖F‖2H ,

para todo m = 0 , 1 , · · · , n− 1 .

Demonstração. Reescrevendo a equação espectral obtém-se

i λU − V = Ũ , (3.45)

i λ V − C Uxx −
∫ +∞

0
g(s)B1/2ηxx ds = Ṽ , (3.46)

i λ η −B1/2V + ηs = η̃ . (3.47)

Notemos que repetindo os mesmos argumentos feitos para a obtenção das relações (3.23) e (3.27)

têm-se

‖η‖2[L2
g]

n =

∫ +∞

0
g(s)

∫ `

0
η∗x ηx dx ds ≤

2

κ
‖U‖H ‖F‖H e (3.48)

1

|λ|2
∥∥∥B1/2V

∥∥∥2

[H1
0 ]

n =
1

|λ|2

∫ `

0
V ∗x B Vx dx ≤ C ‖F‖

2
H + C ‖U‖H ‖F‖H , (3.49)

onde a constante C > 0 não depende de U , F e λ .

A seguir demonstramos as desigualdades para m = 0 e depois para m ≥ 1 .

Caso m = 0 .

Primeiro passo. Limitação do termo
∥∥B1/2U

∥∥2

[H1
0 ]

n =

∫ `

0

∣∣∣B1/2Ux

∣∣∣2 dx .
Usando a relação (3.49) na relação (3.45) obtém-se∥∥∥B1/2U

∥∥∥2

[H1
0 ]

n =

∥∥∥∥ 1

λ
B1/2V +

1

λ
B1/2Ũ

∥∥∥∥2

[H1
0 ]

n

≤ 2

|λ|2
∥∥∥B1/2V

∥∥∥2

[H1
0 ]

n +
2

|λ|2
∥∥∥B1/2Ũ

∥∥∥2

[H1
0 ]

n

≤ 2

|λ|2
∥∥∥B1/2V

∥∥∥2

[H1
0 ]

n + C
∥∥∥Ũ∥∥∥2

[H1
0 ]

n

≤ C ‖F‖2H + C ‖U‖H ‖F‖H , (3.50)

onde a constante C > 0 não depende de U , F e λ .

Além disso, segue daí ∥∥∥B1/2U
∥∥∥2

[H1
0 ]

n ≤ ε ‖U‖
2
H + Cε ‖F‖2H , (3.51)
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onde a constante Cε > 0 depende só de ε .

Segundo passo. Limitação do termo
∥∥B1/2V

∥∥2

[L2]n
=

∫ `

0

∣∣∣B1/2V
∣∣∣2 dx .

Multiplicando pela esquerda por (B U)∗ à relação (3.46) e integrando sobre [0, `] tem-se

i λ

∫ `

0
U∗B V dx =

∫ `

0
U∗B Ṽ dx−

∫ +∞

0
g(s)

∫ `

0
U∗xB

3/2ηxdx ds−
∫ `

0
U∗xB C Uxdx ,

ou seja,

i λ

∫ `

0
U∗B V dx =

∫ `

0
U∗B Ṽ dx−

∫ +∞

0
g(s)

∫ `

0

(
B1/2U

)∗
x

(B η)x dx ds−∫ `

0

(
B1/2U

)∗
x

(
B1/2C U

)
x
dx . (3.52)

Por outro lado, tomando ∗ na relação (3.45), depois multiplicando pela direita por B V e

integrando sobre [0, `] obtém-se

−i λ
∫ `

0
U∗B V dx−

∫ `

0
V ∗B V dx =

∫ `

0
Ũ∗B V dx . (3.53)

Somando as relações (3.52) e (3.53) tem-se∥∥∥B1/2V
∥∥∥2

[L2]n
≤
∣∣∣∣∫ `

0
Ũ∗B V dx

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ `

0
U∗B Ṽ dx

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ +∞

0
g(s)

∫ `

0

(
B1/2U

)∗
x

(B η)x dx ds

∣∣∣∣+∣∣∣∣∫ `

0

(
B1/2U

)∗
x

(
B1/2C U

)
x
dx

∣∣∣∣
≤
∥∥∥Ũ∥∥∥

[L2]n
‖B V ‖[L2]n + ‖U‖[L2]n

∥∥∥B Ṽ ∥∥∥
[L2]n

+
∥∥∥B1/2U

∥∥∥
[L2

g]
n ‖B η‖[L2

g]
n +∥∥∥B1/2U

∥∥∥
[H1

0 ]
n

∥∥∥B1/2C U
∥∥∥

[H1
0 ]

n

≤ C
∥∥∥Ũ∥∥∥

[L2]n
‖V ‖[L2]n + C ‖U‖[L2]n

∥∥∥Ṽ ∥∥∥
[L2]n

+ C
∥∥∥B1/2U

∥∥∥
[H1

0 ]
n ‖η‖[L2

g]
n +

C ‖U‖[H1
0 ]

n

∥∥∥B1/2U
∥∥∥

[H1
0 ]

n

≤ C ‖U‖H ‖F‖H + C ‖U‖H
∥∥∥B1/2U

∥∥∥
[H1

0 ]
n , (3.54)

a qual, usando a relação (3.50) obtém-se∥∥∥B1/2V
∥∥∥2

[L2]n
≤ ε ‖U‖2H + Cε ‖F‖2H + Cε

∥∥∥B1/2U
∥∥∥2

[H1
0 ]

n

≤ ε ‖U‖2H + Cε ‖F‖2H ,

onde a constante Cε > 0 depende só de ε .

Caso m = 1, 2, · · · , n− 1 .

O primeiro passo é obter uma limitação anterior do termo
∥∥B1/2CmU

∥∥2

[H1
0 ]

n =

∫ `

0

∣∣∣B1/2CmUx
∣∣∣2 dx
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antes da limitação pedida.

Multiplicando pela esquerda por
(
Cm−1BCmU

)∗ à relação (3.46) e integrando sobre [0, `]

tem-se

i λ

∫ `

0
U∗CmB Cm−1V dx+

∫ `

0
U∗xCmB CmUx dx =

∫ `

0
U∗CmB Cm−1Ṽ dx−∫ +∞

0
g(s)

∫ `

0
U∗xCmB Cm−1B1/2ηx dx ds ,

ou seja,

i λ

∫ `

0
U∗CmB Cm−1V dx+

∫ `

0

(
B1/2CmU

)∗
x

(
B1/2CmU

)
x
dx =

∫ `

0
U∗CmB Cm−1Ṽ dx−∫ +∞

0
g(s)

∫ `

0

(
B1/2CmU

)∗
x

(
B1/2Cm−1B1/2η

)
x
dx ds .

(3.55)

Por outro lado, tomando ∗ na relação (3.45), depois multiplicando pela direita por CmB Cm−1V

e integrando sobre [0, `] obtém-se

−i λ
∫ `

0
U∗CmB Cm−1V dx =

∫ `

0
V ∗CmB Cm−1V dx+

∫ `

0
Ũ∗CmB Cm−1V dx . (3.56)

Somando as relações (3.55) e (3.56) tem-se∥∥∥B1/2CmU
∥∥∥2

[H1
0 ]

n ≤
∣∣∣∣∫ `

0
U∗CmB Cm−1Ṽ dx

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ `

0

(
B1/2CmV

)∗ (
B1/2Cm−1V

)
dx

∣∣∣∣+∣∣∣∣∫ +∞

0
g(s)

∫ `

0

(
B1/2CmU

)∗
x

(
B1/2Cm−1B1/2η

)
x
dx ds

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ `

0
Ũ∗CmB Cm−1V dx

∣∣∣∣
≤ ‖U‖[L2]n

∥∥∥CmB Cm−1Ṽ
∥∥∥

[L2]n
+
∥∥∥B1/2CmU

∥∥∥
[L2

g]
n

∥∥∥B1/2Cm−1B1/2η
∥∥∥

[L2
g]

n +∥∥∥B1/2CmV
∥∥∥

[L2]n

∥∥∥B1/2Cm−1V
∥∥∥

[L2]n
+
∥∥∥Ũ∥∥∥

[L2]n

∥∥CmB Cm−1V
∥∥

[L2]n

≤ C ‖U‖[H1
0 ]

n

∥∥∥Ṽ ∥∥∥
[L2]n

+ C
∥∥∥B1/2CmU

∥∥∥
[H1

0 ]
n ‖η‖[L2

g]
n + C ‖V ‖[L2]n

∥∥∥B1/2Cm−1V
∥∥∥

[L2]n
+

C
∥∥∥Ũ∥∥∥

[L2]n
‖V ‖[L2]n

≤ C ‖U‖H ‖F‖H + C ‖U‖H
∥∥∥B1/2Cm−1V

∥∥∥
[L2]n

+
1

2

∥∥∥B1/2CmU
∥∥∥2

[H1
0 ]

n + C ‖η‖2[L2
g]

n ,

a qual, usando a relação (3.48) obtém-se∥∥∥B1/2CmU
∥∥∥2

[H1
0 ]

n ≤ C ‖U‖H ‖F‖H + C ‖U‖H
∥∥∥B1/2Cm−1V

∥∥∥
[L2]n

, (3.57)
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onde a constante C > 0 não depende de U , F e λ .

Além disso, segue daí∥∥∥B1/2CmU
∥∥∥2

[H1
0 ]

n ≤ ε ‖U‖
2
H + Cε ‖F‖2H + Cε

∥∥∥B1/2Cm−1V
∥∥∥

[L2]n
, (3.58)

onde a constante Cε > 0 depende só de ε .

O segundo passo é obter uma limitação análoga ao anterior para o termo
∥∥B1/2CmV

∥∥2

[L2]n
.

Tomando ∗ na relação (3.45), depois multiplicando pela direita por CmB CmV e integrando sobre

[0, `] obtém-se

−i λ
∫ `

0
U∗CmB CmV dx−

∫ `

0
V ∗CmB CmV dx =

∫ `

0
Ũ∗CmB CmV dx . (3.59)

Por outro lado, multiplicando pela esquerda por (CmB CmU)∗ à relação (3.46) e integrando sobre

[0, `] tem-se

i λ

∫ `

0
U∗CmB CmV dx =

∫ `

0
U∗CmB CmṼ dx−

∫ `

0
U∗xCmB Cm+1Uxdx−∫ +∞

0
g(s)

∫ `

0
U∗xCmB CmB1/2ηxdx ds ,

ou seja,

i λ

∫ `

0
U∗CmB CmV dx =

∫ `

0
U∗CmB CmṼ dx−

∫ `

0

(
B1/2CmU

)∗
x

(
B1/2Cm+1U

)
x
dx−∫ +∞

0
g(s)

∫ `

0

(
B1/2CmU

)∗
x

(
B1/2CmB1/2η

)
x
dx ds .

(3.60)

Somando as relações (3.59) e (3.60) tem-se∥∥∥B1/2CmV
∥∥∥2

[L2]n
≤
∣∣∣∣∫ `

0
U∗CmB CmṼ dx

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ `

0

(
B1/2CmU

)∗
x

(
B1/2Cm+1U

)
x
dx

∣∣∣∣+∣∣∣∣∫ `

0
Ũ∗CmB CmV dx

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ +∞

0
g(s)

∫ `

0

(
B1/2CmU

)∗
x

(
B1/2CmB1/2η

)
x
dx ds

∣∣∣∣
≤ ‖U‖[L2]n

∥∥∥CmB CmṼ ∥∥∥
[L2]n

+
∥∥∥B1/2CmU

∥∥∥
[H1

0 ]
n

∥∥∥B1/2Cm+1U
∥∥∥

[H1
0 ]

n +∥∥∥Ũ∥∥∥
[L2]n

‖CmB CmV ‖[L2]n +
∥∥∥B1/2CmU

∥∥∥
[L2

g]
n

∥∥∥B1/2CmB1/2η
∥∥∥
[L2

g]
n

≤ C ‖U‖[L2]n

∥∥∥Ṽ ∥∥∥
[L2]n

+ C ‖U‖[H1
0 ]

n

∥∥∥B1/2CmU
∥∥∥
[H1

0 ]
n + C

∥∥∥Ũ∥∥∥
[L2]n

‖V ‖[L2]n +

C
∥∥∥B1/2CmU

∥∥∥
[H1

0 ]
n ‖η‖[L2

g]
n

≤ C ‖U‖H ‖F‖H + C ‖U‖H
∥∥∥B1/2CmU

∥∥∥
[H1

0 ]
n , (3.61)
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onde a constante C > 0 não depende de U , F e λ .

Além disso, se Dε > 0 é qualquer constante que depende só de ε , então repetindo o processo

anterior obtém-se

Dε

∥∥∥B1/2CmV
∥∥∥2

[L2]n
≤ Cε ‖U‖H ‖F‖H + Cε ‖U‖H

∥∥∥B1/2CmU
∥∥∥
[H1

0 ]
n , (3.62)

onde a constante Cε > 0 depende só de ε .

Finalmente, usamos as limitações (3.57), (3.58), (3.61) e (3.62) para obter a conclusão pedida.

De fato, usando a relação (3.57) na relação (3.61) tem-se∥∥∥B1/2CmV
∥∥∥2

[L2]n
≤ ε ‖U‖2H + Cε ‖F‖2H + Cε

∥∥∥B1/2CmU
∥∥∥2

[H1
0 ]

n

≤ ε ‖U‖2H + Cε ‖F‖2H + Cε ‖U‖H ‖F‖H + Cε ‖U‖H
∥∥∥B1/2Cm−1V

∥∥∥
[L2]n

,

≤ ε ‖U‖2H + Cε ‖F‖2H + Cε

∥∥∥B1/2Cm−1V
∥∥∥2

[L2]n
, (3.63)

onde a constante Cε > 0 depende só de ε .

Análogamente ao anterior, na relação (3.62) obtém-se

Dε

∥∥∥B1/2CmV
∥∥∥2

[L2]n
≤ ε ‖U‖2H + Cε ‖F‖2H + Cε

∥∥∥B1/2Cm−1V
∥∥∥2

[L2]n
, (3.64)

onde a constante Cε > 0 depende só de ε .

Então usando a relação (3.64) de maneira indutiva na relação (3.63) tem-se∥∥∥B1/2CmV
∥∥∥2

[L2]n
≤ ε ‖U‖2H + Cε ‖F‖2H + Cε

∥∥∥B1/2Cm−1V
∥∥∥2

[L2]n

≤ ε ‖U‖2H + Cε ‖F‖2H + Cε

∥∥∥B1/2Cm−2V
∥∥∥2

[L2]n

· · ·

≤ ε ‖U‖2H + Cε ‖F‖2H + Cε

∥∥∥B1/2V
∥∥∥2

[L2]n
, (3.65)

onde a constante Cε > 0 depende só de ε .

Além disso, procedendo de maneira análoga ao anterior, na relação (3.58) obtém-se∥∥∥B1/2CmU
∥∥∥2

[H1
0 ]

n ≤ ε ‖U‖
2
H + Cε ‖F‖2H + Cε

∥∥∥B1/2V
∥∥∥2

[L2]n
, (3.66)

onde a constante Cε > 0 depende só de ε .

Logo, usando as relações (3.54) e (3.50) nas relações (3.65) e (3.66) têm-se∥∥∥B1/2CmU
∥∥∥2

[H1
0 ]

n ≤ ε ‖U‖
2
H + Cε ‖F‖2H∥∥∥B1/2CmV

∥∥∥2

[L2]n
≤ ε ‖U‖2H + Cε ‖F‖2H ,
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onde a constante Cε > 0 depende só de ε .

Assim, o lema está provado.

Teorema 3.4.
(
eA t
)
t≥0

é exponencialmente estável se, e somente se,
(
eA t
)
t≥0

é fortemente

estável. Em particular, este resultado implica a falta de estabilidade polinomial do semigrupo

correspondente.

Demonstração. A demonstração do teorema é baseada em verificar as hipóteses do Teorema 1.14.

Suponhamos que
(
eA t
)
t≥0

é exponencialmente estável.

Então pelo Teorema 1.14 segue que
(
eA t
)
t≥0

é fortemente estável.

Recíprocamente, suponhamos que
(
eA t
)
t≥0

é fortemente estável, isto é, iR ⊂ ρ(A) .

Então pelo Teorema 3.3 tem-se

dimspan
{
B

1/2
j , B

1/2
j C , B

1/2
j C

2 , · · · , B1/2
j C

n−1 : j = 1, · · · , n
}

= n , (3.67)

onde B1/2
j é o j− vetor linha de B1/2 .

Consideremos uma base do espaço vetorial da relação (3.67)

Vi := B
1/2
ji
Cmi , i = 1, · · · , n , (3.68)

onde 1 ≤ ji ≤ n e 0 ≤ mi ≤ n− 1 , para todo i = 1, · · · , n .

Sem perda de generalidade, podemos assumir que a base é ortonornal.

Por outro lado, resta demonstrar que o operador resolvente é uniformemente limitado sobre o eixo

imaginário. Isto é, deve-se mostrar que existe uma constante C > 0 tal que∥∥(i λ I −A)−1
∥∥
L(H)

≤ C , ∀ λ ∈ R .

Sejam ε > 0 e F =
(
Ũ , Ṽ , η̃

)
∈ H =

[
H1

0 (0, `)
]n × [L2(0, `)

]n × L2
g

(
0,+∞;

[
H1

0 (0, `)
]n)

.

Dado λ ∈ R tal que |λ| > 1 .

Denotemos por U := (i λ I −A)−1F , onde U = (U, V, η) ∈ D(A) .

Deve-se mostrar que existe uma constante C > 0 , que não depende de U , F e λ , tal que

‖U‖H ≤ C ‖F‖H .

De fato, aplicando o Lema 3.4 à equação espectral (i λ I −A)U = F têm-se∥∥∥B1/2CmU
∥∥∥2

[H1
0 ]

n ≤ ε ‖U‖
2
H + Cε ‖F‖2H e∥∥∥B1/2CmV

∥∥∥2

[L2]n
≤ ε ‖U‖2H + Cε ‖F‖2H , (3.69)
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para todo m = 1, · · · , n− 1 , onde a constante Cε > 0 depende só de ε .

Além disso, da relação (3.68) segue que

Ux(x) = α1(x)V∗1 + α2(x)V∗2 + · · · + αn(x)V∗n e

V (x) = β1(x)V∗1 + β2(x)V∗2 + · · · + βn(x)V∗n ,

onde αi(x) = Vi Ux(x) e βi(x) = Vi V (x) , para todo i = 1, · · · , n .

Então da relação anterior têm-se

‖U‖2[H1
0 ]

n =

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

αi V∗i

∥∥∥∥∥
2

[L2]n

≤
n∑
i=1

C ‖αi V∗i ‖
2
[L2]n =

n∑
i=1

C ‖αi‖2L2 e

‖V ‖2[L2]n =

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

βi V∗i

∥∥∥∥∥
2

[L2]n

≤
n∑
i=1

C ‖βi‖2L2 . (3.70)

Usando a relação (3.69) obtém-se

‖αi‖2L2 = ‖ViUx‖2L2 =
∥∥∥B1/2

ji
CmiU

∥∥∥2

H1
0

≤
∥∥∥B1/2CmiU

∥∥∥2

[H1
0 ]

n ≤ ε ‖U‖
2
H + Cε ‖F‖2H e

‖βi‖2L2 = ‖ViV ‖2L2 =
∥∥∥B1/2

ji
CmiV

∥∥∥2

L2
≤ ε ‖U‖2H + Cε ‖F‖2H , (3.71)

para todo i = 1, · · · , n , onde a constante Cε > 0 depende só de ε .

Logo, usando a relação (3.71) na relação (3.70) têm-se

‖U‖2[H1
0 ]

n ≤ ε ‖U‖2H + Cε ‖F‖2H e

‖V ‖2[L2]n ≤ ε ‖U‖
2
H + Cε ‖F‖2H , (3.72)

onde a constante Cε > 0 depende só de ε .

Além disso, da propriedade dissipativa tem-se

‖η‖2[L2
g]

n =

∫ +∞

0
g(s)

∫ `

0
η∗xηxdx ds ≤

2

κ
‖U‖H ‖F‖H . (3.73)

Portanto, das relações (3.72) e (3.73) tem-se que existe uma constante C1 > 0 tal que

∥∥(i λ I −A)−1
∥∥
L(H)

≤ C1 , ∀ |λ| > 1 .

Além disso, pela continuidade do operador resolvente, existe uma constante C2 > 0 tal que

∥∥(i λ I −A)−1
∥∥
L(H)

≤ C2 , ∀ |λ| ≤ 1 .

Assim, o teorema está provado.



Capítulo 4

Mistura de sólidos com efeito térmico

de Cattaneo.

4.1 Introdução.

Neste capítulo estudamos o sistema unidimensional modelando as deformações termomecânicas

para uma mistura de n sólidos termoviscoelásticos interagindo continuamente com configuração

de referência sobre [0, `] e adicionamos o efeito de aquecimento do material durante o processo

de deformação. A viscoelasticidade é de tipo Kelvin-Voigt e o efeito térmico é governado pela lei

de Cattaneo (second sound). Cada sólido do modelo é flexível, uniforme (a massa por unidade de

comprimento é constante) e homogêneo (sem força externa de perturbação).

Para todo i = 1, · · · , n , denotamos por U i := U i(xi, t) o deslocamento transversal das partícu-

las do i− sólido da mistura com densidade de massa ρi e ocupando o intervalo finito xi ∈ [0, `]

no intervalo de tempo t ∈ [0,+∞) . Assumimos que:

• As partículas consideradas ocupam a mesma posição no tempo t = 0 , isto é x = xi , para

todo i = 1, · · · , n . Então podemos assumir que

U i : [0, `]× [0,+∞) −→ R , para todo i = 1, · · · , n .

• Existem n temperaturas diferentes (ver [25]) dadas por

Θi : [0, `]× [0,+∞) −→ R , para todo i = 1, · · · , n .

Além disso, o fluxo de calor correspondente é denotado por

Qi : [0, `]× [0,+∞) −→ R , para todo i = 1, · · · , n .

50
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𝑈𝑛(𝑥0, 𝑡)

𝑈1(𝑥0, 𝑡)

𝑈𝑖(𝑥0, 𝑡)

𝑈 𝑥, 𝑡

0 𝑙

𝐸𝑛 𝑡 = 0 ∶
𝑥 = 𝑥𝑖

𝑈𝑛(𝑥, 𝑡)

𝑈1(𝑥, 𝑡)

𝑈𝑖(𝑥, 𝑡)

𝑈𝑖 𝑥, 𝑡 : 𝑑𝑒𝑠𝑙𝑜𝑐𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝑣𝑒𝑟𝑠𝑎𝑙 𝑑𝑜 𝑖 − 𝑠ó𝑙𝑖𝑑𝑜
𝜃𝑖 𝑥, 𝑡 : 𝑡𝑒𝑚𝑝𝑒𝑟𝑎𝑡𝑢𝑟𝑎 𝑑𝑜 𝑖 − 𝑠ó𝑙𝑖𝑑𝑜 𝑦

𝑄𝑖 𝑥, 𝑡 : 𝑜 𝑓𝑙𝑢𝑥𝑜 𝑑𝑒 𝑐𝑎𝑙𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑟𝑟𝑒𝑠𝑝𝑜𝑛𝑑𝑒𝑛𝑡𝑒.

𝜌𝑖: 𝑑𝑒𝑛𝑠𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑑𝑜 𝑖 − 𝑠ó𝑙𝑖𝑑𝑜

Por outro lado, as correspondentes equações de movimento e equações de energia são dadas por

ρiU
i
tt = T ix + P i + F i e

T0ρiE it = Q̃ix +W i , para todo i = 1, · · · , n , (4.1)

onde T0 é a temperatura absoluta na configuração de referência. As equações constitutivas são

dadas por:

1. T i é a contribuição da tensão da i− ésima componente da mistura. A lei constitutiva usada

T i :=
(
ai1U

1
x + ai2U

2
x + · · ·+ ainU

n
x

)
+
(
bi1U

1
xt + bi2U

2
xt + · · ·+ binU

n
xt

)
−(

ci1Θ1 + ci2Θ2 + · · ·+ cinΘn
)
,

para todo i = 1, · · · , n , onde as constantes aij , bij , cij ∈ R , para todo i, j = 1, · · · , n .

2. P i representa a força interna do corpo da i− ésima componente da mistura, que depende

dos deslocamentos verticais dos sólidos constituintes. Aqui é dada por

P i := −ηi1U1 − ηi2U2 − · · · − ηinUn , para todo i = 1, · · · , n ,

onde as constantes ηij ∈ R , para todo i , j = 1, · · · , n .

3. F i representa a força externa da i− ésima componente da mistura. Aqui assumimos que é

pequena, de modo que pode ser omitido.
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4. E i representa a densidade de entropia da i− ésima componente da mistura. Aquí é dada

E i :=
(
T −1

0 ρ−1
i ci1U

1
x + T −1

0 ρ−1
i ci2U

2
x + · · ·+ T −1

0 ρ−1
i cinU

n
x

)
+(

d̃i1Θ1 + d̃i2Θ2 + · · ·+ d̃inΘn
)
,

para todo i = 1, · · · , n , onde as constantes d̃ij ∈ R , para todo i , j = 1, · · · , n .

5. As funções W i são dadas por

W i := −d̂i1Θ1
t − d̂i2Θ2

t − · · · − d̂inΘn
t , para todo i = 1, · · · , n ,

onde as constantes d̂ij ∈ R , para todo i , j = 1, · · · , n .

6. Q̃i é a contribuição do fluxo de calor da i− ésima componente da mistura. Aquí é dada

Q̃i := −si1Q1 − si2Q2 − · · · − sinQn , para todo i = 1, · · · , n ,

onde as constantes sij ∈ R , para todo i , j = 1, · · · , n .

7. A condução de calor é dada pela lei de Cattaneo

(
τi1Q

1
t + τi2Q

2
t + · · ·+ τinQ

n
t

)
+Qi +

(
si1Θ1

x + si2Θ2
x + · · ·+ sinΘn

x

)
= 0 ,

para todo i = 1, · · · , n , onde as constantes τij ∈ R , para todo i , j = 1, · · · , n .

Logo, substituindo as relações anteriores na relação (4.1) obtém-se o modelo matemático

RUtt −AUxx +N U −B Uxxt + CΘx = O , 0 < x < ` , t > 0 (4.2)

DΘt + S Qx + C Uxt = O , 0 < x < ` , t > 0 (4.3)

T Qt +Q+ SΘx = O , 0 < x < ` , t > 0 , (4.4)

onde,

1. R := diag (ρ1, · · · , ρn) , A := (aij) , N := (ηij) , B := (bij) , C := (cij) , S := (sij) ,

T := (τij) e D := (dij) , dij = T0ρid̃i1 + d̂i1 são matrizes em Rn×n .

2. U : [0, `] × [0,+∞) −→ Rn×1 tal que U(x, t) =
(
U1(x, t), · · · , Un(x, t)

)T é uma

aplicação vetorial e os U i denotam os deslocamentos verticais dos constituintes.

3. Θ : [0, `] × [0,+∞) −→ Rn×1 tal que Θ(x, t) =
(
Θ1(x, t), · · · ,Θn(x, t)

)T é uma

aplicação vetorial e os Θi denotam as temperaturas dos constituintes.
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4. Q : [0, `]× [0,+∞) −→ Rn×1 tal que Q(x, t) =
(
Q1(x, t), · · · , Qn(x, t)

)T é o vetor de

fluxo de calor e os Qi denotam os fluxos de calor dos constituintes.

Além disso, as condições iniciais são dadas por

U(x, 0) = U0(x) e Ut(x, 0) = U1(x) , 0 ≤ x ≤ `

Θ(x, 0) = Θ0(x) , 0 ≤ x ≤ `

Q(x, 0) = Q0(x) , 0 ≤ x ≤ ` . (4.5)

Mas, com respeito às condições de fronteira, tratamos com uma estrutura rigidamente fixada com

fluxo de calor zero sobre a fronteira, isto é,

U(0, t) = O = U(`, t) , ∀ t ≥ 0

Q(0, t) = O = Q(`, t) , ∀ t ≥ 0 . (4.6)

Observações 4.1. Integrando formalmente a equação (4.3) sobre [0, `] tem-se

d

dt

∫ `

0
DΘ(x, t) dx = O , ∀ t ≥ 0 . (4.7)

Isto é, a média de DΘ é conservada no tempo, de modo que podemos estudar o problema para

as aplicações Θ tal que
∫ `

0
DΘ dx = O .

Hipóteses.

1. Assumimos que todas as matrizes do problema (4.2)-(4.4), exceto N , são definidas positi-

vas e N é semidefinida positiva.

2. Assumimos que
∫ `

0
Θ0 dx = O .

Então da relação (4.7) segue que∫ `

0
Θ(x, t) dx = O , ∀ t ≥ 0 . (4.8)

Introduzimos as seguintes notações

[
L2
∗(0, `)

]n
=

{
W ∈

[
L2(0, `)

]n
:

∫ `

0
W dx = O

}
,

[
H1
∗ (0, `)

]n
=

{
W ∈

[
H1(0, `)

]n
:

∫ `

0
W dx = O

}
.

Os espaços
([
L2
∗(0, `)

]n
, ‖·‖[L2]n

)
e
([
H1
∗ (0, `)

]n
, ‖·‖[H1]n

)
são Espaços de Hilbert.
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Observações 4.2. A energia associada ao sistema (4.2)-(4.6) é dada por

E(t) :=
1

2

(∫ `

0
U∗t RUtdx+

∫ `

0
U∗xAUxdx+

∫ `

0
U∗NU dx+

∫ `

0
Θ∗DΘ dx+

∫ `

0
Q∗T Qdx

)
.

Para calcular sua derivada, multiplicamos à equação (4.2) por U∗t , à equação (4.3) por Θ∗ e à

equação (4.4) por Q∗ , depois integrando sobre [0, `] têm-se

1

2

d

dt

(∫ `

0
U∗t RUtdx+

∫ `

0
U∗xAUxdx+

∫ `

0
U∗N U dx

)
= −

∫ `

0
U∗xtB Uxtdx−

∫ `

0
U∗t CΘxdx ,

1

2

d

dt

∫ `

0
Θ∗DΘ dx = −

∫ `

0
Θ∗S Qxdx+

∫ `

0
U∗t CΘxdx ,

1

2

d

dt

∫ `

0
Q∗T Qdx = −

∫ `

0
Q∗Qdx+

∫ `

0
Θ∗S Qxdx .

Logo, somando as relações anteriores obtém-se

d

dt
E(t) = −

∫ `

0
U∗xtB Uxtdx−

∫ `

0
Q∗Qdx ≤ 0 .

4.2 Existência e unicidade.

Para demonstrar a boa-colocação do problema (4.2)-(4.6), reescrevemos o problema na forma de

um problema de Cauchy autônomo
d

dt
U = AU , U(0) = U0 e mostramos que o operador A é o

gerador infinitesimal de um C0− semigrupo de contrações para garantir a existência e unicidade

de soluções.

Primeiro fazemos V := Ut .

Logo, o problema (4.2)-(4.6) reduz-se à equação diferencial de primeira ordem

d

dt


U

V

Θ

Q

 =


V

R−1AUxx −R−1N U +R−1B Vxx −R−1CΘx

−D−1S Qx −D−1C Vx

−T −1Q− T −1SΘx

 ,

onde o Espaço de fase é dado por

H :=
[
H1

0 (0, `)
]n × [L2(0, `)

]n × [L2
∗(0, `)

]n × [L2(0, `)
]n
,

munido do produto interno(
Ũ ,U

)
H

:=

∫ `

0
U∗xAŨxdx+

∫ `

0
U∗NŨ dx+

∫ `

0
V ∗RṼ dx+

∫ `

0
Θ∗DΘ̃ dx+

∫ `

0
Q∗T Q̃ dx ,

para todo U = (U, V,Θ, Q) , Ũ =
(
Ũ , Ṽ , Θ̃, Q̃

)
∈ H .

É simples verificar que o espaço (H, (·, ·)H) é um Espaço de Hilbert.
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Definição 4.1. Define-se o operador linear autônomo A : D(A) ⊂ H −→ H por

AU :=


V

R−1AUxx −R−1N U +R−1B Vxx −R−1CΘx

−D−1S Qx −D−1C Vx

−T −1Q− T −1SΘx

 ,

onde seu domínio é dado por

D(A) := {U = (U, V,Θ, Q) ∈ H : AU ∈ H e Q(0, t) = O = Q(`, t)}

=
{
U ∈ H :

(
R−1AUxx −R−1N U +R−1B Vxx −R−1CΘx

)
∈
[
L2(0, `)

]n
,

V ∈
[
H1

0 (0, `)
]n
,
(
D−1S Qx +D−1C Vx

)
∈
[
L2
∗(0, `)

]n
,(

T −1Q+ T −1SΘx

)
∈
[
L2(0, `)

]n e Q(0, t) = O = Q(`, t)
}

=
{
U = (U, V,Θ, Q) ∈ H : (AU +B V ) ∈

[
H2(0, `)

]n
, V ∈

[
H1

0 (0, `)
]n
,

Θ ∈
[
H1
∗ (0, `)

]n e Q ∈
[
H1

0 (0, `)
]n}

.

Assim, o problema (4.2)-(4.6) reescreve-se como o problema de Cauchy autônomo

d

dt
U = AU , U(0) = U0 , (4.9)

onde U = (U, V,Θ, Q) ∈ D(A) e U0 = (U0, U1,Θ0, Q0) ∈ H .

Teorema 4.1. O operador A é o gerador infinitesimal de um C0− semigrupo de contrações

eA(t) .

Demonstração. A demonstração é baseada em verificar as hipóteses do Teorema 1.13.

Para mostrar que o domínio D(A) é denso em (H, ‖·‖H) , notemos que

[C∞0 (0, `)]n × [C∞0 (0, `)]n ×
[
H1
∗ (0, `)

]n × [C∞0 (0, `)]n ⊂ D(A) ,

de onde segue a densidade.

Mostraremos a seguir que o operador A é dissipativo. De fato,

(AU ,U)H =

∫ `

0
U∗xAVxdx+

∫ `

0
U∗NV dx+

∫ `

0
(V ∗AUxx − V ∗NU + V ∗BVxx − V ∗CΘx) dx

−
∫ `

0
(Θ∗S Qx + Θ∗C Vx) dx−

∫ `

0
(Q∗Q+Q∗SΘx) dx ,
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para todo U = (U, V,Θ, Q) ∈ D(A) . Então

(AU ,U)H =

(∫ `

0
U∗xAVxdx−

∫ `

0
U∗xAVxdx

)
+

(∫ `

0
U∗N V dx−

∫ `

0
U∗N V dx

)
+(∫ `

0
Θ∗xC V dx−

∫ `

0
Θ∗xC V dx

)
+

(∫ `

0
Θ∗xS Qdx−

∫ `

0
Θ∗xS Qdx

)
−∫ `

0
V ∗xB Vxdx−

∫ `

0
Q∗Qdx

= 2 i Im

(∫ `

0
U∗xAVxdx+

∫ `

0
U∗N V dx+

∫ `

0
Θ∗xC V dx+

∫ `

0
Θ∗xS Qdx

)
−∫ `

0
V ∗xB Vxdx−

∫ `

0
Q∗Qdx .

Logo,

Re (AU ,U)H = −
∫ `

0
V ∗xB Vxdx−

∫ `

0
Q∗Qdx ≤ 0 . (4.10)

Assim, o operador A é dissipativo.

Finalmente mostraremos que 0 ∈ ρ(A) , isto é, A−1 ∈ L(H) .

Primeiro mostraremos que A é bijetiva.

De fato, seja F =
(
Ũ , Ṽ , Θ̃, Q̃

)
∈ H =

[
H1

0 (0, `)
]n× [L2(0, `)

]n× [L2
∗(0, `)

]n× [L2(0, `)
]n
.

Reescrevendo a equação AU = F obtém-se

V = Ũ (4.11)

AUxx −N U +B Vxx − CΘx = R Ṽ (4.12)

S Qx + C Vx = −D Θ̃ (4.13)

Q+ SΘx = −T Q̃ , (4.14)

onde U = (U, V,Θ, Q) ∈ D(A) .

Lembremos que

D(A) =
{
U = (U, V,Θ, Q) ∈ H : (AU +B V ) ∈

[
H2(0, `)

]n
, V ∈

[
H1

0 (0, `)
]n
,

Θ ∈
[
H1
∗ (0, `)

]n e Q ∈
[
H1

0 (0, `)
]n}

.

Da relação (4.11) tem-se

V = Ũ ∈
[
H1

0 (0, `)
]n
.
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Da relação (4.13) tem-se Qx = −S−1
(
C Ũx +D Θ̃

)
∈
[
L2(0, `)

]n
.

Então uma primitiva é

Q =

(
−S−1C Ũ − S−1D

∫ x

0
Θ̃ dy

)
∈
[
H1

0 (0, `)
]n
.

Além disso, da relação (4.14) tem-se Θx = −S−1
(
Q+ T Q̃

)
∈
[
L2(0, `)

]n
.

Então uma primitiva é

Θ =

(
−S−1

∫ x

0

(
Q+ T Q̃

)
dy +

1

`
S−1

∫ `

0

∫ x

0

(
Q+ T Q̃

)
dy dx

)
∈
[
H1
∗ (0, `)

]n
.

Por outro lado, usaremos o Teorema de Lax-Milgram para mostrar a existência e unicidade da

função U . Define-se a aplicação

Φ :
[
H1

0 (0, `)
]n × [H1

0 (0, `)
]n −→ C tal que Φ(W̃ ,W ) :=

∫ `

0
W ∗xAW̃xdx+

∫ `

0
W ∗NW̃dx .

É claro que Φ é uma forma sesquilinear, contínua e coerciva.

Além disso, define-se a forma antilinear

f :
[
H1

0 (0, `)
]n −→ C tal que f(W ) := −

∫ `

0
W ∗xBVxdx−

∫ `

0
W ∗CΘxdx−

∫ `

0
W ∗RṼ dx .

Pelo Teorema de Lax-Milgram, existe uma única U ∈
[
H1

0 (0, `)
]n tal que

Φ(U,W ) = f(W ) , para todo W ∈
[
H1

0 (0, `)
]n
.

Isto é,∫ `

0
W ∗x (AUx +BVx) dx = −

∫ `

0
W ∗

(
RṼ +NU + CΘx

)
dx , para todo W ∈

[
H1

0 (0, `)
]n
.

(4.15)

Então U é solução fraca de (4.12).

Logo, pelo Princípio da regularidade elítica tem-se

(AU +B V ) ∈
[
H2(0, `)

]n
.

Por outro lado, seja ϕ ∈ D(0, `) .

Para todo i = 1, ..., n , denotemos por Wi = ϕ̄ ei .

Então Wi ∈
[
H1

0 (0, `)
]n
, para todo i = 1, ..., n .

Substituindo o anterior na relação (4.15) obtém-se∫ `

0
ϕx (AUx +B Vx)i dx = −

∫ `

0
ϕ
(
R Ṽ +N U + CΘx

)i
dx , para todo ϕ ∈ D(0, `) .
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Pela definição da derivada fraca tem-se(
R Ṽ +N U + CΘx

)i
= (AUx +B Vx)ix = (AUxx +B Vxx)i , para todo i = 1, · · · , n .

Logo, AUxx −N U +B Vxx − CΘx = R Ṽ .

Assim, A é bijetiva.

Resta mostrar que A−1 é limitado.

De fato, seja F =
(
Ũ , Ṽ , Θ̃, Q

)
∈ H =

[
H1

0 (0, `)
]n× [L2(0, `)

]n× [L2
∗(0, `)

]n× [L2(0, `)
]n
.

Denotemos por U := A−1F , onde U = (U, V,Θ, Q) ∈ D(A) .

Deve-se mostrar que existe uma constante C > 0 , que não depende de U e F , tal que

‖U‖H ≤ C ‖F‖H .

Reescrevendo a equação AU = F obtém-se

V = Ũ (4.16)

AUxx −N U +B Vxx − CΘx = R Ṽ (4.17)

S Qx + C Vx = −D Θ̃ (4.18)

Q+ SΘx = −T Q̃ , (4.19)

Como

‖U‖2H =

∫ `

0
U∗xAUxdx+

∫ `

0
U∗N U dx+

∫ `

0
V ∗RV dx+

∫ `

0
Θ∗DΘ dx+

∫ `

0
Q∗T Qdx ,

(4.20)

então basta limitar cada somando.

Primeiro passo. Pela propriedade dissipativa (4.10) segue que∫ `

0
V ∗xB Vxdx+

∫ `

0
Q∗Qdx = −Re (AU ,U)H

= −Re (F ,U)H

≤ ‖U‖H ‖F‖H .

Logo, usando a desigualdade de Poincaré, a equivalência de normas e a relação anterior tem-se∫ `

0
V ∗RV dx+

∫ `

0
Q∗T Qdx ≤ C

(∫ `

0
V ∗xB Vxdx+

∫ `

0
Q∗Qdx

)
≤ C ‖U‖H ‖F‖H , (4.21)
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onde a constante C > 0 não depende de U e F .

Segundo passo. Limitação do termo
∫ `

0
Θ∗DΘ dx .

Usando a relação (4.21) na relação (4.19) obtém-se

‖Θx‖2[L2]n =
∥∥∥−S−1Q− S−1T Q̃

∥∥∥2

[L2]n
≤
(∥∥S−1Q

∥∥
[L2]n

+
∥∥∥S−1T Q̃

∥∥∥
[L2]n

)2

≤ 2
∥∥S−1Q

∥∥2

[L2]n
+ 2

∥∥∥S−1T Q̃
∥∥∥2

[L2]n

≤ C ‖Q‖2[L2]n + C
∥∥∥Q̃∥∥∥2

[L2]n

≤ C ‖U‖H ‖F‖H + C ‖F‖2H , (4.22)

onde a constante C > 0 não depende de U e F .

Logo, usando a desigualdade de Poincaré, a equivalência de normas e a relação (4.22) tem-se∫ `

0
Θ∗DΘ dx ≤ C ‖U‖H ‖F‖H + C ‖F‖2H , (4.23)

onde a constante C > 0 não depende de U e F .

Terceiro passo. Limitação do termo
∫ `

0
U∗xAUxdx+

∫ `

0
U∗N U dx .

Multiplicando por U∗ à relação (4.17) e integrando sobre [0, `] obtém-se∫ `

0
U∗xAUxdx+

∫ `

0
U∗N U dx = −

∫ `

0
U∗xB Vxdx−

∫ `

0
U∗CΘxdx−

∫ `

0
U∗R Ṽ dx .

Então, usando a relação (4.16), a equivalência de normas e a relação (4.22) tem-se∫ `

0
U∗xAUxdx+

∫ `

0
U∗N U dx ≤

∣∣∣∣∫ `

0
U∗xB Ũxdx

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ `

0
U∗CΘxdx

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ `

0
U∗R Ṽ dx

∣∣∣∣
≤ C ‖Ux‖[L2]n

∥∥∥Ũx∥∥∥
[L2]n

+ C ‖U‖[L2]n ‖Θx‖[L2]n + C ‖U‖[L2]n

∥∥∥Ṽ ∥∥∥
[L2]n

≤ C ‖U‖H ‖Θx‖[L2]n + C ‖U‖H ‖F‖H

≤ 1

2
‖U‖2H + C ‖Θx‖2[L2]n + C ‖U‖H ‖F‖H

≤ 1

2
‖U‖2H + C ‖U‖H ‖F‖H + C ‖F‖2H , (4.24)

onde a constante C > 0 não depende de U e F .

Finalmente, usando as relações (4.21), (4.23) e (4.24) na relação (4.20) tem-se

‖U‖H ≤ C ‖F‖H ,

onde a constante C > 0 não depende de U e F .

Assim, o teorema está provado.
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Agora introduzimos o teorema de existência e unicidade de soluções.

Teorema 4.2. Se U0 = (U0, U1,Θ0, Q0) ∈ H =
[
H1

0 (0, `)
]n × [L2(0, `)

]n × [L2
∗(0, `)

]n ×[
L2(0, `)

]n
, então a aplicação

U : [0,+∞) −→ H tal que U(t) = eA t U0 ,

é a única solução do problema de valor inicial

d

dt
U = AU , U(0) = U0 ,

satisfazendo U ∈ C ([0,+∞),H) .

Além disso, se U0 ∈ D(A) então U ∈ C1 ([0,+∞),H) ∩ C ([0,+∞),D(A)) .

Demonstração. Ver [32].

4.3 Regularidade das soluções.

Desde que usamos a abordagem do semigrupo para pesquisar a solubilidade do problema (4.2)-

(4.6), temos que esclarecer a relação que existe entre a solução semigrupo dada por U(t) = eA tU0

e a solução do problema anterior. Ou seja, nós precisamos mostrar em que sentido as aplicações

componentes U , Θ e Q satisfazem o problema (4.2)-(4.6).

1. Se U0 = (U0, U1,Θ0, Q0) ∈ D(A) , então pelo Teorema 2.2 tem-se

U ∈ C1 ([0,+∞),H) ∩ C ([0,+∞),D(A)) .

Segue daí

U ∈ C2
(
[0,+∞),

[
L2(0, `)

]n) ∩ C1
(
[0,+∞),

[
H1

0 (0, `)
]n)

,

Θ ∈ C1
(
[0,+∞),

[
L2
∗(0, `)

]n) ∩ C ([0,+∞),
[
H1
∗ (0, `)

]n)
,

Q ∈ C1
(
[0,+∞),

[
L2(0, `)

]n) ∩ C ([0,+∞),
[
H1

0 (0, `)
]n) e

(AU +B Ut) ∈ C
(
[0,+∞),

[
H2(0, `)

]n)
.

Além disso, eles satisfazem as equações (4.2)-(4.4) em
[
L2
∗(0, `)

]n
, para todo t > 0 . As

condições iniciais (4.5) são satisfeitas no sentido forte e as condições de contorno (4.6) são

satisfeitas no sentido do traço.
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2. Se U0 é mais regular, por exemplo U0 ∈ D(A2) , então

U ∈ C2 ([0,+∞),H) ∩ C1 ([0,+∞),D(A)) .

Segue daí

U ∈ C3
(
[0,+∞),

[
L2(0, `)

]n) ∩ C2
(
[0,+∞),

[
H1

0 (0, `)
]n)

,

Θ ∈ C2
(
[0,+∞),

[
L2
∗(0, `)

]n) ∩ C1
(
[0,+∞),

[
H1
∗ (0, `)

]n)
,

Q ∈ C2
(
[0,+∞),

[
L2(0, `)

]n) ∩ C1
(
[0,+∞),

[
H1

0 (0, `)
]n) e

(AU +B Ut) ∈ C1
(
[0,+∞),

[
H2(0, `)

]n)
.

Além disso, eles satisfazem as equações (4.2)-(4.4) em
[
H1

0 (0, `)
]n ∩ [H1

∗ (0, `)
]n
, para

todo t > 0 . As condições iniciais (4.5) e as condições de contorno (4.6) são satisfeitas no

sentido forte. Portanto, obtém-se uma solução clássica do problema (4.2)-(4.6).

3. Se U0 ∈ H , então V(t) = eA tU0 e a única mild solução do problema

d

dt
U(t) = AU , U(0) = U0 .

Logo, (U,Θ, Q) é solução fraca do problema (4.2)-(4.6) no sentido que verifica o sistema∫ `

0
ϕ∗RUtdx−

∫ `

0
ϕ∗RU1dx+

∫ t

0

∫ `

0
ϕ∗xAUxdxdτ +

∫ t

0

∫ `

0
ϕ∗NUdxdτ +

∫ `

0
ϕ∗xBUxdx

−
∫ `

0
ϕ∗xB (U0)x dx−

∫ t

0

∫ `

0
ϕ∗xCΘdxdτ = O,∫ `

0
ψ∗DΘdx−

∫ `

0
ψ∗DΘ0dx−

∫ t

0

∫ `

0
ψ∗xSQdx−

∫ t

0

∫ `

0
ψ∗xCUdx+

∫ t

0

∫ `

0
ψ∗xCU0dx = O,∫ `

0
φ∗T Qdx−

∫ `

0
φ∗T Q0dx+

∫ t

0

∫ `

0
φ∗Qdx−

∫ t

0

∫ `

0
φ∗xSΘ dx = O,

para todo ϕ , ψ , φ ∈ D(0, `) e para todo t > 0 .
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4.4 Decaimento Exponencial.

Nesta seção estudamos a estabilidade do semigrupo associado ao problema (4.2)-(4.6). Verifi-

cando as hipóteses do Teorema 1.14, demonstramos que o semigrupo correspondente é exponen-

cialmente estável.

Lembremos que

H =
[
H1

0 (0, `)
]n × [L2(0, `)

]n × [L2
∗(0, `)

]n × [L2(0, `)
]n
,(

Ũ ,U
)
H

=

∫ `

0
U∗xAŨxdx+

∫ `

0
U∗NŨ dx+

∫ `

0
V ∗RṼ dx+

∫ `

0
Θ∗DΘ̃ dx+

∫ `

0
Q∗T Q̃ dx .

AU :=


V

R−1AUxx −R−1N U +R−1B Vxx −R−1CΘx

−D−1S Qx −D−1C Vx

−T −1Q− T −1SΘx

 .

D(A) =
{
U = (U, V,Θ, Q) ∈ H : (AU +B V ) ∈

[
H2(0, `)

]n
, V ∈

[
H1

0 (0, `)
]n
,

Θ ∈
[
H1
∗ (0, `)

]n e Q ∈
[
H1

0 (0, `)
]n}

.

Agora apresentamos o teorema principal da seção.

Teorema 4.3 (Estabilidade Exponencial). O C0− semigrupo
(
eA t
)
t≥0

é exponencialmente es-

tável.

Demonstração. A demonstração é baseada em verificar as hipóteses do Teorema 1.14.

Primeiro demonstramos que o semigrupo é fortemente estável. Isto é,

iR ⊂ ρ(A) . (4.25)

De fato, procedendo por contradição, suponhamos que iR * ρ(A) .

Pelo Lema 3.1, existem um λ0 > 0 e sequências (Um = (Um, Vm,Θm, Qm))m≥1 ⊂ D(A) e

(λm)m≥1 ⊂ R+ tais que

i λm ∈ ρ(A) , ∀m ≥ 1 e λm −→ λ0 , (4.26)

‖Um‖H = 1 , ∀m ≥ 1 , (4.27)

(i λm −A)Um −→ O em (H, ‖·‖H) . (4.28)
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Denotemos por Fm := (i λm −A)Um , onde Fm =
(
Ũm, Ṽm, Θ̃m, Q̃m

)
, para todo m ≥ 1 .

Provaremos que Um −→ O em (H, ‖·‖H) , a qual contradiz a hipótese (4.27).

De fato, reescrevendo a relação (4.28) obtém-se

i λmUm − Vm = Ũm , (4.29)

i λmRVm −A (Um)xx +N Um −B (Vm)xx + C (Θm)x = R Ṽm , (4.30)

i λmDΘm + S (Qm)x + C (Vm)x = D Θ̃m , (4.31)

i λmT Qm +Qm + S (Θm)x = T Q̃m . (4.32)

onde, ∫ `

0

(
Ũm

)∗
x
A
(
Ũm

)
x
dx+

∫ `

0
Ũ∗mN Ũmdx −→ 0 , quando m −→ +∞ , (4.33)∫ `

0
Ṽ ∗mR Ṽmdx −→ 0 , quando m −→ +∞ , (4.34)∫ `

0
Θ̃∗mD Θ̃mdx −→ 0 , quando m −→ +∞ , (4.35)∫ `

0
Q̃∗mT Q̃mdx −→ 0 , quando m −→ +∞ . (4.36)

Primeiro passo. Mostraremos que lim
m−→+∞

(∫ `

0
V ∗mRVmdx+

∫ `

0
Q∗mT Qmdx

)
= 0 .

De fato, tomando produto interno com Um na relação (4.28) tem-se

i λm ‖Um‖2H − (AUm,Um)H = (Fm,Um)H e (Fm,Um)H −→ 0 , quando m −→ +∞ .

Então da propriedade dissipativa (4.10) e a relação anterior segue que∫ `

0
(Vm)∗xB (Vm)x dx+

∫ `

0
Q∗mQmdx = −Re (AUm,Um)H

= Re (Fm,Um)H −→ 0 , quando m −→ +∞ .

(4.37)

Logo, usando a desigualdade de Poincaré, a equivalência de normas e a relação (4.37) obtém-se(∫ `

0
V ∗mRVmdx+

∫ `

0
Q∗mT Qmdx

)
≤ C

(∫ `

0
(Vm)∗xB (Vm)x dx+

∫ `

0
Q∗mQmdx

)
= C Re (Fm,Um)H −→ 0 , quando m −→ +∞ .

(4.38)

Segundo passo. Mostraremos que lim
m−→+∞

(∫ `

0
(Um)∗xA (Um)x dx+

∫ `

0
U∗mN Umdx

)
= 0 .

De fato, da relação (4.37) tem-se ‖Vm‖[H1
0 ]

n −→ 0 , quando m −→ +∞ .
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Então usando as relações (4.29), (4.33) e a relação anterior obtém-se

‖Um‖[H1
0 ]

n =
1

|λm|

∥∥∥Vm + Ũm

∥∥∥
[H1

0 ]
n

≤ 1

|λm|
‖Vm‖[H1

0 ]
n +

1

|λm|

∥∥∥Ũm∥∥∥
[H1

0 ]
n −→ 0 , quando m −→ +∞ .

Logo, pela equivalência de normas e a relação anterior tem-se(∫ `

0
(Um)∗xA (Um)x dx+

∫ `

0
U∗mN Umdx

)
≤ C ‖Um‖2[H1

0 ]
n −→ 0 , quando m −→ +∞ .

(4.39)

Terceiro passo. Mostraremos que lim
m−→+∞

∫ `

0
Θ∗mDΘmdx = 0 .

De fato, da relação (4.37) tem-se ‖Qm‖[L2]n −→ 0 , quando m −→ +∞ .

Então usando as relações (4.32), (4.36) e a relação anterior obtém-se

‖(Θm)x‖[L2]n =
∥∥∥S−1T Q̃m − i λmS−1T Qm − S−1Qm

∥∥∥
[L2]n

≤
∥∥∥S−1T Q̃m

∥∥∥
[L2]n

+ |λm|
∥∥S−1T Qm

∥∥
[L2]n

+
∥∥S−1Qm

∥∥
[L2]n

≤ C
∥∥∥Q̃m∥∥∥

[L2]n
+ C |λm| ‖Qm‖[L2]n + C ‖Qm‖[L2]n −→ 0 ,

quando m −→ +∞ .

Logo, pela desigualdade de Poincaré e a relação anterior tem-se∫ `

0
Θ∗mDΘmdx ≤ C ‖(Θm)x‖

2
[L2]n −→ 0 , quando m −→ +∞ . (4.40)

Portanto, as relações (4.38), (4.39) e (4.40) contradizem a relação (4.27).

Assim, a relação (4.25) é satisfeita.

Finalmente, resta demonstrar que o operador resolvente é uniformemente limitado sobre o eixo

imaginário. Isto é, deve-se mostrar que existe uma constante C > 0 tal que

∥∥(i λ I −A)−1
∥∥
L(H)

≤ C , para todo λ ∈ R . (4.41)

Seja F =
(
Ũ , Ṽ , Θ̃, Q̃

)
∈ H =

[
H1

0 (0, `)
]n × [L2(0, `)

]n × [L2
∗(0, `)

]n × [L2(0, `)
]n
.

Dado λ ∈ R tal que |λ| > 1 .

Denotemos por U := (i λ I −A)−1F , onde U = (U, V,Θ, Q) ∈ D(A) .

Deve-se mostrar que existe uma constante C > 0 , que não depende de U , F e λ , tal que

‖U‖H ≤ C ‖F‖H .
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Reescrevendo a equação espectral (i λ I −A)U = F obtém-se

i λU − V = Ũ , (4.42)

i λRV −AUxx +N U −B Vxx + CΘx = R Ṽ , (4.43)

i λDΘ + S Qx + C Vx = D Θ̃ , (4.44)

i λ T Q+Q+ SΘx = T Q̃ . (4.45)

Desde que

‖U‖2H =

∫ `

0
U∗xAUxdx+

∫ `

0
U∗N U dx+

∫ `

0
V ∗RV dx+

∫ `

0
Θ∗DΘ dx+

∫ `

0
Q∗T Qdx ,

então basta limitar cada somando.

Primeiro passo. Limitação do termo
∫ `

0
V ∗RV dx+

∫ `

0
Q∗T Qdx .

Notemos que

(F ,U)H = ((i λ I −A)U ,U)H = i λ ‖U‖2H − (AU ,U)H .

Então da propriedade dissipativa (4.10) e a relação anterior segue que∫ `

0
V ∗xB Vxdx+

∫ `

0
Q∗Qdx = −Re (AU ,U)H

= Re (F ,U)H

≤ ‖U‖H ‖F‖H , (4.46)

Logo, usando a desigualdade de Poincaré, a equivalência de normas e a relação (4.46) tem-se∫ `

0
V ∗RV dx+

∫ `

0
Q∗T Qdx ≤ C

(∫ `

0
V ∗xB Vxdx+

∫ `

0
Q∗Qdx

)
≤ C ‖U‖H ‖F‖H , (4.47)

onde a constante C > 0 não depende de U , F e λ .

Segundo passo. Limitação do termo
∫ `

0
U∗xAUxdx+

∫ `

0
U∗N U dx .

Da relação (4.46) tem-se

‖V ‖2[H1
0 ]

n ≤ C ‖U‖H ‖F‖H ,

onde a constante C > 0 não depende de U , F e λ .

Então usando a relação (4.42) e relação anterior obtém-se

‖U‖2[H1
0 ]

n =
1

|λ|2
∥∥∥V + Ũ

∥∥∥2

[H1
0 ]

n ≤ 2 ‖V ‖2[H1
0 ]

n + 2
∥∥∥Ũ∥∥∥2

[H1
0 ]

n

≤ C ‖U‖H ‖F‖H + C ‖F‖H ,
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onde a constante C > 0 não depende de U , F e λ .

Logo, pela equivalência de normas e a relação anterior tem-se∫ `

0
U∗xAUxdx+

∫ `

0
U∗N U dx ≤ C ‖U‖2[H1

0 ]
n

≤ C ‖U‖H ‖F‖H + C ‖F‖H , (4.48)

onde a constante C > 0 não depende de U , F e λ .

Terceiro passo. Limitação do termo
∫ `

0
Θ∗DΘ dx .

Da relação (4.45) obtém-se

1

λ
Θx =

1

λ
S−1T Q̃− 1

λ
S−1Q− i S−1T Q .

Então da relação (4.46) segue que

1

|λ|2
‖Θx‖2[L2]n =

∥∥∥∥ 1

λ
S−1T Q̃− 1

λ
S−1Q− i S−1T Q

∥∥∥∥2

[L2]n

≤
(∥∥∥S−1T Q̃

∥∥∥
[L2]n

+
∥∥S−1Q

∥∥
[L2]n

+
∥∥S−1T Q

∥∥
[L2]n

)2

≤ C
∥∥∥S−1T Q̃

∥∥∥2

[L2]n
+ C

∥∥S−1Q
∥∥2

[L2]n
+ C

∥∥S−1T Q
∥∥2

[L2]n

≤ C
∥∥∥Q̃∥∥∥2

[L2]n
+ C ‖Q‖2[L2]n

≤ C ‖U‖H ‖F‖H + C ‖F‖2H , (4.49)

onde a constante C > 0 não depende de U , F e λ .

Por outro lado, multiplicando por Θ∗ à relação (4.44) tem-se

i λ

∫ `

0
Θ∗DΘ dx+

∫ `

0
Θ∗S Qxdx+

∫ `

0
Θ∗C Vxdx =

∫ `

0
Θ∗D Θ̃ dx ,

ou seja,

i λ

∫ `

0
Θ∗DΘ dx =

∫ `

0
Θ∗D Θ̃ dx+

∫ `

0
Θ∗xS Qdx−

∫ `

0
Θ∗C Vxdx .

Então,∫ `

0
Θ∗DΘ dx ≤ 1

|λ|

∣∣∣∣∫ `

0
Θ∗D Θ̃ dx

∣∣∣∣+
1

|λ|

∣∣∣∣∫ `

0
Θ∗xS Qdx

∣∣∣∣+
1

|λ|

∣∣∣∣∫ `

0
Θ∗C Vxdx

∣∣∣∣
≤ C ‖Θ‖[L2]n

∥∥∥Θ̃
∥∥∥

[L2]n
+ C

(
1

|λ|
‖Θx‖[L2]n

)
‖Q‖[L2]n + C ‖Θ‖[L2]n ‖Vx‖[L2]n

≤ C ‖U‖H ‖F‖H +
1

|λ|2
‖Θx‖2[L2]n + C ‖Q‖2[L2]n + C ‖U‖H ‖Vx‖[L2]n

≤ C ‖U‖H ‖F‖H +
1

|λ|2
‖Θx‖2[L2]n + C ‖F‖2H +

1

2
‖U‖2H + C ‖Vx‖2[L2]n .

(4.50)
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Logo, usando as relações (4.46) e (4.49) na relação (4.50) obtém-se∫ `

0
Θ∗DΘ dx ≤ 1

2
‖U‖2H + C ‖U‖H ‖F‖H + C ‖F‖2H , (4.51)

onde a constante C > 0 não depende de U , F e λ .

Finalmente, somando as relações (4.46), (4.47) e (4.51) tem-se

‖U‖2H ≤ C ‖U‖H ‖F‖H + C ‖F‖2H ,

onde a constante C > 0 não depende de U , F e λ .

Portanto, existe uma constante C1 > 0 tal que

∥∥(i λ I −A)−1
∥∥
L(H)

≤ C1 , ∀ |λ| > 1 .

Além disso, pela continuidade do operador resolvente, existe uma constante C2 > 0 tal que

∥∥(i λ I −A)−1
∥∥
L(H)

≤ C2 , ∀ |λ| ≤ 1 .

Assim, a relação (4.41) é satisfeita.



Contribuições e trabalhos futuros.

No primeiro capítulo, faz-se um breve resumo dos principais conceitos e resultados utilizados nos

capítulos seguintes. No segundo capítulo, pesquisa-se o sistema unidimensional modelando uma

mistura de n sólidos viscoelásticos com memória e mostramos a boa-colocação estabelecendo a

existência e unicidade de soluções. No terceiro capítulo, fazem-se as seguintes contribuições:

1. Quando a dissipação é total, demonstra-se que o semigrupo correspondente é exponencial-

mente estável.

2. Quando a dissipação é parcial, introduzimos o conceito de matriz controlável e provamos

que o semigrupo correspondente é fortemente estável se, e somente se, a matriz B1/2 é

controlável com respeito a C . O resultado principal da tese é que, o semigrupo correspon-

dente é exponencialmente estável se, e somente se, o semigrupo é fortemente estável. Em

particular, este resultado implica a falta de estabilidade polinomial do semigrupo.

No entanto, se trocamos a condição da memória g ter decaimento exponencial pela condição de

ter decaimento polinomial, espera-se caracterizar a estabilidade polinomial do semigrupo corres-

pondente. Além disso, para condições de contorno mistas, espera-se obter resultados melhores ou

pelo menos semelhantes ao feito na tese.

No quarto capítulo, pesquisa-se o sistema unidimensional modelando uma mistura de n sólidos

termoviscoelásticos com n temperaturas diferentes, para condições de Dirichlet nas extremidades

do fluxo Q . A viscoelasticidade é de tipo Kelvin-Voigt e o efeito térmico é governado pela lei de

Cattaneo. No caso em que todas as matrizes têm posto n , exceto a matriz N , demonstramos a

boa-colocação estabelecendo a existência e unicidade de soluções e a estabilidade exponencial do

semigrupo correspondente. No entanto, se considerar dissipação parcial ou considerar as matrizes

de acoplamento com posto menor que n , espera-se obter resultados semelhantes ao feito na tese.
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