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Resumo

Construimos uma familia de fluxos indexados por parametros em T? contendo uma
singularidade do tipo lorenz. Para cada elemento dessa familia fizemos uma classificacao
topologica e a prova da existéncia de uma folheacdo estével invariante. Usamos esses
resultados para provar existéncia de um atrator com estrutura singular hiperbdlica para
toda essa familia de fluxos e classificar completamente os parametros de bifurcagoes p
e o tipo de atrator associado. Concluimos a existéncia de um conjunto com interior nao
vazio V C T?, para o qual o maximal invariante A, contém um atrator de Lorenz e uma

ferradura de Smale.






Abstract

We construct a family of flows indexed by parameters in T? which contains a
Lorenz-like singularity. For each of them, we provide a topological equivalence caracteri-
zation and a proof of the existence of invariant stable foliation. We use these results to
deduce the existence of a singular-hyperbolic atractor for each member of this family of
flows and to classify all the bifurcation parameters p and the associated attractor. We
concluded the existence of a set ¥V C T? with non empty interior such that the maximal

invariant set A, cointains a Lorenz attractor and a Smale horseshoe for each p € V.
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1 Introducao

Andronov and Pontrjagin, [2], introduziram o ponto de vista qualitativo na teoria
das pertubagoes de equacoes diferenciais ordinarias. Sua ideia era caracterizar os campos
de vetores no disco, apontando para o interior ao longo do bordo, possuindo a propriedade
que perturbagdes pequenas no espaco de fase permaneciam topologicamente iguais. A no-
¢ao de “topologicamente a mesma“ requeria a existéncia de um homeomorfismo do disco
preservando oOrbitas. Esta propriedade atualmente é denominada estabilidade estrutural
e ¢ uma das ideias centrais na teoria dos sistemas dinamicos. Foi desenvolvida essenci-
almente para campos de vetores em variedades compactas e sem bordo. J& nos anos 50
pesquisadores voltaram sua atencao aos fluxos em superficies fechadas, onde o resultado
principal foi o teorema de Peixoto [19] caracterizando e provando a genericidade da es-
tabilidade estrutural dos campos de vetores em superficies fechadas. Em 1967 Smale, in
[20] colocou os alicerces da teoria n-dimensional da estabilidade. O ponto fundamental foi
a percepcao da relacao profunda da estabilidade estrutural de um sistema dindmico em
varidades compactas sem bordo com a hiperbolicidade de seu conjunto nao errante. Neste
trabalho seminal Smale introduziu o conceito de hiperbolicidade e nos anos subsequentes
a comunidade estave voltada para o entendimento da teoria da hiperbolicidade e sua rela-
¢ao com propriedades robustas ou estaveis. Ja no ano 1970 Palis e Smale provaram que a
hiperbolicidade do conjunto nao errante mais algumas condi¢oes suplementares implica-
vam estabilidade estrutural e conjecturaram que estas condic¢oes suficientes sdo também
necessarias [18]. Nos anos 80 Mané [12] provou que esta conjectura reduzia-se a prova
que estabilidade estrutural implica hiperbolicidade do conjunto nao errante. Finalmente,
a prova desta conjectura na topologia C* para difeomorfismos foi provada por Maiié nos
anos 90 [13], o resultado equivalente para fluxos (também na topologia C!) foi provado

por Hyashi [9].

Num desenvolvimento paralelo, o conhecimento pelos matematicos dos trabalhos
do metereologista Lorenz em [11] levou-os a formular os sistemas chamados cadticos e
iniciar o seu estudo, principalmente o dos atratores cadticos. No estudo da previsao do

tempo, Lorenz chegou a um conjunto de trés equagdes muito simples (polinomiais de
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grau dois) para governar a evolucao do sistema, veja equagao (2.1). Através de estudos
numéricos conjecturou que tal sistema de equacoes deveria conter um atrator estranho
(sensivel com respeito a condigoes iniciais, i. é, trajetérias de pontos arbitrariamente

proximos se afastam com o tempo). A dificuldade em tratar tais sistemas é tanto:

(a) Conceitual: a presenga de um equilibrio acumulado por trajetérias regulares dos sis-
tema implica que tais atratores nao sao hiperbdlicos, e portanto nao foram inseridos
no estabelicimento da teoria hiperbdlica abordada por Smale e seus colaboradores

na década dos 60.

(b) Numérica : as trajetérias, a medida que se aproximam do equilibrio, diminuem a

sua velocidade e portanto acrescentam erros nao limitados nos célculos.

A dificuldade no tratamento destes sistemas levaram Guckenheimer e Williams [7], e
Aframovich, Bikov e Shilnikov [1] a introduzirem o chamado modelo geométrico para tal
comportamento, que apresenta todas as propriedades previstas por Lorenz. Na década de
90, um grande avango no estudo destes sistemas foi alavancado por Morales, Pacifico e
Pujals [17], quando introduziram a nogao de hiperbolicidade singular, que requer alguma
compatibilidade entre a hiperbolicidade do equilibrio e a hiperbolicidade das 6rbitas regu-
lares. Eles provaram que sistemas robustos entre campos de vetores tridimensionais con-
tendo pontos de equilibrio e trajetérias regulares acumulando no ponto de equilibrio ou
sao atratores ou repulsores hiperbdlicos singulares. O exemplo mais destacado de atrator
hiperbdlico singular é o atrator geométrico de Lorenz, o qual, de fato, motivou a defini¢ao
deste conceito. No ano 2000, a solucao da conjectura de Lorenz foi dada por Tucker [21],
que verifica, em particular, que o atrator proveniente das equagoes de Lorenz, se encaixa
perfeitamente na classe hiperbdlica-singular introduzida por Morales, Pacifico e Pujals.
A partir dai, tornou-se natural tentar conhecer quais as propriedades dos sistemas hiper-
bolicos que se estendem para esta nova classe, hoje denominada hiperbolica-singular. Em
dimensao 3 as dificuldades introduzidas pela coexisténcia robusta de pontos de equilibrio
e 6rbitas periddicas estdo praticamente superadas. Atualmente existe uma extensa bibli-
ografia a este respeito, estabelecendo resultados tanto do ponto de vista topoldgico como
da medida. O leitor interessado pode consultar [5] e as referéncias 14 indicadas para mais

sobre este assunto.
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Porém, a analise dos fluxos apresentando pontos de equilibrio acumulados por tra-
jetérias regulares do ponto de vista das bifurcacgoes, que é um outro veio de investigacao
atual e de grande interesse, continua muito incipiente. Mesmo em dimensao 3 ha gran-
des lacunas no que diz respeito ao estudo das bifurcagoes de familias parametrizadas de
fluxos hiperbdlicos singulares que contenham um atrator tipo Lorenz. Nosso objetivo é
comegar a preencher esta lacuna, descrevendo a evolucao da dinamica de uma familia a
dois parametros de fluxos F,, em R?® com p variando no toro bidimensional T?, tal que
para algum parametro iy, o0 conjunto recorrente por cadeias de be , contém um atrator do
tipo Lorenz. Para isso, construimos um fluxo X} em R? possuindo uma segdo transversal
global ¥ homeomorfa a um cilindro, apresentando duas singularidades do tipo Lorenz
e que satisfaz a uma série de hipdteses que denotaremos Hipdteses H. A familia F, é
obtida da seguinte maneira: Interpretando o pardmetro p € T? como um par de angulos,
perturbamos X§ de forma a obter, para cada y, um fluxo X tal que ¥ ainda ¢ uma segao
transversal para XfL e cuja imagem da aplicagao de primeiro retorno P, definida em X
associada a X; coincide com uma rotacao da imagem da aplicacao de primeiro retorno

’P() de XS

O estudo da evolucao da dinamica da familia é feito através do entendimento da
evolugdo da dindmica da familia de transformagoes de primeiro retorno P,, com p € T2
Segue da construgao que para cada parametro pu, a aplicacao de primeiro retorno possui
uma folheacao contratora invariante, com duas folhas singulares. Como veremos, tal como
no caso do fluxo geométrico de Lorenz classico, estas folhas singulares estao contidas na
variedade estavel da singularidade do fluxo XZ. A prova deste deste fato é o primeiro

resultado que provaremos:

Teorema A. Eriste aberto U na topologia C' contendo Xy, tal que todo Y € U admite

uma folheagcdo contratora Fy na se¢io transversal 3.

O teorema acima reduz o estudo das bifurcacoes dos fluxos em F, para o estudo
das bifurcagoes da familia de transformagoes unidimensionais definidas pela projecao ao
longo das folhas das aplicagoes de primeiro retorno associadas a F,. A dindmica do atrator
pode ser completamente descrita por um sistema de Bernoulli que se relaciona com a

aplicagao unidimensional através de suas orbitas. Uma das chaves para o entendimento das
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bifurcacoes desta familia de fluxos é a andlise dos itinerarios associados as singularidades
da aplicacao unidimensional. Lembramos que os itinerarios sao sequéncias de simbolos
induzidas por cada uma das aplicagoes f,. Veremos que nosso sistema ¢ determinado
por duas dessas sequéncias que vem a ser os itinerarios das singularidades. Tal como
ja é conhecido para a classe dos atratores geométricos de Lorenz, provaremos que uma
condi¢ao necesséria e suficiente para que dois fluxos X; e Xy em F), sejam topologicamente
equivalentes em seus conjuntos maximais invariantes Ax, ¢ que seus itinerarios sejam os

mesmos. Denotando por Ay ao conjunto de todos os campos que satisfazem as Hipdteses

‘H, o resultado é descrito no teorema:

Teorema B. Eriste uma funcio ¥ : X, — T? satisfazendo a sequinte propriedade:
V(X)) = U(X,) se, e somente se, Xt : Ax, = Ax, e Xb 1 Ax, — Ax, sdo topologi-

camente conjugados por um homeomorfismo proximo da identidade.

Apés a determinagao das classes de equivaléncia dos fluxos em F,, passamos a
analise detalhada de como cada bifurcacao altera a dinamica dos fluxos no conjunto ma-
ximal invariante. Primeiro, provamos que o conjunto maximal invariante associado a cada
fluxo de A¢ é de fato um atrator transitivo por cadeias. Além disso, provamos existéncia
de um conjunto ¥V C T? com interior ndo-vazio cujo interior é divido em duas componen-
tes conexas para o qual o fluxo associado apresenta atratores de Lorenz em suas secoes
transversais, cada um deles aparecendo em regioes distintas e complementares do cilindro.
Tais atratores de Lorenz sao relacionados com as singularidades da aplicagao de primeiro
retorno do fluxo correspondente. Existem ainda outros parametros que induzem fluxos
cujo conjunto maximal invariante pode ser descrito como a uniao de dois atratores de Lo-
renz, virtualmente opostos e unidos pela singularidade, cada um deles denotado por A
e A~ respectivamente. Ao variar os pardmetros em T? de forma a transformar o maximal
invariante de um Lorenz do tipo AT para um Lorenz do tipo A~, a dinAmica que se apre-
senta genericamente é a de um atrator no cilindro que contém todas as singularidades da
aplicacao de primeiro retorno associada e que serd denotado por A™~. O resultado preciso

é enunciado a seguir:
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Teorema C. A, contém um atrator de Lorenz < p € V. Além disso, se f), > A > %,
entdo qualquer fluxo Xﬁ com [ € V¢ possui uma unica classe recorrente por cadeias em

A, como atrator que contém pontos de ambas as separatrizes da singularidade, ou seja,

A= Ab

A fronteira do conjunto V descrito no teorema acima descreve completamente como ocor-
rem as bifurcagoes do sistema e o tipo de dindmica associada: o aparecimento de ferraduras

de Smale.

Por ltimo procederemos com a prova da estrutura singular hiperbélica do atrator.
Em primeiro lugar, usaremos uma caracterizacdo de conjuntos singulares hiperbdlicos
fornecida por Morales, Pacifico e Pujals, mostrando que as 6rbitas peridédicas do sistema
constituem um conjunto denso de érbitas hiperbdlicas e que todo campo arbitrariamente
proximo possui elementos do tipo sela e singularidades do tipo lorenz (ver [5] teorema
5.34). Por fim, usando a robustes da decomposi¢ao dominada devido a Mane, estenderemos

a decompsicdo de maneira continua a singularidade (ver [5] lema 2.29).
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2 Preliminares

2.1 Nocoes gerais

Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao 3 e X : M — T'M um campo
de classe C" (r > 1), o fluxo (X")ier associado a X é uma familia de difeomorfismos de

classe C"t! satisfazendo:

(a) XO=1Id: M — M;
(b) X' = X' o X* para todo t, s € R;

(c) %Xt(Q)’t:to = X (X"(q)).

O conjunto de todos os campos de classe C" sobre uma variedade M munido da topologia
C" seré denotado por X"(M) e o conjunto dos fluxos associados munidos da topologia C”
serd denotado por F"(M).

Dado X' € F"(M), as 6rbitas positiva e negativa de um ponto p € M sdo os conjuntos
Ot (p) = {X'(p)|t > 0} e O (p) = {X"|t < 0}, definimos a érbita de um ponto p € M
como O(p) = O~ (p) U OF(p). O segmento de érbita {X*(p)la < t < b} serd denotado
por X (@ (p). Denotaremos por DX* a derivada de X* com respeito a variavel p € M e
escreveremos D, X' = DX'(p). Um ponto de equilibrio ou singularidade para o fluxo é
um ponto o € M que satisfaz X*(0) = o para todo t € R, ou equivalentemente X (o) = 0.
Os pontos p € M que satisfazem X (p) # 0 sdo chamados regulares. Uma érbita periddica,
de X! é uma 6rbita O(p) satisfazendo X7 (p) = p para algum T > 0, os pontos periddicos
de um fluxo serdao denotados por Per(X).

Um subconjunto A € M é chamado invariante para X* se X*(A) = A Vt € R, para todo

conjunto compacto e invariante A, definimos o conjunto estavel e instavel de A por
W5 (A) = {q € M|O"(q) se acumula em A}

W(A) ={q € M |0 (q) se acumula em A}
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2.1.1 Atratores

Ao estudar o comportamento assintético das érbitas de um sistema, faz se ne-
cessario o conceito de indecomponibilidade, dentre os quais podemos citar a transitividade.
Nesse capitulo nos concentraremos na noc¢ao mais geral de sistemas indecomponiveis: os

sistemas transitivos por cadeia.

Dado um fluxo X' : M — M, uma e-cadeia de tamanho T ligando = a y é uma
sequéncia {xg,z1,...,2, = y;t1,...t,} com t; > 1 para todo 1 < i < n satisfazendo
d( X" (z;_1),2;) <eeXt;=T. Dizemos que a e-cadeia é periddica se xg = x,,

O conjunto recorrente por cadeias de X! é o conjunto de todos os pontos € M tais que
para todo € > 0 e T, existe uma ¢ > 0-cadeia periddica de tamanho T ligando = a z,
nesse caso denotamos x ~ x e escreveremos R(X") = {x € M |z ~ z}.

Note que ~ é uma relacao de equivaléncia, logo ~ divide R(X") em classes de equivaléncia,
que denotaremos C(x). Dizemos que A é transitivo por cadeias se A = C(x) para algum

T €A

Defini¢ao 2.1.1. A € chamado atrator para o fluro X' se existe aberto U contendo A
satisfazendo X*(U) C U para todot >0 e A = N X' U) e se A é uma classe recorrente

>0
por cadeias. Caso A seja transitivo dizemos que A é um atrator transitivo.

No caso de A possuir mais de uma classe recorrente por cadeias, podemos nos

perguntar se A pode ser escrito como unido finita de atratores A = |J A; onde cada
1<i<n

A =1 N fM(U;)|. Casocada N f"(U;) seja transitivo entao a resposta é sim, no contrario
neN neN

repetimos a pergunta para cada A; e assim sucessivamente. Para sistemas com infinitas

classes recorrentes por cadeias, o processo acima nunca terminara, isso motiva a definicao

de quase atrator.

Definigao 2.1.2. Um conjunto compacto e invariante A é um quase atrator para o fluxo
Xt : M — M se é uma classe recorrente por cadeias e se existe sequéncia encaizada de

vizinhangas abertas U, de A satisfazendo:

e X'(U,) C U, para todo t > 0.
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Todo atrator é um quase atrator. Embora nem todo o sistema possua um atrator,
a existéncia de um quase-atrator pode ser demonstrada usando a existéncia das chamadas

fungoes de Lyapunov.

Definic¢ao 2.1.3. Uma fungao continua ¢ : M — [0,1] é chamada uma fungao de Lyapu-

nov para o fluro X' se as sequintes condigoes sdio satisfeitas:

e o X'(x) < ¢(x) para todo x € M e para todo t > 0.
e po X' (x) < @(x) se, e somente se, v ¢ R(X").

Teorema 2.1.4. (Conley) Seja X' : M — M, entao X' admite uma fungio de Lyapunov.

A existéncia de um quase atrator A é obtida como pré-imagem do valor minimo global da
fungao de Lyapunov. Se R(X")/ ~ é composto por apenas finitas classes recorrentes por
cadeia distintas, entdo A é um atrator, caso contrario A é acumulado por uma infinidade

de conjuntos atratores e portanto é um quase atrator.

2.2 Teoria hiperbdlica e singular hiperbdlica

A teoria dos sistemas dinamicos uniformemente hiperbodlicos foi desenvolvida no
inicio dos anos 60 pelo matematico Stephen Smale com a introducao da conhecida “Ferra-
dura de Smale". Este objeto nasce da interpretacao geométrica das equagoes de Cartwright-
Littlewood e Levinson, que forneciam exemplos de sistemas com nimero infinito de 6rbitas
periddicas. Antes os tnicos conjuntos hiperbdlicos conhecidos eram pontos fixos ou sis-
temas Morse-Smale. Para isso, introduziremos as seguintes notacoes: Dizemos que uma
decomposicio T\M = E} @ EX @ E} é invariante, se DX'(E}) = E(,y ¢ i € {s,u, X}.
Denote por m(T) = mf1||T(v)|| onde T é um operador linear sobre espago de Banach,

lloll=

observe que m(T) = ||T!|7*.
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Definicao 2.2.1. Um conjunto compacto invariante A € dito uniformemente hiperbolico

para o fluro X se:
(I) Existe uma decomposi¢io continua e invariante do fibrado tangente de A, ou seja,
ThAM = E} @ EX © E} com DX'(E}) = Exu(,y ei € {s,u, X}.
(II) Existem constantes A > 1 e K > 0 satisfazendo:

(a) ||[DXgs|| < K~'e ™ para t > 0; (Ei é (K, \)-contratora).

(b) m(DX"|gu) > Ke* para todo t > 0 (E* é (K, \)-expanssora).

Seja A um conjuto invariante para o fluxo X*, para p € A os conjuntos estaveis e

instaveis sao definidos por

W) = {geM :dist(X'(¢q), X"(p)) — 0}

t—4o00
W) = {geM :dist(X"(q), X'(p)) ,——_0}

respectivamente. Segue do teorema da variedade estavel [?], que se A é hiperbdlico entao
W (p) e Wx"(p) sdo variedades imersas de classe C" tangentes a £ e Y respectivamente.
Se O = Ox(p) C A, os conjuntos W5 (0) = thWSS(Xt(p)) e W¥(0) = tLGJRW““(Xt(p))
sdo variedades invariantes de classe C" tangentes a £° @ E¥X e E* @ EX. Quando nio

houver confusdo escreveremos W (p) = W5 (O) e Wi (p) = W(O).

Uma maneira util de estudar a hiberbolicidade de conjuntos é através dos campos
de cones. Seja f : M — M difeomorfismo de classe C' e A C M conjunto compacto
invariante. Para cada z € A consideramos uma decomposi¢ao T,M = F"(z) & F*(x)
(ndo necessariamente invariante). Os cones estaveis e instaveis de tamanho ~y sobre A sdo

definidos por

Ci(x) = {(v1,v2) € F*(2) ® F*(x) = [[va]] < yl|vall}

Ci(x) = {(v1,v2) € F*(2) ® F*(x) = [[va]| < yllva ][}
Dizemos que o campo de cones C? ¢ estritamente invariante por df ~' se D f~(C3(f(x))) C
Cs,(z), onde a < 1. Analogamente, C é estritamente invariante por D f se D f(C}(z)) C

Cs,(f(x)), onde a < 1. Observe que as inclusoes anteriores podem ser escritas como

Df~HCs(f(x))) C Ci(x) e Df(C¥(x)) C C5(f(x)). Podemos caracterizar os conjuntos

hiperbodlicos em termos de cones através do seguinte teorema:
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Teorema 2.2.2. Seja f : M — M um difeomorfismo de classe C* e seja A C M um
conjunto compacto invariante. Entao A € um conjunto hiperbolico para [ se, e somente
se, existem uma decomposi¢io T,M = F"(x)® F*(x) em A e um produto interno (-,-) em

T.M, e ainda, constantes u,~y € (0,1) tais que para todo x € A:

(a) Df;Cy C C*(f(x)) e Df'Cy C C(f~H(x).
(b) Nldfovl] = p=H[vl| para v € CY(x).

(¢) \ldfs ol = p=H[vl| para v € C5(x).

Na tentativa de construir uma teoria hiperbodlica equivalente a de difeomorfismo
para fluxos, somos confrontados com seguinte dificuldade: a existéncia de singularidades.
Embora pontos fixos hiperbdlicos sejam elementos cotidianos na teoria uniformemente
hiperbdlica para difeomorfismos, sua existéncia ¢ um impedimento para hiperbolicidade
uniforme de fluxos. A existéncia de uma decomposi¢ao continua de ThA M em subfibrados
EY implica que todo conjunto hiperbdlico A nio trivial (que nido seja composto apenas
por pontos fixos) para um fluxo X* é livre de singularidades, ou seja, se A ¢ hiperbélico
e conexo, 0 € A e X(o) = 0 entdo A = {o}. Relaxando algumas das hipéteses da
definicdo anterior, é possivel pensar em alguma nocao mais fraca de hiperbolicidade: a
decomposicao dominada. Através dela podemos nos perguntar que categorias de fluxos
com singularidades podem se encaixar nessa nogao. Em [15] foi introduzida uma classe
de fluxos em dimensao 3 contendo singularidades pelos matematicos Morales, Pacifico e

Pujals os chamados: fluxos singulares hiperbdlicos.

Definicao 2.2.3. Seja M uma variedade diferenciavel de dimensao 3. Um conjunto com-
pacto invariante A C M para o fluzo Xt € dito singular hiperbdlico se existe uma de-
composigio continua T\M = E} @ Ef e invariante DX*(E.) = Ek.(, e i € {s,c}, com

constantes A, K > 0 satisfazendo:

a) ES (K, \)-domina ES, isto €, para todo x € A et > 0 vale
A A

1DX" ()| gl| < Ke™m(||DX" ()] 1);

g

(b) E3 é (K, \) contratora.
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(¢) Ef expande volume, ou seja, |det(DX" > KeM para todo x € A et > 0.

Fe)

Podemos a partir de agora tentar descrever propriedades e comportamentos assin-

toticos do sistema fazendo hipdteses sobre as singularidades. A primeira delas é:

Definigao 2.2.4. A singularidade o é do tipo Lorenz se os autovalores \; de DX'(o) sdo

reais e satisfazem Ao < A3 < 0 < —A3 < A1 < —\o.

Definigao 2.2.5. Seja o singularidade do fluzo X' e \; os autovalores de DX'(c). Di-
zemos que o satisfaz a condi¢io de nao ressonancia, se para todo N > 2 e qualquer

3
escolha de nimeros inteiros nao negativos my, me, ms satisfazendo 2 < Y m; < N wale
Jj=1

3
Z m]’)\j 7é )\1
7j=1

Embora técnica, a definicdo anterior é necessaria para que a conjugacao que lineariza o

fluxo de classe seja de classe C?, isto serd visto com mais detalhes no préximo capitulo.

2.3 O atrator de Lorenz

Por fim, vamos apresentar o exemplo mais conhecido de atrator singular hiperbé-
lico: o atrator geométrico de Lorenz. Este é um modelo simplificado para o sistema de

equagoes diferenciais

T = aly—x), a = 10,
y = re—y—xz, r =28,

Z = xy— bz, b=28/3,

introduzido independentemente pelos matematicos Afraimovich [1], Guckenheimer e Wil-
liams [7]. Estes modelos sao fluxos em 3 dimensoes para os quais podemos provar rigoro-
samente a existéncia de atratores cadticos que contém algum ponto de equilibrio para o

fluxo, o qual é um ponto de acumulacao para as solugoes regulares.
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wln)

Figura 1 — Atrator de Lorenz

Para construir um modelo para as equagoes de Lorenz em (2.1), consideramos o

campo F : R? — R? definido por:

F(e,y,2) = (100 = 2), 280 —y — 2,2y~ 52).

O ponto p = (0,0,0) é fixo para F', e mais, como

—-10 10 O
y = -3
segue que
—-10 10 O
dF(0,0,0)=1] 28 —1 0
0o o -3

Observando que os autovalores de dF'(0,0,0) sdo A\ &~ 11.83, Ao & —22.83 e A3 =
—%, pelo teorema de Hartman-Grobman, F' é topologicamente conjugado a dF(0,0,0)
numa vizinhanga da origem. Logo podemos considerar o sistema (£, 7, 2) = (A1, Aoy, A32)
e tomar esse campo de vetores definido em [—1, 1]3.

Para o campo de vetores acima, o fluxo linear é dado por

¢ _ it Aot Ast
Y*(zo, yo, 20) = (Ioe Y yoe™?, zoe™? )
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Considere os conjuntos

S=A{(x,y, 1) |2 < 5.1yl < 3}

Y ={(x,y,1) eX: 2z <0}

Yt ={(z,y,1) e ¥ :2 >0}

Y*=3"UXt=%\T onde I'={(z,y,1) € X:2 =0}

Note que ¥ é uma secgao transversal ao fluxo e toda dérbita que cruza ¥, segue na direcao
negativa do eixo z. Considere também

> = {(z,y,2) : |z| = 1} = Y UX” onde &* = {(z,4,2) : © = +1}. Para cada
(20,90, 1) € X*, 0 tempo t gasto para que X*(zq,10,1) € & é dado por:

1
log |zo| (2.1)

t(l’o) = _/\71

e depende somente de xy € X*.

Dessa forma, usando (2.1) obtemos

A2 (—%bg\ﬂ?o\)
Yo€ !

Y Y

_ 1 T
Yt(xo)(x07 yo’ 1) _ (I()e)\l( Py log| O|>

1
6)\3 (—H log 330)>

L A A3
log |zo|~ log |zo R log |zo A
(xO » Yo€ ol € [zol

Zo _ 22 _23
= w7y0|170| IR

_22 _23
= (sontao), ool M ol H)

A A ~
Defina o = —)\—3 e = —)\—2 e considere a aplicagao L : ¥ — X definida por
1 1

L(z,y,1) = (sgn(x), ylz|”, |2]*) | (2:2)

onde sgn(x) é a funcio sinal de z. L(X*) tem a forma de um tridngulo sem os vértices
(£1,0,0) (que possuem o formato de ctspide). Observe também que a desigualdade 0 <
); < —A3 < A1 < —Ay é equivalente a 0 < a < 1 < . Logo a segunda coordenada
da imagem de L é comprimida por um fator |z|® < 1, portanto L(%*) é uniformemente
comprimida na dire¢ao de y. Outra observacao importante, ¢ que fixado zy no intervalo
{—1, 0) U <0, ﬂ 0 segmento xy X {—;, ;} x 1 C X" é levado em outro segmento horizontal

2
em L(X"), a situagao é ilustrada na figura a seguir.
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Figura 2 — Comportamento perto da origem

Para imitar as voltas aleatérias de uma érbita regular em torno da origem e obter
a forma de uma borboleta para nosso fluxo, como no caso do fluxo original de Lorenz,
procederemos da seguinte maneira: os conjuntos L(X*) devem retornar a seccio ¥ através
de um fluxo descrito pela composicao de uma rotagao Ry, uma expansao F.y e uma

translacao T..

O eixo da rotagao de Ry é paralelo ao eixo y, logo a rotagdao tem a forma:

cos(#) 0 =£sin(6)
R0 = 0 1 0
+sin(f) 0 cos(f)

3
Como o angulo entre L(X*) é de g rad, segue que

0 0 =1
Ri=]1 0 1 0
+1 0 O

A expansao ocorre somente na direcao do eixo x e a matriz dessa transformacao é dada

por
6 0 0

E.0)=1010
00 1
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Queremos que a imagem de L(Zi) pela composicao Ry o E1y o T, esteja contida dentro
do quadrado ¥ de forma que essa imagem ocupe mais da metade do quadrado.

Como L(Ei) ¢ um triangulo, a imagem desse conjunto por Ry o F.yo T} continua sendo
um triangulo, logo basta pedir que a distancia do vértice até a base do tridngulo seja

1
maior do que 3 e menor do que 1. Como a imagem do triangulo pela rotacao R é da

1\ 71\
forma (|z|%, y|z|?, sgn(z)), segue que a base do tridngulo é da forma (1,y (2) ) (2> )

1 «
e o vértice oposto a base é (1,0,0). Assim a distancia entre o vértice e a base é <2> e

portanto apds a expansao devemos ter:

() o)
Por fim, a translacio Ty ¢ escolhida de forma que as imagens L(3t) e L(X7) sejam
disjuntas e que a direcdo instével comecando na origem seja mandada na fronteira de X.
A composicao T o Fy o Ry descreve um campo vetorial na regiao fora de [—1,1]3. Para
finalizar, definimos o fluxo X' da seguinte maneira: a 6rbita de um ponto (xg,yo,1) em
Y pelo X' é a érbita do mesmo ponto pelo fluxo Y, até t(zg) = —/\%log |zo|, depois a
trajetoria desse ponto segue pelo fluxo definido pela composicao Ty o E4 o Ry até chegar

em X e assim por diante. A construcao do fluxo X! é descrita na ilustracao abaixo

Figura 3 — Comportamento perto da origem

As propriedades anteriores nos permitem concluir que a aplicacao de Poincaré F' associada
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ao fluxo é da forma

F(z,y) = (f(2), g(z,y)), (2.3)
onde f:I\{0} = 1Te f:I\{0}x1I— Isdo dados por:

—0x~ + b() , T > 0
fx) = (2.4)
(—x)*+b ,z <0.

O
ooy =] 20 (2.5)
y(—2)? Lz <0.

Com base nas equagoes (2.3), (2.4) e (2.5), a expressao para a diferencial de F'

derivadas quando x > 0 é dada por:

dF (z,y) = x>0 (2.6)
Byatl

Propriedades das funcoes g e f

Observe que o mapa G é suave por partes, e mais, as equagoes (2.6) nos permite

deduzir as seguinte propriedades

B 118 1
a) ’ayg(x,y)‘zlwlﬁé’2‘ <§<A.

0 1\ ) 1
b) | gtwu)| < Blullel’ <5 (5) < oo, (pois f—1> 0 fo] < 3)

Ox 2 2
O item a) implica que F' é uniformemente contratora nas folhas 7, ou seja, exite uma
constante C' > 0 tal que se y € F® e x,y € v, entao dist(F"(z) — F"(y)) < A".C.dist(z, y).

Agora, vamos esbocar algumas propriedades da funcao f, lembremos que 6 foi

escolhido de forma a termos 0 - a - 217% > 1.
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z
I

Figura 4 - F(X*)

EREFERLEEY 2NE82

fix) X

Figura 5 — Projecao em I



29

3 Fluxo singular a dois parametros

Nesse capitulo, iniciaremos a descricao geométrica de um fluxo indexado a dois
parametros que possui uma singularidade do tipo Lorenz e é transversal a um cilindro.
Apos essa descricao, provaremos que esse fluxo possui uma folheagao estavel invariante
de classe C*, utilizaremos a existéncia dessa folheacao para quocientar as folhas estdveis
da aplicacao de Poincaré através das holonomias a fim de transforma-la em um produto
cruzado. Isso permitird realizar um estudo topoldgico do nosso sistema, que serd o tema

do proximo capitulo.

3.1 Construcao

Seja ¥ um cilindro em R3 de comprimento finito cujo eixo coincide com o eixo
coordenado x e de forma que seja dividido pelo plano yz em duas porgoes de comprimen-
tos iguais (ver figura 3.1). Note que ¥ pode ser pensado como R/~ x [—1,1] através do
difeomorfismo R/~ x [—1,1] — ¥ dado por ®(¢,z) = (x,e*). Consideraremos a exis-
téncia de um campo de vetores Xy € X'(R?) cujo fluxo associado X satisfaz as seguintes

propriedades que denotaremos por Hipéteses H.

(H1) Existe um conjunto aberto e limitado U C R® contendo X e que satisfaz X!(U) C U
para todo t > 0.

(H2) X{ é transversal a 3.

(H3) Para qualquer base {vy,v,} de T,% orientada positivamente, a base {vy, v, Xo(p)}

sera orientada negativamente.

(H4) X, possui apenas uma singularidade em U que estd situada no ponto (0,0,0) e
que sera denotada por o, esta singularidade sera do tipo Lorenz, ou seja, satisfaz
A < A < 0 < —)A3 < —\y. Pediremos também que o campo satisfaca condigao

fortemente dissipativa em o, ou seja, A1 + Ay < A3.
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(H5) O campo X, ¢é linear numa vizinhanga aberta V' da singularidade e ¢ satisfaz a

condi¢ao de ndo ressonancia (ver definigao 2.2.5).

(H6) W (o) esta contida no plano xz e é dividida pelo eixo  em duas componentes,
interceptando X em duas curvas 7° e 7%, ou seja, Wi (o) \ {o} = Wi(0) U Wi (o)
com Wi(o) NE =7, onde vale que X\ {7*,71} = ZTWUX? .= ¥*

(H7) O plano zz divide o interior da regido delimitada por X em duas, em cada uma
dessas regioes consideraremos um cilindro D! e D?, cada um paralelo a ¥ cujo eixo
estd contido no plano z = 0. Suporemos também que os D nao intersectam a regiao

linearizada V.

Figura 6 — Cilindro e alguns elementos do fluxo

(H8) A orbita dos pontos p € X' intersectam D° transversalmente (ver figura 3.1 (a)). O
fluxo envia D! de volta a ¥ num tempo uniforme ¢, > 0. A imagem da aplicacio
R = X[ : D' — ¥ é uma faixa que envolve todo o cilindro ¥ (ver figura 3.1
(b)). Segue ainda que R pode ser descrita como a composi¢ao de uma rotagao, uma

expansao na diregao radial seguida de uma translacio e satisfaz R(D*)NR(D?) = 0.
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Figura 8 — Linhas de fluxo saindo de D?

(H9) O fluxo induz uma aplicagao de Poincaré P : 3* — ¥ que é um produto semi-direto

nas coordenadas de ®, ou seja, vale:
o Pod(z,y) = (f(x),9(z,y)).

(H10) Sobre ¥ existem campos de cones C2 = {(vi,v2) € F* x F*|||lv1]| < aflva||} e
U= {(v1,v2) € F* x F*|||va]| < a|v1]]}, com F* = T,S' x {0} e F* = {0} x R,

invariantes por DP~! e por DP. Os vetores em C" na diregao % = do (é) sao

expandidos por DP por um fator maior que v/2. Os vetores em C% na direcio 6%

sdo expandidos por DP~! por um fator maior do que 2.
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Figura 9 — Intersecdo entre D' e as érbitas dos pontos em ¢

Vamos fazer algumas consideragoes a respeito da hipotese 10. Sendo P um produto semi-

direto, podemos escrever

pp-1 0 _ 1 9yg 0 0 _ 1 0 _ 0
1] detDP)\ _p4 o5 |\ 1) 0o\ o5 s
As propriedades de C* mais a igualdade acima implicam que ||[DP~1v]|g, = @%m >2e

portanto |d,g] < 3. Para o cone instavel C¥, se v = (1,b) € C*, com ||v||syp = 1, temos:

0yg
—0,9 + b0, f

DP(v) =

Pela, invaridncia de C" segue que |0,g + b0yg| < 7|0, f| e portanto ||DPv||su, = |0, f],

pelas propriedades de C* segue que |0, f| > v/2. Uma observacdo importante que pode

ser feita, é a existéncia do campo de cones satisfazendo as condigoes da propriedade (H10)

é equivalente as condigdes d; > v/2, 0,9] < 1/2 e |0,g9| < M para algum M > 0. De

fato, a reciproca dessa afirmagdo pode ser encontrada em [10]. A imagem P(X') de cada

semifaixa Y’ envolve D? exatamente uma vez, sendo contraida na direcdo a% e expandida
0

na direcao 5, além disso, P(X*) = P(X') U P(¥?). A singularidade opera realizando um

efeito de ctispide nos pontos D' que sdo trazidos de uma vizinhanca de 5 em X por X*.
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R(D?)

Figura 10 — Imagem da aplicacdo de Poincaré

3.2 Aplicacao de Poincaré em coordenadas

Nesta se¢ao, vamos deduzir uma expressao em coordenadas para a aplicagao de
primeiro retorno, um detalhe importante deve ser levado em consideragao: a regularidade
dessa aplicacao. Ao utilizar o teorema de Hartman-Grobman para linearizar o fluxo X*
numa vizinhanga de ¢, a mudanca de coordenadas h : V' — Bs(0) é apenas continua. Dessa
forma, as representacoes das pertubacoes do fluxo X' na vizinhanca nessas coordenadas
nao permaneceriam lineares (mesmo que X' o seja), assim precisamos garantir uma melhor
regularidade para h. Para isso, usaremos uma linearizacao suave cuja teoria pode ser

encontrada em Hartman [8] capitulo 9 e cujo enunciado é descrito no préximo teorema.

Teorema 3.2.1 (Hartman). Seja n > 0 inteiro, entao existe um inteiro N(n) > 2 com
a sequinte propriedade: se I' é uma matriz d X d de coeficientes reais, constante, e nao
singular cujos autovalores vi,%s . .. Vn satisfazem:

d d

2 < ij)\j <N e ij)\j # N\

=1 j=1
para qualquer escolha de inteiros ndao negativos my,mo,...myg e Se na aplicacdo dada
por X(v) = T'(v) + ¥ (v), ¥ é de classe CV para ||v|| pequeno satisfazendo (0) = 0 e
0,(0) = 0, entdo existe um difeomorfismo h de classe C™ que conjuga as trajetdrias de

X e de sua linearizacao.

Pela hipétese de nao ressonancia de o (ver definigao 2.2.5) e a linearidade do fluxo
em V', segue que pelo teorema anterior que toda pertubagao suficientemente pequena do

fluxo admite uma conjugacio de classe C? com a derivada do fluxo. Podemos supor que
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o aberto em torno de o onde o fluxo ¢ linear é da forma V = (—1,1) x (—a,a)?, nessa

regiao o fluxo serd dado por
X!(x0,90,20) = (woe™*, yoe™, 20e™"), (3.1)

suporemos também que cl(V) N D = {(x,+a,0) |z € [~a,a]}. Para y,z € V, definimos

os conjuntos abaixo contidos na regiao linearizavel em torno da singularidade o.

S, = {(z,y,sgn(z)a), com |z| < 1el < |y| < a}

Sy = {(z,sgn(y)a, z) com|z| < ael < |y| < a}

Se " é uma segao transversal ao fluxo, denotaremos por t(p,[') € R o primeiro
iterado positivo onde a 6rbita do ponto p intersecta I'. Usando a equacgao (3.1), a aplicagao

L:S, — S, definida por L(p) = X'5)(p) pode ser escrita como

L(z,y,2) = (la|z|yl’, sgn(y)a, sgn(z)ala|~*|y|*) (3.2)

onde 0 < a = —:\\—z <l<p= —i—;. Seja I+ pequena vizinhanca aberta de v emYely,
aberto em S, contendo L(S.). Definimos as aplicagoes ¢ : '+ — S, e ¢ : I's, — D' UD?
por ¢(p) = X'PS:)(p) e h(p) = X'®P)(p). Pelo teorema do fluxo tubular, as funcoes
acima sao difeomorfismos sobre suas imagens, pelas propriedades da fun¢do R e do fato

de
P = RowYoLog (3.3)
segue que

O(x,y,2) = (91(2), d2(y, 2), sgn(z)a)
20(957%2) = (?/)1(9572)7%(2)7%(3))

Para o caso em que (z,y,2) € ¥ e 0 < |y| < a, a equagdo (3.3) nos permitem escrever

P(p) = (Pi(p), P2(p), P3(p)) onde:

Pi(z,y,2) = 1 (a (@) da(y, 2)|%, sgn(z)a' | ea(y, 2)|)
PQ(ZE,y,Z) = ¢2(a1—a|¢2(y72)|a)
P3(‘7;7y72) = wg(al—a|¢2(y7z>|a)
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Seja Dt = {(x,7e*™");t € [0,1],2 € [-1,1]}, e considerando ® : S* x [-1,1] — ¥ dada
por ®(z,y) = (y,e 2@ +3/1)) "4 expressio de P nessa carta é escrita como

@opog_l(t,x) = 60¢0Lo¢06_1
= (f(1),9(t,2)).

Onde f(t) = c1[da(t)|* + c2 e g(t, 2) = ¥y (G_BC1¢1<5’7>@2@>’67 al_a‘@(’f)‘a), com ¢y(t) =
3 0 @, (t) onde P, ¢ a segunda coordenada de ®. Observe em particular que:

(a) }ig%%(t) = lim ¢,(t) = 0.

t—1/2

3.3 Existéncia de uma folheacao invariante F.

A prova da existéncia de uma folheacao invariante para o fluxo geométrico de Lo-
renz foi feita por Pacifico, Mané, Labarca e Bamom em [6]. Na demonstragao original, a
folheacao invariante é obtida como ponto fixo de um operador 1" que representa a incla-
nacao de vetores tangentes é contracao. Para isso, foi usado que a derivada da aplicacao
de poincaré se escreve como DP = DR - DL, onde DL ¢é a derivada da aplicagdo dada
na equagao (2.2) e (DR)" é uma matriz diagonal cujos autovalores m e M representam
contragao e expansao, a saber: 0 < m < 1/2 e M > 1 (ver [5], 3.3.4), 14 algumas conclu-
soes foram estabelecidas fazendo suposigoes extras sobre essas constantes. Nessa seccao
adaptamos essa demonstracao fazendo apenas a exigéncia de que o campo de cones con-
traia vetores a uma taxa menor do que 1/2, com essa hipdtese é possivel provar que para
o operador T definido anteriormente, 7™ é contracao para n suficientemente grande. O

principal teorema a ser mostrado nesse capitulo é:

Teorema A. Eriste aberto U na topologia C' contendo Xy, tal que todo Y € U admite

uma folheagdo contratora Fy na secao transversal 3.
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Considere o campo de cones C? definido sobre X. Seja A o espaco das fungoes

continuas ¢ : U X ¥* — [—a, al, para cada Y € U e ¢ € U definimos ¢y : ¥* — [—a, q]

por ¢y(q) = ¢(Y,q) para todo ¢ € ¥*. Podemos associar a ¢y um campo vetorial

ne : X% — [—a,a] x {1} dado por 7%(¢) = (éy(q),1) que pode ser visto como um

vetor em T, (S x R), integrando o campo 7 obtemos uma familia de curvas que induzem

uma folheacdo em ¥. Devemos mostrar que existe ¢ € A tal que nf} induz uma folheagao

invariante sobre Py-.

Seja F' um campo vetorial continuo sobre ¥* e Py transformagado definida acima, inte-

grando F' nos obtemos uma folheacao de ¥, essa folheagao é invariante se

DP(q)(F(q)) e F(P(q)) sao paralelos, ou

F(q) e [DP(q)] "' F(P(q)) sdo paralelos.
Sendo assim, a folheagao é invariante se
inclinagao(F'(¢)) = inclinagao ([DP(q)]_lF(P(q))>
Ou seja, para 77@, a folheacao F é invariante se

¢y (q) = inclinagao(ny) = inclinacao ([DPy(g)]"'nf(Py(q)))

Definindo o operador T : A — A como

T(¢y)(q) = inclinagao ([DPy(q)] ' (0 (P(q))))

Observe que [DPy|™! é dada por

1 8ng _ay fY

DRy = ———
det(DP) \ 9,9y  0O,fy

consequentemente

[DPY] ' (Py) = ——=5r
_aach afo 1

1 Oygy  —Oyfy oy (Py)
det(DP)

E portanto

[Py (Py(2))]0y9v (q) — 9, fv(q)

T(oy)(q) = — by (Py())]0:9v () + Oufyv(q)
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Para a regularidade da folhecao estavel, consideramos A; como o conjunto das
fungoes continuas A : U x S — L(X x R? R) satisfazendo a propriedade sup|A(X, q)| <
(X.9)
+o0o e A(X, (0,y)) = 0 para todo y € [—1, 1]. Definimos o operador S : A; — A;:

S(¢,A) = Vi(o) +T(¢)Va(d) + N(¢)(Ao Py)DPy

Onde
bo Py B 1
O = o =0 Bty L T oy — (60 Pyjtngy DO
¢ O PY 1
— — D
) = G T Prtiay DO T o = (60 Byjangy D9

(afo - (¢ © PY)ang)Q

Observe que
DT(¢) = Vi(¢) + T(¢)V2(¢) + N(¢)D(¢ o Py).

Por fim, consideramos o operador T : Ax.A; — Ax.A; dado por f((b, A) = (T(9),S(p,A))
e que satisfaz T(¢, DT(¢)) = (T(¢), DT(¢)) para ¢ € C*. Concluimos que X possui
folheacdo estdvel invariente se, e somente se, T’ possui ponto fixo de classe C*.

Podemos enunciar o seguinte lema:

Lema 3.3.1. Ezistem constantes positivas {k;}§ e e > 0, tal que para todo campo Y numa
e-vizinhanca de X e para todo x € S* valem as segquintes estimativas:

Iy fy (x)

ang(fp)
& D0 fy (@)

aa:fY(x)
(2) |detDPy| < ks|gy ()77

<k @2(95) |ﬂ_a+1{ < k2|$2(95) |ﬂ_a+1-

D . ihee | Dosey .
(1) || <kl |5 | < hslf(e)|
D o y .
(5) || < halfale)l o, | 52| < ko)
detDP —_
(0) e DPy| < B ),

Demonstragao. Usando 3.4, seguem as expressoes para as derivadas parciais de P:
0:f1 = c10]dy(2)|*|(¢o())]
0:9] = 1(0:t1)a™ 161 (y)B(62)" () ()] + [(Bythr)a' () (ba ()|
0y9] = [(8y1)a er(da(2))" (61(y))|
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Para qualquer fluxo Y que esteja C! suficientemente préximo de X, a aplicacao de poincaré
Py : ¥ — ¥ dada por Py(x,y) = (fy(x,y),g9v(x,y)) também estd definida e pode ser

escrita Py = Jy o P, onde Jy = (x + €1,y + £2), assim

DP - (1 + 09051)835]0 + 8y518$g (ﬁyz—:l)(‘?yg
Y
(axgl)azf + (1 + 8y€2)8a:g (1 + ayEQ)ayg

S
- O:gy  Oygy
Portanto:
ang(Jf) (1 + 3y€2)(@ﬂbl)a:ﬂcl(5z($)f(51(y))'| < ]ﬁ@ (x)|[3—a—1
Ou fr () (1 + duer)craldo(@) [ (dy () — 7
Da mesma forma
any(x) |(aygl)(ay¢1)a_ﬁf1@2(@)5(751(9)” < kﬂg (x)lﬂfcwrl
Oufy (2) |(1+ daer)cralfy (@) (dy () — 7

|detDPy| = [0:fy0,9y — Oy fyO:gy|
= (1 + 0ue1)0uf + 9ye10:9) (1 + 9ye2)0y9)
+(9y€1)9y9)((0:€1) 02 f + (1 + 9ye2)0:9)|
= (14 0,£1)0: f(1 + 0ye2)Dyg — 0ye10,g(1 + 0ye2)D:g)]|

< kslgy ()P

|D3ygy 1(02,22)0yg] + (1 + 0,22) 02, 9| + 107220,9] + (1 + 0,e2) 05,91
dfy | ~ (14 Ouer)cra| gy () [*7 (D () )|

o 105,22 + Oy,eall0yg] + 11 + 20105, + 9]

- (1 + Ouer)eraldy(z)|*7(dy ()

< 1] ()7 4 Coldy (@) P71 + c3]0o]P 271 + 4| y]P 1

|(1+ Oser)eralgy(z) | (y())
< kafy(2)]70

O item (5) é feito de maneira andloga ao anterior. Para provar (6), as expressoes para das

derivadas parciais de f e g permitem fazer a majoragao
|DPy| < klgy(x)[*

Portanto
| detDP|IDPy|  _ ks[ds (@) k|gy ()|
|0, f? B (c1(2)]|gg(z)[*—1)?

< ks[y(2)]”.
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Proposicao 3.3.2. Suponha que Y seja um campo satisfazendo as hipoteses do lema

3.3.1. Entdo operador T satisfaz:
(1) T(Ax A) C Ax A.
(2) T:A— A é contragio.
(8) Se T(p,0) = (¢,9), entio ¢ € de classe C* e ¢ = Dé.
Demonstragio. (1) Para todo ponto g, o vetor v = (¢y o Py(q),1) pertence ao cone

C*(P(q)) se, e somente se ¢y o Py(q) € A. Pela invariancia de DP~! e pela expressio 3.6,

concluimos

_ ¢y o Py)0,9y — 0, fv|
Tlov)a) = 02 fy — (<Z5Yy0 PYWiQY‘ =

Ou seja, T'(®y) € C*(p). Como |09y | < +00 e o supremo dos angulos dos cones C* pode

ser tomado pequeno, para alguma constante 0 > 0 pequena, vale a desigualdade:

(14 0)[0ufy| > |0ufy — (dy © Fy)Dzgy| > (1 = 6)[0 fr| (3.7)

Dessa forma:

’ang’ + |6ny|
|asz|

Onde z — 0 ou x — 1/2 = |¢(z)| — 0, ou seja, T(A) C A.

T(¢y)] < K < K|y ()7

Para T e ¢ € A, segue que

1 _ o _
Vi(¢)] < m(ak4’¢2($)’&a+k6\¢2($)\ﬁfa)SK\%(@\’B*&-
|Da:ch| |Dang|
V- <
Ol < o T (v o P22 V8, I — (v o By) 222
< Kg@) ™

Portanto |T(¢)Vi(¢)] < K|py(2)|?~*, onde concluimos que T(A;) C A;.
Para provar (2), vamos mostrar que existe ny € N tal que 7™ e T™ s&o contracao. Tome

ba, &1 € A e escreva q, = P"(q), logo [T (¢) — T (¢1)| = C,|T"(¢p2) — T"(¢1)|, onde

|det DP"|

C, = )
| - Tn(¢2)ang + 8chYH - Tn(¢1)ang + afol
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Repetindo o argumento, segue que |1 (¢) — T (¢y)| = K,|d2 — ¢1] onde

K = H |d6tDPi+1( )|
! 0§i§n| _TZ(¢2)aIgy+afo| |_ ( ) ng+a fY|

Observe que cada | —T"(¢9)0,gy + 0, fy | é tomado no ponto P'(g). Para Y suficientemente

proximo de X e todo ¢ € N segue a desigualdade

1029y (P(0))0, v (P'(4))] < 004 fy (Oxgy (P'(a))dy fy (P'(a)))

dessa forma

|[detDP(P(q))| = |0:fv(P'(9))9y9v (P(q)) — Bugy (P'(2)), fy (P'(q))]
< Oufy(P(9))(0 + 0ygv (P'()) < 10:fy (P (@)I(0 + ).

Da desigualdade anterior e de 3.7

[Oufy (PO + M) _ 0+ A"

o = 0<H<n(1 — 021 0:(fr(P(a))?| = (1=0)* TI 9u(fv(P'(q)))

Para § suficientemente pequeno e ng grande, K,,, < 1/2 e portanto 7" é contracao.

[5™(¢, A2) = S™(¢, A1)l = [IN(§)"[A20 Py — Ay o Py]DPY||
< IN@)["|DFPY[|[A2 — Ad|
< OwllAs — Ay)-

Com C,, = K,,||DPJ(q)||, observe que ||DP}(q)|| pode ser majorado pela norma da matriz
An Bn
Cn D,

A, = 27T 0ufy (P Y(9))

Onde

0<i<n
B, = (2" e I oufv(P™'(9)
0<i<n
= 2 Lo £ 200 0)
0<i<n 0<j<n

D, = 2" Ye ] 0./v(P"(q))

0<i<n
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A relacao |0,9y| < M, implica na existéncia de um [ € N satisfazendo
IDP™(q)l] <27 T 0y (P~} (q))-
0<i<n

E portanto obtemos

6+ N)" . i
S T ok P L)

ol 20 + A" < (20 4 20)"
- (1-0)» =7 (1—0)>

Ch

Como 2\ < 1, se ¢ for tomado suficientemente pequeno entao C,, — 0 e portanto S™(¢, -)
¢ contracao para n suficientemente grande. Para provar (3), observe que o ponto fixo
(¢, A) de T é um atrator, logo T"(4, Dg) = (T"(¢), D(T"(9)) = (6, D(¢)) = (¢, 4) e

concluimos dessa forma que D(¢) = A € CL. O

3.4 Funcao unidimensional associada

Observe que por construcao, a aplicacao de Poincaré do fluxo X* construido no
capitulo 1 possui estrutura de produto semi-direto. Por outro lado, nao podemos garantir
que aplicagoes de Poincaré associadas as pertubagoes desse campo ainda gozem dessa
propriedade. Esse problema pode ser contornado pela existéncia da folheacao invariante
F, esta permite qiiociente o espaco de forma a transformar as folhas em ¥ em segmentos
verticais. Fixado campo Y € U dado pelo teorema A, considere a relacao de equivaléncia
~ em Y dada por p ~ g < 7, = 7, onde 7, denota a folha estavel contendo o ponto
p, denotaremos por ¥ o espaco quociente gerado por ~. Definimos a projecao ao longo
das folhas estaveis por 7 : ¥ — X, por 7£(p)) = (x,m,(p)), onde 2 € S' é o tnico
elemento onde vy, = (. o) € Ty ¢ a projegao candnica na segunda coordenada. A invariancia

da folheacao estavel implica na existéncia de uma tunica transformacao Pr : ¥ — X

satisfazendo:
Pr(z,y) = (fr(x), 97 (z,y)) (3.8)
{ Promr=mroP (3.9)
As igualdades acima significam que a aplicacao de primeiro retorno Py associada

a qualquer campo Y € U pode ser sempre considerada como um produto cruzado. A

regularidade dessa aplicacao estd diretamente relacionada com a regularidade folheagao
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F,. Para nosso sistema, a folheacao estavel é de fato uma folheagdo topoldgica, mas a
suavidade das folhas nao implicam na suavidade da folheacdo. Recentemente, Araiijo,
Melbourne e Varandas deram uma condicao suficiente para a suavidade da folheagao para

o atrator de Lorenz [3] e posteriomente para qualquer atrator singular hiperbdlico [4].

Teorema 3.4.1 (Aradjo,Melbourne). Seja M wvariedade diferencidvel de dimensdo 3,
A C M conjunto singular hiperbolico para X' e {WE} uma folheagio estdvel invariante.

Seja q inteiro nao negativo e suponha que exista t > 0 satisfazendo:

IDX* [ ps(@ |l - DX pewiay || - || DX

peel|? < 1

para todo x € A. Entao a folheagio {W?} € de classe C1.

No teorema 5.4.4 sera provado que todo campo Y contido numa vizinhanca U de
X satisfaz as hipdteses do teorema 3.4.1 e portanto a regularidade da folheagao descrita
no teorema anterior implicara suavidade da aplicacao unidimensional associada fr. Para

todo campo X € U, a aplicagdao unidimensional associada goza das seguintes propriedades:

(a) f: St — S possui exatamente duas descontinuidades que denotaremos por “a;'e

“as", essas sao imagens de v} pela projecao mr.

(b) lim f(z) = lim f(x) parai#jei,j€ {1,2}.

(b) f'>V2e lim f(z) =+ooi#jeije{1,2}.

(c) S*\{a1,a2} = LUy, onde f; = f|;, : [; = S* é difeomorfismo para cada i € {1,2}.

a, a,

Figura 11 — Gréfico da aplicacao unidimensional
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3.4.1 Fluxo a dois parametros

Sobre o campo X construido no inicio do capitulo, associaremos uma familia de
fluxos obtidos pela acao de pares de parametros (6, 6;) € T?, definidos da seguinte forma:
Xy, g, € 0 fluxo cuja aplicagao Ry, 9,y : D' — X, dada por R, 6,)(p) = Xy, ,), satisfaz
Rio,.0,)(D") = R(D") + 6; com i € {1,2} (ver propriedade H8 da construcio de X*).

R(Bl,ﬂz)(Dl)

Rg, 0,)(D?)

Figura 12 — Imagens das aplicagoes de Poincaré de X' e X/

Geometricamente, os pardmetros (61, ;) agem sobre X' girando as duas faixas que
compde a imagem da aplicacdo de Poincaré P(X), cada uma de um angulo 6;. A figura
abaixo indica a imagem da aplicagao de Poincaré do campo X e de sua rotacao induzida.
Fazendo a hipdtese de compatibilidade a; = 0 e as = 1/2, a aplicagdo unidimensional
associada a um campo X €01,92) ¢ dada por

fi(z)+ 61, se x€(0,1/2)

01,0, () = (3.10)
folz) + 6y, se x€(1/2,1)
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4 Dinamica simbdlica

No capitulo anterior, vimos que a diferenciabilidade da folheacao estavel do campo
X permite considerar as aplicagoes unidimensionais associadas como produtos cruzados
via a aplicacdo de holonomia. Este capitulo tem como objetivo fazer o estudo topold-
gico dessas aplicagoes por meio das chamadas “sequéncia de itinerarios". Itinerarios sao
sequéncias unilaterais definidas sobre um conjunto de simbolos, originalmente foram intro-
duzidas por John Milnor e Willian Thuston em [14] com objetivo de relacionar a dindmica,
dos pontos de maximo e minimo de fungdes continuas f : R — [0, 1] com dindmica sim-
bolica. Posteriormente, John Guckenheirmer e John Williams usaram essas idéias para
fazer o estudo topolégico dos atratores de Lorenz em [22] definindo itinerdrios para fun-
goes f :[0,1] — [0,1] trocando as 6rbitas dos pontos de maximo e minimo pelas das
sigularidades. Iremos construir uma nova definicao de itinerario para a classe de fluxos
construida no capitulo 2 e usar as idéias em [22] para realizar a classificacao topoldgica.
Mostraremos como essas sequéncias se relacionam com as 6rbitas da aplicagdo unidimen-
sional associada e os pardmetros do toro que agem sobre o fluxo. A secao 1 é destinada
as defini¢oes e propriedades enquanto que a secao 2 estabelece o principal resultado desse

capitulo: a equivaléncia entre mapas com os mesmos itinerarios.

4.1 ltinerarios

Considere o conjunto & = {b,d} com a ordenacdo b < d e X o conjunto das
sequéncias unilaterais definidas sobre S x {0, 1}. Muniremos S x {0, 1} com a relagao de
ordem lexicografica, ou seja, (z!,t!) < (2% t%) se, e somente se, z' < 2% ou ' = y' e
t! < 2 onde (2',t') € S x {0,1}. Estendemos essa relagio de ordem a X da seguinte
forma: dadas sequéncias A, B € X, A < B se, e somente se, existe ng € N tal que
A; = B; para todo 0 <7 < ng e A,, < B,,. Seja, 0 : X — X o shift unilateral, ou seja,
0(Ag, Ay, As,...) = (A1, As,...), d(A, B) representa a distancia entre duas sequéncias,
onde d(A, B) = 27" com n = inf{i € N| A; # B;}. Representaremos por s;(A) e d;(A) os

simbolos que aparecem na primeira e segunda coordenadas do i-ésimo termo da sequéncia
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A, ou seja, A; = (s;(A),d;(A)). Se A e B forem duas sequéncias (onde A é finita), AB

denotara a concatenacao da sequéncia A com a sequéncia B.

A partir desse momento f sempre denotard a aplicagdo unidimensional associada
a um algum campo Y dado pelo teorema A, o conjunto dessas func¢oes serda denotado por
E 5(5',0,1/2). Nosso objetivo é estabelecer uma conexao entre o X e Of(z), para tal,
fixaremos uma classe de levantamentos de f e associaremos a cada ponto da aplicagao

uma sequéncia simbélica que chamaremos itinerario.

Definicao 4.1.1. Para cada f: S* — S, denotaremos por f: R — R o levamento de f

que satisfaz:

(a) 0< f(07), f(1/27) <1.

(b) f(x+1)= f(x), para todo v ¢ {k,1/2+ k| k € Z}.

Para um conjunto X C R, escreveremos indistintamente f(X) para nos referir a

f(m(X)) onde 7 é a projecao sobre S*.

2

1.5¢

0 0.5 1 15

[

Figura 13 — Gréfico de f
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Se [-] denota a fungao parte inteira, considere a sequéncia de funcoes {s,}.1%5 : [0,1) — S,
onde so(x) = s5(z) e s,(x) = s(f*(z) — [f"(z)]), e 5:[0,1) = S é dada por

b, se, z € (0,1

s(x) = (1 2) (4.1)

d, se, x € (5,1>
Considere também a sequéncia {d,, };25 : [0, 1)\{0,1/2} — N dada por d,(z) = [f"+!(z))].
Fixado z, tais sequéncias estdo definidas para todo n < min{i € N|fi(z) € {0,1/2}}.
Como f" : St — S é descontinua apenas num ntimero finito de pontos e a derivada
(f™) é maior que 1, para cada ponto z € S!, sempre existird um intervalo (z,z + )
(respectivamente (x — d,z)) para o qual f"(y) estard no interior de um dos intervalos

[0,1/2],[1/2,1],[1,3/2] e [3/2,2], isso motiva a seguinte defini¢ao:

Definicao 4.1.2. Seja I,(z) = (sp(x),d,(z)). Para cada inteiro n > 0, existe §,, > 0 tal
que I,,(y) assume um valor constante para todo y no intervalo (x—46,x) (e respectivamente,
para todo y no intervalo (x,x+9)), determinamos I,,(x™) (e respectivamente, I,,(x™)) por

esse valor. Definimos os itinerdrios a esquerda e direita de um ponto x pela fungdo f por

I(z7) = Io(z) L (z7) . .. e I(z") = Iy(z") L (z7) . .. (4.2)

Diremos que z é regular se Of(z) N {0,1/2} = 0, caso contrario dizemos que x é
um ponto singular. Observe que I(z~) = I(z") se, e somente se, = é regular e neste caso

escreveremos [(x) = Ip(x)[;(z) . . ..

4.2 Sequéncias admissiveis

A partir de agora, descreveremos como as 6rbitas da aplicagdo unidimensional se

relacionam com as sequéncias do espaco X, somos motivados a considerar a:
Definicao 4.2.1. Dizemos que uma sequéncia A € X € admissivel por f, se:
(i) 1(07) < o*(A) < I(17) para todo i.
(ii) Se para algum n, s,(A) = b entao o™(A) < I(1/27).

(iii) Se para algum n, s,(A) = d, entao o™(A) > I(1/2%).

Denotaremos o conjunto das sequéncias admissiveis por I'y.
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Observagoes:

e 'y ¢ compacto e invariante por o.

e Diremos que I'y é gerado pelo par (1;(07), 1;(17)).

Note I'y é gerado por apenas duas sequéncias, a saber: I(z") e I(y’) com z,y €

{0,1/2},i,j € {~.+} ez #yei#j, pois

lim f(z)= lim f(z) e lim f(z)= lim f(x). (4.3)

z—0t z—1/2— z—1/2t Tz—1-

No caso em que {f™(07), f*(1/27),m,n € N*} N {0,1/2} = 0, fica ficil concluir a afir-
magao anterior, pois os itinerdrios pode ser escritos como I(1/27) = (b,1)o(I(07)) e
I(1/2%) = (d,0)o(I(17)). Veremos adiante que a dindmica de f serd de certa forma

determinada pelas singularidades via seus itinerarios.

Dados os intervalos [, = [0,1/2] e I; = [1/2,1], podemos associar a cada termo
A; = (s:(A),d;i(A)) da sequéncia A o intervalo I(A;) = I,,(a)+di—1(A), onde I, a)+d;—1(A)
representa {x + d;_1(A) |z € Iy,a)}-
Sendo f formado por dois ramos fl e fg, cada um difeomorfismo entre os intervalos (0, 1/2)
e (1/2,1) e suas respectivas imagens, dado qualquer intervalo compacto I, sua pré-imagem
¢ composta por no maximo dois intervalos disjuntos, cada um deles pertencente a um dos
intervalos I, ou I, dessa forma faremos a seguinte convencao: f~1(I) = [&1, &) U [€5, &4]

onde & < &3.

Definicao 4.2.2. Seja A = (Ao, A1, ...) € I'y uma sequéncia admissivel. Para cada A; e
X C [0,1], o pullback do conjunto X por f restrito a A; é:

F3,X) = (F7HX + dilA))) N Ty ay)-

Quando X = I, (a), escrevemos fzi (X) =1I,(A).
Supondo que I**1 esteja definido, o pullback da sequéncia ApAyi, ... A, é definido por

I3(A) = f4,(I77(A)).

onde denotamos I,,(A) = I°(A).
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1 7 A=Ay A, ..

Ay =1(d,0)

Ay = (b, %)

|

I

:

: Ay = (b,1)
I /

|

|

I

T

|

~1I

I,(A)
Figura 14 — Exemplo de um pulback

Dada uma sequéncia admissivel A, gostarfamos de determinar os pontos z € [0, 1]
para o qual vale [(2%) = AgA; .. .. Para isso, o primeiro a se fazer é fixar n e nos perguntar:
quais pontos satisfazem [(z) = A,? A resposta para essa pergunta é dada no préximo

lema:

Lema 4.2.3. Se A € I'y, entdo I,(A) é o maior intervalo fechado ndo vazio com a

sequinte propriedade: f* mapeia I,(A) homeomorficamente dentro do intervalo I(A,).

Demonstrag¢io. Vamos usar indugdo sobre n para provar o lema. A afirmacao vale trivi-
almente para n = 1, suponha que ela valha para n = k. Como o(I'f) C I'y, pela hipdtese

de indugéo I}(c(A)) = I}, (A) é o maior intervalo fechado mapeado homeomorficamente

dentro de I(Ajy1) por f*, observe que I (A) = (f‘l (I,Lrl(A) + do(A)>) N Igya), es-

creva I}, (A) = [, ]. Vamos supor sem perda de generalidade que f(0%) < f(1/27),

dividiremos a demonstracao em varias situagoes:
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Caso 1 : [, 5] C

[F(0%), F(1/2")]

(Caso la) so(A) =b.

Nesse caso vale a relagdo 41 # 0 e a inclusdo f(ISO(A)) D Ii41(A), usando a

. 7 . ~ 1
hipétese de inducao sobre I ;, podemos escrever

P I (A) = o F((F 1 (Ia(A) + do(A)) N 1)
= [* (I (A) + do(A) N [ (L))
=PI () N P (FTLa))

C I(Akpr) N Im(f)
C I(Agt1)

Logo segue o resultado.

(Caso 1b) so(A) = d.

Vamos mostrar que essa situagdo nao pode ocorrer pois implicaria A ¢ I';.

Suponha primeiramente que di(A) = 0, entdo existird ny < k satisfazendo

(I (A) C I(Apsr) e f(8) € {1/2,1}, pois caso contrério existiria um

e > 0 onde fvz(ﬁ —¢) € I(A;;1) para todo 0 < i < k o que contrariaria

a maximalidade de I}, ;(A). Tome o menor inteiro 0 < I < ng satisfazendo

Fis

Fi(s
(b7) f
(b”)

B) € {1/2,1} ou f*1(1/2%) € {1/2,1}. Dessa forma, para todo i < [ temos
) €int(I(Aiq1)), como 5 < f(1/2T) ocorre:

Fi(B) e fi(f(1/27)) estdo no mesmo I(A;1) parai < Le fi(B) < fi(1/2%).
existe um inteiro 0 < Iy < [ satisfazendo f(3) < 1 < flo(f(1/2%)) ou
Fo(8) < 1/2 + diy (A)) < Fo(F(1/2%)).

No caso (b’) vale (s;(A),d;(A)) = (s;(L§(1/27)),d;(1f(1/2%))) sempre que
0 <i <!l Como f (K) é intervalo nao degenerado e f! preserva a ori-
entagao, A1 < (si1(I(1/27),div1(I5(1/27))). No caso (b”), segue que
Ay < (si(Iy(1/2%),di(1(1/27))) e portanto A < I(1/27).

Se por outro lado, dp(A) = 1, existird ng < k satisfazendo a inclusao
f”o(l,%H(A)) C I(Aps1) e f7(a) € {1/2,1} pois caso contrario existiria
um ¢ > 0 onde fi(a+¢) € I(A;41) para todo 0 < i < k o que contrari-

aria a maximalidade de I},;(A). Tome o menor inteiro 0 < I < ny onde
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fla) € {1/2,1} ou f*1(1/2%) € {1/2,1}, dessa forma, para todo i < I
temos f'(a) € int(I(Ai41)), como a < f(1/2) podemos proceder como

no caso anterior e encontraremos A < I;(1/2%).

Caso 2 f(1/2%) € int(a, ) .
Se so(A) = b, basta proceder como no caso la. Se so(A) = d, entdo I+1(A)

tem a forma [1/2, 5] com f(1/2%)=ae f(B') < p.

Caso 3 : f(1/27) € int(a, B), f(07) € int(a, B) e f(1T) € int(a, B).

Basta proceder como no caso 2a.

Caso 4 < f(0T) ou f(11) < a

Basta proceder como no caso 1b.

Caso 5 f(1/27) < a< f(1T)
Procedemos como no caso la se so(A) = d e como no caso 1b se so(A) = b

encontrando A > [;(1/27).

4.3 Classificacao topoldgica

Nosso objetivo é analisar a classe de fluxos construida no capitulo 3, baseado nisso

consideramos a defini¢ao:

Definigao 4.3.1. Denotaremos pos X o conjunto dos campos em X1 (R3) que satisfazem

as Hipoteses H.

Fixado X' € X e uma regiao atratora U, gostarfamos de entender como a dinAmica
no conjunto maximal invariante A, = tDOXZ(U ) ¢é influenciada por u e caracterizar a
dindmica em cada um desses parémetros_. Isso nos permite perguntar: Dado X € A e
p1 # 2, as dindmicas em A, e A,, sdo “essencialmente diferentes'? Em nosso contexto,
“dinamicas diferentes" significam sistemas que nao sao topologicamente conjugados. Para

isso, considere as perturbacoes X, e X,, de um campo X, cujas respectivas aplicacoes

unidimensionais f : S' — St e g: S' — S! satisfacam as hipéteses:



52 Capitulo 4. Dinamica simbdlica

1. f e g possuem dois pontos fixos, denotados por p;(f) e p;(g) i € {1,2}.

2. f(07) = pa(f), F(1/27) = pa(f), 9(07) = palg) € g(1/27) = p1(9).

A seguinte figura representa o grafico dessas aplicacoes.

)| R D

0.5

pilf)

Observe que f e g possuem as mesmas sequéncias admissiveis embora os pares de
angulos agindo no sistema sejam diferentes. O proximo teorema determina a condi¢ao para
que dois campos sejam topologicamente equivalentes: a manutencao dos itinerarios. Isso
significa que o par (6, 02) pode atuar no campo X de maneira a ndo modificar a dindmica.
Ao quocientar os campos que possuem a mesma dindmica, podemos nos perguntar quais
pardmetros realmente agem em X de maneira nao trivial. A resposta para essa pergunta

¢ dada no teorema a seguir.

Teorema B. Eziste uma fungio ¥ : X, — T? satisfazendo a sequinte propriedade:
U(X;) = ¥(X3) se, e somente se, X : Ax, — Ax, e X} : Ax, = Ax, sdo topologi-

camente conjugados por homeomorfismo proximo da identidade.
Demonstragio. Seja 1) : (S x {0,1})Y — S' definida por
D(A) = Y p(A)2
n=0

onde ¥(b,0) = (b, 1) = 0 e &(d,0) = ¥(d, 1) = 1.
Para cada X € Xy, definimos ¥ : X5, — T2 pondo

V(X) = (L(1(0)), ¥ (I(17))
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onde I(0%) e I(17) representam os itinerarios das singularidades da aplicagdo unidimen-
sional associada ao campo X. Denotaremos por I'y, e I's, os conjuntos de sequéncias

admissiveis onde f; é aplicacao unidimensional associada a X;.

(«) Para todo i € {1,2} existe uma colegao finita de compactos Ly, contendo
uma das singularidades em seu interior e invariante por f; (a existéncia de tais intervalos
¢ provada no capitulo 5). Seja H o homeomorfismo préximo da identidade que conjuga
Xt:Ax, = Ax, e Xb: Ax, = Ax,, isso implica que existe homeomorfismo h : Ly, — Ly,
conjugando f1 : Ly — Ly e fo 1 Ly, — Ly, fixando as singularidades e preservando
a orientacao, dessa forma f; e fo possuem os mesmos itinerarios e consequentemente

U(X1) = U(Xs).

(=) Suponha agora que ¥(X;) = ¥(X,), vamos provar que I'y, =I'y,. Pelas pro-
priedades de f;, min{n € N|d,(I;,(0%)) # d.(I;,(0%))} > 0, 0 que mostra em particular
que f1(0%) e fo(0") pertencem ao mesmo intervalo I(Ay).

Suponha por indugdo que d,(If,(07)) = d,(I5(07)) para todo n < k, vamos provar
que dig(If,(07)) = di(I1,(07)). Para j < k os j-ésimos termos dessas sequéncias coinci-
dem e serdo denotados por A;, para j > k denotaremos o j-ésimo termo de If,(0") por
A?. Denotando I;(If,(07)) = 0,a]] e I(A)) N Im(f;) = [#],4]], o lema 4.2.3 nos per-
mite escrever f1(0,f) = (FI(0%), () © (af, ) com A(0%) = o ou fi(ad) = o
{4} N {0,1/2,1,3/2} # 0. Caso ocorra =¥ = z& € {0,1/2,1,3/2}, necessariamente
fF0%) = 2F e portanto [fFFH(01)] = [f5+1(0)]. Para o caso em que yF = yb € S e
ot £ o, se fosse [FEFH00)] # [FEH(O0), entio fi(I(Ak)) e f5 (I(A2,,)) seriam
intervalos disjuntos contidos em extremidades opostas de [0,1/2] ou de [1/2,1], mas
{a% 25}YNS = § e portanto para algum 4, I(AL, ) Nim(f;) € f£41(0, o) o que contraria
o lema 4.2.3, logo [fF*1(01)] = [f¥71(0%)]. Dessa forma, concluimos que AL = A2 o que

prova a afirmacao.

Considere hy, : I'y, — I dada por hy(A) = N 1,(A), pelo lema 4.2.3 essa funcao esta
bem definida, é continua e sobrejetiva. Segue Z;Tnbém que hy, € injetiva com excecao das
pré-imagens das sequéncias {I;Z?(O), I;!;(l/Z)}. Como I'y, = I'y,, segue que hy o hy ' induz
uma conjugagao h : S' — St entre f; e fy. Seja Py, : ApXi — ApXi aplicagao de Poincaré
associada a X! : Ax, = Ax, e m, : ¥ — R a projegao candnica na primeira coordenada.

Fixado p € Ap, , para cada i € N existe um tnico s; € {b, d} para o qual 7.(F~*(p)) € I,
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definimos ®p,(p) = (s¢, $1, S2,-..). ¥; estd bem definida fora dos pontos pertencentes as
folhas singulares. Como h conjuga fi e f, segue que ®p, (Apy ) = ®p,(Apy ). Para dois
pontos p # q € Apy |0,G| < 1/2 implica d(F~"(p), F~"(¢)) > 2", para o menor natural [
satisfazendo d(EF~'(p), F~'(q)) > 1 necessariamente 7, (F; "' (p)) € I,, # Iy > m(F (p)) e
portanto ®;(p) # P;(¢q). Note ainda que ®; ¢ homeomorfismo sobre sua imagem e portanto
podemos considerar H = ®p, o (I>1311 fora dos pontos singulares e pondo H(p) = p para

pEVsNApy .

Para terminar, construimos a conjugacao entre os atratores dos fluxos usando
comprimento de arco das trajetérias. Sejam D% e Di i € {1,2} os cilindros transversais
ao fluxo (ver condigdo H8 na construgao do fluxo), estendemos a conjugagao anterior aos
segmentos de arco partindo de X e chegando a D% e D%, ou seja, a conjugacao H satisfaz
a propriedade de enviar uma curva vx em outra vy onde cada uma esta parametrizada
pelo comprimento de arco. Estendemos essa conjugacao de maneira similar aos segmentos
que partem de D% e D% e retornam a ¥ (a construgio pode ser encontrada em [7]), o que

prova o teorema. ]

O teorema anterior associa o campo X a um nimero real cuja representacdo em
base 2 coincide com W (X). Dessa forma dois campos sao conjugados se, e somente se, eles
podem ser vistos como rotagoes de dois campos base X e Y que preservam os itinerarios.
Podemos nos perguntar como se comporta a restricao da imagem de W a rotagoes de
apenas um campo X . Sendo mais explicito, fixado X e escrevendo F,, = {X,, | u € T?},
podemos indagar: W(F,) = T?? A resposta para essa pergunta implicaria que apenas
um campo X descreveria a dindmica de todos os elementos em A, pois a menos de
conjugagoes, todos os demais seriam obtidos como rotacoes de X. No proximo capitulo
provaremos que para todo campo X cuja derivada da aplicagao unidimensional associada
satisfaca f' > 1+T‘/5, existirao pardmetros p para o qual a existéncia de apenas uma folha
singular 7 no maximal invariante implica que este é um atrator de Lorenz. Mostraremos
também a existéncia de uma classe de campos em A cujo maximal invariante possui
apenas uma unica folha singular e cujos atratores nao sao topologicamente conjugados a
nenhum atrator de Lorenz.

Persistindo ainda mais, refazemos as mesmas perguntas voltando ao contexto original, ou

seja, U : Xp — T? é sobrejetiva? Esperando que a imagem por ¥ de alguma vizinhanca
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aberta U de X em X, contenha algum aberto de T?, a acdo das rotacoes desses campos
parecem implicar que VU seja sobrejetiva. Embora nossa intuicao nos diga que tal afirmagao
pareca verdadeira, mostraremos que esse fato também nao ocorre, ou seja, ¥ : Xp — T?

nao é sobrejetiva.

Para provar a afirmagdo acima, mostraremos que W(X;) nao contém nenhum aberto.
Suponha por absurdo que (a,b) € int(V(A;)) # 0 e considere os itinerarios das sequéncias
I(07) = A = (Ap,Ay,...) e I(17) = B = (By, By, ...) de algum campo X € ¥~1(a,b).

Para algum inteiro positivo [, considere as sequéncias A' e B’ definidas por

A;, se 0<i<]

Al (4.4)
(d,1), se i >1
B B;, se 0<i<I (4.5)
- (b,0), se i >1 .

Seja I' o conjunto de sequéncias admissiveis gerado por pelas sequéncias A' e B'. Para
[ suficientemente grande, existe campo Y que realiza as sequéncias acima de forma que
U(Y) € int(¥(Xe)), além disso o'T1(AY) > B e o' (B') < Al e portanto A", B' ¢ T.
Para cada ponto p do conjunto formado pelas pré-imagens das singularidades, existe
uma vinhanga aberta V' com a propriedade de que os itinerdrios desses pontos e das
singularidades coincidem nos n primeiros termos, o que implica que I(x) ¢ T' para todo
V. Isso mais a densidade das pré-imagens das singularidades em S Uimplica que I' é um

conjunto finito, o que é absurdo.
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5 Existéncia de atratores

Neste capitulo, nos concentraremos no estudo da existéncia de atratores para a
familia a dois parametros X, € &¢z. O principal resultado do capitulo consiste na prova
da existéncia de um atrator em A, para o fluxo para qualquer u € T?. Serd demonstrado
também a existéncia de um aberto na familia dos parametros para o qual o maximal
invariante se divide em um “atrator de Lorenz"'e numa ferradura de Smale, o que em
particular fornece a existéncia de conjuntos hiperbdlicos mais complexos que érbitas pe-
riédicas. Para isso, faremos um estudo da aplicagao unidimensional f, associada a X,

usando algumas idéias de Morales e Pujals em [16].

5.1 Dinamica da aplicacao unidimensional

A importancia das aplica¢oes unidimensionais associadas a fluxos reside no fato
de permitirem deduzir importantes propriedades do sistema, tais como transitividade e
recorréncia. No artigo [16], Morales e Pujals estudaram fluxos indexados a um pardmetro
que induziam aplica¢oes unidimensionais com propriedades semelhantes as estudadas nos
capitulos anteriores com a diferenca de possuirem apenas uma singularidade. Usando as

ideias ali contidas e adaptando a definicdo ao nosso caso, consideraremos:

Definig¢ao 5.1.1. (Morales, Pujals) Seja I subintervalo de R ou de S*. Denotamos por

E 5(I,a1,a2) o conjunto de fungoes da forma f: I\ {ay, a2} — I satisfazendo:
1. f é C* por partes e descontinua em {a1,as}, além disso |f'(z)| > /2 para todo
zel\{a,a}.

2. Existem os limites laterais lim f(z) = s*.

T—Ta;

3. [ possui derivada infinita nos pontos de descontinuidade.
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Quando a; = ap, escrevemos FE 5(1,a;) onde os elementos desse conjunto sao
chamados de aplica¢des de Lorenz unidimensionais. Para essas fungoes, Morales e Pujals

provaram o seguinte resultado:

Teorema 5.1.2 (Morales,Pujals). Seja f € E 5(I,a1), entdo existe um compacto inva-

riante Ly de I contendo ay em seu interior e satisfazendo as sequintes propriedades:

(i) A restrigao f|., € topologicamente transitiva.

(ii) A variedade estdvel de Ly, W*(Ly) = {x : f*(x) — Ly} é densa.

Em nosso trabalho foram usadas as ideias em [16], adaptando a demonstracao
do teorema acima para o caso de aplicagoes unidimensionais contendo duas singularida-
des. Esse resultado sera de fundamental importancia no restante desse trabalho e serd

enunciado no seguinte lema:

Lema 5.1.3. Seja f € E\/Q(Sl, ai, as), entdo existe um compacto invariante Ly contendo
ao menos uma das singularidades, cuja variedade estdvel W*(L;) é densa em S*. Além

disso, Ly satisfaz apenas uma das propriedades abaizo:

1. Ly € topologicamente transitivo.

2. Ly = L; U L} onde cada Ly é compacto, invariante, topologicamente transitivo,

contém a singularidade a; e satisfaz int(L}) Nint(L37) = (.

Demonstrag¢io. Denote por V,.(a) a vizinhanga de raio r de um ponto a, V. (a) = (a,a+r)
e V."(a) = (a — r,a) e defina n*(a;, a;) por n(a;,a;) = min{k € N | a; € fF(VE(a;))}.
Como f' > /2, f*(V;(a;)) sempre cortard ao menos uma das singularidades para infinitos
valores de n, portanto existem duas escolhas distintas de i e j para o qual a r — n,(a;, a;)

estd definida para todo r > 0 e satisfaz as seguintes propriedades:
1. fr(@a)(V+(q,)) é aberto.
2. a fungao r — n(a;, a;) é ndo crescente.

1 + . A
3. 7[1_1)1(1)nr (a;,aj) = +oo.
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A demonstragao sera dividida em dois casos:

Caso 1: n,(a;,a;) esta definido para todo r > 0 apenas quando i = j.
Podemos fixar b > 2 e g, > 0 tal que mm{(\/ﬁ)”ﬂ‘“’“i)} > b, para todo v < g, e
ie{1,2}.

Afirmagao: Ocorrem as seguintes inclusoes:

+

V

v

n+ a;,a; — n+ a;,a;
(a;) C fm ) (V. (a;)) ou va(ai) C [ )(VE (ay))

(SIS

+

V

o

(@) € f @V (@) ou Vo (a) © f™ @) (V] (@)

v Y

(SIS

De fato, como a; € f”$(“i’“i)(V7i(ai)) segue que

(e (VEa) > (V2R emVE (o) (5:1)
> (V) (5.2)
= UV (@) (5:3)

Tome ¢ > 0 pequeno o suficiente para que se tenha

Vs(a;) © fra(@a) (VE (a;)) 0 @) (V- (a,)) (5.4)

€b

Afirmacao 2: V0 < ¢ < 0, existe n tal que Vy(a;) C f"(Vo(a;)).

Prova: Escreva ¢, = ¢ (g)n, pela afirmagao 1, podemos encontrar k; = n.(a;, a;)
onde VI C f*(V.(a;)) ou V.7 C f¥(V.(a;)). Se 1 < &, repetimos o argumento e
encontraremos ky = ne,(a;, a;) onde V. (a;) C f*(V.,(a;)) ou V; (a;) C f*(Vz, (a;)).

Procedendo indutivamente, encontraremos ky onde ey, < €, < €x,+1 € portanto:
Voi(a;) € frthetettio(V(a;)) ou V, (a;) C fRrht=Fho(V (a,))

Escrevendo k = ki + ko + ... + ky,, segue que Vs(a;) C f”;er“k(Vg(ai)) ou que
Vs(ai) C [ (Vi(ay)).

Defina H; = U f*Vjs(a;), cada conjunto H; é transitivo, pois dados U,V abertos
em H;, existir];ieio satisfazendo a; € f"(U), como f™(U) é aberto, tomando € > 0
dado pela afirmagao 2 de forma que tenhamos V.(a;) C f™(U), segue pela defini¢ao
de H; que VN f™(V.(a;)) # 0 e portanto f+t™(U) NV # (). Note ainda que
intH; N intH; = () pois do contrario existiria 7 > 0 para o qual n,(a;, a;) estd
definido. Defina L = H;, W*(Ly) = W*(L}) U W*(L?}) pois n,(a;, a;) esté definida

para todo r > 0 e portanto a variedade estavel ¢ densa em 1.
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Caso 2: Existe i # j para o qual n,(a;, a;) estad definido para todo r > 0.
Isso implica que n,(a;, a;) também estd definido para todo r > 0 e algum j. Proce-
dendo de forma exatamente analoga a demonstracgao anterior, podemos tomar § > 0

pequeno o suficiente para que se tenha
= (aj,a; Ne, (aj,a; -
Vi(ag) C frol ) (Vo (ag)) 0 freel (V2 (ag) (5.5)

Defina Ly = H;, onde H; = U (f™(Vs(a;)). Caso n,(a;, a;) ndo esteja definido para
todo r > 0 a variedade estéseelNWS(L ) serd densa em S' e teremos a; ¢ L;. Caso
n.(ai,a;) esteja definido para todo r > 0, tomamos H; = UN(f”(VZ;(aZ-)) com ¢
satisfazendo 5.5 e a inclusao Vj(a;) C f"j(“i’“i)(Vj(ai)) N f”;fwﬂ(v; (a;)). Nesse

caso H; = H; e portanto W*(L;) é densa em S', a prova da transitividade ¢ a

mesma no caso anterior.

Os intervalos invariantes obtidos anteriormente refletem a dindmica do atrator
sistema. Usando o lema 4.2.3 enunciado no capitulo 3 mais a transitividade de f|, :
Ly — Ly obtida no lema anterior, podemos obter a densidade de pontos periddicos em
L, que serd demonstrado no préximo resultado. Isso nos permitird provar a densidade

dos pontos fixos para o atrator do fluxo.

Corolario 5.1.4. Seja Ly compacto obtido no lema anterior, entdo os pontos periddicos

de f|p, : Ly — Ly sdo densos em Ly.

Demonstragao. Seja J intervalo em L e considere f levantamento de f definido em 4.1.1.

Diminuindo se necessario o comprimento de I, podemos supor que J C I¢, onde § € {b,d}.

Tome y € int(J) satisfazendo O+t (y) = Ly e considere If(y) = (Ao, A1, Ao, ...), existe

)
no € N tal que f™(y) € J e I,,(If(y)) C J. O lema 4.2.3 garante que " envia I,,,({¢(y))

homeomorficamente sobre I N f(S*) e portanto f~"|;, — I, (If(y)) é contracao, logo

f™ possui ponto fixo em J. O]
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5.2 Existéncia de atratores

Nesta secao vamos provar a existéncia de atratores para qualquer familia de fluxos

a dois pardmetros induzida do fluxo X! construido no capitulo 2. Dado um conjunto

aberto U para o qual X*(U) C U para todo t > 0, definimos Ax(U) = NX'U) e
>0

Ap = N P*(X) onde P representa a aplicagdo de Poincaré associada ao fluxo X, nesse
caso V;TS que Ax(U) = UX'(Ap). O primeiro passo nessa direcio é estudar conjuntos
contidos no maximal invfr?ante que possuam estrutura uniformemente hiperbdlica. Seja
N, o complemento ortogonal de X (p) e 7y, a projecao ortogonal sobre N, o fluxo linear
de Poincaré ¢ a aplicagdo P : N, — Nxt(p) definida como Fj(v) = mn, , (DX*(v)).
E conhecido que a hiperbolicidade de X' equivalente a hiperbolicidade de sz (ver [5]
capitulo 1), a préxima proposigao estabelece a hiperbolicidade dos pontos em Ax que

estao uniformemente afastados da singularidade.

Lema 5.2.1. Seja K C U um conjunto compacto e invariante por X', suponha que exista

e >0 tal que dy(Ox(p),0) > & para todo p € K, entao K é uniformemente hiperbélico.

Demonstragio. Seja t(p,>) = min{t > 0|X*(p) € X} e considere a aplicagio P : K — X,
definida por P(p) = X*®¥)(p), escrevendo Ky, = P(K) segue que Ky, é invariante pela
aplicacao de Poincaré P e d(Op(q), 75 ) > €. A existéncia dos cones C* ¢ C" em ¥ implicam
que Ky é hiperbdlico para P.

Sejam E*(p) e E¥(p) os espagos estaveis e instaveis em Hy, para v® € E*(p) e v* € E*(p),

defina os conjuntos

F(p) = {aDXL(v")a € R} e Nj(p) = 7y, (F(p)

Fi(p) = {BDXL0MIB € R} e N(p) =y, (F'())

onde 7y, ) fepresenta a projecao ortogonal sobre Nx:(,). A invariancia dos espagos E° e
E* por P implica na invarianancia de N7 e N} por P;f para todot > 0 e p € K. Fixado p,
denotaremos por t; o tempo de batida que satisfaz X' (p) € ¥ e P'(p) € X, existe 7 > 0
tal que ;.1 —t; < 7 para todo ¢, dessa forma qualquer ¢ suficientemente grande pode ser
escrito como t = Y t;+t com 0 <t < 7. Sev® € E5(p) e |[v¥]| =1, DX"(v®) pode ser

0<i<n
escrito como aP*(v*) +vX"(p) para algum « e v, logo:
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1w, 00)I| = (1B, (%) 0 P, (1) . o P, (07

< [Pmn, )] TT 10xtip) © DX, (v*)]]

0<i<n
C H HOXti(p) o DX;iWNp(US)l‘
0<i<n
C 1] 1Oxtipy 0o DX (v%)]|
0<i<n

— € II 105 o (DP'(0") + X (X“(p)))]|

0<i<n

= C I l1Oxuq) o (DP'(v*))|

0<i<n
C II IDP(v)]]
0<i<n

CA"[|v]]

IN

IN

IA

IN

t—t

CA= [, ()]

IN

IA
Q
>

3

e

S,

Onde A < 1. Repetindo os argumentos segue que PIf expande vetores na direcao de N} e

portanto K é hiperbdlico. O

Usando o resultado acima e os lemas anteriores, podemos enunciar:

Proposicao 5.2.2. Seja X o campo construido no capitulo 2, Ax(U) contém um tinico

atrator em U que coincide com a classe recorrente por cadeias da singularidade.

Demonstragdo. Seja U regiao atratora para Ay, pelo teorema de Conley, existe um tinico
quase atrator em U. Como U é aberto e invariante, existe curva v, C U N X tangente
ao cone C", que é expandida por um fator maior que V2 e portanto o comprimento
de P"(v,) aumenta exponencialmente. Dessa forma, para algum iterado ny temos que

P (v,)NW3(0) # 0 e portanto UNW#(c) # 0. Tome p € UNW*#(c), logo X*(p) vt
e portanto o € U. Isso mostra que o inico quase atrator é a classe recorrente por cadeias
da singularidade. Vamos mostrar que C(o) ¢ um atrator. Considere o conjunto definido por
Hy = (intW*5(Ly))", este conjunto ¢ invariante pois W#(Ly) é invariante e as drbitas dos
elementos de d(W#(Ly)) ndo intersectam a singularidade. Isso implica que os conjuntos

Hp= N P"(Hy x[-1,1]) e Hx = U X"(Hp), sdo compactos e invariantes. Seja X*|y a
neN t>0
restrigdo do fluxo X* ao conjunto Hy, entdo R(X") \ R(c) C R(X"|zy)-



5.83. Dindamica a dois parametros 63

Se R(X'[3,) = 0 ndo ha nada a fazer, caso contrério o lema 5.2.1 garante que R(X"|#, )
é hiperbdlico e portanto existem finitas classes recorrentes por cadeia em Ax(U) o que

prova que C(o) é um atrator. O

5.3 Dinamica a dois parametros

Pelo teorema anterior podemos concluir que para todo par de parametros, o ma-
ximal invariante Ax, (U) possui um atrator que denotaremos A, como A, NW*(o) # 0,

seria interessante caracterizar os atratores que satisfazem:

0.

LA NWE(o)#De A, NW?(0)

2. M, NW2 (o) #De A, NWS (o) = 0.

3. A NWE (o) #De Ay WE(0) # 0.

Nos casos (1),(2) e (3) acima o atrator serd denotado por A}, A e Af~ respecti-
vamente. Veremos no proximo teorema que é possivel classificar a regiao dos parametros
para o qual cada um desses tipos de atrator existem. A partir de agora, vamos estudar
individualmente a dindmica associada a A, 9,) em cada pardmetro e mostraremos a exis-
téncia de um conjunto em T? com interior nao vazio onde A?;lﬁz) pode ser de fato visto
como o atrator geométrico de Lorenz.

Para provar essas afirmacoes estabeleceremos a seguinte notacao: f denotara o levanta-
mento de f : ST — S definido no capitulo anterior. Reciprocamente, se usarmos a notacao
g para denotar uma funcao real § : R — R, entdo g significard a funcao g : S* — S! que

tem g por levantamento. Podemos agora enunciar o préximo teorema.
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Teorema 5.3.1. Existe um conjunto V C T? satisfazendo as sequintes propriedades:

e )V tem interior nao vazio.

e para todo (01,0;) € V, existe um intervalo 1591,92) C S* invariante por f(p, 0,) € que

contém a singularidade a; onde a restricio de fg, 9,) @ Iy, 02 ¢ uma aplicacao de

Lorenz.

e OV é composta por duas curvas diferencidveis decrescentes que ligam (0,0) a (—1/2,—1/2)

e que se intersectam transversalmente.

Demonstracio. A ideia da prova é encontrar intervalos invariantes que contenham uma
das singularidades e cujas extremidades sejam pontos fixos. Para isso, devemos comparar o
crescimento de cada ramo de f nos pontos que sao simétricos com respeito a singularidade

1/2. Isso motiva definir a fungao auxiliar L : (0,1/2) — R por
L) = fi' (01— fo(1 =)+ fo(1 —2) — 1 + 2. (5.6)

A funcao L satisfaz as seguintes propriedades:

1. lim L(z) = lim L(z)=0.
Jm L) = lim L(z) =0

2. LéC em (0,1/2).

3. limL(z) = lim L'(x)=—o0

70 z—1/2-

Podemos entao considerar os seguintes conjuntos:

e L7 ={zre€(0,1),L(z) <0},
o LT={xe€(0,1),L(x) >0},

o £0={ze(0,1),L(x) =0}

Pelas propriedades da funcao L, segue que £ # () e L~ e L' tem interior nao vazio.
Mostraremos que cada um desses conjuntos induzem aplicagoes de Lorenz no seguinte

sentido: os angulos para os quais A, g,) ¢ um atrator geométrico de Lorenz dependem
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dos conjuntos acima definidos.
Para isso, definimos as funcdes angulo 6; : (0,1/2) — R por:
br(w) = [ (1= (1 =) e Oi(z) = —fi(fs(x)) + Os(x).

Observe que @'(x); < 0, 01(0) = 02(0) = 0 e —0,(1/2) = 05(1/2) = 1/2, 1080 f(9, (x).0(2))

sempre possui dois pontos fixos. Suponha y € L~ e sejam p;(y) e p2(y) os pontos fixos de

J01(v),62(v)), valem as seguintes afirmacoes:

(i) ps, (y) = O2(y).
(ii) lim f(@l(y),@g(y)) <1-— Y.

x—1/2—

(iii) x_1>11m/2+ J01w),02)) = P ().

(iv) 1=y <ppy).

Vamos provar as afirmagoes acima.

() Flor 02 (02(y)) = Fr(O2(y)) + O1(y) = Fi(B2(y)) — f1(0a(y)) + ba(y) = Oa(y)
(ii) limyoyo- fo o) = 1— Fi(B2(y)) +02(y) = o(1—y)+ ' (1—- fill—y)) <1—y
(iii) limy 0+ f(el(y),ez(y)) = limy_1/0+ JF2(37) + §Q(y) =0+ §Q(y)

(V) fowow (1 —y) =Ff1—-y) +0)=Ff1-—y+ ' (1-Al-y)<l-y

pal @V — - _ I

0.5

p(B)} - - 7_,,1

Figura 15 — Gréfico da aplicagao fg, (y).6.(y))
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As propriedades (i) a (iv) estao sintetizadas no gréafico anterior. A tltima desigual-
dade significa que para x > 1/2, a funcio f(s, (,).0,(4))(2) esté abaixo da funcio identidade

e portanto pa(y) > 1 —y.

As condigbes acima implicam que o intervalo [py, (y), ps,(y)] é invariante por fi, g,) €
contém a singularidade 1/2 para qualquer que sejay € £~. Aém disso, (ii) e (iv) implicam
que o mesmo acontece para um aberto no conjunto de parametros.

Prosseguindo da mesma forma para y € £, encontraremos uma regiao aberta em T? para,
o qual existe aplicacao de Lorenz contendo a singularidade 0. Se y € £°, existem duas
regioes invariantes por fg, 9,) cada uma delas contendo uma das singularidades. Observe
que a curva v, : (0,1/2) — S* definida por v(t) = (61(t),02(t)) determina a fronteira
na parte inferior de V. A fronteira superior de V é determinada pelos pontos fixos ps(y)
de f(91792), ou seja, pelas curvas de nivel h~1(0) da aplicagao h : (0,1/2) x (0,1/2) — R?
definida por h(z,y) = fg(:lr) + gg(y) — z. Como % # 0 o teorema da funcdo implicita
implica que existe uma fungdo £ : (0,1/2) — R que é C' em I e satisfaz h(¢(y),y) = 0,
defina 1 (t) : (0,1/2) — S* por 1o(t) = (62(t), £(t)), segue portanto que 7; e 2 definem a

fronteira de V e se intersectam transversalmente nos pontos L£(x) = 0. []
1
2 T2
1
0 2
v
1
2

Figura 16 — Conjunto V

Quando z € int(V) o intervalo (p;(z), p2(z)) contém o conjunto L; em seu interior
(Ly é dado pela situagao 1 do lema 5.1.3). Isso implica que para todo z € int(V), a

vizinhanga atratora pode ser tomada propriamente contida em > e portanto A Plo, (2,652
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¢ um atrator de Lorenz usual para aplicagao de Poincaré P, (2)6,(x))- Em particular, se
x € int(V)N L™, entdo v° é a unica folha singular contida na regiao atratora e portanto
tL>JoXt (Ap(al(x)’%(w))) = A@l(x)’(b(x)). De maneira equivalente se conclui que a igualdade
tL;JOXt (Ap(el(w)y%(z») = A&(x)ﬂg(w)) quando = € int(V) N L*. Para o caso em que x € L°,
existem dois intervalos invariantes para a aplicagdo unidimensional (correspondente a
situagdo 2 do lema 5.1.3). O maximal invariante serd formado por dois Lorenz, colados
um ao outro, cada um contendo uma das folhas singulares, em particular o atrator nao

seré transitivo.

Pela riqueza dinamica dessa familia de fluxos, podemos nos perguntar se para
algum conjunto de pardmetros, o conjunto hiperbélico J X*(H) obtido em 5.2.2, possui
t>0

uma estrutura conhecida. Isso sera dado pelo préximo teorema.

Teorema 5.3.2. Para todo par de parametros (61, 6s) € int(V) existe um conjunto com-

pacto invariante H.S C X que € uma ferradura de Smale.

Demonstragdo. Sejam p; e ps pontos fixos de fg, 0,), esses pontos dividem S' em dois
intervalos compactos: I; e Iy, com a; € I;. Supondo f(I;) N I, escrevemos Ry = m, (1),
onde T, é projegao na primeira coordenada. Defina Ry = P7'(R) e R' = P(Ry), como
(01,0) € intV temos que f(ai) ¢ I, isso implica que R; e R! sdo uma unido de duas
faixas compactas By = H; U Hy e R' = V3 UV, onde 75 N P(H;) = () para j € {1,2}
e V; é transversal a H; para todo i,j € {1,2}. Portanto R{ = B; N R' é uma unido de
quatro semi-faixas disjuntas (ver figura 5.3), com didmetro C ﬁdiam(}%), onde C' é uma

constante. Procedendo indutivamente, segue que os conjuntos R, = P™"(R) = 0<L%2 n;
_l_ n

e R" = P"(R) = U _V,, sao formados pela unido de 2" faixas compactas disjuntas,
0<n,;<2m v

satisfazendo R, C R, 1, R* C R™', P"(H,,)N~5 =0 e V™ transversal a H,, para todo

i € {0,1,...2"}. Portanto R = R, N R™ é formado por 2" semi-faixas disjuntas com

didmetro C'———. Dessa forma H.S = (| P"(R) é uma ferradura de Smale. [
(2v2) neZ
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Figura 17 — Ferradura de Smale

O proéximo passo é identificar o atrator cujos parametros estao fora de V, estudando
quantas singularidades eles podem conter. Isso é fornecido pelo principal teorema do

capitulo:

Teorema C. A, contém um atrator de Lorenz < p € V. Além disso, se f/, > A > %5,

entdo qualquer fluxo Xﬁ com | € V¢ possui uma unica classe recorrente por cadeias em
A, como atrator que contém pontos de ambas as separatrizes da singularidade, ou seja,

Ay = AP

Demonstragao. Para simplificar a notacao, escreveremos f ao invés de fg, g.)-

(<) Foi provado no teorema 5.3.1

(=) Suponha que A possua um lorenz, isso significa que o compacto invariante L; dado
pelo lema 5.1.3 ¢ um intervalo contendo apenas uma singularidade, esta divide L; em
dois intervalos compactos L~ e L% satisfazendo int(L') C S\ {a1,as}. Dessa forma,
fla™) € (intL™) e f(a™) € int(L™). Caso a = 1/2, entao L™ C (1/2,1) e L~ C (0,1/2)
logo f(1/2%) € (0,1/2) e f(1/27) € (1/2,1), caso a = 0, entdo temos L~ C (1/2,1)
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e LT C (0,1/2). Isso significa que logo f(07) € (1/2,1) e f(0%) C (1/2,1), ou seja, f
possui dois pontos fixos. Por outro lado, se f possuisse dois pontos fixos e (6, 6;) € V©,
f1, conteria um ponto fixo em seu interior o que implicaria que Ly = S* (absurdo), logo
(01,05) € V o que prova a primeira parte.

Por fim, se [’ > % e i € V¢ suporemos por absurdo que L; contém apenas uma
singularidade, seja Ly a componente conexa de Ly que contém essa singularidade, f(Lo)
esta dividido em dois intervalos L; e Ly, onde podemos supor que cada um deles nao
possui comprimento maior do que ¢(Lg). Como ¢(Ly) + ¢(Ly) > A(L), o comprimento de
Ly e Ly é maior do que (A —1)¢(L). f(Lo) possui uma componente L; fora de Ly que nao
contém singularidades portanto: £(f(L1)) > AM(Ly) > A\ — 1)¢(Lg) > €(Ly) isso implica
que f*(Ly) N Ly = () para todo n, iterando indefinidamente obtemos ¢(f"(Ls)) — 400

(absurdo) e portanto Ly deve conter a outra singularidade. ]

Apenas a hipotese f' > +/2 nao é suficiente para garantir que parametros fora do

conjunto V induzam atratores da forma A~ isso é mostrado no seguinte exemplo:

Exemplo 1. Eziste funcio f : S' — S* com f' > /2 tal que Ly contém apenas uma

singularidade e nao € intervalo.

Para construir o exemplo, tome ¢ > 0 pequeno satisfazendo v/2+¢ < % Tomamos
f com apenas um ponto fixo py =1 /2 — e e com derivada constante igual a \/5 + € no
conjunto (I.(a1) U (I-(az))®, escrevendo £ = f(g,,0,)(1/27) e £ = fio,.0,)(1/27) é possivel

supor que:

L f(€7) = py
2. f(1/27) —1/2 = %
3. f(§7)—f(1/2) =e.
Defina L; = [pr, €] U (F(1/27), f(£7)), das propriedades descritas acima, segue que

O(2((0,€7)) < (V24e)(f(0,€7)) < (V2+e)e < % = U(py, &) e portanto Ly ¢ invariante

e contém apenas uma singularidade.
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5.4 Estrutura singular hiperbdlica

Nessa secao, mostraremos que o atrator Ax do campo construido no capitulo 2
possui estrutura singular hiperbdlica. Além disso, estenderemos os resultados do capi-
tulo anterior a uma vizinhanca & de X em Ap. O primeiro passo consiste na seguinte

caracterizacao do conjunto Ly:

Lema 5.4.1. Se {0,1/2} C L; entdo Ly = S*.

Demonstragio. Para n suficientemente grande, I,,(I(07)) = I e L,(I(1/27)) = I, séo
intervalos contidos em Ly, cada um deles contendo uma das singularidades. Segue ainda

que fF(int(1) Uint(ly)) = ST\ {f(07)}, pela invaridncia de L; segue o resultado. [J

A seguir, enunciaremos dois resultados que serdao usados na obtencao de uma es-
trutura singular hiperbdlica para a familia de fluxos estudada. Esses resultados podem

ser encontrados em [5] (lema 2.29 e teorema 5.34).

Teorema 5.4.2. Dado um conjunto invariante e conero A que possua decomposicdo
(C, N)-dominada para o fluxo linear de Poincaré com respeito a um campo X, entao
existe uma vizinhanga U de A e § > 0 tal que o conjunto Ay(U) = QYt(U) possui
(C', N)—decomposi¢io dominada para o fluzo linear de Poincaré com refs}oiito ao campo

Y eU § — Ct-prézimo de X, onde C' e N sdo constantes positivas dependendo somente

de 6, U e (C,\) e saatisfazem (C', N') — (C, \) quando 6 — 0 e U — A.

Teorema 5.4.3. (Moraes, Pacifico, Pujals) Seja A = Ax(U) compacto invariante isolado

de X € XY (M) tal que:

1. A € conexo e contém um conjunto denso de orbitas periddicas.

2. Para todo campo vetorial Ct-préximo de X, todos os elementos criticos em U sdo

hiperbolicos do tipo sela.

3. Para todo campo vetorial C*-prézimo todo ponto de equilibrio em U é do tipo Lorenz.
Entao Ax € singular hiperbélico.

Podemos agora enunciar o principal teorema da secao.
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Teorema 5.4.4. Considere o campo X satisfazendo as hipoteses H. Existe uma wvizi-
nhanca U de X em X tal que para todo Y € U o atrator Ay € um conjunto singular
hiperbolico, atém disso vale a sequinte propriedade: existe t > 0 tal que para todo x € C

vale
DY |- 11DY prucxsiap |- DY ool < 1. (5.7

Demonstragcio. Vamos mostrar que X satisfaz as hipéteses do teorema 5.4.3. Dado aberto
V em 3, existe ponto periddico p para f e conjunto A C 7, C V satisfazendo m(A) = p.
Temos 7(P~") = p para infinitos valores positivos de n, como ¢(P~"(A)) — 1, existe
ng positivo para o qual A C P~ (A) e portanto Py : ¥ — X possui ponto periédico
em V e dessa forma os pontos periédicos também sdao densos em Ax. Aplicando o lema
5.2.1, a existéncia dos campos de cones em Y garantem que os elementos do tipo sela
sao hiperbdlicos para todo campo C' préximo de X, logo Ay é singular hiperbélico.
Pelo teorema 5.4.2; existe decomposicdao dominada para todo campo proximo de X, a
continuidade do determinante garante todo campo suficientemente préximo expande o
determinante na diregdo centro-instavel e portanto Ay é atrator singular hiperbdlico para
todo Y suficientemente préximo de X. Seja V' o aberto em torno de o onde X ¢é linear e
V, C S' a projecio mx dos pontos em torno de uma vizinhanca de 5 em X que sio levados
em V pelo fluxo. Para todo ponto ¢ € V et > 0 tal que X*(¢q) € V para 0 < s < t,

- 6)\2, ||DXt|Ecu|| — 6)‘1t (§] HDX_t|Ecu|| — G_Ast com

valem as igualdades ||DX"|gs
A < A3 <0< —=A3 <A < —=Xye A + X < A3. Por outro lado, o tempo de retorno a
V' dos pontos de A fora de V' é uniformemente limitado por uma constante ¢y, se b > 0
é constante que limita a derivada de DX' de 0 a ty, entdao existe K > 0 satisfazendo

|| DX* < Ke*! || DX geu|| < KeMt e ||[DX 7Y geu|| < Ke™ 3 para todo t e portanto:

Es Ecu

|DX*

para t suficientemente grande. Tomando U suficientemente pequena no teorema A, segue

que todo campo Y € U satisfaz a desigualdade 5.8, o que prova o teorema. O
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