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Resumo

Liliana Olga Jurado Cerrén

Orientador: Bruno César de Azevedo Scardua

Resumo da Tese de Doutorado submetida ao programa de Pés-graduagao em Matematica
do Instituto de Matematica da Universidade Federal do Rio de Janeiro, como parte dos
requisitos necesséarios a obtencao do titulo de Doutora em Ciéncias Matemadticas.

No primeiro capitulo desta tese sao estudadas folheacoes de codimensao dois real sobre
uma variedade diferenciavel de dimensao [ + 2 real, que sao transversalmente holomorfas
de codimensao um. Como aplicacdo estudaremos o caso sobre uma variedade complexa
de Stein de folheagoes holomorfas que admitem uma hipersuperficie real transversal.

No segundo capitulo estudaremos folheagoes holomorfas de codimensao ¢ transversal-
mente afins definidas por um sistema de 1-formas holomorfas {Q1, ..., Q,}. Provamos uma
caracterizacao de tais folheagoes em termos de matrizes de formas diferenciaveis. Tal resul-
tado tem como consequéncia que uma folheacao holomorfa de codimensao ¢ sobre o espaco
projetivo complexo CP™ ¢é tranversalmente afim no complemento de algum subconjunto

invariante de codimensao um, sempre que admite uma integral primeira elementar.

No terceiro capitulo serd provado um Teorema de Extensao para uma folheagao ho-
lomorfa de codimensao arbitraria ¢ em uma variedade complexa M. Essencialmente este
teorema afirma que dada A C M uma subvariedade analitica invariante irredutivel, sobre
determinadas hipdteses das singularidades, existe uma matriz ¢ x ¢ de 1-formas diferenciais
definida em alguma vizinhanca fora de A U Sep(A), que pode ser estendida meromorfica-
mente a uma vizinhanca de A de forma especial.
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Introducao

Neste trabalho nos dedicamos ao estudo de folheacoes. Mais precisamente, duas classes

de folheacées, a saber:

e Folheagoes reais transversalmente holomorfas de codimensao um.

e FolheacGes holomorfas de codimensao arbitraria.

Para a primeira classe mencionada acima, estudamos alguns exemplos e principalmente
0 caso em que hd uma estrutura transversal dada por um grupo de Lie, no complementar
de um divisor invariante. Focaremos em teoremas de extensao e classificacdo das mesmas.

Para a segunda classe, estudamos aquelas com estrutura transversal afim e damos uma
caracterizacao em termos de formas diferenciais da existéncia desta. No caso especifico de
folheacbes em espacos projetivos complexos, estudamos mais detalhadamente a existéncia
e classificacao destas.

No que segue damos uma motivagao para o estudo de cada uma das classes acima, a
partir de referéncias e trabalhos conhecidos. A Secao 0.1 é referente ao Capitulo 1 e a
Secao 0.2 é referente aos Capitulos 2 e 3.

0.1 Folheagoes reais transversalmente holomorfas de codi-
mensao um

Uma das principais ferramentas de estudo das folheagoes reais de dimensao [ sobre uma
variedade diferencidavel M *2* sio as folheacdes que sdo transversalmente holomorfas de
codimensao k. Introduzimos a seguinte defini¢ao:

Definicao 0.1 Seja F uma folheacdo real de codimensdao 2k em uma variedade suave
M2k de dimensdo real ¢ + 2k. Dizemos que F € transversalmente holomorfa de co-
dimensao k se F € dada por uma colecao de submersoes sobre subconjuntos abertos de
R2* =2 C* tal que os mapas de transicées sao holomorfos.

Afim de compreender a relevancia de folheagoes transversalmente holomorfas citamos
por um lado Brunella em [25] que fornece uma lista de folheagoes orientdveis 1-dimensionais
sobre uma 3-variedade fechada e conexa, por outro lado, também citamos [26] onde Bru-
nella juntamente com Ghys classifica as folheagoes transversalmente holomorfas de codi-
mensao um sobre uma 3-variedade fechada e conexa, obtendo portanto, que ou a folheagao
é riemannianas (folheagoes que admitem uma métrica transversal), ou é um dos seis exem-
plos da lista de folheacoes em [25].
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Por outro lado, dada uma folheagao real de codimensao um sobre uma variedade com-
pacta 3-dimensional, ha sempre um circulo transversal. Fato este que muitas vezes tem
consequéncias importantes sobre o comportamento global da folheacao. Por exemplo, o
Teorema de Novikov, diz que uma folheacdo de codimensdo um na esfera S® terd uma
folha compacta. Nao hé tal caracteristica no caso complexo; uma folheacao holomorfa de
codimensao um em uma variedade complexa nao é necessariamente transversal a alguma
superficie compacta de Riemann.

H&a muitos trabalhos que versam sobre a existéncia de segOes transversais para uma
folheagao holomorfa de codimensao um, e também para a sua reciproca, as consequéncias
de obter uma se¢do real transversal a uma folheagdo holomorfa de codimensdao um. Por
exemplo, em [40] de B. Scérdua e T. Ito, os autores mostrarom que, se M uma variedade
2-dimensional real fechada e conexa mergulhado em C" e transversal a uma folheacao
holomorfa de codimensao um, entdo M é um toro.

No trabalho [41] de B. Scardua e T. Ito, pesquisam se hipdteses geométricas para as
folhas de uma folheacao holomorfa de codimensao um, que sao nao compativeis com a
existéncia de segoes transversais. Dos teoremas provados no [41] temos, por exemplo, o
seguinte teorema:

Teorema 1.

Seja F uma folheagcdo holomorfa de codimensdo um em uma variedade complera X e

transversal a fronteira reqular M = 0D de um dominio de Stein relativamente compacto
Denote por G a restricio Flar. Se G admite uma integral primeira transversalmente

holomorfa f : M — C entdo F admite wma integral primeira holomorfa F: W — C em

uma vizinhanca W de D em X.

OTeorema I é um teorema de extensao, que estende uma propriedade de integral
primeira em uma vizinhanga. Com esse espirito do Teorema I, mostramos neste trabalho
o Teorema A , onde X é uma variedade de Stein e a restrigdo F|j; é uma folheagao
transversalmente holomorficamente afim. Entretanto, sua prova se defere pelo uso de
otras técnicas.

O estudo da Geometria das Folheagoes é muitas vezes relacionado com o estudo da
sua estrutura transversal. Outra relevante classe de estrutura transversal é aquela dada
por acoes de grupos de Lie em algum espago homogéneo. Esta é a classe de folheacoes
transversalmente homogéneas introduzido por Blumenthal em [12] e [29].

No primeiro capitulo sdo estudadas folheacoes de dimensao real [ (I > 2) sobre uma
variedade diferencidvel M2, que sdo transversalmente holomorfas de codimensdo um
complexa.

Definicao 0.2 Seja F uma folheagdo transversalmente holomorfa de codimensdo um em
M.

1. Dizemos que F é transversalmente holomorficamente aditiva (ou com estrutura adi-
tiva) quando as funcoes g;; (ver Defini¢do 1.2 do Capitulo 1), sdo da forma g;;(z) =
z2 4 bij, com b;; € C localmente constante em U; N Uj.
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2. Dizemos que F € transversalmente holomorficamente afim(ou com estrutura afim),
se gij(2) = a;jz + by, onde a;; € C— {0} e b;; € C sao localmentes constantes.

aijz+b¢j

3. Dizemos que F € transversalmente holomorficamente projetiva se g;j(z) = T
ij ij

Qs b .

com Y7l € SL(2,C) localmente constante.
Cij dij

Considerando esta Definicao 0.2, podemos caracterizar as folheagoes transversalmente ho-

lomorfas de codimensao um, que sao transversalmente holomorficamente homogénea (ver

Defini¢ao 1.2), e nao é dificil provar a seguinte proposigao.

Proposicao 0.1 Seja F uma folheacdo transversalmente holomorfica de codimensdao um
sobre M. Se F é transversalmente holomorficamente homogénea, entao F € transversal-
mente holomorficamente aditiva, afim ou projetiva.

Assim, consideramos a seguinte situacao:
e F ¢é uma folheagao transversalmente holomorfa de codimensao um sobre M;

e F tem uma estrutura transversal holomorfa afim e sem singularidades em algum
subconjunto aberto U C M.

Na maioria das vezes consideramos o caso U = M ou U = M \ A, onde A é a unido finita
de folhas compactas de F. Considerando essa situagao, sobre determinadas hipéteses, no
primeiro capitulo da tese obtemos alguns resultados de extensao. A seguir, sdo:

Lema A. (Lema 1.12)

Se w € uma 1-forma fechada transversalmente holomorfa definindo F em W* = W \ A,
entdo w se estende a uma I1-forma fechada transversalmente meromorfa em W supondo
que o grupo holonomia Hol(F,L) contém um atrator para cada folha L C A.

Esse resultado de extensao esta no mesmo espirito da Segao 3 em [6] (ver Lemas 3.1 e
3.2), no entanto é provado de uma maneira diferente, uma vez que nao temos singularida-
des. Como consequéncia do Lema A, obtemos a seguinte proposicao.

Proposicao A. (Proposicao 1.6)

Seja F uma folheagao transversalmente holomorficamente afim sobre M\ A e dada em M
por uma 1—forma  transversalmente holomorficamente integrdvel. Suponhamos que cada
folha L C A contenha um atrator sobre seu grupo de holonomia. Entdo existe uma forma
fechada transversalmente meromorfa n em M com conjunto polar (n)., = A de ordem um
e tal que dQ2 =n A Q. Além disso, para qualquer folha L C A temos:

1. Se Resyn=a ¢ {2,3,4...}, entdo Hol (F, L) é abeliano linearizavel.

2. Se Hol (F,L) é nao abeliano linearizavel, entdo Resyn = k+ 1 com k € N e

. Az
Hol (F, L) mergulhado em Hy = { <z — W) }



UFRJ. IM 4

Na dultima se¢ao do primeiro capitulo, contribuimos com alguns resultados sobre este
tépico quando M é uma variedade de Stein, no caso de folheacGes holomorfas admitindo
uma hipersuperficie real transversal.

Teorema A. (Teoremal.3)

Seja G folheacao holomorfa de codimensao um com singularidades em uma variedade com-
plexa de Stein X™ de dimensao n > 2. Seja A C X subconjunto aberto relativamente
compacto com um bordo M = 0A simplemente conexo tranversal a G. Onde G induz uma
folhegao transversalmente holomorfa F = G|y em M que € afim em M \ A para algum
subconjunto invariante A =T N M , onde I' C X € analitica invariante por G. Também
assumimos que cada folha de F, L C A contém um atrator em seu grupo de holonomia.
Entao G € dada em uma vizinhanca de A em X por uma forma meromorfa fechada tipo
logaritmica, ou seja G é dado por uma 1-forma meromorfa fechada do tipo w = > )\j%
onde fj : M — C € meromorfa.

Como aplicagdo do Teorema A, obtemos o seguinte corolério.

Corolario A. (Corolario 1.3)

Sobre as hipdteses acima se A € difeomorfa a uma bola B> C C" e M € difeomorfa a
esfera M = 8?"~1 C R*™, ention =2 e G| € holomorficamente conjugado a folheagao
linear L : zdw — Awdz =0 com A € C\ R_.

0.2 Folheacgoes holomorfas de codimensao arbitraria

Na segunda parte desta tese estudamos folheacges holomorfas com singularidades em co-
dimensao arbitraria. Estudaremos aquelas que possuem estrutura transversal afim fora
de um divisor de codimensao um. Relacionaremos tal fato com a existéncia de integrais
primeiras Liouvilianas. Isto é feito nos capitulos 2 e 3 da tese. Funcgoes Liouvilianas, sao
aquelas que podem ser escritas a partir das funcoes racionais utilizando uma sequéncia
finita de operacoes algébricas. Basicamente, trata-se de uma torre finita de extensoes de
corpos, comecando com o corpo das funcoes racionais em C", sendo que cada extensao
¢é do tipo simples, por adjuncao de um elemento, cuja derivada ou derivada logaritmica
pertence ao corpo anterior. No ano 1992, Michael F. Singer em sua obra Liouvillian first
integrals of differential equations , caracterizou o sistema de equacoes diferenciais de duas
variaveis complexas, que possui integral primeira Liouvilliana, que é uma fung¢do Liouvi-
liana nao constane que é constante ao longo das curvas da solugao em algum conjunto

aberto nao vazio.

Motivado pela obra original de Singer [31] sobre a existéncia de integrais primeiras para
sistemas de equacoes diferenciais ordinarias complexas polinomiais, o autor B. Scdrdua em
[4] estende os resultados para folheagoes de dimensao um e codimensao um sobre um espaco
projetivo CP", que admitem uma integral primeira Liouvilliana. Primeiro lembremos for-

malmente a defini¢ao de fungao Liouviliana em espagos projetivos.
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Definigao 0.3 (Fungao Liouviliana em espacos projetivos). Uma fun¢ao Liouviliana em
CP" é um elemento f de uma extensio Liouviliana (K, A) do corpo diferencial (i, {aiyj,j =

— 5 A ; ; P({El,...,l’ )
1,...,n}) onde p, = C(x1,...,2,) € o corpo de fungées racionais sz), P Q €
Clxy, ..., zyn] nas varidveis x1, ..., T, € a%j by = Mn SG0 Mo sentido usual as derivadas
parciais, j =1,...,n.

Pode-se provar que:
(1) (pn, {8@% %_1) € um corpo diferencial comutativo;
(ii) O corpo de constantes c(pn, {(%j 7)) =C;

(iii) dada qualquer extensdo Liouviliana (K, A) de (pin, {aiyj}?:l)’ qualquer elemento f €
K define uma fungao analitica sobre algum Uy C CP™ aberto denso (Zariski).

Obtendo B. Scardua em [4] os seguintes teoremas.

Teorema II.

Seja F uma folheagdo de dimensao um no espaco projetivo complexo CP" tendo uma
solucdo que satisfaz uma relagdo Liouwviliana, mas que ndo estd contida em wma folha
algébrica de F. Entao F admite uma integral primeira Liouviliana.

Teorema III.
Seja F uma folheacdo de codimensao um no espaco projetivo complexo CP™. Entdo:

1. F admite uma integral primeira Liouviliana se, e somente se, admite uma solucao
que satisfaz uma relagdo Liouviliana mas ndo uma relacdo algébrica.

2. F admite uma integral primeira Liouviliana se, e somente se, F € dada em algum
espaco afim por um I-forma polinomial ) = Z?zl Pjdy; que tem um fator de in-
tegrag¢ao da forma h = H;Zlf;\j e:cp(#nj_l),

J=1Jj

Aj € C, nj € N, para polinomios
fjag'

Voltando ao estudo das folheagbes com estrutura transversal homogénea sobre uma
variedade complexa, temos a seguinte defini¢ao:

Definicao 0.4 Uma folheagcdo holomorfa de codimensdo q com singularidades F sobre
uma variedade complexa M™ € chamado transversalmente afim, se existe uma familia
{Y; : U; — Cl},c; de submersdes holomorfas, definidas em conjuntos abertos U; C M,
definindo F e satisfazendo M \ sing(F) = Uic1U; e com relagoes afins Y; = Ai;Y; + Bij
para algum A;; - Uy NUj — GLy(C), Byj : Uy NU; — CY localmente constante em cada
UinU; # 0.

A existéncia de uma estrutura transversal afim é muitas vezes relacionada com a
existéncia de uma integral primeira Liouviliana. Em [4], é obtido um resultado geométrico
das folheacGes de codimensao um que admitem uma integral primeira Liouviliana. Nesse
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artigo o autor B. Scardua chega ao seguinte resultado.

Teorema IV.

Seja F uma folheacdo de codimensdo um mo espago projetivo complexro CP™ que admite
uma integral primeira Liouviliana. Entao F € transversalmente afim no complemento de
algum subconjunto invariante algébrico de codimensdo um.

0.2.1 Folheacgoes transversalmente afins e formas diferenciais

Um dos objetivos deste trabalho é fornecer os recursos necessarios para a investigacao na
classe de folheagoes de codimensao arbitrarias. No segundo capitulo consideramos uma
folheagao holomorfa de codimensao arbitraria e estendemos algumas propriedades de fo-
lheagao de codimensao um e alguns exemplos para folheagoes de codimensao g, e damos
uma caracterizagao do caso de folheagoes transversalmente afim em termos de matrizes.
Além disso, definimos integral primeira elementar para uma folheagdo de codimensao q.
Levando em conta que as folheacoes transversalmente afins de codimensao um, sao caracte-
rizados em termos de formas diferenciais, vamos generalizar as folheacGes transversalmente
afins de dimensao arbitraria. Essa é uma das realizagoes do trabalho [5] de B. Scardua,
provando o seguinte teorema.

Teorema V. (Teorema 2.3)

Seja F uma folheagdo holomorfa de codimensao g em M. A folheagcdo F € transversal afim
em M se, e somente se, existe uma cobertura aberta U;ciU; = M e matrizes holomorfas
qgx1,qxqdel-formas, Q;,n; em U; Vi € I, satisfazendo:

1. FUs = F(S).
2. in:nz‘/\Qi edn; =n; A n;.

3. SeU;NU; # 0, entdo temos Q; = G, -Q; e n; = n; +dGij -Gi_jl para alguma fungdo
holomorfa G;; : Uy N U; — Gly(C).

Além disso, duas dessas colegoes (£2;,n;,U;);cr e (i, m;, Uy, definem a mesma es-

el
trutura transversal afim de F se, e somente se, temos Q; =G;-Q; e 17;- =n; + dG; - G,

para alguma fung¢ao holomorfa G; : Uy — GLg(C).

Além disso, o autor obtém, como consequéncia do Teorema V, o Corolario I, que é
uma generalizagao do Teorema IV.

Corolario I. (Corolério 2.3)

Seja F uma folheagdo de codimensdo q sobre CP™ admitindo uma integral primeira elemen-
tar Liouviliana. Entdo, F € transversalmente afim no complemento de algum subconjunto
algébrico invariante de codimensdo um A C CP™.

No ultimo capitulo de [5] por B. Scérdua, introduz o conceito de estrutura afim es-
tendida para folheagbes de codimensao arbitraria com singularidades genéricas de Tipo I
(Definicao 3.3) e Tipo II (Definicao 3.5), definidas por um sistema integrével de 1-formas
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e também vemos a generalizagao do Lema de Extensao de codimensao um ( ver [6], pag
218 ) para codimensao arbitraria, obtendo o seguinte teorema.

Teorema VI. (Teorema 3.2)

(Teorema de Extensio) Sejam F uma folheagao holomorfa de codimensio q em M e
A C M, uma subvariedade analitica invariante irredutivel, suponha que:

1. sing(F) N A é ndo vazio e consiste de singularidades genéricas do Tipo I e Tipo II,
onde dim sing(F) <dim(F) — 2.

2. Eziste uma 1-forma diferencial n definida em alguma vizinhanga de V'\ (AU Sep(A))
que define uma estrutura transversal afim de F neste conjunto.

Entdo n se estende meromorficamente a uma vizinhanga de A como uma forma adap-
tada de 2 ao longo de A.

Seja F uma folheacdo holomorfa de codimensao dois em CP3. Como consequencia
do Teorema VI damos uma caracterizagao de n em uma vizinhanca de um ponto singular
do Tipo I e I1, mais precisamente como resultados da tese, obtemos os seguintes corolarios.

Corolério B. (Corolario 3.1)

Consideremos as hipoteses do Teorema VI. Seja F uma folheacdo holomorfa de codimensao
dois, n construida e estendida em CP? e py € sing(F) singularidade isolada de tipo I, dada
em uma carta local pelo campo de vetores X (x,y,z) = (Mx, Aoy, A3z), onde A1, A2, A3 sdo
linearmente independentes em Q. Entdo, concluimos que 1 tem a sequinte expressdo

dG kv ks ko  kgZ
n=—-+ ( g g4 w1 + g g4 w2, (1)
G k7g—‘11 ks kgg—‘l1 ke
onde k; ¢ constante.

Corolério C. (Corolério 3.3)

Consideremos as hipoteses do Teorema VI. Seja F uma folheagdo holomorfa de codimensdo
dois, 1 construida e estendida em CP? e p € sing(F) singularidade isolada do tipo I, dada
em uma carta local pelas formas w1 = zdy — A\ydr = zyio1 A ¢ (RTUQT) e wy = dz = wo.
Entao, concluimos que n tem a sequinte expressao

dg1 de | dy k fon £UGL k ke, Y91
(8 ) (0% 0) (ot " ) (i 0 )
91 0 0 T2yg1 5 8zyg1 6

Também obtivemos um resultado em CP", para uma folheagdo holomorfa de codi-

mensao (n — 1) em CP", s6 damos a caracterizagao de 1 em uma vizinhanga de um ponto
singular do Tipo I.

Corolario D. (Corolario 3.2)

Consideremos as hipoteses do Teorema VI. Seja F uma folheacdo holomorfa de codi-
mensdo (n — 1) em CP", sejam n construida e estendida em CP", py € sing(F) singula-
ridade isolada de tipo I, dada em uma carta local pelo campo de vetores X (x1,...,zy) =
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(A1Z1,y ooy Apy) tal que i—; ¢ R, sejam wi,wa,...,wn—1 as formas fechadas que definem a

folheacdo. Entdo, concluimos que n tem a sequinte expressao

1 1 1
kit ’“1213*2 ’@(n—ngfi
dG ky, 22 k3o R
n= 6 + g1 ) 2(n ]:)gn—l Wi+
1 gn—1 1 gn—1 1
k(n—l)l g1 k(n—1)2 g2 e k(n—l)(n—l)
k k k
ks, 2 k3o s kg, 2
..+ .gl ] 2(" 1) In—1 (,t)k-+
k In— k In— k
Koo Kooz e 0 KFaenmen
-1 -1 -1
/‘3?11 ks ?; k?(nfl)gfil
n—1g n— n— g
ka1 g% ko, kz(n—1)gn:
. . Win-1)-
k?’b—l ' gn—1 kn—l ' gn—1 kn—l '

(-1 g1 Nn-1)2 g (n—1)(n—1)



Capitulo 1

Folheacoes transversalmente
holomorfas com estrutura
transversal homogénea

Neste capitulo estudaremos folheagoes de codimensao real dois sobre uma variedade di-
ferencidavel M'*2, que sdo transversalmente holomorfas de codimensao um com estrutura
transversal aditiva ou afim e sem singularidades. Na ltima se¢ao do primeiro capitulo apli-
camos o caso de folheagoes holomorfas de codimensdo um admitindo uma hipersuperficie
real transversal para variedades complexas de Stein.

1.1 Folheagoes transversalmente holomorfas sobre uma va-
riedade diferenciavel M™%

Definicao 1.1 Seja F uma folheagdo real de codimensdo 2k em uma variedade suave
M2k de dimensdio real £ + 2k. Dizemos que F ¢é transversalmente holomorfa de co-
dimensao k se F € dada por uma cole¢ao de submersoes sobre subconjuntos abertos de
R%* 2 CF tal que os mapas de transicées sao holomorfos.

Exemplo 1.1 Um primeiro exemplo trivial € dada pela folheagdo holomorfa F de codi-
mensao k em uma variedade complexa X .

Exemplo 1.2 Seja F como no Exemplo 1.1 e seja M C X uma subvariedade real de
dimensao real £ + 2k. Se M € transversal a F, entao a folheacao induzida F := F|p €
transversalmente holomorfa de codimensao k.

De fato, como a funcao inclusao M C X é transvesal a F, existe uma tnica folheacao em
M de codimensao k. Seja X = U}, U; e as submersoes do Exemplo 1.1 sobre subconjuntos
abertos de C*. Temos M = U, (UiN' M) e definimos as submersoes restrictas a U; N M.

Exemplo 1.3 Seja F, X como no exemplo 1.1 e seja M = X x N onde N é uma
variedade diferencidvel qualquer. A folheacdo produto Fo = F X N € entao uma folheacdo
transversalmente holomorfa de codimensao k em M.
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De fato, é facil ver que F» é uma folheagao real de codimensao k. Seja as submersoes
do Exemplo 1.1, g; definidas em U; sobre C¥, definimos as submersoes g;om; definidas em
U; N N, onde 7 é a projecao da primeira coordenada.

Exemplo 1.4 Seja ¢ : m(N) — Aut(F) um homomorfismo do grupo fundamental de
uma variedade diferencidvel N sobre o grupo de difeomorfismo holomorfos de uma varie-
dade compleza F. A agio natural ¢ : m(N)x (NxF) — (N xF) onde N € o recobrimento
universal de N preserva qualquer folheagio N x F de N x F. Se F é uma folheacio de F
preservado pelo subgrupo imagem p(m1(N)) < Aut(F). Dada tal folheagdo holomorfa F
de F' temos portanto uma folheacao suspensio F, de uma variedade M, com as sequintes
propriedades:

(i) M, admite uma fibra¢io ™ : My, — N com fibra F'; em particular m : My, — N €
transversalmente holomorfa.

(ii) F, € transversalmente holomorfa. De fato, F, € transversal a fibra¢do m: M, — N.
(iii) O grupo de holonomia global de F, € isomorfo a ¢(m(N)) < Aut(F).
De fato, este exemplo pode-se ver com mais detalhes em [10].

Definicao 1.2 Uma folheagao transversalmente holomorfa F tem uma estrutura trans-
versalmente holomorfa homogénea, se existe um Grupo de Lie complexo G, um subgrupo
fechado conexo H < G tal que F admite um atlas de submersio y; : Uy C M — G/H
satisfazendo y; = g;j 0 y; para algum mapeo localmente constante g;; : U; NU; — G para
cada U; NU; # 0. Em outras palavras, o atlas transversalmente holomorfo de submersées
para F tem mapas de transi¢ao por translagoes a esquerda em G e submersoes tomando
valores no espago homogéneo G/H. Nesta situa¢ao diremos que F € transversalmente
holomorfa homogénea de modelo G/H .

Exemplo 1.5 Qualquer folheacdo holomorfa transversalmente homogénea € uma folheacao
transversalmente holomorfa com uwma estrutura transversalmente homogénea.

Exemplo 1.6 Dada uma folheagio F em X como no Exemplo 1.5 de modelo G/H entdo
qualquer subvariedade real M C X transversal a F € equipada com uma folheacdo trans-
versalmente holomorfa Fi = F|pr com estrutura transversalmente homogénea de modelo

G/H.
De fato, pelo exemplo 1.2 e a definicao de estrutura transversalmente homogénea.

Exemplo 1.7 Seja F'= G/H um espago homogéneo de um grupo Lie complexo G, onde
H ¢ um subgrupo normal de Lie fechado. Qualquer representagcao do homomorfismo

@ m(N) = Aut(F) da origem a uma folheacao transversalmente holomorfa F, em
(NxF)/¢ =M, a qual é transversalmente holomorficamente homogénea de modelo G /H.

De fato, pelo exemplo 1.4 e a definicao de estrutura transversalmente homogénea.

Definicao 1.3 Seja F uma folheagdo transversalmente holomorfa de codimensao um em
M.
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1. Dizemos que F € transversalmente holomorficamente aditiva (ou com estrutura adi-
tiva) quando os mapas g;; na Defini¢do 1.2, sdo da forma g;j(z) = z + b;, com
bij € C localmente constante em U; N U;.

2. Dizemos que F € transversalmente holomorficamente afim(ou com estrutura afim),
se gij(2) = a;jz + byj, onde a;; € C— {0} e by € C sao localmentes constantes.

aijz—&—bij
cijz—&-dij ’

3. Dizemos que F € transversalmente holomorficamente projetiva se g;;(z) =

b

com | 9 V) ¢ SL(2,C) localmente constante.
Cij dij

Proposicao 1.1 Seja F uma folheacdo transversalmente holomorfa de codimensao um

sobre M. Se F é transversalmente holomorficamente homogénea, entao F € transversal-

mente holomorficamente aditiva, afim ou projetiva.

Prova: Como C = ’2}2}(8 e Aut (C) = {az + b/a # 0}, entao

Aff(C)xC — C
(aij, bij) Xz — a2+ bz‘j.
Assim, g;j(z) = a;j2 + b;j, onde a;; e b;; sao localmente constantes.

Por outro lado, C = %((25) e Aut(C) = {ZZZIS/QCZ —be = 1}. Entao

PSL(2,C)xC —C
aij b aij=tbi;
X — .
< ey dy ) ’ s

a;jz+bi; ~
=L onde a;j;, bjj, cij e d;j sao localmente constantes.

Cijz+di]' ’

Portanto, g;j(z) =

Proposicao 1.2 Seja M2 uma variedade real de dimensio | + 2, e F uma folheagdo
transversalmente holomorfa de codimensao um. Entao, existem colegoes {0}, 1, {Uj} .t

e {gij}UmUﬁéQ) tais que :

1. {Uj};e; € uma cobertura aberta de M ;

2. Q; € uma 1—forma diferencial integrdvel nao identicamente nula em U;;

3. gij € uma funcao transversalmente holomorfa tal que g;j : Uy N U; — C\ {0};

4. seU; N Uj =+ @, entdo ); = giij em U; N Uj.
Prova: Sem perda de generalidade, podemos assumir que temos um atlas {U;} tal que em
cada U; esta definida o par de difeomorfismos (f;,g;) de U; em REx C. Se h: REx C — M,

é a inversa de (f;,g;), seja o conjunto de nivel h. : R — M, tal que h.(x) := h(z,c).
Assim, que g;(h¢(x)) = c. Diferenciando ambos lados temos que

(hedgi) (x) = dyg <8h§§f)> =0.
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Desde que g; é uma submersao, a diferencial dg; tem posto maximo. Entao , g; define uma
1-forma diferenciavel nao nula. Note que dg; no sistema de coordenadas pode ser visto
. Ogi Ogi 9gi 9gi — 9gi 9gi 0gi

como dg; = o dry + ...+ oz, dx; + B dyy + 55 dys = 3zlda?1 +...+ 5 dr; + Frdz.

Assim, em cada U; existe uma forma diferencidvel §; = dg; cujas tangentes sdo as curvas

de nivel de g;. Por hipétese temos que g; = h;;jg; sobre U; N Uj;. Assim,

Oh; Ohi;
Q; =dg; = ( 87;] Ogi> dg; = ( azj Ogi> Q,

; e Q; diferem pela mutiplicagao g;; := 8;2”- gi sobre U; N U; que nao é nula desde que

hi; é um biholomorfismo.

Observagao 1.1 A inversa da Proposicao 1.2, também € valida.

Corolario 1.1 A definicao 1.1 para uma folheacdo transversalmente holomorfa de codi-
mensdo um € equivalente ao pseudogrupo de holonomia ser dada por mapas biholomorfos
entre subconjuntos abertos de C.

1.1.1 Germes de biholomorfismos em (C,0) com ponto fixo

Nesta secao estudaremos os subgrupos do grupo de germes em 0 € C, de biholomorfismos
com ponto fixo em 0. A motivacao para tal, é o estudo do grupo de holonomia das folhas
de uma folheacao de codimensao um.

Seja f : U — V uma aplicacao holomorfa, onde U e V sao vizinhangas conexas da
origem 0 € C e f(0) = 0. Diremos que f é um biholomorfismos local em 0 se f’(0) # 0.
Neste caso, pelo Teorema da Funcao Inversa, existem vizinhancas U’ C U e V' C V, com
0eU NV, tais que f(U')=V"e flp: U — V' é um biholomorfismo.

O conjunto de germes em 0 € C de biholomorfismos locais com ponto fixo em 0 sera
denotado por Dif(C,0). Este conjunto é um grupo com a operacao de composicao (de
germes). Diremos que dois subgrupos G e Gy de Dif(C,0) sdo conjugados, se existe um
germe f € Dif(C,0) tal que foGy = Goof. Isto é, para todo g1 € Gy, o germe fogjof~!
estd em G2, ou seja, os elementos de (G1 sao conjugados aos de Go por um mesmo germe
de biholomorfismo. Nao ¢ dificil ver que a conjugacao é uma relacao de equivaléncia.

Outra relacdo de equivaléncia que consideramos é a C°-conjugacdo, ou conjugacio
topoldgica: dizemos que dois germes f1, fo € Dif(C,0) sao topologicamente conjugados
se existe um germe de homeomorfismo em 0 € C, digamos g, tal que g(0) = 0 e gof; = fo0g.
De maneira andloga definimos a conjugagao topoldgica entre subgrupos de Dif(C,0).

Observemos que a operacao de “conjugar um germe”corresponde a uma mudanga de
coordenadas em uma vizinhanga de 0. Com isto podemos dizer que se f € Dif(C,0), entao

dj;(;) |.=0 = f'(0) nao depende do sistema de coordenadas holomorfo z numa vizinhanca

da origem. O biholomorfismo z — f/(0) - z é chamado de parte linear de f na origem.

Dizemos que um germe f € Dif(C,0) é um atrator (resp. repulsor) se |f'(0)| < 1
(resp. |f’(0)] > 1). Observe que f é um repulsor se, e somente se, f~! é um atrator.
No resultado seguinte, que é um caso particular do Teorema de linearizacao de Poincaré,
veremos que um atrator ou repulsor é sempre linearizavel.

Lema 1.1 Sejam f,g € Dif(C,0), onde f é um atrator. Suponha que f e g comutam.
Entao g € linear em qualquer sistema de coordenadas que linearize f.
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Lema 1.2 (Lema de linearizagao de Poincaré). Seja f € Dif(C,0). Suponha que a
parte linear de [ satisfaz |f'(0)| # 1. Entao f € linearizdvel, ou seja, existe um germe
¢ € Dif(C,0), tal que ¢po f(z) = f'(0) - ¢(2). Além disso, se 1 é um outro germe em
Dif(C,0) que lineariza f, entdo ¢pop~—1 € linear, ou seja, ¢ = -1 para alguma constante
A e C.

Lema 1.3 Sejam f(z) = Az um biholomorfismo linear de C e g € Dif(C,0) tal que

fog=go f. Valem as sequintes propriedades:

(i) Se A" #1 paran € N— {0}, entao g(z) = pz € também linear em z.

(ii) Se \¥ =1 para k € N, entdo g(z) = pz(1 + ¢(2%)), para alguma fungiao holomorfa
©(z) tal que p(0) = 1.

Definicao 1.4 Um grupo G € soluvel, se a cadeia decrescente de iterados comutadores

GO G G G0 =@, GRY = [Gk,Gﬂ k=0,1,2,....0—1
estabiliza no grupo trivial, ou seja,

G'OG'DG?D .. DG DG = {id}.

Se G é comutativo (abeliano), entdo | = 1. Grupos soliveis com [ = 2 sdo chamados
metabeliano, isto é G é comutativo.

1.2 Folheagoes transversalmente holomorfas de codimensao
um sobre M'*?

Seja F uma folheacdo transversalmente holomorfa de codimensdo um sobre M2 F
é holomorficamente afim se existe um atlas transversalmente holomorfo de submersces
yj : U; — C para F tal que se U;NU; # 0, entao y; = a;jy; + bi;, para funcoes localmente
constantes a;;, bij :U; N Uj — C.

Proposicao 1.3 Uma estrutura transversalmente holomorficamente afim para F em M €
caracterizado por uma cole¢ao (Q;,n;) de 1-formas diferencidveis definidas em conjuntos
abertos U; C M tal que:

1. Q; e n; sao transversalmente holomorfas, 2; € integrdvel e define F em Uj, com
dQ; =n; ANQj edn; =0 em U;. Se U; NU; # (), entdo € = 9i;); em:nj—i-%
para uma fungdo transversalmente holomorfa nao nula g;; : Uy N U; — C\ {0}.

2. Duas colecies (€2,m;) e (Q;,n;) definem a mesma estrutura transversalmente afim

para F em M se, e somente se, Q; = g;Q) e 17;- =mn; + dij para alguma funcgao

g
transversalmente holomorfa nao nula g; : U; — C\ {0} . ’

Prova:
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1. Vamos asumir que F ¢ transversalmente afim com atlas transversalmente holomorfas
iU = C,y; = yjl» + iyjz, onde yjl»,y]z :U; C M*2 5 R, e dy; pode ser vista
como um sistema formada por duas formas diferencidveis {dyjl-, dy?} Como T,,L =
prj_l(q) = KerDy; onde p € yj_l(q), entdo dy; define F em U;. Dado qualquer
uma l—forma transversalmente holomorfa 2; definindo F em Uj, como dy; e €Q;
definem a mesma folheagao entdao para alguma funcdo holomorfa transversalmente
nao nula g; : U; — C\ {0}, temos Q; = g;dy;, e segue que

O = gidy; = (9; +ig3) (dy; +idy}) = (9}dy; — gidy7) + i (g;dy; + g;dy;)

= (9;dy; — g;dyj,g;dy; — g}dyj) .
Assim, definimos as duas formas diferencidveis 9; dyj - g; dy] e yg; dyj —9; dy tal
que
1 1 _

d(gjdy] —gjdyj) ( jdy] —g]dyj) /\gjdy] —i—g]dyj =0e

d (gjl-dyj —i—g]dy]) ( Jldy] - gjdy]) /\g]dy] —i—g]dy] =
Entao €2; ¢ integravel.
Assim, definimos 7); = dgijj, se UiNU; # 0, e y; = a;jy; +b;; implica que dy; = a;;dy;,
alem disso €); = ¢;;€2; pela Observacao 1.1, e portanto a;;g; = gjgi;. Assim, C;gi" =

dgg +dgzja em U; NUj, é claro que dn; = 0, dQ; = n; A€ em—nj—{—(ﬁ;ﬂ

2. Sejam os pares (£2;,7;) e ( ],n;-> que definem a mesma estrutura transversal F

em U;. Como () e Q/ definem F em U; temos que Q = g;2; para alguma g :
U; — C\ {0} funcao transversalmente holomorfa nao nula Pelo item 1, sabemos

d ’ ’ d,
que £; = g;dy;, Q g]dyj, n; = gjj en; =7 . Porém gj = ggj, logo 77J =nj+ g

J

Seja Q; =gQ; e 77;- =0 + % para alguma funcgao transversalmente holomorfa nao
nula g : U; — C )\ {0}. Portanto usando a mesma notagao do item (1) temos

. dg; dg  d(gig) dy; ' "dy.
=0 T 09 J U, i = (995)dy; = g;dy;

! / !

/ . ~ kg; k 9; ;

9;9 = kgj, onde k é constante. Entao em U;NU; temos g = g—? = gl ,isto é, =L o= %,
5 g. 7

k3

ou seja, gg; = g;. Entao dy; = dyj, logo, y; = y;,

. ’ / !
assim, aij = a;; € 99;aij = g0,

portanto b;; = b;j.

A seguir, estudamos a seguinte situacdo: F ¢é uma folheacdo transversalmente holo-
morfa de codimensao um sobre M e com uma estrutura transversal aditiva holomorfa
sobre M \ A onde A C M é a unido finita de folhas compactas de F. Por razoes de
simplicidade suponhamos que F é globalmente definida por uma 1-forma €2 sobre M que
é transversalmente holomorfa. O objetivo é estudar o grupo de holonomia de uma folha
LeF,LCA.

Lema 1.4 Dada qualquer folha L C A o grupo de holonomia de L € soluvel.
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Prova. Dado um disco transversal & folheacao F, tal que D C M, DNA = DNL = {p},
consideremos a representacao da holonomia Hol(F,L,D,p) = G < Dif(C,0) como um
subgrupo do grupo de origem de difeomorfismos holomorfos fixando a origem 0 € C.
Assuma por contradi¢ao que Hol(F, L, D,p) nao é solivel. Por [34] podemos encontrar
em D um subconjunto denso de pontos ¢ € D o qual sao pontos fixos hiperbdlicos para
elementos f, € Hol(F, L, D,p). dado um ponto fixo f;(¢) = ¢ escolhemos uma carta local
z:V C D — C, tomando ¢ em 0 € C e tal que fy(2) = Az com |\ # 1 é linear. A
folha L, € F contém q e, portanto, a clase de homotopia vy € (L, ¢) origina a funcédo
de holonomia f, = fy|v € Hol(F,Lq,V,q). Sabemos que existe uma 1-forma holomorfa
transversalmente fechada w em M \ A tal que F| m\a € dada por w = 0. Por construgao,
w ¢ invariante pelo pseudogrupo holonomia de F em M \ A (ver [3] pag 43-47 ). Em
particular, temos f(w|y) = w|y. Escrevemos w|y = g(z)dz para obter f(wly) = wl|v =
WIV) 00 (@s0) = £ (@IV) () = (@I) ) = () AgA2) = g(2) = g(2) = Lg_1 para

400
alguma constante g_1 € C*. De fato, escrevemos g(z) = Z gjzj em series de Laurent.

—00
Entao (x) é equivalente a

+o0 +o0

S ogNTF =" g s (W —1)g;=0,Vj€Z=g;=0, Vj# 1.
j=—o00 j=—o00
dz
z?
uma sequencia A, — 0. Entao devemos ter g1 = 0 e w|y = 0. Assim, w = 0 (Se que

Assim, w|y = g—1 como o conjunto de pontos fixos hiperbdlicos é denso em D existe
w # 0, entao existe um p tal que é um ponto regular e uma carta trivializadora wl|y = dz)
em M \ A, o que é uma contradigao.

A seguir analisaremos o caso afim que requer outras técnicas: F é uma folheagao trans-
versalmente holomorfa de codimensao um sobre M e com uma estrutura transversalmente
holomorficamente afim sobre M \ A onde A C M ¢é a uniao finita de folhas compactas de
F. Por razoes de simplicidade suponhamos que F ¢é globalmente definida por uma 1-forma
Q) sobre M que é transversalmente holomorfa. O objetivo é estudar o grupo de holonomia
de uma folha L € F, L C A.

Lema 1.5 Dada uma folha L C A o grupo de holomonia de L € soliuvel.

Prova. Dado o ponto p € M \ A consideremos uma vizinhanga aberta simplesmente

d
conexa U, 3 p em M\ A onde podemos escrever |y, = % para alguma funcao transversal-
9p

Q Q

mente holomorfa nao identicamente nula g, : U, — C\{0}. Entao, 0 = d (fﬂ) =d ()
e 9p

em U, implica ) = g, - dF}, para alguma fung¢ao transversalmente holomorfa Fj, : U, — C,

o qual é uma integral primeira local para F em U,. Se escolhemos outro p € Uy C M \ A
entao em caso U, N Uy # 0 temos F = aF), + [ para alguma funcao afim (z — az + ).

Introduzimos a fungao multivalorada F' em M \ A escrevendo F = / —— ou também

efﬂ
dF = % Esta é uma fungao transversalmente holomorfa localmente bem definida
(Fly, = Fp como acima), que se eleva a uma fungdo transversalmente holomorfa bem

definida no recobrimento universal M \ A de M \ A. Fixado um ponto p € M \ A e
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qualquer determinacao local Fj, de F' e um caminho v : [0,1] — M \ A podemos con-
siderar a continuacao transversalmente analitica Fj, , de Fj, ao longo v. Se 7 é fechada
e 7(0) = 7(1), entao Fy,, depende apenas da classe de homotopia [y] € m (M \ A;p).
Seja A(F) := {Fy,y;[7] € m1 (M \ A;p)} o conjunto de tais continuagoes transversalmente
analiticas e P~1(p) = {determinagdes Fj, em F dep}. Entdo, m (M \ A;p) atua transversal-
mente em P~!(p). Existe portanto um recobrimento regular A(F) & M\ A com espaco
total A(F), fibra sobre p igual a P~!(p) e cobrindo o grupo de automorfismo isomorfico em
T (M \ A;p)/Py(mi(A(F), Fp) =: M(F). Denotaremos M(F) ao grupo de monodromia,
de F.

A projegao canonica p : w1 (M \ A;p) — M(F) é denominada uma func¢do de monodromia
de F e associada a cada classe homotopia [y] € m1(M\A; p) a correspondente determinagao
F}, 1y no ponto y(1) = p.

Dada qualquer folha Lo C A fixamos um ponto pg € Ly e um disco de holonomia holo-
morfa pequena Dy, Do M F, Dy N Ly = {po} tal que temos uma representagdo de holo-
nomia Hol(F, Lo, Dy, po) C Dif(Dy;po). Dada uma C* vizinhanga tubular f : N — Ly
fibrada por discos de holonomia holomorfos D, = r~1(q), ¢ € Ly com r~1(py) = Dy e
N* = N\ L = N\ A obtemos por restrigao a C*°-fibragao r* : N* — Lg fibra um disco
furado D* = D — {0}. A sequencia de homotopia para esta fibragao fornece a sequencia
exata abaixo

0 — Z=m([D*) — m(N*po) — mi(Lo;p) —> 0

onde pp € N* é um ponto base fixo com 7(pg) = po. Denote por A(F)|n= p‘_Nl N* a
restrigao natural de A(F) 7 M \ A e por A(F)|y+ a componente conexa a qual contém a

determinagao local Fj,. Como acima, denotemos o mapa de monodromia por

WI(N*7}30)
Py (m1 (A(F)|n=; Fpo)

Para concluir a prova do Lema 1.5 serao necessarios quatro lemas que citaremos abaixo

p:m(N* po) = M(F)(N*) =

Lema 1.6 Existe um dnico morfismo (i) o qual faz comutar o sequinte diagrama

0O — Z — 7T1(N*,]50) — 7T1(L0,p0) — 0

bu 4 (1)
M(F;N*) — MEND)
Finalmente definamos p(F';Lg) := % como a monodromia de F' associada a
Ly e denotaremos por (u) : m(Lo;p) — M(F;Ly) o morfismo de monodromia de F
relativamente a Lg. Agora usaremos

Lema 1.7 Existe um morfismo sobrejetivo o a qual faz comutar o diagrama

m1(Lo; po)
Hol / N ()
Hol(F, Lo, Do) N M(F; Lo).

dada qualquer determinagao local ¢(y) de F' pg» onde y é uma coordenada holomorfa em

Dy, denotamos por £(y)[, sua comutagao analitica ao longo [y] € m1(Lo;po) assim, que

[y
temos um elemento ¢(y)(,] = (o Hol)([y]) do grupo de monodromia M(F’; Lo).
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Lema 1.8 Para cada [y] € m1(Lo,po) temos £(y)[y) = apyy + by para algum mapeamento
afim (2 = a2 + byy)). Em particular M(Fo; Lo) € solivel.

Lema 1.9 Seja 0 - G — H — K — 0 uma sequencia exata de grupos. Entao, H €
soluvel se, e somente se, G e K sao soluveis.

Desde que a sequencia exata 0 — Kera — Hol(F, Ly, Dy) = M(F;D§) — 0 ela tem
M(F, D§) soluvel e Ker(a) abeliano concluimos que Hol(F, Ly, Dy) é solivel, assim, con-
cluimos o Lema 1.5.

Mostramos que dada qualquer folha L C A possui grupo de holonomia solivel sendo
um subgrupo de Dif (C,0). Como é bem conhecido um subgrupo solivel G < Dif (C,0)

¢ formalmente conjugado ao subgrupo Hj = {(y — V%) ;a € CHbe (C}. A con-
y

jugacao sempre converge se G contém um elemento f com f/(O) nao periodico.

Lema 1.10 Como o grupo de holonomia G = Hol(F,L,D) é um grupo solivel. Firado
um ponto reqular ¢ € L\ (sing (F) N L), um pequeno disco transversal D = C, LND = {q},
e uma identificagcdo da holonomia Hol(F,L,D) = H < Dif(C,0); sabemos que H ¢é
soluvel, assim, temos duas possibilidades:

1. H € abeliano. Entdo existe um campo vetorial formal fA em uma varidvel compleza
y € D y(D) =D, y(q) = 0, & € escrita em alguns coordenadas formais §(Z) =

2k+1

l+azkdz talq“e()g*g\:f, Vge H.

2. Se H € solivel nao abeliano, entdo existe uwm campo vetorial formalf tal que (b)
g*f = cf, ceC*"Vge Hec#1 para algumg € H. O campo vet0r§ por ser

escrito em alguma coordenada formal Z como 5( Z) = AkHd%,

Prova A prova podemos encontrar na pag. 14-18 de [14] e pag 81-90 de [44].

Lema 1.11 Qualquer folha L C A tem uma vizinhanga tubular W que € uma variedade
fibrada pelos discos de holonomia D tal que em W temos definida uma 1-forma meromorfa
transversalmente formal 7, com as sequintes propriedades:

1. Nr|p € uma 1-forma meromorfa formal que se escreve em uma coordenada formal g
em D R R
) = WY L
Nrlp(9) = ? + 7 coma € C onde Q|p(y) = gdy (1.1)
2. Além disso, se a holonomia de L é abeliana podemos tomar a = 0. Enquanto que se
a holonomia é mergulhada analiticamente em Hj podemos tomar a = k + 1.

Prova A prova podemos encontrar na pag. 11 de [8].

Lembremos, seja F uma folheacao transversalmente holomorficamente afim sobre M \
A, entao pela Proposicao 1.3, existe n tal que dQQ =n A, dn = 0.
Seja W uma vizinhanga de A, consideremos a restricdio de n a W\ A=W \ L = W*.
Em W* temos
dQ=nAQ =0, ANQ

A 1.2
n—rir="h-Q (12)
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Se n — 7, # 0, entao Q|y~ admite h como um fator integrante formal e 1 nao pode
estende-lo a L.

Se, o grupo de holonomia contém um atrator pelo Lema 1.11 temos a seguinte pro-
posicao.

Proposicao 1.4 Seja L C A uma folha, cujo grupo de holonomia contém um atrator.
Entao, podemos encontrar uma vizinhanca de L fibrada por discos de holonomia D como
acima e uma 1-forma transversalmente meromorfa n|, em W, tal que:

1. np|p € uma 1-forma meromorfa, que se escreve em uma adequada coordenada holo-
morfa y em D

d d
77L|D(y):a?y+?g coma € C onde Q = gdy (1.3)

2. Se a holonomia de L € abeliana podemos tomar a = 0. Enquanto, se a holonomia é
mergulhada em Hy, podemos tomar a =k + 1.

Na situacao de acima a diferenca (n—mnr)|w+ é hQ) para alguma fungao transversalmente
meromorfa h em W* tal que d(hQ2) = 0. Agora vamos investigar a possivel extensao de
uma forma transversalmente fechada w que define F para o conjunto invariante A.

Lema 1.12 Se w ¢ uma I-forma fechada transversalmente holomorfa definindo F em
W* = W\ A, entao w se estende a uma 1-forma fechada transversalmente meromorfa
em W supondo que o grupo de holonomia Hol(F,L) contém um atrator para cada folha
L CA.

Prova.

Assumamos que A = L é uma tinica folha compacta de F. Escolhamos uma C'* vizinhanca
tubular U de A fibrada por discos de holonomia holomorfos e assumamos que U = W.
A extensdo é um problema local em torno de A. Seja 7 : W* — W* um recobrimento
universal de W* com projegao transversalmente holomorfa. O levantamento de w é © =
7™ (w) em W*. Entio @ é fechada, transversalmente holomorfa, portanto @ = dF (pois
W* é simplemente conexo) para alguma fungao F:W*—=Ca qual é transversalmente
holomorfa (submersao).

W*
™
s
w* -t ¢
Assim, w = dF para alguma funcao multivaluada transversalmente holomorfa F' em W*
note que F' nao ¢ realmente uma fungdo em W* (Para mais detalhes ver [22] pag 52).
Dado um ponto p € A consideramos o correspondente disco D, > p e seu disco furado
Dy = Dy —{p} C W*. Temos D, ~D* = {z € C;0 < |2] < 1} por equivaléncia conforme.
A restrigao 7T|W71(D;) : 7 1(D3) — Dj ¢é portanto um recobrimento holomorfo de um
disco unitario furado D*. D* tem um unico recobrimento universal salvo equivaléncia

holomorfa de recobrimentos holomorfos, podemos portanto considerar um recobrimento
holomorfo II : D — D*, onde I1(Z) = €*™* = 2 (ver [32], pag 196). Seja f € Hol(F,L) o
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difeomorfismo atrator e definido em D, ou seja f(z) = Az, |\| < 1. Como (folII) é continua
e D é simplemente conexo, entao exite um nico levantamento tal que I[To f = f o Il.

f

D———>

el
f(z)=Az

D* —— D*

Seja A\ = 2™ g(Z) = Z 4 p verifica [Tog = foll, entdo g = f.

zeD Cc W+
/ lnhm ll‘[\
D% ep cwr £ 2¢
O levantamento f preserva as folhas de F =1 (F), pois
Fel N (x) cO (L), = TI(2) = x0

of(2) = foll(2) = f(z0) = f(2) € I} (wo) C (L)
Portanto F'(f(2)) = F(2), VZ € D, assim, F(2) satisfaz

) { dF(z + ) = dF (2)

F(z4p) = F(3).

Como f(z) = z € Hol(F, L), andlogo ao caso que foi feito anteriormente, f(z) = Az, F()
satisfaz

dF(2+1) = dF(2)
M Fe41) = FE).

Como |A] < 1 temos p é um numero complexo com parte imaginaria positiva. Assim,
temos
o { dF(Z+1) = dF (%)
dF (% + p) = dF(2)
Entdo, dF (%) é uma 1—forma diferencial no toro complexo C/ (Z & pZ), portanto, dF (%)
deve ser linear (ver [28], pag 31).

Logo,
dF(Z) = adz para algum « € C\ {0}

- 5 - 1 . .
Como I1(2) = ™% = 2z, segue que @ = a% = «a(2mi) 1dz—z, assim

a(2mi)” — = w(2) = d(Foll) (2) = dF,((2mi)z).

Portanto w(z) = oz(2m')_2%

Isto prova a extensao de w|p+. Pelo teorema de extensao de Hartog w se estende a uma

para alguma constante o € C\ {0}.

1-forma transversalmente meromorfa em W com conjunto polar (w)s = A de ordem um,

assim, concluimos a prova do Lema 1.12.

Agora temos duas possibilidades:
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1" Hol(F, L) é abeliano. Neste caso, como esse contém um atrator linearizavel, Hol(F, L)
¢ abeliano linearizével (ver [3],pag 137).

Afirmacgao 1.1 Como L € uma folha compacta existe um recubrimento finito tal
que L = Uleﬂ/i, onde W; é uma vizinhanga fibrada tal que €|p(z) = % em W;
e €lp(z) = dzijj em Wj, e como Hol(F,L) contém um elemento hiperbdlico, entdo
2i = CijZj.

De fato: Seja ¢; € W; e ¢; € Wj, um caminho v : I — L, tal que y(0) = ¢; e
7(1) = g, e o difeomorfismo de holonomia f, : (¥5,q;) — (¥, ¢;), obtido a partir
de 7. Seja g € Hol (F, ;) um atrator, consideramos a conjugacao § := I ogOf;]1 €
Dif (£i,4i), que é também um atrator. Entao, z; = ¢;jz;. Assim, devemos ter e
Unico, sobre constantes multiplicativas.

Observagao 1.2 Se F for simultaneamente definida por duas formas fechadas nao
multiplas por uma constante, digamos w1 e wa, entao ela tem uma integral primeira.

De fato: Neste caso temos we = fwi, onde f é funcao transversalmente holomorfa.
Por otro lado 0 = dwy = df A w1, logo df também define F e f e uma integral
primeira de F.

Assim, desde que a Hol (F,L) contém um elemento hiperbdlico, entdo nao existe
uma integral primeira para F em W, portanto, w(z) = cp,ldz—z e

d
nlp(z) + o 1%

nLlp(2) + o-1€[p(2). (1.4)

nlp(z)
nlp(2) =

Portanto, n = nr, + cte. e em W.

240 Hol(F, L) é soltivel porém nio abeliano. Neste caso existe um mergulho holomorfo
Hol(F,L,D) — Hy para um tunico k € N e F|y nao pode ser dada por 1-forma
fechada transversalmente meromorfa. Se fosse dada por uma forma meromorfa L C
(W), onde w tem polo de ordem 1 ao longo de L, entdao Hol(F,L) é abeliana e
linearizavel, que uma contradicao. Portanto

w=0en=n,emW. (1.5)
Em particular obtemos:

Proposigao 1.5 Suponhamos que cada folha L C A contém um atrator em seu grupo
holonomia. Entdo, n estende para 1-forma transversalmente meromorfa em M. Além
disso, seus polos sao simples e temos o Residuo de n, Respn = a com

(i) a=k+1, ke N se Hol(F,L) — Hy € nao abeliano.

(ii) Sea—1¢ N, entao Hol(F,L) € abeliano linearizdvel.
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Prova. De fato, se Hol(F, L) é nao abeliano, n = n, em W, por (ii) do Lema 1.11, temos
a=k+1.
Se a—1¢ N, entao Hol(F, L) é abeliano linearizavel, ver ([3], pag 217).

Pelo feito acima a gente tem provado.

Proposicao 1.6 Seja F uma folheagcdo transversalmente holomorficamente afim sobre
M\ A e dada em M por uma 1—forma 2 transversalmente holomorficamente integrdvel.
Suponhamos que cada folha L C A contenha um atrator sobre seu grupo de holonomia.
Entao existe uma forma fechada transversalmente meromdrfica n em M com conjunto
polar (1), = A de ordem um e tal que d2 = nAQ. Além disso, para qualquer folha L C A
temos:

1. Se Respn=a ¢ {2,3,4...}, entdo Hol (F,L) ¢é abeliano linearizdvel.

2. Se Hol (F,L) € nao abeliano, entio Resyn =k +1 com k € N e Hol (F, L) merqu-
thado em Hy,.

Agora consideramos o caso especial; o caso A = L é uma unica folha de F. Seja a € C,
denote o residuo Resyn. Assumamos que Hol(F, L) é nao abeliano tal que a = k+ 1 para
algum k£ € N.

Lema 1.13 Se qualquer uma 1-forma fechada transversalmente holomorfa em M é€ exata
e N=L={f =0} para alguma fun¢ao transversalmente holomorfa f : M — C. Entao,
F € dada em uma vizinhanca de A por uma 1-forma fechada transversalmente meromorfa
w com polos simples, definida em uma vizinhangca U D A de A em M.

Prova. Sabemos que 7 é fechado e Respn =k + 1, entao n — (k + 1)% é fechado, por
hipétese qualquer uma 1-forma fechada transversalmente holomorfa em M é exata, assim
n=(k+ 1)% + dip, para alguma fungao transversalmente holomorfa ¢ : M — C. Assim,
também por uma hipétese d€2 = n A Q implica d (ﬁ) = 0.

Assim, w = JM% é fechada transversalmente meromorfica e define F em M com conjunto
polar (w)s = A. Porém isto implica que Hol(F,A) é abeliano (pela 2% possibilidade do
Lema 1.12 ) e portanto abeliano linearizével contendo um atrator.

Afirmacao 1.2 Podemos construir uma I-forma transversalmente meromorfica w, com
conjunto polar de ordem um (w)so = A, em uma vizinhang¢a U de A em M,

De fato: Dado um ponto p € L, escolhemos um sistema de coordenadas ¢ = (z,z2) :
U—R xC,compeU, ¢(p)=(0,0)edU)={(2,2);|r] <1,|2| <1}, onde y, é uma
submersao tal que

1. F é a folheacao cujas folhas sao da forma z = cte.
2. LNU C (2=0).

3. D = (z =0) é uma segao transversal a F e z|p é um sistema de coordenadas que
lineariza a holonomia Hol (F, D).
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A partir daf podemos obter uma cobertura aberta, digamos (Uy,),, de D, por abertos
conexos, onde sao definidas coordenadas locais (zq, 2o) : Uy — R!x C, com as propriedades
(1), (2) e (3) acima. Suponhamos que se U, N Upg # 0, entdao U, N Ug é conexo. Por uma
afirmagao 1.1, se Uy NUp # 0, entdo z, = cop2p, para alguma constante ¢,z € C*.

dza __ *B
oz

Decorre da que se U, NUpg # 0, entéo " 5 em U, NUg. Logo existe uma forma w em

L =U,U,, tal que w|y, := dfTa. Como L é compacto existe um cobrimento finito U2 _, U,
tal que wl|y, = %.

Assim, F|y é dada por w: dado qualquer disco de holonomia D com DNA # 0 e qualquer
dz

coordenada holomorfa z € D que lineariza Hol(F, A, D), definamos w|p := %

Usando a mesma técnica de extensao podemos provar:

Proposicao 1.7 Seja F uma folheagao transversalmente holomorfa de codimensao um
em M e suponhamos que F € transversalmente holomorficamente aditiva em M \ A onde
A C M € uma unidao finita de folhas compactas. Entdo, F € dada por uma 1-forma fechada
transversalmente meromdrfica w com polos simples e divisor polar (w)se = A desde que
cada folha L C A contém um atrator em seu grupo holonomia.

Prova: Se F é transversalmente holomorficamente aditiva, existe um atlas de sub-
mersoes transversalmente holomorfas y; : U; — C que define F que pode ser escolhido
com as relagoes y; = y; + b;; para b;; : U; N U; — C localmente constante e U; N U; # 0.
Tal folheagao é dada por uma 1—forma fechada transversalmente holomorfa definida por
wly, = dy;. Assim, na Proposicao 1.7 acima s6 temos provado que tal 1-forma fechada
transversalmente holomorfa w em M \ A estende a A com polo simples. Este fato é devido
ao Lema 1.13.

Corolario 1.2 Se F é transversalmente holomorficamente aditiva em M\A como na Pro-
posi¢do 1.7 e a folha L C A contém algum atrator hiperbélico em seu grupo de holonomia,
entao Hol(F,L) é abeliano linearizdvel.

Prova: Isso é devido ao fato que uma 1-forma fechada transversalmente meromorfa w
tem polos simples.

1.3 Folheacoes holomorfas admitindo hipersuperficies trans-

versais reais

Nesta secao apresentaremos algumas defini¢oes e proposicoes sobre uma variedade de Stein,
que podemos ver em [9], e ao final da segdo vamos ver o Teorema principal do Capitulo 1,
o Teorema 1.3.

Definicao 1.5 Seja K um subconjunto de uma variedade X. O conjunto

Kx :={z € X||f(x)| < supyer |f(y)|, Vf € OX)}

€ chamada a envoltura convexa holomorficamente de K em X. A variedade X é chamada
holomorficamente convexa se para qualquer compacto K C X a envoltura convera Kx €
também compacto.
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Definicao 1.6 Uma variedade holomorficamente convexa X € chamada Stein se uma das
sequintes condi¢des equivalentes € satisfeita

1. Para qualquer ponto x € X, existem funcoes holomorfas fi1, fo, ..., fm em X tal que
x € um ponto isolado do conjunto {x € X/f1 = fa = ...fm = 0}.

2. Funcgoes holomorfas sobre X separam os pontos de X, ou seja, para quaisquer x €y
em X existe uma funcao holomorfa sobre X tal que f(x) # f(y).

Proposigao 1.8 Temos

1. Cada fun¢do holomorfa sobre uma variedade fechada Y de uma variedade Stein X
estende para uma funcdo holomorfa sobre X.

2. Qualquer subvariedade fechada de uma variedade Stein € uma variedade de Stein.

Seja G uma folheacao singular de codimensao ¢ > 1 em uma variedade complexa
X de dimensdo n > 2. Denotemos por sing (G) o conjunto singular de G. Dada uma
subvariedade real M C X, de dimensdo m > 1 e C*°, dizemos que G é transversal a M
se sing(G)NM =0 e T,G +T,M = T,X, como espaco vetorial real, para cada p € M.
Lembramos que dado um ponto p € X \ sing (G), o espaco tangente T,,G é por definigao o
espaco tangente T, (L), da tnica folha L, de G que contém o ponto p.

Neste trabalho consideraremos: G é uma folhecao holomorfa de codimensao um e
com singularidades na variedade complexa X de dimensao n > 1. Suponhamos que
G é transversalmente afim sobre X \ I' para algum subconjunto analitico invariante de
codimensao um I' C X. Seja M C X uma hipersuperficie fechada real que suponhamos
transversalemente a G. Entao, a folheagao induzida F = G|,/ é transversalmente holomorfa
de codimensao um pelo Exemplo 1.2 tem estrutura transversalmente afim sobre M \ A,
A :=TNM é a uniao de folhas compactas de F.

A partir de agora, suponhamos que, X é uma variedade de Stein e M = JA é uma
fronteira suave de um subconjunto aberto relativamente compacto A C X, e também M
é simplesmente conexo.

Lema 1.14 Na situacdo acima para F, A, G, I'; M e X. Suponhamos que cada folha
L C A contém um atrator no seu grupo de holonomia. Entao, G admite em uma pequena
vizinhanca tubular W de M em X, uma I1-forma n meromorfa fechada em W com polos
simples Neo = I'NW e tal que d2 = n A, onde Q € uma 1-forma holomorfa que define
G emW.

Prova. Seja €2 que define a folheacao G em X, tal que G é transversalmente afim em X \T,
entao existe n em X \ I" tal que dQ =nAQ e dn=0. Seja F = G|y é transversalmente
afim sobre M\ A tal que d2[y = nAQ|yr e dnfana) = 0, pela Proposicio 1.5, i se estende
meromorficamente em M, com conjunto polar (7)., = A de ordem um. Por outro lado
como M é compacto existe uma vizinhanca tubular W e pela transversavilidade podemos
estender 7 a uma pequena vizinhanga W de M em X como o feito em ([26], pag 124),
terminando a prova do Lema.
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Sobre as hipdteses do Lema 1.14, e M = JA segue pelo Teorema de Extensao de Levi,
a 1-forma 7 se estende meromorficamente (fechada) sobre W U A.

Proseguimos com a hipé6teses que M é simplemente conexo e (7)., = A é irredutivel,

dada por uma equacéo analitica A = { f = O}, para algum f : W U A — C holomorfa e
reduzida. Denotemos por Fa restricio de G para W U A.

Lema 1.15 O grupo holonomia Hol(F,L) da folha L ¢ T N (W U A) de F ¢ abeliano
linearizdvel.

Prova. Denotamos por € e 7j as restricoes de Q e g em WUA. Temos (i})s0 = {f = O}

de ordem um para uma desejavel constante a € C* temos ﬁ—adT = ¢ é holomorfa e fechada

em W U A. Desde que M é simplesmente conexo, podemos obter uma funcio holomorfa
h em uma vizinhanca de M em W U A tal que ¢ = dh em esta vizinhanca. Pelo teorema
de extensdo de Levi, h estende-se holomorfamente em W U A e temos ¢ = dh em W U A.

Isto é, n — ade = dh e como dh = ¢ temos

e (fen)

Podemos portanto assumir que 77 = a% em W U A.

n=a

c;f L dleh) _ d(fe)

Caso 1: a = k + 1 para algum k € N. Neste caso

~ ~ Q
dQ:ﬁ/\Q:>d<~ ):o
fk+1

Assim, F é dada por uma 1-forma meromorfa fechada em W U A. Porém, desde que

Q
f‘k+1

tem conjunto polar { f= 0} de ordem k + 1 > 2 devemos integrar isso (como

acima for para @) e obtemos = dF onde F : WU A — C é meromorfa com

0
fk+1

conjunto polar (F)s = {f = 0} de ordem k. Assim, atualmente temos F' = f% para

alguma funcéao holomorfa G : W U A — C. Isto da

G g (?) _ FHL(fRaG - Gk fr1d %)
f* f2k

= O = fdG — kGdf.

Desde que Qéo pull-back de uma folheacao linear 2-dimesional a holonomia de seu
analitica folhas, e em particular da folha {f = 0}, é abeliana linearizével.

Caso 2: a—1¢N=1{1,2,3,...}.

Neste caso, por [6] Segao 3, o grupo holonomia do { f= 0} é abeliano linearizdvel:
podemos encontrar coordenadas locais (z;,y;) € U; cobrendo a vizinhanga do {f =
0} em W U A tal que: {f = 0}NU; : {y; = 0}; Fly, : dy; = 0; Qzj,y;) =

) dg; | dy;
95dy;, W(wj,y;) = 5L + a7t
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Desde que em cada iteracdo U; N U; # () duas de tais cartas temos

gidy; = g;dy;
qdui | das _ o dui y dg;

Yi gi Ty gi
devemos ter (para a — 1 ¢ N) tal que y; = ¢;;y; para alguma constante localmente
Cij em U, N Uj [6]

Assim, o Lema é provado.

Observagao 1.3 De acordo a [40], desde que A néao pode conter um subconjunto compacto
analitico de dimensdo > 1, o conjunto singular sing(ﬁ) ¢ um conjunto finitos de pontos.
Além disso, também de acordo a [6], pag 205, F em cada ponto singular tem uma integral
primeira holomorfa.

Assim, se denotamos por A = I'N (W U A), entdo 71 (A) é naturalmente isomorfa a (L)
e usando o Lema 1.15 e a construgao da Proposicao 1 de [10], assim, temos 5 em uma
vizinhanca de A em W U A tal que £ define F fora do conjunto polar (Eoo) = A o qual é
de ordem um.

Afirmacao 1.3 A dindmica de F perto de M, permite estenderé a uma vizinhanga de
M.

De fato: A holonomia de qualquer folha de F nao estd contida em A é abeliano linea-
rizavel, portanto, podemos escrever localmente £ = d—;” e estender a func¢do y para uma
funcdo holomorfa multivaluada constante sobre as folhas de F. Assim, podemos tomar &
como % para tal extensao o qual dd a extensao desejada de é . Finalmente, é estende-se
por transversalidade a uma vizinhanga de M em W U A e pelo Teorema de Extensao de
Levi estende-se a W U A.

Agora, temos obtido uma 1-forma meromorfa fechada é em WUA com polos simples

tal que (é)oo = {f = 0}. Portanto, de novo, podemos integrar £ — a% = ¢ para um

adequado a € C\ {0} e obtemos & = a% para alguma funcdo holomorfa F : WU A — C.

Agora se (1) = A tem mais que uma componente irredutivel, entao o mesmo argu-
mento acima mostra a existéncia de é’ com conjunto polar de ordem um (§~)Oo = A e que
escreve £ = 22:1 ozj%j para fj : WUA — C holomorfa e a; € C\{0}. A fim de assegurar
a coeréncia da extensao unica tem observado que em uma vizinhanga de uma componente
Aj C A menos Aj existe (até a multiplicagdo por constantes) uma tinica 1-forma holo-
morfa fechada que define F , isto é, porque o quociente de duas 1-formas fechadas é uma
primeira integral meromorfa por F (ver a Observagao 1.2). Por outro lado, desde que o
grupo holonomia de A; contém um atrator, dada qualquer vizinhanca V; de A; em M,
nao existe integral primeira meromorfa para F em V; \ A; exceto constantes.

Assim, temos quase provado o seguinte:
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Teorema 1.1 Seja G uma folheacdo holomorfa de codimensao um com singularidades em
uma variedade complera Stein X™ de dimensao n > 2. Seja A C X wm subconjunto
aberto relativamente compacto com um bordo M = 0A simplemente conexo e tranversal
a G. Onde G induz uma folheagdo transversalmente holomorfa F = G|y em M que €
afim em M \ A para algum subconjunto invariante A = I'N M onde I' C X ¢é analitica
invariante por G. Também assumimos que cada folha de F, L C A contém um atrator em
seu grupo de holonomia. Entdo, G € dada em uma vizinhanca de A em X por uma forma
meromorfa fechada tipo logaritmica.

Prova. Escrevemos A = Ay U ... U A, em componentes irredutiveis A; com A; NA; =0,
V i # j. Ser =1, entao fazemos em razao a discussao acima. Se r > 2 e a; = Resy;n
satisfaz uma das seguintes condicoes:

Caso 1. 2<a;=k+1,k; €N, Vje{l,..,r}. Pelo Lema 1.14, e pelo Caso 1 do Lema

1.15, F é dada por uma 1-forma meromorfa fechada ﬁ em W U A.
AR

kr+1
r

Caso 2. a; — 1 ¢ N, Vj € {1,...,r}. Neste caso, cada A; tem uma holonomia abeliana
linealizédvel e podemos construir 1-forma meromorfa com polos simples £ definindo
F em uma vizinhanca WU A de A em X.

Caso 3. Continua a considerar o caso 2 < a; = k;j + 1, kj € N para j € {1,....jo} e
aj—lgéN, Vj e {j0+1,...,r}7é@.

Comecando com alguma componente Aj com j € {jo+ 1,...,r}, construimos uma
1-forma fechada £ em uma vizinhanga de A; e estendé-lo a uma vizinhanca de cada
Ajcomjejo+1,..,r

Resta estender gpara uma vizinhanga de Aj para cada j € {jo+1,...,7}.
Afirmacao 1.4 Hol (F, A1) € abeliano.

De fato: Suponhamos por contradicao que Hol(F,A;) é nao abeliano, entao, em
uma vizinhanga Vi de A; menos A existe, até a multiplicacao por constante uma
tnica 1—forma m tal que dQ = mA Q p01s sim, dada duas 1—formas 7; e 771 temos
dQ = mAQ= 7]1 A §2, entao, m — 7]1 = hQ que é uma 1—forma fechada em V; \ Ay
definindo F caso nao trivial. Desde que a holonomia da folha A; de F é nao abeliano,
entdo, n =1 em Vi \ A; (ver equacdo 1.5).

Assim, dada h; em V; \ A por Q= hlgtemos dQ = dhl A (hy 5) dhl AQe portanto

dh1 =nem Vi \A;. Isto implica que, sobre a hlpotese que Hol(F, Al) é nao abeliano,
devemos ter Resp,n = 1, contradicao (pois Resp,n > 2), concluimos a afirmacao.

Assim, temos obtido, que para componente A; C A tem um grupo de holonomia
abeliano linearizavel. Pela Afirmacao 1.3 podemos obter 1-forma global £ em uma
vizinhanca de A em X.

Corolario 1.3 Considere as hipdteses do Teorema . FEntao, se A € difeomorfa a uma
bola B> C C" e M ¢€ difeomorfa a esfera M = S?"~1 C R?", entdon = 2 e Ggli €
holomorficamente conjugado a folheagao linear L : zdw — Awdz =0 com A € C\ R_.
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Prova: F admite uma integral primeira f : M — C, entdo pelo Lema 3 de [37], existe
uma fibracao $?"~! — S? e por tanto n = 2, assim, pelo Teorema 3 de [37], G é dada por

0 0 0 n 0
)\z@+uw%,)\/u¢ﬂ%, ou Z&+(Z +nw)%,n€N.

Pelo Teorema 1.3 é dada por uma forma meromorfa fechada tipo logaritmica, assim, é

provado o corolario.



Capitulo 2

Folheacoes holomorfas de
codimensao arbitraria

Neste capitulo definimos uma folheacao holomorfa de codimensao arbitraria, estendemos
algumas propriedades de folhe¢do de codimensao um, damos alguns exemplos para fo-
lheagoes de codimensao g e apresentamos uma caracterizagao do caso de folheagoes trans-
versalmente afins em termos de matrizes.

2.1 Folheacoes holomorfas de codimensao arbitraria e for-
mas diferenciais

Definicao 2.1 Uma folheacdo holomorfa F, de codimensao q, em uma variedade com-
plexa M, de dimensdo m, onde 1 < m —q < m, € uma decomposicido de M em sub-
variedades holomorfas imersas conexas de dimensao m — q, chamadas folhas de F, com
as sequintes propriedades:

1. Para todo ponto p € M existe uma tnica folha L, de F passando por p. Se q € L,
entao L, = L.

2. Para todo p € M, existe uma carta local holomorfa (U,¢) de M com p € U, e
tal que ¢ : U — Vg x Vy, onde Vg e Vy sao abertos conexos de C™™1 e C4
respectivamente. Para todo (x,y) € Vi—q X Vg a sub-variedade de dimensdo m — q

de U, 1 (Vin—q x {y}), € um aberto de Ly, onde ¢ = ¢~ (z,y).

Definicao 2.2 Dado um sistema Q0 := {1, ...,Qq}, de 1-formas holomorfas definidas em
um conjunto aberto U C M, diremos que o sistema € integravel se para cada j € {1,...,q}
temos dS; AN A AQg=0emU.

Se tal sistema de formas tem posto médximo em cada ponto, entao pelo Teorema de
Frobenius este define uma folheagao holomorfa de codimensao g sobre U.

A folheagao é dada por uma distribugao de (n — ¢)-planos Ker(Q) := ﬁj.:lKer(Qj),
dado p € M é definida Ker(€;)(p) := {v € T,(M) : Q;(p)v = 0}.
Afirmacao 2.1 Dois sistemas integrdveis de postos mdzimos @ = {{,...,Qq} e Q =

’ ’ ~ I q O
{Ql, ...,Qq} definem a mesma folheacao em U se, e somente se, temos §); = zjzl a;;$2;

28
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para algumas fungoes holomorfas a;; em U, com a propriedade que a matriz A = (aij)g,jzl
€ nao singular em cada ponto de U.
De fato:

~ . . ~ , ’ / ~
1. Se,...,Qq sao 1-formas linearmente independentes, entao € claro que €2y, ..., sao
1-formas linearmente independentes.

q q q
de VAN Ql VARRAN Qq = d (Z aini) VAN Zaljﬂj... A Zaquj (21)
i=1 j=1 j=1

q
= [d(aﬂ)Ql +and (Ql) I d(aiq)Qq + aiqd (Qq)] A Z alej...
j=1

q
A Z aquj.
Jj=1

Fazendo cdlculos simples e sabendo que d€2; AN A ... ANy = 0 temos que

A% A () A A Q) = 0.

3. Seja v € Ker (Q/> = v € ﬂ?leerQ; = Q;(p)v =0, j=1,..,q, como

Z le/ (p)’U ’
Q;(p) = =21~ Q(p)v=0 im, Ker () = Ker (Q).
i(p) det(a) () = Q;(p)v =0, assim, Ker ( > er ()
Dado o sistema 2 := {€y, ..., Q,}, como acima, denotamos por F(f2) a folheacao defi-
nida pelo sistema.

Agora, introduzimos algumas notacoes: dadas as matrizes k x [ e [ X s de 1-formas
A = (ai;) e B = (b)ji, respectivamente, podemos definir o produto exterior de matrizes
de A e B, denotado por A A B, como a matriz k X s, tal que

l
ANB = (Z Qi N bjt)i,t'
j=1

Da mesma forma, podemos definir a derivada exterior dA como a matriz k x [ de
2-formas onde a entrada na posigao (i,j) é a 2-forma da;;.

Exemplo 2.1 Sejam Fi,...,Fy folheacoes transversalmente afins de codimensao um em
M, que sdo transversais em toda parte. Seque que, a folheagdo interse¢do ﬂgzl]:j é
uma folheacdo de codimensdo q em M a qual € transversalmente afim. De fato: se

Fi = {(U;) ,y}}, entao NF; = {(HU;) , (yjl,,yg)} como as folheagdes sdo trans-
versais temos que (y]l, ...,yg) € uma submersao. Além disso, como F; € transversalemnte

afim, temos y; = a;ky,i + b;k, a;-k, b;'.k £ 0, assim,

1
v aj.-k 0 0 i )
J () k gk
. _ . ik . + .
q : : : .q (.1
Yj 0 0 aqk Yk bjk
J
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1
Ujp, 0 0
: 1
a; 0 .
onde Ik € nao singular.
q
0 --- 0 d

De acordo com [3], Capitulo I Proposicao 1.1 temos que dQ2; = n; A Q;,dn; =0, para
alguma 1-forma n; em M. Definimos ) como a matriz g X 1 cujas componentes sio €); e
n uma matriz g X q tendo na sua diagonal n; e as demais componentes como zeros, §) e n
avaliadas em M. Em seguida, na notag¢do acima temos d2 =n A Q. Como n € diagonal,
temos dn=0=nAn.

Exemplo 2.2 Seja M uma variedade complexa de dimensao > 2, e Q = {wi,...,wg}
um sistema de 1— formas fechadas holomorfas linearmente independente em M, isto €

dw1 0
dwg

Q) = = Entao, Q € claramente integravel (dw; A\ wi... Nwp = 0) e
dwy, 0

portanto define uma folheagcao F em M. O Lema de Poincaré, garante que dado um
aberto simplesmente conexo U C M, existe uma func¢ao holomorfa f : U — C, tal que
wilp = dft. Se gt : V — C € uma funcdo tal que dg' = w;, onde U NV € conexo e ndo
vazio, entdo g' e f* diferem por uma constante em U NV . Desta forma, a folheacio F
pode ser localmente definida por funcoes holomorfas no sequinte sentido: existem colegoes

U={Ustgea F = {fé, ...,fﬁ}aeA, eC = {céﬁ,...,cgﬂ} tais que:
UQQUB
1. U € uma cobertura de M por abertos simplesmente conezos.

2. Se a € A, entdo fi é uma funcdo holomorfa nio constante em U, tal que dfi =
Wiy, 1<i<k.

3. SeUaNUg # 0, entdo Uy, NUg € conezo, cap € C e fi = fé—l—cgﬁ em Uyp = Uy NUg.

Observe que se o sistema nao tem singularidades, entao {Y = ( SR f(’j)} Assim,

F € uma folheacdo reqular onde tem-se

fk 10 --- 0 /3 s
f? 01 -~ 0 f? c?
= o I (2:2)
IE 00 - 1 i ks

entao F € transversal afim, pela relacdo 2.2 dizemos que F tem wma estrutura tranversal
aditiva. No caso em que sing (Q) # 0, vemos que F tem uma estrutura transversal aditiva
em M \ sing(F).

Reciprocamente, se F € uma folheagdo com estrutura transversal aditiva em M\ sing (F) e

tal que cod (sing (F)) > 2, entdao F pode ser definida por uma 1—forma holomorfa fechada.
; _ _ [yl k _J. i ~

De fato, sejam U = {Ua}yecn, F = {fa""7foc}ae,47 eC = {CO‘B""’CO‘B}UQHUB colecoes

satisfazendo (2) e (3), onde F é uma cobertura aberta de M \ sing (F). De (3) obtemos
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daf’ df}
df3 df3

que, se Uy NUg # 0, entdo ) = ] em Uy NUg. Isto implica que existe um
dfl df§

sistema de 1—formas holomorfas Q = {w1,...,wi} em M \ sing (F) tal que w;|y, = df’.
Q € fechada e define F em M \ sing (F). Por outro lado, como cod (sing (F)) > 2, o
Teorema de Hartogs implica que ) se estende a uma forma holomorfa em M, a qual €
também fechada e define a folheagdo F.

Podemos entao enunciar o seguinte resultado:

Proposicao 2.1 Seja M uma variedade holomorfa e F uma folheagcao em M, cujo con-
junto singular tem codimensdo > 2. Entdo, F pode ser definida por uma 1-forma matricial
fechada se, e somente se, F tem uma estrutura transversal aditiva em M \ sing (F) .

Exemplo 2.3 Fizemos um sistema de coordenadas afim (z1,...,2,) de C", n > 2. De
acordo com a definigdo de folheagcao de codimensdo k, as folheagcoes Fi e Fo defini-
das pelos sistemas de 1—formas Q1 = {w] :=d(2}),w? :=d (23),...,wf =d(z})} e
Qo = {w% =d (zij’) , w3 1= d(zg’) ey wh = d (zg)}, coincidem, ja que sing (Fi) = ... =
sing (Fi) = (21 = 0) e as folhas sao hipersuperficies (z1 = c¢), onde ¢ # 0. Este exemplo,
tlustra o fato que se o conjunto singular das folheacdes possuem componentes de codi-
mensao k as suas formas definidoras ndo sao necessariamente multiplas uma da outra e
vice-versa.

Definicao 2.3 Seja M uma variedade complexa de dimensdo q. Uma folheagao holomorfa
singular de codimensao q em M € um objeto F dado por colecdes {Qa = {Q}l, - Qi}}aeA

{Ua}aeA e {Aaﬁ}UamUﬁ?éd) tais que:
(i) {Ua}qea € uma cobertura de M por abertos.

(i) Para todo a, Qo € um sistema de 1-formas holomorfas integrdaveis em U, de posto
mdximo em cada ponto.

(111) Aqp € uma matriz holomorfa de ordem q x q em Uy NUg nao singular.

(iv) Se Uy NUg # 0, entio Qo = Aapfls.

Exemplo 2.4 Sejam N e M wvariedades complexas e F una folheacdo de codimensao k
em N. Dada uma aplicacao holomorfa nao constante f : M — N, podemos definir uma
folheagao de codimensao k em M, que serd denotada por f*(F), da sequinte maneira:

se F € definida pelo termo ((Uj)jers, (@5 := w{,...,wi)jg, (Aij)u,,), entdo f*(F) é
definida por ((Vj)jes, (©5)jes, (Bijlvyzo) Vi = f"1(U)), 6= f*(Qy) e Bij = Ao f.
A folheagao f*(F) serd chamada de pull-back, o pré-imagem de F por f. Assim, f*(F)
€ uma folheacdo de codimensdo k em M

o« M= (Nl wy) =YV

o [HWA W) A A WD) A d(f*(wi) = fHw1 Awa A oo Awyg A dwj) =0
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o () = Az‘jQZ
w{ ail aip alq w%
J i
wy a1 a2 - a2 Wy . j ;
= T T | entdo f*(wf) = XU (ars ) ¥ (@)
w Qg1 Qg2 " Gqq W
axq

A proposicao a seguir foi feito em codimensao um em [22] pag 17, pode-se utilizar a
mesma ideia para folheagoes de codimensao ¢ .

Proposigao 2.2 Seja F a folheacdo definida por um sistema integrdavel Q = {€Q,...,Qq}
em C". Podemos estender F a CP".

Prova: Consideremos as cartas afins E; := {[2] := [20; ...; 2j—1; 2j; Zj+1; --.; 2n) € CP"; 25 = 1},
seja C™ como a carta afim Fy, o hiperplano do infinito dessa carta é dado por H = {[z] €
CP"; zp = 0}.

Usando as mudancas de coordenadas entre Fq e Ey.

1 «x T
-1 2 n
(b )= oo Llyeooyl = Yo (T 1 L2y L = T Ty e ey T
( ) 0 1 ( 1, 9 n) 0( 1,1,42, ) n) <$17x1a 7x1>

Portanto, a expressao de €2 na carta E; é o sistema de componentes:

1 x9 Ty - 1 9 Ty T,
() = f1<3«"1 961”"961> (151) 22 <$1 xl""fm)d<l’1>

onde QF = > i1 fi(2)dz; 0, 1<i<gq.

Seja f;(zl,...,zn) :fj(.)i(zl,...,zn)+...+f;i(21,...,zn)+...

tal que f7 “(r>0,1<j<n)sao componentes homogéneas de grau r dos f;f, respectiva-
mente. Assim:

1 SCQ dxl nIx mi 1 xI9 In da:ja;l—dxlxj
zf G2 (o B ) st

7j=2m=0 1

—m 1 g +OO mi x
Z:rl (1,9, ., 2 —2 ZZw (L, )—Q)dxl
j=2m=0 ul
n —+oo drs
+ZZx1m (1,2, Ty) —2
=2 m=0 1
n .
¥ (V) = k+2 Zw (1, @9, X)) Zf;m(l,:rz,...,xn)xj) dxi+
n +oo

SO At (1 g, 2,) day)). (2.3)

7=2m=0
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Como os f7¥ sdo todos polinomios, a 1-forma acima ¢ meromorfa, sendo |, (2 Noo =
(z1 = 0). Notamos que a multiplicidade de x; como polo de ¢*(Q') é k; > 2. Podemos
entao, escrever ¢*(€2') = ——, onde Q' tem coeficientes polinomiais.

x K2
O sistema de componentes € é integrdavel. De fato:
Como QU AQ2. . AQAdY =0,1=1,...,¢q, tem-se ¢*(Q1)A\P*(Q2)...A* (Q) Ad(p* ())) =
Qi
e ¢*(Q;) = —, entdo
x 3

o 02 Ol Qr
/\---/\<d _ RS Adxl):o

w'fl a:IfQ :clfq xlfl :c/’flJrl
ol 02 Qi 4o Q02 QR
N TRADY S A N R N Rrrdan | =0 (24)
xyt oy r? oz Ty "y
por (2.3)
Qi = (— VT (1, 2y, Z (Lza,...,zp) xj) | doy
m=0
n +oo
+ZZ$k+l mfmZ (1,z2,...,2y) dz;
7=2m=0
Segue que:
o k! o
ﬁ/\wd 1= k:+2 Z[L’ lxg,,xn)—i-Zf]m (1,%2,...,1’”)1}‘7‘ d.’I,'l
1 1 j
n +oo n —+oo
k ki—m
leZZ = 1x2,..., ) dx ;)\ k+2zz = 11:2,...,xn)dxjd:z1
Jj=2m=0 7=2m=0

Q02 Q@ kY
Como dx; Adx; = 0 e dr;Adx; = 0 se i # j temos portanto T/\T"'T/\Tﬂdxl =
" ozt x" Ty

0, assim:
QIAQZ. AQIAID =0

Observagao 2.1 Pelos cdlculos feitos se observa que a ordem do polo k; € a mesma em

todas as cartas E; para Q.

Podemos entdo, definir uma folheacio F em CP(n) tal que F restringida a E’ é
definida pelo sistema de 1—formas Z7, isto é:

1. 2= = {Ql, ...,Qq} em Ej
2. 7' = {(wo o ) () 2, (oo o1 ) (Qq)wlfq} em .

3. 70 = {(soo oo ) () k. (oo o) (Qq)l’fq} em Ej.
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Assim em Fq N Fy se verifica a seguinte igualdade
B0 0 () Q! (v0") " (2")!

0 zF ... 0 ( (
0 0 - gt )\ (o) (po")" (21)*

Verifica a definicio de uma folheacio em CP"™. A folheacdo F obtida é chamada
compactificagao de F. Ela serd denotada por F(€2).

Observagao 2.2 FEzxpressao em coordenadas homogéneas.
Seja G a folheagio de CP™ definida por wm sistema integrdvel polinomial  := {w;}{_;

Z fi(z)dz;

na carta afim Eq de C". Seja 7 : C"*1\ {0} — CP" a projecio da relagio de equivaléncia
que define CP" : w(z) = [z]. Na carta Eqy ela é expressa como

m(2) = (20, .., 29) = {1;21 Z”] = {1; y}.

20 20

crtiy {0} =— CP"

\ lsﬂo
©ooT
n

%EO

Assim; @ o 7 (20, .., 2n) = (i) )
Em particular,

(poom) (wi) = ZZ < >zoclzJ zjdzp). (%)

Para simplificar, identificaremos pg o 1 com w. Como o0s f;,s sao polinomios, multi-
plicando 7™ (w;) por uma potencia apropriada de zy, obtemos uma I1-forma polinomial
W = ZEnt(w) = > i=0 j( )dzj. Seja Q um sistema de 1-formas w; satisfazendo as
sequintes propriedades:

(1) 0 € integrdvel e define a folheacao 7*(G). Como wi A ... Awyg A dw; = 0 tem-se
™ (wi) Ao (wi) Ad(m*(wy)) =0 e 7 (wy) = YL entdo

20
w1 s Wk dwy ko
AR SRARR A (k_ R Ao | =0,
1 2 1 1+1
20 ) 20 20 20
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tendo a forma explicita de w; e desdobrando (2.5), temos que

GIA ... NwE A dwy = 0.
Assim Q € integravel.

(2) Os polinémios F; sao homogéneos do mesmo grau, digamos k; > 1.

- (A58 (255(2)
j=1

para cada j =1,...,n; seja s; = grau de f]’-', em sequida, tomamos
ki =min{l +s},...,1+s",1+max{si,... s\ }}

assim, temos

n
w; = zg *(wi) = —zo ij (Z(]) dzo + zg ! Zf; <Zo> dzj |,
j=1 j=1

basta tomar Fg( z) = —z§ -2 Z?:1 fJZ (Zy0> € F]Z(Z) = Zgi_l Z?:l fJZ (i)

(3) Os polinémios FJ’ ndo tém fator comum. Pois como W; = zlg"w*(wi) =31 Fjl(z)dz]
temos que zgi nao divide a F;(z) para todo j =1,...,n. Assim, se existe g tal que
g divide F}, j € {1,...,n}, entdo g divide 7*(w;) em consequéncia m(g) divide w;
0 que € absurdo.

(4) A forma w; satisfaz a relagdo ir(w;) = 0, onde R = Z?:o é um campo radial

0
de C™1. Esta relacdo € equivalente a

n

> zFi(z)=0. ()

=1

. , 0
Devido que w; = z§1_2 > <y> (20dzj — zjdz0) e R =" 1z]a temos
20

iR 7—20 22]”( >zozj—zjzo):O

assim, ir(@;) = 0 € equivalente a 37, z]Fj’(z) =0.

Observe que sing(m*(G)) tem codimensao > 2, por (3).
Note também que Q = ﬁ|(zo=1)7 ou seja, restringindo Q ao hiperplano zo = 1 recuperamos
o sistema de 1-formas ) original.
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Exemplo 2.1 Uma folheagdo holomorfa singular de codimensdo q F sobre CP(q + 1) €
definida em qualquer carta (z1,--+ ,xq41) € CIT1 — CP(¢ + 1) por um campo vetorial
polinomial X = ZQH A; 82 onde A; é um polinémio em (z1,...,Zq41).
Se 0s Aj’s nao tem um fator em comum, F tem um conjunto singular dado em CIt!
por
sing(F)NCT = {A; =-.. = A = 0}.

Como um exemplo desta situacdo, podemos considerar uma equacdo diferencial ordinaria
complezxa de ordem q > 1:

v 9 = fyy oy Y) (*)
onde f € um polinomio. Consideremos um campo vetorial polinomial Z(x1,...,Zq41) em
Cat! definida por
0 0 0 0
Z=1— e — . —_—
Py ta3.5 s + -+ T 92, + (@1, g41) Drgin
Entdo dada qualquer solucao y(z): x € U — y(x) € C de (%) definimos (z1,...,2q41): U —
CI9t! dada por x1 =z, 29 =1y, ... yTg = ya=2) ¢ Tgp1 = v~V . Entdo temos
i ak
Ty=9F =g =Y =
: (2.6)
x; = Zg+1
xlq-{-l :y(q) :f($7y7"'7y(q 1)) f(x17w27 :mq)
assim (z1,...,2q+1)(x) define localmente uma folha de uma folheagcdo holomorfa de co-

dimensdo q definida por X. Assim, as folhas da folheacao F induzida por X contém as
solugoes de (*) .

2.2 Folheacoes com estrutura transversal de Lie

As definigoes e provas desde a definicao 2.4 até o Corolério 2.1 podem ser encontrados em
[22].

Uma folheacao F de codimensao g em uma variedade complexa M, de dimensao m > g,
pode ser definida por colegoes {(Uj,v;)};c; e {gij}Uiﬁé@ onde {Uj},.; é uma cobertura
de M por abertos conexos, tais que ¢; : U; — C? é uma submersao, para todo j € J e

i 2 (Usj) = i(Us;) é um difeomorfismo satisfazendo g¢;; o 1); = 1;, para todo (i, j) tal
que Uij = Ui NU; # 0, entao gij o gjk © gri = id em 1;(Uyjx), onde Uy, = Uinu,nu,
Lembremos que uma agao de um grupo (G,*) em uma variedade S é uma aplicagao
U :G xS — S satisfazendo ¥y = idg e Vg, = Uy 0 ¥y, onde Vy(s) = ¥(g,s) é um
homeomorfismo de S, para todo g € G. Estamos interessados no caso em que S, é uma
variedade complexa e G é um sub-grupo de Lie do conjunto Aut(S), dos biholomorfismos
de S. Neste caso, usaremos a notagao Vy(p) = g(p).

Definicao 2.4 Sejam M e S wvariedades conexas complexas, M de dimensao n, F uma
folheagao de codimensio q e G C Aut(S) um sub-grupo de Lie de Aut(S). Dizemos que
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F tem estrutura transversal modelada em G se existe uma cobertura {Uj}jEJ de M por
abertos de colegoes {1}, ; € {gij}UiﬁéQ) tais que:

1. Para todo j € J, v; : Uy — ;(Uj) C S € uma submersao.

2. Se U;NU; :==U;j # 0, entao gij : ¥i(Uij) — ¢;(Ui;) € a restrigao de uma trans-
formagao hij € G a ¥;(Uyj), tal que hyj o1 = ;.

3. Para todo j € J, as folhas F|y, sdo as variedades de nivel ¢;1(q), q € Y;(Uj).

Dizemos entao que a colegao {hjk}; 4 ¢ um cociclo em G.
J

Suponha que F possui duas estruturas transversais modeladas em G, dadas pelas
colegdes {Uj};c 1, {¥5} ;e {gij}Uiﬁé@ e {Vitier {0i}icr {hij}viﬁé@ , respectivamente.
Apoés considerar um refinamento das duas coberturas, podemos supor que elas coincidem:
I =JeU; =Vj, Vj. Diremos que as duas estruturas sao equivalentes, se para todo j € J
existe k; € G tal que ¢ = kj o ¢;.

Observacao 2.3 Os cociclos {gij}Uiﬁé@ e {hij}Uiﬂé@ sio equivalentes, isto €, que h;; =

kit o gij o kj para todo (i,7) tal que Uy; # 0.

)

Seja F uma folheagdo em M com estrutura transversal modelada em G C Aut(S).
Sejam 7 : M — M o recobrimento universal holomorfo de M e F = 7*(F).

Teorema 2.1 Nas condi¢oes acima, F tem estrutura transversal modelada em G. Além
disso, existe uma submersao ¢ : M — S tal que as folhas de F sdo as superficies de nivel
¢ :71(s), s € S. Em particular, se M ¢é simplesmente conexa, entdo F = F e existe
uma submersdo ¢ : M — S tal que as folhas de F sao as superficies de nivel de ¢.

O par (.7? , @) serd chamado de corpo de F com respeito a estrutura transversal.

Observagao 2.4 Duas estruturas transversais de F modeladas no mesmo grupo G C
Aut(S), digamos Th e Ty, ddo origem a corpos diferentes (F, ¢1) e (F, ¢2). No entanto, se
estas estruturas sao equivalentes, existe uma transformagao h € Aut(S) tal que ¢ = ho@y.

Utilizando o Teorema 2.1, vamos definir em seguida a monodromia da estrutura trans-
versal. Sabemos da teoria do recobrimento que existe um homomorfismo injetivo natural
de grupos H : II1(M,p) — Aut(]\//f), onde II; (M, p) denota o grupo fundamental de M
com base em p € M. A imagem H (II;(M,p)) := Aut(w) é o grupo de automorfismos de
recobrimento 7 : M — M. Seja (F, ¢) o desenvolvimento de F com respeiﬁg a uma estru-

tura modelada em G C Aut(S). Dada v € II; (M, p), como H(y) € Aut(M), a aplicagdo
¢poH(vy): M — S é uma submersao que também define a folheagao F.

Observagao 2.5 Existe um tunico h(y) € G tal que ¢ o H(7y) = h(7y) o ¢.
Isto define uma aplicagao v € I1; (M, p) — h(y) € G, é claro que

h(y1%y2)0¢ = doH (y1%+y2) = ¢poH (y10H (v2)) = h(y1)oh(v2)od = h(v1x72) = h(y1)oh(V2),

j& que 7 é submersao. Dai h : I} (M, p) — G é um homomorfismo de grupos.



UFRJ. IM 38

Corolario 2.1 Seja F uma folheacdo em M com estrutura transversal modelada em G C
Aut(S). Seja (F,¢) o desenvolvimento de F no recobrimento universal m : M — M,
com respeito a estrutura. Entdo, existe uma submersao ¢ : M — S que define F tal que
Yom = ¢ se, e somente se, a monodromia h : 11} (M,p) — G da estrutura € trivial, isto
é, h(vy) = ids para todo v € 111 (M, p).

Em geral se define uma G- folheagao de Lie, na definicao 2.4 em vez de S = G onde G
¢ um grupo de Lie e g;; : U; N U; — G tais que ¢; = g;;.f; em U; N U;.
Reformulando o Teorema 2.1 e o Corolério 2.1, temos a seguinte proposi¢ao, que é provada
em [27]

Proposigao 2.3 Dada uma estrutura de G- folheacdo de Lie para uma folheacdo F de
uma variedade conexa M € equivalente aos dados

1. um recobrimento universal 7 : M — M;
2. um homomorfismo h : m (M) — G;
3. wma submersio ® : M — G; com as sequintes propriedades:

o ® ¢ equivariante para h;

o T F é uma folheagdo definida pela submersdo .

Além disso, dois de tais desenvolvimentos (m,h;, ®;), i = 1,2, definem a mesma G-

folheacio de Lie se, e somente se, existe um elemento g de G tal que ho = g.h1.g”™" e

‘1>2 = g(I)l.

Seja G um grupo de Lie conexo de dimensao q. Um campo vetorial sobre G € invariante
a esquerda, se ele é invariante por todas as translagoes a esquerda de G. A algebra de Lie
de G, a qual denotamos por g, é definida g = X (G) = T.G.

Pela identificagao g com T.G definindo o colchete em T.G como [X,Y] = [X , }7} , onde
X(g) = dLy(e).X. Tomando uma base 8 = {X, ..., X,} de T.G, escrevemos

[Xi7 XJ] = Z ngXk.
k=1

As constantes cfj recebem o nome de constantes estruturais de g relativas 4 base (3.

Usando as propriedades de colchete de Lie, temos que :

k __ k.
1. Cij = —Cj

q h h .l h _
2. thl(cij.chk + Cp-Chi + cki.chj) =0.

Podemos expressar as constantes estruturais de 8 por meio de 1-formas diferenciais
sobre G. Uma forma « sobre G é dita invariante & esquerda por G se ela é invariante por
todas as translacoes a esquerda de GG. Se « é uma 1-forma invariante a esquerda sobre G,
e X,Y € X.(G) sao dois invariantes & esquerda, segue que

do(X,¥) = X(a(¥)) - F(a(X) — o ([£.7])
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o[,

da(e)(X,Y) = —ale) ([X,Y]). (2.7)

Em particular

Seja f* ={ai(e),...,aq(e)} a base dual de 8 mencionada acima. Usando 2.7, obtemos
da(e)(X,Y) = —ale) ([X,Y]). (2.8)

Logo, temos uma forma natural de definir uma 1-forma sobre G tomando valores em g.
Mais geralmente, podemos considerar a nocao de formas diferenciais sobre uma variedade
diferencidvel tomando valores em uma algebra de Lie. Uma r-forma em M, r > 1, com
valores na algebra de Lie g é uma aplicacao €2 que a cada p € M, associa uma aplicagao
r-linear alternada.

Qp) : Ty(M) x .. To(M) — g

Para definir o caso r = 0, considere as fungoes suaves f : M — g. Se (Xi,...,X,) é
uma base para g, existem ¢ formas diferencidveis de grau 7, w1, ...,w, sobre M, tais que ,

Qp) (Yi(p), -, Yo(p) = D _wilp) (Yi(p), ... Ya(p)) Xi
=1

para cada r-upla Yi(p), ..., Yy (p) € Tp(M). Temos que Q2 é suave quando as formas wy, .., wq
sao suaves. Quando for conveniente, escrevemos Q = >~/ w; X;. Denotaremos por A" (M)®g
o conjunto de r-formas sobre M com valores em g. Podemos definir um operador diferencial

d:N"(M)®g— AT M)®g
da seguinte maneira: se (X1, ..., X4) é uma base de g e @ = >/, w; X, entdo fazemos

q
dQ) = Zdle,.
=1

Seja X1, ..., X, uma base de g e Z um campo de vetores suave sobre M. Para cada funcao
f: M — g, definimos

Z(h) =Y Z(fX,

=1
onde f = Y, fiX;, a fungdo Z(f) com valores em g. Se 2 € A'(M)®ge X e Y sao
dois campos suaves sobre M, temos que

dQX,Y) = XQY) - YQ(X) - Q([X,Y]).

Fixada a base {X1,..., X} de g, se

q
§=Y4X
=1
é uma r-forma e

q
n= Z mXi
=1
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é uma s-forma sobre M com valores em g, podemos usar uma aplicacao linear o colchete
de Lie [,] : g X g — g para definir sobre M a (r + s)—forma

q q

ol =" & An[Xi, X,

i=1 j=1

[€,1] ndo depende da base escolhida. Além disso, se 2 € A'(M) ® g, entdo para quaisquer
campos suaves X e Y sobre M, temos a igualdade

Q2,0 (X,Y)=2[Q(X),Q(Y)].

Se G é um grupo de Lie conexo com algebra de Lie g e X (9) é um vetor qualquer em T, G,
podemos definir a 1-forma « com valores em g dada por

a(g) (X(9)) == X, (2.9)

onde dL,(e)X = X(g). Por construcio, temos que « é invariante & esquerda. Além disso,
para cada g € G, ag : T.G — g é sobrejetiva. Se 8 = {Xi,..., X4} é uma base para g
e f* = {ai1,..,aq} é a base de 1-formas invariantes a esquerda sobre G obtida de § por
dualidade, se verifica que a forma « definida em 2.9 pode ser escrita como

q
o = Z Oéka
k=1

Pela relacao entre as constantes estruturais descrita acima, temos

q

q
da = Zdaka = — Z ZC%O@ Ao Xp. (2.10)
k=1

= k=1 \ i<j

Como [X;, X;] = Y1 _, ¢ X}, temos que

[a,a]zz ZZcfjai/\aj Xk (2.11)

k=1 \i=1 j=1
De (2.10) e (2.11), concluimos que
—1

da = > [a,

A forma a é conhecida como forma de Maurer-Cartan de G. Mais geralmente, seja g
uma algebra de Lie de dimensao g e X7, ..., X, uma base de g com constantes estruturais
{cfj} Suponha que uma variedade dferenciavel M de dimensao n > ¢ admite ¢ 1-formas
suaves wi, ..., wy satisfazendo

dwy, = — Z cfjwi A wj. (2.12)

1<J
Reciprocamente, seja 2 uma 1-forma sobre M com valores em g satisfazendo 2.12. Se
X1,..,Xq 6 uma base de g e Q = Y7, w;X), entdo dwy, = —ZKj cijwi A wj. Uma tal
forma €2 é sobrejetiva em cada ponto se, e somente se, as formas wi, ..., w, sao linearmente
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independentes em cada ponto. Neste caso, o ntucleo de 2 coincide com o nucleo do sis-
tema {w1,...,wq} €, pelo Teorema de Frobenius, tal nicleo define uma folheagao de Lie,
de codimensao gq.

O seguinte Teorema Darbox-Lie é importante para a prova da caracterizagao de fo-
lheagoes transversalmente afins em termos de matrizes, o Teorema encontra-se provado
em [27].

Teorema 2.2 (Darbouz-Lie)
Seja F uma folheagao holomorfa de codimensdo q sobre U e seja G um grupo de Lie de

dimensdo q. Seja wi,...,w; uma base da dlgebra de Lie com estrutura transversal constante
k

Cij-
satisfazendo as sequintes condicdes.

Se F admite uma G-estrutura transversal, entao existem 1-formas €, ...,y em U

1. {M,....,Qq4} € posto q e um sistema integrdvel que define F.

2. dQy, = Z Cle VAN Qj.

i<j “ij

Se F,U e G sao complexos e holomorfas, entao 2; pode ser tomado como sendo holomorfo
Reciprocamente, dado um sistema de classificacao mdzima de I1-formas Qq,...,Qy em U
tal que

A% =) i A Q;

1<j

onde cfj sao constantes de estrutura de uma base dada w1, ..,wy da algebra de Lie de

G, as sequintes condicdes foram satisfeitas.

1. Para cada ponto p € U, existe uma vizinhanca U, de p em U e uma submersao
fp:Up = G que define F em U, tal que f*(wj) = Q; em Uy para todo j € 1,..,q.

2. Se U € simplemente conexo, entao temos U, = U.

3. Se UyNU,; # 0, entdo existe um elemento localmente constante gy, de G tal que

fo= qu(fp) em Up N U,.

Em particular, F tem uma G estrutura transversal.

2.3 Folheacgao holomorfa de codimensao arbitraria transver-
salmente afim

Definigao 2.5 O grupo afim Aff(n) € definido como o grupo de transformagées afins
z— Az+a em C™.

Assim, o grupo afim é parametrizado por um par (A,a) que consiste de uma matriz
invertivel A € GL(n) e um vetor a € C", sendo isomorfo como variedade ao produto
cartesiano GL(n) x C". Nao obstante, Aff(n) ndo é o produto cartesiano dos gru-
pos GL(n) e C", é o produto semidireto do grupo linear geral GL(n) que atua sobre
o grupo abeliano C", escrito Aff(n) = GL(n) x C", desde que a lei multiplicagao é
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dada por (A4,a).(B,b) = (AB,a + Ab). O grupo afim pode ser identificado como um
subgrupo de GL(n + 1) pela identificagdo do grupo de elemento (A,a) com a matriz
A a

0
(n+1)x (n+1)

Dada uma agao do grupo de Lie G em uma variedade M, o subgrupo de isotropia de
um ponto x € M é G, = {g;9.x = x} C G que consiste de todos os elementos do grupo g
que fixam z, GG, é um subgrupo de Lie.

Observagao 2.6 Dado qualquer x € M, temos

1

G

— =2 0,.

Gy

Observagao 2.7 O grupo afim Af f(C?) = GLy(C) x C? age de modo natural sobre C9.
(GLy(C) x C?) x C?T — 1

((A,B),Z) — AZ + B.

O subgrupo de isotropia da origem 0 € C? é GLy(C), de modo que C? pode ser identificado

com o espago homogéneo %gq(g))‘

Lema 2.1 A dlgebra de Lie af f(C?) de Aff(C?) tem a base dada por Q@ = X -dY, n =
dX - X ! onde X € GLy(C) e Y € C? sdo coordenadas globais. Além disso, temos
dA=nAQ, dn=nAn.

Prova. Denotemos por M(q x ¢,C) ao espaco linear de matrizes complexas g X gq.
Desde que GL4(C) C M(g x ¢q,C) = Cce, GLy(C) é um conjunto aberto de C?, temos
uma coordenada global natural X em GL4(C). Denotamos por Y a coordenada global
natural em C?. Fixado qualquer elemento (X,,Y,) € Aff(C?) definimos a translagao a

esquerda por
L(meo) : GLq((C) x C1 — GLq((C) x C1

L(XO’YO) (X’ Y) = (XO : Xa Xo Y + YO).
Lembremos que um campo invariante & esquerda {X'}, verifica DL x, yo){X }1,0) = {X}(x0,v5)-

Seja (V,W) € T(x,.v;,) (GLq(C) x C9), temos DLx, vy)(V, W) = (Xo -V, Xo - W).
Portanto, uma base do campo vetorial invariante & esquerda em Af f(C?) é dada por:

G, B,
X=X oo+ X o

Isto é, uma base de af f(C?) é dada pela base dual {2, 7} de {X}. Onde

0 = X-dY
n o= dX- X!

¢ uma base para aff(C?).
Lembremos que:
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Definicao 2.6 Uma folheacao holomorfa F de codimensdo q com singularidades sobre M™
é chamado transversalmente afim, se existe uma familia {Y; : U; — C%},c1 de submersoes
holomorfas, definidas em conjuntos abertos U; C M, definindo F e satisfazendo M \
sing(F) = UierU; e com relagoes afins Y; = Ay;Y; + Byj para algum Ay - Uy NU; —
GL4(C), B;j : UyNUj — CY? localmente constante em cada U; NU; # 0.

A seguir, um teorema que caracteriza uma folheacdo transversalmente afim de codi-
mensao ¢, andlogo ao que acontece em folheacao transversalmente afim de codimensao
um.

Teorema 2.3 Secja F uma folheacdo holomorfa de codimensdo ¢ em M. A folheacdo F
€ transversal afim em M se, e somente se, existe uma cobertura aberta U;c;U; = M e
matrizes holomorfas ¢ X 1, g x q de 1—formas, ;, n; em U; Vi € I, satisfazendo:

1. FlU; = F():;
2. .dQ = n; ANQ; edn; =n; A n;;

3. se U;NU; # 0, entao temos Q; = Gyj-Qj e n; =nj +dGij - Gi_j1 para alguma funcdo
holomorfa G;j : Uy N U; — Gly(C).

Além disso, duas dessas colegoes (2,1, U;);c; € (Q;,n;, U

Z)iGI definem a mesma estrutura

transversal afim de F, se, e somente se, temos Q; =G;-Q; e 77; = m—i—dGi-G; para alguma
fun¢ao holomorfa G; : Uy — GLg(C).

Enunciamos alguns resultados, que serao utilizados na prova do Teorema 2.3. Iniciamos
com o seguinte lema bem conhecido do andlise real, adaptado ao caso holomorfo:

Lema 2.2 Seja X : U C C" = GLy(C") uma fungao holomorfa, entao
dX Y =-Xx"1.dx XL

Prova:

Lembremos que, d(X)(z)(v) =v(X),ze€ C"ve C" ondev=> ", am%i, entao

n

0X

dX(2)(v) =) ai(2) 75— (2), (2.13)
i=1 v
oxx—YyY _ oI, _ 0
M e, paxt
9% 1 R
9x 1 - 8yj.X16X+X1 o (2'14)

AXH)(V) = VXY = S b X!

= XU big X

(2.15)

De (2.14), (2.13) e (2.15) tem-se o desejado.

Lema 2.3 Seja X : U C C" — GL,(C) holomorfa e n é definida diagonal n =dX - X1,
entdo temos dn =n An. Dado n uma matriz holomorfa q X q de 1-formas em U C C" tal
que dn = nAn, e um mapa holomorfo G : U — GL4(C), entdo a 1-forma 1 := n+dG-G~!
satisfaz dn = N 1.
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Prova:
Usando o Lema 2.3 temos

dX ) =-X"1.ax.-x1
Assim
dn=d(dX - X1 = ddX)AX"'+ (-1DdX Ad(X})
= (—1)dX A(=X"1.dX X7
= (dX-X"HA@EX-X
nAn.

O que comprova a primeira parte.

Quanto a segunda parte, temos

dij = dn+d(dG-G™1)
= nAn+dG-G ' ANdG-G7L.

Por outro lado

TA T = (n+dG-GHA(n+dG -G
= PAN+NAdG -G 1 4+dG -GV An+dG -G L An+dG -G~ AdG - GY
= npAn+dG-G ' AdG -GN

Portanto, dif = 7 A 1.

Lema 2.4 Sejam G,G : U C C" — GL,(C) mapas holomorfos. Entdo, temos dG-G~ =
dG - G'~1 se, e somente se, G =G - A para alguma constante A € GL4(C).

Prova:
!

Primeiro assumimos que G' = G- A com A localmente constante. Assim, temos G™1-G
A e portanto d(G™' - G') = dA = 0 em U, isso implica d(G™) -G + G~ - d(G') =

Usando que d(G~!) = -G~!-dG - G~! temos

(-G71dG -GN -G +G7'-dG =0,

multiplicando a esquerda por G obtemos:
~dG -GG +dG =0
multiplicando a direita esta ultima igualdade por G'~! obtemos
—dG -G +dG -Gt =0
0 que comprova a primeira parte.
Agora suponhamos que dG -G~ = dG - G'~! em U. Definimos 4 = G~! - G’ Assim,

temos que G = G - A. Somente temos que mostrar que dA =0 em U.

Temos
dA=d(G-G)=dG")-G +G - d(G),

desde que
dGYYy=-G"t.dG -G,
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obtemos

~Gl1dG -GV G+ G dG

-G dG-GT'—dG -G Y -G

dA

por hipétese dG - G™1 = dG’ - G'~1, obtemos dA = 0, concluindo assim a prova.

Proposicao 2.4 Seja F uma folheagdo holomorfa de codimensdo q sobre M. Suponhamos
que F € definida por algum sistema holomorfo integravel {1, ...,Qq} de 1-formas. Se F
€ transversalmente afim, entdo existe uma matriz holomorfa q x q de 1—formas n = (n;;)

satisfazendo:
M
d2=nNAQ, dn=nAn onde Q= :
Qq
Prova: Seja {1,...,€Q,} um sistema holomorfo integravel no qual define 7 em M e

suponhamos que {Y; : U; — C%},c; é uma estrutura afim transversal para F em M, com
Y, = Awlfj + Bz’j em U; N Uj 75 @, (2.16)

como na Definigao 2.6.
Desde que as submercgoes Y; também definem JF, podemos escrever

dy}
2
Q=Gi-dvi=¢;- | W (2.17)
dy;!
0
em cada Uj;, para alguma mapeo holomorfa G; : U; = GL4(C). Aqui Q = :
Q,
Em cada U; N U; # 0 temos
G;-dY; = Gj - dY; (2.18)
e segue de (2.16) que
Gj =G, - Aij. (2.19)
De acordo aos Lemas 2.4 e 2.19 segue imediatamente
dG; -Gyl =dG; - G (2.20)
em cada U; NU; # 0.
Isso permite definir n em M por
v, = dG; - G; . (2.21)

De acordo ao Lema 2.3 temos dn = n A n. Também, temos em cada U;
dQ =d(G;-dY;) = dG; ANdY;
= dG; G;' NdY;
= dG;-G;'AG;-dY;
n A .

Portanto, o par (£2,7n) satisfaz dQ2 = n A Q e conclui-se a prova.
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Corolario 2.2 Seja n uma matriz holomorfa q X q de 1-formas em M satisfazendo dn =
n An. Entdo, localmente em M temos n = dX - X~ para alguma funcio holomorfa
X :UCM — GLy(C). Se M ¢ simplesmente conexo podemos escolher U = M. Além
disso, dadas duas trivializagoes (X,U) e (X,U') com UNU # (0 conexo, entio temos
X = X - A para algum A € GL,(C) constante.

Prova: Sejam A, B € GL, (C), identificando A ~ (A,0), B = (B,0),

AB%(AB,O)z(Sl ?)(13 ?):(AOB ?)z(A,O).(B,O)

entdao, GLy(C) é um subgrupo fechado em Af f(C9).
Além disso, [(A,0),(B,0)] = ([A, B],0), GLy(C) é um subgrupo de Lie em af f(C?).
Do Lema 2.1 temos uma base da algebra de Lie de GLy(C) C af f(C9), w} tal que

i k
dwj = —wy, A wj.

Em M, por hipdétese temos que existe um n = (n;) tal que dn} = —n,i A 77;“, pelo

Teorema de Darboux-Lie 2.2 existe uma submersao tal que f* (w}) = 17;
Sejam
no o= fn,

T T2

X = ,
Tl T

-1 _ 1 Tog  —T12
TNT22 — T12T21 \ —T21  T11

onde f = dX - X!, entdo

N o= = ( frdry frae ) 1 ( a0 f —wpof )
ffwor [fwae ) (z110 f)(z20 f) — (w120 f)(@w210f) \ —2210f 2110f
[ (@nof) (z120f) 1 o f —xpof
-\ (@a10f) (za20f) | (zr10of)(zaeo f) = (zizo f)(warof) \ —zmof anof |
Em geral, se X € GL, (C) e j = dX - X ! onde cada coordenada de X é x;; e n = f*7,
entdo n = dZ - Z~! onde cada coordenada de Z é zij = x50 f.

Dadas duas trivializacoes (X,U) e (X,U) com UNU # 0 temos n = dX - X! =
dX - X~1. Pelo Lema 2.4, X = X - A para algum A € GLy(C) constante. Assim, conclui-
mos a prova.

A prova do Teorema 2.3 é simplesmente uma consequéncia do Corolério 2.2 e dos ar-
gumentos usados na prova da Proposicao 2.4.

Prova do Teorema 2.3. A Proposigao 2.4 mostra que se F é transversalmente afim
em M, entao podemos construir colegoes (£2,7;) em cada subconjuntos abertos U; C M
cobrindo M como estabelecido. Reciprocamente, assuma que (£2,7) é um par, onde
define F em M, como no enunciado do teorema. Desde que 7 é holomorfa e satisfaz
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dn = n Anem M, existe uma cobertura aberta {UU;},.; de M, para cada U;, existe
G : Ui = GL4(C) tal que 5|y, = dG; - G;l pelo Coroldrio 2.2.

Agora, da condicao d€2 = n A Q) temos

dG7'Q) = —Gy'dGi - GTPAQ+ Gt dQ
Gl AR+ G AR =0

e portanto, G; 1. Q; = dYj para alguma funcéo holomorfa Y; : U; — CY a qual é uma
submersdo. Assim, temos 2 = G; - dY; em Us;.
dG; G
Por outro lado, se U; N U; # () temos c = e de acordo ao Lema 2.4 temos
i J
G;lGj = A;; para alguma funcao localmente constante A;; : Uy N U; — GL4(C), em cada
U, N Uj 75 0.

Portanto,
G;-dY; =Q=G;-dY; = G; - A - dY].

Assim dY; = A;;dY; = d(A;;Y;) em cada U; NU; # 0 e Y; = A;;Y; + B;j para alguma
localmente constante B;; : U; N U; — CY. Isto mostra que F ¢ transversalmente afim em
M.

Provemos agora a tltima parte do Teorema 2.3. Sejam (£2,7) um par dado e G : U —

G L4 (C) uma funcao holomorfa como no enunciado. Coloquemos QO =GQen =n+ e

Usando a mesma notacao de antes temos que

oo dG dG; dG d(GG;) dG; . B L
0 v = nlu: + -7 = cte-ca —a e Oy, = Gy, = GG;dY; = G,dY;

2

e isto mostra que
G; = A”G; )/il = Y; de modo que A;j = Aij e B;] = Bij

Assim, os pares (€,7) e (Q,n') definem a mesma estrutura transversal para F em U.
Finalmente, suponha que (Q,7) e (2',n') definem a mesma estrutura transversal para F

em U. Como Q e Q' definem F, temos Q' = G - Q. Usando a mesma notacao de sempre,
/ / / dG / dG/ /

escrevemos localmente Q = G; - dY;, Q@ =G, -dY,;, n= e len = G,’ mas G, = G - G,

7; .

(2

dain =n+ %, completando a prova do Teorema 2.3.

Observagao 2.8 (O caso de um sistema globalmente definido). Seja F uma folheagdo
holomorfa de codimensdo q sobre M. Suponhamos que F é (globalmente) definido por al-
gum sistema holomorfo integrdvel {2, ...,Q4} de 1-formas em M. Entdo, dos resultados
do acima, qualquer estrutura transversal afim para F € dada por uma matriz holomorfa
q X q I-forma n = (1) satisfazendo:

0

d2=nAQ, dnp=nAn onde Q= :
Q
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Além disso, dois de tais pares (2,n) e (¥, n) definem a mesma estrutura transversal afim
para F se, e somente se, temos ¥ = G -Q en =n+dG -G~ para alguma aplicacdo
holomorfa G : M — G'L4(C).

2.3.1 Um exemplo de suspensao

O seguinte exemplo generaliza o exemplo 1.5 do Capitulo I em [22].

Exemplo 2.5 Definimos uma folheag¢do holomorfa transversalmente afim de codimensdo
q sobre uma variedade compacta pelo método de suspensdao.
Seja M uma variedade compleza e seja w uma matriz holomorfa ¢ x 1 de 1-forma sobre M
fechada e satisfazendo f*w = Aw para algum biholomorfismo f : M — M e alguma matriz
hiperbélica A € GLy(C). Definem 2 e n no produto M x GL4(C) por Qz,T) =T - w(z)
en(z,T)=dl - T~ 1.
Entao, temos
dQUz,T) = dT Nw(z)+ Tdw(z) =

= dT ANw(z) =dT - T ' ATw(z) =

= 9z, T)NQ(z,T)
e também,

dn(z,T) = ddT-T ') =dT-T7'ANdl-T' =
= n(z, T)An(z,T).

Além disso, o biholomorfismo F : M x GLy(C) = M x GL4(C) definido por F(x,T) =
(f(x), TA™Y) satisfaz

FrQ=TA ' f*w=TA "Aw =Tw =Q

F*n=d(TA™ - (TA Yt =ar- 177! =1

Isto €, pelo Teorema 2.3, o par ), n induz uma folheagdo F nao singular de codimensao q a
qual € transversalmente afim em M x GLq(C). Essa folheacao induz uma folheagcdo Fnéo
singular de codimensao q sobre uma variedade quociente V- = (M x GL4(C))/Z pela a¢do
Z x (M x GL¢(C)) = M x GL4(C), n, (x,T) — (f™(z), TA™™). Essa dltima folhea¢do F
herda a estrutura transversal afim de F.

2.4 Integral primeira Liouviliana com estrutura transversal
afim

A seguir, vamos definir uma integral primeira Liouviliana, para maiores detalhes o leitor
pode consultar [31] e [18].

Seja R um anel (comutativo com unidade 1 € R). A derivacdo de R é um mapa
0 : R — R satisfazendo:

1. 6(a+b) =d(a)+d(b).

2. 6(a.b) = a.6(b) + b.0(a).
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Um corpo diferencial é um par (k,A) onde k é um corpo e A = {J;},.; ¢ um conjunto
de derivacoes de k. Consideramos apenas corpos diferenciaveis comutativos, tais que, as
derivagbes ¢; € A comutam J;00; = d;00;, Vi,j € I. As constantes de (k,A) sao os
elementos ¢ € k tal que d;c =0, Vi € I, eles formam um subcorpo c(k, A) de k.

Uma fungao h : (k,A) — (k', A’) entre dois corpos diferencidveis é denominada uma
funcao diferencial se

(i) existe um mapa 7: A :(— A/;
(ii) temos hod =71(d) o h, V € A.

Uma extensao diferencial de (k, A) é um corpo diferencial (k, A) onde k é uma extenséo de
k e cada derivagao 6 € A induz por restricdo um elemento § € A e reciprocamente, cada
elemento § € A estende um elemento 6 € A. E natural pensar de A como A extendido
para k, e se escreve (k, A) ao invés de (k, A).

Definicdo 2.7 Seja (k,A) um corpo diferencial, uma extensio Liouviliana (k(t),A) de
(k,A) € do tipo:

1. adjuncdo de uma integral se ot € k, Vo € A;
2. adjuncao do exponencial de uma integral se % € k,vé e A.

Uma extensio Liowviliana de (k,A) é uma extensio diferencial (K,A) de (k,A) para o
qual existe a cadeia de extensoes diferenciais:

k=kCkC---Ckpn=K

tal que kiv1/ki = ki(t;)/ki € uma extensao algébrica ou é do tipo adjuncgdo de uma integral
ou adjuncdo do exponencial de uma integral.

Introduzimos a no¢ao de uma fung¢ao Liouviliana em uma variedade complexa, comegaremos
ressaltando a no¢ao de uma funcao Liouviliana em espacos projetivos complexos n-dimensional.

Definicao 2.8 (Fungdo Liouviliana em espagos projetivos). Uma fun¢ao Liouviliana em
CP™ é um elemento f de uma extensao Liouviliana (K, A) do corpo diferencial (pin, {aiyj,j =

— 5 o y y P(xlv"'vm )
1,...,n}) onde p, = C(x1,...,2,) € 0o corpo de fungoes racionais Wx:), PQ €
Clzy,...,z,] nas varidveis x1,...,x, € 2. n — Up SGo0 as usuais derivadas parciais
9 9 9 ) 3y] :U’ /"L p )
j=1,....n.

E claro que:
(1) (pn, {3%]_ "_1) € um corpo diferencial comutativo;
(ii) O corpo de constantes c(jiyp, {a%j 1) =C;

(iii) dada qualquer extensio Liowviliana (K,A) de (pin, {8@%}?:1), qualquer elemento f €
K define uma fungdo analitica sobre algum Uy C CP™ aberto denso (Zariski).

Claramente a nogao de fungao Liouviliana introduzida acima pode ser também definida
para funcoes em C™ ou em subconjuntos abertos conexos de C"; porém daremos umas
nogoes mais gerais.
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Definigao 2.9 (Funcdao Liowviliana). Seja M uma variedade complexa conexa. Denote
por (M) o corpo de fungdes meromorficas em M. Um conjunto comutativo de derivagoes
A ={0;}}_ de p(M) é denominado bdsico se

(i) dimM > n;

(ii) C<N<M)7 A)=C;

(iii) qualquer derivagdo de p(M) € localmente uma (meromorfica) combinagao linear de
derivagoes 6; de A.

Sobre essas hipdteses, qualquer elemento que torna-se uma extensao Liouviliana de (u(M), {d;}7_)
e denominado uma funcao Liouviliana em M.

Lembremos em CP? o Teorema de Singer quando uma folheacio admite uma integral
primeira Liouviliana, o teorema encontra-se provado em [31].

Teorema 2.4 (Singer). Seja F uma folhea¢ao holomorfa sobre CP? dada em algum
espaco afim C? C CP?, dada por wma 1-forma polinomial Q = Pdy — Qdxz. Entdo, as
sequintes condigoes sao equivalentes:

1. F admite uma integral primeira Liouviliana;

2. Q tem um fator integrante da forma h = exp [n, onde n e uma forma racional
fechada;

3. Eziste uma forma racional fechada n satisfazendo d€) =n A 2.

O Teorema 2.4 menciona que quando uma folheacio em CP? admite uma integral
primeira Liouviliana. Uma generalizacdo do Teorema 2.4 é o Teorema III (ver a In-
trodugao) para uma folheacao holomorfa F de codimensao um em CP". Uma importante
consequéncia do Teorema III é o fato de uma folheacao de codimensao um admitindo
uma integral primeira Liouviliana, que na verdade admite uma integral primeira de uma
forma simple chamada elementar. A seguir vamos estender a definicao de integral primeira
elementar para uma folheacao de codimensao q.

Definicao 2.10 Seja F uma folheagdao holomorfa de codimensdo q, definida por um sis-
tema integrdvel de 1-formas {1, ..., Qq}, F admite integral primeira elementar Liouviliana
se podemos completar 2, em um par ,n, onde n € uma matriz ¢ X q de 1-formas racionais
n = (ni;), satsfazendo

dY=nAQ dn=nAn

Corolario 2.3 Seja F uma folheagao de codimensao q sobre CP"™ admitindo uma integral
primeira elementar Liouviliana. FEntao, F € transversalmente afim no complemento de
algum subconjunto algébrico invariante de codimensdo um A C CP".

De fato: E suficiente considerar A como a parte F-invariante do conjunto polar de
n e aplicar Teorema 2.3.
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Definicao 2.11 Dada uma folheagdao holomorfa F em M uma variedade complexa, seja
U C M um aberto e F : U — C uma funcdo holomorfa nao constante. Dizemos que
F ¢ uma integral primeira holomorfa em U para F, se a restricio F € constante nas
componentes conexas de LN U, onde L € uma folha de F.

O seguinte é uma generalizacao que podemos encontrar em [3] pag 176, a prova é a
mesma.

Corolério 2.4 (Folheagoes transversalmente afins em variedades simplesmente conezxas).
Sejam M uma variedade complexa simplesmente conexa e F uma folheacdo holomorfa de
codimensao k em M com conjunto singular de codimensao maior ou igual a dois. Entdo, F
possui uma estrutura transversalmente afim se, e somente se, possui uma integral primeira
holomorfa f: M — C, a qual é uma submersao fora de sing(F).

Proposicao 2.5 Ndo existe folheacao holomorfa transversalmente afim em CP™ .

Prova: De fato, CP" é simplesmente conexo e, como é compacto, nao admite funcio
holomorfa nao constante.

Exemplo 2.2 Seja ® : N — M wuma funcao holomorfa transversal a folheacdo F. Se
F € transversalmente afim, entao o mesmo vale para a folheacdo induzida ®*F. Isto se
verifica facilmente tomando-se as submersoes locais que definem a estrutura afim para F
e compondo-as como ®, para definir uma estrutura afim para ©*F.



Capitulo 3

Folheacoes holomorfas com
singularidades genéricas

Neste capitulo serd provado um Teorema de Extensao para uma folheagao holomorfa de
codimensao arbitraria ¢ em uma variedade complexa M. Essencialmente este teorema
afirma que dada A C M uma subvariedade analitica invariante irredutivel, sobre deter-
minadas hipéteses das singularidades, existe uma matriz g x ¢ de 1-formas diferenciais
definida em alguma vizinhanca fora de A U Sep(A), que pode ser estendida meromorfica-
mente a uma vizinhanca de A de forma especial.

Uma folheagao holomorfa de codimensao g com singularidades F sobre uma variedade
complexa M de dimensao n > 2 é definida como um par (Fo, sing(F)), onde sing(F) C M
é um subconjunto analitico de codimensao > 2, e uma folheagao holomorfa regular Fy, na
variedade aberta M \ sing(F). Entao, todas as nogoes de F sao definidas em termos de
Fo. Por exemplo, as folhas de F sao definidas como folhas de Fy, e seus grupos de holono-
mia s@o definidas da mesma maneira. Podemos assumir que o conjunto singular sing(F) é
saturado no sentido que nao existe outro par F' = (F, sing(F')) com sing(F') C sing(F)
e tal que F{, coincide com JFy sobre M \ sing(F).

A seguir, lembraremos a definicdo de folheagao holomorfa transversalmente afim.

Definicao 3.1 Uma folheagcao holomorfa de codimensdo q com singularidades F sobre
uma variedade complexa M™ € chamada transversalmente afim, se existe uma familia
{Y; : Uy — Cl}c; de submersées holomorfas, Y; : Uy — CY% definidas em conjuntos
abertos U; C M, definindo F e satisfazendo M \ sing(F) = UierU; e com relagies afins
Y; = Ay;Y; + Bij para algum A;j - Uy NU; — GLG(C), Byj : Uy NU; — C2 localmente
constante em cada U; NU; # 0.

3.1 Singularidades genéricas

Neste paragrafo introduziremos o que consideramos como tipos genéricos de uma singu-
laridade para uma folheacao de codimensao > 2. Dada uma folheacao holomorfa com
singularidades F sobre uma variedade complexa M, o conjunto singular de F é um
subconjunto analitico sing(F) C M de codimensao > 2, também tendo dimensdo dim

52
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sing(F) < dim(F). Em particular, esse pode ter uma componente de dimensao dim(F),
tanto como uma componente de dimensao dim(F) — 1. Como para o segundo caso, por
interse¢ao com o apropriado disco transversal pequeno, podemos considerar o seguinte
modelo genérico de singularidade:

3.1.1 Singularidades isoladas

Definicao 3.2 Seja F uma folheacao holomorfa unidimensional, definida pelo corpo ve-
torial holomorfo X, com singularidade isolada no origem 0 € CItL. A singularidade é
chamada Poincaré nao ressonante se a envoltoria convera do conjunto de autovalores da
parte linear DX (0) nao contém a origem, e nao existe A\j = niA + - + Ngp1Ag41 para
N1y s Ngtr1 € N.

Pelo Teorema de Linearizagao de Poincaré, temos que dada alguma vizinhanca U de

0 € C%*! uma singularidade no dominio de Poincaré e sem ressonancias, de um campo
q+1

vetorial holomorfo X é analiticamente linearizdvel como X = =1

.0
A]Z] sz :
Os autovalores Ai,...,A\g41 satisfazendo a seguinte hipdtese de nao ressonéncia; se
1 -
ni,...,Ng+1 € Z, com Z‘;; n;j\j =0, entdo ny =ng = -+ = ngpq1 = 0.

Na situacdo acima, defina 1-formas w',--- w? sobre U \ A, fixando w”(X) = 0 e

1 dz; . . . ~
WY = Z?il a]”-z—j], ondev =1,--+,qeay €C, conseguimos o seguinte sistema de equagao

Zg:i afAj =0, v =1,...,q a equagao Zg:i Ajzj = 0 define um hiperplano em C?*!
implica que podemos escolher g vetores linearmente independentes a1, . . ., dg, isto é, @, =
(af,--ay,ap) € Ct! tal que Zgi} a¥\j =0, v =1,...,q e portanto o sistema
wl, ..., w? tem posto méximo ¢ fora do hiperplano de coordenadas (z; = 0). Tendo em

conta as notagoes dos w’, vamos a provar o seguinte lema.

Lema 3.1 Seja f(z) uma fungao holomorfa no conjunto U \ {z1 --- 2441 = 0}, onde U €
uma vizinhanga conexa da origem em CIt1. Entdo, f(z) é constante desde que df A w' A
o Aw?=0.

Prova.
i dzj

dzi ANdzz A ... A d2q+1

3 q-‘rl
z Z}-..Zq_l’_

w1 Awa A ... Awy = det(a}, a3, ...,

dzy Ndzg Ndzg N ... N dzgqq .
2’12224...Zq+1
dzg Ndzz Ndzg N ... N dzg

292324+ Zq41

1
+det(a},a?,at...;ad™)

2 3 +1
e+ det(a,a;,...;al™)

Escrevemos
dzy Ndzg A ... Ndzgy1
w1 Awa Ao Awg = 03, (g+1) 4
Z123..-Zq4+1
dzy Ndzo Ndzg N ... N dzgy1 dz1 Ndzo Ndzg N ... Ndzg41
+T0124.. (g+1) =+ Q23 (g+1) .

2129Z4..-2q 41 2923...2q41
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Agora notamos que, dada uma funcao holomorfa f(z1, 22, ..., z¢+1) em Uy, a equacao

g+1

Z (—1)i+1fzia12..?..(q+1)

212242 Zg+1

df A wy Nwa A... Nwg = < ) dzleQ...qu+1

i=1
estd satisfeita. Portanto, df Awi Awa A ... Awy = 0 se, e somente se,

g+1 (_1)i+1fzi0412..?..(q+1) -

= 0.
RZ1R2.+-Zjee-Zg+1

=1

T T2

Tq+1
21 2’2 z

o ZgtT permite-nos

Agora, expandindo a série de Laurent f =} o Srire.rqr

ver que a ultima equacao é equivalente a

t+1 " . T2 g+l __
Z Z(—l) 0412,,i_.(q+1)T'zfnra-..rqﬂ21 2y’ 2,4 =0,

T1,72,.-,"g+1 €Z 1>1

0 que equivale a

(Z(_1)i+1a12_.7..(q+1)7"i)fr1rz.-.rq+1 =0,

i>1

Vri,72,..,7¢+1 € Z. Lembre-se que

— 1,3 q+1
Q13 (g+1) = det(a;,a;,...;a;")
— 1 .2 4 q+1
o4, (g41) = det(a;,a7,a”....a; )
— 2 .3 q+1
Q3. (g+1) =  det(ai,a;,...,a;]"")
, € que
q+1

Za’;)\jzo, v=1,...,q
j=1

Assim, os dois vetores complexos (Q13...(g41)s Q124...(q+1)» -+ @23...(g+1)) € (A1, A2, .5 Agr1)
12,7 (q4+1) = tA\; para algum t € C*. Assim df Awi Awa A...Awg =0

se, e somente se, Y. ,(—1)""1\;r;) para todo r; € Z. Pela hipétese ndo existe res-

sao colineares, isto é, o

sonancia, a Unica solucao para a ultima equacao € trivial. Portanto, uma funcao holomorfa
f(z1, 22, ..., xg+1) em Uy satisfaz df Awi Awa A ... Awy = 0 se, e somente se, f é constante.

Definicao 3.3 (Singularidade genérica de tipo 11.) Uma singularidade p € sing(F), serd
chamada singularidade genérica de tipo II se p pertence a uma parte suave do conjunto
sing(F), onde:

1. Existe um unico ramo sing(F), C sing(F) através de p.
2. dim sing(F), = dim(F) — 1

3. Para algum (e portanto para cada) disco transversal Zp de dimensao q + 1, com
>-pNsing(F)p = 2, Nsing(F) = {p}, a folheagao induzida ‘7:|Zp apresenta uma
singularidade isolada tipo Poincaré nao ressonante na origem p.
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3.1.2 Singularidades nao-isoladas

Agora vamos nos concentrar nas componentes do conjunto singular que nao podem ser
reduzidas a singularidades isoladas por segoes transversais. Vamos primeiro lembrar algu-
mas nocoes para uma folheacao de codimensao um.

Definicao 3.4 Seja F uma folheacdo de codimensdo um em uma variedade complexa M
de dimensao n. Dizemos que p € sing(F) € um ponto de tipo Kupla, se F pode ser
representada em uma vizinhanga de p, por uma 1-forma w tal que w(p) = 0, dw(p) # 0.

Nesse caso, com as notacoes da definigdo 3.4, temos o seguinte teorema.

Teorema 3.1 Se U € suficientemente pequeno, existe um sistema de coordenadas locais
(2,9, 21,y 2n—2) € U de M, centrado em p tal que F|y é dada por o(z,y) = 0, para
alguma 1—forma holomorfa a = P(x,y)dy — Q(x,y)dz,

Observagao 3.1 A I-forma o = P(z,y)dy — Q(z,y)dx, diz que:

sing (Flu (o)) = {(x,y, 2) |P(z,y) = Q(z,y) = 0}, se 0 é ponto isolado de (P =Q =0) C
C2, logo sing (F (a)) em 0 € dada por (x =y = 0), € de codimensdo dois. Caso contrdrio,
podemos escrever P = f.P; e Q = f.Q1, onde P e Q1 nao tém fatores em comun e
f(0) = 0. Neste caso (f =0) € uma componente de codimensao um de sing (F («)) .

A 1-forma « é chamada tipo transversal de F para p, tem uma singularidade isolada
no origem 0 € C? e satisfaz da(0) # 0. O tipo genérico é definido como segue: Vamos
dizer que uma singularidade p € sing(F) é do tipo Poincaré se é do tipo Kupla e seu
tipo transversal corresponde a forma zdy — Aydx + hot = 0,A € C\ ((R)-UQ4). As
razoes para isso sao baseadas na classificacao das singularidades de germes de folheacoes
em dimensao dois. Neste caso, a singularidade a(z,y) = 0 é analiticamente linearizavel,
assim existe coordenadas (x,y, 21, 22, ..., 2n—2), tal que F é dada nestas coordenadas por
xdy — Aydx = 0. Vamos agora motivar nosso segundo tipo de singularidade genérica para
folheacao de codimensao g > 2, através da discussao de um exemplo:

Exemplo 3.1 Sejam Fi,..,Fy folheagoes holomorfas singulares de codimensdo um em
uma variedade complexa M de dimensdo q + 1. Suponha que as folheacoes F; sdao trans-
versais fora da unido dos conjuntos singulares e seu conjunto de pontos de tangéncia.
Entao, podemos definir da maneira natural a folheacao intersecdo F = ﬂ?zl]:j quando
as folhas sao obtidos como as componentes conexas da intersecao das folhas de Fi, .., Fq
através de pontos de M, e tem conjunto singular sing(F) = U?lemg(}'j) UTs. Suponha
que Fj tem apenas singularidades de tipo Poincaré, tal como € definida acima. Entao, dado
qualquer ponto p €sing(F;) \ Uijsing(F;), existe uma carta local (x,y, 21, ..., 2n—2) € U de
M, centrada em p, tal que F;|y € dada por

xdy —Ayder =0 AeC\ (R_UQ4),
e para cada i # j, Filu € reqular dada por dzy, = 0 para algum k; € {1,...,n — 2}.

Definigao 3.5 (Singularidades genéricas do tipo 1.) Seja F uma folheagdo de codimensao
q sobre M™. Uma singularidade p € sing(F) é uma singularidade genérica do tipo I, se p
pertence a uma parte lisa do conjunto sing(F), onde:
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1. Eziste um unico ramo sing(F), C sing(F) através de p.
2. dim sing(F),=dim(F)

3. Existe uma carta local (x,y,21,...,2n—2) € U de M, centrada em p, tal que F|y €
dada por

xdy — Aydr =0, € C\ (R_UQ4) e dz; =0, =1,...,g — 1.

Portanto, em uma vizinhanga de p, a folheagdo F tem uma estrutura da intersecao de
uma folheacdo linear singular xdy — A\ydz = 0 sobre (C2,0) e (¢ — 1) folheacdes triviais
regulares.

3.2 Extensao de estruturas transversais afins com poélos

Consideraremos uma folheacao F definida em uma superficie complexa M que possui
curva analitica invariante e nao singular A. Suponhamos que F pode ser definida em M
por 1—forma meromorfa Q (fora de()o).

Lema 3.2 Lema de Extensdo . Na situacdo acima, suponha que:

1. Para toda singularidade p € A N sing(F), existe uma carta holomorfa ((z,y),U) tal
quep € U, z(p) = y(p) =0, AnU = {y=0} e F € dada por xdy — Aydx = 0,
AeC\ Q.

2. Uma das singularidades, digamos pyg € ANsing(F), € nao ressonante (o que significa
que temos A\ ¢ Q em 1).

3. Ezistem uma vizinhanga V de A e uma 1— forma meromorfa n definida em V'\ (AU
Sep(A)) satisfazendo:

e 1 € meromorfa e fechada
e d)=nAQ

* (7)o O (). Além disto, para cada componente L de Qs entdao n tem um polo
de ordem 1 ao longo de L e Resyn = —ordem do polo de €2 ao longo de L.

Entao, n se estende meromorficamente a uma vizinhanga de A, como uma derivada
logaritmica adaptada a 2 ao longo de A.

Nesta secao estendemos a definicao de derivada logaritmica adaptada a {2, para uma
folheagao de codimensao arbitraria em uma variedade complexa e estendemos o Lema 3.2,
cuja defini¢do e prova do Lema 3.2, encontra-se em |[3]

Comecemos considerando a seguinte situagao:

1. F é uma folheagao holomorfa singular de codimensao g sobre M.

2. A C M é uma subvariedade invariante irredutivel analitica de codimensao ¢ (isto é,
A\ sing(F) é uma folha de F.)



UFRJ. IM 57

3. Existem subvariedades analiticas de codimensao um 51, S, ..., 5, C M, tais que A é
uma componente irredutivel de ﬂ?zlSj e S; é folheado por F, j=1,...,q.

Sobre estas hipoteses fazemos a seguinte definigao :

Definigao 3.6 Seja {Q1,Q,...Qy} um sistema integrdvel de 1-formas definindo F. Uma
matriz g X q avaliada meromorfa de 1-formas n definida em uma vizinhanga de A € chamada
uma derivada logaritmica parcialmente fechada adaptada a Q0 ao longo de A se:

1. dQ =nAQ en € parcialmente fechada (dn =n A n), meromorfa com polos simples.

2. Moo = U?ZlSj, a uniao de subconjuntos analiticas irredutiveis de codimensao um
S; CV em uma vizinhanca V de A.

3. Dado um ponto reqularp € A\sing(F) existe uma carta local (yi, ..., Yqs 215 - Zn—q) €
U de M, centrada em p, tal que:

uns; = {y;=0}, j=1,..,¢q
Q= Gay, e
Y1
" = GG+ Y1 A, onde Y= 1|,
Yq

G :U — GL4(C) € holomorfa e A; é uma matriz ¢ X q constante.

A matriz A; é chamado a matriz residuo de 7 com respeito a S;.

3.2.1 Lema de Extensao

A seguir, consideramos o problema de estender uma forma n de estrutura transversal afim
de F, em uma hipersuperficie analitica invariante. A existéncia dessa extensao, como
derivada logaritmica parcialmente fechada adaptada é, como veremos a seguir, garantido
pelo seguinte resultado:

Teorema 3.2 (Teorema de Ezxtensao) Sejam F e A como acima. Suponha que:

1. sing(F) NA € ndo vazio e consiste de singularidades genéricas do tipo I e tipo 11,
e singularidades onde dim sing(F) < dim(F) — 2.

2. Existe uma 1-forma diferencial n definida em alguma vizinhanga V\(AUSep(A)), que
define uma estrutura transversal aftim de F meste conjunto, no sentido da proposicdo
2.3.

Entao, n se estende meromorficamente a uma vizinhanga de A como uma forma adaptada
(no sentido da defini¢ao 3.6) de Q ao longo de A.

Vamos estender 1 a A através das singularidades de F em A. De acordo com o classico
Teorema de extensao de Hartogs, isto implica a extensao a A. Escolhemos p € sing (F)NA
e um sistema local de coordenadas (z,y, 21, ..., zn—2) € U, centrado em p como na defini¢ao
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Lema 3.3 Seja F uma folheacdo holomorfa de codimensao q com singularidades, definida
em um polidisco aberto U C CIT", com singularidades genéricas do tipo I ou II na origem
0 € sing(F) CU. Suponha que F é transversalmente afim em U\ A, onde A C U é uma
unido finita de hipersuperficies invariantes irredutiveis, cada uma contendo a origem.
Entdo, se estende meromorficamente a uma vizinhan¢a de A como uma derivada lo-

garitmica parcialmente fechada adaptada a € ao longo A.

Prova: A prova vai ser dividida em dois casos, singularidade de tipo I e de tipo II.

Caso 1 Suponhamos que F tem codimensdo ¢ = 2 e o ambiente tem dimensao g+ 1 = 3.
Suponhamos também que a singularidade é isolada, é decir, de tipo Poincaré nao-
ressonante I. Seja X = Z?Zl /\jxj(a%j) um campo vetorial holomorfo definindo

F em coordenadas apropriadas (z1,x2,23) € U/, em uma vizinhanga conexa 0 €
U cUde0 e C3, com {\1, A2, A3} linearmente independentes sobre Q. Dados os
nimeros complexos aq, as, az que definem uma 1-forma fechada w = 22:1 akcif—:.
Entao, w(X) = 0 se, e somente se, Zzzl qk)\k = 0. Assim, podemos escolher 1-
formas wy,ws dada por w; = 22:1 afc%’“,ai € C, tais que w; e wy sao linearmente
independentes no complemento de U?Zl(xj =0)ewi(X)=0,j=1,2

Uma vez que fixadas tais 1-formas, a folheacao F é definida pelo sistema integravel
meromorfo de 1-formas {w,ws} em U. Observe que o conjunto polar de w; em U /
consiste em coordenadas os hiperplanos z; =0 C U',i = 1,2,3. Seja Qg ser a matriz

meromorfa 2 x 1 dada por {w1,ws}.

Afirmacao 3.1 Seja 1y uma matriz holomorfa 2 x 2 de 1-formas definida em U \
U3_, {x; = 0} tal que dQ = no A Qo, dng = 1o Ano. Entdo:

1. no € fechada, dng = 0.

. . /
2. A matriz de 1-forma 1y estende-se a uma matriz meromorfa em U , tendo um
o /
divisor polar de ordem um em U .

3. A extensdo de ng € adaptada a Qg ao longo de A.

Prova da afirmacao: Desde que cada w; ¢ fechada a matriz de 1-forma () ¢ fe-
chada. De dQy = noAQg, temos g ALy = 0. Agora observamos que existem matrizes
holomorfas 2 x 2 M7, M5 definidas em U/\{{I)l.%'z.%'g = 0}, tal que ng = Miw; + Mawo,
onde a multiplicacao da matriz pela 1-forma é a multiplicacao tipo escalar padrao.
Com efeito, é suficiente completar wy,ws em uma base do espaco de 1-formas holo-
morfas e expressar 7 nesta base. Em seguida, a condigdo ng A €y significa que os
coeficientes de 7y nos outros elementos de base sao todos identicamente zero.

Para qualquer matriz holomorfa 2 x 2, e a matriz 1-forma 2 x 1 2 temos a férmula
facilmente verificada para a derivada exterior:

A(MSQ) = dM A Q + MdS.

Temos, portanto
dno = dMi AN w1 + dMsy A wa.
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Também de facil verificagao, temos

no Ao = [My, Ma]wi A wa,

onde [,] denota a matriz colchete de Lie. Assim, obtém-se

dMi N w1 + dMo A wo = [Ml,MQ](.Ul A wa.

Tomando o produto exterior com ws na equagao acima, obtém-se

dMy A wi Awy = 0.

dmiy Awi Awg =0
dmls ANwi Awg =0
dmiy Awi Awy =0
dmy Awi Awy =0

Assim, M7 é uma integral primeira meromorfa para a folheagao definida pelo sistema
wiAwgem U = U’ \ {z1z223 = 0}. Essa folheagao é exatamente a restricao de F
a esse conjunto aberto. Desde que F ¢é definida pelo campo vetorial X em U e este
campo vetorial é linear sem ressonancia, segue-se do Lema 3.1 que M; é constante
em U. Da mesma forma, podemos concluir que Ms é constante. Isso implica o
resultado de extensao e os itens (1) e (2) da Afirmagao 3.1.

Neste caso, A = A1 UAs U A3, onde

Alz{ISZO}ﬂ{IQZO}
A2:{$1:0}ﬂ{$3:0}
A1:{$1:0}m{$2:0}

d
Sejap € A9\ sing (F), existe uma carta local (21, x2,x3) € V, tal que Qo = diU1 ) ,
T3

01
assim, 179 = dey 4 ) 425 " 4o mesmo modo para p € A; \ sing (F)

01
01 1 01 *3
e p € A3\ sing (F), assim, verificamos o item (3) da Afirmacao 3.1.

Voltando a prova do Lema 3.3, sejam as formas originais {2 e n, temos {2 = G} para
alguma matriz holomorfa G : U — GLy(C). Assim 19 = n — dG.G!. Entéo, pela
afirmacao 3.1 concluimos que 7 se estende a U’ como uma 1-forma meromorfa fechada
com polos simples e divisor polar consistindo de planos coordenados. Portanto, a
mesma conclusao da afirmagao acima vale para 7 e provamos o lema para o caso 1,
quando F tem codimensao ¢ = 2 e o ambiente tem dimensao ¢+ 1 = 3.
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Caso 2 No caso a singularidade é genérica de tipo II, pela definicdo 3.5 tomamos w; =
xdy — A\ydx, wo = dz1, - ,wg = dzq—1, onde wy = xy,wg, - ,wq sao fechados,
e continuamos a mesma ideia como no caso da singularidade genérica do tipo I,

tomamos €y a matriz meromorfa ¢ x 1 dada por {wi,ws,...,wq}, sejam as formas

w1 zy 0 -+ 0
w9 o 1 --- 0
originais 2 e 7, temos 2 = G ) onde G = .
Wy 0 0 1
d(zy)
%yy 0O --- 0
. 0o 0 --- 0 )
eno=n—G ="mn — _ o ~ |, usando a afirmagao 3.1 se cumpre o
0o 0 - 0

Lema 3.3.

Prova do Teorema 3.2 A prova segue a mesma argumentacao que a prova do Lema
3.2 em [6]. De fato, o Lema 3.3 , implica que 7 se estende meromorficamente A U Sep (A).
Por construcao esta extensao é adaptada para 1 ao longo de A.

Considerando tudo o que fizemos anteriormente, iremos a seguir caracterizar n em CP?.

3.2.2 Caracterizacao de 1 no ponto singular

Caso I: Singularidade genérica tipo 1.

Dada 1 construida e estendida em CP3, py € sing(F) singularidade isolada dada em uma
carta local pelo campo de vetores X (z1,22,23) = (A121, Aaz2, Ag23), onde A1, A2, A3 sdo
linearmente independentes em Q, vejamos qual é a forma de 7.

Na situacao acima, descrita na Definicao 3.2, X = Z‘Hl)\ 12 8 , com autovalo-
res Ai,...,Aq+1 satisfazendo a hipétese de nao ressonancia, foram deﬁnidas 1-formas
wl, -+ ,w? sobre U \ A fixando w”(X) = 0 e w” Z;Hi ]”CZJ, onde v = 1,...,q e
aj € C.

Daqui Consegulmos o seguinte sistema de equacoes Zq a/A\j =0,ve{l,....q},a

equacao Z =1 )\Jz] = 0 define um hiperplano em C¢*! e implica que podemos escolher g
vetores linearmente independentes ajy, ..., d,, isto é, @, = (af,--- ,aZ,aZH) € CIt! tal

1

que Z] 105 =0, v e {1,...,q} e, portanto, o sistema w",...,w? tem posto maximo ¢

fora do hiperplano de coordenadas.

Para uma carta local de CP3, temos w e ws, e formamos um sistema de 1-formas
associadas ao campo X.

QO B Wi B ldxl + (11 da:z + al (?33
wo 2d:l?1 + CL2 dzg + CL2 dzs

1% 272y 33

Seja G : U — GLy(C) holomorfa tal que G = ( g 92 ), det(G) = g194 — 9293 # 0
g3 94

em U.
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Q= g g “ — [ 9 9202 , entao df) = dgy A wy + dgz A wy
g3 g4 w2 g3w1 + gawo dgs N\ wy + dgs N\ wa

Por outro lado,

nAQ = ( N M2 )/\( g1w1 + gawz ) _ ( gim Awi + gon1 Awa + gsne A w1 + ganz A wo )

N3 M4 g3w1 + gawo gim3 A wi + ganz A wa + gang A w1 + gana N\ wo
Como
d2=nANQ
Temos
dgi Nwi +dga Awe = gim Awr + gam Awa + g3nz Awi + ganz A wa (3.1)
dgs ANwi +dga ANwa = gim3 Awi + ganz A wa + g3na A wi + gana A wo (3.2)

Multiplicando (3.1) por gsw; e somando com (3.1) multiplicado por gsws obtemos :

l93 (dg2 — g2m1) — g4 (dg1 — g1m)] Awa Awr =0

_ —93dg2 + gadga
n det(G)

Como 7o = U3_; {z; = 0} , temos que fi, f2 sdo holomorfas. Assim, substituindo 7,

+ fiwr + fows

em (3.1) temos
_ —92dg1 + g1dge
12 det(G)

de forma semelhante (3.2) por gjws e somando com (3.1) multiplicado por gows obtemos :

+ fawi + fawo

_ —g2dg3 + g1dga

N4 = det(G) + fswi + fewa

_ gadgs — g3dg

N3 = et () + frwi + fywo

Assim, temos:

1 ( g4dg1 — g3dge  g1dga — g2dgr ) n ( fiwr fawr ) n ( fowa  fawo >

T~ detG 94dg3 — g3dgs  g1dgs — g2dgs3 frwr fswn fswa  fewo
fi f3 fo fa
=dG -G+ wi + w 3.3
7 ( fr fs ) ! ( fs  fo ) ? (3:3)

derivando (3.3)
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onde

_ 9193dgadgs + g294dg3dgy — g194dg3dgs — g293dgadg

2 + dfiwr + dfaws
(9194 — 9293)

(dn)11

(dn)12::'_glg4dgld92__g%d92d94*‘9192d91d94“929i?91d92%-g192d92d93-ggdgsdgl
(9194 — 9293)
+dfswi + dfaws
(dn)ar = —g2dg1dgs + g3gadgidgs — g19 — 4dgadgs + 93§4d92dg3 — g3dgadgs — gagadgadgs
(9194 — 9293)
+dfrwi + dfgwe
_ 9492dg1dgs + g193dgodgs — g19adgadgs — gag3dgidgs
(9194 — 9293)°

_( Amu (nAn)e
nAn_‘((nAnhl(nAnh2>

+ dfswi + dfswo

(dn)a22

de (3.3) temos

:mm@ﬂ%—m%@ﬂm—mm@ﬂ%+m%@ﬂm+ﬁ@Mm—m@ﬂm

(n Am

(9191 — g2gs)” (9194 — g293)
1dge — g2dgy) wo 1dgs — g3dgs) w dgs — g3dgs) w
h%mi—igg —h%mi_igfl—h%;§_§£?2ﬂﬁﬁ—hhwwm
(0 Am)1s = g4gldgldgzﬁ-g3gzggzdg1_+_g%dgzdg4-—glgzdgzd93-9291§91dg4+-g§dg1d93
(9194 — 9293) (9194 — 9293)
_ f3w1 (9adg1 — g3dga)  fawa (9adgr — g3dga) | fiw1 (g1dga — gadg1) | fow (91dga — gadgn)
(9194 — g293) (9194 — 9293) (9194 — 9293) (9194 — 9293)
_ fswi (91dg2 — g2dg1)  fews (g1dga — g2dgr) | fawi (91dga — g2dgs) | faws (g1dgs — ga2dys)
(9194 — 9293) (9194 — 9293) (9194 — 9293) (9194 — 9293)

+(fifa = fofs + f3fo — fafs) w1 Awe

:ﬁ@wm—mwwmm—%%@mM+£@m@+mm@m%+@%@m%
(9194 — 9293)° (9194 — 9293)°

(n Am)21

_ fiwi (9adgs — g3dgs)  fows (gadgs — g3dga) | frwa (9adgr — g3dge) | fswa (gadgr — g3dgs)
(9194 — 9293) (9194 — 9293) (9194 — 9293) (9194 — 9293)
 Jrwi (91dgs — g2dgs)  fswa (g1dgs — gadgs) | fswi (9adgs — g3dga) | fowa (9adgs — g3dga)
(9194 — 9293) (9194 — 9293) (9194 — 9293) (9194 — 9293)

+ (frfo = fifs + fsfs — fefr) wi A w2

_ 9491dg3dgs — gagadgsdgr — gsgidgadgs + g3gadgadgy  f3wi (gadgs — g3dga)

(n A )22
(9194 — 9293)° (9194 — 9293)
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_ fawa (g9adgs — g3dga) | frwr (g1dg2 — gadgr) | fswa (g1dg2 — g2dygr)
(9194 — 9293) (9194 — 9293) (9194 — 9293)

Seja, em particular,
0
G=("
0 g4

+(frfa— faf3) wiAwe

Entao,
o dy— dfiwi + dfaws  dfswi + dfswo
dfrwi + dfswe  dfswi + dfews
. ohn— 0 y d (fawr + fawa) (% + %) +< 8 B )
(frwn + fow) (=22 + d2) 0 Bs B
onde
B = (f3fs = fafr)wi Awo;
B2 = (fifa+ f3fo — fofs — fafs)wi A wa;
B3 = (fofr + fafs — [ifs — frfe)w1 A wa;
Ba = (frfa — f3fs)wi A wa.
Como
dn=mnAnn,
temos

1. dfiwi + dfows = (f3fs — fafr)wi A wa, multiplicando por w; temos dfs A wa A w; = 0,
pelo Lema 3.1, fo é constante, multiplicando por wy temos dfi A wy Awe =0, f1 é

constante.

2. dfswi + dfswa = (frfa — fsfs)wi Awa tem-se f5 e fg constantes.

—d
3. df3w1 + df4w2 = (fgwl + f4£d2) < glgl

multiplicando por wy,

d d
<df4—f4 (;11—94 >/\W2/\W1:O,

+ dgg44) + (fifa+ fafe — fofs— fafs) Awi Awa,

94
<df4—f4.g4d (91 Aws Awy =0,
91 94
. g1 g1 91
multiplicando por == obtemos, | =—dfs — fad <>) ANwa Awr =0,
ez 94 94

Idfy — fad (2
& (94) ANwa Awp =0 onde 9 #0,

a)? 94
g4
fa
d 91 A w1 N w9 = 0,
94

entao pelo Lema 3.1, fy = k4ﬂ e multiplicando wo temos f3 = kgg—l.
94 94
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—d
4. df7w1 + dfswg = (f7w1 + fchQ) ( 954

multiplicando por we
d d
<df7—f7 <g4_g1 > Awy Awg =0,
g g1
<df7 — 7.*d 94 Awi Awy =0,
g4 \91

dggll> (fofr + fafs — fifs — frfe)wi A wa,

multiplicando por 94 obtemos <g4df7 — fzd <g4>> ANwi Awg =0,
9 9 9 entao pelo Lema

Ldfr — frd (%)

g1
2
g4
()

Aws Awi =0 onde %7&0,
9

7
i) Awi Awe =0,

g1

d

3.1, fr = k‘7% e multiplicando w; temos fg = kg™
g1 g1

Assim, obtemos o seguinte corolério

Corolario 3.1 Seja F uma folheacao holomorfa de codimensao dois, n construida e es-
tendida em CP? e py € sing(F) singularidade isolada de tipo I, dada em uma carta local
pelo campo de vetores X (z1,22,23) = (A121, Aaz2, A\323), onde A1, A2, A3 sao linearmente
independentes em Q. Entdo, concluimos que n tem a sequinte expressao

ki ks ko kgL
n:dG~G+< 94>w1+< 94| we (3.4)
k7g—‘1* ks kg% ke

onde k; € constante.

ki kst ko kg2
Observagao 3.2 Seja A = ( k72—4 Zg“ ) e Ay = ( ks% ;;24 ), entao

n:dG'G+A1W1+A2w2
onde tracoA, = constante e tracoAs = constante.

Observagao 3.3 A mesma ideia tem-se para X (z1, 22, 23) = (A121, Aaz2, A\323), onde % ¢

J
R. Os \; satisfazem a hipotese de ndo ressonéncia (pois se existem n; € Z tais que
ni1A1 + node + n3A3 = 0 tem-se, ny = —nz)\— —n3 )\i’)

Corolério 3.2 Seja F uma folhea¢ao holomorfa de codimensao (n-1) em CP", sejam n
construida e estendida em CP", pg € sing(F) singularidade isolada de tipo I, dada em
uma carta local pelo campo de vetores X (21, ..., 2n) = (A121, .-, Anzn) tal que /)\‘—; ¢ R, sejam
W1, W2, ..., wWn_1 as formas fechadas que definem a folheacao. Entdo, concluimos que n tem
a sequinte expressao

kh k%z% T k}(n—l) gfil
1 g2 1 1 g2
dG k14 ka9 e kg,
n= 6 + 'gl ) 2(n %)gn—l w1+
kl ‘ gn—1 k]. ‘ gn—1 . kl

(n—1)1 g1 (n—1)2 g2 (n—1)(n—1)
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UFRJ.
| e
Mo %t Mac2®s 0 Momyme
ket Ma'% o KL
. e et k;“‘(jf_%)gfil o
Ko % Kine it 0 Kt
g1 O .- 0

| 0 g 0 |
Prova: Seja Q2 = Gy, onde G = ) L . , em seguida, fazendo

0 0 0 Y(n-1)(n-1)
calculos com a mesma ideia anterior tem-se 7.

klfl Lk o1 R g1

. 121:92 i(n—l) gn—1
Lk 92 k .k _92
) 21 22 2(n—1) gn— .
Seja A = s (m .)g" ' |, observa-se que seu traco é
k gn—1 k gn—1 . k
tont k‘(nfl)l g1 k(nfl)Z g2 kl(nfl)(nfl)
constante.

A seguir, veremos para o caso de singularidade de tipo 11,

Caso II: Singularidade genérica tipo II.

Seja
& o= W)L
(7)2 = dz

onde w1, Wy s&o fechadas e w1 A Wy = (dgy — )\%‘”) Adz.

Lema 3.4 Com as notagoes anteriores do caso de singularidade genérica tipo II, se df A

w1 Ay =0, entao f € constante.
Prova: Dada uma fun¢ao holomorfa f(x,y,z) em U, a equagao
JU 1 1
df Nwy Nwg = | fo— + Afy— | dedydz.
Yy x

Portanto, df A wi Awy = 0 se, e somente se, zf; + yAfy, = 0. Ampliando a série de
Laurent f =3, SkET fijkxiyj 2¥ permite-nos ver que a dltima equacdo é equivalente a

(i +Aj) fijr = 0.

Pela hipéteses de que A ¢ (R~ U Q™), a tnica solugdo para a ultima equacdo é f;jx = 0,

entao f é constante.
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Corolario 3.3 seja F uma folheacdo holomorfa de codimensdo dois, n construida e es-
tendida em CP? e p € sing(F) singularidade isolada do tipo I1, dada em uma carta local
dada pelas formas w1 = xdy — Aydx X ¢ (R~ U Q") e wy = dz. FEntao, dadas a tais
condicdes, concluimos que 1 tem a sequinte expressao

dg1 de | dy k koo TYIL Lk ke, ZY9L
(58 ) (50 (s F e (s )
0 o1 0 0 7 Zyon 5 8 Tyg 6

, det(G) = g1g4 # 0 em

Prova: Seja G : U — GL4(C) holomorfa tal que G =

U, Q= w1 Q=00 = gi1wi _ glfﬁgwl :
w9 gaw2 gaw2

a seguir, de forma semelhante ao caso de singularidade de tipo I e o Lema anterior
3.4, temos o 7.

Voltando ao caso de singularidade de tipo /

A seguir, voltando ao caso de singularidade de tipo I, vamos ver qual é a relagdo das

constantes k;.

Do Corolario 3.1, temos

dor g ey ky ko kg
n = iy >+< 91wy + 91| we (3.5)

_ m1 M2
21 722

entao
dg194—g1dga
dn = 0 ( 93 ) (kawr + kaen) (3.6)
(asaiadan ) (i + kswn) 0
91
(M AMar (1A
onde

o (AN =m1 Anir+ma Anar = (ksks — kakr) w1 A wa;

o (NAN)1y =m1AN12+ M2 A2 = (W) (kswi + kaws) + Ky (gﬁ) w1 A wo

onde Ky = k1ky — koks + kske — kaks;
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o (NAN)y =21 A1+ 122 A1 = (7@491;%94‘191) (krwy + kswe) + Ko <Z—‘1‘> w1 A wa,

onde Ky = <k7k2 — kgk1 + kskg — k6k7) ;
o (NAN)gy =21 A1+ 22 A e = (krks — ksks) w1 A wa.
Como dn = n A n, temos

L (nAn)p=0e(mAn)y=0
(ksks — kak7) = 0

/{3 = Kk7 (& k4 = Kkg; (3.8)

2. (NAN)y =dma

(kiks — koks + kske — kaks) (91) wi Aws =0,

94
dzi A dxo dri N dxs dxo N dxsg
onde wiAwg = (a%a% - a%a%) 7—1—(0&&% — a%a%) T%—(a%a% - a%a%) e
123 223

como wj e wo sao linearmente independentes, pelo menos um dos

atal —ada? = Cy , ala3 — ala? = Cy e ada? — alad = Cs

¢é diferente de zero.

Além disso, g4 # 0 em U e as identidades se verificam em U \ {z1z2x3 = 0}, temos
(k1k4 — koks + kskg — /C4k‘5) g1 [Cla:gdxl A dxo + Cozodxy N dxs + C3xidzs A d:(}3] =0

(k1k4 — koks + kske — /{4k5) g1 =0; (3.9)

3. (77 AN ?7)21 = dn91, temos (/{7k2 — kgk1 + kskg — k6k7) <g4

> w1 A wg = 0 pela mesma
g1

ideia anterior,temos
(k:7k2 — kgk1 + kskg — k6k7) gs = 0. (310)
De (3.8) substituindo em (3.9), temos

K (klkg — kok7 + k7ke — kgk‘5) g1 = 0. (3.11)
De (3.10) e (3.11) a tnica solucao é (kiks — kak7 + krke — ksks) = 0, isto é,

ks — ks ks
ks — k1 k7
Conclusao:
dn ki ka2 ky kg2
=| % + g lwr + 94| wa, 3.12

com a relacao adicional

bo—hy ks ks
ks —ki ki ks
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3.2.3 Caracterizacao de 1 no ponto regular

A seguir iremos tratar a tentativa da forma 7, em torno do ponto regular p.

TENTATIVA

g
dQd =no A Q tal que ny = 58 dgs | >
g2

dQ=nNQtal que n = ML 2 ,
M1 722

entao (n —n) A Q =0, isto é,

d
mi— ﬁ 7712d A grdyr | _ 0
721 a2 — 2 g2dya

(g1m1 — dg1) dyr + gamiady2 =0
gim21dyr + (g2m22 — dgz) dy2 =0

N2 = A%2dy1 + A%de + A:{’Qdy&

® 1o = A%1dyl + A%1dy2 + A%ldy&

® N2 = % + A%Qdyl + A%zdyQ + A%Qdyi’)-

Observacio 3.4 Seja G = | IV 92 | »=[ ™ ™
93 94 n21 122

® N =1 = ngZ‘g?(Eg)mgl ++ AL dy + Ay dys + Afdys,
® M2 = _Qngich%ldQQ + Aladyr + Atydys + Afydys,
o i1 = DGTEN 4 A dyy + A dys + Ay dys,
® 12 = %{Ggf@‘l + Adodyr + Adydys + A3,dys.
Voltando ao nosso caso

dQY=nANQ,

isto é

dgidyy | _ % + Alydyy + Afydys + Afydys Afpdyr + Atydyz + Afydys A 9rdn
dgadys Abydyy + A3y dys + ASydys 92 + Adydyy + ABydys + ASydys godyz |’

0= (g1 43, + g2 Aly) dyrdys + g1 A% dysdy + g2 A3y dysdys,

entao
3 3 2 92 1
A11 =0, A12 =0, A11 = EAH’
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0= (—g1 43, + g2Aby) dyrdys + g1 A% dysdy + g2 A3ydysdys,

entao
A%l =0, A 99 = 0, A21 = gQA%?
g1
Como
dn=mnAn,
temos
dA%ldyl + dA%1dy1 = (A%QA%I - A12A%1) dy1dys, (3-13)
dg1 d

dA1ydy+dATydys = (A%lA% — A} Al + ApA3, — A 2A22) dy1dya+ (91 - gg;) (A%Qdyl + A%2d?/2) ;

(3.14)
d d
dAy dyy+d A3 dy; = (A%IA%l — A3 A} + Ajy A3 — A%2A§1) dy1dy2+ (gg; - ggll> (Aéldyl + A%ldw) )
(3.15)

De 3.13 e 3.16, temos que Al;, A%, Al, e A3, s6 dependem de y; e yo. De 3.14, temos

Al
d| 2| | Adyr Adys =0,
g2
A2
(d < g}2>> Adys A dyy =0,
g2
AL, A
,entao g e gl s6 dependem de 1 € y9,
Al
(d( 52 )) Ady; A dys =0,
g1
AQ
(d( % )) Adys A\ dyy =0,
g1

A1 A2

entao 2+ e A s6 dependem de y; e yo,
91 g1

Assim

que

De 3.15, temos que

0 o Aldyy + A3 dys  Abydyr + Adydys

n= ( % 0 > < Afydyy + A dys  Alydyr + Aydys )

n= @0 Afy(y1, y2)dyr + AT (g1, y2)dy2 LBl (y1, yo)dyr + 2 By (1, y2)dys
% Bo1(y1, y2)dyr + £ B3, (y1, y2)dy2 A22(y1a Yy2)dyy + A22(yb Yy2)dyo
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Onde sabemos que 7 é meromorfa em U, tomando um caminho de py um ponto singular,
ao ponto regular p (onde tem polo de ordem um, ver Coroldrio 3.1), j& que o caminho
é compacto, existe uma cobertura finita e tentamos conectar pelas intersecoes daquela
cobertura e assim justificar que tem polo de ordem um. Depois de justificar tentar uma
mudanca de varidvel, assim eliminar a parte holomorfa (”falta justificar ”) e ficar com 7

_E_ﬁ_ ay; ag d£+ b1 bg %
n_G a3 aq T b3 b4 z
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