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Matemática, da Universidade Federal do Rio de

Janeiro, como parte dos requisitos necessários à
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Matemática, 2017.

Referências Bibliográficas: p. 52 – 52.
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”O que sabemos é uma gota,o

que ignoramos é um oceano.Mas

o que seria o oceano senão

infinitas gotas?”

Isaac newton
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No estudo de alguns subgrupos invert́ıveis do anel de grupo ZD4 Jespers e

Leal constrúıram um isomorfismo de grupos que nos permite estudar as unidades

bićıclicas em M2(Q) ,sendo as mesmas um conjunto de inverśıveis em ZD4 D4 é o

grupo diedral. Considerando B2 o subgrupo em U(ZD4) gerado pela mesmas , segue

que nesse caso B2 ⊂ E2 é uma inclusão direta e trivial. Além disso temos que E4 ⊂
B2, En é o subgrupo gerado pelas matrizes elementares em Sl(Z) da forma Id +

neij, i 6= j. Trabalhando então com G =
D4 ×D∗4

I
, D∗4 é um grupo isomorfo ao

D4 e I ⊂ D4 ×D∗4 é um subgrupo escolhido para que Z(G) = G
′

= {1, s}, vamos

provar que a inclusão B2 ⊂ E2 será preservada e além disso E23 ⊂ B2. Generalizando

o resultado provaremos que sendo G =
D1

4 ×D2
4 × . . .×Dn

4

I
, Di

4 são grupos isomor-

fos ao D4 então E2n ⊂ B2 ⊂ E2 onde B2 ⊂ U(ZG).
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In the study of some invertible subgroups in ring of group ZD4 Jespers

e Leal ,they built an isomorphism that allow to study the bicyclics units in its

matrix form in M2(Q), being the same a set of inversions in ZD4, D4 is the

dihedral group. Whereas B2 the subgroup generated by the bicyclic units,follow

that B2 ⊂ E2 is an inclusion direct and trivial. Besides that E4 ⊂ B2, En is the

subgroup generated by the elementary matrices the form Id + neij, i 6= j. Working

then with G =
D4 ×D∗4

I
,D∗4 is an isomorphic group to the D4 and I ⊂ D4 ×D∗4 is

a subgroup chosen for Z(G) = {1, s}, let‘s prove that the inclusion B2 ⊂ E2 will

be preserved and beyond that E2n ⊂ B2. Generalizing the result will prove que

being G =
D1

4 ×D2
4 × . . .×Dn

4

I
, Di

4 are isomorphic groups to the dihedral group

follow that E2n ⊂ B2 ⊂ E2 where B2 ⊂ UZG.
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Introdução

Seja G um grupo, b um elemento em G e a qualquer elemento de ordem fi-

nita e então podemos construir um elemento inverśıvel em Z(G) da forma:

µa,b = 1 + (1− a)bâ, â = 1 + a+ a2 + . . .+ an−1

e caso definindo η = (1 − a)bâ é fácil ver que η2 = 0 e portanto (µa,b)
−1 =

1− (1− a)bâ .

Esse elemento é chamado de uma unidade bićıclica de Z(G) e para maiores

detalhes veja em( RITTER e K.SEHGAL [1]).

O célebre matemático, John Milmor, criou uma classe de inverśıveis emZ(G)

e, quando o grupo é abeliano, Hyman Bass ( ver em H.BASS [2]) provou que esse

conjunto tem ı́ndice finito emU(ZG). Esse elemento inverśıvel em ZG é chamada

de unidade ćıclica de Bass sendo portanto definido por:

µi = (1 + g + g2 + . . .+ gi−1)φ(n) +
1− iφ(n)

n
ĝ,

onde g é um elemento de ordem n, i é um inteiro com mdc(i, n) = 1 e φ(n) é a

função totiente de Euler.

Seja B o subgrupo gerado pelas unidades ćıclicas e bićıclicas. Sehgal e Jurgen

Ritter demonstraram que quando o grupo B é não abeliano ele é de ı́ndice finito

emU(ZG). .

Nesse trabalho,vamos considerar primeiramente um grupo G pertencente à

famı́lia de 2-grupos extra especiais formado pelo produto central de 2 cópias iso-

morfas do grupo diedralD4. Observe que nesse caso as unidades ćıclicas são triviais

e então B será formado apenas pelas unidades bićıclicas. Nós estimaremos então o

ı́ndice deB emU(ZG).
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Ao considerar E =
1− s

2
um idempotente do anel de grupo QG, s está no

centro de D4 e s2 = 1, por conseqüencia QG = QGE ⊕ QG(1 − E), então nesse

trabalho provaremos que QGE ∼= M4(Q) e a partir disso estabeleceremos um mo-

nomorfismo ϕ de U2 em ϕ(U2) ⊂M4(Q) com U2 definido por:

U2 = U(ZG) ∩
(
QG

(
1− s

2

)
+

(
1 + s

2

))
O resultado que segue é encontrado em JESPERS [3] nos fornece propriedades im-

portantes de U2 em UZG:

Proposição 0.1. Com U2 definido acima, temos que:

(i) U2 = {u = 1 + α(1− s)|u ∈ U(ZG), α ∈ ZG};

(ii) V = {u = 1 + α (1− s)|u ∈ U(ZG), α ∈ ZG e ε(α) é par} é um subgrupo livre

de torsão de U2 e V ∼= U2/G
′.

Pela proposição anterior se u ∈ U2 então u = {1 + α(1 − s)/α ∈ Z(G)} e

então ao utilizar o monomorfismo ϕ segue que V ∼=
(U2)

G′
∼=

ϕ(U2)

{Id,−Id}
.

No caso em que V é subgrupo de U(ZD4) verifica-se que V ⊂ Γ2(2) a menos

de um isomorfismo pois
ϕ(U2)

{Id,−Id}
⊂ Γ2(2), sendo Γn(m) o núcleo do homomorfismo

SLn(Z) −→ SLn(Zm) induzido pela aplicação canônica Z −→ Zm. Em NEWMAN

[4] sabemos que Γ2(2) = E2, Ep =< (Id + peij)/i 6= j >, eij são as matrizes ele-

mentares em Mn(Z) e segue então trivialmente que B2 ⊂ V ⊂ Γ2(2) = E2,B2 é o

subgrupo de Z(D4) gerado pelas unidades bićıclicas.

Nesse trabalho vamos então provar que a inclusão B2 ⊂ E2, será

preservada estudando B2 como subgrupo em PLS4(Q) =
SLn(Q)

{Id,−Id}
estando

B2 em Z(G), G, G é o produto central de 2 cópias isomorfas de D4,visto que nesse

caso a inclusão não é direta pois
ϕ(U2)

{Id,−Id}
6= E2.

Em H.BASS [2] segue que

∣∣∣∣SLn(Z)

Ep

∣∣∣∣ < +∞ para n ≥ 3. Então provando

que E8 ⊂ ϕ(B2) ⊂ E2 como subgrupo de PLS4(Q) estabeleceremos uma cota de

ı́ndice superior e inferior para ϕ(B2) em SLn(Z) de tal forma que

∣∣∣∣SL4(Z)

E2

∣∣∣∣ ≤∣∣∣∣SL4(Z
ϕ(B2)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣SL4(Z)

E8

∣∣∣∣ .
No caṕıtulo 1 serão apresentados resultados relevantes sobre anéis de grupos

e outros tópicos essenciais utilizados no desenvolvimento desse trabalho.

No caṕıtulo 2 vamos apresentar as ferramentas necessárias para estudarmos as

unidades bićıclicas em U(ZG) na sua forma matricial em M4(Q). Para isso teremos

o estudo da decomposição de Q(D4) e QG em componentes simples.
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No caṕıtulo 3 será então provado que E8 ⊂ ϕ(B2) e B2 ⊂ E2 como um sub-

grupo do grupo projetivo PLS4(Q) e que por H.BASS [2] segue que [E2 : B2] < +∞.

No caṕıtulo 4 teremos um resultado mais generalizado onde será provado que

E2n+1 ⊂ ϕ(B2) e B2 ⊂ E2 ao considerar B2 um subgrupo de U(ZG) onde G é o

produto central de n cópias isomorfas de grupos isomorfos ao grupo diedral.
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1
Resultados Preliminares

Neste primeiro caṕıtulo, apresentaremos alguns tópicos básicos da Teoria de

Anéis de Grupo, cujos detalhes de todas demonstrações podem ser encontrados em

POLCINO [5]. Fixaremos algumas notações e estabeleceremos alguns resultados que

serão utilizados ao longo do texto.

1.1 Anéis de grupo

Nesta primeira seção, introduziremos a definição de um anel de grupo RG,

onde G é um grupo e R é um anel comutativo com identidade, e apresentaremos

algumas de suas principais propriedades. Além disso, caracterizaremos os anéis de

grupo RG no caso em que G é um produto direto de grupos.

Seja G um grupo (não necessariamente finito) e seja R um anel comutativo

com identidade. Denotaremos por RG o conjunto de todas as combinações lineares

da forma

λ =
∑
g∈G

λg g,

onde λg ∈ R, para todo g ∈ G, e λg = 0 quase sempre, isto é, somente um número

finito de coeficientes são diferentes de 0 em cada uma dessas somas.

Definição 1.1. Dado um elemento λ =
∑
g∈G

λgg ∈ RG, definimos o suporte de λ

como sendo o subconjunto dos elementos de G cujos coeficientes em λ são não nulos

e o denotaremos por supp(λ), isto é:

supp(λ) = {g ∈ G; λg 6= 0}.

Observação 1.1. Dados λ, µ ∈ RG, λ =
∑
g∈G

λgg e µ =
∑
g∈G

µgg, temos λ = µ se, e

somente se, λg = µg, para todo g ∈ G.

4



Definição 1.2. Dados α ∈ R e λ, µ ∈ RG, λ =
∑
g∈G

λgg e µ =
∑
g∈G

µgg, definimos a

soma λ+ µ, o produto λµ e o produto por escalar α · λ por:

(i) λ+ µ =
∑
g∈G

λgg +
∑
g∈G

µgg =
∑
g∈G

(λg + µg)g;

(ii) λµ =
(∑
g∈G

λgg
)(∑

g∈G

µgg
)

=
∑
g∈G

νgg, onde

νg =
∑
h∈G

λhµh−1g =
∑
xy=g

λx µy;

(iii) α · λ = α
(∑
g∈G

λgg
)

=
∑
g∈G

(αλg)g.

Com as operações de soma e produto definidos acima, RG é um anel com

identidade 1, a saber

1 =
∑
g∈G

ugg,

onde o coeficiente correspondente ao elemento identidade do grupo é igual a 1 e

ug = 0 para todo g ∈ G, g 6= 1. Em relação à soma e ao produto por escalar, RG é

um R-módulo.

Podemos definir uma imersão i : G→ RG associando a cada elemento a ∈ G
o elemento

i(a) =
∑
g∈G

γgg ∈ RG

tal que γa = 1 e γg = 0, se g 6= a. Deste modo, consideramosG como um subconjunto

de RG. Com esta identificação, podemos afirmar que RG é um R-módulo livre com

base G.

Também podemos definir uma aplicação υ : R→ RG dada por

υ(α) =
∑
g∈G

ηgg ∈ RG,

onde η1 = α e ηg = 0 para todo g ∈ G, g 6= 1. Claramente, υ é um monomorfismo

de anéis e, desta maneira, podemos considerar R como um subanel de RG.

Com estas identificações, dados α ∈ R e g ∈ G, é claro que αg = gα em RG.

Portanto, denotando por Z(RG) o centro de RG, obtemos R ⊆ Z(RG).

Definição 1.3. O conjunto RG com as operações definidas anteriormente, é cha-

mado Anel de Grupo de G sobre R.

5



Na sequência, apresentaremos uma descrição para o anel de grupo RG, no

caso em que G é um grupo qualquer. Para tal, precisaremos da definição que segue.

Definição 1.4. Sejam G um grupo finito e {Ci}i∈I o conjunto das classes de con-

jugação de G. Para cada ı́ndice i ∈ I, os elementos

Ci =
∑
x∈Ci

x.

são ditos Somas de Classe de G sobre R.

Teorema 1.1. Se G é um grupo finito, então o conjunto {Ci}i∈I , de todas as somas

de classe de G sobre R, é uma base do centro Z(RG) de RG sobre R. Em particular,

Z(RG) é um R-módulo livre cujo posto é igual ao número de classes de conjugação

de G.

O resultado seguinte mostra que podemos considerar RG um anel com in-

volução.

Nosso próximo passo será definir a Aplicação de Aumento e o Ideal de Au-

mento de RG.

Definição 1.5. O homomorfismo ε : RG→ R definido por

ε
(∑
g∈G

λgg
)

=
∑
g∈G

λg ∈ R

é chamado a Aplicação de Aumento de RG. O núcleo de ε é chamado o Ideal

de Aumento de RG e será denotado por ∆(G).

6



Observação 1.2. Dado um elemento λ =
∑
g∈G

λgg ∈ ∆(G), temos que

ε(λ) = ε
(∑
g∈G

λgg
)

=
∑
g∈G

λg = 0.

Dáı, podemos escrever λ na forma

λ =
∑
g∈G

λgg −
∑
g∈G

λg =
∑
g∈G

λg(g − 1).

É claro que g − 1 ∈ ∆(G), para todo g ∈ G. Logo, a igualdade acima mostra

que {g − 1; g ∈ G, g 6= 1} é um conjunto de geradores de ∆(G) sobre R. Além

disso, como os elementos de G são linearmente independentes sobre R, segue que

este conjunto é linearmente independente.

Proposição 1.1. O conjunto {g − 1; g ∈ G, g 6= 1} é uma base de ∆(G) sobre R.

Logo, podemos escrever

∆(G) =

{∑
g∈G

λg(g − 1); g ∈ G, g 6= 1, λg ∈ R

}
,

onde, como sempre, assumimos que somente um número finito de coeficientes λg são

diferentes de 0. Em particular, se G é um grupo finito, então ∆(G) é um R-módulo

livre de posto |G| − 1.

Para finalizarmos esta seção, caracterizaremos os anéis de grupo RG no caso

em que G é um produto direto de grupos.

Proposição 1.2. Sejam G e H grupos e seja R um anel comutativo com identidade.

Então,

R(G×H) ∼= (RG)H ∼= RG⊗R RH.

Demonstração. Primeiramente, observamos que, dados g ∈ G e h ∈ H, gh é uma

unidade do anel (RG)H: ghg−1h−1 = gg−1hh−1 = 1.

Agora, consideramos a aplicação ϕ do grupo G×H no grupo de unidades do

anel (RG)H definida por ϕ(g, h) = gh.

Afirmamos que ϕ é um homomorfismo de grupos injetor.

De fato, dados (g1, h1), (g2, h2) ∈ G×H, temos que:

• ϕ((g1, h1) · (g2, h2)) = ϕ(g1g2, h1h2) = g1g2h1h2 = g1h1g2h2 = ϕ(g1, h1) ·
ϕ(g2, h2);

• ϕ(g1, h1) = ϕ(g2, h2) ⇒ g1h1 = g2h2 ⇒ g1 = g2 e h1 = h2 ⇒ (g1, h1) =

(g2, h2).

7



Logo, ϕ é um homomorfismo de grupos injetor.

Vamos estender ϕ linearmente da seguinte maneira:

ϕ : R(G×H) −→ (RG)H∑
g∈G, h∈H

λgh(g, h) 7−→
∑
h∈H

(∑
g∈G

λghg
)
h.

Afirmamos que ϕ é um isomorfismo de anéis de grupo.

De fato, sejam λ, µ, γ ∈ R(G × H), onde λ =
∑

g∈G, h∈H

λgh(g, h), µ =∑
j∈G, k∈H

µjk(j, k) e γ =
∑

g∈G, h∈H

γgh(g, h), e seja α ∈ R, então:

• ϕ(λ · µ) = ϕ
(∑

λghµjk(gj, hk)
)

=
∑
h,k∈H

( ∑
g,j∈G

λghµjkgj
)
hk =

=
∑
h∈H

(∑
g∈G

λghg
)
h ·

∑
k∈H

(∑
j∈G

µjkj
)
k =

= ϕ
( ∑
g∈G, h∈H

λgh(g, h)
)
· ϕ
( ∑
j∈G, k∈H

µjk(j, k)
)

= ϕ(λ) · ϕ(µ);

• ϕ(λ+ γ) = ϕ(
( ∑
g∈G,h∈H

λgh + γgh

)
(g, h)) =

∑
h∈H

(∑
g∈G

(λgh + γgh)g
)
h =

=
∑
h∈H

(∑
g∈G

λghg
)
h+

∑
h∈H

(∑
g∈G

γghg
)
h = ϕ(λ) + ϕ(γ);

Logo, ϕ é um homomorfismo de anéis de grupo. Resta mostrar que ϕ é

bijetor.

Sejam λ, γ ∈ R(G ×H), onde λ =
∑

g∈G, h∈H

λgh(g, h) e γ =
∑

g∈G, h∈H

γgh(g, h),

então:

• ϕ(λ) = ϕ(γ) ⇒
∑
h∈H

(∑
g∈G

λghg
)
h =

∑
h∈H

(∑
g∈G

γghg
)
h ⇒

⇒
∑
h∈H

(∑
g∈G

λghg
)
h−

∑
h∈H

(∑
g∈G

γghg
)
h = 0 ⇒

⇒
∑
h∈H

(∑
g∈G

(λgh − γgh)g
)
h = 0 ⇒

⇒
∑

g∈G(λgh − γgh)g = 0 ⇒ λgh = γgh, ∀ g ∈ G e ∀h ∈
H ⇒

⇒ λ = γ.

Segue que ϕ é injetor.

Por outro lado, temos que GH ⊆ Im(ϕ) ⊆ Im(ϕ) e GH gera (RG)H sobre

8



R. Dáı, (RG)H ⊆ Im(ϕ) e ϕ é sobrejetor.

Portanto, ϕ é um isomorfismo de anéis de grupo e R(G×H) ∼= (RG)H.

Agora vamos utilizar a Propriedade Universal do Produto Tensorial para

mostrar que R(G×H) ∼= RG⊗R RH.

Consideremos o seguinte diagrama:

RG×RH

φ

##

// RG⊗R RH

ψ

��
R(G×H)

Seja φ : RG×RH → R(G×H) definida por:

φ
( n∑
i=0

αigi,
m∑
j=0

βjhj

)
=
∑
i,j

αiβj(gi, hj).

Afirmamos que φ é uma aplicação balanceada.

De fato, dados α ∈ R, λ, µ ∈ RG e γ, η ∈ RH, onde λ =
∑
αigi, µ =

∑
βigi,

γ =
∑
rjhj e η =

∑
sjhj, temos que:

• φ(λ + µ, γ) = φ(
∑

(αi + βi)gi,
∑
rjhj) =

∑
(αi + βi)rj(gi, hj) =∑

αirj(gi, hj) +
∑
βirj(gi, hj) = φ(λ, γ) + φ(µ, γ);

• φ(λ, γ + η) = φ(
∑
αigi,

∑
(rj + sj)hj) =

∑
αi(rj + sj)(gi, hj) =∑

αirj(gi, hj) +
∑
αisj(gi, hj) = φ(λ, γ) + φ(λ, η);

• φ(α · λ, γ) = φ(
∑
ααigi,

∑
rjhj) =

∑
ααirj(gi, hj) = α

∑
αirj(gi, hj) =

αφ(λ, γ);

• φ(λ, α · γ) = φ(
∑
αigi,

∑
αrjhj) =

∑
αiαrj(gi, hj) = α

∑
αirj(gi, hj) =

αφ(λ, γ).

Logo, φ é uma aplicação balanceada.

Pela Propriedade Universal do Produto Tensorial, segue que existe um único

homomorfismo ψ : RG⊗R RH → R(G×H) definido por

ψ
( n∑
i=0

αigi ⊗
m∑
j=0

βjhj

)
=
∑
i,j

αiβj(gi, hj)

que faz o diagrama acima comutar.

Afirmamos que ψ é bijetor.

De fato, seja ψ̃ : R(G × H) → RG ⊗R RH definida por ψ̃(
∑
αij(gi, hj)) =∑

αijgi ⊗ hj. Temos que:
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• ψ(ψ̃(
∑
αij(gi, hj))) = ψ(

∑
αijgi ⊗ hj) =

∑
αij(gi, hj);

• ψ̃(ψ(
∑
αigi ⊗

∑
βjhj)) = ψ̃(

∑
αiβj(gi, hj)) =

∑
αiβjgi ⊗ hj =

∑
αigi ⊗

βjhj.

Dáı, ψ e ψ̃ são aplicações inversas uma da outra e ψ é bijetor.

Portanto, ψ é um isomorfismo de anéis de grupo e R(G × H) ∼= RG ⊗R
RH. �

1.2 Semi-simplicidade e o Teorema de Maschke

Nesta seção apresentaremos condições sobre o anel R e o grupo G que nos

permitam decompor o anel RG em uma soma direta de anéis simples. Nesta direção,

nosso interesse principal é determinar condições necessárias e suficientes sobre R e

G para que RG seja um anel semi-simples. Iniciaremos estudando algumas relações

entre os subgrupos de G e ideais de RG. Estas relações são muito importantes no

estudo de muitos problemas que envolvem a estrutura de RG.

Dados um grupo G e um anel R comutativo com identidade, denotaremos

por S(G) o conjunto de todos os subgrupos de G e por I(RG) o conjunto de todos

os ideais à esquerda de RG.

Definição 1.6. Dado um subgrupo H ∈ S(G), denotaremos por ∆R(G,H) o ideal à

esquerda de RG gerado pelo conjunto {h− 1; h ∈ H}, isto é,

∆R(G,H) =

{∑
h∈H

αh(h− 1); αh ∈ RG

}
.

Para um anel R fixo, omitiremos o subscrito e denotaremos ∆R(G,H) sim-

plismente por ∆(G,H). Observamos que ∆(G,G) = ∆(G).

Lema 1.1. Seja H um subgrupo de G e seja S um conjunto de geradores de H.

Então, o conjunto {s− 1; s ∈ S} é um conjunto de geradores de ∆(G,H) como um

ideal à esquerda de RG.

Para uma melhor descrição de ∆(G,H), denotamos por T = {qi}i∈I um

conjunto completo de representantes das classes laterais à esquerda de H em G, isto

é, uma transversal de H em G, e vamos escolher, como representante da classe H

em T , o elemento identidade de G. Pela definição de transversal, todo elemento

g ∈ G pode ser escrito de maneira única na forma g = qihj, onde qi ∈ T e hj ∈ H.

Proposição 1.3. O conjunto BH = {q(h− 1); q ∈ T , h ∈ H, h 6= 1} é uma base de

∆R(G,H) sobre R.
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Se H é um subgrupo normal de G, o homomorfismo canônico ω : G → G/H

pode ser estendido ao epimorfismo ω∗ : RG → R(G/H) tal que:

ω∗
(∑
g∈G

λgg
)

=
∑
g∈G

λg ω(g).

Neste caso, ∆(G,H) é o núcleo do epimorfismo ω∗:

Proposição 1.4. Seja H um subgrupo normal de G. Então, com a notação acima,

Ker(ω∗) = ∆(G,H). Em particular, ∆(G) é o núcleo do epimorfismo ε induzido

pela aplicação trivial

G → G/G = {1}.

Corolário 1.2. Seja H um subgrupo normal de G. Então, ∆(G,H) é um ideal

bilateral de RG e

RG

∆(G,H)
∼= R(G/H).

Assim, podemos definir uma aplicação de S(G) sobre I(RG) de modo que

os subgrupos normais de G são levados em ideais bilaterais de RG. Por outro lado,

dado um ideal à esquerda I ∈ I(RG), consideramos o conjunto

∇(I) = {g ∈ G; g − 1 ∈ I}

isto é,

∇(I) = G ∩ (1 + I).

Afirmamos que ∇(I) é um subgrupo de G.

De fato, dados g, h ∈ ∇(I), temos que gh − 1 = g(h − 1) + g − 1 ∈ I. Dáı,

gh ∈ ∇(I). Ainda, se g ∈ ∇(I), então g−1−1 = −g−1(g−1) ∈ I. Logo, g−1 ∈ ∇(I).

Portanto, ∇(I) é um subgrupo de G.

Se I é um ideal bilateral de RG, é fácil verificar que ∇(I) é um subgrupo

normal de G.

A relação entre essas duas funções é dada da seguinte maneira:

Proposição 1.5. Se H ∈ S(G), então ∇(∆(G,H)) = H.

Observação 1.3. As aplicações ∆ e ∇, ao contrário do que parece, não são inversas

uma da outra.

De fato, dado um ideal I ∈ I(RG), é fácil ver que ∆(G,∇(I)) ⊂
I. Mas a igualdade pode não ser verdadeira: se I = RG, então ∇(RG) =

{g ∈ G; g − 1 ∈ RG} = G. No entanto, ∆(G,∇(RG)) = ∆(G) 6= RG.
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Nosso próximo passo será apresentar condições sobre o anel R e o grupo G

para que RG possa ser decomposto em uma soma direta de anéis simples.

Definição 1.7. Sejam RG um anel de grupo e A um subconjunto finito de G. Então,

Â denota o elemento de RG dado por:

Â =
∑
a∈A

a.

Lema 1.2. Se H é um subgrupo finito de G e |H| é invert́ıvel em R, então eH =
1

|H|
Ĥ é um idempotente de RG. Além disso, se H / G, então eH é central.

Definição 1.8. Se G é finito e |G| é invert́ıvel em R, então o idempotente eG =
1

|G|
Ĝ é denominado idempotente principal de RG.

Proposição 1.6. Seja H um subgrupo normal de G tal que |H| é invert́ıvel em R.

Então, tomando eH =
1

|H|
Ĥ, temos a soma direta de anéis

RG ∼= RGeH ⊕RG(1− eH),

onde RGeH ∼= R(G/H) e RG(1− eH) ∼= ∆(G,H).

Corolário 1.3. Se G é finito e |G| é invert́ıvel em R, então podemos decompor RG

em uma soma direta de anéis

RG ∼= R ⊕ ∆(G).

Lema 1.3. Se I é um ideal do anel de grupo RG, então o anel quociente RG/I é

comutativo se, e somente se, ∆(G,G′) ⊂ I, onde G′ denota o subgrupo derivado de

G.

Proposição 1.7. Seja RG um anel de grupo semi-simples tal que |G′| é invert́ıvel

em R. Então,

RG ∼= RGeG′ ⊕ ∆(G,G′),

onde RGeG′ ∼= R(G/G′) é a soma de todas as componentes simples comutativas de

RG e ∆(G,G′) é a soma de todas as outras.

Agora vamos determinar condições necessárias e suficientes sobre R e G para

que RG seja um anel semi-simples. Para tal, precisaremos de alguns resultados

sobre anuladores.

Definição 1.9. Seja X um subconjunto do anel de grupo RG. O anulador à

esquerda de X é o conjunto
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Annl(X) = {λ ∈ RG; λx = 0, ∀x ∈ X}.

Analogamente, O anulador à direita de X é o conjunto

Annr(X) = {λ ∈ RG; xλ = 0, ∀x ∈ X}.

Lema 1.4. Se H é um subgrupo de G, então Annr(∆(G,H)) 6= 0 se, e somente se,

H é finito. Neste caso, temos

Annr(∆(G,H)) = Ĥ ·RG.

Além disso, se H / G, então o elemento Ĥ é central em RG e

Annr(∆(G,H)) = Annl(∆(G,H)) = RG · Ĥ.

Corolário 1.4. Seja G um grupo finito. Então,

(1) Annr(∆(G)) = Annl(∆(G)) = R · Ĝ;

(2) Annr(∆(G)) ∩∆(G) =
{
aĜ; a ∈ R, a |G| = 0

}
.

Lema 1.5. Seja I um ideal de R e suponhamos que exista um ideal J de R tal que

R = I ⊕ J . Então, J ⊂ Annr(I).

Lema 1.6. Se o ideal aumento ∆(G) é um somando direto de RG, como um RG-

módulo, então G é finito e |G| é invert́ıvel em R.

Demonstração. Suponhamos que ∆(G) é um somando direto de RG, como RG-

módulo. Então, pelo lema anterior, Annr(∆(G)) 6= 0. Dáı, pelo Lema 1.28 e pelo

Corolário 1.29, G é finito e

Annr(∆(G)) = R · Ĝ.

Escrevendo RG = ∆(G)⊕ J , obtemos 1 = e1 + e2, onde e1 ∈ ∆(G) e e2 ∈ J .

Dáı, 1 = ε(e1) + ε(e2) = ε(e2). Como J ⊂ Annr(∆(G)), pelo lema anterior, segue

que e2 = αĜ, para algum α ∈ R, α 6= 0. Logo, 1 = α ε(Ĝ) = α |G|. Portanto,

|G|−1 = α e |G| é invert́ıvel em R. �

O resultado que segue determina condições necessárias e suficientes sobre R

e G para que RG seja um anel semi-simples.

Teorema 1.5. (Teorema de Maschke) O anel de grupo RG é semi-simples se, e

somente se, as seguintes condições são verdadeiras:

(i) R é um anel semi-simples.
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(ii) G é um grupo finito.

(iii) |G| é invert́ıvel em R.

Demonstração. Suponhamos, inicialmente, que RG é um anel semi-simples. Pelo

Corolário 1.17, temos que R ∼= RG/∆(G). Como RG é semi-simples, segue que

seu quociente também o é. Dáı, a condição (i) é verdadeira. Ainda, como a semi-

simplicidade de RG implica que ∆(G) é um somando direto de RG, o Lema 1.31

mostra que as condições (ii) e (iii) também são verdadeiras.

Reciprocamente, suponhamos que as condições (i), (ii) e (iii) são verdadeiras.

Seja M um RG-submódulo de RG. Como R é semi-simples, temos que RG

é semi-simples como R-módulo. Dáı, existe um R-submódulo N de RG tal que

RG = M ⊕N .

Seja π : RG → M a projeção canônica associada a esta soma direta. Defini-

mos π∗ : RG → M como a média

π∗(x) =
1

|G|
∑
g∈G

g−1π(gx), para todo x ∈ RG.

Se provarmos que π∗ é um RG-homomorfismo tal que (π∗)2 = π∗ e Im(π∗) =

M , então teremos que Ker(π∗) é um RG-submódulo de RG tal que RG = M ⊕
Ker(π∗) e o teorema estará provado.

Como π∗ é um R-homomorfismo, para mostrar que ele também é um RG-

homomorfismo é suficiente mostrar que

π∗(ax) = aπ∗(x), para todo x ∈ G e para todo a ∈ G.

Temos que

π∗(ax) =
1

|G|
∑
g∈G

g−1π(gax) =
a

|G|
∑
g∈G

(ga)−1π((ga)x).

Quando g percorre todos os elementos de G, o produto ga também percorre

todos os elementos de G. Dáı,

π∗(ax) = a
1

|G|
∑
t∈G

t−1π(tx) = aπ∗(x).

Como π é uma projeção sobre M , sabemos que π(m) = m, para todo m ∈M .

Além disso, como M é um RG-módulo, temos que gm ∈M , para todo g ∈ G. Logo,

π∗(m) =
1

|G|
∑
g∈G

g−1π(gm) =
1

|G|
∑
g∈G

g−1gm = m.
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Portanto, M ⊂ Im(π∗). Por outro lado, dado um elemento x ∈ RG, temos

que π(gx) ∈ M , para todo g ∈ G. Dáı, π∗(x) ∈ M e Im(π∗) ⊂ M . Consequente-

mente,

π∗(π∗(x)) = π∗(x), para todo x ∈ RG, ou seja, (π∗)2 = π∗.

�

Um caso particularmente importante é aquele em que R = K é um corpo.

Neste caso, K é semi-simples e |G| é invert́ıvel em K se, e somente se, |G| 6= 0 em

K, isto é, se, e somente se, a caracteŕıstica de K não divide a ordem de G.

Corolário 1.6. Sejam G um grupo finito e K um corpo. Então, KG é semi-simples

se, e somente se, a caracteŕıstica de K não divide a ordem de G.

Ainda neste caso, traduzimos fielmente o Teorema de Wedderburn e obtemos

várias informações a respeito da estrutura do anel de grupo KG:

Teorema 1.7. Sejam G um grupo finito e K um corpo tal que a caracteŕıstica de K

não divide a ordem de G. Então:

(i) KG é uma soma direta de ideais bilaterais minimais {Bi}1≤i≤r, as componen-

tes simples de KG.

(ii) Todo ideal bilateral de KG é uma soma direta de alguns membros da famı́lia

{Bi}1≤i≤r.

(iii) Cada componente simples Bi é isomorfa a um anel de matrizes Mni
(Di), onde

Di é um anel de divisão contendo uma cópia de K em seu centro, e o isomor-

fismo

KG ∼= ⊕ri=1Mni
(Di).

é um isomorfismo de K-álgebras.

(iv) Em cada matriz Mni
(Di), o conjunto

Ii =




x1 0 · · · 0

x2 0 · · · 0
...

xni
0 · · · 0

 ; x1, x2, · · · , xni
∈ Di


é um ideal minimal à esquerda de KG.
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Corolário 1.8. Sejam G um grupo finito e K um corpo algebricamente fechado tal

que a caracteŕıstica de K não divide a ordem de G. Então,

KG ∼= ⊕ri=1Mni
(K),

e |G| = n2
1 + n2

2 + · · ·+ n2
r.

Utilizando a estrutura intŕınseca do grupo G, é posśıvel determinarmos o

número de componentes simples de KG. É disso que trata o resultado a seguir.

Teorema 1.9. Sejam G um grupo finito e K um corpo algebricamente fechado tal

que a caracteŕıstica de K não divide a ordem de G. Então, o número de componentes

simples de KG é igual ao número de classes de conjugação de G.

Finalizaremos esta seção, apresentando uma caracterização dos anéis de gru-

pos KG, no caso em que G é um grupo abeliano finito e K é um corpo tal que a

caracteŕıstica de K não divide a ordem de G. Tal caracterização foi dada por S.

Perlis e G. Walker.

Teorema 1.10. (Perlis-Walker)Seja G um grupo abeliano finito de ordem n e

seja K um corpo tal que a caracteŕıstica de K não divide a ordem de G. Então,

KG ∼= ⊕d|n adK(ζd),

onde ζd denota uma raiz primitiva da unidade de ordem d e ad =
nd

[K(ζd) : K]
. Nesta

fórmula, nd denota o número de elementos de ordem d em G.

Corolário 1.11. Seja G um grupo abeliano finito de ordem n e seja K um corpo tal

que a caracteŕıstica de K não divide a ordem de G. Se K contém um raiz primitiva

da unidade de ordem n, então

KG ∼= K ⊕ · · · ⊕K︸ ︷︷ ︸
n

.

Corolário 1.12. Seja G um grupo abeliano finito de ordem n. Então,

QG ∼= ⊕d|n adQ(ζd),

onde ζd denota uma raiz primitiva da unidade de ordem d e ad é o número de

subgrupos ćıclicos de ordem d de G.

Corolário 1.13. Seja G = 〈a〉 um grupo ćıclico finito de ordem n. Então,

Q 〈a〉 ∼= ⊕d|nQ(ζd),

onde ζd denota uma raiz primitiva da unidade de ordem d.
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1.3 Unidades bićıclicas e unidades ćıclicas de Bass

Nesta seção, definiremos dois tipos especiais de unidades: unidades bićıclicas

e unidade ćıclicas de Bass. Apresentaremos algumas propriedades de extrema im-

portância em unidades bićıclicas que serão utilizadas em todo desenvolvimento do

trabalho.

Seja ZG um anel de grupo inteiro e seja g ∈ G um elemento de ordem finita

n. Denotando ĝ = 1 + g+ g2 + · · ·+ gn−1 ∈ ZG, temos que (1− g)ĝ = 0. Dáı, dado

h ∈ G, podemos construir a unidade

µg,h = 1 + (1− g)hĝ,

cujo inverso é 1 − (1 − g)hĝ. Em particular, se g e h comutam, se e somente se

µg,h = 1.

Seja RG um anel de grupo, R é um anel. Denotaremos U(R) o grupo das

unidades do anel R e U(RG) o grupo das unidades deRG.

Definição 1.10. Se γ ∈ U(RG) é tal que γ = ag, a ∈ U(R) e g ∈ G, então dizemos

que γ é uma unidade trivial.

Em particular as unidades triviais de ZG são os elementos da forma ±g.

Definição 1.11. Seja G um grupo e sejam g, h ∈ G, com o(g) = n <∞. A unidade

µg,h constrúıda acima é chamada Unidade Bićıclica de ZG.

Denotaremos por B2 o subgrupo de U(ZG) gerado por todas as unidades

bićıclicas de ZG.

O resultado a seguir caracteriza as unidades bićıclicas triviais.

Proposição 1.8. Seja G um grupo e sejam g, h ∈ G, com o(g) = n < ∞. Então,

a unidade bićıclica µg,h é trivial se, e somente se, h normaliza 〈g〉. Neste caso,

µg,h = 1.

Demonstração. Suponhamos que h normaliza 〈g〉. Então, h−1gh = gj, para algum

inteiro positivo j. Dáı, gh = hgj e, como gj ĝ = ĝ, temos que ghĝ = hĝ. Logo,

µg,h = 1.

Reciprocamente, suponhamos que µg,h é trivial. Como ε(µg,h) = 1, existe

x ∈ G tal que µg,h = x, ou seja, 1 + (1− g)hĝ = x. Dáı,

1 + h(1 + g + g2 + · · ·+ gn−1) = x+ gh(1 + g + g2 + · · ·+ gn−1).

Se x = 1, então h = ghgi, para algum inteiro positivo i e, dáı, h−1gh = g−i.

Por outro lado, se x 6= 1, então h /∈ 〈g〉. Como 1 aparece no lado esquerdo da
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equação, ele também deve aparecer do lado direito da mesma e, assim, existe um

inteiro positivo i tal que 1 = ghgi. Dáı, h = g−(i+1) ∈ 〈g〉, um absurdo. �

Corolário 1.14. Seja G um grupo finito. Então, o grupo B2 é trivial se todo subgrupo

de G é normal.

O próximo resultado garante que toda unidade bićıclica não-trivial de ZG
possui ordem infinita.

Proposição 1.9. Toda unidade bićıclica µg,h de ZG, µg,h 6= 1, tem ordem infinita.

Demonstração. Dada µg,h = 1 + (1− g)hĝ ∈ ZG, temos que

µsg,h = (1 + (1− g)hĝ)s = 1 + s(1− g)hĝ.

Dáı, µsg,h = 1 se, e somente se, (1 − g)hĝ = 0, ou seja, se, e somente se,

µg,h = 1. �

Utilizaremos, agora, a função φ de Euler para definir outro tipo de unidade de

ZG: dado um inteiro positivo n, escrevemos n como um produto de fatores primos,

a saber, n = pn1
1 p

n2
2 · · · pnt

t . Dáı,

φ(n) = pn1−1
1 (p1 − 1)pn2−1

2 (p2 − 1) · · · pnt−1
t (pt − 1).

Lembramos, ainda, que uma propriedade importante dessa função é dada

pelo chamado Teorema de Euler : se i e n são inteiros relativamente primos, então

iφ(n) ≡ 1 (modn).

Definição 1.12. Seja G um grupo e seja g ∈ G um elemento de ordem finita n.

Uma Unidade Cı́clica de Bass é um elemento de ZG da forma:

µi = (1 + g + · · ·+ gi−1)φ(n) +
1− iφ(n)

n
ĝ,

onde i é um inteiro tal que 1 < i < n− 1 e (i, n) = 1.

O subgrupo de U(ZG) gerado por todas as unidades ćıclicas de Bass é deno-

tado por B1.

Observação 1.4. É posśıvel verificar que µi é de fato uma unidade de ZG e que sua

inversa é

µ−1i = (1 + gi + · · ·+ gi(k−1))φ(n) +
1− kφ(n)

n
ĝ,

onde k é qualquer inteiro tal que ik ≡ 1 (modn). Ainda, ε(µi) = 1, ou seja, µi é

uma unidade normalizada.
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O último resultado dessa seção afirma que as unidades ćıclicas de Bass de

ZG não são triviais.

Proposição 1.10. Sejam G um grupo, g ∈ G um elemento de ordem finita n e s

um inteiro tal que 1 < s < n− 1 e (s, n) = 1. Então, a unidade ćıclica de Bass

µs = (1 + g + · · ·+ gs−1)φ(n) +
1− sφ(n)

n
ĝ

é de ordem infinita.

Demonstração. Sabemos que

Q 〈g〉 ∼= ⊕d/nQ(ζd)

onde ζ é numa raiz primitiva n-ésima da unidade e os expoentes d são divisores de

n. Além disso, nesse isomorfismo, temos que

g 7−→ (1, . . . , ζd, . . . , ζd).

Vamos mostrar que a projeção µs(ζ) de µs na última componente, ou seja,

µs(ζ) = (1 + ζ + · · ·+ ζs−1)φ(n),

é de ordem infinita.

Suponhamos, por absurdo, que tal projeção é de ordem finita. Então, 1 +

ζ + · · · + ζs−1 deverá ser de ordem finita. Como o conjunto {±ζt; 0 ≤ t ≤ n− 1}
contém todas as ráızes da unidade de Q(ζ), segue que

1 + ζ + · · ·+ ζs−1 = ±ζt,

para algum inteiro positivo t. Multiplicando ambos os lados dessa equação por 1−ζ,

obtemos 1− ζs = ±ζt(1− ζ). Dáı, |1− ζs| = |1− ζ|. Escrevendo ζ = cos θ+ i sen θ,

com i =
√
−1, segue que ζs = cos(sθ) + i sen(sθ). Ainda,

|1− ζ|2 = |1− (cos θ + i sen θ)|2 = 2(1− cos θ) e

|1− ζs|2 = |1− (cos(sθ) + i sen(sθ))|2 = 2(1− cos(sθ)).

Logo, cos θ = cos (sθ) e sθ = θ ou sθ = 2π−θ. Portanto, ζs = ζ ou ζs = ζs−1,

o que é um absurdo. �
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2
O Grupo de Unidades de ZD4

Neste caṕıtulo, apresentaremos as ferramentas necessárias para estudarmos

as unidades bićıclicas emU(ZG) na sua forma matricial emM4(Q), bem como a

descrição completa do grupoG extra-especial de ordem 32 com G sendo o produto

central de 2 cópias isomorfas a D4, D4 é o grupo diedral. Iniciaremos com a de-

composição do anel de grupo QD4 em componentes simples e terminaremos com a

descrição completa do anel de grupoQG.

2.1 Representações de grupos e a decomposição de

QD4

A teoria dos módulos se transformou em uma ferramenta muito importante

em Álgebra, devido especialmente aos trabalhos de Emmy Noether. Em particular,

no artigo NOETHER [6] de 1929, ela observou que este conceito poderia ser usado

para relacionar duas teorias que, até então, tinham se desenvolvido separadamente:

as representações lineares de grupos e o estudo da estrutura de álgebras. Inaugurou,

assim, um novo estágio do desenvolvimento destas teorias.

Nesta seção, utilizaremos a teoria das representações lineares de um grupo

para descrever a decomposição do anel de grupo QD4. Tal decomposição é de

extrema importância para o estudo do grupo de unidades de ZD4.

Proposição 2.1. Sejam G um grupo e R um anel comutativo com identidade. Então,

existe uma correspondência bijetora entre as representações de G e os RG-módulos

de posto finito sobre R.

Demonstração. Seja V um módulo livre de posto finito sobre R e seja GL(V ) o

grupo dos R-automorfismos de V . A cada representação T : G → GL(V ) de G

sobre R podemos associar um módulo dando a V a estrutura de RG-módulo. Para

20



tal, dados λ =
∑
g∈G

λg g ∈ RG e x ∈ V , definimos o produto λx do seguinte modo:

λx =
(∑
g∈G

λg g
)
x =

∑
g∈G

λg Tg(x).

Reciprocamente, se M é um RG-módulo de posto finito sobre R, definimos a

representação T : G → GL(M) associando a cada elemento g ∈ G a função R-linear

Tg : M → M definida por:

Tg(x) = gx, para todo x ∈M .

É fácil verificar que as correspondências assim definidas são inversas uma da

outra. �

A proposição que segue, de simples demonstração, POLCINO [5] estabele

relações entre propriedades de módulos e propriedades das representações corres-

pondentes.

Proposição 2.2. Sejam G um grupo e K um corpo. Então,

(i) Duas representações T e T ′ de G sobre K são equivalentes se, e somente se,

os KG-módulos correspondentes são isomorfos.

(ii) Uma representação é irredut́ıvel se, e somente se, o KG-módulo correspon-

dente é simples.

(iii) Seja M um KG-módulo que admite uma decomposição em soma direta de

submódulos

M = ⊕ti=1Mi

e sejam T, Ti as representações associadas aos módulos M e Mi, 1 ≤ i ≤ t, respec-

tivamente. Então,

T = ⊕ti=1 Ti.

(iv) Uma representação de G sobre K é completamente redut́ıvel se, e so-

mente se, o KG-módulo correspondente é semi-simples.

Segue deste último resultado que todas as representações de um grupo finito

G sobre um corpo K serão completamente redut́ıveis se, e somente se, todos os

KG-módulos forem semi-simples, o que acontece se, e somente se, KG é um anel

semi-simples. Do Teorema de Maschke, este último acontece se, e somente se, a

caracteŕıstica de K não divide a ordem de G.
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Outras consequências interessantes podem ser obtidas. No caso semi-simples,

sabemos que todo módulo é soma direta de submódulos simples; em termos de re-

presentações, isto significa que toda representação é soma direta de representações

irredut́ıveis. Assim, para conhecer todas as representações de G sobre K é sufici-

ente conhecer todas as representações irredut́ıveis. Como todas as representações

irredut́ıveis estão em correspondência bijetora com os módulos simples e estes estão

determinados, a menos de isomorfismos, pelos ideais minimais à esquerda de KG,

segue que determinar representações irredut́ıveis não-equivalentes se traduz em de-

terminar os ideais minimais à esquerda não isomorfos de KG. Em particular, lem-

bramos que o número de classes de isomorfismo é igual ao número de componentes

simples de KG.

Dada uma componente simples Mni
(Di), onde Di denota um anel de divisão

contendo uma cópia de K, qualquer ideal minimal à esquerda contido nela será um

representante da classe de módulos simples. Conforme o Teorema 1.34, tal ideal é

dado por

Ii =




x1 0 · · · 0

x2 0 · · · 0
...

xni
0 · · · 0

 ; x1, x2, · · · , xni
∈ Di


Se Ti é a representação de G associada, temos que o grau de Ti é igual a

dimensão de Ii como espaço vetorial sobre K, isto é:

grau (Ti) = ni dimK(Di). (∗)

Agora, temos condições de apresentar a decomposição do anel de grupo QD4,

onde

D4 = 〈b, v| b2 = 1, v4 = 1 e bvbv = 1〉.

Consideremos a representação T de D4 sobre Q dada por:

Tb =

(
0 1

1 0

)
e Tv =

(
0 −1

1 0

)
.

É fácil verificar que esta representação é irredut́ıvel. Ainda, podemos deter-

minar quatro representações não-equivalentes de grau 1 de D4 sobre Q:

Rb = 1 e Rv = 1,

R′b = −1 e R′v = 1,

Sb = 1 e Sv = −1,

S ′b = −1 e S ′v = −1.
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A representação T corresponderá a um somando direto da forma Mn(D) e,

de (∗),

grau (T ) = n dimQ(D).

Logo, n = 1 e dimQ(D) = 2 ou n = 2 e dimQ(D) = 1. Como dimQ(QD4) = 8

e haverá quatro somandos iguais a Q correspondentes às representações de grau 1,

se n = 1 e dimQ(D) = 2, então a decomposição do anel de grupo é:

QD4
∼= Q⊕Q⊕Q⊕Q⊕D ⊕D′,

onde D′ é também um anel com divisão tal que dimQ(D′) = 2. Dáı, como toda

extensão de grau 2 sobre Q é comutativa, o anel de grupo QD4 também o é, o que

é um absurdo. Portanto, n = 2 e dimQ(D) = 1, ou seja,

QD4
∼= Q⊕Q⊕Q⊕Q⊕M2(Q).

2.2 Alguns resultados sobre finitude de alguns ı́ndices

Seja Oi o anel dos inteiros de um corpo Ki.Considerando Si = Mn(Ki)ni×ni
,

vamos denotar por Gli ou GLi(ni, Oi) o grupo das matrizes inverśıveis em Mn(Oi)

e por SLi ou SLi(n,Oi) o subgrupo de matrizes de determinante 1.

Seja O um ideal de Oi. Definimos o subgrupo E(O) de SLi gerado por todas

as matrizes elementares Id + qeim, q ∈ O e i 6= m de tal forma que eilejk = eik se

l = j e eilejk = 0 se l 6= K. Denotamos também Ẽ(O) seu fecho normal em SLi.

Com essa notação de BACK [7],H.BASS [2] e J.P.SERRE [8] vale o seguinte

teorema:

Teorema 2.1. Seja Ki um corpo qualquer para ni ≥ 3 e considere Ki 6= Q da

mesma forma que Ki não é um corpo quadrático imaginário para ni = 2. Então:

(1)[SLi : Ẽ(Q)] é finita para todo ideal O de Oi.

(2)Todo subgrupo não central de SLi normalizado por um subgrupo de ı́ndice finito

contém Ẽ(O) para algum ideal não nulo O de Oi.

Devido a L.N.VASERSTEIN [9] temos também o seguinte teorema:

Teorema 2.2. (1) Se ni ≥ 3, então Ẽ(O2) ⊂ E(O) e em particular [SLi : E(O)] <

+∞
(2)Se ni = 2 e Ki não é racional ou quadrático imaginário, então

[SLi : E(O)] < +∞

Observação 2.1. Tomando K = Q segue que Oi = Z. Então para todo ideal O de

Z segue que [Sli : E(O)] < +∞. Note também que como todo ideal de Z é principal

então existe um d ∈ Z ondeO = dZ e conseqüentemente E(O) = Ed = 〈Id+eij, i 6=
j e 1 ≤ i, j ≤ n〉.
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Observação 2.2. Considerando o homomorfismo canônico Z −→ Zm, segue que

o mesmo induz um homomorfismo em Sln(Z) −→ Sln(Zm) que terá como

núcleo Γn(m)(o m-th subgrupo de congruência principal).

Segue que para m = n = 2 temos que:

Γ2(2) =

[
2Z + 1 2Z

2Z 2Z + 1

]
{Id,−Id}

= E2

Ver I.MERZLJAKOV [10] e NEWMAN [4]

2.3 Subgrupos relevantes em ZG

Definição 2.1. Um p-grupo G é extra-especial se é não abeliano em que G
′

=

Z(G) e |Z(G)| = p.

Vamos apresentar a definição de alguns subgrupos importantes de

U(ZG), para o nosso trabalho onde G é um 2 grupo extra-especial. (detalhes

veja JESPERS [3].)

Definição 2.2. U2 é o subgrupo de U(ZG) definido por:

U2 = U(ZG) ∩
(
QG
(1− s

2

)
+
(1 + s

2

))
.

A proposição abaixo que se encontra em JESPERS [3] nos fornece proprie-

dades importantes do subgrupo U2 de U(ZG).

Proposição 2.3. Com as notações acima, temos que:

(i) U2 = {u = 1 + α(1− s)|u ∈ U(ZG), α ∈ ZG};

(ii) V = {u = 1 + α (1− s)|u ∈ U(ZG), α ∈ ZG e ε(α) é par} é um subgrupo livre

de torsão de U2 e V ∼= U2/G
′.

Observação 2.3. Se G é um 2-grupo é fácil ver que B2 ⊂ V , pois tomando µa,b =

1 + (a − 1)bâ então se ab = sba segue que µa,b = 1 + (a − 1)bâ = 1 + (sba − b)â =

1− bâ(1− s). Então é fácil ver que bâ possui função aumento par. Da mesma forma

que se ab = ba então µa,b = 1 e é trivial.

Para identificarV na sua forma matricial, JESPERS [3] estabeleceu o seguinte

monomorfismoϕ : U2 −→ ϕ(U2) ⊂M2(Q) onde seu = 1 + α(1− s) ∈ U2 então

ϕ(u) = Id + 2F (αE) onde F é um isomorfismo deQ(D4E) em M2(Q), E =(
1− s

2

)
cuja existência provém da seguinte proposição:
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Proposição 2.4. Com a mesma notação da proposição 2.5 o anel de grupo QD4

admite a seguinte decomposição:

QD4 = QD4

(1 + s

2

)
⊕QD4

(1− s
2

)
,

onde QG
(1 + s

2

)
∼= ⊕4Q e QD4

(1− s
2

)
∼= M2(Q) onde denotaremos esse último

isomorfismo porF .

ComoF (sE) = F (−E) = −Id e s = 1+s(1−s) ∈ U2, então ϕ(s) = Id−2Id =

−Id e conseqüentemente:

V ∼=
U2

D′4
∼=

ϕ(U2)

{Id,−Id}
Para finalizarmos esta seção, provaremos um resultado que será necessário

para o decorrer do texto.

Proposição 2.5. Seja G um 2-grupo finito extra-especial, com G ′ = Z(G) = {1, s}.
Então, QG(E) é simples, onde E =

(1− s
2

)
.

Demonstração. Seja G um 2-grupo finito extra-especial, com G ′ = Z(G) = {1, s}.
Queremos mostrar que QG(E) é simples, onde E =

(1− s
2

)
. Para tal, seja e um

idempotente central de QG(E). Então,

e =
∑

g∈Z(G)

αgg +
∑

g/∈Z(G)

αgCg, (∗)

onde Cg =
∑
x∈Cg

x.

Como G ′ = {1, s}, se g ∈ G não é central, então Cg = {g, gs}. Dáı, de (∗),
obtemos

e =
∑

g∈Z(G)

αgg +
∑

g/∈Z(G)

αg(g + gs) =
∑

g∈Z(G)

αgg + (1 + s)
∑

g/∈Z(G)

αgg.

Como e é um idempotente de QG(E), temos que eE = e. Ainda, (1+s)E = 0.

Logo,

e =
( ∑
g∈Z(G)

αgg
)
E

e e ∈ Q(Z(G)). Como Z(G) = {1, s}, as únicas possibilidades são

0, 1,
1 + s

2
e

1− s
2

.

Portanto, e = E e QG(E) é simples, como queŕıamos provar. �

Seja D4 o grupo diedral de ordem 8, isto é,
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D4 = 〈x, v|x2 = 1, v4 = 1 e xvxv = 1〉.

Vamos adotar a seguinte notação para os elementos de D4:

1 = x2 = v4 b = xv2 b s = v2

y = bv u = vb v w = v3

Sejam D e D∗ grupos isomorfos a D4. Denotaremos por D×D∗ os elementos

da forma xy∗, onde x ∈ D e y∗ ∈ D∗ é tal que seu correspondente em D é y. Assim,

definimos o grupo

G ∼=
D × D∗

I
,

onde I1 = {1, ss∗}.

Os elementos de G serão denotados do seguinte modo:

1 x b s

y u v w

x∗ b∗ y∗ u∗

v∗ w∗ bx∗ bb∗

by∗ bu∗ bv∗ bw∗

ux∗ ub∗ uy∗ uu∗

uv∗ uw∗ vx∗ vb∗

vy∗ vu∗ vv∗ vw∗

Então, G é um 2-grupo extra-especial de ordem 32, produto central de duas

cópias de D4, e G ′ = Z(G) = {1, s}. Ainda, os elementos de G/G ′ serão denotados

do seguinte modo:

G/G ′ =

1 b u v

b∗ u∗ v∗ bb∗

bu∗ bv∗ ub∗ uu∗

uv∗ vb∗ vu∗ vv∗

Na sequência, apresentamos a decomposição do anel de grupo QG.

Proposição 2.6. O anel de grupo QG admite a seguinte decomposição:
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QG = QG
(1 + s

2

)
⊕QG

(1− s
2

)
,

onde QG
(1 + s

2

)
∼= ⊕16Q e QG

(1− s
2

)
∼= M4(Q).

Demonstração. A decomposição segue da Proposição 1.8,juntamente com o iso-

morfismo QG
(1 + s

2

)
∼= Q(G/G ′) onde eG ′ =

1 + s

2
e Q(G/G ′) é a soma de todas

as componentes simples comutativas de QG e QG
(1− s

2

)
é a soma de todas as ou-

tras. Dáı, a decomposição de QD4, apresentada no caṕıtulo anterior onde (QD4)E ∼=
M2(Q), unida à proposição que nos fornece que R(G×H) ∼= RG⊗RRH, onde G e H

são grupos e R um anel comutativo com unidade segue o resultado desejado em con-

cordância com a proposição 2.5. �

Através do isomorfismo QGE ∼= M4(Q) sendo representado porF podemos

construir o seguinte monomorfismo ϕ : U2 →M4(Q) ,onde:

ϕ(u2) = Id + 2F (αE), u2 = 1 + α(1− s)

Sendoϕ(s) = Id + 2F (sE) = −Id e ϕ(1) = Id e sabendo queV ∼=
U2

{1, s}

entãoV ∼=
ϕ(U2)

{Id,−Id}
.

Note que: ϕ(U2) ⊂


2Z + 1 2Z 2Z 2Z

2Z 2Z + 1 2Z 2Z
2Z 2Z + 1 2Z 2Z
2Z 2Z 2Z + 1 2Z


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3
Estudo sobre unidades bićıclicas

Seja G um 2 grupo extra-especial. Como foi citado no caṕıtulo anterior, se-

gue que se µa,b = 1 + (a− 1)bâ é uma unidade bićıclica, então µa,b = 1− bâ(1− s) o

que garante que µa,b ∈ V e por consequência B2 ⊂ V . Da mesma forma que Γ2(2) =

E2 cuja igualdade é encontrada na observação da página 23. Logo ao tomar V como

subgrupo de U(ZD4) temos que B2 ⊂ V e V ⊂ Γ2(2) = E2 a menos de um isomor-

fismo.

Considerando D4 = 〈x, v x2 = v4 = 1, /x−1vx = v−1〉, trabalharemos comG

sendo o produto central de 2 cópias isomorfas deD4, o que implica que G =
D4 ×D∗4

I
, I1 = {1, (s, s∗)}. Note que nesse casoZ(G) = G

′
= {1, s} poisZ(D4) =

D
′
4 = {1, s}. Iremos então mostrar que a inclusão será preservada no sentido de que

ϕ(B2) ⊂ E2 como subgrupo de PSL4(Q) e também E8 ⊂ ϕ(B2) sendo ϕ um mo-

nomorfismo de U2 em M4(Q) visto na seção 2.3. Observe que nesse caso E2 ( Γ4(2).

Para tal objetivo iniciaremos com alguns lemas importantes:

Lema 3.1. Seja µz1,z2 uma unidade bićıclica em U(ZG). Se z1 é qualquer ele-

mento de G e ◦(z1) = 4 então µz1,z2 = 1.

Demonstração. Seja µz1,z2 = (z1 − 1)z2ẑ1 uma unidade bićıclica. Se ◦(z1) = 4 é

fácil ver que 〈z1〉 = {1, z1, s, sz1} pois z21 = s. Como G
′
=Z(G)={1, s} segue que:

z−12 z1z2z
−1
1 = 1 ou z−12 z1z2z

−1
1 = s.

Portanto z−12 z1z2 = z1 ou z−12 z1z2 = sz1. Em qualquer dos casos temos que z−12 z1z2

∈ 〈z1〉 ocorrendo µz1,z2 = 1. �

Lema 3.2. Seja µz1,z2 uma unidade bićıclica não trivial em G. Então:

µz1,z2 = 1 + (z1z2 − z2)(1− s), onde G
′
= {1, s}

Demonstração. Sendo µz1,z2 6= 1 então pelo lema 3.1, ◦(z1) = 2 e z2z1z
−1
2 /∈ 〈z1〉.
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Particularmente z2z1z
−1
2 6= z1 segue então que :

z2z1z
−1
2 z−11 = s⇒ z2z1 = sz1z2.

Logo:

µz1,z2 = 1 + (z1 − 1)z2(1 + z1) = 1 + (z1z2 − z2)(1 + z1)

= 1 + (z1z2 + (z1z2)z1 − z2 − (z2z1))

= 1 + (z1z2 + z1(sz1z2)− z2 − s(z1z2))
= 1 + ((1− s)z1z2 − z2(1− s))
= 1 + (z1z2 − z2)(1− s).

�

Observação 3.1. Para E =
1− s

2
e sabendo pela proposição 2.4 que Q(D4E)∼=

M2(Q), D4 é o grupo diedral definido por D4 = 〈x, v/x2 = v4 = 1 ex−1vx = v−1〉.
Considere um isomorfismoF1 obtido através de uma representação irredut́ıvel de D4

que chamaremos deT e conseqüentemente F1 : QD4E → M2(Q) será determinado

por:

xE →

[
1 0

0 −1

]
= T (x)

vE →

[
0 −1

1 0

]
= T (v)

Pela proposição 2.6 temos que QGE ∼= M4(Q), onde E =
1− s

2
. Vamos tra-

balhar com o seguinte isomorfismoF : QGE → M4(Q) onde ⊗ é o produto de

kroneker de matrizes definido pela seguinte representação:

(x, 1∗)E → T (x)⊗ Id
(v, 1∗)E → T (v)⊗ Id
(1, x∗)E → Id ⊗ T (x)

(1, v∗)E → Id ⊗ T (v)

Segue diretamente da representação acima que para qualquer w = (x, y∗)E ∈
GE onde x e y∗ são elementos em D4 e D∗4 respectivamente. Então w = xE⊗y∗E
ao identificarmosxE comT (x) e y∗E comT (y). Além disso, dadas duas matrizes ele-

mentares eij e elk em M2(Q),podemos obter emM4(Q) a matriz elementar:

e
′

i1j1
= eij ⊗ elk, i1 = (2(−1 + i) + l) e j1 = (2(−1 + j) + k)

Então se wE ∈ GE ⇒ wE = xE ⊗ y∗E = (a1e1l1 + a2e2l2) ⊗ (b1e1k1 +

b2e2k2), |a1a2| = |b1b2| = 1 onde as 4 constantes são inteiras e l1 = 1 e l2 =
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2 ou l1 = 2 e l2 = 1. Racioćınio análogo vale para k1 e k2. Para efeitos de sim-

plificação considerewE = (xE).(y∗E). Com isto vemos quewE em M4(Q) é com-

binação linear de quatro matrizes elementares utilizando a distributividade do pro-

duto tensorial. Sendow2 = 1 ou w2 = s, segue que (wE)2 = E = Id ou (wE)2 =

−E = −Id visto que sE = −E. Portanto temos duas configurações posśıveis

parawE:

wE = a1e
′
ij + a2e

′
ji + a3e

′

lk + a4e
′

kl ou wE = a1e
′
11 + a2e

′
22 + a3e

′
33 + a4e

′
44

Tomando eij e elk matrizes elementares em M2(Q), podemos formar a matriz

elementar e
′
i1j1

em M4(Q) da seguinte maneira:

e
′

i1j1
= eij ⊗ elk

onde i1 = (2(−1 + i) + l) e j1 = ((−1 + j) + k). Sabendo que 1 ≤ l, k ≤ 2 então o

ı́ndice de e
′
i1j1

representa uma posição na diagonal, ou seja:

i1 = j1 ⇔ i = j e l = k

o que nos garante que apenas essas 2 configurações são posśıveis para wE, pois

sendo wE = xE ⊗ y∗E como estamos utilizando a representação irredut́ıvel T

em D4 onde todo elemento T (x) está na diagonal principal ou na diagonal se-

cundária ∀x ∈ D4, então se xE e yE estiverem ambos na diagonal principal

em M2(Q) segue que todos os termos de wE estarão na diagonal principal em

M4(Q). Caso contrário se pelo menos xE ou yE estiveram na diagonal secundária,

então todos os termos de wE estarão fora da diagonal principal.

Observação 3.2. Do isomorfismo F , os elementos de A = {gE/g ∈ G} se agru-

pam em blocos onde os elementos de cada bloco se caracterizam da forma:

se g1E e g2E estão no mesmo bloco e g1E =
∑4

i=1 aieiji então g2E =∑4
i=1 bieiji , ∀ i onde 1 ≤ i ≤ 4.

Teorema 3.1. Através do isomorfismo F , existem exatamente 4 blocos disjuntos

Di, 1 ≤ i ≤ 4 onde se divide o conjunto A,sendo que em cada blocoDi fora da

diagonal, existe exatamente 4 elementos de ordem 2 e 4 elementos de ordem 4.

Demonstração. É fácil ver que se wE ∈ GE ⇒ wE = (xE).(y∗E), xE e y∗E ∈
M2(Q). Então existem duas possibilidades de posições para xE e duas pos-

sibilidades para yE (diagonal principal e diagonal secundária), existindo por-

tanto 4 possibilidades de posições diferentes e disjuntas para wE emM4(Q). A

saber, as possibilidades de posições dadas pelos respectivos conjun-

tos:A1 = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4)}, A2 = {(1, 2), (2, 1), (3, 4), (4, 3)}, A3 =
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{(1, 3), (3, 1), (2, 4), (4, 2)}, A4 = {(1, 4), (4, 1), (2, 3), (3, 2)}.
Note agora que se ◦(wE) = 2, wE = xE.yE e xE = e11−e22 e yE = e12+e21

então as outras possibilidades parawE tal quexE e yE estão nessas mesmas posições

(diagonal principal e diagonal secundária) são:

wE = xE.(syE) pois syE = −yE;wE = E.(yE) e wE = E.(syE) sendoE = e11+e22

tendo portanto 4 possibilidades para wE de ordem 2.

Considerando agora ◦(wE) = 4 onde xE e yE estão nas mesmas posições

que no caso anterior devemos ter nessas condições ◦(yE) = 4 ou seja yE =

e12− e21 ou yE = −e12 + e21. Fixando uma das possibilidades para yE temos então

outras 4 possibilidades para wE de ordem 4 a seguir:

wE = xE.yE,wE = xE.(syE), wE = E.(yE) ouwE = E.(syE).

Apenas note que parawE = xE.yE, xE e yE estão na diagonal temos 7 possibili-

dades para wE onde o mesmo apenas terá ordem 2 tal que:

wE = xE.yE, wE = xE.(syE), wE = xE.(E), wE = (sxE).E,

wE = E.(yE), wE = E.(syE) ewE = E.(sE)

Racioćınio análogo vale paraxE e yE ambos fora da diagonal. Apenas note

que nesse caso se ◦(wE) = 2 então ◦(xE) = ◦(yE) = 2 ou ◦(xE) = ◦(yE) = 4. �

Pela formação também do monomorfismo ϕ : U2 → ϕ(U2),como na seção 2.3

considerando a unidade bićıclica µz1,z2 6= 1 onde z1 e z2 ∈ G, pelo resultado 1.1,

◦(z1) = 2 e além disso:

µz1,z2 = 1 + (z1 − 1)z2(z1 + 1)

= 1 + (z1z2 − z2)(1− s)

Definindo então a = (z1 − 1)z2(z1 + 1), sabemos que a2 = 0 e consequen-

temente ϕ(µz1,z2) = Id + 2F (a/2), (2F (a/2))2 = 4(F (a/2))2 = 0 poisF é um

isomorfismo e (a/2)2 = 0.

Proposição 3.1. Através do isomorfismo F se g ∈ G e sendo gE =
∑4

i=1 aieiji , ai =

±1 ∀ 1 ≤ i ≤ 22, segue que todos os a
′
is ou possuem o mesmo sinal ou metade deles

é positiva e a outra metade é negativa.
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Demonstração. Veja que para n = 1 se u ∈ D4 então uE =
∑2

i=1 aieiji e ai > 0

ou ai < 0 ∀1 ≤ i ≤ 2 ou a1a2 < 0 pela representação T em D4 . Se wE ∈ GE

então wE = xE ⊗ yE, xE e yE estão em D4E. Então supondo válido para n =

1 vale o resultado também para wE. �

Observação 3.3. Como conseqüência temos que sendo gE =
∑4

i=1 aieiji,e ai =

±1,então
∑4

i=1 ai = 22,−22 ou 0, o que implica que 4/
∑4

i=1 ai.

Considerando então a unidade bićıclica ϕ(µz1,z2) = Id + α, α2 =

0 e α possui imagem em apenas um mesmo blocoDj então utilizando também a ob-

servação acima, temos que ϕ(µz1,z2) = Id + 2a1eij + 2b1elk, (l, k) 6= (j, i)

Lema 3.3. Não existe unidade bićıclica não trivial com imagem não nula apenas no

bloco D1 que aparece na diagonal.

Demonstração. Suponha por contradição que exista uma unidade bićıclica µz1,z2

onde z1 e z2 ∈ G tal que possui imagem não nula apenas em D1. Então:

ϕ(µz1,z2) = Id + 2F (a/2), 2F (a/2) = a1e11 + a2e22 + a3e33 + a4e44

Como µz1,z2 6= 1, segue que ϕ(µz1,z2) 6= ϕ(1) = Id e então existe ai 6= 0,

1 ≤ i ≤ 4.Portanto (2F (a/2))2 6= 0 o que contradiz a observação anterior. �

Lema 3.4. Se µz1,z2 é uma unidade bićıclica, então ϕ(µz1,z2) = [aij]4×4, onde

∀ i onde 1 ≤ i, j ≤ 4 segue que aij ∈ Z e −4 ≤ aij ≤ 4.

Demonstração. Se µz1,z2 = 1 então é trivial. Caso contrario pelo resultado 1.1 e

observação anterior segue que:

µz1,z2 = 1 + (z1z2 − z2)(1− s)

onde z1z2 = g1 ou z1z2 = g1s e z2 = g2 ou z2 = g2s, g1 e g2 ∈ B1 e s ∈ Z(G).

Sendo sE = −E disto decorre que:

F (z1z2E) =

{
F (g1E), se z1z2 = g1

−F (g1E), se z1z2 = sg1

Da mesma forma que:

F (z2E) =

{
F (g2E), se z2 = g2

−F (g2E), se z2 = sg2

Podemos então analisar ϕ(µz1,z2) em três casos sendo:

ϕ(µz1,z2) = Id + 2F (z1z2E)− 2F (z2E) (3.1)
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Caso 1.1: Unidade bićıclica com imagem não nula em apenas um único

bloco:

Podemos supor sem perda de generalidade da observação anterior que:

F (z1z2E) = a1eil + a2eli + a3ejk + a4ekj e F (z2E) = b1eil + b2eli + b3ejk + b4ekj,

i, j, k, l são elementos distintos do conjunto A1 = {1, 2, 3, 4} e além disso

|ai| = |bi| = 1 onde 1 ≤ i ≤ 4. Segue então que para 2(ai − bi) 6= 0 ⇒
2(ai − bi) = 4 ou 2(ai − bi) = −4.

Caso 1.2: Unidade bićıclica com imagem não nula em 2 blocos disjuntos

fora da diagonal:

Nesse caso F (z1z2E) = a1eil + a2eli + a3ejk + a4ekj e F (z2E) =

b1eik1 + b2ek1i + b3el1l2 + b4el2l1 , W1 ∩W2 = ∅ onde W1 = {(i, l), (l, i), (j, k), (k, j)} e

W2 = {(i, k1), (k1, i)(l1, l2)(l2, l1)}. De acordo com isso de (1.1) segue que respec-

tivamente 2F (z1z2E) e 2F (z2E) possui todas as entradas na forma 2ai = 2 ou

2ai = −2 e 2bi = 2 ou 2bi = −2, . Então ϕ(µz1,z2) = [aij]4×4, ∀ 1 ≤ i, j ≤ 4 segue

que −2 ≤ aij ≤ 2.

Caso 1.3: Unidade bićıclica com imagem não nula no bloco da diagonal e

fora da diagonal:

Podemos supor que F (z1z2E) = a1e11 + a2e22 + a3e33 + a4e44 e F (z2E) =

b1e1l1 + b2el11 + b3ejk + b4ekj, 1, l1, j, k são elementos distintos entre si e componentes

de,A1 = {1, 2, 3, 4}, então de (1.1) em cada entrada na diagonal de ϕ(µz1,z2) aparece

uma expressão da forma: 1 + 2ai, 1 ≤ i ≤ 4. Sendo |ai| = |bi| = 1 segue que

1 + 2ai = 3 ou 1 + 2ai = −1. Em contrapartida a imagem de ϕ(µz1,z2) fora da

diagonal será representada por 2F (z2E) que assumirá valores iguais a 2bi = 2 ou

2bi = −2. Analisando os três casos segue o resultado.

�

Lema 3.5. Se u1 e u2 são dois elementos de G com ◦(u1) = 2 e ◦ (u2) = 4 e além

disso F (u1E) e F (u2E) ocupam as mesmas posições não nulas e fora da diagonal

em M4(Q) então u1u2 6= u2u1

Demonstração. Por hipótese temos que F (u1E) = a
′
1eil + a

′
2eli + a

′
3ejk + a

′
4ekj

e F (u2E) = b
′
1eil + b

′
2eli + b

′
3ejk + b

′
4ekj, a

′
i e b

′
i ∈ Z ∀ 1 ≤ i ≤ 4. Sendo u21 =

1 e u42 = 1 temos (F (u1E))2=F ((u1E)2)=F (E)=Id e F (u2E))2 = F ((u2E)2)=

F (sE) = −Id visto que u22 = s. De acordo com isso concluimos que a
′
1a
′
2 =

a
′
3a
′
4 = 1 e b

′
1b
′
2 = b

′
3b
′
4 = −1 Sendo F (u1E)F (u2E) = a

′
1b
′
2eii + a

′
2b
′
1ell + a

′
3b
′
4ejj +

a
′
4b
′
3ekk e F (u2E)F (u1E) = b

′
1a
′
2eii + b

′
2a
′
1ell + a

′
3a
′
4ejj + b

′
4a
′
3ekk é fácil ver que

a
′
1b
′
2 6= b

′
1a
′
2 pois se a

′
1b
′
2 = 1 de (a

′
1a
′
2)(b

′
1b
′
2) = −1 segue que b

′
1a
′
2 = −1. Da

mesma forma ,se a
′
1b
′
2 = −1 então b

′
1a
′
2 = 1.
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Logo F (u1E)F (u2E) 6= F (u2E)F (u1E) e conseqüentemente u1u2E 6=
u2u1E o que implica que u1u2 6= u2u1. �

Proposição 3.2. Dados 2 elementos u1 e u2 ∈ G =
D4 ×D∗4

I
com ◦(u1) = 2 e

◦(u2) = 4,e além disso F (u1E) e F (u2E) possuem imagens no mesmo bloco Dj em

M4(Q). Então existe uma unidade bićıclica µz1,u1 onde:

ϕ(µz1,u1) = Id + 2F (u2E)− 2F (u1E)

Demonstração. Considerando z1 = u2u1 é fácil ver pela proposição 3.1 que z21 = 1

e além disso u−11 z1u1 6∈< z1 >. Então pelo lema 1.3 µz1,u1 6= 1 e µz1,u1 = 1 + (u2 −
u1)(1 − s) seguindo o resultado. A rećıproca também é verdadeira, pois tomando

µz1,w1 = 1 + (z1w1 − w1)(1 − s) uma unidade bićıclica não trivial se ◦(z1w1) = 2

então ◦(w1) = 4, ou seja w2
1 = s pois se ◦(w1) = 2 usando o fato que ◦(z1) = 2

e que z1w1 = sw1z1 então teŕıamos ◦(z1w1) = 4 o que gera uma contradição. De

maneira análoga se ◦(z1w1) = 4 então ◦(w1) = 2.

Caso ◦(u1) = 4 e ◦(u2) = 2 basta considerar a unidade bićıclicaµz2,u1 , z2 =

u1u2 e de maneira análoga verifica-se queϕ(µz2,u1) = Id + 2F (u2E)− 2F (u1E). �

Observação 3.4. Na proposição abaixo vamos trabalhar com as unidades

bićıclicasϕ(µz1,w1) = Id + α, α = 2F (z1w1E)− 2F (w1E), F (z1w1E) mboxe F (w1E)

possuem imagem em um mesmo bloco fora da diagonal. Ou seja seF (z1w1E) =∑4
i=1 aieiji então F (w1E) =

∑4
i=1 aieiji.

Proposição 3.3. Dada uma unidade bićıclica µz1,w1 6= 1 em U(Z(D4)) onde

ϕ(µz1,w1) = Id + α, α = 2F (z1w1E) − 2F (w1E). Tomando então qualquer elemento

u
′
1 ∈ D4, então existe uma unidade bićıclica µ

′
z2,w2

em U(Z(G)) onde:

ϕ(µ
′

z2,w2
) = Id + α⊗ (u

′

1E)

Demonstração. Sabendo que em U(Z(D4)) temos que ϕ(µz1,w1) = Id +

2F1(z1w1E) − 2F1(w1E), F1 é o isomorfismo citado no ińıcio do caṕıtulo QD4E

em M21(Q). Para efeitos de simplificação considere 2F1(z1w1E) − 2F1(w1E) =

2(z1w1E) − 2(w1E) = α. Então α(u
′
1E) = 2((z1w1)u

′
1E) − 2((w1)u

′
1E). Suponha

sem perda de generalidade que ◦(z1w1) = 4 e ◦(w1) = 2. Se ◦(u′1) = 1 ou 2 então

◦((z1w1)u
′
1) = 4 e ◦((w1)u

′
1) = 2. Caso contrário se ◦(u′1) = 4 então ◦((z1w1)u

′
1) =

2 e ◦(w1u
′
1) = 4. Pela proposição anterior existe então uma unidade bićıclica,µz2,w2

em U(Z(G1)) onde:

ϕ(µz2,w2) = Id + 2((z1w1)u
′

1E)− 2((w1)u
′

1E) = Id + α(u
′

1E)

�
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Diante das proposições expostas acima é posśıvel provar o teorema abaixo:

Teorema 3.2. E8 ⊂ ϕ(B2).

Demonstração. Utilizando o isomorfismo F1 de Q(D4)E ∼= M2(Q) e conside-

rando y = xv é fácil ver que ◦(y) = 2 eµx,y 6= 1. Segue então queµx,y = 1 + (v −
y)(1− s) e conseqüentemente:

ϕ(µx,y) = I2 + 2(vE)− 2(yE) = I2 − 4e12 e

ϕ(µsx,y) = I2 + 2(svE)− 2(yE) = I2 − 4e21

o que implica queE4 ⊂ ϕ(B2) emU(Z(D4)).

Tome agora eij, i 6= j uma matriz elementar emM4(Q). Vamos provar que I4+

8eij ∈ ϕ(B2).
Sabendo que eij = ei1j1⊗ei2j2 . Suponha que i é ı́mpar e j é par, o que implica

que eij = ei1j1 ⊗ e12. Vamos dividir então em dois casos:

Caso 1: Tome i1 6= j1,ou seja (i1, j1) = (1, 2) ou (i1, j1) = (2, 1):

Como I2 + 4e12 e I2 + 4e21 são unidades bićıclicas emU(Z(D4)) então consi-

derando (svE) = e12 − e21 e (xvE) = e12 + e21 pela proposição anterior segue que:

(I4 + ((4ei1j1))⊗ (e12 − e21)) e (I4 + ((4ei1j1))⊗ (e12 + e21)) são unidades bićıclicas

em U(Z(G)). Pela a distributividade do produto tensorial temos que:

(I4 + ((4ei1j1))⊗ (e12− e21)) = I4 + 4eij − 4e(i+1,j−1) e (I4 + ((4ei1j1))⊗ (e12 + e21)) =

(I4 + 4eij + 4e(i+1,j−1)).

Observando que j 6= (i + 1) e(j − 1) 6= i então I4 + 8eij é o produto das duas

unidades bićıclicas em U(Z(G)).

Caso 2: Tome i1 = j1 e sabendo que (I4 + 4e12) é uma unidade bićıclica

emU(Z(D4)), então considerando xE = e11 − e22 e E = e11 − e22 e fazendo a

multiplicação pela esquerda segue que:

I4 + ((e11 + e22)(4e12)) e I4 + ((e11− e22)(4e12)) são unidades bićıclicas emU(Z(G)).

Suponha que i1 = j1 = 1 e pela distributividade no produto tensorial reescrevemos

as unidades acima da seguinte forma:

I4 + (4eij + 4e(i+2)(j+2)) e I4 + (4eij − 4e(i+2)(j+2))). Sabendo que j 6= (i+ 2) então:

(I4 + 8eij) é o produto de ambas e conseqüentemente provamos que cada gerador

deE8 está emϕ(B2). �

Observação 3.5. Tendo µz1,z2 uma unidade bićıclica não trivial, então sabemos que

µz1z2=1+(z1z2−z2)(1−s) = 1+2(z1z2−z2)(1−s)/2 e ϕ(µz1,z2) = Id+2F (z1z2E)−
2F (z2E),E = (1 − s)/2. Definindo α= 2F (z1z2E) e β = 2F (z2E) segue que

α e β em relaçao à matriz M4(Q) ou possuem imagens em posições disjuntas en-

tre si ou imagens nas mesmas posições. Visto que α2 = Id ou α2 = −Id então

se aeij, a ∈ Z é um termo de α então ∃ b ∈ Z onde beji também é um termo
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de α. Observação análoga vale para β.

Explicitaremos os lemas a seguir que permitirão provar que B2) ⊂
E2 considerando B2 como subgrupo de PSLn(Q).

Lema 3.6. Seja µz1,z2 uma unidade bićıclica não nula. Se ϕ(µz1,z2) = Id + α +

β, onde α e β possuem imagens em posições disjuntas em M4(Q) ambas fora da

diagonal então αβ e βα não possuem termos na diagonal.

Demonstração. Por hipótese segue que ϕ(µz1,z2) = Id +α+ β onde α = a1e1l1 +

a2e2l1 + a3e3l3 + a4e4l4 , β = b1e1k1 + b2e2k2 + b3e3k3 + b4e4k4 , e li 6= ki, 1 ≤ i ≤ 4.

Suponha por contradição que αβ possui um termo dado por cieii na di-

agonal.Então cieii = (aieili)(biejkj) em αβ que pela definição de multiplicação de

matrizes elementares segue que li = j e kj = i. Isto significa que β possuindo um

termo na posição (li, i) possuirá um termo na posição (i, li) da mesma forma que

α, o que contradiz a hipótese . Resultado análogo vale para βα. �

Lema 3.7. Tomando a unidade bićıclica como no lema anterior,então αβ + βα =

0, αβ 6= 0.

Demonstração. Note que se por contradição αβ = 0, então considerando

a
′
eij ∈ αβ deve existir (−a′eij) em αβ tal que (a

′
eij − a

′
eij) = 0.Logo temos

a
′
eij = (a1eik1)(b1ek1j) e (−a′eij) = (−d1eik′1)(d2ek′1j), k

′
1 6= k1, a1b1 = d1d2 =

a
′

onde a1eik1 e − d1eik′1 são termos de α da mesma forma que b1ek1j e d2ek′1j
são

termos de β. Sendo k
′
1 6= k1 teŕıamos em α dois termos em uma mesma linha, o

que é um absurdo.

De ϕ(µz1,z2) = Id + α + β e utilizando a propriedade já vista de unidade

bićıclica sabemos que (α+β)2 = (α+β)(α+β) = 0. Fazendo um cálculo algébrico

é fácil ver que α2e β2 possuem imagem apenas na diagonal, logo (α + β)2 = α2 +

αβ + βα + β2, α2 + β2 = 0 consequëntementeαβ + βα = 0. �

Observação 3.6. Sendo ϕ(µz1,z2) = Id + α + β onde α = a1e1l1 + a2e2l1 + a3e3l3 +

a4e4l4 e β = b1e1k1 + b2e2k1 + b3e3k3 + b4e4k4 , li 6= ki e 1 ≤ i ≤ 4, podemos decompor

α da seguinte forma:

α = α1 +α2, α1 = a1e1l1 +aieili , 1 < i ≤ 4 e (i, li) 6= (l1, 1). De acordo com isso α2 =

akel11+a
′

kelii onde k e k
′ ∈ A1 = {1, 2, 3, 4}−{1, i}. Como sabemos que na primeira

e i-ésima linhas existem também termos de β então podemos tomar β = β1 + β2,

β1 = b1e1k1 + bieiki , 1 < i ≤ 4 onde (i, ki) 6= (k1, 1). Logo β2 = bkek11 + b
′

kekii de tal

forma que k e k
′ ∈ A1 = {1, 2, 3, 4} − {1, i}.

Note que essas decomposições com tais caracteŕısticas serão sempre

posśıveis,pois se (i, ki)
.
= (k1, 1) escolhemos então α1 = a1e1l1 + a

′
ielii e então

consideramos β1 = b1e1k1 + b
′
ielij, j 6= i. Nesse caso temos que (li, j) 6= (k1, 1),pois

se fossem iguais teŕıamos que li = k1 = i e a
′
ielii = a

′
ieii o que contradiz o fato de
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que α não possui termos na diagonal.

É de fácil verificação também que α1β1 = β1α1 = α2β2 = β2α2 = 0, portanto

de αβ+βα = 0 temos que (α1 +α2)(β1 +β2)+(β1 +β2)(α1 +α2) = 0 o que implica

que α1β2 + α2β1 + β1α2 + β2α1 = 0.

Lema 3.8. Em relação às decomposições anteriores segue que α1β2 + β1α2 =

0 e α2β1 + β2α1 = 0.

Demonstração. Tomando um termo deij de α1β2 então o mesmo também é um

termo de αβ e pelo lema anterior existe −deij ∈ βα = β1α2+β2α1, (deij+(−deij)) =

0.

Segue então que −deij ∈ β1α2 pois se −deij ∈ β2α1 então −deij =

(d
′
eik)(d

′
1ekj), (−d) = (d

′
d
′
1), d

′
eik ∈ β2 e d

′
1ekj ∈ α1. Da mesma forma que sendo

deij ∈ α1β2 então deij = (d1eil)(d2elj), d = d1d2, d1eil ∈ α1 e d2elj ∈ β2.
Como d1eil ∈ α1 e pela maneira que β1 foi definido ∃ d′2eil1 , l 6= l1 ∈

β1. Sendo d
′
eik ∈ β2 e como β1 e β2 não possuem termos na mesma posição

então k 6= l1. De d
′
2eil1 e d

′
eik ∈ β temos então uma contradição pois numa mesma

linha existe apenas um termo de β.

Dessa maneira prova-se que −α1β2 ⊂ β1α2 e de maneira análoga verifica-se

que −β1α2 ⊂ α1β2 chegando ao resultado. �

Teorema 3.3. Seja µz1,z2 uma unidade bićıclica em G então ϕ(µz1,z2) ∈ E2 como

elemento de PSLn(Q)

Demonstração. Se µz1,z2 = 1 então é trivial. Suponha então µz1,z2 6= 1 e vamos

dividir em três casos:

Caso 1: Seja ϕ(µz1,z2) = Id + α+ β, α e β possuem imagens disjuntas. Pela

observação da página 35 anterior podemos representar:

α = α1 + α2 e β = β1 + β2

Além disso como α2 + β2 = 0 segue que:{
(α1 + α2)

2 + (β1 + β2)
2 = 0

(α1 + α2)(β1 + β2) + (β1 + β2)(α1 + α2) = 0

É fácil ver que α2
1 = α2

2 = β2
1 = β2

2 = 0 então da primeira equação temos:

α1α2 + α2α1 + β1β2 + β2β1 = 0

Sendo α1 = a1e1l1 + aieili , α2 = akel11 + a
′

kelii, β1 = b1e1k1 + bieiki e β2 =

bkek11+b
′

kekii, (i, li) 6= (l1, 1) e (i, ki) 6= (k1, 1), segue que α1α2 e β1β2 possuem ima-
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gens na diagonal e nas mesmas posições dadas por (1, 1) e (i, i) então:

α1α2 + β1β2 = 0 (3.2)

e portanto ϕ(µz1,z2) = Id + (α + β)

= (Id + (α1 + α2) + (β1 + β2)) = (Id + (α1 + β1) + (α2 + β2))

= (Id + (α1 + β1))(Id + (α2 + β2))

= (Id + α1)(Id + β1)(Id + α2)(Id + β2)

visto que (α1 + β1)(α2 + β2) = (α1α2 + α1β2 + β1α2 + β1β2) = 0 de (3.3) e

do lema 3.12.

Observe ainda que (Id + α1) = (Id + a1e1l1)(Id + a2eili) e (Id + β1) = (Id +

b1e1k1)(Id + bieiki),pois l1 6= i e k1 6= i, |ai| = |bi| = |a1| = |b1| = 2. Racioćınio

análogo vale para (Id + a2) e (Id + b2).

Logo ϕ(µz1,z2) = (Id + α1)(Id + β1)(Id + α2)(Id + β2) ∈ E2

Caso2: Seja ϕ(µz1,z2) = Id + α + β, α possui imagem na diagonal e β fora da

diagonal, então ϕ(µz1,z2) = (Id+α+β), α = a1eii+a2ell+a3ekk+a4ejj e β = b1eil+

b2eli + b3ejk + b4ekj onde i, l, j, k são distintos entre si no conjunto A1 = {1, 2, 3, 4}.
Das equações α2 + β2 = 0 e αβ + βα = 0 seguem os seguintes resultados:

a21=a
2
2=−(b1b2),a

2
3=a

2
4=−(b3b4), a1=−a2 e a3=−a4. Sendo |ai|=|bi| = 2, 1 ≤ i ≤

4 então b1b2=b3b4 = −4 onde α em M4(Q) terá duas entradas positivas e duas

negativas.

Suponha sem perda de generalidade que:

α = 2eii − 2ell + 2ekk − 2ejj

Logo ϕ(µz1,z2) = (Id + (α + β)) = ((Id + α) + β)

= (3eii − ell + 3ekk − ejj) + (b1eil + b2eli + b3ejk + b4ekj)

então− (ϕ(µz1,z2)) = (−3eii + ell − 3ekk + ejj)− (b1eil + b2eli + b3ejk + b4ekj)

Observando que:

(Id − b1eil − b4ekj)(Id − b2eli − b3ejk) = (Id − β + (b1b2)eii + (b4b3)ekk) =

(−3eii+ ell − 3ekk + ejj − β) = ϕ(µz1,z2)

Logo −(ϕ(µz1,z2)) = (Id − b1eil)(Id − b4ekj)(Id − b2eli)(Id − b3ejk) visto

que l 6= k e i 6= j. De |bi| = 2 ∀ 1 ≤ i ≤ 4, segue o resultado.

Caso 3: Seja ϕ(µz1,z2) = Id + α + β, α e β possuem imagens nas mesmas

posições.Sabemos que nesse caso temos que:
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ϕ(µz1,z2) = Id + a1eil + a2ejk, |a1| = |a2| = 4 e (i, l) 6= (k, j)

Esse fato segue diretamente da observação 3.3 e de que (α + β)2 = 0. Segue então

que ϕ(µz1,z2) = (Id + a1eil)(Id + a2ejk) ∈ E2 desde que l 6= k �
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4
Resultado estendido

Nesse caṕıtulo explicitaremos o resultado generalizado e para isso vamos con-

siderar a seguinte definição:

Definição 4.1. Dizemos que G é o produto central dos seus subgrupos Gi para 1 ≤
i ≤ n se:

a- G=〈Gi; 1 ≤ i ≤ n〉,com [Gi, Gj] = 1;

b-Z(G) = Z(Gi), para todo 1 ≤ i ≤ n.

Tome então G1 = D1
4 × D2

4 × D2
4 . . . × Dn

4 onde Di
4 são cópias isomorfas

de D4 onde 1 ≤ i ≤ n e defina I um subgrupo de G1 formado pela unidade e pelos

elementos da seguinte forma:

w =
∏
si1si2si3 . . . sil , 1 ≤ si1 < si2 < . . . < sil ≤ n onde l percorre todos os

números pares entre 1 e n. É fácil ver então que |I| = 2n−1 e nesse caso trabalha-

remos com G =
G1

I
e nesse caso G

′
= Z(G) = {1, s} sendo portanto G o produto

central de n cópias isomorfas de D4.

Para o resultado generalizado precisaremos da seguinte proposição:

Proposição 4.1. Sendo G o grupo citado acima, então o anel de grupo QG admite

a seguinte decomposição:

QG = QG
(

1 + s

2

)
⊕QG

(
1− s

2

)
onde QG

(
1 + s

2

)
∼= ⊕22nQ e QG

(
1− s

2

)
∼= M2n(Q)

Demonstração. A primeira parte da igualdade segue da proposição 1.8. Usando o

fato que eG′ =
1 + s

2
a primeira congruência segue da proposição 1.9 sendo portanto

a parte comutativa do anel de grupo. A segunda congruência vem da decomposição

de QD4 juntamente com as proposições 2.5 e 1.2. �

Observação 4.1. Sejam 2 matrizes elementares eij e e
′
i1j1

que estão respectiva-

mente em M2n(Q) e M2(Q). Utilizando produto de kroneker entre as matrizes po-
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demos obter uma matriz elementar em M2n+1(Q) da forma:

elk = eij ⊗ ei1j1 , elk ∈M2n+1(Q), l = 2(i− 1) + i1 e k = 2(j − 1) + j1.

É fácil ver que elk estará na diagonal,ou seja l = k ⇔ i1 = j1 e i = j.

Sendo Di
4 =

〈
xi, vi/x

−1
i vixi = v−1i

〉
considere o isomorfismo F : Q(G)E →

M2n(Q) definido pela representação:

(1, . . . , 1, xi, . . . , 1)→ Id . . .⊗ Id ⊗ T (xi) . . .⊗ Id

(1, . . . , 1, vi, . . . , 1)→ Id . . .⊗ Id ⊗ T (vi) . . .⊗ Id

Devido à representação acima é fácil ver que gE =
∑2n

i=1 aieiji , ai =

±1 identificando F (gE) com gE. Do isomorfismo F sabendo que F (gE)2 =

Id ou F (gE)2 = −Id então dado aieij em gE existe por sua vez um único

termo ajeji em gE onde aiaj = ±1. Podemos descrever dessa forma os termos

de gE como elementos do conjunto A1 = {aieiji/ji 6= F (i
′
) sempre que i 6=

i
′

para todo 1 ≤ i, i
′ ≤ 2n}

Considerando o conjunto A2={(i, F (i)), 1 ≤ i ≤ 2n} formado pelos

ı́ndices dos elementos de A1 existe sempre uma decomposição A2 = A
′
1 ∪

A
′
2, A

′
1={(ik, F (ik)), onde se k1 6= k2 então (F (ik1), ik1) 6= (ik2 , F (ik2))} e

A
′
2 = {(F (ik), ik)}. Tomando a função bijetora H : A1 → A1 onde H((i, F (i))) =

(F (i), i) é fácil ver que H2 = H/A′1
é uma bijeção de A

′
1 em A

′
2 tornando fácil con-

cluir que ◦
(
A
′
1

)
= ◦

(
A
′
2

)
= 2n−1 .

Proposição 4.2. Seja gE ∈ GE. Então F (gE) possui imagem apenas na diagonal

ou completamente fora da diagonal.

Demonstração. Vamos provar por indução sobre n:

Seja Gn e Gn+1 respectivamente grupos que são produtos centrais de n e n +

1 cópias isomorfas de D4. Considerando então gE ∈ Gn+1E segue que gE =

(g1E) ⊗ (un+1E), g1E ∈ (Gn)E e un+1E ∈ D4E. Por hipótese de indução temos

dois casos a considerar:

g1E =
(∑2n

i=1 aie
′

iji)

)
, i = ji ∀ 1 ≤ j ≤ 2n ou

g1E =
(∑2n

i=1 aie
′

iji)

)
, i 6= ji ∀ 1 ≤ j ≤ 2n

Considere primeiramente un+1E=
(∑2

i=1 aieii
)

e então tomando g1E na

diagonal temos que:
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(g1E)⊗ (un+1En+1) =
(∑2n

i=1 aia1e
′

iji)
e11

)
+
(∑2n

i=1 aia2e
′

iji)
e22

)
=(∑2n

i=1 aia1e
′′

(2(−1+i)+1)(2(−1+ij)+1

)
+
(∑2n

i=1 aia1e
′′

(2(−1+i)+2)(2(−1+ij))+2

)
.

Logo gE possui imagem na diagonal sendo j = f(j).

Caso contrário se un+1E está fora da diagonal e g1E na diagonal então:

(g1E)⊗ (un+1E) =

(
2n∑
i=1

aia1e
′

iji
e12

)
+

(
2n∑
i=1

aia2e
′

iji)
e21

)

concluindo-se que gE tem imagem fora da diagonal. Os outros dois casos são

análogos aos anteriores seguindo o resultado.

Como consequência segue que dados u1E e u2E elementos de gE então am-

bos os elementos possuem imagens nas mesmas posições ou em posições completa-

mente disjuntas em M2n(Q) . �

Proposição 4.3. Seja Se g ∈ GE e sendo gE =
∑2n

i=1 aieiji), ai = ±1 ∀ 1 ≤ i ≤ 2n,

segue que todos os a
′
is ou possuem o mesmo sinal ou metade deles é positiva e a

outra metade é negativa.

Demonstração. Prova-se por indução assim como na proposição 4.3. Observando

também que para n = 1 se g ∈ D4 então segue que gE =
∑2

i=1 aieiji), ai > 0 ou

ai < 0 ∀1 ≤ i ≤ 2 ou a1a2 < 0 �

Observação 4.2. Como conseqüência temos que sendo gE =
∑2n

i=1 aieiji,e |ai| =

1,então
∑2n

i=1 ai = 2n,−2n ou 0, o que implica que 2n/
∑2n

i=1 ai

Com os resultados então obtidos anteriormente é posśıvel adaptarmos tudo

que foi visto no caṕıtulo anterior para provamos que B2 ⊂ E2 em PSLn(Q).

Considerando U2, U2 = {1 + α(1 − s)/α ∈ Z(G)} e V = {1 + α(1 −
s)}, ε(α) é par subgrupos em U(Z(G)). Sendo G um grupo extra-especial sabemos

que B2 está em V e sendo V ∼=
U2

{Id,−Id}
vamos estudar as unidades bićıclicas

como subgrupo em PSLn(Q) =
SLnQ

Z(SLn(Q))
.

Através do isomorfismo F : Q(G)E → M2n(Q) é posśıvel definir um mono-

morfismo ϕ : U2 → ϕ(U2) de tal forma que se u = 1 +
∑
agg(1 − s),

∑
agg ∈

Z(G) ∈ U2entãoϕ(u) = Id + 2
∑
agF (gE), E =

(1− s)
2

em SLn(Z).

Sabendo que B2 ⊂ V, o lema a seguir nos fornece uma maneira direta de

expressarmos z = µz1,z2 ∈ B2 , como elemento de U2.

Lema 4.1. Se µz1,z2 é uma unidade bićıclica em U(Z (G)) não nula então:

µz1,z2 = 1 + (z1z2 − z2)(1− s)
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Demonstração. Basta observar que sendo z1 = u1u2 . . . unI ∈ G então ◦ (z1) =

4 ⇔ existe um número ı́mpar de termos ui, 1 ≤ i ≤ n, ◦(ui) = 4. Logo < z1 >=

{1, z1, s, sz1} e neste caso sendo G extra-especial ,segue que :

z−12 z1z2z
−1
1 = 1 ou z−12 z1z2z

−1
1 = s

o que implica a trivialidade da unidade bićıclica.Caso contrário se ◦(z1) = 2 e

µz1,z2 6= 1 então z−12 z1z2z
−1
1 6= 1, o que implica que z−12 z1z2z

−1
1 = s.Logo z1z2 =

sz2z1 e o resultado segue análogo ao caṕıtulo anterior. �

Observação 4.3. Sabendo que µz1,z2 = 1 + (z1z2 − z2)(1− s), α1 = (z1z2 − z2)(1−
s) então ϕ(µz1,z2) = Id + F (α1), F (α1)

2 = 0 e além disso F (α1) = α+ β, onde α =

2F (z1z2E) e β = −2F (z2E).

De acordo com as notações acima seguem os dois lemas abaixo de demons-

trações análogas ao caṕıtulo anterior.

Lema 4.2. Seja µz1z2 uma unidade bićıclica não nula.Se ϕ(µz1,z2) = Id+α+β, onde

α e β possuem imagens em posições disjuntas em M2n(Q) ambas fora da diagonal

então αβ e βα não possuem termos na diagonal.

Lema 4.3. Tomando a unidade bićıclica como no lema anterior,então α2 + β2 =

0 e αβ + βα = 0, αβ 6= 0.

Lema 4.4. Dados α=F (gE)=
2n∑
i=1

aieili e β = (g1E) =
2n∑
i=1

aieibi elementos em

posições disjuntas em M2n(Q) segue que bi 6= li, 1 ≤ i ≤ 2n. Considere agora A1 =

{(i, li)/1 ≤ i ≤ 2n} e B1 = {(i, bi)/1 ≤ i ≤ 2n} conjuntos de ı́ndices que represen-

tam respectivamente as posições de cada termo de α e β.Então existem subcon-

juntos Ak1 ⊂ A1 e Bk
1 ⊂ B1, A

k
1 = {(ik, lk)/1 ≤ k ≤ 2n−1 e (ik, lk) 6= (lj, ij), k 6=

j} e Bk
1 = {(ik, bk)/1 ≤ k ≤ 2n−1 e (ik, bk) 6= (bj, ij), k 6= j}

Demonstração. Sabemos que existe um subconjunto A
′
1={(ik, lk)

/1 ≤ k ≤ 2n−1 e (ik, lk) 6= (lj, ij), k 6= j}⊂ A1. Como os termos

de β percorrem todas as linhas de M2n(Q) então para cada ik, 1 ≤ k ≤ 2n existe

P1 = (ik, bk) que denota a posição de um termo deβ. À partir disso formamos o

conjunto B1 = {(ik, bk) / 1≤ k≤ 2n−1}.
Vamos considerar então em B1 2 subconjuntos dados por:

B
′
1={(ikl , bkl)/ 1 ≤ l ≤ m, (ikl1 , bkl1 ) 6= (bkl2 , ikl2 ) sempre que l1 6= l2} e

B
′
2 = {(ikj , bkj)/m < j ≤ 2n−1, (ikl , bkl) = (bkl+1

, ikl+1
),m + 1 ≤ l ≤ (2n−1 − 1)

onde m denota o número de elementos de B
′
1. Para feitos de simplificação

tome B
′
1 = {(ik, bk), 1 ≤ k ≤ m} e B

′
2 = {(ij, bj)/m + 1 ≤ j ≤ 2n−1}.Por sua vez a

decomposição de B1 gera uma decomposição em A
′
1 da seguinte forma:
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A
′′

1 = {(ik, lk)/1 ≤ k ≤ m} e A
′′

2 = {(ij, lj)/m+ 1 ≤ j ≤ 2n−1}

.

Afirmação : Considerando A
′′
1 ⊂ A

′
1, A

′′
1 = {(ik, lk)/1 ≤ k ≤ m < 2n−1 e B

′
1 ⊂

B1, B
′
1 = {(ik, bk)/1 ≤ k ≤ m < 2n−1, então tomando (im+1, lm+1) ∈ A

′
1 é posśıvel

com A
′′
1 e B

′
1 encontrarmos 2 novos conjuntos:

Ak
′

1 = {(ik, lk)/1 ≤ k ≤ m+1} e Bk
′

1 = {(ik, bk)/1 ≤ k ≤ m+1 e (ik, bk) 6= (bj, ij) para k 6= j}

Demonstração:Se (im+1, lm+1)é um elemento de A
′
1 existe (im+1, bm+1) um ele-

mento de B1 e consideramos os novos conjuntos :

A1
′

1 = {(i1, l1), (i2, l2), . . . (ik, lk) . . . (im, lm), (im+1, lm+1)}

B1
′

1 = {(i1, b1), (i2, b2), . . . (ik, bk) . . . (im, bm), (im+1, bm+1)}

Se (bm+1, im+1) 6= (ik, bk),1 ≤ k ≤ m então está provado. Caso contrário se

(bm+1, im+1)
.
= (ik, bk) para algum k e sabendo que na (l+1)-ésima linha existe um

termo de β na posição (lm+1, b
′
m+1) tome então:

A2
′

1 = {(i1, l1), (i2, l2), . . . (ik, lk) . . . (im, lm), (lm+1, im+1)}

B2
′

1 = {(i1, b1), (i2, b2), . . . (ik, bk) . . . (im, bm), (lm+1, b
′

m+1)}

Veja que (lm+1, b
′
m+1) 6= (bk, ik) pois se (lm+1, b

′
m+1)

.
= (bk, ik) ⇒ lm+1 =

bk = im+1 o que gera uma contradição.Se (lm+1, b
′
m+1) 6= (bj, ij), j 6= k então está

provado.Caso contrário se (lm+1, b
′
m+1)

.
= (bj, ij) que sem perda de generalidade

tome (bj, ij) = (b2, i2) obtemos então:

A3
′

1 = {(i1, l1), (l2, i2), . . . (ik, lk) . . . (im, lm), (lm+1, im+1)}

B3
′

1 = {(i1, b1), (l2, b
′

2), . . . (ik, bk) . . . (im, bm), (lm+1, b
′

m+1)}

Analogamente (b
′
2, l2) 6= (lm+1, b

′
m+1) pois se (b

′
2, l2)

.
= (lm+1, b

′
m+1)⇒ b

′
m+1 = l2 = i2

o que gera uma contradição .Da mesma forma que (l2, b
′
2) 6= (bk, ik) pois se (l2, b

′
2)

.
=

(bk, ik)⇒ bk = l2 = im+1 o que também é uma contradição.

Como temos um número finito de termos então o processo termina após k

passos, obtendo os conjuntos Ak
′

1 e Bk
′

1 desejados.

De acordo com isso, tomando A1
1 = A

′′
1∪A∗1, A∗1 = {(im+1, lm+1), (im+2, lm+2)}

observando que A
′
1 gera o conjunto B∗1 = {(im+1, bm+1), (im+2, bm+2)} ⊂

44



B
′
2 é posśıvel encontramos B1

1 = {(ik, bk), 1 ≤ k ≤ m+ 2 e (ik, bk) 6= (bj, ij), k 6= j}
Da mesma forma considerando A2

1 =A1
1∪A

′
2, A

′
2= {(im+3, lm+3), (im+4, lm+4)}

notando que A
′
2 gera o conjunto B

′′
2 = {(im+3, bm+3), (im+4, bm+4)} ⊂ B

′
2 então

obtemos B2
1 = {(ik, bk), 1 ≤ k ≤ m+ 4 e (ik, bk) 6= (bj, ij), k 6= j}

Após um número finito de k passos, obtemos então Ak1 = {(ij, lj)/1 ≤ j ≤

2n−1 e Bk
1 = {(ij, bj)/1 ≤ j ≤ 2n−1} os conjuntos então desejados , k =

2n−1 −m
2

�

Desse jeito definindo Ak
′

1 = {(lj, ij)/1 ≤ j ≤ 2n−1} e Bk
′

1 = {(bj, ij)/1 ≤
j ≤ 2n−1} e tomando α1 como a soma dos temos de α que tem como ı́ndices os

elementos de Ak1 e β1 como a soma dos termos de β que possui como ı́ndices os

elementos de Bk
1 , temos a seguinte decomposição:

α = α1 + α2 e β = β1 + β2

É fácil ver que α2 e β2 são formados respectivamente da soma de termos

cujos ı́ndices fazem parte dos conjuntos Ak
′

1 e Bk
′

1 respectivamente. Também por

uma verificação rápida seguem as igualdades:

α2
1 = β2

1 = α2
2 = β2

2 = 0 e α1β1 = α2β2 = β1α1 = β2α2 = 0

De α2 + β2 = 0 e αβ + βα = 0 temos:(α1 + α2)(α1 + α2) + (β1 + β2)(β1 + β2) = 0

(α1 + α2)(β1 + β2) + (β1 + β2)(α1 + α2) = 0

Disto utilizando as igualdades acima obtemos:α1α2 + α2α1 + β1β2 + β2β1 = 0

α1β2 + α2β1 + β1α2 + β2α1 = 0

Temos então o seguinte lema cuja demonstração é análoga ao caṕıtulo ante-

rior:

Lema 4.5. Seja ϕ(µz1,z2) = Id +α+β, α e β possuem imagens disjuntas e fora da

diagonal. Então de acordo com a decomposição anterior segue que α1β2 + β1α2 =

0 e α2β1 + β2α1 = 0.

De acordo com os resultados preliminares segue o teorema principal do

caṕıtulo.

Teorema 4.1. Sendo B2⊂U(ZG)). Então B2 ⊂ E2 como subgrupo

de PSLn(Q) através do monomorfismo ϕ : U2 → ϕ(U2) ⊂M2n(Q).
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Demonstração. Caso 1 : Seja µz1,z2 ∈ B2,ϕ(µz1,z2) = Id +α+ β ondeα e β ocu-

pam posições disjuntas em M2n(Q) então:

ϕ(µz1,z2) = Id + (α1 + α2) + (β1 + β2)

Observemos que (α1 + β1)(α2 + β2) = α1α2 + α1β2 + β1α2 + β1β2 =

0, pois α1α2 + β1β2 = 0 e α1β2 + β1α2 = 0 e portanto:

Id + α + β = (Id + α1 + β1)(Id + α2 + β2) =

(Id + α1)(Id + β1)(Id + α2)(Id + β2)

Pela formação de α1, α2, β1 e β2 segue que:

α1 =
(
Id +

∑2n−1

i=1 aieili

)
=
∏2n−1

i=1 (Id + aieili),

α2 =
(
Id +

∑2n−1

i=1 a
′
ielii

)
=
∏2n−1

i=1 (Id + a
′
ielii),

β1 =
(
Id +

∑2n−1

i=1 dieibi

)
=
∏2n−1

i=1 (Id + dieibi),

β2 =
(
Id +

∑2n−1

i=1 d
′
iebii

)
=
∏2n−1

i=1 (Id + diebii),

visto que (i, li) 6= (lj, j) e (i, bi) 6= (bi, i) sempre que i 6= j. Sendo |ai| =

|a′i| = |di| = |d
′
i| = 2 resulta que ϕ(µz1,z2) ⊂ E2.

Caso2: Seja µz1,z2 ϕ(µz1,z2) = Id + α + β, onde α e β ocupam respectivamente

suas posições na diagonal e fora da diagonal em M2n(Q) então:

β = b1ei1l1 + b2el1i1 + +b3ei2l2 + b4el2i2 + . . .+ b2nel2n−1 i2n−1 e

α = a1ei1i1 + a2el1l1 + a3ei2i2 + a4el2l2 + . . .+ a2nel2n−1 l2n−1

De (α + β)2 = 0 temos as seguintes igualdades:

α2 + β2 = 0 e (4.1)

αβ + βα = 0 (4.2)

De (2.1) segue que:
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

a21 = −(b1b2)

a23 = −(b3b4)
... =

...

a2k+1 = −(b2k+1b2k+2), 0 ≤ k ≤ (2n−1 − 1)

Da mesma forma que de (2.2) temos:

a1b1 + b1a2 = 0

a3b3 + b3a4 = 0

a5b5 + b5a6 = 0
... +

... =
...

a2k+1b2k+1 + b2k+1a2k+2 = 0, 0 ≤ k ≤ (2n−1 − 1)

Das equações acima sendo |ai|=|bi| = 2, 1 ≤ i ≤ 2n ⇒ (b2k+1b2k+2) = −4, 0 ≤
k ≤ (2n−1 − 1) e também a2k+1 = −a2k+2, 0 ≤ k ≤ (2n−1 − 1). Portanto α terá

metade de termos positivos e metade de termos negativos. Suponha então sem

perda de generalidade que:

α = 2ei1i1 − 2el1l1 + 2ei2i2 − 2el2l2 + 2ei3i3 − 2el3l3 + . . . 2ei2n−1 i2n−1 − 2el2n−1 l2n−1 .

Logo Id+α+β= 3ei1i1−el1l1 +3ei2i2−el2l2 +3ei3i3−el3l3 + . . .+3ei2n−1 i2n−1 −
el2n−1 l2n−1 + β

Sendo Id + α + β = −(Id + α + β) segue que:

Id+α+β = −3ei1i1 +el1l1−3ei2i2 +el2l2−3ei3i3 +el3l3 +. . .−3ei2n−1 i2n−1 +el2n−1 l2n−1−β

.

Veja então que:

(Id − b1ei1l1 − b3ei2l2 − b5ei3l3 + . . .+ (−b2n−1ei2n−1 l2n−1 )).

(Id − b2el1i1 − b4el2i2 − b6el3i3 + . . .+ (−b2nel2n−1 i2n−1 )) =

(Id − β + (b1b2)ei1i1 + (b3b4)ei2i2 + (b5b6)ei3i3 + . . .+ (b2n−1b2nei2n−1 i2n−1 )) =

(−3ei1i1 + el1l1 − 3ei2i2 + el2l2 − 3ei3i3 + . . .− 3ei2n−1 i2n−1 + el2n−1 l2n−1 − β) =

(Id + α + β).

Note que:

(
Id −

∑2n−1−1
k=0 b2k+1ei(k+1)l(k+1)

)
=
∏2n−1−1

k=0 (Id − b2k+1ei(k+1)l(k+1)) e(
Id −

∑2n−1

k=1 b2keiklk

)
=
∏2n−1

k=1 (Id − b2keiklk)
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pois (ij, lj) 6= (lk, ik) sempre que j 6= k. Sendo |bi| = 2 ∀ 1 ≤ i ≤ 2n segue

que ϕ(µz1,z2) ⊂ E2.

Caso 3: Seja µz1,z2 ϕ(µz1,z2) = Id + α + β, onde α e β ocupam respectiva-

mente as mesmas posições em M2n(Q). Sabendo que (α + β)2 = 0 então:

ϕ(µz1,z2) = Id + b1ei1l1 + b2ei2l2 + +b3ei3l3 + . . . + bkeiklk onde k = 2n−1 pela

proposição 4.5 e (ij, lj) 6= (lk, ik) para j 6= k.

Logo ϕ(µz1,z2) =
∏k

j=1(Id + bjeij lj) e como nesse caso |bj| = 4 ∀1 ≤ j ≤
k então ϕ(µz1,z2) ⊂ E2, provando o resultado para todos os casos. �

Definição:Dizemos queu1E =
∑2n

i=1 aieiji e u2E =
∑2n

i=1 bieij′i
estão no mesmo

bloco sempre que ji = j
′
i ∀ 1 ≤ i ≤ 2n.

Podemos dizer então que dois elementosu1 e u2 estão no mesmo bloco se as

suas imagens ocupam as mesmas posições na matrizM2n(Q).

Teorema 4.2. Teorema da generalização dos blocos:Existem exatamente 2n blocos

disjuntos onde se divide o conjuntoA = {gE/g ∈ G} através do isomorfismoF →
mathbbQ(GE) ∼= M2n(Q), incluindo a diagonal. Além disso em cada bloco fora da

diagonal existem 2n elementos de ordem 2 e 2n elementos de ordem 4.

Demonstração. Suponha válido paran e vamos mostrar que vale paran+ 1:

Seja u ∈ Gn+1, então uE = (wE).(u1E), w e u1 estão respectivamente

em Gn e D4. Pela hipótese de indução segue quewE possui 2n possibilidades

de posições disjuntas emM2n(Q). Sendou1E = a1e11 + a2e22 ou u1E = b1e12 + b2e21

e sabendo quewE =
∑2n

i=1 aieiji então uE = (wE).(u1E) possuirá 2 posições

disjuntas para cadawE fixo. Como temos 2n possibilidades parawE teremos no

total 2n+1 possibilidades de posições disjuntas parauE possuindo portanto 2n+1

blocos disjuntos onde se divide o conjunto A.

Fixando um blocoDj e tomando wE cuja posição emM2n(Q) esteja

emDj, entãowE = (u1E)(u2E), u2E ∈ D4E. Temos então 2 posições a conside-

rar:

Caso1: Considere u2E está na diagonal:

Veja que nesse caso temos então 2 possibilidades a conside-

rar:u2E = Id ou u1E = a1e11 + a2e22, a1a2 = −1. Então se ◦(wE) =

2 e wE = (u1E)(u2E) segue que ◦(u1E) = 2 e por hipótese de indução te-

mos 2n−1 possibilidades parau1E e tendo 2 possibilidades parau2E segue então

temos 2n possibilidades para wE. Se ◦(wE) = 4 implica que ◦(u1E) = 4 e de

maneira análoga temos 2n possibilidades para wE.

Caso 2: Considereu2E está fora da diagonal:

Então ◦(u2E) = 2 ou ◦(u2E) = 4. Se ◦(wE) = 2 com ◦(u1E) fora da dia-

gonal então utilizando a hipótese de indução temos 2n−1 possibilidades parau1E
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fixando qualquer uma das duas ordens parau2E temos portanto 2n possibilidades

parawE. Racioćınio análogo vale para quando ◦(wE) = 4.

Quando u1E está na diagonal podemos escrever wE = (u
′
1E)(w1E) u

′
1E ∈

D4E e w1E ∈ Gn e novamente utilizando a hipótese de indução para w1E vemos

que wE possui 2n possibilidades tendo ordem 2 e tendo ordem 4. �

As proposições e teoremas posteriores terão como objetivo provar que E2n+1 ⊂
ϕ(B2), sendo B2 um subgrupo em U(Z(G).

Proposição 4.4. Dados 2 elementos u1 e u2 ∈ G onde ◦(u1) = 2 e ◦(u2) = 4, e

além disso F (u1E) e F (u1E) estão no mesmo bloco Dj e fora da diagonal em

M2n(Q). Então existe uma unidade bićıclica µz1,u1 onde:

ϕ(µz1,u1) = Id + 2F (u2E)− 2F (u1E)

Demonstração. Considerando z1 = u2u1 é fácil ver que z21 = 1 e além disso

u−11 z1u1 6∈< z1 >. Então pelo lema 1.3 µz1,u1 6= 1 e µz1,u1 = 1 + (u2 − u1)(1 − s)
seguindo o resultado.

Veja também que se ◦(u1) = 4 e ◦(u2) = 2, considerando a unidade bićıclica

µz2,u2s, z2 = u1u2 de maneira análoga verifica-se que a mesma é não trivial e con-

seqüentemente

ϕ(µz2,u2s) = Id + 2F (u2E)− 2F (u1E)

.

A rećıproca também é verdadeira, pois tomando µz1,w1 = 1+(z1w1−w1)(1−s)
uma unidade bićıclica não trivial se ◦(z1w1) = 2 então ◦(w1) = 4, pois se ◦(w1) = 2

usando o fato que ◦(z1) = 2 e que z1w1 = sw1z1 então teŕıamos ◦(z1w1) = 4 o que

gera uma contradição. De maneira análoga se ◦(z1w1) = 4 então ◦(w1) = 2. �

Observação 4.4. As unidades bićıclicas que trabalharemos abaixo são

da forma ϕ(µz1,u1)=Id + α, α=2F (z1u1E) − 2F (u1E) onde 2F (z1u1E) =

2(Σ2n

i=1aieiji) e 2F (u1E) = 2(Σ2n

i=1bieiji)i 6= ji e |ai| = |bi| = 1 ∀1 ≤ i ≤ 2n .

Usando a propriedade elementar de unidades bićıclicas que α2 = 0 e pela pro-

posição 4.5 segue que:

α = 2(Σ2n−1

i=1 cikeikjik ), cik 6= 0 e cik = (aik − bik). Além disso para cada k1 fixo temos

que jik1 6= ik ∀ 1 ≤ k ≤ 2n−1.

.

A partir de agora consideraremos Gn como o grupo G formado pelo produto

central de n cópias isomorfas de D4.

Proposição 4.5. Dada uma unidade bićıclica µz1,w1 6= 1 em U(Z(Gn)) onde

ϕ(µz1,w1) = Id + α como citado acima. Tomando então qualquer elemento u
′
1 ∈ D4,
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então existe uma unidade bićıclica µ
′
z2,w2

em U(Z(Gn+1)) onde:

ϕ(µ
′

z2,w2
) = Id + α⊗ (u

′

1E)

Demonstração. Sabendo que em U(Z(Gn)) temos que ϕ(µz1,w1) = Id +

2F (z1w1E) − 2F (w1E), F é o isomorfismo de Q(GnE) em M2n(Q). Para efeitos de

simplificação considere 2F (z1w1E) − 2F (w1E) = 2(z1w1E) − 2(w1E) = α. Então

α(u
′
1E) = 2((z1w1)u

′
1E) − 2(w1u

′
1E). Suponha sem perda de generalidade que

◦(z1w1) = 4 e ◦(w1) = 2. Se ◦(u′1) = 1 ou 2 então ◦((z1w1)u
′
1) = 4 e ◦(w1u

′
1) =

2. Caso contrário se ◦(u′1) = 4 então ◦((z1w1)u
′
1) = 2 e ◦(w1u

′
1) = 4. Pela pro-

posição anterior existe então uma unidade bićıclica,µz2,w2 em U(Z(Gn+1)) onde:

ϕ(µz2,w2) = Id + 2((z1w1)u
′

1E)− 2(w1u
′

1E) = Id + α(u
′

1E)

�

Observação 4.5. Note então que o produto den unidades bićıclicas da forma

ϕ(µi) = Id +αi, 1 ≤ i ≤ n onde os α
′
is ocupam as mesmas posições em M2n(Q) isto

éαi =
∑2n−1

k=1 a
i
kekjk∀1 ≤ i ≤ n gerará um produto de n unidades bićıclicas

emU(Z(Gn+1)),pois além disso comoαiαj = 0 segue que:

ϕ(µ1)ϕ(µ2) . . . ϕ(µn) = (Id +α1)(Id +α2) . . . (Id +αn) = (Id + (α1 +α2 + . . .+αn)).

Tomandou ∈ D4 um elemento qualquer temos que (α1 +α2 + . . .+αn)u1E =

(α1u1E + α2u1E + . . .+ αnu1E) emQ(Gn+1)E).

Em seguida considerando a identidade Id emM2n+1(Q) resulta em (Id +

α1u1E + α2u1E + . . .+ αnu1E) = (Id + α1u1E)(Id + α2u1E) . . . (Id + αnu1E)

visto que pela proposição anterior (Id+αiu1E) são unidades bićıclicas emU(Z(Gn+1))

onde conseqüentementeαiu1E ocupam as mesmas posições emM2n+1(Q),onde 1 ≤
i ≤ n.

Teorema 4.3. Seja B2 o subgrupo gerado pelas unidades bićıclicas em

U(Z(Gn)). EntãoE2n+1 ⊂ ϕ(B2).

Demonstração. Vamos provar por indução a seguinte afirmação: (Id +

2n+1ei1j1), i1 6= j1 é o produto de 2n−1 unidades bićıclicas da forma ϕ(µi) =

Id + αi, αi = 2F (u1E) − 2F (u2E) ondeu1E e u2E ocupam as mesmas posições em

um mesmo bloco Dj fora da diagonal em M2n(Q).

Sabemos por produto tensorial que dado e
′′
ij um elemento da base matricial

emM2n+1(Q), segue que e
′′
ij = ei1j1⊗e∗l1l2 , ei1j1 e e∗l1l2 são respectivamente elementos

das bases matriciais emM2n(Q) eM2(Q). Suponha sem perda de generalidade que i

é ı́mpar e j é par e então e
′′
ij = ei1j1 .e

∗
12.

Caso 1: Suponha que i1 6= j1. Tomando então um elemento u ∈ D4,uE =

e∗12 + e∗21, então pela observação anterior e pela hipótese de indução temos que:
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(Id+((2n+1ei1j1)u1E)) = (Id+((2n+1ei1j1)(e
∗
12+e∗21)) = (Id+2n+1e

′′
ij+2n+1e

′′

(i+1)(j−1)).

Sendo portanto o produto de 2n−1 unidades bićıclicas ϕ(µ
′
i) = Id + α

′
i, α

′
i ocupam

as mesmas posições emM2n+1(Q).

De maneira análoga tomando u1E = e∗12 − e∗21 emD4 então (Id +

((2n+1ei1j1)(e
∗
12 − e∗21)) = (Id + 2n+1e

′′
ij − 2n+1e

′′

(i+1)(j−1)). Sendo também o produto

de 2n−1 unidades bićıclicas ϕ(µ
′′
i ) = Id + α

′′
i onde tanto α

′′
i quanto α

′
i ocupam as

mesmas posições emM2n+1(Q).

Logo (Id + 2n+1e
′′
ij + 2n+1e

′′

(i+1)(j−1))(Id + 2n+1e
′′
ij − 2n+1e

′′

(i+1)(j−1)) =

(Id + 2n+2e
′′
ij) é o produto de 2n unidades bićıclicas emU(Z(Gn+1))

Caso 2: Suponha agora que i1 = j1 e então e
′′
ij = ei1j1e

∗
12, i1 = j1 e ei1j1 é

um elemento da base matricial emM2n(Q).

Utilizando produto tensorial de matrizes sabemos que ei1j1 = e
′

ll⊗e∗kk, e
′

ll e e∗kk
são elementos respectivamente das bases matriciais emM2(Q) e M2n(Q). Segue

então que e
′′
ij = (e

′

ll.e
∗
kk)e

∗
12, chamando el1l2 = e∗kke

∗
12 que é um elemento

deM2n(Q). Por hipótese de indução temos que (Id + (2n+1)el1l2 é o produto de 2n−1

unidades bićıclicas emU(Z(Gn)),ϕ(µi) = Id + αi, αi ocupam as mesmas posições

emM2n(Q). Suponha sem perda de generalidade que e
′

ll = e
′
11 e tome u1 eu2 ∈

D4,u1 = e
′
11 + e

′
22 e u2 = e

′
11 − e

′
22. Por racioćınio análogo ao caso anterior

segue (Id + ((e
′
11 + e

′
22)(2

n+1el1l2)) e (Id + ((e
′
11 + e

′
22).(2

n+1el1l2) são respectiva-

mente o produto de 2n−1 unidades bićıclicas emM2n+1(Q) com imagens na mesma

posição. Sabendo que e
′
11el1l2 = e

′′
ij e e

′
22(el1l2) = e

′′

(2n+i)(2n+j) então (Id + 2n+1e
′′
ij +

2n+1e
′′

(2n+i)(2n+j))(Id+2n+1e
′′
ij−2n+1e

′′

(2n+i)(2n+j)) é o produto de 2n unidades bićıclicas

emU(Z(Gn+1)), o que conclui-se que ((Id + 2n+2e
′′
ij) ∈ B2.

Vamos provar que é válido paran = 1:

Sabemos do isomorfismoQ(G1)E ∼= M2(Q) que existe um elemento de or-

dem 2 e outro de ordem 4 dados respectivamente poru1 = e12 + e21 e u2 = e12− e21.
Pela proposição 4.6 existe uma unidade bićıclica µz1,u1 ∈ U(Z(G1)) onde:

ϕ(µz1,u1) = Id + 2F (u2E)− 2F (u1E)

Chamando α = 2F (u2E) − 2F (u1E) sabendo que α2 = 0 da propriedade

elementar de unidades bićıclicas entãoα = ±4e12 ou α = ±4e21. Suponha sem perda

de generalidade queα = 4e12. Calculando, temos também que ϕ(µsz1,u1) = Id−4e21.

Disto conclui-se então que:

E22 ⊂ B2 ⊂ U(Z(G1))

. �
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A
Apêndice

Seja µz1,z2 uma unidade bićıclica não trivial em U(Z(G)) onde G é grupo-

extra especial de ordem 32. Vamos considerar então a imagem de algumas unidades

bićıclicas ϕ(µz1,z2) = Id+α+β mediante os três casos posśıveis com suas respectivas

decomposições:

Caso1: Quando α eβ possuem imagens nas mesmas posições e fora da diagonal:

µa,u 7−→


1 0 −4 0

0 1 0 −4

0 0 1 0

0 0 0 1

=


1 0 −4 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 ·


1 0 0 0

0 1 0 −4

0 0 1 0

0 0 0 1



µa,u 7−→


1 0 −4 0

0 1 0 −4

0 0 1 0

0 0 0 1

=


1 0 −4 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 ·


1 0 0 0

0 1 0 −4

0 0 1 0

0 0 0 1



µa,uw∗ 7−→


1 0 0 −4

0 1 −4 0

0 0 1 0

0 0 0 1

=


1 0 0 0

0 1 −4 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 ·


1 0 0 −4

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


Caso 2: Quando α eβ possuem imagens em que uma delas está na diagonal e a

outra fora da diagonal.

µt,b 7−→


1 −0 −2 0

−0 1 0 −2

2 0 −3 0

0 2 0 −3

=


1 0 −0 0

0 1 0 0

2 0 1 0

0 2 0 1

 ·

−1 −0 −2 0

0 1 0 −2

0 0 1 0

0 0 0 1



µt,bb∗ 7−→


−1 0 −2 −0

0 −3 0 2

2 0 −3 0

0 −2 0 1

=


1 0 −0 0

0 1 0 2

2 0 1 0

0 0 0 1

 ·

−1 0 −2 −0

−0 1 0 0

0 0 1 0

0 −2 0 1


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µt∗,b∗ 7−→


−1 −2 −0 0

2 −3 0 0

0 0 1 −2

0 0 2 −3

=


1 0 −0 0

2 1 0 0

2 0 1 0

0 0 2 1

 ·

−1 −2 −0 0

0 1 0 0

0 0 1 −2

0 0 0 1



µbt∗,w∗ 7−→


−3 −2 0 0

−2 1 0 0

0 0 1 2

0 0 −2 −3

=


1 2 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 −2 1

 ·


1 −0 0 0

−2 1 −0 0

0 0 1 −2

0 0 0 1


Caso 3 : Quando α eβ possuem ambas imagens fora da diagonal e em posições

disjuntas.

µt,bw∗ 7−→


−1 −2 0 −2

2 1 −2 0

0 −2 1 2

2 0 −2 1

=


1 −2 0 2

0 1 0 −0

0 −2 −1 2

0 0 0 1

·

−1 0 0 0

2 1 −2 0

0 −0 1 0

2 0 −2 1



µt∗,ub∗ 7−→


1 −0 −2 2

0 1 −2 2

−2 2 1 2

−2 2 0 −1

=


1 −0 −2 2

0 1 −2 −2

0 0 1 0

0 0 0 1

·


1 0 −0 0

0 −1 0 0

−2 2 1 0

−2 2 0 1



µut∗,w∗ 7−→


−1 −2 −2 0

2 1 0 −2

2 0 1 −2

0 −2 2 1

=


1 −0 −0 0

2 1 0 −2

2 0 1 −2

0 0 0 1

·

−1 −2 2 0

0 1 −0 0

0 0 1 0

0 −2 2 1


Formação das unidades bićıclicasB2 ⊂ U(Z(G1)) através das unidades

bićıclicasB2 ⊂ U(Z(D4)), o que nos permite provar que Id + 8eij, i 6= j ∈ B2 em

U(Z(G1)). Para isso vamos dividir o estudo em 3 blocos onde de divide o conjunto

de ı́ndices fora da diagonal:

Caso1: Bloco formado pelas posições (1, 3), (3, 1), (2, 4) e (4, 2):

SendoD4 = 〈x, v, x2 = v4 = 1/x−1vx = v3〉 , z(D4) = D
′
4 = {1, v2 = s}, considere o

isomorfismoF (Q(D4E →M2(Q), E =
1− s

2
onde:

F (xE) = Id + e11 − e22 e F (vE) = I2 + e12 − e21.
De acordo com issoϕ(µx,sv) = I2 + 2F (xvE)− 2F (svE) = I2 + 4e21. Então:

µ1 = I4 + (4e21 ⊗ (e∗11 + e∗22)) = I4 + 4e
′
31 + 4e

′
42 e

µ2 = I4 + (4e21 ⊗ (e∗11 − e∗22)) = I4 + 4e
′
31 − 4e

′
42

são unidades bićıclicas em U(Z(G1)).

Conclusão: µ1.µ2 = I4 + 8e
′
31 e µ1.(µ2)

−1 = I4 + 8e
′
42 ∈ B2

Da mesma forma sendoϕ(µsx,v) = I2+2F (sxvE)−2F (vE) = Id+4e12, então:

µ
′
1 = I4 + (4e12 ⊗ (e∗11 + e∗22)) = I4 + 4e

′
13 + 4e

′
24e

µ
′
2 = I4 + (4e12⊗ (e∗11 + e∗22)) = I4 + 4e

′
13−4e

′
24 são unidades bićıclicas emU(Z(G1)).
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Logo µ
′
1.µ

′
2 = I4 + 8e

′
13 e µ1.(µ2)

−1 = I4 + 8e
′
24 ∈ B2

Caso2: Bloco formado pelas posições (1, 4), (4, 1), (2, 3) e (2, 3):

Veja que e
′
14 = e12 ⊗ e∗12. Tomando então u1 = e12 + e21 e u2 = e12 −

e21,elementos de D4E é fácil ver que:

µ3 = I4 + (4e21 ⊗ (e∗12 + e∗21)) = I4 + 4e
′
32 + 4e

′
41,

µ4 = I4 + (4e21 ⊗ (e∗12 − e∗21)) = I4 + 4e
′
32 − 4e

′
41,

µ
′
3 = I4 + (4e12 ⊗ (e∗12 + e∗21)) = I4 + 4e

′
14 + 4e

′
23,

µ
′
4 = I4 + (4e12 ⊗ (e∗12 − e∗21)) = I4 + 4e

′
14 − 4e

′
23

Logo µ3.µ4 = I4 + 8e
′
32, µ3.µ

−1
4 = I4 + 8e

′
41, µ

′
3.µ

′
4 = I4 + 8e

′
14, e µ

′
3.µ
−1
4 =

I4 + 8e
′
23 ∈ B2.

Caso 3: Bloco formado pelas posições (1, 2), (2, 1), (3, 4) e (4, 3) :

Note que e12 = e11⊗ e12 então considerandoϕ(µs∗x∗,v∗) = I2 + 4e12, segue que

tomando 2 elementos emD4 dados por I2 = u1 = e11 + e22 ex = e11− e22 temos que:

µ
′′
1 = µs∗x∗,v∗ = I4 + ((e11 + e22)(4e

∗
12)) = I4 + e

′
12 + 4e

′
34,

µ
′′
2 = µs∗x∗,xv∗ = I4 + ((e11 − e22)(4e∗12)) = I4 + e

′
12 − 4e

′
34

µ
′′
3 = µx∗,s∗v∗ = I4 + ((e11 + e22)(4e

∗
21)) = I4 + e

′
12 + 4e

′
43

µ
′′
4 = µx∗,xs∗v∗ = I4 + ((e11 − e22)(4e∗21)) = I4 + e

′
12 − 4e

′
43

são unidades bićıclicas emU(Z(G1)). Logoµ
′′
1 .µ

′′
2 = I4 + 8e

′
12, µ

′′
1 .(µ

′′
2)−1 = I4 +

8e
′
34, µ

′′
3 .µ

′′
4 = I4 + e

′
43 e µ

′′
3 .(µ

′′
4)−1 = I4 + 8e

′
43 estão emB2.
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