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Isaac newton

"0 que sabemos € uma gota,o
que ignoramos € um oceano.Mas
0 que Seria 0 0ceano Senao

infinitas gotas?”

v



Agradecimentos

Gostaria de agradecer a Deus em primeiro lugar a minha familia por todo o
apoio. Agradeco muito ao meu orientador pela sua paciéncia e companheirismo. Nao
posso deixar de agradecer ao meu amigo Benaia pela sua prontidao em sempre me
ajudar com o Latex e a Cristiane de Mello por toda a ajuda e troca de experiéncias.
Finalmente agradeco a todos os professores desde a época do mestrado com quem tive
contato que me influenciaram e inspiraram, ajudando portanto no meu crescimento

profissional.



Resumo da Tese apresentada ao IM/UFRJ como parte dos requisitos necessarios

para a obtencao do grau de Doutor em Ciéncias (D.Sc.)

COTAS PARA O INDICE DO SUBGRUPO GERADO PELAS UNIDADES
BICICLICAS NO GRUPO DE UNIDADES DO ANEL DE GRUPO INTEIRO
DE GRUPOS EXTRA-ESPECIAIS

Elaine Araujo da Silva

/2017

Orientador: Guilherme Augusto de La Rocque Leal

Programa: Matematica

No estudo de alguns subgrupos invertiveis do anel de grupo ZD, Jespers e
Leal construiram um isomorfismo de grupos que nos permite estudar as unidades
biciclicas em M(Q) ,sendo as mesmas um conjunto de inversiveis em ZDy Dy é o
grupo diedral. Considerando By o subgrupo em U(ZD,) gerado pela mesmas , segue
que nesse caso By C E5 é uma inclusao direta e trivial. Além disso temos que E; C

By, E, é o subgrupo gerado pelas matrizes elementares em SI(Z) da forma I; +
D4 X DZ

I
DyelI C Dyx D} éum subgrupo escolhido para que Z(G) = G' = {1, s}, vamos

ne;;, ¢ # j. Trabalhando entao com G = , D} é um grupo isomorfo ao

provar que a inclusao By C Fs sera preservada e além disso Fys C By. Generalizando

DixDjx...xDy . .
, Di sdo grupos isomor-

o resultado provaremos que sendo G = 7
fos ao Dy entdo Fon C By C Ey onde By C U(ZG).
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In the study of some invertible subgroups in ring of group ZD, Jespers
e Leal ,they built an isomorphism that allow to study the bicyclics units in its
matrix form in M(Q), being the same a set of inversions in ZD,, Dy is the
dihedral group. Whereas By the subgroup generated by the bicyclic units,follow
that By C FEj is an inclusion direct and trivial. Besides that £y, C By, E, is the
subgroup generated by the elementary matrices the form I; + ne;j, ¢ # j. Working
then with G = M, Dj is an isomorphic group to the Dyand I C Dy x Dj is
a subgroup chosen for Z(G) = {1, s}, let‘s prove that the inclusion By C FE, will
be preserved and beyond that F,» C By. Generalizing the result will prove que
being G = Di x Dy >; o X DZ, D! are isomorphic groups to the dihedral group
follow that Eon C By C Ey where By C UZG.
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Introducao

Seja G um grupo, b um elemento em G e a qualquer elemento de ordem fi-

nita e entao podemos construir um elemento inversivel em Z(G) da forma:

pap=1+1—a)a,a=1+a+a*+...+a"""

e caso definindo 1 = (1 —a)ba é facil ver que n* = 0 e portanto (ua,)"' =

1—(1—a)ba .

Esse elemento é chamado de uma unidade biciclica de Z(G) e para maiores
detalhes veja em( RITTER e K.SEHGAL [1]).

O célebre matemético, John Milmor, criou uma classe de inversiveis em Z(G)
e, quando o grupo é abeliano, Hyman Bass ( ver em H.BASS [2]) provou que esse
conjunto tem indice finito em U(ZG). Esse elemento inversivel em ZG é chamada
de unidade ciclica de Bass sendo portanto definido por:

1 — 20

pi=(4gtg® 4. +g ) ——y,

onde g é um elemento de ordem n, ¢ é um inteiro com mde(i,n) = 1e ¢(n) é a
funcao totiente de Euler.

Seja B o subgrupo gerado pelas unidades ciclicas e biciclicas. Sehgal e Jurgen
Ritter demonstraram que quando o grupo B é nao abelianoele é de indice finito
emU(ZG). .

Nesse trabalho,vamos considerar primeiramente um grupo G pertencente a
familia de 2-grupos extra especiais formado pelo produto central de 2 copias iso-
morfas do grupo diedral D4. Observe que nesse caso as unidades ciclicas sao triviais

e entao Bsera formado apenas pelas unidades biciclicas. Nos estimaremos entao o
indice de Bem U(ZGQ).



Ao considerar £ = um idempotente do anel de grupo QG, s esta no
centro de Dy e s> = 1, por conseqiiencia QG = QGE & QG(1 — F), entao nesse
trabalho provaremos que QGFE = M,;(Q) e a partir disso estabeleceremos um mo-

nomorfismo ¢ de Uy em p(Us) C M4(Q) com U, definido por:

e (oo (57)+ (57))

O resultado que segue é encontrado em JESPERS [3] nos fornece propriedades im-
portantes de U, em UZG:

Proposicao 0.1. Com U, definido acima, temos que:
(i) Uy={u=1+a(l —s)|uelU(ZG), a € ZG};

(i) V={u=1+a(l—-s)|uecld(ZG), a € ZG e c(a) € par} é um subgrupo livre
de torsao de Uy e V = Uy /G

Pela proposigao anterior se u € Uy entao u = {1+ a(l — s)/a € Z(G)} e
(U2) o _9Us)

entao ao utilizar o monomorfismo ¢ segue que V =

G {1}
No caso em que V' é subgrupo de U(ZD,) verifica-se que V' C I'5(2) a menos
U.
de um isomorfismo pois % C I'5(2), sendo I';,(m) o nicleo do homomorfismo
dy —4d

SL,(Z) — SL,(Z,,) induzido pela aplica¢do canénica Z — Z,,. Em NEWMAN
[4] sabemos que I'5(2) = Es, E, =< (Ig + pe;j)/i # j >,e;; sdo as matrizes ele-
mentares em M, (Z) e segue entdo trivialmente que By C V' C I'y(2) = Ey, By é o
subgrupo de Z(D,) gerado pelas unidades biciclicas.

Nesse trabalho vamos entao provar que a inclusao By, C  FE,, sera

SL,(Q)
{1a, — 14}

By em Z(G),G, G é o produto central de 2 cépias isomorfas de Dy,visto que nesse

preservada estudando By como subgrupo em PLS,(Q) estando

U.
caso a inclusao nao ¢é direta pois M %+ Fj.
s, — 14}

Em H.BASS [2] segue que SLn(Z)

< 400 paran > 3. Entao provando

p
que Es C ¢(By) C FEy como subgrupo de PLS4(Q) estabeleceremos uma cota de
SL4(Z)

2

<

indice superior e inferior para ¢(By) em SL,(Z) de tal forma que

i

No capitulo 1 serao apresentados resultados relevantes sobre anéis de grupos

e outros tépicos essenciais utilizados no desenvolvimento desse trabalho.
No capitulo 2 vamos apresentar as ferramentas necessérias para estudarmos as
unidades biciclicas em U(ZG) na sua forma matricial em M,(Q). Para isso teremos

o estudo da decomposigao de Q(D,) e QG em componentes simples.

2



No capitulo 3 sera entao provado que Fg C ¢(By) e By C Ey como um sub-
grupo do grupo projetivo PLS,(Q) e que por H.BASS [2] segue que [Es : By| < +00.
No capitulo 4 teremos um resultado mais generalizado onde sera provado que
Eoni1 C @(Bg) e By C Ey ao considerar By um subgrupo de U(ZG) onde G é o

produto central de n copias isomorfas de grupos isomorfos ao grupo diedral.



Resultados Preliminares

Neste primeiro capitulo, apresentaremos alguns topicos béasicos da Teoria de
Anéis de Grupo, cujos detalhes de todas demonstracoes podem ser encontrados em
POLCINO [5]. Fixaremos algumas notagoes e estabeleceremos alguns resultados que

serao utilizados ao longo do texto.

1.1 Anéis de grupo

Nesta primeira se¢ao, introduziremos a definicao de um anel de grupo RG,
onde G é um grupo e R é um anel comutativo com identidade, e apresentaremos
algumas de suas principais propriedades. Além disso, caracterizaremos os anéis de

grupo RG no caso em que G é um produto direto de grupos.

Seja G um grupo (nao necessariamente finito) e seja R um anel comutativo
com identidade. Denotaremos por RG o conjunto de todas as combinagoes lineares

da forma

A=) Ny,
geG

onde A\, € R, para todo g € G, e \; = 0 quase sempre, isto ¢, somente um nimero

finito de coeficientes sdo diferentes de 0 em cada uma dessas somas.

Definicao 1.1. Dado um elemento \ = Z A9 € RG, definimos o suporte de \

geG
como sendo o subconjunto dos elementos de G cujos coeficientes em A\ sao nao nulos

e o denotaremos por supp(A), isto é:

supp(\) = {g € G; A, # 0.

Observacao 1.1. Dados A\, u € RG, A = Z NG € JL = Z L9, temos A\ = p se, e

geG geG
somente se, Ay = [ig, para todo g € G.



Definicao 1.2. Dadosa € R e \,u € RG, A = Z Agg € [t = Z g9, definimos a

geG geq
soma X+ p, o produto A\jr e o produto por escalar o - \ por:

(2) /\+N:Z/\gg+z MQQZZ(/\9+MQ)9:'

geG geG geG
(17) A\ = <Z )\gg> (Z ,ugg> = Z vyg, onde
geG geG geqG
Vg = Z )\h,uh_lg = Z Az Hoy s
heG Y=g
(13i) a- A = a(Z )\gg) = Z (arg)g.
geG geG

Com as operacgoes de soma e produto definidos acima, RG é um anel com

identidade 1, a saber

1 :Z Ugg,

geG

onde o coeficiente correspondente ao elemento identidade do grupo é igual a 1 e
uy, = 0 para todo g € G, g # 1. Em relacao a soma e ao produto por escalar, RG ¢é
um R-médulo.

Podemos definir uma imersao ¢ : G — RG associando a cada elemento a € G

o elemento

i(a) = Z Y99 € RG

geG
tal que 7, = 1evy, =0, se g # a. Deste modo, consideramos G’ como um subconjunto
de RG. Com esta identificacao, podemos afirmar que RG é um R-moddulo livre com

base G.

Também podemos definir uma aplicagao v : R — RG dada por

v(a) = Z ny9 € RG,

geG
onde 71 = a e 7y, = 0 para todo g € G, g # 1. Claramente, v ¢ um monomorfismo
de anéis e, desta maneira, podemos considerar R como um subanel de RG.

Com estas identificagoes, dados « € R e g € G, é claro que ag = ga em RG.
Portanto, denotando por Z(RG) o centro de RG, obtemos R C Z(RG).

Definicao 1.3. O conjunto RG com as operagies definidas anteriormente, é cha-

mado Anel de Grupo de G sobre R.



Na sequéncia, apresentaremos uma descricao para o anel de grupo RG, no

caso em que GG é um grupo qualquer. Para tal, precisaremos da definicao que segue.

Definicdo 1.4. Sejam G um grupo finito e {C;};.; o conjunto das classes de con-

jugacao de G. Para cada indice i € I, os elementos

zeC;
sao ditos Somas de Classe de G sobre R.

Teorema 1.1. Se G € um grupo finito, entdo o conjunto {C;},.;, de todas as somas

de classe de G sobre R, € uma base do centro Z(RG) de RG sobre R. Em particular,

Z(RG) € um R-mdédulo livre cugjo posto € igual ao niumero de classes de conjugag¢do

de G.
O resultado seguinte mostra que podemos considerar RG um anel com in-
volugao.

Nosso préximo passo sera definir a Aplicacao de Aumento e o Ideal de Au-
mento de RG.

Definicao 1.5. O homomorfismo € : RG — R definido por
(Y Ag) =D NeER
geG geG

¢ chamado a Aplicagao de Aumento de RG. O nicleo de € é chamado o Ideal
de Aumento de RG e serd denotado por A(G).



Observacao 1.2. Dado um elemento \ = Z A9 € A(G), temos que

geG

c(\) = e(Z )\gg> =Y =0

geG geG

Dai, podemos escrever A na forma

A:Z)‘gg_z)‘gzz)‘g(g_l)'

gelG geqG geqG

E claro que g — 1 € A(G), para todo g € G. Logo, a igualdade acima mostra
que {g—1;,9g€ G, g# 1} é um conjunto de geradores de A(G) sobre R. Além
disso, como os elementos de G sao linearmente independentes sobre R, seque que

este conjunto € linearmente independente.

Proposicdo 1.1. O conjunto {g—1; g € G, g # 1} € uma base de A(G) sobre R.

Logo, podemos escrever

A(G) = {Z Alg—1);9€G, g#1, N\ € R},
geG

onde, como sempre, assumimos que somente um niumero finito de coeficientes A\, sao

diferentes de 0. Em particular, se G é um grupo finito, entao A(G) é um R-mddulo

livre de posto |G| — 1.

Para finalizarmos esta secao, caracterizaremos os anéis de grupo RG no caso

em que G é um produto direto de grupos.

Proposicao 1.2. Sejam G e H grupos e seja R um anel comutativo com identidade.

Entao,
R(G x H) = (RG)H = RG ®r RH.

Demonstragao. Primeiramente, observamos que, dados g € G e h € H, gh é uma
unidade do anel (RG)H: ghg~'h™' = gg~'hh™t = 1.

Agora, consideramos a aplicacao @ do grupo G x H no grupo de unidades do
anel (RG)H definida por @(g, h) = gh.

Afirmamos que p é um homomorfismo de grupos injetor.

De fato, dados (g1, h1), (g2, he) € G x H, temos que:

® ©((g1, 1) - (g2, h2)) = B(g192, hiha) = gigahihe = gih1g2he = P(g1, ) -
(g2, ha);

® P(g1,h1) = D(g2,h2) = gihy = gaha = g1 =ga € hy = hy = (g1, ) =
(g2, h2).



Logo, » é um homomorfismo de grupos injetor.

Vamos estender  linearmente da seguinte maneira:

¢ : R(GxH) — (RGH

> Aalgh) — Z(Z Aghg>h.

geG,heH heH geG

Afirmamos que ¢ é um isomorfismo de anéis de grupo.

De fato, sejam A\, u,v € R(G x H), onde A = Z Agn(g,h), p =
geG,heH
Z wir(7, k Z Yon(g, ), € seja o € R, entao:
JEG, keH 9eG, heH

0\ ) (Z Aghlhik 9]>hk)> Z ( Z Aghujkgj> hk =

hkeH  gj€G

=3 () S (D mawi )=

heH geG keH jeG
> Aanlgm) o D0 walk)) = () - elu);
geG, heH jeG, keH
SO(A_{—'V) < Z )‘gh+'ygh> 97 Z (Z gh‘i"}/gh )
gEG,he H heH  geG
= (Zkghg)h +> (Z’thg>h = o(A) + ()
heH geG heH geG

Logo, ¢ é um homomorfismo de anéis de grupo. Resta mostrar que ¢ é

bijetor.
Sejam A,y € R(G x H),onde A= 3 dwlg.h)ev=" > valgh)
geG,heH g€G,heH
entao:
e o) =2(1) = > (X Aang)h =30 (D vang)h =
heH geG heH geG
= 3 (S )i X (Sma)r=0 =
heH geG heH geG
= Z (Z()‘gh - ’th)g>h =0 =
heH geG
= dec(Agh — V)9 =0 = Agi = Ygn, Vg€ GeVhe
H =

= A=1.
Segue que ¢ é injetor.
Por outro lado, temos que GH C Im(®) C Im(yp) e GH gera (RG)H sobre



R. Dai, (RG)H C Im(p) e ¢ é sobrejetor.
Portanto, ¢ é um isomorfismo de anéis de grupo e R(G x H) = (RG)H.

Agora vamos utilizar a Propriedade Universal do Produto Tensorial para
mostrar que R(G x H) = RG ®r RH.

Consideremos o seguinte diagrama:

RGx RH — RG®rRH

¢

R(G x H)
Seja ¢ : RG x RH — R(G x H) definida por:

¢< z”: Qi Gis i 5jhj> = Z ;B3 (g, hj)-
i=0 j=0 i,J

Afirmamos que ¢ é uma aplicacao balanceada.

De fato, dados a« € R, A\, u € RG e y,n € RH,onde \ = > o;g;, b = >, Bii,
v=>_rjhj e n=>"s;h;, temos que:

o o(X + ) = o (i + Bi)gi, 2orihy) = Yew + Bi)rigihy) =
> airi(gi hy) + 32 Biri(gi, hy) = o(N,y) + d(p, 7);

o oAy + ) = 6 ugi, > (rj + s5)hy) = You(ry + s5)(gi,hy) =
Yo airi(gis hy) + D0 isi(gis hy) = d(A,7) + o(A,n);

o dla- A7) = O3 aqigi, Y rihy) = > aqiri(gihy) = a Y airi(gi hy) =
ad(A,7);

o p(\a-v) = o> g, D arjhy) = Y aiari(gi, hy) = ad airi(gihy) =
ag(A, 7).

Logo, ¢ é uma aplicacao balanceada.

Pela Propriedade Universal do Produto Tensorial, segue que existe um unico
homomorfismo ¢ : RG ®r RH — R(G x H) definido por

(8 ( zn: Q;g; & zm: thy) = Z aif3;(gi, h;)
=0 =0 ij

que faz o diagrama acima comutar.

Afirmamos que v é bijetor.

De fato, seja ¢ : R(G x H) — RG ®z RH definida por ¥ (3" au;(gi, hy)) =
> @;;g; ® h;. Temos que:



o V(Y ailgi hy))) = V(X cujgi @ hy) = 3= aj(gi, hy):

o Y(U(X aigi @ X Bihy)) = (X iBi(gihy) = S iBigi ® hy = Y ;g @

Dai, ¢ e @E sao aplicagoes inversas uma da outra e v é bijetor.
Portanto, 1 é um isomorfismo de anéis de grupo e R(G x H) = RG ®p
RH. O

1.2 Semi-simplicidade e o Teorema de Maschke

Nesta secao apresentaremos condigoes sobre o anel R e o grupo G que nos
permitam decompor o anel RG em uma soma direta de anéis simples. Nesta dire¢ao,
nosso interesse principal é determinar condi¢oes necessarias e suficientes sobre R e
G para que RG seja um anel semi-simples. Iniciaremos estudando algumas relagoes
entre os subgrupos de G e ideais de RG. Estas relacoes sao muito importantes no

estudo de muitos problemas que envolvem a estrutura de RG.

Dados um grupo G' e um anel R comutativo com identidade, denotaremos
por §(G) o conjunto de todos os subgrupos de G e por Z(RG) o conjunto de todos

os ideais a esquerda de RG.

Defini¢ao 1.6. Dado um subgrupo H € S(G), denotaremos por Ar(G, H) o ideal
esquerda de RG gerado pelo conjunto {h — 1; h € H}, isto é,

AR(G, H) = {Z Oéh(h — 1), oy € RG}

heH

Para um anel R fixo, omitiremos o subscrito e denotaremos Ag(G, H) sim-

plismente por A(G, H). Observamos que A(G, G) = A(G).

Lema 1.1. Seja H um subgrupo de G e seja S um conjunto de geradores de H.
Entao, o conjunto {s — 1; s € S} é um conjunto de geradores de A(G, H) como um
ideal a esquerda de RG.

Para uma melhor descricao de A(G, H), denotamos por 7 = {¢;};c; um
conjunto completo de representantes das classes laterais a esquerda de H em G, isto
é, uma transversal de H em GG, e vamos escolher, como representante da classe H
em 7T, o elemento identidade de G. Pela definicao de transversal, todo elemento

g € G pode ser escrito de maneira tnica na forma g = ¢;h;, onde ¢; € T e h; € H.

Proposicao 1.3. O conjunto By = {q(h—1); ¢ €T, h € H h # 1} € uma base de
Agr(G, H) sobre R.

10



Se H é um subgrupo normal de GG, 0 homomorfismo canoénico w : G — G/H

pode ser estendido ao epimorfismo w* : RG — R(G/H) tal que:

w*(Z )\gg> = Z Agw(g).

geG geG
Neste caso, A(G, H) é o nicleo do epimorfismo w*:

Proposicao 1.4. Seja H um subgrupo normal de G. Entdo, com a notagao acima,
Ker(w*) = A(G, H). Em particular, A(G) € o nicleo do epimorfismo ¢ induzido
pela aplicagao trivial

G — G/G={1}.

Corolario 1.2. Seja H um subgrupo normal de G. FEntao, A(G,H) € um ideal
bilateral de RG e

RG
— = R(G/H).
AG.H) (G/H)
Assim, podemos definir uma aplicacao de S(G) sobre Z(RG) de modo que
os subgrupos normais de G sao levados em ideais bilaterais de RG. Por outro lado,

dado um ideal & esquerda I € Z(RG), consideramos o conjunto
V(I)={9e€G;g—1€1}
isto é,
VI)=GnNn((1+1).

Afirmamos que V() é um subgrupo de G.

De fato, dados g,h € V(I), temos que gh — 1 =g(h — 1)+ g —1 € I. Dali,
gh € V(I). Ainda, se g € V(I), entao g7' -1 = —g '(g—1) € I. Logo, g~! € V(I).
Portanto, V(/) é um subgrupo de G.

Se I é um ideal bilateral de RG, é facil verificar que V(I) é um subgrupo
normal de G.

A relagao entre essas duas funcgoes é dada da seguinte maneira:
Proposicao 1.5. Se H € S(G), entio V(A(G,H)) = H.

Observacao 1.3. As aplicacoes A e V, ao contrdrio do que parece, nao sao inversas
uma da outra.

De fato, dado um ideal I € Z(RG), € facil ver que A(G,V(I)) C
I. Mas a igualdade pode nao ser verdadeira: se I = RG, entio V(RG) =
{9 € G; g— 1€ RG} = G. No entanto, A(G,V(RG)) = A(G) # RG.
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Nosso proximo passo sera apresentar condicoes sobre o anel R e o grupo G

para que RG possa ser decomposto em uma soma direta de anéis simples.

Definicao 1.7. Sejam RG um anel de grupo e A um subconjunto finito de G. Entao,
A denota o elemento de RG dado por:
i-Ya
acA

Lema 1.2. Se H é um subgrupo finito de G e |H| € invertivel em R, entio ey =

E H é um idempotente de RG. Além disso, se H <G, entdo ey € central.

Definicao 1.8. Se G ¢ finito e |G| € invertivel em R, entao o idempotente eq =

1 ~
— G € denominado tdempotente principal de RG.

|G|
Proposicdo 1.6. Seja H um subgrupo normal de G tal que |H| é invertivel em R.

~

Entao, tomando ey = H, temos a soma direta de anéis

1
| H|
RG = RGey ® RG(1 —ey),

onde RGey = R(G/H) e RG(1 —ey) = A(G, H).
Corolario 1.3. Se G ¢ finito e |G| € invertivel em R, entao podemos decompor RG
em uma soma direta de anéis

RG =~ R & A(G).

Lema 1.3. Se I € um ideal do anel de grupo RG, entao o anel quociente RG/I é

comutativo se, e somente se, A(G,G") C I, onde G’ denota o subgrupo derivado de

G.
Proposicdo 1.7. Seja RG um anel de grupo semi-simples tal que |G'| € invertivel
em R. Entao,

RG = RGew © A(G,G),

onde RGecr = R(G/G') é a soma de todas as componentes simples comutativas de
RG e A(G,G") é a soma de todas as outras.

Agora vamos determinar condi¢oes necessérias e suficientes sobre R e G para
que RG seja um anel semi-simples. Para tal, precisaremos de alguns resultados

sobre anuladores.

Definicao 1.9. Seja X um subconjunto do anel de grupo RG. O anulador a

esquerda de X € o conjunto
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Anny(X) ={X € RG; \x =0, Vx € X}.
Analogamente, O anulador a direita de X é o conjunto
Ann,(X) ={XA € RG; zA=0,Vx € X}.

Lema 1.4. Se H ¢é um subgrupo de G, entao Ann,(A(G, H)) # 0 se, e somente se,

H ¢ finito. Neste caso, temos
Ann,(A(G,H)) = H - RG.
Além disso, se H <G, entao o elemento H ¢ central em RG e

Ann, (A(G, H)) = Anny(A(G, H)) = RG - H.
Corolario 1.4. Seja G um grupo finito. Entdo,
(1) Ann,(A(G)) = Anmy(A(G)) =R - G:
(2) Ann,(A(G)) N A(G) = {a@; a€R, alG| = o}.
Lema 1.5. Seja I um ideal de R e suponhamos que ezista um ideal J de R tal que

R=1®J. Entao, J C Ann,.(I).

Lema 1.6. Se o ideal aumento A(G) é um somando direto de RG, como um RG-

mddulo, entao G € finito e |G| € invertivel em R.

Demonstragao. Suponhamos que A(G) é um somando direto de RG, como RG-
modulo. Entao, pelo lema anterior, Ann,.(A(G)) # 0. Dali, pelo Lema 1.28 e pelo
Coroldrio 1.29, G é finito e

Ann,.(A(G)) = R- G.

Escrevendo RG = A(G) @ J, obtemos 1 = e; + ey, onde e; € A(G) e eg € J.
Dai, 1 = €(e1) + €(e2) = €(ez). Como J C Ann,(A(G)), pelo lema anterior, segue
que €3 = aCAJ, para algum o € R, a # 0. Logo, 1 = oze(é) = «|G|. Portanto,

|G| = a e |G| é invertivel em R. O

O resultado que segue determina condigbes necessarias e suficientes sobre R

e (G para que RG seja um anel semi-simples.

Teorema 1.5. (Teorema de Maschke) O anel de grupo RG é semi-simples se, e

somente se, as sequintes condicoes sao verdadeiras:

(1) R € um anel semi-simples.

13



(ii) G é um grupo finito.
(1ii) |G| € invertivel em R.

Demonstragao. Suponhamos, inicialmente, que RG é um anel semi-simples. Pelo
Coroldrio 1.17, temos que R = RG/A(G). Como RG é semi-simples, segue que
seu quociente também o é. Dai, a condi¢ao (i) é verdadeira. Ainda, como a semi-
simplicidade de RG implica que A(G) é um somando direto de RG, o Lema 1.31
mostra que as condigdes (ii) e (#i7) também sao verdadeiras.
Reciprocamente, suponhamos que as condigoes (i), (i7) e (iii) sdo verdadeiras.
Seja M um RG-submodulo de RG. Como R é semi-simples, temos que RG

é semi-simples como R-mdédulo. Dai, existe um R-submédulo N de RG tal que
RG=M@& N.

Seja m: RG — M a projegao canonica associada a esta soma direta. Defini-

mos 7 : RG — M como a média

™ (z) = Z g 'm(gx), para todo = € RG.

geG

!G|

Se provarmos que 7* é um RG-homomorfismo tal que (7*)* = 7* e Im/(7*) =
M, entao teremos que Ker(n*) é um RG-submédulo de RG tal que RG = M &
Ker(m*) e o teorema estard provado.

Como 7* é um R-homomorfismo, para mostrar que ele também é um RG-

homomorfismo é suficiente mostrar que
m*(ax) = ar*(x), para todo x € G e para todo a € G.

Temos que
-1
g 'm(gazx) ga) m((ga)x).
=D = 61 2 (90 ((ga)a)

Quando g percorre todos os elementos de GG, o produto ga também percorre

todos os elementos de G. Dali,
T (am)—a—Zt L7 (tr) = an*(x).
Gl i

Como 7 é uma projegao sobre M, sabemos que w(m) = m, para todo m € M.

Além disso, como M é um RG-mdédulo, temos que gm € M, para todo g € G. Logo,

geG geG
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Portanto, M C Im(n*). Por outro lado, dado um elemento x € RG, temos
que 7(gx) € M, para todo g € G. Dai, 7*(z) € M e Im(n*) C M. Consequente-

mente,
m*(m*(z)) = 7*(x), para todo x € RG, ou seja, (1%)? = 7*.
U

Um caso particularmente importante é aquele em que R = K é um corpo.
Neste caso, K é semi-simples e |G| ¢ invertivel em K se, e somente se, |G| # 0 em

K, isto é, se, e somente se, a caracteristica de K nao divide a ordem de G.

Corolario 1.6. Sejam G um grupo finito e K um corpo. Entao, KG é semi-simples

se, e somente se, a caracteristica de K nao divide a ordem de G.

Ainda neste caso, traduzimos fielmente o Teorema de Wedderburn e obtemos

varias informagoes a respeito da estrutura do anel de grupo KG:

Teorema 1.7. Sejam G um grupo finito e K um corpo tal que a caracteristica de K

nao divide a ordem de G. Entao:

(i) KG é uma soma direta de ideais bilaterais minimais {B;},,.,., as componen-
tes simples de KG.

(74) Todo ideal bilateral de KG € uma soma direta de alguns membros da familia

{Bi}1§z‘§r'

(i7) Cada componente simples B; é isomorfa a um anel de matrizes M, (D;), onde
D; € um anel de divisao contendo uma copia de K em seu centro, e o isomor-

fismo
KG = @]_, M,,(D;).

¢ um isomorfismo de K-dlgebras.

(tv) Em cada matriz M,,(D;), o conjunto

I; = . X1, T, Ty, € Dy

7

¢ um ideal minimal a esquerda de KG.
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Corolario 1.8. Sejam G um grupo finito e K um corpo algebricamente fechado tal

que a caracteristica de K nao divide a ordem de G. FEntao,
KG = EB;'0:1 an(K);

e |Gl =n?+ni+- - +ni

T

Utilizando a estrutura intrinseca do grupo G, é possivel determinarmos o

nimero de componentes simples de KG. E disso que trata o resultado a seguir.

Teorema 1.9. Sejam G um grupo finito e K um corpo algebricamente fechado tal
que a caracteristica de K nao divide a ordem de GG. Entao, o niumero de componentes

simples de KG € igual ao numero de classes de conjugacao de G.

Finalizaremos esta secao, apresentando uma caracterizacao dos anéis de gru-
pos KG, no caso em que GG é um grupo abeliano finito e K é um corpo tal que a
caracteristica de K nao divide a ordem de . Tal caracterizacao foi dada por S.

Perlis e G. Walker.

Teorema 1.10. (Perlis- Walker)Seja G um grupo abeliano finito de ordem n e

seja K um corpo tal que a caracteristica de K nao divide a ordem de G. Entao,
KG = @dm aq K(Cd);

Ng

m. Nesta

onde (g denota uma raiz primitiva da unidade de ordem d e ag =

formula, ng denota o nimero de elementos de ordem d em G.

Corolario 1.11. Seja G um grupo abeliano finito de ordem n e seja K um corpo tal
que a caracteristica de K nao divide a ordem de G. Se K contém um raiz primitiva

da unidade de ordem n, entao

KG=K® - -dK.
—_——

n

Corolario 1.12. Seja G um grupo abeliano finito de ordem n. Entdo,

QG = @y agQ(Ca),

onde (g denota uma raiz primitiva da unidade de ordem d e ag € o numero de

subgrupos ciclicos de ordem d de G.

Corolario 1.13. Seja G = (a) um grupo ciclico finito de ordem n. Entao,

Qa) = Sap QCa),

onde (4 denota uma raiz primitiva da unidade de ordem d.
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1.3 Unidades biciclicas e unidades ciclicas de Bass

Nesta segao, definiremos dois tipos especiais de unidades: unidades biciclicas
e unidade ciclicas de Bass. Apresentaremos algumas propriedades de extrema im-
portancia em unidades biciclicas que serao utilizadas em todo desenvolvimento do
trabalho.

Seja ZG um anel de grupo inteiro e seja g € G um elemento de ordem finita
n. Denotando g =1+g+¢*+---+g" ! € ZG, temos que (1 — g)g = 0. Dai, dado

h € GG, podemos construir a unidade

pgn =1+ (1 — g)hg,

cujo inverso é 1 — (1 — g)hg. Em particular, se ¢ e h comutam, se e somente se
Hg,h = L.

Seja RG' um anel de grupo, R é um anel. Denotaremos U(R) o grupo das
unidades do anel R e U(RG) o grupo das unidades de RG.
Definicao 1.10. Se v € U(RG) € tal que v =ag,a € U(R) e g € G, entio dizemos

que v € uma unidade trivial.
Em particular as unidades triviais de ZG sao os elementos da forma =+g.

Definicao 1.11. Seja G um grupo e sejam g,h € G, com o(g) = n < co. A unidade

fg.n construida acima é chamada Unidade Biciclica de ZG.

Denotaremos por By o subgrupo de U(ZG) gerado por todas as unidades
biciclicas de ZG.

O resultado a seguir caracteriza as unidades biciclicas triviais.
Proposicao 1.8. Seja G um grupo e sejam g,h € G, com o(g) = n < co. Entdo,
a unidade biciclica pigp € trivial se, e somente se, h normaliza (g). Neste caso,
Hg,h = 1.
Demonstragao. Suponhamos que h normaliza (g). Entao, h~'gh = ¢’, para algum
inteiro positivo j. Dai, gh = hg’ e, como ¢’ § = G, temos que ghg = hg. Logo,

fg.n = 1.
Reciprocamente, suponhamos que fi,5 € trivial. Como e(pu, ) = 1, existe

z € G tal que pg ), = x, ou seja, 1 4+ (1 — g)hg = z. Dali,
1+h(l+g+¢+-+g")=x+gh(l+g+g*+ - +g" ).

Se x = 1, entdao h = ghg', para algum inteiro positivo i e, dai, h~*gh = g~".

Por outro lado, se © # 1, entao h ¢ (g). Como 1 aparece no lado esquerdo da

17



equacao, ele também deve aparecer do lado direito da mesma e, assim, existe um

inteiro positivo i tal que 1 = ghg’. Dai, h = g~ € (g), um absurdo. O

Corolario 1.14. Seja G um grupo finito. Entao, o grupo By € trivial se todo subgrupo

de G é normal.

O préximo resultado garante que toda unidade biciclica nao-trivial de ZG

possui ordem infinita.
Proposicao 1.9. Toda unidade biciclica gy, de ZG, pgp # 1, tem ordem infinita.

Demonstracao. Dada p,, =14 (1 — g)hg € ZG, temos que

iy = (1+ (1 —g)hg)®* =14 s(1 — g)hg.

Dai, iy, = 1 se, e somente se, (1 — g)hg = 0, ou seja, se, e somente se,

Hgh = 1. ]

Utilizaremos, agora, a funcao ¢ de Euler para definir outro tipo de unidade de
Z.G: dado um inteiro positivo n, escrevemos n como um produto de fatores primos,

a saber, n = p{'py® - - pi*. Dal,

d(n) = pi* H(p1 — D5 H(pa — 1) - pf N (o — 1),

Lembramos, ainda, que uma propriedade importante dessa funcao é dada

pelo chamado Teorema de Fuler: se 1 e n sao inteiros relativamente primos, entao
i) =1 (modn).

Definicao 1.12. Seja G um grupo e seja g € G um elemento de ordem finita n.

Uma Unidade Ciclica de Bass ¢ um elemento de ZG da forma:

. 1 — M
pi=(I+g+- g™+ ——7,

onde i € um inteiro tal que 1 <i<n—1¢e(i,n) = 1.

O subgrupo de U(ZG) gerado por todas as unidades ciclicas de Bass é deno-
tado por Bj.

Observacao 1.4. E possivel verificar que ; é de fato uma unidade de ZG e que sua

muversa €

A . 1 — ko)
M;l — (1 —+ gz + -4+ gz(k_l))¢(n) —+ T g)

onde k é qualquer inteiro tal que ik = 1(modn). Ainda, €(u;) = 1, ou seja, p; é

uma unidade normalizada.
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O 1ultimo resultado dessa secao afirma que as unidades ciclicas de Bass de

Z.G nao sdo triviais.

Proposicao 1.10. Sejam G um grupo, g € G um elemento de ordem finita n e s

um inteiro tal que 1 < s <n—1 e (s,n) =1. Entdo, a unidade ciclica de Bass

1 — g®m)

pe=(1+g+- g )W+ ——g

¢ de ordem infinita.

Demonstragao. Sabemos que

Q(g) = ®a/nQ(Ca)

onde ¢ é numa raiz primitiva n-ésima da unidade e os expoentes d sao divisores de

n. Além disso, nesse isomorfismo, temos que
g— (1,...,¢% ..., ¢,
Vamos mostrar que a projegao us(¢) de ps na tltima componente, ou seja,
ps(Q) = (L+ ¢4+ ),

¢ de ordem infinita.
Suponhamos, por absurdo, que tal projecao ¢ de ordem finita. Entao, 1 +
¢+ -+ ¢5! deverd ser de ordem finita. Como o conjunto {+¢%; 0 <t <n —1}

contém todas as raizes da unidade de Q((), segue que
L+ =2,

para algum inteiro positivo t. Multiplicando ambos os lados dessa equagao por 1—C,
obtemos 1 —¢* = +¢*(1 — (). Dai, |1 — ¢*| = |1 — ¢|. Escrevendo ¢ = cosf +isen,
com i = /—1, segue que (* = cos(sf) + isen(s#). Ainda,

11— ¢)* = |1 — (cosf +isenf)]> = 2(1 — cosh) e
11— ¢ = |1 — (cos(sh) + isen(sh))|> = 2(1 — cos(sh)).

Logo, cosf = cos (s0) e s0 = 0 ou s = 2w — 6. Portanto, (* = ( ou ¢* = (571,

o que é um absurdo. [l
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O Grupo de Unidades de ZD,

Neste capitulo, apresentaremos as ferramentas necessarias para estudarmos
as unidades biciclicas em U(ZG) na sua forma matricial em My(Q), bem como a
descrigao completa do grupo G extra-especial de ordem 32 com G sendo o produto
central de 2 cépias isomorfas a Dy, Dy é o grupo diedral. Iniciaremos com a de-
composicao do anel de grupo QD em componentes simples e terminaremos com a

descrigao completa do anel de grupo QG.

2.1 Representacoes de grupos e a decomposicao de
QD4

A teoria dos mddulos se transformou em uma ferramenta muito importante
em Algebra, devido especialmente aos trabalhos de Emmy Noether. Em particular,
no artigo NOETHER [6] de 1929, ela observou que este conceito poderia ser usado
para relacionar duas teorias que, até entao, tinham se desenvolvido separadamente:
as representacoes lineares de grupos e o estudo da estrutura de dlgebras. Inaugurou,

assim, um novo estagio do desenvolvimento destas teorias.

Nesta segao, utilizaremos a teoria das representacoes lineares de um grupo
para descrever a decomposicao do anel de grupo QD,. Tal decomposicao é de

extrema importancia para o estudo do grupo de unidades de ZD,.

Proposicao 2.1. Sejam G um grupo e R um anel comutativo com identidade. Entao,
existe uma correspondéncia bijetora entre as representacoes de G e 0os RG-maddulos

de posto finito sobre R.

Demonstragao. Seja V um mddulo livre de posto finito sobre R e seja GL(V) o
grupo dos R-automorfismos de V. A cada representagao T : G — GL(V) de G

sobre R podemos associar um modulo dando a V' a estrutura de RG-modulo. Para
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tal, dados \ = Z Agg € RG e x € V, definimos o produto Az do seguinte modo:
geG

A\t = (Z )\gg>x = Z A Ty(z).
geG geG

Reciprocamente, se M é um RG-mdédulo de posto finito sobre R, definimos a
representagao 7' : G — GL(M) associando a cada elemento g € G a fungao R-linear
Ty, : M — M definida por:

T,(z) = gz, para todo = € M.

E facil verificar que as correspondéncias assim definidas sao inversas uma da

outra. n

A proposigao que segue, de simples demonstracao, POLCINO [5] estabele
relacoes entre propriedades de mddulos e propriedades das representagoes corres-

pondentes.

Proposicao 2.2. Sejam G um grupo e K um corpo. Entao,

(1) Duas representacoes T e T' de G sobre K sdo equivalentes se, e somente se,

0s KG-maodulos correspondentes sao isomorfos.

(ii) Uma representacdo € irredutivel se, e somente se, o KG-mddulo correspon-

dente é simples.

(1ii) Seja M um KG-mddulo que admite uma decomposi¢ao em soma direta de

submadulos

e sejam T, T; as representacoes associadas aos modulos M e M;, 1 <1 < t, respec-

tiwamente. Entao,

(tv) Uma representagao de G sobre K é completamente redutivel se, e so-

mente se, o KG-maodulo correspondente € semi-simples.

Segue deste ultimo resultado que todas as representacoes de um grupo finito
G sobre um corpo K serao completamente redutiveis se, e somente se, todos os
KG-médulos forem semi-simples, o que acontece se, e somente se, KG é um anel
semi-simples. Do Teorema de Maschke, este iltimo acontece se, e somente se, a

caracteristica de K nao divide a ordem de G.
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Outras consequeéncias interessantes podem ser obtidas. No caso semi-simples,
sabemos que todo modulo é soma direta de submodulos simples; em termos de re-
presentacoes, isto significa que toda representacao é soma direta de representacoes
irredutiveis. Assim, para conhecer todas as representagoes de GG sobre K é sufici-
ente conhecer todas as representagoes irredutiveis. Como todas as representacoes
irredutiveis estao em correspondéncia bijetora com os modulos simples e estes estao
determinados, a menos de isomorfismos, pelos ideais minimais a esquerda de KG,
segue que determinar representacoes irredutiveis nao-equivalentes se traduz em de-
terminar os ideais minimais a esquerda nao isomorfos de KG. Em particular, lem-
bramos que o nimero de classes de isomorfismo € igual ao nimero de componentes
simples de K.

Dada uma componente simples M, (D;), onde D; denota um anel de divisao
contendo uma cépia de K, qualquer ideal minimal a esquerda contido nela sera um

representante da classe de modulos simples. Conforme o Teorema 1.34, tal ideal é

dado por
I 0 - 0
i) 0 0
Ii: . ;'/L‘17I27”'7I7’Li€Di
Tn, 0 - 0

Se T; é a representacao de GG associada, temos que o grau de T; é igual a

dimensao de I; como espaco vetorial sobre K, isto é:

grau (T;) = n; dimg(D;). (%)

Agora, temos condicoes de apresentar a decomposicao do anel de grupo QDy,

onde
Dy = (b,v|* =1, vt =1 e bvbv = 1).

Consideremos a representacao 17" de D, sobre Q dada por:

1 -1
Tb = 0 e Tv = 0 .
10 1 0

E facil verificar que esta representacao é irredutivel. Ainda, podemos deter-

minar quatro representacoes nao-equivalentes de grau 1 de D4 sobre Q:
Rb =1 e RU = 1,
Ri=-1 e R =1,
Sb =1 e Sv = —1,
Sp=—1 e S =-1
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A representacao T correspondera a um somando direto da forma M, (D) e,
de (%),

grau (T) = n dimg(D).

Logo, n =1 e dimg(D) =2 oun =2 e dimg(D) = 1. Como dimg(QD,) =8
e haverd quatro somandos iguais a Q correspondentes as representagoes de grau 1,

se n =1 e dimg(D) = 2, entdao a decomposi¢ao do anel de grupo é:
QDs=2QeQeQaeQaeDa D,

onde D’ é também um anel com divisao tal que dimg(D’) = 2. Dai, como toda
extensao de grau 2 sobre Q é comutativa, o anel de grupo QD, também o é, o que

¢ um absurdo. Portanto, n = 2 e dimg(D) = 1, ou seja,

QD =2QeQaQaQ® M(Q).

2.2 Alguns resultados sobre finitude de alguns indices

Seja O; 0 anel dos inteiros de um corpo K;.Considerando S; = M,,(K;)n. xn,,
vamos denotar por GI; ou GL;(n;, O;) o grupo das matrizes inversiveis em M, (O;)
e por SL; ou SL;(n,O;) o subgrupo de matrizes de determinante 1.

Seja O um ideal de O;. Definimos o subgrupo E(O) de SL; gerado por todas
as matrizes elementares Iy + geim,q € O e @ # m de tal forma que e;ej, = e, se
l=jeeyej =0sel# K. Denotamos também E(O) seu fecho normal em SL;.

Com essa notacao de BACK [7],H.BASS [2] e J.P.SERRE [8] vale o seguinte

teoremas:

Teorema 2.1. Seja K; um corpo qualquer paran; > 3 e considere K; # Q da
mesma forma que K; ndo é um corpo quadrdtico imagindrio para n; = 2. Entao:
(1)[SL; : E(Q)] € finita para todo ideal O de O;.

(2)Todo subgrupo nao central de SL; normalizado por um subgrupo de indice finito

contém E(O) para algum ideal ndo nulo O de O;.
Devido a L.N.VASERSTEIN [9] temos também o seguinte teorema:

Teorema 2.2. (1) Sen; > 3, entio E(0O%) C E(O) e em particular [SL; : E(O)] <
+00

(2)Se n; =2 e K; ndo é racional ou quadrdtico imagindrio, entdo

[SL; : E(O)] < +00

Observacao 2.1. Tomando K = Q seque que O; = Z. Entdo para todo ideal O de
Z seque que [Sl; : E(O)] < +00. Note também que como todo ideal de Z é principal
entdo existe um d € Z ondeO = dZ e conseqiientemente E(O) = E4 = (Iq+e;5,1 #
jel <i,j<n).
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Observacao 2.2. Considerando o homomorfismo canéonico Z. — Z,, Seque que
o mesmo induz um homomorfismo em Sl,(Z) — Sl,(Zy,) que terd como
nicleoT',(m) (o m-th subgrupo de congruéncia principal).

Seque que para m =n = 2 temos que:

27+ 1 27,
I.(9 27, 27+ 1 E
2(2) = {4, —14} -

Ver LMERZLJAKOV [10] e NEWMAN [}]

2.3 Subgrupos relevantes em ZG
Definicdo 2.1. Um p-grupo G € extra-especial se é ndio abeliano em que G =
Z(G) e|Z(G)| = p.

Vamos apresentar a definicdo de alguns subgrupos importantes de
U(ZG), para o nosso trabalho onde G ¢é um 2 grupo extra-especial. (detalhes
veja JESPERS [3].)

Definicao 2.2. U, € o subgrupo de U(ZG) definido por:

=iz 0 (ao(5) +(15)

A proposicao abaixo que se encontra em JESPERS [3] nos fornece proprie-
dades importantes do subgrupo Us de U(ZG).

Proposicao 2.3. Com as notacoes acima, temos que:
(1) Uy={u=1+a(l —s)|ucU(ZG), a € ZG};

(i) V={u=14+a(l—-39)|uclU(ZG), a € ZG e £(a) € par} é um subgrupo livre
de torsao de Uy e V = Uy /G".

Observagao 2.3. Se G € um 2-grupo é fdcil ver que By C V', pois tomando fi,p =
1+ (a — 1)ba entao se ab = sba seque que gy =1+ (a — 1)ba = 1 + (sba — b)a =
1 —ba(l—s). Entao é facil ver que ba possui fun¢ao aumento par. Da mesma forma

que se ab = ba entdao [, =1 e € trivial.

Para identificar V na sua forma matricial, JESPERS [3] estabeleceu o seguinte
monomorfismo ¢ : Uy — ¢(Us) C M3(Q) onde seu =1+ a(1 — s) € Uy entao
o(u) = I; 4+ 2F(aF) onde F' é um isomorfismo deQ(DsE)em My(Q),E =

1—s -
( 5 cuja existéncia provém da seguinte proposicao:
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Proposicao 2.4. Com a mesma notacdo da proposicio 2.5 o anel de grupo QD

admite a sequinte decomposi¢ao:

D, =D, (*) e o, (152,
onde QG(l ;— 8) ~piQ e QD4(1 ; 8) >~ M5(Q) onde denotaremos esse ultimo

1somorfismo por F.

Como F(sE) = F(—E)=—I;e s =1+s(1—s) € Uy, entao p(s) = [;,—21; =

—1,; e conseqiientemente:

Uy o ¢(Us)
Dy {ls,—1a}

I

v

Para finalizarmos esta secao, provaremos um resultado que sera necessario

para o decorrer do texto.

Proposicao 2.5. Seja G um 2-grupo finito extra-especial, com G' = Z(G) = {1, s}.

1 _
Entao, QG(E) € simples, onde E = ( ) S).

Demonstragao. Seja G um 2-grupo finito extra-especial, com G’ = Z(G) = {1, s}.
1 —
Queremos mostrar que QG(FE) é simples, onde E = <TS> Para tal, seja e um

idempotente central de QG(F). Entao,

Z Qg9 + Z ayCy, (*)

geZ(Q) 9¢Z2(G

onde Cy = Z T.

z€Cy

Como G’ = {1, s}, se g € G nao é central, entao C; = {g,gs}. Dai, de (%),

obtemos
= D ot Y aglgtgs)= Y aggt(l4s) Y o
geZ(G) 9¢Z(Q) geZ(Q) 9¢Z2(G)

Como e é um idempotente de QG(E), temos que eE = e. Ainda, (1+s)E = 0.
Logo,

ez( Z agg>E
9€Z(G)

ee € Q(Z2(G)). Como Z(G) = {1, s}, as unicas possibilidades sdo

1+s 1—s
0,1, .
2 ¢ T2
Portanto, e = E' e QG(E) é simples, como queriamos provar. ([l

Seja Dy o grupo diedral de ordem 8, isto é,
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Dy = (z,v|z* =1, vt =1 e zvzv = 1).

Vamos adotar a seguinte notacao para os elementos de Dy:

Sejam D e D* grupos isomorfos a D4. Denotaremos por D x D* os elementos

da forma zy*, onde z € D e y* € D* é tal que seu correspondente em D ¢é y. Assim,
definimos o grupo

D x D*
_[ Y

12

G

onde I = {1,ss*}.

Os elementos de GG serao denotados do seguinte modo:

1 x b s

Y u v w
v* w* bx* bb*
by* bu* bv* bw*
ux* ub* uy* uu*
uv* uw* va* vb*
vy* vu* vu* vw*

Entao, G é um 2-grupo extra-especial de ordem 32, produto central de duas

copias de Dy, e G' = Z(G) = {1, s}. Ainda, os elementos de G/G’ serao denotados

do seguinte modo:

1 b T T
b* u* v* bb*
G/G' =
bu* bu* ub* uu*
uv* vb* vu* VU*

Na sequéncia, apresentamos a decomposicao do anel de grupo QG.

Proposicao 2.6. O anel de grupo QG admite a sequinte decomposi¢cao:
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00— 65 sa(52).
onde QG(1;S> >~ @6Q ¢ QG(lgs) > M,(Q).

Demonstracao. A decomposicao segue da Proposicao 1.8,juntamente com o iso-

morfismo QG(l—;_S) = Q(G/G") onde eq: = Lts e Q(G/G') é asoma de todas
1—

s
as componentes simples comutativas de QG e QG (T) ¢ a soma de todas as ou-

tras. Dai, a decomposigao de QD,, apresentada no capitulo anterior onde (QD,)E =
M5(Q), unida a proposi¢ao que nos fornece que R(Gx H) =2 RGRrRH,onde G e H
sao grupos e R um anel comutativo com unidade segue o resultado desejado em con-

cordancia com a proposicao 2.5. 0]

Através do isomorfismo QGE = M4(Q) sendo representado por F' podemos

construir o seguinte monomorfismo ¢ : Uy — M, (Q) ,onde:

o(ug) = Ig+2F(aE), us =1+ a(l —s)
Uz

Sendop(s) = Iy + 2F(sE) = —Iye ¢(1) = I; e sabendo queV = 5]
.S

o(Uz)
{1a, —1a}

entaoV =

2Z2+1 27 27 27
22z 2Z+1 22 27
22 22+1 22 27
27 22 2Z+1 27

Note que: ¢(Usy) C
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Estudo sobre unidades biciclicas

Seja G um 2 grupo extra-especial. Como foi citado no capitulo anterior, se-
gue que se [, = 1+ (a—1)ba é uma unidade biciclica, entao ., =1—0ba(l—s) o
que garante que f,p € V e por consequéncia By C V. Da mesma forma que I'y(2) =
E5 cujaigualdade é encontrada na observacao da pagina 23. Logo ao tomar V como
subgrupo de U(ZDy) temos que By C V e V C I'y(2) = Ey a menos de um isomor-
fismo.

Considerando Dy = (x,v 2? =v* =1, /r vz = v™!), trabalharemos com G
sendo o produto central de 2 cépias isomorfas de Dy, o que implica que G =
M, I, = {1, (s,s*)}. Note que nesse caso Z(G) = G' = {1, s} pois Z(Dy) =

; = {1, s}. Iremos entao mostrar que a inclusao serd preservada no sentido de que
©(Bsy) C Ey como subgrupo de PSLy(Q) e também Eg C ¢(B3) sendo ¢ um mo-
nomorfismo de Us em M4(Q) visto na se¢ao 2.3. Observe que nesse caso Ey C I'4(2).

Para tal objetivo iniciaremos com alguns lemas importantes:

Lema 3.1. Seja fi., ., wma unidade biciclica em U(ZG). Se z € qualquer ele-

mento de G' e o(z) =4 entdo p,, ., = 1.

Demonstracao. Seja ., ,, = (21 — 1)222; uma unidade biciclica. Se o(z) =4 ¢

facil ver que (z1) = {1, 21, 8,52} pois 22 = 5. Como G' =Z(G)={1, s} segue que:
izt =1 ou 2y ezt = s

Portanto z, Loze = 21 ou 2y 12120 = sz;. Em qualquer dos casos temos que 2y Lo 29
€ (z1) ocorrendo [, ,, = 1. O

Lema 3.2. Seja [, -, uma unidade biciclica nao trivial em G. Entdo:
Pty = 1+ (2129 — 29)(1 — s), onde G = {1, s}

Demonstragao. Sendo ji., ., # 1 entdo pelo lema 3.1, o(z;) = 2 e 29212, * ¢ (21).
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Particularmente 292125 ! # 21 segue entao que :
-1.-1 _ _
ZoR1%29 %y = 8 = 2921 = SZ1%2.

Logo:
[z 2 L4+ (21— Dzo(1+21) =1+ (2122 — 29)(1 + 21)
1+ (2120 + (2122)21 — 22 — (2221))
= 14 (2122 + 21(82122) — 29 — $(2122))
14+ ((1—8)z120 — 22(1 — 9))
1+ (

Z1R%9 — 2’2)(1 — S).

O

1—

Observacao 3.1. Para FE = ® ¢ sabendo pela proposicio 2.4 que Q(DyE) =
My(Q), Dy € o grupo diedral definido por D, = (z,v/2? =v* = 1ex oz =v71).
Considere um isomorfismo Fy obtido através de uma representacao irredutivel de Dy

que chamaremos deT e conseqiientemente Iy : QDyE — M(Q) serd determinado

por:
o]
rFE — =T(z)
0 -1
THEE
vE — =T(v)
1 0

1 —
Pela proposi¢ao 2.6 temos que QGE = M4(Q), onde E = TS Vamos tra-

balhar com o seguinte isomorfismo F' : QGE — M,(Q) onde ® é o produto de

kroneker de matrizes definido pela seguinte representacao:

T(x)® Iy
T(v)® Iy
I, ® T(x)
E — I,®T(v)

&
AN

Segue diretamente da representacao acima que para qualquer w = (z,y*)E €
GEonde x e y* sao elementos em D, e Dj respectivamente. Entao w = tEQy*E
ao identificarmos x £ com T'(z) e y*FE com T'(y). Além disso, dadas duas matrizes ele-

mentares e;; eeyem My(Q),podemos obter em M,;(Q) a matriz elementar:

/

Civjy = Cij @ e, i1 = (2(=1+14) +1)ej = 2(=1+7) + k)

Entao se wE € GE = wE = zFE Q@ y*E = (ajey, + aseq,) @ (breyy, +

boeor, ), |aras| = |biba] = 1 onde as4 constantes sdo inteirase [} = lely =
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2oul; = 2ely = 1. Raciocinio analogo vale para ki e ky. Para efeitos de sim-
plificacao considerewE = (zF).(y*E). Com isto vemos quewE em M4(Q) é com-
binagao linear de quatro matrizes elementares utilizando a distributividade do pro-
duto tensorial. Sendow? = 1 ou w? = s, segue que (WE)? = E = I; ou (wE)? =
—FE = —1; visto quesE = —F. Portanto temos duas configuragoes possiveis
parawk:
wk = ale;j + aze;i + azey, + agey, ou WE = ajey; + ageoy + azezs + asey,

Tomando e;; e e, matrizes elementares em M(Q), podemos formar a matriz

!
elementar e,

i, em M, (Q) da seguinte maneira:

/

eiljl = €45 (%9 €1k

onde iy = (2(—=1+1¢)+1) e j1 = (=14 j) + k). Sabendo que 1 < I,k < 2 entdo o

/7 . ’ . ~ . .
indice de e, ; representa uma posigao na diagonal, ou seja:

21:]1<:>Z:]el:k

0 que nos garante que apenas essas2 configuragoes sao possiveis para wFE, pois
sendo wlE = xF ® y*F como estamos utilizando a representagao irredutivel T’
em D, onde todo elemento T'(x) estd na diagonal principal ou na diagonal se-
cundaria Vx € Dy, entao se xF e yF estiverem ambos na diagonal principal
em M(Q) segue que todos os termos de wE estarao na diagonal principal em
M,(Q). Caso contrario se pelo menos xE ou yFE estiveram na diagonal secundéria,

entao todos os termos de wE' estarao fora da diagonal principal.

Observacdo 3.2. Do isomorfismo F , os elementos de A = {gE/g € G} se agru-
pam em blocos onde os elementos de cada bloco se caracterizam da forma:

se q1FE e goF estao no mesmo bloco e g FE = Z?:l a;e;j, entao g/ =
Z?Zl bieij,, Vi onde 1 <1 < 4.

Teorema 3.1. Através do isomorfismo F, existem exatamente 4 blocos disjuntos
D;, 1 <i <4 onde se divide o conjunto A,sendo que em cada bloco D; fora da

diagonal, existe exatamente 4 elementos de ordem 2 e 4 elementos de ordem 4.

Demonstracao. E facil ver que se wE € GE = wE = (2F).(y'E),xEey*E €
M5(Q). Entao existem duas possibilidades de posigoes para zE e duas pos-
sibilidades para yE (diagonal principal e diagonal secundéria),existindo por-
tanto4 possibilidades de posigoes diferentes e disjuntas para wkFEem My(Q). A
saber, as possibilidades de posicoes dadas pelos respectivos conjun-
tos: A1 = {(1,1),(2,2),(3,3), (4,49}, A = {(1,2),(2,1),(3,4),(4,3)}, A3 =
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{(1,3),(3,1),(2,4),(4,2)}, Ay = {(1,4),(4,1),(2,3), (3,2)}.
Note agora que se o(wFE) =2, wE = xE.yFE e xE = e11—eg e yE = ejp+ey
entao as outras possibilidades parawFE tal que zE e yE' estao nessas mesmas posicoes

(diagonal principal e diagonal secundéria) sao:

wE = xE.(syF) pois syl = —yE;wE = E.(yE)e wE = E.(syF)sendo E = e1;+eg

tendo portanto 4 possibilidades para wE de ordem 2.

Considerando agora o(wFE) = 4 onde xF e yE estdo nas mesmas posi¢oes
que no caso anterior devemos ter nessas condigoes o(yE) = 4 ou sejayFE =
€12 — €21 ou yE = —eqo + e91. Fixando uma das possibilidades para yE temos entao

outras 4 possibilidades para wE de ordem 4 a seguir:
wE =cFEyE wE =zE.(syF),wE = E.(yF)ouwE = E.(syFE).

Apenas note que parawFE = xE.yF, ©E e yF estao na diagonal temos7 possibili-

dades para wFE onde o mesmo apenas terd ordem 2 tal que:

wE =xEyE, wE = zE.(syE), wE = zE.(E), wE = (szF).E,

wE = E.(yE), wE = E.(syF)ewE = E.(sE)

Raciocinio analogo vale paraxF e yFE ambos fora da diagonal. Apenas note
que nesse caso seo(wkE) =2 entdoo(zE) = o(yE) =2 ouo(zE) =o(yE) =4. O

Pela formacao também do monomorfismo ¢ : Uy — ¢(Us),como na se¢ao 2.3
considerando a unidade biciclica pi,, ., # 1 onde 23 e 2o € G, pelo resultado 1.1,

o(z1) = 2 e além disso:

[z,z = 1+ (21 = 1)22(21 + 1)
=1+ (2122 - 22)(1 — S)

Definindo entdo a = (27 — 1)22(21 + 1), sabemos que a* = 0 e consequen-
temente @(i,, .,) = Is + 2F(a/2), (2F(a/2))* = 4(F(a/2))* = 0 poisF é um
isomorfismo e (a/2)? = 0.

Proposicao 3.1. Através do isomorfismo F se g € G e sendo gFE = E?Zl a;€ij;, A =
+1V1<1i<22 seque que todos 0s a;s ou possuem o mesmo sinal ou metade deles

€ positiva e a outra metade é negativa.
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Demonstragao. Veja que paran =1 se u € Dy entao uF = Zle a;e;j, e a; >0
oua; < 0Vl <1 < 2 ou ajay < 0 pela representacao T'em Dy . Se wE € GE
entao wlk = *F @ yE, *FE e yE estao em D4FE. Entao supondo valido para n =

1 vale o resultado também para wk. 0

Observacao 3.3. Como conseqiiéncia temos que sendo gE = Zle a;€j,,€ a; =
+1,entdo Y1, a; = 22, —22 ou 0, o que implica que 4/ 3.+, a;.

Considerando entio a wunidade biciclica o(p,,.,) = Is + a,a® =
0 e a possui imagem em apenas um mesmo blocoD; entao utilizando também a ob-

servacdo acima, temos que Y(fiz, z) = Lg + 2a1€;5 + 2bren,, (1, k) # (4,1)

Lema 3.3. Nao existe unidade biciclica nao trivial com imagem nao nula apenas no

bloco Dy que aparece na diagonal.

Demonstracao. Suponha por contradi¢ao que exista uma unidade biciclica i, .,

onde z; e z5 € G'tal que possui imagem nao nula apenas em D;. Entao:
Pz ,2) = Lo+ 2F(a/2), 2F(a/2) = aie11 + age + azess + aseuy

Como i, -, # 1, segue que @(is, »,) # ¢(1) = I; e entdo existe a; # 0,
1 < i < 4.Portanto (2F(a/2))> #0 o que contradiz a observacao anterior. O

Lema 3.4. Se i, ., € uma unidade biciclica, entdo oz, ) = [@ijlaxa, onde

Viondel <i,j <4 seque que a;; € Ze —4 < a;; < 4.

Demonstracao. Se i, ,, = 1 entao ¢ trivial. Caso contrario pelo resultado 1.1 e

observagao anterior segue que:

Moz, = 1+ (le? - ZQ)(l - S)

onde 2120 = g1 OU 2120 = 1S € 23 = Go OU 23 = (oS, g1 € g2 € By e s € Z(G).

Sendo sE = —FE disto decorre que:

F(glE), Se 2122 = g1

F(lezE) = {

_F(glE)a Se 2122 = Sg1
Da mesma forma que:

F(gFE), se z = g
—F(gF), se z = sgs

Podemos entao analisar ¢(u,, ,) em trés casos sendo:

Oz 2) = Lg+ 2F (21 22F) — 2F (2o F) (3.1)
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Caso 1.1: Unidade biciclica com imagem nao nula em apenas um tnico
bloco:

Podemos supor sem perda de generalidade da observagao anterior que:
F(z129F) = arey + asey; + aseji + agerj € F(2FE) = biey + boey; + bseji + baey;,
i,7,k, 1 sao elementos distintos do conjunto A; = {1,2,3,4} e além disso
la;] = |b;] = 1 onde 1 < i < 4. Segue entdo que para 2(a; — b;)) # 0 =
2(a; — b;)) =4 ou 2(a; — b;) = —4.

Caso 1.2: Unidade biciclica com imagem nao nula em 2 blocos disjuntos
fora da diagonal:

Nesse caso F(z122E) = aiey + asey + azejr + agepj e F(nE) =
bi€ik, + baeryi + bseyi, + baery,, Wi N Wy = 0 onde Wy = {(3,1),(1,7), (4, k), (k,j)} e
Wy = {(i, k1), (k1,4)(l1,12)(l2,11)}. De acordo com isso de (1.1) segue que respec-
tivamente 2F(z129F)e 2F(2zF) possui todas as entradas na forma 2a; = 2 ou
2aq; = —2 e 2b; =2 ou 2b; = —2, . Entao ¢z, z,) = [@ijlaxa, V1 < 4,5 <4 segue
que —2 < a;; < 2.

Caso 1.3 Unidade biciclica com imagem nao nula no bloco da diagonal e
fora da diagonal:

Podemos supor que F(z120F) = ajeq + asesn + aszess + ageqy € F(2FE) =
biei, +baey 1 +bsejr +baer;, 1,11, 7, k sao elementos distintos entre si e componentes
de, Ay = {1,2,3,4}, entéo de (1.1) em cada entrada na diagonal de ¢(j., .,) aparece
uma expressao da forma: 1 + 2a;, 1 < i < 4. Sendo |a;| = |b;] = 1 segue que
1+ 2a; = 3oul+ 2a; = —1. Em contrapartida a imagem de ¢(p., »,) fora da
diagonal serd representada por 2F(29F) que assumird valores iguais a 2b; = 2 ou

2b; = —2. Analisando os trés casos segue o resultado.
O

Lema 3.5. Se uy e up sio dois elementos de G com o(uy) =2 e o (uz) =4 e além
disso F(u1E) e F(usE) ocupam as mesmas posi¢oes nao nulas e fora da diagonal

em My(Q) entdo ujus # usuy

Demonstragao. Por hipdtese temos que F(uiE) = a’leil + a’zeli + a;,ejk + ailekj
e F(uF) = blleil + blgeli + b;)ejk; + b;ekj, a; e b;- € ZV1 <i <4 Sendo u? =
1 eus = 1 temos (F(u E))*=F(u1E)?)=F(E)=1; e F(uE))? = F((usE)?*)=
F(sE) = —1I; visto que u3 = s. De acordo com isso concluimos que aja, =
agay, = 1 e biby = byby, = —1 Sendo F(uyE)F(uyE) = a\byei; + asbiey + asbye;; +
aybserr € F(ugE)F(u E) = biages; + byajey + azaye;; + byazerr 6 facil ver que
aby # bia, pois se ayby, = 1 de (ajay)(bjby) = —1 segue que bja, = —1. Da

!4 ~ i
mesma forma ,se a;b, = —1 entaob,a, = 1.
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Logo F(u1E)F(usE)  #  F(ugFE)F(u1E) e conseqiientemente ujus - #
usur - o que implica que uyus # usu;. U

Dy x Dj
Proposicao 3.2. Dados 2 elementos u; e us € G = el com o(uy) = 2 e
o(ug) = 4,e além disso F(u1 E) e F(usE) possuem imagens no mesmo bloco D; em

M4(Q). Entao existe uma unidade biciclica fi,, ,, onde:
O(pzrur) = Lo+ 2F (ueE) — 2F (u1 E)

Demonstragao. Considerando z; = uyu; ¢ facil ver pela proposigao 3.1 que 27 = 1
e além disso uy 'zju; €< 2, >. Entdo pelo lema 1.3 p1y 0, # 1€ fioy g = 1+ (ug —
u1)(1 — s) seguindo o resultado. A reciproca também é verdadeira, pois tomando
foyw, = 1+ (zrwy —wyp)(1 — s) uma unidade biciclica nao trivial se o(zjw;) = 2
entao o(w;) = 4, ou seja w} = s pois se o(w;) = 2 usando o fato que o(z;) = 2
e que zyw; = swiz; entao terfamos o(zjw;) = 4 o que gera uma contradigao. De
maneira andloga se o(zjw;) = 4 entdo o(w;) = 2.

Casoo(u;) = 4 e o(uy) = 2 basta considerar a unidade biciclica fi,, 4, 22 =

uyuz e de maneira andloga verifica-se que ©(fizy 4, ) = Ig + 2F (usE) — 2F (v F). O

Observacao 3.4. Na proposicio abaizo wvamos trabalhar com as unidades
biciclicas p(fizy wy) = la + @, = 2F (zyu E) — 2F (w E), F (2w E) mboxe F(w, E)
possuem imagem em um mesmo bloco fora da diagonal. Ou seja se F(zyunE) =
Zle a;eij, entao F(uw E) = 2?21 a;€ij, -

Proposicao 3.3. Dada uma unidade biciclica p,, ., # 1 em U(Z(D4)) onde
(s y) = 1+ a,a = 2F (zyun E) — 2F (w E). Tomando entdo qualquer elemento

u; € Dy, entio existe uma unidade biciclica u;%w em U(Z(G)) onde:

Py a0) = La+ @ @ (u B)

Demonstracao. Sabendo que em U(Z(D,)) temos que @(tzw,) = Ila +
2F) (zyun E) — 2F(w E), Fy é o isomorfismo citado no inicio do capitulo QD4FE
em M (Q).Para efeitos de simplificagdo considere 2Fi(zyunE) — 2F(un E) =
2(zyw1 E) — 2w E) = a.Entdo a(u;E) = 2((zywi)u)E) — 2((wy)u; E). Suponha
sem perda de generalidade que o(zjw;) = 4 e o(w;) = 2.Seo(u]) = 1 ou 2entdo
o((zrwy)uy) = 4 e o((w)u;) = 2.Caso contrario se o(u;) = 4entio o((zyw)u)) =
2 e o(wyuy) = 4. Pela proposigao anterior existe entdao uma unidade biciclica, ., .,

em U(Z(Gy)) onde:

Pzs,2) = Lo+ 2((21w1) 0, E) = 2((w1)uy B) = Ly + o(u, B)
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Diante das proposigoes expostas acima é possivel provar o teorema abaixo:

Teorema 3.2. E5 C p(B2).

Demonstragao. Utilizando o isomorfismo F; de Q(Dy)E = My(Q)e conside-
randoy = xvé facil ver queo(y) = 2epu,, # 1.Segue entdo quep,, = 1+ (v —

y)(1 — s) e conseqlientemente:
O(ftay) = Io + 2(WE) — 2(yE) = I — 4eyy €

@(Msx,y) = ]2 + Q(SUE) — 2(yE) = .[2 — 4621

o que implica que By C ¢(By) emU(Z(Dy)).

Tome agorae;;, i # j uma matriz elementar em M,(Q). Vamos provar que I, +
8e;j € ¢(Ba).

Sabendo que e;; = €;,j, ®e;,j,. Suponha que ¢ é impar e j é par, o que implica
quee;; = €;,;, ® ej2. Vamos dividir entao em dois casos:

Caso 1: Tome i, # jy,0u seja (i1, 71) = (1,2) ou (i1, 1) = (2,1):

Como Iy + 4ej2 e I + 4esy sao unidades biciclicas emU(Z(Dy)) entao consi-
derando (svE) = e12 — €91 e (zvE) = €19 + g1 pela proposicao anterior segue que:
(Is + ((4ei5,)) ® (e12 — €21)) € (Ly + ((4€i,5,)) ® (€12 + €21)) sdo unidades biciclicas
em U(Z(G)). Pela a distributividade do produto tensorial temos que:

(Is+ ((4ei5,)) @ (e12 — €21)) = Iy +4ei; —4errj—1) € (Lo + ((4ei,5,)) @ (€12 +€21)) =
(I + 4eij + degitrj-1))-

Observando que j # (1 + 1) e(j — 1) # ¢ entdoly + 8e;; é o produto das duas
unidades biciclicas em U(Z(G)).

Caso 2: Tome i; = j; e sabendo que(I; + 4e;2) é uma unidade biciclica
emU(Z(Dy)), entdao considerando zE = ej; — e e E = e17 — egy e fazendo a
multiplicacao pela esquerda segue que:

I+ ((e11 + e92)(4e12)) e Iy + ((e11 — e92)(4e12)) sdo unidades biciclicas emU(Z(G)).
Suponha que 7; = j; = 1 e pela distributividade no produto tensorial reescrevemos
as unidades acima da seguinte forma:

Iy + (4eij + 4eiivo)(j+2)) © Ly + (4eij — 4egiya)(j+2)))- Sabendo quej # (i 4 2) entao:
(Iy + 8e;j) é o produto de ambas e conseqiientemente provamos que cada gerador
de Eg estd em ¢(By). O

Observacao 3.5. Tendo p, ., uma unidade biciclica nao trivial, entao sabemos que
Poy oy =14 (2120 —29)(1—5) =14+2(2122—22) (1 —5) /2 € p(fh2y,20) =La+2F (2120 F) —
2F (zFE),E = (1 — 8)/2.  Definindo a =2F(z123E) e =2F(2oF) seque que
a e B em relagao a matriz My(Q) ou possuem imagens em posi¢oes disjuntas en-
tre si ou imagens nas mesmas posicoes. Visto que o = I; ou o® = —I; entdo

se aej;,a € Z € um termo de o entao 3 b € Z onde bej; também € um termo
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de .. Observacgao andloga vale para (3.

Explicitaremos os lemas a seguir que permitirdo provar que Bs) C

E5 considerando By como subgrupo de PSL,(Q).

Lema 3.6. Seja pi, », uma unidade biciclica ndo nula. Se (s .2,) = Io+ o +
B, onde o e 8 possuem imagens em posi¢oes disjuntas em My4(Q) ambas fora da

diagonal entdo af e fa nao possuem termos na diagonal.

Demonstracao. Por hipétese segue que ¢(ps, »,) = lg+a+f onde o = ajey, +
azegy, + azesy; + ageqr,, B = bieig, + baeop, + bzesp, + baear,, € li # ki, 1 < i < 4
Suponha por contradicao que «af possui um termo dado por ce; na di-
agonal. Entao cie; = (a;eq,)(biejr,;) em af que pela defini¢ao de multiplicagao de
matrizes elementares segue que [; = j e k; = 1. Isto significa que 8 possuindo um
termo na posigao (;,7) possuird um termo na posigao (i,l;) da mesma forma que

«, o que contradiz a hipdtese . Resultado andlogo vale para [a. O

Lema 3.7. Tomando a unidade biciclica como no lema anterior,entao af + fa =

0,a8 # 0.
Demonstragao. Note que se por contradicaio af = 0, entdao considerando
de; € af deve existir (—a'e;;) em af tal que (a'e; — a'e;;) = 0.Logo temos

dey = (arep,)(bier;) e (—a'e;) = (—dleik;)(dgekzlj), k. # kyaby, = didy, =
a onde 1€k, € — dl@ik’l sao termos de o da mesma forma que biey,; e dgek/lj Sa0
termos de 3. Sendo k| # k; terfamos em a dois termos em uma mesma linha, o
que é um absurdo.

De ¢©(ps.2,) = Ias + o+ [ e utilizando a propriedade ja vista de unidade
biciclica sabemos que (a+ 3)* = (a+ f)(a+3) = 0. Fazendo um cdlculo algébrico
é facil ver que a?e 3% possuem imagem apenas na diagonal, logo (o + 3)* = o? +
af + Ba+ B2, o + %2 = 0 consequéntementeaS + Sa = 0. 0

Observacao 3.6. Sendo ¢(u,, .,) = la+ o+ [ onde a = ajeqy, + azey, + azes, +
asey, € B = bieix, + boeog, + bsesi, + baear,,li # ki e 1 <1 < 4, podemos decompor
a da sequinte forma:
a=a1+ag,a; =arey, +aey, 1 <i<4el(il;)# (l1,1). De acordo com isso ag =
arey 1 +age,; ondek ek € Ay ={1,2,3,4} —{1,i}. Como sabemos que na primeira
e i-éstma linhas existem também termos de [ entao podemos tomar [ = [ + [a,
B1 = biewg, + bieir;, 1 < i <4 onde (i, k;) # (k1,1). Logo By = breg,1 + b;gek”- de tal
forma que k ek € Ay ={1,2,3,4} — {1,i}.

Note que essas decomposicoes com tais caracteristicas serao sempre
possiveis,pois se (i, k;) = (k1,1) escolhemos entdo «y = ajey, + ae;; e entdo
consideramos (31 = biew, + byey,j,j # i. Nesse caso temos que (1, §) # (ki,1),pois

. . , . / / .
se fossem iguais teriamos que l; = ki =1 e ae;; = ae; 0 que contradiz o fato de
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que « nao possui termos na diagonal.

E de facil verificagao também que o181 = fray = aofs = Bacrg = 0, portanto
de af+ Ba =0 temos que (oy +ag)(B1+ B2) + (81 + B2) (a1 +az) = 0 o que implica
que 18y + apf + frag + Paap = 0.

Lema 3.8. Em relacio as decomposicoes anteriores seque que aqfPs + [ran =

0 e asBi + Broy = 0.

Demonstracao. Tomando um termo de;; de o182 entao o mesmo também é um
termo de a8 e pelo lema anterior existe —de;; € fa = [ras+Faaq, (deij+(—de;j)) =
0.

Segue entao que —de;; € Piag pois se —de;; € Paaq  entao —de;; =
(d eir)(dyer;), (—d) = (ddy),d eqx € By e dier; € ap. Da mesma forma que sendo
de;j € a1y entao de;; = (diey)(daey;), d = dids, diey € oy e daey; € Po.

Como die;; € «aq e pela maneira que [; foi definido 3 d;eill,l #* 1, €
Bi.Sendo dey € Bye como By e Py nd0 possuem termos na mesma posicao
entao k # ;. De d/zezzl edey € £ temos entao uma contradi¢ao pois numa mesma
linha existe apenas um termo de f.

Dessa maneira prova-se que —a; 3, C 1o € de maneira analoga verifica-se

que —fB1a9 C a3y chegando ao resultado. O

Teorema 3.3. Seja fi., ., uma unidade biciclica em G entao @(us, »,) € Ey como
elemento de PSL,(Q)

Demonstracao. Se p,, ., = 1 entao é trivial. Suponha entao pu,, ., # 1 e vamos
dividir em trés casos:
Caso 1: Seja p(pis,.2,) = Ia+ a+ 5, a e B possuem imagens disjuntas. Pela

observacao da pagina 35 anterior podemos representar:
a=a;+ay e =01+

Além disso como o? + 32 = 0 segue que:

{ (o + 042)2 + (1 + ﬁ2)2 =0
(a1 + a2)(Br + B2) + (B1 + B2) (e + a2) =0

E facil ver que o? = a3 = # = 2 =0 entao da primeira equagao temos:

a0 + o + 182 + B2 =0

!
Sendo oy = ajey, + aey,, p = agey + apey, 1 = biewg, + biey, e Bo =

b€k, 1 —|—b;€ekii, (1,0;) # (lh, 1) e (i, k;) # (K1, 1), segue que ajas e B1f; possuem ima-
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gens na diagonal e nas mesmas posigoes dadas por (1,1) e (i,7) entao:

aray + 5182 =0 (3.2)

e portanto ¢(ps, ) = la+ (a+5)
(Lo + (a1 +a2) + (B + Bo2)) = (Lo + (1 + B1) + (a2 + 2))
= (Ig+ (o1 + B1))La + (a2 + B2))
= (Ig+oar)Ug+ p1)(La+ a2) (g + B2)

visto que (a1 + B1)(ag + f2) = (1 + @182 + Prag + F152) = 0de (3.3) e
do lema 3.12.

Observe ainda que (I; + aq) = (Ig+ arey, ) (I + azey,) e (Ig+ 51) = (Ig +
bieig,)(La + bieir;),pois 1y # ieky # i,|a;| = |bi] = |a1] = |b1] = 2. Raciocinio
andlogo vale para (I;+ a2) e (I + ba).

Logo ¢(ttz,2,) = (Ia + o) (la + B1)(La + aa)(la + Ba) € E»

Caso2: Seja p(fiz,2,) = Ig + a + [, a possui imagem na diagonal e f fora da
diagonal, entdo (i, ,) = (la+a+p), o = are;i+asey+aseps+ase;; € = breg+
boes; + bseji + baey; onde 4,1, j, k sao distintos entre si no conjunto A; = {1,2,3,4}.

Das equacoes o 4+ 32 = 0 e a3 + Ba = 0 seguem os seguintes resultados:

ai=a3=—(b1by),a3=a3=—(bsbs), a;=—azeaz=—ay. Sendo |a;|=|b;] = 2, 1 < i <
4 entdo byby=bsby = —4 onde a em My(Q) terd duas entradas positivas e duas
negativas.

Suponha sem perda de generalidade que:
o = 2e; — 2ey + 2ep, — 2¢e;

(Ig+ (a+B)) = ((Ig+a)+ B)
(3ei; — ey + 3er — €j5) + (brey + baey; + bzeji + baex;)
entao — (QO(/ULZMZQ)) = (—362'1' + e — 3ekk + €jj) — (ble,;l + bgeli + bgejk + b46kj)

Observando que:

Logo ¢ (Na 22 )

(Iqg — breq — baey;)(La — boey; — bzejr) = (Ig — B+ (bibg)es; + (babs)er) =

(—3eii + ey — 3epr +€j; — B) = ©(fiz 2,)

Logo —(¢(tz.2)) = (La — brea)(Lg — baeyj)(Lg — baey;)(1g — bsejy) visto
quel#kei#j. Del|b| =2 V1<i<4, segue o resultado.

Caso 3 Seja (s ) =14 + o + [, @ e f possuem imagens nas mesmas

posigoes.Sabemos que nesse caso temos que:
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@(,uzhzz) - ]d + a1€4; + A2€;k, |CL1| = |CL2| =4e (lvl) 7£ (kuj)

Esse fato segue diretamente da observagao 3.3 e de que (a + 3)? = 0. Segue entao
que ©(fhz z) = (Ig+ ar€i)(Lg + azej) € By desde que | # k O
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Resultado estendido

Nesse capitulo explicitaremos o resultado generalizado e para isso vamos con-

siderar a seguinte definicao:

Definicao 4.1. Dizemos que G € o produto central dos seus subgrupos G; para 1 <
1 < n se:

a- G=(Gy;1 < i <n),com |G;,G;] =1;

b-Z(G) = Z(G;), para todo 1 < i < n.

Tome entao Gy = D] x D% x D?... x D} onde D} sdo cépias isomorfas

de Dy onde 1 < i <n edefina I um subgrupo de G; formado pela unidade e pelos
elementos da seguinte forma:
w = []8SiSis---5i, 1 < sy < s, < ... < s, < nondel percorre todos os
nimeros pares entre 1 e n. E facil ver entdao que |I| = 2"~! e nesse caso trabalha-
remos com G = % e nesse caso G’ = Z(G) = {1, s} sendo portanto G o produto
central de n cépias isomorfas de Dj.

Para o resultado generalizado precisaremos da seguinte proposicao:

Proposicao 4.1. Sendo G o grupo citado acima, entdo o anel de grupo QG admite

a sequinte decomposicao:
1 1-—
QG—QG( ;S) EBQG( 5 S)

) ~ 3?"Q ¢ QG (1;3) > Mon (Q)

Demonstragao. A primeira parte da igualdade segue da proposigao 1.8. Usando o
1+s

1+s

onde QG (

fato que e = a primeira congruéncia segue da proposicao 1.9 sendo portanto
a parte comutativa do anel de grupo. A segunda congruéncia vem da decomposi¢cao
de QD, juntamente com as proposicoes 2.5 e 1.2. 0

Observacdo 4.1. Sejam 2 matrizes elementares e;; e e; ;

| que estao respectiva-

mente em Man(Q) e My(Q). Utilizando produto de kroneker entre as matrizes po-
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demos obter uma matriz elementar em Mon+1(Q) da forma:
€k = €ij ® €ivj1s Clk € MQn+1(Q),l = 2(2 - 1) + il ek = 2(] - 1) +j1.

Efcicil ver que ey, estarda na diagonal,ou seja | =k <11 =71 ei = J.

Sendo D} = <xi,vi/x;1vixi = vi_1> considere o isomorfismo F' : Q(G)E —

M- (Q) definido pela representagao:
(1,...,1,[L’i,...,1) _>-[d®-[d®T(xz)®[d

(1,...,1,1}1',...,1)%[d...®[d®T<Ui)...®[d

n

Devido a representacao acima ¢é facil ver que gF = Z?Zl a;€ij,, Gi
+1 identificando F(gE) com gE. Do isomorfismo F sabendo que F(gFE)*> =
Iyou F(gF)? = —I;entao dado a;e;; em gl existe por sua vez um Unico
termo ajej; em gF onde a;a; = £1. Podemos descrever dessa forma os termos
de gF como elementos do conjunto A; = {aseij,/5i # F(i') sempre que i #
i’ para todo 1 <i,i < 2"}

Considerando o conjunto A;={(i, F'(i)),1 < i < 2"} formado pelos
indices dos elementos de A; existe sempre uma decomposicio Ay = A U
Ay, Aj={(iy, F(ix)), onde se ki # ky entdo (F(ix,),ir,) # (iry, Flir,))} e
A, = {(F(ig),i)}. Tomando a funcdo bijetora H : A; — Ay onde H((i, F(i))) =
(F(i),1) é facil ver que Hy = H/ 4, ¢ uma bijecao de A} em A, tornando fcil con-
cluir que o (A’l) =o0 (A’z) =2n 1
Proposicao 4.2. Seja gF € GE. Entao F(gE) possui imagem apenas na diagonal

ou completamente fora da diagonal.

Demonstragao. Vamos provar por indugao sobre n:
Seja G, e G,,.1 respectivamente grupos que sao produtos centrais de nen +
1 copias isomorfas de D,. Considerando entao ¢gE € G,.1FE segue que gE =
(1 E) @ (up1 E),nE € (Gp)E e up1F € DyFE. Por hipdtese de inducdo temos
dois casos a considerar:

nE = (X7, aie;ji) =75 V1<5<2" ou

nE = (Tl ey, ) iFavi<j<on

Considere primeiramente u, 1 FE= (Z?Zl aieii) e entao tomando g;E na

diagonal temos que:
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(glE) ® (Un+1En+1) = (Zfil aiale;‘ji)ell> + (Z?Zl Clz'a26;ji)€22> =

2mn " on "
<Z¢=1 aial6(2(—1+i)+1)(2(—1+z’j)+1) + (2 @iQ1€(9(—144)+2)(2(—144;))+2 ) -
Logo gFE possui imagem na diagonal sendo j = f(j).

Caso contrario se wu,1F esta fora da diagonal e ¢; F na diagonal entao:

on 2n
(1 E) @ (up1 F) = <Z aiale;jiem) + (Z CLz‘CLQ@;ji)@Ql)

i=1 i=1

concluindo-se que gF tem imagem fora da diagonal. Os outros dois casos sao
analogos aos anteriores seguindo o resultado.

Como consequéncia segue que dados ui E e us E elementos de gF entao am-
bos os elementos possuem imagens nas mesmas posicoes ou em posicoes completa-
mente disjuntas em Mo (Q) . O

Proposicao 4.3. Seja Se g € GE e sendo gFE = Zle a;eij),a; = 1V 1 <a <27,
seque que todos 0s a;s ou possuem o mesmo sinal ou metade deles € positiva e a

outra metade € negativa.

Demonstragao. Prova-se por indugao assim como na proposicao 4.3. Observando
também que para n = 1 se g € D4 entao segue que gF = Zle a;eij;),a; > 0 ou
a; <0V1I<i<2ouaa <0 ]

~ e on
Observacao 4.2. Como conseqiiéncia temos que sendo gE = Y . | a;e;j, e |a;| =

1,entao 22221 a; = 2", —2" ou 0, o que implica que 2"/ ZZI a;

Com os resultados entao obtidos anteriormente é possivel adaptarmos tudo
que foi visto no capitulo anterior para provamos que By C Ey em PSL,(Q).

Considerando Uy, Uz = {1 4+ a(l — s)/a € Z(G)} eV = {1 + a1l —
s)},e(a) é par subgrupos em U(Z(G)). Sendo G um grupo extra-especial sabemos

>~

que By esta em V e sendo V vamos estudar as unidades biciclicas

2
{b{cz 6&
como subgrupo em PSL,(Q) = ————" .
: = 761,@)
Através do isomorfismo F' : Q(G)E — M,, (Q) é possivel definir um mono-
morfismo ¢ : Uy — ¢(Us) de tal forma que se w =1+ > a,9(1 —5),> a9 €
1—
Z(G) € Usentaop(u) = I+ 2> a,F(gE), E = ( 5 ) em SL,(Z).

Sabendo que By C V, o lema a seguir nos fornece uma maneira direta de

expressarmos z = [i,, ., € By ,como elemento de Us.

Lema 4.1. Se u., ., € uma unidade biciclica em U(Z (G)) nao nula entao:

Pz = 1+ (2122 — 22)(1 — 5)
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Demonstragao. Basta observar que sendo z; = wjuy...u,l € G entdo o (z1) =
4 < existe um ndmero impar de termos u;, 1 < i < n,o(u;) = 4. Logo < z; >=

{1, 21, 8,821} e neste caso sendo G extra-especial ,segue que :

2 lnmet =1ou 2 oz =5

o que implica a trivialidade da unidade biciclica.Caso contrario se o(z;) = 2 e
[z 7 1 entdo 22_1212221_1 # 1, o que implica que 22_1212’221_1 = s.Logo z12y =

sz321 e o resultado segue analogo ao capitulo anterior. ([l

Observacao 4.3. Sabendo que fi, ., = 14 (2122 — 29)(1 — 5), a1 = (2122 — 29)(1 —
s) entao o(pizy ) = Lo+ F(ay), F(a1)*> = 0 e além disso F(ay) = a+ 3, onde a =
2F (z120F) e B = —2F(2oF).

De acordo com as notagoes acima sequem o0s dois lemas abaizo de demons-

tragoes andlogas ao capitulo anterior.

Lema 4.2. Seja p,,., uma unidade biciclica ndo nula.Se (s, »,) = la+a+ 5, onde
a e B possuem imagens em posicoes disjuntas em Mon(Q) ambas fora da diagonal

entdo aff e fa nao possuem termos na diagonal.

Lema 4.3. Tomando a unidade biciclica como no lema anterior,entdo o + 32 =
0eaf+ pa=0,a8#0.

2n 2’!’1/

Lema 4.4. Dados o :F(gE):Z aeiq, € B=(nF) :Z aep, elementos em
i=1 i=1

posigoes disjuntas em Mon(Q) seque que b; # 1;,1 < i < 2™ Considere agora A; =

{(4,,)/1 <1< 2"} e By = {(i,b;)/1 < i < 2"} conjuntos de indices que represen-
tam respectivamente as posicoes de cada termo de « e [3.Entdo existem subcon-
juntos AY C Ay e BY C By, AY = {(ix, lx)/1 < k < 277V e (ig, ly) # (L,45),k #
¥ e By = {(i, b)) /1 < k <277 e (i, be) # (b, ;). k # j}

Demonstracao. Sabemos que existe um subconjunto A} ={(ix, lx)
/1 < k < 2' e (iglg)#(,05), k # j}C  A;. Como os termos
de § percorrem todas as linhas de Myn (Q) entao para cada ix, 1 < k < 2" existe
Py = (i, br) que denota a posicao de um termo de f. A partir disso formamos o
conjunto By = {(ig,by) / 1<k <2771},

Vamos considerar entao em B; 2 subconjuntos dados por:

By={(ir;,br,)/ 1 < 1 < m, (i, br,) # (i, ik,) sempre que Iy # l}e
By = {(in;,br,)/m < j < 271 (g, bry) = (Dryrysing,,)m+1 <1< (2071 — 1)
onde m denota o numero de elementos de B;. Para feitos de simplificagao
tome By = {(ix,b),1 < k <m}e By = {(ij,b;)/m +1 < j < 2" '}.Por sua vez a

o~ . o~ ’ .
decomposicao de B; gera uma decomposicao em A, da seguinte forma:
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Ay = {lin, W) /1 <k <m} e Ay = {(i, ;) /m +1 < j<2"1})

Afirmagao : Considerando A] C A}, A] = {(iy,lz)/1 <k <m < 2" 'e B] C
By, B} = {(i,b)/1 < k < m < 2"!, entdo tomando (4,41, lmi1) € A} é possivel

" / .
com A; e By encontrarmos 2 novos conjuntos:

AY = {(ig, 1) /1 < k <m+1} e BY = {(ix, be)/1 < k < m+1 e (ix, by) # (b;,i;) para k # j}

~ . , / . .
Demonstragao:Se (i1, lms1)é um elemento de A existe (i;,41,bm51) um  ele-

mento de B; e consideramos os novos conjuntos :
A% = {(ilv ll)? (i27 l2)7 cee (Zka lk) s (2m7 lm)7 (im+17 lm+1)}

Bl1 = {(ilﬂ b1)> (i27 bQ)a s (Zk7 bk) s (va bm)a (im+1> bm+1)}

Se (byi1sime1) 7 (g, 0k),1 < k < m entado estd provado.Caso contrario se
i1y ime1) = (1x, bg) para algum k e sabendo que na (I+1)-ésima linha existe um
+ + p g

termo de (8 na posicao (Lnt1,b,,.1) tome entdo:

A% = {(ilv ll)? (i2> l2)7 s (Zkv lk) cee (Zmy lm)a (lm—i-laz.m—}-l)}

B% — {(7;17 b1)7 (i27 62)7 v (/Lk) bk) o (lma bm); (lm+17 b/rn-i,-l)}
Veja que (lm+1,b;n+1) # (by,ix) pois se (lm+1,b;n+1) = (br,ix) = lpi1 =
by = imi10 que gera uma contradicdo.Se (Iyi1,b,,.1) # (bj,4;),j # kentdo estd

provado.Caso contrario se  (lp41,0b,,.1) = (b;,i;) que sem perda de generalidade

tome (bj, ;) = (ba,i2) obtemos entao:

A ={(i1, 1), (Iay i), - . (i ) - - iy bon)s (Lot 15 Tmg 1)

’

B} = {(i1,b1), (I2,b5), - - (i 01) + - (s by )s (Lont1, b 1) }

Analogamente (by, l3) # (L1, bypq) POisse (by, lo) = (Lni1, byysq) = by g = lo = ig
0 que gera uma contradicio .Da mesma forma que (ly, by) # (bg, i) pois se (Iz, by) =
(bk,ix) = by, = ly = i;p1 0 que também é uma contradigao.

Como temos um ntumero finito de termos entao o processo termina apds k
passos, obtendo os conjuntos A’f/ e Bf/ desejados.

De acordo com isso, tomando Al = ATUAY, A% = {(ipms1, bns1)s (ims2, lmga) }

observando que A; gera o conjunto  Bf = {(ims1, bms1), (imi2, bmi2)}  C
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B, é possivel encontramos B} = {(i,by),1 <k <m+2e (i, by) # (bj,;),k # j}
Da mesma forma considerando A2 = AlUA,, A= {(imi3, lm+3), (imsa; lmia) }
notando que A, gera o conjunto By = {(imi3, bms3)s (imsa, bmss)} C By entdo
obtemos B? = {(ix,bx),1 <k <m+4e (i, b) # (bj,1;),k # j}
Apds um numero finito de k passos, obtemos entdao A} = {(i;,1;)/1 < j <
21 e BY = {(i;,b;)/1 < j < 2"} os conjuntos entdo desejados ,k = Tlom

2
U

Desse jeito definindo A’f, = {(l;,4;)/1 < j < 2"'}e Bf, = {(b;,i;)/1 <
j < 2"} e tomando a; como a soma dos temos de @ que tem como indices os
elementos de A¥ e 3; como a soma dos termos de 8 que possui como indices os

elementos de BF, temos a seguinte decomposicao:

a=a;+aze=p1+ 5

E facil ver que a9 e By sao formados respectivamente da soma de termos
/ !
cujos fndices fazem parte dos conjuntos A¥ e BY respectivamente. Também por

uma verificagao rapida seguem as igualdades:

=0 =as=P0=0e a8 = ayBs = Bra; = Paaz =0

De o + % =0 e aff + Ba = 0 temos:

(1 +ag)(a1 + ag) + (81 + B2)(B1 + B2) = 0
(a1 + a2)(Br + Ba) + (B + B2) (a1 + a2) =0
Disto utilizando as igualdades acima obtemos:

sz + agan + P12 + e =0

102 + agf + fraz + Py =0
Temos entao o seguinte lema cuja demonstracao é analoga ao capitulo ante-
rior:

Lema 4.5. Seja p(ftz ) = la+a+B,a e B possuem imagens disjuntas e fora da
diagonal. Entao de acordo com a decomposicao anterior seque que oo + Biog =
0 e asfy + Baar; = 0.

De acordo com os resultados preliminares segue o teorema principal do

capitulo.

Teorema 4.1. Sendo B, CU(ZGQ)). Entio By C  Ey como  subgrupo
de PSL,(Q) através do monomorfismo ¢ : Uy — p(Us) C Man(Q).
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Demonstracao. Caso 1 : Seja fi,, 2, € Ba, ©(fiz 2,) = la+a+ [ ondea e § ocu-

pam posigoes disjuntas em M. (Q) entao:

SO(MZLZQ) = Id + (051 + 052) + (61 + ﬁZ)

Observemos que (ay + fi)(ae + f2) = arag + aify + Brag + 1B =
0, pois ajag + B182 = 0 e o185 + Pray = 0 e portanto:

Ii+a+p=Ui+o1+B)La+ as+ f2) =
(Ig + 1) (La + B1)(La + az)(1y + Ba)

Pela formacao de aq, as, 51 e (B2 segue que:

Ozz=<Id+Z 1 aeu)
B = (Id+ Zzzn11 dezb)
) den)

62:<Id+zlldebz - e

H
I
ILie

visto que (4,0;) # (l;,7) e (4,b;)) # (b;,i) sempre quei # j. Sendo |a;] =
|a;| = |d;| = |d;| = 2 resulta que ¢(u., .,) C Fs.
Caso2: Seja (s, 2, P(fz,2,) = g+ a + 5, onde @ e f ocupam respectivamente

suas posigoes na diagonal e fora da diagonal em M. (Q) entao:

6 = bleilll + bgellil + +b3€1'2[2 + b4612i2 4+ ...+ b2n€lzn—1i2n—1 e
Q= 1643, + 2611, + A3Ciyiy T AaClyly, + ...+ A2n€l, 11,
De (o + 3)* = 0 temos as seguintes igualdades:
o’ +p*=0e (4.1)
af + Ba=0 (4.2)

De (2.1) segue que:
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| Q2k4+1 = —(bagr1bag2), 0 < k< (2771 —1)

Da mesma forma que de (2.2) temos:

'albl + bla2 =0
agbg + b3a4 =0
CL5b5 + b5a6 =0

+ o=

\a2k+1b2k+1 + b2k+1a2k+2 = ()7 0 S k S (2n—1 - 1)

Das equagdes acima sendo |a;|=|b;| = 2,1 < i < 2" = (bogy1bogr2) = —4,0 <
E < (21 — 1) e também aggy1 = —aopy2,0 < k < (277! — 1). Portanto o terd
metade de termos positivos e metade de termos negativos. Suponha entao sem
perda de generalidade que:
a = 26415, — 2ep1y + 2€iyi, — 2€150, + 2€45105 — 26150, + 265, iy, — 261, 41, -
Logo Ig+a+ B =3eii;, — €n1, + 3€iniy — iyt + 3Cigiy — Clgty + - - +3€iy, iy 1 —

elQn—llgn—l + /B
Sendo I; + a+ = —(I; + a + ) segue que:

Ii+a+p = —3€iyi Ty = 3Cigiy T €lyly = 3€igis Felp1, 7+ _3eign—1i2n—1 +612n—112n—1 -

Veja entao que:

(la — bieii, — bzeiyt, — bseigiy + ...+ (=ban 1€, 11, 1))

(Ig = baeryiy — baeiyiy — boCugiy + .. + (=baner, 13y, 1)) =

(Ig — B+ (bibz)eyiy + (b3ba)eiyi, + (bsbe)€igis + - . + (ban _1bomei, i, 1)) =
(

(

—3€iyiy T €nt, — 3€igiy T €lyly — 3€igiy + ... — 3€i2n71i2n71 + Clyn—1lyn—1 — 6) =
I+ o+ 6)
Note que:
L= by e =12 N1y — boyes ) e
d k=0 2k+1C% g ylkrny | — 1lk=0 d 2k+1% 1yl (kr1)

277,71

(Id - Zi:l b2kez’klk> = 11— (Id - kaeiklk)
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pois (ij,0;) # (lg,ix) sempre que j # k.Sendo |b = 2V 1 < i < 2" segue
que Qp(ru’thz) C E,.

Caso 3: Seja fizy 2 ©(fs 2) = lg + o + B, onde a e § ocupam respectiva-
mente as mesmas posigoes em Mo (Q). Sabendo que (a+ 8)> =0 entao:
O(fhzy ) = Ig + bregy, + boeiy, + +b3eigy + ... + biesy, onde k = 2771 pela
proposicao 4.5 e (i,1;) # (I, i) para j # k.

Logo ¢(fzy,2) = H?:l(]d + bjei,i;) e como nesse caso [b;| = 4Vl < j <

k entao ¢(fiz, 2,) C Ea, provando o resultado para todos os casos. O

U, 2 R ~
Definicao:Dizemos queus B = )7 a;e;5, e us B =Y 7| bie, ;s estao no mesmo
. W .
bloco sempre queyj; =7, V1 <¢ <27,
Podemos dizer entao que dois elementosu; e us estao no mesmo bloco se as

suas imagens ocupam as mesmas posi¢oes na matriz Mon (Q).

Teorema 4.2. Teorema da generalizacao dos blocos:Existem exatamente2™ blocos
disjuntos onde se divide o conjunto A = {gF /g € G} através do isomorfismo F' —
mathbbQ(GE) = My (Q), incluindo a diagonal. Além disso em cada bloco fora da

diagonal existem 2" elementos de ordem?2 e 2" elementos de ordemA4.

Demonstracao. Suponha valido paran e vamos mostrar que vale paran + 1:
Seja u € Gpq1, entao ul = (WE).(u1E),w e uj estdo  respectivamente
em G, e Dy. Pela hipotese de inducdo segue quewF possui 2™ possibilidades
de posigoes disjuntas em Mo (Q). Sendoui E' = aje1q + agegzn ou ug B = byejs + baegy
e sabendo quewFE = 21221 aeij, entdao ulE = (wE).(u;E) possuird 2 posigoes
disjuntas para cadawkF fixo. Como temos?2" possibilidades parawF teremos no
total 27! possibilidades de posicoes disjuntas paraul possuindo portanto 27+
blocos disjuntos onde se divide o conjunto A.

Fixando um blocoD;e tomando wE cuja posicdo em My (Q) esteja
em D, entdowE = (w1 E)(ugl),usE € DyE. Temos entdo 2  posigdes a conside-
rar:

Casol: Considere wuyF estd na diagonal:

Veja que mnesse caso temos entao2 possibilidades a conside-
rar:us ! = IpouwE = aje;; + agesn,aiae = —1. Entdo se o(wE) =
2ewE = (u1E)(ugF)segue queo(u;F) = 2 e por hipdtese de indugao te-
mos 2"~ ! possibilidades parawu;Fe tendo 2 possibilidades parau,F segue entao
temos 2™ possibilidades para wE. Seo(wE) = 4 implica queo(u1 E) = 4 e de
maneira analoga temos 2" possibilidades para wkE.

Caso 2: Considereuy F estéd fora da diagonal:
Entao o(ugE) = 2 ou o(ugE) = 4. Se o(wE) = 2 como(uy F) fora da dia-

gonal entao utilizando a hipétese de inducao temos 2°~ ! possibilidades parau, E
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fixando qualquer uma das duas ordens parausF temos portanto 2™ possibilidades
parawkFE. Raciocinio andlogo vale para quandoo(wFE) = 4.

Quando u; F estd na diagonal podemos escrever wE = (u)E)(w E) u1E €
D4E e wiF € (G, e novamente utilizando a hipdtese de inducao para w;FE vemos

que wE possui 2" possibilidades tendo ordem 2 e tendo ordem 4. 0

As proposicoes e teoremas posteriores terao como objetivo provar que Eon+1 C
©(B2), sendo B um subgrupo em U(Z(G).

Proposicao 4.4. Dados 2 elementos uy e uy € G onde o(uy) = 2 e o(ug) = 4, e
além disso F(u1E) e F(u1E) estdo no mesmo bloco D; e fora da diagonal em

My (Q). Entao eziste uma unidade biciclica p,, ,, onde:

@(Mn,m) = [d + 2F(u2E) - 2F<U1E)

Demonstragao. Considerando z; = wusu; ¢ facil ver que 27 = 1 e além disso

uytzuy €< 2 >. Entdo pelo lema 1.3 iy, # 1€ floyu, = 1+ (ug — up)(1 — )
seguindo o resultado.
Veja também que se o(uy) = 4 e o(uy) = 2, considerando a unidade biciclica
[z ups, 22 = Uiz de maneira andloga verifica-se que a mesma é nao trivial e con-
sequentemente
DMz uns) = La + 2F (ugB) — 2F (w1 E)

A reciproca também é verdadeira, pois tomando fi,, », = 1+ (2w —w1)(1—s)
uma unidade biciclica nao trivial se o(z;w;) = 2 entao o(w;) = 4, pois se o(wy) = 2
usando o fato que o(z1) = 2 e que zyw; = sw;z; entdo terfamos o(zjwy) = 4 o0 que

gera uma contradigdo. De maneira analoga se o(z;w;) = 4 entao o(w;) = 2. O

Observacao 4.4. As wunidades biciclicas que trabalharemos abaizo sao
da  forma (s w)=ls + a,a=2F(zyu1E) — 2F(u1E) onde 2F(zywE) =
2(32% azei5,) e 2F (wmE) = 2320 biei5)i # jiela] = |b] = 1V1 < i < 2",
Usando a propriedade elementar de unidades biciclicas que o®> = 0e pela pro-
posicao 4.5 seque que:

a=2( f;lcikeikjik),cik #0 ec;, = (a; —b;,). Além disso para cada ky fizo temos
que Ji,, # ik ¥V 1 <k <277

A partir de agora consideraremos G,, como o grupo G formado pelo produto

central de n cépias isomorfas de Dy.

Proposicao 4.5. Dada uma unidade biciclica p,, ., # 1 em U(Z(G,)) onde

O(fhzy ) = Lg + acomo citado acima. Tomando entio qualquer elemento u; € Dy,
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entao existe uma unidade biciclica /LIZQM em U(Z(Gp11)) onde:

Oy y) = T+ ® (u, E)

Demonstracao. Sabendo que em U(Z(G,)) temos que @(fs ) = Ig +
2F (zyun E) — 2F (w E), F' é o isomorfismo de Q(G,E) em M. (Q). Para efeitos de
simplificagdo considere 2F (zyw, E) — 2F (w E) = 2(zyw E) — 2(w1 E) = «. Entéao
a(uiE) = 2((zn1w)uy E) — 2(wyu) E). Suponha sem perda de generalidade que
o(zwy) = 4 eo(w;) = 2.Seo(u;) = 1ou2entdo o(zywi)u;) = 4 e o(wiu)) =
2. Caso contrario se o(u;) = 4entdo o((z w;)u;) = 2 e o(wiu;) = 4. Pela pro-

posigao anterior existe entdao uma unidade biciclica, fi,, , em U(Z(G,11)) onde:
PHzs0) = La + 2((z101)uy B) = 2(wiwy B) = Lo + a(uy E)

U

Observacao 4.5. Note entdio que o produto den unidades biciclicas da forma
(i) = Ig+a;, 1 <i <n onde os ays ocupam as mesmas posicoes em Man (Q) isto
Ca; = Zzn 11 aier;, V1 < i < n gerard um produto de n unidades biciclicas
emU (Z(Gr41)),pois além disso comoa,a; =0 seque que:
o(pr)e(u2) ..o o(pn) = lg+or)Ig+a2) ... (Ig+ o) = (Ig+ (a1 +as+ ...+ ay)).
Tomandou € Dy um elemento qualquer temos que (o + s+ ...+ ay)u E =
(B + agun E+ ...+ apui E) emQ(Gryq)E).
Em sequida considerando a identidadel; em Man+1(Q) resulta em (I +
ayu B+ ayun E+ ...+ apui E) = (Ig+ acqun E)(Ig + agui E) ... (Ig + ayur E)
visto que pela proposicao anterior (1g+ouy E) sao unidades biciclicas emU(Z(Gpy1))
onde conseqiientementea;ui £ ocupam as mesmas posi¢oes em Maont1(Q),ondel <
1< n.

Teorema 4.3. Seja Bso subgrupo gerado pelas unidades biciclicas em
U(Z(Gn)) Entao Eoni1 C QO(BQ).

Demonstragao. Vamos provar por indugao a seguinte afirmagao:  (I; +
2"e; ;)01 # j1 é o produto de2" ! unidades biciclicas da forma o(p;) =
I+ a0 = 2F (w1 E) — 2F (ugF) onde u1 E' e us £ ocupam as mesmas posigoes em
um mesmo bloco D, fora da diagonal em M. (Q).

Sabemos por produto tensorial que dado e;'j um elemento da base matricial
em Mani1(Q), segue que e;/j = €iyj; Q€15 €irjy € €], Sa0 respectivamente elementos
das bases matriciais em My (Q) e M3(Q). Suponha sem perda de generalidade quei
¢ impar e j é par e entao e;'j = €,j,-€]a-

Caso 1: Suponha quei; # j;. Tomando entao um elemento u € Dy, ul =

e}, + €5, entao pela observacao anterior e pela hipdtese de indugao temos que:
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1"

(Lot (2" esj )u1 B)) = (Lo (2 eig ) (efatesy)) = (Tat+2" ey +2" el )
Sendo portanto o produto de2”~! unidades biciclicas o(u;) = Iy + o, a; ocupam
as mesmas posi¢oes em Man+1(Q).

De maneira andloga tomando v E = e}, — €3, emD, entdao (I; +
(2", ) (ery — €31)) = (1o + 2”“6;; - 2”“6'(;“)(].71)). Sendo também o produto
de 27! unidades biciclicas ¢(u;) = I + a; onde tanto «; quanto «; ocupam as
mesmas posigoes em Mon+1(Q).

Log(i (Ia + 27ley; + 2ep gy o + 27 he; — 2Fle
(Iq+ 2""2¢;;) é o produto de 2" unidades biciclicas emU(Z(G41))

"

(+1)G-1)

Caso 2: Suponha agora que ¢; = j; e entao e;/j = €i,;1€12:%11 = J1 € €y, €
um elemento da base matricial em My (Q).

Utilizando produto tensorial de matrizes sabemos que e;, j, = €, @€}y, €, € €ky
sdo elementos respectivamente das bases matriciais em My(Q) e Man(Q). Segue
entao que e;/j = (ey.€f.)ely, chamandoe,;, = efel,que é um elemento
de My (Q). Por hipétese de indugao temos que (I + (2")e;,;, ¢ o produto de 2!
unidades biciclicas emU(Z(G,)), ¢(u;) = Iq + a4, @; ocupam as mesmas posigoes
em M. (Q). Suponha sem perda de generalidade que e, = €),e tome ujeuy €
Dy,u; = €}, + epe uy = €); — eyy. Por raciocinio andlogo ao caso anterior
segue (Ig + ((e1 + e5) (2" ters,)) e (In + (€1 + €n).(2" 1 ey,y,) sdo respectiva-
mente o produto de2" ! unidades biciclicas em Myn+1(Q) com imagens na mesma
posicao. Sabendo que €} 61,5, = e;/j eeylerns,) = e'('2n+i)(2n+j) entdo (I; + 2”“6;;- +
2" iy on ) (La 2" e, =2 e iy gny 5y) € 0 produto de 2" unidades biciclicas
emU(Z(Gpn11)), 0 que conclui-se que ((1; + 2”*26;}) € B,.

Vamos provar que é valido paran = 1:

Sabemos do isomorfismo Q(G1)E = M>(Q) que existe um elemento de or-
dem 2 e outro de ordem 4 dados respectivamente poru; = €15 + €91 € us = €15 — €s1.

Pela proposigdo 4.6 existe uma unidade biciclica p,, ., € U(Z(G1)) onde:
W(:uzl,ul) =Ila+ 2F<U2E) - 2F(U1E>

Chamando a = 2F (usE) — 2F (u; E) sabendo que o? = 0 da propriedade
elementar de unidades biciclicas entao @ = +4e15 ou a = +4es;. Suponha sem perda
de generalidade que v = 4eyy. Calculando, temos também que o (fiszy 0, ) = Lg—4e€91.

Disto conclui-se entao que:

Ey C By CU(Z(GH))
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Apéndice

Seja i, ., uma unidade biciclica nao trivial em U(Z(G)) onde G é grupo-
extra especial de ordem 32. Vamos considerar entao a imagem de algumas unidades

biciclicas ¢ (s, ,2,) = Ig+ o+ mediante os trés casos possiveis com suas respectivas

decomposigoes:
Casol: Quando a e possuem imagens nas mesmas posigoes e fora da diagonal:
10 -4 O 10 -4 0 1 00 0
01 0 —4 01 00 010 4
Hau— =
00 1 0 00 10 001 O
00 0 1) [00 O0O1)[00O0 1
(10 -4 o] [10-40] 100 o]
01 0 —4 01 00 010 4
Hau— =
00 1 0 00 10 001 O
00 0 1) [00 O0O1)[00O0 1
(10 0 -4] [10 oo 100 —4]
01 4 0 01 40 010 O
Hauw =" =
00 1 0 00 10 001 O
00 0 1 00 01 000 1

Caso 2: Quando a ef possuem imagens em que uma delas esta na diagonal e a

outra fora da diagonal.

1 0 -2 0 10 00 1 0 -2 0
0 1 0 -2 01 00 0 1 0 -2
Hep =
2 0 -3 0 20 10 0 0 0
0 2 03] |02 01| 0 0 0 1
1 0 -2 o [ro oo] [ 1 0 -2 0]
0 -3 0 2 01 02 0 1 0 0
Hepbx =
2 0 -3 0 20 10 0 0 0
02 0 1] oo 01| 0 -2 0 1

ot
w



1 -2 0 0 10 00 1 -2 0 0
29 -3 0 0 21 00 0 1 0 0
/’[/t*,b*'_> =
0 0 1 -2 20 10 0 0 1 -2
0 0 2 3| |00 21]| 0 0 0 1]
[ 3 2 0 1 T12 ool 1 0o o o]
2 1 0 01 00 2 1 0 0
[t e — —
0 0 1 00 10 0 0 1 2
i 0 -2 3| |00 -21]| 0 0 1|

Caso 3 : Quando o e[S possuem ambas imagens fora da diagonal e em posigoes

disjuntas. o o )
2 0 2 1 -2 0 2 1 0 00
2 1 -2 0 0O 1 0 0 2 1 -2 0

ot b+ =
9 1 2 0 -2 1 2 0 0 10
0 -2 1 0O 0 0 1 2 0 -2 1
[ 0 -2 2| [1 0o-=2 2] 1 0o 0o0]
0 1 -2 2 0 1 -2 2 0 1 00

g — =
2 2 1 2 0O 0 1 0|]|-2 2 10
2 2 0 1 0O 0 0 1]||-2 2 01
1 -2 2 ol [t 0o o o] 1 -2 20]
2 1 0 -2 2 1 0 —2 0 1 00

o> = =
2 0 1 -2 2 0 1 -2 0 0 10
0 -2 2 1 0O 0 0 1 0 -2 21

Formacio das unidades biciclicas B, C U(Z(G,)) através das unidades
biciclicas By C U(Z(Dy)), o que nos permite provar que Iy + 8¢, # j € By em
U(Z(G,)). Para isso vamos dividir o estudo em3 blocos onde de divide o conjunto
de indices fora da diagonal:

Casol: Bloco formado pelas posicoes (1,3), (3,1),(2,4) e (4,2):

Sendo Dy = (z,v,2% = v* = 1/ vz = v®) , 2(D,) = D, = {1,v®> = s}, considere o
isomorfismo F(Q(DyE — My(Q), E = — i

F(zE)=1;+e11 —eg e F(vE) = Iy + €15 — €9;.

De acordo com i8s0 ¢(fiy.s) = o + 2F (zvE) — 2F(svE) = I + 4ey;. Entao:
= Lo+ (dexr © (ef) +€3)) = [o +deyy + ey e
po = In+ (den ® (ef) — €3)) = Lo +dey, — ey
sdo unidades biciclicas em U(Z(G)).

Conclusao: py.p0 = Iy + 86;)1 e piy.(pe) ™t =14 + 86:12 € B,

Da mesma forma sendo (s, ») = In+2F (szvE)—2F (vE) = I;+4e;s, entao:
i = Lo+ (dern @ (e, + €3)) = Lo+ ey + degge
fy = I+ (4e1o® (€3, +€by)) = Iy +4e)5 — 4e,, sao unidades biciclicas emU(Z(G1)).

onde:

o4



Logo pi).pty = Iy + 8ejs ¢ p1.(pa) ™" = Iy + 8¢y, € By
Caso2: Bloco formado pelas posicoes (1,4),(4,1),(2,3) e (2, 3):

Veja que 6'14 = ez ® €],. Tomando entao uy = ej2 + €91 e us = €19 —
es1,elementos de Dy FE é facil ver que:
py = Lo+ (dexr © (efy + €3,)) = Lo+ deyy + dely,
pa = Lo+ (dexr @ (efy — €31)) = Lo+ desy — dey,
py = Lo+ (dern @ (efy + €31)) = Lo+ deyy + degs,
py = Lo+ (ders @ (efy — e3))) = Lu + deyy — ey

Logo pig.pua = Iy + 8egy, pra-piy ' = Lo+ 8eyy, prgpuy = Lo+ 8eyy, € gyt =
I + 8eys € By.

Caso 3: Bloco formado pelas posigoes (1,2),(2,1),(3,4) e (4,3) :

Note que ejy = €11 ® €12 entao considerando Y(fig o+ ) = Iy + 4e1o, segue que
tomando 2 elementos em D, dados por Iy = u; = €11 + €99 € x = €117 — €99 temos que:
,Ulll = Pz o = Lo+ ((e11 + ea2)(4€],)) = 14 + 6/12 + 462’,47
fy = flsaegor = L+ ((en1 — e2)(4efp)) = L+ ey — deiy
py = o sror = Lo+ ((en1 + ea2)(4e3,)) = Lo+ € + de
Hy = Harasror = Do+ (e — e22)(de3y)) = Lo + eqy — delg
sao unidades biciclicas emZ/l(Z(Gl)) Logo pi] .ty = Iy + 8ejy, ity (py) ™" = I +

1

1 1"

8€ay, tg -ty = Iy + €43 € pg.(1y) ™ = Iy + 8,5 estdo em By.
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