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Resumo

Esta tese tem como objetivo o estudo das folheagbes que possuem integral primeira
racional e estabilidade da singularidade de um campo vetorial holomorfo.

Primeiramente, apresentamos uma familia de exemplos interessantes de folheagoes de
codimensao um em CP(n) (n > 2) nas quais podemos explicitar a integral primeira
racional. Em dimensao dois, os elementos dessa familia possuem singularidades do
tipo Poincaré racional positivo no hiperplano do infinito e em dimensoes mais altas,
se consideramos uma folheacao de codimensao um que possui o hiperplano do infinito
invariante e suponhamos que a intersecao deste hiperplano com o conjunto singular
da folheagao é uma componente de Kupka irredutivel lisa nés provamos que possui
integral primeira meromorfa.

Em segundo lugar, consideremos uma folheagdo de codimensdo um em CP(n)
(n > 2) que tem um hiperplano invariante o qual intersecta o conjunto singular
da folheacao numa hipersuperficie irredutivel cujo grau é poténcia de um primo.
No caso em que o grupo de holonomia do complementar desta hipersuperficie no
conjunto singular nao possua elementos tangentes a identidade nds provamos que a
folheagao possui uma integral primeira racional.

Finalmente, definimos uma nocao de estabilidade a Lyapunov para o germe de um
campo de vetores holomorfo com singularidade isolada neste ponto. Para tal germe,
chamado de singularidade L-estavel, provamos que, ou a correspondente folheagao
admite uma integral primeira holomorfa, ou é uma folheacdo logaritmica real. Por
outro lado, para folheacGes de codimensao um definidas numa variedade complexa,
é provado que os grupos de holonomia das folhas L-estaveis sao abelianos, num
certo tipo adequado. Isto implica a existéncia de uma forma meromorfa fechada
que descreve a folheagao em uma vizinhanca das folhas L-estaveis. Concluimos
considerando o caso de folheagbes no plano projetivo complexo. Provamos que uma
folheacdo em CP(2) adimitindo uma curva algébrica invariante L-estdvel é o pull-
back por alguma aplicacao polinomial de uma folheacao logaritmica real.

Palavras chaves: Estabilidade de Lyapunov, Singularidade, Campos de Vetores,
Folheacao Holomorfa.



Abstract

The aim of this thesis is the study of foliations having a rational first integral and
the stability of the singularity of a holomorphic vector field.

We begin by showing a family of interesting examples of codimension one foliations
in CP(n) (n > 2) which we can make explicit the rational first integral. In dimension
two, the elements of this family have rational positive Poincaré singularities type in
the hyperplane at infinite and in higher dimensions, if we consider a codimension
one foliation that has the hyperplane at infinity invariant and suppose that the
intersection of this hyperplane with the singular set of the foliation is a flat irreducible
Kupka component, we prove that it admits a meromorphic first integral.

Then, we consider a codimension one foliation in CP(n) (n > 2) that has an
invariant hyperplane which intersects the singular set of the foliation in an irreducible
hypersurface whose degree is a power of a prime. In the case where the holonomy
group of the complement of this hypersurface in the singular set does not have
elements tangent to the identity we prove that the foliation has a rational first
integral.

Finally, we define a notion of stability to Lyapunov for the germ of a holomorphic
vector field with isolated singularity at this point. For such a germ, called L-stable
singularity, we prove that either the corresponding foliation admits a holomorphic
first integral, or it is a real logarithmic foliation. On the other hand, for codimension
one foliations defined over a complex manifold, it is proved that the holonomy groups
of L-stable leaves are abelian, in a certain suitable type. This implies the existence
of a meromorphic closed form which describes the foliation in a neighborhood of
the L-stable leaves. We conclude considering the case of foliations in the complex
projective plane. We prove that a foliation in CP(2) admitting a L-stable invariant
algebraic curve is the pull-back by some polynomial application of a real logarithmic
foliation.

Keywords: Lyapunov Stability, Singularity, Vector Fields, Holomorphic Foliation.
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Introducao

Caso Global

Consideremos um germe de folheagao holomorfa F de codimensao um, singular na
origem de C". Um tal objeto é definido pelo germe de uma 1-forma holomorfa integravel,
isto é,

w = Zaid:ﬁi; a; € O(C",0), mde(a;) =1
i=1

satisfazendo a condicao de Frobenius
wAdw = 0.
O conjunto singular é definido por
singF =sing w :={a; =ay =--- = a, =0}

visivelmente codim singF > 2.

Uma integral primeira holomorfa de F é um elemento f € O(C™,0) nao constante tal
que wAdf = 0, ou equivalentemente, de tal modo que as folhas de F sejam as componentes
conexas das fibras de f.

Quando singF é pequeno, mas precisamente quando codim singF > 3, F possui uma
integral primeira holomorfa, isto é o Teorema de Frobenius singular de B. Malgrange [22].

O cone tangente C(F) ¢é definido da seguinte maneira, consideremos o blow-up

E, :Cr — C", onde
Cn:={(z,D) € C* x CP(n—1); z € D}

e B, : (z,D) + z. Por definigao C(F) ¢ intersegao do conjunto sing E-1(F) e do divisor
excepcional E-1(0) 2 CP(n — 1); a qual é uma hipersuperficie projetiva (nao reduzida).
Definimos nossa folheacao F por w como acima e desenvolvemos

w:wu_{_...’

onde w, = Z In, (a;)dz; é a parte inicial de w a qual é uma 1-forma homogénea integrével
i=1
de grau v.

n
Introduzimos o campo de Euler R = E T e consideremos o polinomio
i=1

or;

P =w,(R) = Z x;In, (a;),
i=1



dizemos que w é nao dicritica se este polinomio nao é identicamente nulo. Neste caso,
E;1(0)—C(F) é uma folha e C(F) é precisamente a hipersuperficie projetiva (P,,; = 0).
Dizemos que F (nd@o dicritico) tem cone tangente irredutivel se o polinémio P, ¢
irredutivel.
Em dimensao dois, uma folheacao tem cone tangente irredutivel se e somente se
ela é nao singular (ele possui uma integral primeira). Claramente em dimensdo > 2
perdemos esta equivaléncia, mas colocando condigoes sobre o cone tangente Cerveau e

Loray mostraram o seguinte teorema:

Teorema 1. (Teorema 1 em [11]) Seja F um germe de folheac¢@o nao dicritica na origem
de C". Suponhamos que o cone tangente C'(F) de F é irredutivel de grau poténcia de
um primo. Entao F possui uma integral primeira holomorfa.

Pensando o divisor excepcional que define o cone tangente como um hiperplano
invariante motivou a seguinte pergunta: Seja F uma folheagdo de codimensao um em
CP(n), n > 2, que possui um hiperplano invariante. Se este hiperplano interseta o
conjunto singular obtendo uma hipersuperfice irredutivel de grau poténcia de um primo
entao F possui uma integral primeira racional?

Provamos o seguinte resultado:

Teorema 2. (Teorema 3.0.1 do capitulo 3) Seja F uma folheagao de codimensao um em
CP(n), n > 2, que tem um hiperplano H invariante. Suponha que S = Sing(F)N H é um
hipersuperficie irredutivel em H de grau potencia de um primo. Se Hol(F, H \ S) possui
um elemento nao tangente a identidade entao JF possui uma integral primeira racional.

Na procura pela resposta da pergunta anterior surgiram outras perguntas por exemplo:
Se uma folheagao F de codimensao um em CP(n), n > 2, possui um hiperplano invariante
entao JF possui uma integral primeira racional?

Assim encontramos uma familia de exemplos interessantes de folheagoes de codimensao
um em CP(n) (n > 2) nas quais podemos explicitar a integral primeira racional. Em
resumo, provamos o seguintes resultados:

Proposicao 1. (Proposicao 2.1.1 do capitulo 2) Sejam a;;, b;; € C para todo 0 <4, j < n.
Consideremos a 1-forma homogeénea de grau n + 1 em C3dada por

- [—:171 > (Z aw$1x2> - xQE_: ( > wal%) k] dg

k=0 \i+j=k i+j=k
n n
i J n—k i g n—k
+x E E a; ;T\ Ty | g dxi + xg E E bijaiwy | xg dx,y
k=0 \i+j=k k=0 \i+j=k
Se os coeficientes satisfazem as condigoes
141
Q5 = bit1 j—1 (1>

paratodo 0 <i <k, 1<j<k+1comi+j=k+1ondel <k <n entao a condigao
(1) garante que 2 é uma 1-forma integravel com iz, (€2) = 0, a qual possui uma integral

primeira racional —== onde

O
Il
M= o



Esta 1-forma €2 induz uma folheagao de codimensao um de grau n em CP(2) que tem o
hiperplano do infinito invariante e possui uma integral primeira racional explicita.

Proposicao 2. (Proposi¢ao 2.1.2 do capitulo 2) Nas condigoes da Proposi¢ao 1,
suponhamos que a,g # 0 e by, # 0, entao a folheacdo de codimensao um induzida em
CP(2) possui singularidades do tipo Poincaré racional no hiperplano do infinito.

Proposigao 3. (Proposicao 2.2.1 do capitulo 2) Sejam a; g = @i j,j,..j.) € C, para todo
0 <i < m e para todo 0 < |@] < n. Consideremos a 1-forma homogénea de grau n + 1
em C™+!

n n

Q = - i T Z Z az’,QXQ Qigij dxo + i Z Z ai,QXQ ngjJrl dz;
=1

J=0 \IQl=j =1 17=0 \|Ql=j

onde X9 = gl zl? .. adm |Q| = j1 + jo+ ...+ jm, Ji € ZT. Se os coeficientes satisfazem
as condigoes

jkai,Q - (1 + ]z)akQ;; (2)

onde ;; = 1,57+ 1, . dk—1,...,9m), sempre que |Q| =j el <i<k<m entao
a condigao (2) garante que € é uma 1-forma integravel com ig, ., (©2) = 0, a qual possui

uma integral primeira racional —— onde
gt

0

m—1 n

PV DM DOF Rl K RS

i=0 \J=0 \|Q:|=j
onde

QO = Q € QZ = (jh‘--aji—lao)ji-i-h'"ajm) para todo 1 <i<m-—1

Esta 1-forma € induz uma folheagdo de codimensao um de grau n em CP(m) que tem o
hiperplano do infinito invariante e possui uma integral primeira racional explicita.

Proposicao 4. (Proposic¢ao 2.2.2 do capitulo 2) Seja F uma folheagao de codimensao um
em CP(n), n > 3, que tem algum hiperplano invariante. Suponhamos que a intersegao
deste hiperplano com o conjunto singular de F é uma componente de Kupka irredutivel
lisa entao possui integral primeira racional.

Caso local

Agora abordamos o tema da estabilidade para uma singularidade de um campo vetorial
holomorfo em dimensao dois complexa. No6s adotamos o ponto de vista das equagoes
diferenciais ordinarias. Mais precisamente, noés introduzimos uma nocao natural de
singularidade estavel inspirado na nocao de Lyapunov a qual definiremos brevemente:

Consideremos um campo de vetores X de classe C! definido num aberto U C R" e o
sistema autonomo

¥ = X(x) (%)
Uma solugao ¢ de () definida para t > 0 diz-se estavel se para todo ¢ > 0 existe § > 0
tal que se ¥(t) é solugao de (x) e |¢(0) —p(0)| < 0 entdo ¥ (t) esta definida para todo ¢ > 0
e [1(t) —(t)] < e para todo t > 0. Se além disso, existir 4; > 0 tal que [¢(0) —¢(0)| < &;
implica tlir+n [P (t) — p(t)| = 0, entdo ¢ diz-se assintoticamente estavel.
—+o0



Um ponto singular zy do sistema autéonomo (%) é Lyapunov estiavel quando para
toda vizinhanga U de x( existe uma vizinhanga V' de x tal que toda solucao ¢ de (%)
com ¢(0) € V esta definida para ¢ > 0 e p(t) € U para todo t > 0. Se além disso

lim ¢(t) = xp, diminuindo V' se necessario, entao zo ¢ assintoticamente estavel.
t—+o00

Assim tendo em conta o cardter holomorfo, existéncia de uma separatriz (ver [7])
e a nao existéncia de solucoes limitadas conseguimos introduzir uma nocao natural de
singularidade estavel. Na sequéncia consideramos o quadro global, por uso da teoria de
folheacoes.

Em dimensao dois, ha uma ligacao natural entre singularidades de campos de vetores
e germes de folheagdes holomorfas (ver [27]). Portanto, nos referimos a um germe de
folheagao holomorfa F na origem 0 € C? como induzida por um par (X,U) onde
X é um campo vetorial holomorfo definido numa vizinhanca U da origem 0 € C2, com
singularidade isolada na origem X (0) = 0. Lembramos que uma separatriz ¢ uma curva
analitica irredutivel invariante que contem a singularidade. Cada singularidade admite
uma separatriz (ver [7]). Ao longo deste trabalho sé vamos considerar singularidades com
um numero finito de separatrizes chamadas nao dicriticas. Neste caso, para qualquer
vizinhanga U suficientemente pequena da origem, o conjunto de separatrizes Sep(F) N U
¢ um uniao finita nao vazia de curvas analiticas todas elas contendo a origem. Inspirado
pelo Teorema de estabilidade local de Reeb para folheagoes (ver [4]) e pela nogao cléssica
de estabilidade (no sentido de Lyapunov) para as solugoes de uma equacao diferencial
ordinaria real, introduzimos a seguinte nocao. Dizemos que um germe F é L-estavel, se
é nao-dicritico e, para qualquer vizinhanca W de Sep(F) existe uma vizinhanga Sep(F) C
V C W cujo saturado por F é contida em W. Nés referimos a Definicao 4.2.2 para mais
detalhes. Devemos entdo caraterizar os germes de folheagdes (L-estdveis). Um germe F
¢ uma folheagao logaritmica real, se é definida por uma 1-forma meromorfa fechada

r

df;
Q:Z&%
=1

para alguns aplicacoes holomorfas f; € Oy e A; € R para todo j = 1,...,r. Assim
provamos:

Teorema 3. (Teorema 4.0.1 do capitulo 4) Seja F um germe de singularidade L-estével
em 0 € C?. Entao temos duas possibilidades:

(1) F admite uma integral primeira holomorfa.
(2) F é uma folheagao logaritmica real singular.

Corolario 1. (Corolario 4.0.1 do capitulo 4) Um germe de folheagdo nao dicritica na
origem 0 € C? admite integral primeira holomorfa se, e somente se, é L-estavel e tem
alguma folha aberta que nao é recorrente. Por exemplo, se alguma folha aberta é fechada
fora do conjunto de separatrizes.

Estes resultados estao relacionados com o resultado principal de Mattei-Moussu [16]
onde é dada uma caracterizacao topoldgica de germes admitindo uma integral primeira
holomorfa. Ha também alguns pontos de tangéncia com algumas questoes em R. Moussu
[19] s@o encontrados. No entanto, Moussu aborda (Conjectura 3) o caso onde as folhas
nao contidas nas separatrices, nao se acumulam no ponto singular, que é uma situacao
completamente diferente.

Por outro lado, para folheagoes de codimensao um definidas numa variedade complexa.

Consideremos F uma folheacao holomorfa na variedade complexa M. Dizemos que
uma folha Ly € F é L-estavel se dada uma vizinhanca qualquer W de Lo em M, existe



uma vizinhanca Lo C V C W tal que o saturado de V por F é contida em W. Nesse
sentido provamos:

Teorema 4. (Teorema 4.5.1 do capitulo 4) Seja F uma folheagdo holomorfa de
codimensao um definida numa variedade complexa M. Seja Lo € F uma folha compacta
que é L-estavel. Entao temos as seguintes possibilidades:

(i) Lo tem holonomia finita.

(ii) Lo tem holonomia tipo circulo (isto é, um grupo abeliano que contem uma aplicagao
nao ressonante linearizével).

No primeiro caso, se M é compacta entao todas as folhas sao compactas com grupo de
holonomia finito. No segundo caso, existe uma vizinhanga JF-saturada de Ly onde F
¢ dada por uma 1-forma meromorfa fechada {2 com conjunto de polos de ordem um,
(Q)oo = Lo. Neste caso, se M \ Lo ¢é Stein, entdo ) estende-se até M, a uma 1-forma
meromorfa fechada com polos simples, (), = Ly. Em particular, todas as outras folhas
de F tem holonomia trivial.

Finalmente consideremos agora a nocao de L-estabilidade para o caso de folheagoes
algébricas em espacos projetivos complexos. Seja X um campo vetorial polinomial em
duas varidveis complexas, com singularidades isoladas. Denotaremos singX C C? ao
conjunto de pontos singulares de X. Uma curva integral [, C C? de X é chamada
algébrica se estiver contida em uma curva algébrica S: Iy € S C C2  Neste caso
o conjunto limite Iy \ Iy € CP(2) é discreto. Em particular, [y C C? é fechado em
C? \ singX. Denotemos por F = F(X) a folheacio holomorfa de dimensao um com
singularidade em CP(2) cujas folhas em C? sdo curvas integrais nio singulares de X.
Reciprocamente, qualquer folhea¢ao holomorfa com singularidades F em CP(2) é obtido
desta maneira. O conjunto de singularidade da folheagao F em CP(2) é denotado por
singF. Seja S C CP(2) uma curva algébrica invariante. Assumimos que singF N .S é
nao dicritico. Consideremos o conjunto Sep(F,S) C CP(2), unido de todas as folhas
contendo separatrizes de F, atraves de pontos singulares p € S N singF, e nao contidos
em S. Desde que singF NS é nao dicritico, qualquer vizinhanca suficientemente pequena
U c CP(2) é adaptado para F e S, no sentido que Sep(F,S) N U é um subconjunto
analitico de dimensao um de U.

Definigao 1. Seja F, S como acima com S C U C CP(2) adaptado para S e F. Dizemos
que S é L-estavel em relagcao a F se (singF NS é nao dicritico e) para qualquer
vizinhanga W C U de S U Sep(F,S) existe uma vizinhanga suficientemente pequena
S USep(F,S) C V C W cujo saturado por F em U estd contido em W. Em poucas
palavras, se uma folha de F em U deixa a vizinhanga W, entao ela nao intersecta V.

Veremos que esse comportamento de F numa vizinhanca de S determina a sua
classificagao final.

Teorema 5. (Teorema 4.0.2 do capitulo 4) Seja X um campo vetorial polinomial em C?

e S C CP(2) uma curva algébrica invariante. Suponha que S é L-estdvel em relagao a X.

Entao F(X) é uma folheagao logaritmica real, isto é, dada por uma 1-forma logaritmica
T

Q= > \df;/f; para algumas fungoes racionais f; e alguns coeficientes reais A; € R.
j=1



Organizacao do Texto:

No Capitulo 1, apresentamos as definicoes basicas e resultados de folheagoes holomorfas
no caso local e global.

Na secao 1 do Capitulo 2, apresentamos a familia de exemplos interessantes de folheacoes
de codimensdao um em CP(2) que possuem integral primeira racional explicita, aqui
provamos também que sob certas condigbes nos coeficientes, os elementos da familia
possuem singularidades no hiperplano do infinito do tipo Poincaré racional positivo. Na
secao 2 do capitulo 2, estendemos os exemplos interessantes para folheagoes de codimensao
um em CP(n) (n > 3) as quais também possuem integral primeira racional explicita.
Provamos também nesta secao a Proposicao 4.

Na secao 1 do Capitulo 3, damos um esbo¢o do Teorema 3.0.2. Na secao 2 do Capitulo
3, provamos o nosso Teorema 2.

Na secao 1 do Capitulo 4, relembramos a definicao de Estabilidade de Lyapunov. Na
secao 2 do Capitulo 4, introduzimos as definigoes L-estabilidade e provamos alguns lemas
que serao ferramentas importantes. Na secao 3 do Capitulo 4, damos a definicao de L-
divisor estavel e estudamos a reducao de singularidades estaveis. Na secao 5 do Capitulo
4, provamos o Teorema 3 e o Corolario 1. Na secao 5 do Capitulo 4, vemos o quadro
global e provamos o Teorema 4. Finalmente, na secao 6 do Capitulo 4, introduzimos a
definicao de curva algébrica invariante L-estavel e provamos o Teorema 4.0.2.



Capitulo 1

Folheacoes Holomorfas

1.1 Definicoes basicas

Seja M uma variedade complexa de dimensao n > 2.

Definicao 1.1.1. Uma folheagao holomorfa nao singular de dimensao k£ (ou
codimensao n — k) em M, onde 1 < k < n — 1, é dada pelo seguinte conjunto de
informacoes:

(a) uma cobertura {U,}aca de M por abertos;

(b) para cada a € A, um biholomorfismo ®,, : U, — D* x D"* onde D C C é o disco
unitario na origem; tais que:

sempre que Uyp = U, N U # 0,
Cap i Pa(Uap) — Pp(Uas)

(zw) = Byo® (W) = (p1(2,w), pa(w))

Cada aberto U, é chamado de aberto trivializador da folheagdo. Por (b), U, é
decomposto em variedades de dimensdo k da forma ®_ (D x {wy}), onde wy € D"7*,
chamadas de placas. Por (c¢), as placas se sobrepoem nas interse¢oes de abertos
trivializadores da seguinte forma: se P, C U, e P3 C Uz sdo placas, ou P, N Pg = (), ou
PaﬂPBZPaﬂUBZPgﬂUa.

Definimos a seguinte relagao de equivaléncia em M:

p ~ q se existem placas Py,..., P,, comp &€ P, e q € P, tais que

PNP,#0parai=1,...,m— 1.

A classe de equivaléncia de p € M por essa relacao é chamada de folha por p.
Cada folha, com a topologia gerada pelos abertos de suas placas, possui estrutura de
variedade complexa de dimensao k imersa em M. Uma folheagao proporciona, portanto,
uma decomposicao da variedade em subvariedades imersas de dimensao k, duas a duas
disjuntas. O espago tangente a folheacao F em p € M, denotado por T,,F, é definido
como o espaco tangente no ponto p a folha passando por esse ponto. Tem, portanto,
dimensao k. Dizemos que duas folheacoes sao iguais se todas as suas folhas coincidem.

Exemplo 1.1.1. Se v é um campo de vetores holomorfo nao singular em um aberto
U C M, entao o teorema do Fluxo Tubular holomorfo implica que U possui uma estrutura



de folheacao de dimensao um. Observe que, se U C M é aberto com UNU # (), admitindo
um campo de vetores nao singular v que satisfaz

U‘UOU = fﬁ’UﬂU

para alguma funcao f : U NU — C* holomorfa, entao v e ¥ induzem a mesma folheagao em
UNU. Temos assim uma folheacao definida em UUU. Reciprocamente, uma folheacao de
dimensao um ¢ induzida localmente por campos de vetores nao singulares. Basta tomar,
em cada aberto trivializador U,, o campo

0
0= D(® 1) —
o = D)5
onde (21, (29, ..., 2,)) sdo coordenadas de D x D"~!. Observe que, se U,z # 0, para cada

p € Uy, existe fop(p) € C* tal que

Va(p) = fap(P)vs(p).

A funcao fup : Usp : Usp — C* assim definida é holomorfa. Portanto, o seguinte conjunto
de dados:

(a) uma cobertura {U,}aca de M por abertos;
(b) para cada a € A, um campo de vetores holomorfo nao singular v, em U,;

(c) sempre que U, # (), uma fungao holomorfa f,s : U,z — C* tal que
UQ|UO¢B = faﬁvﬁ|UaB

define uma folheacao de dimensao um em M.

Definigao 1.1.2. Uma folheagao holomorfa singular de dimensao k (ou codi-
mensao n—k), onde 1 < k < n—1, em uma variedade complexa M é uma folheac¢ao nao
singular de dimensao k em M \ S, onde S é um conjunto analitico em M de codimensao
maior ou igual a 2.

Exigiremos, ainda, que o conjunto S da definicao acima seja minimal, no seguinte sentido:
nao existe subconjunto analitico préprio S’ C S tal que a folheacao regular em M \ S se
estenda a M\ S’. Nessas condicoes, S é chamado de conjunto singular da folheacao. O
conjunto singular da folheacdo F ¢é denotado por Sing(F). Os elementos de Sing(F)
sao chamados de pontos singulares ou singularidades, enquanto os elementos de
M \ Sing(F) sao chamados de pontos regulares. As folhas de F sao, por definigao, as
folhas da folheagao regular F|pp sing(r)- Duas folheagoes singulares F e F' sao iguais se:

(i) Sing(F) = Sing(F);
(ii) as folheacoes regulares JF|unsing(F) € F'|m\sing(F) S80 iguais.

De agora em diante, usaremos o termo folheacao para designar folheacao holomorfa
singular.

Proposigao 1.1.1. (Proposigdo 6.1.4. em [32]) Toda folheacdo de dimensdo um é
induzida localmente por um campo de vetores holomorfo.



Seja F uma folheagao de dimensao um na variedade complexa M. Seja U, e
Uz C M abertos, com U,p # 0, nos quais F é induzida por campos holomorfos v, e vg,
respectivamente. Sabemos que existe fog: Usg \ Sing(F) — C* holomorfa satisfazendo

Uoc|Ua5\Sing(]:) = faﬂvﬁ Uap\Sing(F)-

Pelo teorema de extensao de Hartogs, estendemos f,3 a uma fungao holomorfa em U,g,
ainda denotada por f,3. Esta funcao nao se anula. De fato, seu conjunto de zeros, se
diferente do vazio, seria uma variedade analitica de codimensao um inteiramente contida
em Sing(F), conjunto analitico de codimensao pelo menos 2. Por fim, temos

Ua|Uaﬁ = faﬂvﬁ|Ua/37

uma vez que essa relacao ¢é satisfeita em U,s \ Sing(F).
Resulta dessa discussao que uma folheacao de dimensao um em uma variedades complexa
M ¢é definida pelo seguinte conjunto de dados:

(a) uma cobertura {U, }aca de M por abertos;

(b) para cada o € A, um campo de vetores holomorfo v, em U, cujo conjunto singular
tem codimensao maior ou igual a 2;

(c) sempre que U,z # (), uma fungao holomorfa f,s : Uys — C* tal que
Valvas = fapVsluas-

Sejam M variedade complexa e U C M aberto. Seja w uma 1-forma diferencial holomorfa
em U tal que
Sing(w) = {p € U; w(p) = 0}

tem codimensao maior ou igual a 2. Dizemos que w é integravel se existe uma folheacao
F nao singular de codimensao um em U \ Sing(F) tal que T, F coincide com o nicleo de
w(p) para todo p € U \ Sing(w). O teorema de Frobenius diz que

uma 1-forma w é integravel se, e somente se, w A dw = 0

(observe que essa condigao é trivialmente satisfeita se M tem dimensao 2).
Reciprocamente, seguindo os mesmos passos da demonstracao da Proposicao 1.1.1 para
campos de vetores, mostra-se que toda folheagao holomorfa de codimensao um ¢é induzida
localmente por uma 1-forma holomorfa integravel.

Sejam U, U C M abertos com U N U # (), w e & 1-formas holomorfas em U e U,
respectivamente, ambas integraveis e com conjunto singular de codimensao pelo menos
2. Suponha existir uma folhea¢ao F de codimensao um em U U U tal que F|y e F|5 sao
induzidas por w e @, respectivamente. Note que, se p € (UNU) \ (Sing(w) U Sing(©)),
entdo existe g(p) € C* tal que
w(p) = g(p)a(p)-

A funcio g : (UNU)\ (Sing(w) U Sing(@)) — C* assim definida ¢ holomorfa estende-se,
pelo teorema de Hartogs, a uma funcao holomorfa g : U N U — C* tal que

w=gwemUNU.
Resumindo essa discussao, uma folheacao de codimensao um em uma variedade complexa

M é definida pelo seguinte conjunto de dados:
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(a) uma cobertura {U,}oca de M por abertos;

(b) para cada o € A, uma 1-forma holomorfa integravel w, em U, cujo conjunto singular
tém codimensao maior ou igual a 2;

(c) sempre que U,p # 0, uma fungdo holomorfa g,s : U,z — C* tal que
wa‘Uaﬂ = ga6w6|Uo¢B

Definicao 1.1.3. Seja F folheacao de dimensao um em uma variedade complexa M.
Dado p € M, a multiplicidade algébrica ou simplesmente multiplicidade de F em
p, denotada por m,(F), é a multiplicidade em p de algum campo holomorfo que induz F
em torno de p.

Note que a definicao independe da escolha do campo de vetores. Alem disso, m,(F) # 0
se, e somente se, p € Sing(F).

Definicao 1.1.4. Seja F uma folheacao de dimensao um em uma variedade complexa M.
Dado p € Sing(F), uma separatriz em p é um germe de conjunto analitico V' contendo
p invariante por F, ou seja, V' \ Sing(F) é localmente uma uniao de folhas de F.

1.1.1 Folheacgoes em superficies

Seja F uma folheagao (de dimensdo um) em uma superficie complexa M (uma variedade
complexa de dimensao 2). Uma vez que F tem, ao mesmo tempo, dimensao e codimensao
um, ela é localmente induzida tanto por um campo de vetores holomorfo quanto por uma
1-forma holomorfa. Assim, se F é definida em uma vizinhanca de p € M por um campo
v, escrito em relagdo a um sistema de coordenadas (z,y) no qual p = (0,0) na forma

V=V + Vs

O~ (o1.10)
8x 8y - 1,Y2),
entao F é também definida pela equacao w = 0, onde w é a forma dual de v,
w = —vodx + v dy.

Seja m = m,(F). Desenvolvemos em séries de Taylor

o0 o0
U1 = E Vi € U2 = E U2k,
k=m k=m

onde vy e vy, denotam os termos de grau k de v; e vy, respectivamente. Seja 7 : M — M
o Blow-up em p e E = 7 '(p) o divisor excepcional. Como 7|z : M\ E — M\ {p}
¢ biholomorfismo, F|yn gy pode ser transportada a uma folheacdo em M \ E, que

denotaremos por F. Mostraremos a seguir que F estende-se de maneira natural a M.
Denotaremos essa extensao por 7 e a designaremos por transformado estrito de F.
Nas coordenadas (x,t), o Blow-up se expressa na forma n(z,t) = (z, xt), de onde obtemos

Tw(z,t) = —wv(x,xt)dx + vi(x, xt)(zdt + tdz)
(1.1)

= (—wva(x,xt) + tvy (z, xt))dx + zvi (2, xt)dt.
Nas coordenadas (u,y), temos 7(u,y) = (uy,y) e

mw(u,y) = —va(uy,y)(udy + ydu) + vi(uy, y)dy
(1.2)

= (—uve(uy,y) + vi(uy,y))dy — yva(uy, y)du.
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Observe que as 1-formas acimas induzem, fora de F, a folheacao F. Temos dois casos a
considerar:

Caso 1: —xvy, + yvi, Z 0.
Nesse caso, p é dita singularidade nao dicritica. Fatoramos 2™ em (1.1) e obtemos

Tw(z,t) = 2™ [(—vom (1, 1) + tvr (1, 1) + zfi(z, t))de + x(vin(1,t) + g1 (2, t))dl],
onde f; e g; sdo holomorfas. Multiplicando por 1/z™, obtemos a forma holomorfa
1 (x,t) = (—vam(1,t) + tvrm (1, t) + z fi(x, t))dr + (V1 (1, ) + g1 (2, 1)) dt.
Analogamente, em (1.2) fatoramos y™. Multiplicando por 1/y™, encontramos

CDQ(“H y) = (—Ul}gm(u, 1) + Ulm(uv 1) + yf2(u’ y))dy + y(_UQm(ua 1) + ng(ua y))du’

onde fy e go sao holomorfas.
Observe que, na interse¢ao dos abertos coordenados (z,t) e (u,y), isto é, ut =1 e y = tx
tem-se

w = t"Ws.

Uma vez que w; e wy tem singularidades isoladas definem uma folheagao m*F em M que
estende F. Ela possui as seguintes propriedades:

(i) E é invariante por 7*F.

(ii) As singularidades de m*F sobre E sdo em numero finito, correspondendo as raizes
de —va(1,t) + tvi,(1,t) e, possivelmente, a uma outra singularidade na origem do
sistema de coordenadas (u,y). Se v1,,(0,1) # 0, todas as singularidades de 7*F
sobre E se encontram no aberto coordenado (z,t). Essa situacdo é equivalente a
V1, POSSUIr um termo em 3™, o que é sempre possivel por meio de uma mudanca de
coordenadas.

Caso 2: —xv9, + yv1, = 0.
Nesse caso, dizemos que p é singularidade dicritica. Fatoramos z™*! em (1.1)

mw(w,t) = 2" [(—voma1 (1) + toy a1 (1,1) + 2 fi (2, 8))dr + (01, (1, 1) + 291 (7, 1)) dH]

m+1

onde f; e g sdo holomorfas. Multiplicando por 1/2™"!  encontramos

(I)l (l’, t) = (—Ug’erl(l, t) + tUl,erl(l, t) + l’fl (l’, t))dl’ + (Ulm(l, t) + l’gl(I, t))dt
Analogamente nas coordenadas (u,y) resulta que
(IJQ(U, y) = <_uv27m+1(u7 1) + Ul,m—i—l (U, 1) + ny(U, y))dy + (_U2m(u7 1) + yg?(ua y))dt7

onde fy e g sao holomorfas.
Uma vez que, na intersegao dos abertos coordenados

O =t o,

as duas formas definem uma folheacio 7*F em M que estende F. Nesse caso, 7*F tem
as seguintes propriedades:

(i) F nao é invariante por 7*F.
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(ii) As singularidades de 7*F sobre E correspondem, nas coordenadas (z,t), as solugoes
do sistema de equagoes

—Vom+1(1,1) + tv1 mt1(1,8) =0
Ulm(l,t) = 0

e possivelmente, a mais uma singularidade na origem do sistema (u,y). Logo,
se v9,(0,1) # 0, o que corresponde a vg,, possuir um termo em y™, todas as
singularidades de 7*F estao no sistema (x,t). Tal situagdo pode ser obtida por
mudanca de coordenadas.

(iii) As folhas de 7*F sao transversais a E, com excepgao das que passam pelos pontos
correspondentes as raizes de vy,(1,t) = 0 e, possivelmente, daquela que passa
por (u,y) = (0,0). Se vy,(0,1) # 0, entdo a folha por (u,y) = (0,0) é também
transversal a F.

Um germe de separatriz de F em p € Sing(F) é um germe de curva analitica
irredutivel S 5 p a qual é invariante por F (isto é, S\ {p} esta contida numa folha de F).
Um germe de curva analitica S contendo p de equagao local f = 0 é separatriz em p
se, e somente se, v(f) = 0 sobre S. Em particular, se S é irredutivel e f = 0 é equagao
reduzida,
S é separatriz se, somente se, v(f) = fg

para alguma func¢ao holomorfa g. Se w é a forma dual a v, isso equivale a

wANdf = fn,

para alguma 2-forma holomorfa 7.

Note que, se S ¢ uma separatriz em p entao 7*5 da origem a separatrizes de 7*F nos
pontos EN7*S. Reciprocamente, se S ¢ uma separatriz de 7*F em ¢ € £ nao contida em
E entao 7(5) é uma separatriz em p. Da discussao acima, segue que uma singularidade
dicritica admite um nimero infinito de separatrizes, correspondendo as folhas por pontos
regulares de E e as separatrizes por singularidades de 7*F sobre E.

Seja p € Sing(F) tal que m,(F) = 1. Fixemos um campo holomorfo v que induz F
em torno de p. Sejam A; e Ay os autovalores da parte linear de v em p.

Definicao 1.1.5. Dizemos que p ¢ singularidade reduzida de F se alguma das duas
situacoes seguintes ocorre:

(1) )\17&0, )\2#08)\1/)\2%@4_;
(11) )\17&08)\2:0011)\1:06)\27&0.

Uma singularidade do tipo (i) é chamada de simples, enquanto uma singularidade do
tipo (i7) é chamada de sela-né.

Dada uma sequencia finita de Blow-ups em p, ou seja, m = m, o...om, onde 7 é o
Blow-up em p e 7 é o Blow-up em algum ponto de (m,_j0...0m )" (p) parak =2,...,n,
podemos definir 7*F iterando os transformados estritos associados a cada Blow-up. O
seguinte teorema ¢ devido a Seidenberg [31]:

Teorema 1.1.1. (Teorema de reducao de singularidades) Sejam F uma folheagao
em uma superficie e p € Sing(F). Entao existe um sequencia finita de Blow-ups 7 em p
tal que todas as singularidades de 7*F sobre 7~*(p) sdo reduzidas.
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Na situagao do teorema acima, dizemos que 7w é um resolugao de F em p e que as
singularidades de 7*F sobre 7~ !(p) estao resolvidas.
Informacgoes a respeito do comportamento da folheagao em torno de singularidades
reduzidas podem ser obtidas nas seguintes proposicoes. Demonstracoes para esses
resultados podem ser encontrados nos capitulos 3 e 4 de [8]. Fixemos p € Sing(F)
com my,(F) = 1, um campo v que induz F em torno de p e w sua 1-forma dual. Sejam
A1 e Ay os autovalores da parte linear de v em p.

Proposigao 1.1.2. (Forma normal de Poincaré) Se A\; # 0 e Ay # 0 satisfazem
(1) )\1/)\2 ¢ R~ e
(i) A /A2, Ae/A1 € ZT ou Ay = Ay e a parte linear de v é diagonalizdvel,

entao existe um biholomorfismo local ® entre uma vizinhanca de p e uma vizinhanga de
(0,0) € C? tal que w = ®*@, onde

w = A\xdy — Aydz.

O conjunto dos pares (A, Ay) € C* x C* satisfazendo A\;/Ay ¢ R~ é chamado de
dominio de Poincaré.

Proposicao 1.1.3. (Forma normal de Siegel) Se A\; # 0 e Ay # 0 satisfazem
A1/Ay € R™, entao existe um biholomorfismo local ® entre uma vizinhanga de p e uma
vizinhanga de (0,0) € C? tal que w = ®*@, onde

w = Mz +ayf(z,y)dy — (Aay + zyg(z,y))dz,
onde f(x,y) e g(x,y) sdo fungdes holomorfas.
O conjunto dos pares (A, A2) € C* x C* satisfazendo \;/\y € R~ é chamado de
dominio de Siegel.
No caso de uma sela-no, temos a seguinte forma normal:

Proposicao 1.1.4. Forma normal de Dulac Se p é sela-né, entao existe uma mudanca
de coordenadas holomorfa ® tal que w = ®*©, onde

@ =a""dy + (y(1+ Aa?) + f(z,y))dz,
onde f(x,y) é holomorfa e tem multiplicidade p + 2.
Para a sela-né temos ainda a seguinte forma normal formal:

Proposicao 1.1.5. Se p é sela-nd, entao existe uma mudanca de coordenadas formal ®
tal que w = ®*w, onde
O = 2" dy + y(1 + \aP)dz.

Nos resultados acima, temos que

(i) Nas formas normais de Poincaré e Siegel, os eixos coordenados {z = 0} e {y = 0}
sao separatrizes.

(ii) Na forma normal de Dulac, temos que o eixo {z = 0} é uma separatriz, a chamada
separatriz forte da sela-né. Eventualmente, pode haver uma segunda separatriz,
correspondente a {y = 0} na forma normal formal. Essa sera chamada de separatriz
fraca.

Observacgao 1.1.1. Uma singularidade admite um ntmero infinito de separatrizes se, e
somente se, no processo de resolugao ocorrer alguma singularidade dicritica.
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1.1.2 Folheagoes de codimensao um em CP(n)

Teorema 1.1.2. (Teorema 2.5.1. em [21]) Sejam F uma folheagao de codimensao um em
CP(n) e F* =1I*(F), onde II : C"*'\ {0} — CP(n) é a projecao canonica. Entao existe
uma 1-forma holomorfa integravel em CP(n + 1),

Q= Zn: deﬂ?j,
j=0

cujos coeficientes €2, ..., {2, sao polindbmios homogéneos de mesmo grau, tal que Q2 = 0
define F* em C"*'\ {0}. Em particular, para toda carta afim £ C CP(n), F|r pode ser
definida por uma 1-forma polinomial integréavel.

Diremos que a forma {2 representa F em coordenadas homogéneas.

Observagao 1.1.2. Como II7!([p]) é uma reta que passa pela origem de C"*! para todo
[p] € CP(n), as retas que passam pela origem estao contidas nas folhas de F*. Em termos
da forma €2 isto pode ser expresso pela relagao

’LR(Q) = ZZE]‘QJ' = 0,
j=0

onde R denota o campo radial em C"*!.

Fixemos uma folheacao F de codimensao um e uma reta L C CP(n), ndo invariante
por F, isto é, tal que L nao esteja contida numa folha de F nem em sing(F). Seja p € L
e tomemos uma carta afim C" ~ F tal que p = 0 € C". Seja w uma 1-forma polinomial
que representa F em E. Dizemos que p é um ponto de tangéncia de F com L, se a
restricdo w|; anula-se em 0. A multiplicidade de tangéncia de F com L em p é, por
defini¢ao, a ordem de p como zero de w|;. Os conceitos acima independem da carta afim
E e da forma w que representa F.

Definigao 1.1.6. O grau de uma folheagao de codimensao um, F, em CP(n), é o niimero
de tangeéncias, contadas com multiplicidade, de F com uma reta nao invariante por F.

Observacao 1.1.3. Sejam F uma folheacdo de codimensdo um e grau k em CP(n)
e 2 uma 1-forma que representa F em coordenadas homogéneas. Suponhamos que
cod(sing(F)) > 2. Entao

(a) Se €2 é outra forma que representa F em coordenadas homogéneas, entao 2; = af2,

onde a # 0.
(b) O grau dos coeficientes de Q é k + 1.

Observagao 1.1.4. Em uma carta afim (C", (x1,...,z,)) ela serd representada por uma
1-forma polinomial w que pode ser escrita como

wW=wy+w+...+Wkt1

onde os coeficientes de w; sao polinomios homogéneos de grau j, 0 < j < k+ 1, e

iR, (wr+1) = 0, onde
= 0
Rn - i

Observamos ainda que w1 = 0 se, e somente se, o hiperplano do infinito desta carta é
invariante por F.
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1.1.3 Singularidades de Kupka

Defini¢ao 1.1.7. Uma subvariedade S C CP(n) de codimensao ¢ é dita uma intersecgao
completa se existem hipersuperficies algébricas irredutiveis Xj, ..., X, C CP(n) tais que

S=X,n---nX,.

Alternativamente, se existem polinémios homogeéneos irredutiveis f;(zo,...,2,) (Jj =
1,...,q) em C"! tais que S ¢ dada em coordenadas homogéneas por
S={lz0:... 2z fi(z0,...,20) =0, 7=1,...,¢}.

O seguinte teorema é conhecido por fenomeno de Kupka.

Teorema 1.1.3. (Teorema 1.8. em [20]) Seja w um germe em 0 € C" de 1-forma
integravel, n > 3. Suponha que 0 € sing(w) e que dw(0) # 0. Entao existe um sistema de
coordenadas (x,y,z) € C x C x C"2 tal que

w = P($7y)dy - Q(l‘,y)dl’

Observacao 1.1.5. O teorema 1.1.3 tem a seguinte interpretagao geométrica: o germe
de folheagao F(w), gerada por w, tem uma estrutura produto, isto é, é produto de um
germe de folheacao regular de codimensao dois por um germe de folheacao singular de
dimensao um em 0 € C2.

Definicao 1.1.8. Seja F uma folheacao de codimensao um numa variedade complexa
M de dimensado n. Dizemos que p € Sing(F) é um ponto de Kupka se F pode ser
representada numa vizinhanga de p por uma 1-forma w tal que dw(p) # 0. Esta condigao
independe da 1-forma que representa F, uma vez que se n = g - w onde g(p) # 0, entao

dn(p) = g(p) - dw(p) + dg(p) N w(p) = g(p) - dw(p) # 0.

O conjunto dos pontos singulares de Kupka de F serd denotado por K (F).
Seja G um germe de folheacao em 0 € C2. Diremos que p € K(F) tem tipo transversal
g, se F pode ser representada numa vizinhanca de p por uma 1-forma

W= P(I,y)dy - Q(.T,y)dﬁ,

como no teorema de Kupka, tal que G coincide com a folheagao gerada por

P(z,y)dy — Q(z,y)dx.

Proposigao 1.1.6. (Proposigao 1.4.1. em [20]) Seja F uma folheagao de codimensao um
numa variedade complexa M de dimensao n > 3 tal que cod(sing(F)) > 2. Entao K(F)
é uma sub-variedade lisa de codimensao complexa dois.

Definicao 1.1.9. Seja F uma folheagao de codimensao um numa variedade M de
dimensao n > 3. Dizemos que um sub-conjunto analitico S de M é uma componente
de Kupka de F, se S é uma componente irredutivel de sing(F) tal que S C K(F).

Exemplo 1.1.2. Sejam f e g polindmios homogéneos e irredutiveis em C"*!, onde

gr(f) P mde(p,q) = 1.

gr(g) q

Vamos denotar por IT : C**1 \ {0} — CP(n) a projegao candnica. Suponha que as
hipersuperficies II(f = 0) e II(g = 0) sao transversais. Esta ultima condigao é equivalente
a seguinte:

z € C"M\ {0}, f(2) =g(z) = 0= df(2) Adg(z) # 0. (1.3)
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Seja F a folheagao de CP(n) definida em coordenadas homogéneas pela forma

Q= qgdf —pfdg.
Note que a fungao meromorfa

q
h==—oll de CP(n)
gp

é uma integral primeira de F. A sub-variedade de codimensao dois II(f = g = 0) é uma
componente de Kupka de F. Isto decorre de (1.3) e de

dQ = —(p+ q)df Ndg.

Esta componente de Kupka tem o tipo transversal do campo de vetores linear

Poz Ty,
A folheagao F sera denotada por F(f,g). Observamos que o grau de F(f,g) é

gr(f)+gr(g) —2.

Teorema 1.1.4. (Proposicao 6.11.13. em [21]) Seja F uma folheacao de codimensao um
em CP(n), n > 3, que possui uma componente de Kupka S. Se S é uma intersegao
completa entao F possui uma integral primeira meromorfa do tipo

fq
Ea

como no exemplo anterior, ou seja F = F(f,g).

1.1.4 Estruturas transversais de folheagoes

Seja F uma folheagao holomorfa singular de codimensao ¢, ¢ > 1, em uma variedade
complexa M, com conjunto singular singF de codimensao > 2. Consideremos M’ =
M \ singF e F' = F|u, a folheacao nao singular associada. Entao M’ pode ser coberta
por abertos U;, i € I; onde estao definidas submersoes holomorfas f; : U; C M — C9 tais
que as folhas F'|y, = F|u,, sdo as componentes conexas das curvas de nivel fi_l(x), de f;,
para todo i € I. Se U; NU; # (), entdo f; = fi; o f; para algum biholomorfismo local

fij : fg(Uz N U]) cC?— fz(Uz N U]) C C1.
Se U; N U; N Uy # 0, entdo no dominio comum, a condigao de cociclo é satisfeita:
fij o fik = fik-

O pseudogrupo {fi; : f;(U;NU;) = fi(U;NU;)}ijer define a estrutura transversal de
F em M.

Definicao 1.1.10. Seja F uma folheacao holomorfa de codimensao 1 em M. Dizemos
que F é transversalmente afim, se é possivel escolher um atlas de submersoes como
acima {y; : U; — C}ics, definindo F em M \ sing F, cujas mudancas de cartas sao afins,
isto é,

Yi = aijyj + bij

para cada U; N U; # 0, onde a;j, b;; sdo constantes.
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O problema de decidir se existem estruturas afins para uma dada folheacao, em certos
casos, € equivalente a um problema em formas diferencias, como mostra o resultado
seguinte:

Proposigao 1.1.7. (Proposigdo 6.2.2. em [21]) Seja F uma folheacdo holomorfa de
codimensao um numa variedade complexa M. Suponha que F pode ser definida por
uma 1-forma fechada meromorfa, isto é, que existe uma 1-forma integravel meromorfa (2,
que define F fora de seu divisor de polos, (). A folheagdo F é transversalmente afim
no aberto U = M \ sing(F) se, e somente se, existe uma 1-forma meromorfa n em M
satisfazendo as seguintes propriedades:

(a) n é fechada.

(b) dQ =nAQ.

(©) (Moo = (eo-

(d) A ordem do polo de 1 ao longo de qualquer componente irredutivel de (1) é um.

(e) Para toda componente irredutivel L de (£2)+, temos Res(n, L) = (ordem de (2)so|1)-
Além disso, dois pares (£2,7)) e (€',7) definem a mesma estrutura afim para F em U se,
e somente se, existe uma fungao meromorfa g : M — C satisfazendo

d
A=g-Q e n’zn—i——g em U.
g

Definicao 1.1.11. Seja F uma folheagao holomorfa de codimensao 1 em M. Dizemos que
F é transversalmente projetiva em M se é possivel escolher um atlas de submersoes
holomorfas y; : U; — C, definindo F em M \ sing F = UU, e tendo relacoes afins,

_ aiy; + b
Ly t+dy
para cada U; N U; # (), onde a;j, bij, cij, dij - Uy N U; — C sao localmente constantes com
aijdij — bijcij =1em UZ N Uj .
Assim como no caso transversalmente afim, existe uma formulacao da existéncia de

estruturas transversais projetivas em termos de 1-formas diferenciais:

Proposigao 1.1.8. (Proposi¢ao 1.1 em [29]) Seja F folheagao singular de codimensao um
em M dada por uma 1-forma holomorfa integravel €2, suponha que existe uma 1-forma
holomorfa n em M tal que dQ2 = n A Q. A folheacao F é transversalmente projetiva em
M se, e somente se, existe uma 1-forma holomorfa £ em M satisfazendo:

(i) dyp = QA&
(i) d¢ =€ An.

Além disso, dois tais ternos (2,1,£) e (2,7/,&) definem a mesma estrutura transversal
projetiva para F se e somente se vale:

d 1
o=, o =n+ P 090 ¢ = Lie—2dg — 20 — 2620,

f f
para algumas fungoes holomorfas f,g : M — C*,C. Em particular os ternos (2,7,¢) e
af 1
( fQn+ Ff, ?f) definem a mesma estrutura transversal projetiva para F. Agora, se ()

e 17 sao meromorfas entao temos: Se F é transversalmente projetiva em M entao existe
uma 1-forma meromorfa £ em M satisfazendo dw =nAw e d§ =& A n.
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Damos a seguir alguns exemplos importantes de folheacoes transversalmente projeti-
vas:

Exemplo 1.1.3. [Folheagbes transversalmente projetivas em variedades simplesmente
conexas|. Seja F definida por uma funcio meromorfa f : M — C, que é uma integral
primeira de F, entao JF é transversalmente projetiva em M como se veé facilmente
tomando-se o atlas dado por z = f onde f é holomorfa e w = 1/f numa vizinhanga do
divisor polar de f. Reciprocamente vale: Qualquer folheacao transversalmente projetiva
definida em uma variedade simplesmente conexa admite uma integral primeira meromorfa.
Com efeito, veremos como consequéncia da nogao de desenvolvimento de uma folheagao
transversalmente projetiva, que a folheagao regular 7' = F|in ging(r), admite uma integral
primeira meromorfa em M’ = M\ Sing(F) (que é simplesmente conexa), e que se estende
por Hartogs a uma integral primeira meromorfa em M, uma vez que codim(singF) > 2.

Exemplo 1.1.4. [Folheagoes de Ricatti]. Uma folheagao de Ricatti F em CP(2) é
dada em alguma carta afim por (z,y) € C*> < CP(2), por uma 1-forma polinomial

Q = p(z)dy — (yc(x) — yb(x) — a(x))dz,

onde p, a,b e ¢ sao polinomios. Motivados pelo caso afim definimos a 1 — forma

d 4+ b 2
77:2—y+p i dx+—adx
Yy p yp
e também a 1-forma
- —Qad
et

Entao o terno (£2,7,§) satisfaz as relagoes estabelecidas na Proposi¢ao 1.1.8. Em
consequéncia, a folheacdo F é transversalmente projetiva em CP(2) menos o conjunto
algébrico

{reC; p(x) =0} x CUC x {y =0}.

Agora, exceto pelo caso a(z) = 0, temos que apenas a componente S = {p(z) = 0} xC
é F-invariante, o que implica que a estrutura transversal projetiva deve se estender a
CP(2)\ S. Com efeito, de acordo com a Proposi¢ao 1.1.8 se definirmos

1
p(x)y

entao
— b+ 2yc

pl
n =n+290 = dx
p

2
¢ =€ —2dg —2gn — 2¢°Q0 = p—gdzv

definem um terno (Q,7,¢’) que é holomorfo em CP(2) \ S, e que d4 uma estrutura
transversal projetiva para F em CP(2) \ S e esta estrutura projetiva coincide com a
anterior em

CP(2)\ (SUC x {y = 0}).

A 1-forma 7 é fechada se, e somente se a = 0. Portanto, F é transversalmente afim
em

CP@2)\(SUCx {y=0})

se a reta projetiva {y = 0} é invariante.
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Exemplo 1.1.5. Seja F uma folheagao transversalmente projetiva em M como na
Proposicao 1.1.8 e seja m : N — M uma aplicacao holomorfa transversal a F, entao
a folheacdo 7*(F) é transversalmente projetiva em N.

Exemplo 1.1.6. Seja o uma 1-forma meromorfa fechada em M e seja f : M — C uma
fungdo meromorfa. Definimos (£2,7, &) por

Q=df — fPa, n=2fa e £=2a.

Entao (£2,7,£) é um terno projetivo e portanto define uma folheacao transversalmente
projetiva em M menos um subconjunto analitico de codimensao um, S C M,

5= (@)oo U (f)oo-

Esta mesma conclusdo vale para ), = Q + Aa, onde A € C. A folheagao F(€1y)
é transversalmente afim em algum aberto menor da forma M \ S" onde S C §', §' =
SU(f?—=A=0). (Temos que
O df
X P

é fechada e holomorfa em M \ S’).

—

Exemplo 1.1.7. Seja h : M — C* uma fungao holomorfa tal que

dé = —— A

g h f)

onde ¢ é holomorfa. Esta condicao se escreve também como d(\/ﬁf ) = 0. Seja F' qualquer
funcao holomorfa e escrevemos (para A € C)

dF 1dh F?2 )
Q—F'Cﬁ—ﬁr)—<7—§@'@
1dh

L S
=5, <

O terno (£2,7,&) satisfaz as condigoes da Proposicao 1.1.8 e logo F = F(Q2) é uma
folheagao transversalmente projetiva em M.

Proposigao 1.1.9. (Proposigao 4.1. em [29]) Seja F uma folheac¢ao holomorfa em CP(n),
n > 2, com conjunto singular de codimensao > 2. Entao F ¢ transversalmente projetiva
em CP(n) se, e somente se, F admite uma integral primeira racional.

1.2 Reducgao de singularidades em dimensao dois

Fixamos um germe de folheacao holomorfa com singularidade isolada na origem 0 € C2.
Escolhemos um representante F(U) para o germe F, definida numa vizinhanga aberta U
da origem, tal que 0 é a tnica singularidade de F(U) em U. Nesta estrutura, o Teorema
de reducao de singularidades ([31]) assegura a existéncia de uma aplicacao holomorfa
propria 0: U — U a qual ¢ uma composicao finita de blow-ups, comegando com um
blow-up na origem, tal que a folheacao induzida pelo pull-back F := ¢*F de F por o
satisfaz:

1. O divisor excepcional E = ¢71(0) C U pode-se escrever E = Uj~, Dj, onde cada
componente irredutivel D; é difeomorfa a uma linha projetiva mergulhada CP(1)
introduzida como um divisor da sequencia de blow-up ([7]).

20



2. singF C F é um conjunto finito, e qualquer singularidade p € singF ¢é irredutivel,
isto é, pertence a uma das seguintes categorias:

(a) xdy — A\ydz +h.o.t. = 0 e A ndo é um numero racional positivo, isto é, A ¢ Q..
(singularidade nao-degenerada),

(b) y?Hdxr — [z(1+ MyP) + h.o.t.] dy = 0, p > 1. Este caso é chamado sela-né e é
extensamente estudada em [18].

Chamamos de levantamento da folheacio F a redugéo de singularidades de F.
Observe que F € nao-dicrito se e somente se E € invariante por F. Quaisquer dois
componentes D; e D;, i # j, do divisor excepcional intersectam (transversalmente) no
maximo num ponto, o qual é chamada esquina. Nao ha pontos de interseccao triplos.
Uma singularidade irredutivel

xdy — Aydx +h.ot =0

pertence ao dominio de Poincaré se A ¢ R_ e caso contrério, pertence ao dominio de
Siegel.

Dizemos que F é uma curva generalizada se no processo de reducao de singulari-
dades s6 tem singularidades nao-degeneradas, isto é, ndo tem sela-né ([6]).

Um germe de curva generalizada F na origem 0 € C? é chamado totalmente
ressonante se cada singularidade que surge na reducao de singularidades é uma
singularidade ressonante ([27]).

1.3 Holonomia e Estabilidade

1.3.1 Holonomia

O conceito de holonomia de uma folheacao é motivado pelo conceito de aplicacao de
primeiro retorno ou aplicagao de Poincaré de uma orbita periddica de um campo vetorial.
A “aplicagao” P : (0,x9) — (0,20), © +— P(z) como ilustrada acima serd, sobre condigoes

adequadas de diferenciabilidade, um germe de difeomorfismo.

Assim, se v é uma 6rbita peridédica de um fluxo ¢ e ¥ é uma secao transversal a ¢ que
corta v num unico ponto p € X, a holonomia de v relativa a ¥ serda um difeomorfismo
fy: X' — 3, onde B! é uma se¢ao contida em ¥ tal que p € X' e para todo ponto g € X!
a Orbita positiva de ¢ por ¢ corta ¥ pelo menos uma vez. Podemos entao definir f por

f(g) = “primeiro ponto em que a 6rbita positiva de ¢ por ¢ corta ¥”.

Se Y! for uma secao suficientemente pequena contida em ¥, entao f serd um difeomorfismo
sobre f(X!) com um ponto fixo em p. Ocorre que em alguns casos é necessdrio considerar-
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se os retornos seguintes as érbitas dos pontos de ¥, o que consiste em obter o n-ésimo
iterado de f, denotado por f, e que é definido indutivamente por:

f(l) =f e f(n+1) =fo f(n)_

Ora, em geral, para n > 2, f(™ ndo pode ser definida em todos os pontos de X!, o que
nos obriga a tomar dominios cada vez menores X! D ¥2 > ... D X"

Analogamente, quando desejamos considerar os retornos sucessivos das &rbitas
negativas, que consiste em obter os iterados negativos de f;

foV =1 e fU =

somos obrigados a tomar dominios diferentes X~ > ... D ¥7". Observe que o tinico ponto
de ¥ no qual podemos garantir que f" esta definida para todo n € Z, é o ponto p, o qual
¢é ponto fixo de todos os f". Com objetivo de permitir a composicao de difeomorfismos
que tém um ponto fixo em comum, sem ficar a todo momento especificando os dominios,
utilizamos a nocao de germe.

Como veremos em seguida, a holonomia de uma folha L de uma folheagao holomorfa F,
é uma representacao do grupo fundamental de L no grupo de germes de biholomorfismos
de uma secao X, transversal a F e que deixam um ponto de X fixo.

Sejam M uma variedade complexa de dimensao n e F uma folheacao holomorfa de
codimensao k em M. Fixemos uma folha L de F e uma curva continua v : [0,1] — L.
Sejam Y, e Xp segOes transversais a JF de dimensao k tais que py = v(0) € Xy e
p1 = (1) € X1, As secoes Yy e ¥; podem ser obtidas através de cartas distinguidas
Uy e Uy em pg e pi, de tal forma que X; corta cada placa de U; exatamente uma vez.

Em seguida, consideremos uma cobertura finita de ([0, 1]) por cartas distinguidas
de F, digamos Vg, --- ,V,,, tais que:

(1) %:erVmZUl.
(ii) Para todo j =1,...,m, V;_.y NV, # 0.
(iii) Paratodo j = 1,...,m, existe uma carta trivializadora U de F tal que V;_;UV; C U.
)

(iv) Existe uma particdo {0 = tp < t; < ... < tp, < tpmp1 = 1} de [0,1] tal que
Y([tj, tj+1]) C V; para j =0,...,m.

Para cada j = 1,...,m seja ¥}, uma segao transversal a F tal que v(t;) € ¥, cU;1 Ul
e X corta cada placa de U;_; e cada placa de U; no méximo em um ponto. Coloquemos
também ¥ = Xy e X7, = 3.

Utilizando (ii) e (iii), ndo ¢ dificil ver que se ¢ € ¥, entao a placa de V; que contém
q, corta E; 41 Do méaximo em um ponto, sendo que se ¢ estd numa pequena vizinhanca,
digamos Aj, de 7(t;) em ¥, entdo esta placa corta de fato ¥, ; num ponto, digamos
fi(q). Com isto, podemos definir uma aplicagao f; : A; — ¥ tal que f;(v(t;)) = v(tj41)-
Se as secgoes consideradas sao subvariedades holomorfas, o que suporemos de agora em
diante, entao f; serd também. De fato, f; serd um biholomorfismo sobre sua imagem, ja
que podemos definir a sua inversa de maneira analoga.

Observe que, em geral nao ¢ possivel compor f;; com f;, mas podemos compor os
seus germes, ja que f;(v(t;)) = 7Y(t;+1). Denotando o germe de f; em ~v(¢;) por [f],
podemos considerar o germe composto:

1y = fml o0 [fo]
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que serd um germe de biholomorfismo em py, onde, em principio, [f], depende da cobertura
Vo, ..., Vi, e das segOes intermedidarias consideradas. O resultado abaixo, cuja prova pode
ser encontrada em [4], mostra que de fato [f], nao depende das construcoes auxiliares.

Lema 1.3.1. (Lema 4.1 de [4]) O germe [f], depende somente de v de 3, e de X;.

O germe [f], é chamado de holonomia de v com respeito as segoes ¥j e ¥;.
No caso em que 7 é uma curva fechada em L, ou seja pg = p1 e ¥g = Xy, [f], é um
elemento o grupo Diff(Xg, pg) e é chamado de holonomia de 7 com respeito a ¥, ou
simplesmente holonomia de 7.

Veremos em seguida como se calcula a holonomia de uma curva obtida pela adjuncao de
duas outras. Sejam v, 9 : [0, 1] — L duas curvas em L tais que y(0) = po, 7(1) = 6(0) = py
e d(1) = p2. A adjungao de v e ¢ é por defini¢ao, a curva « : [0, 1] — L definida por:

~(2t), sete€[0,1/2]
al(t) =
" (2t —1), sete[l/2,1]

A curva a definida acima sera denotada por 9 * .

Observacao 1.3.1. Na maioria dos textos de teoria da homotopia, a adjuncao é definida
ao contrario, isto é, o que para nés é definido como dx, nestes textos é definido como y*J.
Adotamos esta convencao para que a representacao de holonomia seja um homomorfismo
de grupos e nao um anti-homomorfismo.

O resultado seguinte decorre diretamente das defini¢oes:

Lema 1.3.2. Sejam 7,4, pg, p1 € p2 como anteriormente. Fixemos se¢Oes transversais a
F, 2o, X1 € Xg por pg, p1 € pe respectivamente. Entao

[f]'y*& = [f]’y o [f]&

onde os germes acima sao obtidos como holonomias nas secoes g, 1 € 2.
O resultado a seguir nos permitira definir o “grupo de holonomia” de uma folha de F.

Lema 1.3.3. (Teorema 4.1 em [4]) Sejam M, F, L, po,p1 € L, ¥y e ¥; como
anteriormente. Se 7,0 : [0,1] — L sdo duas curvas tais que (0) = §(0) = py,
(1) =0(1) = p1 e v e § sao homotdpicas em L com extremos fixos, entdo [f], = [f]s.

Convém lembrar aqui que duas curvas v e 0 como no enunciado do lema, sao
homotdpicas em L com extremos fixos se existe uma aplica¢do continua H : [0, 1] x
[0,1] — L tal que

(i) H(t,0) =~(t) e H(t,1) = 6(t) para todo t € [0, 1].
(il) H(0,s) =po e H(1,s) = p; para todo s € [0, 1].

Usaremos entao a notacao v ~ 9. No caso em que py = p; é sabido que ~ é uma
relagao de equivaléncia (veja [15]). A classe de equivaléncia (ou homotopia) de uma curva
v com extremos em pg é denotada por [y]. O conjunto das classes de equivaléncia de ~
é, neste caso, chamado de grupo fundamental ou de homotopia de L. com base em
po- A notacdo geralmente utilizada para este grupo é m (L, pg). A lei de composigao deste
grupo, que sera denotada por x, é definida a seguinte maneira:

Dadas duas classes de homotopia [y] e [0] em m(L,pp), fixemos representagoes os
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mesmos v e d. Definimos entao [d] x [y] = [d x ]

E possivel demonstrar que a operacao * estd bem definida (isto é, [0] * [7] nao depende
dos representantes escolhidos) e que m1(L, py) é um grupo com esta operacao. No caso,
o elemento unitério é a classe de equivaléncia da curva constante e(t) = po, t € [0,1].
Para mais detalhes recomendamos a referéncia [15]. Levando-se em conta o Lema 1.3.3,
a seguinte definicao é natural:

Definicao 1.3.1. Sejam M uma variedade complexa, F uma folheagao holomorfa de
codimensao k em M, L uma folha de F, p € L e ¥ uma se¢ao holomorfa transversal a F
tal que p € ¥. A representacao de holonomia de L com respeito a p e a 3 é, por
definicao, a aplicacdo H = Hp, 5 : m (L, p) — Diff(X, p), definida por:

H([) = [f]y

onde v é um representante de [7] e [f], é o germe de holonomia de v com respeito a X.
O Lema 1.3.3 implica que H esta bem definida, isto é, nao depende do representante ~y

de [].

O grupo de holonomia de L com respeito a p e a X é, por definicao a imagem
H(m(L,p)).

Usaremos a notagao Hol(L, p, ¥) para este conjunto. O seguinte resultado, que decorre
o Lema 1.3.2, é fundamental:

Proposigao 1.3.1. A representacao de holonomia é um homomorfismo de grupos. Mais
precisamente, se a, € w1 (L, p), entao

H(a*b) = H(a)o H(b).
Outro fato, cuja prova poder ser encontrada em [15], é o seguinte:

Proposigao 1.3.2. (Teorema 4.2 em [4]) Sejam L folha de uma folheacdo holomorfa
F de codimensao k,pg,p1 € L e g, secoes transversais a JF que contém py e pp
respectivamente. Fixemos uma curva « : [0, 1] — L tal que «(0) = py e a(1) = py. Seja
[f]a 0 germe em py de holonomia de «, entre as segoes Yy e X;. Entao [f], conjuga
Hol(L, p1,%1), isto é:

HOI(Lap()a EO) = ([f]a)_l o HOl(L7p17 21) © [f]a’
Em particular Hol(L, pg, %) e Hol(L, p1, %) sao isomorfos.

Como podemos supor que as secdes transversais sdo biholomorfas a abertos de C*, a
seguinte defini¢ao natural:

Definicao 1.3.2. Seja L um folha de uma folheagao holomorfa de codimensao k. O
grupo de holonomia de L, denotado por Hol(L), é a colecao de todos os grupos de
germes em ¢ € C*, de homeomorfismos de C* que deixam ¢ fixo e que sdao conjugados a
Hol(L,p, ), onde p € L e X é uma secao transversal a F passando por p.

Diremos que o grupo de holonomia de L é conjugado a um grupo dado, digamos G, se
G € Hol(L). Assim, por exemplo, diremos que Hol(L) é trivial se {id} € Hol(L), onde
id é a aplicacao identidade.
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1.3.2 Estabilidade de Reeb e Brunella

Sejam M uma variedade diferenciavel, F folheacao real em M de classe C'*° nao singular
e Ly € F folha compacta.

Definicao 1.3.3. Dizemos que Ly é estavel se existe um sistema fundamental de
vizinhangas W, D Ly tal que

(W, = Lo

14

sendo cada vizinhanga W, F-invariante (isto é, uma uniao de folhas). Equivalentemente,
para todo vizinhanca W de Ly em M existe uma vizinhanca Lo C V C W que é F-
invariante.

O seguinte resultado é conhecido como Teorema de Estabilidade de Reeb:

Teorema 1.3.1. (Teorema 4.2.2. em [30]) Seja F uma folheagao de classe C! de
codimensao ¢ de uma variedade M tendo uma folha Ly compacta com grupo de holonomia
finito entao é estavel.

Definicao 1.3.4. Dizemos que uma folheacao de codimensao complexa um é transver-
salmente holomorfa se é dada por uma cole¢ao de submersoes sobre conjuntos abertos
de C tal que as funcoes de transicao sao holomorfas. Dizemos também que uma folheagao
F definida numa variedade compacta é uma fibragao de Seifert se toda folha de F ¢
compacta e tem holonomia finita.

O seguinte resultado é conhecido como Teorema de Estabilidade de Brunella:

Teorema 1.3.2. (Teorema em [2]) Seja F uma folheagdo de codimensao complexa um
transversalmente holomorfa definida numa variedade compacta conexa M. Suponhamos
que existe uma folha compacta L € F com grupo de holonomia finita entao F é uma
fibracao de Seifert.

1.3.3 Holonomia Virtual

Seja F uma folheacao em uma superficie complexa M e seja L uma folha de F. Fixado um
ponto ¢ € L, entao ¢ ¢ singF e podemos considerar um disco transversal ¥ centrado em
q e a representacao de holonomia Hol : (L, q) — Diff(¥, ¢), denotamos Hol(F, L, %, q)
o representante do grupo de holonomia assim obtido.

Definicao 1.3.5. O grupo de holonomia virtual da folha L. de F na secao ¥ é definido
por _
Hol""Y(F L, %, q) := {f € Diff(%, q); L. = Ly(), para todo z € 3}

onde, na notacdo acima L, denota a folha (global) de F que passa por z.

O grupo de holonomia virtual de L é a colecao HolVirt (F, L), de todos os grupos

holomorficamente conjugados a Hol V11t (F,L,%,q).

Assim, em outras palavras, o grupo de holonomia virtual consiste dos biholomorfismos
locais, f, de ¥, com ponto fixo g e que para cada folha L; de F temos f(L;NX) C LiNX.

Pela prépria definicgdo de holonomia temos que Hol(F,L) é um subgrupo de
HolV"'Y(F, L).

Fixamos agora um germe de folheagao holomorfa com singularidade na origem 0 &€
C?, com representante F(U) como acima. Seja I' a separatriz de F. Pelo Teorema de
parametrizacao de Newton-Puiseaux, I"'\ {0} é biholomorfo a um disco furado D* = D\ {0}.
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Em particular, podemos escolher um lago v € I' \ {0} gerando o grupo fundamental
m(I'\{0}) (localmente). A correspondente aplicacao de holonomia h., é definida em termos
de um germe de difeomorfismos complexos na origem de um disco local ¥ transversal a
F e centrado em um ponto nao singular ¢ € I'\ {0}. Esta aplicagdo é bem definida até
por conjugacao de germes de difeomorfismos holomorfos, e refere-se genericamente como
holonomia local da separatriz T'.

1.4 O teorema global de extensao

Definicao 1.4.1. Seja f : U — R uma funcao de classe C?, onde U C C é um aberto.
Dizemos, respectivamente, que f ¢ harmoénica, subharmonica, ou estritamente
subharménica, se §*f/0z20z = 0, 9*f/0z0z > 0, ou §*f/0z0z > 0 em U. Note que

o°f _Af
0z0z 4

onde A é o Laplaciano em C = R2.

Definicao 1.4.2. Sejam U um aberto de C*, n > 2, e f : U — R de classe C?. Dizemos
que f é, respectivamente, pluriharmonica, plurisubharmonica ou estritamente
plurisubharméonica, se para todo py € U e todo v € C", a fungdo z — f(po + z - v)
¢ harmonica, subharmonica, ou estritamente subharmonica, no subconjunto aberto de C
em que esta definida.

Usaremos as notagoes p.h para pluriharmonica, p.s.h para plurisubharmonica e
e.p.s.h para estritamente plurisubharmeénica. O conjunto das funcoes de classe C?
de U em R serd denotado por C?(U).

Dados uma funcao f € C*(U), U C C", n > 2, e p € U, denotaremos por H;(p) a

matriz
( o (p))
02,0z lgmgn'

Nao é dificil ver que H(p) é hermitiana, isto é, Hy(p) = H; (p)t, onde Hy (p)t ¢é a transporta
conjugada de Hy(p). A matriz H; é chamada matriz Hessiana de f.

Definigao 1.4.3. Seja f € C*(U), U Cc C*, n > 2. Definimos a forma de Levi de f,
como sendo a forma quadratica L; abaixo:

ZZ 0218% dzldzj, peU.

7j=1 =1

Com esta notagao queremos dizer que a cada p € U associamos uma forma quadratica,
L(p), tal que

L) = 33 oy = o Hy(p) -

para todo w € C". Vemos entao que f é p.h (resp. p.s.h) (resp. e.p.s.h) se, e somente
se, Lt(p) =0 (resp. L¢(p) é nao negativa definida) (resp. L(p) é positiva definida) para
todop e U.

Proposigao 1.4.1. (Proposigao 7.4.10. em [21]) Sejam f € C*(U) e ¢ : V — U, uma
aplicagdo holomorfa, onde U C C* e V' C C™ sao abertos. Entao ¢*(Ly) = Lyfop. Em
particular, se ¢ é um biholomorfismo, entdao f é p.h (resp. p.s.h) (resp. e.p.s.h) se, e
somente se, f o ¢ é p.h (resp. p.s.h) (resp. e.p.s.h).
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Tendo-se em vista da Proposicao 1.4.1, é possivel estender os conceitos e funcgao
plurisubharmonica e estritamente plurisubharmonica para variedades complexas. Sejam
M uma variedade complexa e f € C?(M). Definimos a forma de Levi de f utilizando
cartas locais: dado p € M seja ¢ : U — C™ uma carta holomorfa tal que p € U. A forma
de Levi de f em p, é a forma quadratica no espaco tangente 7,,(M), definida por

Li(p)-v= Lop-1(é(p)) - (Do(p) - v), para todo v e T,M.

Levando-se em conta a Proposicao 1.4.1, esta definicao nao depende da carta holomorfa
escolhida.

Definigao 1.4.4. Sejam M variedade complexa de dimensao n > 2 e f € C*(M).
Dizemos que f é pluriharmoénica (resp. plurisubharménica) ( resp. estritamente
plurisubharmonica) se Ly = 0 (resp. L;(p) é nao negativa definida em 7,,M, para todo
p € M) (resp. L¢(p) é positiva definida em T,M, para todo p € M).

Dado um inteiro k, 1 < k < n, dizemos que f é k-estritamente plurisubharnodnica,
se para todo p € M existe um subespaco complexo £ C T,M, de dimensao k, tal que
L¢(p)|E é positiva definida, ou seja, para todo v € E, v # 0, temos L¢(p)-v > 0. Usaremos
a notacao k — e.p.s.h para k-estritamente plurisubharmonica.

Definicao 1.4.5. Seja M uma variedade complexa conexa de dimensao n > 1. Dizemos
que M é k-completa, se existe uma exaustao f € C*(U) de M, f € C*(U), tal que f ¢
k —e.p.s.h.

Uma exaustao de M ¢é uma fungio g € CY(M) com as seguintes propriedades:
(a) g é limitada inferiormente, digamos g > c.

(b) Para toda sequéncia (p,),>1 que nao tem pontos de acumulagao em M (denotaremos
este fato por lim p, = 00), temos lim ¢(p,) = +o0.
n—oo n—oo

Um resultado conhecido é que em toda variedade de classe C'*°, conexa e nao compacta
existe uma exaustao de classe C'™°.

Observacao 1.4.1. Um fato bem conhecido é que uma variedade complexa e conexa M é
de Stein se, e somente se, existe em M uma exaustao e.p.s.h de classe C*°. Este resultado
¢é conhecido como Teorema de Hormander.

Proposicao 1.4.2. (Proposi¢ao 7.4.18. em [21]) Seja X um subconjunto algébrico de
CP(n) definido por k polinomios homogéneos nao nulos em C*™!. Entao M = CP(n)— X
é l-completa, onde [ = n — k + 1. Em particular, se X é um subconjunto algébrico de
codimensao um de CP(n), entao M = CP(n) — X é de Stein.

O seguinte teorema ¢é chamado Teorema global de extensao:

Teorema 1.4.1. (Teorema 7.4.19. em [21]) Sejam M uma variedade complexa k-
completa, onde k£ > 2, e K C M um compacto tal que M — K é conexo. Seja E um
fibrado vetorial holomorfo com base M. Entao toda se¢ao holomorfa (resp. meromorfa)
de E em M — K se estende a uma tnica se¢ao holomorfa (resp. meromorfa) em M.

A partir da Proposicao 1.4.2 e do Teorema 1.4.1, obtemos a seguinte consequéncia:

Corolario 1.4.1. Sejam FE um fibrado vetorial holomorfo sobre CP(n) e X um
subconjunto algébrico de CP(n) definido por k polindmios homogéneos nao nulos em C**1,
onde 1 <k <n—1. Seja V uma vizinhanca conexa de X. Entao toda secao holomorfa
(resp. meromorfa) de £ em V, se estende a uma segdo holomorfa (resp. meromorfa) de

E em CP(n).
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1.5 O teorema de Lefschetz e Deligne - Fulton

Teorema 1.5.1. (Teorema 8.13. em [10]) Sejam H C CP(n) uma hipersuperficie e m
um ponto de CP(n) tal que m ¢ H. Se L é uma linha geral passando por m, isto é,
transversal nos pontos lisos de H, entao o morfismo

ir :m(L—(HNL),m)— m(CP(n) — H,m)

induzido pela inclusdo ¢ : L — (LN H) — CP(n) — H é sobrejetiva.
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Capitulo 2

Exemplos interessantes de
Folheacoes de codimensao um em

CP(m)

Neste capitulo apresentamos uma familia de exemplos interessantes as quais podemos
explicitar a integral primeira racional.

Esta familia de exemplos de folheac¢oes de codimensdao um CP(n) foram obtidas de
forma construtiva pela Observagao 1.1.4.

2.1 Folheagoes holomorfas de codimensao um em CP(2) com
hiperplano do infinito invariante

Exemplo 2.1.1. Para k > 2, podemos definir uma folheagao de grau k em CP(2) dada
pela 1-forma integravel em C3,

O = [—sz(yk_l + Zk:—l) + yk-i-l _ Zk:-i—l] dr + nyk_Q(QSz _ yZ)dy + :sz—Z(:EQ + ZZ)dZ
a qual tem o hiperplano do infinito x = 0 invariante por F. Note que
LN Sing(F)={[0:y:z2]; ¥ — ! =0}

a qual é uma hipersuperficie irredutivel de grau k + 1.

Também observe que
d 2) _ 0
=)=

onde F' é o polindomio homogéneo de grau k + 2 dado por

k—1 k—1 kE+1 k+1
Y z Y z k+1
F = 2 _ +
a{x(k—1+k—1) il kg1 "

Podemos escrever F' = x(@), onde () é o polinomio de grau k£ + 1 dado por

k-1 k—1 k+1 k41
_.2(Y Z Y ? k+1
@ x(k—1+k—1) pa T

Assim

Q=224 (i) = —(k+1)Qdz + zdQ

rk+l

portanto —= ¢ uma integral primeira racional de F.
x
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O exemplo anterior motiva o seguinte resultado:

Proposicao 2.1.1. Sejam a;j, b;; € C para todo 0 < 7,5 < n. Consideremos a 1-forma
homogénea de grau n + 1 em C3*dada por

—x Z < Z aijxix%) xy " — T Z ( Z walx2> k] dz

k=0 \it+j=k k=0 \i+j=k

0 (Z ( Z aijxliafg) :Eg—k> dzry + xo (Z < Z bzy%x;) xg—k) s
£0 A k=0 \it+j=k

Se os coeficientes satisfazem as condicoes

Q:

1+ 1
a/ij = sz+1 jfl (21)

paratodo 0 <i <k, 1<j<k+1comi+j=k+1ondel <k <n entao a condigao
(2.1) garante que 2 é uma 1-forma integravel com ig,(€2) = 0, a qual possui uma integral

primeira racional 7 onde

n+
g

0-3 (X0 st it o

i+j=k

+ n+1

Esta 1-forma 2 induz uma folheagao de codimensao um de grau n em CP(2) que tem o
hiperplano do infinito invariante e possui uma integral primeira racional explicita.

Demonstragao. Claramente ig,(€2) = 0, agora vejamos que €) é integravel. Temos que

dQ = — (1 +9)[ai; + bip1 j— 1]3:1x2> xgk] dxi A dxg

i+j=k

(s
£

(1+ j)[ai-1 j4+1 + b,ﬂxgé) xg_k] dzxy A dxg

L k=0 \i+j=k
+x0 ( Z ja”l’ xz 1) xgk] dxe N dzy
k=0 \i+j=k
+ (n—Fk+1) ( Z aijxix%> xg_k] dxo A dzy
k=0 it+j=k
+x0 Z ( Z ibijx’flxé> Ty A NG
k=0 \i+j=k i
+ (n—k+1) ( Z byt xg_k] dzy A dxg
k=0 itj=k
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dQ) =

L

Z{

3

+x9

k=0

logo por (2.1) temos

>

k=0

dQ = —(n+2)

D

pois

(1 +4)[aij + biy1j-1]

(14 g)ai-1 jp1 + by] +

(a

<Z+] =k

+(n—k+1)a” =

(1 +14)[ai; + biv1j-1] + (n — k4 D)a;;} xﬁmé) ™ * | day A dxg
+] a’l 1j+1 T+ bl]] (n —k+ l)blj} %il’%) SUg K dxre N dxg

Ja; — (i 4+ 1)bipq j_l]xia:é_l) xg_k] dxs N dzy

amxlx2> ] dxiANdzo—(n+2)

n
( Z wal%) xg_k] dxoNdxg
k=0 \i+j=k

(n—k+i+2)a;+ (i +1)bip1
(n—k+i+2)a;+ jai;

(n—k+(i+7)+2)ay; = (n+2)ay

(n—k+1)by; (1+7)ai—1 j41+(n—k+ 7+ 2)by;

(n—Fk+(Gi+j)+2)bj = (n+2)b;

agora para simplificar contas denotemos

n

Ao

Assim temos

Q) =

dai claramente verifica-se

1 Z

k=0

—(n + Q)Aldl'l A de‘O -

n
i d
(E aijxla%) Ty —ZL'Qg (E b,]:pl%)
i+j=k i+j=k

k=0
n—k
Ay E (E awxl%)
k=0 \i+j=k
n
i,
Ay E E bijrixy | @
k=0 \itj=k

Q= Aodl’o + onldxl + .%'()AQdZL'Q
(n + 2)A2dl’2 A dl’()

QAdQ=0.
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Assim € é uma 1-forma integrdvel em C3. Para provar que € tem uma integral primeira
racional procuramos encontrar F' polindomio homogéneo de grau n + 2 tal que

(3)-

FdQQ=dF NQ

para simplificar as contas continuaremos utilizando as notagoes dadas acima (Ag, A; e
As) logo temos que

o que é equivalente a

Q= A()dl’o + ZEoAldl'l + {L'()Agd,fg

dQ) = —(TL + 2)A1dx1 A d.ﬁCO — (n + 2)A2dx2 A dx(]

assim por um lado temos

F F F
dFNANQ = 6—1’0A1d$0 VAN d331 + a_l'oAle’o N deQ + a—Aodl'l A dl'o
8330 (99(:0 851:1
F F F
a—onQdQ?l A\ dﬂ?g + a—AodiCQ A dl’o + a_l’oAldl'Q A dl'l
01, 0xs 0wy
organizando temos
F F F F
dEENQ = 8—on1 — a—AO dl'o AN dl'l + 8—$0A2 — a—AO dl‘o VAN d.I'Q
0xg 0xq Oxg 0wy
oF oF
+ —$0A2 — —1’0/\1 dﬂfl N dJTQ
(91'1 81'2
por outro lado

Comparando vemos que na ultima expressao nao temos termos dx; A dxy. Portanto temos

0$1 8x2

agora como I é um polinomio homogéneo de grau n + 2 entao sao polinomios
. B i
homogéneos de grau n + 1 entao temos que

OF OF
8_1’1 = C(]()Al e 8_1‘2 = IOAQ.

Logo substituindo A; e Ay tem-se

OF - A
o = 29 0 <Z aijxlarj> an* (2.2)

k=0 \i+j=k
e
OF B AN
k=0 \i+j=k
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Integrando (2.2) em relagdo a z; temos

= 19 Z ( Z i Zf“lx ) 207 F + h(zo, 22) (2.4)

i+j= k

onde h é um polindémio. Assim derivando (2.4) em relagdo a x5 e usando (2.3) temos

]al 7, j—1 n—
i+j= k

k=1 k=0 \itj=k

agora por (2.1) temos

oh &
Zo Z ( Z b; i1 j— 151;11""1 ) ;pg‘_k + 8_1,‘2 = Xy ( Z ijJ]le)

k=1 \i+j=k k=0 \i+j=k
e como
n n n
i J n—k __ +1 -1 n—k k_n—k+1
o E E bijrizy | 257" = xo E biy1 177 xQ Ty -+ E borxs1)
k=0 \i+j=k k=1 \i+j=k k=0
temos entao
§ bOkIEkZEn k+1 2.5
axz 240 ( )
integrando (2.5) em relacdo a xo temos
n Rt
h = bow ———z L 4+ g(z 2.6
> b b 4 glao) (2.6

onde g é um polinémio. Agora substituindo (2.6) em (2.4) temos

= Qi i j n— - xk+1 n
F= Zo Z < Z H—]1$1+133’]2) i F + Z bOkk’Q—l- 1 h + g( ) (27)
k=0 \i+j=k k=0
Agora como Fd) = dF A,
F F F F
dF A Q = a—l’oAl — a—AO diL‘o VAN dl’l + a—.I()Ag — a—Ao dﬂ?o A dil?g

ox Zo ox T Ox Zo oz T

e
FdQ) = —(TL + Q)FAldl'l A dl‘o — (n + 2)FA2dZL‘2 A d$0
temos em dxg A dx : 5 5
F F
(n + 2)FA1 %ZL‘()Al — a_AO
logo substituindo (2.2), (2.7) e Ay temos
(n+2)g = zog’
portanto podemos considerar
__nt2
9=
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substituindo esta tltima igualdade em (2.7) tem-se

F:%Z(‘Z% iy ) —|—Zbok

Podemos escrever ' = x((), onde ) é um polindmio homogéneo de grau n + 1 dado por

n k}+1+ n+2 ) (28)

n k+1
i j n—k Lo n
Q= Z(Z 1“:17]2):30 +Zbokk+1 Pt
k=0 \i+j=k k=0
Assim
Q=aptd (a:g“l) = —(n+ 1)Qdz + x0dQ

0

portanto —— é uma integral primeira racional de 2. O

s
Estudemos o tipo de singularidades da folheacao induzida pela Proposigao 2.1.1.

Exemplo 2.1.2. Consideremos a folheacao F de codimensao um e grau 1 em CP(2) dada
pela 1-forma integravel em C3,

Q=[-z(y+2)+y’ - 2] dv + z(z — y)dy + x(z + 2)dz
a qual tem o hiperplano do infinito x = 0 invariante por F. Note que
Sing(F)={[0:1:1],[0: =1:1],[1:1:—1]},
agora as singularidades no infinito sao
LNSing(F)={0:1:1],[0: =1:1]}.
Para saber o tipo destas singularidades, olhemos a carta z = 1 em C?, assim temos
w=[—z(y+1)+y*— 1] dv + z(z — y)dy

o campo dual a esta 1-forma estd dada por

0 0
Xw:x(x—y)a—x+[x(y+1)—y2+l]a—y

suas singularidades sao

Sing(Xw) = {(07 1)7 (07 _1)7 <_17 _1)}

a parte linear deste campo esta dada por

DXo(2.y) = [zx—y —z }

y+1 x—2y

observe que duas singularidades sao do tipo Poincaré racional positivo e a outra é Siegel,
de fato:

DX, (0,1) = { _21 _02 ] , DX,(0,-1) = H g} e DX, (—1,1) = { _01 ”
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POI‘ outro lado, seja
o2,

Finalmente observe que

QO =23d (%) = —2Qdz + xdQ
A

portanto % ¢ uma integral primeira racional de F.
x

Exemplo 2.1.3. Consideremos a folheacao F de codimensao um e grau 2 em CP(2) dada
pela 1-forma integravel em C?,

Q= [—:L'Q(y +2) 4+ — 23} dr + z(2? — y*)dy + x(2® + 2*)dz
a qual tem o hiperplano infinito « = 0 invariante por F. Note que
Sing(F)={[0:1:1,[0:€:1],[1: & 1], [s:4: 1), [—i:—i:1),[i:—i:1],[=i:q:1]},
onde ¢ é raiz do polinomio 72 +r +1=0e i = /—1. Agora as singularidades no infinito
sao
LN Sing(F)={[0:¢:1],[0:¢:1]}.
Para saber o tipo destas singularidades, olhemos na carta z = 1 em C? temos
w=[-2*(y+1)+y’ — 1] do + z(2” — y*)dy
o campo dual a esta 1-forma estd dada por
0 0
Xw — 2 .2\ 7 2 1) — 3 1] =
2@ =y )+ [P+ D) -y + }83/

suas singularidades sao
Sing(Xw) - {<07 1)7 (07 5)7 (07 §2>7 (iv i)? (_iv _i)7 (—i, i), (ia _Z)}
a parte linear deste campo esta dada por

| 32—yt 22y
DXw(I7y) - [ QZL'(y + 1) $2 _ 3y2

observe que trés singularidades sao do tipo Poincaré racional positivo e as outras sao
Siegel, de fato:

J— —_ - 2 -
DX,(0,1) = [ 21 _; ] , DX,(0,¢&) = [ g _g§2 } e DX,(0,8) = [ 05 —%f ] '

DX, (i,i) = { 21’(@'_—2k 0 g ] » DXo(—i, =) = [ _21'(_12— i) ; ]

DXy(=i,1) = { —2i&2+ 1) _22 } e DXo(i, i) = lQi(l_ii) _22 } ‘

Por outro lado, seja

2 y> 2 3
= (y+2)— 5+ 5 +4°
Q=a(y+2) -5+
Finalmente observe que
23

Q=2 (Q) = —3Qdx + xd@)

portanto % é uma integral primeira racional de F.
x
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Exemplo 2.1.4. Consideremos a folheagao F de codimensao um e grau 3 em CP(2) dada
pela 1-forma integravel em C3,

Q= [—2?(y* 4+ 2°) +y* — 2] do + ay(a® — y*)dy + z2(2” + 2°)dz
a qual tem o hiperplano infinito = 0 invariante por F. Note que

Sing(F) = {[0:1:1],[0: =1:1],[0:4:1],[0: =i :1],[1:0:0],[¢:0:1],[—i:0:1]
[L:1:0,[g:0:1],[—i:—i:1,[-1:1:0],[i:—i:1],[—i:i:1]} ’

onde i = /—1. Agora as singularidades no infinito sdo
LNSing(F)={[0:1:1],[0: =1:1],[0:4:1],]0: —i:1]}.
Para saber o tipo destas singularidades, olhemos na carta z = 1 em C? temos
wi = [—2*(y* + 1) + y* — 1] do + zy(2® — y*)dy

o campo dual a esta 1-forma esta dada por

0 9
_ 2 o2 Y 2092 4 s
X, = zy(z y)axﬂfv(y +1) y+1]ay

suas singularidades sao

Sing(Xm) = {(O’ 1)7 (07 _1)7 (07 i)’ (07 _i)> (iv O)’ (_i7 0)7 (i, i)> (_iv —i), (i7 _i)> (_ia Z)}
a parte linear deste campo esta dada por

B 3yl‘2 . y3 ZL‘3 . 3y2
Dle (Z‘,y) - |: 2$(y2 + 1) 21’2y . 4y3

observe que quatro singularidades sao do tipo Poincaré racional positivo e as outras sao
Siegel, de fato:

o[ 2 omoen-[3 7

. t 3 , —i 3
DX, (0,4) = [0 42,] e DX, (0,—i) = { o }
. 0 — . 0 =2 . -2 3—1
DX, (¢,0) = {22' 0 } , DX, (—i,0) = { 9 0 } , DX, (i,1) = { . ” } '
DX, (—i,—i) = [ 202 z_‘;? ] , DX, (i, —i) = [ 202 3_—22_7, } e DX, (=i i) = [ —O2z 3—i

Para ver o tipo de singularidades das singularidades restantes, olhemos na carta x = 1
em C? temos
wy = Y31 — y*)dy + 2(1 + 2*)dz

o campo dual a esta 1-forma estd dada por

9 9
Xy = 2(1 4 22)8—y +y(y* - D32

suas singularidades sao

Sing(XWQ> = {(070)7 (170)7 (_170)7 (071.)7 (17i>7 (_17i)> <07 _i>7 (17 _i)v <_17 _Z)}
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a parte linear deste campo esta dada por

B 0 1+ 322
Dsz(ya Z) - |: 3y2 -1 0 :|

observe que as quatro primeiras singularidades sao Siegel (as demais singularidades
coincidem com as outras singularidades jé estudadas na carta z = 1) pois

DX.,,(0,0) = { N é},DXwQ(l,O): {g (1)] e DX,,(—1,0) = {g H

Por outro lado, seja
2

4
_ T2 2 _ Y
—2(y+z) 4+

4

Q +x".

z
4
Finalmente observe que
Q
Q= 2%d (a? = —4Qdx + xd@)

Q : S :
portanto — é uma integral primeira racional de F.

x

Todos estes exemplos anteriores motivam o seguinte resultado.

Proposigao 2.1.2. Nas condigoes da Proposic¢ao 2.1.1, suponhamos que a,o # 0 e by, # 0,

entdao a folheagdo de codimensdo um induzida em CP(2) possui singularidades do tipo
Poincaré racional no hiperplano do infinito.

Demonstragao. Temos que folheacdo F de grau m > 0 induzida em CP(2) tem o
hiperplano do infinito L = m(xzg = 0) invariante por F. Temos também que

H=LnNSing(F)=A{[0: 2 : Z a;;xt Lt J+ Z bl]x’ g+1_0}

i+j=n i+j=n

observe que se 71 = 0 em H temos que bg,z5t" = 0 como by, # 0 (pela hipétese (2) da
Proposigao 2.1.1) entdo 23 = 0 o qual é absurdo assim z; # 0 em H logo dividindo por
n+1
i em H
j+1

ZCLU nz+zblj n+1z:

i+j=n i+j=n

equivalentemente
1
x2 )t
E an“ —|—E bw j+1_

. T2 ~
seja £ = — entao temos
x

n

D g€+ b€t =0 (2.9)
=0

J=0
o qual podemos escrever como segue

n—1

Qno + Z[an,j,l j + bnfj j]€j+1 + b0n€n+1 =0
7=0
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o polinémio anterior possui (n + 1)-raizes digamos &, &, ..., &1 (contando
multiplicidade); portanto H possui (n + 1)- singularidades

0:1:&,[0:1:&],...,[0:1:&44]

Para saber o tipo destas singularidades, olhemos na carta z; = 1 em C? temos

= [—Z ( T x> - xzz ( T bx) k] dry

k=0 \i+j=k i+j=k

k=0 \i+j=k

o campo dual a esta 1-forma esta dada por

0
k=0 \it+j=k 0

3 < 3 x) TR ( > bx) O ] aa

k=0 \i+j=k k=0 \it+j=k

as singularidades deste campo no infinito (0, zs) estao dadas pelas equacoes
b Jj+1
awa + ij Ty =
i+j=n i+j=n

re-escrevendo
n

Zan ij2+zbn —j it ]H =0

Jj=0 j=0

a qual por (2.9) possui n + 1—raizes &1, &, ..., &1 portanto (0,¢;) é singularidade do
campo X, para todo j =1,...,n+ 1. Agora olhando a parte linear do campo Y, temos

A($0,$2) B(xOMTZ)

Dx (o, 12) =
C($o7$2) D($07$2)
onde
A(zg,z9) =Y (n—k+1) < Z bijx]é) x
k=0 i+j=k
B(ZL’O,$2) = X9 (Z < Z jbij$g_1> Jig_k>
k=0 \i+j=k, j#0
n—1
C(zo, z2) )(Z aijxé) "k1+$22n— (Z bwmg) n—h—1
k:O i+j=k i+j=k
e

D(zo, x2) = ( > jayal ) +Z (Z (+1 bzﬂa) xy "
k=0 =

it+j=k, j£0 itj=k
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logo

> bye 0

i+j=n

CO.6) Y dayg T+ DD G+ Dbyg

i+j=n, j#0 i+j=n

DXw(07 &) =

o quociente os autovalores associados a esta singularidade estd dado por

> budl

i+j=n

> daggTh+ Y (G + Dby

i+j=n, j#0 i+j=n

agora usando que
jag = (14 1)biy1 1

temos
Z bij’flj Z bz‘jfzj
i+j=n o itj=n
Z jai&l T + Z (7 + Dby Z (i 4 Dbir j1& " + Z J+ 1)by&
i+j=n, j7#0 i+j=n i+j=n, j£0 i+j=n
> byl > g
B i+j=n _ itj=n
S bl + > GHDbE Y i+ 5+ Dby
i+j=n i+j=n i+j=n
> budl
B i+j=n - 1
) D> byg
i+j=n
portanto as singularidades sao do tipo Poincaré racional positivo. O]

2.2 Folheagoes holomorfas de codimensao um em CP(m), m > 3,
com hiperplano do infinito invariante

Exemplo 2.2.1. Parak > 2ea, b, ¢, a, B, v € C* fixos, podemos definir uma folheagao
de grau k em CP(3) dada pela 1-forma integravel em C*,

QO = [—a2(ay !+ bzF1 4 cwbl) + ayhtl + BEHL 4 Akt da

F2(a2? — ay?)dy + 22772 (ba? — B2%)dz + zw"2(cx? — yw?)dw

+xy
a qual tem o hiperplano do infinito L = m(z = 0) invariante por F. Note que
= LNSing(F)={[0:y:2:w]; ay® 4+ 3" + 4wttt = 0}

a qual é uma hipersuperficie irredutivel lisa de grau k£ + 1 e também é uma componente
de Kupka, pois

dQ = —(k+2)(ax?y 2 —ayF)dyndr—(k+2) (br?*2* 2 — B2F)dz Adx— (k+2) (ca*w* 2 —yw*)dwAdx
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dQ|s = —(k + 2)aydy A dv — (k + 2)B2"dz A dv — (k + 2)yw"dw A dx # 0.

Alem disso,
Q
dl=) =
(7) -

onde F' é o polinomio homogéneo de grau k + 2 dado por

k—1 k—1 k—1 k+1 k+1 k+1
Y 2 w Y z w i1
F = a? b — — — +
x{xG%—q*'k—1+ﬁk—1) S R R S T

Podemos escrever ' = x(@), onde ) é o polinomio de grau k£ dado por

k—1 k—1 k—1 k+1 k+1 k+1
o f Y z w Y z w 1
— b _ _ _ _
=q G%—&*‘k—l*”k—1> o1 Py e T
Assim 0
portanto é uma integral primeira racional de F.

rk+l

Exemplo 2.2.2. Para k > 2ea, b, ¢, d, o, B, v, 8 € C* fixos, podemos definir uma
folheacao de grau k em CP(4) dada pela 1-forma integravel em C?,

Q = [-2%(ayF ' + b2+ kTt + dubTh) + ayt T+ BT b kT 4 Gui ] da
+ay* 2 (ax? — ay?)dy + 2252 (ba? — 322)dz

+zwh2(ca? — yw?)dw + zuF2(dx? — Ou?)du
a qual tem o hiperplano infinito L = w(z = 0) invariante por F. Note que
S:=LNSing(F)={[0:y:2:w:u]; ay™™ + B2" + yw* ! + our = 0}

a qual é uma hipersuperficie irredutivel lisa de grau k + 1 e também é uma componente
de Kupka, pois

dQ = —(k+2)(az’y*? — ay®)dy A dz — (k + 2)(bx*2"2 — B2F)dz A dx

—(k + 2)(cz?w*? — ywk)dw A dx — (k + 2)(dz*u*=2 — OuF)du A dx

€

dQ|s = —(k+2)ay"dyndx — (k+2)B2dz Ndx — (k+2)yw"dw Adx — (k+2)0uf dundx # 0.

(3)-

onde F' é o polinomio homogéneo de grau k + 2 dado por

k—1 k—1 k-1 k—1
Yy z w u
F o= zl|a? b d
x% G%—1+'k—1+ck—1+ k—l)

Analogamente,

k+1 k+1

w u

i - —9
F+1  k+1 k41

TS

ﬁ + :L.kJrl} )
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Podemos escrever ' = x(@), onde ) é o polinomio de grau k£ dado por

k—1 k—1 k-1 k—1
s Y z w U
Q = x(ak—1+bk—1+ck—1+dk—1>

y k+1 uk-l—l

— — — _ 9 k+1
AT R e L T
Assim 0
portanto —=— ¢ uma integral primeira racional de F.
x

Os Exemplos 2.2.1 e 2.2.2 motivam o seguinte resultado:

Proposicao 2.2.1. Sejam a;g = @ (j,j..j.) € C, para todo 0 < 7 < m e para todo
0 < |Q| < n. Consideremos a 1-forma homogénea de grau n + 1 em C™*!

n n

Q = _ixi Z Zai,QXQ xg_j dxo—l—i Z Z%‘,QXQ xg—jﬂ dx;
i=1

J=0 \|Q|=j i=1 | 7=0 \|Q|=j

onde XQ =gl zl? - adm |Q| = j1 + jo+ ...+ Jm, Ji € ZS. Se os coeficientes satisfazem
as condigoes

k

ondeQﬁ:(jl,...,jz-+1,...,jk—1,...,jm),sempreque|Q|:j61§i<k§mentéoa

condi¢ao (2.10) garante que  é uma 1-forma integravel com ip,, , (2) = 0, a qual possui

G
uma integral primeira racional —— onde
x
0

m—1 n

G = Z Z ZA‘%X(Q”” 2| ot

=0 \5=0 \|Qi=s
onde
Qo=Q e Qi= (1, ---,Ji-1,0,Jis1,...,Jm) para todo 1 <i <m — 1.

Esta 1-forma € induz uma folheagdo de codimensao um de grau n em CP(m) que tem o
hiperplano do infinito invariante e possui uma integral primeira racional explicita.

Demonstragao. Claramente ip,, ,(£2) = 0. Derivando temos

m n n

dQ) = — a; 0 X% xg_j dx; + x;d aLQXQ :Eg_j A dzxg
22| 2 we DY

i=1 =0 \|Q|=j J=0 \|Q|=j
n

—i—id Z Zai,QXQ g A da.

=1 \J=0 \|al=j
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Observe que

QL
3
~
£
S
Q
8
o3
.
I
3
L
=
|
.
S~—
£
)
<
Q
=
3
<
AN
ISH
8
[e)

k=1 \7=1 \|QI=j
(§
d Z CLZ"QXQ [Eg_J—H = Z Z (TL — j + l)aLQXQ l’g_] dl’o
J=0 \|Ql=j J=0 \|Q|=j
m n
551D DIFTIs T PR P

k=1 =L \IQl=j

| o o ,
onde X% = pltgl? . /5 ta?* g | xdm Denotemos

T Ik—1" Tk Jk+1
Q% _ 01,02 Jk=1 . Jk+1 Tk+1 Jm Qj — 01 Ji+1 k=1 Jm
X0 =wywy oag s wy w ay e XU =y oy

Dai obtemos

il = — Z Z a;gX? o T + Z Z Z jk&i,QXQ;Z 207 | dag | A dag
=1 7=0 \|Ql=j k=1 \ j=1 \|Q|=j
+ Z (n—j+1DaioX? | 2f7 | dxo A da

i=1 \j=0 \|Q=j

3

_|_

Z jkai,QXka :Ug_jH dzy A dz;
1<i#k<m \ j=1 \|Q|=j

Qi
agora como X “i = X% temos

n m n .
i . Ji —j

Z Z aLQXQ xy Jd$i+z Z ]kai,QXQﬂk xy 7| dxy,
J=0 \|Q|=j k=1 \J=1 \|Q|=j

n n
_ X9 "*jd ) s A X9 n*jd )
= Z a; Q Ty Tax; + 2i0i.Q Ty “AT;

J=0 \|Q[=j J=1 \|Q|=j

m n

+ Z Z Z jkCL@QXQ%v l‘g_j d%k

k=Lk#i \j=1 \|Ql=j
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2D 31 DIERATTELS FRZEED DI DOI D DR TER S Einl KO
=0 el et \ 1 \[@)

- > (14 i)aigX? | agdes+ Y > (1+ ji)a, o X© ay | day
J=0 \|Ql=j k=Lik#i \ j=1 \|Q|=j gi

onde ai,Q;’?’ = Qg1 jp41 .o ji—1 ...jm OU ai,Q;’? = Qi gy ji—1 o G+l o
o 7

. Ji
Também como a, i = a;q e X9 = X9 temos
) j’L

n n

Z Z ai,QXQ xg—jdxz- + i Z Z jka¢7QXQ§Z Ig_j d:L‘k

3=0 \|Ql=j k=1 \j=1 \|Q|=j

n

Z Z Z 1 —|—jk)al.7Q;,_€XQ mg—j dry.

k=1 \J=0 \|Ql=j
Agora voltando a df) temos

n

dQ:—Zm: Xm: Do DD Uik, i X9 | ap™ | day | A dag

i=1 \ k=1 \Jj=0 \|Q|=j

+ Z (n—j+ l)ai,QXQ wg_j dxo N dz;

3

+ JraioX %k | ah 7| day, A dag
1<i#k<m \ j=1 \|Q|=j

n m

- Z Z(l +jk)a~Qik +(n—j+Darg| X9 | 2i7 | doy A day
k=1 \ j=0 \|Q|=j Li=1 i

Z JraioX @ | xp | day, A dag

Z JraiX Yk | xy” ) dog A da;

43



observe que

3

Z Jkaz‘,QXij xg_jH dxy, N\ dx;

1<k<i<m \ j=1 \Q| =j

3

Z Jiag.oX Vi xg_jH dxz; A dzy,

1<z<k<m j=1 Ql=J

3

= Z ( 1+Jz ijﬁiXij wo | day A day
k

1<i<k<m \ j=1 \|Q|=j

voltando a df? temos

a0 ==3" (S S0 Do +dna, i + (0= + Darg | X | 257 | day A dag

3

+ Z JraioX 9 | xp 7T day A da

3

+ Z (L + Ji)ay, o X | ap 7t ) da A day,
1<i<k<m \j=1 \|Q=j o
finalmente
Q) = — Z Z [Z(l +jk,)ai7Q{k +(n—7+ l)aka] X | 2l | day A dag
k=1 \ j=0 \|Q|=j Li=1 i
+ Z L'kaz‘,@ — (1 +Jjia kQJZ:| X% | w7 | dag A da;

1<i<k<m \ j=1 \|Q|=j

logo por (2.10) temos

m n
d§) = —('n, —+ 2) Z Z ak,QXQ ngj dSCk A d!ﬂo
k=1 \j=0 \|Q|=j
pois para |Q| = Zji = j tem-se
i=1
Z(l + jk)ai’Q;,? +(n—j+Darg = (n+Jjx—7+2arg+ Z (1+ jk)ai,sz
— i i=1 ik

= (n+je—j+ag+ Y. Jitkg
i=1i#k
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m

> (1 +k)a, ok +(n—j+Darg =
=1

<n+2_j +Z]z] ag.Q — (n+2)akQ.

=1

Agora para simplificar as contas denotemos

_zm:xi zn: ZCLLQXQ xg—j e A = Zai,QXQ mg—j.
i=1

7=0 \lQ|=j 3=0 \|Q|=j

3

Assim temos

=1 i=1

Vejamos agora que 2 ¢é integravel, de fato:

QAdQY = —(n+2)m0 Y > Ailgdr; Aday Adrg = —(n+2)zg Y Algdr; Aday, A dag

i=1 k=1 1<i#k<m

= —(n+2)xg Z N;Apdx; N dxy N dzg + Z N;Apdx; N dxy, N dzg

| 1<i<k<m 1<k<i<m

= —(n+2)xg Z N Apdx; A dxy, N\ dag + Z ApNydxy, A dxe; A\ dxg| = 0.

L1<i<k<m 1<i<k<m

Assim  é uma 1-forma integrdvel em C™*1. Para provar que () tem uma integral primeira
racional procuramos encontrar F' polindomio homogéneo de grau n + 2 tal que

)

FdQQ=dF NQ

para simplificar as contas continuaremo utilizando as notagoes dadas acima de Ag, Aj,
Ao, ... Ay, Assim temos

0 que equivalente a

0= Aodl'o + Z JfoAzd.TZ

dQ=—(n+2)> Aidx; A dy,
=1

Observe que por um lado temos

dFEANQ = <8_.1'0d$0 Z 8—$kdl‘k) A (Aodﬂ?o + Z onld.CEl)

=1

:ZIO Adxo/\dxl—i—Z—Aodxk/\dxo+ZZIO Ada:kAd:cz

x
Oy, i=1 k=1
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" [OF F “ F
dENQ) = Z 0 Ao — To=— 0 dSCl AN dﬂ?o + Z xoa—/\@d:ﬁk VAN dl’l
- 8% axo ‘ 6xk
=1 + - 1<i#k<m
" [OF F - F
= > 0 Ao — To—— 0 dxl- Ndzg+ Y xoa—Aidxk A dz;
=1t 1<i<k<m
F
+ Z .Z'og—A diL‘k A\ dl’z
1<k<i<m
. [OF OF OF
— Z [8 G :| dxl/\dl'o—F Z l‘oa kAzdxk/\dxz
i=1 1<i<k<m
dx; N\ dxy,
1<i<k<m
" [OF OF oF oF
— Z{ax 2 :|dxl/\dx0+ Z { 8xk/\i—:coa
=1 1<i<k<m
Por outro lado .
FdQ = —(n+2)>_ FAidx; A dxo.

i=1

dr N dz;.

Comparando vemos que na ultima expressao nao temos termos dx; A dxry com i # k.

Portanto temos

_OF
_8xk

Tol\;, paral <i < k < m.

Como F' é um polindomio homogéneo de grau n + 2 entao
i
de grau n 4+ 1 e como A; sdo de grau n temos que

oF
83,}-

= xol;, para 1l <i<m.
Logo substituindo A; temos

oF
81‘2- N

, paral <7 < m.

Z a; X% | zp

=0 \|el=j
Em (2.11) para i = 1 e integrando em relac¢ao a x; temos

n

Pewd (¥

J=0 \|Q|=j

aiQ 10 yon

7xm
1 +1 )

zo 7+ fi(zo, w2, ...

sao polinomios homogéneos

(2.11)

(2.12)

onde f; é um polinomio. Assim derivando (2.12) em relacdo a x5 e usando (2.11) para

1 = 2 temos

241 QXQ“

D3 > she

J=1 \1Ql=j

J1i+1

]—l—afl —ZL’QZ ZGQQXQ T, n=j

J=0 \|Q|=j
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agora como

temos
n af n
) n—j 1 _ Q n—j

0| 3 g% i S Y 3 max? )«

J=1 \|Q|=j = |Ql=3
e como

1 iy »

S S wax® )7 =30 T x|+ 3 3 max® | i
J=0 \|Q|=j J=1 \IQl=j J=0 \|Q1|=y

onde @1 = (0,72, ..., Jm) entdo

afl g Q n—j+1
8_1'2 :Z Z ag,0, X" | T ! (2'1?’)

7=0 \|@1]=j
integrando (2.13) em relacdo a x5 temos

n

ag i i
=0 \|Q:1]=j

onde fy é um polinémio. Agora substituindo (2.14) em (2.12) temos

n n

B a1,Q Qi n—j 2,0, (Q1)72 n—j+1
Poend (30 ey (3 e e )y

i=0 \|Ql=j =0 \|Q1|=j (2.15)

+f2(l'0, T3y ... ,l'm)

Assim derivando (2.15) em relagao a z3 e usando (2.11) para i = 3 temos

]3G1Q Q“ n j J3a2 Q1 Ql n—j+1 0fs
$0 —=X —l— 2726 x z 4+ ==

= moi Z azoX? | xf

J=0 \lQl=j
agora como

jgale = (1 +j1)a37Qg e j3a27Q1 = (]_ ‘I’jZ)CL&(Ql)g.

Temos

j1 J2 —j
xo 3QJI j3 —J + Z Z ag,(Ql)qu(Ql) T + a—xg

) Js
J=1 \QI =j =1 \|Q1]=j

3
3
o
+
—
Q
e

n

ﬂfoz ZCL;),QXQ xg_j
7=0

|Ql=J
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agora como

n n

S Y wex? a7 =3[ Y as g X | an Y Gy X @ | gni

J=0 \|Q|=J J=1 \|Ql=j J=1 \|@i|=j

+ Zn: Z CL3’Q2XQ2 ngj

=0 \IQzI=3
onde Q2 = (0,0, 73, ..., jm) entao

n

0 »
of _ Z Z (3,0, X9 | af 7! (2.16)

(9.%3 - .
J=0 \|Q2|=j

integrando (2.16) em relacdo a 3 temos

n

as, ; n—i
f2 - Z Z 1 +Q;5X(Q2)]3 J;O g+ + f3('r071;4a s 7'7;771) (217)
J=0 \|Q2|=j

onde f3 é um polinémio. Agora substituindo (2.17) em (2.15) temos

n

A o] Pt ) FESES of § o IS
=0 |Q‘:jj1 7=0 \|Q1l|=J J2
(2.18)

- a3,Q2 (Q2)3 n—j+1
2| 30 X A ),

Continuando o mesmo raciocinio de integrar e derivar ate a variavel z,, 1 temos que

B a1,Q Qi n—j 2,01 5 (Q1)2 n—j+1
F_xoz Zj1+1X Lo +Z Zl+j2X ' Lo
i=0 \|QI= i=0 \|Qi|=j
n Z 892 x(Q)s | gn—itl 4 4 (2.19)
— L+ 3
=0 \|Q2|=j

3

am—l,Qm72 (Q _ )jmfl n—]+1
—=ns X \em—2 X m—1{20; Tm
E T+ 0 + fm-1(zo )

_l_

=0 \|Qm—2|=j

onde f,,_1 é um polinémio.
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Assim derivando (2.19) em relagao a z,, e usando (2.11) para i = m temos

= jmal Q Q“ n 7 ijLQ Q1 Ql)]2 n—j+1
T E L % XN %m —+ X i
0 — jl + 1 Z Z 1 + j2 0
Jj=1 \|Q|=j J=1 \|@:1l=j

Jm03,Q, (Q2)’3 o i+l JmOm—1,Q s (Qm— 2)“" 1 n—j+1
+Z Z +j3 X Jm .+ Z Z —1 +]m ) X :L‘O

J=1 \1Q2|=j J=1 \|Qm-2|=j

e p
fm 1 _ CUOZ Z am,QXQ xg J
J=0 \|Q|=J
e como

Jmarg = (L+j1)a, on € jmaiq,_, = (1+ji)a m(Qi_)i + Para todo 2 <i<m
" im

temos
n ) n
J1 i J2 —j+1
20D | D Ggn X9 a7+ | D e X O |
J=1 \|Q|=j J=1 \|Q1|=j

n

n
2)131 n—j+1 , (Qum— 2)72 ! n—j+1
T Z Z D, (Q2)2, ™o Tt Z Z am,(Qm_Q);.Z*lX ! Lo
j=1

|Q2|=3 J=1 \|Qm—2|=j

afm 1 i o
_ Q n—j
axm = 2 E E ‘amyQX Ty
J=0 \|Q|=j
agora como

n
. J1 ) J2 i
)R] DIRPEC TR I D SFIFE L FEED oI D SR EY

J=0 \lQl=j J=1 \lQl=J J=1 \lQil|=j

3 x @) | i 3 . (@)=t | n—i
+ Z Z am,(QQ);an * ) To " A .. F Z Z ‘am,(meg)J.m_lX ! Lo

J=1 \1Q2|=j

a m— - n—j
fm-1 _ S DY amgu X9 | g (2.20)
J=0 |Qm—1]=j

integrando (2.20) em relacao a x,, temos

m

A, Qo — 1)im n—j
1= > 1+ LX(@moalm | gt () (2.21)
i=0 \|Qm_1|=j "

onde f,, é um polinémio.
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Substituindo (2.21) em (2.19) temos

n

P (30 ke ey (3 v

i=0 \|Ql=] i=0 \|Q1|=j
3 e )
i=0 \[Qzl=j s

Z a/m_l’Qm72 X(Qm72)jm_l xn_j+1+
1 + jm—l ‘

J=0 \|Qm—2|=j

Q-1 3 (Qm-1)im

, VI (20).
— S o)

+§:Z

]:0 ‘Qm—l‘:j

Agora como FdS) = dF N,

OF OF

dFANQ =

- i 8:1:0 ‘
i=1 1<i<k<m

FdQ) = —(n+2)>  FhAidx; A dag

=1

comparando os coeficientes do termo dxy A dr; tem-se

oF oF
2)FA1 = — x9N — —A
(n + ) ! @l’oxo ! 8x1 0
daf substituindo (2.11) para i = 1 temos
oF
(TL + 2)FA1 = —[L'()Al - fOAlAO
8$0
portanto obtemos
(n+2)F oF A
n = —x — Tolg.
By T0 ~ Tofto
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(2.22)

OF

— vo=—Ax | dzi A dx;

8:131-

(2.23)



Derivando agora (2.22) em relagao a zy temos

aF . alQ J1 n—j
— = (n—j+1)—=_X" | 2p 7+
Oy JZ% |Q§|:j ntl :

> (nm 12 x|

e

=0 \|Q1/=j Tt

+ 3 (1) @ ) nd (2.24)
=0 \|Qal=j L+

- . Am—1,Qm-2 v (Qpo_z)Im~1 n—j
+Z Z .(n_]+1)—1+jm71X 2 x
J=0 \|Q@m—2|=J

- am _ jm n—iq
Y Y (g )T X @ g p T g f ()
— , L+ Jm
=0 \|Qm-1|=J
logo substituindo (2.22), (2.24) e Ag em (2.23) temos

(n+2)fm = o,

portanto obtemos

fon = a2 (2.25)
Substituindo (2.25) em (2.22) tem-se
. . 41,Q Qi n—j - A2,Q1 +(Q1)%2 n—j+1
F=z —X Ty T+ —X x
OZ_: Z.]1+1 ‘ — Zl"’]z ’
J=0 \|Q|=j J=0 \|Q1|=j

3

3,Q2 y-(Q2)33 | ,m—j+1

+ —= X \v2 T + ...+

- Z X 1 —+ J3 0

J=0 \|Q2|=j

(2.26)
. Am—1,Qm-2 5 (Qm_z)m—1 n—j-+1
—X m—2 T

2| 2 T °

=0 \|Qm—2|=j

. Am,Qm—1 3 (Qm_1)'m n—j+1 n+2
+ Z Z Tt X ! +uz

Jj=0 ‘mel‘:j
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Podemos escrever (2.26) na forma F' = x(,G, onde G é um polinémio homogéneo de grau
n + 1 dado por

n

. a1,Q Qi n—j - A2,Q1 +(Q1)72 n—j
G = E —=X To 0+ —= X z
- g n+ 1 0 ]Z:; Z; 1+ 72 0

3

a3,Q> (Q2)73 n—j . Am—1,Qm—2 (Qm_2)?m—1 n—j
—1+j3X Ty —|—...+Z Z —1+jm—1X Ty 7.
J=0 |Qm—2|=3

(]

.
[l
o

|Q2]=j

Z am:Qm—l X(Qm—l)jm ngj + x67,+1

14+ jm
=0 \j@u il + 7
Assim o
Q=a2ytd ( n+1) = —(n+ 1)Gdxy + 2odG
Lo
portanto pEs, ¢ uma integral primeira racional de 2. O

0

Os Exemplos 2.2.1 e 2.2.2 dados anteriormente também motivam a seguinte proposicao:

Proposicao 2.2.2. Seja F uma folheacdo de codimensao um em CP(n), n > 3 que
tem algum hiperplano invariante. Suponhamos que a intersecao deste hiperplano com
o conjunto singular de F é uma componente de Kupka irredutivel lisa. Entao, possui
integral primeira meromorfa.

Demonstragio. Consideremos IT: C"™\ {0} — CP(n) a proje¢ao natural e F* = II*(F).
Sabemos que F* é definido por uma 1-forma integravel
w= ZAj(z)dzj,
i=0
onde A; sao polinomios homogéneos do mesmo grau satisfazendo a condicao de Euler:

n

szAj =

J=0

e codim(sing(w)) > 2, onde sing(w) é o conjunto singular de w.

As folhas de F sao da forma II(L), onde L é folha de F*, a qual é uma solucao de
codimensao um da equacao w = 0. Agora temos por hipdtese que podemos supor que o
hiperplano do infinito é invariante, isto é, I1(zg = 0) é invariante por F. Temos também
que

S =1I(zp = 0) N Sing(F)

é uma curva irredutivel lisa, isto é,

S={lz1:...:2,) €CP(n—1); G(z1,...,2,) =0}
onde G(z1,...,2,) é um polinémio irredutivel tal que para todo (z1,...,2,) € S existe
je{l,...,n} com
oG
e z) £ 0.
azj (Zh ) % ) 7&
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Por outro lado observe que podemos escrever S como
S=1(z=0)NII(G=0)=1(z0 =G =0)

assim é uma intersecao completa. Entao pelo Teorema 1.1.4, F possui uma integral
meromorfa do tipo
fr

ge
como no Exemplo 1.1.2; ou seja, F = F(f,g). ]
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Capitulo 3

Um resultado de existéncia de
integral primeira racional

Neste capitulo mostraremos o seguinte resultado:

Teorema 3.0.1. Seja F uma folheagao de codimensao um em CP(n), n > 2, que tem um
hiperplano H invariante. Suponha que S = Sing(F) N H é um hipersuperficie irredutivel
em H de grau potencia de um primo. Se Hol(F, H \ S) possui um elemento nao tangente
a identidade entao JF possui uma integral primeira racional.

Este resultado teve motivagao no artigo [11] no qual afirma o seguinte:

Teorema 3.0.2. (Teorema 1 em [11]) Seja F um germe de folheagao nao dicritica na
origem de C". Suponhamos que o cone tangente C'(F) de F é irredutivel de grau poténcia
de um primo. Entao F possui uma integral primeira holomorfa.

3.1 Esboco da demonstracao do Teorema de Cerveau - Loray

Seja F nao dicritico com cone tangente irredutivel. A identidade de Euler aplicada a
wy/P,4+1 mostra que w, /P, é fechada.
De fato, como w, A dw, = 0 entao

ir(w, Ndw,) =0

ir(wy)dw, — w, A ig(dw,) =0

dai
P, dw, = w, Nig(dw,). (3.1)

Por outro lado, a derivada de Lie Lr em w, nos da
LR(WV) = iR(dw,,) +d iR(wy)

pela identidade de Euler:
Lr(w,) = v+ 1)w,

assim temos
(v + Dw, = ig(dw,) + dP, 1. (3.2)

De (3.1) e (3.2) temos
PV+1de + dPV+1 N Wy = 0. (33)
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Agora por (3.3) temos

w
d ( v ) 0
Plirl
portanto w, /P, é fechada. Como P, é irredutivel temos

1
v+1

Wy = dPV+1'

Consideremos uma segao geral 7 : (C% 0) < (C™,0) no sentido que o mergulho linear
I:CP(1) — CP(n — 1) induzido por 7 corta C'(F) nos pontos lisos e transversalmente.
O teorema de Lefschetz afirma que I induz uma aplicacao sobrejetiva

m(I[(CP(1) — C(F)),mg) = m(CP(n—1) — C(F), myg)

onde mg é um ponto base escolhido em I(CP(1) — C(F)). O fato de C'(F) ser irredutivel
implica que m (CP(n — 1) — C(F),mp) é gerado por um elemento 7, e suas classes de
conjugacao (um nimero finito). Podemos tomar uma lago elementar ; considerando, ou

identificando
v+1

I(CP(1) — C(F)) = CP(1) — | J{mu}.

k=1

Por [16], F possui uma integral primeira holomorfa se e somente 7! (F) também a possui
(teorema de extensao). A hipétese de transversalidade de 7 a C'(F) implica que 7 1(F)
se reduz (no sentido de redugao e singularidades de folheagoes [12]) em um blow-up Fj :

C2 — C2. Como nossas folheacoes sao nao dicriticas podemos considerar as representacoes
de holonomia das folhas E;'(0) — C(F) por F e E;*(0) — UL {mi} por 771(F) (ver
[16], [12]).

Mas precisamente via 7, podemos ver Ey como a restricao de F, ao transformado

—_— —_—

estrito 7(C2) de 7(C?) em C". Nos escolhemos uma se¢iio transversal (C,0) C 7(C?) em
mo a E5(0) (e, por conseguinte, a E,(0)) onde nés representamos as nossas holonomias
por:

Hol(E; Y (F), E;1(0) — C(F)) : m(E;1(0) — C(F), mg) — Diff(C,0)

n

v+1 v+1
Hol (E;l(T—l(f)), E;Y(0) — U{mk}> LTy <E2—1(0) - U{mk},m0> — Diff(C, 0).
k=1

k=1

O teorema de Lefschetz implica que as imagens destas duas representacoes de holonomia
coincidem; denotemos por G esta imagem comum, G' C Diff(C,0). Este grupo é gerado
pelos elementos fi, ..., f,+1 0s quais sao imagens dos lagos elementares 71, ..., 7,41 com
a relagao

foi10--0fi =id.

O fato que w, = (1/(v + 1))dP, ;1 permite calcular as partes lineares dos f:
f;/g(o) _ 627ri/(1/+1)'

Alem disso, o grupo G herda a propriedade irredutivel de C(F): cada f, e f; ' sdo
conjugados com f; por um elemento h; € G.

Agora sabemos ligar a existéncia de integral primeira as propriedades holonomicas.
Especificamente, uma vez que 77!(F) é reduzida num blow-up deduzimos a partir de
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Mattei-Moussu [16] que 77!(F) tem uma integral primeira holomorfa se e somente se G ¢
um grupo finito (equivalente G é conjugado com um grupo finito de rotagoes). Invocando
o teorema de extensao, o Teorema 3.0.2 serd verdade se soubermos mostrar a finitude da
G.

Quando v = 0, nao ha nada para provar desde F nao ¢ singular. Para v = 1, o
cone tangente ¢ uma forma quadratica irredutivel. Sabemos que o grupo de Poincaré do
complementar desta forma quadratica é Z/27Z e necessariamente G ¢é finito. Geralmente,
a finitude de G resultara do seguinte teorema:

Teorema 3.1.1. Seja G um subgrupo de Diff(C, 0) gerado por fi, fs,..., fu+1. Suponha
que:

27i

(1) fk(z):uqu...comM:evﬁ e fup10f,o---0fr=id

(2) Os fy sao conjugados dois a dois em G.
(3) v+ 1=p° onde p é primo e s € N*.
Entao G é um grupo finito.

Demonstracdo. A ideia é provar por um algoritmo formal de G é formalmente linearizavel.
Especificamente, vamos mostrar que, se G é linear (até por conjugagao) a ordem k, isto
e’
fi(2) = pz + 12" modz**!, onde t; € C.

entao ou bem os t; sdo todo nulos (e o grupo é linearizével até ordem k + 1) ou bem v+ 1
nao divide k e t; = ... =t,,1. Neste tltimo caso, é possivel linearizar G até ordem k + 1
através da conjugacao

t P
= !
Isto produz um algoritmo convergente na topologia Krull produzindo um difeomorfismo
formal conjugando G a um grupo gerado pela rotagao uz.

Suponhamos que v + 1 divide k, assim podemos definir o seguinte morfismo de grupos

2z 4+

1/J : (G7 O) — ((C*, +)
k41 b
az + bz +... = =
a

isto é, ¥(f og) =v(f)+¥(g).

Dai de (2) temos que t; = to = ... = t, e por (1) temos (v + 1)t; = 0, portanto
th=t,=...=1t,=0.
Se agora v + 1 nao divide k, podemos definir o seguinte morfismo
p: (G,0) — (Aff(C,0),0)
ket az+b

isto é, (fog) = ¢(f)oe(g). A imagem p(G) = Gy herda as propriedade de G: Gy é

t
gerado pelos elementos g1, ga, - - - , g,+1 conjugados dois a dois em G, onde g;(2) = ,uzktl L
u

Neste caso, o problema se reduz ao seguinte lema provado em [11]:
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Lema 3.1.1. Seja o uma raiz n-ésima da unidade (n > 1), t, ta,..., t,41 € Ce Gg o
grupo afim gerado pelos transformagoes g(z) = az + g, para k =1,...,r + 1. Entao os
gr sao dois a dois conjugados em Gy se e somente se

e ou bem n possui dois divisores primos distintos

e ou bem n=p* pprimo, s e N et =ty =... =1,41.

3.2 Demonstracao do Teorema 3.0.1

Temos que S C H = CP(n — 1) é uma hipersuperficie de grau v+ 1 = p®, onde p é primo
e s € N*. Consideremos uma secao geral

7:CP(2) - CP(n)
no sentido que o mergulho linear
I:CP(1)—> H=CP(n—-1)
induzido por 7 corta H nos pontos lisos e transversalmente. Seja S* = I*(S) dai temos
I(CP(1)\S*) = H\S
Do Teorema 1.5.1 temos que a aplicagao anterior induz uma aplicagao sobrejetiva
m(I(CP(1)\ S*),mp) — m (H \ S, myp)

onde my é um ponto base escolhido em I(CP(1) \ S*). O fato de que S é irredutivel
implica que m1(H \ S, mg) é gerado por um elemento 7 e suas classes de conjugagoes (ver
[13]). Também pelo Teorema de Bezout temos que

v+1

I(CP(1)\ ) = CP()\ [ J{mi}

Representemos as holonomias por

Hol(F,H\ S) : m(H \ S, mg) — Diff(C, 0)

Hol <T*(f),<cp(1) \ U{mi}) . (CPU) \ U{mi},m0> — Diff(C, 0)

i=1
O Teorema 1.5.1 implica que as imagens destas duas representacoes de holonomia
coincidem, denotemos por G esta imagem comum, G C Diff(C,0). Este grupo é gerado

por os elementos fi,..., f,11 0s quais sao imagens dos lacos elementares vy, ..., 7,41 com
a relagao

fl,+1 O:---0 fl = id. (34)
Como S é irredutivel temos que os pontos lisos de S formam um conjunto conexo e dai

os geradores fi sao conjugados dois a dois em G. (3.5)

Assim temos G = (f1, fa,..., fn) < Diff(C,0) que satisfaz (3.4) e (3.5). Podemos
escrever

fk(z):,ukz—i—....
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Agora de (3.5) temos que para i # j existe g € G da forma

gz)=az+..., a#0

tal que
fiocg=gof;
daqui obtemos que
HiC = [
entao
Hi = Mk 2= M
Portanto
Flz) =z + ...
Também de (3.4) temos que
prt =1,

Assim temos que p é raiz da (v + 1)-ésima da unidade. Agora por hipdtese G possui um
elemento que nao é tangente a identidade obtemos as hipéteses do Teorema 3.1.1 para G,
concluindo que G ¢ finito.

Como G é finito, utilizando os argumentos em do Teorema de Mattei- Mossou ([16])
temos que existe uma vizinhanga aberta V' de H tal que F|y possui uma integral primeira
holomorfa. Podemos considerar V' suficientemente pequena de tal maneira que seja
contratil & H, assim V' é simplesmente conexa e agora por argumentos do Exemplo 1.1.3,
F tem estrutura transversal projetiva em V.

Seja w a um 1-forma holomorfa integravel que define F e como existe f em V tal que

wAdf =0 em V.

Pelo Lema de divisao de De Rham-Saito existe g holomorfa em V' (reduzindo se necessério
V) tal que
df =gw em V.

Derivando temos
O=dgNw+gdw emV

dai tem-se
dw=nAw emV (3.6)

d
onde n = ~ % definida em V & holomorfa (considerando uma extensao dela se necessario).

g
Agora como F|y tem estrutura transversal projetiva e por (3.6), utilizando a Proposigao
1.1.8 existe £ holomorfa em V' tal que

dn=wANA&emV (3.7)

dE=¢Anem V (3.8)

Do Corolario 1.4.1 podemos estender & e n a CP(n), isto é, existem é e 1 1-formas
holomorfas em CP(n) tal que

Alv=n e &y==¢

Note que por (3.6) temos

A

dwly =nAhw=@0v) N\w=0NAw)ly
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entao
(dw =7 Aw)ly =0

como V ¢é aberta e conexa temos que
dw =71 Awem CP(n) (3.9)

Observe que por (3.7)

~ ~

diffy =dnp=wAN§=wA(§lv) = (WAl
entao X
(dh —w Ay =0
como V é aberta e conexa temos que

dij = w A € em CP(n) (3.10)

Também observe que por (3.8) temos

dlvy =de=EAn=(E)lv A lilv) = EADy
entao R
(d€—=&nn)y =0
como V é aberta e conexa temos que

dé = £ A7y em CP(n) (3.11)

Finalmente por (3.9), (3.10), (3.11) e usando a Proposicao 1.1.8 temos que F tem estrutura
transversalmente projetiva em CP(n) e Pela Proposicao 1.1.9, F tem integral primeira
racional.
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Capitulo 4

Campos de vetores holomorfos de
singularidades estaveis

Neste capitulo provamos nosso principal resultado:

Teorema 4.0.1. Seja F um germe de singularidade L-estdvel em 0 € C2. Entao temos
duas possibilidades:

(1) F admite uma integral primeira holomorfa.
(2) F é uma folheagao logaritmica real singular.

Para germes L—estaveis, podemos assegurar a existéncia de integral primeira
holomorfa, através da andlise das folhas abertas, isto é, aquelas que nao estao contidas
no conjunto de separatrizes.

Corolario 4.0.1. Um germe de folheacao nao dicritica na origem 0 € C? admite integral
primeira holomorfa se, e somente se, é L-estavel e tem alguma folha aberta que nao é
recorrente. Por exemplo, se alguma folha aberta é fechada fora do conjunto de separatrizes.

Também provamos o seguinte resultado global:

Teorema 4.0.2. Seja X um campo vetorial polinomial em C? e S € CP(2) uma curva

algébrica invariante. Suponha que S é L-estdvel em relacao a X. Entao F(X) é uma
T

folheagao logaritmica real, isto ¢, dada por uma 1-forma logaritmica Q = > \;df;/ f; para
j=1
algumas fungoes racionais f; e alguns coeficientes reais \; € R.

4.1 Estabilidade de Lyapunov

Consideremos o sistema autonomo

' = X(x) (4.1)
onde X : U — R"™ é de classe C' e U C R” aberto.

Definigao 4.1.1. Uma solugdo ¢ de (4.1) definida para ¢ > 0. Diz-se estavel se para
todo € > 0 existe § > 0 tal que se ¥(t) é solugao de (4.1) e [(0) — ¢(0)] < I entao
(t) estd definida para todo t > 0 e |¢(f) — ¢(t)| < € para todo ¢t > 0. Se além disso,
existir §; > 0 tal que [¢(0) — ¢(0)| < d; implica t£+moo |Y(t) — p(t)] = 0, entdo ¢ diz-se

assintoticamente estavel.
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Definigao 4.1.2. Um ponto singular zo do sistema auténomo (4.1) é estavel quando
para toda vizinhanca U de z( existe uma vizinhanga V' de z( tal que toda solucao ¢ de
(4.1) com ¢(0) € V esta definida para t > 0 e p(t) € U para todo t > 0. Se além disso

lim ¢(t) = xp, diminuindo V' se necessario, entao z, ¢ assintoticamente estavel.
t—+o00

Exemplo 4.1.1. Seja A : R" — R"™ um operador linear cujos autovalores tem todos parte
real negativa. Existem K > 0 e p > 0 tais que

le| < Ket, para todo t > 0.
Nao dificil ver que 0 € R™ é um ponto singular assintoticamente estavel do sistema
¥ = Ax.

Exemplo 4.1.2. Seja
¥ = Ax

tal que 0 € R? é uma singularidade centro. Observa-se 0 é um singularidade estdvel mas
nao assintoticamente estavel.

Existem técnicas para poder decidir se uma singularidade é estavel ou assintoticamente

estavel, uma desta técnicas é o critério de Lyapounov que é determinado como segue:

Consideremos o sistema autonomo (4.1). Denotemos por ¢, (t) a solucao de (4.1) passando
por x com ¢, (0) = .
Seja V' : U — R uma funcao diferenciavel. Definamos

. d
V(z) = %V(@x(t)) li=0, para todo x € U.

Definigao 4.1.3. Seja xp um ponto singular de (4.1). Uma fungao de Lyapounov para
o ¢ um funcao V : U — R diferenciavel definida num aberto W de xq, satisfazendo as
seguintes condicoes:

(a) V(zo) =0 e V(x) > 0 para todo x # x.
(b) V <0em W.
A funcao de Lyapounov V diz-se estrita quando
(¢) V<0em W — {x}
O critério de Lyapounov para o sistema (4.1) é:

Teorema 4.1.1. (Teorema 5.1. em [26]) Seja zp um ponto singular de (4.1). Se existe
uma funcao de Lyapounov para xg, entao zy é estavel. Se a fungao for estrita, xg é
assintoticamente estavel.

Exemplo 4.1.3. Consideremos o sistema

v =—x+2z(x +y)?
, (w,y) €R%
v =y’ + 2% +y)?

A origem (0,0) é um ponto singular isolado. Definamos

x? + y2
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temos que
V(0,0) =0 e V(x,y) >0 paratodo (x,y) # (0,0).

Ainda .
Viz,y) =za' +yy = [2(x +y)* — 1](z* + y),

onde V(z,y) < 0 em uma vizinhanca de (0,0) (exceto em (0,0)). Pelo Teorema 4.1.1,
(0,0) é assintoticamente estavel.

Exemplo 4.1.4. Consideremos o sistema

¥ =y — zy?
) (‘Tﬂy) ERQ
y =—u

(0,0) é um singularidade estédvel, pois se definimos

.1'4 yQ
Vig,y) =+ +73

estd funcao de Lyapounov e pelo Teorema 4.1.1 se segue.

4.2 Grupos de difeomorfismos estaveis

Denotemos Diff(C, 0) o grupo de germes de difeomorfismos holomorfos na origem 0 € C.
Consideremos um germe f € Diff(C, 0) escrito na forma

f(z) = VA, 4 ak+1zk+1 + ..., onde A € C.

O germe é ressonante se A € Q, estd dinamica é bem estudada em [1, 3]. Nés chamamos
f hiperbélico se A € C\ R. Um germe hiperbdlico de difeomorfismos é analiticamente
linearizavel (ver [14]), e sua dindmica é de um atrator ou de um repulsor. Se A € R\ Q
entao dizemos que o difeomorfismo é nao-ressonante (real). No caso em que a aplicagdo
¢é analiticamente linearizavel, ela pode ser vista, como uma rotacao irracional. No caso
nao-linearizavel Pérez-Marco (ver [23, 24]) d4 uma descrigdo bastante precisa de sua rica
dinamica. Tal aplicagao f também sera referido neste trabalho como um germe Pérez-
Marco.

A definicao a seguir sera util.

Defini¢ao 4.2.1. Um grupo G C Diff(C,0) é L—estavel se para qualquer vizinhanga
0 € U C C existe uma sub-vizinhanca 0 € V C U C C tal que dado um ponto p € V a
pseudo-orbita (sob a a¢do do GG) permanece em U.

Um grupo G C Diff(C,0) de germes de difeomorfismos holomorfos é chamado
ressonante se cada aplicagdo g € G é um germe ressonante. O subgrupo G C Diff(C, 0)
¢ dito grupo do tipo circulo se for abeliano e contém uma aplicacao nao-ressonante real
analiticamente linearizavel. Em particular, o grupo é analiticamente linearizavel.

Uma ferramenta importante é:

Lema 4.2.1. Seja G C Diff(C,0) um subgrupo L-estavel finitamente gerado. Entao G
é ciclico finito ou tipo circulo. Em particular, qualquer subgrupo ressonante finitamente
gerado de um grupo L—estavel é finito. O grupo G é finito se admite uma pseudo-orbita
nao-trivial que é fechado fora da origem (ou fechada). Também G é finito sempre que
alguma de suas pseudo-orbitas nao triviais sao nao-recorrentes.
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Demonstracao. O grupo nao pode conter elementos planos
f(2) =2+ app 2" 4.

pois eles nao satisfazem a condi¢do de L-estabilidade (ver Teorema 1 em [3]). Assim
G é abeliano e o subgrupo G,.; C G de elementos ressonantes, é ciclico finito. Pelos
mesmos motivos G nao pode conter elementos hiperbdlicos. Finalmente, um germe de
aplicacao nao-ressonante f € G deve ser analiticamente linearizavel, gracas a descri¢ao
da dinamica dada por Pérez-Marco (ver [23, 24]). Isto mostra que tanto G é ciclico finito
ou é um produto de um grupo ciclico e um grupo linearizavel contendo alguma rotagao
irracional. Quanto a segunda parte observa-se que, desde que G tem um subgrupo finito
ciclico maximal, o qual é normal digamos gerada por g € GG, quaisquer duas aplicagoes
periddicas em G sao poténcias de g e portanto comutam. Finalmente, suponha que G
tem um pseudo-orbita a qual é fechada fora da origem. Entao G nao pode conter rotacao
irracional, e portanto GG é finito. O mesmo vale para o caso em que G apresenta alguma
pseudo-Orbita nao-trivial que é nao-recorrente. n

4.2.1 Singularidades L-estaveis
Seja F,U como no inicio da secaol.2:

Definicao 4.2.2. Denotemos por Sep(F,U) o conjunto (analitico) de separatrizes de
F(U) em U. Dizemos que F(U) é L-estavel se dada qualquer vizinhanca W C U de
Sep(F,U) existe uma sub-vizinhanca Sep(F,U) C V C W tal que o saturado Satz(V)
por F(U) ainda estd contido em W, isto é, Satx(V) C W. Um germe F é chamado
L-estavel se F(U) é L-estavel para toda vizinhanga adaptada arbitrariamente pequena
U = U(F) da origem.

Entao nds temos:

Lema 4.2.2. Seja F um germe de folheacao holomorfa nao-dicritico com singularidade
na origem 0 € C? e seja I' uma separatriz de F. Se F é L-estavel entao a aplicacao de
holonomia h. € Diff(C, 0) é L-estavel no sentido da definicao 4.2.1.

A prova é padrao obtida a partir de uma simples adaptacao na prova do Lema 4.5.1.

4.2.2 Caso nao-degenerado (irredutivel)

Vamos considerar um germe de uma folheacao holomorfa F na origem 0 € C?, como um
germe irredutivel de singularidade nao-degenerada. Em coordenadas locais adequadas
podemos escrever F como dada por

(1 + A(z,y))dy — A\y(1 + B(z,y))dz =0,

onde A(z,y), B(z,y) sdo holomorfas com A(0,0) = B(0,0) =0e A € C\ Q4 nao nulo.
Na forma normal de acima, as separatrizes sao os eixos coordenados. Vamos denotar
por f a aplicacdo de holonomia (até sua classe por conjugacao holomorfa) da separatriz
(y = 0). A partir da correspondéncia entre as folhas de F e das drbitas de f ([16, 17, 25])
e de acordo com as propriedades bem conhecidas de f (ver [1, 3] para o caso de germes
com parte linear periddica e [23, 24] para o caso de germes nao-ressonantes) nés temos:

Lema 4.2.3. Seja F um germe irreditivel de singularidade L-estdvel na origem 0 € C2.
Entao F ¢ analiticamente linearizdvel da forma xdy — Aydx = 0 onde A € Q_ U (R \ Q).

63



Demonstracao. Temos em mente o Lema 4.2.2. Em primeiro lugar, observamos que a
singularidade nao é uma sela-n6. De fato, a variedade forte de uma sela-né exibe uma
holonomia nao-trivial tangente a identidade, a dizer da forma

2 24 ap 2T 4
para algum ag,1 # 0,k € N. Assim, a separatriz da variedade forte é nao L-estavel. Por
conseguinte, a singularidade é nao-degenerada, da forma

xdy — Ayde + ... =0
para algum A € C\ Q.. Analisando caso por caso nds temos:

1. A € C\ R caso hiperbdlico: Neste caso a singularidade é analiticamente linearizével.
Podemos, portanto, escolher coordenadas locais (x,y) € (C?0) tal que o germe
escreve-se como xdy — A\ydx = 0. A holonomia de um dos eixos coordenados em
relagdo a um pequeno disco 3 : {x = a} é dado por

h(y) = exp(2mvV —1\)y.
Assim |h/(0)| # 1 e portanto a aplica¢do h é nao L-estavel.

2. Caso ressonante nao-linearizavel, A € Q_: Neste caso também nao pode ocorrer,
pois a aplicacao de holonomia de uma separatriz é da forma

h(z) = 2™V My 4 hyz® 4 hyZ® + ..

para alguns n,m € Z,(n,m) = 1. Estd aplicagdo é nao-periddica, pois a
singularidade é nao linearizdvel (qualquer germe de difeomorfismos periédico é
linearizavel). Por outro lado h™ = ho---oh é (nao trivial e) tangente & identidade,
em consequéncia h é nao L-estavel.

3. Caso nao-ressonante, A € R\ Q: Se a singularidade pertence ao dominio de Poincaré,
isto é, A € R, entao, desde que é nao ressonante (pois A, 1/\ ¢ N) é analiticamente
linearizavel. Este caso pode ocorrer. Suponha agora que a singularidade pertence
ao dominio de Siegel, A € R_\ Q. Suponha por contradigdo que a singularidade
nao ¢ analiticamente linearizavel. Entao a aplicacao de holonomia local de qualquer
separatriz mbém nao é analiticamente linearizavel, isto é, a aplicagao de holonomia
¢ nao-ressonante e nao linearizavel(tipo uma aplicagdo de Pérez-Marco). Em
particular, podemos concluir que este aplicacdo nao é L-estével (ver Lema 4.2.1),
produzindo uma contradicao.

4. Caso ressonante linearizavel: Neste caso a folheagao é L-estavel, ele admite uma
integral primeira holomorfa.

]

4.3 Reducao de singularidades estaveis

A seguinte nogao é util em nosso trabalho.

Definigao 4.3.1 (Divisor L-estavel). Seja F uma folheagao holomorfa com singularidades
isoladas numa superficie complexa M e D C M um subconjunto analitico compacto
conexo e invariante de dimensao pura um. Suponha que as singularidades de F em D
sao nao dicriticas. Sob estas condi¢oes dada uma vizinhanga suficientemente pequena
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D Cc U C M, o conjunto de separatrizes locais de F(U) := }"‘U dos pontos singulares
em D junto com D d& um subconjunto analitico de dimensao pura um de U denotado
por Sep(F(U),D)U D C U. Entao dizemos que D é L-estavel (em relacao a F) se para
qualquer vizinhanca arbitrariamente pequena U como acima, dada qualquer vizinhanca
W C U de Sep(F(U),D)U D C U existe uma sub-vizinhanca Sep(F,U) C V C W tal
que seu saturado Satj, (V') por f(U)|W ainda est4 contido em W, isto ¢, Satiy, (V) C W.

Lema 4.3.1. Seja F um germe de folheagao L-estavel. Entao F é uma curva generalizada.

Demonstragao. Procedemos por indugao sobre o nimero r € {0,1,2,...} de blow-ups da
reducao de singularidades do germe F.
Caso 1. (r = 0). Neste caso, a singularidade é j& irredutivel. O resultado resulta do
Lema 4.2.3.
Case 2 (Passo de indugao). Assume-se que o resultado é provado para germes de
folheagoes que admitem uma redugao das singularidades com um certo niimero de blow-up
menores ou iguais do que . Suponhamos para um germe F fixado admita uma redugao
de singularidades que consistem em r + 1 blow-ups. Fixemos uma vizinhanga pequena
U C C? da origem, tal que Sep(F,U) é analitico de dimensao pura um. Para simplificar
a notagao denotaremos F(U) por F. 3

A continuacao realizamos um primeiro blow-up o;: U(1) — U na origem e obtemos
a folheacdo levantada F' = o7 (F) com divisor excepcional (primeiro) E(1) = o7 '(0)
que consiste de uma tnica linha projetiva invariante mergulhado em U(1) (por hipétese
o divisor excepcional é invariante por F'). Para qualquer vizinhanca 0 € V. C U C C?
do conjunto de separatrizes sep(F,U), a imagem inversa V(1) := o; (V) C U(1) é uma
vizinhanca de E(1) U Sep(F(U(1)), E(1)). Alem disso, V(1) é Fllﬁ(l)—invariante se, e
somente se, V' é F ‘U—invariante. Dado uma folha L de F em U denotamos por L(1) o
levantamento L(1) = o7 (L) de L em U(1) pela aplicacdo a;: U(1) — U. Note-se que
para cada singularidade p € sing(F') C E(1), o conjunto de separatrizes locais de F*
através p é formada pela unido em FE(1) dos ramos locais através de p, do transformado
estrito por oy de Sep(F,U). A partir do fato que o germe F é L-estavel podemos concluir
que:

Afirmacao 4.3.1. O divisor E(1) é L-estével em relacio a F'.

Dada agora uma singularidade p € sing(F')NE(1) observa-se que o germe de F* em p

é L-estavel. Portanto, pela hipotese de inducao, p é uma curva generalizada. Isto mostra

que todas as singularidades em F(1) sdo curvas generalizadas e portanto o germe F é
uma curva generalizada. O lema segue do Principio de Inducao.

O

4.4 Germes de folheacoes L-estaveis

Nesta secao, vamos provar o Teorema 4.0.1. Contamos com o Lema 4.3.1 e com Lema 4.4.1
abaixo.

Lema 4.4.1. Seja F um germe de folheagao nao-dicritica L-estavel como no Teo-
rema 4.0.1. Entao as seguintes sao equivalentes:

1. F admite uma integral primeira holomorfa em alguma vizinhanca da origem.

2. F é totalmente ressonante.
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Demonstragao. Desde que (1) implica (2) é bem conhecido, provaremos a reciproca.
Suponha entao que no final do processo de reducao todas as singularidades sao ressonantes.
No6s procedemos por indugao sobre o nimero r € {0,1,2,...} de blow-ups na reducao
de singularidades para o germe F.
Caso 1. (r =0). Este caso é consequéncia do Lema 4.2.3.
Caso 2. (r = r+1). Suponha que o resultado estd provado para germes de folheagoes
que admitem uma reducao de singularidades com uma série de Blow-ups menores ou
iguais que r. Suponha que o germe F fixo admite uma reducao de singularidades que
consistem em 7 4+ 1 blow-ups. Seja U uma pequena vizinhanca conexa da origem como
na definicao de L-estabilidade. Entao procedemos como na prova do Lema 4.3.1 de onde
podemos importar a notacao. Assim comegamos com o primeiro blow-up o;: U(1) — U
na origem e obtemos a folheacao levantada F' = o7 (F) com divisor excepcional (primeiro)
E(1) = 07 '(0) que consiste de uma tnica linha projetiva invariante mergulhado em U/(1)
(pela hipdtese o divisor excepcional ¢ invariante por F D). Dado uma folha L de F em
U denotamos por L(1) o levantamento L(1) = o;'(L) de L em U(1) pela aplicagio
o1: U(1) = U. A partir da prova do Lema 4.3.1 sabemos que o divisor E(1) € L-estdvel
em relacio a F*. )

Pela hipétese de Indugdo, cada singularidade p € sing(F!) admite uma integral
primeira holomorfa digamos fﬁ definida em numa vizinhanca suficientemente pequena Wﬁ.
Agora vamos analisar a holonomia da folha Ey := E(1) \ sing(F!). Escolhemos um ponto
regular ¢ € Ey e um disco pequeno transversal ¥ a Ej centrado em q. A representagao de
grupos de holonomia correspondente serd denotada por H := Hol(F!, %, ¢) C Diff(%, ).
Este grupo de holonomia é finitamente gerado. Pela invariancia de E(1) e pela versao
natural do Lema 4.2.2, sabemos que o grupo de holonomia H é L-estavel. Desde que o
grupo de holonomia é gerado por aplicacoes periddicas, aplicando o Lema 4.2.1 conclui-se
que o grupo de holonomia é finito. Uma vez que o grupo de holonomia virtual preserva as
folhas da folheagao, os argumentos de acima j& mostram que o grupo de holonomia virtual
HYI do divisor excepcional é L-estavel. O problema é que nés ainda nao sabemos que
o grupo de holonomia virtual é ressonante de modo que nao podemos concluir que este
grupo de holonomia virtual é finito. No entanto, do Lema 4.2.1 obtemos:

Afirmagao 4.4.1. Qualquer subgrupo ressonante finitamente gerado Hy do grupo de
holonomia virtual HY? ¢ um grupo finito.

Vamos a proceder como segue: Dadas as singularidades {pi,...,pm} = sing(]} b ¢
E(1), pela hipdtese de indugao cada singularidade admite uma integral primeira local.
Assim, ha pequenos discos D; C E(1), centrados em p; e tal que em uma vizinhanca V;
de p; no espago do blow-up C2, do tipo produto V; = D; x D, nés temos uma integral
primeira holomorfa primitiva g;: V; — C, com g¢;(p;) = 0. Agora fixamos um ponto
Po € E(1) \ sing(F'). Desde que E(1) tem a topologia da 2-esfera, podemos escolher
um dominio simplesmente conexo A; C E(1) tal que A; N {po,p1,....0Pm} = {Po, D},
para qualquer j = 1,...,m. Desde que A; é simplesmente conexo, podemos estender
a integral primeira holomorfa local g; por uma integral primeira holomorfa g; para F!
numa vizinhanca U; de D; U A;, podemos assumir que U; contém V;. Agora, dada uma
secao transversal local Yy entrada em py e contida em U;, podemos introduzir o grupo
de invariancia da restrigao g? = gj\zo como o grupo

Inv(g?) = {f € Diff(X0, po), 9? of= g?}.

Em outra palavras, o grupo de invariancia de g? ¢ o grupo de germes de aplicacoes que

preservam as fibras de g?. Claramente Inv(g?) ¢ um grupo finito(ressonante) (Proposicao
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1.1. pégina 475 de [16]). Vamos agora a denotar por Inv(F',¥y) C Diff(Sg,py) ao
subgrupo gerado pelos grupos de invariancia Inv(g?), 7 = 1,....m. No6s chamamos
Inv(F', %) o grupo de invariancia global de F* em relacio a (X, po). Entdio, a partir
do acima imediatamente obtemos:

Afirmacdo 4.4.2. Inv(F', %) é um grupo finito.

Demonstragao. De fato, primeiro note que Inv(]—" 13%) é gerado por aplicacoes periédicas.
Desde que Inv(]: 1.%) preserva as folhas de F! temos que

Inv(]:"l, o) C HolVirt (.731, Y0, Do)

e por conseguinte Inv(F?, %) é um grupo finito.
O

Note-se que este grupo de invariancia global contém de forma natural os grupos de
invariancia local das integrais primeiras locais g;. Portanto, como observado em [16], uma
vez que provamos que o grupo de invariancia global Inv(]:" (1),3) € finito, juntamente
com o fato de que as singularidades em E/(1) exibem integrais primeiras holomorfas locais,
concluimos como em [16] que a folheagao F* e, portanto, a folheagao F tem uma integral
primeira holomorfa. [

Demonstracao do Teorema 4.0.1. Pela hipotese F é um germe de folheacao L-estavel, com
um representante definido numa vizinhanca U da origem. Pelo Lema 4.3.1 F é uma curva
generalizada. Pelo Lema 4.4.1 podemos assumir que o germe nao é totalmente ressonante.
A redugao das singularidades de F exibe alguma singularidade nao ressonante.

Afirmacao 4.4.3. Na situacao de acima temos:

1. Dada qualquer separatriz I' que passa pela origem, e um disco transversal 2 a I' no

ponto 0 # ¢ = X NI, o grupo de holonomia virtual Hol virt (F,3,q) é um grupo
abeliano do tipo circulo linearizavel contendo uma aplicagao nao-ressonante.

2. Em particular, existe uma 1-forma fechada meromorfa €2 tal que:

(a) ©Q é meromorfa com polos simples definida numa vizinhanga 0 € V' C U da
singularidade.

(b) A folheagao é definida por Q2 = 0, fora do conjunto de polos (2)s C V.
(c) Para qualqugr coordenada holomorfa z € ¥ que lineariza o grupo de holonomia
virtual Hol'V''! (F, %) nés temos que Q|Z =dz/z.

Demonstragao da Afirmagdo. N6s procedemos por inducao sobre o numeror € {0,1,2,...}
de blow-ups na reducao de singularidades para o germe F.

Caso 1. (r = 0). Neste caso, a singularidade é ja irredutivel e nao-ressonante. O
resultado segue do Lema 4.2.3.

Caso 2 (Passo de indugao). Suponha que o resultado é provado para germes de folheagoes
(ndo totalmente ressonante) que admite uma redugao de singularidades com um niimero
de blow-ups menores ou iguais a r. Suponha-se que fixamos um germe F que admite
uma reducao de singularidades que consistem de 7+ 1 blow-ups. Fixemos uma vizinhanca
pequena U C C? da origem, tal que Sep(F,U) é analitico de dimensiao pura um. Para
simplificar a notacio vamos denotar F(U) por F. Escrevemos sing(F!) {pl, ooy Do}
Sabemos da prova do Lema 4.3.1 que o germe da folheacdao induzida por F! em cada
ponto singular p; é L-estdvel. Se a singularidade p; é totalmente ressonante entao admite

67



uma integral primeira holomorfa pelo Lema 4.4.1, digamos g;, ¢ tal integral primeira

holomorfa. Colocamos
_dy,

gﬁj

Q;
e concluimos que, neste caso, existe uma 1-forma fechada meromorfa Qj como polos
simples definindo F' em uma vizinhanga W, de p;. Suponha agora p; é nao totalmente
ressonante. Entao, pela hipétese de Inducao tem-se:

1. A reducao de singularidades de p; sé produz singularidades linearizaveis, com
quociente real de autovalores.

2. Dado qualquer separatriz I'(j) passando por Pj, e um disco transversal ij a T'(j) no
ponto p; # G; = X; NI'(j), o grupo de holonomia virtual HolVlrt(]-"l, ¥, q;) é um
grupo abeliano do tipo circulo linearizavel contendo uma aplicagao nao-ressonante.

3. Existe uma 1-forma meromorfa fechada Qj definindo F! numa vizinhanca Wj de p,
e tal que:

(a) € tem polos simples em ;.
(b) Q define F' em W; \ (Q;)wo-

(¢) Dado um ponto ¢; € E(1) \ sing(F'), perto da singularidade p;, ¢ um disco
transversal 3, a £(1), e qualquer coordenada holomorfa z; € ¥;, que lineariza

o grupo de holonomia virtual HolVirt (JE]%J_, ¥g,), do germe de F' no ponto Dj,

entao Qj‘zq. =dzj/z;.
J

Agora, também a partir da prova do Lema 4.3.1 sabemos que o divisor E(1) é L-estdvel
com relagao a F'. Escolhemos agora um ponto ¢ € E(1)\sing(F') e um disco transversal

local Y3 > ¢. Entao o grupo de holonomia virtual HolVlrt(]:" 1,35, q) é L-estdvel. Pois
alguma singularidade p; nao é totalmente ressonante, este grupo contém algum elemento
nao-ressonante, e, portanto é analiticamente linearizavel. Uma vez que tivermos isso,
podemos proceder como em [5]. De fato, desde que E(1) é invariante, o elemento nao-
ressonante (linearizavel) na holonomia virtual de um separatriz através de p induz um
elemento nao ressonante linearizavel na holonomia virtual da separatriz através de ¢
induzida pelo divisor excepcional E(1). Isto é feito como se segue. Dado dois pontos ¢
e G, perto de p e p; respectivamente, e discos transversais X e ¥; a E(1) nesses pontos,
respectivamente, podemos escolher um caminho simples a: [0, 1] — E(1) \ sing(F') de ¢
para gi. A aplicagao de holonomia hy: (3, §) — (X1, §1) associado ao caminho a (lembre-
se que E(1) \ sing(F') é uma folha de F'), induz um morfismo natural de grupos de
holonomia virtual ) )
o : HolV"™Y(FL 5, 6y) — HolV"'Y(FL %, q),

por a* : h — hj'ohoh, Desde que ho-1 = (hy)"! em termos de aplicagoes de
holonomia, concluimos que o morfismo acima é na verdade um isomorfismo entre os grupos
de holonomia virtual. Assim, também o grupo de holonomia virtual associado a separatriz
I de F! através de p; contém alguma aplicacdo nao-ressonante linearizavel.

O fato de que a holonomia virtual de FE(1) ¢ analiticamente linearizdvel dé
uma 1-forma fechada meromorfa (1) definida numa vizinhanca W (1)* da folha
E(1)*:= E(1) \ sing(F') com as seguintes propriedades: Dado um disco transversal
¥ a E(1)* com coordenada holomorfa z € ¥ que lineariza o grupo de holonomia

virtual HolVirt(]:" 1.%), entao (~2(1)|E = dz/z. Desde que o grupo de holonomia virtual
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HolVirt (F1, %) contém de forma natural o grupo de holonomia virtual HolVirt (.7:"1%]_, ¥g;)

isto implica que a coordenada que lineariza o grupo de holonomia virtual HolVirt(]:" D))
também lineariza o grupo de holonomia virtual Holwrt(]}ﬁlj, ¥g;)- Isto mostra que Q(1) e

Qj coincidem numa vizinhanga de g;, e por conseguinte Q(l) estende-se a uma vizinhanca
de p; como ;. Assim nés construimos a forma Q(1) numa vizinhanca W (1) de E(1)
em U(l) C C3. Agora vamos projetar esta forma em uma I-forma Q = (o7 )*(2(1))
em 01(U(1)) \ {0}, e estendemos €2 ao origem pelo Teorema de Hartogs. Agora estamos
prestes a completar a prova da afirmacao. Para isto, consideremos qualquer separatriz
I' de F através da origem. Desde que a linha projetiva £(1) no primeiro blow-up ¢é
invariante, o levantamento I' é separatriz de alguma singularidade p; de F'. Se p; é
nao totalmente ressonante, entao pelo feito acima, conclui-se que o grupo de holonomia
virtual associado a esta separatriz [ contém uma aplicagao nao-ressonante. Suponha agora
que p; € totalmente ressonante. Neste caso, temos que demonstrar a existéncia de uma
aplicacao nao-ressonante na holonomia virtual da separatriz [' por “ importacao® desta
aplicacao para algum holonomia virtual de outra singularidade. De fato, por hipotese,
alguma singularidade p no primeiro blow-up nao é totalmente ressonante. Portanto, a sua
holonomia virtual relativamente a separatriz contida na linha de projetiva, contém um
aplicagao nao-ressonante. Lembre-se que o blow-up é um difeomorfismo fora da origem e
fora do divisor excepcional, de modo que as aplicagoes de holonomia virtual de I" induzem
aplicacoes no disco ¥ transversal a I' em C?, mas que sido definidas apenas no disco
perfurado, isto é, fora da origem. No entanto, uma vez que estas aplicagoes projetadas
sao um a um, o Teorema classico de extensao de Riemann para aplicacoes holomorfas
limitadas mostra que, de fato tais aplicacoes induzem germes de difeomorfismos definidos
no disco X. Estos difeomorfismos sao as aplicacoes de holonomia virtual da separatriz I' de

F1 avaliada na secao transversal . Assim, projetando as aplicacoes em HolV11t (FL. %, q)
obtemos aplicagoes nao-ressonantes neste grupo de holonomia virtual como indicado.
Agora aplicamos o Principio de Inducao para terminar a prova da afirmacao. O

Desde que a reducao do divisor D nao tem ciclos podemos construir uma 1-forma

fechada Q numa vizinhanca U U; de D escolhendo Q v, = G - Wj para alguma escolha
7=0
adequadas das constantes ¢; € C*, j =0,...,r.
Entao, a projecao de {2 obtemos uma 1-forma fechada meromorfa 2 com polos simples
que define F numa vizinhanga da origem. Pelo lema de Integragao (ver [27]) €2 é uma

1-forma logaritmica Q = > A;df;/f;, onde A\; € C\ {0}. Denotemos por I'; a separatriz
j=1

dado por {f; = 0}. Dada uma coordenada z; € ¥;, um disco transversal a I'; em
p1 € I't \ {0}, de acordo com [5] as aplicagdes z; +— A;/A12; pertencem ao grupo de

holonomia virtual HolV*t (F,X1,p1). Portanto, podemos concluir que \;j/A; € R,Vj e
que no caso nao-ressonante devemos ter \;/A; € R\ Q para algum j. Isto termina a
prova do Teorema 4.0.1. O

Demonstracao do Corolario 4.0.1. A partir da tultima parte da prova de acima sabe-
mos que as aplicagdes z; — A;j/A\1z1 pertencem ao grupo de holonomia virtual

Hol VIt (F,%1,p1). Por hipétese F tem uma folha que é fechado fora do conjunto de
separatrizes, assim este grupo holonomia virtual deve ter uma pseudo-orbita que é fechada
fora da origem e, por conseguinte, deve ser ressonante. Por isso, ainda sob a notacao da
prova do Teorema 4.0.1 devemos ter A\;/A; € Q para todo j. Assim F admite uma integral
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primeira holomorfa. Argumentos semelhantes provam o caso em que ha uma folha aberta
que nao é recorrente. O

4.5 Quadro Global

Nesta seccao todas as variedades sao assumidas conexas e as folheag¢oes sao nao singulares.
Seja F uma folheagao holomorfa na variedade complexa M.

Definicao 4.5.1. Uma folha Ly € F é L-estavel se dada uma vizinhanga qualquer W de
Lo em M, existe uma vizinhanca Ly C V C W tal que o saturado de V' por F é contida
em W, isto é, Satx(V) C W. Isto significa que dada um ponto p € V, a folha de F que
contém p esta contido em W. Em poucas palavras, se uma folha de F deixa W entao ela
nao intersecta V.

Teorema 4.5.1. Seja F uma folheacao holomorfa de codimensao um definida numa
variedade complexa M. Seja Ly € F uma folha compacta que é L-estavel. Entao temos
as seguintes possibilidades:

(i) Lo tem holonomia finita.
(ii) Lo tem holonomia tipo circulo.

No primeiro caso, se M é compacto entao todas as folhas sao compactas com grupo
de holonomia finito. No segundo caso, existe uma vizinhanca JF-saturada de Ly onde
F ¢é dada por uma 1-forma fechada meromorfa €2 com conjunto de polos de ordem um,
(Q)oo = Lo. Neste caso, se M\ Ly é Stein, entao €2 estende-se até M, fechada meromorfa,
com polos simples, (2),, = Lo. Em particular, todas as outras folhas de F tem holonomia
trivial.

4.5.1 Folhas compactas L-estaveis

Vamos agora dar a prova do Teorema 4.5.1. Seja F uma folheacao holomorfa de
codimensao um definida numa variedade complexa M. Seja Ly € F uma folha compacta
que é L-estavel. Dado um ponto p € Ly e um disco transversal pequeno ¥ centrado em p
afirmamos:

Lema 4.5.1. A holonomia virtual Hol VIt (F, Lo, X, p) da folha Ly, é L-estavel.

Demonstracao. De fato, dado uma pequena vizinhanca conexa p € U C ¥ consideramos
a saturagdo W := Satz(U) C M. Esta é uma vizinhanga aberta de Ly em M. Denotemos
por U, C WNX a componente conexa de W NXE que contem o ponto p. Como U é conexo,
temos que U, C U. Entao nds colocamos U; := Satz(U,) N X. Observamos que

Sat]—‘(Ul) N C Sat;(Up) N = Ul,
pois Satx(U,) ja esta saturado. Por outro lado, claramente
Sat]-‘(Ul) NXOU;NYX= Ul,

de modo que

Sat;(Ul) N = U1

Assim, por motivos de simplicidade, vamos supor que U, ¢ conexo e W = Satz(U,) ¢é tal
que W N X = U,. Finalmente, desde que U, C U podemos considerar U, = U, de modo
que Satx(U)NE ="U.
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Desde que, por hipdtese, Lo é L-estavel, existe uma vizinhanca Ly C V C W tal
que Satx(V) € W. Como acima podemos assumir que V, := V N Y ¢é conexo e que
V = Satz(V,). Em particular, ndés temos que Satz(V) =V, isto é, V é saturado. Desde
que VC W = Satz(U) nés temos VNE CWNE="U.

Afirmacao 4.5.1. As pseudo-orbitas dos pontos x € V,, sob o grupo de holonomia virtual
G := Hol VIt (F, Lo, X, p) permanecem em U.

Demonstragao. De fato, dado z € V, a G-pseudo-orbita de z, G(x) estda contido na
saturagao Satr(x) do ponto x, e por conseguinte

G(z) C Satz(V,) N =V, C U.
O
Isto mostra que o grupo de holonomia virtual HolVirt (F, Lo, 2, p) é L-estavel. O]

Demonstracao o Teorema 4.5.1. De acordo com o Lema 4.2.1 o grupo de holonomia
(virtual) Hol(F, Ly) ¢é finito ou linearizavel contendo alguma rotagao irracional (tipo
circulo). Isso j& mostra a primeira parte do teorema. Vamos considerar o caso (i) e
M compacto. Entao pelo Teorema de Estabilidade [2] a folheagao é compacta com folhas
estaveis. Suponha agora que estamos no caso (ii). Entdo de acordo com a construgao
principal em [5] existe uma 1-forma fechada meromorfa 2 definida numa vizinhanga
invariante YW de Ly, com conjunto de polos (2)oc = Lo de ordem um e definindo F
em W\ Lg. Se M é compacto e M \ Ly é uma variedade de Stein entdo K := M \ W
¢ um subconjunto compacto de M \ Ly e 2 é meromorfa em M \ K = W, de modo que
pelo Teorema de extensdo de Levi [5] est4 forma estende-se a uma 1-forma meromorfa
em M. Como a variedade é Stein nao pode conter subconjuntos analiticos compactos de
dimensao positiva, isto implica que os polos de € j4 estdao contidos em W. Assim, excepto
por Ly, as folhas de F tem grupo de holonomia trivial. O Teorema 4.5.1 esta provado
agora. O

4.6 Folheacoes no plano projetivo

Nesta secao provaremos o Teorema 4.0.2. Em primeiro lugar realizamos a reducao de
singularidades de singF N S. Consideremos a redugao de singularidades de sing/ N S.
Temos entao uma aplica¢ao holomorfo prépria 7: M — CP(2), onde M é uma superficie

projetiva complexa,
7 (singFNS)=PU---UP,

¢ uma unido finita de linhas projetivas invariantes P; = CP(1),

7=1(S \ singF) = S := P,
é o transformado estrito de S,

7= 1(Sep(F, S) \ singF) = Sep(F, S)

é o transformado estrito de Sep(F,S) e F = m*F é uma folheacdo em M chamada a
reducao de F ‘ 5+ Nos colocamos

D :=Div(F,S)=FPRUPU...UP,
o divisor reduzido de singF N S por w. A aplicacdo m é uma composi¢ao finita

de Blow-ups quadraticos ([16]). Vamos adotar a seguinte notac¢do. Denotamos por
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H; (respectivamente, por ijirt) o grupo de holonomia (respectivamente, o grupo de
holonomia virtual) da componente P; do divisor E(F), j = 1,...,r, as quais por hipdtese
sao invariantes. Também denotamos por P} = P; \ singF.

Lema 4.6.1. O grupo de holonomia virtual vairt é L-estavel. Em particular, é finito ou
um grupo tipo circulo analiticamente linearizavel.

A partir de agora, assumiremos que algum grupo de holonomia virtual contém uma
aplicacdo nao-ressonante e, portanto, nao € finito do tipo circulo. Mais tarde, trataremos
do caso finito.

Do Lema 4.3.1 obtemos imediatamente:

Lema 4.6.2. Todos os pontos singulares em singF N S sao curvas generalizadas.

Em seguida, seguimos basicamente os principais passos em [28] Capitulo 5, §5
(ver também [12]). No entanto, existem algumas diferengas, devido & auséncia de
hiperbolicidade em nosso caso. O primeiro passo é entao o seguinte lema:

Lema 4.6.3. Dada uma componente P; C D para o qual o grupo de holonomia virtual
nao ¢ finito, existe uma 1-forma fechada meromorfa w; , com polos simples, definida numa

vizinhanca U; de P;, tal que ]T'|U é dada por w; = 0 fora de (w;)eo. A 1-forma w; é
J

unicamente determinada pela condigao: dado ¢ € P; \ sing]? , 2 2 q disco transversal,
¥ N P; = ¢; e uma coordenada holomorfa z em ¥ (2(¢) = 0) que lineariza a holonomia

: - dz
virtual, entao wj| = —.
Xz

Demonstracao do Lema 4.6.5. A prova deste lema é uma adaptacao da prova encontrada
em [28] e algumas etapas de [5] também. O ponto-chave é que a holonomia virtual de P;
¢é abeliana e contém uma aplicacao nao ressonante analiticamente linearizavel. Usando
isso obtemos entao uma cobertura aberta

U={Ua), (Ta,Ya): Ua = C*}aca

de P \ sing(F) satisfazendo (1), (2) and (3) como na Proposicao 5.1 em [28]. Podemos
também assumir que

(4) se Uy, NUg # ¢ entao U, N Uz é conexo.

Usando (3) e a existéncia de uma aplica¢ao da holonomia virtual ndo-ressonante, provamos
que: se U, NUg # ¢ entao nds temos y, = Cup - Ys para alguma constante c, g5 € C*.

dy, d . .
Portanto as 1-formas meromorfas fechadas e e /i coincidem em U, N Ugz. Isto da
Ya Ys
dYa
uma 1-forma fechada meromorfa w; em V; = |J U, , definida por wj‘U — %o Desde
acA a Yo

que as singularidades em P; ndo sao sela-nés obtemos como em [28]:
Afirmacao 4.6.1. Dado qualquer ponto singular p; € singj—z N P; a 1-forma w; estende-se
meromorficamente para uma vizinhanca de p; em M.
O
Agora passamos de (cada) P; para uma vizinhanca de D = Py U --- U P,.. Para isso
observamos que, como na demonstracao do Teorema 4.0.1, se existe alguma holonomia

virtual que nao seja finita, entao todos os grupos de holonomia virtuais contém um
elemento nao-ressonante. Em particular, nenhum grupo de holonomia virtual serd finito.
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Assim, para cada P; podemos entao considerar uma 1-forma fechada meromorfa w; com
polos simples em uma vizinhanca U; de P; (7 =0,1,...,7) em M, tal que w; = 0 define
F em U;\ (w))eo - Entdo, se P,N P; # ¢ digamos ¢ = P,N P;. Entao, em uma vizinhanga
Ui; C U;NU; nés temos w; = fw; para alguma fungao meromorfa f. Usando novamente
argumentos de [28] podemos provar que:

Afirmacao 4.6.2. f é constante.

Diferentemente do caso local, a reducao do divisor D pode ter ciclos. Ainda assim,
para o caso de folheagoes em CP(2) obtemos:

Proposicao 4.6.1. Sob as hipdteses do Teorema 4.0.2, suponha que algum grupo de

holonomia virtual HYY nao é finito. Entdo F é dado por uma 1-forma logaritmica

j
(racional) em CP(2).
Demonstracao. Desde que F é definida em CP(2) existe uma l-forma racional w que

define F e consideremos w = 7*(w) a qual é uma 1-forma definindo 7 em M. Pela
proposicao 5.1 de [28] para cada j = 0,...,r existe uma 1-forma fechada meromorfa €,

numa vizinhanga U; de P; em M tal que .7T"|U ¢ definido por Qj ese Uy =U;NU; # ¢
J — —
entao em U;; nés temos §2; = ¢;; €); para alguma c¢;; € C*. Desde que (2 define F, em cada

U, nés temos w = h;(2; para alguma fungao meromorfa h; em U;. Assim, em U;; # ¢ nds
temos

- - R N
hzgz = h]’Qj = Qz =1 Qj
j ~ dhZ dh] . o ~ r
de modo que — = ¢;; e entao = — . Definimos entdo 7 em U = |J U; como
hi hi h; =0
- dh,; ~ B
Ny = h—J - Existe uma 1-forma fechada meromorfa n em U = 7(U) tal que 7 = 7*(n).

j
Pelo Teorema de extensao de Levi ([5]) a 1-forma 7 estende-se a uma 1-forma fechada
racional em CP(2).

Afirmagao 4.6.3. n = ~, bara alguma fungao racional h em CP(2).

Demonstracao da Afirmacgao 4.6.3. Pela descricao das 1-formas fechadas racionais em
CP(2) (ver [28]) basta observar que:

(1) n tem polos simples em CP(2)

(2) para cada componente H do conjunto de polos de 1 nés temos Resy n € Z.

hy |

A demonstracao de (1) e (2) é uma consequéncia da descrigao local como —2 de 77 numa
J

vizinhanga de D = 7 }(A) e do Teorema de Bézout (cada componente de (7)., deve

intersectar A). Isto prova a Afirmagao 4.6.3. n
Finalmente, seja h = 7(h) = hom. Entdo, 71 = = e h = const. h; de modo que
Q Q

d (:) = 0. Portanto d (—) =0.
h h

Assim Q = % ¢ uma 1-forma fechada raciona a qual define F em CP(2). Nos

afirmamos(como ¢é fécil de ver) que Q tem polos simples para que € seja logaritmico
em CP(2). Isto termina a demonstracao da Proposigao 4.6.1. ]
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Agora trataremos do caso em que todos os grupos virtuais de holonomia H jV It g50
finitos. Noés afirmamos que isso nao é possivel. De fato, esta é, por exemplo, uma
consequéncia do teorema do Indice de Camacho e Sad ([7]), pois todas as singularidades
sao nao-degeneradas e devem ter indice negativo, mas isso nao é possivel em CP(2),
onde a primeira classe de Chern da curva S é positivo. Outra maneira de ver isto é que
se todos os grupos de holonomia virtuais sao finitos entao, como na demonstracao de
Teorema 4.0.1, hd uma integral primeira holomorfa para F definida em uma vizinhanca
da curva S em CP(2). Na verdade, isso é provado exatamente como no caso local.
Usando agora o Teorema de extensao de Levi obtemos uma integral primeira integral
holomorfa para F em CP(2), o que nao é possivel. Tal fun¢ao deve ter um polo ou é
constante. A intersec¢ao da linha de polos com a linha de zeros (que contém a curva .S)
consistira em singularidades dicriticas, contradicao. Esta tltima observacao, juntamente
com Proposicao 4.6.1 completa a prova do Teorema 4.0.2.
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