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RESUMO

Estabilidade de sistemas termoeléasticos hiperbolicos

Ruth Milena Cortés

Orientador: Hugo D. Ferndndez Sare

Resumo da Tese de Doutorado submetida ao Programa de Pos-graduagao do Instituto
de Matematica, da Universidade Federal do Rio de Janeiro, como parte dos requisitos

necessarios a obtencao do titulo de Doutora em Ciéncias.

Estuda-se a existéncia de solugoes e o comportamento assintotico da energia para al-
guns problemas termoelésticos no quais as leis de fluxo de calor sao consideradas como

aquelas propostas por: Cattaneo [10], e Green e Naghdi [16}, 17, 18].

Alem disso, diferentes tipos de dissipagoes (lineares e nao lineares) sao introduzidas tanto
no interior do dominio quanto na sua fronteira. Observa-se que o tipo de decaimento da

energia, depende fortemente do tipo de dissipagao considerada.

Algumas das ferramentas usadas ao longo do trabalho sao a técnica de multiplicado-
res de Lyapunov e os resultados de estabilidade de semigrupos estabelecidos por Priiss,

ver [31].

palavras-chave: Semigrupo Cy; Estabilidade Exponencial; Estabilidade Polinomial; Mis-
turas termoelastica e dissipagao na fronteira; lei de Fluxo de Cattaneo; lei de Fluxo tipo
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ABSTRACT

On stability of hyperbolic thermoelastic systems

Ruth Milena Cortés

Adviser: Hugo D. Fernédndez Sare

The aim of this work is to study existence and asymptotic behavior of energy for so-
lutions of some thermoelastic problems defined throughout heat flux laws proposed by:

Cattaneo [10] and Green and Naghdi, [16, 17, [I§].

In addition, different kinds of dissipations (linear and nonlinear) are introduced in the
bulk dynamics as well as in the border conditions. The type of asymptotic decay obtai-

ned in each case strongly relies on the choice of the dissipation.

Some of the techniques used along the work are Lyapunov’s multipliers and some sta-

bility results for semigroups established by Priiss, [31].

palavras-chave: Cj— semigroup; Exponential stability; Polynomial stability; thermo-
elastic mixture and feedback on a part of the boundary; Cattaneo and Type III law for

the heat condution.
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Introducao

Neste trabalho estudamos a estabilidade das solugoes de alguns sistemas de evolugao que
envolvem essencialmente o sistema termoelastico com leis de fluxo de calor diferentes da
lei de Fourier. De modo mais exato, estudamos o comportamento da energia de solugoes,
que denotamos por E(t), e que corresponde a norma de solugoes no espago de fase, para
problemas de valor inicial e de fronteira com dissipagoes associados ao sistema termoelés-
tico para dominios regulares e limitados, com a finalidade de determinar com que taxa a

energia esta decaindo para zero.

No comportamento assintotico da energia estamos interessados em determinar dois ti-

pos de decaimento. O primeiro é o decaimento exponencial, i.e. decaimento da forma
E(t) < Ce ™, Vt >0, (0.1)

com as constantes C, m definidas positivas. O segundo tipo de decaimento a determinar

é do tipo polinomial, da forma:

¢

«

E()< =, vt>o0, (0.2)

~

com constantes C, « definidas positivas.

Nosso trabalho se focaliza em mostrar a existéncia e unicidade de solucgoes e o tipo de
decaimento da energia para 4 diferentes sistemas termoelastico de carater hiperbolico-
hiperbodlico. Sobre os sistemas termoelasticos tem-se numerosos resultados dependendo
do tipo de dominio €2 onde o sistema esta definido, isto é: 2 limitado, regular ou sistemas
definidos em R", além mesmo dos diferentes resultados de estabilidade para dimensao

n=1oun > 1. Além disso, os sistemas termoelésticos estudados sao definidos com leis

11



12 INTRODUCAO

de fluxo de calor diferentes ao modelo cléssico de Fourier, e os quais serao mencionados
posteriormente. Para compreender bem os problemas estudados relembramos a seguir os
sistemas termoelasticos onde o fluxo de calor é dado pela lei de Fourier, e as leis de fluxo

de calor definidas pelos autores Green e Naghdi e a lei de Cattaneo.

Sistema Termoelastico

Existem muitos modelos para descrever a condugao térmica em corpos elasticos. Neste
trabalho vamos apresentar o sistema termoelastico formado pelo acoplamento de equagoes
que envolvem componente elastica e componente de calor. De fato, vamos estudar o
sistema termoelastico definido apartir do sistema de Lamé, que modela o comportamento
de corpos elasticos, e adicionando um efeito térmico. Em forma geral, considere um
dominio €2, n-dimensional, limitado, homogéneo em um estado inicial nao deformado
e com fronteira I' = 9Q de classe C%. Seja u = u(z,t) € R™ o vetor deslocamento,
0 = 0(x,t) € R a diferenga de temperatura com respeito a uma temperatura de referéncia
onde o tempo é dado por t = 0 e ¢ = g(x,t) € R™ o vetor fluxo de calor para t > 0. O
sistema termoelastico em um meio isotrépico homogéneo, com dados iniciais, é definido

Ccomo

pu”" — pAu — (N + p)Vdiv u+ V0 =0 em Q x (0,00), (0.3)
0 + div(q) + ddiv(u') =0 em Q x (0,00), (0.4)
u(z,0) = u’(z), u'(z,0)=u'(z), 0(z,0)=0%), =xecq, (0.5)

onde 3, § > 0 sao parametros de acoplamento e A, p > 0 constantes de Lamé. Para

' assim u; =

simplificar a notagao, a derivada com respeito ao tempo é denotada por
u', 0y = 0'. Os operadores Laplaciano, gradiente e divergente sao definidos para a variavel
espacial x e correspondem as formulas
n

(9uz-

Au:<Au1’,_,’Aun)’ Vu:(Vul,..-’Vun), dzvuzzax
=1 i

(0.6)

(2

Assim, o sistema termoelastico ((0.3))-(0.5)), descreve o comportamento de um corpo eléstico
influenciado por efeitos térmicos, isto é, a acao reciproca entre o estresse elastico e a

diferenca de temperatura no corpo. Os sistemas termoelésticos estudados nesta tese serao
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definidos a partir do sistema ([0.3])-(0.5)) com a seguinte condigao sobre as constantes de
Lamé:

p>0, nA+(n+1)p>0. (0.7)

Note que nas condigoes iniciais para o sistema anterior nao temos o dado inicial para
a variavel ¢ pois a variavel 6 estd determinada pela lei de condugao de calor definido
pelo fluxo ¢. A seguir veremos um dos sistemas termoelasticos mais bem estudados que
esclarece a relacao entre o fluxo de calor e temperatura e que corresponde ao sistema

termoelastico cléassico, definido pela lei de fluxo dada pela lei de Fourier.

Sistema Termoelastico e Lei de Fourier

No sentido classico, a equagao que relaciona o fluxo de calor ¢ e a temperatura 6, é

conhecida como Lei de Fourier, e é dada pelas equacao
q=—kVo, (0.8)

isto é, a transferéncia de calor através do material é proporcional ao gradiente da tempe-
ratura, com k definida como constante de conductividade térmica. A conseqiiéncia de usar
este tipo de modelo para descrever a transferéncia de calor em um corpo é percebida a
nivel de aplicag¢oes (implementagdo computacional). Isto é, ele gera um modelo parabolico
para a equagao do calor, no o qual a velocidade de propagagao de ondas para o fluxo de

calor torna-se infinita. A equagao (0.4)) com lei de Fourier fica da forma
0 — kAO + ddivu' =0 em Q x (0,00), (0.9)

e assim o sistema e ¢ conhecido como o sistema termoelastico classico. Este
sistema tem sido objeto de muitos estudos. Trata-se de um sistema hiperboélico para a
elasticidade, acoplado ao modelo classico paraboélico de conducao de calor dado pela Lei de
Fourier. Assim o sistema mostra uma estrutura acoplada de tipo hiperbolica-parabolica
bastante usada no ambito fisico como no matematico. Da equagao podemos dizer
que o gradiente do calor exerce uma for¢a na componente elastica modelada pelo sistema

de Lamé e na equagao a pressao da elasticidade atua sobre o calor.
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A seguir, faremos um breve resumo de alguns fatos importantes que envolvem condi-
¢oes no dominio €2 e a dimensao espacial do sistema e que influenciam os resultados de
estabilidade do sistema. No caso do dominio {2 C R™, n > 2, limitado de fronteira regular,

podemos dizer: se as condigoes na fronteira sao do tipo Dirichlet-Dirichlet
u=0, 06=0emI x (0,00), (0.10)

sabemos que a energia decresce porém, em geral, £(t) ndo tende a zero quando t — oo.

De fato, em [12] mostra-se que: a energia de toda solugdo de (0.3), (0.9) e (0.10) tende

a zero quando t — oo se, e somente se, () satisfaz a sequinte condi¢ao:

Se 1 € (HL(Q)))" satisfaz

—pAY — (A + p)Vdiv ¢ = 7% em Q,
=0 em 0N, (0.11)

div ¢ =0 em (Q,

entao ¢ = 0, isto €, nao existem fungoes proprias com divergente nulo do sistema de Lamé.

A situacao em funciona, em geral, em varios dominios porém nao é valida quando
Q2 é a bola n—dimensional, ver [12] e [25]. Caraterizar os dominios para os quais tem-se
a condicao ¢ ainda um problema aberto conhecido como o problema de Pompeiu
(Dimitrie Pompeiu). Desta forma, o sistema , e pode apresentar solucoes
que nao decaem para dominios que nao verificam (0.11]). Em [24] é provado que o decai-
mento da energia nunca é uniforme em dominios convexos para o sistema termoelastico

linear, n = 3, com condigoes de fronteira de Dirichlet.

No caso 2 = R™ apresenta a mesma situacgao, isto é, a energia nao sempre decae. Assim
uma ferramenta de estudo tem sido a parti¢ao da energia (chamada as veces energia total)
em uma parte dissipativa e em outra conservativa. A particao da energia foi investigada
inicialmente por Lax e Phillips, [23], para o estudo da equagao de onda, onde a energia
cinética e potencial torna-se iguais quando o tempo atinge o infinito. Um dos primeiros

estudos da particao da energia para o problema termoeléstico linear, n = 3, foi dado pelos
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autores Dassios e Grillakis em [13], onde o sistema apresenta ondas transversais, longitu-
dinais e térmicas. Eles estudaram como a energia das partes longitudinais e térmicas se
dividem em energia cinética, tensao e térmica e demonstram como tais energias decaem

m+3/2) quando os dados inici-

a zero quando o tempo atinge o infinito, a uma taxa de ¢~
ais sao suficientemente regulares com soporte compacto e onde o m depende dos dados
inicias. Ja Henry, Lopes e Perisinotto, em [20], mostraram que as trés partes da energia
decaem exponencialmente a zero no caso unidimensional mas nao em n > 1. Utilizando

o método da energia, Rivera em [4I] apresenta uma prova mais sencilla que dada em [20]

para o sistema termoelastico unidimensional.

Voltando ao caso 2 C R™ limitado temos que se E(t) — 0 quando ¢ — oo o interes-
se fica por conta do comportamento assintotico da energia, isto é, determinar a taxa de
decaimento da energia. A seguir vejamos alguns resultados. No caso unidimensional é
conhecido que para qualquer condicao de fronteira, a energia do sistema decai exponenci-
almente. Especificamente, a dissipacao dada em é suficientemente forte para dissipar
exponencialmente o deslocamento, i.e. a fungao u, ver por exemplo [19], [28]. No entanto,
no caso de dimensoes superiores o resultado é diferente. Dai que alguns autores tenham
estudado o sistema com outras dissipagoes extras para ter estabilidade em dominios con-
vexos. Neste aspecto, um dos primeiros trabalhos para o estudo de sistemas elésticos com
fronteira dissipativa nao linear foi dado em [46], onde tem-se estabilizagdo uniforme para
o problema de equagao de onda. Para sistemas termoelasticos, em [26] tem-se introduzido
uma dissipagdo na fronteira do tipo linear na velocidade, isto ¢, do tipo «'. Em [27],
encontramos um resultado mais geral, onde a dissipacao na fronteira é do tipo nao linear

na velocidade, isto é, g(u') com ¢ nao linear.

Sistema Termoelastico e Lei de Cattaneo

A nivel de experiéncias fisicas por exemplo, alguns cristais dielétricos apresentam um
comportamento diferente ao modelado pela lei de Fourier na condugao do calor. A baixas
temperaturas os distirbios térmicos se propagam a velocidade finita. Igualmente algumas
aplicagoes com pequenos impulsos de laser em chips de computador levaram a reformular
o processo de condugao de calor. Destes fendmenos emerge a necessidade de se considerar

outras teorias de condugao de calor. Uma delas é a termoelasticidade com segundo som,
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onde as lei de Fourier é substituido pela lei de Cattaneo definida como:

T0¢ +q+ kVo =0, (0.12)

com 1y e k positivos. Para mais referéncias sobre a lei de Cattaneo, ver [10], [11]. Ma-
tematicamente o efeito do segundo som transforma o sistema termoelastico num sistema
puramente hiperbolico. E claro que no caso 7, = 0 estamos falando novamente da lei
de Fourier. Sobre os sistemas termoelésticos com segundo som tem-se varios resultados.
Em [42], se estabelece a existéncia de solugdes para dados pequenos no caso de problemas
definidos em dominios unidimensionais limitados e nao limitados. Estabelece-se também
que as solugoes convergem ao equilibrio quando t — 0o, porém nao apresenta resultados
no estudo de taxas de decaimento. Posteriormente, Racke em [38] estabelece decaimento
uniforme para problemas de valor inicial lineares e nao lineares em dimensao n = 1.
Em [21], se estabelece explicitamente a taxa de decaimento exponencial para o sistema
termoelastico cléssico e o sistema termoeléstico com segundo som em uma dimensao e é
feita uma comparacao do comportamento assintético das solugoes dos dois sistemas. No
caso n > 1, a dissipagao dada pela conducao de calor nao é, em geral, suficientemente forte
para garantir decaimento exponencial das solugoes como decorre no caso unidimensional.
Em [37], tem-se decaimento exponencial para n = 2 ¢ 3 com a condigao rot u = rot ¢ = 0,

que tem como aplicacoes dominios simétricos radiais.

Sistema Termoelastico Tipo III. Modelo de Green-Naghdi

Devido as experiéncias fisicas que envolvem fenémenos de propagacao de calor na forma
de ondas térmicas tem-se considerado formulagoes alternativas para a conducao de calor.
Desta forma Green and Naghdi em [I8] reexaminaram as equagoes de termoelasticidade
e introduziram os modelos de termoelasticidade de tipo I, tipo II e tipo III. Ver secgao
8 de [I§]. Esta teoria, consegue incorporar a transmissao de impulso térmico de maneira
logica e consistente. Quando o modelo termoeléstico de tipo I é linear, temos o modelo
termoelastico classico, isto é, a lei de Fourier aparece como modelo para a condugao de
calor. Por outra lado, o modelo termoelastico tipo II nao admite dissipacao da energia
e é chamado usualmente de modelo sem energia dissipativa ou conservativo. O modelo

termoelastico tipo III apresenta energia dissipativa com o qual torna-se interessante para
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o estudo do comportamento assintotico da energia. No modelo termoeléstico tipo III
caso linear, o fluxo de calor ¢ é asumido proporcional ao gradiente da temperatura e ao

gradiente do deslocamento térmico, isto é:

q(z,t) = —aVl(z,t) — bV /tﬁ(x,t)dx. (0.13)

to

Ver (7.3)-(7.6) e (8.37) em [18] para deducao da formula. Entre alguns estudos sobre o
sistema termoelastico tipo III linear, encontramos em [45] um resultado sobre o decaimento
da energia para o problema de Cauchy em R" e para o problema em dominios limitados
em R" com n < 3 com condi¢oes de fronteira Dirichlet. Para o caso unidimensional,
Racke e Quintanilla, ver [35], estudaram a estabilidade exponencial de solugoes para
a termoelasticidade tipo III linear com diferentes condicoes de fronteira, além disso a
estabilidade exponencial para solucoes simétricas radiais para n = 2 e n = 3. Utilizando
o método de anélise de frequéncias no espago de fase para o desacoplamento do sistema
hiperbolico-parabélico, em [39] ¢ obtida boa colocagao, propagagao de singularidades e
estimativas de decaimento para solugoes da termoelastica linear tipo III em dimensao um.
Em [44] se estuda o problema de Cauchy para o sistema termoelasticidade linear tipo II1

em R? igualmente por um argumento de desacoplamento.

Sistemas Termoelasticos de materias mistos

Nos tltimos anos as teorias termomecanicas nao classicas tem despertado grande interesse
tanto a nivel das possiveis e extensas aplicagoes fisicas como a nivel das diferencas nos re-
sultados matematicos com respeito as estabelecidas nas teorias termomecéanicas classicas.
Como exemplo das teorias termomecéanicas nao classicas tem-se os modelos termoelés-
ticos que envolvem mais de um elemento eldstico, modelos chamados termoelésticos de
mistura. Entre os trabalhos iniciais sobre a formulacao das equagoes constitutivas na
teoria de mistura encontram-se as referéncias de Green e Naghdi [16, I7], Truesdell and
Toupin [43], Kelly [22], Eringen and Ingram [I4 5], Muller [29] e Bowen and Wiese
[8]. Em geral a teoria de mistura descreve a interagao entre fluidos e gases de forma
Euleriana. No caso da teoria de mistura de s6lidos utiliza-se a descrigao Lagrangiana. Os
deslocamentos na teoria de misturas de 2 solidos sao descritas pelas equagoes u = u(x, t)

e w = w(y,t), onde as particulas ocupam a mesma posi¢ao na configuracao de referéncia,
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isto é, x = y para t = 0. A descricao lagrangiana para a teoria de mistura de soélidos
elasticos foi utilizada primeiramente pelos autores Bedford e Stern em [5 [6]. Nesta te-

oria, as variaveis independentes sao o gradiente do deslocamento e o deslocamento relativo.

A nivel dos problemas termoelasticos com mistura de elementos sélidos, encontramos
diferentes resultados, entre eles, resultados de existéncia, unicidade, dependéncia conti-
nua e decaimento de solugoes, ver [3]-[40]. Nestes resultados temos que a parte térmica
do problema ¢ modelada pela lei de Fourier, , e que o comportamento de certas
propriedades como o decaimento das solu¢oes é bem diferente ao presentes nos sistemas
termoelasticos classicos, isto €, sistemas que nao envolvem mistura de materiais. Assim
por exemplo, na referéncia [40] mostra como resultados os decaimentos exponenciais ou
polinomiais para o caso unidimensional do sistema termoelastico de mistura. Estes resul-
tados depedem de uma relagao importante de constantes que definem o sistema e estes
resultados contrastam com o problema termoeléstico classico (um elemento elastico) uni-
dimensional que apresenta sempre decaimento exponencial. Ver Sistema Termoeléstico e

Lei de Fourier nesta introducao.

Sobre nossos sistemas, o dominio e os tipos de dissipacoes

Dada a introducao anterior sobre sistemas termoelésticos com um ou mais materias elas-
ticos e as diferentes leis de fluxo de calor destacamos a seguir alguns aspectos importantes
desta tese. Nos capitulos [2] 3] e 4, nosso interesse ¢ estudar a estabilidade para dominios
() limitados em R"™ de sistemas termoelasticos com uma componente eléstica e onde as
leis de fluxo serao as definidas pela teoria de Cattaneo ou Green-Naghdi. Neste ponto,
veremos que para obter uma estimativa de decaimento de tipo exponencial ou polino-
mial tivemos que introduzir algumas “formas dissipativas”. Para isto nos trés capitulos
definimos condigoes de fronteira com algum tipo de dissipac¢ao, linear ou nao linear, se-
gundo a metodologia dos trabalhos [46], [26] e [27], para obter estabilidade exponencial
ou polinomial, em dominios limitados regulares. E importante observar que a dissipa-
¢ao trabalhada na fronteira se define para a componente elastica do sistema, isto é, em
u. Contudo, por exemplo no capitulo [2] vamos encontrar que para o sistema termoe-
lastico com segundo som, este tipo de dissipagao se mostra insuficiente para estabelecer

a estabilidade e foi necesséario introduzir um termo dissipativo na equacao de temperatura.
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Seguindo a metodologia de [46], [26] ou [27] nos capitulos e [4] consideramos as seguin-
tes condicoes sobre o dominio e sobre os sistemas. Seja {2 um dominio em R"™ limitado,

aberto e com fronteira I' de classe C? composta de duas partes,
r=r,urls. (0.14)

Os conjuntos I'y e I'y serao determinados da seguinte forma. Seja xy um ponto em R",
m(z) =x—x9ev(x) = (r(x), - ,v,(x)) um vetor normal unitario exterior a I no punto
x € I', definimos
[y(xg) ={z €T :m(z) v(zx) <0},
(0.15)
[o(zg) ={z €T :m(z)- v(x) >0},

simplificando a notagao, I';(zg) = I';. Sendo u a componente elastica, § a componente
térmica e ¢ a componente do fluxo de calor, podemos definir em forma geral, para nossos

sistemas, condicoes inicias como

u(z,0) O(z), u'(x,0)=u'(x),

! (0.16)
0(z,0) = 0°(z), q(x,0)=q°), em S

Na parte das condicoes de fronteira vamos sempre trabalhar sem troca de calor na fronteira

e a dissipacao na componente u definida como

(
0=0 em I' x (0, 00),

uw=0 em I'1 x (0, 00),
(0.17)
13+ (A + p)div(u)v

+am -vu+m-vh(u') =0 em 'y x (0, 00),

com h € (C*(R™))" linear ou nao, segundo o sistema estudado. A fungio a = a(z) é nio

negativa em ['5, onde

a(z) € CHTy), (0.18)

com p e A as constantes de Lamé. Como mencionado anteriormente, este tipo de dissi-
pacao atua na componente elastica pois surge do tratamento da equacao de onda dado

em [46]. E importante notar que o método de energia utilizado para estimar o comporta-
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mento assintotico da energia esta fortemente influenciado pela dissipagao (0.17)) ao ponto

de que os funcionais de Lyapunov definidos em cada sistema estudado sao quase analogos.

No que se refere ao capitulo |5, estudamos um sistema termoeléstico de mistura para
2 so6lidos em uma dimensao e com lei de Cattaneo para o fluxo de calor, ver (0.12)). Nosso
objetivo, como nos outros sistemas apresentados, é estabelecer a estabilidade do sistema
com lei de Cattaneo. Vamos mostrar que o tipo de decaimento do sistema é similar ao

obtido em [40] no caso exponencial.

A seguir lembraremos algumas ferramentas e métodos aplicados no decorrer deste tra-
balho. Iniciamos com os espagos de Sobolev e a teoria de semigrupos, linear e nao linear
que sao as ferramentas principais para nossos resultados nos problemas estudados, prin-

cipalmente nas sec¢oes referentes a existéncia e unicidade de solugoes dos mesmos.



Capitulo 1

Preliminares

Espacos de Sobolev

Seja €2 um aberto de R" dotado da medida de Lebesgue com fronteira 0€2. Seja p > 1.
Denotamos por LP(Q) a classe de todas as fungdes mensuraveis u, para as quais |ulP é

uma fungao integravel sobre Q2. Em LP(Q2) definimos a norma

ul 5, = / u(z)Pdz; 1< p < o,

assim, com esta norma LP({2) é um espago de Banach. No caso p = oo, LP(£)) é o espago

formado por todas as fungoes u, essencialmente limitadas sobre {2 e com a norma

||ul| e = sup ess|u(z)]
e

também ¢ um espago de Banach. Quando p = 2, L*(Q2) ¢ um espaco de Hilbert com

produto interno

(u,0) = /Q u(@)o(z)dz

e norma induzida

] = / jua) Pd.

Teorema 1.0.1. (Desigualdade de Hélder). Sejam f € LP(Q2) e g € LiY(Q) com p, q
satisfazendo 1 < p, ¢ < oo e ]lu—l— % = 1. Entdo o produto |fg| € L'(Q) e

/Q F@)a@)lde < [1fl] 9]l (L1)

21
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Ver [9]. Quando p = ¢ = 2, temos a desigualdade de Cauchy-Schwarz.
Seja o = (g, a9, ..., ) € N, & = (21, 29,...,2,) € R", |a] = > 7, a;. Denotemos por

D® o operador derivada da ordem |a|, que é definido como

D* = o .
0z 0xg? - - - Qxon
No caso a = (0,0,...,) se define D*u = u. Assim, com estas notagoes se define o espago

Wm™P(Q) como
Wm(9) = {u € (), D € L7(Q), |o] < m},

onde a derivada é considerada no sentido das distribui¢oes definidas no espago C§°(£2). O

espago W™P(Q)) dotado da norma

ik = 3 [ 10u@)pds

la|<m

¢ de Banach e é chamado o espago de Sobolev de ordem m. O espago de Banach W;""(Q)
é formado pelo fecho de C§°(€2) no espago WP(2) ou seja

m, oy Ul
Wo p(Q) = Co (Q) )

e no caso p = 2, W™2(2) é um espago de Hilbert com produto interno

(U, V)2 = /DO‘ x)dzD%(z)dz. (1.2)

|a|<m

E usual notar W™2(Q) e W7"*(Q) como

Wm2(Q) = H™(Q) (1.3)

W (9) = Hy'(9). (1.4)

Teorema 1.0.2. (Imersoes de Sobolev). Seja Q C R™ um aberto limitado com fronteira

0f) de classe C™. Sejam >1 el <p < oo, as sequintes imersoes sao compactas:

<13

1. Se i —2 >0, entao W™P(Q) — LT (Q), Vq€[p,q*], onde qi* =

p

=
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2. Se 119 — =0, entao W™P(Q2) — L), Vq € [p,o0).
3. Se % — 2 <0, entio W™P(Q) — L*(Q). Neste caso W™*(Q) < C*¥(Q) onde
k=|m-—2].

p

No caso n = m = 1 temos W'P(Q) C C(Q), isto ¢, eviste uma constante ¢ que
depende de Q e p tal que ||ul||p~ < c||ul|wrp. Além disso a imersao é compacta.

Particularmente tem-se W'P(Q) C LP(Q2) com imersao compacta para 1 < p < oo.

Prova. Ver [1]. O

Teorema 1.0.3. (Desigualdade de Poincaré). Seja 2 um aberto limitado do R™ e 1 <

p < 00. Entao existe uma constante positiva c, que depende unicamente de Q0 e n tal que
lullzr) < ol Vulli@),  Yu € WP (9). (1.5)

No decorre do trabalho vamos utilizar frequentemente esta notacao para indicar a constante

de Poincaré: c,.

Observacao 1.0.4. Se u se anula numa parte aberta da fronteira de ), entao a desigual-
dade de Poincaré também € vdlida.
Em H}(Q) temos que a expressiao ||V(-)||12¢) define wma norma equivalente ¢ norma

|- 1)
Abaixo, duas desigualdades frequentemente utilizadas neste trabalho.
Lema 1.0.5. (Desigualdade de Young). Sejam 1 < p,q < oo com % + % = 1. Entao

P
ab<®+Z ab>o0. (1.6)
p q

Lema 1.0.6. (Desigualdade de Young 2). Sejam 1 < p,q < oo com % —{—% =1lee>D0.

Entao
ea?  C.b?
ab < — +
p q

, a,b>0. (1.7)

com C, = (ep) pq .

Como ferramenta na solucao de equagoes diferenciais parciais temos a féormula de

Green que no caso de dimensao 1 é a formula de integragao por partes.
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Teorema 1.0.7. (Formula de Ostrogradsky-Gauss).
Seja Q um aberto limitado de classe C* e T a sua fronteira. Seja F' uma funcao de classe

CY(Q2) com valores em R™. Entdo

/ div(F(z))dx = /F(m) -n(x)dl, (1.8)
Q r
onde n(x) € o vetor unitdrio normal exterior a T' no ponto .

Corolario 1.0.8. (Fdrmula de Green).
Seja Q um aberto limitado de classe C. Entdo para todas as fungoes u € C*(Q) e v €

CY(Q2) temos

ou
/QAu(x)v(x)dx = A %(x)v(x)dF - / Vu(z) - Vo(z)de, (1.9)

Q

onde 9% (x) = Vu(z) - n(z) isto € a derivada normal de u.

Semigrupos e outras resultados.

Definicao 1.0.9. Seja X um espaco de Banach. Uma familia parametrizada de ope-
radores lineares limitados T(t) : X — X, onde 0 < t < oo, é chamada Semigrupo de

Operadores Lineares Limitados em X se
1. T(0) = I onde I € operador identidade em X.
2. T(s+1t)=T(s)T(t) para todo t,s > 0.

Definigao 1.0.10. Um semigrupo T'(t), 0 <t < oo de operadores lineares limitados em

X € dito Semigrupo Fortemente Continuo de operadores lineares limitados se

lim T(t)xr =x  para todo = € X.

t—0t

Todo semigrupo fortemente continuo serd chamado semigrupo de classe Cy ou Cy—semigrupo.

Definigao 1.0.11. A € o gerador infinitesimal de um Cy—semigrupo, T(t), se

L T —2  d'T()x
Az = tl—lg}" ; i li=0, para todo x € D(A),
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onde D(A) é o dominio do operador A definido como

T(t)x —

D(A)={zr e X : lim ° existe}.

t—0t+

Definicao 1.0.12. Um operador linear A definido em um espaco de Hilbert H, com

produto interno denotado (-,-), € dito dissipativo se para todo x € D(A),
Re(Ax,z) < 0.

Defini¢ao 1.0.13. Um semigrupo T(t), com 0 <t < 0o, de operadores lineares limitados

em um espago de Hilbert H ¢ dito semigrupo de contragoes se
T (O)||emy <1, para todo t > 0. (1.10)

Definicao 1.0.14. Um Cy—semigrupo T(t) € dito exponencialmente estdvel se existem

constantes w > 0 e M > 1 tais que
T ()| < Me™,  para todo t > 0. (1.11)

Teorema 1.0.15. Um operador linear (nao limitado) A € o gerador infinitesimal de um

semigrupo de contragoes, T(t), t > 0 se, e somente se,

1. A € um operador fechado e D(A) = H.

2. O resolvente p(A) de A, contém R e para todo X > 0,

|R(X; A <

> =

Ver [30] para demonstragao.
Teorema 1.0.16. Seja A um operador linear com dominio denso D(A) em H.

1. Se A € dissipativo e existe um Ao > 0 tal que a tmagen de \gI — A € todo o espago
H, isto € R(A\oI — A) = H, entdao A € o gerador infinitesimal de um Co—semigrupo

de contracoes em H.

2. Se A € gerador infinitesimal de um semigrupo de Cy—semigrupo de contragoes em

H, entao R(AI — A) = H para todo A > 0 e A é dissipativo.
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Ver [30] para demonstragao.
Corolario 1.0.17. Seja A um operador linear (nao limitado) densamente definido em

H, espago de Hilbert. Se A é dissipativo e 0 € p(A), entdo A é o gerador infinitesimal de

um semigrupo de contragoes T(t), t >0 em H.
Ver [30] para demonstragao.

Teorema 1.0.18. Seja S(t) o Cy-semigrupo de contragoes no espago de Hilbert H, e
seja A o gerador infinitesimal do semigrupo. Logo S(t) € exponencialmente estdvel se e

somente se

iR C o(A) (1.12)

T [[(IAL = A) | < o0 (1.13)
[A] =00
se satisfazem.
Ver [31] para demonstragao.

Teorema 1.0.19. Seja (S(t))i>0 um Co—semigrupo num espago de Hilbert H com gerador
A e tal que iR C p(A). Logo para o > 0 fizo,

G = A) M|y = O(AI%), A= o0
se e somente se (1.14)

IS A ey = Ot =), t — oc.

Ver [7] para demonstragao.

Sobre operadores em espagos de Banach. Resolvente e outras de-
finicoes.

Proposigao 1.0.20. Seja A um operador fechado, A : D(A) — X, X espago de Banach,

e suponha que A™' : X — D(A) existe. Logo o(A) C onde o € o espectro do

1
o(A-1)
operador. Note que no caso de A1 ser um operador compacto, o espectro de A, o(A), é

o espectro pontual.

Proposigao 1.0.21 (Critério para resolvente compacto). Seja A em um espago de BanachX,

com conjunto resolvente nao vazio, p(A) # (0. Entdao A tem operador resolvente compacto,
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R(\, A), para todo \ € p(A), se, e somente se, a imersao canonica i : (D(A),||-]|la) = X

€ compacta.

Definigao 1.0.22. Um operador (A, D(A)) nao linear, em um espac¢o de Hilbert H, é
dissipativo se

(A.%'l — AZ'Q,Il — .%'2) S O, V.I'l, To € D(A) (115)

No caso do espaco de Hilbert complezo
Re(Axy — Ay, xy — 29) <0, Vay, x5 € D(A). (1.16)

Definigao 1.0.23. Seja A um operador com dominio D(A) e imagem R(A). Um operador
A:D(A) C X — X* com X espago de Banach e X* espago dual, é mondtono se o grafo

do operador A satisfaz
(Il — ZEQ,AIl — AIQ) >0, VZL’l, To € D(A) (117)

Um operador A : D(A) C X — X* é maximal mondtono se seu grafo nao esta contido

propriamente contido em outro subconjunto mondtono do X x X*.

Defini¢ao 1.0.24. Um operador A : D(A) C X — X* com X* espa¢o dual, é hemicon-

tinuo se para todo x,y € X,
w — lim A(z + \y) = Az, (1.18)
A—0

com w — lim limite fraco. A se diz coercivo se

lim (z, — 2°, Ax,)||z,|| " = o0, (1.19)
n—oo
para algum 2° € X e para todo x, € D(A) tal que lim,, o ||2,|] = co.

Teorema 1.0.25. Seja X um espago de Banach reflexivo e A : X — X* um operador

mondtono e hemicontinuo. Logo B é maximal mondtono em X x X*.

Corolario 1.0.26. Se A : X — X* € um operador mondtono, hemicontinuo e coercivo

em um espaco de Banach reflexivo, entao A € sobrejetivo.

Demonstracao. Ver [4].






Capitulo 2

Sistema Termoelastico Tipo 111.

2.1 O modelo

Neste Capitulo apresenta-se alguns resultados sobre o sistema termoeléastico com lei de
fluxo chamada do tipo III. Esta lei faz parte dos modelos de fluxo de calor propostos por
Green e Naghdi em [I8]. Inicialmente, descrevemos algumas caracteristicas do sistema. O
sistema termoeléstico Tipo III é um sistema acoplado de cardter hiperbolico-hiperbélico.

Em comparagao com o sistema Termoelastico Classico, ver (0.3)-(0.4) e (0.8), onde o fluxo

de calor obedece & lei de Fourier i.e

que fornece ao sistema o carater hiperbolico-parabélico, no sistema Termoelédstico Tipo

11, a lei que descreve o fluxo de calor é dada por
~ ¢
q(z,t) = —aVo(x,t) — bV/ 0(z,s)ds, (2.2)
to

que dé ao sistema um carater puramente hiperboélico. Esta reformulacao do fluxo de calor
tenta resolver o problema de propagacao infinita do calor que apresenta no sistema ter-
moeléstico classico e ¢ devido a Green-Naghdi em [I8]. De fato, neste artigo se faz uma
reformulagao do modelo termoelastico, e se apresenta trés relagoes para o fluxo de calor
dando origem a trés sistemas termoelasticos conhecidos na literatura como termoelastico
tipo, I, II e III, ver secao 8 de [I8]. O caso do modelo termoelastico tipo I linear corres-

ponde ao modelo termoelastico classico, i.e, o fluxo de calor obedece a lei de Fourier. O

29
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modelo termoelastico tipo II tem energia caracterizada por ser nao dissipativa diferente-
mente do modelo termoelastico tipo III, fazendo deste tltimo modelo interessante para o

estudo do tipo de decaimento que apresenta a energia do sistema.

Como tem-se dito anteriormente, no modelo termoelastico classico descrito em ((0.3])-(0.4])
e substitui-se a lei de fluxo de calor de Fourier para ¢, pela formula (2.2) com o qual

concluimos, salvo constantes,
ay — YAay — cAa + ddiv(uy) = 0, (2.3)

onde

a(x,t):/ 0(z,s)ds. (2.4)

to

Uma versao frequentemente utilizada por outros autores é dada derivando com respeito
a t nesta ultima equacao. Assim, em forma geral, o sistema termoelastico tipo III com

condicoes iniciais e de fronteira se define como

u — pAu — (pn+ A\)Vdiv(u) + VO = 0, (2.5)

Qtt — ’yA@t —cAf + 5di?)(utt) = O, (26)

para um dominio 2 C R" limitado e com fronteira I' = 02 regular e dados

u(z,0) = u(z), v'(2,0) =ul(x),  condi¢oes usuais da termoeldstica
a(z,0) =0, condig¢ao pela lei tipo 11, (2.7)
u=1u, oa=aq, em I,

onde 4 e & sao func¢oes dadas, definidas na fronteira I'. A func@o « definida anteriormente
faz parte das funcoes bésicas utilizadas para descrever os sistemas termoelasticos tipo I,

IT e IIT definidos em [I§].

Como foi mencionado na Introdugao, o sistema termoeléstico classico em dominios li-



2.1. O MODELO 31

mitados tem sido estudado intensamente nos ultimos anos, contudo no caso do sistema
termoelastico tipo III conhece-se muito pouco. Depois da publicacao dos trabalhos de
Green e Naghdi, varios autores obtiveram alguns resultados concernentes a unicidade e
inestabilidade das solugoes [306] 132 [34], estabilidade estrutural [33]. Em [45] se estuda o
comportamento da energia, para o sistema termoelastico linear de tipo III para o proble-
ma de Cauchy em 2 = R” ou em dominios limitados 2 C R", com n = 1,2, 3 e com
condicoes de Dirichlet na fronteira usando o método da energia e método espectral. Em
[35] se estuda a estabilidade exponencial de solugbes para a termoelésticidade linear tipo

1T com diferentes condi¢oes de fronteira pelo método de energia e método espectral.

Seguindo as ideas introduzidas em [46] para a equagdo de onda, e que sdo utilizadas
também em [27] para o sistema Termoelastico, onde se incorporam condigoes de fronteira
dissipativas com objetivo de obter estabilidade exponencial em dominios limitados, vamos

estudar o seguinte sistema termoelastico tipo III com dissipacao na fronteira.

Seja 0, um dominio em R", n > 2, limitado, aberto e com fronteira I' de classe C?
composta de duas partes, I' = I'y UT's. Os conjuntos I'; e I'y serao determinadas da se-
guinte forma. Seja xo um ponto em R", m(z) =z — xy e v(x) = (vi(x), - ,vy(x)) um
vetor normal unitario exterior & I' no ponto x € I', e defina-se
[y(xg) ={z €l :m(z)- v(zx) <0}, 2.8)
[o(zg) ={z €T :m(z)- v(x) >0},

com a notagao, I';(xg) = I';. Nestas condigoes, seja o sistema termoelastico do tipo 111

pu”" — pAu— AN+ p)Vdiv u+ Ve = 0 em Q x (0,00), (2.9)

ca” — kAo — bAa+ Bdiv v’ = 0 em € x (0,00), (2.10)
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/

com notagao ' como a derivada de com respeito a variavel ¢, e condigoes inicias e de

fronteira

(o = 0, u(z,0) =u’(z), v'(x,0) =u'(z),

a(z,0) = a%(z), o/(z,0) = al(x) em €2,
a=0 em I x (0, 00), (2.11)
u=0 em I'; x (0, 00),

L ug—ﬁ + (A + p)div(u)y +am-vu+m-vg(u') =0 em 'y x (0,00),

onde a fun¢do a = a(x) é ndo negativa em I'y satisfazendo

a € CY(Ty), (2.12)

g= (g1, , ) € (CHR™)™ (2.13)

Além disso, A e p1 sdo chamadas as constantes de Lamé e satisfazem a equagao (0.7). Para
nosso estudo é importante redefinir a constante no termo final divu’ da equacao ([2.10))
de forma que seja igual a constante 5. Por isso encontramos redefinidas as constantes
de em comparagao a equagao . A constante [ é o parametro de acoplamento
relacionada com o coeficiente térmico, b > 0 é o parametro de conductividade térmica,
¢ > 0 o calor especifico e k£ > 0 o parametro dado pela teoria de tipo III. Na se¢ao seguinte
se apresenta os resultados de estabilidades para nosso sistema termoelastico tipo III com

dissipacao na fronteira nao linear.

2.2 Resultados Principais

O objetivo geral é estimar a taxa de decaimento da energia para o sistema termoelastico
tipo III, —. Vamos ver que este resultado, como acontece para sistemas com
este tipo de condic¢oes de fronteira, entre eles por exemplo os problemas estudados em
[46] e [27], depende principalmente das condig¢oes de fronteira, especificamente da parte
dissipativa nao linear definida pela funcao g e que intervém na parte elastica do sistema.
Antes de apresentar o resultado principal para o sistema, vamos dar algumas defini¢oes

que serao frequentemente utilizadas no Capitulo.
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Seja 2 o dominio indicado anteriormente e I' a sua fronteira. Seja H™(2) com m € R e

H"(©) com m > 0 como em (1.3)) e (1.4). Se define

Hp () ={we H'(Q) : w =0 sobre I'1 }, (2.14)

com I'; como em (2.8). O espago (H} (2))" ¢ um espago de Hilbert, com produto interno

e norma definidos como

(u, v)(H%l(Q))n = /ﬂ[,uVu - Vo+ (A + p)(div(w))(div(v))]dz + /r am - vu-vdl', (2.15)

B oy = [Vl O+ pldio@ Py + [ amevlaPar, 1)
L Q I
onde v(z) = (v1(x), -+ ,vu(z)) € um vetor normal unitario exterior & I" no ponto = e
os operadores V e div sdo como em |WD Pode-se mostrar que a norma || - [|g1 (o)~ €
1

equivalente a norma usual induzida por (H'(Q))", ver [26] e [27]. Seja R e ao definidas

Ccomo

n

R = max fm(x)| = max | > (i — )2 (2.17)
z€Q € el
ag = gréeg(a(x). (2.18)

Alern disso, seja v a menor constante positiva tal que

WP < 2 [l gy Y € (HY ()7 (2.19)
Ty !

A seguir se enuncia o resultado de estabilidade exponencial, Teorema [2.2.1] cuja demons-

tracao seréd estabelecida logo apds da prova de existéncia e unicidade global do sistema

([2-9)-(2-11)), no Teorema [2.3.4]
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Teorema 2.2.1. Seja I' =1y UT'y definidas por (@ tal que

Iy ATy =0 (2.20)
I'y#0 ou alx)#0. (2.21)

Além disso, suponha as sequintes condi¢oes para a fun¢ao g

0 = g(0), (2.222)

0 <[g(u1) — g(u)] - (ug — us), Vug,us € R",  (2.22b)

Eylul* < g(u) - u YueR™  com |u| > 1, (2.22¢)
EplulP™ < g(u) - u, Vu € R"  com |u| <1, (2.22d)
kolup — us| > |g(uy) — g(us)], Vuy,ug € R™ com |uy —ug| > 1,  (2.22¢)
koluy — ugl® > |g(uq) — g(us)|, Vuy,ug € R" com |up —ug| <1,  (2.22f)

para ki, ko >0 ep>0ecom0<j3<1 logo,

1. Se p = 3 = 1 temos estabilidade exponencial para o sistema @- isto ¢,

existem M > 1 e w > 0 independente do dado inicial (u®,u',a®, ab) tais que

E(t) < ME(0)e ™, Vt>0. (2.23)

2. Se p+ 1> 23, temos estabilidade polinomial, isto é, existem 5’ >0 ew >0 tais que

BE(t) < 2E(0)B[1 + =275 (2.24)
__ dE°(0)
“ = 21+ dCE*(0) (2.25)
e 3= ! 2.26
b= a=acE o) (2.26)

A seguir, na segao veremos a boa colocagao do sistema. Finalmente, na segao [2.4],

a prova de estabilidade do sistema.
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2.3 Existéncia e Unicidade

Para estabelecer o resultado de existéncia e unicidade global para nosso sistema usaremos
técnicas de semigrupos nao lineares. Para isto, comecamos definindo o espacgo de fase de
energia H e operadores auxiliares que permitem reescrever - como um pro-
blema de Cauchy na teoria de semigrupos nao lineares visto que entre eles definiremos por
exemplo, o operador nao linear que denotamos por B e esté associado com a dissipa¢ao

nao linear na fronteira.
Seja o espaco de Hilbert
H = (Hp, (2))" x (L*(2))" x Hy(92) x L*(%), (2.27)

com produto interno e norma em H, dada a partir da energia do sistema (2.9)) - (2.11)),

como

((u1,v1, 1, C), (U2, V2, Qg, C2)>H = /[Pvl g + Vg 'V_U2+ (A 4 p)div(uy)div(uz)
Q

+ (1o + kVay - Vag]dr + / am - vuy - Ugdl,

I
e
I(u,v,0,Q)lF, = /[plv|2 + [ Vul? + (A + p)|div(w)[? + c|C]* + k[ Val?]da
Q
+/ am - v|u|*dT, (2.28)
I
= Hu||?H11,1(Q))” + pHUH%LQ(Q))" + CHCH%?(Q) + k||04||§{3(9),

respectivamente.

Observagao 2.3.1. Note que a varidvel « € Hy(2) e, para simplificar, vamos normalizd-
la dado que isto nao influencia o andlise da boa colocag¢ao do sistema, assim tomamos a

norma como

||04||§{3(Q) :/Q|V0é|2d$- (2.29)
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Operador nao linear.

Definimos o operador nao linear B da seguinte forma

1
(Bu,v) = o) m - vg(u) -vdl', Vu,v € (Hp (Q))" (2.30)

Assim temos o seguinte resultado.

Lema 2.3.2. Suponha que a funcio g € (C(R™))™. Suponha que existe uma constante

c>0eum o >0 tais que para qualquer u € R™ temos

o) < e[l + |u|n/(n72)]’ n> 3, (2.31)
glu)l = )
e[l + |ul?], n=2,

entdo, o operador B se define de (Hp ()" injetivamente em [(Hp (2))"]). Além disso,

B ¢ hemicontinuo, isto é

lim(B(u' + tu?®),v) = (Bu',v) (2.32)

t—0

para todo u', u?, v e (H (Q))™

Prova. Ver prova em [27]. O

Observagao 2.3.3. Note que, das condigoes (2.22d), (2.22d) e (2.22}) do Teoremal[2.2.1)
temos que a funcao g satisfaz e portanto o operador B satisfaz .

Boa colocacao do sistema

Para descrever o problema de Cauchy associado ao sistema, vamos utilizar as equacoes

(2.9)-(2.10) da seguinte forma. De (2.9) multiplicando por v € (H} (22))" e integrando
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em ) temos

0 = /(pu — pAu — (A + p)Vdiv u+ Va') - vdx
= /pu ~vdr — /— vdl — )\—{—u)/rv-l/dz'vudf‘
+ /Q(uVu Vo + (A + p)div(v)div(v))dx + /Q Va' - vdr
= /qu” ~vdx + /F am - vu - vdl' + /Q(,uVu -V + (A + p)div(u)div(v))dz

+ [ m-vg(u) - vdl + B/ Va!' - vdz,
Q

Iy

onde os operadores A, V e div sao definidos em 1@} eVa = (2> R

, 8x <), Desta forma

podemos escrever em termos da dualidade (, ) HY (@) (L (@) © seguinte resultado,
0= (u",v) + (Au,v) + (Bu',v) + (Spc!, v), (2.33)
sendo A : (HE ()" — [(H},(22))"]" 0 operador definido como
(Au,0) = (V) oper € (@) (2.34)
B como (2.30) e o operador Sy : Hj(Q2) — [(H}, (22))"] definido como

(Soc,v) = g(v&,,U)(LQ(Q))n7 o € Hy(Q). (2.35)

Assim, de (2.33)) obtemos
v + Au+ Bu' + Sy = 0. (2.36)

Procedemos de forma similar em (2.10)). De fato, multiplicando por v € H}(Q) temos
0= /(ca" — kAo — bAQ' + Bdiv u') - vdz,
Q

assim

Oé” + k‘SlOK + bSlOé/ + ﬁSQU/ = 0, (237)
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com Sy : HY(Q) — H1(Q) definido como
(S16,v) = (Vo Vo, 6 € HY(Q), (2.38)

e Sy (HE ()" — H™ () definido como
(Sou/,v) = %(div U, )2, U € (Hp ()™ (2.39)

Desta forma, podemos definir para ® = (u, v/, a, ') € H, o operador A : D(A) C H — H
como

AP = (—u, Au+ Bu' + Spd/, —d/, kS1a + bS1a’ + 3Su'), (2.40)

com D(A) C H a determinar posteriormente. Logo o sistema (2.9)) - (2.11) pode ser

escrito como um problema abstrato de Cauchy da forma

®+ AP =0, >0,
(2.41)

©(0) = (u’,ut, 0’ at),

com D(A) C H. Da defini¢ao dos operadores A, B, S;, i =0, 1,2, podemos dar explici-

tamente o dominio D(A), do operador nao linear A, assim obtemos:

DA) ={(u,w,a,() € H : Au,w,, () € H}
(2.42)

={(u,w,,¢) € H:w e (H}, ()", Au+ Bw € (L*(Q))",¢ € Hy(Q)}.

Segue pela teoria de semigrupos nao lineares o seguinte resultado.

Teorema 2.3.4. Sejam Ty e 'y definidos em (2.8) tais que e sejam vdlidos.
Além disso, seja g satisfazendo (2.22d), (2.220) e (2.31]). Logo, para qualquer dado inicial

(u®,ut,a at) € H, o sistema (2.9)- tem uma tinica mild solution satisfazendo

(u, ', o, ) € C([0,00), H). (2.43)
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O Teorema utiliza a teoria de operadores nao lineares estudada no Capitulo 3 de

[4] e a prova se deduz com os seguintes lemas.

Lema 2.3.5. Suponha g satisfaz (2.22d), (2.228) e (2.531) logo o operador —A ¢é m-

dissipativo.

Prova. Seja (uy,wy,a1,(1), (ug,ws, az,() € D(A), logo pela definicdo da norma em H

temos

* = R€(<A(U1,w1,041:§1) - A(Uz,wmaza@), (Ul,wl,@bCl) - (U2,w27042,C2)>H)
= Re(<w2 — Wi,Up — u2>( ( D + p(A(ul — UQ) + B(w1 — U)Q) + SO(Cl — Cg), w1 — w2>(L2(Q))n
—k(G — Gy a1 — @) (o) + c(kSi(ar — a2) + 051(G — G) + B2 (w1 — w2), (1 — &) r2());

das defini¢oes da norma (Hp (€2))" e dos operadores A, B e S;, i = 0,1, 2 concluimos

* = Re( [o [V (wy — wy) - V(uy = ug)+ (A + p)div(wy — wy)div(uy — us)]da
+ sz am - v(wy — wy) - up — ugdl
= JoluV (ur = uz) - V(ws —w1) + (A + p)div(uy — ug)div(wy — wr)
B9~ ) - Tl fy, am (o — ) i
+ o, mvg(wy — ws) - (wy — wa)dl + [ [=kV (¢ — G) - V(o — an)
+EV(ay — ag) - V(G — &) + bV(G = &)P + Bdiv(wy — wy) (¢ — G)]d,

e finalmente, pela formula de Ostrogradsky, (1.8)), de (2.22a) e (2.22b]) obtemos

Assim, concluimos a dissipacao do operador —A.

Vejamos agora a maximalidade do operador. Mostremos que (I + A)(D(A)) = H, isto é

dado (f1, f2, f3, f1) € H mostremos que existe solugao (u,w,«, () € D(A) para o sistema

u—w=f, (2.44)

w + Au + Bw + So¢ = [, (2.45)
a—C=fs, (2.46)

C+ Sia+ bSi¢ + BSsw = fy. (2.47)
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Usando ([2.44)) e (2.46)) obtemos v = w + f; e a« = ( + f3, logo solucionar o sistema
(2.44)-(2.47)) é equivalente a solucionar

w+ Aw + Bw + 50¢ = fa — Af1,
C‘i‘ SlC—i-bSlC—i—ﬁSQw = f4 — Slfg

(2.48)

para w € (H ()" e ¢ € Hy(Q). De fato, se temos solugao de (2.48) e posto que
fi, we (HE ()", ¢, fz€ Hy(Q), foe (L*(Q)" e fie L*(Q) temos

So¢ € (L) e Au+ Bw = fo —w — So¢ € (L*(Q))",
assim o vetor (u,w, a, () pertence a D(A).
A seguir, para resolver , definimos o operador O da forma:
O« (Hy, ()" x Hy(Q) — [(Hp, ()" x H(Q) (2.49)
tal que
O(w, ¢) = (pw + pAw + pBw + pSy(, ¢ + ¢S1¢ + ¢bS1¢ + ¢ Saw), (2.50)

assim, mostramos que operador O é sobrejetivo, provando que satisfaz as propriedades de

monotonia, coercividade e hemicontinuidade, ver [4].

Monotonia do O: seja F' = (H} ()" x H(S2), entdo temos:

(O(w', ¢') = O(w?, ¢?), (w', ") — (w?, ) ,r
= (p(w'
+p(Bw' — Bw?, w' —w?)m @)y, @y + P(S0(C = )y wh = w) i @y, @)
el = G, G = G ) ava.mi@) T (S =3, G = G ) ra)mi @

+Cb<Sl(C1 - 42)7 ¢t - C2>H*1(Q),H01(Q) + 05<52(w1 - wg)a ¢t - C2>H*1(Q),Hé(ﬂ)a

2 1 2 1 2 1 2
— W), wh = w )t @)y, @ AW = AW wh =) @y, @)
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e segundo a defini¢ao dos operadores ([2.30)), (2.34)), (2.35) e (2.38)) e (2.39)) concluimos

<O(wlv Cl) - O(w27 CQ)v (w1> Cl> - (w2’ C2)>F’,F > 0. (2'51)

De forma anéloga mostramos a coercividade do O, utilizando (2.22a)) e (2.22b)), e visto

que

<O<w7 C)a (w7 C)>F’,F - p<w? ’LU> + p<Aw7 w) + p<Bw>w> + <pSOC7w>
+c(C, Q) + (516, ¢) + eb(51¢, ¢) + cB{div(w), ¢)
> ||w||? L @)n + Cb“C“?qé(Q)-

Finalmente se deduz a hemicontinuidade do operador O devido ao Lema [2.3.2] e que os

operadores A, S1, Ss, sao claramente hemicontinuos, isto é

fim (O[(w", ) + t(u, ). (10, C)) .
= Ilfi_{ré(p(wl + tw?, w) + p{A(w! + tw?), w) + p(B(w' + tw?), w) + (pSo(¢* + t¢?), w)
+e(CH 162, C) + e(S1(¢H +1¢%), Q) + eb(S1(Ch +1¢?), ¢) + eB(Se(w' + tw?), )

= (0w, "), (w, ),

para (w', ('), (w? ¢?), e (w,¢) em (Hp ()" x Hj(). Desta forma o operador O é
sobrejetivo, logo o sistema ([2.48]) tem solugao e finalizamos a prova do Lema, concluindo

—A é m-dissipativo. O
Lema 2.3.6. Suponha e além disso g satisfaz , logo D(A) € denso em H.

Prova. Para mostrar que D(A) é denso em H, definimos o seguinte conjunto auxiliar

D ={(v;,v0,v,01) EH: v € (HAQ)NHL(Q)", vy € (HHQ)",

vs, v € HAH(Q) N HY(Q), pd2 + (A + p)div(v)v +am - vv; =0 em T},

e mostramos as seguintes duas propriedades: D C D(A) e D denso em H. Para esta
tltima propriedade, devido as densidades de (C§°(€2))™ em (L2(2))" n > 1, basta mostrar

a densidade de D em H mostrando a densidade na primeira coordenada, isto é, em
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(HE, ()™ Desta forma seja

W ={we (H*Q)NHL (Q)": p2% + (A + p)div(w)v + am - vw = 0 em T}

¢ mostremos que W é denso em (H} (2))". Seja v € (H} (Q2))" tal que

(v,w)(HI;l(Q))n =0, para todow € W.

Pela teoria de regularidade eliptica, para todo f € (L*(€2))" fixo, o problema eliptico

—puAu — (A + p)Vdivu = f em )
u=>0 em I'y

pSt + (A + pdiv(u)y +am-vu=0 emTy,
possui uma solucao u € W. Desta forma, tendo as igualdades
(f, U)(L2(Q))n = (U, /U)(Hlll(ﬂ))n == 0,

se segue que v = 0. Logo, pelo teorema de Hanh-Banach, W ¢ denso em (H} (2))".

A inclusdo D C D(A) é satisfeita pelo seguinte resultado. Seja (v, ve, v3,v4) € D, entao
vy =0em I evy € (H*(Q)NHE ()" Seja w € (HE ()", entdo pela condigio (2.22al),
defini¢do dos operadores A, B e sendo A+ B € [(Ht, (22))"], temos

1
(Avy + Buy,w) = ;(vl, w) @ @y + [ m-vg(v2)wdl
1 s
1
1 1
= - / am - voqwdl + — /(,uVme + (A + p)div(vy)div(w))dx
P Jr, P Jo
1
= - /(MAvl + (u+ N Vdiv(vy)) - wdz.
Q

Como v; € (H?(2))" temos que existe uma constante C' > 0, e dada (2.52)), a constante
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depende de vy, tal que

Sendo (C§°(€))™ denso em (L*(Q2))" temos que Avy + Buy € [(L*(2))"] e pela igualdade
e teorema de Riesz, Av; + Buvy € (L*(Q2))™. Do anterior tem-se a densidade D(A)
em H.

Dos resultados dos Lemas [2.3.5] e pela teoria de semigrupos de operadores nao
lineares, ver [4], temos o resultado do Teorema [2.3.4] ]

2.4 Estabilidade.

Nesta se¢ao mostra-se o resultado de estabilidade do sistema associado a -
quando ¢ — oo, apresentado no Teorema [2.2.1] Vamos mostrar como o decaimento ex-
ponencial ou decaimento polinomial da energia depende das condi¢des na funcao g. Este
proposito serd obtido utilizando as técnicas do método de Lyapunov. A principal ideia

do método é encontrar um funcional que permita chegar as conclusoes desejadas.

Para iniciar com o método de Lyapunov, definimos a energia do sistema como sendo,

1
E(t) = —/ (Pl [? + p|Vul® + (A + p)|divul|® + c|o/[Pdz + k|Va|?) dz
0

2
(2.54)
1
+—/ am - v|u|*dl,
2 Jr,
a qual satisfaz
d
—E{t)=— [ m-vg(u)udl — b/ Vo |*dz. (2.55)
dt I Q

Observe que das condigbes do Teorema [2.2.1) g(u) - u > 0 assim temos que a energia é
descrescente. Para a prova deste Teorema consideremos a seguinte notagao. Denotando

por (-,-) (respectivamente || - ||) o produto interno em L?(Q)" (a norma em L2(Q2)"),
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introduzimos os seguintes funcionais

F(t) = /Q[qug(m -Vu;) + (n — 1) (puiu;) + e’ + S\VQP + B(div(u)a)|dz  (2.56)

V(t) = E(t) + d[E(t)°F(t), (2.57)

com d e o a determinar-se posteriormente.

Como podemos encontrar em [46], o funcional F é utilizado em sistemas que envolvem
equacoes de onda com dissipacao na fronteira e os funcionais do tipo V' (t) sao frequente-

mente utilizados em dissipagoes nao lineares na fronteira.

A prova do Teorema [2.2.1] sera feita através de varios lemas. Dos Lemas, podemos dizer
brevemente que o Lema se centra em aplicar identidade de Green e propriedades
geométricas de I' descritas em , e no caso do Lema estabelecemos conclusoes
que dependem fortemente das condigoes de fronteira . Inicialmente vejamos que o

funcional F'(t) é equivalente com a energia E(t).

Lema 2.4.1. O funcional F(t) definido por , verifica
(1) < CE() (2.58)

com C > 0.

Prova. Sejam Cj e ¢, as constantes de Poincaré para as variaveis u e o respectivamente,

e R como em (2.17). Entao temos
b
|F(t)] =| /[qu;(m -Vu;) + (n — 1) (puju;) + e’ + §|Voz|2 + B(div(u)a)]dx|
Q

(n—1)

plVus|?

1 R2
<! / 2plul? + 207 Vel + (n — D)ol + Co
2 Jq K
+elo!|? + e (§ + g + DRIVal + 55y (A + p)|divul’]de

< CE(t)
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R2 n— C
onde €' = max{(2+ (n — 1)p), (202 + Co=1) (£ + 5= + 2), 525 O

Observacao 2.4.2. Da desigualdade ¢ facil mostrar que o funcional V (t) satisfaz
(1=CdE°(t))E(t) <V(t) < (14 CdE’(t))E(t). (2.59)
Lema 2.4.3. Seja o funcional F(t) definido por , entao

F'(t)y=p [ |[uf|>m - vdl —2E(t) + / am - v|ul*dl + / w|Vug)*m - vdl
I's

T2 I

+(A+p) [ |div(u)*m - vdD
I

—(n—1) / [am - v|u|® +m - vg(u') - uldw — / w|Vu;*m - vdl (2.60)
FQ FQ

—(A+ ,u)/F \div(u)|*m - vdl — 2/F lam - vu; +m - vg;(u')](m - Vu,)dD

—2/ﬁaa (m'Vui)dx+n/Ba’div(u)dw+2/c|a’|2da:.

Prova. Primeiro note que

4 (/ pu’-udm) = / pu"-udx+/p\u’|2dx, (2.61)
dt \Jg Q Q

Além disso, de (2.9) temos

/ pu - u dr = / (nAu+ X+ p)Vdiv u — fVa') - udz. (2.62)
[9) Q

Lembrando a defini¢ao , vamos omitir a notagao de somatoéria no decorrer das provas.

Usando formula de Green tem-se as seguintes expressoes para os termos na direita de (2.62)

/Au~udx:/Vui~Vu¢dF—/ |Vu;|*de, (2.63)
Q r Q

/Q Vdiv(u) - udz — /F div(w)u; - vl — /Q (div(u)[2dz. (2.64)



46 TERMOELASTICA TIPO III

Assim, de (2.61) e (2.64) temos

4 (/ pu’-udw) :/p|u’|2da:—//L|Vui|2dx+/uVui-Vuz-dF
dt \ Jo Q Q r

—(A+p) /Q \div(u)*dx + (A + p) / div(u)u - vdl (2.65)

r
—/BVO/ ~udx.
Q

Por outro lado, note que

1
4 / wy(m - Vu;)dx | = /[ui’(m -Vu;) — E|u;|2]dan + = / |u}|*m - vdT, (2.66)
dt \ Jq o 2 2 /.

pois

/u;(m - Vu)dx /(u;m) -Vuidr = / div(Ju|*m)dr — / widiv(um)dx
Q

Q

f|u2|2m-ydf—nf|ug|2dx—/u;(m-Vu;)da:.
r 0 0

Além disso, como

p/ u" - (m-Vu) de = /(,uAu + (A + p)Vdiv u — V') - (m - Vu) dz, (2.67)
Q 0

d
De ([2.66)-(]2.67]) temos que o (/ pu;(m - Vui)da:) satisfaz
0

d
—(/pu;(m - Vu,)dx = p |u}|*m - vdl — @/ |} |Pdx + n / w|Vu; Pdx
dt' ) 2 e 2 /o 2 /o

Ou; Ou; jz
- e — | E\VuPm - vdD Y. - -Vu.)dl
/,u v, O, x /r2| wil“m - v —|—/F,u w; - v(m - Vuy,)

_@ /r |\div(u)|*m - vdl + /F()\ + w)div(u)v;(m - Vu;)dl

A
_,_/( +2M>n|div u‘2dx_/()\—|—lu)]div u]2dx—/ﬂVO/(m-vui)d£U7
Q Q @
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e simplificando obtemos

d -2
20 [t V) o) = & [ pipnvar =22 [ i+ 222 [ v
dt Q 2 Iy 2 Q 2 Q
- / g|vui|2m -vdl + /MVUZ- -v(m - Vu,;)dl' (2.68)
r r
(A+p)

5 /1“ \div(u)[*m - vdl + /F(/\ + w)div(uw)vy(m - Vu;)dl

=204 [ o
—|-/Q 5 |div u|*dx /QBVOé (m - Vu;)dx.

Em (2.65)) e (2.68]) temos uma expressao geral sobre as condig¢oes da fronteira, sem atender

por enquanto a condi¢ao em I's.

Utilizando a equagao ([2.10) e lembrando que « se anula na fronteira, temos o seguinte

resultado

/ (ca” — kAa — bAQ' + Bdiv u') a = 0,
0

0= i (/ ca'adx) — / clo/Pda —/kVOZ : yadf+/k|Voz|2dx
dt Q Q T Q

—/bVa'-l/adF—i—/é£|Voz|2dx+/ﬁi(div(u)a)da:—/ﬁ(div(u)o/)dx.

Assim, como a = fti O(x,s)ds =0 em I', temos que

% (co/a + g|Voz|2 + Bdiv(u)a) dr = /[c|o/|2 — k|Va|? + Bdiv(u)a']dz.  (2.69)
0 Q

Como u = 0 em I'y, temos

agjk = o Ve € ]VUZ\Q = ‘—y‘z, em Fl (270)
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assim, utilizando (2.65)), (2.68)) e (2.69)), organizando os termos de modo conveniente e

integrando por partes em alguns outros termos, obtemos

F't)= p [ [u*m- vdl — /[p\u;|2 + p|Vug)? + (N + p)|div u* + k|Val? + c|o/[*]dx
Q

1)

- / p|Vug*m - vdl + Q/uVui cv(m - Vu)dl — (A + p) / |div(u)|*m - vdl
r r r
+2 /()\ + p)div(u)v;(m - Vug)dl — 2/ BV (m - Vu;)dx
r Q
+(n—1) /Qﬁo/div(u)dx - /Qﬁ(div(u)o/)dx

+(n—1) /[uVuiy(u) + (A + p)div(u)u - v]dx + 2/ cla/|Pdw,
r 0
isto €

F't)= p [ [u|*m- vdl — /[p\u;|2 + p|Vu > + (N + p)|div u* + k|Val? + c|o/[*]dx
Q

1)

+/ M|Vui|2m"/dr—/ plVu[*m - vdl + 2p auz(m'vui)dr
Iy Ty Ty v

SOt ) /F (div(u)[2m - vdD — (A + ) /F (div(u) [2m - vdl
+2(A + p) / div(u)v;(m - Vu;)dl (2.71)

—Q/QBV&’(m-Vui)dx+ (n— 1)[25@’div(u)dx+ /Qﬁ(div(u)a’)dx

+(n—1) /r [uVuv(u) + (A + p)div(w)u - v]de. + 2 /ﬂ cla/|Pda.

Note que completando os termos da energia E(t), ver (2.54), e pela condigdo em I'y

concluimos facilmente ([2.60)).
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Lema 2.4.4. Suponha vdlidas as condig¢oes geométricas @, as condigoes -

e além disso suponha que a fun¢do a(x) satisfaz as sequintes condigdes

i

ag < 1052 para n = 2, (2.72)
-2

ag < % para n > 3, (2.73)

entao podemos concluir a sequinte desigualdade para o funcional F(t):

2R2 CTL2/82
F(t) < 2 .dl“+2/6 + + ceol | Vol |2dT
@) < [ obitmevar 12 [ (S50 4 0B 9

(2.74)

2 2 2
E@)+ | E+ (- 0P e vlguPar
r, H €

com
€< —1_32P se€ onde P € igual a P = RVQ[w]ao’

€< 3 se (2.79).
Prova. Aplicando a desigualdade de Young (1.6 obtemos facilmente

i)

/ a’R? L, R n2 M 2
=2 [ [am-vu+m-vg(u')|(m-Vu;)dl' <2 | m-v| . |ul —|—7|g(u)| —|—§|Vul-| ldr,
FQ F2
(2.75)

ii)

2 32
—Q/BVO/(m-Vui)deZ/ pR ——|Va /|2+2/ —€|Vui|2dx, (2.76)
Q

Q

iii) denotando por ¢y a constante para desigualdade de Poincaré na variavel o temos as

seguintes desigualdades para o'

(A
n/ﬂﬁa’div(u)dx< 20t e /62|a\ d:c—l— +M /\dw )|da

/62|Va ?dx + (A —;,u) / |div(u)Pdx

(2.77)

)\+u

2/6]0/|2dx < 2/cco|Vo/|2dx, (2.78)
Q Q
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iv) Pela desigualdade dada por (2.19)), defini¢ao (2.17)) e desigualdade de Poincaré para

a variavel u, cuja constante denotamos como c,, temos

m-v)'/? c m-v)2 Je
—(n—1) A m-yg(u’).udf‘g(n—l)/r ( )\/% Rp| (u’)|(7)T\/_M|uldF

2 . |2
qQ 2 Iy 2ue
(2.79)
Além disso, usando ([2.75)-(2.79) em ([2.60)) e pelas condigbes geométricas em I' temos

62 RQ Con262

"2dx — 2F(t E(t
e 4(/\+M)€+CCOHVOL| x () + 3eE(t)

F'(t) g/ p]u;\2m-udf‘+2/[
Ty Q

2aR? 2R? ve,R
+/ —(n—-2 am~yu2dF+/ T (n =122 me vlg(u)) [PdT.
FQ[M ( )] |ul FQ[M ( ) 2u6] g(u;)]
(2.80)

Por outro lado, no caso ‘} tem- se l} com € < % visto que

2aR?

/ am - v|ug*[—n + 2 + T’ < 0.
1)

No caso (272), por @T9)-[E19),

2a R* 2ayR?
/ [ ar (n — 2)]am - v|u|?dl’ <[2—n+ a0 lag [ m - v|u;*dD
r, M H Iy
< Pllul,
< 2PE(t),

com P = Rvﬂ%]ao. Portanto,
ﬂ2R2 N 00n262
2ep AN+ p)e

+ cco| V! |2 dx

o) g/ p|u;\2m-ydr+2/[
Ty Q

2R? 2c,R
L9B(t) + 3¢B(t) + 2PE(1) + / 2R L - 12 g 2ar.
r, H €
e como 2P < 1, logo tem-se 1) com € < %. n

Finalizamos assim as ferramentas necessarias para provar o Teorema que se a-
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presenta a seguir.

Prova do Teorema m Da definigao do funcional V' dado por (2.57), do resultado
E'(t) <0, da desigualdade (2.58) e do resultado ([2.74]) temos

V' =FE'+do(E°Y)E'F + dF'E°

<(1 —doCE°)E — dE°* + dE"/ pm - v|uf)*dl

Iy

B2 R? con?3? o / 2R? 2 V2e,R
dE°?2 dE° —_— — 1) —
+ [Zeu +4()\+M)6+cco]||Voz|| + FQ[ . +(n—1) 2 ]

m - v|g(up)|*dr,
e substituindo £’ como em (2.55)) concluimos

V'< —(1—=doCE°) [ m-vg(u)-u'dl —dE"
Iy

B2R2 N 0071252
€ 2N+ p)e

n <dE"[ + 2ceo + boC] — b) Va2 (2.81)

2720pR

2R?
+dE”/ (puﬁ—l———i— n—1)"——]|g(u; 2)m~de.
[ (4 25 4 0= 1252 gt

Seguindo as ideias de [46] e [27] vemos que a partir desta dltima expressao se apresentam
os casos 1 e 2 descritos no Teorema [2.2.1 que surgem do estudo dos termos

2
vc, R
P lg(ui)[*)m - vdl

%

2R
/ ol + 2 4 (1)
Ty M

2/€

m-vg(u') - u'dl
1)

que sao os termos centrais da analise de decaimento do sistema.

Caso 1. Sejam p = 3 = 1. Usando (2.22¢))-(2.221f]), escolhemos o = 0 em (2.81)). As-
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sim temos:

2 2 232
V< —/ m-vg(u') - u'dl — dE + (d[ﬁ i y_n P
'y

2 _b 1112
€L 2()\+/L)€+ cco) >HVQH

2R? Y?c,R
+d/ (quQ—l— — +(n—1)*—="|g(u] 2>m-udF
. | [M (n—1) 2ie Jlg(us)]

2 2 2 92
< —/ klm-yyu’|2d1“—dE+(d[6R 4 _conb +2000]—b)HV0/|]2
Ty €L 2(\ + p)e
2 2R 2V R 712
+d [ | plu]” +[— +(n—1) [kolui|™ | m - vdl
Ty Iz 2p€
62R2 Con262 o
< —dFE d 2 —b
< —i—( [ ” +2()\+M)€+ cco) |V

2 2 2
+/ (d,o + d[i +(n— 1)2M]k2 — ]ﬁ) |u}[*m - vdT,
Ty Iz 2p€

em consequéncia tomando d da seguinte forma,

B?R? con?B? 2R? Y2, R
[k2)

d:min{b/[ ” +2(/\+M)6+2660],k:1/(p+[7—|—(n—1) 2ic

temos,

VI(t) < —dE(1).

E claro que a partir desta desigualdade obtemos o resultado de decaimento exponencial,
visto que da desigualdade (2.59)), integrando no intervalo [0,t] e apurando a escolha da
constante d da seguinte forma

52 R2 an2 52

d:min{b/[ ” + 300+ )e

4 2eca], k(o + [%RQ (n— 1Pl

conseguimos
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e dai 1 )
dt
Et) < ——V({t) < —————=V(0)e 0+d]
(2.83)
(14 dC] __at
< -— - F 0 [1+dCT |
Caso 2. p+1>2;.
Inicialmente vamos estimar o termo
o 2 2R? Q'YQCpR N2
E7 [ (plui]” + [— + (n = 1)*———]lg(u;)[*)m - vdT, (2.84)
Ty U 2pi€

utilizando principalmente as desigualdades de Young e de Holder, e as condigoes ([2.22al)
- (2.22f). A idea é estimar (2.84)) por termos da forma: E e termos integrais da forma

B, / p(m - v)(ad - g(ul))dT
Ton{|u/|<1}

B, / p(m - 1)(d - g(el))dT
Ton{|u/|>1}

com ¢, By e B, a serem determinados posteriormente. O procedimento sera feito em

varios passos, iniciando com o estudo da integral

E"/ pm - v|u|2dT, (2.85)
Tan{|w|<1}

para um 3 > 0 arbitrario. Consequentemente a limitagdo para a integral (2.84]) e final-

mente o estudo em ([2.81]).

Passo 1. Estimativa para (2.85). Sejam 3, b constantes positivas arbitrarias, entao
pela desigualdade de Young ([1.6) (com pares conjugados s, t) e pela desigualdade de
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Holder l) (com pares conjugados %, (1—;7')) respectivamente, temos

E"/ pm - v|uf|®dl
Fan{fu/|<1}

Eob)° 1
< (E7D) + _t(/ (pm - v)T (pm - )0 dl)! (2.86)
s 0" Jronflwi<1y
Eob)° 1
< (E70) + —t(/ pm - de)”(/ pm - vl |17 AT,
s 0" Jrngwi<1y Tan{juw/|<1}

E claro que
(/ pm - vdD)"™ < (Rpmes(Ty))".
Fan{|w/[<1}

Logo, para valores apropriados de 7 e t, vejamos que é possivel associar a integral da

direita em ([2.86)) com o termo
[ pmen) - gar.
Don{lu/|<1}

De fato, procedendo segundo as ideas de [46], temos que 12—_37 =p+let(l—71)=1,

2; p+1—2;7 pt1

p+1—23 > 0 do Teorema [2.2.1} Por outro lado, em (12.86) e pela condigao (2.22d]) temos

quando ¢ T= . Como s > 0 logo vemos que é natural a condi¢ao

p+1

(p+1—23)(E°b)wii=
p+1

E"/ pm - v|uf|2dl <
Fon{fu’|<1}

p+1-2;

B (Rpmes(T) 5 x ([ pmevjuptiar)
(p4+1)b 2 Con{|u/|<1}

(2.87)

p+1
1—23)(Eb)rti-2 2 ptl—
I BWETTE B (Romes(T) 5

<
I ki(p+1)b2

( / pm - vg(u;) - updl).
Ton{w|<1}
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Passo 2. Estimativa de (2.84]). Para TyN[|u/| < 1], como 0 < 3 < 1 temos que |u/|* < |u/]%

para |u/| < 1. Assim podemos usar os resultados anteriores, além disso, usando (2.22a)),

(2.22f)) e escolhendo as constantes

p+1-2;

p+1 mH k3 2R R
b= Cr=2[(n-1 +2] 4+ 1,
(201(29 +1 - 23)) oy n=1) 2pue I |

temos

1 2c,R R
B [ e (BlatuPln - 0222 2 Y an
ran{jw|<1} p

21€e 7
kQ 2 R R2
< E"/ pm - v (—2[(71 D R L L 1> |}l (2.88)
on{|w/|<1} p 2pe It
| 20, \ >
o(p+1) 5 1 3 p+1—2;
< —Fwitz 4 2 R r 1-23) = x
< B L L (207 (Romes(ra)(p 4 1- 29)"

( / pm - vg(ul) - D).
Pan{|u/|<1}

Além disso, no caso I's N [|u/| > 1], temos pelas condigdes (2.22€)), (2.22c) a seguinte

desigualdade
Ea(t)/ (1| ( /)|2[( 1)2720pR n 2R2]+| /|2> dT
pm-v | —|g(u;)|*[(n —1)"—— + — w;
Ton{[u/|>1} P 2pue I
< E"(O)/ Crpm - v|uj|*dl (2.89)
Ton{jw/[>1}

C
< E?(0) / —Lom - vg(ul) - uldr.
Panfu21} b1

Passo 3. Estimativa de (2.81). Resumindo o procedimento. Utilizando (2.88) e ([2.89)

. o(p+1) .~
vamos estimar V' pelos termos E°(t) e E»*1-2(t) o que leva a entender as condigoes
sobre o exponente o e igualmente se entendera naturalmente a condi¢ao (2.93)), para
estimar os termos correspondentes aos fatores, ||Vd/||?, e sz kom-vg(u})-u.dl' de maneira

analoga ao caso p = 3 = 1. De fato, como E é decrescente e agrupando com fator comum
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d temos

BQRQ N COW/QBZ
€ 2N+ p)e

d o(p+1
V' < —dET + §Epi1tz)z + (dE"[ + 2cco + boC| — b) V|2

(d(E"(O)g—l1 + %UCEU(O)) — %) / pm - vg(u;) - utdl
Fanfjw/|>1}

p+1

¥ {@ (Z25) 7 (Romestrap+1-2) "5 + 2B (0) - 1>} x

]{?1 p—l—l

( pm - vg(u]) - udI).
Fan{lw/|<1}

(2.90)
Definimos
p+1—23
= 2.91
=" (291)
Seja, em principio d como sendo
_ . 62R2 COTLQ/BQ Cl
d= b/[E° 2 b 1/[pE°(0)— CE’(0
min {o57 (0 T vy 0000, 1/1pB7(0)F + 0CE7 )]
P3 201 pT-:l pt1-2;
1/ 1= (Rkomes(I'a)(p+1—23)) 2 +oCE’(0)]| ;.
ki \p+1
Para o como em ([2.91)) e lembrando a desigualdade ([2.59)), obtemos
V’(t) S _%lEa—i—l(t) S mvﬁ—l(ﬂ-
Integrando em [0, t], e usando novamente (2.59)) obtemos
dot e
V() < 2 +V(0)
2[1 +dCE°(0))o+!
[ dotV(0 e
< E(0)(1+dCFE°(0)) otV (0) +1 (2.92)
2[1 +dCE(0)]7+!

< E(0)(1+dCE°(0))

[ dotE?(0) . e
2[1 + dCE?(0)] '
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De (2.59) e definindo d da forma

d:min{E;(o),J},

temos

E(t) <2B(0)5[1 + P Awt]

com i 45°(0)
“ T 9 1 dCE(0)]

1
[1— dCE"(0)]

B =

o qual finaliza a demonstracao do resultado de estabilidade polinomial.

57

(2.93)

(2.94)

(2.95)

(2.96)






Capitulo 3

Sistema Termoelastico com lei de Fluxo
de Cattaneo. Dissipacao nao linear na

fronteira.

3.1 O modelo

Neste capitulo estudamos a estabilidade exponencial do sistema (0.3])-(0.4), com a lei de
Cattaneo para descrever o fluxo de calor, i.e. mudamos a equacgao pela (0.12) e além

disso, adicionamos um termo de tipo dissipativo na equagao de calor ((0.4)).

Na literatura, os sistemas com lei de Cattaneo para o fluxo sao chamados sistemas com
segundo som e em nosso caso, 0 nosso sistema termoelastico sera chamado, as vezes, pelas
siglas TESS, Sistema Termoeléstico com Segundo Som. Seja €2, um dominio em R"™ limi-
tado, suave, aberto e com fronteira I" de classe C? composta de duas partes, ' = I'; UT,.
Os conjuntos I['; e I'y serao determinadas da seguinte forma. Seja zy um ponto em R",
m(z) =x—x¢ev(x) = (r(x), - ,v,(x)) um vetor normal unitario exterior & I' no ponto

x, assim definimos

29
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[(xg) ={z €T :m(z) v(zx) <0},

(3.1)
Lo(xg) ={z €T :m(x)-v(x) > 0}.

com a notagao, I';(zg) = I';. Dadas as notagoes anteriores, o sistema TESS se define como

u" — pAu — (A + p)Vdiv u+ VO =0 em 2 x (0, 00), (3.2)
0 + ~vdiv(q) + ddiv u' — &AO =0 em Q x (0, 00), (3.3)
0¢ +q+kVO=0 em Q x (0, 00), (3.4)

onde ’ representa a derivada com respeito a variavel ¢; as condicoes iniciais e condigoes de

fronteira se definem como:

uw(z,0) = u(z), o (z,0)=u'(z),
0(x,0) = 0°x), q(x,0)=q"x) em €
0—0 em I' x (0, 00),
(3.5)
u=0 em I'; x (0, 00),

1SE 4+ (A + p)div(u)v

+am -vu+m-vg(u') =0 em I'y x (0, 00).

A e p sdo chamadas as constantes de Lame e satifazem a equagao (0.7). Todas as cons-
tantes sao positivas e 79 é chamada de tempo de relaxamento o qual é bem menor em
comparagao as outras constantes. As constantes §, v e [ sdo os parametros positivos
de acoplamento do sistema termoelastico classico — que relaciona as variaveis
temperatura, fluxo de calor e deslocamento. O termo &Af da equagao deve ser
entendido como a dissipac¢ao no sistema, assim nosso sistema apresenta duas formas dissi-
pativas, a anteriormente mencionada e a dissipagao de tipo nao linear, dada na fronteira
e descrita nas condigoes . Vamos ver que o sistema assim descrito nos permite es-
tabelecer um resultado de estabilidade exponencial ou polinomial segundo condigoes na
fungdo g e sendo a lei de fluxo de Cattaneo, (3.4). As fungdes a(z) e g(z) sdo como no
capitulo anterior, isto é a fungao a = a(z) é nao negativa em I'y com a(x) € C*(Ty) e

g(u) = (g1(ur,ug, - ), gnlug, us, -+, uy,)) € (CHR™))™. Na segao seguinte enunci-
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amos os resultados de estabilidades para nosso sistema TESS com dissipagao na fronteira

nao linear e no sistema.

3.2 Resultado Principal

O objetivo geral para o sistema TESS é estimar a taxa de decaimento da energia e mais
precisamente, apresentar algumas relacoes entre a taxa de decaimento e o comportamento
da funcao nao linear g, que forma parte das condigoes de fronteira do sistema. O Teorema
a seguir apresenta o resultado mais importante sobre a estabilidade do sistema. Inicial-

mente lembremos as defini¢oes (2.17)) - (2.19)), do Capitulo [2| que utilizaremos a seguir no

resultado principal.

Teorema 3.2.1. e Suponha para I' as condi¢oes dada em e além disso

LNl =0 (3.6)
I'y#0 ou a(x)#D0. (3.7)

e Suponha as sequintes condigdes para a fun¢do a(x)

0
ag < SR para n < 2, (3.8)
(n—2)p
< — > .
ag < SR para n > 3, (3.9)

e Suponha as sequintes condi¢oes para a func¢ao g

9(0) =0, (3.10a)

[9(u1) — g(u2)] - (u1 — uz) =0, Vup,ug € R", (3.10b)
g(u) - u > kylul?, VueR"  com |u| > 1, (3.10¢)

g(w) - u > kyluP, Vu € R"  com |ul <1, (3.10d)

l9(u1) — g(uz)| < kaluy — us, YVuy,us € R™ com |u; —us| > 1, (3.10e)

lg(u1) — g(u2)| < kaluy —us|®,  Yuy,ug € R® com |ug —ug <1, (3.10f)
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para ki, ko >0 ep >0, a com 0 < a < 1. Com as condi¢oes anteriormente dadas

temos:

1. Se p = a = 1 temos estabilidade exponencial para o sistema — 1sto €,

existem M > 1 e w > 0 independentes do dado inicial (u®,u',u®, 6°, ¢°) tais que

E(t) < ME()e™" Vt>0. (3.11)

2. Sep+1>2a, e:m'stem6~>0 ew >0 tais que

E(t) <2E(0)3[1+ B2 wt] i, (3.12)

onde
E(t)= 1 /[k5\u/|2 + kS|l + k(A + 1)\ dival? + kBI6]2 + 4 Bro|ql]da
Q

ko
+ — [ am-v|ul*dr.
2 Jr,

Inicialmente provamos a boa colocacao do sistema e a seguir mostremos a estabilidade

do sistema.

3.3 Existéncia e Unicidade

Devido a dissipagao nao linear na fronteira, observamos que ao reescrever o sistema
- (3.5) no ambito de semigrupos e do problema abstrato de Cauchy, estaremos imersos na
teoria de semigrupos nao lineares. Antes de estabelecer o resultado de existéncia e uni-
cidade para nosso sistema, vamos definir o espaco H e definir operadores auxiliares que
permitiram reescrever - como um problema de Cauchy, entre eles definiremos

o operador B nao linear associado com a dissipagao nao linear na fronteira.

Sejam H™(S2) e H*(Q) como em ([1.3) e (1.4) respectivamente. Sejam os espagos Hp. ()
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e H definidos como

Hi () ={ue H(Q) : u=0 sobre 1}, (3.13)

H = (Hp ()" x (L*(Q2))" x L*(Q) x (L*(Q))" (3.14)
O espaco (Hf, (€2))" dotado do produto interno

(u, v)(H%l(Q))n = Jo K(uVuNVv+ (X + p)div(u)div(v))dx

(3.15)
+ fm kéam - vu - vdl,
e norma induzida
[H— /Qké(u|Vu|2+()\+M)|div(u)|2)dx + /F kam - vlul2dD,  (3.16)
¢ um espago de Hilbert e a norma || - ||y (@) € equivalente & norma usual induzida por

(H(Q2))™. A partir da energia do sistema TESS, (3.2))-(3.5)), o espago H, dotado da norma

[|(u,0,0,9)|[3, = /lelz+k'5u|VU|2+/€5(>\+u)ldiWI2+kﬁl9|2+7570|Q|2]d1“
0
+k6 | am - v|u[*dD (3.17)
1)

= [[ulltuz, @y + kollol[z2@pn + EBIIOIIZ20) + vB70llallz2 0y

¢ também um espaco de Hilbert. Utilizando o espaco H podemos descrever o sistema
(13-2) - (3.5)) como um problema de Cauchy. A seguir mostramos a existéncia e unicidade

de solugoes para nosso sistema.

Operador nao linear.

Como no Capitulo anterior, definimos o operador nao linear B da seguinte forma

(Bu,v) = [ m-vg(u)-vdl, Yu,v e (Hp, ()" (3.18)

Iy

Do operador B anterior tem-se o seguinte resultado do Lema [2.3.2] .
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Problema de Cauchy, operador A.

De modo analogo ao capitulo anterior, definimos o operador A com o qual descrevemos o
problema de Cauchy associado ao nosso sistema TESS. Este operador é nao linear, logo
estaremos trabalhando na teoria de semigrupos nao lineares e para definir A comegamos
utilizando as equagoes . ) da seguinte forma. De (3.2)) multiplicando por v €
(Hp, (£2))" e integrando em €2 temos

0 = / (W — A — (A + p)Vdiv u + BVO)odz
= / u"vdxr — / T 5dr — (A + ) /FvudiqudF
+ /Q (UVuVT + (A + p)div(u)div(®))dz + 8 /Q Vovdz
= /Qu”@d:c + /r am - vu - odl + /Q(/LVu - VU + (A + p)div(u)div(v))dx

+/ m-ug(u’)-ﬁdP+ﬂ/V@~@dw,
Ty Q

com A, V e div definidos como em e VO = (%, e 829 ). Definindo o operador
A (HE (Q)" = [(HE(2))"] o operador

1

(Auv) =

U, V) (3 (@) v e (HE ()", (3.19)
o operador B como em e o operador Sy : Hj(Q2) — [(Hf, (€2))"]" como

(Sob,v) = B(VO,0) 2, 0 € Hy(Q), (3.20)
podemos escrever em termos da dualidade (, ) HE (@) (L (@) © seguinte resultado,

0 = (u",v) + (Au,v) + (Bu',v) + (Sof,v), (3.21)

ou seja

u" + Au+ Bu' + Spf = 0. (3.22)
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Procedendo de forma anéloga em , multiplicando por v € Hj () temos
0= /Q(H’ + vdiv q + ddiv v’ — aAb) - vdz,
logo podemos definir os seguintes operadores: Sy : (H} ()" — H~'(Q) como
(S1u',v) = (0dive’, v) r2(q), v € Hy (),
o operador Sy : (L*(Q))* — H~ () por
(920, 0) = =7(q, Vo) 2y, v € Hy(Q),
e finalmente o operador Ss : H}(Q2) — H~'(Q2) por

(S30,0) = (AVO, V) 2@y, v € HI(Q).

Assim, de (3.23)) temos em termos da dualidade (,) ;-1 71(q) @ seguinte notagao
(€2),Hg ()

0 + Siu' + Seq — S50 = 0.
De forma anéloga, de (3.4), multiplicando por v € (L*(Q))" e integrando em
0= /Q(Toq/ +q+kVE) - vdx
definimos os operadores Sy : (L*(Q))" — (L*(©2))™ como
(Saq,v) = (T%a )(L2())n v e (L*()",
e Ss: H () — (L*(2))" como

k
<S59,U> = (T—OVQ,U)(L2(Q))n, (ONS (L2(Q))n,

65

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)
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para ter na dualidade <, >(r2(q)) (z2())» & expressao

q + Saq+ S50 = 0. (3.31)

Desta forma , a partir de (3.22)), (3.27) e (3.31]) definimos para ® € H o operador A :
D(A) C H — H como

o = (u,u,0,q)
AP = (—u', Au + Bu/ + 50(9, Slu' + qu — 539, S4q —+ S59>

Explicitamente D(A) deve satisfazer:

D(A) = {(u,w,0,q) € H: A(u,w,0,q) € H} (3.32)
= {(u,w,0,q) € H:w e (Hf, ()", Au+ Bw € (L*(Q))",
Soq € L*(2), 0 € Hy ()}

Desta forma, o sistema (3.2)) - (3.5 pode ser visto como o problema abstrato de Cauchy

'+ AP =0, t >0,

(3.33)
(I)(O) = (Uo, ué)a 907 q0)>

com D(A) C H. Segue pela teoria de semigrupos nao lineares o seguinte resultado.

Teorema 3.3.1. Suponha (3.1), (5.6) e (3.7). Suponha g satisfaz (3.10d), (3.10) e
2.31)). Entao para toda condi¢ao inicial (u®,u',0° ¢°) € H o sistema - tem

uma unica mild solution satisfazendo

(u,u',8,q) € C([0,00); H). (3.34)

Além disso, se (u,u’,0,q) e (v,V,(,p) sao duas solugoes correspondentes ao dado inicial

(u® ut, 0% ¢%) e (W0, 1, (0, p°), entdo temos para cada t € [0, 00)

[[(u(t), u'(2),0(t), q(t)) — (v(1), V(1) C(t), p(t)]|n <
(3.35)

[1(u®, !, 0°,%) = (%, 1, ¢ p°) -
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A prova do Teorema se deduz dos seguintes lemas.

Lema 3.3.2. Suponha g satisfaz (3.10d), (3.100)), logo o operador —A € m-dissipativo.

Prova. Sejam (uy,wy,01,q1), (ug,ws,bs,q) € D(A) logo pela da defini¢ao da norma H

temos

x =
Re[A(uy,wy, 01, q1) — Aug, we, 02, q2), (w1, w1,01,q1) — (ug, we, 02, q2)]3 =

Re[(wg — wy,uy — UQ)(H%l(Q))n + k0 (A(uy — ug) + B(wy — wy) + So(01 — 02), w1 — wa)(r2(0)yn
+kB(S2q1 — Sa2qz — S361 + Sz62 + S1wy — Sywy, 01 — 02) 12(q

+yB70(Saq1 + S50 — Saqa — S502, 41 — @2) (12())n)

Das defini¢oes dos operadores A, B e S;, i = 0,...,5 concluimos

* = Re {/Q ko[uV (we — wy) - V(uy — ug)+ (A + p)div(we — wy)div(uy — ug)|dx

+ [ kdam - v(wy —wy) - (ug — ug)dl’
T'o

- /Q ko[puV (uy — ug) - V(wy — wy) + (A + p)div(ug — ug)div(wy — wy)
—BV(@l — 92) . (WQ — wl)]dzx

—/F [kdam - v(uy — ug) - (wy — wy) — kdm - vg(wy — ws) - (wy — we)]dl’

+/ YB[(q1 — q2)(q1 — q2) + EV (01 — 05)(q1 — qo)]d| ,
Q
e cancelando termos convenientemente temos
* = kd(B(wy — ws), wy — wy) + kBa|[V (0 — 01| + 78|l — gal]* > 0,

assim o operador —A ¢é dissipativo. Vejamos agora a maximalidade do operador —A, isto

é, mostrar

(I+A)D(A) = H. (3.36)

Seja (¢,1,£,¢) € H, logo vamos mostrar que existe uma solugao (u,w,0,q) € D(A) da
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equacao (3.36)), ou seja resolver o sistema

u—w =g, (3.37)

w + Au+ Bw + Sof = 1, (3.38)
01 Siw + Saq — Sy = €, (3.39)
g+ Suq+ S50 = C. (3.40)

Usando (3.37)) obtemos u = w + ¢. Logo temos que é suficiente mostrar que existe w €
(HE ()", 0 € Hy(Q) e g € (L*(2))" solucao do seguinte sistema

w+ Aw + Bw + Spf) = ¢ — Ao,
q+S4q—|—S59:§.

De fato, se w, 6 e ¢ é solugao de (3.41)) e dado ¢ € (H} ()", ¢ € (L*(Q))" e & € L*(Q)
temos

Au+ Bw =1 —w — BVE € (L*())" (3.42)

Soq = & — 6div w — 0+ ave € L*(Q). (3.43)

Assim o vetor (u,w,0,q) € D(A).

Para solucionar o sistema ([3.41)) definimos o operador nao linear A por

A(w, 0, q) = (w+ Aw + Bw + Spb, 0 + Saq + Syw — S0, %q - %Sm + 5—;055(9) (3.44)

tal que

A F = (H (@) x HY(SQ) x (L(Q))" — [(HE ()" x HQ) x (L)

e mostrar que ele é sobrejetivo utilizando os resultados em [4]. De fato, se A é sobrejetivo,

e sendo (v — Ag) € [(H} (Q)"], &€ € L*(Q) e ¢ € (L*(Q))", temos a existéncia de
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€ (HE ()™, 0 € Hy(Q) e g € (L*(Q2))", que satisfazem
T0q +q+ kVO € (L*(Q))",

logo
Au+ Bw € (L*(Q))",

Saq — S36 = & — 0 — ddiv w € L2(Q)

Portanto, para mostrar A é sobrejetivo basta mostrar que satisfaz as propriedades de mo-
notonia, coercividade e hemicontinuidade. Assim para a primeira propriedade, monotonia,
organizando segundo o operador A e as defini¢bes dos operadores A B, S;, i = 0,...,5

temos:

(A(w!, 0%, q") = A(w?, 6%, ¢%), (w', 0", q") — (w*, 0%, ¢*))r

<(U) w ) + A(U)l — w2) —|— Bwl — BU)Q, wl — w2>[(H1 ( ))n]l (Hl (Q))n

+ S 5092 'lU —w >[(H1 )", (H1 Q) <Slw — Slw 91 — 92> Hl(Q)
91 92 01 02> Q) Hl(Q) - <S,30 - 3302 01 - 0 > —1(9)47{&(9)

{
{
< d1o 70
(

_|_

1

(" = %), ¢" = Prrrazar + 50— 4 — ey

H(S2q" = 820%,0" = 0%) ),y + (550" = 07), 4" — &)@y

+

e lembrando (3.10b)) implica na positividade do operador B temos a monotocidade do

operador A pois,

<A(w17017q1) - A(w27927q2)7 (wl’equl) - (w2702)q2)>F’,F -

C1||’w1 - w2||2H1 (Q))n + <B'lU1 - BwZ, w! — 'LU2>[(H111(Q))n]/7(H111 Q) (345)
+02||01 - 62“ + Cqu q2||?L2(Q))n >0,

com ¢, o e c3 constantes positivas. De forma analoga mostramos a coercividade do A.
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De fato, a partir de (3.10a)), (3.10b), (3.1]) e visto que

(A(w, 8, q), (w,0,q)) = (w+ Aw + Bw, w) s @)y, @) + (908, W) @yt @)
+(0 + S2q + S1w — 530, 0) g1(),m51(0)
22 {q + Saq + S50, @) 2@y za @)
2
> Cl||w||(H%l(Q))n + <Bw7w>[(Hl£1(Q))”]’,(H1£1 Q)

eallO] 2 o + esllal oy

Finalmente, é claro que os operadores A,S;, i =0, --- ,5 sao operadores hemicontinuos e

pelo Lema [2.32] se deduz a hemicontinuidade do operador A, isto é

Hm(A[(w', 0, ¢") + t(w?, 0%, ¢%)], (w,0,q)) = (A(w', 0", ¢"), (w,0,q))

t—0

para (wh, 01, ¢'), (w? 6% ¢*) e (w,0,q) em (H%I(Q))” X H(2) x (L*(Q))™. O

Lema 3.3.3. Suponha (3.6) e g satisfaz como também a condigao , logo
D(A) € dendo em H.

Prova. Anélogo ao capitulo anterior, para mostrar que D(A) é denso em H, definimos o

seguinte conjunto auxiliar

D:{(U17U27U3,U4)€H U € (HQ(Q) N H%l(Q>>n, Vo € (H&(Q))n, V3 € HQ(Q) N H&(Q),

div(vy) € LA(Q), p%2 + (A + p)div(vy)v 4+ am - vo; = 0 em Ty}

e mostramos as seguintes duas propriedades: D C D(A) e D denso em #H. Para esta
tltima propriedade, sendo (C5°(Q))" e C5°(2) densas em (L*(2))" e L?(Q) respectiva-

mente, ¢ suficiente mostrar a densidade D em A, mostrando densidade em (Hf, (€2))™.

Desta forma seja

W = {w e (H*(Q) NHE ()" : p%2 + (A + p)div(w)v + am - vw =0 em Ty}
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¢ mostremos que W é denso em (H} (2))". Seja v € (H} (Q2))" tal que

(v,w)(Hﬁl(Q))n =0, para todow € W. (3.46)

Para todo f € (L*(Q))" fixo, o problema eliptico

—puAu — (A + p)Vdivu = f em €
u = O em Fl

pSt + (A + pydiv(u)y +am-vu=0 emTy,

possui uma solucao u € W. Desta forma, das igualdades

(fsv) @@ = (U,U)(H%l(sz))n =0,

se segue que v = 0 e pelo teorema de Hanh Banach e (3.46)) concluimos que W é denso
em (Hlll(Q))”

A inclusao D C D(A) é feita analogamente como no capitulo anterior. Se (vq,vo, v3,v4) €
D, entdo vy =0em I' e v; € (H*(Q)NH} (Q))". Sejaw € (Hp, ()", entao pela condigao
E103) temos

(Avy + Bug,w) = (vy, w)(H%l(Q))n + [ m-vg(ve)wdl
I

= (v, w)(H%l(Q))" (3.47)

= / am - vojwdl’ + /(uVme + (A + p)div(vy)div(w))dx
Iy Q

= —/(uAvl + (1 + A)Vdiv(vy)) - wdz.
Q
Como vy € (H?(2))" temos que existe uma constante ¢ > 0 tal que
’<AU1 + BUQ,U)H S C"Wl‘(H%l(Q))n, (348)

o que implica Av; + Bvy € (L*(2))". Do anterior tem-se a densidade D(A) em H.
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Dos resultados dos Lemas [3.3.2} e pela teoria de semigrupos de operadores nao
lineares, ver [4], temos o resultado do Teorema [3.3.1] [

3.4 Estabilidade.

Se estuda nesta se¢do o decaimento da energia E(t), associado ao sistema ((3.2))-(3.5)
quando t — oco. Analogo ao procedimento realizado no sistema do Capitulo anterior para
o sistema Termoeléastico Tipo III, mostra-se que a estabilidade depende fortemente de al-
gumas condic¢oes sobre a funcao g, funcao que define as condi¢oes de fronteira do sistema.
De forma analoga ao caso anterior, neste sistema vamos aplicar as técnicas do método de

Lyapunov para mostrar o Teorema |3.2.1]

Inicialmente vemos que a energia (a qual corresponde a norma em #),

E(t)= 1 /[/ﬂsw k0| Vul? + kSO + o)|dival? + kBI6J2 + 7 Brolql?]de
Q

(3.49)
+ ko am - v|u|*dl’,
2 Jr,
satisfaz
%E(t) = —75/ lq|*dx — / ko(m -v)(u' - g(u'))dl — k:dﬁ/ IVO|*dx. (3.50)
0 Iy Q

Neste momento ja encontramos que a condi¢ao (3.10b)) do Teorema ¢é necessaria,
para que a energia seja descrescente. A prova do Teorema seré feita por meio de
lemas. Denotando por (-, -) (respectivamente |- |) o produto interno em L?(2)" (a norma

em L*(Q)" ) introduzimos os seguintes funcionais.

F(t) = /Q[Zkéu;(m -Vu;) + (n — 1) (kdu; - u;)|d. (3.51)

A partir do funcional F' vamos definir o funcional V() que sera a ferramenta chave na

prova do teorema [3.2.1] Seja

V() = V(u,0,t) = E(t) + dEQ®]F(t), (3.52)
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com d e o constantes a serem definidas posteriormente.

Para o desenvolvimento dos resultados nesta segao serao utilizadas frequentemente as

constantes seguintes:

e 1R e ap as constantes positivas definidas como

R= maX|m )| = max]Z )22 (3.53)
ag = Imréz%)z(a(a:) (3.54)

e ~ a menor constante positiva tal que
[ PAr < Pl e Ve (@) (3.55)
2

e denotando igualmente por |- | a norma em L?(Q2) ou (L?(Q))" sejam Ao e A\ as

menores constantes positivas tais que

[ul < Xollullmy @y Yu € (Hp, ()", (3.56)

lul < M|Vul,  Yu e Hy(Q). (3.57)

Analogamente como decorre no sistema Termoeléstico tipo III, os Lemas e se
centram principalmente na identidade de Green e propriedades geométricas de I' descri-
tas em , e no caso do Lema temos conclusoes que dependem fortemente das
condigoes de fronteira (3.5)). No que segue, apresentaremos algumas observagoes cujas

demonstragoes sao simples.

Observagao 3.4.1.
F ()| < CE() (3.58)

Pois, a partir da defini¢do de F'(t), concluimos utilizando a desigualdade de Holder

para o primeiro termo na direita de (3.51)) e pelas constantes (3.53)),

2
|/2k5u - V)| < L (6|2 + kol |V ) < \/—f;E() (3.59)

Vi
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Além disso, de (3.56)) temos

2 2
/ kou, - wide < ko / Qoll” Nl < B (). (3.60)
Q Q 2 20
Assim
F)] < (CE £ amn—1)E®) (3.61)
~ \/ﬁ 0 . .

Observagao 3.4.2. De temos

2R ; 2R . .
11— d<ﬁ + Xo(n—1)E°()|E(t) <V(t) <[1+ d(\/ﬁ + Xo(n—1))E°(¢)|E(t). (3.62)

Lema 3.4.3. O funcional F satisfaz

d /12 2 iv u|?)dx
—(F(1) = —ké/(!u| +plVuil” + (A + pldiv ul7)d (3.63)

—|—k’(5 (|U;|2 - |Vu|2)mudf+[1—l—lg+13+]4,

I

onde

I =—ko(n— 1)/ lam - vu; + m - vg;(u')]|udl,
T2
I, = ké/ (| Vul> + (A + p)|divu*)m - vdl — kS(A 4+ p) | |divu*m - vdr,
Fl F2

Iy ==2k0 | (am-vu; +m-vg(u))(m - Vu;)dl,
r

Iy =—p(n-— 1)k5/ Vo -u dx — 2]{:56/ VoO(m - Vu) dz.
Q Q

Prova. Note que

d
— </ kou' - udx) = / kéu" - udz + / kS|u'|*dz. (3.64)
dt \ Jo Q Q

Além disso temos

/ kou" - u dx = / ko (pAu + (A + p)Vdiv u — gVE) - u dx. (3.65)
Q Q
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Usando formula de Green e as condigoes na fronteira (3.5)) tem-se as seguintes expressoes

para os termos na direita de (3.65)

/Au~udx:/Vui~VuidF—/ |V, |*d, (3.66)
Q r 0

/Q Vdiv(u) - udz — /F div(w)u; - vyl — /Q (div(u)[2de. (3.67)

Substituindo em ([3.65)) podemos escrever,

4 (/Q k:éu'-ud:r) = /Qk:5|u'|2dx — k’é/ﬂ[ulVUF + (A + p)|div(u) [} dx

—/ kdam - v|u|*dl’ — / kom - vu; - g;(u") dT (3.68)
)

1)

—/ kopVe - udx.
Q

De modo analogo, para o primeiro termo na direita em ([3.51]) temos

1
4 (/ u;(m - Vui)dx> = /[uf(m -Vu;) — g]u;\z]da: +3 |} |*m - vdl, (3.69)
Q Q

T2

pois

/ w,(m - Vu,)dx = /(u;m) -Vuidr = / div(|uf|*m)dz — / widiv(u;m)dx
Q Q Q Q
= | |uf]Pm - vdx — n/ |u)|Pdx — / w;(m - Vu)dz.
Ty Q Q

Como
/ kou" - (m - Vu) doe = / ko(pAu+ (A + p)Vdiv u— V0) - (m - Vu) dx,  (3.70)
Q 0

logo, utilizando formula de Green, as condigoes (3.5)) e o fato que u = 0 em I'; satisfaz
ou;  Ou; ou

= v e |V, —|“ obtemos para os dois primeiros termos da direita em ([3.70

2
oxy, ov ov |

# =
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os seguintes resultados:

[ (Gevnom, G u»dr+3£28 (m - Vug)dT

| da (3.71)

A :
) aV Ts 8V
=),

|V, |*m - VdF—l——/ |V, |*dz.

/V(div u) - (m- Vu)dz —/F1 div(u)m % VkVZdF—F/F div(u)v;(m - Vu;)dl

Q /ﬁm(ﬂw——/mw div(u)*de

(3.72)
1
= 5/ \div(u)[>m - vdl —|—/ div(u)v;(m - Vu;)dD
1_‘1 FQ
1
/ |div u|*m - vdT.
2 Jr,
d / .
De (13.69)-(3.72)) temos que pr (/ kow;(m. - Vui)dx> satisfaz
0
(/ kou;(m - Vu,;)dx) = +o |u}[*m - vdl — @/ |} |*dz
Q 2 ),
O 2 20 par p_ ™ 2+ vdl
+/r1 5 |8V\m vd +/k5ua (m - Vu;)d 5 FQ,LL\VUAm vd
—2)ké ko
+% / |V |*dx + e (X + p)|div(u)|*m - vdl (3.73)
0 r,

+/ koA + p)div(u)v;(m - Vug)dT + w /()\ + p)|div u|*dx
Iy Q

ko (A + p)|div u|®*m - vdl — / kopVO(m - Vu)dz.
0

2 Jr,

Finalmente de (3.51)), (3.68)) e (3.73) temos o resultado do lema. O
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Lema 3.4.4. Pelas condi¢oes geométricas , tem-se a sequinte desigualdade para o

funcional F':

4 (F(t)) < —2B + [eohB+ k8(A(n — 1) + 4k5 3L /Q V6[2dz

+/7B70]q|2dx+/ kém - v|u}|*dT
Q Iy

2 (3.74)
+ [ kom vl )Pl - 12552 27 jar
Iy e

i
2aR?
¢ ]dF+/k(56,u|Vu\2 dx,
Q

+/ kSam - v|u;|*[—n + 2 +
s
onde ¢; e cp sao constantes.

Prova. De (3.63)) temos que Iy, I, I3, e I satisfazem as seguintes estimativas: primeiro,
é claro que pelas condigoes geometricas (3.1)), I, < 0. Além disso, da desigualdade de
Holder e pelo teorema de traco e desigualdade de Poincaré na variavel u;, cujas constan-

tes serao denotadas ¢; e ¢, respectivamente, e pelas constantes definidas em (3.53)-(3.54)),

temos

I, =—ké(n— 1)/ am - v|u;|*dl — kd(n — 1)/ m - vg;(u)u;dl
T2 T2

1
< —kd(n — 1)/ am - v]u;|*dl + k5/ ef|u;|*dl
s N2 I 2 tCp
ks [ (o —1ypaefm e Vg)E o (3.75)
T, e

ko
< —ké(n—l)/ @m‘V|uz|2dF+/ 7€/L|Vui\2d$
Q

1)
. a2
+k,5/ (n_1>QCtCPRm Vlgl(u)| dr
Iy 1€

Para I3 e I, temos respectivamente,

221,12 2 "2
oot [ ey (CEE | Bl
Ty 2

+ §|vu|2)dr, (3.76)
Io< k(e -1y |

Q
4 2
+k5(ﬁ)2/ i|ve|2+/k5%|vu|2 da.
o €H o 4

C—p|ve|2dx+/k5%|vu|2 dx
€ o 4 (3.77)

Desta forma, completando os termos da energia E(t) em (3.63)), pela desigualdade de
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Poincare em 0 e pelas estimativas encontradas para I, --- , I; temos

F'(t) < —2E+/[cpk:@lVQP+7570]q|2]dx+/ kS|u|*m - vdD
0

1)

cvlas(u! 2
—ka(n—z)/ am.y|ui|2df+/ ko(n — 1)2Cceftm - YgiCOF
ke h2 h2 2R21u2  R2 2/M€2
a’R?|u u
+/ O 2 dm+2k:5/ el Cl e V1O Y
Q Iy H
2, kée,u 2 2
+k6(B(n —1))? |V9| ——|Vul* de — kép [ |Vul*m - vdl'
Q I's

—l—k5(ﬂ)2/ %]Vﬂ da:—i—/ il w]Vu]Q da:—l—kéu/ |Vul?m - vdl,
Q 0

reorganizando os termos conclui-se (3.74]). O]

E importante notar que no Lema a estimativa para F’ por enquanto s6 foram
usados desigualdades de Poincaré e Hélder, porém na expressao existem termos que
dependem fortemente das condicoes de fronteira, mais exatamente da parte dissipativa
nao linear definida pela funcao g. Nos lemas a seguir vamos estudar as condigoes que deve
satisfazer a componente dissipativa da fronteira e a funcao a também usada nas condic¢oes

de fronteira. Este estudo envolve grande parte das condi¢oes do Teorema [3.2.1

Lema 3.4.5. Suponha as condigcoes geométricas . Seja ag e R como em — .
Suponha

2 H _
ag < W para n = 2, (378&)
(n—2)p
ap < S para n > 3, (3.78b)

logo

F/(t) < —E + [e,kB + kS(B(n — 1))°2 + 4k5 572 / IV6|2d
Q

+/767'0|q|2d1:+/ kém - v|uf|*dl (3.79)
Q Iy
cicp R R?
+/ kom - v|gi(u)|*[(n — 1) ==L~ 4 2-=]dl’
[ o vl Plen 152 22

com € < § se (3.78Y), ou com € < 1=2E se (3.78d|) onde P € igual a P = k6R [2“032]%

com 7y como em .
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Prova. No caso (3.78b)), a integral

2aR?

I:/ kSam - v|u;|*[+ ldl’ <0,
1)

e portanto tem-se com € < 3. No caso (3.78a]), por (3.53)-(3.55),

2ayR*
I <kof o lag | m - v|w*dD
H Iy

< Plulf3,,

< 2PE(D),
com P = kéRvQ[@]ao. Logo,

F/(t) < —2E + e kB + kS(B(n — 1)) 2 + 4k / IV6|2dx
Q

+/7370|Q|2d:r—|—/ kém - v|u)|*dT + 2PE(t)
Q Ty

2
+/ kom - v]gs(u)2[(n — 12910 4 z%ur n / kdep|Vul? dz,
Ty Q

e

logo tem-se (3.79)) com € < %. O]

Temos assim as ferramentas necessarias para a prova do Teorema|3.2.1} Para resumir a

notagao na prova, simplificaremos em muitos casos V (t), E(t) como V, E respectivamente.

Prova do Teorema [3.2.1 Da definigao de V dada por ([3.52), temos
V' = E +dL(E°F) = E' + do(E°"\)E'F + dF'E°.

Além disso, como E' <0, de (3.61) e (3.79) temos
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V< (1- da(?/—% +Xo(n—1))E°)E' — dE"T! + dE"/ kém - v|u)2dT

s

+[epkB + kS(B(n — 1)) Z + 4/«552 ]OZE"HWH2

2
+dE / kom - vlgi (u)2[(n — 1)2C;CPR + 2i]dr +dE / +Brolqlda.
Iy He

Substituindo £’ por (3.50) temos,

Vi< —(1- @—2 +daln = D)drE7)8 [ |afds

—(1 - (\2/—% + Ao(n — 1))daE”)/ ko(m -v)(u' - g(u'))dl

1)

2
—(1- (\/—i_i + Ao(n — 1))d0E")k’dﬁ/ IVO|?dr — dE°T! + dEU/ kém - v|u}2dD
Q

I
+le kB + kS(B(n — 1)) CZ+4k562 u}dE"HVHHQ

2
2 CeCp It R

—i—dE”/ kém - v|g;(u)|)*[(n — 1) 5 + 2—]dF + dE° / vB70|q|*dx,
I's He

reorganizando os termos,

2R
VI<—(1—-(—=+Xo(n—1))doE° — dE°T vﬁ/qu:v—dE"“
—( (\/ﬁ o(n —1)) 0) Q||

2R o ) (- g
~(1 = G2l = D)o ) / k() g(u)r

+kp ([c,, +0B(n—1)*2 + 40BE1dE" — (1 — (22 + Ao(n — 1))daE”)&) IE
g CrcpR

R2
+2—] + \u;|2> dr.
2€ 7

+dE“/F kém - v (\gz(u’)]2[(n —1)
’ (3.80)
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Desta tltima expressao vamos estudar os casos 1 e 2 descritos no Teorema |3.2.1. Como é
feito em [46] e [27], para concluir os resultados de decaimento o ponto principal é estudar
os termos

ac,R - R?

dE"/ kém-u(giu’ 2 n—12—+2—+u;2)df
. |9 () IP[( )2ue M] |

25 7 v)(u - g(u
(122 + o = 1)) / Ra(m ) gfu)T

e isto leva a aplicar as condigoes (3.10al)-(3.101)) e associar convenientemente os resultados.

Caso 1. Se p = a = 1, de (3.10d)-(3.10d)), (3.10€)-(3.10f) , basta tomar ¢ = 0, em
[E30) logo

V< —(1 - dn)B / g2 de — dE
Q

+k8 ([ep + 0B(n — 122 + 682 - & ) || V0]

R R?
+(d + dks[(n — 1)2& +2—] — k‘l)/ kém - v|u)|*dT,
2p€ I Ty
e se d satisfaz
1 gl k
d = min {—, S p— e } (3.81)
To ([cp+55(n—1) 54—4555] 1—|—]€2[(7’L—1) 2—;+27]

temos que cada uma das constantes que acompanham as quantidades / lq|*dz, ||V0||?
Q

e / kém - v|u}|*dT sdo negativas, logo de (3.62
T2

, d
V@)gﬂw@g—u+ﬂ%+%m_nwwy

assim, integrando em [0,¢] e sem perda de generalidade denotando d como satisfazendo

além de (3.81)) o seguinte
1
d < 3.82
f/—]% + )\o(n - 1) ( )
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temos 1
Et) < V(t)
1= d(Z + a(n—1)]
_ 1 V(O)e‘w%im .
S L= d(ZE S ag(n - 1)) (3.83)
2R _ t
1+ d(\/—/7 + Ao(n 1))]E(0)6_Mz¢%iw.
= U= d(2E  ao(n— 1))
Em resumo, neste caso temos decaimento exponencial.
Caso 2. p+ 1 > 2a. Inicialmente vamos estimar o termo
R R?
E"/ kém - v (|gi(u')|2[(n Dl L S |u;|2> dr. (3.84)
Ty 2pi€ p

O procedimento se resume em aplicar desigualdades de Young e de Holder, e as condigoes

(3.10a))-(3.101)), para obter termos separados da forma E° e

31/ ko(m -v)(u - g(u'))dl
Fanffw/|<1}

B / ko(m - 1) (- ()T
Ton{ju/[>1}

com ¢, By e By a determinar convenientemente posteriormente. O procedimento sera

feito em trés passos. Inicialmente estudaremos a integral
E° / kém - v|ul|**dT, (3.85)
Tonflu/|<1}

para um « > 0 arbitrario, em seguida calculamos uma estimativa para a integral (3.84)) e

finalmente o estudo de ((3.80)).

Passo 1. Estimativa para (3.85). Sejam «, b constantes positivas arbitrarias, entao

pela desigualdade de Young (1.6) (com pares conjugados s, t) e pela desigualdade de
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Holder (1.1)) (com pares conjugados £, ) respectivamente temos
T (1-7)

E"/ kém - v|u}|**dD
Fan{fu’|<1}

E°b)® 1
<[ wome ) (om) O ey (3.50)
$ 0" Jrynglu|<1y
o1,\S 1 2«
< (E b) n _t(/ ESm, - l/dF)tT(/ kSm, - V|u;|ﬁdr)t(1—7).
s 0" Jron <1y o {ju/|<1}

Da expressao anterior vemos que a integral

(/ kém - vdD)'™ < (Rkdmes(T3))""
Fanflw|<1}

e que dado para valores apropriados de 7, e t podemos associar a integral da direita em

(3.86)) com o termo
/ ko(m - 1) (uf - g(u'))d.
Fan{]u/|<1}

Seguindo as ideias de [46], temos que 2~ = p+1let(l—7) =1, assim t = EEL s =
; +p1+_ lga, T = p*;:fa. Como s > 0 logo vemos que ¢ natural (consequente) a condigao

p+1—2a > 0 do Teorema[3.2.1] Por outro lado, de (3.86) e pela condi¢ao (3.10d) temos

E"/ kdm - v|uf)?**dT
Fan{|w/[<1}

p+l

1 —2a)(E7b)rFi-2a 2 ptl-2a
< (p+ a)(E7b) + ° — (Rkdmes(I'2)) X
p+1 (p+1)b2a
(/ kém - v|u}[PT1dl)
Don{[w/|<1} (3.87)
pt1
1 —2a)(E7b)rFi-2a 2 ptl—2a
< b+ AETh) + < —1 (Rkémes(I'z)) e x
p+1 ki(p+1)b=2a

(/ kom - vg;(u)u;dl).
Fan{|w/|<1}
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Passo 2. Estimativa para (3.84)). Para ['yN[|u/| < 1],se 0 < o < 1 temos que [v/]* < |u/[**
para |u/| < 1, assim podemos utilizar os resultados anteriores, além disso, utilizando

(3.10a) e (3.10f) temos

2
EU/ kSm - v (\gi(u/)\Q[(n _ 1)2% + 23] T !u2\2> dr
ronlw|<1) 2pep

(3.88)
5 CiCp R 2&2

< E"/ kom - v (k‘Z[(n —1) + |+ 1) |} [**dr.
Pan{lw|<1) ’ 2ue

p+1—2a

2 Lozt +1 L.
Como b é constante arbitraria podemos tomar b = <$117m)) 3 onde (] é igual a

Cy = k2[(n — 1)222l 2%2] + 1, logo por (3.87) temos

2

R R?
EU/ kém - v (|gz(u’)|2[(n — 1)2& +2—]+ |U;|2) dar
Panfw/|<1} 2ue H
< 1Ea 2L n a (20 £ (Rks (o) (p+1—2 ))p+172oz><
ZF%pti-—2a — mes — (0 20
=79 ki \p+1 2P (3.89)

(/ kdm - vg;(u')u,dl).
Fon{fu’|<1}

Para T'sN[|u/| > 1], temos pelas condigdes ([3.10¢]), (3.10c) e sendo a energia E decrescente,

a seguinte desigualdade

2 2
B (1) / kom - v (|gz-<u'>|2[<n _qpaslt 2 IuéiQ) ar
Tan{|u/|>1} 2pe H
< E°(0) / Cikdm - v|u}|*dl (3.90)
Pan{fu’|>1}

< E"(O)/ %ldm -vg;(u)uidrl.
ronlw>1) k1

Passo 3. Estimativa para (3.80]). Breve resumo do procedimento. Se C' = \2/—% +Xo(n—1),

utilizando (3.89)) e (3.90]) vamos encontrar que ao estimar V' obtemos termos como E°1(t)

o(p+1) .~ 2
e E(t)r+1=2« o que leva a dar condigbes sobre o exponente 0. Neste momento também
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se entendera naturalmente a condi¢ao (3.93)), para limitar os termos correspondentes aos
fatores, ||VO|[*, [, lg|*dz, e [n, kém-vgi(u')u;dl’ de maneira semelhante ao feito no caso

p = «a = 1. De fato, como E é descrescente e agrupando com fator comum d temos

o(p+1)

V(1) < (@CoE(0) + B (0)) ~ yBlaf® — dE™ (1) + S B(1)F

+(d(CoE?(0) + E"(O)%) - 1)/F - ko(m - v)(u' - g(u'))dl

kB (d ([cp +86(n—1)°2 + 6821E7(0) + CaE”(O)a) - a) Ik

p+1
2 20 ptl-2a
a2 < G ) (Rkomes(Iy)(p+ 1 — 2a)) S +CoE°(0)| — 1| x
]{31 P +1
/ kom - vg;(u' )uidl.
Fan{fu/|<1}
Definimos agora
p+1—-2«
isto é, podemos tomar
p+1-—-2«
o 50 (3.91)
Logo se d satisfaz
. 1 1 !
d:mm{an C " E7(0)(Co + 1)’ c w2 N’
(0)(Co + ) E2(0)(Co+1)" g) ([cp +88(n — 122 45512 ¢ cm)
p+l1
Q 201 20 ptl—2a Cl
1/ |— kd r 1-2 o E°(0)—
/ []ﬁ (p—i—l) (Rkémes(I'2)(p + a)) 2= +CoE°(0) " },

e se 0 ¢ como em (3.91]) obtemos

V'(t) < —%E“%t).

Pela desigualdade (3.62)), temos
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Vi) < -

T2+ d(?/—% + Xo(n — 1)) E(0)]o+! V()

isto é, temos a seguinte equagao diferencial

Vi) —d
VAL(E) = 21+ d(ZE + Ag(n — 1)) B7(0)]7

com solucao dada pela seguinte desigualdade

~1/5

dot .
2[1+ d(f/—% + Xo(n — 1))E7(0)]7+1 +V7(0) : (3.92)

V(t) <

Lembrando (3.62)) devemos estabelecer uma condi¢ao a mais em d, isto é

1 1
(0)(Co+19)" E7(0)(Co + 1)’

— mi flEfo'
d mln{C (0), o

«

E(0) (c,, +8(n — 122 + 552 ¢ Caa)

p+1

(3.93)

1/ [& ( & )M(RkémeS(FQ)(p +1-2a))" 5% + CUE"(O)ﬁ

ki \p+1

com o qual obtemos

Assim

Vi) <[

dt s
2[1 + d(\Q/—% + Xo(n — 1)) E7(0)]7+! +V=(0)]

< &tV (0)
= 2L+ d(2E + ho(n — 1)) E7(0)]7H

+ 177 B(0)(1 + dCE?(0)) (3.94)

< 28(0) d5tE°(0)

- 2[1+d(2E + Xo(n — 1)) E7(0)]

+ 1),
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assim de novo por (3.62)) temos

E(t) <2E(0)3[1 + E=2ay,)5ii s

com ) 4E°(0)
2+ d(2E + No(n —1))E(0)]

5 1
[1 = d(2 + Xo(n — 1)) E7(0)]

e com isto termina o prova de decaimento.

87

(3.95)

(3.96)

(3.97)






Capitulo 4

Sistema Termoelastico com leil de Fluxo
de Cattaneo. Dissipacao linear na

fronteira.

4.1 O modelo

Neste capitulo considera-se um sistema termoelastico semelhante ao Capitulo [3] De fato,
este sistema surge da motivacao inicial de responder as seguintes perguntas sobre o sis-
tema termoeléstico de reférencia —: podemos deduzir a estabilidade do sistema
— considerando lei de Cattaneo para o fluxo de calor? Precisamos de dissipagoes
na fronteira? Em tal caso, de qual tipo? Desta forma encontramos que se definimos
o sistema termoelastico com dissipacao de carater linear mostra-se estabilidade de tipo

polinomial.

Dada a direta relacao com o sistema do Capitulo 3] descrevemos brevemente o novo sis-
tema. Considere um dominio {2 n-dimensional, homogéneo, isotropico e com fronteira
[ = 09 de classe C?. Seja u = u(x,t) € R™ o vetor de deslocamento e § = §(z,t) € R, a
diferenca de temperatura no tempo t com respeito a uma de referencia, tomada em t = 0,

com z € R" e t € R. Considere-se a fungao vetorial ¢ = ¢(z,t) € R", que representa o

89
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fluxo de calor em €2 e o sistema

' — pAu — (N4 p)Vdiv u+ oV =0 em Q x (0, 00), (4.1)
0" + ydiv(q) + ddiv v’ =0 em 2 x (0,00), (4.2)
70 +q+kVO =0 em € x (0, 00). (4.3)

Como no sistema do capitulo anterior —, todas as constantes sao positivas e 7y, o
tempo de relaxamento continua sendo bem menor em comparacao as outras constantes.
A e p, constantes de Lame, como em . O sistema — ¢ também chamado
do sistema termoeléstico com segundo som. E claro que quando 7y = 0 tem-se o sistema
termoelastico classico. Em [38] mostra-se a estabilidade exponencial do sistema unidimen-
sional com trés diferentes condi¢oes de fronteira, além disso, estuda-se o comportamento
da estabilidade quando 7y — 0. Também se mostra a estabilidade exponencial no caso
nao linear. Para dimensoes n = 2 e n = 3 tem-se estabilidade exponencial no caso de

dominios radialmente simétricos, ver [37].

Neste capitulo o objetivo é estudar o sistema termoeléstico com segundo som e dissi-
pacao do tipo linear na fronteira em dimensoes superiores, isto ¢, o sistema (4.1))-(4.3])

com as condigoes

u(z,0) =u, u(z,0) =u,

0(z,0) = 0"(z), q(x,0)=¢"(x)  emQ,

0=0 em I' x (0, 00),
u=0 em 'y x (0, 00),

13+ (A + p)div(u)v

| +am-vut+m-vu' =0 em I'y x (0, 00).

2 C R™, um dominio limitado, aberto, convexo com n > 2, e com fronteira I' = I'; U 'y,
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I'y e I'y, definidas a seguir:

[i(zg) ={z el :m(x)- v(x) <0},

(4.5)
[o(zg) ={z €l :m(z)- v(x)> 0},
onde I';(zg) serda denotada I';, além disso, com zy € R", m(zx) = z — xg e v(r) =
(v1(x), -+ ,vp(x)) vetor normal unitario exterior & I' no ponto x de I'. A fungdo a =
a(x) > 0 e satisfazendo

a € Cl(rg), (46)

e além disso se considera
Iy #0 ou a(x)#0. (4.7)

«, 0 e y sao parametros de acoplamento e k constante de condutividade térmica. Em I'y
o deslocamento, u, é nulo i.e. a parte fixa do sistema, e em I'y se aplicara a dissipacao do
tipo linear u/. Na se¢ao 2 se resume o resultado principal e algumas defini¢oes a utilizar
no decorrer do capitulo. Na secao 3, temos a prova do Existéncia e Unicidade. Na secao 4
apresenta-se a estabilidade polinomial do sistema e na segao 5 algumas observagoes sobre

os conjuntos I'y, I'y e a funcao a(z).

4.2 Resultado Principal

Nosso principal resultado esta centrado em estabelecer o decaimento da energia para o
sistema termoelastico com segundo som e com dissipagao linear na fronteira. Vamos mos-
trar, utilizando o método da energia, que o sistema — apresenta estabilidade
polinomial em dominios limitados. Note-se que o sistema — estudado no Capitulo
difere do sistema — nao s6 na dissipacao definida na fronteira como também
na equacao do calor que nao apresenta o termo dissipativo —aAf adicionado em

(13.3) e que permite estabelecer o resultado de estabilidade exponencial nesse sistema.

Antes de apresentar o teorema principal definimos as energias F; e Es, energia de primeiro

e segundo ordem associadas ao sistema (4.1))-(4.4). Multiplicando (4.1)) por kdu’, (4.2)
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por kad e (4.3)) por vagq, e integrando em €2 tem-se a energia do primeiro ordem

1
Ei(t) = 5 /Q[ké\u']2 + kSp|Vul* + kS(\ + p)|divul|® + kal0)* + vyar|q|*]d

ko am - v|u|*dl’
2 Iy
= El(taU')g?(.I) (48)
satisfazendo
d
—E(t) = —fya/ lq|*dx —/ kém - v|u/|2dT, (4.9)
dt Q Iy

o que indica que o sistema é dissipativo. Analogamente, derivando com respeito a t o
sistema, — e multiplicando por kdu”, kabd’, yaq' respectivamente, determina-se a
energia de segundo ordem

Ex(t) = Ei(t,u, 6, q) (4.10)

com

d

—Ey(t) = —voz/ ¢ |*dx —/ kém - v|u”|2dr. (4.11)
dt Q Iy

Para o enunciado do teorema principal e desenvolvimento dos resultados neste capitulo

serao utilizadas frequentemente as constantes definidas em (2.17)), (2.18) e (2.19) do Ca-

pitulo 2

Teorema 4.2.1. Suponha que as condi¢oes geométricas sao vdlidas e

ag < %‘W para n =2, (4.12a)
-2
ag < % para n > 3. (4.12b)

Entao, para todo dado inicial Uy € D(A) existe uma constante M = M(Up, ) > 0 tal que

a energia do sistema — satisfaz

Bi(t) < %(El(m +B(0) V>0, (4.13)

onde D(A) € definido em (4.21)).



4.3. EXISTENCIA E UNICIDADE 93

A seguir veremos a boa colocacao do sistema e logo a seguir a prova de estabilidade.

4.3 Existéncia e Unicidade

Em virtude da dissipacao linear na fronteira e pelo visto dos sistemas estudados nos
capitulos [2| e , vamos encontrar que ao reescrever o sistema — no ambito de
semigrupos e do problema abstrato de Cauchy, estaremos utilizando ferramentas da teoria
de semigrupos linear. Antes de estabelecer o resultado de existéncia e unicidade para
nosso sistema, vamos definir o espaco de fase H e a norma induzida pela energia do
sistema. Denote-se por H™(Q2) e H]"(§2) os espagos de Sobolev definidos em e

respectivamente. Defina-se, como nos capitulos [2] e 3] os espagos de Hilbert

Hp () ={ue H(Q) : u=0 sobre I'1}, (4.14)

H = (HF, ()" x (L*(Q))" x L*(Q) x (L*(Q)", (4.15)
com produto interno e norma induzida (Hf, (€2))" definido como

(u,v)(Hh(Q))n = %/Qk(S(,uVu-W%—()\—i-u)div( Ydiv(v ))da:—i—/ koam - vu - vdl, (4.16)

Iy

1 )
Il oy = 5/Qké(,u\VuFJr()\+,u)|dw(u)|2)dx+/ kbam - vju2dD.  (4.17)

I
Em H, dada a partir da energia, definimos a norma como
2||(u, v, 0, q)l |z =lulltay @y + koIl 0pn + kallbl72q) +vamllallfysayn- (4-18)

Agora vamos reformular o problema de valor inicial (4.1)-(4.4) para u, 6, ¢ num sistema

de primeiro ordem para

178 U ud
V2 U ut
V= o = et e R V() =V, = ” (4.19)

<
N

<

X
(@)
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av
Note-se que das equagoes 1'1) podemos escrever pri AV onde

0 1 0 0
A A + (A + p)Vdiv 0 —aV 0

0 —dodiv 0 —~div

0 0o -iv -1

O dominio de todo operador A deve satisfazer
D(A) = {(v1,v2,v3,v4) € H : A(vy,v9,v3,04) € H}, (4.20)
logo podemos especificar o dominio do operador A como

D(A) = {(v1,v2,v3,v4) € H: vy € (H*(Q))", vo € (H} ()", vs € Hy(), (4.21)
div(vy) € L?(Q)},

entao o problema (4.1)-(4.4) transforma-se em

V' = AV, Vi >0,
V(0) = Vo € D(A),

(4.22)

assim, solucionar (4.1))-(4.4) é equivalente a solucionar (4.22)). Agora vamos estabelecer

algumas propriedades do operador A.

Proposigao 4.3.1. Sao vdlidas as sequintes afirmacoes:

1. D(A) € denso em H .

2. O operador A € dissipativo.

3. 0 € p(—=A), onde p(—A) € o conjunto resolvente do operador —A.
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Prova. 1. De forma anéloga ao capitulos 2] e 3] definimos o seguinte conjunto auxiliar
D = {(v1,ve,v3,v4) € H:vy € (H*(Q))", vy € (Hy(Q))™, v3 € Hy(Q), div(vy) € L*(Q),

0
,u% + (A + p)div(vy)v +am - vo; =0 em 'y}

e mostramos que D C D(A) e D é denso em H. De fato, a inclusdo D C D(A) ¢ clara pois

seja (vy,v9,v3,v4) € D, logo vy = 0 em I, implicando

0
u% + (A + p)div(v))v +am - voy +m - vvy =0 em Iy,

ficando provada a inclusao. Das densidades (C5°(2))" e C5°(Q2) em (L?(Q))" e L*(Q2) ¢é

suficiente mostrar a densidade em (HFf. (€2))". Se

W ={w e (H*(Q) NH, ()" : ,ug—z;) + (A + p)div(w)ry +am - vw =0 em 'y},

entdao W & denso em (Hf (€2))". De fato, se v € (Hp, (2))" tal que
(v, w)(H%l(Q))n =0,  para todow € W,
logo, para todo f € (L*(Q2))" fixo, o problema eliptico

—puAu — (A + p)Vdivu = f em )
u=>0 em I'y

pot + (A + p)div(u)y +am-vu=0 emTs,
possui uma solucao u € W. Desta forma, como

(fav)(LQ(Q))" = (u, v)(H}l(Q))" =0,

se segue que v = 0 e pelo teorema de Hanh Banach, W é denso em (HJ. (22))". Finalmente,

do anterior tem-se a densidade D(A) em H.

2. Pela defini¢ao do produto interno em H, é facil provar A é dissipativo, poisse V' € D(A)
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com V = (vq, v, v3,v4) entao

ko
Re(AV,V)y = Re ((02, /U]_)(Hll_‘l(g))n + E(MAW + (A + ) Vo — aVus, v) (r2(q))n
ko , . aty  k 1
—7(561“}(02) + vdiv(vy), U3)(L2(Q)) -1 B ° (T—Ovvs + T—OU4, Vg, )(L?(Q))n)

1
== (ké/ (m-u)\vﬂzdF—i—’ya/ |v4\2d:1:) (4.23)
2 Ty Q

<0.

3. Mostra-se que —A~! existe e é um operador continuo. Seja W = (wy, wq, w3, wy) €
) ) 9

D(A) com AW = 0. Logo

—wy =0 (4.24)
—puAwy — (A + p)Vdivw, + aVws =0 (4.25)
ddiv(wsy) + ydiv(wy) = 0 (4.26)
K Gy + Ly =0, (4.27)
70 7o

De implica we = 0 e de AW = 0, tem-se Re(AW, W) = 0. Assim de (4.23) tem-se
o resultado wy = 0.

De , Vws = 0, e dado que w3 € Hj () logo pela desigualdade de Poincaré, w3 = 0.
Finalmente de (4.25)) tem- se que w; é solu¢ao do problema

—puAu — (AN + p)Vdiv(u) =0 em )
u =0, em I'y

pSt + (A + p)div(u)y +am-vu=0 em Ty,

assim wy; = 0. Desta maneira W = 0, assim —A ¢é injetivo.

Por outro lado, mostremos que operador —A ¢é sobrejetivo isto ¢, dado F' = (Fy,--- , Fy) €

H mostremos que existe W € D(A) tal que AW = F. A afirmagao anterior implica definir
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0 sistema

—wy = F) (4.28)

—puAwy — (A + p)Vdivw; + aVws = Fy (4.29)
ddiv(wsy) 4 ydiv(w,) = F3 (4.30)

%ng + Tiow4 = F}. (4.31)

De (4.28) tem-se wy € (Hp, (2))" e pela equivaléncia das normas (Hf ()" e (H'(2))"
temos

k5|’w2||%L2(Q))n < CkéHFlH%LQ(Q))” < c||Fllg.
De (4.30), div(w,) € L*(Q2) e de (4.31)) tem-se,

vkAws = yrodivFy — F3 — 6divFy em H'(S),

como consequéncia do Teorema de Riesz, wy € H(€) ¢ a tnica solugao do problema

—Aw =g em Qcomge H(Q). Além disso,

ws|L2@) + [[Vws| (2@ < cl|yTodivEy — Fy — ddivF||g-1(o)
< clllvmoFull @y + 1Bl @ + 10F g, @)n)  (4:32)

< c|[Fl]a-

Como w3 € HY(Q), de (4.31) tem-se wy € (L*(2))" assim w, satisfaz as condigdes do
dominio D(A), isto é, wy € (L*(Q))" e div(wy) € L*(2). Além disso, de (4.31)) e (4.32)
tem-se

|[wal| 2@ < [ F]]u.

Finalmente provemos que wy € (H*(Q2) NHf (2))". Sendo w, € (HY. (22))" logo se h é
restrita em I' como

h=—(m-v)ws|r (4.33)
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temos h € (H'/2(T'))™; disto e de (4.29) temos que wy € (H} (€2))" ¢ a tnica solucdo de

—puAw; — (A + p)Vdivw, = (Fy — aVws)  em
wy =0 em T’y (4.34)
u% + (A + p)div(wy)v +am - vwy, = h em Ty,

onde f = (F;, —aVuws) € (L*(Q))". De fato, seja ¢ € (Hf, (22))" logo pelas formulas ((1.9)
e temos
_ / (Awy(2)+ (4 @) Vdivw (2))é(x)dz = / WV (z) - Vo(z)dz — / WL 02\ b()dT
Q Q 1)
+ /Q()\ + p)divw, (x)divg(x)de — /F2 (A + p)divw, (z)p(x)dl
= /Q(qul(x) -Vo(z) + (A + p)divw, (z)dive(z))dx (4.35)

i / (am - vy (x) - $(x) — h()(x))dT,

assim, definindo a aplicagdo bilinear em (Hp (€2))" x (Hf (€2))"

1
a(wy, ¢) = %@Ula ¢>(H;1(9))n (4.36)
e o funcional F' € [(Hf, (2))"]
F(6) = [ (Fufo) = aVus(a))ola)da + | apoto)ar, (4.37)

estamos nas hipdteses do teorema de Lax-Milgram e mostramos assim a existéncia de uma

tinica solu¢do wy € (Hf, (2))". Além disso concluimos

willar @y < I ll@2@)n < F|m
1

Para provar w; € H?((Q2), resolveremos um outro problema elitico que estara associado a
(4.34) e utilizaremos o método de transla¢ao de Nirenberg para mostrar a regularidade

de wy. Para isto, seja v = (vq,va,-- ,v,) 0 vetor normal unitario em I' exterior a 2 e
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considere o seguinte sistema
B¢ = (thnxn + A+ p)V)¢ = h (4.38)

com h como em 1} I,«n a matriz identidade n x n e V a matriz definida como

1/12 mvy -+ MUy
140% 1/2 LRI 1%
~ ) n
2
NMVn UVVp -+ V,

Devido a forma particular da simetria da matriz V, e sendo B a soma das matrizes
identidade e V, pode-se mostrar que o determinante da matriz B é da forma pm (A +-2p).
Da condigao concluimos que a matriz B é invertivel logo existe uma solugao ( €
(HY2(I"))™. Do teorema de Trago para a derivada normal podemos encontrar uma funcao

¢ € (H*(Q)") tal que satisfaz a relagao
agb _ 3/2 n 1/2 n
(@lr, ) = (0,¢) € (HYA(I))" x (H/A(I))"™. (4.40)

Note que ¢ € (H} (Q))". Além disso note que podemos tomar uma base ortonormal

conveniente em R" de modo que para todo x € I" a equacao em (|4.38)) implica

9¢

ha, + (A + p)div(¢)v +am - v = B{ =h (4.41)

em I'y. De fato, tomamos o vetor v(x) e completamos para formar uma base ortonormal
em R" para quase todo # € T'. Denotemos {v(z),7!(z),7*(x), -, 7" !(x)}. Por outro
lado, podemos encontrar coeficientes ¢*7 com j =1,2--- ,n; k=1,2,--- ,n— 1; tais que

. ~ -1 olo¥ . . . .
as combinagdes >, clwﬁ sejam nulas, assim div(¢) = v - ( pois

% - kja¢ﬂ
8$j Z 87”“

= ¢J = le em I.

ov
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Da igualdade (4.41]) temos que se tomamos z = w; — ¢ podemos descrever o seguinte

sistema para z

—uAz — (A + p)Vdivz = (Fy — aVws) — uAp — (A + p)Vdivg  em Q
z2=0 em I'y (4.42)
p2 + (A + p)div(2)v + am - vz =0 em Iy,

com F = (Fy — aVws) — uAd — (A + p)Vdivg € (L*(2))". De forma andloga ao sistema
demonstra-se que o sistema tem solugdo z € (Hf (€2))". Nesta parte apli-
caremos o método de translagao de Nirenberg para mostrar que se F' € (L*(Q))" logo
z € (H*(Q))" e portanto temos w; € (H*(2))". Para isso basta mostrar a regularidade
localmente para todo x € €, isto é, mostrar que existe uma vizinhanga O(z) tal que
z € (H*(O(x) N Q)™

Caso x € I'. Pode-se assumir x = 0 e a vizinhanca reta com vetor normal orientado
na direcao —x,. Desta forma assumimos que 2 C R’}. Seja & > 0 tal que o conjunto

Gr={z:|z| <R, x, > 0} satisfaz
GrCQ e Tyq,={reGpz,=0}CTy.

De forma analoga defina G e Ggr com 0 < R < R e R” = 1(R'+ R") respectivamente.

Seja 8 € (CP(GrUTy6,,))", de forma analoga como na equagao (4.35)) temos:

/G (uVz - VO + (A + p)div(z)div(0))dz + /

Poap

am - vz-0dl' = / F-0dx. (4.43)
GRr
Note que a funcao 6 # 0 em I'y ¢, com isso a integral nesta parte pode ser nao nula. Seja

(HL R(GR))” o completado de (C5°(Gr UT26,))" segundo a norma (H'(Gg))™. Note

2,G
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que o lado esquerdo de (4.43) define uma forma bilinear, que denotaremos por B, e além

disso, existe uma constante ¢ > 0 tal que
CHUH(zHl(GR))" < B(u,u), (4.44)

pois como em 1) a forma bilinear B ¢ equivalente a norma definida em (Hp, e (Gg))"

e esta tltima é equivalente a norma (H'(Gg))". Note também que B satisfaz

|B(2,0)| < |Fll(z2crye 10l (L2 () (4.45)

Seja ¢ : R™ — R* infinitamente diferenciavel tal que:

=1 em Gpg

p=0 fora Ggn,

sendo nao nula em I'; ,,. Utilizando o funcional bilinear B e a func¢ao ¢ vamos mostrar

0z

3= € (HY(Gg))" comi=1,---,n—1. Jano caso n vamos mostrar 22 € L*(Gp).

que m

Seja d!* operador definido como

d?<2)2[2<1‘1, 7xi+h>"' ,I’n)—2<l’1,"' s Lyttt axn)]/ha Z:L y 1.

E claro da definigao de d? que comuta com os operadores V e div. Assim avaliando d? no

produto pz e na forma bilinear temos para¢=1,--- ,n — 1:

B(d!(¢),0) = / (1 (V (122))-VO+ (M p2) ! (div(02)) div(8)) dar-+ / am-v(d! (ip=))-0dT",

Gr Focp

(4.46)

lembrando que Vz = (Vzy,--- ,Vz,) e div(z) = (g—i +- 4 gﬁ) e fazendo mudanca de
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variaveis, obtemos

B(dMpz),0 Z / pd! (Vp)zy + oV 2z) - VO + (A + p)d (V(p) - 2;) + pdivz)div(8)dx

+/ am - vd!(pz) - 0dT
r

2,Gp

—Z /G [d(Vpzj) - VO + oVz - d;7 (V)] + (N + p)d (V(p) - z;)div(0)dx

+(A + u)/ odivzd; " (div(0))dx +/ am - v(pz) - (d;"0)dr,
Gr Ia,ap
71(V0;) = Vai - V(pd " (0;) = Vai- Vipd; " (6)) e
odivzd; " (div(0)) = divzdiv(ed; "0) — divz(Ve - d;"0) e pelo (4.45) podemos estimar o
B(d"(¢z2),0) como

como tem-se as igualdades pVz; - d;

|B(d}(92),0)] = |B(z,¢d;"0) +p Zd" Vz;) - VO; — Vzi - Vod; " (6;)]dx

GR]I

+(A+p) /G d?(V((,D) - zj)div(0) — divz(Ve - d;he)dﬂ

IN

E |2 @nye lleds 01| 2y + Ol @y |21 @y

< llF 2@y Il + 2l @nym) 10l i @pyn-

Note que a tltima estimativa ¢ valida para todo 6 € (Hp, GR(G r))" pela densidade das

(CP(GrUT9 )" em (H, Fac (Gr))". Disto, para h suficientemente pequeno e da esti-

mativa (4.44)) temos que a fungao d?(pz) € (H, cm (Gr))"™, logo

clld (02) [t eny < 1B (92), d}(92))]

< e|IFllrzcnye |l + 2l @y i (02)|| e @y

Disto conclui-se

| d! ()| n@nnye < EUNF2@nyn |l + 112l @) (4.47)

assim do Teorema 3.16 do [2], conclui-se

82]-

5 c(H' (Gp))™ para i=1,---.n—1 e j=1,---,n. (4.48)
L
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2, .
No caso gz;i € (L*(Ggr))" com j = 1,--- ,n podemos utilizar a primeira equacio que

descreve o sistema (4.42)) e a conclusao anterior. De fato, de (4.48) temos que

8 <aZ]

)€ (L*(Gr))"  para i=1,---,n—1 e j=1,---,n,

logo da definicdo de div z, de (4.42) e notando A = % + -+ axaT? obtemos

—1

2
0%z,

—uSE = pAz+ (A ) (dive) + B € [AGr), =1, n—1,

—A+2) 5 = pha+ N+ (B 4+ )+ B € LA(Gr), j=n
(4.49)

Desta forma ¢ demonstrado que se F € (L*(Q))" logo z € H*(Q) e dai wy, € H*(Q).
Assim, o operador —A~! existe e é um operador continuo.

[]

Teorema 4.3.2. Existe uma tnica solugio V € C°([0,00), D(A)) N C*([0,00),H) do
problema e esta dada por V (t) = e~**V;. Consequentem ente, as funcgoes u, 0 e q

solugoes de — satisfazem

u € C*([0, 00), (Hy, (2))") N C([0, 00), (H*(Q) NHy, (2))")
0 € C0([0, 00), H(S) N HL(R2)) N C([0, 00), L2(R))
q € C'([0,00), (L*(Q))").

4.4 Estabilidade

Nesta secao estudamos o comportamento assintotico da energia do sistema —
quando o tempo tende para infinito. O objetivo é apresentar o resultado do estabilidade
polinomial da energia associada ao sistema e para tal situacao, combina-se os métodos
de multiplicadores usados em [27], para o sistema termoelastico com dissipagdes na fron-
teira, com as ideias de [38], onde se estuda um sistema é unidimensional termoelastico

com segundo som.
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Como se apresentara no Teorema [£.2.1] a estabilidade polinomial depende das energias

de primeiro e segundo ordem do sistema (4.1)-(4.4) definidas em (4.8)) e (4.10]), respec-

tivamente. Lembremos também as constantes (2.17), (2.18)) e (2.19), do Capitulo 2| e

denotando por || - || a norma em L?(Q) ou (L?(Q))™ sejam Ay e A\; as menores constantes

positivas tais que

lull < Xollullg, @y, Vu € (Hr, ()", (4.50)

lul| < M|Vl Vu € HE(9). (4.51)

Observagoes 4.4.1. As condigoes (4.12d) e (4.12b) no teorema implica que es-

tamos considerando uma funcao a(x) de valores pequenos.

Definimos os funcionais

F(t) = /Q 2850, (m - Vg) + (n — 1) (ko - ug)]d, (4.52)

L(t) = F(t) + M(E.(t) + Es(t)), (4.53)

onde M > 0 sera determinado posteriormente. E importante mencionar que a notacio de

indice repetido indica somatoria, isto é,
F(t) = Z / [2kdu;(m - V) + (n — 1) (kdu; - u;)]dx.
i=1 Y

A prova do Teorema é construtiva no sentido de mostrar como os funcionais F(t) e
L(t) estao associados ao sistema (4.1])-(4.4]) e satisfazem algumas propriedades que facili-

taram a prova do mesmo. Estes resultados serao mencionados nos seguintes lemas.
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Lema 4.4.2. O funcional F(t) satisfaz
F'(t) =k§ [ |uf]Pm-vdl — ké/ |} |*dx + / kép|Vu;|*m - vdl
FQ Q 1—‘1

—i—/ 2k:5[,uaaui + (A + p)div(u)v](m - Vug)dl — / kSu|Vug)*m - vdl
I, v

I'>

—kzéu/ IV |*de + kSN + i) [ |div(u)|®*m - vdD — kS(A + p) / |div ul*dx
Q Q

Iy

—kS(N+ ) [ |div u|*m - vdl + / 20a(q; + T0q.)(m - Vu,)dx
Q

I

—ko(n—1) / am - viug)*dl — (n — 1)k [ m - vuuldD (4.54)
2

I

+(n — 1)/Qk(5049div(u)dx.

Prova do Lema. Multiplicando por kdu em (L?())" e integrando em €, temos
/ kou" - u dx = / ko(pAu+ (A + p)Vdiv v — aVe) - u dx, (4.55)
0 0

por outro lado,
" d l 12
kéu" - udr = — kou - udz ) — [ ké|u'|*dx. (4.56)
Q dt \Jo Q

Usando identidade de Green e as condigoes na fronteira (4.4]) tem-se as seguintes expres-

soes para os termos na direita de (4.55)

/ Au - udr = / Vu; - vudl’ — / |V, |*dz, (4.57)
Q rs Q

/Q Vdiv(u) - ude = /Q div(div(u)u)dz — / div(u)div(u)dx

Q
(4.58)

:/ div(u)ui-l/idr—/ |div(u)[*dz,
Iy Q
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/QVG cu dr = /de'v(ﬁu)d:c — /Qﬁdz'v(u)dq: = —/Qediv(u)d:c, (4.59)

pois # = 0 em I'. Substituindo em (4.55)) podemos escrever,

4 (/ kou' - udx) = / kS|u'|*dx — / pké|Vul?de — ko(\ + ,u)/ |div(u)|*dx
0 Q 0 0
—/ kSam - v|u|*dl — / kom - vu - u' dT’ + / koabdiv(u)dz.

) Iy Q
(4.60)

De modo analogo, multiplicando a equagao (4.1)) pelo termo kdm - Vu em (L*(2))", com

m-Vu=(m-Vuy,...,m-Vu,), e integrando em 2 obtemos

/ kou" (m - Vu)dx = / ko(pAu+ (A + p)V(div u) — aVe) - (m-Vu)dz,  (4.61)
Q 0

por outro lado

1
/ u" (m - Vu)de = 4 / uf(m - Vug)dr ) — = [ |u}*m - vdl + E/ lu)|*dz, (4.62)
0 dt \ Jq 2 2/,

s

pois das condigoes (4.4]) tem-se

/u;(mVu;)dx :/(u;m)-Vu;dx:/div(|u;|2m)d:v—/u;div(u;m)dx
Q Q Q

Q

= [ |u*m - vdr — n/ |u)|Pdx — / w;(m - Vu)dz.
Q Q

Iy

Agora, para os termos na direita de (4.61)), utilizando identidade de Green, (4.4]) e o fato
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u;  Ou; ou
que u = 0 em Ty satisfaz — = — 2 = |=|* , obtemos
Jr,  Ov v

v e |V,

/QAui(m-Vui)dx:/F(Vui-u)(m-Vui)dF—/Q(Vui)-V(m-Vui)dx

ou; auz Ju;
5 —)— 5 m;v;dl +

(m - Vu;)dl' — / |Vu,|*dz — %/ m - V(|Vu,]*)da
Q Q

Ty 8V

1 - 1
|a“1| -de+/ i (1) . i) dD ——/ V| - vdT
Iy al/ 2

Iy

P (163

/V(div u) - (m-Vu)dr = /Fdiv(u)m

Q

ou;
i dl — . 2
F s d /Q|dw(u)] dx

: g . .
- /Q div(u)m; or, (div(u))dx,

: du;
= /1“1 div(u)m 5

dF+/ div(u)v;(m - Vu;)dl' —/ |div(u)|*d
Iy 0

1 o .
—E/Qmja—xj]dw(u)ﬁdx (4.64)
1 : 9 :
=3 |div(uw)|"m - vdl' + [ div(u)v;(m - Vu,)dl
Fl 1—‘2

1
——/ |div u|*m - vdT.
2 Jr,
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Usando (4.3)) e substituindo em (4.61]) os resultados (4.62)) - (4.64)) concluimos que,

d , ko 9 nkd kop Ou; o
7 </Q kow;(m Vul)da:) =3 ). |u;|*m - vdl — / | / 81/‘ m - vdl’
/ /’{:(F,MauZ (m - Vu;)dl' — ko p|Vui*m - vdl + (n=2)ks / p|Vu; Pdx
3V 2 Ty 2 Q
ko , 9 :
+7 (A 4+ p)|div(uw)|*m - vdl + [ ké(A + p)div(u)v;(m - Vu,)dD (4.65)
Fl 1—‘2

— Nk k
+ 2 ) 5/(A+u)|dw ul?dz — 75 (A + p)ldiv ul*m - vdl
Q

I
+/ ad(q; + 70q;)(m - Vu;)da.
Q

Assim, das condigoes (4.4) e das expressoes (4.60) e (4.65]), o funcional F'(t) definido em
(4.52)), satisfaz (4.54)). O

Lema 4.4.3. Nas condicoes do sistema — tem-se para € > 0,

2
2Bk + kd(n — 1)2£

F'(t) < =2E1(t) + (e3¢ + L)eEn(t) + (k6 + p el

) [ |JuiPm - vdD
I

220 daP4R? 5 €20 9
—1 _ d
Homat ==+ =+ (= 1a) ke(A—i—,u))/Q‘ql !

202078 400 R*7¢

Yra
a2 200 / 24 4,
+( -+ ro + ((n — 1)a) ROt ) ¢ |"dx (4.66)

2aR?

+k§/ am - v( — (n — 2))|u,|*dT.
'y

Prova do Lema. De fato, pelas condigbes geométricas em (4.5) temos que os seguintes

termos na direita de (|4.54])

/ |Vu;|*m - vdl, —/ \div u*m - vdT, / \div(u)*m - vdT, (4.67)
I I '
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sao negativos. Por outro lado, pela desigualdade de Poincaré para 0 e pela equacao (4.3))

2 2 2
K / 62z < 2270 / 2w + 22 / g2z,

tem-se

logo

(n— 1)/S)k5a9div(u)dx < k:(S/Q((n— 1)a|9])2m + k‘5/Q €<)\2—+M|div(u)|2dm

1 02T2 Cy
< —1a)? 012 /_ 2
<o(tn =t ([ “Riar [ Plopa)

kS / E(A2—+“>|dw<u)|2dx,
Q

(4.68)

onde ¢, é a constante dada pela desigualdade de Poincaré. Analogamente, pela desigual-
dade de Young, teorema de traco e de novo desigualdade de Poincaré em u temos as

seguintes desigualdades

/ 2]{;5[;188% + (A + p)div(u)y)(m - Vu;)dl'] = —/ 2k6(am - vu; +m - vu)(m - Vu)dl
Iy v

1)

2 2 P2 2R2
<kd [ me V[ ) 4 Va2 + Sl T (4.69)
W

I

(2

—(n —1)ko m - vuubdl < k6 [ [R(n — 1)2(m V)

ot + 5 Plar
Fz F2

2

Rin—1)? (4.70)

ko
. "12dT C —/ Vu;|?d
2 /F2(m v)|u;] + c5ce 5 Q| u;|*dz,

onde ¢ é a constante dada pelo teorema de traco. Da desigualdade de Holder temos

AR%*60?

kepd
/25a(qi+7'0q£)(m~Vui)dx§/ (7'02|q§|2+\qi|2)d:c+/%]Vuipdx. (4.71)
Q Q Q
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Desta forma, substituindo em (4.54)) as expressoes (4.67)-(4.71]), e adicionando os termos
para completar a energia (4.8)) temos (4.66]).

O
Lema 4.4.4. Nas hipdteses do teorema , L(t), satisfaz
1. LL(t) < —Eq(t),
Demonstracao do Lema. Vamos demonstrar o lema estudando a dimensao n. Seja
2R*k6  kd(n —1)?
M > max{k5+ R + (n )R,
U 2ep
2c50  da?4R?  ((n—1)a)?dcy
YAt e ke ke N +p)
209078 N 460R? ,  deamd((n —1)a)?
T, .
k kep P ke(X\ + )
Como em n = 2 a funcdo a(zx) satisfaz (4.12al) entao, usando (2.19)), temos que
5 20 R? L 2R,
ko [ am - v|ul]*( )dl' < ag—“E (1), (4.72)
I> H

3
(1 —a§=7?)
(CgCt + 1)

dimensao. Analogamente, usando (4.12b]) e definindo € <

logo assumindo € < , pelo Lema |4.4.3| tem-se o resultado 1. do lema nesta

pv—— no Lema (4.4.3), po-

demos deduzir 1. para caso n > 3.

Finalmente, para demonstrar 2. do lema, combinamos (4.50) e desigualdade de Cau-
chy em (4.52)), e definindo

- R? (n—1) (n—1),
M—max{M,(Fle—i- 5 + 5 )\o)};

podemos deduzir que o funcional L(t) satisfaz 2 . O

Utilizando os lemas vamos entdo demonstrar o Teorema [4.2.1]
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Demonstragio do Teorema[{.2.1. Como E;(t) < —4 L(t) logo integrando em [0,t] e usando

a equivalencia temos que

/Eumugusz@um+@m»

Além disso, como

p d
SUE()} = Ei() + - {E (1)}

e sendo L{E;(t)} < 0 segue-se que £{tE;(t)} < Ey(t) assim
t&@z/&@%SM@@+@@L

obtendo-se o resultado do teorema. O






Capitulo 5

Sistema Termoelastico de materias

misto com lel de Fluxo de Cattaneo.

5.1 O modelo

Se considera uma barra composta pela mistura de 2 elementos térmicos de comprimento
finito [ com variaveis u e w de deslocamentos e 6 variavel de temperatura. Mais exa-

tamente o modelo satisfaz as seguintes condig¢oes:

e O deslocamento de cada elemento térmico denotado com as variaveis u, w cumprem

u=u(z,t):(0,1) x (0,00) > Rew=w(y,t):(0,1) x (0,00) = R.
e Assumimos que as particulas estdo na mesma posi¢ao no tempo t = 0, isto é x = y.

A temperatura 6 = 6(z,t) : (0,1) x (0,00) — R é a mesma para ambos elementos

no instante x e no tempo t.

As densidades da massa no tempo ¢t = 0 sao denotadas por p;, ¢ = 1, 2.

O estresse parcial associado a cada componente térmica é T e S respectivamente,

além disso P é a forga interna do corpo e © a entropia da densidade.
e ¢ ¢é o fluxo de calor e 0y é a temperatura absoluta na configuracao de referéncia.
O sistema de equagoes proposto, em auséncia de forgas externas esta dado por:
a. Equagoes de movimento
prug =Te — P, powy = S + P, (5.1)

113
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b. Equacao de energia

(o1 + p2)00O; = ¢z, (5.2)

c. Equagoes constitutivas e lei de fluxo de calor de Cattaneo

T = anuy + apw, + 510, S = a1ouy + azw, + 520, (5.3)
P = a(u—w), O = Bruy + Bawy — <0, (5.4)
T0g: + ¢ + kb, = 0. (5.5)

Substituindo nas equagoes constitutivas (5.3))-(5.5)) as equagdes de movimento e de energia
(5.1)-(5.2)), obtemos o sistema de equagoes

P1Ug — A11Ugy — A19Wey + a(u — w) — $10, = 0, (5.6)
PaWiy — 12Uy — A20Wey — (U — W) — Pol, = 0, (5.7)
66— Puter — Bt + 0 = 0, 53

Toq; + q + kO, =0, (5.9)

com m = (p1 + p2)bp. Os parametros m > 0, ¢ > 0, sdo a conductividade térmica e
capacidade térmica, respectivamente. O parametro a > 0 esta relacionado com a parte
conservativa do sistema assim como os coeficientes a;;, sendo estes tltimos os acoplamen-
tos das componentes elasticas. Os coeficientes [3;, ¢ = 1, 2, sao os acoplamentos das
partes elasticas com a temperatura e o parametro £ > 0 é o acoplamento entre a lei do

fluxo de Cattaneo com a equagao de temperatura, conductividade térmica nesta lei.

As condigoes iniciais do sistema (5.6)-(5.9) sao

u(z,0) = ug(x), uz,0)=u(x) em (0,1), (5.10)
w(z,0) =wy(x), wi(x,0)=w(x) em (0,1), (5.11)
0(z,0) = 6p(x), q(x,0) = qo(z) em (0,1), (5.12)
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e condicoes de fronteira do tipo Dirichlet

u(0,t) =0, wu(l,t)=0 em (0, 00), (5.13)
w(0,t) =0, w(l,t)=0 em (0, 00), (5.14)
q(0,t) =0, q(l,t)=0 em (0, 00). (5.15)

O sistema tem algumas restrigoes sobre os coeficientes a;; e ;. A matriz formada pelos

termos a;;
@11 Q12
(5.16)
Q12 Q22
é definida positiva, isto é,
a1 >0 e ajjag — CL%Q > 0. (517)

Os coeficientes §; satisfazem (1 + B2 # 0 e além disso, 51, B2 # 0. 79 e k sdo definidos como
em ((0.12)). Tais condicoes sao indispensaveis para ter solucoes que pelo menos decaiam
pois se 1 + B2 = 0 com po(ai; + aip) = pi(ae + as), podemos mostrar substituindo
que u = w e § = ¢ = 0 sao solugoes para nosso sistema que nao decaem no tempo.
Substituindo em (5.8)) a equacao temos que se u(x,t), w(z,t),0(x,t) e q(x,t) sdo
solucgoes de — com (1 + o > 0 entao u(l —x,t), w(l —z,t),0(l —z,t) e q(l — x,t)
sao solugoes também do sistema para ;1 + S < 0. Assim, sem perda de generalidade

podemos tomar f; + B2 > 0 para estudar o sistema (5.6)- (5.15]).

Observagao 5.1.1. Note que de (5.9) e temos 0,(0,t) = 0,(l,t) = 0.

5.2 Resultado Principal

A seguir apresentamos uma recapitulacao das principais conclusoes de estabilidade do sis-
tema —. Estas conclusoes foram obtidas ao utilizar os resultados estabelecidos
em [31], de estabilidade exponencial para semigrupos de contragoes S(t) em espagos de
Hilbert. O resultado em [3I] esta relacionado com o resolvente do gerador infinitesimal
A associado ao semigrupo S(t) e para nosso caso, o resolvente do operador associado ao

sistema ((5.6])-([5.15)) envolve uma serie de constantes que sdo calculadas a partir dos coe-
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ficientes do sistema. Inicialmente apresentamos tais constantes e um Lema que d& uma

relacao entre 7R e o resolvente de A para logo estabelecer o Teorema de Estabilidade.

Notagoes 5.2.1. A partir das constantes utilizadas para descrever o sistema (@—

definimos:

1. Seja D o determinante da matriz e Dy de Dy 0s determinantes das matrizes

a a a a
Di=det| " | e Dy=det| 7 F ). (5.18)

B Do B B

2. Seja xo, X1, A1 € Ay definidos como

Xo = Pe2p1Ds+ Bip2Dy, (5.19)
X1 = B2p1 — Bipe, (5.20)
Ay = Bipaarr + Baprasa, (5.21)
Ay = Bipaarz + Baprass. (5.22)

Observagao 5.2.2. Note que xo = [foA1 — B1As, e por outro lado, D1 = Dy = 0 nao €

possivel pois ao substituir em D concluimos que D = ajjas — a3y = 0 o que contradiz
.

Lema 5.2.3. Seja A o gerador infinitesimal do Cy-semigrupo S(t) associado ao sistema
(5.6)-(5.13) e seja p(A) o resolvente do operador A. Entio iR C p(A) se e somente se

alguma das sequintes condigoes se satisfazem

]) Se Xo 7& Oa €
Dixi

<0 ou L folBtBa gy (5.23)
X0 T X0

3) Sexo=0, x1 =0 en?Din®+Pa(B +5) <0, YneN

1+

2) Se xo=0 e x1 #0.

A seguir o resultado mais importante para o sistema (5.6)-(5.15) no que diz respeita

A estabilidade.
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Teorema 5.2.4. Seja S(t) o Cy-semigrupo associado ao sistema @—. Entao se as
condigoes 1) o 3) do Lemal[5.2.9 sao satisfeitas, o Co-semigrupo S(t) € exponencialmente

estdvel.

5.3 Existéncia e Unicidade

Nosso objetivo principal é mostrar a boa colocacao do sistema —, i.e. existén-
cia e unicidade das solugdes do problema com valores complexos. Os espagos L?(0,1),
H{(0,1) e H'(0,1), com (0,1) C R serao denotados brevemente como L?, H} e H™'. O
produto interno e norma em L? serao denotadas como (,) e || - ||. Devido a desigualdade

de Poincaré, temos que o espago H} ser4 munido com o produto interno (f, g) HI = (ferGa)-

Consideremos o espago de Hilbert:
H = Hy(0,1) x H}(0,1) x L*(0,1) x L*(0,1) x L2(0,1) x L*(0,1), (5.24)

onde

L(0,1) = {f € L*(0,1) : /Olf(x)dx = 0} :

e com produto interno definido como

(w0, 0,0, 0, q), (16, 0, 5, 5, 0. 3)) 3 = %[a11<ux,ﬁx> + avo (e, T} + (w2 )
s (ws, @) + of(u—w), [@—0) + pu(0,5) + palo, ) +5(0.0) + (0, D] (5.25)

Tomando v = u; e n = w; e denotando por U = (u,w,v,n,0,q) podemos reescrever o

sistema ([5.6])-(5.15)) como um problema de evolugao de primer ordem

U = AU,
(5.26)
U(O) = (u07w07u17w17007qo>7



118 TERMOELASTICO SEGUNDO SOM E MATERIAS MISTOS

onde o operador A é definido como

A11Ugy + A12Wgy — a(u - U)) + 61933 A12Ugy + A20Wyy + a(u - w) + /8201‘

AU = (7477; ) )
P1 P2

Bll/m + 6277.77 - %qyc _(] + keaz
S ’ 7o

) (5.27)

com dominio D(A) ={U € H : AU € H}.

Uma analise das componentes de AU € H leva a especificar o dominio de A, da seguinte

forma
v, n € Hy(0,1)
Oy Sy Bz O Py e 20,
P1 P1 P1 1 P1
D2 e+ St Py, — S+ @91 € L*(0,1)
2 P2 P2 P2 P2
1
&Vx + @nz ——Q € L(0,1)
S S Tm
k 1
——b. — —¢ € L*(0,1),
T0 T0
desta forma concluimos que
D(A)={UeH:u, we H* v, ne Hy,0 € H,, qe Hy}, (5.28)

onde H}(0,1) = H'(0,1) N L?(0,1). Note que D(A) é denso en H.

Teorema 5.3.1. O operador A é um gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de con-

tragoes S(t), t > 0.

Prova. Vamos mostrar que o operador A é um operador dissipativo e 0 € p(A), com

p(A) o resolvente do operador. Sendo claro que D(A) = H, a prova do teorema sera

consequéncia do teorema de Lumer-Phillips.
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A dissipacao do operador A é facil de verificar pois se U € D(.A) logo

l | 2
q|
Re(AU Uy =~ | 7 —dz <0 5.29
AU U o km r=b ( )
de fato

Re((v,y, "1t + 12wy — a(u — w) + 5191’ 119Uy + A2Way + (U — W) + 52993’

P1 P
biv, + BQUI - %Qz g + k6,

? 7u7w7y7 797 =
: ), (w0,

%Re[an<%ﬂx> + a2 ((Ve, We) + (e Ua)) + A22(0, W) + (v = 1), (u = w)) +

A12Uzy + A22Waq + Oé('LL — ’ll)) -+ ﬁzez

A11Ugy + A12Wey — (U — w) + (160, _
b

V) + 7_
pi o )+ p2( . )
Blyx + /827].”6 - iQw = To q + kgz — 1 : |Q|2
mde gy T _ = [,
+¢( - 0) + 2 - @) =3 Em

Provemos que 0 € p(A). Seja F' = (f1, f2, f3, f1, [5, f6) € H e mostremos que existe um
tnico vetor U = (u,w,v,n,0,q) € D(A) tal que AU = F, isto é, em termo de equagoes

devemos ter

v=f € H\0,), (5.30)
n=/f € H&(O, l), (5.31)

A11Ugy — QU + AoWep + qw + 1, = pifs € L*(0,1), (5.32)
12Uy + QU + A2oWee — QW + Bob, = pofs € L2(0,1), (5.33)
mPive + mPane — o = msfs € L3(0,1), (5.34)

—kb, —q=r10fs € L*0,1). (5.35)

Substituindo (5.30) e (5.31) em ((5.34]) obtemos

Ge = MmPB1f1z + mBafor —msfs L(0,1). (5.36)

Claramente ¢, € L?(0,1) e integrando de 0 a [ a equagao (5.36)) vemos que

l l
/ Qm(f)df = (mﬁlfl + m52f2) |é —mg/ f5($)dx =0.
0 0
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Desta forma, dadas as condigoes iniciais do sistema, existe um tinico ¢ € H} que satisfaz

(5.36)). Além disso, da desigualdade de Poincaré temos,

lall* < eIl fral* + | ozl I* + 11.f51). (5.37)
De (5.35)) temos
k0, = —q—1ofs € L*(0,0), (5.38)

logo existe um tinico § € H}, de fato,

1 x
o) =2 [+ msstlar+ 2 [ [ a6 + sl
satisfazendo (5.38)) e a definicdo de L?, desta forma temos
1611 < ell0a]* < e(llall* + 11.f6]*). (5.39)

Por outro lado, conhecendo agora a fungao €, das equagdes (5.32) e (5.33)) obtemos que

as variaveis u e w satisfazem

A1 Ugy — QU+ A12Wyy + QW = p1f3 - 51033 =01 € L2(07 l) (5 40)

A12Ugy + au + A22Wgy — QW = P2f4 - 62990 = g2 € L2(07 l)7

portanto para determinar u e w como em ([5.28)) comegaremos utilizando o teorema de

Lax-Milgram aplicado a seguinte forma sesquilinear. Seja

B:H} x Hy x HY x Hy — C
B((u7 w)7 (ﬂa U~)>) = a11<u$75I> + a12<<Ux75x> + <wm)ﬁax>> + a22<wxyﬁx>

+ alu —w,u — w).

De (5.24)- (5.25) definimos naturalmente a norma induzida em H}(0,1) x H3(0,1) dada

pelo produto interno

<(uv w)v <ﬂ>w)>Hé><H&><H3><H§ = a11<um75$> + a12(<uwvﬁw> + <wx75m>) + a22<wxaﬁx>

+ alu —w,u —w),
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assim temos que a aplicacao B é uma forma sesquilinear continua e coerciva. Logo,
aplicando o teorema de Lax Milgram, concluimos que existem tnicas fun¢oes u e w em

Hj tais que, dados —g1, —go € L?(0,1), entao
l J— j—
B(u.w),(6.0)) = [ (0:5+ 9:0)d
0
para todo ¢, ¢ € H}. Assim, tomando os pares (¢,0) e (0, () temos

! ! l ! !
au/ Uy, d + (llg/ Wy p,dx + a/ updr — a/ wodr = —/ gL ode, (5.41)
0 0 0 0 0

! ! ! 1 1
alz/ Uy dr + agg/ w,C dr — a/ uldx + a/ wldr = — / goCdx, (5.42)
0 0 0 0 0

o que resolve de forma fraca o problema ([5.40)). Por outro lado, temos a seguinte estima-
tiva: sejam ¢ = u, e ( = w, em ((5.41)) e (5.42)). Somando os resultados temos

min{ai1, az } max{][u|], [|w,][}* < (an[ual* + az|w.[]*)

< (lgall + llg2ll) max{{ful], [[w[[} < e(llga]] + [lgal[) max{||ua|], [[w.[|}

com ¢ constante de Poincaré. Assim temos que

(ual| + [fwzll) < Cllgull + [lga2ll) < CULfrall + [ f2all + 1 f5]] + || f6]]) (5.43)

e da desigualdade de Poincaré e propriedades da norma, obtemos

allu = wl[* < e[l fral P + | foul I* + 115117 + 1 fol ) (5.44)
Além disso, de ((5.40) temos que as combinagoes lineares

2
A11Uzz + Q19Wap, Q12U + AooWae € L7(0,1).
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Logo a1t + ajpw, ajpu + asw € HY N H?, e das condigoes (5.16) - (5.17)) concluimos

a2 Q12

u = 32(&11’& + (112”LU) + D (&11'LL + algw), (545)
(5.46)

—Q12 a1
w = D (anu + appw) + F(CLHU + ajpw). (5.47)

Assim u, w € H}(0,1) N H*(0,1) e finalmente temos solu¢ao do problema ((5.40). Das
expressoes ((5.30)), (5.31)), (5.37), (5.39) e (5.43) - (5.44]) temos que

U3 < ClIE ],

desta forma garantimos que o operador A~ existe e é continuo, com o qual finalizamos a

prova do Teorema [5.3.1] O
Como consequéncia temos

Teorema 5.3.2. Se Uy = (ug, wo, uy, wi, 0y, qo) € H existe uma unica solugao do problema

@— que satisfaz

u, w € C([0,00); HY(0,1)) N C([0, 00); L2(0, 1)),
0 € C([0,00); L3(0,1)), g € C([0,00); L*(0,1)).

Além disso, se Uy = (ug, wo, u1, wr, 00, q0) € D(A) temos a regularidade

u, w e C([0,00): HL(0,1) N H2(0, 1)) N CL([0, 00): HY(0,1)) N C2([0, 00); L2(0,1)),
0 € C([0,00); H,(0,1)) N C*[0, 00); L*(0,1)),
g € C([0, 00); H&<Ov )N Cl[oa 00); LQ(OJ))'

5.4 Estabilidade

O principal resultado de estabilidade apresentado no Teorema m para o sistema ([5.6))-
(5.15) sera provado nesta se¢@o. Igualmente mostramos na subsegao as condigoes
para que o sistema tenha perda de estabilidade exponencial. Nosso objetivo sera atingido

usando o resultado estabelecido em [31] sobre estabilidade exponencial para Cy-semigrupos
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de contragoes, ver Teoremas [1.0.18|

Esta segao é dividida da seguinte forma. Na subsecgao [5.4.1| estudamos o resultado de
estabilidade exponencial, utilizando fortemente o teorema [1.0.18, A seguir estudamos o

resultado de perda de estabilidade exponencial, subsegao |5.4.2|

5.4.1 Decaimento Exponencial

Para obter o resultado de decaimento exponencial, enunciado no Teorema [5.2.4] vamos
usar o resultado estabelecido no teorema[I.0.18] O ponto central deste teorema é mostrar
que o gerador infinitesimal A do sistema ({5.6)-(5.15)) satisfaz as condigoes ((1.12]) e (1.13)),
isto &

iR Cp(A) e Ml‘i_m i — Al| £ < o0.
—00

Primeira condigao de Teorema [1.0.18], iR C p(A).

Inicialmente vejamos que operador A tem espectro pontual.

Proposicao 5.4.1. Seja A o operador definido em . Entdao o operador A=' € um

operador compacto.

Prova. Pelo critério para resolvente compacta, proposicao (|1.0.21]), temos que é sufi-
ciente provar que a imersao i : D(A) — H é compacta, com D(A) como em (5.28).
Seja (Up)nen C D(A) uma sequéncia limitada e mostremos que existe uma subsequéncia
convergente em H. Seja C' tal que ||Uy,||p) < C isto ¢, em suas componentes

A11Unpax + A12Wpgxe — a(“n - wn) + Blgnx

||<unawnayn777na'9naQn)||’H+ ||(Vna77n> 01 )

(5.48)
A12Unzy + 22 Wn gy + a(un - wn) + ﬁ29nr Bll/n:v + 62777136 - %QHJC dn + kanm
P2 ’ S ’ 70

)Nw < C.

Assim, da norma em H induzida por (5.25)), das propriedades da norma e do teorema
de imersao compacta em espagos de Sobolev, ([1.0.2]), teremos o resultado. De fato, da
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definigao ((5.25)) e de ([5.48) ¢ facil obter as seguintes estimativas

lanll®, 116l lun —wnl]* < C

Vel * + [0z [* < C

@11 Unze + @19Wnae — @ty — wy) + BiOns||* < C
l|@12Unae + 22Wnae + (ty — wy) + Bobpa||* < C
1B+ B — - uallP < €

llgn + Kby |* < C.
Seja C' constante em geral, logo da desigualdade de Poincaré e de ({5.50))
[lvnl[* + Il * < C,
e da propriedades da norma, temos

150zl * < c(llgn + k| |* + gl *) < C
||a11unzx + a12wnzm’|2 S ||a(un - wn)||2 + ||616nx||2 + C S C
Ha12unxaz + a22wnx:p’|2 S Ha(un - wn)HQ =+ HﬁQeanz + C S O

1 1
HEanHQ S C(HBanx + 627771,:5 - EQna:Hz + ||61an + 5277nx||2) S O

Das expressoes (5.45)) e ((5.47) concluimos de (5.57)) e (5.58)) que

[tnael] < C

||wnm|| <C.

Desta forma temos que

unllmr2nmg + llwnllazam + vallag + nnllag + 10l + lanlla < C,

(5.55)

(5.62)

e sendo as imersoes H?(0,1) N H}(0,1) — H(0,1) — L*(0,1) continuas e compactas,

existe uma subsequéncia U,x = (Unk, Wnks Vnk, Mk, Onk, @uk) € H, convergente em H e

desta forma concluimos que a imersdo i : D(A) — H é compacta e assim que o operador

A1 é compacto.

]
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Sendo o espectro do operador A pontual, isto é o(A) = 0,(.A), temos o seguinte lema

que caracteriza o espectro através das constantes definidas em ((5.16)) e ([5.18])-(5.20)).

Lema 5.4.2. i\ € 0(.A) se e somente se

| aBtB) N | Bepr —Ds A2
a(fB2 + B1) Bip2 Do 12
para algum p* = ”j;’z comn € N.

Prova do lema[5.4.2 Inicialmente definimos o seguinte sistema. Seja F' € H tal que

F = (f1, fo, f3, f1, [5, f6) e seja o sistema resolvente, isto é,

(iA— AU =F (5.63)

que em termos de suas componentes é

iAu—v = fi, (5.64)

IANw —1n = fo, (5.65)

IAPIY — Q11Uzg + QU — Q12Way — QW — 10, = p1 f3, (5.66)
IAP2N) — A12Ugy — QU — AgaWay + CW — Bolly = pofy, (5-67)
iAmsO — mpBiv, — mPan, + ¢ = ms fs, (5.68)

IAToq + kO, + q = 1o fs. (5.69)

Suponha que existe pelo menos um autovalor imaginario da forma A com A € R, logo
existe um autovetor U, # 0 tal que (1A — A)U, = 0. Consequentemente do carater

dissipativo do operador A, ver (5.29), segue que

l 2
R€<<Z/\ - A)U/\, U)\>7.[ = ﬂdl’, (570)

0 km

dai temos que ¢ = 0. Por outro lado, de (5.69) sendo fs = 0, temos 6§, = 0. Pela condigao

!
/Qdac:()
0
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temos que 6 = 0. Por outro lado, de ((5.64) e (5.65|) temos que

iINu=v, dw=n, (5.71)
e de (5.66)-(5.68) temos
—\2p1U — Q11U + QU — A12Wey — aw = 0, (5.72)
— A2 Do — A19lgy — QU — (aWey + aw = 0, (5.73)
mpB1vy +mpBan, = 0. (5.74)

De (5.74) e de (5.71) concluimos que

ﬁluz + Bsz =0.

Como (3, P2 # 0 entao temos w = —g—;u, e consequentemente podemos rescrever ([5.72

e (b.73) em termos da variavel u, isto é

—(a1182 — a121 ) uyy = 52)\2P1U —afBe + Pr)u, (5.75)
—(a1252 - a2251)ux:c = —51)\2P2U + 04(52 + 51)% (5-76)

As equagbes anteriores lembram o problema de Dirichlet para o Laplaciano, assim deno-

tando

= (5.77)

com n € N, obtemos de (5.75)), (5.76]) e de (5.18)) as seguintes igualdades nos coeficientes:

Diypi® = Bopi N — (B + ) (5.78)
Dop? = —=B1p2XN° + (B2 + B1), (5.79)
ou equivalentemente
a(fBy + 1) _ Papr —Dy A2 . (5.80)
a(B2 + B1) Bip2 Do 12

Caso 1. Usado a notacao (5.19) com xq # 0 temos que existe uma tnica solu¢ao para f
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e A, com
Dy + D, (B2 + B1) ( D1X1>
M\ = -
By + 61)6291D2 + B1p2Dy Bap1 bt Xo (5.81)
W2 = ol + B) I g, 4 )X
Bapr Dy + Brp2Dy X0

De (5.77) e sendo que A\? dever ser um niimero positivo chegamos as condigoes

D [
ppPoa o LjaBiEba oy (5.82)
Xo T X0

Caso 2. Da expressao (5.80)) e do fato xo = 0 conclui-se que existe um vy # 0 tal que

(Da, D1) = y0(—B2p1, B1p2), (5.83)
pois facilmente se observa que xg ¢ o determinante da matriz

Bap1 —Ds
Bip2 Do

Assim, de (5.78)-(5.79) concluimos que o sistema

a(fa+ B1) = Yobapr1pi’® + Bopr X (5.84)
a(fa + Br) = YoBipa® + Brpa)’, (5.85)
tem uma solugao se
Bip2 = Papr, (5.86)
isto ¢, se x1 = 0. De (5.83)) e (5.86) concluimos que \? satisfaz
n’n?
NBipy = Dip® + By + 1) = Dy + (B2 + B1) (5.87)

l?

assim, se D; > 0 temos infinitos valores para A, ou seja infinitos autovalores para o
operador A. Por outra parte, se D; < 0 existem no méaximo n valores proprios, sendo n

o maior natural tal que (Dy7?n? 4+ 2a(B2 + 81)) > 0 pois

N2 = L(D17r2712 + Pa(By + B1)) > 0. (5.88)
Bip2
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Caso 3. Se xo = 0 e x; # 0 o sistema x nao tem soluc¢ao, o que conclue a demonstracao

do Lema. [

Prova do lema E claro que o lema anterior permite concluir o lema m

Com isto fica provada a primeira condi¢ao do Teorema [1.0.18]

O objetivo agora é mostrar que |/\1|i_m |(GAL — A) 7| 230y < o0, para isto, utiliza-se uma sé-
—00

rie de resultados que serao apresentados a seguir que permite chegar a conclusao limitando

cada componente. Inicialmente temos a seguinte limitagao. Seja U = (u, w,v,n,6,q) so-

lugdo de (iA — A)U = F, é claro que da equagao ((5.70) temos
llgll* < l|Fll2/[U] - (5.89)

Lema 5.4.3. Suponha as condicoes do lema sao verdadeiras. Se U = (u,w,v,n,0,q)
¢ solugao do sistema (iA— A)U = F, descrito em - , logo para qualquer e > 0

existe c. > 0 tal que
1810 + Ban[* < c|[UIF|| + cl | FI* + el | Arvug + Asw, || + effu — w]]?, (5.90)

onde Ay e Ay s@o como em e respectivamente.

Prova. A prova do lema seré feita por passos.

Passo 1. Seja ( tal que

_C:mc = ﬁly + 52777 C:B(()) = C&E(l) = 07

logo da equacao ([5.68)), e do produto interno em L? com (, temos

1B+ Banll? = ~iAs(0,T) — (e, &) + {55, )
= —IX(0,) + (0. Ta) + (5, T)

< [iAs (0, Co)l + %HCIHWW + Banl| + [ f5][11C]- (5.91)

Passo 2. A seguir estimamos o primeiro e dltimo termo em ((5.91)). Da desigualdade de
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Poincaré para (, temos para o tltimo termo em ([5.91)) a estimativa

sl < el Fllael[Caall = el Ellal|Brv + Banl |- (5.92)

Para o primeiro termo em ([5.91)) temos a seguinte estimativa:

A6 (0, Co)l - < SIMIION NIzl L2 < SIMIOI HICazllir-r = SIMION |81 + Banl -1 (5:93)

Por outro lado, multiplicando (5.66) e (5.67) por po/31 e p1f2 respectivamente, e logo

somando os resultados temos

iIAp1p2(Brv + Bon) = pafhanitiae — p2frou + pafrarsta, + pafrow + pa 7,
+p281p1[f3 + p1Baaiatize + p1Bacu + p1PaarnWe, — p1f2aw
+p10502 + p152p2.f4

= AtUgs + Agway — a(pafs — p182)(u — w) + (p2 57 + p153)0a

+p1p2(B1fs + Bafa),
(5.94)

com A; e Ay como em (5.21)) e , assim tomando norma em H~!
IMBrv + Banl|g—1 < ¢||Arug + Aswy||p2 + c||u — w||g-1 + ¢||0]| 12 + ¢||F||]3.  (5.95)
Devido a desigualdade anterior, podemos deduzir em ([5.93)) que

[iA6(0, Co) | < clllll Avte + Aswg |22 + cll6][[lu — wllm—1 + clO]][|F ]2 + cll0]17

< co||01* + el [ Arus + Apwo |7 + €llu — wl|7. + el [FI[3,,
(5.96)

Passo 3. De forma analoga aos passos anteriores, seja z tal que
— Zpe =0, 2:(0) = 2,(1) =0, (5.97)

logo do produto em L? de z, com (5.69)), integrando por partes e aplicando desigualdade
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de Poincaré na variavel z, temos

kHQH%P = (TOf67Z_x) - (CLZ) - (ZATOQMZ_:L‘)
< 7ol| fsllllz|| + [lall[[zz|] + [(tAT0g, 22)]
< crol| fsll[101] + cllall[0]] + |(iAToq, 22)] (5.98)

Passo 4. Seja ¢ tal que

logo considerando (5.97)) e o dltimo termo na direita em ((5.98) podemos dizer

(iIN00,Z2) = —(iMT0Par, Z2) = (T0Paz, iNZ0)
= _7—0(901"7 Z)\Za:x) = TO((P;E,W).

Utilizando a equagao ([5.68)), e aplicando Poincaré para a variavel ¢, temos,

To(00,iN) = ?(%M) - %(wx,%) +70(a, f5)
= 2w (B + Ba) (020, 0) + 7ol ).
assim
e AB)| < lallll B + Bl [+ = lal* + 7ocy a1 5
e portanto

. _ — T T
|(iAT0g, Z2)| = [70(pa iA0)] < ?O|IQ|||I51V+5277|| + m—og||q||2 + 706yl lqlll1 /5] (5.100)

Passo 5. Resumindo as constantes em geral, de ((5.98) e (5.100) e agrupando convenien-

temente concluimos que
2 70 To 2
kl6l7: < crol| folll|6]] + cllall[|0]] + FIIQHIIBer Bon|| + m—g|l9|l + 7ocpllql[][ /5]

T0 ToC
< c||F[13, + €llOlf72 + cllal* + < MallllBw + Banll + llall?,

me
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e pela desigualdade (5.89) e para € bem pequeno tal que podemos transladar o termo

€l|0]2. a esquerda, fica a seguinte estimativa

101172 <Cl|FIl5, + cllUllul [F Il + cllalll| B + Banl|

<CIF|l3 + cllUllul | F |l + cellall* + el B + Banl|*. (5.101)

Passo 6. Substituindo em ([5.91)) as estimativas (5.101)), (5.92) e (5.96) concluimos

181y + Banl[* < |01 + €l Avu + Agwa| |72 + €llu — wl[7. + || F[3,

+i:lalllBuy + Banl] + <[ Flla| 181w + Ban 12

< c|[F[15 + clUNEI + ccllall® + el | Brv + Banl |2

el [ Avty + Agw, |2 + ellu — w2 + ||

el lgll” + €llBrv + Banll72 + cel [FI[5, + el |Buv + Banl |7

Finalmente de (5.89) e tomando e suficientemente pequeno tal que podemos passar o

termo 2€||S1v + Bon]|3, a esquerda, podemos chegar ao resultado proposto no lema, isto é
181w + Banl * < e[ P[5, + cl|U [l | Fll3¢ + el Avue + Aswg |72 + elfu — wl[Z2,  (5.102)

com c constante em geral. O]

Observagao 5.4.4. No caso xo = 0, temos que By A1 = P1 Ao, assim, em €

temos respectivamente

A
1B+ Bonllir < c%um T Bl + cllu — wllas + ellfl] = + ell Fll
2
. — A
(0, < cll6]P? +eﬁnﬁlux T BywlZe + el — w2 + I FIE

Tomando € de forma conveniente, somando (5.101) obtemos a sequinte estimativa em
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5.91

181+ Bl < cl| P13, + cllUll[Flla + €l Brua + Baws|7a + €l|u — w22,

(5.103)
< c|[F[[F + cl|Ul |l [P |3 + €| U3,

que € de fato equivalente ao resultado em .

Observagao 5.4.5. Da norma induzida por (5.25), de (5.89), (5.101) e de temos

para € suficientemente pequeno,

101122 < CelIFI[5, + cllUael [F ]2 + el| U3, (5.104)

Lema 5.4.6. Suponha as condigoes do lemal[5.2.3 verdadeiras. Logo para todo € > 0 existe

um c. > 0 tal que, para todo || # 0.

Ce

|A|[|IU|I3{ + [|FI3,)- (5.105)

||51u$ +52wx||2 < C€||F||3_[ + EHU“% +

Prova. A ideia é de (5.66|) e (5.67)), determina-se 51uz, + fow,, € em seguida estimar a
sua norma utilizando fju + Sow. De fato, das equagoes (5.66) e (5.67)) temos

11Uz + A12Wey = i)\PlV + Oé(U - ’U)) - P1f3 - Blem
A12Ugg + A22Wey = MPZ?? - a(u - 'lU) - PZf4 - ﬁQex
Se D, Dy e Dy sdo como em ([5.16)) e (5.18]), podemos escrever u,, € w,, como sendo

Upy = %[am(z’)\ply +a(u—w) = 10z — p1fs) — arz(idpan — a(u — w) = Baby — p2fs)]

Wyy = %[CLU(MPW —afu—w) = B2y — p2fa) — arp(iAprv + alu —w) = fi0: — p1fy)],
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desta forma

Brgy + Py, = %[aQQ(iAplu + a(u —w) — £10, — p1fs)
—a12(iApan — a(u — w) = Pobly — p2fa)]
+22[ay1 (iApan — a(u — w) = Bab, — pafi)
—a(iAp1v + a(u — w) — 1, — p1f3)]-

Tomando o produto em L? dos termos Bty + BoWay com i + Pfow, temos

||51Uz + B2wx||2 = %<—[ﬁ1a22(i)\P1V + a(u - w) — (10, — P1f3)

+ Bra12(iApan — a(u — w) — Bobll, — p2fa)], (Bru + Baw))

— - ([Baan(iApan — alu—w) = fabl, — pafa)

D
+ Brar2(iAp1v + au — w) — B16, — p1f3)], (Biu + Baw))

= ([ -+ alu—w) — Buf — pufi], DalBru + o)
+ %<—[MP277 —a(u—w) = Bably — pafa], Di(Bru + fow)).

Distribuindo o produto interno, substituindo as equagoes ((5.64]) e (5.65) e associando

convenientemente as constantes temos,

1 .
||Bius + Bow,||* = BKﬁlV + Ban, —D1pah) + DapiV) + (D1pan — Daprv, Bif1 + Pafa)

+(Dy + Dy){a(u — w), (Bru + faw)) + (D2fy — D152){0, (Bruy + Baw,))
—((D2p1fs — Dipafs), (Bru + Baw))].

Desta forma podemos limitar o lado esquerdo na expressao anterior da forma que,

1Brue + Bows|[* < el|Biv + Banl|[[ Drpan — Dapiv|| + Cllu — wl||Bru + Baw]|
(5.106)

+C(|D1pan = Daprv||[[F o + cl|0]|[Brue + Bawa|| + ¢l 'zl fru + Baw]].

A conclusao do lema se obtem ao estimar os dois primeiros termos na direita da expressao

(5.106]). De fato, para o primeiro termo temos, pelo lema e da norma induzida por
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(-25), que

181 + Banl|[|D1p2n — D2p1v||

< (el |Ual[Fll + el |15, + el Avuy + Agw,|* + €lfu — w][*) | |U] |

< cPNUIFI U e+ U g 1F e+ €21 Avig + Ao, |[]]U |15 (5.107)
+e'2[|u = wl| [|U|}n

< e|UN, + ccl | Flla 10| + ce2[[U| 3,

Para o segundo termo, utilizando ([5.64)-(5.65)) a desigualdade de Poincaré nas variaveis

u, w, temos

c
€Al
c

ce
< W[IIUH% +IFIR] + S 1Bt + Bows |,

€
Cllu—wllifru+ Brwll < —=[lIUI5 + [IFI3] + 51w + vl

(5.108)

assim, em ({5.106|) usando (1.0.6)), (5.101)), (5.107)), (5.108)), e agrupando convenientemente

as constantes temos inicialmente
c
€|l
ce
+5||51ux + Bawa|* + ce?||U| 13, + el |F 3, + cel| Ul [ Fla

1811z + Baws|[* < ellUF + el | Fll [[Us + ce 21U, + [T, + 1 F1I7]

+eellall||Bu + Banll + el Bz + Bowa|* + ccl[FI[5, + €l|Brua + Saws ][

~ ~ c ~
< ce||F||%¢+6||U||3{+m[llUlliJr 1EI[5.] + cellgll* + €| B + Ban]|*

+€|| Bry + Bows |-

Finalmente associando os termos correspondentes, usando ([5.89) e tomando e suficiente-
t ient te tal t £ 42 2
mente pequeno e convenientemente tal que ao passar o termo (5 + 2¢)||f1u, + Bow,||* a

esquerda na ultima expressao, obtemos a seguinte estimativa

Ce
[|Brus + Baws|[* < c||FII5, + €l| U3, + |—/\|[IIUII3¢ +IFIR].
]
Lema 5.4.7. Se xo # 0 entdao para todo € existe um c. > 0 tal que, para |A| # 0
Ce
| Avu + Aswy|[* < ||| + el|U|* + (U117 + 1 Fl3) (5.109)

RY
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Prova. Procedendo de modo anélogo ao lema anterior; utilizando a expressao ((5.94]),

fazendo produto interno em L? com A;u + Asw, obtemos

(iAp1p2 (Brv + Ban), Aru + Ayw) = (ArUze + AsWas, Aru + Asw)
—(a(p2fr — p1Be)(u — w), Ayu + Asw) + ((p2B] + p153)0s, A1u + Asw)

+((p2Brp1fs + p1Papafi), Aru + Asw).
(5.110)

Usando as expressoes (5.64))-(5.65)), o termo a esquerda em ([5.110f) fica da forma

[(iAp1p2(Brv + Ban), Avu + Asw)| < [(p1p2(Briv + Ban), Ai(v + f1) + As(n + f2))|.

Além disso, usando ([5.64)-([5.65)) e desigualdade de Poincaré para as variaveis u e v obte-

mos para o segundo termo na direita em (5.110]) a seguinte estimativa

|a(pafr = prBo)|[((u — w), Ayu+ Aqw)| < ’—§|||(V+f1) = (4 Solle(lual] + lw[])
C

< |—(HV|| LA+l + 1 12[1)

U 2
N U1, +

Ul < U1 F |34

= =
A A
Logo de (5.110), da desigualdade de Poincaré, integracao por partes e substituindo as

duas expressoes anteriores temos

[ Avty + Agw,|[* < e[ (B + Ban)|[l| vy + Aanl| + el [(Brv + Ban) [ Arfi + As o

Cc
WHUHHHFHH +clO][|[Avue + Agwe | + ¢l F[[[ A + Agw,|]

< cll(Biv + Bam) || + el A + Aanl 2 + || F|]* + e 0] + 2¢[[ Ayug + Agwy [

C c
el |FIP + U1 + WIIUIIHIIFIIH.

R

C
+=IU|]* +
|A|

(5.111)
Finalmente do Lema [5.4.3] de (5.89)) e da expressao (5.101)) obtemos o resultado, isto é

[ Avus + Agws||* < cl[UNI|FI] + el FII* + el [U]]* + ce(|[v[]* + |Inl]*) + ce||F|?

c C
WI|U|I2+|—MIIUIIHIIFIIH

C
< Ce||F||2+6||U||2+W

+cellq]* +
C

\U)? +
RY

T3] [ F [
(5.112)

Observagao 5.4.8. Como foi dito anteriormente, no caso xo = 0 temos [P A1 = P1As,
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logo ||Aju, + Asw,|]? = c||frus + Bows||* desta forma o resultado é obtido aplicando o

lema[5.4.0

Agora, usaremos os lemas provados anteriormente para a prova do Teorema que

se apresenta a seguir.

Prova do Teorema[5.2.4] Caso 1. Suponha vélida a condigdo (i) do lema [5.2.3

Entao temos as estimativas ||Aju, + Asw,||* e ||fius + Bow,||* fornecidas pelos lemas
B8 BT isto ¢

Ce

Ce
[ Avus + Asw,||* < | [FI[5, + €U, + WHUH2 + WHUHHHFHH (5.113)
Ce
[|Brus + Bawe|[* < c||FI5, + €l|U| 3 + W[IIUH?{ +IFI[)- (5.114)
Além disso, se G é a matriz definida por:
A A
G = (5.115)
B B
entao pela observacao [5.2.2 temos
Uy -1 [ Aju, + Asw,
_e A ? (5.116)
Wy ’G| ﬁlux + 62wx

Logo podemos deduzir a estimativa

[lual® + [lwal [ < c(||Arue + Aswol]? + [[Brue + Baw|[?)

Ce
< el |FII3, + ellUII7 + W[HUH?ﬁ 1513

(5.117)

Além disso, tomando o produto interno das equagoes ((5.64), (5.65)), com p,7 e po7 res-

pectivamente, e somando os resultados, obtemos

pil[VI|? 4 palnl|? = p1(idu, D) — pi(f1, D) + palidw, ) — p2(fa, 7))

= —p1(u,idv) — p1(f1,7) — pafw,idn) — pa{fo, 7).

Assim, substituindo na expressao anterior as equagoes (5.66) e (5.67)), utilizando a desi-
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gualdade de Poincaré nas variaveis u e v, utilizando as estimativas (5.104) e (5.105) e a

definigao da norma em #H definida por (5.25)), concluimos

plVIP +pallnl* = anllue|* + allu = w][* + ar2((ua, We) + (Wz, Uz)) + azo|wa]?

+(Brug + Bowa, 0) — p1{u, f3) — p1(f1, ) — p2(w, i) — pa{fo.7)

Ce
<l [F I3 + ellUN17 + ellUlal [ Fllx + W[HUH% +1FI3].

Ce
< c||F|I3 + ellUF, + |—A|[HUH3¢ +IIFIR].
(5.118)
Dos resultados anteriores concluimos o resultado de estabilidade exponencial visto que,

das estimativas (5.89), (5.104), (5.117) e (5.118)), temos

Ce

10115 < el FII5, + el U5, + i

U1, + 1F 11,

1
logo tomando e suficientemente pequeno e para A da forma — < |A| concluimos
€
Ul < el F ], (5.119)

assim, fica provado (1.13]) e portanto o primeiro caso do Teorema |5.2.4}

Caso 2. Assumindo valida a condigao (iii) do lema temos de (5.19) - (5.20]) as
igualdades Byp1 Do + B1poD1 = 0 e Popr = B1po respectivamente, logo Dy = —D;. Multi-

plicando as equagoes ((5.66]) e (5.67)) por 5y e 5 respectivamente, concluimos que

iAp1 P2 (Vv — 1) —Paa11 Uy + B1012Usy — P2a12Wey + B1a22W,4,

+afBu — afyw + afiu — fraw = p1faf3 — p2 1 fi.

Logo, de (5.18)), temos

iAp1B2(V — 1) = Ditigy — Dowyy + a(Ba + B1)(u — w) = p1Ba(f3 — fa). (5.120)
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Assim em ([5.120)), fazendo produto interno em L? por u — w, e utilizando (5.64)) e ((5.65)

temos

(v = 1), PN =) = (Da( = )iz 7= 0) + (e + )l fu — ]
= (p1B2f3 — p2Br f1,u — w).

Lembrando que —D; > 0, podemos concluir que

min{p1 Bz, —D1}]||[v = nl* + [[(u — w)o[1?] < p1fBollv — 0l — Di|(u — w)e?
—(p1Bafs — p2Bufa, u—w) — (p1fa(v —n), fi — f2) + (B + B1)]|u — w]|?

< 2e|[ Pl [U 3 + (B2 + Br)[u — wl]*.
(5.121)

De novo pelas equagoes (5.64) e (5.65)) e desigualdade de Poincaré em u, w, temos, para

|A| # 0 a seguinte estimativa

a(Be + B)lJu—wl]? = a(By+ fi){u —w, (“EE — 1E2))

C1 C1
Sl —w)a|[ v = nll + 71U [1F] |
IM A

C1
U3+ 71T

=T R

Desta forma em ([5.121)) e pela tdltima estimativa, temos que existe um ¢ > 0 tal que

&1
U3¢ |[E [ (5.122)

(8]
||U||%+W

Al

[l =nll? + [I(u = w)a|[* < el[ Ul [Fll2 +

Além disso, dos resultados (5.103]) e (5.105) podemos proceder de forma analoga como

em ([5.113))-(5.115)), pois

1810 + Banl* < el [FII* + €l | U, (5.123)

1811t + Bawal* < ]| FII* + el|UII* + =101, + [|1FI[3], (5.124)

IAI
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logo usando (5.122)), e notando que a matriz

Br B
1 -1

B—

é invertivel, concluimos que existem constantes positivas C e Cy tal que

[Inll* +wI* - < Ci(lBw + Banl|* + [lv = nl?)
&1
< c|[F[)* + €U + WHUII?ﬁ

C1

Hum||2 + Hw:c||2 < CQ(“Blux + BwaHZ + ||u$ _ w$||2>

CE
< ce\\FH2+€!\U!\2+WHIUII%H\FH%J- (5.126)

Desta forma, das estimativas ((5.89)), ((5.104]), (5.125]) e (5.126)) temos

Ce
U1 < ce||F||i+€HUH%+W[IIUH?ﬁ P15,

assim, tomando € suficientemente pequeno tal que € < ﬁ temos o resultado.

5.4.2 Perda de Estabilidade

Nesta sec¢ao, vamos supor que as condi¢oes 1) e 3) do lema nao sao validas, logo
temos a perda de estabilidade exponencial para o sistema —. Em resume temos
as hipoteses xo = 0 e x; # 0. Para chegar ao resultado vamos tomar um F € H especial
e determinar a solugao U = (u,w,v,n,0,q) de forma que ao estimar a sua norma, ||U]||3,
alguma das suas componentes nao seja limitada quando |A| — co. O procedimento para

mostrar perda de estabilidade seré feito por passos.

Passo 1. Construcao do um sistema conveniente. Considere-se o sistema ([5.64)-

(5.69) com fi = fo = fs = fo = 0e f3 = h, f1 = g, a especificar posteriormente tais
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fungoes, entao,

iAu=v, (5.127)
IAw =, (5.128)
IAPIV — Q11 Uy + QU — A12Wey — QW — (10, = h, (5.129)
IAPaN) — A12Ugy — QU — A20Wey + QW — [ob, = g, (5.130)
iAmsl — mpPiv, — mPon, + g, = 0, (5.131)
k0, = —(ixT + 1)g. (5.132)
Substituindo (5.127)-(5.128)) e (5.132)) em (5.129)-(5.131)) temos
— NP1 — 11U — A12Wee + a(u — w) — B16, = h, (5.133)
— N2 pow — A19Ugy — AgoWey — (U — W) — Baby = g, (5.134)
IAMSH — iAmBiug — IAMPBaw, — mem =0, (5.135)

Passo 2. Primeira equagao. Multiplicando ([5.133]) e (5.134)) por psf3; e p1/32 respecti-

vamente, e somando os resultados temos

—p2N°p1(Bru + Baw) — ap1Ba — paf)(u — w) — (p237 + p153) 0

(5.136)
—(p2frarr + p1Paaia)uze — (p2frarz + p152022)Wer = p2fih + p152g;

por outro lado, como xo = 0, logo da defini¢ao ((5.19) temos

52;01(%252 - 51(122) + 51/)2(@1152 - 51%2) =0,

assim da expressao anterior, associando os termos convenientemente encontramos

p2f1a11 + p1P2a12 _ p21a12 + p1P2az
B B2

=% (5.137)
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desta forma, utilizando (5.20) e (5.137) e denotando V' = [fiu + fow, W = u — w, a
equacao (9.136)) pode-se escrever como

=N 0201V = Y Ver — axaW — (pa 8 + p153)0x = pafih + p1Bag, (5.138)

Passo 3. Segunda equagao. Substituindo (5.127)) e (5.128) em (5.129) e (5.130)),

multiplicando logo os resultado por p, e p; respectivamente, e finalmente subtraindo as
equacoes temos

—/\2,01p2(u - w) - (P2G11 - 016112)Um - (P2a12 - Pla22)wm

(5.139)
+a(ps + p1)(u — w) + x10, = pa2h — p1g.

Procurando descrever a equacao ([5.139) com nas varidveis V' e W definimos ag e oy tais

que Biaq + g = paarr — praiz € Paay — g = paaia — prags isto &, dado

B 1 oy P2011 — P1G12

pa —1 Qo P2012 — P1G22
concluimos que tais constantes sao

p2(ary + ar2) — p1(age + ai2) o — p2P2a11 — (p1P2 + p2fi)arz + p1Bias

B+ Bo ’ ’ B+ B2 ’
(5.140)

o) =

pois B1 + 2 # 0 e assim a equacao (5.139)) fica como

—A? prp2(u — w) = on(Bru+ Baw)ae — (U — w)aw + a2 + p1)(u — w) + X1,

= —A2p1poW — agWoy + alpa + p1)W — ay Vi + X104

= p2h — p1g.
(5.141)

Passo 4. Solugao do sistema. Desta forma podemos descrever um sistema com varia-

veis V' e W tomando as equagdes (5.135)), (5.138) e (5.141)). Além disso, sejam h e g tais
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que pofih + p1P2g =0, e poh — p1g = sin(ux), logo o novo sistema fica

— X020V = 10Vaw — axaW — (p237 + p153)0s =0
(_>‘2p1p2 + Oé(pg + Pl))W — agWae — a1 Ve + Xlez = sm(;w) (5142>
iIAmesl — idmV, — m@m =0.

Tomando solugoes da forma V = Asin(ux), W = Bsin(ux) e dado (5.132) tomamos
_ kCpsin(uz)
N ('i)\T() + 1)

, para substituir em (|5.142)) e obter

(=N2pap1 A+ Yo Ap? — axa B + Cu(p27 + p183)) sin(uz) =0 (5.143)
(=X2p1p2 + alpz + p1))B + aop® B + ay Ap® — Cuxy ) sin(pz) = sin(uz) (5.144)

(iAmcC — idmAp + WC,LL?) cos(px) =0. (5.145)

O sistema ([5.143))-(5.145)) é equivalente ao seguinte sistema

A 0
Ml B |I=| 1],
C 0
COoI1n
P —axa p(pefBf + pi53)
M =| a2 P — (5.146)
—iAmpu 0 Py
(&4

Pi(A) = =N pap1 + Yo,
Py(A) = =Np1ps + a(p2 + p1) + aop?,

Py(\) = idme + m/ﬂ.

Note-se que pelas defini¢goes das constantes p;, ps, € 7 os polindmios Py, P, sao reais
e que se queremos mostrar ||U]ly — oo quando [A| — oo, entdo de (5.25)), ¢ suficiente
calcular a norma de W = u—v = Bsin(ux), isto é, determinar o valor de B. Desta forma
temos

. PyPy + idmys*(paf3F + p153) (5.147)

(PLPy 4 oqap®x1) Py + idmp(Py(p2 57 + p13) — axi)
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Do sistema — podemos concluir que a variavel u depende do valor de A, além
disso, dos polindémios P; e P, podemos ver que i e \ sao da mesma ordem. De fato, se
P, = ¢y logo

P12\t = alpy + p1) + aou® — co. (5.148)

Por outro lado, dado que queremos |B| — oo quando |A\| — oo podemos escolher ¢ tal
que

PPy + aqap®y; =0, (5.149)

desta forma B fica
Py Ps + idmp*(p2 5 + p153)

= - . 5.150
ixmp?(co(p287 + p1B3) — axi) ( )

Note que P; pode-se escrever como

Py =i ms +

2= —
i+ = (ms

Observe que a parte Real e Imaginaria de B sao

(=N2pap1 +y0p%) (ms (1 + N*75) — krop®) + mp?(paB + piB3) (1 + N75) _ P(\)

RelB)= i (colpaBY + piB3) — X)) (1 + 2rg) POV

B —k(=N2pap1 + Yop?) P\
ImB) = o amleo(0uB7 + i B) — o)~ PO¥)’

onde P quer dizer polindmio, assim a parte real de B é um quociente de dois polinémios
de grau 4 com variavel A e parte imaginaria de B ¢ um quociente com numerador um
polindmio de grau 2 e denominador um polinémio de grau 3 na varidvel A. Desta forma e

sem perda de generalidade tomando o comprimento do intervalo como [ = 7 concluimos

U3, > an||us]|* + age|jwe|[* > min{ai1, ag }|ue — ws]]?

g i 5.151)
m  wsin(umw (
= CMQIBIZ/ |cos(pa)Pde = cp*| BI*[3 + ™ sin(pm),
0

2 um
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onde ¢ constante. Dado (5.148)), temos que
U3, = cA? = o0 (5.152)

o que mostra a perda de estabilidade exponencial.
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