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Resumo

Nao se pode determinar com facilidade a estrutura do grupo de unidades U (ZG) do
anel ZG dum grupo G nao abeliano. Na maioria dos casos, tenta-se construir um
subgrupo H < U (ZG) que tenha indice finito. Nalguns trabalhos o grupo assim
gerado é tao abstrato que nao pode ser trabalhado; noutros, é, por assim dizer, tao
complexo que seus geradores crescem, em quantidade, numa fungao geométrica do
nimero de elementos do grupo G. Como quer que seja, pouca atengao se presta
aos geradores do proprio grupo . Nesta tese, considero o grupo FE,, o produto
central de n cépias de Dy, e aproveito sua estrutura simplificada, para gerar, com

log | E,| geradores, um subgrupo de indice finito em U (ZE,,).



Abstract

One cannot hope to easily determine the structure of the group of units U (ZG) of
the group ring ZG of a nonabelian group GG. In most cases, one tries to construct
a subgroup H < U (ZG) of finite index. In some works, the group obtained in this
manner is so abstract that it cannot be manipulated; in other works, it is, so to
say, so complex that its generators grow, in number, as a geometric function of the
number of elements of G. However it may be, very little attention is paid to the
generators of the group G itself. In this thesis, I shall consider the group F,,, the
central product of n copies of Dy, and take advantage of its simplified structure, in

order to generate a subgroup of finite index in U (ZE,,) with log|E,| generators.
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Capitulo 1

Introducao.

1.1 Grupos, algebras e representacoes.

Ao longo destas linhas, indico por G um grupo finito; por K, um corpo de niimeros;
por Ok, seu anel de inteiros; e por KG, a K-dlgebra do grupo G. A estrutura
algébrica de KG pode ser conhecida pelo seguinte teorema.

Teorema 1.1.1 (Decomposi¢ao em soma direta). Seja G um grupo finito; K, um
corpo de numeros. Entao, hd D+, ..., D, anéis de divisao cujo centro é K; e anéis
de matrizes M,, (D), ..., M, (D,) que decompdem, de maneira inica, a dlgebra

KG em soma direta de parcelas irredutiveis.

KG=M,, (D1)®..®&M,, (D,)
|G| = dimg KG (1.1)
= an [D; : K]
Demonstragao. Veja-se [2] 3.4.10.

Seja definido como se segue o homomorfismo ¢ : G — KG:

1:G— KG
(1.2)
gr—1lg
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Nao ¢ dificil ver que por ele o grupo GG é imerso, isomorficamente, na algebra
KG. Como se deduz de 1.1.1, deve haver r homomorfismos Xi,..., X, que sa-

tisfacam as relagoes:

(1.3)

Em geral, se R for um anel comutativo dotado de unidade, dé-se o nome de R-
representagao linear a qualquer homomorfismo X : G — GL, (V), V, R-médulo
livre e finitamente gerado.

Definicao 1.1.2. Seja G um grupo finito; R, um anel comutativo dotado de uni-
dade. Seja, ainda, V um R-mddulo livre e finitamente gerado de posto n. O
homomorfismo X : G — GL,, (V) chama-se R-representa¢do linear de grau n.
Caso a representacao linear X ndao possa ser decomposta em soma direta doutras
representacgoes lineares, como na equacao 1.3, ou equivalentemente, caso o modulo

V' seja wrredutivel, X recebe o nome de representacao linear irredutivel.

1.2 Relacoes entre grupos e algebras.

Em virtude da identificacao 1.2 e da definicao 1.1.2, é possivel estudar o grupo
G pelas suas algebras ou pelas representacoes lineares. E o caso, por exemplo,
do teorema abaixo, que relaciona a ordem do grupo derivado com o nimero de
parcelas lineares da decomposicao em soma direta da algebra CG.

Teorema 1.2.1. Seja G um grupo finito e denote-se por G' o seu grupo deri-

vado. Considere-se a dlgebra CG: entdo, o nimero de parcelas' M,, de dimensdo

dim¢ M,,, = 1 coincide com o valor do indice [G : G/}.

Demonstracao. Cf. [7] 2.23 b.

Doravante chamadas parcelas lineares.



Por outro lado, a algebra de grupo, — dado que é um anel, portanto, é uma
estrutura interessante por si mesma —, pode ser investigada através das proprie-
dades do grupo G. O préprio teorema 1.1.1 pode ser refinado, a fim de determinar

a quantidade de parcelas da decomposicao em soma direta.
Teorema 1.2.2. Seja G um grupo finito; s, o numero de suas classes de con-

jugacao. Entao,

CG = M,, (C)&...& M,, (C). (1.4)

Demonstracao. Cf. [7] 2.4 e 2.5.

1.3 Unidades do anel de grupo.

Ao matematico sempre lhe parece interessante estudar o grupo dos elementos in-
vertiveis dum anel. Se com isso ninguém se preocupasse, nao haveria, por exemplo,

o teorema das unidades de Dirichlet.
Teorema 1.3.1 (de Dirichlet). Proposto um corpo de nimeros K, seja O o seu
anel de inteiros. Seja, ainda, U o grupo das raizes da unidade que estejam contidas

em K. Entdo, se houver r imersoes reais e 2¢ complexas; os elementos invertiveis

de Ok caracterizam-se pelo isomorfismo

O 22U x 77t (1.5)
A luz do teorema 1.1.1 e da identificagao 1.2, é muito facil caracterizar a estru-

tura dos elementos invertiveis duma &algebra de grupos, — de QG, por exemplo:

U(QG)=GL,, (D)) ®..®GL,, (D,). (1.6)

Contudo, quando se trata dos anéis de grupo, aparecem dificuldades formidéveis.

A igualdade analoga a 1.6, por exemplo, nao é vélida:



U(ZG) # GLy, (O(D1)) & ... & GLy, (O(Dy)). (1.7)

Exemplo 1.3.2. Seja a apresentagao Dy = {a,b: a®> = b* = 1,ab = b*a}. Seja d;;
matriz elementar; entao:

1 1 1 1
14 Z_Lb - Z_lbg — ZCL + Zab3 =1+ 512 ¢ ZD4 (18)

Em geral, os teoremas que caracterizam completamente a estrutura de U (ZG)
dizem respeito a grupos abelianos, como o teorema de Higman, que fixa uma
formula deveras semelhante a do teorema de Dirichlet 1.3.1.

Teorema 1.3.3 (de Higman). Seja A um grupo abeliano. Suponho que A contém

c grupos ciclicos e i elementos de ordem 2. Nessa notacao, pode-se dizer que vale:
U (ZA) = £A x z1A+i=2e+1) (1.9)

Demonstracao. Cf. [5] ou [14] 3.1.

Quanto aos anéis de grupos nao comutativos, no mais das vezes se consegue um
subgrupo H < U (Z@G), de indice finito. Abaixo seguem-se dois exemplos.
Teorema 1.3.4 (de Ritter e Sehgal). Seja K um corpo de nimeros; Ok, o seu
anel de inteiros; G, um grupo finito; KG = M,, (D1)®...&M,, (D), a sua decom-
posicao em soma direta de parcelas irredutiveis, a qual decomposicao se impoem as

sequintes restricoes:

1. de que as parcelas da forma My, (D,) = D, sejam corpos de nimeros ou

anéis de quatérnios;

2. de que cada parcela da forma Mays (D) tenha centro Z (Mays (D,)) = Z (Dy)
que seja corpo algébrico e cuja dimensao racional seja maior do que 2.
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Nessas condigoes, o subgrupo gerado pelo centro de U (OxG) e pelas unidades

da forma 1+ «, o® =0, terd indice finito em U (O G).
Demonstracao. Cf. [10]

Teorema 1.3.5 (de Ritter e Sehgal). Seja G um grupo finito; seja, também,
QG = M,, (D) ® ... ® M,, (Dy), a sua decomposicao em soma direta de parcelas

irredutiveis, a qual decomposicdo se impoem as sequintes excegoes:

1. de que nao haja parcela da forma Mays (D) cujo centro Z (Mays (D,)) =

Z (D,) seja racional ou corpo quadrdtico complezo;

2. de que ndo haja parcelas da forma Mok, or (Hy), cujas entradas sejam ele-
mentos de Hy, quatérnios hamiltonianos de centro Q (CQk—l + CQ_,Cl_l) , C, raiz

primitiva da unidade.

Sejam a e b elementos de G; seja o(a) a ordem de a; ¢ (n), a fun¢do de Euler;
Jj € Z, mde(j,o(a)) =1, 1 < j <o(a). Em funcao de cada par (j,a) e de cada
par (a,b), definem-se as unidades u(j,a) e p(a,b), do sequinte modo:

(1G]) 1—490GD

Lou(a)=(1+ata®+..+a )"V 202 (14 a4 ao@71);
2. M(a,b) =1 + (a — ]_)b (1 +a+ .. _’_ao(a)fl)‘

Se as condigoes acima impostas forem observadas, o subgrupo B de U (ZG), gerado

pelas unidades u(j,a) e p(a,b), terd indice finito.

Demonstragao. [11]
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1.4 Problema de tese.

O problema desta tese, o qual é motivado por esses dois resultados, é o de gerar
explicitamente em U (ZG) um subgrupo de indice finito. O grupo G, antes, a familia
de grupos que vou estudar neste trabalho nao tera decerto o carater abrangente de
1.3.4, nem de 1.3.5; ao contrério, vou considerar, somente, a familia dos 2-grupos
extra-especiais do grupo diedral? de oito elementos, que pode ser apresentada como

s€e segue.

Definicao 1.4.1. Defina-se, em func¢ao de cada n, o grupo E, pela sequinte apre-

sentacao:

1. En: <CL1,..., Ay, b17~-~; bn>7

2. a=b=1,Vi, 1<i<n,

3. aibi:b?ai, VZ, 1§z§n,

4. ab; = bja;,¥ i, j, 1 #£ 7,

d. a;a; :a'jaiav,ia j) Z%J?

0. bzb] :bjbiaViv j? 27&]7

20s 2-grupos extra-especiais sao produtos centrais de cépias de Dy ou de Kg. No préximo

capitulo, explico mais detidamente este ponto.

12



7.0 =W, j, i # .

O efeito da limitagao imposta ao grupo G serd simplificar a estrutura do grupo

de indice finito que pretendo construir. Eis o enunciado da tese:

Teorema 1.4.2. Seja FE,, como na definicao 1.4.1. Definam-se, em fun¢ao dos

geradores de E,, os n+ 1 elementos h,, e h,;:
hy=(1—a)..(1—a,) (1—0b2); (1.10)

Entao, o subgrupo (bi,...,bn, hui, ..., hnn) <U(ZE,) tem indice finito.

Nao o disse no enunciado acima, mas decerto demonstrarei mais a frente, que a

22n+1

ordem dos grupos F, pode ser estimada em . Se aplicasse o teorema 1.3.5 ao

247+2 elementos — matriciais. Contudo,

presente caso, precisaria construir cerca de
mesmo que levasse em conta alguns resultados bésicos da teoria de representagao
de grupos, essa estimativa, que eu poderia limitar — por baixo — pelo valor |G |2,
continuaria a crescer, em funcao de n, em progressao exponencial. Ao mesmo
tempo, como se observa na sua defini¢do, as unidades p(a,b) sdo definidas em
funcao de pares dos elementos do grupo; e nao em funcao dos seus geradores.

Se, porém, empregasse o teorema 1.3.4; teria de lidar com todas as unidades da
forma 1 + a, o = 0, que existem em nimero infinito e ndo podem ser expressas,
com facilidade, em fun¢ao dos geradores de F,,.

Em contrapartida, o teorema desta tese, embora nao tenha de fato o alcance
desses dois, fixa um subgrupo de U (ZE,) cujo conjunto de geradores angaria, na

passagem de FE, para FE,.;, tao-somente dois novos elementos, — um subgrupo,

diga-se, cuja lei de formacao depende, apenas, dos geradores de F,,.
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Capitulo 2

Grupos extra-especiais.

Os objetos que figuram no enunciado do problema desta tese sao os 2-grupos extra-
especiais F, e a algebra ZF,. Convém falar nesses objetos antes de proceder a
prova do teorema 1.4.2. Neste capitulo apresento as caracteristicas mais notaveis
dos grupos extra-especiais, e no proximo dedico algumas linhas a algebra racional
QE,, sem cujo conhecimento nada se pode dizer do anel de inteiros ZFE,,.

Em primeiro lugar vou explicar o significado do prefixo 2 da expressao 2-grupos
extra-especiais — esse 2 poderia ser qualquer nimero primo, pois que os grupos
extra-especiais nada mais sao do que um subgénero dos p-grupos. Em seguida
introduzo a definicao de grupo extra-especial e, depois de comentar brevemente
algumas de suas qualidades que me serao tteis na solucao do problema de tese,
passo a focar a exposi¢ao nos proprios grupos F,: para além de demonstrar que
sao de fato extra-especiais, vou propor uma definicao recursiva, que me facilite,
mais a frente, o trabalho de manipular os geradores da algebra QF,. Enfim a

exposicao nao ficaria firme, se nao caracterizasse os 2-grupos extra-especiais.
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2.1 P-grupos e grupos extra-especiais.

Definicao 2.1.1. Seja G um grupo; p, um nimero inteiro e primo. Se a ordem de
cada elemento g € G for uma poténcia de p; G recebe a classificacao de p-grupo. Se

porventura todos os elementos de G tiverem ordem p, diz-se que G € p-elementar.

Exemplo 2.1.2. D,,, o grupo diedral de 2n elementos; Kg, o grupo dos quatérnios;

Zion 0 grupo ciclico de ordem 2" — todos esses sao exemplos de 2-grupos.

Observacao 2.1.3. Tualvez nao seja ocioso mencionar estes dois resultados basicos
da teoria de grupos:
11— S8 G for cicli tao, G i abeli
— Se —— for ciclico, entao, G serd abeliano.
Z(G)

2 — Se G for p-grupo nao trivial, entdo, seu centro nao serd trivial.

Ao abrir este capitulo mencionei que os grupos extra-especias sao subgénero
dos p-grupos. Mais do que isso: os grupos extra-especiais sao p-grupos cujo centro

goza de qualidades especiais.

Defini¢ao 2.1.4. Seja G p-grupo ndao abeliano. Se seu centro Z (G) for ciclico de

ordem p, e se % for abeliano e p-elementar, o grupo G chama-se extra-especial.
Teorema 2.1.5. Seja G p-grupo extra-especial. Entao:
G =7Z(G).

Demonstracao. I — Como G € ndo abeliano, G' nio pode ser trivial.

2 — Por definicao o grupo derivado é o menor subgrupo de G que forma quociente

'Em geral, define-se grupo extra-especial pela igualdade ® (G)) = Z (G) = G'. Como, porém,
o grupo de Frattini ndo tera nenhuma utilidade neste trabalho proponho uma definicao que lhe é

equivalente.
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abeliano.

3 — Pela definicao 2.1.4, % € abeliano.

4 — Por 8epor2 G < Z(G).

5 — Novamente pela definicio 2.1.4, Z (G) € ciclico de ordem prima, portanto,

nao pode conter subgrupos nao triviais.

6 — Por5epori, G =2(G) O

Teorema 2.1.6. Seja G p-grupo extra-especial. Entao, o numero de classes de

conjugacao de G € dado pela equagado:
# de classes de conjugacao = [G : G/] +p—1 (2.1)
Ademais, se g € G nao for central, sua classe de conjugacao terd a forma:
Cl(g) = 9Z (G) (2.2)

Demonstragao. 1 — Por hipotese G € extra-especial. Sequndo a defini¢ao 2.1.4,

0 quociente 76 deve ser abeliano e p-elementar.

2 — Porque € abeliano, claramente o niumero de classes de conjugacao de % é
igual ao indice |G : Z(G)].

3 — Em geral, se A< B forem grupos, o niumero de classes de conjuga¢ao de % é

limitado superiormente pelo numero de classes de conjugacao de B:

a — Sejab € B; entdo, sua classe de conjugagao em B deve ter a forma (cbc™1) p.
. B o .\ e

b — Seja, agora, ¢ : B —> - 0 Projecao candnica — sobrejetiva — de B em T

¢ — Nessa notagdo, a imagem de (cbc™) . por ¢ deverd ser (¢ (c) ¢ (b) ¢ (c)_l) B

¢(C)EZ
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B
d — Como ¢ (c) percorre todos os elementos de - Segue-se que (gb () (b) @ (c)fl) B

¢(6)€Z

¢ a classe de conjugacio de ¢ (b) em

e
4 — Por 3 e por 2, o numero de classes de conjugacao de G deve ser pelo menos
G : Z(G)].

5 — FEzcluo, momentaneamente, da contagem realizada em 4, a classe de con-
jugacao da unidade. Sem ela, faco uma nova estimativa do numero de classes de
conjugacdo: |G : Z(G)] — 1.

6 — Visto que na construcao do quociente

exclui os elementos do centro, e

Z(G)

que cada elemento do centro constitui, por si mesmo, uma classe de conjugacao; a

estimativa que propus em 5 posso corrigi-la da sequinte maneira:

t de classes de conjugagio de G> |G : Z(G)] — 1+ p.

7 — Seja, agora, g ¢ Z (G). Valendo-me da proposicao 2.1.5, justifico os sequintes
cdlculos:
yeCl(g) <=3z, x€G, vgr ' =y

—3Jz, 2€G, zgr g lg=y

< dz, 2€qG, [z, glg=y

<= dz 2z€Z(G), zg=y

L 9Z(G)=Cl(g).
8 — Assim o sequndo item do teorema fica demonstrado. Para demonstrar o pri-

meiro, basta empregar o proprio item 7: uma vez que a aplicacio g — zg €
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injetiva, deduzo que
[CL(g)| = 19Z (G)|
=p.
9 — Como, por 5, o numero de classes de conjugacdo que nao contém elemento
central € [G = Z (G)]—1, e como, por 8, o nimero de elementos contidos em cada
uma dessas classes € p; posso contar, ao todo, p (|G : Z(G)] —1) elementos con-
tidos nessas classes.
10 — Reinserindo de volta na contagem os elementos do centro que, desde o
pardgrafo 7, excluira da estimativa, encontro p (|G : Z(G)] —1) + p elementos

de G. Simplificando essa expressdao, obtenho isto:
(G Z(G)] =) +p=p[G : Z(G)]—p+p
=plG : Z(G)]

= |G| cf. teorema de Lagrange e 2.1.}

11 — Por 10 descubro que cada elemento do grupo G se encontra numa das
(G : Z(G)] —1+p classes de conjugagao, que propus nos §§4-6.
12 — Novamente pelo teorema 2.1.5, Z (G) = G', por isso afirmo a validade do

primeiro item do enunciado:

f de classes de conjugagcao = [G : G/] +p—1 0O

2.2 Os objetos de trabalho — os grupos da forma
by

Proposigao 2.2.1. Os grupos da forma E,,, definidos em 1.4.1, sdo extra-especiais.
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Demonstragao. I — Fizado i, 1 <1 < n, seja D; o subgrupo de E,,, gerado pelos
elementos a; e b;.

2 — Segqundo as leis de formacdao 1.4.1.2 e 1.4.1.3; D; € isomorfico ao grupo diedral
de 8 elementos.

3 — Como D; € 2-grupo, seu centro nao pode ser trivial — cf 2.1.3.2.

4 — Considero, agora, o quociente - sequndo o teorema de Lagrange, sua

D;
Z(Di)
ordem deve ser um destes quatro valores: 1, 2, 4, 8.

5 — Por 3, o primeiro e o ultimo valor nao devem ser levados em conta.

)

6 — Se o quociente 7Dy fosse ciclico, o grupo D; seria abeliano — cf 2.1.35.
E-me licito deduzir que a ordem de Z%,) € 4 e que esse grupo € 2-elementar e

abeliano®.
7 — Da regra 1.4.1.8, infiro o centro: (b?) = Z (D;)

a;b; = b?ai = aibf = b?ai

= b} € Z (D))

8 — Segundo as regras 1.4.1.4-6, se i for diferente de j; D; estard contido no
centralizador de D;.
9 — Por essa razao, Z (E,) = Z (D;)
10 — Pela lei de formagdo 1.4.1.7, percebe-se que Z (E,) = (b?) é ciclico de ordem
2.
11 — Segundo o §6 e o teorema 2.1.5, D; é extra-especial e seu centro € idéntico
ao grupo derivado D;.
12 — Segundo 0 §8, o subgrupo derivado de E,, deve estar contido no centro Z (E,,).

18 — Em virtude da regra 1.4.1.3, E, nao ¢ abeliano, portanto, E;L nao pode ser

2Afinal, hd somente dois grupos de ordem 4, ambos abelianos, um ciclico, outro 2-elementar.
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trivial.
14 — Por 10 e por 13, E,, = Z (E,,)
15— Por 1), =" ¢ abeli

or AN ¢ abeliano.

16 — Ademais, a regra 1.4.1.2, converte-se, em relagao ao quociente ZE”

—(En)’ na

formula:

al=b=1, Vi 1<i<n al=bl=1 Vi 1<i<n

—
~—~

pela passagem ao quociente

E, , _
17 — Por 16 e por 15, m ¢ 2-elementar e abeliano; por 10, Z (E,), ciclico de

ordem prima: sequndo a definicao 2.1.4, E, € extra-especial. 0

2.3 Produto central de grupos e a caracterizacao

dos grupos extra-especiais.

Trabalhar com o grupo FE,, diretamente pela apresentacao 1.4.1, seria sobremodo
penoso e infrutifero, para o propésito deste trabalho: para demonstrar o problema
de tese, precisarei empregar uma construcao recursiva, definida em funcao dos
geradores do grupo. Com as consideragoes abaixo viso a conferir a familia de

grupos F, a estrutura recursiva que me é mais conveniente.

Definicao 2.3.1. Sejam G e H grupos finitos; Z (G) e Z (H), seus centros, sendo
Z(G) = Z(H). Seja ¢ : Z(G) — Z(H) um isomorfismo de grupos. Denote-
se por diag(Z (G), ¢ (Z(G))) o subgrupo normal de G x H formado pelos pares
(9,9(9))geq- Chama-se produto central entre G e H — doravante indicado por

G x°H — o grupo:

S Gx H
N = g (@), 62 (@)
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Observacgao 2.3.2. diag(Z (G), ¢(Z(G))) < Z(G)x Z (H) € normal em G x H

por ser central. O grupo G x° H fica, portanto, bem definido.

A seguinte definigao mostra uma maneira de, conhecido um grupo extra-especial,

construir novos, pelo produto central.

Definicao 2.3.3. Denote-se por P, um p-grupo extra-especial. Seja P, definido

pela relagao de recursao que se seque:
Pn:Pn—l ><OPl (23)

Proposicao 2.3.4. A familia dos grupos da defini¢ao recursiva 2.3.3 € familia de

grupos extra-especiais.

Demonstracgao. 1 — Convém verificar que P, estd, de fato, bem definido.

2 — No caso de Py, isso € trivial:
Z(Pl):Z<P1):>E|P2:P1 Xopl

3 — Veja-se, no entanto, o que vem a ser Z (Py)

Z(Py) = Z (P, x° P,)

P1 X P1
=7 <diag(Z (Py), Z(Pl)))
 Z(P) < Z(P)
 diag(Z(P)),Z (1))

|  lz@l)z ()
SN2 (R)] = |diag (Z (Py),Z (Py))]

_bp

p

=P

4 — Como os grupos de ordem D, p primo, SdO, sempre, isomérﬁcos, seque-se que:
Z(P) =7 (P)
‘. E'Pg
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5 — Se, porinducao, eu supuser que |Z (Py)|=p =— Z(P,)=Z(P),Vk, 1<

k <n, entdo, P,.1 fica bem definido e:

Z(Pn+1):Z(PnXOP1>

P, x P,
-7 (dz'agw <Pn>,Z<P1>>)
_ Z(P)x Z(R)
- diag(Z (P,), Z (P1))
Z(P)1Z (P
[diag (Z (P,) . Z (Py)

g |Z(Pn)| =

S L (Poyr) 2 Z ()

= AP

6 — Segundo o paragrafo 5 e a definicao 2.1.4, metade do trabalho estd pronta:
|Z (P,)| = p,¥n € N.

7 — Agora, faco a sequinte observagao:

vn P Pax P
" Z(P))  Z(P._ix°P)
P, x P,
_ diag(Z (P,), Z (P))

Z(Fy) x 2 (P)
diag(Z (P,), Z (P1))

B P, x P,

- Z(P,) x Z(P)

P, P
~Z(P) " Z (P

pelo primeiro teorema dos isomorfismos

8 — Em particular, se n for igual a 2:

P2 - P1 P1
Z(P)  Z(P) " Z(P)

P

‘e Z (P)

serd, portanto, produto cartesiano entre dois grupos abelianos p-
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elementares, seque-se que € abeliano e p-elementar.

707

P
10 — Se, por indugdo, eu supuser que T]IE’) ¢ abeliano e p-elementar, Vk,1 <
k
P, ,
k <n, poderei inferir de 7 que —— L ¢ abeliano e p-elementar.
Z (Pn-i-l)
11 — Segundo a definicao 2.1.4, P, € extra-especial. ]

Corolario 2.3.5. No caso particular em que P, = Dy é o grupo diedral de oito
elementos, a ordem de cada termo da recursao 2.5.3 pode estimar-se com facilidade,

do seguinte modo:

|Pn| = |Pn—1 ><OP1|

_ Bl A
2

= |P,_1| 2?

Sucessivas aplicacoes retro-ativas da formula acima resultam na igualdade:

| Pt = 22t O (2.4)

Para arrematar este capitulo, menciono o teorema de caracterizacao dos 2-
grupos extra-especiais, segundo o qual os grupos P, da definicao recursiva 2.3.3,

quando P, = Ej, coincidem, por isomorfismo, com os da apresentacao 1.4.1.

Teorema 2.3.6 (de Caracterizacao). Se G for 2-grupo extra-especial, entao, a
ordem de G terd a forma 2°"', e G poderd ser enquadrado numa das duas classes

de isomorfismo abairo arroladas:
1. O produto central de n copias de Dy;
2. O produto central de n-1 copias de Dy e uma copia dos quatérnios Kg.

Demonstracao. Cf. [1] 13.8
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Capitulo 3

A algebra racional dos grupos

extra-especiais.

O primeiro termo da seqiiéncia infinita de grupos E, é o D,. Para construir o

segundo termo da série, é preciso realizar dois passos: determinar o produto di-

D4 X D4

((0%,0))

elementos da lista: construido o produto E, x D,, pode-se formar o quociente
E, x D4

Epi1 = ———.

(2, 07)

Semelhantes passos se manifestam na passagem de QF,, para QF,,1: em geral,

reto Dy X Dy, em seguida, o quociente Diga-se o mesmo dos demais

propostos dois grupos G e H, a dlgebra Q (G x H) do produto direto G x H é o
G
produto tensorial' QG ®g QH. Quanto aos quocientes, por exemplo, N N <@,
G
a algebra do grupo QN se recupera, por assim dizer, através da multiplicacao da
algebra inteira por um elemento idempotente central, convenientemente escolhido,
G
e: Q— = QGe.
Qy =Q

De posse desses resultados, sera possivel mostrar que a algebra racional QF,,

!sc., o produto tensorial de Kronecker. Com o simbolo ® pretendo indicar o produto ten-

sorial de Kronecker construido sobre os racionais, ou seja, ®g. Na secao 3.1 arrolo algumas

caracteristicas interessantes desse produto tensorial.
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goza duma estrutura simplicissima:

2277,

Em parte o objetivo deste capitulo é demonstrar o isomorfismo da equagao
acima proposta; em parte, ele conterd os resultados necessarios a obten¢ao e ma-
nipulagao das representacoes da forma X : E,, — QF,,.

O primeiro dos objetivos alcango-o com recurso a apresentagao 1.4.1; o segundo,
com o auxilio da construgao recursiva 2.3.3 — mas sobre este ltimo tema, falo no

proximo capitulo, por enquanto, centro-me nos resultados sobre algebras de grupos.

3.1 A algebra do produto direto de grupos.

Teorema 3.1.1. Sejam G e H grupos; e K, corpo. Sejam, ainda, V e W K-

espacos lineares. Entao:
1. K(GxH)2KG® KH;

2. Sejam X : G — GL, (V) e : H — GL,, (W) representagoes lineares.

Entao, X ® %) € representacgao linear de G por GLy,, (V @ W);
3. Ademais, X ® ) serd irredutivel se, e somente se, X e %) forem irredutiveis.

Corolario 3.1.2. Sejam G e H grupos. Caso QG e QH sejam dados por estas

relagoes:

QG - Mm (@) D...D Mnr (@)
Entao,

Q(GX H) :@Mninj (Q)

.3
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3.2 Algumas propriedades do produto tensorial

de Kronecker.

Neste trabalho vou realizar calculos explicitos com matrizes. Convém, portanto,
deixar claro que pelo simbolo ®, quando aparecer junto a representacoes lineares,
como na equagao X ® %), indico o produto tensorial de Kronecker. Talvez nao seja

ocioso arrolar as propriedades desse produto que me serao mais tuteis.
Teorema 3.2.1 (cf. [3]). Sejam A, B, C, D matrizes quaisquer.

1. O produto tensorial € bilinear;
2. O produto tensorial € associativo: A® (B®(C)=(A® B)® C;

3. Se os produtos AC' e BD estiverem definidos, i.e., se o numero de colunas
de A for idéntico ao niumero de linhas de C', e se o numero de colunas de B

for idéntico ao niumero de linhas de D, entdo, vale:

(A® B) (C® D) = (AC) ® (BD)

3.3 A algebra do quociente de grupos.

Para terminar o breve arrolo de resultados, eis o modo como se determina a algebra

dum quociente de grupos:

Teorema 3.3.1. Seja R um anel comutativo dotado de unidade. Seja H <G um

subgrupo normal dum grupo finito G. Definam-se como se seque HeRG eey €

RG:
H = Zh
heH
i
U H]



Se |H| for invertivel em R, entdo:

1. ey € idempotente central;

2. RG =~ RGey ® RG (1 — ey)

3. RG@H =R

B

Observacgao 3.3.2. 1. Em geral, dado que ey € central, sua matriz de repre-

sentacao deve ser diagonal.

3N, A € R, en = diag (A, oy An) -

2. E, porque € idempotente, essa matriz deve satisfazer:

diag()\l, 7>\n) =€y

= e2
= diag ()\%, ...,)\i)
A=\, Vi
3. Desde que o anel R do enunciado 3.3.1 seja dominio de integridade, 0s \;

devem satisfazer:

3.4 A decomposicao da algebra QF,,.

Teorema 3.4.1. QD;,=Qd QP QD> Q & M, (Q).

Demonstracao. 1 — Sequndo o teorema 1.1.1, deve haver r anéis de divisao D

e anéis de matrizes M, (D;) que decomponham, de maneira unica, a dlgebra QD,
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em soma direta de parcelas irredutiveis:
QD4 - ]\Jn1 (D1> @ @ Mnr (ID)T) .

2 — Segundo 2.1.6, o numero de classes de conjugacao de Dy é 5.

3 — Segundo o teorema 1.2.2, o numero de parcelas da decomposi¢cao em soma
direta da dlgebra CDy4 deve ser idéntico ao numero de classes de conjugacao, i.e.,
5.

4 — Por outro lado, a quantidade de parcelas lineares de CDy € fixada pelo indice
do grupo derivado, a saber, 4.

5 — Conforme ensina o teorema 1.2.1, que aqui se presta a finalidade inversa para
a qual o mencionei na introducao, 4 devem ser as parcelas lineares da soma direta
da decomposicao de CDy.

6 — Novamente sequndo 1.1.1, a dimensao da parcela restante — indicada por V

-, a nao linear, deve satisfazer as relagoes abaixo.

|Dy| =8
—14+14+1+1+dimeV (3.1)

7 — Assim sendo, CD, deve decompor-se desta maneira:
CDy=CpCpChCd My, (C). (3.2)

8 — Em geral, quando se trata dum grupo G finito, qualquer homomorfismo X :
G — C deve ter imagem algébrica, porquanto, se g pertencer a G, haverd n, g" =
1.
Lgt=1=X"(g) =1
<~ X"(g)—1=0
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9 — Em principio, na restricao dos escalares complexos de CDy4 aos racionais de
QDy, as parcelas lineares complexas poderiam tornar-se corpos de numeros K. Por
consequinte, se fosse esse o caso, as parcelas lineares complexas cindir-se-iam em
uma, duas, trés, enfim, tantas parcelas, quanto valesse o indice [K : Q.

10 — No presente caso, a apresentacao 1.3.2 enseja a verificacao de que os homo-

morfismos lineares complexos sao, em verdade, racionais:

X (a)® =X (b)* (3.3)

11 — Da primeira equagao de compatibilidade proposta em 10, deduz-se que

X(a)==+£1
(3.4)
X (b) = £1, +i

12 — Jd a primeira equacgado de 11 limita os resultados possiveis da ultima equagado

de 11:

X (b) = £1.
13 — De volta ao teorema 1.1.1: a contagem das dimensoes racionais das parcelas
irredutiveis de QD4 até agora exibidas sugere que deve haver mais uma parcela
wrredutivel, de dimensao racional 4.

14 — Seja M, (Ds) a parcela de dimensao racional 4. Entao:
dimg M, (Ds) = nz [Ds : Q]
=4
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14 — Portanto, das duas uma:

n; =4, [Ds: Q] =1= M, (Q)
n: =1, [Ds: Q] =4 = H, quatérnios hamiltonianos.
15 — Para decidir qual das duas possibilidades descobertas acima € a verdadeira
convém exibir explicitamente a representacao matricial irredutivel X : Dy —
M; (Q).
16 — Por sua natureza geométrica, Dy pode ser representado isomorficamente por

matrizes ortogonais:

1 0

X (a) = (3.5)
0 —1
0 —1

x(b) = (3.6)
1 0

17 — Como X (b) ndao admite, para além da origem, nenhum ponto fizo, deve ser
irredutivel.

18 — Segue-se, portanto, que

QD =QeQeQaQa M (Q). O

Enfim, a estrutura de QF,,:

Teorema 3.4.2. Seja Fy, Yk € N, como na definicio 1.4.1; e Fy = D4. Entao, a
decomposicao em soma direta da sua dlgebra é:

22k

QFE, = &* Q& Mx (Q) (3.7)

Demonstragao. 1 — Sequndo 2.5.6 ¢ 2.53.4, o grupo E) pode ser construido por

recursao, conforme a lei 2.3.5.
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2 — Sequndo 3.1.1 e 3.3.1, a dlgebra QE), pode ser construida por recursao:
QE, =QDy

=QeQoQeQa My (Q) por 8.4.1.
1+@¥)

QE), = (QE,_1 ® QDy) ( 5

3 — Segqundo o coroldrio 3.1.2, a dlgebra QFE) deve decompor-se na forma:

Qe..0Qo M, (Qe..0M, (Q)

4 — Considere-se CEy: sequndo 1.2.2, 2.1.6 e 2.3.5, o niumero de componentes da

decomposicao de CEy em soma direta deve ser:

22k+1

+2-1=2%41.

5 — Sequndo 1.2.1, o numero de parcelas lineares deve ser idéntico ao indice do
grupo derivado: 2%
6 — De acordo com 1.1.1, a dimensao 6 da parcela restante deve obedecer a esta
relacao:
92+l _ | |
= 2% 1 n,

g = 02kl o2k

7 — De 4-6 deduzo
CE, = ®*"C ® My (C)
8 — Por 3 e por 7 concluo que:

22k

QE, =0 Qe My (Q) O
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Capitulo 4

Ly

No teorema 1.3.4, que serviu de inspiragao a esta tese, requer-se, para gerar um
subgrupo de indice finito em U (ZG), o centro de U (ZG), para além de todas as
unidades da forma 1 + a, a?® = 0. Nas préximas linhas vou demonstrar por que
o centro é necessario a construcao de subgrupos de indice finito em U (ZG); por
que o centro nao precisa ser levado em conta no caso de ZFE,; e por que nem todas
as unidades da forma 1 + o, a? = 0 sdo necessarias para resolver o problema de
tese. Enfim, explicados esses pontos, convém dizer qual serd o método de prova do

teorema central da tese.

4.1 A relacao entre o indice e o centro.

Em geral, a presenca do centro dum grupo infinito é condi¢ao necessaria a producao

dum subgrupo de indice finito.

Proposicao 4.1.1. Sejam H < G grupos infinitos. Se Z (G) tiver ordem infinita,

e Z(G)NH =1, entio, |G : H| = 0.

Demonstracao. 1 — Tem-se Z (G) < G, portanto, HZ (G) < G.

2 — Aplico o sequndo teorema dos isomorfismos, levando em conta a hipotese
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Z(G)NH =1:

3 — Por consequinte, posso deduzir a sequinte relagao entre as ordens:

+oo = [Z (G

<[G:H] O

4.2 A caracterizacao das unidades centrais do anel

de grupo.
Para caracterizar as unidades centrais de ordem finita dum anel de grupo é preciso
introduzir o seguinte termo:

Definigao 4.2.1. Seja R anel comutativo dotado de unidade. As unidades da

formay=rg, r € R*, g € G, chamam-se unidades triviais.

Teorema 4.2.2. Seja G grupo finito. Entdo, as unidades centrais de ordem finita

de ZG sao triviais.

Demonstragao. Cf. [2] 7.8

Assim sendo, o nimero de unidade triviais é 2 |G|. Portanto, o foco das atengdes
devem sé-lo as unidades de ordem infinita. Felizmente, hd o seguinte teorema de

caracterizagao que pode ser empregado com proveito no estudo dos F,,.
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Teorema 4.2.3. Seja G grupo finito. Sejam, também, v € G e j € N, (j,|G|) = 1.
Entao, todas as unidades centrais de ZG serdo triviais se, e somente se, x’ for

conjugado de x ou x~ 1.

Demonstragao. Cf. [15]

Corolario 4.2.4. Seja G 2-grupo extra-especial. Entao, todas as unidades centrais

de ZG sao triviais.

Demonstragao. I — Seja x € G. Sequndo 2.1.6, a classe de conjugacdo de x
deve ter a forma xZ (G).

2 — Entao, para cada g in G deve haver z, € Z (G) que satisfaga:
x? =12
— (29)% = 2z} 24 € central
=2 o0 centro é, por hipdtese, ciclico de ordem 2.
(@) =22V geq.
3 — Por 2, 2% deve ser elemento central. Se 2®> =1, x € conjugado consigo mesmo
e x' € a unica poténcia possivel de construir.

2

4 — Se, porém, x* = z, sendo z o unico elemento nao trivial do centro, entao,

x* =1, portanto, 23 = a7 1.
5 — A classe de conjugacdo de x serd, a luz de 2.1.6, x, 3.
6 — Por 3, 4, 5 e pelo teorema 4.2.3, todas as unidades centrais de G sao triviais.

]

34



4.3 Unidades e elementos nilpotentes.

O centro, porém, nao ¢ o unico elemento requerido no teorema 1.3.4: importa

comentar as unidades da forma 1 + «, o? = 0.

Definigao 4.3.1. Seja m;, definido para cada i, 1 < i < 2?" 4+ 1, a projecio na

1-éstma parcela da decomposicao em soma direta

22n

Observagao 4.3.2. Portanto, 7oz € a proje¢ao na parcela Man (Q).

Proposicao 4.3.3. Seja v € QF,, x # 0, 22> = 0. Entao,
m(r) =0, Vi, 1<i<2

T92n 41 (SC) 7é 0
Demonstragao. I — Conforme ficou dito em 3.4.2, a decomposicao em soma

direta de QF,, é

22n

QE, =" Q& Mx (Q)

2 — Por consequinte, cada x € QF, admite decomposicao em soma direta, de

maneira univoca, na forma abaizro indicada:

= (z)+ ... +m2n (T) + To2nyq ()
m(r) €Q, Vi, 1 <i<2™

Ty 1 () € Man (Q) (4.1)
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3 — Por hipdtese, vale > = 0, entdo,

0=a?
= (m1 (&) + oo+ mg2n (2) + Tg2nsy ()
=71 (2)° + ... + T2 (1) 4 To2nyq (2)°
— m(2)° =0, Vi, 1<i<2™
mi(x) =0 porque Q é corpo [

Como essa relacao vale para todo elemento da algebra z € QF,,, em particular,
deve valer para x € ZE,,. Ou seja, se x satisfizer 22 = 0, entdo, x admitira projecao
nao trivial somente na componente Myn (Q). Os préoximos resultados contém em

si as ferramentas adequadas para lidar com essa componente.

Proposicao 4.3.4. Na representacao proposta na secao 3.4, vale a relagao:
U(ZE,) C &¥" {£1} & SLy (Z).

Demonstragao. I — Segundo os pardgrafos 11 e 12 da demonstracao de 3.4.1,
toda representacao X : Dy — Q assume valores em 7, mais precisamente, {£1}.
2 — Segundo 3.1.1 e 3.5.1, toda representacio X : E, — Q deve ser o produto
tensorial de Kronecker de representacoes lineares de Dy.

3 — Como o produto tensorial de numeros racionais coincide com a multiplicacdo
racional, toda representag¢ao X : Dy — Q assume valores em {+1}.

4 — Por outro lado, no pardgrafo 16 da demonstracao do mesmo 3.4.1, ficou dito
que a representacao — naquele pardgrafo proposta — de grau 2 irredutivel de Dy
tem imagem contida em SLy (Z).

5 A semelhanca de 2 e 3, € possivel concluir que essa representacao de grau 2"
de E,, deve ter por contradominio SLan (Z).
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6 — Convém lembrar que o anel de grupo ZE, é o conjunto das somas formais:

Zagg, ag €L, g € B,
7 — Pelo que ficou dito em 3 e 5, cada g € E, € representavel por matrizes de
entradas inteiras.
ZE, C YL ® My (Z) .
8 — Seja o elemento invertivel x € ZE,, e indique-se por y o seu inverso em ZFE,.
Por 3.4.2, esses elementos admitem decomposicao em soma direta, como a que
indico a sequir:
T =2x1+ ...+ To2n + XTo2nyg
Y=Y+ ..+ Yoan 4 Yo2n g
T,y €7, ¥, 1<i<2%
To2n i1, Yorny1 € Mon (Z)
TiT; = T;T;
=0, Vijg, 1#7.
zy =1
— 1l =21y1 + ... + To2ayn2n + Tozn {1Yo2ny
—=ay=1€7Z, Vi, 1<i<2™
Toan 1Yo g1 = 1 € Mon (Z)
— x5,y € {£1}, Vi, 1 <i<2™
Toanyy, Yorniq € SLon (Z)

9 — E licito concluir de 8, que:

22n

U(ZE,) C &%" {£1} ® SLy (Z). O
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4.4 Indice de grupos e unidades elementares —

o problema do subgrupo de congruéncia.

Convém notar, antes de tudo, que, se 9, j,7 # j, for uma matriz elementar contida

em Man (Z), entdo, 07; = 0.

Definicao 4.4.1. Seja I C Z ideal de nimeros inteiros; 6, 5,7 # s,1 < r,s < k,
matrizes elementares contidas em My (7). Indica-se por Fy (I) o subgrupo multi-

plicativo de SLy (Z) gerado pelas unidades elementares da forma
1+, 1€, 1<rs<k.
Indica-se por Fy, (I) o fecho normal de F (I), em relagio a SLy (Z)
Teorema 4.4.2. Na notacao de 4.4.1, valem as sequintes relagoes, para todo k > 3:
1Sty (2) : B (1)] < o0;
2. F, (I?) C F, (I);
3. [SLp(Z) : Fp(I)] < 0. O
Demonstracao. Cf. Lema 2.2 [11]

Corolério 4.4.3. Seja {ri;},.; ;o uma familia de inteiros. Seja G o subgrupo

multiplicativo de SLy. (Z) gerado pelas unidades elementares da forma:
L4705, rij €1, 1<4,j < k.

Entao, [SLy (Z) : G] <
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Demonstragao. 1 — Sejan =mmc{ry;}, ., ;- Entao,

2 — Segundo 4.4.2, tem-se
[SLk ) : E, (nZ)} <
— [SLy(Z) : G [G . By (nZ)} <
S SLe(Z) G < o0

4.5 A relacao entre o indice da projecao e o do

projetado.

Proposicao 4.5.1. Seja G grupo finito; H, grupo infinito; N < G x H. Seja,
ainda, m : N — H a projecao de N em H. Se [H : w(N)|] < oo, entdio

[Gx H : N|< oc.

Demonstragao. 1 — Sejam hq, ..., h, os representantes das classes laterais de
7 (N) em relagao a H.

2 — Sejam os pares z,; = (g, h;), definidos em funcao dos elementos de G e dos
h;.

3 — Seja a uniao de classes laterais, nao necessariamente disjuntas,
UgJ'Zg,iN C Gx H.

4 — Dado (¢, V) € G x H, deve haver v € N, v = (I',,A,), e algum h; dentre o0s

representantes hq, ..., h,, que satisfaca h;A,, = .
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5 — Seja, entdo, g, = ¢I',)' € G. Entao:
2y, miV = (9s, hi) (T, Ay)
= (e1,", ) (T, A)
= (eI, ', hidr,)
= (9, ¥) ¢f 84
SoUgizgiN =G x H [
6 — Por 5, as classes laterais da forma z,;N recobrem G x H.

7 — Como por construgao a quantidade dos z,; € finita, seque-se que o indice de

N em G x H ¢ finito.

4.6 Reformulacao do problema de tese.

Corolario 4.6.1. Sejam 6, ;, i # j, 1 <i,j < 2" as 22" — 2" matrizes elementares
contidas em Man (Z); {rij}ti<; <y, uma famdia de inteiros de tal natureza que

17:30i; € LZE,; O, o subgrupo de U (ZE,) gerado pelas unidades da forma
L4704, i#7, 1<ij<2"

Entao, U (ZE,) : O] < 0o

Demonstragao. 1 — Por hipotese e por 4.3.4,

O CU(ZE,)

c @ {£1} @ SLy (Z)

s

2 — Por construcao a projecao de O em SLon (Z) €

To2n 41 (O) = (1 + Tivj5i7j>1§i,j§2”
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3 — Segqundo o coroldrio 4.4.3,
[SLQn (Z) D T92nyq (O)] < 00

4 — Aplico o coroldrio 4.5.1 a G = @*" {£1} e H = SLyn (Z), para concluir que
[@22” (+1)} @ SLon (Z) - O] <
— [@22" (£1} @ SLow (Z) : U (ZEn)] U (ZE,) : O] < oo
L UZE) - Ol<oo O

O corolario 4.6.1 contém em si a sugestao da estratégia de demonstragao do teo-
rema 1.4.2: o0 que vou mostrar nas préximas paginas é que o subgrupo (by, ..., by, hq, ..., hy)

contém unidades da forma 1 @ 4*@06;,;, 1 # j, 1 <4,7 < 2™
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Capitulo 5

Os geradores {by,...,by, hy, ..., hn}

5.1 Os geradores.

Convém relembrar a apresentacao do grupo E,, e introduzir nos seus geradores um

indice a mais, para que possa empregar a frente o método de inducao.

Definicao 5.1.1. Defina-se, em funcao de cada n, o grupo E, pelas sequintes

relacoes de apresenta¢ao:
1. En = <an,17-'-7 Apny bn,la--'a bn,n);
2. a0, =0by, =1, Vi, 1<i<n,

— 13 ; ;
3. an,ibn,i — bmian,i? v L, 1 S 1 S n,

4' an,ibn,j = bn,jan,hv ia j7 { 7é j;
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d. ApiQn 5 = an,jan,i7v 1, 7, 1 7é 7

6. bn,ibn,j = bn,jbn,iav i s 1 7& Js

7. b%,i:bi,j7Vi7 ja Z#]

5.2 A projecao na componente nao linear.

Conforme demonstrei no capitulo 2, o centro de F,, é Z (E,) = <bi71> = {1, 52,1}-
No tdltimo resultado do capitulo 3, tratei da decomposicao em soma direta de QF,,:

22k

QE, =" Q My (Q) (5.1)

Como isso é uma soma direta, cada x € QF,, pode ser escrito, na notacao de
4.3.1, de maneira univoca, como soma direta de projecoes:
r =11 (x) + ... + T2 (T) + To20 1 (T)

m(r)€Q, Vi, 1<i<2?"

Tozn gy (2) € Mo (Q) (5.2)
mi (z) 7 (x) = 7; (x) m; (2)
—0,Vi,j, i%]

Em geral, se G for um grupo; se QG = M, (D) & ... ® M, (D,) for a de-
composigao em soma direta da dlgebra racional QG; e se p; (z) indicar a projegao
na i-ésima componente; entao, para cada parcela M, (D;) haverd um idempotente
central e; que satisfaca:

pi (x) = ze; (5.3)

De acordo com as observagoes do capitulo anterior, o que importa neste trabalho

é a projegao mo2n 1 — cf. 4.3.1. Assim sendo, o teorema 3.3.1 ja determina qual o

idempotente que devo empregar:
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Proposigao 5.2.1. A projecio mozny1 de QFE, em Mon (Q) obedece a sequinte lei*

To2n 41 : QETL — Mgn (@)
— E————
x x 5
Demonstracao. 1 — Seja Z (E,) = {1,6%71}. Na notagao de 3.3.1, ezg,) deve

valer:

140,

€Z(Bn) = 9

2 — Conforme demonstrei no capitulo 2, QZ%”) = QFErezkE,) = ¥ Q.

3 — Segundo 3.3.1, vale

22k

QE, = &> Q® My (Q)
= QErezs,) ® QE) (1 — ezs,))

S QE, (1= ezm,)) = My (Q) O

J& que my2n 1 € a Unica projecao que importa a este trabalho, convém purgar

da notacao o indice:

g preciso explicar o abuso da notagao nesta proposicao e, de fato, no restante do trabalho:
segundo o teorema 3.4.2; vale o isomorfismo QFj = 692%(@ @ Myr (Q). Nesta proposigao, assim
como no restante do trabalho, as componentes irredutiveis da algebra QFE}, sao identificadas, por
esse isomorfismo, com as parcelas da soma direta @2%@@ Moy, (Q). Para ser mais preciso, a cada
componente irredutivel duma algebra de grupo K G corresponde um tnico elemento idempotente
central. Assim sendo, se KG admitir n componentes irredutiveis, havera n elementos idempo-
tentes centrais, e;, por essa razdo, cada elemento x € KG pode ser escrito, de maneira unica,
pela expressdo = Y xe; e as componentes irredutiveis de KG terao a forma KGe;. No que se
segue, pois, faco a identificacdo Mor (Q) = QEreszr 1 € calculo com precisdo quem é o elemento

idempotente ez .
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Definigao 5.2.2. Por m, indico mTo2n 1

Observacao 5.2.3. m, ¢ homomorfismo de dlgebras.

5.3 A representacgao irredutivel de E,, por M (Q).

A luz dessas observacoes, é facil calcular a representacao irredutivel de FE, por

Msn (Q) que pretendo empregar doravante.

Proposicao 5.3.1. A representagao irredutivel de E,, por M (Q) pode ser calcu-

lada, em funcdo dos geradores do grupo E,, pelas sequintes relagoes.

1 0
X1 (al,l) =

0 —1

0 —1
X1 (b11) =

1 0

%n (am) = 11 ®..R }:1 (aLl) ®11 X 11 .
W

X, (bni)) =1 ®... 0% (by1)®1...®1;.
W—/

(.

Demonstracao. I — Segundo os §§16 e 17 da demonstracao de 3.4.1, a repre-
sentagcao Xy indicada no enunciado é a representacao irredutivel de Ey = Dy por
M (Q).

2 — Segundo 3.1.1, a representagdo irredutivel Yo : By x Dy — My (Q)@ M, (Q) =

M, (Q) € o produto tensorial de Kronecker s (z,y) = X1 (z) @ X1 (v).
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3 — Se C' = A® B forem espacos vetoriais, a dimensao de C € produto:
dim C' = dim Adim B

4 — A luz de 1.1.2 ¢ do 83, o grau de )y deve ser 4. Como, porém, QD, contém
uma unica componente de grau 4; Y)s € a unica maneira de construir representa¢ao
wrredutivel de grau 4.

5 — Por 3.3.1, as componentes irredutiveis de QFEy advém, por exclusao, das de
Q (E1 x Dy).

6 — Pelos §§3 e 5, posso assequrar a validade do teorema, no caso n = 2.

7 — FEmprego, agora, 2.3.3: seqgundo 3.1.1, a representacao irredutivel ),i1 :
E, x Dy — Mon (Q) @ My (Q) = Mant1 (Q) € o produto tensorial de Kronecker
D1 (2, y) = X () ® X1 (y).

8 — Aluzde 1.1.2 e de §3, 0 grau de Dns1 deve ser 22772 Como, porém, QD
contém uma unica componente de grau 4; e QFE,, uma tinica de grau 2*"; seque-se
que YDny1 € a tinica maneira de construir representacdo irredutivel de grau 2*"2,
9 — Por 3.3.1, as componentes irredutiveis de QFE, 11 advém, por exclusdo, das de
Q (E, x Dy).

10 — Pelos §88 e 9, concluo a validade do resultado, no caso geral. O

Corolario 5.3.2. A forma matricial da projecao m, pode ser calculada pelas se-

gquintes formulas:
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1 0
T (al,l) =

0 —1

0 —1
T (b1,1) =

1 0

Tp, (an,i) = 11 X ... ¥ M (aLl) ®]_1 & ].1 .

Tn (bnﬂ) = 11 X ... Q@ m (bl,l) ®11 (059 11 .

Corolario 5.3.3. A forma matricial da projecao m, admite a sequinte defini¢do

Tecursiva:
1 0
st (al) =
0 —1
0 -1
1 (bl) =
1 0

T (a5) = Tt (@) @ 11,Vi, 1 <i<n—1
T (an> = 1n—1 X 1 (al)
Ty (bi) = o1 (b)) ® 14, Vi, 1 <i<n—1

T (bn) - 1n—1 ® 71 (b1>

Corolario 5.3.4. A forma matricial da projecao m, admite a sequinte defini¢dao
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Tecursiva:

1 0
m (a1) =

0 -1

0 —1
1 (b) =

1 0

T (@) =11 @ mpoq (aim1) ® 1,Vi, 2<i<n
Ty (a1) = m (a1) ® 121
Tn (bz) = 11 & Tp_1 (bifl) ,VZ., 2 S 1 S n

Tn (bn) =T (bl) ® 1

5.4 Os geradores dum subgrupo de U (ZE,) de

indice finito.

Definicao 5.4.1. Defino os elementos hy,, h,; € ZE,, da sequinte forma:

hy= (Lo —=02) ] (Ln—ans);

1<i<n

hpi =1, — hypby .
Observacao 5.4.2. 1 — Convém notar por que os elementos de 5.4.1 pertencem,
de fato, ao anel ZE, : sao produtos de combinacoes lineares dos elementos da base,
com coeficientes £1.

2 — Convém observar que a luz de 5.2.1, hy, =27 (][ (1, — a;))

Proposicao 5.4.3.

hy = 2" (022 @ ... ® Ba0)

(.

~\~
n vezes
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Demonstragao. 1 — Segundo 5.4.1 e 5.4.2.2, deve valer:

o= (1o = 02,) [T (1n = ans)
= or (H (1, — am-)) cf. 5.4.2.2
=2][(x (1o —ans) of 5.2.3
=2[[ (v (1n) = 7 (ans)) cf. 5.2.3

=2 J] ¢t @11 = 7 (ano1s) ® 11)> (7 (1p) — 7 (ann)) cf 5.3.3

i<n—1

—2( I] <<w<1n_1>—w(an_l,,-»@m) (7 (L) = 7 (ann) f. 9.2.1.1

i<n—1

=2( J] (7 (laor = o)) @ 1) | (7 (1) = 7 (@) cf 5.2.8

i<n—1

=2( J] (7 (tacr = @) @ 1) | (liy @ 7 (1) — Lumy @ 7 (a11))  of 5.8.9

i<n—1

=2 H (T (L —ap—1) @ L1) | (Lo @ (1 (1) — 7w (ar,1))) cof 3.2.1.1

i<n—1

=2 (HW (1p—1 — an—l,i)) ® 11) (11 ® (7 (11) — 7w (a1,1))) cf 8.2.1.9

i<n

=2( J] =(ass —anl,i)) ® (7 (1) — 7 (a11)) of 3.2.1.3

i<n—1

2 — Se o processo delineado no §1 for repetido n — 1 vezes, o resultado serd este:

hy=2(m(11)—7(a11)) ®...0 (r (L) — = (aLl))/

.

N
n vezes

3 — Por 5.2.2 e por A.2.2,
s (11) — T (al,l) = 26272
4 — Pelo §2 e pelo §3,

hn == 2n+1 (52,2 & .. X 5272) ]

N S
-~

n vezes
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Proposigao 5.4.4. Sejam X e J € QF,. Se X € My (Q), entao,
N3 = N7, (3)

Demonstracao. 1 — Como X € My (Q), entdo, m (X) =N

2 — Por conseguinte,

NI =m,(N)3

1— 02
- ( ”’1> NI of 5.4.2.2

2

1— b2
:N< 2”’1):1 cf. 5.2.1

=RNr, (3) of. 5.4.2.2

Proposicao 5.4.5. (hnbm)2 =0, Vn,V1i, 1 <i<n.

Demonstragao. 1 — Como h,, pertence a Man+1 (Q), basta empregar a proposi¢ao

5.4.4.

hnbn,i - hnﬂ-n (bn,i)

— 27L+1

(522@ ®(522) 11®...®7T1 (bl,l) ®®11 543, 2.2.1
——

n vezes 7

g
n vezes

7

v~
n vezes

== 2n+1 522 X ...&Q 5271 X... ® 6272 Cf. A41
~

-~

= gntl ( 899 ® ... ® Fgom1 (b11) ®... ® Fa 8.2.1.3
——

n vezes
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2 — Uso, agora, 3.2.1.3 para calcular o quadrado desta ultima expressao:

2

(5272 ® ® 5271 ® ® 5272 - 5272 ® ® 5371 ® ® (52’2
~ ~
=0 cf A.1.1

Corolario 5.4.6. h,; = 1,, — h,b,; ¢ elemento invertivel de ZE,,, ¥n,¥ i, 1 <1 <

n.

5.5 Conjugacao e comutadores.

E escusado dizer que conjugacdo e formacao de comutadores multiplicativos sao
operagoes fechadas no subgrupo (b, ...,bn, hni, ..., hnn) <U (ZE,). E preciso, no
entanto, explicar como se calculam essas operacoes, em funcao dos geradores de

<b17 S bnv hn,h aS) hn,n>'

Proposicao 5.5.1. Sejam Uy, ...,U, € M, (Q), entdo:
(U1 ® . ® Un)bill’lbz{fn — U{rl(bl,l)jl ® » ® U21(b171)jn 6 M2k+1'

Demonstracgao. I — A relagdo de pertinéncia, a saber, € ZE,,, percebe-se de ime-
diato, porque ZF, € anel, portanto, fechado nas operagoes de soma e multiplicacao.
2 — A relagdo de igualdade pode ser demonstrada por indug¢ao. A demonstracao
do caso n =1 ¢ evidente por conta de 5.4.4.

3—8ejaU=U,®..0U,_4

4 — A luz de 3:
(U1 @ . Up) e — (U @ U -
= (071 bl,) (U @ Un) (bfj’l...bf;fn)_l
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5 — Segundo 5.1.1, 0s b,,; comutam entre si, portanto, a ordem em que viesse a
tomar as conjugacgoes nao alteraria o resultado final. Calculo primeiro a conjuga¢ao
por bl :
b, (U@ Uy) bytn = (Lo @y (b)) (U@ U) (Lo @y (big) ™) of. 5.8.2

=U ® (m1 (b11) Unmr (b11)7") ¢f 3.2.1.8

= U @ Ui
6 — Sequndo 5.3.2 e 5.4.4, deve valer, para todo i, 1 <i<n—1

b (U @ U) b3 = (7t (bar)” @ 1) (U@ U) (M (bon) ™ @14
= <7Tn_1 (bn_u)ji Ump_y (bn_lvi)_ji ® Un>

i

— anfl(bn—l,i) ® UTL

7 — Neste ponto, poderia assumir uma hipotese indutiva, ou simplesmente supor

que o processo esbocado no §6 fosse repetido n — 1 vezes:

(U ® U ) bn ;11 . <U7r(bn,1)j1...ﬂ(bn,n—l)jnfl ® Un)

8 — Fis a aplicacao ao §7 da conclusao do §5:

UxU, ) izn DR (U?r(bn,1)j1---7f(bmn—1)jn_1 ® U;”(bl’l)>

9 — A luz de 5.4.4, € possivel aplicar inducio a U7 (bn1)tm(bp 1)L
(Ul ®..U )bibl Uﬂl(ln 1 ® ® Um(b1 1

Teorema 5.5.2. Sejam 0, ; e 0,5, matrizes elementares € Mon (Z) Se i, j, k forem

diferentes entre si, entdo:

[1 — CL(;ZJ, béj,k] =1 + abéak
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[1 — b(Sj’k, 1— aéiyj] =1- ab517k

Ademais, qualquer outra combinacao de matrizes elementares produz comutador

trivial.

Demonstracao. Cf. [8] lema 1.2
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Capitulo 6

Problema de contagem.

Dos dois ltimos resultados arrolados no capitulo anterior, o iinico que se encontra
na forma conveniente é a proposicao 5.5.1. Com ela é possivel conjugar, pelos
geradores b, ;, os elementos da forma 1+ al; ® ... ® U,,; contudo, o mesmo nao se
pode dizer de 5.5.2, porquanto ainda nao expliquei como seria possivel decompor
0; x num produto tensorial de Kronecker de matrizes elementares.

O primeiro resultado que exponho neste capitulo é a decomposicao tnica de
matrizes elementares em produto tensorial de matrizes elementares. Em particular,

serd possivel dizer que

5i17j1 ®.Q 5ip+17jp+l = 5k1,l1 ®.Q 5kp+17lp+1

= 0iyjo = Oky ls
. is = ks
js = ls'

De posse desse critério de igualdade vou delinear um algoritmo geral com que
obtenha todas as matrizes elementares, de qualquer tamanho, a partir de das ma-

trizes elementares de tamanho 2 x 2.

6.1 Fatoracao tunica

A base de tudo o que farei doravante é esta como que fatoracao tnica:
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Lema 6.1.1. Seja p € Z primo; 0;; € My (Z) matriz elementar. Entdo, hd

n+1 matrizes elementares ¢ € M, (Z), unicamente determinadas por ¢; ;, que

ik, Jk

satisfazem a relagao abaizo:

5i7j = 5i1,j1 ®.Q 5ip+11jp+l

Demonstragao. 1. Se a e b forem inteiros diferentes, e se X € N e 0 <a,b<

X; vale a desigualdade:

1<|la—b <X —1.

2. Suponho que 0. € M,(Z) 1 <k <n+1, sejam n+1 matrizes elementares.

UesTk
Pela consideracao das dimensoes, a luz de A.1.2, o resultado da equag¢ao

abaizo, indicado por 9, ;, € matriz elementar:

51'71 = 57;1»]1 ®..Q 5in+1,jn+1 € ]\/[an (Z) .

3. No que se seque, indico por 0; ; uma matriz elementar. Em oposi¢cao ao §2, se
0ij € Myn+1 (Z) for dada, € possivel realizar as sequintes divisoes com resto:
=gt
J=p"z+s;

4. Se nem v, nem j, forem =0 mod p", sejam as matrizes

Ogt1, 241 € M, (Z);
Ors € Myn (Z) .
6q+1’ z+1 & 57«75 Cf. A.1.2
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5. Como i e j sdo indices de matrizes de Myn (Z), se uma ou outra for = 0

mod p"; deverd valer p. Nesse caso seja:

6p71,p"

6. Como quer que seja, a matriz 0; ; € Mpyn+1 (Z) poderd ser decomposta, na
forma:

(5i7j = (Silyjl ® 5,“'71/
0irjr € My (Z)
Ouy € Myn (Z)

7. Se repetir, diversas vezes, o processo que desenhei nos §83-5, tomando por
objeto o fator da direita, i.e., € My (Z), depois de o aplicagoes, terei decom-
posto 0; ; na forma

51"]' = 5@'1,]'1 ® ® (Simja ® 5;,@7,,&

Sip.in € M, (Z)

ik Jk

5ua,va S Mp”*”‘ (Z)

8. Como se vé o critério de parada é delimitado exatamente pelo ultimo fator da
expressao, cujo tamanho, sequndo o §6, se reduz, a cada aplicagcao do processo
de decomposicdo, de p* x p® para p®~! x p*~L.

9. Por consequinte, apos n + 1 repeticoes obterei algo da forma:

0ij = Oirjy @ oo @ iy i

6ik7jk € Mp (Z)
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10. Sejam agora 0; j, g1y Ommn, Ors € M, (Z). Suponho que
0i,j @ O = O @ Or s
" Op(i=1)+k, p(i—1)H = Opm—1)4r, p(n—1)+s [ A.1.2
—pli—-1)+k=pm—1)+r
pj—1)+l=pn—1)+s
11. Se, por contradi¢ao, eu supuser que 0;j 7# Omp € Oy 7 Ors, as relacoes do
§10 implicariam, a luz do §1, estoutras:
pli—m| =k —r|
= p<pli-ml[=lk-rl<p-1
pli—mn[=|l—s|
—p<plj—n|=l-s<p-1

12. A hipdtese de contradicdo do §11 €, portanto, absurda. Deve-se concluir que

k=r l=s
--5i,j:6m,n
5kl:§rs

) )

13. Se, por indugao, eu supuser que
Oirgs ® - @ Gijp = Oppsy @ oo @ Oy sy
== 0i,j, = Opys5, VI, 1 <1< k; Vk, 3<k<mn;
14. posso propor, como acima, a Sequinte equacao:
Oir i @ Oigjo @ oo @ 041 iy = Orpisy @ Opg o0 @ oo @ Opp i 60
iy jys Orposr. € My (Z2)
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15. Seja
injo @ oo ® 0y jniy = 0ij € Myn (Z)
Org50 @ oo @ Oy 1 50y = Ors € My (Z) .
16. Em funcao dessas relagoes, reescrevo a exrpressao proposta no §14:
0iy 1 @ 0ij = Opy sy @ Oy
= Opn(ir—1)+, p(i—1)45 = Opn(ri—1)4r, pr(si—1)+s [ A.1.2.
17. Da qual igualdade se seqguem estas:
ptlin —ri| =i — 7|
Pl = sl =17 — s
18. Se, por absurdo, eu supusesse que d;, j, 7 Op, 5, € 0;j 7 Oy s, poderia empregar
a licao do §1:
= p" <p'la—n|=li—r<p"-1
—=p"<plh—sif=1j—s/<pt -1

19. Por contradicao, devo concluir que,

5i,j = 57”3

— 51‘10‘1 ® 6i7j = 57"1,81 ® 57”78
— 5i1,j1 ® 5i2,j2 ®..Q 5in+1,jn+1 = 57“1781' ® 5T2782 ®..Q 6Tn+175n+1

Biis = Oness Yk, 1<k<n+1. O

ik, Jk
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Corolério 6.1.2. Sejam 6;, j,...0i, j» Ok, 1y ---Ok, 1, Matrizes elementares € M, (Z).

Entao, Vn vale
5i1,j1 . 5ip+1,jp+1 - 6k1,l1 .. 5kp+17lp+1
= 0iyj. = Okl
.'. is = ks
js = ls'

6.2 Novamente os comutadores, agora tratados

da forma adequada.

Proposicao 6.2.1. Seja {0k} familia de matrizes elementares € M, (Z). Seja,

ainda, C' o comutador da forma
C == []_ — a5i1,j1 ®...xQ 5in7jn7 1-— b5r1,$1 X ... (5,,,7“5”]

C' sera nao trivial se, e somente se, uma das duas relacoes abaizo for observada:
Jk =Tk €l F Jk 7 Sk F U
ik = Sk €l £ Jk # Tk 7 ik

No primeiro caso, o resultado serd:

1— abéihsl ®..R (51‘”75,”.

No sequndo,

1 + ab5r1,j1 ® ® 5Tn7jn

Como quer que seja, um caso pode ser obtido do outro pela permutacao da ordem

em que se forma o comutador.
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Demonstracgao. 1. Reescrevo, a luz do lema 6.1.1, as expressoes do enunciado.

51'7]' == 51'1’]'1 ® ® 51 € Mpn (Z)

nsJn

57“,5 = 57“1781 ®..Q 57~n73n € Mpn (Z)

2. Segqundo 5.5.2, e o apéndice A.1.1, o enunciado desta proposicao posso refor-

muld-lo da sequinte maneira:

[1 — a5m~, 1-— béns] 7é ] <— 6i,j5r,s 7£ 0 ou 57“,561',]' 7é 0.

3. Para demonstrar a conclusdo da proposi¢cdo, € suficiente verificar a condi¢do
0ij0rs # 0, pois que a outra se pode obter pela permuta da ordem em que se
forma o comutador — cf. 5.5.2.

0ij0rs 0 <= (04,5, @ ... ® 03y i) (Ory.5, ® .. @9y, 5,) 0
> 01y j10r1 51 @ oo ® 64y Orpsn 70 cf. 3.2.1.3
> 05 juOres 70, VE cf 3.2.1.1
<~ jp=71r, Vk cf apéndice A.1.1

4. Fis o resultado da operacao:

[1—adyj, ® ... ®0i, 4., 1 =005 @ ...00; 5.
=[1—ad;j, 1—0b0;]

=1—abd;s cf A.1.1

=1—abdy, s, ®...®0;,s,. cf 6.1.1e6.1.2. [

Corolario 6.2.2. Seja {0} familia de matrizes elementares € M, (Z) que conte-

nha ao menos um elemento 9;, j, que satisfaca i, # ji. Sejam, ainda, os produtos
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tensoriais:
0ii @ 0iy jo®-en @ Oip i
0ij @ 0 jo @+ @ Ojoi s
i F ]
Entao, vale:
[1—adi; ® 04,4y @ oo @ Gy s L — 0035 @ 0y @ oo @ 8, i |
=1+abdi; @6, @ .. @815y

# 1
Corolario 6.2.3. Seja {0y} familia de matrizes elementares € M, (Z), que con-

tenha ao menos um elemento ¢;, ;, que satisfaca iy # Ji.

51-7,- X 6i2,j2®--- [ 5Z-n+17jn+l
i @ 0y 1y @en @ 051y kg -

Seja, ainda,

C = [1 - a5i21j2 ®..Q 5in+1,jn+17 1-b® 5j2,k2 ®.Q 5jn+17kn+1:|

Vale:
C =1 + ab ® 5i2,k‘2 Q... 5in+17kn+1

21

6.3 O conjunto das matrizes elementares.

A partir de agora, passo a centrar a atencao no modo de produzir matrizes elemen-

tares.
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Definigao 6.3.1. Por 1" denoto o conjunto das matrizes elementares 6;;, i # j
contidas em Man (Q).

Por I denoto o conjunto das matrizes elementares d;;, contidas em Man (Q).

Observagao 6.3.2. 1 — A diferenca entre 1" e J* € importante: I™ contém so-
mente elementos diagonais; 1" 0s exclui.

2 — A cardinalidade de 1" calcula-se facilmente: basta contar o nimero de en-
tradas duma matriz 2™ X 2™ e descontar desse numero a quantidade de matrizes

diagonais da forma &;;: 2"2" — 2™ = 22" — 2",

Conforme expliquei na demonstracao do lema 6.1.1, a matriz elementar 9, ; €
Myn (Q) pode ser decomposta num produto tensorial da forma 6;; = d;,;, ®
9, 0ivjy € M2(Q),0 € Mon—1(Q). Como os indices da matriz &;, ;, € My (Q)
variam entre 1 e 2; a decomposicao acima referida divide a matriz em quatro qua-
drantes diferentes. A proxima definicao reparte de modo disjunto o conjunto 1"

em quatro partes.

Definicao 6.3.3. Seja, em funcdo de cada inteiro n, e de cada par u, v, sendo

u, v=1, 2, o conjunto:

_P;,v - {61"3' S '-In . (52'7]‘ = 511,,1) ® 51‘213'2 ® ® (5%7]‘”; (5,1717 € .-|1 U _Il, Elk?, 5ik7jk S _Il}

Observagao 6.3.4. 1 — O conjunto fica bem definido por conta de 6.1.1.
2 — A cardinalidade de cada T, conta-se como a de TT": 2*n=1) — 2L,
3 — Os quatro conjuntos que com a regra 6.5.3 se podem formar sao disjuntos,
porque a decomposi¢ao em produtos tensoriais de matrizes elementares € unica,

conforme deixei dito em 6.1.2, e por definicao o primeiro elemento do produto

tensorial é diferente, em cada conjunto.
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4 — A uniao desses quatro conjuntos ainda ndo recobre o conjunto 1", visto que
as matrizes da forma abaixo indicada nao estdo contidas em mnenhum dos quatro,

todavia, pertencem a “1".

5%1, X 51‘271'2 R...Q 51'7“1'”, u 7£ v.

Na préxima definicao dou conta das matrizes que faltam a particao as quais

matrizes mencionei em 6.3.4.4.

Definicao 6.3.5. Seja, em funcdo de cada inteiro n, e de cada par u, v, sendo

u, v=1, 2, u# v, o conjunto:

T ={6; €T : 6ij=0uy®0;,0, ®...06 Ouw € T 04 €1}

Tn,in )

Observagao 6.3.6. 1 — A contagem dos elementos de cada grupo dessa forma é
facil de realizar: sdo duas possibilidades por distribuir em n — 1 fatores, ou seja,
2n—1
2 — Por defini¢do sdo disjuntos entre si os conjuntos da forma T, e da forma
I
8 — Da forma T, sdo quatro os conjuntos, de cardinalidade 22(n=1) _gn=1. pno

total somam 22 (22(”*1) — 2”*1) = 22n _ 9ontl clementos.

n
u,?

4 — Dois sdo 0s conjuntos J que, pelo §1, somam ao todo, 2" elementos.
5 — Tudo somado, encontram-se 22" — 2"+ 4 9n = 220 _ 9" elementos na unido

disjunta desses seis conjuntos'.

TAs matrizes quadradas e, sobretudo, aquelas cujo tamanha seja poténcia de 2 podem ser
dividas, de modo natural, em quadrantes. Por exemplo, seja matriz dg g € Mg (Z). Segundo o
que tenho demonstrado essa matriz pode ser decomposta da seguinte maneira: dgg = 2.2 ® 04,4,

sendo dz0 € My (Z) € 04,4 € My (Z). Os quadrantes a que me refiro sdo determinados pelo fator
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Corolario 6.3.7.

?,1 U _Vf,z U 3111,2 U _Ig,z U _Ig,l U 33,1 =T

6.4 Obtencao de matrizes elementares.

Convém lembrar que o foco do estudo sao as matrizes que pertencem a 1. Even-
tualmente, como ja o disse, vou retraduzir as idéias aqui delineadas em termos de
nocoes tipicas do anel ZFE,. Para o que pretendo fazer a frente, posso desconside-
rar metade desses conjuntos, com a ajuda da proxima proposicao, que a primeira
pode parecer uma arbitrariedade, contudo, as funcoes que nela defino encontram

correspondentes exatos na algebra ZFE,,.
Proposigao 6.4.1. Defino as fungoes ¢, 1V, e X, como se seque:
O _l?,1

(5272 X 51'2’3'2 R ... 51'“7]'" — (51’1 & 5120‘2 R...&® 5in,jn

Yt 1y —> _[?,2
5271 (024 52‘2,]‘2 X ... 5in7jn — 5172 (024 5i2,j2 ®...&Q 5in,jn
Xn Ay — I,

(52,1 & 52‘2712 ® ... R 5%’@'" — (51’2 & 512712 ®...Q 5in,in

a esquerda do produto tensorial, ou seja, d22, 0 quarto quadrante. Assim sendo, as matrizes
3 n a 1 M 1 . n

contidas, por exemplo, em 32’1 sao as diagonais do terceiro quadrante; aquelas em 31’2, as do

segundo quadrante. J4 as matrizes contidas em 71 sdo as matrizes elementares, nao diagonais, do

primeiro, segundo terceiro ou quarto quadrantes, conforme os indices subscritos.
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Entao, ¢,, 1, e x, sao bijetivas.

Demonstragao. 1 — Se permutasse os indices do dominio e do contradominio,

obteria a inversa bilateral. ]

Nao ha duvida de que semelhante bijecao se poderia encontrar entre os conjuntos
5,5 e T15,. Todavia, nao se pode perder de vista o objeto deste trabalho, o anel
Z.F,. Na préxima proposicao demonstro a existéncia de certa bijecao que, mais a

frente, podera ser convenientemente retraduzida em termos de ZFE,,.
Proposicao 6.4.2. Sejam dados os conjuntos Ty, e 13 ,. Entao,

1. Para cada v € TI5, hd um dnico y, € 13, de tal natureza que o comutador
[1—=z, 1—y,] nao seja trivial.
2. A funcao ¢ abaizo definida € bijetiva.
¢ : _ig,Q — _[3,1
r—[l—z, 1—y,]—1
Demonstragao. 1 — Seja x € -IQL,Q, entao, por 6.3.3, x admite uma unica decom-

posicao da forma:

xr = 52,2 X 51'2’]'2 ®..RQ 51 5ioc7ja € _|1 Ujl, ElOé, 51'&,]'& € _Il.

nvjn?

2 — Diga-se 0 mesmo de y € 13-

Yy = 52’1 X 6k2,k2 ®...&Q 5kn7kn7 6kouka S Jl

3 — Seja C o comutador [1 —x, 1 —y|. Sequndo 6.2.1, C serd nao trivial se, e
somente se,
Ja =ko, Va, 2<a<n.
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4 — Seja, pois, Yy, € Iy 1, Yo = 021 @ 04y j, @ ... ® 05 Ok ko € A%

nvjn?

5 — Em 4 fica demonstrada a ezisténcia. Quanto a unicidade, esta decorre de
6.1.2.
6 — Por 4 e por 5, a funcao ¢ € bem definida.

7 — Novamente, por 6.2.1, é possivel calcular o valor da funcao , saber:
C () = 021 ® iy gy @ oo @4y s Ginjo € VU o, 6y, 5, € TN
8 — Dado z € ‘ig,l, como no §1, z pode ser decomposto na forma:
021 @ Oig iy ® . ® 645y Oinje € 1'UITY, Fa, 6,5, € TN

9 — Seja, pois, & = 0220, j, @...R0;, ;. 0 . € VUI Ja, §;, 4, € T, entao,
r €T,

10 — Conforme expliquei nos §§1-6, ¢ (z) € bem definido e vale ¢ (z) = z

12 — Por 8-10, ¢ € sobrejetiva.

18 — Quanto a imjetividade, seqgundo 6.1.2, hd um unico modo de construir x, que

satisfaca ¢ (x) = z. ]
Observagao 6.4.3. 1. Fizado n, sejam dados 75, e Iy ;.
2. Pela aplicagcao da funcdao ¢ da proposicao 6.4.2, posso descobrir que (7372) =
21
3. Pela aplicagao das fungoes ¢y, ¥n € Xn, poSso estimar que
(a) ¢n (_‘372) = _Pf,lf'
(6) Wn (T51) = s

(c) Xn (Jg,l) = 3711,2’
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4. Sequndo 6.5.7, a uniao disjunta dos seis conjuntos produzidos em 1-3 é "

Proposigao 6.4.4. Para obter 71", basta o conhecimento dos conjuntos 7Ty, e J5 |

e das funcgoes Cn, Ony, Un, Xn-

6.5 Algoritmo geral de obtencao de matrizes ele-

mentares.

Convém apresentar um estudo de caso.

—_

. Sejam dados os conjuntos I3 |, 022 @ 15 € da2 ® T3 5.
2. Como se vé, por construcao; vale: 13 |, 050 ® 13 |, 020 ® T3, C 1.

3. Aplico a expressao 022 ® _l%’z a funcao id ® (5. A imagem, por essa funcao,

do conjunto da 5 ® T3, serd dap @ T3 ;.

4. Aplico & 035 ® _@’2 a fungao id ® ¢o. A imagem, por essa fungao, do conjunto

d22 ® _1372 serd g ® _I%,r

5. Aplico & 055 ® 13 |, obtido em 3, a funcao id®1,. A imagem, por essa funcao,

do conjunto dy o ® 13| serd dgp @ 7 5.

6. Aplico a d29 ®J§’1 a fungao id ® x2. A imagem, por essa funcao, do conjunto

b2,0 ® 151 serd dg @ 17 5.

7. Segundo declarei no §1, suponho conhecidos os conjuntos dz ,®13 | € d22@73 ,.
Nos §83-6, obtive os seguintes quatro conjuntos: d25® 75 1, d22@717 1, 02277 ,
(§] 52,2 X J%Q.

8. A luz de 6.3.7, determino a reuniao disjunta:

5272 ® :l%’l U 5272 ® _1372 U 5272 ® _l%,l U 5272 ® -Iil U 5272 ® _]%72 U 5272 ® J%}Q
= 52,2 ® T
= _Ig,z
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9. Aplico ao conjunto dado em 1, J%vl, e ao obtido em 8, 'I;z, a proposicao 6.4.4,

conforme delineei em 6.4.3, a fim de obter T°.

Em geral, trocando-se 3 por n, e 2 por n — 1, é possivel concluir:

Proposicao 6.5.1. Para obter 71", basta o conhecimento dos conjuntos .‘IQI, d22®
7' e 02 ® Ty, e das fungoes Guoty $no1, Vo1, Xn-1.

Para arrematar este capitulo, apresento do algoritmo a formulacao que me é

mais conveniente a aplicacao que tenho em vista.

Lema 6.5.2. Seja d; ; uma matriz elementar contida em My (Q), i.e., §;; € TUIL

Fizado n, se os objetos abaizo arrolados forem conhecidos:

1. 025 ® ... ® 029 ®J;{k, 0<k<n-2;
"

k

2. 52,2 ®..RQ (5272 ®_[%72,'
—_———

n—2

3. Ckn ¢k7 ¢k7 Xk Vk7 1 S/{:ﬁn—l
Entao, serd possivel gerar 1".

Demonstracgao. 1. Segundo 6.5.1, para construir da o @ ... ® a9 ®1? basta o
—_——

n—2

conhecimento de g5 ® ... R 099 ®I3, € J2o @ ... ® §2 @ V3 ,, que sao dados
N————— ’ N—————— ’

n—2 n—2
no enunciado.

2. Como, pela definicio 6.3.3, 02, @ TV =15 ,, € licito dizer que:

022 ® ... ® 22 ® (52,2 ® 72) =022 ® ... ® 022 ®_@,2-
" "

n—3 ne3

3. Suponho, entao, por indugao, que o processo acima delineado tenha sido efe-

tuado k vezes, 1 < k < n — 1. FEntao o resultado esperado ¢ a lista dos
conjuntos:
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(a) 33, dado no enunciado.
(b) 20 ® 357", igualmente dado no enunciado.

(¢) 620 ® T35", obtido na n — 1-ésima iteragao.

4. Sequndo 6.5.1, com esses conjuntos poderei construir 1".

69



Capitulo 7

Solucao do problema.

7.1 Observacoes preliminares.

De volta ao problema de tese: segundo demonstrei em 5.4.3, a forma do elemento
h, é

2" | 550 ® ... ® 0y (7.1)
N

n

A luz de 5.4.1 e de 5.4.5, poderia escrever

hn,i = 1n - hnbn,z

:1n_2n+1 52,2@...@(52’2 L ®..Q0m (bl,l) ®...® 1
———— ——r

n 7
NG >y

n

(7.2)

= 1n — 2n+1 5272 ®...R 527271'1 (bl,l) X... 5272
w_/

- 1n - 2n+1 (5272 ® ® 52’1 ® ® 52,2
=~

.
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Em particular, quando n = 2, vale:
ha1 =1y — 8 (021 ® 022)

hao =1y — 8 (022 ® 021)

Aplicando a ultima equacao a proposicao 5.5.1, posso calcular o efeito da con-

(7.3)

jugacao de hg g e hy por by o:
Wi =1y — 8 (65, @ o5 )

-8 (52 2 ® 51 1) cf. A5.2

y o (7.4)
2222 =1,-38 522®57r1 o )
= 12 + 8 (52,2 (%9 51,2) cf. A52
Como se sabe o inverso duma unidade da forma 1 + a, a®> = 0, é 1 — a.

Tomando, pois, o inverso dessas, posso colocar o resultado das operagoes acima,

em dois conjuntos disjuntos:

1, + 873,
(7.5)

1, +873,
Se é para empregar as idéias do capitulo anterior, sugere o 6.4.3 que conheca
os equivalentes, no presente contexto, das funcoes ¢, 1o, X2 € (2. Ao definir a
funcao (» em 6.4.2, comentei que sua féormula pareceria arbitraria, contudo, ela ja
estava perfeitamente adaptada a finalidade a que a destinara: poderia empregar

6.2.2 para calcular individualmente dois comutadores diferentes e certamente posso

aplicar-lhes o0 6.4.3, a fim de estimar o resultado:
1, + 6473, (7.6)

A prépria equagao 7.4 acima fornece o meio por que identificar o equivalente

das funcoes ¢9, 12 € Xx2: a conjugagao por by ;
Py = 1o =8 (035 @ 6;5)
=1, +8(012®0;;) cf. A5.2
hoy =1, =8 (955" @ (51-,]-)
=1, —8(01,1 ®d;;) cf. A5l

Por conseguinte, fica demonstrado como obter as unidades elementares da forma

15 £ 2%0; ;. Convém, no entanto, formalizar o que acabo de expor.
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7.2 A contra-partida de J e a de .

Definigao 7.2.1. Seja o, o? =0, a € M?" (Q). Seja, ainda, r € Q. Chamo parte
nilpotente da unidade 1 —ra, a parcela rac que figura nessa expressao. Seja, agora,

N o conjunto das unidades da forma {1 + Ta}re@, ac M2 (Q)-

Seja, ademais, f uma das funcoes ¢, x, C oup, entdo, f (1 —ra) =1-s8,5%* =

Por efeito de f na parte nilpotente dum elemento 1 —ra € N quero aludir a

parte nilpotente da imagem f (1 —ra), a saber, sS.

Por exemplo, o efeito de 12 na parte nilpotente de 1 — 2051 ®@ 019 € 012 ® 012,

ou seja, altera o primeiro fator do produto.

Definicao 7.2.2. Sejam as unidades h,; como em 5.4.1. Seja, ainda, O (hy;)

definido como se seque, em funcao dei, 1 <i<n-—1:

O (hns) = { ()"}

j>i

Ou seja, O (hy,;) € a orbita de hﬁ relativa a conjugagao pelos elementos by, j, j > i.

Por O denoto a uniao U;O (hy, ;)

Proposicao 7.2.3. Para todo i, 1 <1 <n—1, vale

O (hng) =1, £2" | 522 ® ... © 032 @57
N e’

i—1
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Demonstracao. 1 — Fizados n, i e j, € fdcil verificar isto:

by ;
hfff =1, = 2" [ 00 ® ... ® 621 ®...® b2 , cf. equacao 7.2
K v
=1, = 2" | 522 ® . ® Doy ®. @55 @@y |, of 551
~~
@ J

= 1n — 2n+1 5272 X..RQ 5271 ®..® (5171 X... Q (52’2 Cf. apéndice A.5.1
~ ~
i J

2 — Seja {ki_1, ..., kn} uma lista de numeros contidas em {0,1}. Por 5.5.1, é licito

concluir que, se for j > i, entdo

kz 1 bkn

h il =1, = 2" | 52 ® ... ® a1 ®5 b
~~

® .. ®5”1 ")

(2
N J/
-~

n

3 — Como, pela construcio em 2, kg € {ki_1,....,k,} vale 0 ou 1; entdo, kg + 1
deve valer 1 ou 2. Ezplicado esse detalhe, posso reescrever a expressao que obtive

em 2, do sequinte modo:

pri-1  phn

n, 1 n,n 1
By =1, = 2" | 022 ® ... ® G271 @k, 41k 141 D oo @ Oyt 1 k1

%
(.

g
n

4 — Segundo a defini¢ao 6.3.5, vé-se que o efeito da conjugacao de hy, ; por bn 1 .bf’;?n
na sua parte nilpotente € 029 @ ... ® da9 ®J§]i+1.
~—_——— ’

i—1
5 — Levando em conta os inversos, posso dizer, portanto, que O (h,;) = 1, £
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20 [ 030 ® ... ® b @IFTH
~—_————

i—1
6 — Como no §1 deizer i fixo, e nao fiz, sobre esse numero, nenhuma hipdtese,
é-me licito concluir que a igualdade vale para todo 1. Il

Quem inspecionar o enunciado, vera que exclui das hipdteses a possibilidade de
ser ¢ = n, nao digo que isso nao faca sentido, tao-somente quero destacar esse caso

particular, porque assume uma forma bem peculiar.

Proposicao 7.2.4.

O (hnp) =1, 22" [ 022 @ .. ® 82, @75,
—_————
n—2

Demonstragao. 1 — Fizado n, posso empregar a equacao 7.2:

hn,n — 1n - 2n+1 52,2 ®..&Q 52,2 ®52,1
—_———

n—1

=1, — 2"t 022 ® ... ® 029 Rz ® 021
NG "

n—2

2 — Pela igualdade obtida no §1 e pelo apéndice A.5.2, posso estimar o seu con-

Jugado por by, — data venia, registro somente o o resultado.

hg)]y:nn =1, + gn+l (5272 ®...&Q (5272 ®(52,2 ® 51,2
—
n—2

3 — Se considerar os inversos, é-me forcoso concluir que

O (hnp) =1, 22" | 62, ® .. ® 6@ T3, | O
—_—— —
n—2
No lema 6.5.2, descobria que, a fim de produzir todas as matrizes elementares

de 7", suficiente seria conhecer os conjuntos

022 ® ... ® 022 ®157", 0< bk <n—2
~—_——

k

022 ® ... ® 029 ®-@,2-
N———

n—2
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e as funcoes

<k7 ¢k7 ¢k7 Xk, Vkaz S k S n.

Nas proposicoes 7.2.3 e 7.2.4, encontrei a contra-partida em ZFE,, dos conjuntos
listados em 7.2. Resta-me, pois, fazer o mesmo as funcoes (x, or, Vi, Xk €,
sobretudo, estudar, a luz de 7.2.1, o efeito que nas unidades da forma h,, ; produzem

0s seus equivalentes.

7.3 Asfuncoes (,, ¢,, ¥,, X, em nova perspectiva.

Proposicao 7.3.1. Seja x € 7’2“72. Fizem-se inteiros a e b e indique-se, por y, €

J5,, o dnico elemento de Iy, que ndo trivialize a expressdo:

[1 —axz, - byﬂﬂ]

Seja, agora, a funcdo Z definida como se seque':

Z : -[72172 H -[’;L’l
rr—[l—azx, 1—0by,]—1
Entao, o efeito de [1 — ax, 1 — by,] na parte nilpotente € idéntico ao da fungdao (,,

conforme definida em 6.4.2.
Demonstracao. O resultado € vadlido pela propria definicao de ¢, .

Corolario 7.3.2. Seja x € 022 ® ... ® 022 ®'I§]i+1. Fizem-se inteiros a e b ¢
~———— ’

i—1
indique-se, por Y, € dag ® ... ® 090 @IS 0 4inico elemento que ndo trivialize a
——— ’

i—1

INote-se: a funcio Z transforma as matrizes nio triviais do quarto quadrante em matrizes
nao triviais do terceiro quadrante. O elemento y, é, por construcao, matriz diagonal do terceiro
quadrante. Para ver que esse elemento é de fato tinico, consulte-se o 5.5.2. cf. nota de rodapé da

pagina 59.
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eTpressao:

[1 —ar, - byﬂﬂ]

Entao, o efeito de [1 —ax, 1 — by,| na parte nilpotente € idéntico ao da fungdo

022 @ ... ® 022 ®C;.
—_———

i—1
Lema 7.3.3.
hfﬁf =1, +2"" [ 022 ® ... ® b2 ®... ® Ja2
v
Demonstracao. 1 — A demonstracio desse resultado € o caso particular do

pardagrafo primeiro de 7.2.3, no qual caso i = j.

Corolario 7.3.4. Seja a funcdao ¢, ;, definida como se seque em funcao de cada

1, 1 <1< n—1 e dum inteiro r qualquer.

i+ 1p£7022® ... ® 022 ®‘I§5i+1 — 1, £7022® ... ® da2 ®_]7115i+1-
— —_———

i—1 i—1
bn,i
T ™

Enta te nilpotente d i d it d® ... ®id ;.
ntao, na parte nilpotente de x, ¢y ; produz o mesmo efeito que i ®A 1®2 2d0)

Demonstracao. I — Sex €1, £7022® ... ® 022 ®‘l§§i+1; entao,
—_—— ’
i—1

bn,i

tn—i)Jn—i
/

I‘bn’i =1,+tr (52’2 ®..RQ 52,2 ®(52,2 ®(5¢17]’1 ®..00

vV
1—1 n—i

=1,£7 | 022®...® 02 ®5§f2(b1’1) R0y jy @ ... ®6;
N—————— ~ ~

i—1 n—i

n—iJn—1i
>y

= 1n:|:’f’ 522@...@5272 ®5171 ®5i17j1 ®..Q
i1 n—i

In—iJn—i
7
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Corolario 7.3.5. Seja a funcgao 1, ;, definida como se seque em fungao de cada

1, 1 <1< n-—1 e dum inteiro r qualquer.

Yni + Lo £ ® .. @001 o Likrhe®.. © 0@
— ~—— ———

i—1 i—1

€T —> mbn,i

Enta te nilpotente d n.i d 17 id® ... ®id ;.
ntao, na parte nilpotente de x, 1, ,; produz o mesmo efeito que i ®' 1®2 XY

Demonstracao. I — Sex €1, 7022 ® ... ® d2 ®‘|§]”1; entao,
N————— ’

i—1

l.bn,i — 1n +r 5272 ®...&Q 5272 ®52,1 ®5i17j1 ®..

i—1 n—i

tn—iJn—i
v

71 (b1,1

= 1n +r 6272 ®..RQ 5272 ®5271( ) ®6i1,j1 ®..Q (51
—_———— -

n—iJn—1i
7

i—1 n—i

=1, L7 | 02® ... ® 22 R®012X0;, 5, ® ... ®

' v~

i—1 n—i

tn—i)Jn—i
>

Corolario 7.3.6. Seja a funcdo X, definida como se seque em funcao de cada

1, 1 <i<n-—1edum inteiro r qualquer.

X,m‘ . 1n +r 5272 ®...&Q 5272 ®:|g;i+1 — ln +r 5272 X ... 52,2 ®J?7§i+1.
| A — —_—

i—1 i—1
bn,i
T ™

Enta te nilpotente d ni d 1 id® ... ®idXYX;.
ntao, na parte nilpotente de x, Xxn; produz o mesmo efeito que i ®A 1®z XX

7



Demonstracao. I — Sex €1, 7022 ® ... ® da2 ®J§;"+l; entao,
—_———

i—1
bn,z
l’b"’i =1,%xr (5272 ®...R (5272 ®(5271 ®5i1,i1 Qe ® 04y iins
’L':rl ntl
= 1n +r 52,2 ®...&Q 5272 ®5§711(b1’1) ®5i17i1 ®...&Q 5%71.72'”71.
N’ N —~ J
i—1 n—i
= 1n +r (5272 &...Q (5272 ®51,2 ®5i1,i1 X.Q In—isin—i
i1 n—i
7.4 O algoritmo — ou a prova do problema de

tese.

Teorema 7.4.1. O subgrupo (by,...,byn, hp1,....hnn) < U (ZE,) tem indice finito.

Demonstracao. 1 — Sao dados os elementos by, ...,by, hn1, ..., hpp. E-me licito
considerar qualquer operacao de grupo, em particular, a formacdao de inversos, a
conjugacao de elementos e os comutadores multiplicativos.

2 — Em particular, sequndo a definicao 7.2.4, ser-me-ia possivel construir o con-
Junto:

O (hnp) =1, £2" [ 552 ® ... ® 625 @73,
e e
n—2

3 — Semelhantemente, pelas mesmas razoes, com as mesmas ferramentas, cons-

truiria, a luz de 7.2.5:

O hpi) =1, 22 [ 000 ®@ .. @ Sp @7 | Vi, 1<i<n—1.
| A — ’
i—1

4 — Em particular, posso fixar, no §3, o valori=n —1

@ (hn,nfl) =1,+ 2n+1 62,2 ®..® 52,2 ®j§,1
—_———

n—2
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5 — Se sequir a receita delineada em 7.3.2; obterei como resultado o conjunto:

1, £ 220 [ 5, ® .. ® 60 078,
_/_/ 7

n—2

6 — Se no conjunto que no §2 descrevi empregar o coroldrio 7.3.4, consequirei
adictonar mais um a lista:

1, +2n*! 022 ® ... ® 029 ®_@’1
"

n—2

7 — Mais dois conjuntos poderei construir, se no §4 empregar o coroldrio 7.5.6; e

no §5, 0 7.8.5:

Ly £2" | 625 ® .. ® 022 @17,

—_——
n—2
1, 22200 1 5,0, @ ... ® 6, @7,
~—_—— ’
n—2

8 — Convém notar que na ultima expressao as poténcias de 2 que aparecem na

equagado, a frente da parte nilpotente, sao diferentes.

9 — O calculo do quadrado dos elementos do grupo é uma das operagoes licitas so-

bre as quais discutino §1. O quadrado de cada elemento de 1,£2" | 032 ® ... @ 0y @17, |,
~—_—— ’

n—2
forma este conjunto:

L, £220F) [ 6,5 ® ... ® 0y ®I7
ﬁ—/

n—2

10 — Considerando, pois, 0s quadrados, a maneira do §9, é-me possivel determinar,

a luz 6.3.7, a uniao disjunta dos seis conjuntos até agora obtidos.

1, 4 22D 022 ® ... Q0@ | =1, & 22(n+1) 099 ® ... ® g9 Rga @ T
— —— ———

n—2 n—3

=1, 222D | 5,,® .. ® 62, @7,
| —" ’

n—3
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11 — Fizando © = n — 2, no §3, o conjunto abaizo descrito posso obté-lo; e a
construcao acima esbocada, repeti-la.

L, £2" [ 555 ® ... ® 800 ®TF
~—_——

n—3
12 — A luz de 7.8.4, 71.3.6, 7.3.5 e 7.3.2, posso propor a sequinte hipotese de
inducao, de que, para todon —1 > k > 1, apos n — k repeticoes, o resultado do

processo delineado nos §§1-11 seja o conjunto

1, 220700 [ 500 @ .. ® 8, @1 | =1, 22070 | 5,0 @ ... @ 630 @20 @ T
—_——— —_———
n—=k n—k—1

=1, + 9(n—Fk)(n+1) 022 ® ... ® 829 ®_[]2‘3j2'1
N———r’

n—k—1

18 — Segundo essa mesma hipotese de inducao, na n — 1-ésima repeticdo, o resul-

tado serd

1, + 2000 (5,5 @ T = 1, 4+ 20 DD
14 —Mutatis mutandis: Posso fixar, em 3, o valor i =1
O (hny) =1, £2"175,
15 — Se sequir a receita delineada em 7.3.2, obterei como resultado o conjunto:
1, +2m T

16 — Se no conjunto descrito na hipdtese de indugcao empregar o coroldrio 7.3.4,

consequiret adicionar mais um conjunto a lista:
(n—1)(n+1)=n—1
1, £2 e
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17 — Mais dois conjuntos poderei construir, se no §15 empregar o coroldrio 7.3.6;

eno814, 0 7.8.5:

1'n, :l: 2(n71)(n+1):‘1112
1, & 2" HT7,
18 — Em analogia com o0s §88 e 9, € necessdrio calcular a n-ésima poténcia dos

conjuntos da forma 1, +2"" (692 ® %), a fim de determinar a unido disjunta entre

eles.

1, 4 nnth)=n

19 — Segundo 4.6.1, o subgrupo (by,...,;bn, hypi,...;hnn) < U(ZE,) tem indice

finito.
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Apeéendice A

Calculos explicitos.

Neste apéndice arrolo os calculos matriciais que me foram necessarios ao longo do

trabalho.

A.1 Propriedades elementares das matrizes ele-

mentares.

Em primeiro lugar dois lembretes: como efetuar calculos com matrizes elementares,

e como descobrir os indices do produto tensorial de matrizes elementares.

Teorema A.1.1. Seja A(r,s) o A de Kronecker
;0K = A (K, 1) 6;y (A.1)

Teorema A.1.2. Sejam 0;,; € M, (Z) e 0y; € M,, (Z), matrizes elementares.

Entao:
i ® Okt = Opm(i=1)+k, m(j—1)+-

Em particular, o produto de Kronecker de matrizes elementares € matriz elementar.
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A.2 a

Proposicao A.2.1.

a = 51,1 - 52,2

Demonstracgao. cf. §16 da demonstracao de 3.4.1.

Proposicao A.2.2.

1—a= 2(52’2

Demonstracgao.

l—a=1011+ 0622 — (011 — 022)
=011 + 022 — 01,1 + 022

= 202,

A3 Db

Proposicao A.3.1.

b= —0d12+ 021

b =—1

Demonstracao. cf. §16 da demonstracao de 3.4.1.

A4 h

Proposicao A.4.1.

(1 — (l) b= 252’1
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Demonstracgao.

(1 — (l) b= 2627217 Cf. AQQ
2099 (=612 4+ 021) cf. A.3.1

:2(52’1 Cf. A.1.1
A.5 Conjugados.

Proposicao A.5.1.

(1 — a)b = 25171

Demonstragao.

b(1—a)b®>=—-b(1—a)b cf A.3.1
= —0(2022)b cf. A.2.2
= —b(20222b)
=—0(2001) cf A4.1
= —2bdy
=—2(—012+021)021 cf A.8.1
=—2—-011 c¢f A1l
=201,

Proposicao A.5.2.

(1—a) b)b = —201
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Demonstracgao.
(1—a)b)’ =b(1 —a)b*
=b(l—a)
=(=012+021) (1 —a) cf A.3.1
=2(—012+021) 022 cf A2.2

= =201
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