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RESUMO
SOBRE A BOA COLOCACAO DO SISTEMA SCHRODINGER-DEBYE
Raphael Antunes dos Santos
Orientador: Prof. Xavier Carvajal Paredes

O presente trabalho se propde a estudar a boa colocacdo do sistema Schrodinger-Debye

iatu—l—%Au:uv, t>0, x€R",

ud v +v = Mul?, u>0, A==+l

u(0,x) =up(x), v(0,x) =vo(x).
Em dimensdes n = 1 e n = 2 estabelecemos estimativas a priori no contexto dos espagos de
Sobolev do tipo H* (R") x H*(IR"), com k,k, inteiros. Combinando tais estimativas com
0 “Fourier restriction norm method”, desenvolvido em [6], estabelecemos a boa colocacao
global, considerando os dados iniciais (ug,vo) € H* (IR") x H*(IR"). Utilizando métodos de
interpolacdo de operadores ndo-lineares, provamos resultados de boa colocagdo global quando
(uo,vo) € H*(R") x H'(IR"), com 5,1 € IR sendo combinagdes convexas de fndices de Sobolev
(pertencentes a Z). Em dimensdo n = 1, provamos também a C2-md colocagdo do sistema quando
os dados iniciais uq e v pertencem a espagos de Sobolev H*(RR) x H!(RR), onde os indices (s,1)

estdo em algumas regides complementares as regides de boa colocagdo obtidas em [13].

Palavras-chave: sistema Schrodinger-Debye. boa colocacao global. estimativas a priori. inter-

polagdo nao-linear. ma colocagao.

Rio de Janeiro
Janeiro de 2016



ABSTRACT
ON WELL-POSEDNESS OF THE SCHRODINGER-DEBYE SYSTEM
Raphael Antunes dos Santos
Advisor: Prof. Xavier Carvajal Paredes

In this work we study the well-posedness of the Schrodinger-Debye system

ia,u—k%Au:uv, t>0, x€R",
uo v +v = AMul?, u>0, A==+l,
u(0,x) = up(x), v(0,x)=vo(x).

In dimensions n = 1 and n = 2, in the context of Sobolev spaces of type H* (R") x H*2(R"),
where k1, ky are integers, we prove some a priori estimates. Combining these estimates with the
“Fourier restriction norm method” developed in [6], we establish a global well-posedness results,
considering the initial data (ug,vo) € H* (IR") x H*(IR"). Using interpolation of nonlinear
operators, we prove some global well-posedness results when (ug,vo) € H*(IR") x H' (IR"), with
5,1 € R being convex combinations of Sobolev index (belonging to Z). Also, in dimension n = 1
we prove C2-ill-posedness when the initial data (1, vo) belong to Sobolev spaces H*(IR) x H'(RR),
where the index (s,/) are in some complementary regions to the regions of well-posedness
obtained in [13].

Keywords: Schrodinger-Debye system. global well-posedness. a priori estimates. nonlinear

interpolation. ill-posedness.

Rio de Janeiro
January 2016
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INTRODUCAO

Consideremos o problema de valor inicial (PVI) para o sistema Schrodinger-Debye

ia,u+%Au:uv, t>0, x€R",
oy +v=2Aul>, u>0, A=+1, (SD)
u(0,x) = up(x), v(0,x) =vp(x),

onde u = u(t,x) e v=v(t,x) sdo fungdes, complexa e real, respectivamente, definidas em

IR, x R" e A é o operador Laplaciano na varidvel espacial.

Este sistema modela a propagacdo de uma onda eletromagnética em um meio nao-
resonante onde o tempo de resposta do material € relevante. Em [26] temos uma discussdo mais

ampla sobre este modelo.

Pela féormula de Duhamel, temos as seguintes expressoes integrais associadas ao sistema
(S D):

. r. /
u(t) = €™ +i/ A2y (Y o(idi (1)
0

A1 /
V(1) = e vy + / = k() 2t @)
uJo
onde {e”A/ 2} r ¢ o grupo unitdrio em H*(RR"), associado a equacdo linear de Schrodinger,
te
dado por eifd/2 f := (e~ilF*/2f(.))"

Se a solugdo (u,v) deste sistema for suficientemente regular, entdo a massa da solugio u

¢ conservada em [0, T, i.e.,
06, gy = 180] gy P70 t0GO 1 € (0,7 3)

Nao sdo conhecidas outras quantidades conservadas, porém o sistema (S D) possui a seguinte

estrutura pseudo-Hamiltoniana

LBy = 20 [ Jonar, @)
dl’ R"
onde
E(t):/(|Vu|2—|—2v|u|2—kvz)dx:/(|Vu|2—|—Mu|4—k,uz|atv|2)dx. 5)
R" R"

Neste trabalho, buscamos solugdes globais do sistema (S D). Pela natureza das identida-
des (3) e (4), é razodvel considerar que os dados iniciais (ug, vg) pertencam a um tipo especifico
de espaco: os espagos de Sobolev H*(IR") x H! (IR"). Vamos entio definir precisamente o conceito

de boa colocagdo para o PVI (S D).

Dizemos que o PVI (S D) é localmente bem posto em H*(IR") x H'(IR") se valem
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Existéncia e Unicidade. Para qualquer dado inicial (uo, vo) € H*(R") x H'(IR"), existem um
tempo 7 > 0 e um espago de Banach X7 para os quais existe uma dnica solucgéo (u,v) € Xr

que satisfaz as equagdes integrais (1) e (2) em [0, 7.
Persisténcia. O espago X7 C C°([0, T]: H*(R") x H'(R")) .
Dependéncia Continua. A aplicacdo dado-solucdo

A 2 V(ug,vo) — C°([0,T]:H*(R") x H'(R")) (6)
0w) —  (uv)

é continua, onde V (1o, vo) C H*(IR") x H' (IR") é uma vizinhanga de (1, vo).

Se T > 0 puder ser escolhido arbitrariamente grande, dizemos que o PVI € globalmente bem
posto. Além disso, caso a unicidade ocorra em C°([0, T| : H*(IR") x H'(IR")), dizemos que a

boa colocacao € incondicional.

A boa colocagdo do sistema (S D) foi estudada em diversos trabalhos. Em 1998 e 2000,
Bidegaray ( ver [3], [4]) obteve boa colocagdo local em H*(IR") x H*(RR"), paras > n/2,s =0
e s =1, em dimensdes n = 1,2,3. Em 2004 Corcho e Linares, em [12], obtiveram um melhor

resultado de boa colocagao local em dimensao n = 1.

Em 2009, ainda em dimensao n = 1, Corcho e Matheus (ver [13]) obtiveram um resultado
mais refinado de boa coloca¢do, usando o "Fourier Restriction norm Method"e seguindo as ideias
de Bourgain (ver [6] e [17]) e Kenig, Ponce e Vega (ver [20]). Mais precisamente obtiveram o

seguinte resultado

Teorema 1. Para todo (ug, vo) € H*(R) x H'(IR), onde
Is| —1/2 <l <min{s+1/2,2s+1/2} e s> —1/4, (7)

existe T =T (||uo|[ s, [[voll,,,) > O e uma iinica solugdo (u(r), v(r)) do PVI (S D) no intervalo de
tempo [0, T] tal que
(u,v) € (0, T):H* ()  H'(R))

Além disso, a aplicagdo dado solugdo (uo, vo) — (u(t), v(t)) € localmente Lipschitziana.

Também, usando o I-método, desenvolvido por Colliander, Keel, Staffilani, Takaoka e Tao (ver
[9] e [11]), obtiveram boa colocag@o global em H*(RR) x H*(IR), com —3/14 < s <.

Em 2013, Corcho, Oliveira e Silva (ver [14]), obtiveram o seguinte resultado de boa

colocacgdo local em dimensdo n = 2,3
Teorema 2. Sejam n=2,3 e (ug, vo) € H*(R") x H'(IR"), onde

max{0,s— 1} <! <min{2s,s+1} e s>0.
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Entdo existe T = T ({luo| s, [[voll,,) > O e uma iinica solugdo (u(t), v(t)) do PVI (S D) no
intervalo de tempo [0, T tal que

(u,v) € C°([0, T);: H*(R") x H'(R")).
Mais ainda, a aplicagdo dado solugdo (ug, vo) — (u, v) é localmente Lipschitziana.

Ainda neste trabalho, provaram a boa colocagio global em L?(IR") x L?(IR"), n = 2,3, e também
em H'(R?) x L*>(IR*) e em H'(R) x H'(RR).

Finalmente, Carvajal e Gamboa (ver [8]) provaram a boa colocacdo global do PVI
(S D) em H!(IR?) x H'(IR?), usando estimativas de Strichartz e um lema do tipo Gronwall.
Também obtiveram solugdo global em H*(IR?) x L?(IR?) com 2/3 < s < 1, com as restri¢des
2¢ol|uo||;2 < 1 e A = —1, usando uma técnica de Bourgain que consiste em escrever o dado
inicial up como a soma de sua frequéncia alta com a sua frequéncia baixa (ver [7], [16] ou [28]).

Em nosso trabalho, provamos os seguintes resultados sobre o sistema (S D):

Teorema 3. O P.VI. (S D) é globalmente bem posto em H*(IR*) x H*(IR?), para s > 1, e em
H*(IR?) x H*(IR?), onde s € [k,k+ 1], com k > 1 um inteiro. (ver Grdfico 1)

Teorema 4. O P.V.I. (S D) é globalmente bem posto em H*(IR) x H*(R), s > 1. (ver Grdfico 2)

[ =2s
1L
& —O——=9 1 f f
2 N
0 /, 1
. Teorema 3 b. c. local em [14]
Legenda
b. c. global em [14] e [8]

Grafico 1: Teorema 3.

Para provarmos estes teoremas, estabelecemos inicialmente estimativas a priori em

espacos de Sobolev HX1 x H*2 para certos k; e k» inteiros. Com estas desigualdades, lembramos
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[
T _ 1
l =S + 3
1 -
4 1
l = 85— 3
1=2s+1
i x % % %
/ 1 1 §
2
l:—s—%
. Teorema 4 b. c. local em [13]
Legenda
b. c. global em [13]

Grafico 2: Teorema 4.

do método de interpolagdo ndo linear desenvolvido em [5] e [30] para obtermos novas estimativas
a priori em espagos de Sobolev H* x H', onde os indices s e [ sdo combinagdes convexas dos
indices ki,ky € Z. Com estas estimativas podemos iterar o argumento utilizado na prova dos
Teoremas 1 e 2 para obtermos os nossos resultados globais. Observamos ainda que a estimativa
a priori que obtivemos em H' (IR?) x L?>(IR?) (ver o Lema 2.2 para k = 0) é ligeiramente melhor
do que a obtida em [14], Thm. 3.1. De fato, em [14] o intervalo de tempo [0, 7] onde se tem
tal estimativa € tal que T ~ (1+ [|uo|[ , ) )~! e isto dificulta a argumentacio na globalizacio
do resultado local. Também, [8] apresenta uma estimativa a priori em H' (IR?) x H' (IR?) para
solugdo (u(t),v()), ¢ € [0,T], mas o controle da norma ||Vv(¢)||;2(g2) depende do controle
da norma de u e v em L"T°L)2€. No Lema 2.6 apresentamos uma estimativa mais eficiente para

argumentarmos com o teorema local e obtermos a boa colocacdo global.

Ainda em dimensdo n = 1 provamos (ver os Teoremas 4.1 e 4.2) que se o sistema (S D)
for localmente bem posto em H*(RR) x H'(IR), entdo a aplicacio dado-solucdo (6) ndo pode ser

de classe C? na origem quando (s,1) satisfaz
l<—1/2 ous<—1/4o0oul—2s>1/2 ou |[l—s|>2.

Consequentemente, lembrando da teoria abstrata de boa colocagdo local desenvolvida em [1],
concluimos que nao podemos obter a boa colocacdo do P.V.I. (S D) em tais regides através do

método utilizado nas provas dos Teoremas 1 e 2.
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1 PRELIMINARES

Neste Capitulo recordamos alguns resultados que serdo uteis ao longo deste trabalho.

Na Secao 1.1 enunciamos um lema do tipo Gronwall, e alguns resultados elementares

utilizados nos capitulos seguintes.

Na Secdo 1.2 lembramos dos resultados basicos de interpolagdo em espagos de Banach e
interpolacdo de operadores ndo-lineares. Algumas referéncias classicas sao [2],[5], [27], [30] e
[31]. Seguimos de perto [5], de onde os principais resultados sobre interpolacdo de operadores

ndo-lineares usados neste trabalho foram retirados.

Na Secao 1.3 definimos os Espacos de Bourgain (ver [6]). Enunciamos as principais
propriedades sobre estes espagos, cujas demonstragdes estao em diversos trabalhos (e.g. [?], [23]
ou [29]).

Na Secdo 1.4 fazemos alguns comentérios sobre o método utilizado para obtermos a boa
colocacdo local, inspirados em [19]. Provamos alguns resultados sobre a boa colocagdo global,

importantes na sequéncia do nosso trabalho.

1.1 Resultados Elementares

Lema 1.1 (Lema do Tipo Gronwall). Consideremos um intervalo de niimeros reais [ = [c, d].

Seja u : I — R continua e ndo negativa tal que

u(t) < a(t) + b(e) / k(e 5)u(s)ds, tel, (0

onde a(t),b(t),k(s,t) sdo fungcdes ndo negativas e continuas para ¢ < s < t < d. Entdo

u(t)gA(t)exp(B(t) / tK(t,s)ds), rel, (12)

onde A(t) = sup a(t), B(t) = sup b(t) e K(t,s) = sup k(,s).

c<t<t c<t<t s<t<t
Demonstragdo. Ver o Teorema 2, pagina 359 em [24] ou mesmo a referéncia original [25]. [

Lema 1.2. Sejam A,B,R C IR" tais que R — B C A. Entdo
xR ll2we) X8 L Ry < XA * X8 2R
onde ) denota a fungdo caracteristica do conjunto Q.

Demonstracdo. Ver o Lema 3.1, pagina 37 de [15]. [
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Lema 1.3. Sejam a,b € R tais que |a| > b > 0. Entdo
S1—al <b<e(a—b) <(G1) < (a+b) = la—b| < (&) < (a)(b).
Também, se c,d € R, com d > 0, sdo tais que |a+c| > b+d entdo

S1—al<b e |&—c]<d e ((atc)=(b+d)) < (&1 +8&) < ((atc)+(b+d)).

Demonstragdo. Imediata, lembrando que (-) =14 |. O

1.2 Operadores nao-lineares e interpolacao de espacos de Banach

Relembramos o K-método de interpolagdo (ver [2] e [31]). Sejam By e By espagos de
Banach tais que B;— By (i.e. B C By com a aplica¢cdo de inclusdo continua). Seja f € By e
defina

K(f.2.B0.B1) = inf {[1f ~glly, +elsll, }- (1.3)

ondee>0e |||, €anormaem B;,i=0,1. Escreveremos K(f,€) em lugar de K(f,€,Bo, B1),
quando nao houver perigo de confusdo. Agora, para0 <0 < 1e 1 < p < 4o defina

By, = [Bo.B1l,, = {f € Bo: (Y OK(f,") € LL(RY) (1.4)

onde LY (IR™) é o espago de Lebesgue LP(IR™) com respeito a medida de/€ em RT = (0, +o0).

O espago B, munido da norma
P

1 £1ls, , = le~°K(f.0)] (1.5)

Lf

¢ um espacgo de Banach (ver [2], Teorema 3.4.2, pag. 47). Os espagos que constituem esta familia

sdo ditos espacos de interpolacdo real.

Dados os pares (01, p1) e (02, p2) taisque 0 < 0; < le 1 < p; < oo, i = 1,2, escreve-
remos
(61, p1) < (62, p2) (1.6)

quando quisermos dizer que 8; < 0, ou6; =0, e p; > p».

Com as defini¢des e notagdes anteriores temos o seguinte

Teorema 1.4. Se (01, p1) < (02, p2), entdo

B =B, < B, < B. (1.7)

82.p2 01,01

Mais ainda, se 1 < py < o0, a primeira imersdo é densa.

Demonstragcdo. Ver [2], Teoremas 3.4.1 e 3.4.2 (pag. 46 e 47) para as imersdes e o resultado de

densidade, respectivamente. O]
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Para os nossos propdsitos, serd util a seguinte

Proposicao 1.5. Sejam A1,B1,A> e By espagos de Banach tais que B;— A, i = 1,2. Entdo se
0<B<lel <p< oo

[Al X As, Bi XBz] = [Al, Bl] X [Az,Bz]eﬁp . (1.8)

6,p 6,p

Demonstracdo. Basta notar que se F = (fi, f2) € A; X A

K(Fe) = inf { F_Gl  +¢lG }
( ) G=(g1,82)€B1XBy H ”AlXAz H ||le32

Jnf {11 =gill, ellgill, f+ int {Il2—gll,, +elsl, |
= K(flae) +K(f2>£)

> K(fi,¢),
i=1,2. Assim,se F € [A| X Ay, B] X Bz]ep, entdo F = (f1, f2) € A1 X A, e adesigualdade acima

garante que cada f; € [A;, Bi]e ) i = 1,2. Por outro lado, a terceira igualdade garante a inclusdo

contraria. L]

A seguir, provaremos dois resultados tteis para concluirmos um terceiro € importante
resultado sobre interpolacao de operadores nao-lineares que serd utilizado neste trabalho. Estes
resultados se encontram em [5] (Proposicdes 1 e 2 e Teorema 1). Faremos as provas com maiores

detalhes. A primeira proposi¢do estd demonstrada em [22], Lemma 3.1.

Proposicao 1.6. Sejam f € By (com Bi—By), 0 <0 <1 e 1 < p < oo. Suponha que para cada
€ > 0 existam g;(€) € B, tais que f = go(€) +g1(€) com |[gi(€)||5. < Gi(e) e tais que

M; = ||e"‘9G,~(e)||Li, < oo (1.9)
parai=0,1. Entdo f € By , e
111, , <2 "M} (1.10)
Demonstracdo. Com efeito,
K(f.e) = inf {If ~slly, +elsll, |

< f=g1(®)llg, +elgi(®)la
= lgo(®)lly, +-ellg1(e)lls,

e entao
11, <2max{lleGo(e)ll . €' *Gi(e)l], }- (1.11)

Agora, para A > 0, como Ag > 0, por hipétese, existem g?‘(e) = gi(he), i =0,1, tais que [ =
85(€) +&1(). onde |[g}(e)]l,, < Gi(Ae). Notando que [lg°Gi(Ae) [, = A°7'[|e°Gy(e)|| , e
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raciocinando como antes
I, < 2max{lle*Go(2e)ll,, Ie'°Gi(e)]], |
_ zmax{xeue—eco(e)uLp,x9—1||sl—ecl<e)||L,,}. (1.12)

Escolhendo A tal que
Wlle2Go(e),, ="l °Gi(e)],

obtemos o desejado. 0

Proposicao 1.7. Sejam f € By e fe € B satisfazendo a desigualdade

1f — fella, +ll fell, <2K(f.€) (1.13)

para algum € > 0. Entdo,
[ fellsy < 317115, (1.14)

Mais ainda, se f € B, , para algum 0 <8 <1e 1 < p < oo, entdo
I fells, <315, - (1.15)
P pa

Demonstragdo. Vejamos primeiro (1.14). Com efeito, tomando g = 0 em (1.3), temos que

K(e, f) < || fll5, e por (1.13) segue que
1f = fellg, < 2K(f,€) <2 fl4,- (1.16)

Escrevendo fe = fe — f + f, usando a desigualdade triangular da norma | - ||, e (1.16), obtemos
a primeira desigualdade. Para provarmos a outra igualdade, fixemos & > 0. Escolhendo g = f¢
na defini¢do (1.3) de K(f,€) e usando (1.13)

)
K(fe,8) <9 fells, < ZEK(f, €). (L.17)
Agora, para cada f € By, a funcdo € — e lK (f,€) é ndo-decrescente. Portanto,
K(fe,0) <2K(f,8), desdequed<ce. (1.18)

Por outro lado, para toda g € By,

N

K(fe:8) < |fe—glls, +3llglls,
< e =Fllg, + 11— &lls, +8liglls, -

Tomando o infimo sobre g € By, segue que

K(fe;d) < |fe—flls, +K(f,9)
< 2K(f.&)+K(f,9).
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Mas, para cada f € By fixada, € — K(f,€) é ndo-decrescente, e entio
K(fe,8) <3K(f,8), desdequed>e. (1.19)

Segue de (1.18) e (1.19) que para todo & > 0, 5 K (fe,8) < 36 °K(f,5). Tomando a norma

[ 1l,, segue o desejado. O

A seguir estabelecemos um resultado sobre limitacdo de aplicagdes em espacgos interme-

diarios.

Teorema 1.8. Consideremos Bé e B{ espagos de Banach tais que B{ — Bé, Jj=1,2. Sejam A e
q tais que 0 <A < 1el < g <o eAuma aplicagcdo satisfazendo

() A: Bi’q — Bg epara f,g € B?{,q

(1.20)

19
By

lAf—Agl , Sco<||f||31 +llell, )nf—gn
0 g ]
(ii) A:B} —>B%eparah€B{

HAhHBZScI(HhHBI )uhugl, (1.21)
l g 1

onde ¢; : R" — R", i = 0,1, sdo Jfungdes continuas e ndo-decrescentes e B}{q = [Bé,B{ ] ,
' rg
Jj =1,2. Entdo, se (0,p) > (A,q), temos que A : Bé‘p — Bg_p epara f € Bé‘p

AAL, zc(nfugl >HfHBl , (1.22)
0,p g 0,p

onde c(p) = 4[co(4p)]'°[c1(3p)]% p > 0.

Observacao 1.9. A demonstracdo deste Teorema se baseia na desigualdade (1.15) e por isto
as hipdteses (i) e (ii) foram enunciadas com o espago interpolado Biq. O Teorema continua
valendo se trocarmos B;q por B(l) nas hipoteses e na tese, e a prova é essencialmente a mesma,

utilizando a desigualdade (1.14).

Demonstragdo. Seja f € Bé\p C B(l). Para cada € > 0, pela defini¢cdo de infimo, escolha f; € B% C
) :
BM tal que
If = fell, +ellfely <2K(fe). (123)

Como (8, p) > (A,q), entdo f € Bi,, e decorre da Proposi¢do 1.7, desigualdade (1.15) que

140, <3IA, (124)
g rag
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Combinando isto com as hipéteses (i) e (ii) temos as seguintes desigualdades

Af=Afilly < cllfly -+l =,
< 24|/, K(fe)

IAfell,, = ealllfell,y Dlfell,y
q
< 2ai3l71l, Je'K(f.e).
4
Escrevendo Af = (Af —Afe) +Afe, pondo go(€) = (Af —Afe) e g1(€) = Afe, Gi(€) = 2¢;((4—
DI, )e~'K(f,€), i = 0,1, neste caso temos que para i = 0, 1
Mg
M;:= |e7°Gi(e)ll,, = 2¢i((4 =Dl AN
q P

e uma aplicacdo direta da Proposicdo 1.6 estabelece o resultado. [

No presente trabalho, mostraremos que o problema de Cauchy para o sistema Schrodinger-
Debye € globalmente bem-posto. Para aplicarmos os resultados de interpolagdo com sucesso,
precisaremos estudar a interpolacio de espagos de Banach da forma C°([0, T] : B), espagos de

fungdes f : [0,T] — B continuas, onde B é um espaco de Banach e 7 > 0, munido da norma

Por simplicidade escreveremos C(B) quando ndo houver perigo de confusdo. Temos entdo a

seguinte

Proposicao 1.10. Sejam By e B espacos de Banach tais que By— By e sejam também 0 e p tais
que 0 <8 <1el < p<oo Entdo para todo T > 0 fixado,

[C(Bo), C(B1)]g, — C([Bo, Bie p)- (1.25)

Demonstragdo. Dada f € C(Bp) e € > 0, seja

Kre) = it 17l +€l8l, | (126)

a funcdo de interpolagdo entre C(By) e C(Bj). Denotaremos, como antes, K(f,€) a fungdo de

interpolacdo entre By e By. Para f € C(By) temos que

Su K t ,8 = su lnf t _h +e h
OSIET (f( ) ) OgthhEBl {Hf( ) ||BO H HBI}
= inf 1)—glt ellg(t
B oiltlngelcn(Bl){Hf( ) = 8®)ll5, +ellel >H31}

IN

inf sup {1(0)=g(0)l, +els(0) |

g€C(B1) 0<t<T
< K°(f,8), (1.27)
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para todo € > 0. Portanto,

> =
||f|‘[c(30)’c<31)}9’p — Ozl:gT ||f(l.)||[BOvBl]9_p ||fHLm([BO‘Bl]9’[)),

ou seja, [C(Bo),C(B1)]g , = L™ ([Bo,Bie,p). Pelo Teorema 1.4 temos que C(Bj) é um subes-
paco denso de [C(By), C(B1)] - Claramente Z = C([Bo, Bi],,) N[C(By), C(B1)]

o, 0.p 0,

um subespago denso do espago [C(Bo), C(B1)], . pois C(B1) C C (IBo, Bil,,)- Deste modo,

0,p

dada f € [C(By), C(B))] ,» existe uma sequéncia (fn) C Z tal que f,, — f na topologia de

0,

L= ([Bo,B1lp,p). Mas como f, pertence ao subespaco C([Bo, Bil, , ), fechado na topologia de

6,p

L>([Bo,Bie,p). entdo f € C([By, Bl]e,p)’ e o resultado segue. O

é também
4

Terminamos esta se¢do enunciando um resultado cldssico na teoria de interpolacio de
espacos de Sobolev. A demonstracao de um resultado mais geral do que o apresentado aqui pode
ser visto em [2], Teorema 6.2.4, item (10), pag. 142.

Teorema 1.11. Se 51 # 52 ¢ 0 < 0 < 1, entdo

[H'(R"), H?(R")]g, = H'(R"), ondes=(1-0)s1+6s>. (1.28)

1.3 Espacos de Bourgain

Consideremos o seguinte P.V.1.

{atu—iq)(D)u:N(“)» t>0, xeR", (1.29)

u(0,x) = up(x),

onde ¢(D)f := {6(-)f(-)}* com ¢ : R" — R mensurdvel. Em geral, ¢(D) é um operador di-
ferencial, com ¢ : R" — R sendo um polindémio e D = —iV = —i(dy,, ..., dy, ), por exemplo
(D) f = Af = |Df)?, com ¢(&) = ||>. Também, em geral, N é uma fungio ndo linear em u e

em suas derivadas. Temos que ¢(D) é auto-adjunto e portanto {eitq’(D)} R € 0 grupo unitdrio
te

em H*(IR") associado a equacdo (1.29), tal que e"®P)yg := {e™0)1i(-)}" é solugio da equagio
homogénea associada.

Dados s,b € R, 0 espago de Bourgain X(g’b (R™*1) ¢ definido como sendo o completa-

mento do espago de Schwartz § (R”+1) com respeito a norma

Jullgo = || (8" ( ~ 0(8)) iz, 8) (1.30)

)
L:
onde a transformada em u € no espaco-tempo. Usando as propriedades da transformada de

Fourier e uma mudanca de varidveis temos que

il ggo = e i (131)
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! 1./
e entio qu’b — qu b sempre que s > s e b > b,

A seguir listamos alguns resultados sobre este espaco. Escreveremos por comodidade

X% em lugar de Xg’b (R™1), sempre que nio houver perigo de confusio.

Proposi¢do 1.12. Sejam s € R, b > 1/2 e Y < S’ (R"*') um espaco de Banach de fungées com

crescimento polinomial no infinito, tais que
itTo itQ(D
€70 P f 1Ly S NF s oy (1.32)
para todos f € H*(IR") e T9 € IR. Entdo, temos a seguinte imersdo

leally b Nl - (1.33)

Demonstracdo. E suficiente provar a desigualdade para o caso em que u € S(R"*!). De fato,
uma vez provado isto, basta usar um argumento de densidade: dada u € X**, existe uma sequéncia
(up) C S(R™1), u, — u em S(IR™'). Temos entdo que u, — u em S'(R"*!) e usando (1.33)
com u, — y; € S(R™!) no lugar de u, vemos que (u,) é uma sequéncia de Cauchy em Y, e
portanto converge para um elemento y € Y. Mas, como Y < §’ (R"“ ), entdo esta convergéncia
também se d4 no sentido das distribuicdes temperadas e portanto, por unicidade, u =y em
S'(R™1). Portanto u € Y e u, — u em Y. Disto segue que Xq“:’b < Y, lembrando também de

tomar o limite na desigualdade (1.33).

Sendo assim, dada u € S(R"*!), por inversdo de Fourier,

u(t,x) = {eif¢<D> (e’i’q’(D)ﬁ(r,x))}v(t) - / oiTeit0(D) <e”"¢(D)ﬁ(T,x)>dr. (1.34)

R

Portanto, aplicando a desigualdade integral de Minkowski com a norma de Y na integral acima e

usando a hipétese (1.32), ficamos com
July S [ lle” P a(e.2)],dx.
R

Agora, lembrando de (1.31), basta multiplicar e dividir o integrando acima por (t)” e entdo
usar a desigualdade de Cauchy-Schwarz na varidvel T para obter o desejado, lembrando que

||<’c>_b||L% < couma vez que b > 1/2. O

Se considerarmos o espago de Banach ¥ = C(IR : H*(IR")), as hipéteses da Proposi¢io

1.12 estao satisfeitas e

e P g, = sup 10 ) f[Ly = £l
te

lembrando que {¢?®P)},p ¢ unitario. Portanto

Xg" — CO(R: H'(R")), se b>1/2. (1.35)
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Uma outra classe importante de espacos de Banach ¥ onde temos X** imerso sdo os
espagos de Lebesgue do tipo L{L”(IR x IR"), onde o par (g, r) é bastante especial e que definimos

a seguir. Um par de expoentes (g, r) é dito admissivel se

2 1 1

onde

(i) 2<r<2n/(n—2) sen>2,
(i) 2<r<oc sen=2,

(iii) 2<r<ow sen=1.

As seguintes estimativas desempenham papel fundamental nos estudos de boa colocacao
da equagio de Schrodinger nio-linear, dada por (1.29) com 0(D) = A/2 e N(u) = AMu|* 'u, o0 >
1, L € R. Neste caso e®(P)yy = &2y = (e~i11/2y(-))" é dito o grupo livre de Schrodinger.

Teorema 1.13. (Estimativas do tipo Strichartz) Sejam n > 1, s € R, (q1,r1) e (q2,r2) pares
admissiveis. Entdo, valem as seguintes estimativas:

itA/2
(a) Helt / uOHL;“L;l S/nﬂlﬂ"l HMOHL%’

gn,fhh HFHLq/er/Z,
t X

(b) H / AR () dr
R

L3

r. /
(c) H / AR (Y ar!
0

gn%]z#’z HFH q/2 ,/2’
! b7k

onde l/qa+1/¢h=1el/rn+1/r,=1
Demonstragcdo. Ver [16], Teorema 4.2, Capitulo 4 ou [29], Teorema 2.3, Capitulo 2. O

Com a estimativa (a) em mios e lembrando que os espagos L{L’ sdo invariantes por
multiplicagdo por fungdes do tipo €™, segue da Proposigdo 1.12 que se (g, r) é um par admissivel
e b >1/2, entdo

X" s LI

_HZ/Z t ~xe
A seguir enunciamos alguns resultados importantes sobre os espagos de Bourgain, que serdo
uteis para o estudo da boa colocacao do sistema (S D). As referéncias classicas para as provas

destas estimativas sdo [?], [18] ou [29].

Proposicao 1.14. Sejam s,b € R, 0 < T <1 emn € S(R). Entdo,

. l_ s
(/TP f] = /Tl < T30 e V7 € HEGR). (137)
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O

Proposi¢io 1.15. Sejam s e R, b'+1>b>0>b' > —1/2,0<T <1 en € S(R) tal que

supp(n) € compacto. Entdo a seguinte estimativa é verdadeira

t . , / /
In(@/T) /O HOPIE(dr |, Spn T PIF . VFeX. (1.38)

s,b'?

O

Fixemos um nimero real 7 > 0. Definimos o espaco de Bourgain restrito a um intervalo
[0, T'], denotado por Xg’b([O, T]xR"), ou simplesmente por X3P, como o espago quociente
X%V /Er, onde Er = {g € X*" : g(t) =0, Vt € [0, T]} é um subespaco fechado de X** (lembre-

se da imersdo (1.35)). Deste modo,
s7b _ . S7b
Xr~ = {f’[O,T] ~f€X¢ }, (1.39)

é um espaco de Hilbert (pois X** 0 é) com a norma dada por

Iflio.1llgse = d(FEr)
= inf{|lf gl -8 € Er |

= inf{||fl,,, : F€X* e fl1) = £(r), Ve € [0, 7]} (1.40)

Agora, para cada f € X*? fixada, sendo Er um subconjunto fechado e convexo do espaco de
Hilbert X*”, segue que existe uma tinica g € E7 tal que d(f,Er) = ||f — go | > 1€, €Xiste uma
tnica f := f —go € X*? tal que f(t) = f(¢) paratodor € [0, T] e

1A T0.21ll e = 171 (1.41)
Também, € continua a aplicacdo
0: X — xp’
o= f
Dada fljo7) = {h € X0 :h—fcEr}e X;’b escrevemos, para cada t € [0, T, f|o7)(?) := h(?),

onde h estd na classe f| o7]- Note que esta defini¢do independe do representante / que escolhemos,

(1.42)

[0,7]-

e entdo escrevemos simplesmente

f

o,71(t) = f(t), t€[0,T], (1.43)

e as operacoes de soma e multiplicacdo ficam assim bem definidas. Disto segue (ver (1.35)) a
imersao
xX3? — ([0, T) : HS(RY)). (1.44)

Por comodidade, para cada f € X** escrevemos || f|| ., quando na verdade deveriamos escrever
X7
T

1Ao7l o

T
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1.4 Sobre a Boa Colocacao em espacos de Bourgain

Vejamos como os espacos de Bourgain sdo utilizados para se obter a boa colocagdo do
P.V.I. (S D). Observando tal sistema e lembrando das defini¢des da Secdo 1.3, notamos que a

equagdo em u € a equagao de Schrodinger cujo simbolo e a ndo-linearidade sdo, respectivamente

01(§) = —|§\2/2 e Ni(u,v):=uv (1.45)

A equacdo em v precisa ser melhor analisada. Podemos escrevé-la como
N A
oy —i—v=—|ul*.
u

Neste caso, o simbolo ¢, (&) = i/u ¢ R. Para utilizarmos com sucesso os espagos de Bourgain,

vamos reescrever entdo a segunda equacio adequadamente:

A 1

atv - —|I/t|2 )
u

sendo agora o simbolo e a ndo-linearidade, respectivamente,

1 1
0E)=0 e Nop(u,v):=N,(u,u)——v:= 7—Wu|2 ——w (1.46)
uou u

Portanto os espacos onde trabalharemos serdo da forma

s,b .
X7 xH,

|2

com a norma ||(f,g) = || fll,.» + llgll ., onde usamos a notagdo Hle — Xé’c = H!H,

lembrando de (1.31).

||xs,b ><Hl=c

A partir de agora, vamos considerar o sistema (S D) como

iatu—l-%Au:uv, t>0, x€R",
a,v:%\u|2—%}v7 u>0, A=+l, (1.47)

u(0,x) = up(x), v(0,x) =vp(x),

e toda vez que fizermos mencdo ao sistema Schrodinger-Debye através da sigla (S D) estaremos

nos referindo ao sistema (1.47). A formulacdo integral (férmula de Duhamel) para este sistema é

dada por
. to,
W) = B ugti / =AYy (Ve (1.48)
0
t
v(t) = v0+}1/0 {Mu(e") > —v(e') }dr'. (1.49)

Pela defini¢do de boa colocacdo dada na introdu¢ao, devemos obter uma tnica solugao

(u,v) eX Tj\bz/z x H'¢ das equacdes integrais associadas (1.48) e (1.49). Neste caso poderiamos
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nos indagar se por exemplo e%/2y € X Tﬁ/Z' Isto em geral ndo ocorre, pois se b > 0 e uy € H®,
lembrando de (1.31)

itA/2

1™ Zuoll,, = lluoll,,,,, = ||<§>“<T>bﬁ()50||Lzé = [l ()" Boll .,
T,

mas a distribuicdo delta de Dirac 8y ¢ L?. Como nio estamos buscando solugéo no intervalo
[0, 4-o0[, € sim em um intervalo [0, 7], com T > 0, as Proposi¢des 1.14 e 1.15 sugerem uma
alternativa: localizar o lado direito de cada uma das expressoes (1.48) e (1.49) no tempo.
Consideremos 1 € S(RR) uma fungdo par tal que n|[_; ;] =0 e supp(n) C [-2, 2]. Note que se
encontrarmos uma fungio (u,v) € X*? x H' satisfazendo as equacdes integrais

t .
i

u(t) = n(1)e™ ?ug+in(t/T) / A2y (M (i)t (1.50)
0

We) = nEvo+n(/T) /Ot{’;‘ruU')P—xv(r/)}dr', (151)

para todo ¢ € IR, em particular (u,v) satisfaz as equagdes integrais (1.48) e (1.49) no intervalo de
tempo [0, 7']. Note que as Proposi¢des 1.14 e 1.15 garantem que o lado direito de (1.50) e (1.51)
sdo elementos de X** x H', desde que Ni(u,v) e A, (u,7) (o segundo termo —iv de N> ndo

oferece problemas!) pertencam a algum espaco X sV s HY comb' <bed <c.

Sobre as nao linearidades, precisamos entender quais propriedades sobre elas garantem

/ / . . —

que ambas pertengam a X*¥ x H' . Neste caso, e em geral na maioria deles, Ny (u,v) € A, (u, %)
sdo bilineares em u € X*? e em v € H'¢. Além disso, busca-se mostrar que sob certas condi¢des

sobre 5,1,b,c

N )
196, (.9,

Jutll o VI (1.52)

S
S./ HuHXs,wa”Xs,b’ (1'53)

para toda u,v,w € 5(Ei’”+1). Por densidade podemos estender Ny e A, (e portanto N») aos
espacos X*? x H'¢. Estas desigualdades sdo a chave para o que procuramos. Vamos reservar

estas estimativas, pois elas desempenhardo papel decisivo mais a frente.

Outras questdes precisam ser respondidas afim de se obter a boa colocagdo do sistema (S
D). Precisamos encontrar um T > 0 tal que a tinica solugdo (u,v) pertenga a C°([0, T]; H*(IR") x
H'(R")) e para tal, devemos comecar supondo que b,c > 1/2. Trabalhar com solugdes em
Xt x H"¢ ainda trar4 problemas: quaisquer outras fungdes (i, ) que sdo iguais a (1, v) em [0, T]
serdo também solucdes das equacgdes (1.48) e (1.49) neste intervalo, mesmo nao satisfazendo
(1.50) e (1.51). Logo ndo garantimos uma tnica solucdo em X*? x H'¢, que satisfaz (1.48) e
(1.49) em [0, 7.

Entra em cena o espaco de Bourgain restrito X?b X H;’C, que captura todas estas funcdes
em uma mesma classe, € que muito provavelmente garantird a unicidade. Note que neste caso é
imediato que
(ulio, 77, Vlj0.77) € C°([0, T]: H*(R") x H'(R")).



Capitulo 1. PRELIMINARES 27

Também, (|, 7),v|j0, 7)) satisfaz (1.48) e (1.49) em [0, T], quando (u,v) satisfaz (1.50) e (1.51),
bastando lembrar de (1.43).

Por fim, precisamos da dependéncia continua em relacdo aos dados iniciais. Neste ponto,

retornamos as ndo linearidades N; e A\, e notamos que

Ni(ui,vi) —Ni(uz,v2) = (ug —u2)vi+(vi —v2)uz

Nz (ulawl) - Nz (u27W2) = (Ll] - MZ)W_1+ (Wl - W2)u27

e entdo, as estimativas (1.52) e (1.53) implicam nas estimativas

[Ny (ur,v1) = Ni(u2, )|, S co <||V1 [ ||M2HXs,b> [(ur—u2,vi=v2)l s (1.54)

[N, (w1, 1) — N, (ua, W) || Séol Iwill,,+ lluall o, ) [ —uaswi—=wa)ll o,y (1.55)
Hs X X X3P x X

onde a fung¢do co(p) = ¢o(p) = p, com p > 0. Em geral, no que diz respeito ao estudo da boa
colocacdo, estabelecer as estimativas anteriores para ndo linearidades quaisquer, desde que
as fungdes cg, ¢ : [0, 00) — (0, ) sejam continuas e ndo decrescentes, desempenham papel
fundamental para provarmos a dependéncia continua. Cabe observar ainda que as estimativas
anteriores podem e serdo usadas em lugar das estimativas (1.52) e (1.53), como veremos na

demonstracdo do proximo teorema.

Teorema 1.16. Sejam s,1,b,c,b’,c/, com b,c > 1/2, tais que b,c,b’, ¢’ satisfazem as condicoes
da Proposicdo 1.15 e que também (1.54) e (1.55) sejam vdlidas. Dado r > 0, consideremos a
bola

B, = {(0, W) € H*(R") x H'(R") : (0, W)ll,, . = 101l + 1w, <7}
Entdo, existe T = T (r) > 0 tal que para qualquer dado inicial (ug, vo) € B,, existe uma vinica
solugdo (ulo,7),v[j0,17) € X;’b X H;’C que satisfaz as equagdes integrais (1.48) e (1.49) em [0, T |.

Além disso, a aplicac¢do dado-solugdo

A: B, — C%0,T]:H*(R") x H'(R")) (1.56)

(uo,vo) (A1 (uo,v0),A2(u0,v0)) = (ul0, 7], vI0,7])

é Lipschitz continua.

Demonstragcdo. Faremos uso de uma técnica muito familiar que conduzird ao Teorema do ponto
fixo de Banach. Pela discussdo anterior, primeiro devemos mostrar a existéncia de um tempo
T > 0 e uma unica fungdo (u,v) € X%P x H'¢ que satisfaz as equacdes (1.50) e (1.51), depois
mostrar a unicidade nos espagos de Bourgain restritos e por fim mostrar a propriedade da

aplica¢do dado-solugdo. Considere 1 € S(RR) como antes e r > 0. Dado (ug,vp) € By, seja

D(u,v) = (D1 (u,v), P2(u,v)),
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onde ®;(u,v) e P,(u,v) sdo definidos como sendo iguais ao lado direito de (1.50) e (1.51),

respectivamente. Consideremos o espago métrico completo

b lc. .
Dr = {(,) € X0 x H' [ 9) o= ) e SR}

onde R = R(r) > 0. Vejamos que, escolhendo 7' =T (r) > 0e R = R(r) > 0 adequados, ®(Dg) C
Dg e ® : Dg — Dg é uma contragfo. Utilizando as Proposic¢des 1.14 e 1.15, dado (u,v) € Dg

00,y < 1100 v0) e + T[NV (1), A Dyt IV,

HS xHl

(1.57)

onde ® = min{1+2"—b, 1+ —c} e lembrando de (1.54) e (1.55), o lado esquerdo de (1.57) é

por sua vez

S o vo)ll,, i+ THeolVIy ) + ol o all Ly + 131 ) e
< Cr+CT%co(R(r)) +R(r)éo(R(r))+ 1}R(r), (1.58)

onde C resulta de todas as constantes que aparecem nas desigualdades utilizadas e dos pardmetros

do sistema (S D). Também, de maneira analoga, dados (u,v), (i, V) € Dg
1D (1,v) = (@, D), < TON N1 (u,v) = N1 (8, 9), NG (0, @) = Mo (@)
+70|v — ol o (1.59)
e por sua vez

ST o), 1)+ ol 11l )l =+

+1}||(u—ﬁ,v—\7)

”Xs,bXHl,c

< CT%co(2R(1) +2R (DGR + 1} () — @D, .. (160)
Portanto, analisando (1.58) e (1.60), escolhemos R(r) = 2Cre T = T (r) satisfazendo
2CT®{co(2R(r)) + R(r)Go(2R(r)) + 1} < 1, (1.61)

para concluirmos que ®(Dg) C Dg e ® é uma contragdo. Portanto, existem 7 = T'(r) > 0 e uma
tnica (u,v) € D C X*? x H' tal que ®(u,v) = (u,v). Vejamos agora a unicidade da solugio

sh o ople o ~
em X7~ x H7". Sejam entdo

7b lv
0,71)> (2l 77, v2l0,71) € X7 x Hy*

(”1’[0, T]>V1

solugdes das equagdes integrais (1.48) e (1.49) em [0, T]. Por simplicidade escreveremos somente

(u1,v1) e (uz,v2). Considere

J:={t€]0,T): (u(t),vi(t)) = (ua(t),v2(2)) }, (1.62)
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ndo vazio e fechado (ver (1.35)). Provemos entdo que J é aberto em [0, 7). Fixemos tg € J, i.e.,
ui(to) = uz(to) e vi(to) = va(tp). Tomemos €y > 0 tal que

0<ey<(T—1)/2. (1.63)
Mostremos que a vizinhanga V (t) := o+ 1 estd contidaem J, onde I = I(€9) = (—€0,€0) N[0, T).
Consideremos as translacoes
(T—ty(u2 —u1)) (1) = ua(t +10) —us (t +1o),
tel
(Tt (V2 —v1))(1) = w2t +10) — vi(t +10).

Temos que (T_y, (U2 —u1), T4, (v2—v1)) € Xls’b X HII’C, uma vez que t+19 € [0, T), quando € 1,

Le .
e (up—up,vo—vy) € X;’b X Hy. Também,

() . /
(v 12 =) (1) = T (i SO N )~ Ny <uz,vz>}<r'>dr’)<z>
. A2 10 (to—1")A/2 _ N 74!
e ) e {N1(u1,v1) — Ni(uz,v2) } (t")dt' +

to+t . ,
+i / T eH0-ON 2N (o) < N, v2) Y ()

= i (uy(t0) — us (1)) +

to+t . ’
L / O N2EN (g vy) = Ny (uz,v2) Y (¢)dt!
1

0

t.
_ / S22 N (g v) — Ny, v2) V()
0

t.,
= i/el(t_t )A/Z{Nl (‘C,Oul,‘ttovl) —N; (‘Ctou27‘tt0\12)}(l‘l)dl‘/.

0
(1.64)

Analogamente,

1 t
(T (2 —v1)) (1) = ;/0 {Na(Tiyu1,Tyvi) — Na (Tt Ty v2) 3 (¢)dt (1.65)

Lembrando de (1.41), sejam (ii;,v;) € X b H':¢ extensdes de u; e vi, i = 1,2, respectivamente.

Usando a igualdade (1.64) e argumentando como na desigualdade (1.60) temos que a norma

|| (T—to (142 - ul)aT—to (V2 - Vl)) Hxs.b le
7 xH

< In(e/eo) [N i, 31) — N, 92) 0 |+
(e feo) s, [ (Mot 70) = Vol 7)) .
S e {2, 1) s -0 ) 2= 1+
112 = 1,52 = 50 e
= e {o(20) i,y )+ 2001y H )2 =+

1l = v =)

1 1
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e diminuindo €, tal que

) . i~ - - -
Ceg {Co(ll (@2, 50|y, e ) HEOUN L+ N2 N2 — ], + 1} <1,

entao

(s —wn). e 2 =), o =0,
1 1

ou seja, T—y (u2 —uy)(t) =0e Ty (v2—v1)(t) =0paratodo € I. Portanto V (t9) C J. Finalmente,
uma argumentacdo andloga a que usamos para mostrar que ® € uma contra¢do, garante que a

aplicacao

Ag : B, — X"’ xH'C

0.%) = (Ag(0.),A5(0,)),

onde A} (0, W) e A3(0, ) satisfazem, respectivamente, as equagdes integrais (1.50) e (1.51) com
dados iniciais ¢, , € lipschitziana, i.e.,

140(0. W) —Ao(@, W)l e < 20(0%) = (@, 9)1,,, 00 (1.66)

para todo (9, V), (§,¥) € B,, desde que se tome T > 0 tal que a expressio no lado esquerdo de
(1.61) seja menor do que 1/2. Finalmente, lembrando de (1.42) e denotando por i a inclusido
continua (1.44), temos que a aplicagdo dado-solug@o A estd bem definida como uma composi¢do

de aplicacdes continuas

A(0,) = i(Q(A0(0,))) € C°(0, T] : H* x H'),  ¥(0,¥) € By.
L]

Observamos que a demonstragdo do resultado anterior permite concluir a boa colocagdo

local no intervalo [—T,T].

A eficdcia do método empregado na demonstragdo do teorema anterior depende da
validade das estimativas (1.52) e (1.53) (na verdade usamos (1.54) e (1.55)). Com relacdo ao
sistema (S D), foram provadas em [13] e [14], respectivamente, as seguintes estimativas

Proposicao 1.17. (n=1)
(i) Se —1/2<b <—1/4,b>1/2e|s|—1<1/2 entdo vale a seguinte estimativa bilinear
avll oy S Mutll g [V (1.67)

(i) Se max{0,/} <2s+1/2,1<s+1/2, —1/2<b <min{—1/4,2s —max{0,l}} eb > 1/2
entdo vale a estimativa

S lullxsollwl (1.68)

||MW||H“,/ ~

XS,b :

Proposicao 1.18. (n=2,3) Sejams >0e0<T < 1.
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(i) Se l > max{0,s — 1} e u e v estdo suportadas em {(t,x) : |t| < T} entdo vale a seguinte
estimativa bilinear
0
luvll o < Tl VI (1.69)

S,b/ ~Y

desde que c=1/2+¢, b =—1/2+eeb=1/2+¢ com0<e< 1.

(ii) Se | < min{2s,s+ 1} e u e w estdo suportadas {(t,x) : |t| S T} entdo vale a seguinte
estimativa bilinear
_ )
luwl o S T ullxss Wl (1.70)

HI,C/ ~

desde que ' = —1/2+¢, b=1/24+¢ com0<ge< 1.

Com estas estimativas, o teorema anterior garante os resultados de boa colocacao em
[13] e em [14], enunciados na introdugdo. Na verdade, o resultado em dimensao 2,3 requer
alguns cuidados e ndo segue imediatamente do que foi feito no Teorema 1.16, pois as estimativas
bilineares foram provadas no casoem que b=»b'+1=c=c¢'+1=1/2 e, por exemplo ndo
temos garantida a imersao dos espacos de Bourgain, além de outras dificuldades. Vamos somente
fazer alguns comentérios sobre estas dificuldades, que podem ser vistos em [10] (Section 7),
[18] ou também no Remark 2.5 em [14]. Caso |s —[| < 1, podemos escolher na Proposi¢do
1.18 indices b,b’,c,c’ que permitam argumentar como no Teorema 1.16, além de, neste caso,
ndo precisarmos da hipétese sobre o suporte das fungdes envolvidas (veremos tal necessidade a
frente). Agora, quando | —s| = 1, precisamos tomar b =b"+ 1 =c = ¢’ + 1 = 1/2 para que valha
a estimativa. Queremos utilizar o mesmo argumento de antes e por isso precisamos introduzir

um espaco auxiliar: o espaco de Banach Y, definido como o fecho de S(R"!) na norma
171l = ||<§>S<r—¢(&)>‘1fll% (1.71)

Por Cauchy-Schwarz, temos que

X vg, b >—1/2. (1.72)

Usaremos o mesmo método de antes para obtermos a boa colocagao local neste caso, i.e., 0

. - s,1/2 . . . ~ . .
método da contragdo em X MZ//z x H%1/2, Se obtivermos sucesso, ainda assim ndo € imediato que
(u,v) € C°([0, T] : H x H'), (1.73)
pois ndo temos a imersao como antes. Isto pode ser contornado com o seguinte

t

Lema 1.19. Se f € Y}, entdao / D) £(Nar' € CO([~T,T): H*), para todo 0 < T < oo e
0

vale

ro. /
/ el(tft )q)(D)f(t/)dt’
0

sup
ll|<T

SO (1.74)

HS

Demonstracdo. Ver [19], Lemma 1.8 ou [18] Lemma 2.2, pag. 395. O
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Note que em nosso caso temos que garantir que (Ny(u,v), N, (u,i)) € Y5, x Y5, sempre

V2 g2 (lembrando que o outro termo de N, satisfaz || %VHYS S vl

() m/2c> POT

que (u,v) € X$1
(1.72)), para garantirmos a inclusdo (1.73). Além disso, precisaremos estimar N; e A, também
em X5 x Hva/, comb +1=c+1=1 /2, para usarmos o método de contra¢do, conforme

mostra o resultado seguinte, mais geral do que a Proposi¢ao 1.15

Proposicao 1.20. Sejam b’ <0<b<b' +1,0<T <1 emn e S(IR) com suporte compacto.

Entdo vale a seguinte estimativa

s,b ~

r . ! /_ —
Ine/) [ OPE |, ST T T)
o o

Seb' >1/2, (1.20) vale com A= 0.

Demonstragdo. Ver [18] Lemma 2.1 ou [19] Lemma 1.9. []

No que segue, escreveremos Y’ e Yzl em lugar de Yq‘)‘1 = Y‘_“H2 1€ quz = YOI, respectivamente.
Observemos que sendo b =b'+1=c = ¢’ + 1 =1/2, perdemos as poténcias de T tanto nesta
ultima estimativa quanto na estimativa (1.37), importantes no argumento de contragdo. Para
contornarmos este problema e ainda responder as questdes anteriores, o seguinte resultado ( que
pode ser visto em [19] ) reduz a boa colocag@o local (b=5b"+1=c=c +1=1/2) a estimar

Ni e A, apropriadamente.

Proposi¢iio 1.21. Dados s,l € Reb=b'+1=c = +1=1/2. Assuma que valem as estima-
tivas

[N (21, v1) = Ni(u2,v2) | < Co <||V1 [ Huzllxs,h) (1= w2, vi=v2)l| s e (1.76)

xsb s ™

19 (a1, 1) = Ao (w2, W)y S Co (||031 et ||M2||Xs,b> (1 —u, 1= @], s (1.77)

com Cy,Cp : (0, 00) — (0,00) continuas e ndo decrescentes satisfazendo Co(ap) < a'Co(p), para

algum y > 0, com Cy satisfazendo também uma desigualdade andloga.

Além disso, suponha que exista © > 0 tal que para todo 0 < T < 1 e para todas u e
v suportadas em {(t,x) : x € R", |t| < T}, valem as estimativas anteriores com um fator T®

multiplicando o lado direito de ambas.

Entdo, N (u,v) e N, (u, %) estdo bem definidas para (u,v) € X** x H'¢ e pertencem a
x5 NY; x H< NYJ. E, portanto, (S D) é localmente bem posto em H* x H', com |l —s| = 1.

Demonstracdo. Vamos somente dar os principais passos para a prova desta Proposicao. Note
que agora ganhamos uma poténcia positiva de 7 0 que permite argumentar com o método da

contragdo. Para tal, precisamos de um pequeno ajuste nas equagdes integrais (1.50) e (1.51).
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Consideramos as equacdes integrais

. ¢ . /
u(t) = n(t)e”A/2u0+inT(t) /0 A2 (Y ar (¢ () di! (1.78)

v(0) = (oo +nr(0) [ (Mmar ()P —mar ((e)} o (1.79

com a notagdo Ng(z) :=1(z/9), 8 > 0. Elas sdo idénticas as equagoes (1.50) e (1.51), respectiva-

mente, pois Mar lsupp(n) = 1. Argumentamos como antes, usando as estimativas (1.37), (1.75),

(1.76) e (1.77) e levamos em conta toda a discussdo anterior, para obtermos uma tnica solucao

5,1/2 1,1/2
x Hy

e sua demonstrac@o pode ser vista em [18], pdg. 398, Lemma 2.5. Observe que a hipdtese sobre

em X ,com |s—I| = 1. O lema a seguir serd ttil no processo descrito anteriormente

as funcdes Cy e Co sdo importantes.

Lema 1.22. Para todos b > 0, ¢ > 2 com bg > 1 a seguinte estimativa é verdadeira
Mol S {1+ (bg— 1)~ /987 VY 1], (1.80)

Neste Lema observamos que se b > 1/2, podemos tomar g = 2 tal que a localizagdo pro-
duza um fator §!/2-7, enquanto para b = 1/2 podemos tomar qualquer ¢ > 2 para entdo obtermos

um fator 6~ ¢ para € > 0 arbitrariamente pequeno, que ndo nos atrapalhard na argumentagao.

Também, o Lema 1.19 garante a persisténcia (1.73). Restando somente mostrar que a
aplicacio dado solugio é Lipschitz continua de B, em C([0, T] : H® x H'). Com efeito, dadas
(0,w),(d,¥) € B,, pelo Lema 1.19 e pelas desigualdades (1.76) e (1.77) temos que

AW = AGW, o S 1OW = B+ | [ 5200 00) = Wi

S
Y

i H/Ot{%(”’ﬁ) = N, (@,@) = (v—¥) } dt’

€ por sua vez i
S0 W) = @D+ {coll@ ) + ol Il ) 1=+
= =)
<Cll(0.9) = (B, W)l +2C{eo(2R(r)) +2R(NG(R(r) +1HI(© = 8,y =W, .,
< C{eo(2R(r)+2R (10 (2R(1) +2H (0= 8. W = W) .,

onde na peniltima desigualdade lembramos que o método utilizado para obten¢do da solucao

em [0, T] garante que
1) s e < R(P),s
onde R(r) > 0 ¢ o raio da bola onde argumentamos com o método de contracdo e
1=y =) e <200 =W =W,

Portanto a aplicacao dado solucdo A € Lipschitz continua. [
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De posse deste teorema, surge ainda um outro questionamento sobre a solucdo obtida: se
o dado inicial for mais regular, temos a persisténcia na mesma regularidade e no mesmo intervalo

local de tempo? Nesta direcao, temos o

Corolario 1.23. Seja (u,v) € C°([0,T] : H* x H') a solugdo local obtida anteriormente. Se o
dado inicial (ug,vo) € H* x H*, onde k € [0,4-0), e nesta mesma regularidade o sistema é

localmente bem posto, entdo
(u,v) € CV([0,T] : HTF x H'TRY. (1.81)

Demonstragdo. Com efeito, o tempo de existéncia T > 0 da solugdo (u,v) € C°([0,T]: H* x H')
depende do raio R(r) > 0 tal que ||uo|| s + ||vo| ;i < r, de modo que || (u,v)|| < R(r).Como

XS,/JXH/,C —_—
u e v satisfazem as equagdes integrais (1.50) e (1.51), respectivamente, entdo se b,c > 1/2
1V lxsoknsgtoce S 0, v0) sttt + T 109 o 4 [t | g

+  |ID* () || + |D* ()| i (1.82)

onde (D*f)(x) := {|&[*f(E)}"(x). Agora, note que usando a desigualdade triangular |E| < |E —
N|+ n| temos que

{D )} = |- [Mlav] = |- [F|ax0]
< || <l 9]+ ] || - 9]
= {DM(|al)} 9]+ |a] = {D* (|9}
= {DA(a) [+ [ar{D (101} | (1.83)

e entdo usando as estimativas bilineares obtidas nas Proposi¢des 1.17 e 1.18 temos que

k k(1AM ~v ka1
1D (uv) s < IEDE(Al) I s + HAT{DT(OT) Hl s
< ID (@) Lo 1191 g + 112l s 1D (191 e
D (1l o 1V e+ latll oo 1D e

IN

ee|xesko [V || e =+ [|a||xes || V]| gr-eice

e analogamente

DX i) | o S Naall oo 1l s

Portanto, combinando estas desigualdades com (1.82) e usando mais uma vez as estimativas

bilineares obtidas nas Proposi¢oes 1.17 e 1.18,

0 2
1 ik prine S @0, vo)lgsiosc e+ T {Nuell s V]| e + el s +
+ [ullxseco 1Vl gt + ol xso 1Vl zrre + llullgsres V] e}
0
S H(u07VO)HHs+kal+k+T ”(u7v>”xs,b><ﬂl.cH(u7v)HXs+k,b><Hl+k.c
<
~Y

)
| (0, vo) ||Hs+k><Hl+k +T7R(r)||(u,v) Hxs+/<_bel+k,c .
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Lembrando da escolha de 7 > 0 em (1.61) e observando que a constante implicita nas de-

sigualdades anteriores ndo dependem de k > 0, diminuindo-o se necessario, concluimos que

) e 1100, v0) st (1.84)

Lembrando que b,c > 1/2 segue o desejado. Se b = ¢ = 1/2, lembramos que XSHh1/2
HITR1/2 <y Yf+k X Y21+k2 e usamos (1.76) e (1.77) em lugar das estimativas da Proposi¢ao

1.18 (caso n = 2,3) nos passos acima, para obtermos uma desigualdade andloga a (1.84). [

A seguir provaremos um resultado que garante a boa colocacdo global de (S D) se
conhecermos uma estimativa a priori, ou seja, uma desigualdade obtida quando supde-se que a
solucdo existe. Entendemos por estimativa a priori em H* x H' para o PVI (S D), como sendo

uma desigualdade da forma

(@) vy, < F (T Nl (0,v0)l],p)» V2 € 0,7, (1.85)

desde que (u,v) seja uma solucdo de (1.48) e (1.49) num intervalo [0, 7] e a fungdo F(t,p) seja

continua nas varidveis T e p.

Proposicao 1.24. Suponhamos que solucées do P.V.I. (S D) num intervalo qualquer I, su-
ficientemente regulares, satisfazem (1.85) para um par de expoentes (s,l). Consideremos
(u,v) € CO([0,T] : H* x H') uma solucdo das equagdes integrais (1.48) e (1.49) em [0,T].
Se (S D) é localmente bem posto em H® x H', entdo esta solucdo (u,v) também satisfaz (1.85)
em H* x H!, para todo t € [0,T].

Demonstragdo. Fixemos T > 0 e consideremos o conjunto
J={t€[0,T): (u(t),v(t)) satisfaz (1.85) }.

Como 0 € J e (u(t),v(t)) é continua em ¢, entdo J € ndo-vazio e fechado em [0, 7). Vejamos que

J é também aberto em [0, 7). Seja ty € J e denotemos
Uup 1= u(l‘o) e vy:= v(t()).

Pelo Teorema 1.16, de boa colocacio local em H* x H!, dado r > 0 tal que ||(uo, vo) s <7
existe Ty = Ty(r) > 0 tal que a aplica¢io dado-solucio A : B, — C%(Iy : H® x H') é Lipschitz
continua, onde Iy = [to — To,t0 + To) N [0,T). Seja (uon,vo,) € H* X H' onde s; = s+k e

lo =1+ k, com k > 0 suficientemente grande, tal que
(10,0, v0.0) — (0, v0) em H*x H'.

Temos que (up,vy) = A(ugn,v0,) € C%(Iy : H* x H') e por continuidade da aplicacdo A e pela
unicidade
(ttn, Vi) — A(ug,vo) = (u,v) em C°(Iy: H® x H').
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Pelo Coroldrio 1.23 temos que (u,,v,) € CO(Iy : H* x H'). Portanto, (u,,v,) é uma solugio
suficientemente regular e que também satisfaz (1.85) para o par (s,7), no intervalo Iy. Tomando o
limite nesta desigualdade concluimos o mesmo para a solucéo (u,v). Portanto Iy C J, provando

o desejado. [

Agora provaremos o ultimo resultado desta se¢ao, que diz respeito a obtengao de solugdes

globais através de estimativas a priori.

Teorema 1.25. (Boa Colocacdo Global) Suponhamos que o PVI (S D) possua uma estimativa a
priori em H® x H', em qualquer intervalo limitado de tempo contendo 0. Se temos Boa Colocagdo
Local em H* x H', dada pelo Teorema 1.16 ( mesmo quando b = ¢ = 1/2: ver a Proposicdo
1.21), entdo o P.V.I. (S D) é globalmente bem posto.

Demonstragcdo. Fixemos T > 0 e mostremos que o P.V.I. (S D) é bem posto em [0, T]. Por

hipétese, se (u,v) for uma solucdo em [0, T'], entdo existe F(T,p) continua tal que

(@) vl s, < F (T (w0, v0)ll 1, )> V€ [0,T]. (1.86)

Sabemos que existe uma soluc¢io do P.V.I. (S D) num intervalo de tempo, digamos, menor do
que [0,T]. Logo vale a estimativa anterior neste mesmo intervalo e, em particular, para t = 0.

Vamos entdo aplicar o Teorema 1.16 para

r=F(T,||(uo,vo) | >0,

HS xH! )

ja que (up,vo) € B,. Ento existe 7] = T;(r) > 0 tal que o P.V.I. (S D) é bem posto em [0, T;],
11

i.e., existe uma tinica solugdo (u,u) € C°([0,T1] : H® x H') das equagdes integrais (1.48) e (1.49)

em [0,71]. Se Ty > T, ndo hd o que provar. Suponhamos que 77 < T. Por (1.86),

I (1) (T, < F(T | (ov0)l,, ) = (1.87)

H5><Hl>

. L. 2 2 .
O Teorema 1.16 garante entiio que existe uma tnica (u#,v) € C°([0,T1] : H® x H') satisfazendo

as equagoes integrais

() = e™2u(r)+i / N2 F () S (i, (1.88)
0

2 1 Lot 200 2000

i) = V(Tl)—l—‘u/o{Mu(t)] D)t (1.89)

para todo ¢ € [0,7}]. Consideremos entdo

(1.90)
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Evidentemente, (u,v) € C°([0,2T1] : H® x H'). Vejamos que (u,v) satisfaz as equagdes integrais
(1.48) e (1.49) em [0,277]. De fato, isto € claro se ¢ € [0,T;]. Agora, se 7 € [T1,2T1],

t—Tj

ult) = 5(t_Tl):ei(tTI)A/zb(T1)+i/ leiU*Tvt’)A/%Zt(t’)%(t’)dt’
0

_ ei(t—Tl)A/2 {eiTlA/zuo_H/Tl ei(Tl—t/)A/Z th(t/) \lz(t/)dt/} +
0
ti / T s 0 3 ar
0
_ eitA/2u0+i/T16i(tt’)A/2L1t(t/>‘1/(t/)dt/+i/t_TIei(tT1t’)A/Zﬁ(t/)%(t/>dt/
0 0

. ., |, t .,
_ e’ZA/zuo—H/ it )A/Zblt(t/)‘lj(t/)dt/+i/el(t—t )A/zgt(t’—Tl)\z/(t/—Tl)dt/
0 T

. [ . /
ettA/Zuo + l/ et(t—t )A/Zu(t’)v(t')dt'. (191)
0

Analogamente, mostramos que v(r) satisfaz (1.49) em [0,27;]. A unicidade em [0,27}] segue
da unicidade em cada subintervalo [0, T1] e [T7,27;]. Agora, definindo a aplica¢do dado solugéo
S: B, — C%([0,2T1]; H® x H") por

A(uo,vo)(1), t€ 10,71
A(A1(MQ,V())(Tl),Az(uo,Vo)(Tl))(l‘—Tl), 1 e [Tl,2Tl],

S(ug,vo) := {
temos que se (uo,vo), (ip, Vo) € By, lembrando de (1.66)

1S (uo,v0)(2) — S0, %o ) ()|l < 2%/ (uo,vo) — (o, ¥0) | (1.92)

HS xH! HSxH!’

para todo ¢ € [0,27}], onde o expoente 2 representa o nimero de colagens, que foram duas.
Caso 2T; < T, procedemos como antes até atingirmos 7 > 0 em n etapas, onde n = [T /T;] + 1.
Observe que a constante que aparecerd na estimativa acima, apos estas n iteragdes, serd como
2", ]
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2 ESTIMATIVAS A PRIORI E SOLUGOES GLOBAIS

Neste capitulo obteremos estimativas a priori para o sistema (S D).

Na Secdo 2.1 obtemos estimativas a priori para o caso n = 2 € obtemos como consequén-

cia um resultado de boa colocagdo global.

Na Sec¢do 2.2 também obtemos estimativas a priori para o sistema S D em dimensao

n =1 e também um resultado de boa colocagdo global.

Em todo este capitulo consideramos k um niimero inteiro.

2.1 Estimativas a priori no caso 2D

O seguinte resultado sobre o sistema (S D) em dimensdo n = 2 serd importante no
préximo capitulo, onde trabalharemos com o conceito de interpolacdo visto no Capitulo 1, Se¢ao
1.2.

Teorema 2.1. O sistema (S D) é globalmente bem posto em H*®) (R?) x H*(IR?) onde

s(k) =k+1 (k>0) 2.1)
ou
s(k)=k (k>1). (2.2)

Para provarmos o Teorema 2.1, lembrando da regido onde se tem a boa colocagao local, de

acordo com a Proposi¢do 1.24 e o Teorema 1.25, € suficiente estabelecer as seguintes estimativas:

Proposicdo 2.2. Seja T > 0. Para todo k > 0, se (u(t),v(t)) é solugdo, suficientemente regular,
do sistema (S D) em [0, T}, entdo existe uma fungdo c, ,(p), continua e crescente em p e em t, tal

que
1) V) e = s (100, ¥0) e ) 1003 ¥0) s 23)
paratodot € [0, T].

Proposicdo 2.3. Seja T > 0. Para todo k > 2, se (u(t),v(t)) é solugdo, suficientemente regular,
do sistema (S D) em [0, T}, entdo existe uma fungdo c, ,(p), continua e crescente em p e em t, tal

que
1) v < € (1600, ¥0) 1 s ) G20, v0) e 24)
paratodot € [0, T].

Estas proposi¢des serdo provadas utilizando-se o principio da inducao em k.

Observacao 2.4. Nas Proposicoes 2.2 e 2.3 usamos as notagoes c e ¢ para distinguir as fungcoes
continuas e crescentes. O fato primordial, conforme veremos no proximo capitulo, é que ambas

sdo crescentes.
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Observacao 2.5. A Proposicdo 2.3 ndo foi enunciada para k = 1. No entanto vale uma desigual-
dade parecida, garantindo o resultado do Teorema 2.2 em H'(IR*) x H' (IR?), como veremos a

seguir.

Lema 2.6. Seja T > 0. Se (u(t),v(t)) € solucdo, suficientemente regular, do sistema (S D) em

0, T, entdo existe uma fungdo c, ,(p), continua e crescente em p e em t, tal que

e, V) < €0 (11010} z ) 10, v0) 2.5)

paratodot € [0, T].

Demonstracdo. Com efeito, usando a forma integral (2), a desigualdade integral de Minkowski,
as desigualdades de Holder e Cauchy-Schwarz obtemos

—t

Vol < lvll , + 5 te%\lqu dr'
Hl = H1 u Jo HI

—t

ern [T 0 2 2 !
< voll + S e {1l + 191,
(a) oty
enr t —
< HV0||H] +7/0 eH {HuZHL%—l—zHuVuHL%}dt’
—t
2en [T/
< Mol + =5 [ b {2, + Ve
—t
2en
< voll + = lem {21 + ] Vel §
2
< ol 4 V27 2, 9 | 6)

onde em (a) usamos a igualdade V|u|> = V (uit) = 29Re(uVu).
Vamos estimar ||ul| , , e |[Vul| , , separadamente. Com efeito, pela desigualdade de Gagliardo-
1 =X t =X

Nirenberg e usando a conservagio da norma L?(R?)

1/2 12y _ 1/2 1/2
el 4,4 SCOHHMHL;{ ||Vu||L%/ HL;1_C0||”0HL)2C/ HVMHL%/L%' 2.7)
Temos que
Vu:ei[A/ZVuo—f—i(Il—i—Iz),
onde

t .
i

I :/tei(t_t/)A/zvVudt/ e 12:/ A2y yqy
0 0

Usando as estimativas de Strichartz, as desigualdades de Holder e Gagliardo-Nirenberg

gy < VPl g < VUl
1/2 1/2
< eIVl VI
X ‘X
< 1/2 1/2
< eVl g IV 19012 @.8)
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Para I, basta trocar os papéis de u e v na desigualdade anterior e usar a conservacido da norma
L*>deu

1820l 4,0 < ccolIVVI,o luoll 211Vl 12 (2.9)

1217 123

Combinando as estimativas (2.7), (2.8) e (2.9) com a estimativa (2.6) e lembrando que pelas

estimativas de Strichartz (Teorema 1.13), ||e™4/ 2Vug||L4L4 < c[[Vuo|| ,, obtemos
T =X X

2 1/2 1 2 1/2 1/2
VOl < ||vo||H1+\/;Co||u0|lL%/ IVull ; : 2| Colluoll 5 | IVull ; . , Tl Vil ,

6|19l IV 9 +HVvlleLzHuoHl/ZHVulll/z]}- 2.10)

e 1212

Para controlarmos ||v||LmL2 , procedemos de maneira andloga ao que fizemos na estimativa (2.6)
¢+ Lx

com a norma L?(IR?) em lugar da norma H' (IR?) e utilizamos a estimativa (2.7) para obtermos

2
Wll,opp < [voll,; + v/ 2/ lluoll , Vull 5, - (2.11)
Deste modo,
@), < ol +\[ ool 2V /2 { Gyl 219l 2+ €] Vo,
+ ccylv HI/ZHV 2,211V H1/2+ || V2)|vu P2 (| Vvl
0 0 u L2L2 v CC MOH H ” 2L2|| HLZL,Z(
+ calboll 19l 19012} @.12)
Por outro lado,
HVuH22 :E(t)—Z/ v\u|2dx—|—7n|]v|]22 < |E(t)]—|—2/ |u|2]v]dx+7u|\v||22. (2.13)
L ”'\)2 L R2 L

Lembrando que E' (1) = 2hu [ |0;v|?dx, que v satisfaz a segunda equagdo do sistema (S D) e
usando a desigualdades de Minkowski, Holder e Gagliardo-Nirenberg

t
E0+2xy/ (/ |8tv]2)dt’
0 R?
t
< |Eo|+2u / < / (a,v)zdx>dt’
0 R?
_ ! 1 by 2 2 /
— |E0|—|—2,u/O /R?,l?( u|”—v) dx ) dt

4 rf 4 2 !
< —
< VB0l [ (Il + 2 )

4 [ty 2 2 2 /
< —
< |6+ | (<ol vl + 12, ) ds

E@)] =

4 4 2 ! 2 2 !
< —
< \Eo\+y<couuo!|L%+1>/0 (Ivull?, + 012, ) " (2.14)
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Também, usando as desigualdades de Cauchy-Schwartz e Gagliardo-Nirenberg,

2 2 2
Eol < [[uol?, +[1vol?, +2 [ volluold

2 2 2
< 1Vuoll2, + ol +2Ivoll ol

2 2 2
< [IVuoll’, +lIvolls, +2¢51voll 5 lluoll , [ Vuoll
1
2 2 4 2 2 2
< 190l + Ivol%, +4c ol 2, Ivol 2, + 311 Vol
5 2 2 4 2 2
= 2 IVuol% +[1voll%, +4cflluol % Ivol % 2.15)
Substituindo (2.15) em (2.14) obtemos
5 2 2 4 2 2
E@] < 150l + vol?, +4cdluol % Ivol, +
40 4 2 2 2
2 (cttuol?, + 1) (19012, VI ) 2.16)
Raciocinando como na estimativa (2.15),
1
2 4 2 2 ! 2
2 [ lluPdx < 4cilluol V12, + 5 [ Val @17)

Portanto, combinando as estimativas (2.16) e (2.17) com (2.13) e lembrando da estimativa (2.11)

obtemos
5
2 2 2 4 2 2
IVul?, < 209uol% + vl +4ef ol Ivoll, +

474 2 2 2
5 (cttuoll, + 1) (19l 4 IR, ) +

1212

1
4 2 2 2
+ (4cflluoll?, + 1) IVl + 5Vl

IN

IV, + volZ, + 4 o, o P, +
2 (cituol, + 1) (1902, , VI, ) +
+2<4cg||uo\|i%+7»>(HvoHi%+%cg||uoH;HVuHizL%)+%||Vu||i%, (2.18)
ou seja,
IVull, < 2I¥uolt 5 Il -5 ol ol +3 (4ek ol +2) vl
4

4. 40 2 4 112 2 40 2 2 2
+ 3L ol 1yw2cactlonl e n) el (1912, 012 )

(2.19)

Desta desigualdade e da desigualdade (2.11) obtemos

t
IVull?, + [vII? Soco+Bo/O (I1val + I, ) ar', 1€ [0,7] (2.20)
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onde

_ 5 2 4 2 16 4 2 2 8 4 2 2
6o = 3 [Vuol, +5 ol + = ol Ivol%, + 5 (e o], + 2o+ 1o,

44 4 2 4 2 2 4 2
BOZg{;(COHuOHL%+1)+2<4COHMOHL%+7\'+1);COHMOHL% ‘

Pelo Lema 1.1 (lema de Gronwall)

IVull?, +[Iv]1%, < oo, 1€ [0, 7).

(2.21)

(2.22)

(2.23)

Com a desigualdade (2.23) em mios poderemos estimar as normas HV””L%L% e “VVHL,ZL,% que

figuram na estimativa (2.12), com a qual trabalharemos agora. De fato, observemos que

8
2 2 2 2 2 2
VI, < 20l + ol 5 1Vl {2l 1l -2 Vo

2
2.2 2 2 3
4 2ol Va2 9]+ 2ce,) \/;HuollL%HVMHL%L%HVVIIL;L%+
22 2
b Gl 9V, 19l

8 8 5
2 4 2 2 2
= 2voll;, +;CoHuoHL%HWH +yc colluoll , [IVuoll, [Vl

L2L2

8 , 8v2
+ —c c“lluolleHvollLZIIVuH3 IV + 2=
u M1
8 2
e 4||uoH2 VI, LI Vall?

1213 212

2C§)‘|luo|lle|VM|| VY]
‘X

L2L2

(2.24)

Agora, usando a desigualdade elementar 2ab < a® + b? e também a desigualdade (2.23), o lado

direito de (2.24) por sua vez é

8 16 4
2 4 2 2 4 2 4
< 2ol el Va2, + el Vol + [ Val?,, +

4 5 4 2 2 2
+ ﬁcc HuoHLzHVOHLzHWH (HWHL%L%HWVHL%L% +

4\/_24

1217

8
ol IVul,, (Hv 2, + 19 )+MCC4||M0H2HV 12

(2.23) 16
< o 84 2 2 10 44y 2 4 2
< 2||V0||H1 -|-‘uc0 ||u0||L%||Vu||LZ2L% + ‘uzc Co””()HL_g ||Vuo||L% + HV”HL?L%

424 Bor, 2 2
+ /—JCC olluoll 5 [Ivoll , ctoe™" <HVMHL[2L%+HVVHL%L% +

w2
; el of e (nwn A v||2“)+
IJ\V/_- L}Lg
8
S

< 000 (192, 19012, )

1213

Ivvl?

1213

(2.25)
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onde
= 2[|vo? E o) || Vo || * 2.26
Yo = 2[pvoll”, + HCCHuoH IVuoll, (2.26)
e
8 4,2 404 Bot Bor
00(1) = cilluoll’, +1+ ol @oel's (vl 2ol v/27h ol ot
(2.27)
Portanto, usando (2.20)
2 2 2 2 2
el VI, = Hlally + 1Vl + I

t
< ol + o+ 00) + (B(r) +Bo) | (Jul2, + I, ), 228)
e pelo Lema 1.1 (Lema de Gronwall)
Jul, + 11, < (ol +¥o-+ ao)e @O+, 1 e [0, 7],

€ entao
1
laell , + V], < (Huoﬂiz o+ ) 23 OO+Bo 4 (0, 7], (2.29)

Finalmente, relembrando (2.26) e (2.21) observamos que

2 1/2 2
(luoll?, +¥0+0)'/? < lluoll , + V2ol LS o lluoll o [[Vuoll 5 +

N

5 4 8
V219l [ 8 (scttuol+21) ool

4
{6+ﬁ0202\|uo|1 (74 16¢ u, )](HuoH Hvoll)-
(2.30)

Combinando (2.30) com (2.29) obtemos a desigualdade (2.5). Note que, lembrando de (2.27),
(2.21) e (2.22), temos que

¢, (p)= {64— %czcgp + (7+ 16cgp)5} 2! (P)+/(P)) (2.31)

’ u
onde 44 5

flp) = §{;(cgpz +1)+2(4ctp? + A+ 1);cgp2} , (2.32)

8 42 4 2

g(p) = ;cop +1 +;hz(P) 3p+ ;\/hz(p) , (2.33)
onde s 4 s

hi(p) = —p2+ (3 + §(6cgp2+l+ 1)) p’te!/ (P (2.34)

]
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Com este lema estamos em condi¢des de provar as Proposi¢des 2.2 e 2.3. Provaremos

primeiro a Proposi¢do 2.3, que sera utilizada na prova da Proposi¢do 2.2.

Demonstragdo. (da Proposicao 2.3) Primeiro vejamos que (2.4) vale para k = 2. Com efeito,

usando (1), o fato de {e’m/ 2} R ser unitario e as estimativas de Strichartz (Teorema 1.13, com
te
o par admissivel (e0,2))

Il < 1Auol]y + <A@ 2.35)

Também, lembrando de (2)

t !/
Av = e—’/ﬂAvoJr}—” / e~ A (um) () di!
uJo

t /
= e—r/uAvOJrz“ / e I/ Re(uAi) + [Vul*} dr. (2.36)
uJo

Entdo, usando a desigualdade integral de Minkowski, as desigualdades de Holder e Cauchy-

Schwarz, analogamente ao que fizemos em (2.6), temos

18915 < 1ol + /27 {19, g g - .37)
Também, analogamente ao que fizemos em (2.35), sendo (4,4) um par admissivel,

80y, < 11w, +¢l|AGw) (2.38)

”L;t/3L;4C/3'

Combinando (2.38) com (2.37),

2
o], < 8vol] .+ \ﬁ A O e PO PN | SCED

Vamos entdo estimar [[A(uv)]| , ; , ;. que € o termo onde aparece a derivada de maior ordem nas
Loy

estimativas (2.35) e (2.39). Com efeito,

2 2
Aluv) = Z aj(uv) = Z [ualev+28x,u8x ,v+v8xzu} , (2.40)
j:1 J j=1 J J ~J J
e usando a desigualdade de Holder em cada parcela da soma em (2.40)
> 2
|A(uv) HL4/3L4/3 =< 21 [HMHL?L?{ ”aijHLtzL;( +2Haxj”HL;tL% HaijHLtzLé‘l'
t b j=
2
#1102,
< g 89, g2l 9] g A 24D
Combinando as desigualdades (2.7) e (2.9) com (2.11)
IVl 40 = cllVuol] , +Cco||vo||i%/2||VuHLtzL% ||VVI\Z%/2%+

2
4= 1/2 3/2 1/2 1/2 1/2
+ cco\/;uuouL% VU2 1912 + e, ol L9, 172113

1212

(2.42)
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Lembrando que || -, ~ |- HL% + HA()HL%, por (2.35) e (2.39)

2
[lull,yo VI S HuoHL%JrHVHL%ﬂLHAuoHLz+IIAVOHL%+\/;HVMHLZ?ML

2 2
\/; g WAl , +e(1 + \/; g Ay 243)

Levando em conta as desigualdades (2.41) e (2.42), o lado direito de (2.43) por sua vez é

2
Seapu 110l p+ IV o HlAvoll ,+[[Vaoll, + [[voll, IIVMII IVl ot lluoll IIVMII LA

+ luoll 1912, IIVu||Lsz+[I|uHL4L4 1] [lawoll, +HuHL4L4HAv||LzL%+IIVullLfL%HVvllLtzLé

- \|vum||Au||Lﬁ%}

12
2H1

~

2 3
S Aol [ Vuoll, + Iv, [H”0HL2+HV0HL2] [1+HuHL2H1HvHL;H1+HvHL (]
t Hx X

2
- HuuLtzH}HvuLgﬁj+U|uHL¢H;+1mAuouL%+muum+11mun%+uvumMuuuLgH%+|rvuLgH%J,
(2.44)

lembrando que na tultima desigualdade usamos imersoes de Sobolev. Utilizando a desigualdade
(2.5), do Lema 2.6, estimamos cada uma das normas L)% e H; em u e v que aparecem no lado

esquerdo da desigualdade anterior. Com efeito,
VIl < e (o, vo)ll o2 )l oy vo)ll 1y (2.45)
e também,

3 2 1/2 2
N P o e A Y

Nl

4 5
S Jenllwo )l G0 v0)l | 72+ [en G0, v0)l ) a0, 0) ] 1+
332
el 0,0} )10, 10 1 ]
4 3 2 % % 5
S {[enllwooll, )] ool 2+ e (o0l )| o, v0)lIE it +
3 2 432
el v0) o] G0 vo) 12,2 Mo, v0) 1 - (2.46)
Analogamente,
1
il + 11800, S [ (10,101 )00, V0 541 lAuol], 247)
e também
il g+ THB 1] g + 71,

1 1
S cl.z(”(”07V0)||Hle2)||(”07V0)||Hle1t4+1 cl,z(”(”t()?VO)HHleZ)H(u07v0)||Hlelt4'(2'48)

Y



Capitulo 2. ESTIMATIVAS A PRIORI E SOLUCOES GLOBAIS 46

Combinando as desigualdades (2.45)-(2.48) com a desigualdade (2.44), obtemos

t
2 2 2 2 Ly 2.4
a2, + V12, <) +Bu) [ {2, + 2, (249)
onde!
VBi(t) = (2.48)p , (2.50)
€

n() = [[Vuo?, + 1Avoll 5 +(2:45)p + [[[uoll , +[voll ,](1 + (2.46)p) + (2.47)p.  (2.51)

Portanto, pelo Lema 1.1 (Lema de Gronwall) segue (2.4) para k = 2. Vejamos o caso k = 3, que
serd usado na prova do passo de inducao. Pela regra de Leibniz, a desigualdade de Holder e a

imersdo de Sobolev, temos que
B, S ¥ 10w b,
X Ly =
3 3 2 3-1
< g1 g 9+ 3 1012, g
3 3 2 3—1
<l 11903 195 1

3 3
Sy Nullllo VIV ILAH10, ull o4l oIV I+l sV (2:52)

Ly

Logo, usando a forma integral (1) de u, a desigualdade integral de Minkowski e (2.52)
t 2 3
/
lally < o+ [ [lovll 5+ Y 103w Jar
J:

t
Seo ||uo||H3+(1+||uo||L%)/O{||u||H2+|IV||H2}{||MIIH3+IIVI|H3}dt’~ (2.53)

Analogamente,
t
VI3 Segu vl + (14 HuoHL%)/O 0l ]|, 2" (2.54)
Combinando as desigualdades (2.53), (2.54) com o caso k = 2, provado anteriormente, temos
que
[, v)|s,

t
Sepurll@0,90) 5, - [+ llu0 165, (10, v0) oy M (0, v0 o | Ll a1V 3l
(2.55)
e o caso k = 3 fica provado usando o Lema 1.1 (Lema de Gronwall). Provaremos agora o passo

de inducdo. Suponhamos entio que (2.4) vale para 3 < j < k. Usando (1), a regra de Leibniz, a

' (a.b)p significa que estamos considerando o lado direito da desigualdade (a.b).
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desigualdade de Holder e imersao de Soboleyv,

k+1—1
Vi,

Y Xj

k—1
k+1 k+1 k+1 k k I
<
lo,, (w)ll,, [0, VI, + (10, ull , +110, ud, v, +19, ud, v, +Z_ZZ 0,9

k+1 k+1 k 2 k
< cllull o9, vl +elvl 19 ull, + g9, ull, 19, vl +3 110, vl 19wl

k—1-1

k—1
l
+C§I_ZEHBXJ.MHHI||3 Vg

i
< 2cteo){lullo + 1Vl H Nl s + 1l 3+ ol IV

S € (110,700 ) 100,70 oy il e+ IVl

2 2
o, (110, 0) 1) Il 0, v0) | (2.56)

Hkx gk’

onde na ultima desigualdade usamos a hipétese de indugdo e o caso k = 2. Portanto, usando
a forma integral (1) de u, a desigualdade integral de Minkowski, imersdo de Sobolev e a
desigualdade (2.56)

! 2
L e A (P WA TR I
]:
! 2k /
< ol + [ [elluoll ol + 3 102" @)l s
j=1

t
Sepulltollei (1 lloll 2 ), (1110, v0) 0,y M (10, v0) 2 yaf Elell s+ 11V T
2
I

(u07v0>||1_21k><Hkt' (2.57)

e, (100,70) Ly 1 1)
Analogamente,

/

t
Wl S 190l (L4 0l e, (1 00:90) ) 100,00y | el

2
2
e, (10000 s i) Mo vo) 12 (2.58)
Assim,
2 2
1) ot s Seg 100l 190 s €, (00,701 ) 0,90} 2,0

t
+(1+ |’u0HL)2C>c2¢(|’(”07 VO)HHlel Il (0, vo) HHszz 0{||MHH1<+1 +HV”H/<+1 }dtlv
(2.59)

e pelo Lema 1.1 (Lema de Gronwall) segue o desejado e portanto segue o resultado para todo
k>2. O

Agora vamos provar a Proposi¢do 2.2, também por inducio, mas utilizando um raciocinio

ligeiramente diferente.



Capitulo 2. ESTIMATIVAS A PRIORI E SOLUCOES GLOBAIS 48

Demonstragcdo. (da Proposicao 2.2) Primeiro observamos que a desigualdade (2.23), provada
anteriormente, nos dd imediatamente o resultado quando k£ = 0. A seguir, provaremos a desigual-
dade (2.3) para k = 1 e k = 2, que serdo utilizadas no passo de indu¢do. Com efeito, usando a
equagdo em u de (S D) e integracdo por partes

8,||Au||L2% = 2%e(Au;, Au),
= —4Re{i(Auy, u,)L%} +4Re(Auy, uv)L%
= 4Re(Auy, uv)

L3

= 4{0/Re(Au, uv) , —Re(Au, 0;(uv)) , }. (2.60)

13 L3

Mas, usando que Alu|> = A(unt) = 20e(@Au) + |Vu|?, temos que

Re(Au, 0 (wv)) ,, = Re(Au, uv) , +Re(Au, uvy) ,

12 12
= Re(Au, uv) ,+ (Alu>,v) , — (|Vul*,v) ,. (2.61)

L3 L3 Ly
Vamos entdo estudar cada um dos trés termos de (2.61) separadamente. Usando a equagdo em u
de (S D) e integracdo por partes
Re(Au, u;v), = Re(Au,'/,Auv) , +Re(Au, —i(uv)v) ,

L)Zf Lx LX

= — '/ Re{i(Au, vAu) , } + Re{i(Au, w?) , }

LX LX
= —NRe{'/,(Au, vAu) , +i(Vu, Vuvz)L2 +i(Vu, 2uvVv) , }

Ly

= —2Re{i(Vu, wVv), }, (2.62)

notando que na penultima igualdade os dois primeiros termos sdo imaginérios. Agora, usando

integracdo por partes, a equacio em v de (S D) e a identidade V|u|? = 293e¢(uVu) temos que

(Al v, = —(VIul, V),
= —(2%Re(uVu), '/, V{Mu* —v}),
= 7/ Re(uVu, uVu), + %/, Re(uVu, Vv) , (2.63)
e também,
(1 w), = = (VP ), + (VP V), (264
Combinando (2.61)-(2.64) com a igualdade (2.60) temos que
at||Au||L% = 49,QRe(Au, uv)L%—i— 8Re{i(Vu, quv)L%} + %/, Re(uVu, uV_u)L%
+ %/, Re(uVu, V), + *1(|Vul?, |u]2)L% —*%.(|Vul?, V), (2.65)

Deste modo, lembrando que Hu||L% = HMOHL;’

L3

0L, + 1, ~4%e( )} = +BRe(Vie.wv), ), e (Vi i)
+ 8/;19%(”V_u7 VV)L% +* ”(|Vu‘2, ’”‘2)L%

= VP, v),,. (2.66)
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Mas, por Cauchy-Schwarz, Holder e imersao de Sobolev

Rei(Vu, wVv), 1 < [V, [Vl g lutl] - [V

14
Sep VI, Vel Dl (2.67)

e analogamente,
laval, <., IVul?, (2.68)
Re(uVa, W), S, 19l 19l (2.69)
(Val®, ), <, I, 2, 9l (2.70)
(Vulv), <., 192, IV, @11

e portanto,
O, { ], + | Aw]F, —ARe(Buuv) .1 S IVl lull 2, + VI Nl V],
+ IIVM|I§1IIM||2IIIVM||H1+||Vu||fﬂ|IVI|L2

(2.72)

Como

2
Re(Au, uv), <. 1Aull el vl o Sy el o101 Al /a2 V12, "/ A2,

(273)
integrando (2.72) de 0 a ¢ segue que
2 3 2 2 2 2
P, + s N, S ol + s N+ a2, V12, + s o2 o,
2
+ /O{IIVVIIL%IIVMIIL%IIM|| +[Vu? Al HIVVILlull 1Vl +
2 2

Va2, lul, +||w||Hl|rv||L;}dr . (2.74)

Lembrando da desigualdade (2.5), no Lema 2.6, segue que
2 2
ol 1+ V12, Sl +31 8wl + o 2, Ivoll2, +26, o0 oo v

2 2 ‘
e, (100l 0ol [+l ' 279

Aplicando o Lema 1.1 (Lema de Gronwall) segue entdo a desigualdade (2.3) quando k = 1.

Vejamos agora quando k& = 2. Primeiro, observamos que
2 2 24112 2 - 24112
lell2y < Mol + NEIERAIR, < lluoll?, + ¥ &/ IERalR,
‘X X ‘X j:l X

2
~ uol2, + 3 119, Aull?,. (2.76)
‘X ]:1 E ‘X



Capitulo 2. ESTIMATIVAS A PRIORI E SOLUCOES GLOBAIS 50

Agora, analogamente ao que fizemos em (2.60)
|9 _AuH22 =4{0;Re(d Au,0 (uv)), —Re(d Au,d 0:(uv)),}. (2.77)
X Ly X *j Ly Yj *j Ly
Temos que

Re(d_ Au, axja,(uv) ), = Re(d, Au, axj(utv))Lz + D‘ie(axjAu, axj(uv,))L2, (2.78)

X

e usando as equacdes em (S D)

1
9, (uve) ="/,0_ulu*—"/,0 uv =Y {x/yaj‘uzaxli’a— ‘/,,aj‘uaxlflv} (2.79)
J J J J J J J

=0
c
] .
0, (uv) = Y {0 aud v~ id! ud 12 (2.80)
J =0 J J J J
Substituindo (2.79) e (2.80) em (2.78) obtemos
%e(d, Au, 3, 3 (), = iﬁeZ{ 15, Au, 3! Aud~1v) +i(d, Au, 9 ud! )
M@ Auydlu?0 a) " (D Au,dlud ) } 2.81)
HATY; *j *j 3 By Yjooj 3

Vamos estimar cada um dos oito produtos internos em (2.81). Com efeito, por Cauchy-Schwarz,

Holder e imersdo de Sobolev

%e{_i/2<axjAua Auaxj‘v)L%} S ”a AMHLZHAMHL4Ha VHLM

Seo Ml 1V, (2.82)
Refi(d Au, uax'vz)Lz} = 2NRe{i(d Au, uvax'v)L2
J J X J J X
< o, Aull , [lull V1], |9 V1] 5
Seo [l s llull o VI V11 (2.83)
Re{ (0, A 29, )} <., sl ], (2.84)
e também,
Re{'/, (0, Au,ud, v) )} < [l |l o 1V],1- (2.85)
Também,
Re{'/, (0 Au, 0. Auv),} =0, (2.86)
J J X
e analogamente ao que fizemos anteriormente,
9, Au, 0 ), Sl s llul 1V, (2.87)
@, pud, u u)Z Sopur Pl el (2.88)
0 (axjAu, aijV)L% Seou Nl s el 2 VI, (2.89)
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Integrando (2.77) de 0 a t e usando os itens (2.78)-(2.89), além da desigualdade elementar
ab < a* +b?, temos que

|0, AuH |0, Auon —1—49%2 (0. Au 8 (uv))

J=

2 N(,O/J HVHHZ

t
2 / 2 /
\VHHZ} dt +/0 a2,
(2.90)

2
a4 3 A o 17 7 o7 Y1 s 1 Y

Portanto, de (2.76) e usando a desigualdade (2.4), da Proposicao 2.3, para k = 2 segue que

2 t
2
Il S ol + ol +493 320, A, )+
]:
6 6 ! 2 /
e (1 w00) ) N 00) 6, o+ [l ar (2.91)

Ainda com a desigualdade (2.4) com k = 2 e lembrando que H?(IR?) é uma 4lgebra de Banach,

2
Z (0, Au,0 (), = —(Au, Awv)), < | Aul , [A@V)I], < llull?, V], (2.92)
Portanto, combinando a desigualdade (2.92) com (2.91) e usando o Lema 1.1 (Lema de Gronwall)
segue a desigualdade desejada para k = 2. Assim sendo, suponhamos que a desigualdade (2.3)
seja verdadeira para todo 2 < j < k. Raciocinando de maneira andloga ao que fizemos no caso

em que k = 3, devemos estudar ||u||>, _, ou seja, |\8x’fAu||§2. Temos que
J X

gk+2°

o; ||afAu\|L22 = 4{9,Re (0" Au, 3" (uv)) , — Re(9*Au, 9*9, (wv)) .}, (2.93)
onde
Re (akAu aka, (wv)), = %eZ{ kAu, ajjAuax’;_lv)L% —I—i(axleu, ajjuax’;_lvz)L%
+ /(0 au, 9! w0k m) , '/, (3 Au, 3] ! )X}. (2.94)

Vamos estimar os termos desta soma para os valores [ = 0 e [ = k. Com efeito, seguindo um

raciocinio inteiramente andlogo ao que fizemos no caso k = 2,

Re{ /z(akAu Aua’j Dot Sy el IVl Ml e (2.95)
Re{i(0] "Au udfv?), b oy Nl o V12l (2.96)
iﬁe{(ax’;Au, uzaxljﬁ)L%} Seo ||u]|f]2 lall el s (2.97)

Re{(0fAu, udv),} <oy Mull o VIl lal] - (2.98)

Também,
Re'/, (0Au, 0 Auv) , =0, (2.99)
J J X
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Re{i(QfAu, 0fur?), b Sy Nl V12, Nl (2.100)
Re{ (O Au, 08 ),} <, lul ol Nl (2.101)
Re{ (DA, 0fuv) o} S (V] ol (2.102)

Agora, para 1 <[/ < k—1, usando a desigualdadede Cauchy-Schwarz, Holder e imersao de

Sobolev
1048, 9! A ), <, 0Ll 195 2w
S HV||HkI|u||f,k, (2.103)

usando também o fato de H*(IR?) ser uma 4lgebra

10 ul 1 957"V

.k l k—1 2
l(a_x]Au7 ax]uax] )L2 ~Jcq Hl H Hl ||u||Hk+2
R 2.104)
A k [ 2 k—I =
/’u (a)&jAu’ axju axj )L2 ~cn ||u|| ||u||Hk+2 (2-105)
e também,
k ) k—l
1w @ Au,0,ud )y Sl el o (2.106)

Daqui em diante os argumentos sao andlogos aos utilizados para provar o caso base k = 2.

Portanto provamos o desejado. [

2.2 Estimativas a priori no caso 1D

Agora, seguindo o raciocinio da se¢do anterior, provamos um resultado de boa colocacio

global para o sistema (S D) em dimensdo n = 1.

Teorema 2.7. O sistema (S D) é globalmente bem posto em H*(IR) x H*(R), onde k > 1 é um

inteiro.

Lembramos que o caso k = 1 ja foi provado em [14]. Para provarmos o Teorema 2.7, lembrando
da regido onde se tem a boa colocacao local, de acordo com a Proposi¢ao 1.24 e o Teorema 1.25

¢ suficiente estabelecer a seguinte estimativa:

Proposicao 2.8. Seja T > 0. Para todo k > 2, se (u(t),v(t)) € solucdo, suficientemente regular,
do sistema (S D) em [0, T], entdo existe uma funcdo C,,(p), continua e crescente em p e em ,

tal que
1) D < Co (100, 0 o) N0, 0) e (2107)

paratodot € [0, T].
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Demonstragdo. Fixemos T > 0. Usaremos induc¢do em k. Primeiramente, provemos a desigual-

dade para o caso k = 2. Consideremos,
. 2 2 2
£0) = V12, + 1001 + el + B, (2.108)

Usando a forma integral (2) de v, a desigualdade de Cauchy-Schwarz no tempo e imersdo de

Sobolev

¢ 2
2 2 —(t—t
W2 s, ||v0||L2+{/0 o f)/,u||u||L?||u||L%dt/}

/) t 1/2) 2
2 2 t 2 /
S Il + ol § 1 [l )

t
2 2 2
S Vol + ol [, + 130 % e, 2.109)

~c.u

onde cq € a constante de imersao. Por outro lado,
\|aqu22 =E(1) —2/ v|u\2dx+ kHsz2 < |E(2)] +2/ |vHu|2dx+ ||v|\22. (2.110)
Ly R Ly R Ly
Vamos estimar cada uma das trés parcelas acima. Usando imersdo de Sobolev,

2 2 2
Z/IRMIM\ dx < 2l Jull” < 2eolvi] , lluoll,

Sop ol (Il + 12uvl,)
4 2 2
< fuollf, + V2 + ol 13 CRIT

e também, lembrando da expressdo de E(z) em (4) e da equagdo em v do sistema (S D),
EOL < (Bl [ Ml - vlar
< 0 wlo 2
t
212 2 /
S IBol+ [ {1+ v e
t
2 2 2 /
< (Bl [ {ulelel?, + 12 e

t
S VB0l (ol +1) [ (ul?, + [0l + W2 )ar @112

~CyH

e analogamente

Eo] <., [3xol% + ol + ol ol 2.113)

il
Combinando as desigualdades (2.110), (2.111), (2.112 e (2.113)), obtemos
[0l ey I13st0l, + 0l + 1ol o], +
t
ol 1) [ Ul + 3], + ] e

ol + VI, + lmoll2, 0wl + V12, (2.114)
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Também, usando a equagio integral (2) e lembrando que H' (IR) é uma 4lgebra, temos que
L — ! L 2 !
Jowlly < ol 4o, [0 g < ol o [l
t
S0 8wvoll + [ L, + o Y 2115
Usando as desigualdades (2.115), (2.114) e (2.109) vemos que

t
2 2
70 S IR+ 1 Tl { 1ol O, + 1202 )ar b +

a2, + [l0xuol?, + [voll?, + [[voll ., luol|, + lluoll?, +
12 L L L L

t
ol +1) [l + o, + v, '

Mas, novamente por (2.109), segue que

1
1(6) S, 00+ Bol0) [ 01! (2.116)
onde
2 4
ao = [voll?, + (1+ [luoll> ) [8xvoll,, + [[dwuol%, + (Ivoll , + Dlluoll?, + luoll?, 2.117)
c
Bo(r) = lluoll?, + (1 + luolI?,) + lJuoI?, + 1. (2.118)

Portanto, pelo Lema 1.1 (Lema de Gronwall), segue que

F(6) Seop 0eP® paratodo 7 € [0,T]. (2.119)

~J

Deste modo, usando a desigualdade elementar ab < a®> + b?, temos que

@) O, e (/00 + ) (Pl 4 Po0/2)
< (ot ag)ePld), (2.120)

Com esta desigualdade em maos vamos provar a base da inducao k = 2. Com efeito, usando a

equacdo integral (1),

!
Jul o < ol + [l + 03w '

€ como
luvl] 5 < collVll, llull 5
udv]l,, < collull,, [0V,
HvaﬁuHL% <co|vll,, Ha;%uHL%
€

||ax”axv||L% < CO||ax”||H1 ||axV||L)267
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entao .
el 2 e lluoll,- +/0 (Nl + vl 3 lll o + 1101, b (2.121)
e analogamente
t
V12 e [0l [ Tl o (2.122)
Usando (2.120) nas duas desigualdades anteriores,
t
ull o + VIl <oy Netoll, +Mvoll,o +¥0(6) [ {llull,. +1IVI],,, bt (2.123)
0
onde
Yo(t) ~,,, (/0o + ag)eP). (2.124)

Mais uma vez, pelo Lema 1.1 (Lema de Gronwall), temos que

lull o +1VI],2 < Cou(lluoll,, +[voll ) {lluoll . +lIvoll,. }, Ve €[0, TT, (2.125)

onde
C24(P) ~,,, exp{(1+p>+p> +p*)e! P H2H T}, (2.126)

Finalmente, suponhamos que a desigualdade (2.107) seja verdadeira para j < k. Pela regra de

Leibniz, temos que

lox ™!

IA

t
o uoll + [0 )

ull

IN

t k t
k+1 i i
|I3§+1uo|!L2+/0{||u3§+IVIILz+||v3§+IVIILg}dl’+ Y. )/0 1gua ™ ]| ,dr'.
‘X ‘X j:l ‘X
(2.127)

Mas, usando imersao de Sobolev

k k
”uax+1 ax+1vH+L%

Vil o < collull,i |

k+1 k+1
Jy J

v

ull o < collvl, |

ull,
i NeHl—j ' k41—
050 ™ vl , < collOgull i 10 VIl , < collae] ey Ve
Combinando estas desigualdades com (2.127)

k k
lull o S Mell e+ 1105 ull < Nl + 103 ol +

Hk+1
k t
k+1
+2¢0 ) (7 )/O (Wl + I el ey + V0 b (2128)
=1

Analogamente,

k t
k+1
W S VI + N0 I, < Il 4+l voll .+ Y (5 )/0 ull ,llull oy’ (2.129)
‘X ]:]
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De acordo com a hipétese de indugdo e usando a desigualdade (2.120),

t
el IVl r Scows 105 wollo + 1105 voll 2 +Bos(®) +¥o(t) [ LNl oy + 11Vl Y,
H H 0 H H
(2.130)

onde
Bok(r) = Crs(lluoll .y + IIvoll . ){lluoll « +Ivoll . }

k
k+1
You(t) = Y. (7)) Craellluoll ., + lIvoll - ) {llwoll,,, + [Ivoll ;3 +v0(2)-
=2

Pelo Lema 1.1 (Lema de Gronwall),

k
il V1 pes Scon LN woll, + 195 voll, + Boe(e) yeTox)

< [1+Ceallluoll, .+ Ivoll )™ O fluol| ., + [Ivoll ., }-

Escolhendo Cy,1,(p) adequadamente, mostramos a validade da Proposigdo para o inteiro k +
1. O
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3 INTERPOLACAO NAO-LINEAR E SOLUCOES GLOBAIS

Neste Capitulo provamos os resultados de boa colocagao global enunciados na Introdu-
¢do.

Na Secdo 3.1 estabelecemos uma estimativa para a aplicacdo dado-solucio e provamos o

Teorema 3 utilizando os resultados de interpolacao, vistos na Secao 1.2.

Na Secao 3.2 provamos o Teorema 4, garantindo um resultado de boa colocacdo global

também em dimensdo n = 1, usando as mesmas ideias de interpolagdo.

3.1 Boa colocacao global para o sistema (S D) em dimensao n =2

Teorema 3.1. Seja T > 0. Se (u,v) e (i, V) sdo solugbes do sistema (S D) em dimensdo 2,
associadas ao valores iniciais (ug, vo) e (o, Vo), respectivamente, no intervalo de tempo [0, T|,

entdo para todo k = 1,2, ... existe uma fungdo C_,(p), continua e crescente em p e em t, tal que

1@ i < o (1000,70) e 110, 0) ) @00 s B
para todot € [0, T], onde o(t) = u(t) —i(t), n(t) = v(t) —v(t), @ = ®(0) e nop =n(0).
Demonstragdo. Com efeito, temos que ® e 1 satisfazem o seguinte sistema

0,0+ A0 = wv+ni, >0, xR,
om+n=Aou+oi], u>0, A==l1, (3.2)
®(0) = o, N(0) =no,

lembrando das identidades

ov+nid = uv—iv (3.3)
oi+oi = [ul®—|al* = (|u|+ @) (jul - |a]). (3.4)

Temos, pela formula de Duhamel, as seguintes expressdes integrais para ® e para n:

. t . ’
o(t) =™ e +i / e v+ mirdr! (3.5)
0

4 /
n(e) = ¢~y + > / e~/ i + wi}dr. (3.6)
uJo

Primeiro, provaremos a desigualdade (3.1) para k = 1. Com efeito,

t , . -
ML, <y lmoll,,, +/0 e_(t_t)/“{||wﬁ+03ul|L% +|V{oa+oa ,}dt’, (3.7
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e usando a desigualdade de Holder, imersdao de Sobolev e a desigualdade (2.5) do Lema 2.6,

temos que
loa+wall, < ol {lul,, +l,}
Sy N00l0 Ulaell +lall0 ¥
Sey Gralloll,s (3.8)
com

G,y =G, (1001 10,50 1)
=¢., (H(”O,VO>||H1M2+||(IZO,‘70) ||H1xL2){||(”0aV0)||H1xH1+||(ﬁ0a‘70)||H1xH1}- (3.9

Também,
V{wi +oi} = 2%Re{oVu + Voi}, (3.10)

e entdo, novamente por Holder, temos que

IV{wi+ i}, <, o], [Vul ,+[Vw]

12 "~

;- (3.11)

l

Combinando as desigualdades (3.8) e (3.10) com (3.7) e usando Cauchy-Schwarz e Holder na

varidvel ¢/
! (¢ ! (4
My S Moll i+, [ e e+ e e, |Vt

1)) il ar
£ [ val gt

S Molly 4, lle o

~Y

_ _/
o I 5]l

e ] VO (3.12)

Para limitarmos as normas ||| , , e ||Vul| , , lembramos de (2.7) e (2.42), respectivamente, e
1 =X t =X

também notamos que as normas de u e v que figuram nestas desigualdades podem ser estimadas

por cima usando a desigualdade (2.5) do Lema 2.6. Logo existe uma fungdo g(¢’,p) continua e

crescente em ¢’ € em p tal que

HaHL;tLév HVMHL?L;? 500 g (tv H(M07VO)HH1X1L,1 + H(ﬁ07‘70)Hylel> : (3.13)

::gl‘z

Agora vamos estimar ||Vco||L4L4. Com efeito, usando a forma integral (3.5)
¢ Lx

. 6o
Vo = e”A/ZV(oOJri/ A2y Loy +mitdr
0

, r. /
_ e”A/ZVO)()—}—i/ et )A/Z{wvv+va+nVﬂ—{—ﬂVn}dt/
0

= eiZA/ZV(D() +hL+bL+15+14. (3.14)
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Logo, pelas estimativas de Strichartz, a desigualdade de Holder e imersdo de Sobolev, temos

HehA/zV(DOHL;lLfE Sz HV(DOHLz? (3.15)
”IIHL;;L§ 5 ||0)VV||L;1/3L;4(/3 SL‘O HVVHL?L)%HG)HLIQHU (3.16)
Il S 199000 Sy 1911 100 G.17)
gy S IV Sy 1V g G.18)
Il g 190,01 Sy 10190 (3.19)
eportanto
IVooll g0 Sey V@0l LIVl g0 + 12, TN o0 M]3 (3.20)

Mais uma vez, as normas de i e v que aparecem na desigualdade (3.20) podem ser estimadas por

cima como fizemos em (3.13), ou seja,
HVOJHL?L% Sco HV(DOHL%+g17’{H0)||Lt2L%+||n||L[2H'}' (3.21)

Portanto, combinando as desigualdades (3.12), (3.13) e (3.21) e notando que He—(f—ﬂ)/ﬂHLp <
(w/p)''P, p=>1,

Ny S Mol 480, 1V000L, +{ G, 1,482 0l + 1M} B22)
Usando (3.5) e raciocinando de maneira inteiramente andloga obtemos
2
1001 Sy 00,1 +81, V00l +{ Gy 8,482 Hl0l o + Ml b B23)

e portanto, usando a desigualdade elementar (a4 b)? < a® 4 b?

2 2 2 2 2 2
o, + I, <o o], + Mol + 2 [ Vool
2 2 2 2 /
+ {6 e, +al} [HI0R, +mZ el G2

Usando o Lema 1.1 (Lema de Gronwall) segue entdo a desigualdade (3.1) para k = 1. Vejamos
agora a mesma desigualdade para valores de kK > 2. Com efeito, usando a desigualdade integral de
Minkowski, lembrando que neste caso H* (RZ) ¢ uma dlgebra de Banach e usando a desigualdade
(2.4) da Proposicao 2.3

t , .
IOl S, ol [l + 1l o

t /!
< |m0||Hk +h,, A e (11 )/'u”(‘)Hdet/ (3.25)

Y
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onde

= (1009014 10,0 1) 010090 e+ 1 )y 3:26)
Analogamente,
t
I00)], 5, ool +h, [l + ] (327

Portanto, aplicando o Lema 1.1 (Lema de Gronwall) segue o desejado. [

Agora estamos em condicdes de provar os resultados de boa colocagdo global, utilizando

as ideias de interpolacao de operadores ndo-lineares.

Demonstragdo. (do Teorema 3) Fixemos T > 0. Pelo Teorema 2.1 a aplica¢do dado solugao
A HOR) x HYRY) — ° ([o, 77,50 (R?) % Hk(R2)>
(0, ¥) (0,775 vl [0, 77) (3.28)

¢ continua, onde s(k) é dado por (2.1) ou (2.2). Pelas Proposigdes 2.3 e 2.2, temos respectivamente

4@ gy i < €ur (10 IO s s k21 (3:29)

4@ g < € (1O i 1O W)y s k20 (330)
Também, pelo Teorema 3.1 temos que
14 =A@ W o < Cor (10 W)+ 1@ D) 109) = @9 B3D

para todo k > 1. Assim sendo, consideremos

B} = H" x H* Bl = H* < k!

B3 =C°([0, T] : H* x HX) B3 =C%([0,T] : H* ! x gL,
para k > 1 fixado. Fixemos s tal que k < s < k+ 1 e tomemos 6 = s —k € (0, 1). Lembrando que

A: B} — B?, i =0,1, é continua e usando o Teorema 1.8 (Observacdo 1.9), a Proposi¢ao 1.10 e

o Teorema 1.11, das desigualdades (3.29) e (3.31) concluimos

el <er(l©wl, )iewl, . (332

onde B}, = H* x H' e B} , — C([0,T] : H® x H*), k < s < k+ 1, para k > 1 fixado. Obtemos
portanto uma estimativa a priori na norma de H®* x H*, com k < s < k+ 1, com k > 1, para

solucdes de (S D). Analogamente, pondo

B} = H* x H B} = H*! x HF

B3 =C%([0, T] : H* x H¥) B3 =C%([0,T] : H**! x HY),

para k > 1, por (3.30) e (3.31), obtemos uma estimativa a priori em H*® x HF, parak <s < k+1.
Deste modo, aplicamos o Teorema 1.25 e estabelecemos o Teorema 3. [
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3.2 Boa colocacao global para o sistema (S D) em dimensaon =1

Como antes, precisamos de um resultado preliminar sobre a aplicacdo dado-solu¢do do

sistema (S D) em dimensdo n = 1, antes de aplicarmos interpolagdo.

Teorema 3.2. Seja T > 0. Se (u,v) e (i1, V) sdo solugdes do sistema (S D) em dimensdo 1,
associadas ao valores iniciais (uo, vo) e (ido, Vo), respectivamente, no intervalo de tempo [0, T|,

entdo para todo k = 2,3, ... existe uma fungdo C,,(p), continua e crescente em p e em t, tal que

H@@ M, < oy (1010,90) v s 110, 50) s t) I @0.M0)s e (333)

para todot € [0, T], onde o(t) = u(t) —i(t), n(t) = v(t) —v(t), @ = ®(0) e nop =n(0).

Demonstragdo. Fixemos T > 0. Sendo k > 1 e C,,(p) crescente em ¢ e em p, € suficiente

provarmos a seguinte desigualdade

(@) @), < Co, (w0, v0)l] 11,1 + 110, P0)] 1) H(@0:m0) 225 (3.34)

para todo ¢ € [0,7]. Lembrando que ® e 1 satisfazem as mesmas equagdes integrais (3.5) e (3.6),

temos que

t
0Ol,x Seo 0ol + [ 0l Il -+, Il . Yo
t
< ool + [ (Wl +lal, )40l + Il b (335)

e analogamente,
t
Ml Sepu Mol +/0 (el o + Nl ) o], @t (3.36)

Portanto, usando a estimativa (2.120), temos que

@), 2 Sepu [(@0:M0)] 2,5 +G0(t)/0t (@), n@)]l,,, .4, (3.37)

com
Go(t) ~y (V80 +00)e 1) 4 (/g + G0 ) e,

onde 0 e BO dependem das normas de i e Vo. Aplicando o Lema 1.1 (Lema de Gronwall) em
(3.37) obtemos o desejado, lembrando que Xo() € um polindmio em |[[uo|| . [|do||, [[voll ,, €
[[%oll,,, - O

Agora estamos em condic¢des de provar a boa colocagdo global.

Demonstragcdo. (do Teorema 4) Fixemos T > 0. Pelo Teorema 2.7 a aplicag¢ao dado solugdo

A . HY(R) x HY(R) — CO([O,T];H"(R)XH"(R)>
((l)»\lf) = (u|[O,T]7V’[O,T]) (338)
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€ continua, onde k > 2. Pela Proposicdo 2.8 temos que

1AW g < Cr (1O 1 IOV k220 (339)

Também, pelo Teorema 3.2 temos que

1460.9) =A@, 2 <Gor (1091 @D e ) 1090 = (T D)0

(3.40)
para todo k > 2. Assim sendo, fixemos k > 2 e consideremos
B} =1*xL? B} = H* x H*
e
B3=C([0,T]: L> x L?) B =C%([0,T] : H* x H¥),

Escolhendo A = (k—1)/k e ® = s/k, com k — 1 < s < k, nas notagdes do Teorema 1.8 (e

lembrando do Teorema 1.11 e a Proposi¢do 1.10), temos que

/ ' pJ k— k—
B, = [By:Bil,, = H YR) x H*(R)
B!, = [By,Bil,, = H*(R) x H'(R).

Lembrando que A € continua de B% em B% e de Bi , em B2, usando a Proposicdo 1.10 e o

Teorema 1.11, das desigualdades (3.39) e (3.40) concluimos que

vl <er(l0wl, )iewll, G

onde By , = H* x H® e B , — C([0,T] : H x H*), k— 1 < s < k, para k > 2. Obtemos portanto
uma estimativa a priori na norma de H* x H*, com k — 1 < s < k, para todo k > 2. O que mostra

o desejado. [
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4 MA COLOCAGAO DO SISTEMA (S D) NO CASO 1D

Neste capitulo provaremos os resultados de Ma Colocagdo. Seguiremos a abordagem
desenvolvida em [15] (ver também [32]). Em linhas gerais, mostramos que a aplica¢do dado-

solucdo niio pode ser C? se as regularidades s e / forem muito afastadas.

41 (C*-ma colocagio

O Teorema 1 estabelece a boa colocagao local para o sistema (S D) em dimensao 1. Como

consequéncia do método utilizado na prova deste Teorema, temos que a aplicacdo dado-solucdo

A: B — C%0,T];H® xH") (4.1)
(q)vW) = A((I)’W) = (u|[0,T}7v|[O7T]) = (A1(¢7W)7A2(¢7W))

é analitica (ver [1], Thm. 3), onde B, = {(0, W) € H* x H' : ||(0, W) || gzt < 1}, desde que (s,1)
pertenca a regido dada por (7). Sendo assim, vamos mostrar que o método utilizado ndo se
aplica em algumas regides que ndo satisfazem (7), verificando que em tais regides a aplicacao
dado-solucdo A nao € duas vezes Fréchet derivavel na origem. Neste caso, dizemos que o P.V.I. é
mal posto pelo método, ou mais simplesmente que o sistema (S D) é C2- mal posto. Para cada
t€10,T],

A" B, — H'xH' (4.2)
(0,9) = (A1(0,9),A5(0,¥)) := (A1(0,¥)(7),A2(0, W) (1))

¢ dito o fluxo do sistema (S D), lembrando que A1 (9, ) e A2(0, V) satisfazem as equagdes

A1(0,9)(t) = "2 +i /O DA A (0,9) () As (0, ) (1)t 4.3)

A2(0, ) (1) = ey + j—: /0 e A (0,4 (AT @) P (4.4)

t € [0, T]. Note que A" = Id. Neste ponto chamamos a atencio para o Lema 1.2 que é um
resultado elementar mas eficaz para obtermos contraexemplos nesta situagdo e em outras situa-
¢des similares, conforme podemos ver em [15]. A seguir provaremos os resultados de C2- M4

Colocagao para o sistema (S D) em dimensao 1.

Teorema 4.1. Suponhamos que o PVI. (S D) é localmente bem posto em H*(R) x H'(R). Se
(s,1) sdo tais que
I<—1/2 ou s<—1/4 ou 1-25s>1/2, (4.5)

entdo o fluxo A', para qualquert € (0, T|, ndo é C? na origem. Consequentemente a aplicacdo

dado-solugdo A ndo é C* na origem. (ver Grdfico 3)
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Demonstra¢do. Vamos provar algo um pouco mais forte: A’ nio é duas vezes Fréchet diferen-
cidvel na origem, para todo ¢ € (0, T|. Suponhamos, por contradi¢éo, que existe ¢t € (0, 7] tal que
D?A'(0,0) € £, = L(H® x H;C), i.e., D?A’(0,0) é uma aplicagio bilinear limitada. Entio,

0%A! ) , o
"a(q)?\lj)z (070) sl = HD A (0,0)”@ H(q)aW)HstHl, V(d),\p) cH xH , (46)
onde
9?A!
0.0) = D?*A'(0.0)- 2
TR (0,0): (0.¥)
4} A, )

- 070 ’ 0,0 . 4.7
<3(¢,W)2( ) a(q),\p)z( ) 4.7)

¢ a segunda derivada de Gateaux de A’ na origem. Para calcularmos a derivada em cada

componente de (4.7), lembrando das igualdades (4.3) e (4.4), devemos derivar os produtos
A]((I),W)Az((hlll) € Al(q)?\'])Al(q)vll[) Se (Al (¢7W>7A2(¢7W)> € H® x Hl’ com S7l > 1/2’ entao

estes produtos estdo em H* e em H', respectivamente e vale, por exemplo

A4} oA, 04
0,¥) a0, w) > o0, v)

na topologia de H* x H'. No entanto, esta regra nio vale, em geral, para qualquer (s,/) nas

(4.8)

condicdes (4.5). Para contornarmos esta dificuldade, tomamos dados suaves, digamos (¢, y) €
S(R) x S(IR) e pelo Corolario 1.23, (A1(0,W),A2(d,y)) € CO([0,T] : H" x H'?), para r{,ry >
1/2 suficientemente grandes. Deste modo, mostramos (4.8) em H'! x H? (dlgebra de Banach), e
lembrando que || - || g gyt < || - || 71 x 172, podemos justificar a igualdade acima na topologia de
H* x H'. Assim sendo, vamos mostrar que a desigualdade (4.6), para todo (¢, ) € S(R) x S(R),
nos conduzird a uma contradi¢cdo. Obteremos entdo cada componente em (4.7). Com efeito,
fixemos uma diregdo (0o, Yo) € S(R) X S(IR)

aeitA/Z eim/z(q) —i—t¢0) _ eim/zq) )
— 1 _ LitA/2 4.
a(q)O)\IIO) (q)?\V) IE;% P e ¢07 ( 9)
lembrando da linearidade do grupo. Portanto, pela regra do produto
aAzl itA)2 -/t i(t—t")A/2 aAzl/ t t aAtz/ /
— = ¢ +if € — A+ A =—=—|dt.
300 v0) ot 00.w0) > 1 (00,w0)
Analogamente,
aA’2 71/ 7\. ! (44l BA’/ 7
2 = —|—2—/e (=/igge | ———L A" ar'. (4.10)
(0o, Wo) Vo= s (o, wo) " !
Portanto, lembrando que A’{(O7 0) = A’z/ (0,0) =0, segue que
0A! -
—(0,0) = (€™ 2y, e M0 ) . 4.11
a((l)()uw())( ) < ¢0 WO) ( )
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Assim,

aZAtl r . / ) ’

- _9; i(t—=t"AJ2 | it AJ2  —t'/u /
a<¢07\|’0)2(070) 21/0 e {e q)() e \lf()}dl (412)

c

2 L t !/ -/ T A A

A 020,00 = o2 / e—<’—fW{e”A/2q>O-etf’A/2¢o}dt’. 4.13)

d(00,0)? uJo

Entdo de (4.6) segue que

Lo " /
‘ /0 ez(H )A/2{ezz A/Z(I)O'eft /,uwo}dt/

<04 0.0)] {190l + Iwoll,. }* 4.14)

HS

4 !/ ! T A A
/ e~ UL A2 oi'D2¢0 !

0 < [Ip?A"(0,0)] l19olly,. 4.15)

H!

para todo o, Yo € S(IR). Seguiremos agora com (4.14). Tendo em vista o Lema 1.2, consideremos
A,B,R C R, a serem escolhidos mais tarde, ¢, o tais que |0o| > (Y750 [Wol > () 'y, com
R—BCA, [0l S Iz  IIvoll,, < Ilxall2- Escrevendo & = & &, a norma no lado
esquerdo de (4.14) € igual a

1

[ / -/ -~ / ~
T |1 ¢ (e o )

L2

/te—t’/u/ <§>Seit’(§%—§2)/2$o(§1){l\fo(gz)daldﬂ
0 R

12

(4.16)

. ' e, ééﬂ% cos{ (28182 +E3)1' Y1, (E1)X, (E2)dE1dr’

Escolheremos os conjuntos A e B tais que para &) € A e &, € B tenhamos as seguintes estimativas

(28182 + 8| <1, ie. |cos{r(281&2+E3)} > 1/2

12

€148
DR

Deste modo, o lado direito de (4.16) é

=c(s,l,A,B). 4.17)

2 c(s,l,A,B)‘

~

! /
o *XB/ e~ hay
0 2
! !
= cotan){ [le i f e,
> ¢(s,1,A,B)u(1 —e~"/*)[R|'/?|B|. (4.18)
Sendo o lado direito de (4.14) < (|A|'/2 + |B|'/?)?, segue que

c(s,,A,B)u(1—e"/")|R|'?|B| < (JA]'/? +|B|'/?)2. (4.19)
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Vamos entdo escolher A, B e R adequadamente. Fixemos N > 0 suficientemente grande. Consi-

deremos
A=Ay = {& €R : |25 +N| < (100N())~'},
B=By = {E,€R : [E2—N| < (400N ()"},
R=Ry = {E€R:|E—N/2| < (400N (r))"'}.

Logo R — B C A, |A| = (100N (1))~ !, \Ry = |B| = (200N (¢))~!. Também, se {; c A e & € B
pondoa= —N/2,b=d = (200N{t))~!, ¢ = N no Lema 1.3 temos que

(€1) ~ (&) ~ (&1 +&) ~N
Portanto, @ ﬁ)
1+S2 _l
c(s,l,A,B) ~ @1) ) ~N7".
Também,

‘ ! +N‘ < 5/400.

|t H2§1§2+§2‘ = |t | 400N<t/> 400N<t/>

Deste modo, da desigualdade (4.19) obtemos
C(I)N_ZN_l/ZN_I <l,>—3/2 5 N_l,

e como N é arbitrariamente grande, devemos ter [ > —1/2.

Utilizaremos as mesmas ideias para trabalhar agora com a desigualdade (4.15). Consideremos
0o € S(IR) tal que O > ()" Xau_p com [[00]] ;6 < [[Xas_pll,.- onde A, B,R C R serdo escolhidos
mais tarde. Escrevendo &, = § — & o lado esquerdo de (4.15) € igual a

2\
pV2m

(€) fW/ (”/)/y/,;geiﬂg%/ 290(&1)e™ 2/ 200 (— &) dE 1 di’

12

gy ©)  wwg-g)p
/O ’ume/ﬂg <§1>S<§2>s Xau— (&I)X Aug(iz)dildt

>

Y

12

Z ’

(4.20)

o120 (&1 +&)! cos
/0 ) /R <§1> <§2> {t (&.32 E.:Z)}XA(&I)Xg(E,Z)déldt

12

Como antes, obteremos uma estimativa por cima para o fator

(SRR
&N (&)

de duas maneiras. Fixando N > 0. Na primeira maneira escolhemos

)"}
N~

cos{r' (&7 — &3)}

bl

A=Ay = {& €R : | —N| < (100N(
B=By = {&€R : [Ex+N| < (400N(t
R=Ry = {EcR: [E| < (400N (1))},
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temos que R—B C Ae|A|= (50N{t))~!, |B| = |R| = (200N {(¢))~'. Também, se &; € Ae &, € B,
temos que

1)~ (G ~N e (Ei+&)~(NTH~ 1

6~ B = [ +&allos ~al < gV < 5 < s o <1/2

Portanto, analogamente ao que foi feito para obtermos a desigualdade (4.19), obtemos
5(t)N725N71/2N71 <t>71/2 5 Nfl’

e como N > 0 é arbitrario, segue que s > —1/4. Agora, na segunda maneira, considerando

A=Ay = {& €R : [&+N|< (100N ()"},
B=By = {&€R : [&+N| < (400N(1))"'},
R=Ry = {Ec€R : [E4+2N| < (400N({t))"'},

temos que R—B C Ae|A|= (50N {t))~!, |B| = |R| = (200N {¢))~'. Também, se &; € A e &, € B,
temos que

(1) ~ (&2) ~ (G1+82) ~ N

€T —&| = &1 +&|&1 — & < 4N4OO§V<I> = 201<t> = 20(2t")’

Portanto, analogamente ao que foi feito para obtermos a desigualdade (4.19), obtemos

' <t/2.

e como N > 0 é arbitrdrio, segue que [ —2s < 1/2.

O

No préximo resultado, seguiremos as mesmas linhas da demonstra¢iao anterior. Serd
importante termos liberdade de escolha para ¢t € [0, T]: faremos # — 0 nas constantes c(t) e ¢(t)

que figuram nas estimativas anteriores.

Teorema 4.2. Suponhamos que o P.V.I. (S D) seja localmente bem posto em H*(R) x H'(RR). Se
(s,1) sdo tais que
|l —s| > 2,

entdo a aplicacdo dado-solucdo A, dada em (4.1), ndo é C? na origem. (ver Grdfico 4)

Demonstragdo. Se A for duas vezes Fréchet derivavel na origem, entio D?A(0,0) € £,(C([0,T] :
H* x H'): C) e paratodo t € [0, T] vale

< sup [DAY(0,0)|_ (0.1}, .o YO.WES(R). (421

. 1 )
H“‘XHI te[O7T] HexH

02A!
H3<¢,w>2(0’0)‘
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1
boa colocagao local
Legenda
O fluxo A’ ndo é C?

Grafico 3: Teorema 4.1

Lembrando das desigualdades (4.14), (4.15) e todas as reducdes feitas a partir delas, devemos

controlar as quantidades

€1+8&)°
2 4.22
<§1>5<&2> COS{Z( §1§2+§2)} ( )
e
€1+8)" 2
4.23
<£1> <§ > COS{l‘ (& &2)} ( )
respectivamente. Inicialmente, observamos que
c(t):/tet//“dt'Z/tl/2dt':t/2, se t <uln2 (4.24)
0 0
e também . .
&(t) = /0 o= gy — /0 gt > /2, se t < puln2. (4.25)

Com isto em maos, vamos estimar as quantidades (4.22) e (4.23). Fixemos N > 0 suficientemente

grande e consideremos
ty := 1/40N?
= {&eR: [&]<1/2},

{&2€R : & —N| < 1/4},
= {E€eR : |E-N|<1/4}.

~
I

N o>
]
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Temos que R—B C A, |A| ~ |B| ~ |R| =1/2,
c(t)=c(ty) 2 1/N* e &(t) =é(ty) 2 1/N?

G) ~ 1, (&)~ (E1+8) ~N

(28 +E) <1 e [E-E)I<1, ser <1/2.

Portanto,
(4.22) >N e (423)>N"*

e argumentando como na desigualdade (4.19) temos que

LNS_I<1 e LNI_S
N2 ~ N2 ’
ouseja, s —[/ <2el—s<2ie.,|s—1I| <2 O

boa colocagao local

A ap. dado-solucdo A nio é C?

QGrafico 4: Teorema 4.2

Observacao 4.3. O sucesso destes dois Teoremas se deve ao controle das quantidades

G148 o1 (28 +82)En) (4.26)

(€1)*(&2)’!
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l
%ws{t’ (&1 -&) ) (4.27)
(&1+&2)(E1-E2)

Temos que relacionar os indices (s,l), de alguma maneira, através destas quantidades. Para
explicarmos como isto foi feito, introduzimos a seguinte nomenclatura: uma frequéncia & é dita
ser alta e escrevemos || ~ N, se |§ — N| < N~L. Também, quando a frequéncia for dita baixa,
escrevemos |&| ~ 1, para exprimir que |&| < N~'. Note que a frequéncia fica cada vez mais
proxima de N (alta) ou 0 (baixa), quando N cresce. Através do Lema 1.3 transferimos esta
nomenclatura também para (€): || ~N < () ~Ne || ~1< (€) ~ 1.

Com respeito ao Teorema 4.1, dividimos em duas etapas. Analisando a 1* quantidade,

venos que:

(@) Se & e & forem baixas, controlamos o argumento que aparece no termo trigonométrico,

mas (&1 + &) ~ (€1) ~ (&) ~ 1 e ndo teremos nenhuma relagdo entre s e .

(b) Se &, é alta e &, é baixa, teremos &) + &, também alta e portanto um cancelamento com a

frequéncia & e mais uma vez ndo teriamos relacdo entre s e l.

(¢) Por outro lado, se & for baixa e &, alta, teremos &1 + &, alta, mas neste caso ndo consegui-

remos controlar o argumento (2&; +&»)&,, pois &, e a soma sdo altas.

(d) Com isto, restou estudarmos a interagdo & e &, altas, e foi o que fizemos. Para que o fator
2&1 +&, fique pequeno (da ordem de N~') basta considerarmos || ~ N /2 e |&;| ~ N com
&1 = =&, (simétricos). Controlamos (28 4 &,)Ey mas, infelizmente, perdemos o fator s,
pois (E1 + &) ~ (§1) ~ (Ey) ~ N, contudo ganhamos uma relagdo usando o denominador

da expressao.

Com relagdo a 2° quantidade, analisando como antes para obtermos uma relagdo entre

s e l, trabalhamos com:

(@) &1 +&; alta e & — &y baixa (i.e., ambas sdo altas e simétricas) ou

(b) &1 +& baixa e & — &, alta (i.e., ambas sdo altas mas com mesmo sinal).
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5 CONSIDERAGOES FINAIS

No que se refere a boa colocagao global do sistema Schrodinger-Debye, em dimensao
n = 1en =2 estamos estudando a viabilidade de aplicarmos as mesmas ideias desenvolvidas
neste trabalho em outros pontos da regido onde se conhece a boa colocagdo local. Pretendemos
estudar os métodos de interpolacdo no contexto dos espacos de Bourgain, afim de melhorar os

resultados obtidos nos Teoremas 3 e 4.

Ainda no intuito de obtermos resultados globais, precisamos de respostas afirmativas
sobre a boa colocacao local em regides que ndo foram cobertas em [13] e [14]. Pretendemos
seguir as ideias desenvolvidas em [1] e [21], construindo espagos de Bourgain modificados,
possibilitando argumentar com o Teorema do ponto fixo, como fizemos na Secdo 1.4. Estas
modificagcdes foram introduzidas em tais trabalhos afim de se obter estimativas bilineares nestes
novos espacos, uma vez que, no contexto dos espacos de Bourgain cldssicos, ndo mais consegui-
mos tais estimativas: em [13], por exemplo, encontramos alguns contra-exemplos em dimensao

n=1.

Com relagdo ao estudo da ma colocacgao, em nosso trabalho obtivemos resultados somente
em dimensdo n = 1. Pretendemos obter resultados andlogos também em dimensio n = 2. Além
disso, sabemos que em [1] foi desenvolvida uma teoria abstrata de boa colocagdo local e que
permite também responder em que regularidade H® a aplicagdo dado-solucdao deixa de ser
continua. Deste modo, estudaremos maneiras de adaptar estes resultados para o sistema (S D),

afim de passarmos os resultados de C2- m4 colocagio, aqui obtidos, para C°-m4 colocagio.



[1]

[2]

[3]

(4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

72

Referéncias

I. Bejenaru, T. Tao, Sharp well-posedness and ill-posedness results for quadratic
non-linear Schrodinger equation, J. Funct. Anal. 233 (2006), p. 228-259.

J. Bergh, J. Lofstrom, Interpolation Spaces: An introduction , Grundlehren der mathe-
matischen Wissenschaften 223: A Series of Comprehensive Studies in Mathematics,
Springer-Verlag (1976).

B. Bidegaray, On the Cauchy problem for systems occuring in nonlinear optics, Adv.
Diff. Equ., 3 (1998), p. 473-496.

B. Bidegaray, The Cauchy problem for Schrodinger-Debye equations, Math. Models
Met. Appl. Sci., 10, N° 3 (2000), p. 1-9.

J. Bona, R. Scott, Solutions of the Korteweg-De Vries equation in fractional order
Sobolev Spaces, Duke Math. Journal, 43, No. 1 (1976), p. 87-99.

J. Bourgain, Fourier transform restriction phenomena for certain lattice subsets and
application to the nonlinear evolution equations. I. Schrodinger equations. 11. KdV-
equation., Geom. Funct. Anal. 3 (1993), p. 107-156, p. 209-262.

J. Bourgain, Global solutions of nonlinear Schrodinger equations, Amer. Math. Society,
Colloquium Publications, 46 (1999).

X. Carvajal, P. Gamboa, Global well-posedness for the critical Schrodinger-Debye
system, Dynamics of PDE, 11 (2014), p. 251-268.

J. Colliander, M. Keel, G. Staffilani, H. Takaoka, T. Tao, Global well-posedness for
Schrodinger equations with derivative, SIAM J. Math. Analysis, 33 (2001) p. 649-666.

J. Colliander, M. Keel, G. Staffilani, H. Takaoka, T. Tao, Sharp global well-posedness
for KdV and modified KdV on R and T, J. Amer. Math. Soc., 16, No. 3 (2003), p.
705-749.

J. Colliander, M. Keel, G. Staffilani, H. Takaoka, T. Tao, Multilinear estimates for
periodic KdV equations and applications, J. Funct. Analysis, 211 (2004) p. 173-218.

A.J. Corcho, F. Linares, Well-Posedness for the Schrodinger-Debye Equation, Con-
temporary Mathematics, 362 (2004), p. 113-131.

A.J. Corcho, C. Matheus, Sharp Bilinear estimates and well-posedness for the 1-D
Schrodinger-Debye system, Diff. Int. Eq., 22 (2009), 357-391.



Referéncias 73

[14] A. J. Corcho, F. Oliveira, J. D. Silva, Local and global well-posedness for the critical
Schrodinger-Debye system, Proc. Amer. Math. Soc., 141 (2013), p. 3485-3499.

[15] L. Domingues, O Problema de Cauchy para um sistema Schréodinger-Benjamin-Ono,
Tese de Doutorado, Universidade Federal do Rio de Janeiro, Instituto de Matematica,
Rio de Janeiro (2015).

[16] G. Fonseca, F. Linares, G. Ponce, Global well-posedness for the modified Korteweg-De
Vries equation, Comm. in Partial Dif. Equations, 24 (1999), p. 683-705.

[17] J. Ginibre, Le probléeme de Cauchy pour des EDP semi-linéaires périodiques en
variables d’espace (d’apres Bourgain), Séminaire Bourbaki 796, Astérique 237 (1996),
p- 163-187.

[18] J. Ginibre, Y. Tsutsumi, G. Velo, On the Cauchy problem for the Zakharov System, J.
Funct. Anal. 151 (1997), p. 384-436.

[19] A. Griinrock, New applications of the Fourier restriction norm method to wellpo-
sedness problems for nonlinear evolution equations, PhD Thesis, Dem Fachbereich
Mathematik der Bergischen Universitit- Gesamthochschule Wuppertal, (2002).

[20] C. Kenig, G. Ponce, L. Vega, Quadratic forms for the 1-D semilinear Schrodinger
equation, Trans. Amer. Math. Soc., 348 (1996), p. 3323-3353.

[21] N. Kishimoto, Well-posedness of the Cauchy problem for the Korteweg-de Vries
equation at the critical regularity, Diff. Integral Eq., 22 (2009), p. 447-464.

[22] J.-L. Lions, J. Peetre, Sur une classe d’espaces d’interpolation, Inst. Hautes Etudes
Sci. Publ. Math., 19 (1964), p. 5-68.

[23] F. Linares, G. Ponce, “Introduction to Nonlinear Dispersive Equations”, Universitext.
Springer, New York, (2009). (ISBN 978-0-387-84898-3)

[24] D.S. Mitrinovi¢, J. E. Pecari¢, A. M. Fink, Inequalities for Functions and Their

Integrals and Derivatives, Kluwer Academic Publishers, 1994.

[25] H. Movljankulov, A. Filatov, Ob adnom priblizennom metode postroenija resenii
integral’ nyh uravnenii, Tr. In-ta Kibern, AN UzSSR, Tashkent, 12 (1972), 11-18.

[26] A. C. Newell, J. V. Moloney, Nonlinear Optics, Addison-Wesley (1982).
[27] J. Peetre, A theory of interpolation of normed spaces, Notas de Matematica, 39.

[28] R. Santos, Boa colocacdo global do problema de valor inicial associado a equagdo
modificada complexa de Korteweg-De Vries, Dissertagdao de Mestrado, Universidade

Federal do Rio de Janeiro, Instituto de Matematica, Rio de Janeiro (2011).



Referéncias

74

[29]

[30]

[31]

[32]

T. Tao, “Nonlinear Dispersive Equations: Local and Global Analysis”, CBMS Re-
gional Conference Series in Mathematics, 106, the American Mathematical Society,
(2006). (ISBN: 0-8218-4143-2)

L. Tartar, Interpolation non lineaire et régularité, J. Funct. Anal. 9, (1972), p. 469-489.

L. Tartar, “An Introduction to Sobolev Spaces and Interpolation Spaces”, Lecture
Notes of the Unione Matematica Italiana, Springer-Verlag Berlin Heidelberg, 3, (2007).

N. Tzvetkov, Remark on the local ill-posedness for KdV equation, C. R. Acad. Sci.
Paris Sér. I Math., 329 (1999), p. 1043-1047.



	Folha de rosto
	Dedicatória
	Agradecimentos
	Epígrafe
	RESUMO
	ABSTRACT
	Sumário
	INTRODUÇÃO
	PRELIMINARES
	Resultados Elementares
	Operadores não-lineares e interpolação de espaços de Banach
	Espaços de Bourgain
	Sobre a Boa Colocação em espaços de Bourgain

	ESTIMATIVAS À PRIORI E SOLUÇÕES GLOBAIS 
	Estimativas à priori no caso 2D
	Estimativas à priori no caso 1D

	INTERPOLAÇÃO NÃO-LINEAR E SOLUÇÕES GLOBAIS
	Boa colocação global para o sistema (S D) em dimensão n=2
	Boa colocação global para o sistema (S D) em dimensão n=1

	MÁ COLOCAÇÃO DO SISTEMA (S D) NO CASO 1D
	C2-má colocação

	CONSIDERAÇÔES FINAIS
	Referências

