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Resumo

A proposta deste trabalho é o estudo do problema de valor inicial e de fronteira para o
sistema de Schrodinger-Korteweg-de Vries e para uma certa classe de equagoes de Schrodinger
com termos nao lineares de ordem quadratica, ambos definidos na semirreta real. Em cada
um dos casos obtemos resultados de boa colocacgao local em espacos de Sobolev com baixa
regularidade. Os argumentos utilizadas para provar os resultados obtidos baseiam-se em
técnicas recentes desenvolvidas por Kenig, Colliander e Holmer no estudo de problemas simi-
lares relacionados as equacoes de Korteweg-de Vries e de Schrodinger, com nao linearidade
do tipo |u|* tu.

Palavras-chave: Problema de valor inicial e de fronteira, sistema de Schrodinger-Korteweg-

de Vries, equacoes de Schrodinger, semirreta.



Abstract

The purpose of this work is the study of the initial-boundary value problem for the
Schrodinger-Korteweg-de Vries system and for a class of quadratic nonlinear Schrodinger
equations, both defined in the half-line. In each case, we obtain local well-posedness results
in Sobolev spaces with low regularity. The arguments used to prove our results are based on
the techniques developed by Kenig, Colliander and Holmer to study the related problems for
Korteweg-de Vries and nonlinear Schrodinger equation with non-linearity |u|* lu.

Key-words: Initial-boundary value problem, Schrodinger-Korteweg-de Vries system, Schro-

dinger equation, half-line.
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Introducao

Modelos dispersivos nao lineares aparecem em varios ramos da Fisica-Matematica, como
por exemplo, em mecanica dos fluidos e mecanica quantica. Seus representantes mais famosos

sao dados pela equacao de Korteweg-de Vries (KdV):
o (z,t) + 02v(x,t) + vdu(z,t) =0, x,t € R,
e pela equag@o nao linear de Schrodinger (NLS):

i0pu(z,t) + 2u(w,t) = Blu(z, t)|* Tu(z,t), a>1, BER, (v,t) € R* xR.

O estudo matematico da dinamica desses modelos tem atraido o interesse da comunidade
matematica nas tultimas décadas. Em particular, o problema de entender a boa colocacao
local (BCL) para o problema de valor inicial (PVI) em R, relativo a esses dois modelos
classicos, tém sido estudado de forma bastante ampla e com um nivel significativo de avango
no momento atual. De forma mais precisa, os PVI associados as equacoes KdV e NLS sao
definidos, respectivamente, do modo seguinte:

O + Pv+vd,v =0, (z,t)€Rx(0,T),
o(e.0) = wl(),  zeR,

i0pu + 0%u = Bulul*~t, (z,t) € R x (0,7),
u(z,0) = ug(x), z € R,

onde os dados iniciais g, vg sdo considerados num espago de Sobolev H*(R) com s € R.

A escolha desse ambiente funcional para colocar os dados iniciais é natural ja que existem

quantidades fisicas conservadas pelo fluxo de ambos modelos, bem definidas nos espagos de



Sobolev, para alguns valores de s € R. Além disso, as correspondentes partes lineares de
ambos modelos possuem estrutura de grupo unitario continuo nesses espacgos. Para uma
leitura bastante detalhada sobre o histérico e estado atual do avanco das pesquisas sobre

esses problemas o leitor pode consultar os textos [33] ou [39)].

Por outro lado, desde ponto de vista pratico, as equagoes que regem os modelos e
nem sempre estao associados a modelos fisicos que obedecem a problemas de valores iniciais
definidos em R. De fato, problemas de valor inicial e de fronteira (PVIFs), definidos na
semirreta, aparecem naturalmente em situacoes da Fisica-Matemaética. Por exemplo, quando
uma sequéncia de ondas é gerada por um aparelho, o qual é colocado na extremidade de um
canal (veja [47]), a configuracao fisica de tal situagao é modelada pelo seguinte problema de
valor inicial e de fronteira (PVIF) associado & equacao KdV:

O + Bv+vd,v =0, (x,t) € (0,00) x (0,7T),
(3) v(x,0) = vo(x), x € (0,+00),

v(0,t) = g(t), te(0,7),
onde a variavel x é proporcional a distancia ao longo do canal, o ponto x = 0 é um ponto
proximo de onde o gerador de ondas estd situado, a variavel ¢ é proporcional ao tempo
decorrido, sendo o tempo inicial considerado no momento que a superficie da dgua esta
em repouso e o gerador de ondas ¢é ativado e a solugdo v(z,t) é proporcional ao desvio da
superficie livre no ponto z no instante de tempo ¢. Para cada tempo t, o valor g(t) ¢ a medida
do desvio da superficie livre com respeito a sua posigao inicial em z = 0, no tempo t. Em [3]

pode ser encontrado maiores detalhes sobre este modelo.

Outro problema classico é o PVIF associado a NLS:

i0yu + O*u = Bulu|*™t, (x,t) € (0,00) x (0,T),
(4) U(ZL‘, 0) = uO(x)7 U (07 +OO),
u(0,t) = f(t), te(0,7).

As técnicas matematicas usadas para tratar o PVI em R nao podem ser aplicadas dire-
tamente na semirreta para obter resultados analogos de boa colocacao. Por tal motivo, a
teoria para os PVIFs e tem avancado de maneira mais lenta, quando comparado com

a teoria de problemas de valor inicial dos respectivos modelos em RR.



A seguir comentamos os principais resultados conhecidos referente aos PVIFs (PVIFs) (3))

e . Na maior parte da literatura, estes problemas aparecem com as seguintes hipdteses:

(ug, f) € H*(RY) x H™%" (R),

(vo, g) € H¥(RY) x H'5 (R"),

onde a escolha dessas configuragoes iniciais em tempo e espaco vem do comportamento das

equacoes lineares de Schrodinger e Korteweg-de Vries em R. De maneira mais precisa, sejam

itd2 —t93
e’ e e 7,

respectivamente, os grupos de operadores que resolvem as equagcoes lineares de Schrodinger
e Korteweg-de Vries em R, entao o efeito suavizante do tipo Kato para cada um estes grupos

¢ dado pelas desigualdades:

v (8)e™= ||

oy <l

LOOH Hs(Rt),

4 ()%

et gy = ClOlm@s)

Devido a existéncia de tragos ha necessidade de assumir as seguintes condicoes de compati-

bilidade:

u(0) = f(0), ses>1/2,
v(0) =g(0), sek>1/2.

I.1 Resultados para o PVIF (3

O estudo matematico do PVIF comegou com Ton em [37], que obteve resultado
de existéncia e unicidade no caso em que uy é suave e g(t) = 0. Em [4] e [5] Bona e

R*) para

Winther mostraram existéncia e unicidade global nos espacos H¥(RT) x H Hl(

k € Z*. Mais tarde, fazendo uso do operador transformada de Laplace, Bona, Sun e Zhang
(ver [6]) obtiveram resultados de boa colocacio local em H¥(R*) x H's (R*) para k > g,

Por outro lado, em [I1], Colliander e Kenig, introduziram uma técnica baseada na Integral

3



Fracionaria de Riemann-Liouville e trataram do PVIF para equacao de KdV modificada e,
em particular, obtiveram resultados de boa colocacao local para (B]) em L*(R*) x HY?3(R*),

mais precisamente eles provaram o seguinte resultado:

Teorema A (Colliander-Kenig, 2002). Sejam vy € L*(R*) e g € HY3(RY), entdo existem
um tempo positivo T', dependendo da soma ||vol|L2@+) +g|l r1/3r+), € wma solugdo v do PVIF

(@), no sentido das distribuicoes, tal que v € C([O,T]; LQ(RJF)). Além disso, a aplicacao
(UO7 g) = U('a t)a

que leva dados iniciais e de fronteira na solucao do problema € localmente Lipschitz continua

de L*(RY) x H3(RY) em C([0,T] : L*(R")).

O artigo [I1I] pode ser visto como o primeiro trabalho que apresentou uma técnica de
carater bastante geral para obter solugoes de problemas de valores iniciais e de fronteira para
equagoes dispersivas nao lineares. A técnica consiste em substituir o PVIF ({3]) por um PVI,
definido em R, acrescido de um termo forcante, isto é,

(5) 0(x,0) = vo(x), r € R,

{ata + 030 + 00,0 + So(2)h(t) =0, (2,t) € R x (0,T),

onde 7, é uma boa extensao de vy a toda sobre R e 9y é a distribuicao delta de Dirac
concentrada em zero. A func¢do h é escolhida de modo a se ter ©(0,t) = g(t) para todo
t €[0,T). Apéds a construgao da solugao o(z,t) de (5]), a solugao v do PVIF ¢ obtida por

restricao, ou seja, v(x,t) = 0(x,t)|(0,400)x(0,7)-

Também ressaltamos que em 2004, no trabalho [14], Faminski obteve boa colocagao global
para k > 0 no espaco H*(R*) x H5 (R*). Recentemente, em 2006, Holmer (ver [23])
melhorou a técnica de Colliander e Kenig, ao estudar o PVIF , abordando também o caso
da semirreta a esquerda, isto é, considerou o seguinte PVIF"

O + v + vdv = 0, (x,t) € (—o00,0) x (0,7),
(6) v(z,0) = vo(z), z € (—00,0),
v(0,t) = g(t), 0,v(0,t) = h(t), te(0,T).
Neste ponto, é importante justificar o porqué para o PVIF @ ¢é necessario usar duas condi¢oes

de fronteira ao invés de somente uma, como usado no problema na semirreta R*. Para

4



entender isso, consideramos v(z,t) uma solugao suave para a equagao linear de KdV em R,
isto é,

(0 + )v(x,t) =0, z,t €R.
Multiplicando a equagao por v(z,t) e integrando por partes obtemos para todo 7" > 0 as

igualdades

(7) /0 T e T — /O T 0V + /0 ' [20(0.)820(0,1) ~ (@000, 0))?] a

(8) / D (e TV = / D R, 0)d — /0 TPv(o,t)agu(o,t)—(amv(o,t))ﬂdt.

—0o0 —00

Agora notamos os seguintes fatos importantes: se assumimos que v(z,0) = v(0,t) = 0
para quaisquer z > 0 e 0 < t < T, podemos concluir de que v(z,T) = 0 para todo = > 0,
i.e., terfamos a unicidade das solugées. Por outro lado, assumindo que v(z,0) = v(0,¢) =0
para quaisquer x < 0 e 0 < t < T, a igualdade nao é suficiente para concluir que
v(x,T) = 0, dai acrescentando a hipé6tese adicional 9,v(0,t) = 0, podemos garantir que

v(z,T) = 0, consequentemente obtemos a unicidade.

A seguir resumimos os resultados obtidos por Holmer em [23] para os problemas e @:

Teorema B (Holmer, 2006). Considerar k € (—2,1) U (

N

).

bl

N | =

(a) Sejam vy € H¥(R') e g € H%(Rﬂ e suponha, além disso, que temos a condi¢ao
de compatibilidade v(0) = f(0) quando k > 1/2. Entdo, existem um tempo positivo

T, dependendo de ||vo|| gr@+) + Hg||H%( e uma solugio v de (ﬁ) no sentido das

R+)’
distribuicoes tal que v € C([O,T]; Hk(R+)). Além disso, a aplicagdo (vg, g) — v que
leva dados iniciais e de fronteira na solucio € analitica de H¥(RT) x H%(RJF) em

C([0,T]; H*RT)).

(b) Sejam vy € H*(R™), g € H%(Rﬂ e h € H3(RY) e suponha, além disso, que temos
a condigdo de compatibilidade v(0) = f(0) quando k > % Entao, existem um tempo

positivo T, dependendo de ||vo| grr—y + |9l 141 : + [|A| e uma solugdo v

k
H™ 3 (Rt H3 (RT)’



de (@ no sentido das distribuicoes tal que v € C’([O,T]; Hk(R+)). Além disso, a

aplicagao (vo, g,h) — v que leva dados iniciais e de fronteira na solugao é analitica
H*(R™) x H'5 (RY) x H3(RY) em C([0,T]; H*(R")).

Para provar o Teorema B o principal ingrediente usado por Holmer foi a definicao de uma

familia de operadores forcantes de fronteira que generaliza o operador forcante e de fronteira

que foi introduzido no trabalho de Colliander e Kenig.

1.2 Resultados para o PVIF

No caso do PVIF associado a NLS existem resultados similares, alguns dos quais apre-

sentamos a continuacao.

Seja 2 C R™ um dominio limitado ou ilimitado, com fronteira 02 suave. Consideramos o
PVIF:
O+ 620 = Bulul*t, (2,8) € @ x (0,T),

9) u(z,0) = up(x), r €,
u(z,t) = f(x,t), red, te(0,T).

No caso em que f =0 o PVIF (9) foi considerado nos trabalhos [8], [40], [41], [42] e [45].
Em [36] foi obtido um resultado de existéncia global para f € C3(99), ug € H'(Q) e no
caso em que [ > 0. As solucoes globais foram obtidas como limite de solucoes de problemas

aproximados, apds varias estimativas a priori terem sido obtidas.

Com relagao a semirreta (2 = RT), Bu e Carolle, utilizando técnicas de semigrupo e
estimativas a priori, provaram em [9] que quando uy € H*(R") e f € C*(R") com u(0) = f(0)
o PVIF tem uma solucdo global u € C'(RT; L2(RT)) N C(RT; H*(RT)), nas seguintes
situagdes dos parametros: (a, ) € (3,400) X RT e @ = 3 com qualquer 5 € R. Nesse
trabalho, a continuidade com respeito as condigoes iniciais nao foi discutida. Posteriormente,

em [22], Holmer aplicou as técnicas de Colliander e Kenig para obter o seguinte resultado:

Teorema C (Holmer, 2005). Dado 0 < s < %, definimos of = 5{:3;



(a) Caso subcritico: Sejam0§s<%62§a<0z: 0u%<s<362§0z<oo.
2s+1

Suponha que ug € H¥(RT) e f € H 1 (RT), com u(0) = f(0) quando s > %. Entao,

existe um tempo positivo T > 0, dependendo de ||uol| gs@+) + ||f||H%(0 y € Uma

solugao distribucional u € C’([O,T]; HS(R+)) para o problema tal que, a aplicacdo

(uo, f) — u, de H*(RT) x HT (R*) em ([0,T); H*(RY)), que leva dados iniciais

e de fronteira na solugao u(-,t), € localmente Lipschitz continua. Além disso, para

% <s < % a solugcao € unica.

2541

b) Caso critico: Seja 0 < s < % ea = a*. Suponha que ug € H¥(R*) e f € H 4 (RT).
2 s

Entao, existem um tempo positivo T > 0, dependendo de uy e f, e uma solug¢ao
distribucional v € C([0,T]; H*(RT)) de tal que, a aplicagcao (ug, f) — u, de

H(RY) x H*1 (RT) em ([0,T]; H*(R")), que leva dados iniciais e de fronteira na

solugao € localmente Lipschitz continua.

A prova do Teorema C envolve a introdugao de um operador forcante anilogo ao de
Colliander e Kenig, combinando as propriedades do mesmo com as técnicas da prova classica
da boa colocacao local do correspondente PVI , baseado em estimativas de tipo Strichartz

e esquema de ponto fixo (veja [10]).

1.3 Objetivos de Pesquisa

Neste trabalho, temos como principal objetivo aplicar o método introduzido por Colli-
ander e Kenig em [I1] para resolver alguns PVIFs associados a certos modelos dispersivos
definidos na semirreta, que até o atual momento somente tem sido estudados no contexto de

PVI em R.

O primeiro modelo a ser considerado é o sistema Schrodinger-Korteweg-de Vries (NLS-

KdV), dado pelo acoplamento nao linear da equagao de Schrédinger com a KdV:

(10) {z‘@tu+8§u = auv + Sulul?,

v + B3 + 50,07 = 10, (|ul?),

onde a, 8 € R, u = u(x, t) toma valores complexos e v = v(x,t) toma valores reais. O PVI de



em espacos de Sobolev, dado pelas equacoes com as condicoes iniciais verificando
(11) (u(z,0),v(z,0)) € H*(R) x H*(R)

tem sido estudado nas ultimas décadas. Aplicagoes fisicas e resultados para o PVI —
podem se encontrados em [2], [12] [16], [20], [24], [25], [35], [43] e [46].

O primeiro de nossos objetivos sera estudar o PVIF vinculado ao sistema de Schrodinger-
Korteweg-de Vries (NLS-KdV) tanto no caso da semirreta positiva (R*) como negativa (R™),
em outras palavras, estudaremos os problemas:
i0yu + 0*u = auv + Bulul?, (x,t) € (0,400) x (0,7),

v + Pv + 30,07 =70, (|u?),  (x,t) € (0,00) x (0,T),
u(z,0) = uo(z), v(,0) = vo(), = € (0,0),
u(0,t) = f(t), v(0,t) = g(t), t e (0,7),

e seu analogo na semirreta negativa:

S
(12) <

i0u + 02u = auv + Bulul?, (x,t) € (—00,0) x (0,7,
(13) Opv + v + 50,07 = Y0, ([ul?), (z,t) € (—00,0) x (0,T),
U(ZL‘,O) = Uo(l‘), ’U(ZU,O) = "Uo(.T), LS (—OO, 0)7

uw(0,t) = f(t), v(0,t) = g(t), O,v(0,t) = h(t), te(0,T).
Denotaremos por NLS-KDV+ e NLS-KdV-, respectivamente, os problemas e .

A dificuldade de aplicacao das técnicas desenvolvidas por Kenig, Colliander e Holmer
radica em que teremos que fazer uma adaptacao adequada do método no sentido de introduzir
operadores forcantes adequados para obtermos a melhor regularidade possivel. Além disso,
no caso dos sistemas NLS-KdV+ e NLS-KdV- aparece uma complicacao técnica a mais,
que é o fato de termos a necessidade de obter novas estimativas que permitam controlar
adequadamente os termos de acoplamentos nao lineares, cujas iteracoes sao oriundas de

grupos dispersivos com caracteristicas diferentes.
Também sera nosso objetivo, estudar o PVIF para uma familia de equagoes nao lineares
de Schrodinger com termos nao lineares de tipo quadratico, isto é,

i0u — 0*u = Nj(u,u), (z,t) € (0,400) x (0,7), j=1,2,3,
(14) u(z,0) = ug(x), z € (0,+00),
u(0,t) = f(t), t e (0,7),
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onde N (u,u) = u?, Ny(u,u) =i or N3(u,u) = u.

Em particular, para este modelo teremos que deduzir estimativas analogas as realizadas
em [23], no contexto da KdV, para poder obter as regularidades esperadas em cada caso.

Para informagoes sobe o PVI correspondente em espagos de Sobolev, i.e.,

(15) {i@tu — 0%u=N,;(u,u), (x,t) eRx(0,T), j=1,2,3,

u(z,0) = up(x) € H*(R),
o leitor pode consultar os trabalhos [I], [30], [32] e [43]

Este trabalho é organizado do seguinte modo: no Capitulo [I] estabelecemos alguns pré-
requisitos necessarios que servirao de base para obter nossos resultados. O capitulo [2] é
dedicado ao estudo dos PVIF's e , onde faremos uma introducao mais detalhada do
modelo original, descrevendo historicamente como foram aparecendo os principais resultados
e apresentando de forma precisa os novos resultados obtidos na semirreta. No capitulo [3]
estudamos o PVIF , também fazendo uma introdugao mais precisa sobre o modelo e
apresentando os novos resultados. Por fim, listamos alguns trabalhos relacionados com a

pesquisa desenvolvida que encontram-se em andamento.



Notacoes

1, z€ A,
xal(x) ::{

0, z ¢ A
(z) 1, z >0,
sgn(z) =
& 0, <0
Para todo o texto vamos fixar uma fungao corte ¥ € C®(R) tal que () = 1 se

t € [-1,1] e supp ¢ C [-2,2].

(1 —10)* é o limite no sentido das distribuigodes, lim,_,o+ (7 — 77)*.

Para numeros positivos a e b, a notagao a < b significa que existe uma constante
positiva ¢ tal que a < ¢b e a notagao a ~ b significa que a < be b < a. Ja a notacdo

a << b significa que existe uma constante grande C' de modo que Ca < b.
(a) =1+ |al.

S(R™), denota os espago de Schwarz em R”.

S’(R™), denota o dual topoldgico de S(R™).

V.p. % denota a distribuicao temperada valor principal de %, isto é,

v.p. é(d)) —tim [ 2D s sm).

e—0 |$|>E i

C ([0, T); X ) denota o espago das fungdes continuas em [0, 7] com valores em um espago

de Banach X, munido da norma ||u||c([0’T};X) = Supyeqo.r [ 1) |lx-

lullx,xx, = |Jullx, + [Jullx,, onde X; e X5 sao espagos de Banach.
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Parau = u(z) € S(R"), definimos a transformada de Fourier de u por @ =[5, e”*u(x)dx

e a transformada de Fourier inversa por 4(z) = gy Jgn € *0(£)dE.

Parau = u(z,t) € S'(R?), a(¢, 7) denota sua transformada de Fourier no espago-tempo.
Fou(é,t) e Fy(x, ) denotam as transformadas de Fourier de u na varidvel do espago e

tempo, respectivamente.
Oku denota a derivada parcial de u, na variavel z de ordem k.

€):=1+(¢],se £ €R.

lell iy = 146)*(€) 2o

[l Hs(R) “— |||f|sﬁ(€)||L§(R)~
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Capitulo 1

Preliminares

Neste texto, presume-se o conhecimento sobre alguns conceitos e resultados elementares de
Teoria de Distribuicoes, Teoria da Medida, Anélise Funcional, Espacos de Sobolev e Anélise
Harmonica.

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados preliminares que serao utilizados com
certa frequéncia no decorrer do trabalho. Na Secao [1.1|apresentamos resultados basicos sobre
espacos de Sobolev em R*. Na Secao definimos os Espacos de Bourgain introduzidos em
[7]. Na Segao|l.3|apresentamos as principais propriedades do operador Integragao Fraciondria
de Riemann-Liouville. Na se¢ao(l.4]apresentamos algumas estimativas elementares que serao

utilizadas na demonstracao das estimativas nao lineares em espacos de Bourgain.

1.1 Espacos de Sobolev
Definigao 1.1. Para s > 0, definimos o espaco de Sobolev em Rt por
HRY) ={f=Flg+ : F € H*(R)}

e || fllas @) = inf || F|

Hs (R) .

Definicao 1.2. Seja s € R. Definimos o espago H{(R™) como o completamento de C§(R™)
sobre H*(R™).

Definigao 1.3. Para s < 0 definimos H*(R™) como o espago dual de Hy*(R").
O seguinte Lema trata de uma importante propriedade de H*(R"), quando —% <s< %
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Lema 1.1. Se 0 < s < 3, entdo [ fllms@ < cllfllgsm e 10flla-s@ < cllflli-s, ondec
depende somente de s e 1.
Demonstragao. Consultar o Lema 2.8 em [I1]. O

Lema 1.2. Se —3 < s <1 entdo ||xjo.00)f|| =) < €|l f]l1sm)-

Demonstracao. Veja o Lema 3.5 em [11]. O

Lema 1.3. Seja p € C®(R) tal que & é limitada. Entao, para f € HE(R"), com —oo0 <
s < 400,

£

e+ < | fllag @)

Demonstragao. Consulte a Proposicao 2.5 em [11]. O
Lema 1.4. Para s € (—o0, 1] 0 espago C°(R™) € denso em H*(R™).

Demonstracao. Consulte [38]. O

Lema 1.5. Seja —3 < s < 3. Se f € H{(R"), entao

| £l g @+y ~ [1f]

Hs(R)-
Demonstragao. Consulte as Proposigoes 2.6 e 2.7 em [11]. O
Lema 1.6. Se % <s< %, entao

H{(R™) = {f € H*(R"); f(0) = 0}.

Demonstracao. Veja a Proposi¢ao 2.4 em [11]. O

1.2 Espacos de Bourgain

Seja ¢ : R — R uma fungao mensuravel. Considere o seguinte PVI abstrato:

(1.1) {iatw — ¢(i0,)w = F(w); (2,1) € R x (0,T)

w(z,0) = wy(x), zeR.

13



Este problema pode ser reescrito na forma integral
t
w(t) = Wy(t)wy +/ Wy(t —t")F(w(t'))dt,
0

onde Wy (t) = e~ #900:) & o grupo unitdrio que resolve a equacdo linear associado a 1)

Defina X*(¢) como o completado do espago de Schwarz S(R?) com respeito & norma

[ullxso@gy = IWe(=t)ull g @ems vy

= QT Pule, Dl s
= & + 0(€) (&, N ls2zz.

Lema 1.7. Se —% <d<0<b<d+1, entio para w € X*>%(¢p) vale

[ ()W (t)wol

xsb(g) < cl|wollmsmw),

< cf|wllxsa.
Xh(9)

"1/1(75) /Ot Wyt —t)F(w(t'))dt

Demonstragao. Consultar [1§]. O

Lema 1.8. Sejam —% <V <b<0oul0<b<b< %, u € X*(¢p) e s € R. Vale a sequinte

estimativa

lorull o sy < T luf

Xt (@)

Demonstragao. Consultar [19]. O

Neste trabalho vamos adotar as seguintes notacoes: No Capitulousamos X va(é“?) _ xsb
e X*%(=£%) = Y*® e no Capitulo [3| usamos X*°(—¢£2) = X

Para o leitor interessado no método de Bourgain, fazemos referéncia ao trabalho [19)].

1.3 Integracao fracionaria de Riemann-Liouville

ta—l

Seja a € C tal que Re o > 0. A distribuicao temperada ﬁ é dada por:

(e o
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Integrando por partes, se Re a > 0, temos que
tafl

(1.2) T(a) ' {Fg—:;)} ’

o 1
para todo k € N. Esta expressao é usada, para estender +( j para todo a € C.
o 1

Analogamente, para o € C tal que Re a > 0 definimos a distribuicao temperada T(a) Por

(13) (£ 1) =1 |0 st0a

Uma mudanca de contorno, prova que

(1.4) [f}z;}(f) _ 3 o),

onde (7 —i0)~® é o limite no sentido das distribuigoes.

Além disso, se a ¢ Z, temos

t()! 1 )
(15) |:I‘4(>Oé):| (7-) 6_1/27(0‘ + 61/27“17__—01

onde 7, e 7_ sdo as distribui¢oes dadas em ([1.2)) e (1.3)).

Definicao 1.4. Se f € C{°(R"), definimos
tafl

I(a)

I.f = x f.

Portanto, se Re a > 0,

T.f(t) = ﬁ / (t — 5)° " f(s)ds

Iof = f, T f( fo s)ds, T_1f = f"eZL,Zs=Tuip.
A seguir enunciamos alguns Lemas que descrevem certas propriedades do operador in-
tegracao fracionaria de Riemann-Liouville Z,, para a prova destes resultados o leitor deve

consultar [23].
Lema 1.9. Se f € C°(R"), entdo Z,f € C°, para todo o € C.
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Lema 1.10. Se 0 < a < oo e s €R, entao

(1.6) 1 Z-ah]

Lema 1.11. Se0<a <o eseR, ue C§° entao
[1Zah| mys) < cllhll gs=o @),

onde ¢ = c(p).

-1

Para mais detalhes sobre a distribuicao b

NORSE [15].

1.4 Desigualdades Auxiliares

A seguir vamos obter uma série de estimativas elementares que serao fundamentais para

provarmos as estimativas nao lineares em espagos de Bourgain.

Observacao 1.1. Um ponto importante € que neste trabalho nao podemos utilizar os cdlculos

técnicos usados em [30], [12] e [46]. Com efeito, nestes trabalhos os autores utilizaram os

1

espagos de Bourgain com b > 5. Como em nossa abordagem utilizaremos os operadores

forcantes de fronteira introduzidos em [11|], somos for¢ados a trabalhar com os espagos de

Bourgain X**(¢) com b < 3.

Lema 1.12. Se b > %, entao

/°° dx <
c.
oo (g + T + g + 23)° T

Demonstragao. Consultar [2]. O

Lema 1.13. Se b > %, entao

/°° dx <
c.
oo (0 + a1 + 22)0 T

Demonstragao. Consultar [13]. O

16



Lema 1.14. Sejam 0 < a_ < ay, tal que a_ + ay > %, entao existe uma constante ¢ =

c(a_,ay), independente de s, tal que

a6 = [ a < els)™;

{y — s)%+ (y + 5)%-

onde a =2a_ —[1 —2ay], e
A, se A >0,
(1.7) A+ =<0, seX<0,
€, seA=0,

com € > 0 podendo ser tomado arbitrariamente.

Demonstracao. Consultar [13] ou [18]. O

Lema 1.15. Se }1 <b< %, entao

/°° dx - c
oo (=) {x — B)2 T (o — )41

Demonstragao. Decorre do Lema com § = 0‘2;6, a_ = a, = 4b. De fato,

/°° dx B /°° dx
B e R Gl c) E Y S PSR E Y (o 1

B /°° dx
—oo (T + —_a2+ﬁ>2b<a: + QT_ﬁ>2b

< c
= g
O
Lema 1.16. Se % <b< %;
o dx c
(@ — )1y — )2 < (o — By6-2"
Demonstra¢ao. Decorre do Lema com s = O‘%B, a_=4b—1e a, = 2b pois
/°° dx B /°° dx
(= ) — B)2 oo (T aTJrB — )1z + # — B)2b
B /Oo dr
oo (T + %‘*‘ﬂylb—l(x + #yb
O
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Lema 1.17. Se % <b< %, entao

/°° dx < c
o (o |z =) (4 | = B)* T (o= B))52

Demonstracao. Decorre do Lema através da mudanca de varidvel 2’ = .

Lema 1.18. Se % <b< %, entao

/°° dzx < 1 c
G P Gt [ B S [ (1 e

Lema 1.19. Se b < L entao

27
d 1 2—4b
/ T 1 §c< +ﬁ)1 ‘
el<p (2)* o — 2|2 ()2

Demonstragao. Consulte o Lema 5.13 em [23].
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Capitulo 2

O PVIF para o sistema NLS-KdV na
semirreta

2.1 Introducao e histérico do modelo

O sistema de Schrodinger-Korteweg-de Vries (NLS-KdV) é dado por

i0yu + 0*u = auv + Bulul?, (x,t) e R x (0,7),
(2.1) o + OBv + 30,0 =70, (|u?),  (x,t) e Rx (0,T),

u(z,0) = up(x), v(z,0) =v9(x), z€R,
onde u = u(x,t) toma valores complexos e v = v(x,t) toma valores reais e o, e 7y sdo
constantes reais.

No contexto fisico, o sistema modela a interacao entre ondas curtas, u = u(z,t), e longas,
v = v(x,t), e aparece em mecanica dos fluidos e na fisica de plasmas. O caso f = 0 surge
nas iteracoes ressonantes em varios meios; como por exemplo, na modelagem de ondas de
tipo gravidade-capilaridade, na fisica do plasma e em sistemas de redes diatomicas. Para tais
aplicagoes indicamos as referéncias [16], [20], [24] e [35].

No contexto matematico o problema vem sendo bastante estudado nas tultimas trés
décadas. A seguir comentaremos alguns resultados significativos para o PVI .

Em [43] Tsutsumi provou que para condicdes iniciais (uo, vo) € H*t2(R)x H*(R), com s €
Z*, o problema é globalmente bem posto nesse espaco. Em seguida Guo e Miao [25] provaram
no caso ressonante ( = 0) que o problema é globalmente bem posto em H*(R) x H*(R) para
s € Z*. Mais tarde, Bekiranov, Ogawa e Ponce [2], no contexto dos espagos de Bourgain,

obtiveram boa colocacio local em H*(R) x H*"2(R) para s > 0. Fazendo um estudo do
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sistema em 2007, Corcho e Linares em [12], obtiveram o resultado a seguir, bastante geral

em termos de regularidade.

Teorema D (Corcho-Linares, 2007). Sejam s > 0 e k > —3/4. Para todo (ug,vy) € H*(R) x
HY(R) tal que

(i) s—1<k<2s—1/2 se 0<s<1/2,
(ii)) s—1<k<s+1/2 se s>1/2,
o problema ¢ localmente bem posto.

Para provar o Teorema @ os autores utilizaram o cldssico método de Bourgain (espagos
da restri¢ao de Fourier), adaptando as idéias desenvolvidas por Ginibre, Tsutsumi e Velo em
[18], no contexto do sistema de Zakharov. O ponto chave da prova do resultado foi a obtengao
de estimativas bilineares em espacos de Bourgain, referentes aos termos de acoplamento uv
e 0;(Ju|?). Posteriormente Wu em [46] refinou as estimativas de Corcho-Linares e obteve o

seguinte resultado:
Teorema E (Wu, 2010). Para todo (ug,vo) € H*(R) x H*(R) tal que

(z')k>—%, k<4s e s—2<k<s+1, para =0,

(i) k>—=2 s>0, k<4s ¢ s—2<k<s+1, para 3 #0,
o problema ¢ localmente bem posto.

Posteriormente Guo e Wang [26], em 2010, obtiveram boa colocagao local na regularidade

L*(R) x H~%*(R), fazendo uso de uma adaptacdo do espaco de Bourgain.

Neste capitulo vamos considerar as seguintes formulagoes do PVIF para o sistema NLS-
KdV nas semirretas a direita e & esquerda. Na semirreta a direita RT™ = (0, +00), vamos
considerar o modelo
i0yu + 0%u = auv + Bulul?; (z,t)
O + 030 + 30,0 = 9, (|ul?); (z,t)
u(z,0) = ug(x), v(x,0) =vo(z), x€(
u(0,1) = f(t), v(0,t) = g(t), t

(0, +00) x (0,7,
(0, +00) x (0,7),

m m

(2.2)
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e na semirreta a esquerda R~ = (—o00,0), vamos considerar o modelo

i0yu + 0*u = auv + Bulul?; (z,t) € (—00,0) x (0,7),
(2.3) v + v + 30,0* = 0, (|ul?); (z,t) € (—00,0) x (0,7,
‘ u(,0) = up(x), v(,0) = o). re (—20,0).

u(0,t) = f(t), v(0,t) = g(t), 0,v(0,t) = h(t), te(0,7T).

Baseado nos trabalhos de Holmer vamos tratar (2.2]) na seguinte configuragao:

2s5+1 k+1

(uo,vo, f,9) € H*(RY) x H¥R*) x H™ " (RY) x H's (RT),
up(0) = f(0) quando s > 3 e vy(0) = g(0) quando k > 1,

(2.4)

Para o problema ({2.3)), assumiremos que

2541 k41

25) (uo, Vo, f- g, h) € H*(RY) x HF(RY) x H*T (RT) x H5 (RT) x H3(R")
' up(0) = f(0) quando s > 3 e vp(0) = g(0), quando k > 1.

2.2 Principais resultados

A seguir enunciamos os principais resultados obtidos em nossa pesquisa sobre os problemas

ED - @,

Teorema 2.1. Consideremos os sequintes conjuntos de indices de Sobolev (ver figura :

D, = {(s, k) ER* 0<s<1/2 e max{—3/4, s — 1} <k < min{4s — 1/2, 1/2}},

Dy = {(s,l{:)ERQ; 1/2<s<1e s—1<k<1/2}.
Considere o PVIF , com as sequintes condigoes:
(i) (s,k) € Dy, para 5 # 0;
(ii) (s, k) € D1 UD,, para B = 0.
Entao existe uma solugao local (u(t),v(t)), no sentido das distribuicoes, em
C([0,T): H*(RY)) x C([0,T]; HYR")).

Além disso, a aplicagdo (ug,vo, f,g) — (u(t),v(t)), definida nos espagos dados em (2.4),
levando em C([0,T]; H*(RT)) x C([0,T]; H*(RT)) € localmente Lipschitz continua.
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Teorema 2.2. Consideremos os sequintes conjuntos de indices de Sobolev (ver figura :

Dy = {(s,k)eRQ; 1/2<s<1 e 1/2<k<s+1/2},

D, = {(s,k) €R* s<1/2 e 1/2 <k <max{4s —1/2,5 + 1/2}}.
Considere o PVIF , com as sequintes condigcoes:
(i) (s,k) € Dy, para B #0;
(ii) (s, k) € D3 UDy, para = 0.
Assuma ainda que

(2.6) vollr- ) + lgll g ) <0

para & suficientemente pequeno.

Entao existe uma solugdo local (u(t),v(t)), no sentido das distribuicées, em
C([0,T); HY(RF)) x C([0,T]; HY(RY)).

Além disso, a aplicagao (ug,vo, f,g) — (u(t),v(t)), definida nos espagos dados em (12.4)),
levando em C([0,T]; H*(RT)) x C([0,T]; H*(RT)) € localmente Lipschitz continua.

Para o problema na semirreta a equerda ([2.3) obtemos os seguintes resultado descritos a

seguir.
Teorema 2.3. Consideremos os sequintes conjuntos de indices de Sobolev (ver figura :

& i={(s,k) e R* s <1/2, 0 <k <min{ds — 1/2,1/2}},

E={(s,k)eR* 1/2<s<1, 0<k<1/2}.
Considere o PVIF , (2.5) com as sequintes condigoes:

(Z) (‘Sak) € 81} para 5 7é 07'

(i1) (s, k) € & U&,, para = 0.
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Entao existe uma solugao local (u(t),v(t)), no sentido das distribuicoes, em
C([0,71; H*(RT)) x C([0,T]; H*R")).

Além disso, a aplicagdo (ug, vy, f,g,h) — (u(t),v(t)), definida nos espagos dados em (12.5)),
levando em C([0,T]; H*(R")) x C([0,T]; H*(R)) € localmente Lipschitz continua.

Teorema 2.4. Consideremos os sequintes conjuntos de indices de Sobolev (ver figura .'
E = {(s,k) €R*0 < s <1/2max{-3/4,s — 1} < k < min{0, 4s — 1/2},
1/2 <k < min{ds — 1/2,s+ 1/2}},

& = {(s,k)eR* 1/2<s5<1, 1/2<k <min{s —1/2,45 — 1/2},1/2 < k < s+1/2}.
Considere o PVIF , com as sequintes condigoes:

(i) (s,k) € &, para B # 0;

(i1) (s, k) € E3UE,, para = 0.
Assuma ainda que

)

HS(R+) =

(2.7) [[vol

ooy + gl i )+ IR

para § suficientemente pequeno.

Entao existe uma solugao local (u(t), v(t)), no sentido das distribuicoes, em
C([0,T): H*(RY)) x C([0,T]; HYR")).

Além disso, a aplicagdo (ug, vy, f,g,h) — (u(t),v(t)), definida nos espagos dados em (12.5)),
levando em C([0,T]; H*(RT)) x C([0,T]; H*(RT)) € localmente Lipschitz continua.

Na prova destes resultados vamos utilizar as técnicas utilizadas no trabalho de Colliander
e Kenig em [I1] e nos trabalhos de Holmer [22] e [23]. Seguindo estas ideias resolveremos os
problemas acima, através de uma reformulacao dos PVIF para um PVI posto em R com a

presenca termos forcantes, isto é,

10+ 02u = auv + Bulul® + Ti(x)h (¢); (x,t) € R x (0,7),
(2.8) v + OB + 50,0° = Y0, (|ul?) + Ta(x)ha(t);  (x,1) € R x (0,7),
u(zx,0) = tg(x), v(z,0) = vo(x), z € (0,00),
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onde: T e T, sao distribuicoes suportadas em R™; @, 7 sao extensoes de ug e vy em R; as
funcoes hy, hy sao fungoes escolhidas de modo a garantir que as condigoes de contorno sejam

satisfeitas.

A construgao da solugao do PVT é construida utilizando as técnicas cléssicas utilizadas por
Corcho e Linares [12] no estudo do sistema SK em R, juntamente com o operador integragao
fraciondaria de Riemann-Liouville. Apds a construcao da solucao u do PVI , obtemos
uma solucao do PVIF original por restricao, isto é, u := |+ x(o,1)-

Uma questao importante sobre os resultados descritos nos Teoremas e é sobre
a nocao de boa colocacao local. Com a técnica utilizada, veremos que estes representam
resultados de boa colocacao local no sentido de Kato, para uma certa reformulacao do PVIF
e como uma equagao integral em R. Como existem outras reformulacoes dos

problemas como equagao integral em R, isto é uma questao séria.
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I\UollHk(R+)+|lgllHk+1(R+)S5 <

|
e

Figura 2.1: Regioes descritas nos Teoremas [2.1]
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h <é
llvo ||Hk(R+)+||9||H k41 (R+)+II I|H§ '

h <é
ol ey 191 gr IR S

Figura 2.2: Regioes descritas nos Teoremas [2.3] e
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2.3 Versoes lineares

Nesta secao vamos obter solugoes explicitas, no sentido das distribuicoes, para os PVIFs

associados as equacoes lineares de Schrodinger e de KAV na semirreta, isto é,

(i0y + O*)u(z,t) =0, (w,t) € (0,400) x (0, +00),
(2.9) u(z,0) = ¢(x), x € (0,4+00),
u(0,t) = f(t), t € (0,+00),

(0 + 03 )v(z,t) =0, (x,t) € (0,+00) x (0,+00),
(2.10) v(x,0) = vo(x), z € (0,400),
v(0,t) = f(¢), t € (0,400),

(0 + 2)v(z,t) =0, (z,t) € (—00,0) x (0, +00),

(2.11) v(w,0) = wo(x), x € (—00,0),
v(0,1) = f(#), t € (0, +00),
9;0(0,1) = h(t), t € (0,+00).

Para isto, usaremos a abordagem dada em [12], [22], [23]. Esta consiste em resolver um PVI

estendido (em R) com a presenca termos forcantes, isto é,

Opv + v = T (x)h(t), (z,t) € R x (0,400),
212 {U(%O) = o(), r € R,
(2.13) {"at“ 00 =T(@ha(t), (2,8) € Rx (0, +00),
U(ZE,O) :Uo(x)a r eR,
(2.14) {at“ + 0 = Ti()ha(0) + To(@)ha(t), (2:0) € Rx (0, +00),
v(z,0) = Bo(x), z €R,

onde: 1y e Uy sao extensoes de ug e vo em R; T, Ty, T3 sdo distribuigoes suportadas em
R™; hy e hy sao fungoes apropriadas de modo a garantir que as condicoes de fronteira sejam

validas.

Consequentemente, as solugbes dos problemas ([2.9)), (2.10) e (2.11]) serao obtidas por

restricao das solucoes dos problemas com o termo forcante.
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Observacao 2.1. No trabalho que introduziu a técnica, em [11], a solu¢ao do PVI fou
obtida com T'(x) = do(x). Em [22] o PVI foi resolvido com T = 6o(x). Em [23], o PVI
(2.13) foi resolvido com uma familia de distribui¢oes, Ty = a:j\r L isto foi necessdrio para se
obter resultados de baira reqularidade para o PVIF associado a equacao de KdV na semirreta
(Teorema @ Neste trabalho, para solucionarmos o problema em reqularidade mais alta, serd

necessdrio estudar [2.13) com a familia de operadores Ty = 27, para certos valores de

em C.

2.3.1 Equacao Linear de Schrodinger

Nesta segao vamos relembrar algumas estimativas do grupo livre de Schrodinger, definir
o operador forcante de Duhamel associado & equagao de Schrodinger de [22] e em seguida,

baseado em [23] vamos estender este operador para uma classe de operadores.

O grupo livre €% : §'(R) — S'(R) associado & equacéo linear de Schrodinger é dado por

1% () = {7 3(€) } (),

que satisfaz

(i, + 2)e"%Zp(x) =0, (x,t) € R x R,
(215) {M¢<ﬂ _4z), zeR

no sentido das distribuigoes.

Em particular, se ¢ € S(R), temos
zt82 1 i€ —it€2 ]
(2.16) *o(x) = et e (§)dE.
o

A seguir vamos obter estimativas para grupo livre de Schrodinger:

Lema 2.1. Sejas € R, 0 <b< 1. Se ¢ € H*(R), entao
(a) Estimativa no Espago:
ito2
le"= ()] ¢ (st @) S clléll s

(b) Estimativa no Tempo:

[0

Hs (]R) .

2 ) S cll¢l
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(c) Estimativa nos Espagos de Bourgain:

l(t)e" %o ()|

Demonstragao. Consultar [22].

Xs:b S Cl|¢‘ Hs(R)-

Para f € Cj°(R"), defina o operador for¢ante de Duhamel de [22] por
t
Lof(z,t) = 2€i2/ €i(t_t/)8250(-77)171/2f(t/)dt,
0
t
(2.17) = 2% / / e E I GeT o f(¢)dt

- - / )TN f ()t

onde na ultima igualdade acima usamos

e—igsgn t 22 e
Fa <W€4t>(f):€ ;

em S'(R).
Lema 2.2. Se f € C°(R"), entao

{(i@t + O2)Laf (1) = 26" 0o(2) L1 f(t), (2,1) ER X R,

(2.18)
'Csf<x70) = 07 z € R.

no sentido das distribuicoes.

Demonstracao. Inicialmente observemos que integrando por partes e usando
Ope i(t—t") 82(5 (z) = _atei(t—t')ag(so(x)

obtemos 0L f(x,t) = L0 f (z,1).

Agora, Integrando por partes e usando o fato de f € C§°(R™) obtemos

t
Esatf(ﬂf,t) = 2€iz/ i(t— t 8260( ) _1/28t/f(t/)dtl
0
t'=t

t
- ‘M/ 0o (50 (@)) T o (¢t + 26 3R §(2)T_ o f (1)
0

t'=0

_ .Z/O i0P (e~ 1) 8250( ))I_l/ﬁzf(t’)dt'+2€i%5(I)I_1/2f(t)
— OPLof (2, t) + 2675 6(2) T o f (1)

Como queriamos mostrar.
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O proximo Lema nos fornece propriedades de continuidade e decaimento da funcao L f(z, t).
Lema 2.3. Seja f € C§°(RT).

(a) Para qualquert fizado a fungdo Lsf(x,t) € continua em x para todo x € R. Além disso,
0. Lsf(x,t) € continua em x para x # 0 e em x = 0 tem um descontinuidade tipo salto,

satisfazendo

FNY

lim 0,Lf(x,t) = 4T Tim Lo f(z,t) = —¢€'

z—07F z—0~

™

(b) Para todo k inteiro ndao negativo e fizado x, OFL f(x,t) é continua em t para todo

t € R. Além disso, em [0,T] vale a sequinte estimativa pontual

(2.19) 08 Laf (@, )] + 10: L f (2, 6)] < e fllrsa ()7,
onde ¢ = c(f, N, k,T).
Demonstragao. Consultar [22]. O

Pelo Lema anterior se f € C§°(R"), entao L f(x,t) é continua em 2 € R. Logo a segunda

representagao de Lsf(x,t) em (2.17)) implica
(2.20) Lo f(0,8) = f(1).
Portanto se definirmos

(2.21) u(z,t) = e 2 g(x) + Lo(f — e %

:c:0) (ZL’, t)7

entao resolvemos o problema linear

(i0; + ?)u(z,t) =0, (x,t) € R\ {0} x (0,+00),
(2.22) u(z,0) = ¢(x), r € R,
u(0,t) = f(t), t € (0,400),

no sentido das distribuigoes.

Agora vamos obter algumas estimativas para o operador L.

Lema 2.4. Se s € R, entao
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(a) (Estimativa no espago) Para —1 < s < 3,

(b) (Estimativa no tempo)

[ (8)Lsf ()

S < S
||C(RI;H(%#(R+)) < c||f||HO2ﬁp1

&)
(c) (Estimativa em espagos de Bourgain)

; 1 1 1 ~
Sejam —5 < s < 5, 0<b< 3, entao

[0(6)Ls f (2, 1)

Observagao 2.2. A hipdtese b < % ¢ crucial na prova do Lema (c), isto nos for¢a

Xs,b S C||fHH232-1 (R+).
0

a trabalhar com os espacos de Bourgain X*°, com b < % Além disso temos a limitacao

—% <5< %, que acabaria limitando o resultado de boa colocacao nesta imagem. Isto nos
motiva a trabalhar com uma familia de operadores (proxima se¢ao) que generaliza o operador
L.

Demonstracao. Para prova de (a) e (b) consultar [22]. Vamos provar (c). Seja 6(1) € C*(R)
tal que: (1) =1, se 7| <1 ef(r) =0, se|r| > 2/3. Usando

2X (0, (t") = sgu(t —t') + sgn(t'),

e os fatos
(2.23) (sEn(0)}(©) = T 7 (Taaf)(r) = (= i0)' "
obtemos

. itt _ —it€2
FOLnE) = 200 [ =G0
iTt —it€?

- w@wz/i7%%r_
+21p(t)e’t /

N

f(T)dT

f (1)dr

=

O(1 + &) (1 —i0)

Tt

— f(T)dT

N|=

(1 —0(1 + &%) (T — i0)

g e_it€2 9 1 A
2T [ g+ @) - i0)} fr)dr

= Foui(&,t) + Fougn(&,t) — Fruga(E,t).
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Observe que por (I.5) (7 —i0)'/2, pode ser visto como uma soma de funcées localmente

integraveis.
Vamos analisar cada um dos trés termos separadamente.

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz:

Xsb</\r| (/ +5>2>2 = )\f@)\?dr.

(2.24) |l ug 1]
Afirmacao 2.1. Seb < 55 €ntao

2.25 I(7) = 3 E
(2.25) () /k7+8226 /hﬂ T+n +E_.c<7>

Vamos provar esta afirmagao separando nos casos: 7| < 3, [7| << |n| e |7]| >> |n|.

Caso 1. |7 <}
Neste caso temos que 1 + |7 —n| > 1+ |n| —

1 s— _1 5
< /|77! 2 (n) 2“”d77§2/ |~ +/ (n) <
In|<1 [n|>1

17| > 1+ [n] — 5 > 3(n),

pois s, b < = implicam que —2b—s+g > 1. Por outro lado |7] < %, implica em <%> <.

|r].
[ = 5
< ¢(7)*"2, entdo

N|=

Caso 2. |7| > %’
Nesta situacao temos |n| > @ + |21| >

(n)*~3 1 1 s—1
[(T)SC/WC{WSCU) /Wflﬁﬁdﬂ ,

H(n) e s < 5 implica em ()~

pois b < l implica em 2 — 2b > 1.

Caso 3. |7| > vl <
Neste caso temos (7 + 77> > 14|71 —

I T S U A R L
o L= AL

> (7). Logo

Se s > 0, entao
n~2dn < o{r)* e <o),

— S| |—% —2+s
e [ <o [
<13t <13

pois b < %
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Agora se —% < s < 0, temos

(m)*|n|"2dn < c(r)*? / 9~ 2dn < o(T)P2|7]PtE < ofr)etEt

7]
|77|§7

Isto conclui a afirmacao.

Combinando (2.103)) e (2.129)) obtemos a estimativa necesséria para us ;.

Para estimarmos u; usamos

+oo

it(r+£2) Z (it)* + 62)

k=1

I

para escrevermos
¢ t82
(z,t) 5 (x),

onde ¥y (t) = i*t*(t) e ¢ (&) = [.(T + 52>k-19<r + §2><T>%f<7>dr.

Pelo Lema é suficiente mostrarmos que

[ren

Ho(R) < CllfHHjs%(R)-

Pela propriedade do suporte e pela desigualdade de Cauchy Schwarz obtemos

2
2 2s L7 d d 2s () 2drde.
ol < [eo= ([ i) de<e [l [ el epands

Fazendo a mudanca de varidvel n = £2 temos

1

/ (€)% de = inlH (n)*dy < efr)*.
[re2l<t frnl<1

Combinando as expressoes (2.3.1]) e (2.3.1)), chegamos em ||¢|

Agora vamos estimar . Podemos escrever, ugo(z,t) = 1h(t)e*% ¢(z), onde

R R L

Hs < C||f|| 25+1.

Afirmagao 2.2. Eriste uma fungao B € S(R) tal que

[l
;e

M\H

(r —i0)zf dr_/ﬁf+§ )(r — i0)2 f(7)dr.
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Para a prova desta afirmacao vamos usar fortemente o fato de Z_; o f ter suporte em R*.

Seja §1(T) = v.p. ( ) entdo

gi1(t) = %Sgn(t) - ﬁ /sgn(t — $)i(s)ds.

Seja v € C°(R), tal que a(t) =1 parat >0 e at) = —1 para t < —1 e defina

gﬂw=§a®—q%/§@u—SWQm&

Afirmamos, que g; € S(R). Com efeito, Ve S(R) implica que go € C*(R). Se t > 0, entao
L [4(r)dr = (0) = 1, logo

(2.26) g :———/sgnt—szﬁ / U(s

Se t < —1, obtemos

1
27T

(2.27) gat) = —% — = [ sgn(t — s)d(s)ds

5~ 1 w(s)ds

As expressoes ([2.26]) e (2.27) provam o decaimento de g, e de suas derivadas, logo ¢o €
S(R). Como gy (t) = go(t) parat > 0 e h € C§°(RT) temos

1—¢(7'+§2)A R NN 2y » 2
[ by = () () = ~2mhgu(~)

— —2nlga(~) = [ hr)3(r + )ar

onde B(7) := —go(—7). Isto conclui a nossa afirmagao.

Para concluirmos a estimativa de wuq9, pelo Lema [2.1] é suficiente mostrarmos que

9]

Ho(R) < ||J”||H‘2%+ﬁ1(]R
0

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e |3(1 — €2)| < (1 + €)™ para N >> 1:

Il < /§<§>2s (/TIﬁ(T+£2)|I(T)!5|f(7)!d7>2d£

< of [l@ni ey for
[ [l s e+ a2 el ) P

IA
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Como 0 < s < %, obtemos

/ Il )% + ) NPy < efr) .
n

Isto completa a prova. O

2.3.2 Uma familia analitica de operadores forgcantes associada ao
grupo de Schrodinger

Na segao anterior estudamos o operador Lg e no Lema (¢) obtivemos

[0(t) Lsf (,1)]

xer Sellfl

para —% <s< % Nesta se¢ao, inspirado no trabalho de Holmer [23], definiremos uma familia

de operadores £* onde a estimativa serd vélida para 3 < s < 1 e adequado A = A(s).

Para A € C, tal que Re A > =2 e f € Cg°(R"), defina

LA f(x,t) = EE—;) « LS(I_;f)(-,t)} (z),
£t = [H w24 0) (0] )

onde * denota a convolugao de distribuicoes.

Desta definicao segue que,

, 2ed 5
(10, + O2) Lo f (2, 1) = mx’l II_%_%f(x,t)
e
, 2eT
(2.28) (10, + O*) L f(x,t) = mxi II_%_%f(x, t),
no sentido das distribuigoes.
Em particular se Re A > 0 e f € C§°(R") temos
A 1 i A-1
(2.20) st = g [ =P LT ) iy
1 xX
(2:30) £ofet) = g [ =0 L) iy
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Se Re A\ > —ke f e CP(RT) temos

A - 1 I k Ak—1
Lodt) = F()\)/\()\+1)---(/\+k—1)/x Oty =)L (T4 ) Dy

1 e AMk—1 qk
= m/x (?/ ) 35( Af)(y,)
1 +o00 hl
L) = T [ e AT ) ey
1 @ )
_ _F(Hk)/oo(x_ Y NGELL (T F) (9. D)y

Tomando k = 2 nas expressoes acima e usando o Lema [2.2] obtemos

(2.31)

1 +o0
Lr f(xt) = M/ (y — )" O5L (T s f) (y, t)dy
oo _
— ﬁ/ (y — )M [—i0,Ls(T Af)(y, )+50(9)261%1—1/2—A/2f(t)]dy
1 ’ too A1 B 2
- —m/x (y = 2)" 0L (T 5 f) (y, 1)y + 2¢ T A
(2.32)
L*sf(x,t):ﬁ/_ (@ =y O LT o f) (y: t)dy
= o [ D T D0 0) + 82T 0]y
T ) $)\+1
:_ﬁ/m(x ) i0L(T s f)(y, )dy+2e%NA‘—+2)I,%,%f(t),
se Re A > —2.

Usando a expressao (2.32) e o Lema vemos que L£*f(z,t) estd bem definida, se Re
A > —2, quando f € C§°(R™).
Além disso, temos que LY f(z,t) = Lof (x,t), L3 f(x,t) = 0.LT o f (w,1).

A seguir enunciaremos uma propriedade da funcao Gamma.

Lema 2.5. Se A € R, entdo vale a sequinte identidade:

F(%) B 21_)‘\/7_?
L) TGE+3)

(2.33)
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Demonstragao. Ver pagina 424 em [17]. ]

Lema 2.6. Se \ € (1,2), entao

+oo
(2.34) / r2~lemdr = j2T (i) .
0 2

Lema 2.7. Se Re A > —1, entao

(2.35) LYF(0,) = €7 f(2).

Demonstragao. Por (2.31]) temos

L}\ E}\ +o0 (y))\+1
2.36 0,t) =L f(0,t) = —
(2.36) 1. (0,1) f(0,1) /0 (A +2)

Diferenciando sobre o sinal de integragio demonstramos que £} f(0,t) é analitica em X se Re

10,Ls(Z 5 f)(y. )dy

A > —1. Pelo principio de continuacao analitica precisamos mostrar que a férmula é vélida
para A no segmento (0, 2).

Usando ([2.29) temos

‘ -

2000 = o [0 L N0
1 ! n—1 _iw? N 34!
o [ [t pearay
INOY) 0 2z
; / l / /+Oo A1 1w /
= —— | t—t)"2Z_1_rf(¢ Y —ett= dydt’.
F 1-2 ( ) o ( ) \/7_1'

9
iy
Vamos calcular separadamente a integral I = f0+oo y)Aleat=" dy.

D=

Fazendo a mudanca de varidvel r = 4 2t, obtemos y = r22(t — /)2 e dy = 2 (t — t')

obtemos:
o A-1,-1 i
I = [r22(t —t')2 ] rael "(t —t')zdr
0
+oo
= 2t - t')é/ r2 el dr.
0
Fazendo uma mudanca de contorno obtemos

+oo by
(2.37) [ =21t —t)2i2 / ra-ledr = 221t — ') 2521 (—) .
0
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se A € (1,2).
Portanto, pelo Lema

t
£2.f(0,t) = NG F()\>i /O(t Y272 s o f(t)dt
1 2 ! / %—% N 74!
- TEry /O(t—t) T s 1 f(t)dt
= BTy T f(H) =i f(t) = €T f(1)

]

Lema 2.8. Sejam s, A € R tais que s — 3 < A < s+ 1. Se f € C°(RT) e supp f C [0,1],

entao

1228 @Ol ) < M1, 2

Demonstragdo. Provaremos a estimativa para £ 1f, pois a respectiva cota para Eﬁ‘rs f pode

04 (R*)

ser obtida pelo mesmo caminho. Usando um argumento de densidade podemos assumir que
f € Cge(R).

Usando F, (L2, f)(€,t) = c(r —i0) > [] el a_1f(t)dt’ e a mudanga de varidvel
n = &2, para t fixado obtemos

1
@ S C / >4 )

= /|n|‘A‘5<?7>8\6_“"( X(oonT 3 1f)(=n)[*dn.
n

2

t
10()22.f ()] ez sy dn

2

Como —1<s—A—3<lesupp fC[0,1]o0 Lemaimplica em

/ 012 0| (e a1 F) ()*dy < e / <n>5+51(x<_w,t>z_%_%f)‘<n>\ dn

n
Al
< C/(W 2 (Yoo Toa_1 f( 1)) ()| dn.
7
Agora usando os Lemas [[.2] e obtemos
sA-L )
/<77> A 2|(X(*oo,0)1.,%,%f(- — t))(n)|2dn = ||X(7w’0)17%7%f(. _ t)Hif’*—%(R)

n

< Ty g =0y,

= C||I_g_%f||2s5n%®

< CHin{L{#(R)?
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como queriamos mostrar. O

Lema 2.9. Se —1 < A < 1, entao

(2.38) () L2 (2, )] (o 12

>~ 2541 .
c(raiHy T (®))) H, © (R}
Demonstracao. Pelo Lema podemos desconsiderar a fungao teste.

A mudanga de varidvel t” = ¢ — ¢/ implica em

(I -2 (1”%; . /_ too ei<“’>835(x)h(t'))

= (-0 (if(;* /0 e s t”))

= (5 [ - o <t’>) |

. . . SRT 2s+1 .
Portanto na estimativa podemos desconsiderar o multiplicador (I — 9?)"2 e precisamos

provar que

(2.39) ’W(t)ﬁj\rsf(zv’t>|’c(Rw;L2(R+)) < c|lfllze@+),

Como —1 < A < 1 temos que

o1 i '
(1) © =cle= 07 = e g e,
onde 5;’\ e €27 sdo as distribuicoes definidas em e . Logo a distribuicao (£ —i0)~*
¢ uma funcao localmente integrével

Sabemos que F, L3 f(£,t) = (€ —i0) ’\f e~ it=E (T A 1f)(t’)dt’

Usando X(—oo,) = %sgn(t —t ) + %, fazemos a seguinte decomposicao:

‘Fxﬁisf(gat) = Fl(éat) + F2(€7t)7

onde



“+00

R0 = (€~ 0> [ Jsnlt - ) IR,

[e.9]

Pelo Lema T, 1 f € CP(RY), logo Fy(6,t) = (¢ —i0) Ty

Usando a férmula de inversao temos

FUR(n) = /5 (T

= ]:(ClX(O,+oo)(')f(_) ia()4 + CaX(0,400) (- )f( et )ﬁ)(t)-

Portanto

(24()) ||F1(x7t>HC(]Rz;L2(R+)) S CHf||L2(R+)'

Agora vamos analisar F5(§,t). Temos que

R€n = (-0 (3 sml) Ty, f) )

1
2

IR ES
Como F; (%e*ifzsgn(-) *1_, f) (r) = =9 2 IO temos

— _% T+£2
. iw€ (7 — §0)*% (€ — i0) " dE »
itT 1 € d )
/Te el_r% |T+£2|>€ (T + 52) f(7—> "

Precisamos mostrar que a funcao

e (1 — i0) " (€ — i0) P de
9(r) = 11—]% IT+E2]>e (7 +£2)

¢é limitada.
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L 1
Fazendo a mudanca de varidvel £ — |7]2¢ e usando

(2.41) (7> —i0)™ = |7 73 (16 + A2,
obtemos
At A+l
CIENE et | 5 (e ey ) (€ — 10)
T —_=
’ T+ Iree
= llf\7x561£+ + o€ /1|7?x561£+ + et
= X d€ + caxr d
1X>0/5 1+ ¢ § 2X<0£ 1— ¢ §
= [+1I

A primeira integral é uniformente limitada em 7 se A > —1, esta é obtida separando nas
regides |£] < 1 e |£] > 1. Agora vamos controlar 1. Seja 6 € C*(R) tal que §(§) = 1 em

[3,3] e 0(t) = 0 no complementar de ( Assim temos

275)

1 _ - -
+CaXr<o /g irdae ] (5)(1012;@5 ) ge

- Ill +I[2

A segunda integral é limitada se A > —1. Agora vamos estimar [1;:

1 —-Ag
.[Il — 02X7—<0/6Z|T|2x§( 0154* (5) df
3

1:5)(1+5)
- evar (2508 ) el
_ [(sgn( ) ! (%)}(xwé)-

A funcao acima é claramente limitada por ser a convolucao de uma funcao limitada com uma
fungao em S(R).

Assim concluimos a demonstracao. O]

Lema 2.10. Seja s € R. Suponhaqueb<—es——<)\<s+—6)\<— Entao

(2.42) [ (L2 f) (@, 1)]

sp < .
xen el e
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Observacgao 2.3. Observe, que devido as hipdteses do Lema[2.10, fazendo o uso da familia
de operadores L., que coincide com o operador definido em [22], esta estimativa sé seria
vdlida no congunto de regularidade —1/2 < s < 1/2. Isto nos motiwou a trabalhar com a
familia de operadores L2, na qual podemos trabalhar com regularidade s < 1/2 + X e como

A < 1/2, podemos atingir a regularidade s < 1.

A-1y
Demonstra¢ao. Como A\ < %, vemos que (f{—)\)> (€) = c(& — i0)~*, é uma funcao localmente

integravel.

Sabemos que

Fol L3N = (& —i0)™ / +OOe‘i“‘t’f"sgn(t’)f—g—;f(t’>dt’

= Fl(fat) + FZ(éat)

Como 5gn(r) = 5-v.p. =, temos
F&t) = c§— Z'O)_Ae_itgg (sgn(-)I_A_;f(-))A(—é’Z)
= —c(¢—i0) et /+OO (1 —i0)™=

Fy(&t) = (6 —i0) (e sgn() * T

(e =de—in [
Agora seja 0(1) € C* tal que 6(7) = 1 para |7| <1 e 0(1) =0 para |7| > 2.
Defina uq, uo, uz por
T _ e—it§2

Four(§,t) = (€ —i0)™ / eszL—gQQ

N[>

(7 + ) (7 — i0)2+2 f(r)dr,
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itT

Fan(,t) = (€~ 10 [ 5= 60 +€)(r - i)} fryar
e_it52 Ailog
Fan(,t) = (€ =0 [ S0 =0 +6)(r - )3 f(r)ar.

Vamos estimar a norma de cada uma das fungoes acima.

Estimativa de wus:

Yow = C / / |G |2 (€)1 + €2 drd¢

2 A
- <[ @ Tf“ (1—9(T—62))2!£|‘”|TIA“|f(T)|2de£

2$d R
— /l |>\+1 (/ |§| +§2 — 25) ‘f(T)|2d

Para obtermos a estimativa requerida para us, precisamos mostrar que

- () de _
<7-+€2>2—2b -

Temos

[

[NIES

(2.43) c(r)s e,

Fazendo a mudanca de varidvel n = £2, obtemos

E12ME)>ds _ [ nl=2 M ) dn
(T+e2)22 =) (r4q)>?

= I(7).

Se |7| < 1, temos (T + 1) ~ (1), entdo

[(T)S Mgc/ |7]|2 +C/L1§C7
<7.+77>2 2b <1 <n>272b75+§+/\

p01s)\<1 b<—e/\>———|—s

IT\

Agora suponha |7 > 1 e [ >

Neste caso temos

. 1 1
pois A >s—35eb<j.

Agora seja |7 > £ e || < % Neste caso temos (7 +n) > 3(7), que implica em
I(r) < C(T>2b‘2/ )l < e () < (e
In|<5
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onde a integral acima foi calculada separando nos casos s > 0, s < 0 e usando % +s5s—A>0
el < % Assim, completamos a estimativa de us.
Agora vamos estimar a funcao us.

Pela definicio de ug temos que us(z,t) = 6(t)e% ¢(x), onde
. 1— 2
59 = i [ A @ gy

Entao pelo Lema é suficiente mostrarmos que

101122+ ) <CHfH 241

1 (RY)

Pela Afirmacao [2.2] existe § € S(R) tal que

[ @y @+ eir

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e o fato de |3(1—&2)| < (7—£2)~N para N >> 1,

2
2 < 2s —2>\( 4+ &2 Al g d ) d
16l /6 >l / Br+ )7+ f(r)dr ) de

< /(/Iil‘”@)?s(r+£2>‘2N+2d5> M A () [Pdr

< [( / ) ) ) | )

Usando a estimativa ([2.43)), obtemos

/!77! A5 ) ) N < efr) T,

Para estimarmos u; usamos a expansao em série de poténcias para escrevermos

obtemos

(@, 1) Z‘” ey (2),

onde Py (t) =t (t) e G(€) = (€ —i0) > [ (T + €4 10(r + €2)(7)2*
Pelo Lema é suficiente mostrarmos que |||

2 f(r)dr

ms®) < cllf HH029T+1 ®' Pela propriedade

do suporte e pela desigualdade de Cauchy-Schwarz obtemos

2
2 < 2s —2A< 3+3 d)
weos Jeman (e
< 28| ¢|—2A A+l f 2d de.
< e e [P
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Fazendo a mudanca de varidvel n = £2 temos

Combinando as expressoes (3.28) e (3.29), chegamos em ||¢p|| gs(m) < chHH¥

0 R+

Assim concluimos a prova do Lema.

2.3.3 Equacao Linear de KdV

Nesta se¢ao vamos obter as solugoes explicitas para os problemas lineares para a equagao
de KdV nas semirretas a direita e a esquerda. Também vamos apresentar certas estimativas
destas solugoes que estao contidas em [23].

O grupo livre e 1% : §'(R) — S'(R) associado & equacao linear de KdV é dado por
e % g(x) = {¢" (&)} (x),
entao

(2.44) {(815 +02)e % p(x,t) =0; (z,t) e RxR

e 02 (x,0) = ¢(); z € R,

no sentido das distribuigoes.

Em particular, se ¢ € S(R) temos

(2.45) e(n) = o /ﬁ ¢ 1 36 e,

Dado a € R defina V* como o completamento de S’(R?) da norma

(2.46) luflve = ( / /K I<l<r>2a|a<s,7>|2d7ds)%.

Observacao 2.4. O espaco V* foi definido em [23] para a estimativa bilinear, referente a

equacao de KdV, ser valida.

. . 3
O seguinte Lema descreve propriedades elementares do grupo e%:

Lema 2.11. Sejam k € R, 0 < b < 1. Se ¢ € H*(R), entao
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(a) (Estimativa no Bspago) [ 0() (o, ) < Nollivcey

() (Bstimativa no Tempo) [0S0yt ) < lollnce,
(¢) (Estimativa no tempo da derivada) ||w(t)ametag¢(x)||C(RI;H§(Rt)) < c||@] grw)-
(d) (Estimativa nos Espagos de Bourgain) ||¢()e'® () ||yronye < cl| || g (w) -

Demonstragao. Consultar [23]. O

Definicao 2.1. A funcao de Airy € definida por

(2.47) Az) = % /6 i€ e

Lema 2.12. A func¢do de Airy A € limitada e continua em R. O walor de A(0) é dado por

(D)

Demonstragao. Veja a Proposigao 4.1 de [11]. O

Agora vamos apresentar os operadores forgados de Duhamel introduzidos em [I1]. Para

f € CP(RY), seja
(2.48) Lif(z,t) = 3 /0 te*<t*t’>65°250(x)z_2/3f(t')dt’
= 3 / t / L GG T o o f ()t
0 JR
= 3 /0 t /IR meiﬁsemﬁ/(f—t/f“dgz_z/g Feat
t

- o [ (=) e

Lema 2.13. Se f € C5°(R™), entdo

(8 + O Lif (2, 8) = Bo(2)T_2 (1), (2,1) R xR,
Lif(,0) = 0, R

no sentido das distribuicoes, isto é, em S’(R?).

Demonstragio. Uma integracio por partes junto com o fato dye~ =226 () = d,e= 1% 5, ()

implica em 0, Ly f(x,t) = L0, f (x,1).
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Agora, integrando por partes e usando o fato de f € Cg°(R™) obtemos

t
Lidif(z,t) = 3 / e %50 ()T g 500 f ()t
t'=t

0
t : "NA3
= -3 / A (e” %S ()T _oys f(1)dt + 36~ 1%5(x)T_2 f(1')
0

t'=0
t
= -3 / 83(6’“4)8350(1:))I7§82 F(#)at' + 6(x)T_2 f(t)
0
= —OLif(x,t) +36(x)I 2 f(2).
Como queriamos mostrar. O

O lema abaixo fornece propriedades de decaimento e continuidade da fungao Ly f(z,t)

para f € C°(R™).

Lema 2.14. Seja f € CP(RY). Para t € [0,1] fizado, as fungoes Ly f(-,t) e 0Ly f(,t) sdo

continuas em x para todo v € R e satisfaz a condi¢do de decaimento
|Cif (@, )]+ 10: Licf (. )] < il fllpmss ()™, V= 0.

Para t € [0,1] fizado, 02Ly f(x,t) € continua em x se x # 0 e tem uma descontinuidade do

tipo salto de tamanho 3I§f(t) em x = 0. Além disso O>Ly f(x,t) satisfaz
2L f (w,8)] < cxll fllgwsa ()™,
para todo k > 0.

Demonstragao. Consultar [23]. O

Usando o Lema anterior temos que se f € C§°(R™), entao Ly f(x,t) é continua em = € R.

Como A(0) = 3T (%)_1, a segunda representagao de Ly f(x,t) em (2.48)) implica em

L f0,8) = f(1).

Portanto definindo

(2.49) v(x,t) = e R p(x) + Li(f — e % |,0)(x, 1),
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resolvemos o problema linear

0+ 0)v(x,t) =0, (x,t) € R\ {0} xR,
(2.50) v(z,0) = o(x), z €R,

0(0,4) = (1), £ (0, +0),
no sentido das distribuicoes.

Agora vamos considerar a equacao linear de KdV na semirreta a esquerda com duas

condigoes de fronteira. Considere o segundo operador forgante definido por Holmer em [23],

dt'.

t T !
e e =g =3 [ 4 (i)

Pelo Lema se f € C°(RY), entdao L, ' f(z,t) é continua em z para todo = € R, e
como A'(0) = —(3I' ())™', a segunda representagao de L' f(z,t) nos fornece
Lf(0.t) = —f(t).

Pelo Lema [2.13] temos

(2.52) ¥@+@Wﬁﬂ%ﬂ=%Wﬂgﬁ (.6) ER xR,
Lief(2,0) = 0; reR,

no sentido das distribuigoes.
Pelo Lema se f € C§°(RT), entao 0,Lyf(z,t) é continua em x para todo z € R, e
como A’(0) = —(3I' (3))71,

(2.53) 0, Licf(0,1) = I 1 f(t).

Pelo Lema .14 0,L, ' f(x,t) = 8§£k1%f(x,t) é continua em x para * # 0 e tem uma

descontinuidade do tipo salto de tamanho 3Z_ 1 f(t) em z = 0. Usando o teorema fundamental

do célculo

+oo
lim 0200 f(x ) — — / O3Lif (. 1)y
0

z—0t

+oo
= / oLy f(y,t)dy
0

“+o00 t
- Aly)dy | 9T o f(t))at
3 [ Aty [ 0z sty
= I_%f(t).
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Logo,
lim 0,L, f(x,t) = —2Iféf(t), lirg[)l+ 0. Ly f(z,t) = Iféf(t).

z—0~

Portanto dadas hi(t) e hao(t) em C3°(R™) temos

Lihi(0,t) + L, ho(0,8) = hy(t) — ha(t),

111(1)17 Z10,(Lihi(z, ) + 0. Ly ha(x,-))(t) = —hi(t) — 2hs(t),
ligl L1 0x(Lyha(z,-) + 0L ho(z,))(#) = —ha(t) + ha(t).

Dados vy, g(t) e h(t), definimos

HEE

Portanto, definindo v(z,t) = e %vy(x) + Lyhy (2, t) + L ho(z, 1), temos

Z% (h — 8:,;6'83110)

.83
g—e€ ’”Uofx:o ]

(00 + O)o(x,t) = 0, (2,1) e R\ {0} x R,
v(x,0) = vo(x), reR,
(254 o(0.1) = g(1). L€ (—00.0).
lim,_,o- O,v(z,t) = h(t), t€ (—00,0),

no sentido das distribuigoes.

Assim tomando restri¢ao resolvemos o analogo PVIF em R™.

2.3.4 Uma familia analitica de operadores forcantes associada ao
grupo de Airy

Em [I1] foi obtido resultado de boa colocagao local para o PVIF para a equagao de KdV
na semirreta, isto é,
O + 03v + 9,(v?) =0; (z,t) € (0,+00) x (0,7T),
o(z,0) = vo(2): v € (0, +00),
v(0,t) = f(¢), te(0,7),

para ug € L2(RY), f € H3(R"). Posteriormente em [22] foi obtido resultado de baixa

k+1 3

regularidade, para ug € H*([R"), f € H3 (R"), com —2 < k < g, k # % Para isto foi
necessario introduzir uma familia analitica de operadores L3\, que generaliza o operador L

de Colliander e Kenig. Como vamos trabalhar em espacos de baixa regularidade, também
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trabalharemos com esta familia de operadores. A prova dos resultados desta secao seguem
as mesmas ideias dos resultados obtidos na secao [2.3.2] por isso resolvemos nao faze-las aqui.
O leitor interessado na prova destes resultados, pode consultar [21] ou [23].

Para A € C, tal que Re A > =3 e g € C;°(R") defina
A-1

Ealont) = [E5 LT 1) 0] (@),

A—1 A—1
~ . . o o~ €T ; —X
onde *x denota a convolucao de distribui¢oes. Para Ty = et F();) , defina

g
L9z t) = {m * Ek(I_gg)(~,t)} (x).

Em particular, se Re A > 0 temos

1
LY g(z,t) = m/

—00

T

(& =y L (Z_29) (v, 1)y,

Lhatet) =i [ =0T )t

Para Re A > —3 temos

9 L _3% 7 _ : wﬁ T d
(2.55) Thg(@,t) =3 22 g(t) T 3) k(0Z_y9)(y, t)dy,

" ] T (y o :(:)(’\+3)_1
2. P =371 2 R B ST T
(2.56)  Liyg(x, 1) SF(AJF?)) _2_ag(t) +e /

E (3 I g t ay.
Usando ([2.55) e ([2.56]) obtemos

0, + PV LA gl t) = 3T

(0, + 0%) LAy g(x,1) = 3T
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Lema 2.15. (Propriedades de decaimento e continuidade espacial para L3, g(z,t).) Seja

g € C5°(RT) e fize t > 0, entao
Litg = 00T2g, L9 = 0:.LT1g, L9 = Lig.

Além disso, L3g(x,t) tem uma descontinuidade do tipo salto de tamanho 3g(t) em x = 0,
caso x # 0, L12g(x,t) € continua em x. Para X > —2, L, g(x,t) é continua em x para todo

r€R. Para —2<\2<1,0<t<1, Eﬁkg(x,t) satisfaz as cotas de decaimento
1L 9(2, )| < cmnglz)™™, Vo <0,¥m > 0.
1LY g(z,t)] < c,\,g<a:)’\’1, Vo > 0.
Para =2 <X <1,0<t <1, £3,g(x,t) satisfaz as cotas de decaimento
1£29(x, )] < empgl)™™, Yo > 0,Vm > 0.
|£ikg(x,t)| < c,\,g<x)k_1, Vo < 0.
Lema 2.16. (Valores de L}, g(z,t) em x =0) Para Re A > —2,
L£*,.g(0,t) = 2sen (g)\ + %) g(t),
L,9(0,t) = ¢™g(t).
Seja f(t) € Cg°(RT), utilizando os Lemas e temos que
(2.57) v(z,t) = e LY, f(2, 1)
¢ continua em = e em = = 0 vale, v(0,t) = f(t). Portanto v(z,t) resolve o problema linear

(O + BP)v(z,t) =0, (z,t) € (0,400) X R,
(2.58) v(x,0) =0, z € (0,400),
v(0,t) = f(t), te (0,7).

Agora vamos resolver a seguinte versao linear do PVIF linear em R™,

(0 + ) v(z,t) =0, (z,t) e R™ xR,

v(x,0) =0, re€R™,
(2.59) v(0,t) = g(t), te (0,7),
9,v(0,t) = h(t), t e (0,7).
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fazendo uso da familia analitica £*,.

Considere —1 < Aj, Ao < 1, hy, hy € C°(RY) e seja
(2.60) v(z,t) = LYy (2, 1) + L2 ho(2,1).
Pelo Lema u(z,t) é continua em z. Em = = 0, usando o Lema [2.16] temos

m m m m
v(0,t) = 2sen <§A1 + E> hy(t) + 2sen <§)\1 + E) ho(t),
Opv(w, t) = LY T s (1) + L57T_1ho(t).

Pelo Lema [2.15 d,v(x,t) é continua em x = 0 e usando o Lema [2.16]

m m m m
(2.61) 0,v(0,t) = 2sen (g)\l - g) hy(t) + 2sen <§)\1 - E) ho(t),

Em termos de matrizes podemos escrever

ey |2 st g il [ ).

Usando identidades trigonométricas basicas vemos que a matriz 2 X 2 tem determinante
V3senZ(\gy — N\ que é nao nulo se Ay — Ay 3n para n € 7Z. Portanto, para quaisquer
3

—1 < A, A2 < 1, com A\ # Ay definimos

onde

(2.62) A= S Tosen T/3(Aa — A1)

Assim v(x, t) resolve (2.59)).

A seguir enunciamos as estimativas da classe £2,.

Lema 2.17. Se k € R, entao
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(a) (Estimativa no espago) Se k —3 <X <k+1 X< esupp f C[0,1], entao

A
125902 Ol (g, ) < ell9l o o

(b) (Estimativa no tempo) Se —2 < X\ < 1, entdo

LY gz, t < .
() Lo g(x )”c(Rz;H%(R;)) _cllgllH%(Rﬂ

(¢) (Estimativas no tempo da derivada) Se —1 < \ < 2, entdo

1 ()0 L2 g (1) ( < ]

k ket .
c (R 1Y (®])) Hy® (R+)

(d) (Espagos de Bourgain) Sek —1 <A <k+3, A<3, a <=5 ¢ 0<b< 1, entdo

(L300 Oy < elgl s

Observacao 2.5. As restricoes de s e X\ no Lema acima motivaram Holmer a introduzir a

famdlia analitica de operadores L2, ao invés de trabalhar somente com Ly.

2.4 Estimativas para o operador Duhamel

O operador solug¢ao nao homogénea de Duhamel associado ao grupo livre de Schrodinger
¢ definido por
t
Sw(z,t) = —i/ e %y (e, ) dt
0

entao, no sentido das distribuigoes temos

(2.63) { (10, + ?)Sw(x,t) = w(x,t), (z,t) ERx R

Sw(z,t) =0, z € R.
Analogamente definimos o operador solu¢ao nao homogénea de Duhamel para o grupo

associado a equacao linear de KdV por
t A3
Kw(z,t) = / e~ %0 (¢t
0
entao, no sentido das distribuigcoes temos

(2.64) { (0, + O Kw(x,t) = w(z,t), (z,t) € R xR

Kw(z,t) =0, z € R.
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A seguir vamos definir alguns espacgos modificados do tipo Bourgain.

Definamos W*® como o completamento de S’(R?) cuja norma é

wmwb—(//" r+5%m@,ﬂmw02

Definamos U*? como o completamento de S’(R?) munido da seguinte norma

fallons = ( [ [101% (= late.rpagar)

2.4.1 Estimativas para o operador Duhamel associado ao grupo de
Schrodinger

O préximo Lema nos fornece as estimativas para o operador S.
Lema 2.18. (a) Estimativa no espago:
Se—%<d<0 e s € R, entao

OS5, ) < lellxes:

(b) Estimativa no tempo:

Se —% < ¢ <0, entao

[ (t)Sw(x,t)|| (Rz' 2s+1

cllw||xsa, se —3<s<1i
c(||lwllwsa + [|Jw]| xs.a), Vs €R.

(c¢) Estimativa em espagos de Bourgain:

Se—%<c§0§b§c+1, entao

[ () Sw(z,1)]

Xs,b S ||U)| Xs,d.

Observagao 2.6. No item (b) para s > %, precisamos trabalhar com o espago de Bourgain
modificado W*b. Devido a este fato, para s > 1/2 s6 tratamos o PVIF (2.2) e no caso

ressonante, isto €, quando [ = 0.

o4



Demonstragio. Para provar (a) usamos (sgn(z)) = 2v.p. %, (Z_apof)(7) = (T —

escrevermos

i0)'/2, para

t , _ fzt£2
o) [ttty = v [ [ (6 i
0
" o —1t§2
= i drd
/ /|T+§2|<1 SR
e T drd
/ /|r+§2|>1 T+ &2 (e, )drde
= Wy + Wa.
Para estimarmos w; usamos
et _ efit§2

U(t)

T+ &2

<ec, selt+¢&} <1,

junto com a desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Para estimarmos wy usamos

e'LtT —e

(1)

—it€?

—_— <
T+ &2 -

c(r 4+ 71 se|t + €2 > 1,

junto com a desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Agora vamos provar (b). Seja 0(7) € C*°(R) tal que (1) = 1se |7] < % esupp f C [—%, %]

Temos

Fa (Wt) /Ot ei(ttl)agw(x,t’)dt')

t
W(t) / e E F (e ) dt!
0

oy it(T+€2)
= w0 [l — a6 i
1-0 2
+¢(t>/em1 T(jgf )i, 7)dr
LGt e
_(t)e /%72;5)@(& )dr
= wal—foQ—i‘szg.

Por expansao em série de poténcia, temos

:L‘t

—t82

Zw
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onde

elt) = #1(0) € Gu(©) = [ (74 €00 + (e, e

T

Usando o Lema [2.1] (b), obtemos:

7t82 )||
2s+1

Z —t02 ¢k

k=

s, P s =

IN

<c
2s5+1

> r(x)

Agora pela definicao de ¢, e pela desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

lowll7, = /0 [[ }:T+£5km@+f%m@7m1 dg

H, Hs

7""52‘<3 k=1

< ¢ /E © [+ it n)ards.

Isto completa a estimativa de w;.

Agora vamos estimar w,. Pela férmula de inversao temos

(2.65) / (/”5 Tlgg)@ T)dédr.

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

sl g ) < © (71 [ /5 (7 +€) e, )|
< o [0 [+ it n) P

onde

Gﬁ%:/h+f%22%£§/v+n>2%m%m,

. _1 .
Precisamos mostrar que G(7) < ¢(7)~2. Vamos mostrar isto em alguns casos.

Inicialmente suponha |7| < 1, entdo (r —n) ~ (). Logo

G(r) < / () F < e,

pois 2+ 2d > 1.
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Suponha |n| << |7|, entdao neste caso temos (T + 1) ~ (n). Assim temos

=

(2.66) G(r) < ()2 / inl~3dn < {7y < ()3,

In|l<<|7|
. 3 1
pois —5 —2d < —3.

Agora consideremos o caso |n| ~ |7| > 1 ou |n| >> |7| > 1. Como d > —1 obtemos

NI

(267 G(r) < Il [ (40> My < (7).

n

Reunindo estas estimativas, obtemos

1/2
HwZHC'(RI;HQ‘s#(]Rt)) < (//<T>S<T —§2>2d|@b2(§,7)]2d§d7) , Vs € R.

Agora vamos estimar ws no caso em que s € [—1/2,1/2].

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

Juall s < [ Gr) [+ 04t )P,

onde

G(r) = /(T — &) Ty < c/(T — )72y 73 () ~5d.

n

25+1 .
Afirmamos que G(7) < ¢(7)~ "2 . Vamos provar isto separando em alguns casos.

Se |1] < %, entdo (1 —n) ~ (n), logo

G(r) < ¢ / ()220 E

Esta integral é limitada se g+s—|—2d > 1. Como ¢ > —%, entao a integral converge se s > —%.

Se 2|n| < |7|, entdo (1 +n) ~ (1), entdo como s < 1 e d > —1 temos

Gr) < ey / )l

< C<T>—2—2d—s+% <ec.

Se |n| ~ |7] > 3 ou 3 < |7| < 100|n|, entdo como d > —3 e s > —1 obtemos

(2.68) G(r) < clr) 2z / (T +n)"2"%dy < c.

<s< i

Isto conlui a estimativa de wy quando —%

27



= Isto completa a estimativa de

Como —1 <s<le—-1<d<0,temos G(r) < (r)
Ws.

Agora vamos estimar ws. Note que ws = 1h(t)e % ¢(z), onde

~ —0(1 + &2
30 - [ e ryan

Usando o Lema 2.1[b) e a desigualdade de Cauch-Schwarz temos

Isllo st ay) = IOt
< ol
e [ [t e 2
= < Juom | [ e e e ae

2s ~ 2 2\2d 1 e
< o [t [l Ftr 2 [ e

Como d > —%, temos f de < ¢. Finalizando a estimativa de ws.
A prova de (c) segue do Lema [1.7]
O

2.4.2 Estimativas para o operador Duhamel associado ao grupo de
Airy

O préoximo Lema nos fornece as estimativas para .

Lema 2.19. (a) Estimativa no espago:

Seja—%<d<OeSER, entao

[P Kw(, t)

”C(Rt,Hk(Rl)) S CHwHYk’d7

(b) Estimativa no tempo:

Se—%<d<0,entdo

IA
[

Y

SO0l 5 ) < {cuwuw,d, se, ~1< s

o (s 2 c(||w]yra + Jw][gra), Vs € R.
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(¢) Estimativa da derivada no tempo:
Se—%<d<0, entao

cllw|lyra, se, 0 <s< %;

)0, Kw(x,t E o S
||77D( ) ( )HC’(Rm;HtB (R)) {C(HQU”Yk,d + HwHUk,d), Vs € R.

(d) Estimativa em espagos de Bourgain:

Seja0<b<%ea<%—b, entao

[ () Kw(z, )llyreave < [lwllys-s.

Demonstragao. Consultar [23].

2.5 Estimativas nao lineares

Nesta secao vamos obter as estimativas nao lineares, em espacos de Bourgain, necessérias

em nosso trabalho. Na Sec¢ao [2.5.1] vamos enunciar certas estimativas ja conhecidas de outros

trabalhos e na Secgao [2.5.2] vamos obter as estimativas nao lineares associadas aos termos de

acoplamento do sistema SK.

2.5.1 Estimativas conhecidas

A seguir vamos enunciar algumas estimativas nao lineares que foram obtidas em outros

trabalhos.

1

Proposigao 2.1. Seja 0 < s < % Se % <b<g,

entio existe ¢ € (—3,0) tal que

[urtizus|| ... < cllunllxonlluallxoslus xos-
Demonstragao. Consultar [1§].
Proposicao 2.2. Seja s > —%. Se max{l—‘r’2 -5 i -3 % - 15 i} <b< %, entao
(2.69) 102 (00)] s < ellullysscyeleliyesoye.

Demonstragao. Consultar [23].

[]

Observacao 2.7. Em [23] foi introduzido o fator de corre¢io V* para a estimativa bilinear

valer no caso b < %
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2.5.2 Estimativas dos termos acoplados

A seguir vamos obter as estimativas referentes aos termos de acoplamento.

Proposicao 2.3. Sejam s, k,a,b € R, tais que k — |s| > —1 e % <a<b< % Entao existe
uma constante ¢ = c(s, k,a,b) > 0, tal que para quaisquer u € X** e v € Y*® vale a sequinte

estimativa:

[wvllxoma < cllullxeelvllyrs.

Proposicao 2.4. Sejam s,k,a,b € R, tais que % < s < 2a, % <a<b< %, k> s—2a.

Entdo existe uma constante ¢ = c(s, k,a,b) > 0, tal que para quaisquer u € X** e v € Y*b

vale a sequinte estimativa:

[wvllws.—o < ellullxaslv]lyee.

Observagao 2.8. Na estimativa acima restringimos nossa andlise na imagem s > 1/2, pois
quando s < 1/2, na estimativa do operador Duhamel, do Lema a 1mplementacao do
espaco W= nao € necessaria. Além disso a restricao s < 2a € suficiente para nossos

objetivos, visto que pelo Lema[2.10, estamos limitando nossa andlise no conjunto s < 1.

Proposicao 2.5. Sejam s,k,a,b € R tais que s > 0, k < min{s + 3b — 1, 4s + 2a — 3/2}
e3/8 <a<b< % Entao para quaisquer uy,us € X*°, existe uma constante positiva

c=c(a,b, s, k), tal que para quaisquer uy,uy € X*° vale a sequinte estimativa:

100 (wrt2) [yt -0 < cllunlxnlluzllxer-

Proposicao 2.6. Sejam s, k,a,b € R satisfazendo 0 < k < min{3a, k < 2s + 6b + 3a — %},

5 > ;11 e }1 <b< % Entao existe uma constante ¢ = c(k,s,b,a) tal que para quaisquer

ur, us € X5 vale a sequinte estimativa:

10 (urti2) lus—e < cllunllxonlluz]| a0

Proposigao 2.7. Sejam s, k,a,b satisfazendo 2b+ s > 1, %1 <b< %, k<0,s<3a—1/2.
Entdo existe uma constante ¢ = c(k, s, b, a) tal que para quaisquer uy,us € X*° vale a sequinte
estimativa:

10 (ur2) [lun—e < cllunl[xonlluz]|xas.
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Observagao 2.9. Esta estimativa serd necessdria quando tratarmos do problema(2.3, devido
ao Lema . Como 2b+ s > 1 e b < 1/2, esta estimativa nao € aplicdvel quando s = 0.

Devido a isto, no problema[2.3, nossos resultados nao envolve a regularidade s = 0.

Prova da Proposigao [2.3}

Provaremos esta proposicao seguindo as ideias da prova de uma similar estimativa obtida
por Corcho e Linares em [12]. Essencialmente precisamos substituir os calculos técnicos, por
uma versao adequada para b < %

Defina f(&,7) = (7 + £)"(§)*u(&, 7) e g(§, 7) = (r — &)*(§)* (¢, 7).

Seja I(¢1, ¢2) = [ [ d1¢ydady.

Pela definicao de X*~® e por dualidade,

|uv| xs— = ||<T+§2>_a<§>3@(577)||L3Lg
& ite.n)

(T +&%)° L2L?

(eamioe)

= sup  [W(u,v,9)],

1915212 <1

= sup
912,251

onde

Wiwv,9) = [<vf§>{@uug<> *v—gwgw}ﬁ)

<T + €2> <§>S (517 7_1) (f - 617 T — 7_1)5(7_7 5)
/]1@4 (11 = &&=+ (£ = &)%)P(E = &)° dndbydrds

L

= W1—|—W2+W3

onde R* = R; URy URs3, e os R; serao definidos a seguir.

Inicialmente defina os conjuntos A, B, C, por

A = {(575177—a 7—1) € R4 : ‘€l| S 2}7
B o= {(&& ) eR G > 2 | - & +2¢ s%wg 367 — 261 + ¢}

¢ = {66 mm) R :fal>2, 18— & +2] > flal)
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Como o conjunto

D ={(&&,m,m) e R: |36 — 26, + 26| < %|£1|27 & — & +2¢) < %’§1|27 1| > 2}

é vazio, vemos que R* = AUBUC.

Para todo (§,&1,7,71) em C temos

(2.70) &+ In -Gl n (- &) 2 1€ - &+ 266] > %I&F’-

Agora decompomos C = C; UCy UCs,

Ci = {(&&,mn) € Cmax{|n — & T -+ (£ = &), 7+ €[} = |7+ €]},
C, = {(575177771)Gc;max{’ﬁ—ffHT—Tl+(5—51)2‘,‘7+52‘}:|Tl—5f|}7
C; = {(&&, ) e Cmax{|n — & |t —n+ (€= &) [T+ &} = |7 =71 + (€ = &)}

Assim em C; temos |7 + & > §]&[3, em Co temos |7 — &5 > £|&]? e em C3 temos

7 —m+ (€= &)? = glal

Por fim, definimos os conjuntos:
Rl :AUBUC1, RQ :Cg, Rg :Cg.
Para estimarmos W, usamos as desigualdades de Cauchy-Schwarz e Holder para obtermos

Wi < (1912

(€)° // g(&1, 1) f(€ =&, 7 — 11)xr,dT1dE)
(T +&2)° (1 = ENUENH(T — T+ (£ = §1)2)P(E = &)®
(€)*

// 51771 (& =&, 7 — 1)xr dnid&
(T4 £2)2e (1 — V(T =11+ (= &)H)E - &)®

// (> (// XR, AT1dE, )
(T +&2)% (11— E0)2(6)2M (T — 1+ (§ = &)H)P(E — &)
X <// |g 51,7'1 | ’f(é — 51,7' —T1)|2d7'1d£1) def

HinupHgHi2L2

2

L2 L2
2

drdg¢

IN

XR,dT1d&;
. T+§2 )2a // (1 = )20 (&2 (T — 11 + (£ = D6 — &1)% || oo oo

T g

= Jlul%. b||U||ykb
XR1dTld€1
. 7'+§2 // (11 = &)%) (1 — 1+ (£ = &)HP(E - &)™ L;’OL?.




Para estimarmos W, fazemos a mudanca f (&, 1) = f(=¢£,—7), integrando primeiro sobre

T e £ obtemos

Wal* < llgllie e

// f(& =& —7)8(7, ) xR, drde
&)k (m = &)Y (T+ )T — 11+ (§ = &)HNE—&)*

< lgllzz 2, ||f||L2 %

1761

2 2
L2102

2

25XR2de§
Y2R(m — &) 2b// (T4 221 — 11 + (£ = &)HP(E - &)*

L,?_‘ng(l’
= HuHx bHvakb
// (€)% xp,drde ?
2k 7_1 53 2b T+§2 2a 7- — 7+ (5 fl) >2b<§ _ 51)25 L%ng"

Note que f(&,7) = (€)*(r = €)%a(=& =) e |f(& 7)llr2ez = [ fllzez = lullxes.
Agora usando a mudanca de varidaveis 7 = 7 — 5 e £ = & — &, a terceira regiao R3 é

transformada na regido R definida por

(2.71) Rs C {(&1,&, 71, 72) € RY; %’fﬂg < |8+ & —268] <3l — &, e, |&1] > 2}

Analogamente, estimamos Wj:

Wal? < 1172 1

T2 €2

o // (& — (&1, 1) (52 1,72 — T1) X, dT1d&: i
(&2)3(m0 — £3)° 71—72+ (& — &)?)(m — &1)P(E)” L2 12
T2 €9
< Hf”LQ L2 HgHLzng
52 25X733d71d§1 2
e [ a5 @ g

< Jullks b||vllykb

— &) 23X7g3d71d§1
(€a)? (T2 — £3)% // (11 —7'2+ £2)2)2(11 — )20 (61) % || foo oo

T2 &g

Portanto premsamos mostrar que

(2.72)

IA
o

XRldTldfi
7'+§2 // (11 = E)P(&)HR(E = )2 (T — 1+ (£ = &)
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§>25XR2de§

(2.73) H<§1 % (1, — ) // (T+ )% (r — 1 + (E— )P — &) . <cg,
§2>28X733d7—1d€1

(2.74) H (€2)25 (g — £2)2b // (1 — 7o —I— — &)%) — &) (&) =

Agora passemos a fazer as estimativas acima.
Comecemos estimando ([2.72). Precisamos controlar a seguinte fungao:

Xr, dT1d&;
wlnt) = T+§2 2 // (r = &) (E)™(E = &) (T — i+ (£ = &)D)*
Usando a desigualdade (€)% < (€ —&)%(¢,)%l e o Lemam

w1 (7-7 5) <

1 / xR, (€1)2172RdE,
e | Fre-gra-a
se %1 <b< %

No conjunto A, usamos que a > 0 e 4b — 1 > 0 para obtermos

wn(r,€) < c /5 e

Em C; temos [&] > 2 e |2 < o{r + £%), entdo
(&) 2kdg,
< .
wrnd <e | EErreare
Se 2|s| — 2k < 6a obtemos

dg
nne) s C/ R AL

Tomando b de modo que 4b — 1 > % usamos o Lema e obtemos a estimativa em C;.

Agora vamos estimar em B.

Vamos escolher a e b de modo que 4b — 1 < 2a. Pela desigualdade triangular temos

T+ T+ -6 +& —26&) > (6 — & +284).

Entao,

1 / XB<€1>2|5|—2kd§1

T | Tre - g -2k
XB<51>2|S|_2kd§1

/ (€8 — & + 2¢6)

wy (Ta 5) <

IN

XB<51>4b_1d§1
= / (€ — &+ 266,) 01
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Agora, facamos a seguinte mundanca de varidvel:

n=& — & 266, dy = (3] — 26 + 26)d&r.
Pela definigdo de B e o fato k — |s| > —1, obtemos

Xnl<lens (€1) 21~ dn
w1(€77—) S ‘35%—2514—26‘(7/»4[)71

< /Xn|<51|3<51>2'5"2'“d77
- || ()t
dn
R

A expressao acima é finita quando k — |s| > 2 — 6b. Portanto como k — |s| > —1, podemos

obter b com tal propriedade.

Agora vamos estimar (2.73]). Por definicdo em Ry temos
L3
(2.75) §|51| <3m =& < (n - &)
Fazendo a mudanga n = 7, — &2 + 2££;, em Co temos
(2.76) Il < |m =&+ € = & +2¢6| < 4ln — & < Hn — &)

Usando o Lema e as desigualdades (2.75]) e (2.76]) obtemos

// (£)*° X pydTdE
(&) (m — )% (T+ 221 — 1 + (£ — &)?)P(§ — &)™

<51>2* o2k Nl (£0)21 -2 (1+ [pl)! 22
§C<n—§%>%/ (= € + 266201 = (7 — ) /| o 2a
<£1>2|5|—2k,’—1 1 <£1>2|s|—2k 1
S -G S Gl (- g
<£1>2\s\—2k 1 1
— C’&’<£i&>2a+4b—2 - ’£1|2k72|s\+12b+6a75 = |€1‘2k—2|s|+18a—5‘

Isto é suficiente para provar (2.73)), pois por hipétese temos k — |s| > —1 e 3 —9a < —1, se
7
a > 18"
Por fim, vamos obter (2.74). Por defini¢do, em R temos 3|&|* < 3(r — £3), entdo
(2.77) (rp = 3)7* < |7
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Logo pelo Lema [1.14] por (2.77)) e Lema [1.12, obtemos

// §2>2SXR3dTld§1
(€2)?s(my — £5)* (1 — 72 + — &)1 — &)(&)*
)25 72Rx g, d71d§1

= C/ 1€1[0%(T2 — 52 &+ 283 + 2&, &) 20 +20-1
d&
= C/ (g — &3 — & + 283 + 2§ &) 20 t20-1

S|
<c / <ec.
(T2 — &8 — & + 287 + 26, &)1
Na ultima passagem usamos o fato de a > % implicar em 4a — 1 > % Concluido assim a

prova do Lema.

Prova da Proposicao [2.4}
Podemos assumir que |7| > 10[£|?, pois caso contrdrio a estimativa segue da Proposigao
23

Precisamos mostrar que a fungao

_ X{\r|>10\£|} drdé
w(éﬁ') - +£2 2(1 s // T1 §3 2b >2k<7- — 7+ (5 _ 51)2>2b<§ _ §1>2s

¢é limitada.

Como |7| > 10[¢|?, entao (T + &%) ~ (7).
Primeiro suponha k£ > 0.

Usando s > 0, £ > 0 e os Lemas e temos que

& g
TrE- g2

)

wie.r) < et [ 4

poiss§2a64b—1>%.
Agora, seja k < 0. Vamos tratar este caso em duas partes.

Primeiro suponha |£;| < 2|&|. Neste caso temos

dg
(2.78) w(,7) < / (r+e&—g+ 22 —2€&, )41 s

se s<2aek > —s.

Agora seja 2|&| < |&1], entao || > c|¢* > &) Como k < 0, entdo (&)~2F < (r)~*.

Assim obtemos
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d
(2.79) w(fﬂ') < C<T>Sk2a/ <7_ T2 5? _féQ — 2€£1>4b—1 <6

se k— s> —2a.

Isto conclui a prova da Proposicao 2.4}

Prova da Proposigao [2.5}

Vamos novamente nos basear na prova da estimativa obtida por Corcho e Linares em
[12] juntamente com a ideia de Wu em [46], onde serd possivel cancelar as frequéncias com a
modulagao, através de uma relacao algébrica.

DeﬁnaT:ﬁ —7’2,5251 —fg, 027—63, 01 :7'1—|-€%, 0'2:7'24—5%.

Sejam f(&1,71) = (€)% (o)1 (&, 71) € (&, T2) = (&2)°(09) Us(—E&2, —T2), entdo

(2.80) s = 171122, 2, Mzl oo = gz 2z,
Por dualidade temos
|0: (w1T2) [ly s, = ||<0>_“<€>k@z(ulﬂz)lngLg

= [1i€(o) 7€) i * ) (&, 7) | 22
— s <|€!< " iy ). ¢)‘

ol zz<tl \ (0)°

= sup |Z<u17u27¢>|7

II¢HL72_L§§1

onde

O'

/// ) [SESS o 51771) (52772)?2(5 ) 4 dryde, drde

S ////Rz R

= Z1+ 2o+ Zs+ Zy,

Z(Ul,UQ, /// |€| 517 1)U2(€ 51,7'-T1)$<§,T)d7’1d§1d7’d£
R4
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onde R, Ro, R3, € Ry sao definidos por

§,&,7,m) € RY €] <10},

{( )
{(¢,&,7,71) € RY €] > 10, [&] > 2|&]},
{(¢,&,7.m) e RY [¢] > 10, |&] > 2|61},
{( )

Ié’z\

&6, m) ERYIE>10, == < |6 < 2(6}-

Para estimarmos Z; usamos a desigualdade triangular e obtemos

//’5‘ 51771 )Xje|<2@(&, T)drdE i
)P(&1)*(02)(61)* Py
&1

3 drd
oty [ [ L F &) 51,71 (//Xm 2[0(¢,7)| alL 5) e,
< )|drd
HgHi%LgQHfﬁzngl (//xa 2| B(E, 7)) )r 5)

Lete,

zi < lglzs, 12,

IN

IN

< CHQH%2 12, ||f\|%2 12, H¢Hi2L2 X
// X|¢|<2dTdE
51 2b 2a O—2 2b 52

Assim, para obtermos a estimativa necesséaria de Z; é suficiente mostrarmos que a funcao
w (5 7_) // X‘f|<2d7—d§
1\S1, /11
y2b 120 (g4)20(£,)25

Usando os fatos s > 0, a < b e o Lema obtemos

X|g\<2d7d5 X¢|<2d€
i, n) < / / —/ R T —

sempre que + < a < 1. Conclulmos assim a estimativa de Z;.
4 2

Lg;’ L$§’

¢é limitada.

Nas outras estimativas utilizaremos a seguinte relacao algébrica:

(2.81) (T=&) - (n+&)+(n+&§)=-€ -+ (& -8 =€ - ¢+26a).
Na regiao Ry temos 1/2[&| < |€| < 3/2/&1], logo
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(2.82) €7 — € +261| > €] — € — 26| > [¢* - 5l¢] > 1/2[¢]%,

pois [£| > 10.

Combinando ([2.81)) e (2.82]) obtemos

(2.83) max{lol, o], |oa]} > c[¢].
Assim, vamos decompor Ry = Ro; U Rag U Ro3, onde

Ror = {(§,61,7,711) € Roymax{|ol,|o], |oa|} = |o]},
7?'22 = {<€7£1777 7-1) € RQ;maX{|U|7 |01|7 |02|} = |O-1|}7
Rog = {(5751,7, Tl) € Rz;maX{|U|7 |<72|7 |02!} = \02|}-

Para estimarmos em Rq1, integramos primeiramente em 7, e &, usamos as desigualdades

de Cauchy-Schwarz. Entao precisamos mostrar que a funcao

X{|€1]>2]€2 d72d£2
(2-84) w21(577)3 X{l¢|>10, \o\>c|g|3} // 51 {le1]>21es ]}

125 (01 )20 (£,)25 () 20
¢é limitada.

Como |&| ~ |£], podemos controlar we (&, 7) por

2k 2542 dT d
(2.85) X{\§|>10} // 2 52

Aplicando o Lema m podemos controlar a expressao (2.85)) por

<€>2k—2s+2 d£2
(2-86) X{l¢|>10} <U>2a /<T+§2+2€£2>4b1'

Fazendo a mudanca de varidvel n = 7 + £% + 2£&,, temos dn = 2£dés e |n| < 2|o| em Ray,

assim controlamos (12.86)) por

- e 10}£/ o = L < c(g) 22120647
. N . : ) |
[n]<2|o] <77>4b 1 <0->4b 2424

<O->2a
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que é limitada se k — s < 6b+ 3a — %

Agora vamos estimar a integral na regiao Ra. Para isto precisamos mostrar que a funcao

s cion |E[2(E) P drd
wya(&1,71) = 2b//X{5| ‘ }‘€| <>zb e

¢é limitada.

Utilizando o fato €| ~ |£;] e os Lemas e podemos controlar a funcdo wy s por

[ [

<c

/(5 §2+2§§1 - =t T

semprequek—s§3b—1e%<a<%.

A estimativa na regiao Rs33 é obtida em um caminho similar & estimativa da regiao Rass.

De fato, nesta regiao precisamos mostrar que a funcao

{2 <loaly [€]*(€)* drdg
(2.88) wa3(§2, T2) 1= (€2)2 (o) 2b// . |£12b|} V20 (g >2bT

é limitada. Utilizando o fato || ~ |£| e os Lemas e podemos controlar a fungao

[ s [

<c

/<€3+£2+2552+a+§2>4“ te

semprequek—s§3b—1e%<a<%.

Wa, 3 por

A estimativa em Z3 segue o mesmo caminho da estimativa Z3. De fato, em Rj3 temos

&l < || < 2/¢|. Logo

2
€ — €261 > el — J6+ 261 > Jeft - 3¢l > BT

pois [¢| > 10. Dai a estimativa pode ser feita separando em trés casos, como na estimativa
de ZQ.
Por fim vamos estimar Z4. Para isto, vamos decompor R4 = R41 U Ry49, onde

Ra ={(&,&,7,711) € Ra;|&1] > 2|62 — €4 26|} e Ryg = Ry \ Rar-
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Em Ry temos [£2] < [€%2 — & + 2&| + (26 — £| < 6]&|. Assim, neste caso precisamos

mostrar que a fungao

Xg12< )€ |€| 2kd7‘d§
w41(§1,71): 2[,// |§§2|£25 >2b

¢é limitada.

Usando que a < b, |&1| ~ |&] e o Lema obtemos

c Xjep<ien(§)* 2 dg
(2.89) wy1 (&1, 71) < (01>2b/ (—8 + 1 + (£ — £)2)da1’

Usando 4a — 1 < 2b e a desigualdade triangular, obtemos

<0_1>4a71<_€3 +7 + (5 o €)2>4a71 > <_€3 o 2561 4 £2>4a71.

Portanto

2<e, 2k—85+2d
2 i) < [ E2

Se [€2 — £+ 2&1| > 1, temos (€3 — €2 + 26€1) ~ (€2 — £ + 26,)(E), pois |€] > 10. Entéao

é controlada por

Xjep<le|(§) % 1edg k—ds+3/2—2a d¢
| e = [e—ermm <o

desde que k < 4s+ 2a — 3/2.
Caso |€2 — £ + 2&1| < 1, controlamos (2.90]) através da mudanca de variavel

n=& — &+ 28

Logo, [n| < [¢] < cl&i|'? e

d
L =136~ 26+ 26 2 26 — ] - |6 — €+ 26| 2 206 — J6 - 1> 20 — 20¢] 2 L2k,
pois [£| > 10.

Portanto (2.90) pode ser controlado por

/ (&)F=dn < <€1>k74s+172a
ml<cle/z (Mt T ’
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que é limitado sempre que k < 4s + 2a — 1.
Agora passemos a controlar Z; na regiao Rys.

Neste caso, por (2.81) temos uma das trés situagoes:

(2.91) ol 2 1Ell&a], loul 2 1€][], ou foa| Z [€]1& ]

Além disso, em cada caso acima vamos separar nossa analise em cada uma das situagoes:
€]? < 10161 ] e 106 | < [€[*
Vamos estimar primeiramente o pior caso para o cancelamento das frequéncias:
max {|o|, |o1], |o2[} = |o] e |§]* < 10]&.
Neste caso usamos o Lema [I.15 e estimamos Z, por

£)2h+2-8s d72d£2 (£)2h+2-8s ds
(292 7w = o | mee e

Agora, fazendo a mudanca de varidvel n = 26§ — € — 7 — 2€2, temos dn = 2£d&,, e na

situagao considerada |n| < c|o|. Logo, o lado direito de (2.92)) pode ser controlado por

<£>2k+1—83 dn <€>2k+1—85 <€>2k+1—85
<0>2a /|n|<w| <n>4b71 < <O->2a+4b72 < <£>2a+4b72<£>4a+8b74 < ¢

sempre que k < 4s+ 3a + 6b — 7/2.

Agora vamos tratar o seguinte caso max {|c|, |o1], |o2|} = |o1| e [£]* < |&1].

Neste caso vamos mostrar que a funcao abaixo é limitada:

_ X{jel2<10e 3 |€]*(€) P drdg
w(fl,ﬁ) - <£1 23 7_ +€1 2b // 7__53 2a 7—2_|_£2>2b<€>

Pelos Lemas [[L15] e [[.12] obtemos

(&)1 dg
wibnn) < C<51>4S<n+f%>2b/ (€ 7+ (G =gt
<£1>k;+1

que é limitada quando k < 4s + 2b — 1.

< c
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O Caso max {|o|, |01, |02|} = |oa] e |£|> < 10[&;| é tratado de maneira andloga.
Por fim, vamos tratar o caso 10|¢;]| < |€[>. Neste caso usamos que |£2 — € + 2&;| ~ |€]%,

dai a relagao algébrica implica em
3max {|o|, o], o]} > [€]167 — & + 26| = €[,

No caso em que max {|o|,|o1], |02} = |o| podemos controlar Z4 por

!£| / / dradéy £) et / / X{|£1|<10|£| }dedfz
51 2s 0-1 2b £2>28<0-2>2b 2b

< 2k+2 4s d£2 <€ 2k+1 4s dn
= oy / (2, — 53—7—25%4“9 (o) Aﬂgw Ty

<£>2k+1—45 <£>2k+1—4s

— <0>2a+4b72 - <€>6a+12b76 S ¢

que ¢ limitado quando k < 2s 4 3a + 6b — %
Agora consideramos o caso em que max{|o|,|o1],|o2]} = |o1]. Nesta situagao temos

lo1| < |€[3. Neste caso precisamos limitar a seguinte funcao:

|E12(€)2kdrdE
(2.93) w(&,m) = (&) (m + &1y // (T —&3)2a(my 4 £3)%(&2)

Usando as hipéteses sobre as frequéncias e os Lemas e podemos controlar a integral

acima por

gsto d¢
C<§>2k 4542 Gb/ <§3 — 62 n 2651 NI §%>4a—1’

queélimitadosea>gek§23—1+3b.

Isto conclui a demonstracao da proposigao [2.5]

Prova da Proposicao [2.6}
Podemos assumir que |7| > 10|¢|?, pois caso contrério a Proposigéofomece o resultado.

Analogamente a prova da Proposicao ¢ suficiente provarmos que a funcao

- | dred&s
(2.94)  w(r,€) = X{r>>le (7 + £9)a // (€)% (T + €)% (1o + £3)2(&) >

¢é limitada.
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Caso 1. [¢] < 1. Como |7| >> |£[?, temos que (T — &%) ~ (1), logo

lePn)s
(r+g)=

(2.95) <elr)iT™ <

sempre que k < 6a.
Pelo Lema | se 1 < b< 1, obtemos

// dradés < / d&s
(€2 (m + )+ &)™ (&) (&)P(&)* (T + &+ 266)0 !
(2.96) < /L

. B (€2)% (&>

Se 1 < s < 1, a integral (2.96) é controlado por (€)'~ e se s > 1 por (£)~%, isto conclui a
prova deste caso.
Caso 2. [¢| > 2.

Neste caso temos

2(7) % 2
B <en ¥,

Como § < b < 3 e4b—1+2s > 1, aplicamos o Lema [1.15) ¢ o Lema [1.14] com a_ =

2s, ay = 4b — 1 para obtermos

// dTod&s
& (s + €2 + P G
d&s
< | Grrre g
_ d&s
S g 1—4b
e | & T la) &+

FIHE el
|€|2371 |€|2s 1
<

= eysa—e = Oy
Combinando ([2.97) com ([2.98)) e usando |7 — &3| ~ |¢|> obtemos

w(r, §) < <T>%—2a—4b—2s+2’§|28+1 < <T>%—2a—4b—25+2+23f5+%‘

(2.97)

(2.98)

A expressao acima é controlada por uma constante se k < 2s + 6b + 3a — L.

2
Prova da Proposicao [2.7}
Podemos assumir que 10|7| < [£[?, pois caso contrério o resultado seguiria da Proposigao

2.0l
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Argumentando como na prova da Proposicao e usando o fato k < 0, precisamos

mostrar que as fungoes

7% Xie|<2dTdE
€]<2
wl(flaTl) 61 25 2b // 2a 02 2b €2>

dedfg
wa (7, &) = X{e>2, 10|r|<\5|3} 2a (€1)2(01) P (&) (02) P

sao limitadas.
A limitacao da fungao w; é feita igual a prova da Proposigao [2.5]

Para estimarmos wy usamos o fato de 10|7| < [£] implicar em |o] ~ |£[>. Assim temos

drod&s
wy(T,§) < X{l¢>2, 10\T|S|€\3} // (€)% (0,)2( §2>25<0-2>2b'

Argumentando como na prova da Proposigao anterior podemos controlar wy por |£

|2$+176a
)

que ¢ limitado se s < 3a — %

A demonstragao segue os mesmos passos da prova da Proposicao

2.6 Boa Colocacao local para o Sistema SK em R™

Neste capitulo vamos provar o Teorema Por questoes técnicas a prova sera separada
em alguns casos, isto porque dependendo da regiao referente aos valores s e k, correspondentes
a regularidade do sistema SK, é necessario trabalhar com a familia analitica de operadores
forcantes ou espacos de Bourgain modificado. E importante frisarmos mais uma vez que a
boa colocacao local tratada aqui é uma boa colocacao local no sentido de Kato para uma

reformulacao dos PVIF (2.2)) e ([2.3) como equagbes integrais em R.

2.6.1 Prova do Teorema na regiao D,

Sejam (s, k) € Dy. Escolha a = a(s,k) < b =b(s,k) < 5 e a = a(s, k) de modo que as

estimativas nao lineares dos Lemas 2.2) 2.3 [2.5]e[2.6]sejam vélidas. Defina d = —a. Tome

lig e ¥y, extensoes de ug e vy, tais que ||| msw) < 2[|uol|lms@+) € [|Toll r@y < 2l|voll gr@+)-
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Usando (2.22)), (2.58]), (2.63) e (2.64]) é preciso obter um ponto fixo para o operador
A = (A1, Ay), onde

(2.99) Ay (u,v) = ()i (z) — V(S (avruv + Byr|ulu) (z,t) + 1 (t) Lshi (2, t),

com h; definida por

(2100)  ha(t) = X(ouso0) [F() = B0 E g amo +1(1)S (athrun + Birlul?u) (0,1)]

e

(2.101)
Aol 0) = (0P 0(a) + B(OK (1r0u () = 3620.6)) (5,0) + V(O™ Lol ),

com hy definida por
3 1
(2.102)  halt) = X010 [g(t) U emg — GOK (1D (ul?) — Sr2,(09)(0,1)|

onde A = \(k) sera escolhido depois.

Lembremos que S e K sao os operadores de Duhamel dados por

¢
Sw(zx,t) = —i/ % (2, ) dt!
0

¢
ICw(m,t):/ e~ %0 (2, ) dt .
0

Baseado em nossas estimativas, estamos motivados a obter o ponto fixo em uma bola do

seguinte espaco de Banach:
Z = Z(s,k) = Zy x Zo; Zy = C(Ry; H*(R,)) NC(Ry; H 7 (R,)) N XY,

Zy = C(R; H*(R,)) NC(R,; H5 (R))NYHnve,

2541
Para que a fungao Lsh; esteja bem definida, vamos mostrar que hy € Hy * (R™).

2541

i (RT) =

Como 0 < s < %, entao i < % < % Logo o Lema garante que H
2s+1

Hy,* (R"). Pelo Lema 2.1 (b) temos

(2.103) HX(0,+oo)¢(t)6itagﬂo\x=0||HM < ||
0

1 (R+) Ho®):
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Dai X(0,400) (1) tig|—0 € H (R+). Além disso, como f(t) € H™ 3 (R*) temos que
2s+1

ft)e Hy ' (RT).
Agora, pelo Lema [2.1§ (b) e Proposigao temos

(2.104)
!]X(07+oo)w(t)8(wTauv + ¢ Blulu) (0, t)HHQ%P(Rﬂ < cllvr (auv + Blulu) || xsa

< T4 auv + Blu*ul

Xs,d+e

< T ([fullXes + llul

Xs:b |U||yk,b).

Logo, se u € X* e v € Y*? ent@o x(0+00)¢(£)S (¢T(auv + Blul*u)(0,t)) € H (R*)
Assim, com estas condigoes sobre u e v temos que h; € H s (R*) e entao L hy estd bem
definida.

Analogamente, para que a fungao Ci‘rkhg(m t) esteja bem definida, precisamos mostrar
que hy € Hok%1 (R*). Como —% <k < , entao 15 < k“ % Logo pelo Lematemos que

k41

k1
H™3 (RT) = H,® (RT). Pelo Lema [2.11] (b) temos que

2.105 (e < olli
( ) [ X (0,00 ¥ (£)e" T _OHH(%(W) < c||To| e (r)

k1
Portanto X (o,+0)%(t)e?2 0| =0 € Hy® (R*)
ﬁ
Por hipétese temos que g(t) € H'5 (R"), logo ¥(t)g(t) € Hy® (R). Agora pelo Lema
2.19| (b) e Proposicao temos que

I oo (O [ (0 () = 5@ s < eller (@) = 50.07)

Hy® (RY) o
) 1
S crT 3m(|u|2) - 58:5(/02)} Ys,d+e
(2.106) < e (|lulleen + 10l maya)

onde € > 0 é escolhido adequadamente pequeno de modo que as estimativas nao lineares

sejam validas.

Logoseu € X**ev € Y entao x(0,400) % (t) K [0r (70, ([u?)—50,(v?))] (0, t) € H, 3 (RT).
k+1
Portanto, com estas condigoes sobre u e v temos que hy € H,* (R™), logo £ +kh2 esta bem
definida.

Agora vamos mostrar que A é uma contracao em Z.
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Pela desigualdade triangular temos

A (u, )]z < |[e(2) )&% dig () Hzl + || v (®)S[r(aww + Blul*u)] -’3775)”21
Hlw ) Laha (. 1),

1
1As(u, )]z < el To(@)]| 5, + el K [¢r (YO (|ul*) - 500 (@ 1)],
+||w<t +kh2 z,t) HZ J
A seguir vamos estimar cada um dos termos acima.

Comecemos estimando os termos correspondente a A;.

Pelo Lema 2.1] temos

o) o), = Ilo(t)e*a

<l

HC(Rt; H(R.) ) O (Ros H T (R) ) X5

Hs(Rt).

Aplicando o Lema as Proposigoes [2.1] e [2.3] obtemos
Jo(0)STr (oo + Blufu))(e. )l

= [b®)S[¥r(auv + Blul*u)](z, Dl

< T auv + Blu|*ul

Res Ho(R,) ) NC (Res H ™3 (Re) ) X5

X s.d+e

< T ([|ul

xeolvllyrs + [lullkes)-

Usando o Lema [2.4] e as desigualdades (2.103) e [2.104] temos

”w(t)cshl(x7 t)||Zl - ||w(t>£8h1(l‘7t)||C(Rt,HS(R;C))OC(R;C,HZSI:[)me‘b
< cfhl 225
< T (|full5en + llullxsellollyrs) + clluollms sy + el fII 20

TTRY)

Agora vamos estimar os termos correspondentes a Ay. Pelo Lema temos

3
() )e' % To(x )HZQ = [le(@®)e P00 HC(Rt;H’“(Rz))ﬂC<R1;H%(R))QYWDV&

< CHUOHH’“(RH‘
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Pelo Lema [2.19] Proposicoes 2.2 e 2.5] temos

[l (D) — 50. 2N 1),
= [[eOKWr(0:(uf*) = 50:(*))(, 1)
10,(ul?) - gw»

< T ([ullxes + 10]5kony)-

C (Rﬁ HF (Rz)) nc (]Rz; H%i (]R)) nYys.bAyva

< TI*

Ys,d+e

Usando o Lema e as desigualdades ([2.105]) e (2.106|) obtemos

[o@ L3, Bl = O L3R, )]

< T([olfwe + llu

Ry -H’“(Rm))mc (Rx; %)mYk»bmva

2es) + gl gt

desde que A e « satisfacam as seguintes propriedades:

! 1 E-A+2 1
(2.107) k—lg)\<k+§,)\<§,a§T+,§<a§1—b.

Como —3 < k < %, entao k — 1 < % e k+ % > —+. Assim podemos encontrar A = (k) que

satisfaca (2.107)).

Reunindo as estimativas obtemos

(2.108)  [|As(w,v)llz < elllollms@e) + 11z oy + T (ullxesllolyveeaye + lulles)),
(2.109) 1A2(w, 0) 122 < elllvoll sy + N9l g gy + T Nullies + TR roaya)-

Analogamente obtemos

[A(ur, v1) = Auz, v2)l|z < T {[|orflyrellur — uel

Xs:b ‘I— ||U2| Xs:b |U1 - U2| Y s:b +

(2.110) + (fJlua

Xs,b + HU2| Xs,b)HUI - u2| Xs,b +

+ v = vallyssave ([0r]lyreave + |[v2]lyrbave)

(13

oo lual5en) lur — vzl xan}-

Defina a seguinte bola de Z:

B = {(U,U) € Z; ||u||Zl < M, ||U||Z2 < M2}7
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onde My = 2 ([[uol| - i) © Mo =26 (Jleolley + lgllage o )
Restringindo (u, v) na bola B7 por (2.108)), (2.109) e (2.110) obtemos

M
s, 0)llz, < S5+ T ML,

8,0}z, < 52 4 T2 + M3),
[A(ur, 1) = Az, va)l| 7, < T (MF + My + Mo)[[Jur — usl|z, + [[or — o]l 2],
[A(ur,v1) = A(uz, v2)||z, < T [Mil[ur — uz|[z, + Ma|lvr — v2[2,].
Desta forma podemos escolher T' = T'(Mj, Ms) suficientemente pequeno, de modo que

||A1<u7 v)||Z1 < Mla

[A2(u,v)[|z, < Mo.

Portanto, A define uma contra¢ado em Z N B. Assim obtemos um ponto fixo (u,v) nesta

bola. Portanto a restrigao

(u,v) := (u|(x,t)€R+><(0,T)a U|(m,t)€R+><(O,T))

¢ a solucao que procuramos. Como queriamos mostrar.

2.6.2 Prova do Teorema na regiao D,

Sejam (s, k) € D, . Escolha a = a(s, k) < b < b(s, k) < 3 de modo que as estimativas
nao lineares dos Lemas [2.2] 2.3] e [2.6) sejam vélidas. Defina d = —a. Tome g e 0,

extensoes de ug e vy, tais que ||to|| gsr) < 2|uo|

e+ € [|Toll ey < 2llvol s
Como na prova do Teorema anterior, precisamos obter um ponto fixo para o operador

A = (A1, Ay), definido por

(2.111) Ay (u,v) = ()i (z) — ()8 (apruv) (z,t) + @D(t)e_%ﬁg‘lhl(x, t),

com h; definida por
(2.112) I (8) = X0 o€ * (1) = $(8)e" P iig|amotb (1) S [atbruv] (0, 1)),
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e

(2.113)
Ao, 0) = YO i0(@) + (OK 10 u) = Sor (000 (2.8) + D0} ™ L3yl 1),

com hy definida por

(2114) Ai(t) = x(0,100) (908) — 900 Pi0lam0 — DOK [0 brul?) — 5r(0):(0))](0,1))

Onde A\ = A\i(s) e Aa = Ay(k) serao escolhidos depois.
Baseado em nossas estimativas, estamos motivados a obter o ponto fixo em uma bola do

seguinte espaco de Banach:

25+1

Z =71 x Zs; Z1=C(Ry; H*(R,)) NC(Ry; H 7 (Ry)) N X*P,

Zy = C(R; H*(R,)) NC(Ry; H5 (R))NY*Hnve,

2s+l
Para que a fungio £1h, esteja bem definida, precisamos mostrar que hy € Hy * (RY).

Pelo Lema m ) temos que

(2.115) ||X(o,+oo)¢(t)€itagﬂo|z:oHH% < ¢l s w),

(R)

entao X(o,+00) (1) % dglmg € H™1 (RY).
Por hipétese f(t) € H™ 4 (RT), entdo f(t) —(t)e®uy € H™T

“(R™). Usando a condicio

de compatibilidade,
F(0) = 4(0)e™%uy = £(0) — ug(0) = 0.
Assim o Lema |1.6/implica que X(o400)[f(t) — ®(t)e 02 4y0] € H (R*) pois < s < 1.
Usando o Lema (b), Proposicoes e e o Lema , obtemos

XG0, 100 (S (atpruv) (0, 1) 251 ) < elllatprun]

xsd + ||ebruv||ysaq)

(2.116) < c||rul| xso—e||v||yro
S CT€||U| X s,b |'U||Yk,b.
Portanto se u € X*? e v € Y*? entao ¢(t)S(auv)(0,t) € H*T (R*) Como Tzl o3

e 1¥(0)S(auv)(0,0) = 0 o Lema |1.6| implica que 1(t)S(auv)(0,t) € H (R+) . Assim com

2541
estas condigoes sobre u e v temos que hy; € Hy * (RT), portanto £h; estd bem definida.
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Analogamente, para que a funcao Ej\fkhg(m,t) esteja bem definida, precisamos mostrar

K+l
que hy € Hy® (RT). Pelo Lema [2.11| (b) temos que

(2.117) [ () o lamol| g1 . < ellTollan)

3 (R)

k+1

Portanto x(o,+ee)t(t)e?vgle—o € H'5 (RY).

k+1
)

Por hipdtese temos que g(t) € H 3 (R ktl

Se——<k<—,entaoﬁ<

Lemagarante que X(o0.1o0)[g(t) — U (t)eP2vg|,mo € H, 5 (R+)] Agora, se 3 < k < 2, entdo
1< B <3 entdo o Lemajunto com a condigdo de compatibilidade U(O) = ¢(0) garante
que X(0.100)[9(t) — ¥ (t)e%voloo] € Hy s (RT).

Via Lema m (b) e Proposigoes E 2.2 e [2.6| temos, se k > %,

< 5 logo 0

[0 () — Ser ()]0, D), x5

(2.118) < cllrdn(ul) — S (0.7

< 7|0, (|ul?) — %ax(u)z'!

(R)

Y s.d

Ys,d+e

< T ([ullien + 03 kpaye)-

Se k < % temos a estimativa acima sem a norma do espaco modificado U*?.

Portanto, seu € X*? ev € Y*b, entao (o 400t (1)K [73 (|u|2) $0,(v9)](0,t) € H (]R*).
Assim com estas condicoes sobre u e v temos que hy € H,, + (RT), logo L2, hs estd bem defi-
nida.

Agora vamos mostrar que A é uma contragao em Z.

Pela desigualdade triangular temos

1A 0)]lz < o) @ io(@)]] ,, + [[OS(@bruv)(z, b)),
+Ho @) L2 a2, 1)),

el € O @), + o OKRAvruf) - 20,02 1],
+CH¢ £+kh2 z,1) Hz

A seguir vamos estimar cada um dos termos acima.
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Comecemos estimando os termos correspondente a A;.

Pelo Lema 2.1] temos

o (g o) (s 5 Y o

[o (e o], = [[(t)e*io(x)

< cfuol

Hs(R+)-
Aplicando o Lema [2.18] as Proposicoes [2.3] e [2.4] obtemos
Jo)Statrn) @0l
= Hw S(apruv)(z,t) H (

< cllayruv|

O (Res H* (R2) ) NC (Ros 1T (R)) X0
vllyre < T ul

Xs.dnys.d S C||’l7/)TU| X s,b—e X sb |U||Yk,b.

Como % < s < 1, podemos escolher —1 < \; < % tal que s — % <A <s+ %, deste modo

podemos aplicar os Lemas [2.8] 2.9] 2.10]

Pelos Lemas [2.8] [2.9] e pelas estimativas (2.115]) e (2.116]) obtemos

leOL (2,0,

= H@D () L3 P (a, ¢ H c (re; o Rx))ﬂC(Rx I(Rt))mxsvb
S C||h1 2s5+1
Hy * (R

< ulleolollyes + clfuoll ey + el 2spa
0

(R+)

Agora vamos estimar os termos correspondentes a Ay. Pelo Lema temos

[()e o (x @, = ”w(t)etagv‘)(x)HC(Rt;Hk(Rx))mc(Rx;H%(Rt))mysvbmva

< cllvoll g (mey-

Pelo Lema [2.19] Proposicoes [2.2] e [2.5] temos

L e (S Rt [E
= [t aL () ~ 50,07

o (R0 1 @) (s 82 Y v

< (0 fuf?) — 50.(6)

< T (Julles + 0 l3waave)-

Ys.d
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Pelo Lema [2.17], pelas estimativas (2.117)) e (2.118]) temos

[t L3R, 1),

6Ot
h 2s5+1

clpal s

< I ([vlles + lul

k+1
Re; Hk(]Rl.)) mC(Rx; HT)OY’“v’JﬁV“

IN

2
o)+l s

desde que Ay e « satisfacam as seguintes propriedades:
1 E—X+2 1

1
k—1< k+— — < T = <1-—0b.
_)\2< +2,)\2<2,Oé_ 3 ,2<Cl/_

Como —% <k< %, entao k—1 < % ek —i—% > —}1. Assim podemos encontrar Ay = A2(k) que
satisfaz as condigoes acima.

Reunindo as estimativas acima obtemos

(2.119) [0, < ey + 1712t g, + TNl es ollyns),
(2120) e v)llze < elllvollmny + gl g+ Tlelen + T0lBnsnye)

Analogamente obtemos

[A(ur,v1) = Alug, v2)llz < T {{lonflyws|lur — ugl

Xs:b ‘I— ||U2| Xs:b |Ul - /U2| Yy s:b +

(2.121) +  (JJus]

xsb T Huz| Xs,b)Hm - U2| Xsb

+ lvr = vallyseava([lorllyeeonve + [[v2llyrsnva)}.
Defina a seguinte bola de Z:
B ={(u,v) € Z;[Jullz, < My, [Jvl[z, < M>},

onde My = 2¢([|uollms + [[f1| ,2e1) € My = 2¢([Jvol| x + 1|9l x50)-
Restringindo (u, v) na bola B, por (2.119), (2.120) e (2.121]) obtemos

M
(2.122) 1AL (u, 02, < 71 + T M M,
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M.
(2.123) Mg, 0)ll7 < =52+ T (ME + M),

[A(ur,v1) = Alug, v2)|| 2, < cT(M7 + My + Mo)[[Jur — uz| 2, + llor — val| ),
[A(ur, v1) — Alug, va) ||z, < T [Mi|lur — usl|z, + Mallvy — v2l| 2,].

Desta forma podemos escolher T' = T'(Mj, Ms) suficientemente pequeno, de modo que

1A (u, 0) ||z < M,

A2 (u, v)]| 2, < M.

Portanto, A define uma contra¢ao em Z N B. Assim obtemos um ponto fixo (u,v) nesta

bola. Portanto, a restricao

(u,v) := (u|(x,t)ER+><(O,T)> Ul(x,t)eR+><(07T))

¢ a solugao que procuramos. Como queriamos mostrar.

2.6.3 Prova do Teorema na regiao Ds

Sejam (s, k) € Ds. Escolha a = a(s,k) < b= b(s,k) < 5 e a = a(s, k) de modo que as

estimativas nao lineares dos Lemas 2.3 2.4] [2.5]e[2.6]sejam vélidas. Defina d = —a. Tome

g e Dy, extensdes de ug e vp, tais que |||

me®) < 2|uoll sy e o]l me@) < 2[lvoll e @+)-

Como na prova do Teorema anterior, precisamos obter um ponto fixo para o operador

A = (A, Ay), definido por

(2.124) Ay (u,v) = Y1) (x) — Y()S [arun] (z, 8) + () F L2y (z, 1),

com hy definida por

(2.125) I () = X(0,+00) (F(£) = © ()" iig|amgt (1) Sarprun] (0, 1)),

e

(2:126) Aol 0) = (0P To(a) DK [0 r0) 5007 (0, )+ 0 e L, ),
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com hy definida por

(2127)  halt) = x(0.000) ((8) — 000 P i0lamg — HOKIGOL(ru) — 50.(0))0,1)).

Onde A; = A\i(s) e Ay = Ay(k) serdo escolhidos depois.
Baseado em nossas estimativas, estamos motivados a obter o ponto fixo em uma bola do

seguinte espaco de Banach:

2s+1
— 41 ; = ; x x5 7b7
7 =7y x Zy, 7y = C(Ry; H*(R,)) N C(R,; H*) 0 X

Zy = C(Ry; H¥(R,)) NC(Ry; H'S (Ry)) NY*ave,

2541
Para que a fungao £2'h; esteja bem definida, vamos mostrar que hy € Hy * (RT).

Pelo Lema [2.1{ (b) temos que

(2128) ||¢(t ztazu0|x OH 2e+1 ®) < CHao‘ H5(R)

entdo ¢ (t)e'% ig|,—g € H* % (RT).
Por hipétese f(t) € H*3 (RY), entdo X(0400) ([ (1) — ¥(t)e Zwﬂﬂuo) €H

a condicao de compatibilidade,

2$+1

1 (RT). Usando

£(0) = $(0) % ug = f(0) — ﬂo(O) = 0.
Assim o Lema [1.6|implica que f(t) — ¢ (t)e%q, € H (]R*) pois 3 < s < 1.
Usando o Lema m b), Proposigoes [2.1] m el2.4 ﬂ e o Lema , obtemos
|2 (t)S (apruv)(0, ¢) || 2541 < ¢(||epruv]
(2.129) < c|[¢ru]

xoa 7+ [lapruv]|ys.a)

X s,b—e 'U||yk,b

< T\l on 0]y

2541

Portanto, se u € X* e v € Y*, entao x (o 4o0) ¥ (t)S(auv)(0,t) € H 1 (RY). Usando os fatos
1<zl 3 6 (0)S(auv)(0,0) =0, 0 Lemaimplica que ¥(t)S(auv)(0,t) € H e (Rﬂ

2541
Logo, com estas condicdes sobre u e v temos que hy € Hy * (R*), portanto £ h; estd bem
definida.

Analogamente para que a funcgao E 2 ho(z,t) esteja bem definida, precisamos mostrar

que hy € Ho & (RT). Pelo Lema [2.11| (b) temos que

(2.130) [0 (t)e!% 5| o oll k51 o < cllToll ke

3 (R)
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Portanto 1(t)e® g|,—0 € H'5 (R).

Por hipétese temos que g(t) € H' (R*). Se —% < k < %, entdo 5 < " < 1 logo

o Lema [1.4] garante que g(t) — ¥(t)e'%dg|,—o € H, + (R*). Agora, como

1 _ k+l
5 <

5 < k< —, entao
%, logo o Lema [1.6] junto com a condigao de compatibilidade v(0)

que (0 00) (9(t) — ()P unlom0) € Hy* (RY).
Via Lema (b) e Proposicoes [2.2] e [2.6] temos

= ¢(0) garante

[ [30: ([rul®) - %az((vf)} 0.1 o

0

< c([|0u(jerul®) - %@((W)\ you | 0(orul?) — %ax«v)m
< o([[prul3

eome FllVlro—eaye) < e(TNulxes + [0[5nenya)-

Us,d)

k1l
Portanto, se u € X* e v € Y*? entao x(o100) ¥ (t)K [0, (|u\2) d:(vH)](0,t) € Hy* (RT).

Assim, com estas condigoes sobre u e v temos que hy € H (R+) logo £2,ho estd bem

definida.

Agora vamos mostrar que A é uma contracao em Z.

Pela desigualdade triangular temos

[, < e o], + OS],
+| () L2 b (z, t) HZ :

[As(u, 0)[|,, < [[e(B)e P ao(2)]] , +H¢(t)/C[’V(9x(I¢TUI2)—%é%(vz)](l‘,t)HZ?
O St D],

A seguir vamos estimar cada um dos termos acima.

Comecemos estimando os termos correspondente a A;.

Pelo Lema 2.1] temos

[t o), = [lo(t)e

0o (r4: om0 (o 122 Yo

~ C”u0||HS(R+)-

87



Aplicando o Lema [2.18] as Proposicoes [2.3] e [2.4] obtemos

Hw S(apruv)(z,t) HZ
= ||¢ S(apruv)(z, t) H

< cllarpruv|

R ;HS(RZ))HC(RZ;H%H)QXS,b

Xs.dnys.d

< c|[¢rul

< T|uf

Xs,b—e 'UHyk,b

Xs:b |U||Yk,b.

Como % < s < 1, podemos escolher —1 < \; < %, tal que, s — % <A < s+ %, deste modo

podemos aplicar os Lemas [2.8, 2.9} 2.10] Pelos Lemas [2.8] 2.9] e por (2.128) temos

[ O£ (2,0,

2s+1
Ry; H5(R ))mC(Rz;Hizx )mevb

H@Z) £A1h1 ZL‘ t H (

IA

cllh 2541
Il

< I lullxselvflyre + cfluol

Ho(R+) T+ CHfH 2o o’

Agora vamos estimar os termos correspondentes a Ay. Pelo Lema temos

[o@)e (@), = [lv(t)e”

< cf|vol| gk (rey-

HC’(Rt; Hk(Rx)>|"]C (Rw; H%)myabmva

Pelo Lema [2.19] Proposicoes [2.2] e 2.5 temos

[0 [0:(J¢rul®) — %096(1)2)} (x,t)||22
= [ [10u([9ruf?) — 5007

1) “C(Rt;Hk(Rx)) nC (Ra: H%(Rt))ﬂi/svbﬂva

1
< e h0u(erul®) — 50:(0°)|

< cTullxes + cllvlFamnye:

Ys.d

Pelo Lema [2.17], por (2.131) e (2.130)) temos

6Ot = (VO]

R¢; Hk(Rz)) mC(RI; Hk%i)mkamea

IN

cl [zl

2s+1
Hy T (RY)
< c(llvllfrs + T ul

2
ea ol s ),
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desde que Ay e « satisfagcam as seguintes propriedades:

1 1 k—dp+2 1
(2.131) k—1§A2<k+§,A2<§,a§TQ+,§<ag1—b.

Como —% <k< %, entdo k—1 < % ek —i—% > —i. Assim podemos encontrar Ay = A2(k) que

satisfaca (2.131]).

Reunindo as estimativas obtemos

(2.132) 1A (u, )]z, < e(uol

o) + 1yt g+ Tl es ollyns),

(2.133) 1A2(u, )12, < elllvoll ey + g1l s o)+ Téllullzees + 1015onye)-

(R*)
Analogamente, obtemos

[A(ur,v1) — Alug, va)l 5
(2.134)

IN

xso + T us

AT v |lyrellur — us| lv1 — vy

([[ua ]

+ H'Ul — ’Ug”ys,bmva<H/U1Hyk,bmva + HvzHyk,bmva)}.

Xs,b Ys,b +

+

xs.b T ”U2| XS,b)Hul - Ugl Xs:b

Defina a seguinte bola de Z:

B ={(u,v) € Z; |lullz, < M, [[v]lz, < Ma},

onde My = 2 (JJuollroe) + 17112251 ) © Mo = 2¢ (ollzecany + gl g ) )-
Restringindo (u, v) na bola B, por (2.132)), (2.133) e (2.134)) obtemos

M
HAl(u’U)HZl < 71 + CT€M1M27

M.
[As(u, v)]|z, < 72 + (T M7 + M3),
[A(ur, v1) = Aua, v2)]| 7, < T (M7 + My + Mo)[||uy — sl 2, + |[vr — va| 2],

[A(ur, v1) — Aug, v2) |z, < [ MIT |luy — us||z, + Mallvy — va| ).
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Usando a hip6tese referente a dados pequenos dada em (2.7) podemos escolher T =

T'(M,, M) suficientemente pequeno de modo a termos
1A (u, 0)]| 2, < M,
[Ag(u, )|z, < Mo,

[A(ur, v1) = Alug, v2)|| znp < 1H(Ul — g, v1 = V2|2

Portanto, A define uma contragdo em Z N B. Assim obtemos um ponto fixo (u,v) nesta

bola. Portanto a restricao

(U’v U) = (u|(x,t)eR+><(0,T); Ul(z,t)€R+><(O,T))

é a solucao que procuramos. Como queriamos mostrar.

2.6.4 Prova do Teorema na regiao Dj.

A prova segue os mesmos passos da regiao D3. Vamos comentar as leves diferencas na
prova deste caso. Uma diferenca é que neste caso consideramos o sistema geral com qualquer
g € R, visto que para 0 < s < 1/2 na estimativa do operador Duhamel S nao aparece o espago
de Bourgain modificado W*?, logo o termo ctibico pode ser estimado. Outra diferenca ¢ que
nao precisamos usar a familia de operadores /jis, basta usar o operador L,,. Os detalhes

serao omitidos.

2.7 Boa Colocagao local para o Sistema SK em R~

Nas subsecoes e estudamos o PVIF em R~ para a equacao linear de KdV com
duas condigoes de fronteira, sendo assim obtivemos a solucao deste problema resolvendo um
PVI posto em todo R com a introducao de dois termos forcantes. Seguindo esta dire¢ao, para
resolvermos o PVIF —, reformularemos este problema como uma equacao integral em
todo R, com a introducao de um termo forcante na primeira equacao e dois termos forgantes
na segunda equagao.

Para o problema de SK em R™, levaremos em conta este fato para reescrevermos o PVIF
— na forma integral. Além disso, neste problema obteremos o ponto fixo em um

espaco mais restrito, se compararmos com o PVIF em R,
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2.7.1 Prova do Teorema na regiao &;

Primeiramente, notemos que nesta regiao é suficiente usarmos os operadores simples, L,
LyeLl, ! sem precisar usar a familia de operadores. Com efeito todas as estimativas referentes
a estes operadores sao validas nas regularidades determinada nesta regiao. Sejam (s, k) € &;.
Escolha a = a(s, k) < b= b(s,k) < 3 de modo que as estimativas nao lineares obtidas nos

Lemas 2.3 2.5 e 2.6) sejam vélidas. Defina d = —a. Tome g e 0y, extensoes de ug e

vo, tais que |[tol|msr) < 2|uollm=®-) € |Voll @) < 2[|voll e -

Por (2.22)), (2.60)), (2.63) e (2.64)) precisamos obter um ponto fixo para o operador A =
(A1, As), onde

(2.135) Ar(u,v) = ¥(t)e" %y (z) — V(S (aruwv + Bor|ulu) (z,t) + ¥ (t) Lshi(z,t),

com hy definida por

(2.136) T (t) = Xo.400) (F(E) = ©(0)€ %] o + 1 (1) S (atpruv + Bior|ul*u)(0, 1)),

As(u,v) = (t)e®dy(x) + (6K [yrou(|ul® )——W( ], )
+(t) L _ho(x,t) + V()L hs(z, 1),

com hg, hy definidos por

onde

X(0,+oo)¢(t) (9 - 6'63170|z:0 - K[V¢T&c(|“|2) - %@Z’Tax( )l( ))

A= X(0+00)¥(t) L1 (h — 9, %0y — 0, K [yr0x([ul?) — $¢70:(v?)](0,1))

Vamos considerar A definido no espago Z = Z(s, k) = Z; X Zs, onde

2541

Zy = C(Ry; H¥(R,)) NC(Ry; H™ 7 (Ry)) N X™,
Zy = {w € C(Ry; H*(R,)) NC(Ry; H5 (R)) NY** NV dw € C(Ry; H5(R,))},
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cuja norma é dada por

lwo)lz = llullz +lvlz
= 1l ) + 1 25 ) + e

ol 2 ) T IVl - loffve

rsir@) 1o (8 gy
Argumentando como na demonstragao do Teorema vemos que Lghy(z,t) estd bem

definida. Agora vamos mostrar que as fungoes £_yhy(7,t) e L hs(x,t) estdo bem definidas.

Pela prova do Teorema vemos que a funcao

£ 3X0158(0)(g = ¢ %volemg — K [ytrulul?) = 50r0:02)] (0,6) 2,1

estd bem deﬁnida Como 0 < k < 3 temos que 3 < 51 < 1 pelo Lema obtemos
H* (RY) = H, + (RT). Pelos Lemas , 1.11} [2.11} 2.19 H Mobtemos

s Ty = 0.0 — O Ly, ()~ 5610,%]0.0)

S ‘

(2.137) <

Top(t) (h — Ope %00 — 0K [yora(|ul”) - %wmx(v?)] 0.9)] .,
H™ 3 (R)

¢(t) (h — axe'agvo - azlc [7¢Taac(|u|2) - %@Z)Taw(UQﬂ (07 t))

< dnll ;4

HS (R)
+ lvoll k) + 1010 (0*) [y r-o + [0r0u(Juf*) vk -

+llvoll -y + TN (V) lyr—ore + T s () [yr-ase

o5 ®+)

< c|[hll 5

H3 (RT)

< el gy + Moollismy + T0Is + T ull e

Isto mostra que as fungdes £_yho(z,t) e L 1 hs(x,t) estdo bem definidas.
O passo seguinte é mostrar que A define um ponto fixo em Z. Como na prova do Teorema

2.1l obtemos

(2.138) || A (w,0)] 2 + Tl o + Tl

|U ||Yk,bmva .

= @) Xt
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Argumentando como na demontragiao do Teorema [2.1], obtemos
(2.139)
» 1
|06 nta) + 0. u) - 510,02

C(Rﬁ Hk(Rz))mC (RI,H%ﬂ (Rt))ﬂys,bﬁva
< cl|voll gr -y + T¢|ul

%{s,b + T€ ||’U||§/k,bm‘/o< .

Além disso, utilizando as estimativas da derivada nos Lemas [2.11], [2.19] obtemos de ma-

neira analoga

0, (1)ei0(x) + V(DK [rirda(ul?) — Jr0.(%)] (x,1)

(2.140) ‘ O (Ra: 8 (m0))

< cl|voll ey + T(ulles + T 03 kompa-
Note que aqui usamos o fato de £ > 0 na regiao &, pois quando k£ < 0 a estimativa do
operador Duhamel de KdV sé funciona com uma mudanca no espago de Bourgain.
k41

Seja Wy = C’(Rt; H’“(Rx)) N C(RE; HT(Rt)) NY** N Ve Como na prova do Teorema
2.1l obtemos

Hﬁ_k (X(0,+oo)@/}(t) (9~ €% 0oleco — Kirrdu(ul?) — 33670, t))) ]

(2.141) W)

<cllgll,zn - voll ey + TNoll Ee @y + Tl 2e ) -

(
Usando a estimativa da derivada no Lema e argumentando como anteriormente

obtemos

(2.142)
o121 (o0 = eitlono  Klyvrdu(la?) - 50r0.10.0))

C(RI;Hg(Rt))

< gl gt g, + loollieoy + Tl + Tl oy

Pelos Lema e por (2.137) temos

€ 1T, (0280~ DKyl — 500, 0,1)

(2.143) Wa

< cllvoll prr-) + Te”““%{s,b + TEHU”?/k’mea'

Reunindo as estimativas (2.139)), (2.140), (2.141), (2.142) e (2.143) obtemos
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(2.144)

12 (1w, 0) 122 < ellvollmrce) + Mgl g0 g+ 1BH g gy + T N0l + Tullxen 0l yisaye.
Analogamente obtemos
[Alur,v1) = Aug, v2)|lz < cT{|lorllyrellur — wallxse + [lus xsllvr — val[yse +
(2.145) +(|Jur ]| xs0 + Juallxso)llur — uz|| xsb +
+lv1 = vallysoava ([[villyronve + [[val[yronve)
H(llwn e + llual5en)lur — 2]l oo}

Defina a seguinte bola de Z:
B ={(u,v) € Z;[Jul|z, < M, [Jvl[z, < M>},

onde

4

My = 2¢ (Ilwoll ey + 1112 )

My = 2c¢ (”U0HH1€(]R—) + HQHH%(RJF) + Hh”H%(Rﬂ) '

Restringindo (u, v) na bola B, por (2.138)), (2.144)) e (2.145]) obtemos

M
HAl(UaU)HZl < 71 + CT€M1M27
M2 € 2 2
[A2(u,v)||z, < -t T (My + My),
[A(ur, v1) = Aug, v2)]| 7, < T (M7 + My + Mo)[||uy — uz|| 2, + |[vr — va| 2],
[A(ur, v1) — Aug, v2) ||z, < T[Mi|luy — us||z, + Mallvy — 2| ,].

Desta forma podemos escolher T' = T'(M;, Ms) suficientemente pequeno, de modo que

”Al(u7 U)HZl < Mb
||A2(u7 U)HZ2 < MQ?

1
HA(Uh’Ul) - A(U2,U2)HZmB < 5”(“1 — U2,V — ’Uz)HZ-
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Logo, A define uma contragdo em Z N B. Assim obtemos um ponto fixo (u,v) nesta bola.

Portanto, a restricao
(u,v) := (u|(x,t)eR*><(0,T)a Ul(z,t)eR*x(O,T)>

é a solucao que procuramos. Como queriamos mostrar.

2.7.2 Prova do Teorema na regiao &,

Neste caso, como s > % precisaremos utilizar a familia de operadores £ e os espacos de
Bourgain modificado, devido a isto trabalhamos com o problema no caso ressonante g = 0.
A formulagao do problema na forma integral, sera bem parecida ao caso anterior.

Sejam (s,k) € &. Escolha a = a(s, k) < b = b(s,k) < 3 de modo que as estimativas
nao lineares obtidas nos Lemas 2.2} 2.3] e sejam véalidas. Defina d = —a. Tome @ e

Uy, extensoes de ug e vy, tais que ||do||gsr) < 2[|uollms@-) € [Tl grm®) < 2||vollprw-). Seja
A= A(s), tal que s — 3 < A <min{3,s+ 3}
Por (2.28)), (2.60]), (2.63) e (2.64) é preciso obter um ponto fixo para o operador A =

(A1,A2), onde

(2.146) Ai(u,v) = ()% g () — P(1)S (abruv) (z, t) + Y (E) LA (2, 1),

com hy definida por

S AT

(2.147) hi(t) = X4000¢ " T (1) = ()€ iio|omo + (8)S (atbruv) (0, 1)),

Ao(u,v) = (B)ePan(w) + LK [yern(ul’) - %wmm(vﬂ)] (z,1)
+ ()L _ho(x,t) + V()L hs(z, 1),

com hgy, hy definidos por

onde
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A= X(0,+oo)¢( )( —€ 2770’x 0— [W/JTﬁ (|U| IDT@ )} )
X0, +00) V()T (h = 8pe %00 — Dok [y Oy (|ul? ) 3¥r0s(v?)] (0 t))
Vamos considerar A definido no espago Z, onde Z = Z(s, k) é dado na prova do caso anterior.
Argumentando como na demonstragao do Teorema na regiao S, vemos que L£* hy(z,t)
estd bem definida quando (u,v) € Z. Argumentando como na prova do Teorema na
regiao Sy vemos que L_hy esta bem definida.

Argumentando como na prova do Teorema na regiao So obtemos

(2.148) 1A (u, )] 2, < Tl

|v

Xsb 2s+1 .
Hy 1 (RY)

Argumentando como na prova do Teorema no caso S; obtemos

(2 149) ||A2(u U)HZQ S C||U0||H’€(R ) + ||g||H’ﬁSL1 (R+) -+ ||h||}13 ®*) +TE||U||§(37[)
+T€Hu| Xs,b |UHkabﬂVa-

Usando estas estimativas obtemos que para T adequadamente pequeno A define uma

contragao em uma bola de Z e assim obtemos um ponto fixo.

2.7.3 Prova do Teorema na regiao &;

Na regiao &3 certos valores de k sao menores que —%, dai precisaremos utilizar a familia
de operadores £, .

Sejam (s, k) € €. Escolha a = a(s, k) < b= b(s, k) < 3 de modo que as estimativas nao
lineares dadas nos Lemas [2.1] 2.2] [2.3 e 2.7 sejam vélidas. Defina d = —a. Tome

Uy e Uy, extensoes de ugy e vy, tais que ||ug

ms®) < 2||uo
Sejam Ay = Aj(k), A2 = Ay(k) tais que —1 < Aj, Ay < 1.

Por (2.22)), (2.60)), (2.63) e (2.64) é preciso obter um ponto fixo para o operador A =
(A1,A2), onde

mae@-) e [|ollarmy < 2[[voll pr@-y-

(2.150)  Ay(u,v) = (1) g (z) — V(S (avbruv + Bor|ulu) (z,t) + ¥ (t) Lshi(x,t),
com h; definida por

(2.151) T (t) = X(0.400) (F(E) = Y (0 2 iig| o + 1 (1) S (atpruv + Beor|ul*u) (0, 1)),
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As(u,v) = (1) a(x) + v(t)K hw%(!u\?)—%@C(v?)](x,t)
() LY o, t) + (1) L2 hs (2, 1),

com hs, hy definidas por

(2.152)
th(t) } | Xeau) (g —e %ou 0 — Klyrdy(Jul?) = 58:(07)](0,1))
hs(t) X400 () T1 (h — Oze %250 — 0K [0, (Jul?) — %Gx(vz)]( 1) |7
onde
B 1 sen (3)\2 - %) —sen (%)\2 + E)
(2.153) A= sen 7/300 = )[—wnék—%) wn@h+@3}'

Vamos considerar A definido no espago Z = Z(s, k) definido como no caso anterior. Como

na prova do Teorema na regiao S, obtemos que Lsh(z,t) estd bem definida e que

(2.154) 1AL (u, )|z, < Tl [0]lyno + T ull3

Xs.b R-) +C||fHH%
0

Como na prova do Teoremal2.3| naregido &, vemos que as fun¢oes £_yho(z,t) e L_iho(z, t)
estao bem definidas quando (u,v) € Z.
Pelo Lema temos

2% (X000 (D) (9 — €% T0laco — K [riordu(uf2) — ~0,(62)] (0,1))
| ( sor0)

(2.155) L 72
<[00~ Pinleca — KoL) - J0.0200.0) |
Hy % (RY)
15 (Vom0 (1= 0% — 0K D20 (uP) - J01(2](0.0)
(2.156) . 7
< [t = €%iluna = Krur0u(®) - 5.2 0.0)| o,
Hy % (RY)

se —1 < )\1,)\2 < mm{%,k -+ %}
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Pelos Lemas [T.11], 2.11], 2.19] e 2.2l obtemos
(2.157)

[0 Ty 0= 020 - O Ly, (uF) = 50,62 0.0)

Hy3 (RY)
< |y (0) (b~ %y — 0K () — 20,02 0.0)|
H'% (R)
< (1) (0 — Bue g — BKr D, () — 20,07)0.0) |
H3(R)

< 1Bl ey + 1ooll ey + 102 (0% lysme 4 1100(0%) e + [0 da(ul*) lye-)
voa + T Ou(fuf*) yr-ase)

< c(l1Bll 5 gy F V0l + €02 (v%) lyr—e + c[|0x(v?)]

+ ||vol| e r-y + [oll3teaye + TNullies)-

< clbll 5 e
Usando o Lema e as estimativas (2.155)), (2.156), (2.157)) obtemos
(2.158)

1A2(w, 0)llz, < ellvollzms@ey + 19l 51 gy + NPl gk ey + (00500 + T Nlullxen[0llyronye).

Combinando (2.154)) com (2.158)) obtemos

H3 (RT)

1A Cw, 0)llz < elllwollms@ey + l[voll sy + 11 2 oy + gl RT) + [1AI s o)

+ (T Jullxsol[v]lyre + CHUHY’mbmva + eI ulxs0)-

Analogamente, obtemos

[A(ur, v1) = Aug, vo)llz < AT or|lyrsllur — uallxor + T ug| xsl[vr — v2||yrs

(2159) +T€(||U1| Xs,b)||u1 — U2| Xs,b +

xow o+ [[uz]

+vr = v2llyseavea (ot llyronve + ||vallyreava)}.
Defina a seguinte bola de Z:
B ={(u,v) € Zi|lullz, < My, |v]|z, < Ma},

onde

M1 = 2c <||U0|

o) + 1 )

My = 2¢ (HUOHH’C(R + gl e + A HH§ R+))

H 3 (Rt)
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Restringindo (u,v) na bola B, por (2.154)), (2.158) e (2.159) obtemos

M
[ A1 (u,v)]| 2, < 71 + ¢T(My M, + M),

M
||A2(U,U)||Z2 < 72 + C(M12 + T6M22)7

[A(ur,v1) = Aug, v2) ||z, < T(MF + Mi)|Jur — s 2, + cMy|[vr — 3| 2,
Usando [2.7] podemos escolher T' = T'(M;, M) de modo que
HA1<U7U)“21 < My,

||A2<u> U)HZ2 < M2a

1
|A(u1,v1) — Aluz, v2)|| znB < 5”(“1 — Uy, V1 — V2)l| 2.

Logo, A define uma contragdo em Z N B. Assim obtemos um ponto fixo (u,v) nesta bola.

Portanto a restricao
(u,0) == (u|(@per % (0,1): V] (@t)er+x (0,1))

é a solucao que procuramos. Como queriamos mostrar.

2.7.4 Prova do Teorema 2.4 na regiao &,

A prova do Teorema neste caso seguem as mesmas ideias usadas no caso anterior.
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Capitulo 3

O PVIF para equacoes de Schrodinger
com nao linearidade quadratica na
semirreta

3.1 Introducao e principais resultados

Neste capitulo vamos estudar as seguintes versoes de PVIF em semirreta associados as

equacoes de Schrodinger com nao linearidade quadratica,

10w — 0?u = N;(u,w), (z,t) € (0,+00) x (0,T), i=1,2,3,
(3.1) u(z,0) = up(x), z € (0,+00),

u(0,t) = f(t), te(0,7),
onde Ny (u, ) = uu, No(u,u) = uuor N3(u) = uu. Os espagos apropriados para as condigoes
inicial e de fronteira sao motivados pelo comportamento das solugoes da equacgao linear de
Schrodinger em R. Seja e~z o grupo linear associado a equacgao linear de Schrédinger em

R. O efeito suavizante é dado por

H3(R)»

(32) [0l 21 ) < cllél

LeeH 1 (

2S4—+1 nao pode ser tro-

ver por exemplo [30]. Esta desigualdade é 6tima no sentido de que
cado por um ndmero maior. Portanto estamos motivados a considerar (3.1)) na seguinte
configuragao

2s+1

(3.3) ug € HS(R") e f € H* % (R").
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Nosso objetivo no estudo do PVIF (3.1)), (3.3)) é obter resultados de baixa regularidade.
Assim vamos restringir s na imagem s < 0 e condi¢oes de compatibilidade entre os valores
de u(0) e f(0) ndo sdo necessarias.

A seguir definimos o conceito de solucao que iremos construir.

Definigao 3.1. Uma fungdo u(x,t) é uma solugdo, no sentido das distribui¢oes, para o PVIF

(3.1, (3.3) em [0,T] se esta satisfaz as sequintes condigioes:

(a) (Nao linearidade bem definida) u pertence a algum espago X tal que u € X implique
em N;(u,@), i = 1,2,3 seja uma distribui¢ao bem definida.
(b) u(zx,t) satisfaz a equacao (3.1)) no sentido das distribuicées em (z,t) € (0,00) x (0,T).
(¢c) ue C([0,T); H*(RF)) e neste sentido u(-,0) = uy.
2s+1

(d) we C(Rf; H+ (0,T)) e neste sentido u(0,-) = f.

Em nosso caso X serd a restricio em R* x (0,7) das fungoes contidas no espago XN

2s+1

C(R; H*(R,))NC(R; H™3

(Rt)), onde X*? é o espaco de Bourgain, definido pela seguinte

norma:

o = [ [t - laopacar )

Os espacos X*%, com b > %, sao usados com grande frequéncia no estudo de problemas de
valor inicial posto em todo R. Como no trabalho de Holmer [23], a introducao dos operadores
forcantes de fronteira de Duhamel em nosso estudo nos forga a tomar b < % Como para
b < % nao se tem a imersao de X** em C (Rt; H S(RI)), entao precisamos interceptar X *°
com o espaco C(Rt; HS(Rx)).

A motivacao de estudar o PVIF , vem dos estudos feitos para problemas de

valor inicial analogos em todo R, isto é,

(3.4) { i — 0%u = N(u,a); (z,t) € R x (0,T),

u(z,0) =uo(x), z € R.

Esta classe de problema tem sido bastante estudada nas ultimas trés décadas. Em [43]
Tsutsumi obteve boa colocacao local em H*(R) com s > 0, para todas as nao linearidades

quadraticas, isto é, |[N(u,u)| < clu/*>. Em [31] Kenig, Ponce e Vega obtiveram resultados
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de boa colocagao local em H*(R) para s € (—3,0] quando N(u,u) = Ni(u,u) = uu ou
N(u,u) = N3(u,u) = uu e para s € (—1,0] quando N(u,u) = No(u,u) = uT, usando os
espacos de Bourgain X*°. Posteriormente, Bejenaru e Tao [1] através de uma modificagio
dos espacos X*? obtiveram resultado de boa colocacio para s > —1 quando N = N, e além
disso foi mostrado que para s < —1 o problema é mal posto. Em seguida, Kishimoto [32]
obteve resultado de boa colocacao para s > —1 quando N(u,u) = N3(u,w) = ua.

A seguir enunciamos o principal resultado deste capitulo.

Teorema 3.1. Sejam s; = —3/4 para i = 1,3 e s = —1/4. Se (up, f) € H*(R") x

H*T (R"), com s € (si,0], entao existe um T; = T;(||uo|| s+, ||f||Hz%+r1(R+)) e uma solugao

no sentido das distribuicoes u;(x,t) do PVIF (3.1)), (3.3)) com nao linearidade N;, definida

2s+1

na classe C([0,T]; H*(RT))NC(R*; H 2 (0,1))). Além disso, a aplicagio (uo, f) — u;

2s+1

¢ analitica de H*(R') x H™ 1

2s+1

(RY) em C([0,T]; H*(RT)NC(RT; H 1 (0,T)).

A prova deste resultado envolve a abordagem de Colliander e Kenig [11], que estudaram
o PVIF para a equacao generalizada de Korteweg- de Vries na semirreta. Neste trabalho
os autores introduziram um métodobem geral para resolver PVIF para equacoes dispersivas
nao lineares, substituindo o PVIF por um PVI com um apropriado termo forcante. Também
usaremos as idéias contidas nos trabalhos de Holmer [22] e [23], que aperfeicoou esta técnica.
Seguindo estas idéias vamos estudar o seguinte problema:

(3.5) { i0,ii — 020 = N (i, @) + T (2)h(t); (z,1) € R x (0,T),

(z,0) = dp(x), v € R,
onde Uy é uma boa extensao de ug, 7 é uma distribuigdo suportada em R™. A funcao h(t) é

escolhida de modo que
(3.6) u(0,t) = f(t), t € (0,T).

Apés construir a solugao @ de (3.5]), obtemos uma solu¢ao no sentido das distribuicoes de
1’ fazendo a seguinte restricao u = fL| RHx(0.1))"

A solugao de (3.5 é construida usando as técnicas classicas desenvolvidas por Bourgain
[7], seguindo as ideias de Kenig, Ponce e Vega [31] e a inversdo do operador integragao

fracionaria de Riemann-Liouville.
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O principal novo ingrediente é a introdugao de uma familia analitica de operadores similar
a classe definida em [23] e que generaliza o operador forcante e de fronteira definido em [22].
A necessidade de se trabalhar com uma classe de operadores forcantes vem da estimativa do

operador de fronteira definido em [22] por

t
Lof(a,t) = 267 / e 5, )Ty f (1),
0

em espacos de Bourgain. Mais especificamente iremos obter a seguinte estimativa,

(3.7) [Lsf (2, )] xse < Cl[f] 2o

T(R+)’

para s > —%. Assim para obtermos resultados para o PVIF com termo nao linear N; ou
N3 em regularidade mais baixa que —1/2 iremos definir uma familia analitica de operadores
£, similar a familia definida em [23] no estudo do PVIF associado & equagao de KdV na

semirreta.

Observemos que poderiamos considerar o PVIF na semirreta a esquerda, isto é,

i0u — 0?u = N;(u,u), (z,t) € (—00,0)x (0,T), i=1,2,3,
(3.8) u(z,0) = up(x), x € (—00,0),
u(0,t) = f(t), te (0,7),

este problema se torna idéntico ao PVIF na semirreta a direita (3.1) pela transformacao

u(z,t) = u(x, —t).

3.2 Versao Linear

Nesta se¢ao vamos resolver a seguinte versao do PVIF associado a equagao linear de

Schrodinger

(i0; — O*)u(z,t) =0, (z,t) € RT x RT,
(39) u(x, 0) = gb(l‘)? r € RY,
u(0,t) = f(t), teRT.

103



Para isto vamos usar a abordagem dada em [12], [22], [23]. Esta consiste em resolver um PVI
estendido (em R) com a presenca de um termo forcante, isto é,

(3.10)

i0u — 0*v =T (x)ha(t), (x,t) € R x RT,
u(,0) = ig(x) v R

onde 1y é uma boa extensao de uy , 7 é uma distribuicao suportada em R~ e h; é uma
fungao escolhida de modo a garantir que @(0,t) = f(¢).

Consequentemente, a solugcao do problema , sera obtida por restricao da solugao do
problema .

Inicialmente vamos solucionar com a distribuicdo T = dp(x), mas para obtermos

resultados com regularidade mais baixa iremos também solucionar (3.10), com a familia de

m)\—l

distribuicoes T, = T0y - Para certos valores de A em C.

3.2.1 Equacao linear de Schrodinger em R

Definimos o grupo linear O grupo livre ¢i% : &’ (R) — S'(R) associado a equagao linear
de Schrodinger por
e "% (x) = {7 9(€) } (w),

entao

(3.11) {(@'at — 02)e "% g(x) =0, (x,t) e RXR,

e Y(x)]i=o = G(x), T ER,
no sentido das distribuigoes.

Em particular, se ¢ € S(R), entdo

~

o [ rteie

(3.12) e p(x) =
Observagao 3.1. Observe que nesta se¢ao estamos trabalhando com um grupo associado a
equagao linear de Schrodinger com normalizacao diferindo da equagao tratada na se¢ao ante-
rior por um sinal. Isto implicard em leves mudancas nos operadores forcantes e de fronteira.

Devido a isto resolvemos refazer as estimativas dos operadores forcantes de forenteira, que

sequem o mesmo caminho das estimativas obtidas nas Subsegoes e[2.3.3

itd2

A seguir vamos obter as estimativas do grupo e~
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Lema 3.1. Suponha s e R, 0 <b< 1. Se ¢ € H*(R), entdo

. . —q 2
(a) Estimativa no espago: ||e tang(I)HC(Rt;HS(Rx)) < ||| s (m) -

(b) Estimativa no tempo: ||1(t)e~ 0% p(x)||

2541 (Rt)) S C||¢’

C(Rw;H 1 He(R)-

(¢) Espagos de Bourgain: ||[0(t)e "% ¢(z)|

xoo < cllv()] m @yl Bl ey

Demonstragao. A prova de (a) segue facilmente da propriedade de grupos de e‘”ag, a parte

(b) foi obtida em [22] e a prova de (c¢) pode ser encontrada em [I§]. O

3.2.2 Operador forcante de fronteira

Nesta segao vamos introduzir o operador forgante de fronteira de Holmer [22] . Para

f € C°(R™), defina o operador forgante de fronteira associado a equagao de Schrédinger

s

t
Lsf(x,t) = 2€_i4/ e_i(t_t/)agéo(a:)l'_%f(t')dt'
0
_ L vy te T
= ﬁ 0( —t) ze _%f( )dt'.

A equivaléncia destas defini¢oes segue da formula

e—i%sgn a iz? iag? v -
Fu WE da (5) =e , Vacl.

Desta definicao segue que

(i0, — D) Lo f (1) = 265 80(2)T_1 f(1), (2,1) €R x (0,T)
(3.13) Lof(2,0)=0
Lf(0,8) = f(¢), t e (0,T).

O Lema abaixo descreve algumas propriedades de L f(z,1).
Lema 3.2. Se f € C3(RT), entao

(a) Para fizado t, Lsf(x,t) é continua em x para todo x € R. Além disso, 0. Lsf(x,t) €

continua em x para x # 0 e em x = 0 tem uma descontinuidade tipo salto satisfazendo

lim 9,Lf(x,t) = —€" 1T 1 0 f(2), lim 0,L,f(x,1) = eTT 1 yaf(t).

z—0~
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(b) Para N,k inteiros ndo negativos e fizado x, OFL.f(x,t) é continua em t para todo

teRT.

Além disso temos as sequintes estimativas pontuais, para k =0,1,2,---, on [0,T],

(3.14) |OF Lo f (2, 1) + [0.Ls f(z,1)] < clx)™N,

onde ¢ = ¢(f,N,k,T).
Demonstragao. Consulte o Lema 6.1 in [22]. O

Defina u(z,t) = e "%¢(z) + L(f — e "% ¢|, = 0), entdo pelo Lema (a) u(z,t) é

continua em x, logo u(0,t) = f(t) e u(x,t) resolve, no sentido das distribui¢ées, o problema

(i0; — O?)u(z,t) =0, (z,t) e R\ {0} x R,
(3.15) u(z,0) = ¢(x), z € R,
u(0,t) = f(t), t e (0,7).

Isto é suficiente para resolver o problema andlogo em R™.

3.2.3 Uma familia analitica de operadores forcantes de Duhamel

Na secao obteremos estimativas bilineares associadas ao termo nao linear Ny (u,u) =
uu e N3(u,u) = uu em espacos de Bourgain X*? para —% < s <0, entretanto no Lema
encontramos uma séria restricao nos valores de s nas estimativas referentes ao operador Ly
nos espagos de X*b. Para tratarmos desta limitagao nesta secio, inspirado no trabalho [23],
vamos introduzir uma familia analitica de operadores £, para certos A € C tal que L2 = L

e

(10, — LA f(w,t) = 26 1T 1 2 f(1), (1) € R?,
(3.16) L2 f(x,0) =0, z €R,

3w

L2£(0,t) = e 3 f(t). t € R.

Devido ao fato do suporte da distribuicdo 22! estar contido em R~ pode-se concluir que
(i0; — 02) L) f(x,t) = 0 para x > 0, no sentido das distribuigoes. Para qualquer —% <s<0,
estaremos aptos a resolver o PVIF (2.2) substituindo £, por £ para adequados valores de

A= A(s).
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Para A € C, tal que Re A > =2, e f € C§°(R"), definimos

(3.17) 210 = |fry * LE1 60| @)

T2
que satisfaz

2T

0 a2\ pA _ Al
(3.18) (10y — 05)LL f(x, 1) O x Iﬁf%f(:v,t),
no sentido das distribuicoes.
Se Re A > 0, entao
1 teo
(3.19) £t = [ =l L) .t
Se Re A > —2, usando obtemos
CIwN = g [ TR ) )y
) F(>\+2) . Yy S -5 9

1 +o00 N o ZEi—H

(3.20) = m/ (y — )" (iatZ_%f) (y,t)dy + 2611m1—1/2—x/2f(y,t)-

Pela defini¢do de £ temos L2f(z,t) = Lof (x,t), L f(x,t) = 0,L.f(2,t). Usando o Lema
vemos que L2 f(x,t) é bem definida se Re A > —2 para t € [0,1] e f € C;°(RT). Pelo
Teorema da convergéncia dominada e Lema obtemos que £} f(x,t) é continua em x se
Re A > —1 para fixado t € [0,1].

Agora calculamos o valor de £ f(x,t) em x = 0.

Lema 3.3. (Valores de L) f(x,t) em x =0). Se Re X > —1, entdo

3w

(3.21) L2f(0,t) = et f(1).

Demonstragao. De (13.20]) temos

))\+1

400
(3.22) L2f(0,t) = /0 %ajcs (I_% f)(y, t)dy.

Por diferenciacio complexa sob o sinal de integral (3.22) tem-se que £2f(0,t) é analitica

em A se Re A > —1. Usando um argumento de continucao analitica, precisamos somente

calcular (3.21)) para 0 < A < 2.
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Para este cédlculo em 0 < A < 2 usamos a representagao (3.19)), para obtermos

1 too
0.0 = w7 [ O EE w0
%/ /Ot(t—t’)_ée‘Kti—yf’)Z_;_;f(t’)dt’dy
_ 1 % ! e A—1 1 &iifj !
= m/ (t—1t) é;f(t)/o (y) ﬁe< ) dydt’.

iy
Seja I = f;oo(y)’\_le‘*(fgt’)dy.
Fazendo a mudanca de variavel r = %, entdo y = r22(t — )2 e dy = r-

implica
+o00 L g d ' X
e e T O
0
+00
= 2/\—1(15_75’)3/ ro Lot gy
0
Fazendo uma mudanca de contorno,
A—1 2 .32 e A_q A—1 A .32 A
(3.23) [=2" (t—t')W/ r2leTdr = 22Nt = )i (3 )
0

se A € (1,2).

Usando a férmula

(3.24)

para A € R*, obtemos

A-LT A 3 t 1
ooy = Z220E) s [e—oi s
0 272

1 3 t A_1
= iz [ (t—t)272Z s 1 f(tdt
raa e
= STy T o f(0) =it (1) =)
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Agora vamos obter as estimativas para a classe de operadores forcantes L.

Lema 3.4. Seja s € R, temos as sequintes estimativas

(a) Estimativa no espago: Se s — % <A<s+3 esupp f C[0,1], entdo

by
||£Sf<x’t)HC(Rt5HS(Rz)) = CHfHHjSTH(RH'

(b) Estimativa no Tempo: Se —1 < A < 1, entdo

||¢(t>£§\f<x>t)|’0< 2541 ) S C||f||H¥ .

Rz§H0 1 (R+) 0 (Rz—)

1

5, entao

(c¢) Estimativa nos espagos de Bourgain: Se b < %, 5§ — % <A<s+ % eX<

I (t)L2f (@, )]

xsb < HfHHjS%(Rﬂ-

Observagao 3.2. Como no estudo feito em [23] do PVIF para a equagao de KdV em RY, a
hipotese b < % € crucial na prova do Lema (c). Isto nos for¢a a trabalhar com os espagos

de Bourgain com b < %

Demonstragao. Usando um argumento de densidade podemos assumir que f € C§°(R™).
A-1y g2

Como (W) (€) = (€ — i0)™, entdo Fo(L2f)(E,1) = (€ — i0)™ J1 e ICT, y f(t)dt"

Fazendo a mudanca de varidvel n = £2, para t fixado,obtemos

2

1£3f (. 8)] dn

t
/ Gi(t_tl)nI_i_lf@/)dt,
0 272
- 2
(Xt Z-2-1f) (n)‘ dn.

2

Al s
e < c / il ()
n

= [

Usando a hipotese —1 < s — \ — % < 1, o Lema implica

2

L NE 1 .
/’77|_A_2<77> (X(—oo,t)I_g_%f)(n) dUSC/W Az (X(—oo,t)f_%_%f)(ﬁ) dn.
n n

Pelos Lemas (para Temovermos X (o)) € m (para estimar 17%7%) obtemos
.2
s—A—21 2
Y ‘ < 5
/n<77> | (X0 Z_y 1 f) ()| dn < ”f“HjT“(Rﬂ’

109



isto prova (a). Agora vamos provar (b). Via Lema podemos ignorar a funcao teste.
A mudanga de varidvel t — t — t' prova que

papr (2 ! 52
(I—-03)"+ (F()\) */ et )8f5(x)h(t’)dt')

—00

(2, / e~ () (1 — 32)“E Bt )t
F()\) t )

—00

entao é suficiente provarmos

¢
) | [essemin? [ ane@ i <l
¢ o0 P L2(®)
Usando X(—oop) = ssgn(t — ') + 3, obtemos
¢
/ et (& —i0) / (T f) () dt dg
I3 —00
+oo
— /611'5(5 _ ZO)—)\/ X(—oo,t)ei(t_t/)£2 (I_%_%f) (t/>dtld£
3 —o0
: ool o
= /e”é(f — iO)’\/ §sgn(t — )it (I_%_%f) (¢")dt'd¢
3 —o0
+oo
| o 1, .
+ /5 e (& —i0)™ /_ 3 (¢ t>52(17%7% f)(t)dt'd¢

=1+1I.

Vamos estimar I e I separadamente. A substituicao n = £2 implica em

IT = / e (T s 1 f) (E2)(E = i0) e dg
3

oo . 1 A 1 . 1
B / ¢ (1) — i0) "% f(n)(nF — i0) ez dy
0
+oo—m§ =0 LN ity —4
+ e "% (n —i0) 2 f(n)(=n2 —i0) e 2dn
0
too 1 A 1, )
= o [ e ey + e fpeny
0

1/2 2

= aF (Xt FOE) + 2F  (xotae
Logo a estimativa de 11 segue do Teorema de Plancherel.
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Agora vamos estimar I. Notemos que

I= (%e"@'sgn(-) *L s f> (t)-

1
2

C 14 .
Usando F; (%ei52'sgn(-) * I_%_%f> (1) = v.p. %, podemos escrever
~ (1 —j0)75 (€ —i0) M€ ;
[:/emlim T ) (E O i yar,
T €0 |[T—€2|>€ (T - 5 )

Logo precisamos mostrar que a fungao

(1 — i0) "% (€ — i0) " de

=0 |[T—€2|>€ (T - 52)

é limitada. Pois neste caso terfamos [ e g(T)f (1) = (g )(t) e lgfllz < llgllpee || f]| 2.

.y . 1
Fazendo a mudanca de varidveis £ — |7]2¢ e usando

(€l7]7 —i0) ™ = |7|2 (167} + 6 7).

obtemos
1 _ A4l A+l
(7) / eI T (07, P 4 epr* ) (€ - i0)
T =
! =
L Y Y L Y Y
. i\-r|§zgclf+ + - /@'szgclf-i- + -
= Cc1Xir e —T =" df+ ey e —
1X{ >0}/§ ¢ £+ coaX{r<0} : ITe §

= g1+ 92

A segunda integral ¢ uniformemente limitada em 7 se A < 1, isto é obtido separadamente

considerando os casos [£] < 1 e |£] > 1. Para estimarmos ¢; tome 6§ € C*(R) tal que 8(§) = 1

em [2, 2] e 0(t) = 0 no complementar de (3,3). Temos
itrldae 1E70(E
g = ClX{T>0}/€€ | 511+_—§(2)d§
b ae L = 0(E) (167 + cp
P PURELL S

= g1t 912
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A segunda integral é limitada se A > —1. Para estimarmos g¢;;, escrevemos

1 —Ap
g = ClX{T>o}/§€l|T xﬁ%df

_ L[ a&(E) 1
- et (g2 g) ¢

_ [(sgn(l — &)« F! (lef—ief(f))} (] 7]2).

Esta aparece como a convolugao de uma fungao em S(R) com a fungao sgn (x), comple-
tando assim a prova de (b).
Para obtermos (c¢) inicialmente escrevemos

g2
— elté-

@) =cle—i0)> [ o feryar

Agora seja 0(1) € C™ tal que 0(7) = 1 para |7| <1 e 0(1) =0 para || > 2.

+

o[>
N =

(1 —10)

Defina uy, us, uz por

_ pit€?

(6.0 = (€~ 0 [ ool — @) -0 (rar
il t) = (€= 10) [ (1= 0~ €)(r = 0)*Hf(ryar,
€it§2 Ayl o4
il ) = (€= 10) [ (1= 0 =€) (r - 0) (),

tal que L) f = uy + uy + us.

Estimemos primeiramente us:

luslZs = c / / s () (r — )P drde

e [ [t - ot — € P Parde

2)\ 28d .
= /|T\H1 (/ 47 = 25) |f(7)Pd

Portanto precisamos mostrar que

2)\ 2sd 2 )\ s 1
(3:26) /lfl £2y2- 21?— /|77| 2 2 §C<T>S_A_§'
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Isto é obtido separando em alguns casos. Se |7| < 5, entdo (7 — ) ~ (). Substituindo

|~ 3~ —1_x dn
/ 2 2b sc <t 2" e ()2 st A <6
1

se A\ <1eX>—342b+s Agorasuponha |7| > 3 e |n| > % Neste caso temos A > s — 3

em (1), obtemos

eb< %, entao

No caso |7| > § e[| < @ temos (7 — ) > 3(7), entdo

o) < e [l < (e < e,

Izl

Completando assim a estimativa de uy. Para estimarmos ug, escrevemos

ug(w,t) = (t)e" % g (x),

onde

6 = (o) [ FEHIZE)(

Entao pelo Lema precisamos provar que

I_%_%f)A(T)dT.

(3.27) ||¢||Hs < C||f|| 2541 (R*’).

Argumentando como na prova do Lema [2.10| existe uma funcao 5 € S(R) tal que

1— (7 — €) o
R = [ @

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e |3(1 —£2)| < (1 —£&%) =", para N >> 1, obtemos

2 < /5 BR ( [ 6 - 52>rr\¥“f<7>d7)2ds
< [(fermeme —£2>2N+2ds) P
</ (/ ) = ) ) [P o) P
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Por ([3.26]), temos
[l bt = a2y < el
n

. s . A~ . ; _¢2
Usando a expansdo em série de poténcias para e™(7=¢") escrevemos

(x,t) Z w _ta2 (z),

onde ¥, (t) = *t¥(t) e ¢ () = (€ —i0) ™ [ (T — E2)F10(1 — €2)(r — i0)2+2 f(r)dr
Por é suficiente mostrarmos que ||¢y|

Ho®) < c||f||Host+1 &) Pela desigualdade de
Cauchy-Schwarz,

| dx

2
b < Jlo = ([ o)

(3.28)
< 25| ¢|—2A A1) £ 24rde.
<c [ [ EPie)rans

Fazendo a substituicao n = £2, obtemos
(3.29) [ telernae= [ s e
|T—€2|<1 |T—n|<1

Combinando (3.28)) e (3.29), obtemos || ¢x]| rrs(r) < c||f|| 2541 O

TR
3.3 Versao nao linear
Definimos o operador solu¢cao nao homogénea de Duhamel D por
t ) o
(3.30) Dw(zx,t) = —i/ e %y (¢l
0

que satisfaz

(i0; — 0*)Dw(x,t) = w(w, t), (v,t) € R x R,
(3:31) { Dw(z,t) =0, x € R.

A seguir obtemos as estimativas necessaria referentes ao operador D.

Lema 3.5. Se s € R, entao
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(a) (Estimativa no espago) Se —% <d <0, entdo
(3:32) D0 Ol g 10,y < 0l

. . 1 ~
(b) (Estimativa no tempo) Se —5 < d < 0, entao

c|lw]| xs.a se —1<s< 1
3.33 t)YDsw(x,t 2541 < ’ 2 27
(3.33)  [[v()Dsw( )HC(Rz;H HRy) = {C(IlewS,d 4 ||w||xea), for all s € R.

. . . 1 ~
(c) (Estimativa em Espagos de Bourgain) Se —5 < d <0 <b<d+ 1, entdo

(3.34) [4(t)Dw(z, )]

X s:b S Hw| Xs.d.

Observacao 3.3. A necessidade de introduzir os espacos de Bourgain modificado W*° surgiu

no Lema (b) para obtermos a estimativa em um conjunto maior de s.
Demonstracao. A prova é analoga a prova do Lema [2.18 O

3.4 Estimativas bilineares

Lema 3.6. (Estimativas para o termo nao linear Ny)

(a) Para —3 < s <0, existe b =b(s) < % tal que

(3.35) |uv]| xs—v < cfjul| xsb||v] x50
(b) Para —3 < s < —3, existe b =b(s) < % tal que
(3.36) |uv]lws—s < cf|ul|xsn||v]|xs0-

Lema 3.7. (Estimativa para o termo ndo linear Ny) Se — < s <0, eziste b = b(s) < 3 tal

que

(3.37) [uv|

xob < c||ul

Xs,b |U| Xsb.

Lema 3.8. (Estimativa para o termo nao linear N3)
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a) Para —3 < 5 <0, existe b=b(s) < L tal que
1 2
(3.38) [0 x50 < cllullxeol[v]lxs0.

b) Para —3 < s < =1 existe b=0b(s) < 2 tal que
1 2 2

(3.39) [wollws— < clfullxos [0l xe0-

Provaremos estes Lemas seguindo as ideias contidas em [31], onde precisaremos adaptar

os nossos calculos uma vez que estamos trabalhando com b < %
3.4.1 Prova do Lema 3.6
Defina p = —s € [0, 2) e para u,v € X** = Xt seja
F(&T) = (T =€) alE,7), 9(&,7) = (T = €)"(E)~"0(&, 7).

Entao [| f[|z> = [[ul

xsb € |lgllre = [lv]

Escrevemos o lado esquerdo de (3.35)) em termos de f e g:

Xs:b.

_ € —
||UU| Xs— <7_ _ §2>b(uv>(§7 T) Lng
B &
— —(T_§2>b(u*v)(§,r) s
_ 51,7'1 9§ —&,7—11)
=7 / € (n = (=81t - GErAE D] [
_ f(fbﬁ) g€ =&, 7 —1)p(€, 7) Jfdm déd
¢??§’<1/R4 T T e (e g adndedr
= sup W(f,g,9),
I8]l,2 <1
onde
_ (€)° f(élaﬁ) 9§ — &, 7 —11)
W00 = | e e B a e (e T e

Inicialmente tratamos o caso p = 0. Integrando primeiro sobre &; e 71, e entao usamos as
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desigualdades de Cauchy-Schwarz e de Holder para obter

51,71 g€ —&,7—11)
e ) | e
(3.40) < H¢|’%2HfHL2|’gHL2

1 dTldfl
T— &) // (= &)?(r —m = (€= &)%)

Usando os Lemas [I.15] e [[.13] obtemos

2

W2 < 16|z %

L2}

1 dTldgl o d£1
e e e R IR e

3 1o _
e £ <b< 3, isto prova o caso p = 0.

Para provarmos o caso p € (1/2,3/4) escrevemos

B (&) f(&,ﬁ) g€ — & —7)
W00 = /R rap P ) — 1 (€ &)7)

]

= W1+W2+W3+W4,

o(&, 7)d& dmdédT

onde

Ri = {(&&, 7,m) e RY & <1},

Ro = {(& &, 7m) € RY & > Lmax{|r — &, |7 — &, [ — &} = |7 — €[},

Ry = {(& &, mm) € RY & > Lmax{|r — &, |7 — &, [ — &l} = In — €[}

Ri = {(&&,7n) eRY & > Lmax{|r — &, |7 = &l [m — &l} = |7 — 1 — (€ = €D}

A estimativa de W é obtida como no caso p = 0, pois suas frequéncias se cancelam.
Para estimarmos W, integramos primeiramente em &; e 71, e entao usamos as desigual-
dades de Cauchy-Schwarz e Holder para obtermos
2 2
Wy < H¢HL2

X{|§<1}//f€17ﬁ X{|su<1} 9(€ = &7 — T)X{e-al<2)
7—52 (f §1> (T—Tl (f 51)>

< ¢l 1f11Z=llgll72
N X{A(e,rydmidé
. (r — ez // (€)% (n =) - &)= (T —n — (£ = &)2)*
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onde A(&,7) = {(&,m1) € REmax{|r — &|,|m — &, |7 — 1 + (£ — &)?} = |7 — £2|}. Para
estimarmos W3 integramos primeiro sobre £ e 7, e entao usamos a desigualdade de Cauchy-

Schwarz e Holder para obtermos

W3 < |1ol2: 1 1172l gll72
|§1|25 X{B(&1,m)ydTdE
2b // 28 52 2b<£ £1>28<7- . (é‘ _ 51)2>2b

onde B(&1,m) = {(¢,7) € R%max{|r — &, [n — & |7 — m+ (€ = &)°[} = | — &} Por

simetria a estimativa de W, é similar a de Wjs.

Por (3.41)) e (3.42)) é suficiente provarmos que

(3.42)

o0
L§1,T1

|£|25 X{A(¢,T) }dTldél

(3.43) )2b // (€)% (n —E)2(E - &)*(r—n — (£ = &)2)* =
|£1|25 X{B(&1,m2) }de{

(3'44) 2b // 23 52 2b<£ €1>23<7- — T — (5 _51)2>2b i <c

Para obtermos (3.43) e (3.44]) vamos utilizar a seguinte relagao algébrica

(3.45) T - (r-n— (&) - (n - &) =26 - &)

Portanto em A(§, 7) temos

(3.46) G —e)l < Sl —€
e
BT -@+2AE -Gl <In—gl+ |- n - (€& <2Ar -

Podemos assumir que |£ — &;| > 1, pois caso contrario, a cota estaria reduzida ao caso p = 0.

Portanto temos (£1)?(€ — &1)* < ¢|&1]P|€ — &1]P. Usando o Lema e (3.46) obtemos

|€1||§2|)2pd71d§1
7'—52 // (11 — 51 (T—m—(E-&)H%

/ (T = &)*dé,
<7' - 52> BE)2% ) (T =&+ 26,(6 - &))*V

(3.48)

<c

se = < b<

=
N =
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Sejan =T — & +26 (£ — &), entdo & = F(E+ (2 — €2 —2n)2), |26 — €] = [2r =2 =21

e d& = |—7:T]ﬁT' Substituindo no lado direito de (3.48]) e usando o Lema [1.19, estimamos

o lado direito de (3.48)) por

c / dn
(€)% (T = )22 Jiy<are (Mt r —p— §I2
(o)~
(r— (s — )]
Esta expressao ¢é limitada se b > i + £. Como p < %, podemos escolher b < %

Agora vamos obter (3.44)) no caso p € (%, %) Usando a relagao algébrica (3.45]) temos que

< elr — €2>276b+2p7%.

<c

em B(&, 1) vale

&6 —-&) < 5 |Tl &

Im—& +26(E— &) < |t =&+t —n— (E—&)°| <2ln —&l.
Pelo Lema [1.15] temos

(1all€ — &1])0dedr
e / R e
s

G €1>2b 2"/D<§>2"<71 & +26(& - )

onde
D =D(&,m) ={€ € R;|m — & +261(& — &) < 2[m — &},
e 411 <b< %
Agora dividimos D em duas partes, a saber, D; e Dy, onde

Dy = {6 € Dif2ea(e — o) < D8]

3|71 &3]

2

> foe - o) > 8y

Em D; temos |1 — &| < 2|m — & + 251(51 —£)|, entao

Dy ={{ € D;

(3.49) 1 / d§ < 1 / d§
' (r =027 Jp, ()% (n — & +26(& — )=t = (n — )22t | (%
Esta expressao ¢ limitada, se p > % eb> % + £. Notemos que como p < %, entao podemos

escolher b < %
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Agora dividimos D,, em trés partes Do U Doy U Do3, onde

Do = (€ € i Bl < es] < 100fe),
Doy ={£ € Dy;1 < 6] < %}7
Dy = {€ € Dy 100[e] < [61])

Em Dy; temos |£]? ~ [&|* > ¢(o1). Fazendo a substituicio n = 7 — &2 + 2&(& — €),

temos dn = —2&,d€. Usando o Lema |1.19 obtemos

- 1 / d&

\51|£1 (T = &2)207% Jp,, (§)2P(11 — & + 261 (& — £y

< ¢ sup ;2/ il <c 12 12 )
1 (Tt = &2 Jip<am—ez) (M H&G] T (m = &) (= &)

JER T . 1 14
que € limitado se b > 3 + £.
Em Dy, temos

(n—€) 2 Zlalle - &1 2 Slallel - lal) 2 slalal - &) = 2aP
Entao pelo Lema [1.19] obtemos

sup ;/ (161 1l¢ — &])%de
l€1]>1 (m — §%>26 Doy (&y?r(m — g’% + 2, (&, — €))4-1

G (m1 — f%>2b In|<|m1—&3| [SU

< c dn < 1
- _ ¢N\2b—pt1 ) < >4b—1 =¢  N6b—3_p’
(i = &)77772 Jpigin-g (i — €)%

que ¢ limitado se b > i + E.
Na regiao Dz usamos &[> ~ |11 — &2 para obtermos
1 / d¢
— &% Jpyy (€)% (11 = & + 266 — )P

c / _dn
(r1 — £F)%-% [7]<2|o1 | SR
1 1 1
<c 2\2b—2p o1 2N\Ab—2 2\6b—2p— 32
(1 — &) (1 —&7)2 (1 — &7) (1 —&7) -

(11
<

C

que é limitado se b > £ + %. Como p < %, podemos escolher b = b(p) tal que b < %
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A desigualdade (3.44)) no caso p € (0, 3) segue interpolando os casos p=0e p € (3,32).
Isto finaliza a prova da parte (a) do Lema.
Argumentando como na prova da parte (a) do Lema, para provarmos a parte (b) do Lema

precisamos obter

\§1||§2|)2pd§1d71
7'—52 2b // 7'1—51 (T—n—(—-&)H*

(3.50)

onde

A7) = {(6m) € R:max{|r = &, |n — &l I1 —m — (€ = &)’} = |7 — &},

(3.51) ‘

(&€ = &)*rdédr
Tl 51 2b// 7—52 2b<7—71 (5 51)2>2b

onde

= B(&,n) ={(§,7) € R:ymax{|7 — &, |n — &, [7 — 7 — (£ = &)*I} = [n — &1}

A desigualdade (3.50) pode ser obtida no mesmo caminho de (3.43)). Para estimarmos
(3.51)) podemos assumir 10|7| < |£]?, pois caso contrario, a estimativa se reduz a (3.43)), que

j4 foi provada. Assim temos (7 — &2) ~ (£2). Portanto precisamos provar que

(leullé — &) dedr
(3:52) = 51 / / e — (€ E)BB = ©

Usando a defini¢cao de B e a relacao algébrica (3.45) temos |&;]|&| < (11 — £3), logo

(353> (|§1||§2|)§p < 1

<0-1>2b - <O'1>2b_% S C,

se p < %b. Usando (3.53)) e o Lema vemos que o lado esquerdo de (3.52) é controlado

por
// (1&11€ — &)rdedr
VP (£2)2D ()20

C/ (|€1H§—51D3pd5
N (11 + (£ —&)2)pr—1(g2)2
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Para estimarmos a ultima integral dividimos o dominio de integracao em trés partes.

Defina
Dy ={£ € R; [&1] > 2[€ — &1},

Dy ={£ e R; [§ — &| > 241},
1
={{¢€ R§§‘5—51’ < & <216 =&}

2
Em D; U D, temos ('5125193'3 < " >4i7%p < ¢, se p < 3b. Portanto o Lema [1.13 implica em
1

(el — ei)3ede "
/DluDz (11 4 (& — &)2)pr2o-1(£2)2b = C/ (1 + (€ — &)2)pi2o1 <¢
seb> % — g.

Agora decompomos D3 em duas partes, D3; U D3y, onde
Dy = {¢ € D; 10161 [[€ = & < | — &},

D3y = {€ € D; &6 — & ~ | — &1}

Em Ds; temos |13 — & — 26,6 ~ |11 — &3], entdo pelo Lema ([1.15)),

_ (1€]1€ = &u])*d€dr
B(&,m) = (1 — 51 Qb//BmD31XR PAERAT — 11 — (£ —&1)2)%

dédr
= 7'1 52 2= 2'0//BOD31><R (T +&2)%(09)?
I d§
= ‘- §f>2b_2p /1731 (mi— &F — 26, &)1
<

1 d¢
- /§|<3§1|< — &)t

dg [s1 c
S ¢ 2\6b— 142 S 2\6b—1—2 S 2\6b—1—2 19
l€]<3l¢1 ] < f > g <Tl - fl) P <T1 - §1> TP

que é limitado se p < 3b — %. Como p < % podemos escolher b < % Em Ds, temos

&1 |? ~ |11 — &F|, entdo
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1 / (I€1]1€ — &)*dg
(11 = &0)% Jpy, (€)% (11— &8 +26(& — )"
1 (I§1]18 — & ])*dg
= g /1732 (r =& +26(&6 — )"

1 |&4| P deE
= C<71 — &) /D32 (r1— &8 + 26 (& — §))*!

1 dn
<c 2\2b—2 4b—1
(T1 = &2 Jip<am—e2) 1&l(m)
1 1 1 1

d
R T L L

<c
que ¢ limitado se p < 3b — %.

3.4.2 Prova do Lema [3.7

Defina p = —s € [0, 2) e para u,v € X** = X 7" seja

f(& 1) = (T =)&) al€, ), g(§,7) = (1 = ") 0(E, 7).

Entdo || fllrzre = lullxse, gllzzzz = [lv]lxse. Usando v(¢,7) = <T<f§§>b§(—f7 —7) temos
_ £ —

e e 1
_ || s
B <T _§2> v L3212
. ff §1, 7 — )€ — 1) 9(—&1, —71)(&)”
- 52 / oo mrar L
_ sup / ( 517—7'1) f(f—flaT—7'1)¢(f,7')d51d7'1d5d7'

1ol 2 <1 Jra (T — 52) () (m+&) E—-&)(t—n—(E—-&)?)°

= ”(;Iuqu(f ,9,0),

onde

_ &)  g9(=&,—m) fl€ =&, 7—mn)
Wirg0)= | = 0 (e (n T &P € — &) r—m — (€ — &)

Primeiramente vamos obter o caso p = 0. Integrando primeiro em &, 7, fazendo a mudanca

o(&, 7)dE dmdédr.

de varidveis 5 =7 — 11, & = £ — & e usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e Holder
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obtemos

W(f.9,0) < cllollc2ll fll2llgll e

ﬁ/ / (T —E)2(r iiii: (£ - &)

Portanto, precisamos provar que

(3.55) 1 / / dédr <

. SUp  ———55 <ec
(eam)er? (T2 — £3)% (r=)2(r —m+ (- &)H)»

Usando os Lemas e vemos que o lado esquerdo de (3.55) é controlado por

drd&
(Compers (72 — 52 2b// (T =) =1+ (£ — &)

= / (2e2 — 2552 — gy = ¢

(3.54)

oo
Lézvfz

3 1
se £ <b< 3

Agora vamos obter o caso p € (0, }L) Neste caso podemos assumir |;| > 10 e [ =& | > 10,
pois caso contrario a estimativa seria equivalente ao caso p = 0.

Escrevemos

_ (€)° _( §1,—71) f(€—&,7—7)
Wifg.9) = /R = P (e in T 2P € — &)l = — (€ — £)7)

L

= W1+W2+W3+W4+W57

o(&, 7)d& dmdédr.

onde

Ri={(& &, 7,n) € RY &) > 10, [¢] < 1},
Ry ={(& &, 7 m) € RY 6] > 10, 1¢] > Lymax{|r—&|, [n+€, IT—ni—(6=&)°[} = In+€l]},
Ry={(&,&1,7.m) € RY [&] > 10,1 <[¢] <[& ], max{|r—&7|, In+&7], [T—m— (&)1 }=m—¢€"]},
Ra={(6.6,7,m) € R, [&] > 10, [¢] > [&1], max{|r =€, I +&f], [T—m—(6=&)*[} =I7—¢7]},
Rs = {(& &,7,71) € R, €] >1,|6—&| > 10, max{|T—&%|, | =&, |[T—mi+(=&)?| )= — &1}

Portanto precisamos obter as seguintes estimativas:

(356) sup //gl 1 |§1||£ — §1|)2pd§d7— < c,

|€1]>10, T €R (11 + 51 (T—m—({—=&)H)(T = &3 —
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X{A(&1,m1) |£1||§ €1|)2Pd§d7-
(3'57) |§1\>Sll()lpn€]R 71 +§2 2 // 2” 7'—7'1 (5 51) ) < 52>2b =

(3.58) sup

2
[>1,7€R T—f

// xaen (&€ — &) dédn .
(A& —m = (E=&)H2 — 7

Xeen (&€ — &u)*dédm
(3'59) \5|§111}3€R 7' —52 // 7'1 +f1 2b 7' —T1— (f 51) >2b =
XD(& T1) |€1||£ €1|)2pd7-d£
B %/ / P [y LA
onde

A&, ) ={(& 1) e R% & > 1,1€] > |G|, max{|T—&|, |n+& |, |T—n—(6=&)*[} = In+E&1},

B(g,7) = {(&,n) € R [a] > 1 [¢] < &, max{|r—€?|, [+l [T—n—(€-&)*} = [7—€*I},
CE ) ={(&,n) e R &] > 1, [¢] = &, max{|T—&|, [n+&7], |-~ (€-&)*[} = [7=€*|},
D(ry,&)={(§,7) € R% €] > 1, [€=&] = 10, max{|7—&*|, [n—&F[, |- +(€-&)*[}=|n &1}

Vamos primeiramente obter (3.56)). Aplicando o Lema obtemos

([&l]€ = 51’)2pdfd7
MO G gy +£1 ) / /§|<1 Pr =1 (€~ 6T — )

dedr
= CX{'&‘>10}<71+—5%>% / /|£<1 (r=m - (- &) -
bl &
36! <o L g . e

Fazendo a mudanga de varidveis n = 7y + £ — 2£&, entao dn = —2&d€ e |n| < |oq] + 2|&].
Substituindo na expressao (3.61)), vemos que (3.61)) é controlada por

(31 dn X{je1>104 €1 2-4b 2-4b
X110} T cvap e — <c¢ (o 77 + &),
VO @21 figior sz P = + E)28]

queélimitadoseb>%ep§b—;1l.

Para obter (3.57)) usaremos a seguinte relagao algébrica

(3.62) Ten+(E -6+ (n+ &) - (1 —€) =2
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Pelo Lema vemos que o lado esquerdo de (3.57)) é limitado por
4p—1 d

(m+&)* ) T+ —266)""
Seja n = 7 + £ — 2££,, entdo dn = —2&dE. Por (3.62) temos |n| < c|r + & em A(&, ).
Substituindo em (3.63]), obtemos que ([3.63)) é controlado por

cl& |
(o + G

que ¢é limitado se b > % ep<3
Agora vamos obter (3.58)). Pelo Lema temos

X{j¢/>1} // X (&)l = &i])*
<7- _ 62 2b 2p 7—1 _'_ é’l 2b 7— -7 — (é §1)2>2b

< o Xlg>1 / Xtew3ms(e e (€0 d6
B SR (IR (r— € +266)"

(3.64) <o Xugey / Xie3ni6,m)eBEn (€6

| G A IR (- +26e)*

Fazendo a mudanca de variaveis n = 7 — &2 + 2££;, temos dn = 2&d&; e |n| < 2|7 — &2).
Substituindo em ((3.64)), limitamos ((3.64)) por

. X{le[>1) L/ 1 1
(1= )PP Jnpeapr—gz) (W71 T (T = )70 (T — )0

que ¢ limittada, se p < %b — %
Agora estimamos (3.59). Pelo [1.15]

X{j¢[>1} // Xcer ([6]]€ — &)* dérdm
(T —=E&2)2(&)% (m+&)*(r—n — (- &L)H*

X{|£‘>1} X{élaale( 1’71)€C(£a7)}d£1
3.66 < ]
( ) > C<§>2b—2p<7- §2>2b/ (T — €24 2¢&, )41

Sejan =71 — &2 4 2££,, entao dn = 26dE; e

(3.65)

I =In+&+7-mn— (&)’ <2r - & in B )

Substituindo em (3.66)), vemos que ({3.66|) é controlado por

X{J¢[>1} dn X{jg|>1} 1
C<€>2b—2p+1<7-1_ §2>2b /|n§27—£2| <7]>4b_1 < C<£>2l)—2p+1 <T _ §2>2b <7. _ £2>4b—2
1
C<§>2b72p+1 <7— _ €2>6b72’

<
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queélimitadosebﬁ%epgb—%.

Por fim, vamos obter . Pelo Lema m
Mmm&//‘ X, (1611€ = &il)* drd€
£2)2b V20(T — E2)2 (T — 7 + (€ — &)%)
< a1} / (16116 — &il)*rdg
D(&1,m1)e <§>

(r— &0 (= & — 266)"7 Y
onde D(&1,m)e = {& 315 (€, 7) € D(&, 1)} Agora divimos o conjunto D (&, 71)e em duas

partes, i.e.

Di(&1, 1) = {€ € (D(&,m1))e; [§1] < 100[E]},
Dy(€,7) = {€ € (D(&1,m))e; €1] > 100€], |&1] < 500]my — &7}
Na regiao D;(&;, 1) usamos a relagao algébrica
(T=&) = (n—=&) - (T—n+(E—-¢&)) =26 - &)

e o Lema para obtermos

X|51|>10/ X, (|&]|€ = &)*PdE
(i —&)? ] (§)%(orm — & — 26&) 0!

X|&1[>10 XD, d§
: - ey / (€)% (m — & — 26&)*!
XD1d§
<[ gt

que ¢é limitado se b > g ep<h.

Na regiao Dy temos |€]|€ — &] < c|&|* < |11 — €3], entdo nesta regido a integral pode ser

controlada por

|51’4PX|£1\>10 XDQdf
(3.67) E— / G =g — g

Pelo a expressao ([3.67)) é limitada se b > % ep< %.

3.4.3 Prova do Lema [3.8

Argumentando como na prova do Lema para obtermos a parte (a) do Lema precisamos

1 dgldTl
(T —&2)% // (i + &)1 — 1+ (£ - &)
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(& = &l)*d&idn
(369) 7_ — 52 Qb //,45 ,7_1 + 51 2b 7— -1+ (5 51) > . <c,
X{ln\>10} €€ — & |*Pdrde
(3.70) RS //33 V2o (1 — E2)2(r — 7y 4 (€ — £,)2)2b e <,

nos casos p € (3, 32), onde
Az = A&, 7) = {(& n)imax{|T — 1 + (€ = &)?| In + & [T = &} = |7 = €},
By = B3(&,m1) = {(§,7) € R:ymax{|r — 1 + (£ = &)’ |m + &L |7 = €[} = |n + &}

A estimativa (3.68)) pode ser obtida anédloga a cota no caso p = 0. Para obtermos (3.69))
e (3.70) iremos usar a seguinte relagao algébrica

(3.71) T-n+ - +n+E - (T -8 =(E-a)’+&+8

Por (3.71) temos que |&1(§ — &)| < (€ + € = &f*) < c|r — €3] em A(&, 7). Aplicando o

Lema [I.15] obtemos
(|&]1€ — &])?
52% //A3 (M +EHP(T — 1 + (£ — &)%)

d&y
3.72 < '
) < e | Tre s T
Sejan =7+ — 266 +26F = T+E +261(6—£), entdo |dy| = |46 —2€| = £2|27 + € + 29|,
Substituindo (3.72)) e aplicando o Lema controlamos ([3.72)) por

c / dn
(1= )220 Jy<air—e (NP r + 5+l
1 1 1
o e 1 )0

Se p > %7 a desigualdade triangular implica em

(3.73) <c

1 1 1
(€)% (T +€2/2)% > (€22 (1 +€/2)2 > (7 — €2/2)®
Entéao (3.73) é controlado por ¢{r — £2>‘6b+2p+%, que por sua vez é limitado se b > %1 + £.

Como p < %, podemos escolher b < % Agora vamos obter (3.70)). Pelo Lemam precisamos
obter

! (I&:11€ — & [)*dg
o P T E T e (e e <
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onde D = D(&,7m1) = {€ €R: | —&—(£—&)% <2/ + &} Na regidao D temos
1€1(€ = &)| < 3|m + &2|. Vamos decompor D em D = Dy U Dy, onde

Dy ={¢e D2l + (£~ &)* + & < In+ &}

2
p=fee M8 <oy ap i <opmra

Em D; temos

m—&&—(E-&)l|l=m+& - - - (E-&)°

> [ +&] = 6+ €+ (€~ 6] 2 5ln + €]l

Portanto,

1 / dé < c / d¢
(1 + &2 [, (€)% (1 — €2 — (£ — &)2)01 = (1 + 320401 | ()20
queélimitadosep>%e62%+§.

Para estimarmos em D, subdividimos o mesmo em duas partes, Dy = Do U Dag, onde
Doy ={€ € Do;[&i| < 2[¢]} e
Doy = {§ € Do;2|¢| < |61}
Em Dy, fazemos a mudanga de varidvel n = 7, — €2 — (€ — &)?, que implica
2¢ — &1 = £[2m — & — 2|2 e dy = —2(& — 2)de.

Fazendo a substitui¢ao e usando o Lema temos

1 / (16]1€ — &l)*dg
(1 +&0)% Jp,, (% (m — & — (£ = &))"

1 € — & |*Pde
< (r + )% /D21 (r — 2= (£ — &)2) 81

1 / dn
< —
(80077 Jii<simeez) (n)0-1)n — 2275003
1 1
(1 +ED)%=r=2 (97 — )2’

<c

129



Esta expressao ¢ limitada, desde que b > % +

OJIE

Em Dsy fazemos a mudanca de varidveis n = 7, — &2 — (€ — £;)?, entao

= —2(2¢ — &)d€ ~ &id€.

Portanto,

1 / (J&1]1€ — &a)?Pdg
(11 + &) Jp,, (% (n — 2 — (§ = §)2) %!
. [ / dé
T AT & Jp,, ()T — 2 = (§ - &)t

|§1|4p dn
<c 2\2b 1b—1
(11 + &% Jin<aimrez (M* &

_1
ST (e ST c 1 <ec
(m + ez = rayme = O e

desde que p < 3b — %.
Agora vamos provar a parte (b) do Lema. Podemos assumir 10|7| < [£|?, pois caso
contrério a estimativa segue da parte (a) do lema. Desta forma podemos considerar (7—¢&?2) ~

(€%). Argumentando como na parte (a) ¢ suficiente obtermos

’61”5 ’fl’)ZpdTldfl
7—52% //A3 (M +EHP(T — 1 + (£ — &)%)

(611§ — &[)*drdg
(3.76) ‘ (r+ & //B3 PT = )21 — 1 + (£ = &)H)%

onde A3 = A3(¢,7) = {(&1, ) € R*max{|r—7i+(§—&)*| Im+&1] [T—&%[} = [T =%}, Bs =
B3(&1,7m1) = {(&,7) € R max{|r—7m+(6=&)%, |1+, |[T—€%} = |1 +£€2|}. Primeiramente
vamos obter ([3.75). Usando a relacao algébrica temos que [£(€ — &)| < |7 — &% em
As. Aplicando o Lema , o lado esquerdo de é controlado por

(3.75) <cg,

LZ’T

<egc,

o0
L§1,T1

1 dé&
(3.77) (7 — €2)2-20(7)p /A§1 (T + €2 = 266, + 26241
onde A§ = {& € R;3 my; (&1,71) € A&, 7)}-
Sejan =7T+E =266 + 28 =7+ +26(& —§), entao

ldn| = |4& —2¢| = i2|27+52+277|% eln <|r—m+(E-&)?*+In+&| <27 —&| em Agl-
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Substituindo em (3.77)), aplicando o Lema e usando |17 — &2| ~ |£|?, podemos controlar

(3-77) por

1 / dn
(1= E)2-2(7)° [ <oz ()17 + £ + |
1 1 1

<c <c <egc,

(T =Py = 7 (1 )1 = e S

se p < 3b— %.
Por fim, vamos obter (3.76]).

Escrevemos By = Dy U Dy U D3, onde

Dy = {(&&,7,7m) € By; 2€ = &] < &},
Dy = {(§,&,7,m) € Bs; 2[&] <€ - &},
Dy = {(6&.mm) € By 5lél < Jai] < 2lel)

Em D; temos [£| ~ |&], entao

(€11 = &1)”
1S VA

<c, se p <2b.

Em D, temos

(alle-&b . e
§1 T e &)t
Portanto, aplicando o Lema obtemos

// {10|T\<|s| 2y (|16 — &) drdé
(1 + 52 2 DDy (T)PAT = ER)2(T — 11 + (§ = &)%)%

(I6111€ = &u])?drde
o 7'1 + 51 2b //DluDg 52 2b<7_ — T+ (5 fl) >

< / |§1H§ &1])*Pdrdg
~(n +51>2b (€2)20(m — (§ — &1)?)20rrt
< c / ([&1][€ — &ul)Pdrde

T &) ) () — (£ &) Bt

dg§
= C/ (11 — (£ = &)H)%trt =6

sep>—2b+%ep§26.

<c, se p <2b.
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Agora, decompomos D3 em D3y U Dss, onde

|7'1 + &

&y

1
D3 = {(§&,7,m) € D3;§|71 + & <P+ 4P+ |§2|2 <3lm + &}

Dy = {(&&,7,m) € D€+ &P+ €& <

Em D3, estimamos como anteriormente, usando |11 + &| ~ |1 + & — & — €|, entao

(I€1]1€ — &)*drdg
T+§1 2b//z>31 PEN(T =T+ (£ — &)%)

d§
= <7_1_|_§2>4b p—1 / (£2)2b <c

sep§4b—1eb>;11.

Para estimarmos em Ds,, fazemos a mudanca de variavel n = 7 — €2 — (€ — &;)?, entdo
dn = —2(26 — &)d€ e |26 — &| = £|2m — & — 277|%. Fazendo a substituicao e aplicando os
Lemas [I.15] e [.T9 obtemos

1 / (J6111€ = &a])?dg
Dgy (1 — &2 —(§ = &1)2)4 !

sup ———=—-
|€1]>1,71 <Tl + §1>

< sup 02 / dg
l€11>1,m1 <T1 + f1>2b72p D32 <T1 - 62 - (5 - 61)2>4b71

< c / dn

< SUD 5

>t (71 €272 Jycaimveg) ()1 — 2823

< sup ‘ sSup ‘

S 7
o (T1+ 00202y — 2 /N1/2 =\ T (1 + £F)6b-20-3/2

que ¢é limitada se p > 3b — %.

3.5 Prova do Teorema 3.1

Iremos provar o Teorema no caso Ny, a prova com os termos nao linear Ny e N3
seguem as mesmas ideias fazendo o uso de suas respectivas estimativas bilineares.

Usando o argumento de escala podemos assumir

Hs R+) + HfH 2s+1 - 6,

ol e

para 0 suficientemente pequeno. De fato, u resolve o problema ([2.2) se e somente se para
A >0, ur(z,t) = ANu(Ax, A?t) resolver o problema ([2.2)) com condigdes inicial e de fronteira
ur(z,0) = Nug(x) e ur(0,t) = A2 f(A\?).
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Logo, para s < 0,

lua (e, Ol ars ey < AY2**[ful-, 0) | o),
IO,

Selecione uma extensao y € H*(R) de ug tal que |||

<N f]2

+)—

ety < cf|uol

b= b(s) < 1 tal que sejam vélidas as estimativas (3.35)) e (3.36)) .
Seja Z o espaco de Banach dado por

ms(r)- Tomemos

Z = C(R; H*(R)) NC(R,; HT (R,)) N X*.

Defina o operador

(3.78) A(u)(t) = ¥ (t)e" P iig + ¥ (t)D(u?) (t) + (£ L2A(D),

3w

onde h(t) = x@+o0¢” 1 (f(t) —¥(t)e ”aﬂ%uo| — Q,D(t)D(uQ)(t)‘x:O) e A = A(s) satisfazendo
—l<A<ies—3<A<s+i.
Inicialmente vamos provar que £}h(t) estd bem definida. Para isto precisamos mostrar

2541
que h € Hy* (R"). Usando os Lemas , , 3.35| e [3.36[ temos

_ itd2 ~ 2
Il ey = Ix0100 (F00) = 600 0]y~ 5OPCA O] 21
< cllfllzep goy + o]l + [u? (2, 1) || o0 + r(s )HU (@, ) |ws-»)
< c(lfll, + ol sy + llullkes),
onde ¢i(s) =0, se s € (—1/2,0] e c1(s) =1, se s € (—3/4,1/2).
Se u € Z obtemos h € H SH(R*). Se —% < s <0, entao % < 2l < }L, e aplicando o

Lema temos que h € H (R*). Portanto £)h(t) estd bem definida e ||h|| 2L ey ™
|h]| 241, desde que u € Z.

Hy * (RT)

Agora, mostraremos que A define uma contracao em uma bola de Z.

O Lema implica em

()¢ o] 2 < el

Hs (R S CHUO| Hs(R+)-

Pelos Lemas 3.5 e [3.6] obtemos

(3.79) I OD*)(®)llz < cllullx
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Combinando o Lema |3.4] e a expressao (3.79) obtemos

[W@OLAD 2 < elbll s oy < Ul 2 gy + luollas@n) + [lull?),

para—1<)\<%es—%<)\<s+%. Note que se s > —=, podemos tomar A = 0 e como

1
2
s > —3 podemos escolher A\ = A(s) conveniente.

Portanto, obtemos

(3.80) 1Aullz < ellfll s ) + lluol

s + [[ull).

Analogamente obtemos para u e v em Z,
(3.81) [Aw = Avllz < E(flull: + vll2)l[w = vllz.

Defina Dy (c0) = {u € Z;||z||z < 2¢d}. Por Se u € Dgp(cd), por (3.80) temos
(3.82) |Aul|z < ed + c(2¢6)? < 2¢6.

Agora escolhemos 4, tal que 4c%§ < %

Por (3.81)), se u e v em D;p(cd) temos
1
(3.83) |Au — Av||z < 4c*d||u — vz < §||u—v||z.

Portanto, A define uma contracao em D,;(cd), e consequentemente existe uma unica

@ € Dgp(co) tal que
(3.:84) Au)(t) = ()"0 + L (t)D(w’)(t) + B LIR(E).

Portanto u(z,t) := u(z,t)|r+x(0,1) resolve (2.2) com N = Ny, no sentido das distribuigoes,

no intervalo [0, 1].
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Conclusao

Por fim, concluimos o nosso trabalho, enumerando alguns problemas em aberto relacio-

nados com nossos resultados.

e Nos Teoremas [2.2) e 2.4] obtemos o resultado de boa colocagao assumindo que os dados
iniciais e de fronteira relacionados a segunda equacao sao de tamanhos pequenos. E

possivel eliminar estas restrigoes?

e QOutro interessante problema seria as formulagoes dos problemas aqui tratados em um

intervalo limitado.

e No Teorema [3.1] obtivemos resultados de boa colocagao condicional para certas refor-
mulagoes do PVIF como PVI posto em toda reta. Serd possivel mostrar que as solugoes

encontradas sao unicas?

e No Teorema no caso N = N; e N = N3 conseguimos obter o resultado de boa
colocagao local em H® x H = para s > —3/4. Serd possivel melhorar o resultado,

tentando implementar as técnicas de Bejenaru e Tao em [1]?
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