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Resumo

A proposta deste trabalho é o estudo do problema de valor inicial e de fronteira para o

sistema de Schrödinger-Korteweg-de Vries e para uma certa classe de equações de Schrödinger

com termos não lineares de ordem quadrática, ambos definidos na semirreta real. Em cada

um dos casos obtemos resultados de boa colocação local em espaços de Sobolev com baixa

regularidade. Os argumentos utilizadas para provar os resultados obtidos baseiam-se em

técnicas recentes desenvolvidas por Kenig, Colliander e Holmer no estudo de problemas simi-

lares relacionados às equações de Korteweg-de Vries e de Schrödinger, com não linearidade

do tipo |u|α−1u.

Palavras-chave: Problema de valor inicial e de fronteira, sistema de Schrödinger-Korteweg-

de Vries, equações de Schrödinger, semirreta.
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Abstract

The purpose of this work is the study of the initial-boundary value problem for the

Schrödinger-Korteweg-de Vries system and for a class of quadratic nonlinear Schrödinger

equations, both defined in the half-line. In each case, we obtain local well-posedness results

in Sobolev spaces with low regularity. The arguments used to prove our results are based on

the techniques developed by Kenig, Colliander and Holmer to study the related problems for

Korteweg-de Vries and nonlinear Schrödinger equation with non-linearity |u|α−1u.

Key-words: Initial-boundary value problem, Schrödinger-Korteweg-de Vries system, Schrö-

dinger equation, half-line.
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Introdução

Modelos dispersivos não lineares aparecem em vários ramos da F́ısica-Matemática, como

por exemplo, em mecânica dos fluidos e mecânica quântica. Seus representantes mais famosos

são dados pela equação de Korteweg-de Vries (KdV):

∂tv(x, t) + ∂2
xv(x, t) + v∂xv(x, t) = 0, x, t ∈ R,

e pela equação não linear de Schrödinger (NLS):

i∂xu(x, t) + ∂2
xu(x, t) = β|u(x, t)|α−1u(x, t), α > 1, β ∈ R, (x, t) ∈ Rn × R.

O estudo matemático da dinâmica desses modelos tem atráıdo o interesse da comunidade

matemática nas últimas décadas. Em particular, o problema de entender a boa colocação

local (BCL) para o problema de valor inicial (PVI) em R, relativo a esses dois modelos

clássicos, têm sido estudado de forma bastante ampla e com um ńıvel significativo de avanço

no momento atual. De forma mais precisa, os PVI associados às equações KdV e NLS são

definidos, respectivamente, do modo seguinte:

(1)

{
∂tv + ∂3

xv + v∂xv = 0, (x, t) ∈ R× (0, T ),

v(x, 0) = v0(x), x ∈ R,

e

(2)

{
i∂tu+ ∂2

xu = βu|u|α−1, (x, t) ∈ R× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R,

onde os dados iniciais u0, v0 são considerados num espaço de Sobolev Hs(R) com s ∈ R.

A escolha desse ambiente funcional para colocar os dados iniciais é natural já que existem

quantidades f́ısicas conservadas pelo fluxo de ambos modelos, bem definidas nos espaços de
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Sobolev, para alguns valores de s ∈ R. Além disso, as correspondentes partes lineares de

ambos modelos possuem estrutura de grupo unitário cont́ınuo nesses espaços. Para uma

leitura bastante detalhada sobre o histórico e estado atual do avanço das pesquisas sobre

esses problemas o leitor pode consultar os textos [33] ou [39].

Por outro lado, desde ponto de vista prático, as equações que regem os modelos (1) e (2)

nem sempre estão associados a modelos f́ısicos que obedecem a problemas de valores iniciais

definidos em R. De fato, problemas de valor inicial e de fronteira (PVIFs), definidos na

semirreta, aparecem naturalmente em situações da F́ısica-Matemática. Por exemplo, quando

uma sequência de ondas é gerada por um aparelho, o qual é colocado na extremidade de um

canal (veja [47]), a configuração f́ısica de tal situação é modelada pelo seguinte problema de

valor inicial e de fronteira (PVIF) associado à equação KdV:

(3)


∂tv + ∂3

xv + v∂xv = 0, (x, t) ∈ (0,∞)× (0, T ),

v(x, 0) = v0(x), x ∈ (0,+∞),

v(0, t) = g(t), t ∈ (0, T ),

onde a variável x é proporcional à distância ao longo do canal, o ponto x = 0 é um ponto

próximo de onde o gerador de ondas está situado, a variável t é proporcional ao tempo

decorrido, sendo o tempo inicial considerado no momento que a superf́ıcie da água está

em repouso e o gerador de ondas é ativado e a solução v(x, t) é proporcional ao desvio da

superf́ıcie livre no ponto x no instante de tempo t. Para cada tempo t, o valor g(t) é a medida

do desvio da superf́ıcie livre com respeito a sua posição inicial em x = 0, no tempo t. Em [3]

pode ser encontrado maiores detalhes sobre este modelo.

Outro problema clássico é o PVIF associado à NLS:

(4)


i∂tu+ ∂2

xu = βu|u|α−1, (x, t) ∈ (0,∞)× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x), x ∈ (0,+∞),

u(0, t) = f(t), t ∈ (0, T ).

As técnicas matemáticas usadas para tratar o PVI em R não podem ser aplicadas dire-

tamente na semirreta para obter resultados análogos de boa colocação. Por tal motivo, a

teoria para os PVIFs (3) e (4) tem avançado de maneira mais lenta, quando comparado com

a teoria de problemas de valor inicial dos respectivos modelos em R.
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A seguir comentamos os principais resultados conhecidos referente aos PVIFs (PVIFs) (3)

e (4). Na maior parte da literatura, estes problemas aparecem com as seguintes hipóteses:

(u0, f) ∈ Hs(R+)×H
2s+1

4 (R+),

(v0, g) ∈ Hk(R+)×H
k+1
3 (R+),

onde a escolha dessas configurações iniciais em tempo e espaço vem do comportamento das

equações lineares de Schrödinger e Korteweg-de Vries em R. De maneira mais precisa, sejam

eit∂
2
x e e−t∂

3
x ,

respectivamente, os grupos de operadores que resolvem as equações lineares de Schrödinger

e Korteweg-de Vries em R, então o efeito suavizante do tipo Kato para cada um estes grupos

é dado pelas desigualdades:

‖ψ(t)eit∂
2
xφ‖

L∞x H
2s+1

4 (Rt)
≤ c‖φ‖Hs(R+),

e

‖ψ(t)et∂
3
xφ‖

L∞x H
k+1
3 (Rt)

≤ c‖φ‖Hk(R+).

Devido à existência de traços há necessidade de assumir as seguintes condições de compati-

bilidade:

u(0) = f(0), se s > 1/2,

v(0) = g(0), se k > 1/2.

I.1 Resultados para o PVIF (3)

O estudo matemático do PVIF (3) começou com Ton em [37], que obteve resultado

de existência e unicidade no caso em que u0 é suave e g(t) ≡ 0. Em [4] e [5] Bona e

Winther mostraram existência e unicidade global nos espaços Hk(R+) × H
k+1
3 (R+) para

k ∈ Z+. Mais tarde, fazendo uso do operador transformada de Laplace, Bona, Sun e Zhang

(ver [6]) obtiveram resultados de boa colocação local em Hk(R+) × H k+1
3 (R+) para k > 3

4
.

Por outro lado, em [11], Colliander e Kenig, introduziram uma técnica baseada na Integral
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Fracionária de Riemann-Liouville e trataram do PVIF para equação de KdV modificada e,

em particular, obtiveram resultados de boa colocação local para (3) em L2(R+)×H1/3(R+),

mais precisamente eles provaram o seguinte resultado:

Teorema A (Colliander-Kenig, 2002). Sejam v0 ∈ L2(R+) e g ∈ H1/3(R+), então existem

um tempo positivo T , dependendo da soma ‖v0‖L2(R+)+‖g‖H1/3(R+), e uma solução v do PVIF

(3), no sentido das distribuições, tal que v ∈ C
(
[0, T ]; L2(R+)

)
. Além disso, a aplicação

(v0, g) 7−→ v(·, t),

que leva dados iniciais e de fronteira na solução do problema é localmente Lipschitz cont́ınua

de L2(R+)×H 1
3 (R+) em C

(
[0, T ] : L2(R+)

)
.

O artigo [11] pode ser visto como o primeiro trabalho que apresentou uma técnica de

caráter bastante geral para obter soluções de problemas de valores iniciais e de fronteira para

equações dispersivas não lineares. A técnica consiste em substituir o PVIF (3) por um PVI,

definido em R, acrescido de um termo forçante, isto é,

(5)

{
∂tṽ + ∂3

xṽ + ṽ∂xṽ + δ0(x)h(t) = 0, (x, t) ∈ R× (0, T ),

ṽ(x, 0) = ṽ0(x), x ∈ R,

onde ṽ0 é uma boa extensão de v0 a toda sobre R e δ0 é a distribuição delta de Dirac

concentrada em zero. A função h é escolhida de modo a se ter ṽ(0, t) = g(t) para todo

t ∈ [0, T ]. Após a construção da solução ṽ(x, t) de (5), a solução v do PVIF (3) é obtida por

restrição, ou seja, v(x, t) = ṽ(x, t)|(0,+∞)×(0,T ).

Também ressaltamos que em 2004, no trabalho [14], Faminski obteve boa colocação global

para k ≥ 0 no espaço Hk(R+) × H
k+1
3 (R+). Recentemente, em 2006, Holmer (ver [23])

melhorou a técnica de Colliander e Kenig, ao estudar o PVIF (3), abordando também o caso

da semirreta à esquerda, isto é, considerou o seguinte PVIF:

(6)


∂tv + ∂3

xv + v∂xv = 0, (x, t) ∈ (−∞, 0)× (0, T ),

v(x, 0) = v0(x), x ∈ (−∞, 0),

v(0, t) = g(t), ∂xv(0, t) = h(t), t ∈ (0, T ).

Neste ponto, é importante justificar o porquê para o PVIF (6) é necessário usar duas condições

de fronteira ao invés de somente uma, como usado no problema na semirreta R+. Para
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entender isso, consideramos v(x, t) uma solução suave para a equação linear de KdV em R,

isto é,

(∂t + ∂3
x)v(x, t) = 0, x, t ∈ R.

Multiplicando a equação por v(x, t) e integrando por partes obtemos para todo T > 0 as

igualdades

(7)

∫ +∞

0

v2(x, T )dx =

∫ +∞

0

v2(x, 0)dx+

∫ T

0

[
2v(0, t)∂2

xv(0, t)− (∂xv(0, t))2
]
dt

e

(8)

∫ 0

−∞
v2(x, T )dx =

∫ 0

−∞
v2(x, 0)2dx−

∫ T

0

[
2v(0, t)∂2

xv(0, t)− (∂xv(0, t))2
]
dt.

Agora notamos os seguintes fatos importantes: se assumimos que v(x, 0) = v(0, t) = 0

para quaisquer x > 0 e 0 < t < T , podemos concluir de (7) que v(x, T ) = 0 para todo x > 0,

i.e., teŕıamos a unicidade das soluções. Por outro lado, assumindo que v(x, 0) = v(0, t) = 0

para quaisquer x < 0 e 0 < t < T , a igualdade (8) não é suficiente para concluir que

v(x, T ) = 0, dáı acrescentando a hipótese adicional ∂xv(0, t) = 0, podemos garantir que

v(x, T ) = 0, consequentemente obtemos a unicidade.

A seguir resumimos os resultados obtidos por Holmer em [23] para os problemas (3) e (6):

Teorema B (Holmer, 2006). Considerar k ∈ (−3
4
, 1

2
) ∪ (1

2
, 3

2
).

(a) Sejam v0 ∈ Hk(R+) e g ∈ H
k+1
3 (R+) e suponha, além disso, que temos a condição

de compatibilidade v(0) = f(0) quando k > 1/2. Então, existem um tempo positivo

T , dependendo de ‖v0‖Hk(R+) + ‖g‖
H
k+1
3 (R+)

, e uma solução v de (3) no sentido das

distribuições tal que v ∈ C
(
[0, T ]; Hk(R+)

)
. Além disso, a aplicação (v0, g) 7−→ v que

leva dados iniciais e de fronteira na solução é anaĺıtica de Hk(R+) × H
k+1
3 (R+) em

C
(
[0, T ]; Hk(R+)

)
.

(b) Sejam v0 ∈ Hk(R−), g ∈ H k+1
3 (R+) e h ∈ H k

3 (R+) e suponha, além disso, que temos

a condição de compatibilidade v(0) = f(0) quando k > 1
2
. Então, existem um tempo

positivo T , dependendo de ‖v0‖Hk(R−) + ‖g‖
H
k+1
3 (R+)

+ ‖h‖
H
k
3 (R+)

, e uma solução v

5



de (6) no sentido das distribuições tal que v ∈ C
(
[0, T ]; Hk(R+)

)
. Além disso, a

aplicação (v0, g, h) 7−→ v que leva dados iniciais e de fronteira na solução é anaĺıtica

Hk(R−)×H k+1
3 (R+)×H k

3 (R+) em C
(
[0, T ]; Hk(R+)

)
.

Para provar o Teorema B o principal ingrediente usado por Holmer foi a definição de uma

famı́lia de operadores forçantes de fronteira que generaliza o operador forçante e de fronteira

que foi introduzido no trabalho de Colliander e Kenig.

I.2 Resultados para o PVIF (4)

No caso do PVIF associado à NLS existem resultados similares, alguns dos quais apre-

sentamos a continuação.

Seja Ω ⊂ Rn um domı́nio limitado ou ilimitado, com fronteira ∂Ω suave. Consideramos o

PVIF:

(9)


i∂tu+ ∂2

xu = βu|u|α−1, (x, t) ∈ Ω× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,

u(x, t) = f(x, t), x ∈ ∂Ω, t ∈ (0, T ).

No caso em que f = 0 o PVIF (9) foi considerado nos trabalhos [8], [40], [41], [42] e [45].

Em [36] foi obtido um resultado de existência global para f ∈ C3
c (∂Ω), u0 ∈ H1(Ω) e no

caso em que β > 0. As soluções globais foram obtidas como limite de soluções de problemas

aproximados, após várias estimativas a priori terem sido obtidas.

Com relação à semirreta (Ω = R+), Bu e Carolle, utilizando técnicas de semigrupo e

estimativas a priori, provaram em [9] que quando u0 ∈ H2(R+) e f ∈ C2(R+) com u(0) = f(0)

o PVIF (4) tem uma solução global u ∈ C1
(
R+;L2(R+)

)
∩ C

(
R+; H2(R+)

)
, nas seguintes

situações dos parâmetros: (α, β) ∈ (3,+∞) × R+ e α = 3 com qualquer β ∈ R. Nesse

trabalho, a continuidade com respeito às condições iniciais não foi discutida. Posteriormente,

em [22], Holmer aplicou as técnicas de Colliander e Kenig para obter o seguinte resultado:

Teorema C (Holmer, 2005). Dado 0 ≤ s < 1
2
, definimos α∗s = 5−2s

1−2s
.
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(a) Caso subcŕıtico: Sejam 0 ≤ s < 1
2

e 2 ≤ α < α∗s ou 1
2
< s < 3

2
e 2 ≤ α < ∞.

Suponha que u0 ∈ Hs(R+) e f ∈ H 2s+1
4 (R+), com u(0) = f(0) quando s > 1

2
. Então,

existe um tempo positivo T > 0, dependendo de ‖u0‖Hs(R+) + ‖f‖
H

2s+1
4 (0,T )

, e uma

solução distribucional u ∈ C
(
[0, T ]; Hs(R+)

)
para o problema (4) tal que, a aplicação

(u0, f) 7−→ u, de Hs(R+) × H
2s+1

4 (R+) em
(
[0, T ]; Hs(R+)

)
, que leva dados iniciais

e de fronteira na solução u(·, t), é localmente Lipschitz cont́ınua. Além disso, para

1
2
< s < 3

2
a solução é única.

(b) Caso cŕıtico: Seja 0 ≤ s < 1
2

e α = α∗s. Suponha que u0 ∈ Hs(R+) e f ∈ H 2s+1
4 (R+).

Então, existem um tempo positivo T > 0, dependendo de u0 e f , e uma solução

distribucional u ∈ C([0, T ]; Hs(R+)) de (4) tal que, a aplicação (u0, f) 7→ u, de

Hs(R+) × H
2s+1

4 (R+) em
(
[0, T ]; Hs(R+)

)
, que leva dados iniciais e de fronteira na

solução é localmente Lipschitz cont́ınua.

A prova do Teorema C envolve a introdução de um operador forçante análogo ao de

Colliander e Kenig, combinando as propriedades do mesmo com as técnicas da prova clássica

da boa colocação local do correspondente PVI (2), baseado em estimativas de tipo Strichartz

e esquema de ponto fixo (veja [10]).

I.3 Objetivos de Pesquisa

Neste trabalho, temos como principal objetivo aplicar o método introduzido por Colli-

ander e Kenig em [11] para resolver alguns PVIFs associados a certos modelos dispersivos

definidos na semirreta, que até o atual momento somente tem sido estudados no contexto de

PVI em R.

O primeiro modelo a ser considerado é o sistema Schrödinger-Korteweg-de Vries (NLS-

KdV), dado pelo acoplamento não linear da equação de Schrödinger com a KdV:

(10)

{
i∂tu+ ∂2

xu = αuv + βu|u|2,
∂tv + ∂3

xv + 1
2
∂xv

2 = γ∂x(|u|2),

onde α, β ∈ R, u = u(x, t) toma valores complexos e v = v(x, t) toma valores reais. O PVI de

7



(10) em espaços de Sobolev, dado pelas equações (10) com as condições iniciais verificando

(11)
(
u(x, 0), v(x, 0)

)
∈ Hs(R)×Hk(R)

tem sido estudado nas últimas décadas. Aplicações f́ısicas e resultados para o PVI (10)-(11)

podem se encontrados em [2], [12] [16], [20], [24], [25], [35], [43] e [46].

O primeiro de nossos objetivos será estudar o PVIF vinculado ao sistema de Schrödinger-

Korteweg-de Vries (NLS-KdV) tanto no caso da semirreta positiva (R+) como negativa (R−),

em outras palavras, estudaremos os problemas:

(12)


i∂tu+ ∂2

xu = αuv + βu|u|2, (x, t) ∈ (0,+∞)× (0, T ),

∂tv + ∂3
xv + 1

2
∂xv

2 = γ∂x(|u|2), (x, t) ∈ (0,∞)× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x), x ∈ (0,∞),

u(0, t) = f(t), v(0, t) = g(t), t ∈ (0, T ),

e seu análogo na semirreta negativa:

(13)


i∂tu+ ∂2

xu = αuv + βu|u|2, (x, t) ∈ (−∞, 0)× (0, T ),

∂tv + ∂3
xv + 1

2
∂xv

2 = γ∂x(|u|2), (x, t) ∈ (−∞, 0)× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x), x ∈ (−∞, 0),

u(0, t) = f(t), v(0, t) = g(t), ∂xv(0, t) = h(t), t ∈ (0, T ).

Denotaremos por NLS-KDV+ e NLS-KdV-, respectivamente, os problemas (12) e (13).

A dificuldade de aplicação das técnicas desenvolvidas por Kenig, Colliander e Holmer

radica em que teremos que fazer uma adaptação adequada do método no sentido de introduzir

operadores forçantes adequados para obtermos a melhor regularidade posśıvel. Além disso,

no caso dos sistemas NLS-KdV+ e NLS-KdV- aparece uma complicação técnica a mais,

que é o fato de termos a necessidade de obter novas estimativas que permitam controlar

adequadamente os termos de acoplamentos não lineares, cujas iterações são oriundas de

grupos dispersivos com caracteŕısticas diferentes.

Também será nosso objetivo, estudar o PVIF para uma famı́lia de equações não lineares

de Schrödinger com termos não lineares de tipo quadrático, isto é,

(14)


i∂tu− ∂2

xu = Nj(u, u), (x, t) ∈ (0,+∞)× (0, T ), j = 1, 2, 3,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ (0,+∞),

u(0, t) = f(t), t ∈ (0, T ),
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onde N1(u, ū) = u2, N2(u, u) = uū or N3(u, ū) = ū2.

Em particular, para este modelo teremos que deduzir estimativas análogas às realizadas

em [23], no contexto da KdV, para poder obter as regularidades esperadas em cada caso.

Para informações sobe o PVI correspondente em espaços de Sobolev, i.e.,

(15)

{
i∂tu− ∂2

xu = Nj(u, u), (x, t) ∈ R× (0, T ), j = 1, 2, 3,

u(x, 0) = u0(x) ∈ Hs(R),

o leitor pode consultar os trabalhos [1], [30], [32] e [43]

Este trabalho é organizado do seguinte modo: no Caṕıtulo 1 estabelecemos alguns pré-

requisitos necessários que servirão de base para obter nossos resultados. O caṕıtulo 2 é

dedicado ao estudo dos PVIFs (12) e (13), onde faremos uma introdução mais detalhada do

modelo original, descrevendo historicamente como foram aparecendo os principais resultados

e apresentando de forma precisa os novos resultados obtidos na semirreta. No caṕıtulo 3

estudamos o PVIF (14), também fazendo uma introdução mais precisa sobre o modelo e

apresentando os novos resultados. Por fim, listamos alguns trabalhos relacionados com a

pesquisa desenvolvida que encontram-se em andamento.
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Notações

• χA(x) :=

{
1, x ∈ A,
0, x /∈ A.

• sgn(x) =

{
1, x ≥ 0,

0, x < 0.

• Para todo o texto vamos fixar uma função corte ψ ∈ C∞c (R) tal que ψ(t) = 1 se

t ∈ [−1, 1] e supp ψ ⊂ [−2, 2].

• (τ − i0)α é o limite no sentido das distribuições, limγ→0+(τ − iγ)α.

• Para números positivos a e b, a notação a . b significa que existe uma constante

positiva c tal que a ≤ cb e a notação a ∼ b significa que a . b e b . a. Já a notação

a << b significa que existe uma constante grande C de modo que Ca < b.

• 〈a〉 = 1 + |a|.

• S(Rn), denota os espaço de Schwarz em Rn.

• S ′(Rn), denota o dual topológico de S(Rn).

• v.p. 1
x

denota a distribuição temperada valor principal de 1
x
, isto é,

v.p.
1

x
(φ) = lim

ε→0

∫
|x|>ε

φ(x)

x
dx, φ ∈ S(R).

• C
(
[0, T ];X

)
denota o espaço das funções cont́ınuas em [0, T ] com valores em um espaço

de Banach X, munido da norma ‖u‖
C
(

[0,T ];X
) = supt∈[0,T ] ‖u(·, t)‖X .

• ‖u‖X1×X2 := ‖u‖X1 + ‖u‖X2 , onde X1 e X2 são espaços de Banach.
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• Para u = u(x) ∈ S(Rn), definimos a transformada de Fourier de u por û =
∫
Rn e

−ix·ξu(x)dx

e a transformada de Fourier inversa por ǔ(x) = 1
(2π)n

∫
Rn e

ix·ξû(ξ)dξ.

• Para u = u(x, t) ∈ S ′(R2), û(ξ, τ) denota sua transformada de Fourier no espaço-tempo.

Fxu(ξ, t) e Ft(x, τ) denotam as transformadas de Fourier de u na variável do espaço e

tempo, respectivamente.

• ∂kxu denota a derivada parcial de u, na variável x de ordem k.

• 〈ξ〉 := 1 + |ξ|, se ξ ∈ R.

• ‖u‖Hs(R) := ‖〈ξ〉sû(ξ)‖L2
ξ(R).

• ‖u‖Ḣs(R) := ‖|ξ|sû(ξ)‖L2
ξ(R).
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste texto, presume-se o conhecimento sobre alguns conceitos e resultados elementares de

Teoria de Distribuições, Teoria da Medida, Análise Funcional, Espaços de Sobolev e Análise

Harmônica.

Neste caṕıtulo apresentaremos alguns resultados preliminares que serão utilizados com

certa frequência no decorrer do trabalho. Na Seção 1.1 apresentamos resultados básicos sobre

espaços de Sobolev em R+. Na Seção 1.2 definimos os Espaços de Bourgain introduzidos em

[7]. Na Seção 1.3 apresentamos as principais propriedades do operador Integração Fracionária

de Riemann-Liouville. Na seção 1.4 apresentamos algumas estimativas elementares que serão

utilizadas na demonstração das estimativas não lineares em espaços de Bourgain.

1.1 Espaços de Sobolev

Definição 1.1. Para s ≥ 0, definimos o espaço de Sobolev em R+ por

Hs(R+) = {f = F |R+ : F ∈ Hs(R)}

e ‖f‖Hs(R+) = inf ‖F‖Hs(R).

Definição 1.2. Seja s ∈ R. Definimos o espaço Hs
0(R+) como o completamento de C∞0 (R+)

sobre Hs(R+).

Definição 1.3. Para s < 0 definimos Hs(R+) como o espaço dual de H−s0 (R+).

O seguinte Lema trata de uma importante propriedade de Hs(R+), quando −1
2
≤ s < 1

2
.

12



Lema 1.1. Se 0 ≤ s < 1
2
, então ‖ψf‖Hs(R) ≤ c‖f‖Ḣs(R) e ‖ψf‖H−s(R) ≤ c‖f‖Ḣ−s, onde c

depende somente de s e ψ.

Demonstração. Consultar o Lema 2.8 em [11].

Lema 1.2. Se −1
2
< s < 1

2
, então ‖χ[0,∞]f‖Hs(R) ≤ c‖f‖Hs(R).

Demonstração. Veja o Lema 3.5 em [11].

Lema 1.3. Seja µ ∈ C∞(R) tal que ∂jxµ é limitada. Então, para f ∈ Hs
0(R+), com −∞ <

s < +∞,

‖µf‖Hs
0(R+) ≤ ‖f‖Hs

0(R+).

Demonstração. Consulte a Proposição 2.5 em [11].

Lema 1.4. Para s ∈ (−∞, 1
2
] o espaço C∞0 (R+) é denso em Hs(R+).

Demonstração. Consulte [38].

Lema 1.5. Seja −1
2
< s < 1

2
. Se f ∈ Hs

0(R+), então

‖f‖Hs
0(R+) ∼ ‖f‖Hs(R+).

Demonstração. Consulte as Proposições 2.6 e 2.7 em [11].

Lema 1.6. Se 1
2
< s < 3

2
, então

Hs
0(R+) = {f ∈ Hs(R+); f(0) = 0}.

Demonstração. Veja a Proposição 2.4 em [11].

1.2 Espaços de Bourgain

Seja φ : R→ R uma função mensurável. Considere o seguinte PVI abstrato:

(1.1)

{
i∂tw − φ(i∂x)w = F (w); (x, t) ∈ R× (0, T )

w(x, 0) = w0(x), x ∈ R.
.
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Este problema pode ser reescrito na forma integral

w(t) = Wφ(t)w0 +

∫ t

0

Wφ(t− t′)F (w(t′))dt′,

onde Wφ(t) = e−itφ(i∂x) é o grupo unitário que resolve a equação linear associado à (1.1).

Defina Xs,b(φ) como o completado do espaço de Schwarz S(R2) com respeito à norma

‖u‖Xs,b(φ) = ‖Wφ(−t)u‖Hb
t (R:Hs

x(R))

= ‖〈ξ〉s〈τ〉bF(eitφ(−i∂x)u(ξ, τ)‖L2
τL

2
ξ

= ‖〈ξ〉s〈τ + φ(ξ)〉bû(ξ, τ)〉‖L2
τL

2
ξ
.

Lema 1.7. Se −1
2
< d ≤ 0 ≤ b ≤ d+ 1, então para w ∈ Xs,d(φ) vale

‖ψ(t)Wφ(t)w0‖Xs,b(φ) ≤ c‖w0‖Hs(R),∥∥∥∥ψ(t)

∫ t

0

Wφ(t− t′)F (w(t′))dt′
∥∥∥∥
Xs,b(φ)

≤ c‖w‖Xs,d .

Demonstração. Consultar [18].

Lema 1.8. Sejam −1
2
< b′ < b ≤ 0 ou 0 ≤ b′ < b < 1

2
, u ∈ Xs,b(φ) e s ∈ R. Vale a seguinte

estimativa

‖ψTu‖Xs,b′ (φ) ≤ cT b−b
′‖u‖Xs,b′ (φ).

Demonstração. Consultar [19].

Neste trabalho vamos adotar as seguintes notações: No Caṕıtulo 2 usamos Xs,b(ξ2) = Xs,b

e Xs,b(−ξ3) = Y s,b e no Caṕıtulo 3 usamos Xs,b(−ξ2) = Xs,b.

Para o leitor interessado no método de Bourgain, fazemos referência ao trabalho [19].

1.3 Integração fracionária de Riemann-Liouville

Seja α ∈ C tal que Re α > 0. A distribuição temperada
tα−1
+

Γ(α)
é dada por:〈

tα−1
+

Γ(α)
, f

〉
=

1

Γ(α)

∫ ∞
0

tα−1f(t)dt.
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Integrando por partes, se Re α > 0, temos que

(1.2)
tα−1
+

Γ(α)
= ∂kt

[
tα+k−1
+

Γ(α + k)

]
,

para todo k ∈ N. Esta expressão é usada, para estender
tα−1
+

Γ(α)
para todo α ∈ C.

Analogamente, para α ∈ C tal que Re α > 0 definimos a distribuição temperada
tα−1
−

Γ(α)
por

(1.3)

〈
tα−1
−

Γ(α)
, f

〉
=

1

Γ(α)

∫ 0

−∞
(−t)α−1f(t)dt.

Uma mudança de contorno, prova que

(1.4)

[
tα−1
+

Γ(α)

]̂
(τ) = e−

1
2
παi(τ − i0)−α,

onde (τ − i0)−α é o limite no sentido das distribuições.

Além disso, se α /∈ Z, temos

(1.5)

[
tα−1
+

Γ(α)

]̂
(τ) = e−1/2πατ−α+ + e1/2πατ−α− ,

onde τ+ e τ− são as distribuições dadas em (1.2) e (1.3).

Definição 1.4. Se f ∈ C∞0 (R+), definimos

Iαf =
tα−1
+

Γ(α)
∗ f.

Portanto, se Re α > 0,

Iαf(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s)ds,

I0f = f, I1f(t) =
∫ t

0
f(s)ds, I−1f = f ′ e IαIβ = Iα+β.

A seguir enunciamos alguns Lemas que descrevem certas propriedades do operador in-

tegração fracionária de Riemann-Liouville Iα, para a prova destes resultados o leitor deve

consultar [23].

Lema 1.9. Se f ∈ C∞0 (R+), então Iαf ∈ C∞0 , para todo α ∈ C.
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Lema 1.10. Se 0 ≤ α <∞ e s ∈ R, então

(1.6) ‖I−αh‖Hs
0(R+) ≤ c‖h‖Hs+α

0 (R+).

Lema 1.11. Se 0 ≤ α <∞ e s ∈ R, µ ∈ C∞0 então

‖µIαh‖Hs
0(R+) ≤ c‖h‖Hs−α

0 (R+),

onde c = c(µ).

Para mais detalhes sobre a distribuição
tα−1
+

Γ(α)
veja [15].

1.4 Desigualdades Auxiliares

A seguir vamos obter uma série de estimativas elementares que serão fundamentais para

provarmos as estimativas não lineares em espaços de Bourgain.

Observação 1.1. Um ponto importante é que neste trabalho não podemos utilizar os cálculos

técnicos usados em [30], [12] e [46]. Com efeito, nestes trabalhos os autores utilizaram os

espaços de Bourgain com b > 1
2
. Como em nossa abordagem utilizaremos os operadores

forçantes de fronteira introduzidos em [11], somos forçados a trabalhar com os espaços de

Bourgain Xs,b(φ) com b < 1
2
.

Lema 1.12. Se b > 1
3
, então∫ ∞

−∞

dx

〈α0 + α1x+ α2x2 + x3〉b
≤ c.

Demonstração. Consultar [2].

Lema 1.13. Se b > 1
2
, então ∫ ∞

−∞

dx

〈α0 + α1x+ x2〉b
≤ c.

Demonstração. Consultar [13].
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Lema 1.14. Sejam 0 ≤ a− ≤ a+, tal que a− + a+ > 1
2
, então existe uma constante c =

c(a−, a+), independente de s, tal que

J(s) =

∫
dy

〈y − s〉2a+〈y + s〉2a−
≤ c〈s〉−α;

onde α = 2a− − [1− 2a+]+ e

(1.7) [λ]+ =


λ, se λ > 0,

0, se λ < 0,

ε, se λ = 0,

com ε > 0 podendo ser tomado arbitrariamente.

Demonstração. Consultar [13] ou [18].

Lema 1.15. Se 1
4
< b < 1

2
, então∫ ∞
−∞

dx

〈x− α〉2b〈x− β〉2b
≤ c

〈α− β〉4b−1
.

Demonstração. Decorre do Lema 1.14, com s = α−β
2

, a− = a+ = 4b. De fato,∫ ∞
−∞

dx

〈x− α〉2b〈x− β〉2b
=

∫ ∞
−∞

dx

〈x+ α+β
2
− α〉2b〈x+ α+β

2
− β〉2b

=

∫ ∞
−∞

dx

〈x+ −α+β
2
〉2b〈x+ α−β

2
〉2b

≤ c

〈α− β〉4b−1
.

Lema 1.16. Se 1
3
< b < 1

2
;∫ ∞
−∞

dx

〈x− α〉4b−1〈x− β〉2b
≤ c

〈α− β〉6b−2
.

Demonstração. Decorre do Lema 1.14, com s = α−β
2

, a− = 4b− 1 e a+ = 2b pois∫ ∞
−∞

dx

〈x− α〉4b−1〈x− β〉2b
=

∫ ∞
−∞

dx

〈x+ α+β
2
− α〉4b−1〈x+ α+β

2
− β〉2b

=

∫ ∞
−∞

dx

〈x+ −α+β
2
〉4b−1〈x+ α−β

2
〉2b
.
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Lema 1.17. Se 1
3
< b < 1

2
, então∫ ∞

−∞

dx

(µ+ |x− α|)4b−1(µ+ |x− β|)2b
≤ c

(µ+ |α− β|)6b−2
.

Demonstração. Decorre do Lema 1.16 através da mudança de variável x′ = x
m

.

Lema 1.18. Se 1
3
< b < 1

2
, então∫ ∞

−∞

dx

(µ+ |x− α|)4b−1(µ+ |x− β|)2b
≤ 1

|µ|6b−2

c

(1 + |α−β|
µ

)6b−2
.

Lema 1.19. Se b < 1
2
, então∫

|x|<β

dx

〈x〉4b−1|α− x| 12
≤ c

(1 + β)2−4b

〈α〉 12
.

Demonstração. Consulte o Lema 5.13 em [23].
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Caṕıtulo 2

O PVIF para o sistema NLS-KdV na
semirreta

2.1 Introdução e histórico do modelo

O sistema de Schrödinger-Korteweg-de Vries (NLS-KdV) é dado por

(2.1)


i∂tu+ ∂2

xu = αuv + βu|u|2, (x, t) ∈ R× (0, T ),

∂tv + ∂3
xv + 1

2
∂xv

2 = γ∂x(|u|2), (x, t) ∈ R× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x), x ∈ R,

onde u = u(x, t) toma valores complexos e v = v(x, t) toma valores reais e α, β e γ são

constantes reais.

No contexto f́ısico, o sistema modela a interação entre ondas curtas, u = u(x, t), e longas,

v = v(x, t), e aparece em mecânica dos fluidos e na f́ısica de plasmas. O caso β = 0 surge

nas iterações ressonantes em vários meios; como por exemplo, na modelagem de ondas de

tipo gravidade-capilaridade, na f́ısica do plasma e em sistemas de redes diatômicas. Para tais

aplicações indicamos as referências [16], [20], [24] e [35].

No contexto matemático o problema vem sendo bastante estudado nas últimas três

décadas. A seguir comentaremos alguns resultados significativos para o PVI (2.1).

Em [43] Tsutsumi provou que para condições iniciais (u0, v0) ∈ Hs+ 1
2 (R)×Hs(R), com s ∈

Z+, o problema é globalmente bem posto nesse espaço. Em seguida Guo e Miao [25] provaram

no caso ressonante (β = 0) que o problema é globalmente bem posto em Hs(R)×Hs(R) para

s ∈ Z+. Mais tarde, Bekiranov, Ogawa e Ponce [2], no contexto dos espaços de Bourgain,

obtiveram boa colocação local em Hs(R) × Hs− 1
2 (R) para s ≥ 0. Fazendo um estudo do
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sistema em 2007, Corcho e Linares em [12], obtiveram o resultado a seguir, bastante geral

em termos de regularidade.

Teorema D (Corcho-Linares, 2007). Sejam s ≥ 0 e k > −3/4. Para todo (u0, v0) ∈ Hs(R)×

Hk(R) tal que

(i) s− 1 ≤ k ≤ 2s− 1/2 se 0 ≤ s ≤ 1/2,

(ii) s− 1 ≤ k < s+ 1/2 se s > 1/2,

o problema (2.1) é localmente bem posto.

Para provar o Teorema D, os autores utilizaram o clássico método de Bourgain (espaços

da restrição de Fourier), adaptando as idéias desenvolvidas por Ginibre, Tsutsumi e Velo em

[18], no contexto do sistema de Zakharov. O ponto chave da prova do resultado foi a obtenção

de estimativas bilineares em espaços de Bourgain, referentes aos termos de acoplamento uv

e ∂x(|u|2). Posteriormente Wu em [46] refinou as estimativas de Corcho-Linares e obteve o

seguinte resultado:

Teorema E (Wu, 2010). Para todo (u0, v0) ∈ Hs(R)×Hk(R) tal que

(i) k > −3
4
, k < 4s e s− 2 ≤ k < s+ 1, para β = 0,

(ii) k > −3
4
, s ≥ 0, k < 4s e s− 2 ≤ k < s+ 1, para β 6= 0,

o problema (2.1) é localmente bem posto.

Posteriormente Guo e Wang [26], em 2010, obtiveram boa colocação local na regularidade

L2(R)×H−3/4(R), fazendo uso de uma adaptação do espaço de Bourgain.

Neste caṕıtulo vamos considerar as seguintes formulações do PVIF para o sistema NLS-

KdV nas semirretas à direita e à esquerda. Na semirreta à direita R+ = (0,+∞), vamos

considerar o modelo

(2.2)


i∂tu+ ∂2

xu = αuv + βu|u|2; (x, t) ∈ (0,+∞)× (0, T ),

∂tv + ∂3
xv + 1

2
∂xv

2 = ∂x(|u|2); (x, t) ∈ (0,+∞)× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x), x ∈ (0,+∞),

u(0, t) = f(t), v(0, t) = g(t), t ∈ (0, T ),
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e na semirreta à esquerda R− = (−∞, 0), vamos considerar o modelo

(2.3)


i∂tu+ ∂2

xu = αuv + βu|u|2; (x, t) ∈ (−∞, 0)× (0, T ),

∂tv + ∂3
xv + 1

2
∂xv

2 = ∂x(|u|2); (x, t) ∈ (−∞, 0)× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x), x ∈ (−∞, 0),

u(0, t) = f(t), v(0, t) = g(t), ∂xv(0, t) = h(t), t ∈ (0, T ).

Baseado nos trabalhos de Holmer vamos tratar (2.2) na seguinte configuração:

(2.4)

{
(u0, v0, f, g) ∈ Hs(R+)×Hk(R+)×H 2s+1

4 (R+)×H k+1
3 (R+),

u0(0) = f(0) quando s > 1
2

e v0(0) = g(0) quando k > 1
2
,

Para o problema (2.3), assumiremos que

(2.5)

{
(u0, v0, f, g, h) ∈ Hs(R+)×Hk(R+)×H 2s+1

4 (R+)×H k+1
3 (R+)×H k

3 (R+)

u0(0) = f(0) quando s > 1
2

e v0(0) = g(0), quando k > 1
2
.

2.2 Principais resultados

A seguir enunciamos os principais resultados obtidos em nossa pesquisa sobre os problemas

(2.2) e (2.3).

Teorema 2.1. Consideremos os seguintes conjuntos de ı́ndices de Sobolev (ver figura 2.1):

D1 :=
{

(s, k) ∈ R2; 0 ≤ s < 1/2 e max{−3/4, s− 1} < k < min{4s− 1/2, 1/2}
}
,

D2 :=
{

(s, k) ∈ R2; 1/2 < s < 1 e s− 1 < k < 1/2
}
.

Considere o PVIF (2.2), (2.4) com as seguintes condições:

(i) (s, k) ∈ D1, para β 6= 0;

(ii) (s, k) ∈ D1 ∪ D2, para β = 0.

Então existe uma solução local
(
u(t), v(t)

)
, no sentido das distribuições, em

C
(
[0, T ]; Hs(R+)

)
× C

(
[0, T ]; Hk(R+)

)
.

Além disso, a aplicação (u0, v0, f, g) 7→ (u(t), v(t)), definida nos espaços dados em (2.4),

levando em C
(
[0, T ]; Hs(R+)

)
× C

(
[0, T ]; Hk(R+)

)
é localmente Lipschitz cont́ınua.
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Teorema 2.2. Consideremos os seguintes conjuntos de ı́ndices de Sobolev (ver figura 2.1):

D3 :=
{

(s, k) ∈ R2; 1/2 < s < 1 e 1/2 < k < s+ 1/2
}
,

D4 :=
{

(s, k) ∈ R2; s < 1/2 e 1/2 < k < max{4s− 1/2, s+ 1/2}
}
.

Considere o PVIF (2.2), (2.4) com as seguintes condições:

(i) (s, k) ∈ D4, para β 6= 0;

(ii) (s, k) ∈ D3 ∪ D4, para β = 0.

Assuma ainda que

(2.6) ‖v0‖Hs(R−) + ‖g‖
H
k+1
3 (R+)

≤ δ

para δ suficientemente pequeno.

Então existe uma solução local
(
u(t), v(t)

)
, no sentido das distribuições, em

C
(
[0, T ]; Hs(R+)

)
× C

(
[0, T ]; Hk(R+)

)
.

Além disso, a aplicação (u0, v0, f, g) 7→ (u(t), v(t)), definida nos espaços dados em (2.4),

levando em C
(
[0, T ]; Hs(R+)

)
× C

(
[0, T ]; Hk(R+)

)
é localmente Lipschitz cont́ınua.

Para o problema na semirreta a equerda (2.3) obtemos os seguintes resultado descritos a

seguir.

Teorema 2.3. Consideremos os seguintes conjuntos de ı́ndices de Sobolev (ver figura 2.2):

E1 := {(s, k) ∈ R2; s < 1/2, 0 ≤ k < min{4s− 1/2, 1/2}},

E2 := {(s, k) ∈ R2; 1/2 < s < 1, 0 ≤ k < 1/2}.

Considere o PVIF (2.3), (2.5) com as seguintes condições:

(i) (s, k) ∈ E1, para β 6= 0;

(ii) (s, k) ∈ E1 ∪ E2, para β = 0.
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Então existe uma solução local
(
u(t), v(t)

)
, no sentido das distribuições, em

C
(
[0, T ]; Hs(R+)

)
× C

(
[0, T ]; Hk(R+)

)
.

Além disso, a aplicação (u0, v0, f, g, h) 7→ (u(t), v(t)), definida nos espaços dados em (2.5),

levando em C
(
[0, T ]; Hs(R+)

)
× C

(
[0, T ]; Hk(R+)

)
é localmente Lipschitz cont́ınua.

Teorema 2.4. Consideremos os seguintes conjuntos de ı́ndices de Sobolev (ver figura 2.2):

E3 = {(s, k) ∈ R2; 0 < s < 1/2,max {−3/4, s− 1} < k < min{0, 4s− 1/2},

1/2 < k < min{4s− 1/2, s+ 1/2}},

E4 = {(s, k) ∈ R2; 1/2 < s < 1, 1/2 < k < min{s− 1/2, 4s− 1/2}, 1/2 < k ≤ s+ 1/2}.

Considere o PVIF (2.2), (2.4) com as seguintes condições:

(i) (s, k) ∈ E3, para β 6= 0;

(ii) (s, k) ∈ E3 ∪ E4, para β = 0.

Assuma ainda que

(2.7) ‖v0‖Hs(R−) + ‖g‖
H
k+1
3 (R+)

+ ‖h‖
H
k
3 (R+)

≤ δ

para δ suficientemente pequeno.

Então existe uma solução local
(
u(t), v(t)

)
, no sentido das distribuições, em

C
(
[0, T ]; Hs(R+)

)
× C

(
[0, T ]; Hk(R+)

)
.

Além disso, a aplicação (u0, v0, f, g, h) 7→ (u(t), v(t)), definida nos espaços dados em (2.5),

levando em C
(
[0, T ]; Hs(R+)

)
× C

(
[0, T ]; Hk(R+)

)
é localmente Lipschitz cont́ınua.

Na prova destes resultados vamos utilizar as técnicas utilizadas no trabalho de Colliander

e Kenig em [11] e nos trabalhos de Holmer [22] e [23]. Seguindo estas ideias resolveremos os

problemas acima, através de uma reformulação dos PVIF para um PVI posto em R com a

presença termos forçantes, isto é,

(2.8)


i∂tu+ ∂2

xu = αuv + βu|u|2 + T1(x)h1(t); (x, t) ∈ R× (0, T ),

∂tv + ∂3
xv + 1

2
∂xv

2 = γ∂x(|u|2) + T2(x)h2(t); (x, t) ∈ R× (0, T ),

u(x, 0) = ũ0(x), v(x, 0) = ṽ0(x), x ∈ (0,∞),
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onde: T1 e T2 são distribuições suportadas em R+; ũ0, ṽ0 são extensões de u0 e v0 em R; as

funções h1, h2 são funções escolhidas de modo a garantir que as condições de contorno sejam

satisfeitas.

A construção da solução do PVI é constrúıda utilizando as técnicas clássicas utilizadas por

Corcho e Linares [12] no estudo do sistema SK em R, juntamente com o operador integração

fracionária de Riemann-Liouville. Após a construção da solução ũ do PVI (2.8), obtemos

uma solução do PVIF original por restrição, isto é, u := ũ|R+×(0,T ).

Uma questão importante sobre os resultados descritos nos Teoremas 2.1 e 2.3 é sobre

a noção de boa colocação local. Com a técnica utilizada, veremos que estes representam

resultados de boa colocação local no sentido de Kato, para uma certa reformulação do PVIF

(2.2) e (2.3) como uma equação integral em R. Como existem outras reformulações dos

problemas como equação integral em R, isto é uma questão séria.
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k

D1

β ∈ R

D2

β = 0

D3

β = 0β ∈ R
D4

1

1
2
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4

•‖v0‖Hk(R+)
+‖g‖

H
k+1
3 (R+)

≤δ

k
=
s+

1
2

k
=

4s
−

1 2

k
=
s−

1

Figura 2.1: Regiões descritas nos Teoremas 2.1 e 2.2
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s

k

•‖v0‖Hk(R+)
+‖g‖

H
k+1
3 (R+)

+‖h‖
H
k
3 (R+)

≤δ

E1

β ∈ R
E2

β = 0

E3

β∈R
E4

β = 0

•‖v0‖Hk(R+)
+‖g‖

H
k+1
3 (R+)

+‖h‖
H
k
3 (R+)

≤δ

E3

β ∈ R

E4

1

1
2

−3
4

β=0

k
=
s+

1
2

k
=

4s
−

1 2

k
=
s−

1

Figura 2.2: Regiões descritas nos Teoremas 2.3 e 2.4
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2.3 Versões lineares

Nesta seção vamos obter soluções expĺıcitas, no sentido das distribuições, para os PVIFs

associados às equações lineares de Schrödinger e de KdV na semirreta, isto é,

(2.9)


(i∂t + ∂2

x)u(x, t) = 0, (x, t) ∈ (0,+∞)× (0,+∞),

u(x, 0) = φ(x), x ∈ (0,+∞),

u(0, t) = f(t), t ∈ (0,+∞),

(2.10)


(∂t + ∂3

x)v(x, t) = 0, (x, t) ∈ (0,+∞)× (0,+∞),

v(x, 0) = v0(x), x ∈ (0,+∞),

v(0, t) = f(t), t ∈ (0,+∞),

(2.11)


(∂t + ∂3

x)v(x, t) = 0, (x, t) ∈ (−∞, 0)× (0,+∞),

v(x, 0) = v0(x), x ∈ (−∞, 0),

v(0, t) = f(t), t ∈ (0,+∞),

∂xv(0, t) = h(t), t ∈ (0,+∞).

Para isto, usaremos a abordagem dada em [12], [22], [23]. Esta consiste em resolver um PVI

estendido (em R) com a presença termos forçantes, isto é,

(2.12)

{
∂tv + ∂3

xv = T (x)h1(t), (x, t) ∈ R× (0,+∞),

v(x, 0) = ṽ0(x), x ∈ R,

(2.13)

{
i∂tu+ ∂2

xv = T (x)h2(t), (x, t) ∈ R× (0,+∞),

u(x, 0) = ũ0(x), x ∈ R,

(2.14)

{
∂tv + ∂3

xv = T1(x)h3(t) + T2(x)h4(t), (x, t) ∈ R× (0,+∞),

v(x, 0) = ṽ0(x), x ∈ R,

onde: ũ0 e ṽ0 são extensões de u0 e v0 em R; T , T1, T2 são distribuições suportadas em

R−; h1 e h2 são funções apropriadas de modo a garantir que as condições de fronteira sejam

válidas.

Consequentemente, as soluções dos problemas (2.9), (2.10) e (2.11) serão obtidas por

restrição das soluções dos problemas com o termo forçante.
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Observação 2.1. No trabalho que introduziu a técnica, em [11], a solução do PVI (2.12) foi

obtida com T (x) = δ0(x). Em [22] o PVI (2.13) foi resolvido com T = δ0(x). Em [23], o PVI

(2.13) foi resolvido com uma famı́lia de distribuições, Tλ = xλ−1
+ , isto foi necessário para se

obter resultados de baixa regularidade para o PVIF associado à equação de KdV na semirreta

(Teorema B). Neste trabalho, para solucionarmos o problema em regularidade mais alta, será

necessário estudar (2.13) com a famı́lia de operadores Tλ = xλ−1
− , para certos valores de λ

em C.

2.3.1 Equação Linear de Schrödinger

Nesta seção vamos relembrar algumas estimativas do grupo livre de Schrödinger, definir

o operador forçante de Duhamel associado à equação de Schrödinger de [22] e em seguida,

baseado em [23] vamos estender este operador para uma classe de operadores.

O grupo livre eit∂
2
x : S ′(R)→ S ′(R) associado à equação linear de Schrödinger é dado por

eit∂
2
xφ(x) =

{
e−itξ

2

φ̂(ξ)
}̌

(x),

que satisfaz

(2.15)

{
(i∂t + ∂2

x)e
it∂2xφ(x) = 0, (x, t) ∈ R× R,

eit∂
2
xφ(x)

∣∣
t=0

= φ(x), x ∈ R,

no sentido das distribuições.

Em particular, se φ ∈ S(R), temos

(2.16) eit∂
2
xφ(x) =

1

2π

∫
eixξe−itξ

2

φ̂(ξ)dξ.

A seguir vamos obter estimativas para grupo livre de Schrödinger:

Lema 2.1. Seja s ∈ R, 0 < b < 1. Se φ ∈ Hs(R), então

(a) Estimativa no Espaço:

‖eit∂2xφ(x)‖
C
(
Rt;Hs(Rx)

) ≤ c‖φ‖Hs(R).

(b) Estimativa no Tempo:

‖ψ(t)eit∂
2
xφ(x)‖

C
(
Rx;H

2s+1
4 (Rt)

) ≤ c‖φ‖Hs(R).
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(c) Estimativa nos Espaços de Bourgain:

‖ψ(t)eit∂
2
xφ(x)‖Xs,b ≤ c‖φ‖Hs(R).

Demonstração. Consultar [22].

Para f ∈ C∞0 (R+), defina o operador forçante de Duhamel de [22] por

Lsf(x, t) = 2ei
π
4

∫ t

0

ei(t−t
′)∂2xδ0(x)I−1/2f(t′)dt′

= 2ei
π
4

∫ t

0

∫
R
e−i(t−t

′)ξ2eixξdξI−1/2f(t′)dt′(2.17)

=
1√
π

∫ t

0

(t− t′)−1/2e
ix2

4(t−t′)I−1/2f(t′)dt′,

onde na última igualdade acima usamos

Fx
(
e−i

π
4

sgn t

2t1/2
√
π
e
ix2

4t

)
(ξ) = e−itξ

2

,

em S ′(R).

Lema 2.2. Se f ∈ C∞0 (R+), então

(2.18)

{
(i∂t + ∂2

x)Lsf(x, t) = 2ei
3π
4 δ0(x)I− 1

2
f(t), (x, t) ∈ R× R,

Lsf(x, 0) = 0, x ∈ R.

no sentido das distribuições.

Demonstração. Inicialmente observemos que integrando por partes e usando

∂t′e
i(t−t′)∂2xδ0(x) = −∂tei(t−t

′)∂2xδ0(x)

obtemos ∂tLsf(x, t) = Ls∂tf(x, t).

Agora, Integrando por partes e usando o fato de f ∈ C∞0 (R+) obtemos

Ls∂tf(x, t) = 2ei
π
4

∫ t

0

ei(t−t
′)∂2xδ0(x)I−1/2∂t′f(t′)dt′

= −2ei
π
4

∫ t

0

∂t′(e
i(t−t′)∂2xδ0(x))I−1/2f(t′)dt′ + 2ei

π
4 ei(t−t

′)∂2xδ(x)I−1/2f(t′)

∣∣∣∣∣
t′=t

t′=0

= 2ei
π
4

∫ t

0

i∂2
x(e
−i(t−t′)∂2xδ0(x))I−1/2∂

′
tf(t′)dt′ + 2ei

π
4 δ(x)I−1/2f(t)

= i∂2
xLsf(x, t) + 2ei

π
4 δ(x)I−1/2f(t).

Como queŕıamos mostrar.
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O próximo Lema nos fornece propriedades de continuidade e decaimento da função Lsf(x, t).

Lema 2.3. Seja f ∈ C∞0 (R+).

(a) Para qualquer t fixado a função Lsf(x, t) é cont́ınua em x para todo x ∈ R. Além disso,

∂xLsf(x, t) é cont́ınua em x para x 6= 0 e em x = 0 tem um descontinuidade tipo salto,

satisfazendo

lim
x→0+

∂xLsf(x, t) = ei
3
4
π, lim

x→0−
∂xLsf(x, t) = −ei

3
4
π.

(b) Para todo k inteiro não negativo e fixado x, ∂kt Lsf(x, t) é cont́ınua em t para todo

t ∈ R. Além disso, em [0, T ] vale a seguinte estimativa pontual

(2.19) |∂kt Lsf(x, t)|+ |∂xLsf(x, t)| ≤ c‖f‖Hk+1〈x〉−N ,

onde c = c(f,N, k, T ).

Demonstração. Consultar [22].

Pelo Lema anterior se f ∈ C∞0 (R+), então Lsf(x, t) é cont́ınua em x ∈ R. Logo a segunda

representação de Lsf(x, t) em (2.17) implica

(2.20) Lsf(0, t) = f(t).

Portanto se definirmos

(2.21) u(x, t) = e−it∂
2
xφ(x) + Ls

(
f − e−i·∂2xφ

∣∣
x=0

)
(x, t),

então resolvemos o problema linear

(2.22)


(i∂t + ∂2

x)u(x, t) = 0, (x, t) ∈ R \ {0} × (0,+∞),

u(x, 0) = φ(x), x ∈ R,
u(0, t) = f(t), t ∈ (0,+∞),

no sentido das distribuições.

Agora vamos obter algumas estimativas para o operador Ls.

Lema 2.4. Se s ∈ R, então
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(a) (Estimativa no espaço) Para −1
2
< s < 3

2
,

‖Lsf(x, t)‖
C
(
R+
t ;Hs(Rx)

) ≤ c‖f‖
H

2s+1
4

0 (R+)
.

(b) (Estimativa no tempo)

‖ψ(t)Lsf(x, t)‖
C
(
Rx;H

2s+1
4

0 (R+)
) ≤ c‖f‖

H
2s+1

4
0 (R+

t )
.

(c) (Estimativa em espaços de Bourgain)

Sejam −1
2
< s < 1

2
, 0 < b < 1

2
, então

‖ψ(t)Lsf(x, t)‖Xs,b ≤ c‖f‖
H

2s+1
4

0 (R+)
.

Observação 2.2. A hipótese b < 1
2

é crucial na prova do Lema 2.4 (c), isto nos força

a trabalhar com os espaços de Bourgain Xs,b, com b < 1
2
. Além disso temos a limitação

−1
2
< s < 1

2
, que acabaria limitando o resultado de boa colocação nesta imagem. Isto nos

motiva a trabalhar com uma famı́lia de operadores (próxima seção) que generaliza o operador

Ls.

Demonstração. Para prova de (a) e (b) consultar [22]. Vamos provar (c). Seja θ(τ) ∈ C∞(R)

tal que: θ(τ) = 1, se |τ | < 1
2

e θ(τ) = 0, se |τ | > 2/3. Usando

2χ(0,t)(t
′) = sgn(t− t′) + sgn(t′),

e os fatos

(2.23) {sgn(x)}ˆ(ξ) =
2

i
v.p.

1

ξ
, (I−1/2f)ˆ(τ) = (τ − i0)1/2,

obtemos

Fx(ψ(t)Lf)(ξ, t) = 2ψ(t)ei
π
4

∫
τ

eiτt − e−itξ2

τ + ξ2
(τ − i0)

1
2 f̂(τ)dτ

= 2ψ(t)ei
π
4

∫
τ

eiτt − e−itξ2

τ + ξ2
θ(τ + ξ2)(τ − i0)

1
2 f̂(τ)dτ

+2ψ(t)ei
π
4

∫
τ

eiτt

τ + ξ2
(1− θ(τ + ξ2))(τ − i0)

1
2 f̂(τ)dτ

−2ψ(t)ei
π
4

∫
τ

e−itξ
2

τ + ξ2
(1− θ(τ + ξ2))(τ − i0)

1
2 f̂(τ)dτ

= Fxu1(ξ, t) + Fxu2,1(ξ, t)−Fxu2,2(ξ, t).
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Observe que por (1.5) (τ − i0)1/2, pode ser visto como uma soma de funções localmente

integráveis.

Vamos analisar cada um dos três termos separadamente.

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz:

(2.24) ‖u2,1‖2
Xs,b ≤

∫
τ

|τ |
(∫

ξ

〈ξ〉2s

〈τ + ξ2〉2−2b
dξ

)
|f̂(τ)|2dτ.

Afirmação 2.1. Se b < 1
2
, então

(2.25) I(τ) =

∫
ξ

〈ξ〉2s

〈τ + ξ2〉2−2b
=

∫
|η|−

1
2
〈η〉s

〈τ + η〉 12+ε
≤ c〈τ〉

2s−1
2 .

Vamos provar esta afirmação separando nos casos: |τ | ≤ 1
2
, |τ | << |η| e |τ | >> |η|.

Caso 1. |τ | ≤ 1
2
:

Neste caso temos que 1 + |τ − η| ≥ 1 + |η| − |τ | ≥ 1 + |η| − 1
2
≥ 1

2
〈η〉, então

I(τ) ≤
∫
|η|−

1
2 〈η〉s−2+2bdη ≤ 2

∫
|η|≤1

|η|−
1
2 +

∫
|η|>1

〈η〉s−
5
2

+2b ≤ c,

pois s, b < 1
2

implicam que −2b−s+ 5
2
> 1. Por outro lado |τ | < 1

2
, implica em

(
〈τ〉
2

) 2s−1
2 ≤ 1.

Caso 2. |τ | > 1
2
, |η| ≥ |τ |

2
:

Nesta situação temos |η| ≥ |η|
2

+ |η|
2
≥ 1

4
〈η〉 e s < 1

2
implica em 〈η〉s− 1

2 ≤ c〈τ〉s− 1
2 , então

I(τ) ≤ c

∫
〈η〉s− 1

2

〈τ + η〉2−2b
dη ≤ c〈τ〉s−

1
2

∫
1

〈τ + η〉2−2b
dη ≤ c〈τ〉s−

1
2 ,

pois b < 1
2

implica em 2− 2b > 1.

Caso 3. |τ | > 1
2
, |η| < |τ |

2
:

Neste caso temos 〈τ + η〉 ≥ 1 + |τ | − |η|
2
≥ 1

2
〈τ〉. Logo

I(τ) =

∫
|η|−

1
2

〈η〉s

〈τ + η〉2−2b
dη ≤ c〈τ〉2b−2

∫
|η|≤ |τ |

2

〈η〉s|η|−
1
2dη.

Se s ≥ 0, então

〈τ〉2b−2

∫
|η|≤ |τ |

2

〈η〉s|η|−
1
2dη ≤ c〈τ〉2b−2+s

∫
|η|≤ |τ |

2

|η|−
1
2dη ≤ c〈τ〉2b−2+s+ 1

2 ≤ c〈τ〉s−
1
2 ,

pois b < 1
2
, implica em 2b− 2 + s+ 1

2
< 2s−1

2
.
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Agora se −1
2
< s < 0, temos

〈τ〉2b−2

∫
|η|≤ |τ |

2

〈η〉s|η|−
1
2dη ≤ c〈τ〉2b−2

∫
|η|≤ |τ |

2

|η|s−
1
2dη ≤ c〈τ〉2b−2|τ |s+

1
2 ≤ c〈τ〉s+

1
2

+2b−2

≤ c〈τ〉s−
1
2 .

Isto conclui a afirmação.

Combinando (2.103) e (2.129) obtemos a estimativa necessária para u2,1.

Para estimarmos u1 usamos

eit(τ+ξ2) =
+∞∑
k=1

(it)k(τ + ξ2)k

k!
,

para escrevermos

u1(x, t) =
∞∑
n=1

ψk(t)

k!
et∂

2
xφk(x),

onde ψk(t) = iktkψ(t) e φ̂k(ξ) =
∫
τ
(τ + ξ2)k−1θ(τ + ξ2)(τ)

1
2 f̂(τ)dτ .

Pelo Lema 2.1 é suficiente mostrarmos que

‖φk‖Hs(R) ≤ c‖f‖
H

2s+1
4

0 (R)
.

Pela propriedade do suporte e pela desigualdade de Cauchy Schwarz obtemos

‖φk‖2
Hs ≤

∫
ξ

〈ξ〉2s
(∫
{τ :|τ+ξ2|≤1}

|τ |
1
2 |f̂(τ)|dτ

)2

dξ ≤ c

∫
ξ

〈ξ〉2s
∫
{τ :|τ+ξ2|≤1}

|τ ||f̂(τ)|2dτdξ.

Fazendo a mudança de variável η = ξ2 temos∫
|τ+ξ2|≤1

〈ξ〉2sdξ =

∫
|τ+η|≤1

|η|−
1
2 〈η〉sdη ≤ c〈τ〉s−

1
2 .

Combinando as expressões (2.3.1) e (2.3.1), chegamos em ‖φk‖Hs ≤ c‖f‖
H

2s+1
4

.

Agora vamos estimar u2,2. Podemos escrever, u2,2(x, t) = ψ(t)eit∂
2
xφ(x), onde

φ̂(ξ) =

∫
τ

1− ψ(τ + ξ2)

τ + ξ2
(τ − i0)

1
2 f̂(τ)dτ.

Afirmação 2.2. Existe uma função β ∈ S(R) tal que∫
τ

1− ψ(τ + ξ2)

τ + ξ2
(τ − i0)

1
2 f̂(τ)dτ =

∫
τ

β(τ + ξ2)(τ − i0)
1
2 f̂(τ)dτ.
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Para a prova desta afirmação vamos usar fortemente o fato de I−1/2f ter suporte em R+.

Seja ĝ1(τ) = v.p. 1−ψ(−τ)
τ

, então

g1(t) =
i

2
sgn(t)− i

4π

∫
sgn(t− s)ψ̂(s)ds.

Seja α ∈ C∞(R), tal que α(t) = 1 para t > 0 e α(t) = −1 para t < −1 e defina

g2(t) =
1

2
α(t)− i

4π

∫
sgn(t− s)ψ̂(s)ds.

Afirmamos, que g2 ∈ S(R). Com efeito, ψ̂ ∈ S(R) implica que g2 ∈ C∞(R). Se t > 0, então

1
2π

∫
ψ̂(τ)dτ = ψ(0) = 1, logo

(2.26) g2(t) =
i

2
− i

4π

∫
sgn(t− s)ψ̂(s)ds =

1

2π

∫
s>t

ψ̂(s)ds.

Se t < −1, obtemos

(2.27) g2(t) = − i
2
− i

4π

∫
sgn(t− s)ψ̂(s)ds =

1

2π

∫
s<t

ψ̂(s)ds.

As expressões (2.26) e (2.27) provam o decaimento de g2 e de suas derivadas, logo g2 ∈

S(R). Como g1(t) = g2(t) para t > 0 e h ∈ C∞0 (R+) temos

∫
1− ψ(τ + ξ2)

τ + ξ2
ĥ(τ)dτ = −(ĥ ∗ ĝ1)(−ξ2) = −2πĥg1(−ξ2)

= −2πĥg2(−ξ2) =

∫
ĥ(τ)β(τ + ξ2)dτ,

onde β(τ) := −ĝ2(−τ). Isto conclui a nossa afirmação.

Para concluirmos a estimativa de u22, pelo Lema 2.1, é suficiente mostrarmos que

‖φ‖Hs(R) ≤ ‖f‖
H

2s+1
4

0 (R)
.

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e |β(τ − ξ2)| ≤ c〈τ + ξ2〉−N para N >> 1:

‖φ‖2
Hs ≤

∫
ξ

〈ξ〉2s
(∫

τ

|β(τ + ξ2)||(τ)|
1
2 |f̂(τ)|dτ

)2

dξ

≤ c

∫
τ

∫
ξ

〈ξ〉2s〈τ + ξ2〉−2N+2dξ|τ ||f̂(τ)|2dτ

≤ c

∫
τ

∫
η

|η|−
1
2 〈η〉2s〈τ + η〉−2N+2dη|τ ||f̂(τ)|2dτ.
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Como 0 ≤ s < 1
2
, obtemos ∫

η

|η|−
1
2 〈η〉2s〈τ + η〉−2N+2dη ≤ c〈τ〉s−

1
2 .

Isto completa a prova.

2.3.2 Uma famı́lia anaĺıtica de operadores forçantes associada ao
grupo de Schrödinger

Na seção anterior estudamos o operador Ls e no Lema 2.4 (c) obtivemos

‖ψ(t)Lsf(x, t)‖Xs,b ≤ c‖f‖
H

2s+1
4

0 (R+)
,

para −1
2
< s < 1

2
. Nesta seção, inspirado no trabalho de Holmer [23], definiremos uma famı́lia

de operadores Lλ onde a estimativa será válida para 1
2
< s < 1 e adequado λ = λ(s).

Para λ ∈ C, tal que Re λ > −2 e f ∈ C∞0 (R+), defina

Lλ+sf(x, t) =

[
xλ−1
−

Γ(λ)
∗ Ls

(
I−λ

2
f
)
(·, t)

]
(x),

Lλ−sf(x, t) =

[
xλ−1

+

Γ(λ)
∗ Ls

(
I−λ

2
f
)
(·, t)

]
(x),

onde ∗ denota a convolução de distribuições.

Desta definição segue que,

(i∂t + ∂2
x)Lλ+sf(x, t) =

2e
iπ
4

Γ(λ)
xλ−1
− I− 1

2
−λ

2
f(x, t)

e

(2.28) (i∂t + ∂2
x)Lλ−sf(x, t) =

2e
iπ
4

Γ(λ)
xλ−1

+ I− 1
2
−λ

2
f(x, t),

no sentido das distribuições.

Em particular se Re λ > 0 e f ∈ C∞0 (R+) temos

(2.29) Lλ+sf(x, t) =
1

Γ(λ)

∫ +∞

x

(y − x)λ−1Ls

(
I−λ

2
f
)
(y, t)dy.

(2.30) Lλ−sf(x, t) =
1

Γ(λ)

∫ x

−∞
(x− y)λ−1Ls

(
I−λ

2
f
)
(y, t)dy.
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Se Re λ > −k e f ∈ C∞0 (R+) temos

Lλ+sf(x, t) =
1

Γ(λ)λ(λ+ 1) · · · (λ+ k − 1)

∫ +∞

x

∂kx(y − x)λ+k−1Ls

(
I−λ

2
f
)
(y, t)dy

=
1

Γ(λ+ k)

∫ +∞

x

(y − x)λ+k−1∂kyLs

(
I−λ

2
f
)
(y, t)dy.

Lλ−sf(x, t) =
1

Γ(λ)λ(λ+ 1) · · · (λ+ k − 1)

∫ +∞

−∞
∂kx(x− y)λ+k−1Ls

(
I−λ

2
f
)
(y, t)dy

=
1

Γ(λ+ k)

∫ x

−∞
(x− y)λ+k−1∂kyLs

(
I−λ

2
f
)
(y, t)dy

Tomando k = 2 nas expressões acima e usando o Lema 2.2 obtemos

Lλ+sf(x, t) =
1

Γ(λ+ 2)

∫ +∞

x

(y − x)λ+1∂2
yLs

(
I−λ

2
f
)
(y, t)dy

=
1

Γ(λ+ 2)

∫ +∞

x

(y − x)λ+1[−i∂tLs

(
I−λ

2
f
)
(y, t) + δ0(y)2ei

3πi
4 I−1/2−λ/2f(t)]dy

= − 1

Γ(λ+ 2)

∫ +∞

x

(y − x)λ+1i∂tLs

(
I−λ

2
f
)
(y, t)dy + 2e

3πi
4

xλ+1
−

Γ(λ+ 2)
I−λ

2
− 1

2
f(t),

(2.31)

Lλ−sf(x, t) =
1

Γ(λ+ 2)

∫ x

−∞
(x− y)λ+1∂2

yLs

(
I−λ

2
f
)
(y, t)dy

=
1

Γ(λ+ 2)

∫ x

−∞
(x− y)λ+1

[
− i∂tLs

(
I−λ

2
f
)
(y, t) + δ0(y)2ei

3πi
4 I−1/2−λ/2f(t)

]
dy

= − 1

Γ(λ+ 2)

∫ x

−∞
(x− y)λ+1i∂tLs

(
I−λ

2
f
)
(y, t)dy + 2e

3πi
4

xλ+1
−

Γ(λ+ 2)
I−λ

2
− 1

2
f(t),

(2.32)

se Re λ > −2.

Usando a expressão (2.32) e o Lema 2.3 vemos que Lλf(x, t) está bem definida, se Re

λ > −2, quando f ∈ C∞0 (R+).

Além disso, temos que L0
±sf(x, t) = Lsf(x, t), L−1

±sf(x, t) = ∂xLsI1/2f(x, t).

A seguir enunciaremos uma propriedade da função Gamma.

Lema 2.5. Se λ ∈ R+, então vale a seguinte identidade:

(2.33)
Γ(λ

2
)

Γ(λ)
=

21−λ√π
Γ(λ

2
+ 1

2
)
.
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Demonstração. Ver página 424 em [17].

Lema 2.6. Se λ ∈ (1, 2), então

(2.34)

∫ +∞

0

r
λ
2
−1eirdr = i

λ
2 Γ

(
λ

2

)
.

Lema 2.7. Se Re λ > −1, então

(2.35) Lλ±sf(0, t) = ei
λπ
4 f(t).

Demonstração. Por (2.31) temos

(2.36) Lλ+sf(0, t) = Lλ−sf(0, t) = −
∫ +∞

0

(y)λ+1

Γ(λ+ 2)
i∂tLs

(
I−λ

2
f
)
(y, t)dy.

Diferenciando sobre o sinal de integração demonstramos que Lλ±sf(0, t) é anaĺıtica em λ se Re

λ > −1. Pelo prinćıpio de continuação anaĺıtica precisamos mostrar que a fórmula é válida

para λ no segmento (0, 2).

Usando (2.29) temos

Lλ+sf(0, t) =
1

Γ(λ)

∫ +∞

0

(y)λ−1Ls

(
I−λ

2
f
)
(y, t)dy

1

Γ(λ)

∫ +∞

0

(y)λ−1 1√
π

∫ t

0

(t− t′)−
1
2 e

iy2

4(t−t′)I−λ
2
− 1

2
f(t′)dt′dy

=
1

Γ(λ)

∫ t

0

(t− t′)−
1
2I− 1

2
−λ

2
f(t′)

∫ +∞

0

(y)λ−1 1√
π
e

iy2

4(t−t′)dydt′.

Vamos calcular separadamente a integral I =
∫ +∞

0
(y)λ−1e

iy2

4(t−t′)dy.

Fazendo a mudança de variável r = y2

4(t−t′) obtemos y = r
1
2 2(t − t′) 1

2 e dy = r−
1
2 (t − t′) 1

2

obtemos:

I =

∫ +∞

0

[r
1
2 2(t− t′)

1
2 ]λ−1r−

1
2 eir(t− t′)

1
2dr

= 2λ−1(t− t′)
λ
2

∫ +∞

0

r
λ
2
−1eirdr.

Fazendo uma mudança de contorno obtemos

(2.37) I = 2λ−1(t− t′)
λ
2 i

λ
2

∫ +∞

0

r
λ
2
−1e−rdr = 2λ−1(t− t′)

λ
2 i

λ
2 Γ

(
λ

2

)
.
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se λ ∈ (1, 2).

Portanto, pelo Lema 2.5

Lλ+sf(0, t) =
2λ−1

√
π

Γ
(
λ
2

)
Γ(λ)

i
λ
2

∫ t

0

(t− t′)
λ
2
− 1

2I−λ
2
− 1

2
f(t′)dt′

=
1

Γ
(
λ
2

+ 1
2

)iλ2 ∫ t

0

(t− t′)
λ
2
− 1

2I−λ
2
− 1

2
f(t′)dt′

= i
λ
2 Iλ

2
+ 1

2
I−λ

2
− 1

2
f(t) = i

λ
2 f(t) = ei

λπ
4 f(t).

Lema 2.8. Sejam s, λ ∈ R tais que s − 3
2
< λ < s + 1

2
. Se f ∈ C∞0 (R+) e supp f ⊂ [0, 1],

então

‖Lλ±sf(x, t)‖
C
(
Rt;Hs(Rx)

) ≤ ‖f‖
H

2s+1
4

0 (R+)
.

Demonstração. Provaremos a estimativa para Lλ+sf , pois a respectiva cota para Lλ+sf pode

ser obtida pelo mesmo caminho. Usando um argumento de densidade podemos assumir que

f ∈ C∞0 (R+).

Usando Fx(Lλ+sf)(ξ, t) = c(τ − i0)−λ
∫ t

0
ei(t−t

′)ξ2I−λ
2
− 1

2
f(t′)dt′ e a mudança de variável

η = ξ2, para t fixado obtemos

‖θ(t)Lλ+sf(x, t)‖2
Hs(R) ≤ c

∫
η

|η|−λ−
1
2 〈η〉s

∣∣∣∣∫ t

0

e−i(t−t
′)ηI−λ

2
− 1

2
f(t′)dt′

∣∣∣∣2 dη
=

∫
η

|η|−λ−
1
2 〈η〉s

∣∣e−itη(χ(−∞,t)I−λ
2
− 1

2
f
)̂
(−η)

∣∣2dη.
Como −1 < s− λ− 1

2
< 1 e supp f ⊂ [0, 1] o Lema 1.1 implica em

∫
η

|η|−λ−
1
2 〈η〉s

∣∣(χ(−∞,t)I−λ
2
− 1

2
f
)̂
(η)
∣∣2dη ≤ c

∫
η

〈η〉s−λ−
1
2

∣∣(χ(−∞,t)I−λ
2
− 1

2
f
)̂
(η)
∣∣2dη

≤ c

∫
η

〈η〉s−λ−
1
2

∣∣(χ(−∞,0)I−λ
2
− 1

2
f(· − t)

)̂
(η)
∣∣2dη.

Agora usando os Lemas 1.2 e 1.10 obtemos∫
η

〈η〉s−λ−
1
2 |(χ(−∞,0)I−λ

2
− 1

2
f(· − t))̂(η)|2dη = ‖χ(−∞,0)I−λ

2
− 1

2
f(· − t)‖2

H
s−λ
2 −

1
4 (R)

≤ c‖I−λ
2
− 1

2
f(· − t)‖2

H
s−λ
2 −

1
4 (R)

= c‖I−λ
2
− 1

2
f‖2

H
s−λ
2 −

1
4 (R)

≤ c‖f‖2

H
2s+1

4 (R) ,
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como queŕıamos mostrar.

Lema 2.9. Se −1 < λ < 1, então

(2.38) ‖ψ(t)Lλ±sf(x, t)‖
C
(
Rx;H

2s+1
4

0 (R+
t )
) ≤ c‖f‖

H
2s+1

4
0 (R+

t )
.

Demonstração. Pelo Lema 1.4 podemos desconsiderar a função teste.

A mudança de variável t′′ = t− t′ implica em

(I − ∂2
t )

2s+1
4

(
xλ−1
−

Γ(λ)
∗
∫ t

−∞
ei(t−t

′)∂2xδ(x)h(t′)

)
= (I − ∂2

t )
2s+1

4

(
xλ−1
−

Γ(λ)
∗
∫ +∞

0

eit
′′∂2xδ(x)h(t− t′′)

)
=

(
xλ−1
−

Γ(λ)
∗
∫ +∞

0

eit
′′∂2xδ(x)(I − ∂2

t )
2s+1

4 h(t− t′′)
)

=

(
xλ−1
−

Γ(λ)
∗
∫ t

−∞
ei(t−t

′)∂2xδ(x)(I − ∂2
t′)

2s+1
4 h(t′)

)
.

Portanto na estimativa podemos desconsiderar o multiplicador (I − ∂2
t )

2s+1
4 e precisamos

provar que

(2.39) ‖ψ(t)Lλ+sf(x, t)‖
C
(
Rx;L2(R+)

) ≤ c‖f‖L2(R+),

Como −1 < λ < 1 temos que

(
xλ−1
−

Γ(λ)

)̂
(ξ) = c(ξ − i0)−λ = e−2πiλξ−λ+ + e2πiλξ−λ− ,

onde ξ−λ+ e ξ−λ− são as distribuições definidas em (1.2) e (1.3). Logo a distribuição (ξ − i0)−λ

é uma função localmente integrável.

Sabemos que FxLλ+sf(ξ, t) = (ξ − i0)−λ
∫ t
−∞ e

−i(t−t′)ξ2(I−λ
2
− 1

2
f)(t′)dt′.

Usando χ(−∞,t) = 1
2
sgn(t− t′) + 1

2
, fazemos a seguinte decomposição:

FxLλ+sf(ξ, t) = F1(ξ, t) + F2(ξ, t),

onde

F1(ξ, t) = (ξ − i0)−λ
∫ +∞

−∞

1

2
e−i(t−t

′)ξ2(I−λ
2
− 1

2
f)(t′)dt′
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e

F2(ξ, t) = (ξ − i0)−λ
∫ +∞

−∞

1

2
sgn(t− t′)e−i(t−t′)ξ2(I−λ

2
− 1

2
f)(t′)dt′.

Pelo Lema 1.9, I−λ
2
− 1

2
f ∈ C∞0 (R+), logo F1(ξ, t) = c(ξ − i0)−λ

(
I−λ

2
− 1

2
f
)̂
(−ξ2)e−itξ

2
.

Usando a fórmula de inversão temos

F−1
ξ F1(x, t) =

∫
ξ

eixξ
(
I−λ

2
− 1

2
f
)̂
(−ξ2)(ξ − i0)−λe−itξ

2

dξ

=

∫
ξ

eixξ(−ξ2 − i0)
λ+1
2 f̂(−ξ2)(ξ − i0)−λe−itξ

2

dξ

=

∫ +∞

0

eixη
1
2 (−η + i0)

λ+1
2 f̂(−η)(η

1
2 − i0)−λe−itηη−

1
2dη

+

∫ +∞

0

e−ixη
1
2 (−η + i0)

λ+1
2 f̂(−η)(−η

1
2 − i0)−λe−itηη−

1
2dη

= c1

∫ +∞

0

eixη
1
2 f̂(−η)e−itηdη + c2

∫ +∞

0

e−ixη
1
2 f̂(−η)e−itηdη

= F(c1χ(0,+∞)(·)f̂(−·)eix(·)
1
2 + c2χ(0,+∞)(·)f̂(−·)e−ix(·)

1
2 )(t).

Portanto

(2.40) ‖F1(x, t)‖
C
(
Rx;L2(R+)

) ≤ c‖f‖L2(R+).

Agora vamos analisar F2(ξ, t). Temos que

F2(ξ, t) = (ξ − i0)−λ
(

1

2
e−iξ

2·sgn(·) ∗ I−λ
2
− 1

2
f

)
(t).

Como Ft
(

1
2
e−iξ

2·sgn(·) ∗ I−λ
2
− 1

2
f
)

(τ) = (τ−i0)
1+λ
2 f̂(τ)

τ+ξ2
, temos

∫
τ

eitτ lim
ε→0

∫
|τ+ξ2|>ε

eixξ(τ − i0)
λ+1
2 (ξ − i0)−λdξ

(τ + ξ2)
f̂(τ)dτ.

Precisamos mostrar que a função

g(τ) = lim
ε→0

∫
|τ+ξ2|>ε

eixξ(τ − i0)
λ+1
2 (ξ − i0)−λdξ

(τ + ξ2)

é limitada.
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Fazendo a mudança de variável ξ → |τ | 12 ξ e usando

(2.41) (ξ|τ |
1
2 − i0)−λ = |τ |−

λ
2 (c1ξ

−λ
+ + c2λ

−λ
− ),

obtemos

g(τ) =

∫
ei|τ |

1
2 xξ|τ | 1−λ2 (c1τ

λ+1
2

+ + c2τ
λ+1
2
− )(ξ − i0)−λ

τ + |τ |ξ2

= c1χτ>0

∫
ξ

ei|τ |
1
2 xξ c1ξ

−λ
+ + c2ξ

−λ
−

1 + ξ2
dξ + c2χτ<0

∫
ξ

ei|τ |
1
2 xξ c1ξ

−λ
+ + c2ξ

−λ
−

1− ξ2
dξ

= I + II.

A primeira integral é uniformente limitada em τ se λ > −1, esta é obtida separando nas

regiões |ξ| < 1 e |ξ| ≥ 1. Agora vamos controlar II. Seja θ ∈ C∞(R) tal que θ(ξ) = 1 em

[3
4
, 4

3
] e θ(t) = 0 no complementar de (1

2
, 3

2
). Assim temos

II = c1χτ<0

∫
ξ

ei|τ |
1
2 xξ c1ξ

−λ
+ θ(ξ)

1− ξ2
dξ

+c2χτ<0

∫
ξ

ei|τ |
1
2 xξ 1− θ(ξ)(c1ξ

−λ
+ + c2ξ

−λ
− )

1− ξ2
dξ

= II1 + II2.

A segunda integral é limitada se λ > −1. Agora vamos estimar II1:

II1 = c2χτ<0

∫
ξ

ei|τ |
1
2 xξ c1ξ

−λ
+ θ(ξ)

(1− ξ)(1 + ξ)
dξ

= c1χτ<0F−1
ξ

(
c1ξ
−λ
+ θ(ξ)

(1− ξ)(1 + ξ)

)
(x|τ |

1
2 )

=

[
(sgn(1− ξ) ∗ F−1

ξ

(
c2ξ
−λ
+ θ(ξ)

(1 + ξ)

)]
(x|τ |

1
2 ).

A função acima é claramente limitada por ser a convolução de uma função limitada com uma

função em S(R).

Assim conclúımos a demonstração.

Lema 2.10. Seja s ∈ R. Suponha que b < 1
2

e s− 1
2
≤ λ < s+ 1

2
e λ < 1

2
. Então

(2.42) ‖ψ(t)(Lλ±sf)(x, t)‖Xs,b ≤ c‖f‖
H

2s+1
4

0 (R)
.
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Observação 2.3. Observe, que devido as hipóteses do Lema 2.10, fazendo o uso da famı́lia

de operadores L0
±s, que coincide com o operador definido em [22], esta estimativa só seria

válida no conjunto de regularidade −1/2 < s ≤ 1/2. Isto nos motivou a trabalhar com a

famı́lia de operadores Lλ±s, na qual podemos trabalhar com regularidade s ≤ 1/2 + λ e como

λ < 1/2, podemos atingir a regularidade s < 1.

Demonstração. Como λ < 1
2
, vemos que

(
xλ−1
−

Γ(λ)

)̂
(ξ) = c(ξ − i0)−λ, é uma função localmente

integrável.

Sabemos que

Fx(Lλ+sf)(ξ, t) = c(ξ − i0)−λ
∫ t

0

e−i(t−t
′)ξ2I−λ

2
− 1

2
f(t′)dt′.

Como λ > −1 temos que (I−λ
2
− 1

2
f )̂(τ) = (τ − i0)

λ+1
2 é uma função localmente integrável.

Usando 2χ(0,t) = sgn(t′) + sgn(t− t′), temos

Fx(Lλ+sf)(ξ, t) = c(ξ − i0)−λ
∫ +∞

−∞
e−i(t−t

′)ξ2sgn(t′)I−λ
2
− 1

2
f(t′)dt′

+c(ξ − i0)−λ
∫ +∞

−∞
e−i(t−t

′)ξ2sgn(t− t′)I−λ
2
− 1

2
f(t′)dt′

= F1(ξ, t) + F2(ξ, t).

Como ŝgn(τ) = 1
2i

v.p. 1
τ
, temos

F1(ξ, t) = c(ξ − i0)−λe−itξ
2(

sgn(·)I−λ
2
− 1

2
f(·)

)̂
(−ξ2)

= −c(ξ − i0)−λe−itξ
2

∫ +∞

−∞

(τ − i0)
λ+1
2 f̂(τ)

τ + ξ2
dτ,

F2(ξ, t) = c(ξ − i0)−λ
[
(e−i(·)ξ

2

sgn(·)) ∗ I−λ
2
− 1

2
f(·)

]
(t)

= c(ξ − i0)−λ
∫ +∞

−∞
eitτ

(τ − i0)
λ+1
2 f̂(τ)

τ + ξ2
,

(Lλ+sf)ˆ(ξ, τ) = c(ξ − i0)−λ
∫
eitτ − e−itξ2

τ + ξ2
(τ − i0)

λ
2

+ 1
2 f̂(τ)dτ.

Agora seja θ(τ) ∈ C∞ tal que θ(τ) = 1 para |τ | ≤ 1 e θ(τ) = 0 para |τ | ≥ 2.

Defina u1, u2, u3 por

Fxu1(ξ, t) = (ξ − i0)−λ
∫
eitτ − e−itξ2

τ + ξ2
θ(τ + ξ2)(τ − i0)

λ
2

+ 1
2 f̂(τ)dτ,
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Fxu2(ξ, t) = (ξ − i0)−λ
∫

eitτ

τ + ξ2
(1− θ(τ + ξ2))(τ − i0)

λ
2

+ 1
2 f̂(τ)dτ,

Fxu3(ξ, t) = (ξ − i0)−λ
∫

e−itξ
2

τ + ξ2
(1− θ(τ + ξ2))(τ − i0)

λ
2

+ 1
2 f̂(τ)dτ.

Vamos estimar a norma de cada uma das funções acima.

Estimativa de u2:

Temos

‖u2‖2
Xs,b = c

∫ ∫
|û2|2〈ξ〉2s〈τ + ξ2〉2bdτdξ

= c

∫ ∫
〈ξ〉2s 〈τ + ξ2〉2b

|τ + ξ2|2
(1− θ(τ − ξ2))2|ξ|−2λ|τ |λ+1|f̂(τ)|2dτdξ

= c

∫
|τ |λ+1

(∫
|ξ|−2λ〈ξ〉2sdξ
〈τ + ξ2〉2−2b

)
|f̂(τ)|2dτ.

Para obtermos a estimativa requerida para u2, precisamos mostrar que

(2.43)

∫
|ξ|−2λ〈ξ〉2sdξ
〈τ + ξ2〉2−2b

≤ c〈τ〉s−λ−
1
2 .

Fazendo a mudança de variável η = ξ2, obtemos∫
|ξ|−2λ〈ξ〉2sdξ
〈τ + ξ2〉2−2b

≤ c

∫
|η|− 1

2
−λ〈η〉sdη

〈τ + η〉2−2b
= I(τ).

Se |τ | ≤ 1
2
, temos 〈τ + η〉 ∼ 〈η〉, então

I(τ) ≤ c

∫
|η|− 1

2
−λ〈η〉sdη

〈τ + η〉2−2b
≤ c

∫
|η|≤1

|η|−
1
2
−λ + c

∫
dη

〈η〉2−2b−s+ 1
2

+λ
≤ c,

pois λ < 1
2
, b < 1

2
e λ ≥ −1

2
+ s.

Agora suponha |τ | > 1
2

e |η| ≥ |τ |
2
.

Neste caso temos

I(τ) ≤ c

∫
〈η〉s− 1

2
−λ

〈τ + η〉2−2b
≤ c〈τ〉s−

1
2
−λ
∫

dη

〈τ + η〉2−2b
≤ c〈τ〉s−

1
2
−λ,

pois λ ≥ s− 1
2

e b < 1
2
.

Agora seja |τ | ≥ 1
2

e |η| ≤ |τ |
2

. Neste caso temos 〈τ + η〉 ≥ 1
2
〈τ〉, que implica em

I(τ) ≤ c〈τ〉2b−2

∫
|η|≤ |τ |

2

〈η〉s|η|−
1
2
−λ ≤ c〈τ〉2b−2〈τ〉s+

1
2
−λ ≤ 〈τ〉s−

1
2
−λ.
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onde a integral acima foi calculada separando nos casos s ≥ 0, s < 0 e usando 1
2

+ s− λ > 0

e λ < 1
2
. Assim, completamos a estimativa de u2.

Agora vamos estimar a função u3.

Pela definição de u3 temos que u3(x, t) = θ(t)eit∂
2
xφ(x), onde

φ̂(ξ) = (ξ − i0)−λ
∫

1− ψ(τ + ξ2)

τ + ξ2
(I−λ

2
− 1

2
f )̂(τ)dτ.

Então pelo Lema 2.1 é suficiente mostrarmos que

‖φ‖Hs(R) ≤ c‖f‖
H

2s+1
4

0 (R+)
.

Pela Afirmação 2.2 existe β ∈ S(R) tal que∫
τ

(
I−λ

2
− 1

2
f
)̂
(τ)β(τ + ξ2)dτ.

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e o fato de |β(τ−ξ2)| ≤ 〈τ−ξ2〉−N , para N >> 1,

obtemos

‖φ‖2
Hs ≤

∫
ξ

〈ξ〉2s|ξ|−2λ

(∫
τ

β(τ + ξ2)|τ |
λ+1
2 f̂(τ)dτ

)2

dξ

≤
∫
τ

(∫
ξ

|ξ|−2λ〈ξ〉2s〈τ + ξ2〉−2N+2dξ

)
|τ |λ+1|f̂(τ)|2dτ

≤
∫
τ

(∫
η

|η|−λ−
1
2 〈η〉s〈τ + η〉−2N+2dη

)
|τ |λ+1|f̂(τ)|2dτ.

Usando a estimativa (2.43), obtemos∫
η

|η|−λ−
1
2 〈η〉s〈τ + η〉−2N+2dη ≤ c〈τ〉s−λ−

1
2 .

Para estimarmos u1 usamos a expansão em série de potências para escrevermos

u1(x, t) =
∞∑
n=1

ψk(t)

k!
et∂

2
xφk(x),

onde ψk(t) = iktkψ(t) e φ̂k(ξ) = (ξ − i0)−λ
∫
τ
(τ + ξ2)k−1θ(τ + ξ2)(τ)

1
2

+λ
2 f̂(τ)dτ .

Pelo Lema 2.1 é suficiente mostrarmos que ‖φk‖Hs(R) ≤ c‖f‖
H

2s+1
4

0 (R)
. Pela propriedade

do suporte e pela desigualdade de Cauchy-Schwarz obtemos

‖φk‖2
Hs ≤

∫
ξ

〈ξ〉2s|ξ|−2λ

(∫
|τ+ξ2|≤1

|τ |
1
2

+λ
2 |f̂(τ)|dτ

)2

dξ

≤ c

∫
ξ

〈ξ〉2s|ξ|−2λ

∫
|τ+ξ2|≤1

|τ |λ+1|f̂(τ)|2dτdξ.
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Fazendo a mudança de variável η = ξ2 temos∫
|τ−ξ2|≤1

〈ξ〉2s|ξ|−2λdξ ≤ c

∫
|τ−η|≤1

|η|−
1
2
−λ〈η〉sdη ≤ c〈τ〉s−λ−

1
2 .

Combinando as expressões (3.28) e (3.29), chegamos em ‖φk‖Hs(R) ≤ c‖f‖
H

2s+1
4

0 R+
.

Assim conclúımos a prova do Lema.

2.3.3 Equação Linear de KdV

Nesta seção vamos obter as soluções expĺıcitas para os problemas lineares para a equação

de KdV nas semirretas à direita e à esquerda. Também vamos apresentar certas estimativas

destas soluções que estão contidas em [23].

O grupo livre e−t∂
3
x : S ′(R)→ S ′(R) associado à equação linear de KdV é dado por

e−t∂
3
xφ(x) =

{
eitξ

3

φ̂(ξ)
}̌

(x),

então

(2.44)

{
(∂t + ∂3

x)e
−t∂3xφ(x, t) = 0; (x, t) ∈ R× R

e−t∂
3
x(x, 0) = φ(x); x ∈ R,

no sentido das distribuições.

Em particular, se φ ∈ S(R) temos

(2.45) e−t∂
3
xφ(x) =

1

2π

∫
ξ

eiξxeitξ
3

φ̂(ξ)dξ,

Dado α ∈ R defina V α como o completamento de S ′(R2) da norma

(2.46) ‖u‖V α =

(∫ ∫
|ξ|≤1

〈τ〉2α|û(ξ, τ)|2dτdξ
) 1

2

.

Observação 2.4. O espaço V α foi definido em [23] para a estimativa bilinear, referente a

equação de KdV, ser válida.

O seguinte Lema descreve propriedades elementares do grupo et∂
3
x :

Lema 2.11. Sejam k ∈ R, 0 < b < 1. Se φ ∈ Hs(R), então
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(a) (Estimativa no Espaço) ‖et∂3xφ(x)‖
C
(
Rt;Hk(Rx)

) ≤ c‖φ‖Hk(R).

(b) (Estimativa no Tempo) ‖ψ(t)et∂
3
xφ(x)‖

C
(
Rx;H

k+1
3 (Rt)

) ≤ c‖φ‖Hk(R).

(c) (Estimativa no tempo da derivada) ‖ψ(t)∂xe
t∂3xφ(x)‖

C
(
Rx;H

k
3 (Rt)

) ≤ c‖φ‖Hk(R).

(d) (Estimativa nos Espaços de Bourgain) ‖ψ(t)et∂
3
xφ(x)‖Y k,b∩V α ≤ c‖φ‖Hk(R).

Demonstração. Consultar [23].

Definição 2.1. A função de Airy é definida por

(2.47) A(x) =
1

2π

∫
ξ

eixξeiξ
3

dξ.

Lema 2.12. A função de Airy A é limitada e cont́ınua em R. O valor de A(0) é dado por

1

3Γ( 2
3)

.

Demonstração. Veja a Proposição 4.1 de [11].

Agora vamos apresentar os operadores forçados de Duhamel introduzidos em [11]. Para

f ∈ C∞0 (R+), seja

Lkf(x, t) = 3

∫ t

0

e−(t−t′)∂3xδ0(x)I−2/3f(t′)dt′(2.48)

= 3

∫ t

0

∫
R
ei(t−t

′)ξ3eixξdξI−2/3f(t′)dt′

= 3

∫ t

0

∫
R

1

(t− t′)1/3
eiξ

3

eixξ/(t−t
′)1/3dξI−2/3f(t′)dt′

= 3

∫ t

0

A

(
x

(t− t′)1/3

)
I−2/3f(t′)

(t− t′)1/3
dt′.

Lema 2.13. Se f ∈ C∞0 (R+), então{
(∂t + ∂3

x)Lkf(x, t) = 3δ0(x)I− 2
3
f(t), (x, t) ∈ R× R,

Lkf(x, 0) = 0, x ∈ R.

no sentido das distribuições, isto é, em S ′(R2).

Demonstração. Uma integração por partes junto com o fato ∂t′e
−(t−t′)∂3xδ0(x) = ∂te

−(t−t′)∂3xδ0(x)

implica em ∂tLkf(x, t) = Lk∂tf(x, t).
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Agora, integrando por partes e usando o fato de f ∈ C∞0 (R+) obtemos

Lk∂tf(x, t) = 3

∫ t

0

e−(t−t′)∂3xδ0(x)I−2/3∂t′f(t′)dt′

= −3

∫ t

0

∂t′(e
−(t−t′)∂3xδ0(x))I−2/3f(t′)dt′ + 3e−(t−t′)∂3xδ(x)I− 2

3
f(t′)

∣∣∣∣∣
t′=t

t′=0

= −3

∫ t

0

∂3
x(e
−(t−t′)∂3xδ0(x))I− 2

3
∂′tf(t′)dt′ + δ(x)I− 2

3
f(t)

= −∂3
xLkf(x, t) + 3δ(x)I− 2

3
f(t).

Como queŕıamos mostrar.

O lema abaixo fornece propriedades de decaimento e continuidade da função Lkf(x, t)

para f ∈ C∞0 (R+).

Lema 2.14. Seja f ∈ C∞0 (R+). Para t ∈ [0, 1] fixado, as funções Lkf(·, t) e ∂xLkf(·, t) são

cont́ınuas em x para todo x ∈ R e satisfaz a condição de decaimento

|Lkf(x, t)|+ |∂xLkf(x, t)| ≤ ck‖f‖Hk+1〈x〉−k, ∀k ≥ 0.

Para t ∈ [0, 1] fixado, ∂2
xLkf(x, t) é cont́ınua em x se x 6= 0 e tem uma descontinuidade do

tipo salto de tamanho 3I 2
3
f(t) em x = 0. Além disso ∂2

xLkf(x, t) satisfaz

|∂2
xLkf(x, t)| ≤ ck‖f‖Hk+2〈x〉−k,

para todo k ≥ 0.

Demonstração. Consultar [23].

Usando o Lema anterior temos que se f ∈ C∞0 (R+), então Lkf(x, t) é cont́ınua em x ∈ R.

Como A(0) = 3Γ
(

2
3

)−1
, a segunda representação de Lkf(x, t) em (2.48) implica em

Lkf(0, t) = f(t).

Portanto definindo

(2.49) v(x, t) = e−t∂
3
xφ(x) + Lk(f − e−·∂3xφ|x=0)(x, t),
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resolvemos o problema linear

(2.50)


(∂t + ∂3

x)v(x, t) = 0, (x, t) ∈ R \ {0} × R,
v(x, 0) = φ(x), x ∈ R,
v(0, t) = f(t), t ∈ (0,+∞),

no sentido das distribuiçoes.

Agora vamos considerar a equação linear de KdV na semirreta à esquerda com duas

condições de fronteira. Considere o segundo operador forçante definido por Holmer em [23],

(2.51) L−1
k f(x, t) = ∂xLkI1/3f(x, t) = 3

∫ t

0

A′
(

x

(t− t′)1/3

)
I−1/3f(t′)

(t− t′)2/3
dt′.

Pelo Lema 2.14, se f ∈ C∞0 (R+), então L−1
k f(x, t) é cont́ınua em x para todo x ∈ R, e

como A′(0) = −(3Γ
(

1
3

)
)−1, a segunda representação de L−1

k f(x, t) nos fornece

L−1
k f(0, t) = −f(t).

Pelo Lema 2.13 temos

(2.52)

{
(∂t + ∂3

x)L−1
k f(x, t) = 3δ′0(x)I− 1

3
f ; (x, t) ∈ R× R,

Lkf(x, 0) = 0; x ∈ R,

no sentido das distribuições.

Pelo Lema 2.14 se f ∈ C∞0 (R+), então ∂xLkf(x, t) é cont́ınua em x para todo x ∈ R, e

como A′(0) = −(3Γ
(

1
3

)
)−1,

(2.53) ∂xLkf(0, t) = −I− 1
3
f(t).

Pelo Lema 2.14 ∂xL−1
k f(x, t) = ∂2

xLkI 1
3
f(x, t) é cont́ınua em x para x 6= 0 e tem uma

descontinuidade do tipo salto de tamanho 3I− 1
3
f(t) em x = 0. Usando o teorema fundamental

do cálculo

lim
x→0+

∂2
xLkf(x, t) = −

∫ +∞

0

∂3
yLkf(y, t)dy

=

∫ +∞

0

∂tLkf(y, t)dy

= 3

∫ +∞

0

A(y)dy

∫ t

0

∂tI− 2
3
f(t′)dt′

= I− 2
3
f(t).
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Logo,

lim
x→0−

∂xL−k f(x, t) = −2I− 1
3
f(t), lim

x→0+
∂xL−k f(x, t) = I− 1

3
f(t).

Portanto dadas h1(t) e h2(t) em C∞0 (R+) temos

Lkh1(0, t) + L−k h2(0, t) = h1(t)− h2(t),

lim
x→0−

I 1
3
∂x(Lkh1(x, ·) + ∂xL−k h2(x, ·))(t) = −h1(t)− 2h2(t),

lim
x→0+

I 1
3
∂x(Lkh1(x, ·) + ∂xL+

k h2(x, ·))(t) = −h1(t) + h2(t).

Dados v0, g(t) e h(t), definimos

[
h1

h2

]
=

1

3

[
2 −1
−1 −1

][
g − e·∂3xv0|x=0

I 1
3
(h− ∂xe·∂

3
xv0)

]
.

Portanto, definindo v(x, t) = e−t∂
3
xv0(x) + Lkh1(x, t) + L−k h2(x, t), temos

(2.54)


(∂t + ∂3

x)v(x, t) = 0, (x, t) ∈ R \ {0} × R,
v(x, 0) = v0(x), x ∈ R,
v(0, t) = g(t), t ∈ (−∞, 0),

limx→0− ∂xv(x, t) = h(t), t ∈ (−∞, 0),

no sentido das distribuições.

Assim tomando restrição resolvemos o análogo PVIF em R−.

2.3.4 Uma famı́lia anaĺıtica de operadores forçantes associada ao
grupo de Airy

Em [11] foi obtido resultado de boa colocação local para o PVIF para a equação de KdV

na semirreta, isto é,
∂tv + ∂3

xv + ∂x(v
2) = 0; (x, t) ∈ (0,+∞)× (0, T ),

v(x, 0) = v0(x); x ∈ (0,+∞),

v(0, t) = f(t), t ∈ (0, T ),

para u0 ∈ L2(R+), f ∈ H
1
3 (R+). Posteriormente em [22] foi obtido resultado de baixa

regularidade, para u0 ∈ Hk(R+), f ∈ H
k+1
3 (R+), com −3

4
< k < 3

2
, k 6= 1

2
. Para isto foi

necessário introduzir uma famı́lia anaĺıtica de operadores Lλk, que generaliza o operador Lk

de Colliander e Kenig. Como vamos trabalhar em espaços de baixa regularidade, também
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trabalharemos com esta famı́lia de operadores. A prova dos resultados desta seção seguem

as mesmas ideias dos resultados obtidos na seção 2.3.2, por isso resolvemos não fazê-las aqui.

O leitor interessado na prova destes resultados, pode consultar [21] ou [23].

Para λ ∈ C, tal que Re λ > −3 e g ∈ C∞0 (R+) defina

Lλ−kg(x, t) =

[
xλ−1

+

Γ(λ)
∗ Lk

(
I−λ

3
g
)
(·, t)

]
(x),

onde ∗ denota a convolução de distribuições. Para
xλ−1
−

Γ(λ)
= eiπλ

(−x)λ−1
+

Γ(λ)
, defina

Lλ+kg(x, t) =

[
xλ−1
−

Γ(λ)
∗ Lk

(
I−λ

3
g
)
(·, t)

]
(x).

Em particular, se Re λ > 0 temos

Lλ−kg(x, t) =
1

Γ(λ)

∫ x

−∞
(x− y)λ−1Lk

(
I−λ

3
g
)
(y, t)dy,

Lλ+kg(x, t) =
1

Γ(λ)

∫ +∞

x

(y − x)λ−1Lk

(
I−λ

3
g
)
(y, t)dy.

Para Re λ > −3 temos

(2.55) Lλ−kg(x, t) = 3
x

(λ+3)−1
+

Γ(λ+ 3)
I− 2

3
−λ

3
g(t)−

∫ x

−∞

(x− y)(λ+3)−1

Γ(λ+ 3)
Lk

(
∂tI−λ

3
g
)
(y, t)dy,

(2.56) Lλ+kg(x, t) = 3
x

(λ+3)−1
−

Γ(λ+ 3)
I− 2

3
−λ

3
g(t) + eiπλ

∫ x

−∞

(y − x)(λ+3)−1

Γ(λ+ 3)
Lk

(
∂tI−λ

3
g
)
(y, t)dy.

Usando (2.55) e (2.56) obtemos

(∂t + ∂3
x)Lλ−kg(x, t) = 3

xλ−1
+

Γ(λ)
I− 2

3
−λ

3
g(t),

e

(∂t + ∂3
x)Lλ+kg(x, t) = 3

xλ−1
−

Γ(λ)
I− 2

3
−λ

3
g(t).
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Lema 2.15. (Propriedades de decaimento e continuidade espacial para Lλ±kg(x, t).) Seja

g ∈ C∞0 (R+) e fixe t ≥ 0, então

L−2
±kg = ∂2

xLkI 2
3
g, L−1

±kg = ∂xLkI 1
3
g, L0

±kg = Lkg.

Além disso, L−2
±kg(x, t) tem uma descontinuidade do tipo salto de tamanho 3g(t) em x = 0,

caso x 6= 0, L−2
±kg(x, t) é cont́ınua em x. Para λ > −2, Lλ±kg(x, t) é cont́ınua em x para todo

x ∈ R. Para −2 ≤ λ ≤ 1, 0 ≤ t ≤ 1, Lλ−kg(x, t) satisfaz as cotas de decaimento

|Lλ−kg(x, t)| ≤ cm,λ,g〈x〉−m, ∀x ≤ 0,∀m ≥ 0.

|Lλ−kg(x, t)| ≤ cλ,g〈x〉λ−1, ∀x ≥ 0.

Para −2 ≤ λ ≤ 1, 0 ≤ t ≤ 1, Lλ+kg(x, t) satisfaz as cotas de decaimento

|Lλ+kg(x, t)| ≤ cm,λ,g〈x〉−m, ∀x ≥ 0,∀m ≥ 0.

|Lλ+kg(x, t)| ≤ cλ,g〈x〉λ−1, ∀x ≤ 0.

Lema 2.16. (Valores de Lλ±kg(x, t) em x = 0) Para Re λ > −2,

Lλ−kg(0, t) = 2sen
(π

3
λ+

π

6

)
g(t),

Lλ+kg(0, t) = eiπλg(t).

Seja f(t) ∈ C∞0 (R+), utilizando os Lemas 2.15 e 2.16 temos que

(2.57) v(x, t) = e−πλiLλ+kf(x, t)

é cont́ınua em x e em x = 0 vale, v(0, t) = f(t). Portanto v(x, t) resolve o problema linear

(2.58)


(∂t + ∂3

x)v(x, t) = 0, (x, t) ∈ (0,+∞)× R,
v(x, 0) = 0, x ∈ (0,+∞),

v(0, t) = f(t), t ∈ (0, T ).

Agora vamos resolver a seguinte versão linear do PVIF linear em R−,

(2.59)


(∂t + ∂3

x)v(x, t) = 0, (x, t) ∈ R− × R,
v(x, 0) = 0, x ∈ R−,
v(0, t) = g(t), t ∈ (0, T ),

∂xv(0, t) = h(t), t ∈ (0, T ).
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fazendo uso da famı́lia anaĺıtica Lλ−k.

Considere −1 < λ1, λ2 < 1, h1, h2 ∈ C∞0 (R+) e seja

(2.60) v(x, t) = Lλ1−kh1(x, t) + Lλ2−kh2(x, t).

Pelo Lema 2.15, u(x, t) é cont́ınua em x. Em x = 0, usando o Lema 2.16, temos

v(0, t) = 2sen
(π

3
λ1 +

π

6

)
h1(t) + 2sen

(π
3
λ1 +

π

6

)
h2(t),

∂xv(x, t) = Lλ1−1
−k I− 1

3
h1(t) + Lλ2−1

−k I− 1
3
h2(t).

Pelo Lema 2.15, ∂xv(x, t) é cont́ınua em x = 0 e usando o Lema 2.16,

(2.61) ∂xv(0, t) = 2sen
(π

3
λ1 −

π

6

)
h1(t) + 2sen

(π
3
λ1 −

π

6

)
h2(t),

Em termos de matrizes podemos escrever[
v(0, t)

I−1/3∂xv(0, t)

]
= 2

[
sen

(
π
3
λ1 + π

6

)
sen

(
π
3
λ2 + π

6

)
sen

(
π
3
λ1 − π

6

)
sen

(
π
3
λ2 − π

6

) ] [ h1(t)
h2(t)

]
.

Usando identidades trigonométricas básicas vemos que a matriz 2× 2 tem determinante
√

3senπ
3
(λ2 − λ1) que é não nulo se λ1 − λ2 6= 3n para n ∈ Z. Portanto, para quaisquer

−1 < λ1, λ2 < 1, com λ1 6= λ2 definimos

[
h1(t)
h2(t)

]
= A

[
g(t)
I1/3h(t)

]
,

onde

(2.62) A =
1

2
√

3sen π/3(λ2 − λ1)

[
sen

(
π
3
λ2 − π

6

)
−sen

(
π
3
λ2 + π

6

)
−sen

(
π
3
λ1 − π

6

)
sen

(
π
3
λ1 + π

6

) ]
.

Assim v(x, t) resolve (2.59).

A seguir enunciamos as estimativas da classe Lλ±k.

Lema 2.17. Se k ∈ R, então
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(a) (Estimativa no espaço) Se k − 5
2
< λ < k + 1

2
, λ < 1

2
e supp f ⊂ [0, 1], então

‖Lλ±kg(x, t)‖
C
(
Rt;Hk

x

) ≤ c‖g‖
H
k+1
3

0 (R+)
.

(b) (Estimativa no tempo) Se −2 < λ < 1, então

‖ψ(t)Lλ±kg(x, t)‖
C
(
Rx;H

k+1
3

0 (R+
t )
) ≤ c‖g‖

H
k+1
3

0 (R+)
.

(c) (Estimativas no tempo da derivada) Se −1 < λ < 2, então

‖ψ(t)∂xLλ±kg(x, t)‖
C
(
Rx;H

k
3
0 (R+

t )
) ≤ c‖g‖

H
k+1
3

0 (R+)
.

(d) (Espaços de Bourgain) Se k − 1 ≤ λ < k + 1
2
, λ < 1

2
, α ≤ s−λ+2

3
e 0 ≤ b < 1

2
, então

‖ψ(t)Lλ±kg(x, t)‖Y k,b∩V α ≤ c‖g‖
H
k+1
3

0 (R+)
.

Observação 2.5. As restrições de s e λ no Lema acima motivaram Holmer a introduzir a

famı́lia anaĺıtica de operadores Lλ±k ao invés de trabalhar somente com Lk.

2.4 Estimativas para o operador Duhamel

O operador solução não homogênea de Duhamel associado ao grupo livre de Schrödinger

é definido por

Sw(x, t) = −i
∫ t

0

ei(t−t
′)∂2xw(x, t′)dt′,

então, no sentido das distribuições temos

(2.63)

{
(i∂t + ∂2

x)Sw(x, t) = w(x, t), (x, t) ∈ R× R
Sw(x, t) = 0, x ∈ R.

Analogamente definimos o operador solução não homogênea de Duhamel para o grupo

associado a equação linear de KdV por

Kw(x, t) =

∫ t

0

e−(t−t′)∂3xw(x, t′)dt′,

então, no sentido das distribuições temos

(2.64)

{
(∂t + ∂3

x)Kw(x, t) = w(x, t), (x, t) ∈ R× R
Kw(x, t) = 0, x ∈ R.
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A seguir vamos definir alguns espaços modificados do tipo Bourgain.

Definamos W s,b como o completamento de S ′(R2) cuja norma é

‖u‖W s,b =

(∫ ∫
ξ,τ

〈τ〉s〈τ + ξ2〉2b|û(ξ, τ)|2dξdτ
) 1

2

.

Definamos U s,b como o completamento de S ′(R2) munido da seguinte norma

‖u‖Uk,b =

(∫ ∫
〈τ〉

2k
3 〈τ − ξ3〉2b|û(ξ, τ)|2dξdτ

) 1
2

.

2.4.1 Estimativas para o operador Duhamel associado ao grupo de
Schrödinger

O próximo Lema nos fornece as estimativas para o operador S.

Lema 2.18. (a) Estimativa no espaço:

Se −1
2
< d < 0 e s ∈ R, então

‖ψ(t)Sw(x, t)‖
C
(
Rt;Hs(Rx)

) ≤ c‖w‖Xs,d .

(b) Estimativa no tempo:

Se −1
2
< c < 0, então

‖ψ(t)Sw(x, t)‖
C
(
Rx;H

2s+1
4 (Rt)

) ≤ { c‖w‖Xs,d , se − 1
2
≤ s ≤ 1

2
,

c(‖w‖W s,d + ‖w‖Xs,d), ∀s ∈ R.

(c) Estimativa em espaços de Bourgain:

Se −1
2
< c ≤ 0 ≤ b ≤ c+ 1, então

‖ψ(t)Sw(x, t)‖Xs,b ≤ ‖w‖Xs,d .

Observação 2.6. No item (b) para s > 1
2
, precisamos trabalhar com o espaço de Bourgain

modificado W s,b. Devido a este fato, para s > 1/2 só tratamos o PVIF (2.2) e (2.3) no caso

ressonante, isto é, quando β = 0.
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Demonstração. Para provar (a) usamos (sgn(x))ˆ = 2
i
v.p. 1

ξ
, (I−1/2f)ˆ(τ) = (τ − i0)1/2, para

escrevermos

ψ(t)

∫ t

0

ei(t−t
′)∂2xw(·, t′)dt′ = ψ(t)

∫
ξ

eixξ
∫
τ

eitτ − e−itξ2

τ + ξ2
ŵ(ξ, τ)dτdξ

= ψ(t)

∫
ξ

eixξ
∫
|τ+ξ2|≤1

eitτ − e−itξ2

τ + ξ2
ŵ(ξ, τ)dτdξ

+ψ(t)

∫
ξ

eixξ
∫
|τ+ξ2|>1

eitτ − e−itξ2

τ + ξ2
ŵ(ξ, τ)dτdξ

= ŵ1 + ŵ2.

Para estimarmos w1 usamos∣∣∣∣∣ψ(t)
eitτ − e−itξ2

τ + ξ2

∣∣∣∣∣ ≤ c, se|τ + ξ2| ≤ 1,

junto com a desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Para estimarmos w2 usamos∣∣∣∣∣ψ(t)
eitτ − e−itξ2

τ + ξ2

∣∣∣∣∣ ≤ c〈τ + ξ2〉−1, se|τ + ξ2| > 1,

junto com a desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Agora vamos provar (b). Seja θ(τ) ∈ C∞(R) tal que θ(τ) = 1 se |τ | < 1
2

e supp θ ⊂ [−2
3
, 2

3
].

Temos

Fx
(
ψ(t)

∫ t

0

e−i(t−t
′)∂2xw(x, t′)dt′

)
= ψ(t)

∫ t

0

ei(t−t
′)ξ2Fxw(ξ, t′)dt′

= ψ(t)

∫
τ

eitτ − e−itξ2

τ + ξ2
ŵ(ξ, τ)dτ

= ψ(t)e−itξ
2

∫
τ

eit(τ+ξ2) − 1

τ + ξ2
θ(τ − ξ2)ŵ(ξ, τ)dτ

+ψ(t)

∫
τ

eitτ
1− θ(τ + ξ2)

τ + ξ2
ŵ(ξ, τ)dτ

−ψ(t)e−itξ
2

∫
τ

1− θ(τ + ξ2)

τ + ξ2
ŵ(ξ, τ)dτ

= Fxw1 −Fxw2 + Fxw3.

Por expansão em série de potência, temos

w1(x, t) =
∞∑
k=1

ψk(t)

k!
e−t∂

2
xφk(x),
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onde

ψk(t) = iktkθ(t) e φ̂k(ξ) =

∫
τ

(τ + ξ2)k−1θ(τ + ξ2)ŵ(ξ, τ)dτ.

Usando o Lema 2.1 (b), obtemos:

‖w1(x, ·)‖2

H
2s+1

4
=

∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

ψk(t)

k!
e−t∂

2
xφk(x)

∥∥∥∥∥
H

2s+1
4

≤ c

∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

e−t∂
2
xφk(x)

∥∥∥∥∥
H

2s+1
4

t

≤ c

∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

φk(x)

∥∥∥∥∥
Hs
x

.

Agora pela definição de φk e pela desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

‖φk‖2
Hx =

∫
ξ

〈ξ〉2s
[∫
|τ+ξ2|≤ 2

3

∞∑
k=1

(τ + ξ2)k−1θ(τ + ξ2)û(ξ, τ)dτ

]2

dξ

≤ c

∫
ξ

〈ξ〉2s
∫
τ

〈τ + ξ2〉2d|û(ξ, τ)|2dτdξ.

Isto completa a estimativa de w1.

Agora vamos estimar w2. Pela fórmula de inversão temos

(2.65) w2(x, t) = θ(t)

∫
τ

eitτ
∫
ξ

eixξ
1− ψ(τ + ξ2)

τ + ξ2
ŵ(ξ, τ)dξdτ.

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

‖w2‖
C
(
Rx;H

2s+1
4 (Rt)

) ≤ c

∫
τ

〈τ〉
2s+1

2

[∫
ξ

〈τ + ξ2〉−1|ŵ(ξ, τ)|dξ
]2

dτ

≤ c

∫
τ

〈τ〉
2s+1

2 G(τ)

∫
〈τ + ξ2〉2d|ŵ(ξ, τ)|2dξdτ.

onde

G(τ) =

∫
〈τ + ξ2〉−2−2ddξ ≤

∫
η

〈τ + η〉−2−2d|η|−
1
2dη.

Precisamos mostrar que G(τ) ≤ c〈τ〉− 1
2 . Vamos mostrar isto em alguns casos.

Inicialmente suponha |τ | ≤ 1
2
, então 〈τ − η〉 ∼ 〈η〉. Logo

|G(τ)| ≤
∫
η

〈η〉−2−2d|η|−
1
2 ≤ c,

pois 2 + 2d > 1.
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Suponha |η| << |τ |, então neste caso temos 〈τ + η〉 ∼ 〈η〉. Assim temos

(2.66) G(τ) ≤ 〈τ〉−2−2d

∫
|η|<<|τ |

|η|−
1
2dη ≤ 〈τ〉−

3
2
−2d ≤ 〈τ〉−

1
2 ,

pois −3
2
− 2d ≤ −1

2
.

Agora consideremos o caso |η| ∼ |τ | ≥ 1
2

ou |η| >> |τ | ≥ 1. Como d > −1
2

obtemos

(2.67) G(τ) ≤ |τ |−
1
2

∫
η

〈τ + η〉−2−2ddη ≤ 〈τ〉−
1
2 .

Reunindo estas estimativas, obtemos

‖w2‖
C
(
Rx;H

2s+1
4 (Rt)

) ≤ (∫ ∫ 〈τ〉s〈τ − ξ2〉2d|ŵ2(ξ, τ)|2dξdτ
)1/2

, ∀s ∈ R.

Agora vamos estimar w2 no caso em que s ∈ [−1/2, 1/2].

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

‖w2‖
H

2s+1
4
≤
∫
τ

〈τ〉
2s+1

2 G(τ)

∫
〈τ + ξ2〉2d〈ξ〉2s|ŵ2(ξ, τ)|2dξdτ,

onde

G(τ) =

∫
〈τ − ξ2〉−2−2d〈ξ〉−2sdη ≤ c

∫
η

〈τ − η〉−2−2d|η|−
1
2 〈η〉−sdη.

Afirmamos que G(τ) ≤ c〈τ〉− 2s+1
2 . Vamos provar isto separando em alguns casos.

Se |τ | ≤ 1
2
, então 〈τ − η〉 ∼ 〈η〉, logo

G(τ) ≤ c

∫
〈η〉−2−2d−s|η|−

1
2 .

Esta integral é limitada se 5
2

+s+2d > 1. Como c > −1
2
, então a integral converge se s > −1

2
.

Se 2|η| ≤ |τ |, então 〈τ + η〉 ∼ 〈τ〉, então como s < 1
2

e d > −1
2

temos

G(τ) ≤ c〈τ〉−2−2d

∫
2|η|≤|τ |

〈η〉−s|η|−
1
2dη

≤ c〈τ〉−2−2d−s+ 1
2 ≤ c.

Se |η| ∼ |τ | ≥ 1
2

ou 1
2
≤ |τ | ≤ 100|η|, então como d > −1

2
e s > −1

2
obtemos

(2.68) G(τ) ≤ c〈τ〉−
1
2
−s
∫
〈τ + η〉−2−2ddη ≤ c.

Isto conlui a estimativa de w2 quando −1
2
≤ s ≤ 1

2
.
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Como −1
2
≤ s < 1

2
e −1

2
< d < 0, temos G(τ) ≤ 〈τ〉− 2s+1

2 . Isto completa a estimativa de

w2.

Agora vamos estimar w3. Note que w3 = ψ(t)e−it∂
2
xφ(x), onde

φ̂(ξ) =

∫
τ

1− θ(τ + ξ2)

τ + ξ2
ŵ(ξ, τ)dτ.

Usando o Lema 2.1(b) e a desigualdade de Cauch-Schwarz temos

‖w3‖
C
(
R;H

2s+1
4 (R)

) = ‖ψ(t)e−it∂
2
xφ(x)‖

C
(
R;H

2s+1
4 (R)

)
≤ ‖φ‖Hs(R)

= c

∫
ξ

〈ξ〉2s
[∫

τ

1− θ(τ + ξ2)

〈τ + ξ2〉
|ŵ(ξ, τ)|dτ

]2

dξ

≤ c

∫
ξ

〈ξ〉2s
∫
τ

|ŵ(ξ, τ)|2〈τ + ξ2〉2ddτ
∫

1

〈τ + ξ2〉2−2d
dτdξ.

Como d > −1
2
, temos

∫
1

〈τ+ξ2〉2−2ddτ ≤ c. Finalizando a estimativa de w3.

A prova de (c) segue do Lema 1.7.

2.4.2 Estimativas para o operador Duhamel associado ao grupo de
Airy

O próximo Lema nos fornece as estimativas para K.

Lema 2.19. (a) Estimativa no espaço:

Seja −1
2
< d < 0 e s ∈ R, então

‖ψ(t)Kw(x, t)‖
C
(
Rt;Hk(Rx)

) ≤ c‖w‖Y k,d ,

(b) Estimativa no tempo:

Se −1
2
< d < 0 , então

‖ψ(t)Kw(x, t)‖
C
(
Rx;H

k+1
3 (Rt)

) ≤ { c‖w‖Y k,d , se, −1 ≤ s ≤ 1
2
;

c(‖w‖Y k,d + ‖w‖Uk,d), ∀s ∈ R.
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(c) Estimativa da derivada no tempo:

Se −1
2
< d < 0 , então

‖ψ(t)∂xKw(x, t)‖
C
(
Rx;H

k
3
t (R)

) ≤ { c‖w‖Y k,d , se, 0 ≤ s ≤ 3
2
;

c(‖w‖Y k,d + ‖w‖Uk,d), ∀s ∈ R.

(d) Estimativa em espaços de Bourgain:

Seja 0 < b < 1
2

e α < 1
2
− b, então

‖ψ(t)Kw(x, t)‖Y k,b∩V α ≤ ‖w‖Y k,−b .

Demonstração. Consultar [23].

2.5 Estimativas não lineares

Nesta seção vamos obter as estimativas não lineares, em espaços de Bourgain, necessárias

em nosso trabalho. Na Seção 2.5.1 vamos enunciar certas estimativas já conhecidas de outros

trabalhos e na Seção 2.5.2 vamos obter as estimativas não lineares associadas aos termos de

acoplamento do sistema SK.

2.5.1 Estimativas conhecidas

A seguir vamos enunciar algumas estimativas não lineares que foram obtidas em outros

trabalhos.

Proposição 2.1. Seja 0 ≤ s < 1
2
. Se 1−s

3
< b < 1

2
, então existe c ∈ (−1

2
, 0) tal que∥∥u1u2u3

∥∥
Xs,c ≤ c‖u1‖Xs,b‖u2‖Xs,b‖u3‖Xs,b .

Demonstração. Consultar [18].

Proposição 2.2. Seja s > −3
4
. Se max{ 5

12
− s

9
, 1

4
− s

3
, 3

10
− s

15
, 1

4
} < b < 1

2
, então

(2.69)
∥∥∂x(uv)

∥∥
Y k,−b

≤ c‖u‖Y k,b∩V α‖v‖Y k,b∩V α .

Demonstração. Consultar [23].

Observação 2.7. Em [23] foi introduzido o fator de correção V α para a estimativa bilinear

valer no caso b < 1
2
.
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2.5.2 Estimativas dos termos acoplados

A seguir vamos obter as estimativas referentes aos termos de acoplamento.

Proposição 2.3. Sejam s, k, a, b ∈ R, tais que k − |s| > −1 e 7
18
< a < b < 1

2
. Então existe

uma constante c = c(s, k, a, b) > 0, tal que para quaisquer u ∈ Xs,b e v ∈ Y k,b vale a seguinte

estimativa:

‖uv‖Xs,−a ≤ c‖u‖Xs,b‖v‖Y k,b .

Proposição 2.4. Sejam s, k, a, b ∈ R, tais que 1
2
≤ s ≤ 2a, 1

3
< a < b < 1

2
, k > s − 2a.

Então existe uma constante c = c(s, k, a, b) > 0, tal que para quaisquer u ∈ Xs,b e v ∈ Y k,b

vale a seguinte estimativa:

‖uv‖W s,−a ≤ c‖u‖Xs,b‖v‖Y k,b .

Observação 2.8. Na estimativa acima restringimos nossa análise na imagem s > 1/2, pois

quando s < 1/2, na estimativa do operador Duhamel, do Lema 2.18, a implementação do

espaço W s,−a não é necessária. Além disso a restrição s ≤ 2a é suficiente para nossos

objetivos, visto que pelo Lema 2.10, estamos limitando nossa análise no conjunto s < 1.

Proposição 2.5. Sejam s, k, a, b ∈ R tais que s ≥ 0, k ≤ min{s + 3b − 1, 4s + 2a − 3/2}

e 3/8 < a ≤ b < 1
2
. Então para quaisquer u1, u2 ∈ Xs,b, existe uma constante positiva

c = c(a, b, s, k), tal que para quaisquer u1, u2 ∈ Xs,b vale a seguinte estimativa:

‖∂x(u1u2)‖Y k,−a ≤ c‖u1‖Xs,b‖u2‖Xs,b .

Proposição 2.6. Sejam s, k, a, b ∈ R satisfazendo 0 ≤ k ≤ min{3a, k ≤ 2s + 6b + 3a − 7
2
},

s > 1
4

e 1
4
< b < 1

2
. Então existe uma constante c = c(k, s, b, a) tal que para quaisquer

u1, u2 ∈ Xs,b vale a seguinte estimativa:

‖∂x(u1u2)‖Uk,−a ≤ c‖u1‖Xs,b‖u2‖Xs,b .

Proposição 2.7. Sejam s, k, a, b satisfazendo 2b + s > 1, 1
4
< b < 1

2
, k ≤ 0, s ≤ 3a − 1/2.

Então existe uma constante c = c(k, s, b, a) tal que para quaisquer u1, u2 ∈ Xs,b vale a seguinte

estimativa:

‖∂x(u1u2)‖Uk,−a ≤ c‖u1‖Xs,b‖u2‖Xs,b .
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Observação 2.9. Esta estimativa será necessária quando tratarmos do problema 2.3, devido

ao Lema 2.19. Como 2b + s > 1 e b < 1/2, esta estimativa não é aplicável quando s = 0.

Devido a isto, no problema 2.3, nossos resultados não envolve a regularidade s = 0.

Prova da Proposição 2.3:

Provaremos esta proposição seguindo as ideias da prova de uma similar estimativa obtida

por Corcho e Linares em [12]. Essencialmente precisamos substituir os cálculos técnicos, por

uma versão adequada para b < 1
2
.

Defina f(ξ, τ) = 〈τ + ξ2〉b〈ξ〉sû(ξ, τ) e g(ξ, τ) = 〈τ − ξ3〉b〈ξ〉kv̂(ξ, τ).

Seja I(φ1, φ2) =
∫ ∫

φ1φ2dxdy.

Pela definição de Xs,−a e por dualidade,

‖uv‖Xs,−a = ‖〈τ + ξ2〉−a〈ξ〉sûv(ξ, τ)‖L2
τL

2
ξ

=

∥∥∥∥ 〈ξ〉s

〈τ + ξ2〉a
û ∗ v̂(ξ, τ)

∥∥∥∥
L2
τL

2
ξ

= sup
‖φ‖

L2
τL

2
ξ
≤1

∣∣∣∣I ( 〈ξ〉s

〈τ + ξ2〉a
û ∗ v̂, φ

)∣∣∣∣
= sup

‖φ‖
L2
τL

2
ξ
≤1

|W (u, v, φ)|,

onde

W (u, v, φ) = I

(
〈ξ〉s

〈τ + ξ2〉a

{
f

〈τ + ξ2〉b〈ξ〉s
∗ g

〈τ − ξ3〉b〈ξ〉k

}
, φ

)
=

∫
R4

〈τ + ξ2〉−a〈ξ〉sg(ξ1, τ1)f(ξ − ξ1, τ − τ1)φ(τ, ξ)

〈τ1 − ξ3
1〉b〈ξ1〉k〈τ − τ1 + (ξ − ξ1)2〉b〈ξ − ξ1〉s

dτ1dξ1dτdξ

:=

∫
R1

+

∫
R2

+

∫
R3

:= W1 +W2 +W3

onde R4 = R1 ∪R2 ∪R3, e os Ri serão definidos a seguir.

Inicialmente defina os conjuntos A, B, C, por

A = {(ξ, ξ1, τ, τ1) ∈ R4 : |ξ1| ≤ 2},

B = {(ξ, ξ1, τ, τ1) ∈ R4 : |ξ1| > 2, |ξ2
1 − ξ1 + 2ξ| ≤ 1

2
|ξ1|2 ≤ |3ξ2

1 − 2ξ1 + 2ξ|},

C = {(ξ, ξ1, τ, τ1) ∈ R4 : |ξ1| > 2, |ξ2
1 − ξ1 + 2ξ| ≥ 1

2
|ξ1|2}.
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Como o conjunto

D = {(ξ, ξ1, τ, τ1) ∈ R4; |3ξ2
1 − 2ξ1 + 2ξ| < 1

2
|ξ1|2, |ξ2

1 − ξ1 + 2ξ| < 1

2
|ξ1|2, |ξ1| > 2}

é vazio, vemos que R4 = A ∪ B ∪ C.

Para todo (ξ, ξ1, τ, τ1) em C temos

(2.70) |τ + ξ2|+ |τ1 − ξ3
1 |+ |τ − τ1 + (ξ − ξ1)2| ≥ |ξ3

1 − ξ2
1 + 2ξξ1| ≥

1

2
|ξ1|3.

Agora decompomos C = C1 ∪ C2 ∪ C3,

C1 = {(ξ, ξ1, τ, τ1) ∈ C; max{|τ1 − ξ3
1 |, |τ − τ1 + (ξ − ξ1)2|, |τ + ξ2|} = |τ + ξ2|},

C2 = {(ξ, ξ1, τ, τ1) ∈ C; max{|τ1 − ξ3
1 |, |τ − τ1 + (ξ − ξ1)2|, |τ + ξ2|} = |τ1 − ξ3

1 |},

C3 = {(ξ, ξ1, τ, τ1) ∈ C; max{|τ1 − ξ3
1 |, |τ − τ1 + (ξ − ξ1)2|, |τ + ξ2|} = |τ − τ1 + (ξ − ξ1)2|}.

Assim em C1 temos |τ + ξ2| ≥ 1
6
|ξ1|3, em C2 temos |τ1 − ξ3

1 | ≥ 1
6
|ξ1|3 e em C3 temos

|τ − τ1 + (ξ − ξ1)2| ≥ 1
6
|ξ1|3.

Por fim, definimos os conjuntos:

R1 = A ∪ B ∪ C1, R2 = C2, R3 = C3.

Para estimarmos W1 usamos as desigualdades de Cauchy-Schwarz e Hölder para obtermos

|W1|2 ≤ ‖φ‖2
L2
τL

2
ξ

×
∥∥∥∥ 〈ξ〉s

〈τ + ξ2〉a

∫ ∫
g(ξ1, τ1)f(ξ − ξ1, τ − τ1)χR1dτ1dξ1

〈τ1 − ξ3
1〉b〈ξ1〉k〈τ − τ1 + (ξ − ξ1)2〉b〈ξ − ξ1〉s

∥∥∥∥2

L2
τL

2
ξ

≤
∫ ∫

〈ξ〉2s

〈τ + ξ2〉2a

∣∣∣∣∫ ∫ g(ξ1, τ1)f(ξ − ξ1, τ − τ1)χR1dτ1dξ1

〈τ1 − ξ3
1〉b〈ξ1〉k〈τ − τ1 + (ξ − ξ1)2〉b〈ξ − ξ1〉s

∣∣∣∣2 dτdξ
≤
∫ ∫

〈ξ〉2s

〈τ + ξ2〉2a

(∫ ∫
χR1dτ1dξ1

〈τ1 − ξ3
1〉2b〈ξ1〉2k〈τ − τ1 + (ξ − ξ1)2〉2b〈ξ − ξ1〉2s

)
×
(∫ ∫

|g(ξ1, τ1)|2|f(ξ − ξ1, τ − τ1)|2dτ1dξ1

)
dτdξ

≤ ‖f‖2
L2
τL

2
ξ
‖g‖2

L2
τ1
L2
ξ1

×
∥∥∥∥ 〈ξ〉2s

〈τ + ξ2〉2a

∫ ∫
χR1dτ1dξ1

〈τ1 − ξ3
1〉2b〈ξ1〉2k〈τ − τ1 + (ξ − ξ1)2〉2b〈ξ − ξ1〉2s

∥∥∥∥
L∞τ L

∞
ξ

= ‖u‖2
Xs,b‖v‖2

Y k,b

×
∥∥∥∥ 〈ξ〉2s

〈τ + ξ2〉2a

∫ ∫
χR1dτ1dξ1

〈τ1 − ξ3
1〉2b〈ξ1〉2k〈τ − τ1 + (ξ − ξ1)2〉2b〈ξ − ξ1〉2s

∥∥∥∥
L∞τ L

∞
ξ

.
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Para estimarmos W2 fazemos a mudança f̃(ξ, τ) = f(−ξ,−τ), integrando primeiro sobre

τ e ξ obtemos

|W2|2 ≤ ‖g‖2
L2
τ1
L2
ξ1

×

∥∥∥∥∥ 1

〈ξ1〉k〈τ1 − ξ3
1〉b

∫ ∫
〈ξ〉sf̃(ξ1 − ξ, τ1 − τ)φ(τ, ξ)χR2dτdξ

〈τ + ξ2〉a〈τ − τ1 + (ξ − ξ1)2〉b〈ξ − ξ1〉s

∥∥∥∥∥
2

L2
τ1
L2
ξ1

≤ ‖g‖2
L2
τ1
L2
ξ1

‖f̃‖2
L2
τ1
L2
ξ1

×
∥∥∥∥ 1

〈ξ1〉2k〈τ1 − ξ3
1〉2b

∫ ∫
〈ξ〉2sχR2dτdξ

〈τ + ξ2〉2a〈τ − τ1 + (ξ − ξ1)2〉2b〈ξ − ξ1〉2s

∥∥∥∥2

L∞τ1L
∞
ξ1

= ‖u‖2
Xs,b‖v‖2

Y k,b

×
∥∥∥∥ 1

〈ξ1〉2k〈τ1 − ξ3
1〉2b

∫ ∫
〈ξ〉2sχR2dτdξ

〈τ + ξ2〉2a〈τ − τ1 + (ξ − ξ1)2〉2b〈ξ − ξ1〉2s

∥∥∥∥2

L∞τ1L
∞
ξ1

.

Note que f̃(ξ, τ) = 〈ξ〉s〈τ − ξ2〉bû(−ξ,−τ) e ‖f̃(ξ, τ)‖L2
ξL

2
τ

= ‖f‖L2
ξL

2
τ

= ‖u‖Xs,b .

Agora usando a mudança de variáveis τ = τ1 − τ2 e ξ = ξ1 − ξ2, a terceira região R3 é

transformada na região R̃3 definida por

(2.71) R̃3 ⊂ {(ξ1, ξ2, τ1, τ2) ∈ R4;
1

2
|ξ1|3 ≤ |ξ3

1 + ξ2
1 − 2ξ1ξ2| ≤ 3|τ2 − ξ2

2 |, e, |ξ1| ≥ 2}.

Analogamente, estimamos W3:

|W3|2 ≤ ‖f̃‖2
L2
τ2
L2
ξ2

×

∥∥∥∥∥ 1

〈ξ2〉s〈τ2 − ξ2
2〉b

∫ ∫ 〈ξ1 − ξ2〉sg(ξ1, τ1)φ̃(ξ2 − ξ1, τ2 − τ1)χR̃3
dτ1dξ1

〈τ1 − τ2 + (ξ1 − ξ2)2〉a〈τ1 − ξ3
1〉b〈ξ1〉k

∥∥∥∥∥
2

L2
τ2
L2
ξ2

≤ ‖f̃‖2
L2
τ2
L2
ξ2

‖g‖2
L2
τ1
L2
ξ1

×
∥∥∥∥ 1

〈ξ2〉2s〈τ2 − ξ2
2〉2b

∫ ∫ 〈ξ1 − ξ2〉2sχR̃3
dτ1dξ1

〈τ1 − τ2 + (ξ1 − ξ2)2〉2a〈τ1 − ξ3
1〉2b〈ξ1〉2k

∥∥∥∥2

L∞τ2L
∞
ξ2

≤ ‖u‖2
Xs,b‖v‖2

Y k,b

×
∥∥∥∥ 1

〈ξ2〉2s〈τ2 − ξ2
2〉2b

∫ ∫ 〈ξ1 − ξ2〉2sχR̃3
dτ1dξ1

〈τ1 − τ2 + (ξ1 − ξ2)2〉2a〈τ1 − ξ3
1〉2b〈ξ1〉2k

∥∥∥∥2

L∞τ2L
∞
ξ2

.

Portanto precisamos mostrar que

(2.72)

∥∥∥∥ 〈ξ〉2s

〈τ + ξ2〉2a

∫ ∫
χR1dτ1dξ1

〈τ1 − ξ3
1〉2b〈ξ1〉2k〈ξ − ξ1〉2s〈τ − τ1 + (ξ − ξ1)2〉2b

∥∥∥∥
L∞ξ,τ

≤ c,
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(2.73)

∥∥∥∥ 1

〈ξ1〉2k〈τ1 − ξ3
1〉2b

∫ ∫
〈ξ〉2sχR2dτdξ

〈τ + ξ2〉2a〈τ − τ1 + (ξ − ξ1)2〉2b〈ξ − ξ1〉2s

∥∥∥∥
L∞ξ1τ1

≤ c,

(2.74)

∥∥∥∥ 1

〈ξ2〉2s〈τ2 − ξ2
2〉2b

∫ ∫ 〈ξ1 − ξ2〉2sχR̃3
dτ1dξ1

〈τ1 − τ2 + (ξ1 − ξ2)2〉2a〈τ1 − ξ3
1〉2b〈ξ1〉2k

∥∥∥∥
L∞ξ2τ2

≤ c.

Agora passemos a fazer as estimativas acima.

Comecemos estimando (2.72). Precisamos controlar a seguinte função:

w1(τ, ξ) =
〈ξ〉2s

〈τ + ξ2〉2a

∫ ∫
χR1dτ1dξ1

〈τ1 − ξ3
1〉2b〈ξ1〉2k〈ξ − ξ1〉2s〈τ − τ1 + (ξ − ξ1)2〉2b

.

Usando a desigualdade 〈ξ〉2s ≤ 〈ξ − ξ1〉2s〈ξ1〉2|s| e o Lema 1.15,

w1(τ, ξ) ≤ 1

〈τ + ξ2〉2a

∫
χR1〈ξ1〉2|s|−2kdξ1

〈τ + ξ2 − ξ3
1 + ξ2

1 − 2ξξ1〉4b−1
,

se 1
4
< b < 1

2
.

No conjunto A, usamos que a > 0 e 4b− 1 > 0 para obtermos

w1(τ, ξ) ≤ c

∫
|ξ1|≤2

〈ξ1〉2|s|−2k ≤ c.

Em C1 temos |ξ1| > 2 e |ξ1|3 ≤ c〈τ + ξ2〉, então

w1(τ, ξ) ≤ c

∫
〈ξ1〉2|s|−2kdξ1

〈ξ1〉6a〈τ + ξ2 − ξ3
1 + ξ2

1 − 2ξξ1〉4b−1
.

Se 2|s| − 2k ≤ 6a obtemos

w1(τ, ξ) ≤ c

∫
dξ1

〈τ + ξ2 − ξ3
1 + ξ2 − 2ξξ1〉4b−1

.

Tomando b de modo que 4b− 1 > 1
3

usamos o Lema 1.12 e obtemos a estimativa em C1.

Agora vamos estimar em B.

Vamos escolher a e b de modo que 4b− 1 ≤ 2a. Pela desigualdade triangular temos

〈τ + ξ2〉〈τ + ξ2 − ξ3
1 + ξ2

1 − 2ξξ1〉 ≥ 〈ξ3
1 − ξ2

1 + 2ξξ1〉.

Então,

w1(τ, ξ) ≤ 1

〈τ + ξ2〉4b−1

∫
χB〈ξ1〉2|s|−2kdξ1

〈τ + ξ2 − ξ3
1 + ξ2

1 − 2ξξ1〉4b−1

≤ c

∫
χB〈ξ1〉2|s|−2kdξ1

〈ξ3
1 − ξ2

1 + 2ξξ1〉4b−1

≤ c

∫
χB〈ξ1〉4b−1dξ1

〈ξ3
1 − ξ2

1 + 2ξξ1〉4b−1
.
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Agora, façamos a seguinte mundança de variável:

η = ξ3
1 − ξ2

1 + 2ξξ1, dη = (3ξ2
1 − 2ξ1 + 2ξ)dξ1.

Pela definição de B e o fato k − |s| > −1, obtemos

w1(ξ, τ) ≤
∫

χ|η|≤|ξ1|3〈ξ1〉2|s|−2kdη

|3ξ2
1 − 2ξ1 + 2ξ|〈η〉4b−1

≤
∫
χ|η|≤|ξ1|3〈ξ1〉2|s|−2kdη

|ξ1|2〈η〉4b−1

≤
∫

dη

〈η〉 2k−2s+2
3

+4b−1
.

A expressão acima é finita quando k − |s| ≥ 2 − 6b. Portanto como k − |s| > −1, podemos

obter b com tal propriedade.

Agora vamos estimar (2.73). Por definição em R2 temos

(2.75)
1

2
|ξ3

1 | ≤ 3|τ1 − ξ3
1 | < 〈τ1 − ξ3

1〉.

Fazendo a mudança η = τ1 − ξ2
1 + 2ξξ1, em C2 temos

(2.76) |η| ≤ |τ1 − ξ3|+ |ξ3 − ξ2 + 2ξξ1| ≤ 4|τ1 − ξ3
1 | ≤ 4〈τ1 − ξ3

1〉.

Usando o Lema 1.14, e as desigualdades (2.75) e (2.76) obtemos

1

〈ξ1〉2k〈τ1 − ξ3
1〉2b

∫ ∫
〈ξ〉2sχR2dτdξ

〈τ + ξ2〉2a〈τ − τ1 + (ξ − ξ1)2〉2b〈ξ − ξ1〉2s

≤ c
〈ξ1〉2|s|−2k

〈τ1 − ξ3
1〉2b

∫
χR2dξ

〈τ1 − ξ2
1 + 2ξξ1〉2a+2b−1

≤ 〈ξ1〉2|s|−2k

〈τ1 − ξ3
1〉2b

∫
|η|≤4〈τ1−ξ31〉

(1 + |η|)1−2a−2b

2|ξ1|
dη

≤ c
〈ξ1〉2|s|−2k−1

〈τ1 − ξ3
1〉2b

1

〈τ1 − ξ3
1〉2a+2b−2

≤ 〈ξ1〉2|s|−2k

|ξ1|
1

〈τ1 − ξ3
1〉2a+4b−2

≤ c
〈ξ1〉2|s|−2k

|ξ1|〈ξ3
1〉2a+4b−2

≤ 1

|ξ1|2k−2|s|+12b+6a−5
≤ 1

|ξ1|2k−2|s|+18a−5
.

Isto é suficiente para provar (2.73), pois por hipótese temos k − |s| > −1 e 5
2
− 9a < −1, se

a > 7
18

.

Por fim, vamos obter (2.74). Por definição, em R3 temos 1
2
|ξ1|3 < 3〈τ2 − ξ2

2〉, então

(2.77) 〈τ2 − ξ2
2〉−2b ≤ c|ξ1|−6b.
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Logo pelo Lema 1.14, por (2.77) e Lema 1.12, obtemos

1

〈ξ2〉2s〈τ2 − ξ2
2〉2b

∫ ∫
〈ξ1 − ξ2〉2sχR3dτ1dξ1

〈τ1 − τ2 + (ξ1 − ξ2)2〉2a〈τ1 − ξ3
1〉2b〈ξ1〉2k

≤ c

∫
〈ξ1〉2|s|−2kχR3dτ1dξ1

|ξ1|6b〈τ2 − ξ3
2 − ξ3

1 + 2ξ3
1 + 2ξ1ξ2〉2a+2b−1

≤ c

∫
dξ1

〈τ2 − ξ3
2 − ξ3

1 + 2ξ3
1 + 2ξ1ξ2〉2a+2b−1

≤ c

∫
dξ1

〈τ2 − ξ3
2 − ξ3

1 + 2ξ3
1 + 2ξ1ξ2〉4a−1

≤ c.

Na última passagem usamos o fato de a > 7
18

implicar em 4a − 1 > 1
3
. Conclúıdo assim a

prova do Lema.

Prova da Proposição 2.4:

Podemos assumir que |τ | > 10|ξ|2, pois caso contrário a estimativa segue da Proposição

2.3.

Precisamos mostrar que a função

w(ξ, τ) =
χ{|τ |>10|ξ|2}

〈τ + ξ2〉2a−s

∫ ∫
dτ1dξ1

〈τ1 − ξ3
1〉2b〈ξ1〉2k〈τ − τ1 + (ξ − ξ1)2〉2b〈ξ − ξ1〉2s

é limitada.

Como |τ | > 10|ξ|2, então 〈τ + ξ2〉 ∼ 〈τ〉.

Primeiro suponha k ≥ 0.

Usando s ≥ 0, k ≥ 0 e os Lemas 1.15 e 1.12 temos que

w(ξ, τ) ≤ c〈τ〉s−2a

∫
dξ1

〈τ + ξ2 − ξ3
1 + ξ2

1 − 2ξξ1〉4b−1
≤ c,

pois s ≤ 2a e 4b− 1 > 1
3
.

Agora, seja k ≤ 0. Vamos tratar este caso em duas partes.

Primeiro suponha |ξ1| ≤ 2|ξ2|. Neste caso temos

(2.78) w(ξ, τ) ≤
∫

dξ1

〈τ + ξ2 − ξ3
1 + ξ2 − 2ξξ1〉4b−1

≤ c

se s ≤ 2a e k ≥ −s.

Agora seja 2|ξ2| ≤ |ξ1|, então |τ | ≥ c|ξ|2 ≥ |ξ1|2. Como k ≤ 0, então 〈ξ1〉−2k ≤ 〈τ〉−k.

Assim obtemos
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(2.79) w(ξ, τ) ≤ c〈τ〉s−k−2a

∫
dξ1

〈τ + ξ2 − ξ3
1 + ξ2 − 2ξξ1〉4b−1

≤ c,

se k − s ≥ −2a.

Isto conclui a prova da Proposição 2.4.

Prova da Proposição 2.5:

Vamos novamente nos basear na prova da estimativa obtida por Corcho e Linares em

[12] juntamente com a ideia de Wu em [46], onde será posśıvel cancelar as frequências com a

modulação, através de uma relação algébrica.

Defina τ = τ1 − τ2, ξ = ξ1 − ξ2, σ = τ − ξ3, σ1 = τ1 + ξ2
1 , σ2 = τ2 + ξ2

2 .

Sejam f(ξ1, τ1) = 〈ξ1〉s〈σ1〉bû1(ξ1, τ1) e g(ξ2, τ2) = 〈ξ2〉s〈σ2〉bû2(−ξ2,−τ2), então

(2.80) ‖u1‖Xs,b = ‖f‖L2
τ1
L2
ξ1
, ‖u2‖Xs,b = ‖g‖L2

τ2
L2
ξ2
.

Por dualidade temos

‖∂x(u1u2)‖Y k,−a = ‖〈σ〉−a〈ξ〉k ̂∂x(u1u2)‖L2
τL

2
ξ

= ‖iξ〈σ〉−a〈ξ〉kû1 ∗ û2)(ξ, τ)‖L2
τL

2
ξ

= sup
‖φ‖

L2
τL

2
ξ
≤1

∣∣∣∣I ( |ξ|〈ξ〉k〈σ〉a
û1 ∗ û2), φ

)∣∣∣∣
= sup

‖φ‖
L2
τL

2
ξ
≤1

|Z(u1, u2, φ)|,

onde

Z(u1, u2, φ) =

∫ ∫ ∫ ∫
R4

|ξ|〈ξ〉k

〈σ〉a
û1(ξ1, τ1)û2(ξ − ξ1, τ − τ1)φ(ξ, τ)dτ1dξ1dτdξ

=

∫ ∫ ∫ ∫
R4

|ξ|〈ξ〉kf(ξ1, τ1)g(ξ2, τ2)φ(ξ, τ)

〈σ〉a〈σ1〉b〈ξ1〉s〈σ2〉b〈ξ2〉s
dτ1dξ1dτdξ

:=

∫ ∫ ∫ ∫
R1

+

∫ ∫ ∫ ∫
R2

+

∫ ∫ ∫ ∫
R3

+

∫ ∫ ∫ ∫
R4

:= Z1 + Z2 + Z3 + Z4,
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onde R1, R2, R3, e R4 são definidos por

R1 = {(ξ, ξ1, τ, τ1) ∈ R4; |ξ| ≤ 10},

R2 = {(ξ, ξ1, τ, τ1) ∈ R4; |ξ| > 10, |ξ1| > 2|ξ2|},

R3 = {(ξ, ξ1, τ, τ1) ∈ R4; |ξ| > 10, |ξ2| > 2|ξ1|},

R4 = {(ξ, ξ1, τ, τ1) ∈ R4; |ξ| > 10,
|ξ2|
2
≤ |ξ1| ≤ 2|ξ2|}.

Para estimarmos Z1 usamos a desigualdade triangular e obtemos

Z2
1 ≤ ‖g‖2

L2
τ2
L2
ξ2

∥∥∥∥∥
∫ ∫ |ξ|〈ξ〉kf(ξ1, τ1)χ|ξ|≤2φ(ξ, τ)dτdξ

〈σ〉a〈σ1〉b〈ξ1〉s〈σ2〉b〈ξ1〉s

∥∥∥∥∥
2

L2
τ1
L2
ξ1

≤ c‖g‖2
L2
τ2
L2
ξ2

∫ ∫
|f(ξ1, τ1)|2

〈ξ1〉2s〈σ1〉2b

(∫ ∫
χ|ξ|<2|φ(ξ, τ)|dτdξ
〈σ〉a〈σ2〉b〈ξ2〉s

)2

dτ1dξ1

≤ ‖g‖2
L2
τ2
L2
ξ2

‖f‖2
L2
τ1
L2
ξ1

∥∥∥∥∥∥ 1

〈ξ1〉2s〈σ1〉2b

(∫ ∫
χ|ξ|<2|φ(ξ, τ)|dτdξ
〈σ〉a〈σ2〉b〈ξ2〉s

)2
∥∥∥∥∥∥
L∞ξ1

L∞ξ2

≤ c‖g‖2
L2
τ2
L2
ξ2

‖f‖2
L2
τ1
L2
ξ1

‖φ‖2
L2
τL

2
ξ
×∥∥∥∥ 1

〈ξ1〉2s〈σ1〉2b

∫ ∫
χ|ξ|<2dτdξ

〈σ〉2a〈σ2〉2b〈ξ2〉2s

∥∥∥∥
L∞ξ1

L∞τ1

.

Assim, para obtermos a estimativa necessária de Z1 é suficiente mostrarmos que a função

w1(ξ1, τ1) =
1

〈ξ1〉2s〈σ1〉2b

∫ ∫
χ|ξ|<2dτdξ

〈σ〉2a〈σ2〉2b〈ξ2〉2s

é limitada.

Usando os fatos s ≥ 0, a ≤ b e o Lema 1.15 obtemos

w(ξ1, τ1) ≤
∫ ∫

χ|ξ|<2dτdξ

〈σ〉2a〈σ2〉2b
≤
∫

χ|ξ|<2dξ

〈ξ3 − ξ2 + 2ξξ1 − τ1 − ξ2
1〉4a−1

≤ c,

sempre que 1
4
< a < 1

2
. Conclúımos assim a estimativa de Z1.

Nas outras estimativas utilizaremos a seguinte relação algébrica:

(2.81) (τ − ξ3)− (τ1 + ξ2
1) + (τ2 + ξ2

2) = −ξ3 − ξ2
1 + (ξ1 − ξ)2 = −ξ(ξ2 − ξ + 2ξ1).

Na região R2 temos 1/2|ξ1| ≤ |ξ| ≤ 3/2|ξ1|, logo
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(2.82) |ξ2 − ξ + 2ξ1| ≥ |ξ|2 − |ξ − 2ξ1| ≥ |ξ|2 − 5|ξ| ≥ 1/2|ξ|2,

pois |ξ| > 10.

Combinando (2.81) e (2.82) obtemos

(2.83) max{|σ|, |σ1|, |σ2|} ≥ c|ξ|3.

Assim, vamos decompor R2 = R21 ∪R22 ∪R23, onde

R21 = {(ξ, ξ1, τ, τ1) ∈ R2; max{|σ|, |σ|, |σ2|} = |σ|},

R22 = {(ξ, ξ1, τ, τ1) ∈ R2; max{|σ|, |σ1|, |σ2|} = |σ1|},

R23 = {(ξ, ξ1, τ, τ1) ∈ R2; max{|σ|, |σ2|, |σ2|} = |σ2|}.

Para estimarmos em R21, integramos primeiramente em τ2 e ξ2, usamos as desigualdades

de Cauchy-Schwarz. Então precisamos mostrar que a função

(2.84) w21(ξ, τ) := χ{|ξ|>10,|σ|≥c|ξ|3}
|ξ|2〈ξ〉2k

〈σ〉2a

∫ ∫
χ{|ξ1|>2|ξ2|}dτ2dξ2

〈ξ1〉2s〈σ1〉2b〈ξ2〉2s〈σ2〉2b

é limitada.

Como |ξ1| ∼ |ξ|, podemos controlar w21(ξ, τ) por

(2.85) χ{|ξ|>10}
〈ξ〉2k−2s+2

〈σ〉2a

∫ ∫
dτ2dξ2

〈σ1〉2b〈σ2〉2b
.

Aplicando o Lema 1.15, podemos controlar a expressão (2.85) por

(2.86) χ{|ξ|>10}
〈ξ〉2k−2s+2

〈σ〉2a

∫
dξ2

〈τ + ξ2 + 2ξξ2〉4b−1
.

Fazendo a mudança de variável η = τ + ξ2 + 2ξξ2, temos dη = 2ξdξ2 e |η| ≤ 2|σ| em R21,

assim controlamos (2.86) por

(2.87) χ{|ξ|>10}
〈ξ〉2k−2s+1

〈σ〉2a

∫
|η|≤2|σ|

dη

〈η〉4b−1
≤ 〈ξ〉

2k−2s+1

〈σ〉4b−2+2a
≤ c〈ξ〉2k−2s−12b−6a+7,
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que é limitada se k − s ≤ 6b+ 3a− 7
2
.

Agora vamos estimar a integral na região R22. Para isto precisamos mostrar que a função

w22(ξ1, τ1) :=
1

〈ξ1〉2s〈σ1〉2b

∫ ∫
χ{|ξ3|≤|σ1|}|ξ|2〈ξ〉2kdτdξ

〈σ〉2a〈σ2〉2b

é limitada.

Utilizando o fato |ξ| ∼ |ξ1| e os Lemas 1.15 e 1.12 podemos controlar a função w2,2 por∫ ∫
〈ξ〉2k−2s+2−6bdτdξ

〈σ〉2a〈σ2〉2b
≤ c

∫ ∫
dτdξ

〈ξ2〉2s〈σ〉2a〈σ2〉2b

≤ c

∫
dξ

〈ξ3 − ξ2 + 2ξξ1 − τ1 − ξ2
1〉4a−1

≤ c

sempre que k − s ≤ 3b− 1 e 1
3
< a < 1

2
.

A estimativa na região R33 é obtida em um caminho similar à estimativa da região R32.

De fato, nesta região precisamos mostrar que a função

(2.88) w23(ξ2, τ2) :=
1

〈ξ2〉2s〈σ2〉2b

∫ ∫
χ{|ξ3|≤|σ2|}|ξ|2〈ξ〉2kdτdξ
〈ξ1〉2b〈σ〉2a〈σ1〉2b

é limitada. Utilizando o fato |ξ| ∼ |ξ1| e os Lemas 1.15 e 1.12 podemos controlar a função

w2,3 por ∫ ∫
〈ξ〉2k−2s+2−6bdτdξ

〈σ〉2a〈σ1〉2b
≤ c

∫ ∫
dτdξ

〈ξ2〉2s〈σ〉2a〈σ1〉2b

≤ c

∫
dξ

〈ξ3 + ξ2 + 2ξξ2 + τ2 + ξ2
2〉4a−1

≤ c

sempre que k − s ≤ 3b− 1 e 1
3
< a < 1

2
.

A estimativa em Z3 segue o mesmo caminho da estimativa Z2. De fato, em R3 temos

|ξ2|
2
≤ |ξ| ≤ 2|ξ2|. Logo

|ξ2 − ξ + 2ξ1| ≥ |ξ|2 − |ξ + 2ξ1| ≥ |ξ|2 − 3|ξ| ≥ |ξ|
2

2
,

pois |ξ| > 10. Dáı a estimativa pode ser feita separando em três casos, como na estimativa

de Z2.

Por fim vamos estimar Z4. Para isto, vamos decompor R4 = R41 ∪R42, onde

R41 = {(ξ, ξ1, τ, τ1) ∈ R4; |ξ1| ≥ 2|ξ2 − ξ + 2ξ1|} e R42 = R4 \ R41.
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Em R41 temos |ξ2| ≤ |ξ2 − ξ + 2ξ1| + |2ξ1 − ξ| ≤ 6|ξ1|. Assim, neste caso precisamos

mostrar que a função

w41(ξ1, τ1) :=
1

〈ξ1〉2s〈σ1〉2b

∫ ∫
χ|ξ|2≤|ξ1||ξ|2〈ξ〉2kdτdξ
〈ξ2〉2s〈σ〉2a〈σ2〉2b

é limitada.

Usando que a < b, |ξ1| ∼ |ξ2| e o Lema 1.15 obtemos

(2.89) w41(ξ1, τ1) ≤ c

〈σ1〉2b

∫
χ|ξ|2≤|ξ1|〈ξ〉2k+2−8sdξ

〈−ξ3 + τ1 + (ξ − ξ)2〉4a−1
.

Usando 4a− 1 < 2b e a desigualdade triangular, obtemos

〈σ1〉4a−1〈−ξ3 + τ1 + (ξ − ξ)2〉4a−1 ≥ 〈−ξ3 − 2ξξ1 + ξ2〉4a−1.

Portanto

(2.90) w41(ξ1, τ1) ≤
∫
χ|ξ|2≤|ξ1|〈ξ〉2k−8s+2dξ

〈ξ3 − ξ2 + 2ξ1ξ〉4a−1
.

Se |ξ2 − ξ + 2ξ1| > 1, temos 〈ξ3 − ξ2 + 2ξξ1〉 ∼ 〈ξ2 − ξ + 2ξ1〉〈ξ〉, pois |ξ| > 10. Então (2.90)

é controlada por

∫
χ|ξ|2≤|ξ1|〈ξ〉2k−8s+3−4adξ

〈ξ2 − ξ + 2ξ1〉4a−1
≤ 〈ξ1〉k−4s+3/2−2a

∫
dξ

〈ξ2 − ξ + 2ξ1〉4a−1
≤ c,

desde que k ≤ 4s+ 2a− 3/2.

Caso |ξ2 − ξ + 2ξ1| ≤ 1, controlamos (2.90) através da mudança de variável

η = ξ3 − ξ2 + 2ξξ1.

Logo, |η| ≤ |ξ| ≤ c|ξ1|1/2 e

dη

dξ
= |3ξ2 − 2ξ + 2ξ1| ≥ |2ξ2 − ξ| − |ξ2 − ξ + 2ξ1| ≥ 2|ξ|2 − |ξ| − 1 ≥ 2|ξ|2 − 2|ξ| ≥ 1/2|ξ|2,

pois |ξ| > 10.

Portanto (2.90) pode ser controlado por∫
|η|<c|ξ1|1/2

〈ξ1〉k−4sdη

〈η〉4a−1
≤ 〈ξ1〉k−4s+1−2a,
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que é limitado sempre que k ≤ 4s+ 2a− 1.

Agora passemos a controlar Z4 na região R42.

Neste caso, por (2.81) temos uma das três situações:

(2.91) |σ| & |ξ||ξ1|, |σ1| & |ξ||ξ1|, ou |σ2| & |ξ||ξ1|.

Além disso, em cada caso acima vamos separar nossa análise em cada uma das situações:

|ξ|2 ≤ 10|ξ1| e 10|ξ1| ≤ |ξ|2.

Vamos estimar primeiramente o pior caso para o cancelamento das frequências:

max {|σ|, |σ1|, |σ2|} = |σ| e |ξ|2 ≤ 10|ξ1|.

Neste caso usamos o Lema 1.15 e estimamos Z4 por

(2.92)
〈ξ〉2k+2−8s

〈σ〉2a

∫ ∫
dτ2dξ2

〈σ1〉2b〈σ2〉2b
≤ 〈ξ〉

2k+2−8s

〈σ〉2a

∫
dξ2

〈2ξξ2 − ξ3 − τ − 2ξ2〉4b−1
.

Agora, fazendo a mudança de variável η = 2ξξ2 − ξ3 − τ − 2ξ2, temos dη = 2ξdξ2, e na

situação considerada |η| ≤ c|σ|. Logo, o lado direito de (2.92) pode ser controlado por

〈ξ〉2k+1−8s

〈σ〉2a

∫
|η|≤c|σ|

dη

〈η〉4b−1
≤ 〈ξ〉

2k+1−8s

〈σ〉2a+4b−2
≤ 〈ξ〉2k+1−8s

〈ξ〉2a+4b−2〈ξ〉4a+8b−4
≤ c,

sempre que k ≤ 4s+ 3a+ 6b− 7/2.

Agora vamos tratar o seguinte caso max {|σ|, |σ1|, |σ2|} = |σ1| e |ξ|2 � |ξ1|.

Neste caso vamos mostrar que a função abaixo é limitada:

w(ξ1, τ1) =
1

〈ξ1〉2s〈τ1 + ξ2
1〉2b

∫ ∫
χ{|ξ|2<10|ξ1|}|ξ|2〈ξ〉2kdτdξ
〈τ − ξ3〉2a〈τ2 + ξ2

2〉2b〈ξ2〉2s
.

Pelos Lemas 1.15 e 1.12 obtemos

w(ξ1, τ1) ≤ c
〈ξ1〉k+1

〈ξ1〉4s〈τ1 + ξ2
1〉2b

∫
dξ

〈ξ3 + τ1 + (ξ1 − ξ)2〉4a−1

≤ c
〈ξ1〉k+1

〈ξ1〉4s+2b
,

que é limitada quando k ≤ 4s+ 2b− 1.
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O Caso max {|σ|, |σ1|, |σ2|} = |σ2| e |ξ|2 < 10|ξ1| é tratado de maneira análoga.

Por fim, vamos tratar o caso 10|ξ1| ≤ |ξ|2. Neste caso usamos que |ξ2 − ξ + 2ξ1| ∼ |ξ|2,

dáı a relação algébrica implica em

3 max {|σ|, |σ1|, |σ2|} ≥ |ξ||ξ2 − ξ + 2ξ1| ≥ |ξ|3.

No caso em que max {|σ|, |σ1|, |σ2|} = |σ| podemos controlar Z4 por

|ξ|2〈ξ〉2k

〈σ〉2a

∫ ∫
dτ2dξ2

〈ξ1〉2s〈σ1〉2b〈ξ2〉2s〈σ2〉2b
≤ c
〈ξ〉2k+2−4s

〈σ〉2a

∫ ∫
χ{|ξ1|≤10|ξ|2}dτ2dξ2

〈σ1〉2b〈σ2〉2b

≤ c
〈ξ〉2k+2−4s

〈σ〉2a

∫
dξ2

〈2ξξ2 − ξ3 − τ − 2ξ2〉4b−1
≤ c
〈ξ〉2k+1−4s

〈σ〉2a

∫
|η|≤|σ|

dη

〈η〉4b−1

≤ c
〈ξ〉2k+1−4s

〈σ〉2a+4b−2
≤ c
〈ξ〉2k+1−4s

〈ξ〉6a+12b−6
≤ c,

que é limitado quando k ≤ 2s+ 3a+ 6b− 7
2
.

Agora consideramos o caso em que max {|σ|, |σ1|, |σ2|} = |σ1|. Nesta situação temos

|σ1| ≤ |ξ|3. Neste caso precisamos limitar a seguinte função:

(2.93) w(ξ1, τ1) =
1

〈ξ1〉2s〈τ1 + ξ2
1〉2b

∫ ∫
|ξ|2〈ξ〉2kdτdξ

〈τ − ξ3〉2a〈τ2 + ξ2
2〉2b〈ξ2〉2s

.

Usando as hipóteses sobre as frequências e os Lemas 1.15 e 1.13 podemos controlar a integral

acima por

c〈ξ〉2k−4s+2−6b

∫
dξ

〈ξ3 − ξ2 + 2ξξ1 + τ1 + ξ2
1〉4a−1

,

que é limitado se a > 3
8

e k ≤ 2s− 1 + 3b.

Isto conclui a demonstração da proposição 2.5.

Prova da Proposição 2.6:

Podemos assumir que |τ | > 10|ξ|3, pois caso contrário a Proposição 2.5 fornece o resultado.

Analogamente à prova da Proposição 2.5 é suficiente provarmos que a função

(2.94) w(τ, ξ) = χ{|τ |>>|ξ|3}
|ξ|2〈τ〉 2k3
〈τ + ξ3〉2a

∫ ∫
dτ2dξ2

〈ξ1〉2s〈τ1 + ξ2
1〉2b〈τ2 + ξ2

2〉2b〈ξ2〉2s
,

é limitada.
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Caso 1. |ξ| ≤ 1. Como |τ | >> |ξ|3, temos que 〈τ − ξ3〉 ∼ 〈τ〉, logo

(2.95)
|ξ|2〈τ〉 2k3
〈τ + ξ3〉2a

≤ c〈τ〉
2k
3
−2a ≤ c,

sempre que k ≤ 6a.

Pelo Lema 1.15, se 1
4
< b < 1

2
, obtemos∫ ∫

dτ2dξ2

〈ξ1〉2s〈τ1 + ξ2〉2b〈τ2 + ξ2
2〉2b〈ξ2〉2s

≤
∫

dξ2

〈ξ2〉2s〈ξ1〉2s〈τ + ξ2 + 2ξξ2〉4b−1

≤
∫

dξ2

〈ξ2〉2s〈ξ1〉2s
.(2.96)

Se 1
4
< s < 1

2
, a integral (2.96) é controlado por 〈ξ〉1−4b e se s ≥ 1

2
por 〈ξ〉−2b, isto conclui a

prova deste caso.

Caso 2. |ξ| ≥ 2.

Neste caso temos

(2.97)
|ξ|2〈τ〉 2k3
〈τ + ξ3〉2a

≤ c〈τ〉
2k
3
−2a|ξ|2.

Como 1
4
< b < 1

2
e 4b − 1 + 2s > 1, aplicamos o Lema 1.15 e o Lema 1.14 com a− =

2s, a+ = 4b− 1 para obtermos∫ ∫
dτ2dξ2

〈ξ1〉2s〈τ1 + ξ2〉2b〈τ2 + ξ2
2〉2b〈ξ2〉2s

≤ c

∫
dξ2

〈ξ2〉2s〈τ + ξ2 + 2ξξ2〉4b−1

≤ c|ξ|1−4b

∫
dξ2

( 1
|ξ| + |ξ2|)2s( 1

|ξ| + | τ+ξ2

2ξ
+ ξ2|)4b−1

≤ c
|ξ|2s−1

〈τ + ξ2〉4b+2s−2
≤ c

|ξ|2s−1

〈τ〉4b+2s−2
.(2.98)

Combinando (2.97) com (2.98) e usando |τ − ξ3| ∼ |ξ|3 obtemos

w(τ, ξ) ≤ 〈τ〉
2k
3
−2a−4b−2s+2|ξ|2s+1 ≤ 〈τ〉

2k
3
−2a−4b−2s+2+ 2s

3
+ 1

3 .

A expressão acima é controlada por uma constante se k ≤ 2s+ 6b+ 3a− 7
2
.

Prova da Proposição 2.7:

Podemos assumir que 10|τ | ≤ |ξ|3, pois caso contrário o resultado seguiria da Proposição

2.5.
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Argumentando como na prova da Proposição 2.5 e usando o fato k ≤ 0, precisamos

mostrar que as funções

w1(ξ1, τ1) =
〈τ〉 2k3

〈ξ1〉2s〈σ1〉2b

∫ ∫
χ|ξ|<2dτdξ

〈σ〉2a〈σ2〉2b〈ξ2〉2s

e

w2(τ, ξ) = χ{|ξ|>2, 10|τ |≤|ξ|3}
|ξ|2

〈σ〉2a

∫ ∫
dτ2dξ2

〈ξ1〉2s〈σ1〉2b〈ξ2〉2s〈σ2〉2b

são limitadas.

A limitação da função w1 é feita igual à prova da Proposição 2.5.

Para estimarmos w2 usamos o fato de 10|τ | ≤ |ξ|3 implicar em |σ| ∼ |ξ|3. Assim temos

w2(τ, ξ) ≤ χ{|ξ|>2, 10|τ |≤|ξ|3}
|ξ|2

〈ξ〉6a

∫ ∫
dτ2dξ2

〈ξ1〉2s〈σ1〉2b〈ξ2〉2s〈σ2〉2b
.

Argumentando como na prova da Proposição anterior podemos controlar w2 por |ξ|2s+1−6a,

que é limitado se s ≤ 3a− 1
2
.

A demonstração segue os mesmos passos da prova da Proposição 2.5.

2.6 Boa Colocação local para o Sistema SK em R+

Neste caṕıtulo vamos provar o Teorema 2.1. Por questões técnicas a prova será separada

em alguns casos, isto porque dependendo da região referente aos valores s e k, correspondentes

a regularidade do sistema SK, é necessário trabalhar com a famı́lia anaĺıtica de operadores

forçantes ou espaços de Bourgain modificado. É importante frisarmos mais uma vez que a

boa colocação local tratada aqui é uma boa colocação local no sentido de Kato para uma

reformulação dos PVIF (2.2) e (2.3) como equações integrais em R.

2.6.1 Prova do Teorema 2.1 na região D1

Sejam (s, k) ∈ D1. Escolha a = a(s, k) < b = b(s, k) < 1
2

e a = a(s, k) de modo que as

estimativas não lineares dos Lemas 2.1, 2.2, 2.3, 2.5 e 2.6 sejam válidas. Defina d = −a. Tome

ũ0 e ṽ0, extensões de u0 e v0, tais que ‖ũ0‖Hs(R) ≤ 2‖u0‖Hs(R+) e ‖ṽ0‖Hk(R) ≤ 2‖v0‖Hk(R+).
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Usando (2.22), (2.58), (2.63) e (2.64) é preciso obter um ponto fixo para o operador

Λ = (Λ1,Λ2), onde

(2.99) Λ1(u, v) = ψ(t)eit∂
2
xũ0(x)− ψ(t)S

(
αψTuv + βψT |u|2u

)
(x, t) + ψ(t)Lsh1(x, t),

com h1 definida por

(2.100) h1(t) = χ(0,+∞)

[
f(t)− ψ(t)eit∂

2
xũ0|x=0 + ψ(t)S

(
αψTuv + βψT |u|2u

)
(0, t)

]
,

e

(2.101)

Λ2(u, v) = ψ(t)et∂
3
x ṽ0(x) + ψ(t)K

(
γψT∂x(|u|2)− 1

2
ψT∂x(v

2)
)
(x, t) + ψ(t)e−iπλLλ+kh2(x, t),

com h2 definida por

(2.102) h2(t) = χ(0,+∞)

[
g(t)− ψ(t)et∂

3
x ṽ0|x=0 − ψ(t)K

(
γψT∂x(|u|2)− 1

2
ψT∂x(v

2)
)
(0, t)

]
,

onde λ = λ(k) será escolhido depois.

Lembremos que S e K são os operadores de Duhamel dados por

Sw(x, t) = −i
∫ t

0

ei(t−t
′)∂2xw(x, t′)dt′

e

Kw(x, t) =

∫ t

0

e−(t−t′)∂3xw(x, t′)dt′.

Baseado em nossas estimativas, estamos motivados a obter o ponto fixo em uma bola do

seguinte espaço de Banach:

Z = Z(s, k) = Z1 × Z2; Z1 = C
(
Rt; H

s(Rx)
)
∩ C

(
Rx; H

2s+1
4 (Rt)

)
∩Xs,b,

Z2 = C
(
Rt; H

k(Rx)
)
∩ C

(
Rx; H

k+1
3 (Rt)

)
∩ Y k,b ∩ V α.

Para que a função Lsh1 esteja bem definida, vamos mostrar que h1 ∈ H
2s+1

4
0 (R+).

Como 0 ≤ s < 1
2
, então 1

4
≤ 2s+1

4
< 1

2
. Logo o Lema 1.5 garante que H

2s+1
4 (R+) =

H
2s+1

4
0 (R+). Pelo Lema 2.1 (b) temos

(2.103)
∥∥χ(0,+∞)ψ(t)eit∂

2
xũ0|x=0

∥∥
H

2s+1
4

0 (R+)
≤ c‖ũ0‖Hs(R).
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Dáı χ(0,+∞)ψ(t)eit∂
2
xũ0|x=0 ∈ H

2s+1
4

0 (R+). Além disso, como f(t) ∈ H
2s+1

4 (R+) temos que

f(t) ∈ H
2s+1

4
0 (R+).

Agora, pelo Lema 2.18 (b) e Proposição 2.1, temos

∥∥χ(0,+∞)ψ(t)S
(
ψTαuv + ψTβ|u|2u

)
(0, t)

∥∥
H

2s+1
4 (R+)

≤ c‖ψT
(
αuv + β|u|2u

)
‖Xs,d

≤ cT ε‖αuv + β|u|2u‖Xs,d+ε

≤ cT ε(‖u‖3
Xs,b + ‖u‖Xs,b‖v‖Y k,b).

(2.104)

Logo, se u ∈ Xs,b e v ∈ Y k,b, então χ(0,+∞)ψ(t)S
(
ψT (αuv + β|u|2u)(0, t)

)
∈ H

2s+1
4

0 (R+).

Assim, com estas condições sobre u e v temos que h1 ∈ H
2s+1

4
0 (R+) e então Lsh1 está bem

definida.

Analogamente, para que a função Lλ+kh2(x, t) esteja bem definida, precisamos mostrar

que h2 ∈ H
k+1
3

0 (R+). Como −3
4
< k < 1

2
, então 1

12
< k+1

3
< 1

2
. Logo pelo Lema 1.5 temos que

H
k+1
3 (R+) = H

k+1
3

0 (R+). Pelo Lema 2.11 (b) temos que

(2.105)
∥∥χ(0,+∞)ψ(t)et∂

3
x ṽ0|x=0

∥∥
H
k+1
3

0 (R+)
≤ c‖ṽ0‖Hk(R).

Portanto χ(0,+∞)ψ(t)et∂
3
x ṽ0|x=0 ∈ H

k+1
3

0 (R+).

Por hipótese temos que g(t) ∈ H
k+1
3 (R+), logo ψ(t)g(t) ∈ H

k+1
3

0 (R). Agora pelo Lema

2.19 (b) e Proposição 2.2 temos que

∥∥χ(0,+∞)ψ(t)K
[
ψT (γ∂x(|u|2)− 1

2
∂x(v

2))
]
(0, t)

∥∥
H
k+1
3

0 (R+)
≤ c

∥∥ψT (∂x(|u|2)− 1

2
∂x(v

2)
)∥∥

Y s,d

≤ cT ε
∥∥∂x(|u|2)− 1

2
∂x(v

2)
∥∥
Y s,d+ε

≤ cT ε
(
‖u‖2

Xs,b + ‖v‖2
Y k,b∩V α

)
,(2.106)

onde ε > 0 é escolhido adequadamente pequeno de modo que as estimativas não lineares

sejam válidas.

Logo se u ∈ Xs,b e v ∈ Y k,b, então χ(0,+∞)ψ(t)K
[
ψT (γ∂x(|u|2)−1

2
∂x(v

2))
]
(0, t) ∈ H

k+1
3

0 (R+).

Portanto, com estas condições sobre u e v temos que h2 ∈ H
k+1
3

0 (R+), logo Lλ+kh2 está bem

definida.

Agora vamos mostrar que Λ é uma contração em Z.
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Pela desigualdade triangular temos

‖Λ1(u, v)‖Z1 ≤
∥∥ψ(t)eit∂

2
xũ0(x)

∥∥
Z1

+
∥∥ψ(t)S[ψT (αuv + β|u|2u)](x, t)

∥∥
Z1

+
∥∥ψ(t)Lsh1(x, t)

∥∥
Z1
,

e

‖Λ2(u, v)‖Z2 ≤ c
∥∥ψ(t)et∂

3
x ṽ0(x)

∥∥
Z2

+ c
∥∥ψ(t)K

[
ψT (γ∂x(|u|2)− 1

2
∂x(v

2))
]
(x, t)

∥∥
Z2

+
∥∥ψ(t)Lλ+kh2(x, t)

∥∥
Z2
,

A seguir vamos estimar cada um dos termos acima.

Comecemos estimando os termos correspondente à Λ1.

Pelo Lema 2.1 temos

∥∥ψ(t)eit∂
2
xũ0(x)

∥∥
Z1

=
∥∥ψ(t)eit∂

2
xũ0(x)

∥∥
C
(
Rt;Hs(Rx)

)
∩C
(
Rx;H

2s+1
4 (R)

)
∩Xs,b

≤ c‖ũ0‖Hs(Rt).

Aplicando o Lema 2.18, as Proposições 2.1 e 2.3 obtemos

‖ψ(t)S[ψT (αuv + β|u|2u)](x, t)‖Z1

= ‖ψ(t)S[ψT (αuv + β|u|2u)](x, t)‖
C
(
Rt;Hs(Rx)

)
∩C
(
Rx;H

2s+1
4 (Rt)

)
∩Xs,b

≤ cT ε‖αuv + β|u|2u‖Xs,d+ε

≤ cT ε(‖u‖Xs,b‖v‖Y k,b + ‖u‖3
Xs,b).

Usando o Lema 2.4 e as desigualdades (2.103) e 2.104 temos

‖ψ(t)Lsh1(x, t)‖Z1 = ‖ψ(t)Lsh1(x, t)‖
C
(
Rt;Hs(Rx)

)
∩C
(
Rx;H

2s+1
4

)
∩Xs,b

≤ c‖h1‖
H

2s+1
4

0 (R+)

≤ cT ε(‖u‖3
Xs,b + ‖u‖Xs,b‖v‖Y k,b) + c‖u0‖Hs(R+) + c‖f‖

H
2s+1

4 (R+)
.

Agora vamos estimar os termos correspondentes a Λ2. Pelo Lema 2.11 temos

∥∥ψ(t)et∂
3
x ṽ0(x)

∥∥
Z2

=
∥∥ψ(t)et∂

3
x ṽ0(x)

∥∥
C
(
Rt;Hk(Rx)

)
∩C
(
Rx;H

k+1
3 (R)

)
∩Y s,b∩V α

≤ c‖v0‖Hk(R+).
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Pelo Lema 2.19, Proposições 2.2 e 2.5 temos∥∥ψ(t)K[ψT (γ∂x(|u|2)− 1

2
∂x(v

2))](x, t)
∥∥
Z2

=
∥∥ψ(t)K[ψT (γ∂x(|u|2)− 1

2
∂x(v

2))](x, t)
∥∥
C
(
Rt;Hk(Rx)

)
∩C
(
Rx;H

k+1
3 (R)

)
∩Y s,b∩V α

≤ cT ε
∥∥γ∂x(|u|2)− 1

2
∂x(v

2)
∥∥
Y s,d+ε

≤ cT ε(‖u‖2
Xs,b + ‖v‖2

Y k,b∩V α).

Usando o Lema 2.17 e as desigualdades (2.105) e (2.106) obtemos∥∥ψ(t)Lλ+kh2(x, t)
∥∥
Z2

=
∥∥ψ(t)Lλ+kh2(x, t)

∥∥
C
(
Rt;Hk(Rx)

)
∩C
(
Rx;H

k+1
3

)
∩Y k,b∩V α

≤ T ε(‖v‖2
Y k,b + ‖u|2Xs,b) + ‖g‖

H
k+1
3 (R+)

,

desde que λ e α satisfaçam as seguintes propriedades:

(2.107) k − 1 ≤ λ < k +
1

2
, λ <

1

2
, α ≤ k − λ+ 2

3
,

1

2
< α ≤ 1− b.

Como −3
4
< k < 3

2
, então k − 1 < 1

2
e k + 1

2
> −1

4
. Assim podemos encontrar λ = λ(k) que

satisfaça (2.107).

Reunindo as estimativas obtemos

(2.108) ‖Λ1(u, v)‖Z1 ≤ c(‖u0‖Hs(R+) + ‖f‖
H

2s+1
4 (R+)

+ T ε(‖u‖Xs,b‖v‖Y k,b∩V α + ‖u‖3
Xs,b)),

(2.109) ‖Λ2(u, v)‖Z2 ≤ c(‖v0‖Hk(R+) + ‖g‖
H
k+1
3 (R+)

+ T ε‖u‖2
Xs,b + T ε‖v‖2

Y k,b∩V α).

Analogamente obtemos

‖Λ(u1, v1)− Λ(u2, v2)‖Z ≤ cT ε{‖v1‖Y k,b‖u1 − u2‖Xs,b + ‖u2‖Xs,b‖v1 − v2‖Y s,b +

+ (‖u1‖Xs,b + ‖u2‖Xs,b)‖u1 − u2‖Xs,b +(2.110)

+ ‖v1 − v2‖Y s,b∩V α(‖v1‖Y k,b∩V α + ‖v2‖Y k,b∩V α)

+ (‖u1‖2
Xs,b + ‖u2‖2

Xs,b)‖u1 − u2‖Xs,b}.

Defina a seguinte bola de Z:

B = {(u, v) ∈ Z; ‖u‖Z1 ≤M1, ‖v‖Z2 ≤M2},
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onde M1 = 2c
(
‖u0‖Hs(R+) + ‖f‖

H
2s+1

4 (R+)

)
e M2 = 2c

(
‖v0‖Hk(R+) + ‖g‖

H
k+1
3 (R+)

)
.

Restringindo (u, v) na bola B, por (2.108), (2.109) e (2.110) obtemos

‖Λ1(u, v)‖Z1 ≤
M1

2
+ cT εM1M2,

‖Λ2(u, v)‖Z2 ≤
M2

2
+ cT ε(M2

1 +M2
2 ),

‖Λ(u1, v1)− Λ(u2, v2)‖Z1 ≤ cT ε(M2
1 +M1 +M2)[‖u1 − u2‖Z1 + ‖v1 − v2‖Z2 ],

‖Λ(u1, v1)− Λ(u2, v2)‖Z2 ≤ cT ε[M1‖u1 − u2‖Z1 +M2‖v1 − v2‖Z2 ].

Desta forma podemos escolher T = T (M1,M2) suficientemente pequeno, de modo que

‖Λ1(u, v)‖Z1 ≤M1,

‖Λ2(u, v)‖Z2 ≤M2.

Portanto, Λ define uma contração em Z ∩ B. Assim obtemos um ponto fixo (u, v) nesta

bola. Portanto a restrição

(u, v) :=
(
u|(x,t)∈R+×(0,T ), v|(x,t)∈R+×(0,T )

)
é a solução que procuramos. Como queŕıamos mostrar.

2.6.2 Prova do Teorema 2.1 na região D2

Sejam (s, k) ∈ D2 . Escolha a = a(s, k) < b < b(s, k) < 1
2

de modo que as estimativas

não lineares dos Lemas 2.2, 2.3, 2.4, 2.5 e 2.6 sejam válidas. Defina d = −a. Tome ũ0 e ṽ0,

extensões de u0 e v0, tais que ‖ũ0‖Hs(R) ≤ 2‖u0‖Hs(R+) e ‖ṽ0‖Hk(R) ≤ 2‖v0‖Hk(R+).

Como na prova do Teorema anterior, precisamos obter um ponto fixo para o operador

Λ = (Λ1,Λ2), definido por

(2.111) Λ1(u, v) = ψ(t)eit∂
2
xũ0(x)− ψ(t)S

(
αψTuv

)
(x, t) + ψ(t)e−

πλ1
4 Lλ1s h1(x, t),

com h1 definida por

(2.112) h1(t) = χ(0,+∞)e
−λπ

4

(
f(t)− ψ(t)eit∂

2
xũ0|x=0ψ(t)S[αψTuv](0, t)

)
,
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e

(2.113)

Λ2(u, v) = ψ(t)et∂
3
x ṽ0(x) + ψ(t)K

[
γψT∂x(|u|2)− 1

2
ψT (t)∂x(v)2

]
(x, t) + ψ(t)e−πλ2Lλ2+kh2(x, t),

com h2 definida por

(2.114) h2(t) = χ(0,+∞)

(
g(t)− ψ(t)et∂

3
x ṽ0|x=0 − ψ(t)K

[
(γ∂x(|ψTu|2)− 1

2
ψT (t)∂x(v)2)

]
(0, t)

)
.

Onde λ1 = λ1(s) e λ2 = λ2(k) serão escolhidos depois.

Baseado em nossas estimativas, estamos motivados a obter o ponto fixo em uma bola do

seguinte espaço de Banach:

Z = Z1 × Z2; Z1 = C
(
Rt; H

s(Rx)
)
∩ C

(
Rx; H

2s+1
4 (Rt)

)
∩Xs,b,

Z2 = C
(
Rt; H

k(Rx)
)
∩ C

(
Rx; H

k+1
3 (Rt)

)
∩ Y k,b ∩ V α.

Para que a função Lλ1s h1 esteja bem definida, precisamos mostrar que h1 ∈ H
2s+1

4
0 (R+).

Pelo Lema 2.1 (b) temos que

(2.115)
∥∥χ(0,+∞)ψ(t)eit∂

2
xũ0|x=0

∥∥
H

2s+1
4 (R)

≤ c‖ũ0‖Hs(R),

então χ(0,+∞)ψ(t)eit∂
2
xũ0|x=0 ∈ H

2s+1
4 (R+).

Por hipótese f(t) ∈ H 2s+1
4 (R+), então f(t)−ψ(t)eit∂

2
xu0 ∈ H

2s+1
4 (R+). Usando a condição

de compatibilidade,

f(0)− ψ(0)ei0∂
2
xu0 = f(0)− u0(0) = 0.

Assim o Lema 1.6 implica que χ(0,+∞)[f(t)− ψ(t)eit∂
2
xu0] ∈ H

2s+1
4

0 (R+), pois 1
2
< s < 1.

Usando o Lema 2.18 (b), Proposições 2.1 e 2.4 e o Lema 1.8, obtemos∥∥χ(0,+∞)ψ(t)S(αψTuv)(0, t)
∥∥
H

2s+1
4 (R)

≤ c(‖αψTuv‖Xs,d + ‖αψTuv‖W s,d)

≤ c‖ψTu‖Xs,b−ε‖v‖Y k,b

≤ cT ε‖u‖Xs,b‖v‖Y k,b .

(2.116)

Portanto se u ∈ Xs,b e v ∈ Y k,b, então ψ(t)S(αuv)(0, t) ∈ H 2s+1
4 (R+). Como 1

2
< 2s+1

4
< 3

4

e ψ(0)S(αuv)(0, 0) = 0 o Lema 1.6 implica que ψ(t)S(αuv)(0, t) ∈ H
2s+1

4
0 (R+) . Assim com

estas condições sobre u e v temos que h1 ∈ H
2s+1

4
0 (R+), portanto Lλ1s h1 está bem definida.
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Analogamente, para que a função Lλ2+kh2(x, t) esteja bem definida, precisamos mostrar

que h2 ∈ H
k+1
3

0 (R+). Pelo Lema 2.11 (b) temos que

(2.117)
∥∥ψ(t)et∂

3
x ṽ0|x=0

∥∥
H
k+1
3 (R)

≤ c‖ṽ0‖Hk(R).

Portanto χ(0,+∞)ψ(t)et∂
3
xv0|x=0 ∈ H

k+1
3 (R+).

Por hipótese temos que g(t) ∈ H k+1
3 (R+). Se −3

4
< k < 1

2
, então 1

12
< k+1

3
< 1

2
, logo o

Lema 1.4 garante que χ(0,+∞)[g(t)−ψ(t)et∂
3
xv0|x=0 ∈ H

k+1
3

0 (R+)]. Agora, se 1
2
< k < 3

2
, então

1
2
< k+1

3
< 5

6
, então o Lema 1.6 junto com a condição de compatibilidade v(0) = g(0) garante

que χ(0,+∞)[g(t)− ψ(t)et∂
3
xv0|x=0] ∈ H

k+1
3

0 (R+).

Via Lema 2.19 (b) e Proposições 2.2 e 2.6 temos, se k > 1
2
,∥∥ψ(t)K[γψT∂x(|u|2)− 1

2
ψT (t)∂x((v)2)](0, t)

∥∥
H
k+1
3 (R)

≤ c
∥∥ψT∂x(|u|2)− 1

2
ψT (t)∂x(v)2

∥∥
Y s,d

(2.118)

≤ cT ε
∥∥∂x(|u|2)− 1

2
∂x(v)2

∥∥
Y s,d+ε

≤ cT ε(‖u‖2
Xs,b + ‖v‖2

Y k,b∩V α).

Se k < 1
2

temos a estimativa acima sem a norma do espaço modificado U s,d.

Portanto, se u ∈ Xs,b e v ∈ Y k,b, então χ(0,+∞)ψ(t)K[γ∂x(|u|2)−1
2
∂x(v

2)](0, t) ∈ H
k+1
3

0 (R+).

Assim com estas condições sobre u e v temos que h2 ∈ H
k+1
3

0 (R+), logo Lλ+kh2 está bem defi-

nida.

Agora vamos mostrar que Λ é uma contração em Z.

Pela desigualdade triangular temos

‖Λ1(u, v)‖Z1 ≤
∥∥ψ(t)eit∂

2
xũ0(x)

∥∥
Z1

+
∥∥ψ(t)S(αψTuv)(x, t)

∥∥
Z1

+
∥∥ψ(t)Lλ1s h1(x, t)

∥∥
Z1

e

‖Λ2(u, v)‖Z2 ≤ c
∥∥ψ(t)et∂

3
x ṽ0(x)

∥∥
Z2

+ c
∥∥ψ(t)K[γ∂x(|ψTu|2)− 1

2
∂x(v

2)](x, t)
∥∥
Z2

+c
∥∥ψ(t)Lλ2+kh2(x, t)

∥∥
Z2
.

A seguir vamos estimar cada um dos termos acima.
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Comecemos estimando os termos correspondente a Λ1.

Pelo Lema 2.1 temos

∥∥ψ(t)eit∂
2
xũ0(x)

∥∥
Z1

=
∥∥ψ(t)eit∂

2
xũ0(x)

∥∥
C
(
Rt;Hs(Rx)

)
∩C
(
Rx;H

2s+1
4

)
∩Xs,b

≤ c‖u0‖Hs(R+).

Aplicando o Lema 2.18, as Proposições 2.3 e 2.4 obtemos

∥∥ψ(t)S(αψTuv)(x, t)
∥∥
Z1

=
∥∥ψ(t)S(αψTuv)(x, t)

∥∥
C
(
Rt;Hs(Rx)

)
∩C
(
Rx;H

2s+1
4 (Rt)

)
∩Xs,b

≤ c‖αψTuv‖Xs,d∩Us,d ≤ c‖ψTu‖Xs,b−ε‖v‖Y k,b ≤ cT ε‖u‖Xs,b‖v‖Y k,b .

Como 1
2
< s < 1, podemos escolher −1 < λ1 <

1
2

tal que s− 1
2
< λ1 < s+ 1

2
, deste modo

podemos aplicar os Lemas 2.8, 2.9, 2.10.

Pelos Lemas 2.8, 2.9, 2.10 e pelas estimativas (2.115) e (2.116) obtemos

∥∥ψ(t)Lλ1s h1(x, t)
∥∥
Z1

=
∥∥ψ(t)Lλ1s h1(x, t)

∥∥
C
(
Rt;Hs(Rx)

)
∩C
(
Rx;H

2s+1
4 (Rt)

)
∩Xs,b

≤ c‖h1‖
H

2s+1
4

0 (Rt)

≤ cT ε‖u‖Xs,b‖v‖Y k,b + c‖u0‖Hs(R+) + c‖f‖
H

2s+1
4

0 (R+)
.

Agora vamos estimar os termos correspondentes a Λ2. Pelo Lema 2.11 temos

∥∥ψ(t)et∂
3
xv0(x)

∥∥
Z2

= ‖ψ(t)et∂
3
xv0(x)‖

C
(
Rt;Hk(Rx)

)
∩C
(
Rx;H

k+1
3 (Rt)

)
∩Y s,b∩V α

≤ c‖v0‖Hk(R+).

Pelo Lema 2.19, Proposições 2.2 e 2.5 temos

∥∥ψ(t)KψT [γ∂x(|u|2)− 1

2
∂x(v

2)](x, t)
∥∥
Z2

=
∥∥ψ(t)KψT [γ∂x(|u|2)− 1

2
∂x(v

2)](x, t)
∥∥
C
(
Rt;Hk(Rx)

)
∩C
(
Rx;H

k+1
3

)
∩Y s,b∩V α

≤
∥∥ψT (γ∂x(|u|2)− 1

2
∂x(v

2))
∥∥
Y s,d

≤ cT ε(‖u‖2
Xs,b + ‖v‖2

Y k,b∩V α).
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Pelo Lema 2.17, pelas estimativas (2.117) e (2.118) temos

∥∥ψ(t)Lλ2+kh2(x, t)
∥∥
Z2

=
∥∥ψ(t)Lλ2+kh2(x, t)

∥∥
C
(
Rt;Hk(Rx)

)
∩C
(
Rx;H

k+1
3

)
∩Y k,b∩V α

≤ c‖h2‖
H

2s+1
4

0 (R)

≤ cT ε(‖v‖2
Y k,b + ‖u‖2

Xs,b) + ‖g‖
H
k+1
3

0 (R+)
,

desde que λ2 e α satisfaçam as seguintes propriedades:

k − 1 ≤ λ2 < k +
1

2
, λ2 <

1

2
, α ≤ k − λ2 + 2

3
,

1

2
< α ≤ 1− b.

Como −3
4
< k < 3

2
, então k− 1 < 1

2
e k+ 1

2
> −1

4
. Assim podemos encontrar λ2 = λ2(k) que

satisfaz as condições acima.

Reunindo as estimativas acima obtemos

(2.119)
∥∥Λ1(u, v)

∥∥
Z1
≤ c(‖u0‖Hs(R+) + ‖f‖

H
2s+1

4 (R+)
+ T ε‖u‖Xs,b‖v‖Y k,b),

(2.120) ‖Λ2(u, v)‖Z2 ≤ c(‖v0‖Hk(R+) + ‖g‖
H
k+1
3 (R+)

+ T ε‖u‖2
Xs,b + T ε‖v‖2

Y k,b∩V α).

Analogamente obtemos

‖Λ(u1, v1)− Λ(u2, v2)‖Z ≤ cT ε{‖v1‖Y k,b‖u1 − u2‖Xs,b + ‖u2‖Xs,b‖v1 − v2‖Y s,b +

+ (‖u1‖Xs,b + ‖u2‖Xs,b)‖u1 − u2‖Xs,b(2.121)

+ ‖v1 − v2‖Y s,b∩V α(‖v1‖Y k,b∩V α + ‖v2‖Y k,b∩V α)}.

Defina a seguinte bola de Z:

B = {(u, v) ∈ Z; ‖u‖Z1 ≤M1, ‖v‖Z2 ≤M2},

onde M1 = 2c(‖u0‖Hs + ‖f‖
H

2s+1
4

) e M2 = 2c(‖v0‖Hk + ‖g‖
H
k+1
3

).

Restringindo (u, v) na bola B, por (2.119), (2.120) e (2.121) obtemos

(2.122) ‖Λ1(u, v)‖Z1 ≤
M1

2
+ cT εM1M2,

84



(2.123) ‖Λ2(u, v)‖Z2 ≤
M2

2
+ cT ε(M2

1 +M2
2 ),

‖Λ(u1, v1)− Λ(u2, v2)‖Z1 ≤ cT ε(M2
1 +M1 +M2)[‖u1 − u2‖Z1 + ‖v1 − v2‖Z2 ],

‖Λ(u1, v1)− Λ(u2, v2)‖Z2 ≤ cT ε[M1‖u1 − u2‖Z1 +M2‖v1 − v2‖Z2 ].

Desta forma podemos escolher T = T (M1,M2) suficientemente pequeno, de modo que

‖Λ1(u, v)‖Z1 ≤M1,

‖Λ2(u, v)‖Z2 ≤M2.

Portanto, Λ define uma contração em Z ∩ B. Assim obtemos um ponto fixo (u, v) nesta

bola. Portanto, a restrição

(u, v) :=
(
u|(x,t)∈R+×(0,T ), v|(x,t)∈R+×(0,T )

)
é a solução que procuramos. Como queŕıamos mostrar.

2.6.3 Prova do Teorema 2.2 na região D3

Sejam (s, k) ∈ D3. Escolha a = a(s, k) < b = b(s, k) < 1
2

e a = a(s, k) de modo que as

estimativas não lineares dos Lemas 2.2, 2.3, 2.4, 2.5 e 2.6 sejam válidas. Defina d = −a. Tome

ũ0 e ṽ0, extensões de u0 e v0, tais que ‖ũ0‖Hs(R) ≤ 2‖u0‖Hs(R+) e ‖ṽ0‖Hk(R) ≤ 2‖v0‖Hk(R+).

Como na prova do Teorema anterior, precisamos obter um ponto fixo para o operador

Λ = (Λ1,Λ2), definido por

(2.124) Λ1(u, v) = ψ(t)eit∂
2
xũ0(x)− ψ(t)S

[
αψTuv

]
(x, t) + ψ(t)e−

λπi
4 Lλ1s h1(x, t),

com h1 definida por

(2.125) h1(t) = χ(0,+∞)

(
f(t)− ψ(t)eit∂

2
xũ0|x=0ψ(t)S[αψTuv](0, t)

)
,

e

(2.126) Λ2(u, v) = ψ(t)et∂
3
x ṽ0(x)+ψ(t)K

[
γ∂x(|ψTu|2)−1

2
∂x(v)2

]
(x, t)+ψ(t)e−λ2πLλ2+kh2(x, t),
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com h2 definida por

(2.127) h2(t) = χ(0,+∞)

(
g(t)− ψ(t)et∂

3
x ṽ0|x=0 − ψ(t)K[(γ∂x(|ψTu|2)− 1

2
∂x(v)2)](0, t)

)
.

Onde λ1 = λ1(s) e λ2 = λ2(k) serão escolhidos depois.

Baseado em nossas estimativas, estamos motivados a obter o ponto fixo em uma bola do

seguinte espaço de Banach:

Z = Z1 × Z2; Z1 = C
(
Rt; H

s(Rx)
)
∩ C

(
Rx; H

2s+1
4

)
∩Xs,b,

Z2 = C
(
Rt; H

k(Rx)
)
∩ C

(
Rx; H

k+1
3 (Rt)

)
∩ Y k,b ∩ V α.

Para que a função Lλ1s h1 esteja bem definida, vamos mostrar que h1 ∈ H
2s+1

4
0 (R+).

Pelo Lema 2.1 (b) temos que

(2.128)
∥∥ψ(t)eit∂

2
xũ0|x=0

∥∥
H

2s+1
4 (R)

≤ c‖ũ0‖Hs(R),

então ψ(t)eit∂
2
xũ0|x=0 ∈ H

2s+1
4 (R+).

Por hipótese f(t) ∈ H 2s+1
4 (R+), então χ(0,+∞)

(
f(t) − ψ(t)eit∂

2
xu0

)
∈ H 2s+1

4 (R+). Usando

a condição de compatibilidade,

f(0)− ψ(0)ei0∂
2
xu0 = f(0)− ũ0(0) = 0.

Assim o Lema 1.6 implica que f(t)− ψ(t)eit∂
2
xũ0 ∈ H

2s+1
4

0 (R+), pois 1
2
< s < 1.

Usando o Lema 2.18 (b), Proposições 2.1 e 2.4 e o Lema 1.8, obtemos∥∥ψ(t)S(αψTuv)(0, t)
∥∥
H

2s+1
4 (R)

≤ c(‖αψTuv‖Xs,d + ‖αψTuv‖W s,d)

≤ c‖ψTu‖Xs,b−ε‖v‖Y k,b

≤ cT ε‖u‖Xs,b‖v‖Y k,b .

(2.129)

Portanto, se u ∈ Xs,b e v ∈ Y k,b, então χ(0,+∞)ψ(t)S(αuv)(0, t) ∈ H 2s+1
4 (R+). Usando os fatos

1
2
< 2s+1

4
< 3

4
e ψ(0)S(αuv)(0, 0) = 0, o Lema 1.6 implica que ψ(t)S(αuv)(0, t) ∈ H

2s+1
4

0 (R+).

Logo, com estas condições sobre u e v temos que h1 ∈ H
2s+1

4
0 (R+), portanto Lλ1s h1 está bem

definida.

Analogamente, para que a função Lλ2+kh2(x, t) esteja bem definida, precisamos mostrar

que h2 ∈ H
k+1
3

0 (R+). Pelo Lema 2.11 (b) temos que

(2.130)
∥∥ψ(t)et∂

3
x ṽ0|x=0

∥∥
H
k+1
3 (R)

≤ c‖ṽ0‖Hk(R).
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Portanto ψ(t)et∂
3
x ṽ0|x=0 ∈ H

k+1
3 (R).

Por hipótese temos que g(t) ∈ H
k+1
3 (R+). Se −3

4
< k < 1

2
, então 1

12
< k+1

3
< 1

2
, logo

o Lema 1.4 garante que g(t) − ψ(t)et∂
3
x ṽ0|x=0 ∈ H

k+1
3

0 (R+). Agora, como 1
2
< k < 3

2
, então

1
2
< k+1

3
< 5

6
, logo o Lema 1.6 junto com a condição de compatibilidade v(0) = g(0) garante

que χ(0,+∞)(g(t)− ψ(t)et∂
3
xv0|x=0) ∈ H

k+1
3

0 (R+).

Via Lema 2.19 (b) e Proposições 2.2 e 2.6 temos

∥∥ψ(t)K
[
γ∂x(|ψTu|2)− 1

2
∂x((v)2)

]
(0, t)

∥∥
H
k+1
3

0

≤ c
(∥∥∂x(|ψTu|2)− 1

2
∂x((ψTv)2)

∥∥
Y s,d

+
∥∥∂x(|ψTu|2)− 1

2
∂x((v)2)

∥∥
Us,d

)
≤ c(‖ψTu‖2

Xs,b−ε + ‖v‖2
Y k,b−ε∩V α) ≤ c(T ε‖u‖2

Xs,b + ‖v‖2
Y k,b∩V α).

Portanto, se u ∈ Xs,b e v ∈ Y k,b, então χ(0,+∞)ψ(t)K
[
γ∂x(|u|2)− 1

2
∂x(v

2)
]
(0, t) ∈ H

k+1
3

0 (R+).

Assim, com estas condições sobre u e v temos que h2 ∈ H
k+1
3

0 (R+), logo Lλ+kh2 está bem

definida.

Agora vamos mostrar que Λ é uma contração em Z.

Pela desigualdade triangular temos

∥∥Λ1(u, v)
∥∥
Z1
≤

∥∥ψ(t)eit∂
2
xũ0(x)

∥∥
Z1

+
∥∥ψ(t)S(αψTuv)(x, t)

∥∥
Z1

+
∥∥ψ(t)Lλ1s h1(x, t)

∥∥
Z1
,

e

∥∥Λ2(u, v)
∥∥
Z2
≤

∥∥ψ(t)et∂
3
x ṽ0(x)

∥∥
Z2

+
∥∥ψ(t)K[γ∂x(|ψTu|2)− 1

2
∂x(v

2)](x, t)
∥∥
Z2

+
∥∥ψ(t)Lλ2+kh2(x, t)

∥∥
Z2
.

A seguir vamos estimar cada um dos termos acima.

Comecemos estimando os termos correspondente a Λ1.

Pelo Lema 2.1 temos

∥∥ψ(t)eit∂
2
xũ0(x)

∥∥
Z1

=
∥∥ψ(t)eit∂

2
xu0(x)

∥∥
C
(
Rt;Hs(Rx)

)
∩C
(
Rx;H

2s+1
4

)
∩Xs,b

≤ c‖u0‖Hs(R+).
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Aplicando o Lema 2.18, as Proposições 2.3 e 2.4 obtemos

∥∥ψ(t)S(αψTuv)(x, t)
∥∥
Z1

=
∥∥ψ(t)S(αψTuv)(x, t)

∥∥
C
(
Rt;Hs(Rx)

)
∩C
(
Rx;H

2s+1
4

)
∩Xs,b

≤ c‖αψTuv‖Xs,d∩Us,d

≤ c‖ψTu‖Xs,b−ε‖v‖Y k,b

≤ cT ε‖u‖Xs,b‖v‖Y k,b .

Como 1
2
< s < 1, podemos escolher −1 < λ1 <

1
2
, tal que, s − 1

2
< λ1 < s + 1

2
, deste modo

podemos aplicar os Lemas 2.8, 2.9, 2.10. Pelos Lemas 2.8, 2.9, 2.10 e por (2.128) temos

∥∥ψ(t)Lλ1s h1(x, t)
∥∥
Z1

=
∥∥ψ(t)Lλ1s h1(x, t)

∥∥
C
(
Rt;Hs(Rx)

)
∩C
(
Rx;H

2s+1
4

)
∩Xs,b

≤ c‖h1‖
H

2s+1
4

0 (R)

≤ cT ε‖u‖Xs,b‖v‖Y k,b + c‖u0‖Hs(R+) + c‖f‖
H

2s+1
4

0 (R+)
.

Agora vamos estimar os termos correspondentes a Λ2. Pelo Lema 2.11 temos

∥∥ψ(t)et∂
3
x ṽ0(x)

∥∥
Z2

=
∥∥ψ(t)et∂

3
xv0(x)

∥∥
C
(
Rt;Hk(Rx)

)
∩C
(
Rx;H

k+1
3

)
∩Y s,b∩V α

≤ c‖v0‖Hk(R+).

Pelo Lema 2.19, Proposições 2.2 e 2.5 temos

∥∥ψ(t)K
[
γ∂x(|ψTu|2)− 1

2
∂x(v

2)
]
(x, t)

∥∥
Z2

=
∥∥ψ(t)K

[
γ∂x(|ψTu|2)− 1

2
∂x(v

2)
]
(x, t)

∥∥
C
(
Rt;Hk(Rx)

)
∩C
(
Rx;H

k+1
3 (Rt)

)
∩Y s,b∩V α

≤ c
∥∥γ∂x(|ψTu|2)− 1

2
∂x(v

2)
∥∥
Y s,d

≤ cT ε‖u‖2
Xs,b + c‖v‖2

Y k,b∩V α .

Pelo Lema 2.17, por (2.131) e (2.130) temos

∥∥ψ(t)Lλ2+kh2(x, t)
∥∥
Z2

=
∥∥ψ(t)Lλ2+kh2(x, t)

∥∥
C
(
Rt;Hk(Rx)

)
∩C
(
Rx;H

k+1
3

)
∩Y k,b∩V α

≤ c‖h2‖
H

2s+1
4

0 (R+)

≤ c
(
‖v‖2

Y k,b + T ε‖u‖2
Xs,b + ‖g‖

H
k+1
3

0 (R+)

)
,
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desde que λ2 e α satisfaçam as seguintes propriedades:

(2.131) k − 1 ≤ λ2 < k +
1

2
, λ2 <

1

2
, α ≤ k − λ2 + 2

3
,

1

2
< α ≤ 1− b.

Como −3
4
< k < 3

2
, então k− 1 < 1

2
e k+ 1

2
> −1

4
. Assim podemos encontrar λ2 = λ2(k) que

satisfaça (2.131).

Reunindo as estimativas obtemos

(2.132) ‖Λ1(u, v)‖Z1 ≤ c(‖u0‖Hs(R+) + ‖f‖
H

2s+1
4 (R+)

+ T ε‖u‖Xs,b‖v‖Y k,b),

(2.133) ‖Λ2(u, v)‖Z2 ≤ c(‖v0‖Hk(R+) + ‖g‖
H
k+1
3 (R+)

+ T ε‖u‖2
Xs,b + ‖v‖2

Y k,b∩V α).

Analogamente, obtemos

‖Λ(u1, v1)− Λ(u2, v2)‖Z ≤ c{T ε‖v1‖Y k,b‖u1 − u2‖Xs,b + T ε‖u2‖Xs,b‖v1 − v2‖Y s,b +

+ (‖u1‖Xs,b + ‖u2‖Xs,b)‖u1 − u2‖Xs,b(2.134)

+ ‖v1 − v2‖Y s,b∩V α(‖v1‖Y k,b∩V α + ‖v2‖Y k,b∩V α)}.

Defina a seguinte bola de Z:

B = {(u, v) ∈ Z; ‖u‖Z1 ≤M1, ‖v‖Z2 ≤M2},

onde M1 = 2c
(
‖u0‖Hs(R+) + ‖f‖

H
2s+1

4 (R+)

)
e M2 = 2c

(
‖v0‖Hk(R+) + ‖g‖

H
k+1
3 (R+)

)
.

Restringindo (u, v) na bola B, por (2.132), (2.133) e (2.134) obtemos

‖Λ1(u, v)‖Z1 ≤
M1

2
+ cT εM1M2,

‖Λ2(u, v)‖Z2 ≤
M2

2
+ c(T εM2

1 +M2
2 ),

‖Λ(u1, v1)− Λ(u2, v2)‖Z1 ≤ cT ε(M2
1 +M1 +M2)[‖u1 − u2‖Z1 + ‖v1 − v2‖Z2 ],

‖Λ(u1, v1)− Λ(u2, v2)‖Z2 ≤ c[M1T
ε‖u1 − u2‖Z1 +M2‖v1 − v2‖Z2 ].
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Usando a hipótese referente a dados pequenos dada em (2.7) podemos escolher T =

T (M1,M2) suficientemente pequeno de modo a termos

‖Λ1(u, v)‖Z1 ≤M1,

‖Λ2(u, v)‖Z2 ≤M2,

‖Λ(u1, v1)− Λ(u2, v2)‖Z∩B ≤
1

2
‖(u1 − u2, v1 − v2)‖Z .

Portanto, Λ define uma contração em Z ∩ B. Assim obtemos um ponto fixo (u, v) nesta

bola. Portanto a restrição

(u, v) :=
(
u|(x,t)∈R+×(0,T ), v|(x,t)∈R+×(0,T )

)
é a solução que procuramos. Como queŕıamos mostrar.

2.6.4 Prova do Teorema 2.2 na região D4.

A prova segue os mesmos passos da região D3. Vamos comentar as leves diferenças na

prova deste caso. Uma diferença é que neste caso consideramos o sistema geral com qualquer

β ∈ R, visto que para 0 ≤ s < 1/2 na estimativa do operador Duhamel S não aparece o espaço

de Bourgain modificado W s,b, logo o termo cúbico pode ser estimado. Outra diferença é que

não precisamos usar a famı́lia de operadores Lλ+s, basta usar o operador L+s. Os detalhes

serão omitidos.

2.7 Boa Colocação local para o Sistema SK em R−

Nas subseções 2.3.3 e 2.3.4 estudamos o PVIF em R− para a equação linear de KdV com

duas condições de fronteira, sendo assim obtivemos a solução deste problema resolvendo um

PVI posto em todo R com a introdução de dois termos forçantes. Seguindo esta direção, para

resolvermos o PVIF (2.3)-(2.5), reformularemos este problema como uma equação integral em

todo R, com a introdução de um termo forçante na primeira equação e dois termos forçantes

na segunda equação.

Para o problema de SK em R−, levaremos em conta este fato para reescrevermos o PVIF

(2.3)-(2.5) na forma integral. Além disso, neste problema obteremos o ponto fixo em um

espaço mais restrito, se compararmos com o PVIF em R+.
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2.7.1 Prova do Teorema 2.3 na região E1

Primeiramente, notemos que nesta região é suficiente usarmos os operadores simples, Ls,

Lk e L−1
k sem precisar usar a famı́lia de operadores. Com efeito todas as estimativas referentes

a estes operadores são válidas nas regularidades determinada nesta região. Sejam (s, k) ∈ E1.

Escolha a = a(s, k) < b = b(s, k) < 1
2

de modo que as estimativas não lineares obtidas nos

Lemas 2.1, 2.2, 2.3, 2.5 e 2.6 sejam válidas. Defina d = −a. Tome ũ0 e ṽ0, extensões de u0 e

v0, tais que ‖ũ0‖Hs(R) ≤ 2‖u0‖Hs(R−) e ‖ṽ0‖Hk(R) ≤ 2‖v0‖Hk(R−).

Por (2.22), (2.60), (2.63) e (2.64) precisamos obter um ponto fixo para o operador Λ =

(Λ1,Λ2), onde

(2.135) Λ1(u, v) = ψ(t)eit∂
2
xũ0(x)− ψ(t)S

(
αψTuv + βψT |u|2u

)
(x, t) + ψ(t)Lsh1(x, t),

com h1 definida por

(2.136) h1(t) = χ(0,+∞)

(
f(t)− ψ(t)eit∂

2
xũ0|x=0 + ψ(t)S(αψTuv + βψT |u|2u)(0, t)

)
,

e

Λ2(u, v) = ψ(t)et∂
3
x ṽ0(x) + ψ(t)K

[
γψT∂x(|u|2)− 1

2
ψT∂x(v

2)
]
(x, t)

+ψ(t)L−kh2(x, t) + ψ(t)L−1
−kh3(x, t),

com h2, h3 definidos por

[
h2

h3

]
=

1

3

[
2 −1
−1 −1

]
A,

onde

A =

[
χ(0,+∞)ψ(t)

(
g − e·∂3x ṽ0|x=0 −K[γψT∂x(|u|2)− 1

2
ψT∂x(v

2)](0, t)
)

χ(0,+∞)ψ(t)I 1
3

(
h− ∂xe·∂

3
x ṽ0 − ∂xK[γψT∂x(|u|2)− 1

2
ψT∂x(v

2)](0, t)
) ] .

Vamos considerar Λ definido no espaço Z = Z(s, k) = Z1 × Z2, onde

Z1 = C
(
Rt; H

s(Rx)
)
∩ C

(
Rx; H

2s+1
4 (Rt)

)
∩Xs,b,

Z2 = {w ∈ C
(
Rt; H

k(Rx)
)
∩ C

(
Rx; H

k+1
3 (Rt)

)
∩ Y s,b ∩ V α; ∂xw ∈ C

(
Rx; H

k
3 (Rt)

)
},
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cuja norma é dada por

‖(u, v)‖Z = ‖u‖Z1 + ‖v‖Z2

:= ‖u‖
C
(
Rt;Hs(Rx)

) + ‖u‖
C
(
Rx;H

2s+1
4 (Rt)

) + ‖u‖Xs,b

+‖v‖
C
(
Rt;Hk(Rx)

) + ‖v‖
C
(
Rx;H

k+1
3 (Rt)

) + ‖v‖∩Y s,b + ‖v‖V α

+‖∂xv‖
C
(
Rx;H

k
3 (Rt)

).
Argumentando como na demonstração do Teorema 2.1 vemos que Lsh1(x, t) está bem

definida. Agora vamos mostrar que as funções L−kh2(x, t) e L−1
−kh3(x, t) estão bem definidas.

Pela prova do Teorema 2.1 vemos que a função

L−kχ(0,+∞)ψ(t)
(
g − e·∂3xv0|x=0 −K

[
γψT∂x(|u|2)− 1

2
ψT∂x(v

2)
]
(0, t)

)
(x, t)

está bem definida. Como 0 ≤ k < 1
2

temos que 1
3
≤ k+1

3
< 1

2
, pelo Lema 1.5 obtemos

H
k+1
3 (R+) = H

k+1
3

0 (R+). Pelos Lemas 1.2, 1.11, 2.11, 2.19, 2.5 e 2.2 obtemos

∥∥∥∥χ(0,+∞)I 1
3
ψ(t)

(
h− ∂xe·∂

3
xv0 − ∂xK

[
γψT∂x(|u|2)− 1

2
ψT∂x(v

2)
]
(0, t)

)∥∥∥∥
H
k+1
3

0 (R+)

≤
∥∥∥∥I 1

3
ψ(t)

(
h− ∂xe·∂

3
xv0 − ∂xK

[
γψT∂x(|u|2)− 1

2
ψT∂x(v

2)
]
(0, t)

)∥∥∥∥
H
k+1
3 (R)

≤
∥∥∥∥ψ(t)

(
h− ∂xe·∂

3
xv0 − ∂xK

[
γψT∂x(|u|2)− 1

2
ψT∂x(v

2)
]
(0, t)

)∥∥∥∥
H
k
3 (R)

≤ c‖h‖
H
k
3 (R+)

+ ‖v0‖Hk(R−) + ‖ψT∂x(v2)‖Y k,−a + ‖ψT∂x(|u|2)‖Y k,−a

≤ c‖h‖
H
k
3 (R+)

+ ‖v0‖Hk(R−) + T ε‖∂x(v2)‖Y k,−a+ε + T ε‖∂x(|u|2)‖Y k,−a+ε

≤ c‖h‖
H
k
3 (R+)

+ ‖v0‖Hk(R−) + T ε‖v‖2
Y k,b + T ε‖u‖2

Xs,b .

(2.137)

Isto mostra que as funções L−kh2(x, t) e L−1
−kh3(x, t) estão bem definidas.

O passo seguinte é mostrar que Λ define um ponto fixo em Z. Como na prova do Teorema

2.1 obtemos

(2.138) ‖Λ1(u, v)‖Z1 ≤ c‖u0‖Hs(R−) + ‖f‖
H

2s+1
4 (R+)

+ T ε‖u‖3
Xs,b + T ε‖u‖Xs,b‖v‖Y k,b∩V α .
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Argumentando como na demontração do Teorema 2.1, obtemos

∥∥∥∥ψ(t)et∂
3
x ṽ0(x) + ψ(t)K[γψT∂x(|u|2)− 1

2
ψT∂x(v

2)](x, t)

∥∥∥∥
C
(
Rt;Hk(Rx)

)
∩C
(
Rx;H

k+1
3 (Rt)

)
∩Y s,b∩V α

≤ c‖v0‖Hk(R−) + T ε‖u‖2
Xs,b + T ε‖v‖2

Y k,b∩V α .

(2.139)

Além disso, utilizando as estimativas da derivada nos Lemas 2.11, 2.19, obtemos de ma-

neira análoga∥∥∥∥∂x(ψ(t)et∂
3
x ṽ0(x) + ψ(t)K

[
γψT∂x(|u|2)− 1

2
ψT∂x(v

2)
]
(x, t))

∥∥∥∥
C
(
Rx;H

k
3 (Rt)

)
≤ c‖v0‖Hk(R−) + T ε‖u‖2

Xs,b + T ε‖v‖2
Y k,b∩V α .

(2.140)

Note que aqui usamos o fato de k ≥ 0 na região E1, pois quando k < 0 a estimativa do

operador Duhamel de KdV só funciona com uma mudança no espaço de Bourgain.

Seja W2 = C
(
Rt; H

k(Rx)
)
∩ C

(
Rx; H

k+1
3 (Rt)

)
∩ Y s,b ∩ V α. Como na prova do Teorema

2.1 obtemos∥∥∥∥L−k

(
χ(0,+∞)ψ(t)

(
g − e·∂3x ṽ0|x=0 −K[γψT∂x(|u|2)− 1

2
ψT∂x(v

2)](0, t)
))∥∥∥∥

W2

≤ c‖g‖
H
k+1
3 (R+)

+ ‖v0‖Hk(R−) + T ε‖v‖2
Hk(R) + T ε‖u‖2

Hs(R).

(2.141)

Usando a estimativa da derivada no Lema 2.17 e argumentando como anteriormente

obtemos

∥∥∥∥∂xL−k

(
χ(0,+∞)ψ(t)

(
g − e·∂3x ṽ0|x=0 −K[γψT∂x(|u|2)− 1

2
ψT∂x(v

2)](0, t)
))∥∥∥∥

C
(
Rx;H

k
3 (Rt)

)
≤ c‖g‖

H
k+1
3 (R+)

+ ‖v0‖Hk(R−) + T ε‖v‖2
Hk(R) + T ε‖u‖2

Hs(R).

(2.142)

Pelos Lema 2.17 e por (2.137) temos

∥∥∥∥L−kχ(0,+∞)ψ(t)I 1
3

(
h− ∂xe·∂

3
x ṽ0 − ∂xK[γψT∂x(|u|2)− 1

2
ψT∂x(v

2)](0, t)
)∥∥∥∥

W2

≤ c‖v0‖Hk(R−) + T ε‖u‖2
Xs,b + T ε‖v‖2

Y k,b∩V α .

(2.143)

Reunindo as estimativas (2.139), (2.140), (2.141), (2.142) e (2.143) obtemos
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(2.144)

‖Λ2(u, v)‖Z2 ≤ c‖v0‖Hk(R−) + ‖g‖
H
k+1
3 (R+)

+ ‖h‖
H
k
3 (R+)

+ T ε‖v‖2
Y k,b + T ε‖u‖Xs,b‖v‖Y k,b∩V α .

Analogamente obtemos

‖Λ(u1, v1)− Λ(u2, v2)‖Z ≤ cT ε{‖v1‖Y k,b‖u1 − u2‖Xs,b + ‖u2‖Xs,b‖v1 − v2‖Y s,b +

+(‖u1‖Xs,b + ‖u2‖Xs,b)‖u1 − u2‖Xs,b +(2.145)

+‖v1 − v2‖Y s,b∩V α(‖v1‖Y k,b∩V α + ‖v2‖Y k,b∩V α)

+(‖u1‖2
Xs,b + ‖u2‖2

Xs,b)‖u1 − u2‖Xs,b}.

Defina a seguinte bola de Z:

B = {(u, v) ∈ Z; ‖u‖Z1 ≤M1, ‖v‖Z2 ≤M2},

onde

M1 = 2c
(
‖u0‖Hs(R−) + ‖f‖

H
2s+1

4 (R+)

)
e

M2 = 2c
(
‖v0‖Hk(R−) + ‖g‖

H
k+1
3 (R+)

+ ‖h‖
H
k
3 (R+)

)
.

Restringindo (u, v) na bola B, por (2.138), (2.144) e (2.145) obtemos

‖Λ1(u, v)‖Z1 ≤
M1

2
+ cT εM1M2,

‖Λ2(u, v)‖Z2 ≤
M2

2
+ cT ε(M2

1 +M2
2 ),

‖Λ(u1, v1)− Λ(u2, v2)‖Z1 ≤ cT ε(M2
1 +M1 +M2)[‖u1 − u2‖Z1 + ‖v1 − v2‖Z2 ],

‖Λ(u1, v1)− Λ(u2, v2)‖Z2 ≤ cT ε[M1‖u1 − u2‖Z1 +M2‖v1 − v2‖Z2 ].

Desta forma podemos escolher T = T (M1,M2) suficientemente pequeno, de modo que

‖Λ1(u, v)‖Z1 ≤M1,

‖Λ2(u, v)‖Z2 ≤M2,

‖Λ(u1, v1)− Λ(u2, v2)‖Z∩B ≤
1

2
‖(u1 − u2, v1 − v2)‖Z .
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Logo, Λ define uma contração em Z ∩ B. Assim obtemos um ponto fixo (u, v) nesta bola.

Portanto, a restrição

(u, v) :=
(
u|(x,t)∈R−×(0,T ), v|(x,t)∈R−×(0,T )

)
é a solução que procuramos. Como queŕıamos mostrar.

2.7.2 Prova do Teorema 2.3 na região E2

Neste caso, como s > 1
2

precisaremos utilizar a famı́lia de operadores Lλ1−s e os espaços de

Bourgain modificado, devido a isto trabalhamos com o problema no caso ressonante β = 0.

A formulação do problema na forma integral, será bem parecida ao caso anterior.

Sejam (s, k) ∈ E2. Escolha a = a(s, k) < b = b(s, k) < 1
2

de modo que as estimativas

não lineares obtidas nos Lemas 2.2, 2.3, 2.4 e 2.5 sejam válidas. Defina d = −a. Tome ũ0 e

ṽ0, extensões de u0 e v0, tais que ‖ũ0‖Hs(R) ≤ 2‖u0‖Hs(R−) e ‖ṽ0‖Hk(R) ≤ 2‖v0‖Hk(R−). Seja

λ = λ(s), tal que s− 1
2
< λ < min{1

2
, s+ 1

2
}.

Por (2.28), (2.60), (2.63) e (2.64) é preciso obter um ponto fixo para o operador Λ =

(Λ1,Λ2), onde

(2.146) Λ1(u, v) = ψ(t)eit∂
2
xũ0(x)− ψ(t)S

(
αψTuv

)
(x, t) + ψ(t)Lλ−sh1(x, t),

com h1 definida por

(2.147) h1(t) = χ(0,+∞)e
−iλπ

4

(
f(t)− ψ(t)eit∂

2
xũ0|x=0 + ψ(t)S(αψTuv)(0, t)

)
,

e

Λ2(u, v) = ψ(t)et∂
3
x ṽ0(x) + ψ(t)K

[
γψT∂x(|u|2)− 1

2
ψT∂x(v

2)
]
(x, t)

+ψ(t)L−kh2(x, t) + ψ(t)L−1
−kh3(x, t),

com h2, h3 definidos por

[
h2

h3

]
=

1

3

[
2 −1
−1 −1

]
A,

onde
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A =

[
χ(0,+∞)ψ(t)

(
g − e·∂3x ṽ0|x=0 −K

[
γψT∂x(|u|2)− 1

2
ψT∂x(v

2)
]
(0, t)

)
χ(0,+∞)ψ(t)I 1

3

(
h− ∂xe·∂

3
x ṽ0 − ∂xK

[
γψT∂x(|u|2)− 1

2
ψT∂x(v

2)
]
(0, t)

) ] .
Vamos considerar Λ definido no espaço Z, onde Z = Z(s, k) é dado na prova do caso anterior.

Argumentando como na demonstração do Teorema 2.1 na região S2 vemos que Lλ−sh1(x, t)

está bem definida quando (u, v) ∈ Z. Argumentando como na prova do Teorema 2.3 na

região S1 vemos que L−kh2 está bem definida.

Argumentando como na prova do Teorema 2.1 na região S2 obtemos

(2.148) ‖Λ1(u, v)‖Z1 ≤ cT ε‖u‖Xs,b‖v‖Y k,b + c‖u0‖Hs(R−) + c‖f‖
H

2s+1
4

0 (R+)
.

Argumentando como na prova do Teorema 2.3 no caso S1 obtemos

‖Λ2(u, v)‖Z2 ≤ c‖v0‖Hk(R−) + ‖g‖
H
k+1
3 (R+)

+ ‖h‖
H
k
3 (R+)

+ T ε‖v‖2
Xs,b

+ T ε‖u‖Xs,b‖v‖Y k,b∩V α .
(2.149)

Usando estas estimativas obtemos que para T adequadamente pequeno Λ define uma

contração em uma bola de Z e assim obtemos um ponto fixo.

2.7.3 Prova do Teorema 2.4 na região E3

Na região E3 certos valores de k são menores que −1
2
, dáı precisaremos utilizar a famı́lia

de operadores Lλ−k.

Sejam (s, k) ∈ E3. Escolha a = a(s, k) < b = b(s, k) < 1
2

de modo que as estimativas não

lineares dadas nos Lemas 2.1, 2.2, 2.3, 2.5, 2.6 e 2.7 sejam válidas. Defina d = −a. Tome

ũ0 e ṽ0, extensões de u0 e v0, tais que ‖ũ0‖Hs(R) ≤ 2‖u0‖Hs(R−) e ‖ṽ0‖Hk(R) ≤ 2‖v0‖Hk(R−).

Sejam λ1 = λ1(k), λ2 = λ2(k) tais que −1 < λ1, λ2 < 1.

Por (2.22), (2.60), (2.63) e (2.64) é preciso obter um ponto fixo para o operador Λ =

(Λ1,Λ2), onde

(2.150) Λ1(u, v) = ψ(t)eit∂
2
xũ0(x)− ψ(t)S

(
αψTuv + βψT |u|2u

)
(x, t) + ψ(t)Lsh1(x, t),

com h1 definida por

(2.151) h1(t) = χ(0,+∞)

(
f(t)− ψ(t)eit∂

2
xũ0|x=0 + ψ(t)S(αψTuv + βψT |u|2u)(0, t)

)
,
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e

Λ2(u, v) = ψ(t)et∂
3
x ṽ0(x) + ψ(t)K

[
γψT∂x(|u|2)− 1

2
∂x(v

2)
]
(x, t)

+ψ(t)Lλ1−kh2(x, t) + ψ(t)Lλ2−kh3(x, t),

com h2, h3 definidas por

(2.152)[
h2(t)
h3(t)

]
= A

[
χ(0,+∞)ψ(t)

(
g − e·∂3x ṽ0|x=0 −K[γψT∂x(|u|2)− 1

2
∂x(v

2)](0, t)
)

χ(0,+∞)ψ(t)I 1
3

(
h− ∂xe·∂

3
x ṽ0 − ∂xK[γψT∂x(|u|2)− 1

2
∂x(v

2)](0, t)
) ] ,

onde

(2.153) A =
1

2
√

3sen π/3(λ2 − λ1)

[
sen

(
π
3
λ2 − π

6

)
−sen

(
π
3
λ2 + π

6

)
−sen

(
π
3
λ1 − π

6

)
sen

(
π
3
λ1 + π

6

) ]
.

Vamos considerar Λ definido no espaço Z = Z(s, k) definido como no caso anterior. Como

na prova do Teorema 2.3 na região S1, obtemos que Lsh1(x, t) está bem definida e que

(2.154) ‖Λ1(u, v)‖Z1 ≤ cT ε‖u‖Xs,b‖v‖Y k,b + T ε‖u‖3
Xs,b + c‖u0‖Hs(R−) + c‖f‖

H
2s+1

4
0

.

Como na prova do Teorema 2.3, na região E1, vemos que as funções L−kh2(x, t) e L−kh2(x, t)

estão bem definidas quando (u, v) ∈ Z.

Pelo Lema 2.17 temos∥∥∥∥Lλ1−k

(
χ(0,+∞)ψ(t)

(
g − e·∂3x ṽ0|x=0 −K

[
γψT∂x(|u|2)− 1

2
∂x(v

2)
]
(0, t)

))∥∥∥∥
Z2

≤
∥∥∥∥χ(0,+∞)ψ(t)

(
g − e·∂3x ṽ0|x=0 −K[γψT∂x(|u|2)− 1

2
∂x(v

2)](0, t)
)∥∥∥∥

H
k+1
3

0 (R+)

,

(2.155)

∥∥∥∥Lλ2−k

(
χ(0,+∞)ψ(t)I 1

3

(
h− ∂xe·∂

3
x ṽ0 − ∂xK[γψT∂x(|u|2)− 1

2
∂x(v

2)](0, t)
))∥∥∥∥

Z2

≤
∥∥∥∥χ(0,+∞)ψ(t)

(
g − e·∂3x ṽ0|x=0 −K

[
γψT∂x(|u|2)− 1

2
∂x(v

2)
]
(0, t)

)∥∥∥∥
H
k+1
3

0 (R+)

(2.156)

se −1 < λ1, λ2 < min{1
2
, k + 1

2
}.
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Pelos Lemas 1.11, 2.11, 2.19, 2.5 e 2.2 obtemos

∥∥∥∥χ(0,+∞)I 1
3
ψ(t)

(
h− ∂xe·∂

3
xv0 − ∂xK

[
γψT∂x(|u|2)− 1

2
∂x(v

2)
]
(0, t)

)∥∥∥∥
H
k+1
3

0 (R+)

≤ c

∥∥∥∥I 1
3
ψ(t)

(
h− ∂xe·∂

3
xv0 − ∂xK[γψT∂x(|u|2)− 1

2
∂x(v

2)](0, t)
)∥∥∥∥

H
k+1
3 (R)

≤ c

∥∥∥∥ψ(t)
(
h− ∂xe·∂

3
xv0 − ∂xK[γψT∂x(|u|2)− 1

2
∂x(v

2)](0, t)
)∥∥∥∥

H
k
3 (R)

≤ c(‖h‖
H
k
3 (R+)

+ ‖v0‖Hk(R−) + ‖∂x(v2)‖Y k,−a + ‖∂x(v2)‖Uk,−a + ‖ψT∂x(|u|2)‖Y k,−a)

≤ c(‖h‖
H
k
3 (R+)

+ ‖v0‖Hk(R−) + c‖∂x(v2)‖Y k,−a + c‖∂x(v2)‖Us,−a + T ε‖∂x(|u|2)‖Y k,−a+ε)

≤ c(‖h‖
H
k
3 (R+)

+ ‖v0‖Hk(R−) + ‖v‖2
Y k,b∩V α + T ε‖u‖2

Xs,b).

(2.157)

Usando o Lema 2.19 e as estimativas (2.155), (2.156), (2.157) obtemos

(2.158)

‖Λ2(u, v)‖Z2
≤ c(‖v0‖Hk(R−) + ‖g‖

H
k+1
3 (R+)

+ ‖h‖
H
k
3 (R+)

+ ‖v‖2
Y k,b + T ε‖u‖Xs,b‖v‖Y k,b∩V α).

Combinando (2.154) com (2.158) obtemos

‖Λ(u, v)‖Z ≤ c(‖u0‖Hs(R−) + ‖v0‖Hk(R−) + ‖f‖
H

2s+1
4 (R+)

+ ‖g‖
H
k+1
3

(R+)) + ‖h‖
H
k
3 (R+)

)

+ c(T ε‖u‖Xs,b‖v‖Y k,b + c‖v‖2
Y k,b∩V α + cT ε‖u‖2

Xs,b).

Analogamente, obtemos

‖Λ(u1, v1)− Λ(u2, v2)‖Z ≤ c{T ε‖v1‖Y k,b‖u1 − u2‖Xs,b + T ε‖u2‖Xs,b‖v1 − v2‖Y k,b

+T ε(‖u1‖Xs,b + ‖u2‖Xs,b)‖u1 − u2‖Xs,b +(2.159)

+‖v1 − v2‖Y s,b∩V α(‖v1‖Y k,b∩V α + ‖v2‖Y k,b∩V α)}.

Defina a seguinte bola de Z:

B = {(u, v) ∈ Z; ‖u‖Z1 ≤M1, ‖v‖Z2 ≤M2},

onde

M1 = 2c
(
‖u0‖Hs(R−) + ‖f‖

H
2s+1

4 (R+)

)
e

M2 = 2c
(
‖v0‖Hk(R−) + ‖g‖

H
k+1
3 (R+)

+ ‖h‖
H
k
3 (R+)

)
.
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Restringindo (u, v) na bola B, por (2.154), (2.158) e (2.159) obtemos

‖Λ1(u, v)‖Z1 ≤
M1

2
+ cT ε(M1M2 +M3

1 ),

‖Λ2(u, v)‖Z2 ≤
M2

2
+ c(M2

1 + T εM2
2 ),

‖Λ(u1, v1)− Λ(u2, v2)‖Z1 ≤ cT ε(M2
1 +M1)‖u1 − u2‖Z1 + cM2‖v1 − v2‖Z2 .

Usando 2.7, podemos escolher T = T (M1,M2) de modo que

‖Λ1(u, v)‖Z1 ≤M1,

‖Λ2(u, v)‖Z2 ≤M2,

‖Λ(u1, v1)− Λ(u2, v2)‖Z∩B ≤
1

2
‖(u1 − u2, v1 − v2)‖Z .

Logo, Λ define uma contração em Z ∩ B. Assim obtemos um ponto fixo (u, v) nesta bola.

Portanto a restrição

(u, v) :=
(
u|(x,t)∈R+×(0,T ), v|(x,t)∈R+×(0,T )

)
é a solução que procuramos. Como queŕıamos mostrar.

2.7.4 Prova do Teorema 2.4 na região E4

A prova do Teorema neste caso seguem as mesmas ideias usadas no caso anterior.
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Caṕıtulo 3

O PVIF para equações de Schrödinger
com não linearidade quadrática na
semirreta

3.1 Introdução e principais resultados

Neste caṕıtulo vamos estudar as seguintes versões de PVIF em semirreta associados as

equações de Schrödinger com não linearidade quadrática,

(3.1)


i∂tu− ∂2

xu = Ni(u, u), (x, t) ∈ (0,+∞)× (0, T ), i = 1, 2, 3,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ (0,+∞),

u(0, t) = f(t), t ∈ (0, T ),

onde N1(u, u) = uu, N2(u, u) = uu or N3(u) = uu. Os espaços apropriados para as condições

inicial e de fronteira são motivados pelo comportamento das soluções da equação linear de

Schrödinger em R. Seja e−it∂
2
x o grupo linear associado à equação linear de Schrödinger em

R. O efeito suavizante é dado por

(3.2) ‖ψ(t)eit∂
2
xφ‖

L∞x H
2s+1

4 (Rt)
≤ c‖φ‖Hs(R),

ver por exemplo [30]. Esta desigualdade é ótima no sentido de que 2s+1
4

não pode ser tro-

cado por um número maior. Portanto estamos motivados a considerar (3.1) na seguinte

configuração

(3.3) u0 ∈ Hs(R+) e f ∈ H
2s+1

4 (R+).
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Nosso objetivo no estudo do PVIF (3.1), (3.3) é obter resultados de baixa regularidade.

Assim vamos restringir s na imagem s ≤ 0 e condições de compatibilidade entre os valores

de u(0) e f(0) não são necessárias.

A seguir definimos o conceito de solução que iremos construir.

Definição 3.1. Uma função u(x, t) é uma solução, no sentido das distribuições, para o PVIF

(3.1), (3.3) em [0, T ] se esta satisfaz as seguintes condições:

(a) (Não linearidade bem definida) u pertence a algum espaço X tal que u ∈ X implique

em Ni(u, u), i = 1, 2, 3 seja uma distribuição bem definida.

(b) u(x, t) satisfaz a equação (3.1) no sentido das distribuições em (x, t) ∈ (0,∞)× (0, T ).

(c) u ∈ C
(
[0, T ]; Hs(R+

x )
)

e neste sentido u(·, 0) = u0.

(d) u ∈ C
(
R+
x ; H

2s+1
4 (0, T )

)
e neste sentido u(0, ·) = f .

Em nosso caso X será a restrição em R+ × (0, T ) das funções contidas no espaço Xs,b ∩

C
(
R; Hs(Rx)

)
∩ C

(
R; H

2s+1
4 (Rt)

)
, onde Xs,b é o espaço de Bourgain, definido pela seguinte

norma:

‖u‖Xs,b =

(∫ ∫
〈ξ〉2s〈τ − ξ2〉2b|û(ξ)|2dξdτ

) 1
2

.

Os espaços Xs,b, com b > 1
2
, são usados com grande frequência no estudo de problemas de

valor inicial posto em todo R. Como no trabalho de Holmer [23], a introdução dos operadores

forçantes de fronteira de Duhamel em nosso estudo nos força a tomar b < 1
2
. Como para

b < 1
2

não se tem a imersão de Xs,b em C
(
Rt; H

s(Rx)
)
, então precisamos interceptar Xs,b

com o espaço C
(
Rt; H

s(Rx)
)
.

A motivação de estudar o PVIF (3.1), (3.3) vem dos estudos feitos para problemas de

valor inicial análogos em todo R, isto é,

(3.4)

{
i∂tu− ∂2

xu = N(u, u); (x, t) ∈ R× (0, T ),
u(x, 0) = u0(x), x ∈ R.

Esta classe de problema tem sido bastante estudada nas últimas três décadas. Em [43]

Tsutsumi obteve boa colocação local em Hs(R) com s ≥ 0, para todas as não linearidades

quadráticas, isto é, |N(u, u)| ≤ c|u|2. Em [31] Kenig, Ponce e Vega obtiveram resultados
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de boa colocação local em Hs(R) para s ∈ (−3
4
, 0] quando N(u, u) = N1(u, u) = uu ou

N(u, u) = N3(u, u) = uu e para s ∈ (−1
4
, 0] quando N(u, u) = N2(u, u) = uu, usando os

espaços de Bourgain Xs,b. Posteriormente, Bejenaru e Tao [1] através de uma modificação

dos espaços Xs,b obtiveram resultado de boa colocação para s ≥ −1 quando N = N1, e além

disso foi mostrado que para s < −1 o problema é mal posto. Em seguida, Kishimoto [32]

obteve resultado de boa colocação para s ≥ −1 quando N(u, u) = N3(u, u) = uu.

A seguir enunciamos o principal resultado deste caṕıtulo.

Teorema 3.1. Sejam si = −3/4 para i = 1, 3 e s2 = −1/4. Se (u0, f) ∈ Hs(R+) ×

H
2s+1

4 (R+), com s ∈ (si, 0], então existe um Ti = Ti
(
‖u0‖Hs(R+), ‖f‖

H
2s+1

4 (R+)

)
e uma solução

no sentido das distribuições ui(x, t) do PVIF (3.1), (3.3) com não linearidade Ni, definida

na classe C
(
[0, T ]; Hs(R+)

)
∩ C

(
R+; H

2s+1
4 (0, T )

))
. Além disso, a aplicação (u0, f) 7−→ ui

é anaĺıtica de Hs(R+)×H 2s+1
4 (R+) em C([0, T ]; Hs(R+) ∩ C

(
R+; H

2s+1
4 (0, T )

)
.

A prova deste resultado envolve a abordagem de Colliander e Kenig [11], que estudaram

o PVIF para a equação generalizada de Korteweg- de Vries na semirreta. Neste trabalho

os autores introduziram um métodobem geral para resolver PVIF para equações dispersivas

não lineares, substituindo o PVIF por um PVI com um apropriado termo forçante. Também

usaremos as idéias contidas nos trabalhos de Holmer [22] e [23], que aperfeiçoou esta técnica.

Seguindo estas idéias vamos estudar o seguinte problema:

(3.5)

{
i∂tũ− ∂2

xũ = N(ũ, ũ) + T (x)h(t); (x, t) ∈ R× (0, T ),
ũ(x, 0) = ũ0(x), x ∈ R,

onde ũ0 é uma boa extensão de u0, T é uma distribuição suportada em R−. A função h(t) é

escolhida de modo que

(3.6) ũ(0, t) = f(t), t ∈ (0, T ).

Após construir a solução ũ de (3.5), obtemos uma solução no sentido das distribuições de

(3.1), fazendo a seguinte restrição u = ũ
∣∣
{R+×(0,T )}.

A solução de (3.5) é constrúıda usando as técnicas clássicas desenvolvidas por Bourgain

[7], seguindo as ideias de Kenig, Ponce e Vega [31] e a inversão do operador integração

fracionária de Riemann-Liouville.
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O principal novo ingrediente é a introdução de uma famı́lia anaĺıtica de operadores similar

à classe definida em [23] e que generaliza o operador forçante e de fronteira definido em [22].

A necessidade de se trabalhar com uma classe de operadores forçantes vem da estimativa do

operador de fronteira definido em [22] por

Lsf(x, t) = 2ei
π
4

∫ t

0

e−i(t−t
′)∂2xδ0(x)I− 1

2
f(t′)dt′,

em espaços de Bourgain. Mais especificamente iremos obter a seguinte estimativa,

(3.7) ‖Lsf(x, t)‖Xs,b ≤ c‖f‖
H

2s+1
4 (R+)

,

para s > −1
2
. Assim para obtermos resultados para o PVIF com termo não linear N1 ou

N3 em regularidade mais baixa que −1/2 iremos definir uma famı́lia anaĺıtica de operadores

Lλs , similar a famı́lia definida em [23] no estudo do PVIF associado à equação de KdV na

semirreta.

Observemos que podeŕıamos considerar o PVIF na semirreta à esquerda, isto é,

(3.8)


i∂tu− ∂2

xu = Ni(u, u), (x, t) ∈ (−∞, 0)× (0, T ), i = 1, 2, 3,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ (−∞, 0),

u(0, t) = f(t), t ∈ (0, T ),

este problema se torna idêntico ao PVIF na semirreta à direita (3.1) pela transformação

u(x, t)→ u(x,−t).

3.2 Versão Linear

Nesta seção vamos resolver a seguinte versão do PVIF associado à equação linear de

Schrödinger

(3.9)


(i∂t − ∂2

x)u(x, t) = 0, (x, t) ∈ R+ × R+,

u(x, 0) = φ(x), x ∈ R+,

u(0, t) = f(t), t ∈ R+.
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Para isto vamos usar a abordagem dada em [12], [22], [23]. Esta consiste em resolver um PVI

estendido (em R) com a presença de um termo forçante, isto é,

(3.10)

{
i∂tu− ∂2

xv = T (x)h2(t), (x, t) ∈ R× R+,

u(x, 0) = ũ0(x), x ∈ R,

onde ũ0 é uma boa extensão de u0 , T é uma distribuição suportada em R− e h1 é uma

função escolhida de modo a garantir que ũ(0, t) = f(t).

Consequentemente, a solução do problema (3.9), será obtida por restrição da solução do

problema (3.10).

Inicialmente vamos solucionar (3.10) com a distribuição T = δ0(x), mas para obtermos

resultados com regularidade mais baixa iremos também solucionar (3.10), com a famı́lia de

distribuições Tλ =
xλ−1
−

Γ(λ)
, para certos valores de λ em C.

3.2.1 Equação linear de Schrödinger em R

Definimos o grupo linear O grupo livre eit∂
2
x : S ′(R) → S ′(R) associado à equação linear

de Schrödinger por

e−it∂
2
xφ(x) =

{
eitξ

2

φ̂(ξ)
}̌

(x),

então

(3.11)

{
(i∂t − ∂2

x)e
−it∂2xφ(x) = 0, (x, t) ∈ R× R,

e−it∂
2
xφ(x)|t=0 = φ(x), x ∈ R,

no sentido das distribuições.

Em particular, se φ ∈ S(R), então

(3.12) e−it∂
2
xφ(x) =

1

2π

∫
eixξeitξ

2

φ̂(ξ)dξ.

Observação 3.1. Observe que nesta seção estamos trabalhando com um grupo associado a

equação linear de Schrödinger com normalização diferindo da equação tratada na seção ante-

rior por um sinal. Isto implicará em leves mudanças nos operadores forçantes e de fronteira.

Devido a isto resolvemos refazer as estimativas dos operadores forçantes de forenteira, que

seguem o mesmo caminho das estimativas obtidas nas Subseções 2.3.1 e 2.3.2.

A seguir vamos obter as estimativas do grupo e−it∂
2
x .
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Lema 3.1. Suponha s ∈ R, 0 < b < 1. Se φ ∈ Hs(R), então

(a) Estimativa no espaço: ‖e−it∂2xφ(x)‖
C
(
Rt;Hs(Rx)

) ≤ c‖φ‖Hs(R).

(b) Estimativa no tempo: ‖ψ(t)e−it∂
2
xφ(x)‖

C
(
Rx;H

2s+1
4 (Rt)

) ≤ c‖φ‖Hs(R).

(c) Espaços de Bourgain: ‖ψ(t)e−it∂
2
xφ(x)‖Xs,b ≤ c‖ψ(t)‖H1(R)‖φ‖Hs(R).

Demonstração. A prova de (a) segue facilmente da propriedade de grupos de e−it∂
2
x , a parte

(b) foi obtida em [22] e a prova de (c) pode ser encontrada em [18].

3.2.2 Operador forçante de fronteira

Nesta seção vamos introduzir o operador forçante de fronteira de Holmer [22] . Para

f ∈ C∞0 (R+), defina o operador forçante de fronteira associado à equação de Schrödinger

Lsf(x, t) = 2e−i
π
4

∫ t

0

e−i(t−t
′)∂2xδ0(x)I− 1

2
f(t′)dt′

=
1√
π

∫ t

0

(t− t′)−
1
2 e
− ix2

4(t−t′)I− 1
2
f(t′)dt′.

A equivalência destas definições segue da fórmula

Fx
(
e−i

π
4

sgn a

2|a|1/2
√
π
e
ix2

4a

)
(ξ) = e−iaξ

2

, ∀ a ∈ R.

Desta definição segue que

(3.13)


(i∂t − ∂2

x)Lsf(x, t) = 2ei
π
4 δ0(x)I− 1

2
f(t), (x, t) ∈ R× (0, T )

Lsf(x, 0) = 0
Lsf(0, t) = f(t), t ∈ (0, T ).

O Lema abaixo descreve algumas propriedades de Lsf(x, t).

Lema 3.2. Se f ∈ C∞c,0(R+), então

(a) Para fixado t, Lsf(x, t) é cont́ınua em x para todo x ∈ R. Além disso, ∂xLsf(x, t) é

cont́ınua em x para x 6= 0 e em x = 0 tem uma descontinuidade tipo salto satisfazendo

lim
x→0−

∂xLsf(x, t) = −ei
π
4 I−1/2f(t), lim

x→0+
∂xLsf(x, t) = ei

π
4 I−1/2f(t).
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(b) Para N, k inteiros não negativos e fixado x, ∂kt Lsf(x, t) é cont́ınua em t para todo

t ∈ R+.

Além disso temos as seguintes estimativas pontuais, para k = 0, 1, 2, · · · , on [0, T ],

(3.14) |∂kt Lsf(x, t)|+ |∂xLsf(x, t)| ≤ c〈x〉−N ,

onde c = c(f,N, k, T ).

Demonstração. Consulte o Lema 6.1 in [22].

Defina u(x, t) = e−it∂
2
xφ(x) + Ls

(
f − e−it∂

2
xφ
∣∣
x = 0

)
, então pelo Lema 3.2 (a) u(x, t) é

cont́ınua em x, logo u(0, t) = f(t) e u(x, t) resolve, no sentido das distribuições, o problema

(3.15)


(i∂t − ∂2

x)u(x, t) = 0, (x, t) ∈ R \ {0} × R,
u(x, 0) = φ(x), x ∈ R,
u(0, t) = f(t), t ∈ (0, T ).

Isto é suficiente para resolver o problema análogo em R+.

3.2.3 Uma famı́lia anaĺıtica de operadores forçantes de Duhamel

Na seção 3.4 obteremos estimativas bilineares associadas ao termo não linear N1(u, u) =

uu e N3(u, u) = uu em espaços de Bourgain Xs,b para −3
4
< s ≤ 0, entretanto no Lema 3.4

encontramos uma séria restrição nos valores de s nas estimativas referentes ao operador Ls

nos espaços de Xs,b. Para tratarmos desta limitação nesta seção, inspirado no trabalho [23],

vamos introduzir uma famı́lia anaĺıtica de operadores Lλs , para certos λ ∈ C tal que L0
s = Ls

e

(3.16)


(i∂t − ∂2

x)Lλs f(x, t) = 2ei
π
4
xλ−1
−

Γ(λ)
I− 1

2
−λ

2
f(t), (x, t) ∈ R2,

Lλs f(x, 0) = 0, x ∈ R,
Lλs f(0, t) = e

3λπ
4 f(t). t ∈ R.

Devido ao fato do suporte da distribuição xλ−1
− estar contido em R−, pode-se concluir que

(i∂t − ∂2
x)Lλs f(x, t) = 0 para x > 0, no sentido das distribuições. Para qualquer −3

4
< s ≤ 0,

estaremos aptos a resolver o PVIF (2.2) substituindo Ls por Lλs para adequados valores de

λ = λ(s).
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Para λ ∈ C, tal que Re λ > −2, e f ∈ C∞0 (R+), definimos

(3.17) Lλs f(x, t) =

[
xλ−1
−

Γ(λ)
∗ Ls

(
I−λ

2
f
)
(·, t)

]
(x),

que satisfaz

(3.18) (i∂t − ∂2
x)Lλs f(x, t) =

2e
iπ
4

Γ(λ)
xλ−1
− I− 1

2
−λ

2
f(x, t),

no sentido das distribuições.

Se Re λ > 0, então

(3.19) Lλs f(x, t) =
1

Γ(λ)

∫ +∞

x

(y − x)λ−1Ls

(
I−λ

2
f
)
(y, t)dy.

Se Re λ > −2, usando (3.15) obtemos

Lλf(x, t) =
1

Γ(λ+ 2)

∫ +∞

x

(y − x)λ+1∂2
yLs

(
I−λ

2
f
)
(y, t)dy

=
1

Γ(λ+ 2)

∫ +∞

x

(y − x)λ+1
(
i∂tI−λ

2
f
)
(y, t)dy + 2ei

π
4

xλ+1
−

Γ(λ+ 2)
I−1/2−λ/2f(y, t).(3.20)

Pela definição de Lλs temos L0
sf(x, t) = Lsf(x, t), L−1

s f(x, t) = ∂xLsf(x, t). Usando o Lema

3.2 vemos que Lλs f(x, t) é bem definida se Re λ > −2 para t ∈ [0, 1] e f ∈ C∞0 (R+). Pelo

Teorema da convergência dominada e Lema 3.2 obtemos que Lλs f(x, t) é cont́ınua em x se

Re λ > −1 para fixado t ∈ [0, 1].

Agora calculamos o valor de Lλs f(x, t) em x = 0.

Lema 3.3. (Valores de Lλs f(x, t) em x = 0). Se Re λ > −1, então

(3.21) Lλs f(0, t) = ei
3λπ
4 f(t).

Demonstração. De (3.20) temos

(3.22) Lλs f(0, t) =

∫ +∞

0

(y)λ+1

Γ(λ+ 2)
∂2
yLs

(
I−λ

2
f
)
(y, t)dy.

Por diferenciação complexa sob o sinal de integral (3.22) tem-se que Lλs f(0, t) é anaĺıtica

em λ se Re λ > −1. Usando um argumento de continução anaĺıtica, precisamos somente

calcular (3.21) para 0 < λ < 2.

107



Para este cálculo em 0 < λ < 2 usamos a representação (3.19), para obtermos

Lλs f(0, t) =
1

Γ(λ)

∫ +∞

0

(y)λ−1Ls

(
I−λ

2
f
)
(y, t)dy

1

Γ(λ)

∫ +∞

0

(y)λ−1 1√
π

∫ t

0

(t− t′)−
1
2 e

−iy2
4(t−t′)I−λ

2
− 1

2
f(t′)dt′dy

=
1

Γ(λ)

∫ t

0

(t− t′)−
1
2I− 1

2
−λ

2
f(t′)

∫ +∞

0

(y)λ−1 1√
π
e
−iy2

4(t−t′)dydt′.

Seja I =
∫ +∞

0
(y)λ−1e

−iy2
4(t−t′)dy.

Fazendo a mudança de variável r = y2

4(t−t′) , então y = r
1
2 2(t − t′) 1

2 e dy = r−
1
2 (t − t′) 1

2 ,

implica

I =

∫ +∞

0

[r
1
2 2(t− t′)

1
2 ]λ−1r−

1
2 e−ir(t− t′)

1
2dr

= 2λ−1(t− t′)
λ
2

∫ +∞

0

r
λ
2
−1e−irdr

Fazendo uma mudança de contorno,

(3.23) I = 2λ−1(t− t′)
λ
2 i

3λ
2

∫ +∞

0

r
λ
2
−1e−rdr = 2λ−1(t− t′)

λ
2 i

3λ
2 Γ

(
λ

2

)
.

se λ ∈ (1, 2).

Usando a fórmula

(3.24)
Γ(λ

2
)

Γ(λ)
=

21−λ√π
Γ(λ

2
+ 1

2
)
,

para λ ∈ R+, obtemos

Lλs f(0, t) =
2λ−1

√
π

Γ
(
λ
2

)
Γ(λ)

i
3λ
2

∫ t

0

(t− t′)
λ
2
− 1

2I−λ
2
− 1

2
f(t′)dt′

=
1

Γ
(
λ
2

+ 1
2

)i 3λ2 ∫ t

0

(t− t′)
λ
2
− 1

2I−λ
2
− 1

2
f(t′)dt′

= i
3λ
2 Iλ

2
+ 1

2
I−λ

2
− 1

2
f(t) = i

3λ
2 f(t) = ei

3λπ
4 f(t).
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Agora vamos obter as estimativas para a classe de operadores forçantes Lλs .

Lema 3.4. Seja s ∈ R, temos as seguintes estimativas

(a) Estimativa no espaço: Se s− 3
2
< λ < s+ 1

2
e supp f ⊂ [0, 1], então

‖Lλs f(x, t)‖
C
(
Rt;Hs(Rx)

) ≤ c‖f‖
H

2s+1
4

0 (R+)
.

(b) Estimativa no Tempo: Se −1 < λ < 1, então

‖ψ(t)Lλs f(x, t)‖
C
(
Rx;H

2s+1
4

0 (R+)
) ≤ c‖f‖

H
2s+1

4
0 (R+

t )
.

(c) Estimativa nos espaços de Bourgain: Se b < 1
2
, s− 1

2
< λ < s+ 1

2
e λ < 1

2
, então

‖ψ(t)Lλs f(x, t)‖Xs,b ≤ ‖f‖
H

2s+1
4

0 (R+)
.

Observação 3.2. Como no estudo feito em [23] do PVIF para a equação de KdV em R+, a

hipótese b < 1
2

é crucial na prova do Lema 3.4 (c). Isto nos força a trabalhar com os espaços

de Bourgain com b < 1
2
.

Demonstração. Usando um argumento de densidade podemos assumir que f ∈ C∞0 (R+).

Como
(
xλ−1
−

Γ(λ)

)̂
(ξ) = c(ξ − i0)−λ, então Fx(Lλs f)(ξ, t) = c(ξ − i0)−λ

∫ t
0
ei(t−t

′)ξ2I−λ
2
− 1

2
f(t′)dt′.

Fazendo a mudança de variável η = ξ2, para t fixado,obtemos

‖Lλs f(x, t)‖2
Hs(R) ≤ c

∫
η

|η|−λ−
1
2 〈η〉s

∣∣∣∣∫ t

0

ei(t−t
′)ηI−λ

2
− 1

2
f(t′)dt′

∣∣∣∣2 dη
=

∫
η

|η|−λ−
1
2 〈η〉s

∣∣∣(χ(−∞,t)I−λ
2
− 1

2
f
)̂
(η)
∣∣∣2 dη.

Usando a hipótese −1 < s− λ− 1
2
< 1, o Lema 1.4 implica

∫
η

|η|−λ−
1
2 〈η〉s

∣∣∣(χ(−∞,t)I−λ
2
− 1

2
f
)̂
(η)
∣∣∣2 dη ≤ c

∫
η

〈η〉s−λ−
1
2

∣∣∣(χ(−∞,t)I−λ
2
− 1

2
f
)̂
(η)
∣∣∣2 dη.

Pelos Lemas 1.5 (para removermos χ(−∞,t)) e 1.10 (para estimar I−λ
2
− 1

2
) obtemos∫

η

〈η〉s−λ−
1
2

∣∣∣(χ(−∞,t)I−λ
2
− 1

2
f
)̂
(η)
∣∣∣2 dη ≤ ‖f‖2

H
2s+1

4
0 (R+)

,
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isto prova (a). Agora vamos provar (b). Via Lema 1.3 podemos ignorar a função teste.

A mudança de variável t→ t− t′ prova que

(I − ∂2
t )

2s+1
4

(
xλ−1
−

Γ(λ)
∗
∫ t

−∞
e−i(t−t

′)∂2xδ(x)h(t′)dt′
)

=

(
xλ−1
−

Γ(λ)
∗
∫ t

−∞
e−i(t−t

′)∂2xδ(x)(I − ∂2
t′)

2s+1
4 h(t′)dt′

)
,

então é suficiente provarmos

(3.25)

∥∥∥∥∫
ξ

eixξ(ξ − i0)−λ
∫ t

−∞
ei(t−t

′)ξ2
(
I−λ

2
− 1

2
f
)
(t′)dt′dξ

∥∥∥∥
L2
t (R)

≤ c‖f‖L2
t (R).

Usando χ(−∞,t) = 1
2
sgn(t− t′) + 1

2
, obtemos∫

ξ

eixξ(ξ − i0)−λ
∫ t

−∞
ei(t−t

′)ξ2
(
I−λ

2
− 1

2
f
)
(t′)dt′dξ

=

∫
ξ

eixξ(ξ − i0)−λ
∫ +∞

−∞
χ(−∞,t)e

i(t−t′)ξ2(I−λ
2
− 1

2
f
)
(t′)dt′dξ

=

∫
ξ

eixξ(ξ − i0)−λ
∫ +∞

−∞

1

2
sgn(t− t′)ei(t−t′)ξ2

(
I−λ

2
− 1

2
f
)
(t′)dt′dξ

+

∫
ξ

eixξ(ξ − i0)−λ
∫ +∞

−∞

1

2
ei(t−t

′)ξ2
(
I−λ

2
− 1

2
f
)
(t′)dt′dξ

= I + II.

Vamos estimar I e II separadamente. A substituição η = ξ2 implica em

II =

∫
ξ

eixξ
(
I−λ

2
− 1

2
f
)̂
(ξ2)(ξ − i0)−λeitξ

2

dξ

=

∫
ξ

eixξ(ξ2 − i0)
λ+1
2 f̂(ξ2)(ξ − i0)−λeitξ

2

dξ

=

∫ +∞

0

eixη
1
2 (η − i0)

λ+1
2 f̂(η)(η

1
2 − i0)−λeitηη−

1
2dη

+

∫ +∞

0

e−ixη
1
2 (η − i0)

λ+1
2 f̂(η)(−η

1
2 − i0)−λeitηη−

1
2dη

= c1

∫ +∞

0

eixη
1
2 f̂(η)eitηdη + c2e

−ixη
1
2 f̂(η)eitηdη

= c1F−1(χ(0,+∞)e
i(·)1/2 f̂(·))(t) + c2F−1(χ(0,+∞)e

−i(·)1/2 f̂(·))(t).

Logo a estimativa de II segue do Teorema de Plancherel.
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Agora vamos estimar I. Notemos que

I =

(
1

2
eiξ

2·sgn(·) ∗ I−λ
2
− 1

2
f

)
(t).

Usando Ft
(

1
2
eiξ

2·sgn(·) ∗ I−λ
2
− 1

2
f
)

(τ) = v.p. (τ−i0)
1+λ
2 f̂(τ)

τ−ξ2 , podemos escrever

I =

∫
τ

eitτ lim
ε→0

∫
|τ−ξ2|>ε

eixξ(τ − i0)
λ+1
2 (ξ − i0)−λdξ

(τ − ξ2)
f̂(τ)dτ.

Logo precisamos mostrar que a função

g(τ) = lim
ε→0

∫
|τ−ξ2|>ε

eixξ(τ − i0)
λ+1
2 (ξ − i0)−λdξ

(τ − ξ2)

é limitada. Pois neste caso teŕıamos
∫
τ
eitτg(τ)f̂(τ) = (gf̂)ˇ(t) e ‖gf̂‖L2 ≤ ‖g‖L∞‖f‖L2 .

Fazendo a mudança de variáveis ξ → |τ | 12 ξ e usando

(ξ|τ |
1
2 − i0)−λ = |τ |−

λ
2 (c1ξ

−λ
+ + c2ξ

−λ
− ).

obtemos

g(τ) =

∫
ei|τ |

1
2 xξ|τ | 1−λ2 dξ(c1τ

λ+1
2

+ + c2τ
λ+1
2
− )(ξ − i0)−λ

τ − |τ |ξ2

= c1χ{τ>0}

∫
ξ

ei|τ |
1
2 xξ c1ξ

−λ
+ + c2ξ

−λ
−

1− ξ2
dξ + c2χ{τ<0}

∫
ξ

eiτ
1
2 xξ c1ξ

−λ
+ + c2ξ

−λ
−

1 + ξ2
dξ

:= g1 + g2.

A segunda integral é uniformemente limitada em τ se λ < 1, isto é obtido separadamente

considerando os casos |ξ| < 1 e |ξ| ≥ 1. Para estimarmos g1 tome θ ∈ C∞(R) tal que θ(ξ) = 1

em [3
4
, 4

3
] e θ(t) = 0 no complementar de (1

2
, 3

2
). Temos

g1 = c1χ{τ>0}

∫
ξ

ei|τ |
1
2 xξ c1ξ

−λ
+ θ(ξ)

1− ξ2
dξ

+c1χ{τ>0}

∫
ξ

ei|τ |
1
2 xξ 1− θ(ξ)(c1ξ

−λ
+ + c2ξ

−λ
− )

1− ξ2
dξ

= g11 + g12.
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A segunda integral é limitada se λ > −1. Para estimarmos g11, escrevemos

g11 = c1χ{τ>0}

∫
ξ

ei|τ |
1
2 xξ c1ξ

−λ
+ θ(ξ)

(1− ξ)(1 + ξ)
dξ

= c1χ{τ>0}F−1
ξ

(
c1ξ
−λ
+ θ(ξ)

(1− ξ)(1 + ξ)

)
(x|τ |

1
2 )

=

[
(sgn(1− ξ) ∗ F−1

ξ

(
c1ξ
−λ
+ θ(ξ)

(1 + ξ)

)]
(x|τ |

1
2 ).

Esta aparece como a convolução de uma função em S(R) com a função sgn (x), comple-

tando assim a prova de (b).

Para obtermos (c) inicialmente escrevemos

(Lλs f )̂(ξ, τ) = c(ξ − i0)−λ
∫
eitτ − eitξ2

τ − ξ2
(τ − i0)

λ
2

+ 1
2 f̂(τ)dτ.

Agora seja θ(τ) ∈ C∞ tal que θ(τ) = 1 para |τ | ≤ 1 e θ(τ) = 0 para |τ | ≥ 2.

Defina u1, u2, u3 por

û1(ξ, t) = (ξ − i0)−λ
∫
eitτ − eitξ2

τ − ξ2
θ(τ − ξ2)(τ − i0)

λ
2

+ 1
2 f̂(τ)dτ,

û2(ξ, t) = (ξ − i0)−λ
∫

eitτ

τ − ξ2
(1− θ(τ − ξ2))(τ − i0)

λ
2

+ 1
2 f̂(τ)dτ,

û3(ξ, t) = (ξ − i0)−λ
∫

eitξ
2

τ − ξ2
(1− θ(τ − ξ2))(τ − i0)

λ
2

+ 1
2 f̂(τ)dτ,

tal que Lλs f = u1 + u2 + u3.

Estimemos primeiramente u2:

‖u2‖2
Xs,b = c

∫ ∫
|û2|2〈ξ〉2s〈τ − ξ2〉2bdτdξ

≤ c

∫ ∫
〈ξ〉2s 〈τ − ξ

2〉2b

|τ − ξ2|2
(1− θ(τ − ξ2))2|ξ|−2λ|τ |λ+1|f̂(τ)|2dτdξ

= c

∫
|τ |λ+1

(∫
|ξ|−2λ〈ξ〉2sdξ
〈τ − ξ2〉2−2b

)
|f̂(τ)|2dτ.

Portanto precisamos mostrar que

(3.26) I(τ) :=

∫
|ξ|−2λ〈ξ〉2sdξ
〈τ − ξ2〉2−2b

≤ c

∫
|η|− 1

2
−λ〈η〉sdη

〈τ − η〉2−2b
≤ c〈τ〉s−λ−

1
2 .
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Isto é obtido separando em alguns casos. Se |τ | ≤ 1
2
, então 〈τ − η〉 ∼ 〈η〉. Substituindo

em I(τ), obtemos

I(τ) ≤ c

∫
|η|− 1

2
−λ〈η〉sdη

〈τ − η〉2−2b
≤ c

∫
|η|≤1

|η|−
1
2
−λ + c

∫
dη

〈η〉2−2b−s+ 1
2

+λ
≤ c,

se λ < 1
2

e λ > −3
2

+ 2b+ s. Agora suponha |τ | > 1
2

e |η| ≥ |τ |
2

. Neste caso temos λ ≥ s− 1
2

e b < 1
2
, então

I(τ) ≤ c

∫
〈η〉s− 1

2
−λ

〈τ − η〉2−2b
≤ c〈τ〉s−

1
2
−λ
∫

dη

〈τ − η〉2−2b
≤ c〈τ〉s−

1
2
−λ.

No caso |τ | ≥ 1
2

e |η| ≤ |τ |
2

temos 〈τ − η〉 ≥ 1
2
〈τ〉, então

I(τ) ≤ c〈τ〉2b−2

∫
|η|≤ |τ |

2

〈η〉s|η|−
1
2
−λ ≤ 〈τ〉2b−2〈τ〉s+

1
2
−λ ≤ 〈τ〉s−

1
2
−λ.

Completando assim a estimativa de u2. Para estimarmos u3, escrevemos

u3(x, t) = θ(t)eit∂
2
xφ(x),

onde

φ̂(ξ) = (ξ − i0)−λ
∫

1− ψ(τ − ξ2)

τ − ξ2

(
I−λ

2
− 1

2
f
)̂
(τ)dτ.

Então pelo Lema 3.1 precisamos provar que

(3.27) ‖φ‖Hs(R) ≤ c‖f‖
H

2s+1
4

0 (R+)
.

Argumentando como na prova do Lema 2.10, existe uma função β ∈ S(R) tal que

1− ψ(τ − ξ2)

τ − ξ2

(
I−λ

2
− 1

2
f
)̂
(τ)dτ =

∫
τ

(
I−λ

2
− 1

2
f
)̂
(τ)β(τ − ξ2)dτ.

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e |β(τ−ξ2)| ≤ 〈τ−ξ2〉−N , para N >> 1, obtemos

‖φ‖2
Hs ≤

∫
ξ

〈ξ〉2s|ξ|−2λ

(∫
τ

β(τ − ξ2)|τ |
λ+1
2 f̂(τ)dτ

)2

dξ

≤
∫
τ

(∫
ξ

|ξ|−2λ〈ξ〉2s〈τ − ξ2〉−2N+2dξ

)
|τ |λ+1|f̂(τ)|2dτ

≤
∫
τ

(∫
η

|η|−λ−
1
2 〈η〉s〈τ − η〉−2N+2dη

)
|τ |λ+1|f̂(τ)|2dτ.
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Por (3.26), temos ∫
η

|η|−λ−
1
2 〈η〉s〈τ − η〉−2N+2dη ≤ c〈τ〉s−λ−

1
2 .

Usando a expansão em série de potências para eit(τ−ξ
2) escrevemos

u1(x, t) =
∞∑
n=1

ψk(t)

k!
e−t∂

2
xφk(x),

onde ψk(t) = iktkψ(t) e φ̂k(ξ) = (ξ − i0)−λ
∫
τ
(τ − ξ2)k−1θ(τ − ξ2)(τ − i0)

1
2

+λ
2 f̂(τ)dτ .

Por (3.1) é suficiente mostrarmos que ‖φk‖Hs(R) ≤ c‖f‖
H

2s+1
4

0 (R+)
. Pela desigualdade de

Cauchy-Schwarz,

‖φk‖2
Hs(R) ≤

∫
ξ

〈ξ〉2s|ξ|−2λ

(∫
|τ−ξ2|≤1

|τ |
1
2

+λ
2 |f̂(τ)|dτ

)2

dξ

≤ c

∫
ξ

〈ξ〉2s|ξ|−2λ

∫
|τ−ξ2|≤1

|τ |λ+1|f̂(τ)|2dτdξ.
(3.28)

Fazendo a substituição η = ξ2, obtemos

(3.29)

∫
|τ−ξ2|≤1

〈ξ〉2s|ξ|−2λdξ =

∫
|τ−η|≤1

|η|−
1
2
−λ〈η〉sdη ≤ c〈τ〉s−λ−

1
2 .

Combinando (3.28) e (3.29), obtemos ‖φk‖Hs(R) ≤ c‖f‖
H

2s+1
4

0 (R+)
.

3.3 Versão não linear

Definimos o operador solução não homogênea de Duhamel D por

(3.30) Dw(x, t) = −i
∫ t

0

e−i(t−t
′)∂2xw(x, t′)dt′,

que satisfaz

(3.31)

{
(i∂t − ∂2

x)Dw(x, t) = w(x, t), (x, t) ∈ R× R,
Dw(x, t) = 0, x ∈ R.

A seguir obtemos as estimativas necessária referentes ao operador D.

Lema 3.5. Se s ∈ R, então
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(a) (Estimativa no espaço) Se −1
2
< d < 0, então

(3.32) ‖ψ(t)Dw(x, t)‖
C
(
Rt;Hs(Rx)

) ≤ c‖w‖Xs,d .

(b) (Estimativa no tempo) Se −1
2
< d < 0, então

(3.33) ‖ψ(t)Dsw(x, t)‖
C
(
Rx;H

2s+1
4 (Rt)

) ≤ {c‖w‖Xs,d , se − 1
2
≤ s < 1

2
,

c(‖w‖W s,d + ‖w‖Xs,d), for all s ∈ R.

(c) (Estimativa em Espaços de Bourgain) Se −1
2
< d ≤ 0 ≤ b ≤ d+ 1, então

(3.34) ‖ψ(t)Dw(x, t)‖Xs,b ≤ ‖w‖Xs,d .

Observação 3.3. A necessidade de introduzir os espaços de Bourgain modificado W s,b surgiu

no Lema 3.5 (b) para obtermos a estimativa em um conjunto maior de s.

Demonstração. A prova é análoga à prova do Lema 2.18.

3.4 Estimativas bilineares

Lema 3.6. (Estimativas para o termo não linear N1)

(a) Para −3
4
< s ≤ 0, existe b = b(s) < 1

2
tal que

(3.35) ‖uv‖Xs,−b ≤ c‖u‖Xs,b‖v‖Xs,b .

(b) Para −3
4
< s ≤ −1

2
, existe b = b(s) < 1

2
tal que

(3.36) ‖uv‖W s,−b ≤ c‖u‖Xs,b‖v‖Xs,b .

Lema 3.7. (Estimativa para o termo não linear N2) Se −1
4
< s ≤ 0, existe b = b(s) < 1

2
tal

que

(3.37) ‖uv‖Xs,−b ≤ c‖u‖Xs,b‖v‖Xs,b .

Lema 3.8. (Estimativa para o termo não linear N3)
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(a) Para −3
4
< s ≤ 0, existe b = b(s) < 1

2
tal que

(3.38) ‖uv‖Xs,−b ≤ c‖u‖Xs,b‖v‖Xs,b .

(b) Para −3
4
< s ≤ −1

2
, existe b = b(s) < 1

2
tal que

(3.39) ‖uv‖W s,−b ≤ c‖u‖Xs,b‖v‖Xs,b .

Provaremos estes Lemas seguindo as ideias contidas em [31], onde precisaremos adaptar

os nossos cálculos uma vez que estamos trabalhando com b < 1
2
.

3.4.1 Prova do Lema 3.6

Defina ρ = −s ∈ [0, 3
4
) e para u, v ∈ Xs,b = X−ρ,b seja

f(ξ, τ) = 〈τ − ξ2〉b〈ξ〉−ρû(ξ, τ), g(ξ, τ) = 〈τ − ξ2〉b〈ξ〉−ρv̂(ξ, τ).

Então ‖f‖L2 = ‖u‖Xs,b e ‖g‖L2 = ‖v‖Xs,b .

Escrevemos o lado esquerdo de (3.35) em termos de f e g:

‖uv‖Xs,−b =

∥∥∥∥ 〈ξ〉s

〈τ − ξ2〉b
(̂uv)(ξ, τ)

∥∥∥∥
L2
τL

2
ξ

=

∥∥∥∥ 〈ξ〉s

〈τ − ξ2〉b
(û ∗ v̂)(ξ, τ)

∥∥∥∥
L2
τL

2
ξ

=

∥∥∥∥ 〈ξ〉s

〈τ − ξ2〉b

∫ ∫
f(ξ1, τ1)

〈ξ1〉s〈τ1 − ξ2
1〉b

g(ξ − ξ1, τ − τ1)

〈ξ − ξ1〉s〈τ − τ1 − (ξ − ξ1)2〉b
dξ1dτ1

∥∥∥∥
L2
τL

2
ξ

= sup
‖φ‖L2≤1

∫
R4

〈ξ〉s

〈τ − ξ2〉b
f(ξ1, τ1)

〈ξ1〉s〈τ1 − ξ2
1〉b

g(ξ − ξ1, τ − τ1)φ(ξ, τ)

〈ξ − ξ1〉s〈τ − τ1 − (ξ − ξ1)2〉b
dξ1dτ1dξdτ

:= sup
‖φ‖L2≤1

W (f, g, φ),

onde

W (f, g, φ) =

∫
R4

〈ξ〉s

〈τ − ξ2〉b
f(ξ1, τ1)

〈ξ1〉s〈τ1 − ξ2
1〉b

g(ξ − ξ1, τ − τ1)

〈ξ − ξ1〉s〈τ − τ1 − (ξ − ξ1)2〉b
φ(ξ, τ)dξ1dτ1dξdτ.

Inicialmente tratamos o caso ρ = 0. Integrando primeiro sobre ξ1 e τ1, e então usamos as
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desigualdades de Cauchy-Schwarz e de Hölder para obter

W 2 ≤ ‖φ‖L2
ξL

2
τ
×
∥∥∥∥ 1

〈τ − ξ2〉b

∫ ∫
f(ξ1, τ1)

〈τ1 − ξ2
1〉b

g(ξ − ξ1, τ − τ1)

〈τ − τ1 − (ξ − ξ1)2〉b
dξ1dτ1

∥∥∥∥2

L2
τL

2
ξ

≤ ‖φ‖2
L2‖f‖2

L2‖g‖2
L2

×
∥∥∥∥ 1

〈τ − ξ2〉2b

∫ ∫
dτ1dξ1

〈τ1 − ξ2
1〉2b〈τ − τ1 − (ξ − ξ1)2〉2b

∥∥∥∥
L∞ξ,τ

.

(3.40)

Usando os Lemas 1.15 e 1.13 obtemos

1

〈τ − ξ2〉2b

∫ ∫
dτ1dξ1

〈τ1 − ξ2
1〉2b〈τ − τ1 − (ξ − ξ1)2〉2b

≤ c

∫ ∞
−∞

dξ1

〈τ − ξ2 + 2ξ1(ξ − ξ1)〉4b−1
≤ c,

se 3
8
< b < 1

2
, isto prova o caso ρ = 0.

Para provarmos o caso ρ ∈ (1/2, 3/4) escrevemos

W (f, g, φ) =

∫
R4

〈ξ〉s

〈τ − ξ2〉b
f(ξ1, τ1)

〈ξ1〉s〈τ1 − ξ2
1〉b

g(ξ − ξ1, τ − τ1)

〈ξ − ξ1〉s〈τ − τ1 − (ξ − ξ1)2〉b
φ(ξ, τ)dξ1dτ1dξdτ

=

∫
R1

+

∫
R2

+

∫
R3

+

∫
R4

:= W1 +W2 +W3 +W4,

onde

R1 = {(ξ, ξ1, τ, τ1) ∈ R4; |ξ1| ≤ 1},

R2 = {(ξ, ξ1, τ, τ1) ∈ R4; |ξ1| ≥ 1,max{|τ − ξ2|, |τ − ξ2
1 |, |τ2 − ξ2|} = |τ − ξ2|},

R3 = {(ξ, ξ1, τ, τ1) ∈ R4; |ξ1| ≥ 1,max{|τ − ξ2|, |τ − ξ2
1 |, |τ2 − ξ2|} = |τ1 − ξ2|}

R4 = {(ξ, ξ1, τ, τ1) ∈ R4; |ξ1| ≥ 1,max{|τ − ξ2|, |τ − ξ2
1 |, |τ2 − ξ2|} = |τ − τ1 − (ξ − ξ2

1)|}.

A estimativa de W1 é obtida como no caso ρ = 0, pois suas frequências se cancelam.

Para estimarmos W2 integramos primeiramente em ξ1 e τ1, e então usamos as desigual-

dades de Cauchy-Schwarz e Hölder para obtermos

W 2
2 ≤ ‖φ‖2

L2

×
∥∥∥∥〈ξ〉sχ{|ξ|≤1}

〈τ − ξ2〉b

∫ ∫
f(ξ1, τ1)χ{|ξ1|≤1}

〈ξ1〉s〈τ1 − ξ2
1〉b

g(ξ − ξ1, τ − τ1)χ{|ξ−ξ1|≤2}

〈ξ − ξ1〉s〈τ − τ1 − (ξ − ξ1)2〉b
dξ1dτ1

∥∥∥∥2

L2
τL

2
ξ

≤ ‖φ‖2
L2‖f‖2

L2‖g‖2
L2

×
∥∥∥∥ |ξ|2s

〈τ − ξ2〉2b

∫ ∫
χ{A(ξ,τ)}dτ1dξ1

〈ξ1〉2s〈τ1 − ξ2
1〉2b〈ξ − ξ1〉2s〈τ − τ1 − (ξ − ξ1)2〉2b

∥∥∥∥
L∞ξ,τ

,

(3.41)
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onde A(ξ, τ) = {(ξ1, τ1) ∈ R2; max{|τ − ξ2|, |τ1 − ξ2
1 |, |τ − τ1 + (ξ − ξ1)2|} = |τ − ξ2|}. Para

estimarmos W3 integramos primeiro sobre ξ e τ , e então usamos a desigualdade de Cauchy-

Schwarz e Hölder para obtermos

W 2
3 ≤ ‖φ‖2

L2‖f‖2
L2‖g‖2

L2

×
∥∥∥∥ |ξ1|2s

〈τ1 − ξ2
1〉2b

∫ ∫
χ{B(ξ1,τ2)}dτdξ

〈ξ〉2s〈τ − ξ2〉2b〈ξ − ξ1〉2s〈τ − τ1 − (ξ − ξ1)2〉2b

∥∥∥∥
L∞ξ1,τ1

,
(3.42)

onde B(ξ1, τ1) = {(ξ, τ) ∈ R2; max{|τ − ξ2|, |τ1 − ξ2
1 |, |τ − τ1 + (ξ − ξ1)2|} = |τ1 − ξ2

1 |}. Por

simetria a estimativa de W4 é similar a de W3.

Por (3.41) e (3.42) é suficiente provarmos que

(3.43)

∥∥∥∥ |ξ|2s

〈τ − ξ2〉2b

∫ ∫
χ{A(ξ,τ)}dτ1dξ1

〈ξ1〉2s〈τ1 − ξ2
1〉2b〈ξ − ξ1〉2s〈τ − τ1 − (ξ − ξ1)2〉2b

∥∥∥∥
L∞ξ,τ

≤ c,

(3.44)

∥∥∥∥ |ξ1|2s

〈τ1 − ξ2
1〉2b

∫ ∫
χ{B(ξ1,τ2)}dτdξ

〈ξ〉2s〈τ − ξ2〉2b〈ξ − ξ1〉2s〈τ − τ1 − (ξ − ξ1)2〉2b

∥∥∥∥
L∞ξ1,τ1

≤ c.

Para obtermos (3.43) e (3.44) vamos utilizar a seguinte relação algébrica

(3.45) τ − ξ2 − (τ − τ1 − (ξ − ξ1)2)− (τ1 − ξ2
1) = −2ξ1(ξ − ξ1).

Portanto em A(ξ, τ) temos

(3.46) |ξ1(ξ − ξ1)| ≤ 3

2
|τ − ξ2|

e

(3.47) |τ − ξ2 + 2ξ(ξ − ξ1)| ≤ |τ1 − ξ2
1 |+ |(τ − τ1 − (ξ − ξ1)2)| ≤ 2|τ − ξ2|.

Podemos assumir que |ξ− ξ1| ≥ 1, pois caso contrário, a cota estaria reduzida ao caso ρ = 0.

Portanto temos 〈ξ1〉ρ〈ξ − ξ1〉ρ ≤ c|ξ1|ρ|ξ − ξ1|ρ. Usando o Lema 1.15 e (3.46) obtemos

1

〈τ − ξ2〉2b〈ξ〉2ρ

∫ ∫
A

(|ξ1||ξ2|)2ρdτ1dξ1

〈τ1 − ξ2
1〉2b〈τ − τ1 − (ξ − ξ1)2〉2b

≤ c
1

〈τ − ξ2〉2b〈ξ〉2ρ

∫
〈τ − ξ2〉2ρdξ1

〈τ − ξ2 + 2ξ1(ξ − ξ1)〉4b−1
,

(3.48)

se 1
4
< b < 1

2
.
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Seja η = τ − ξ2 + 2ξ1(ξ− ξ1), então ξ1 = 1
2
(ξ± (2τ − ξ2− 2η)

1
2 ), |2ξ1− ξ| = |2τ − ξ2− 2η| 12

e dξ1 = cdη

|τ−η− ξ2
2
|
1
2

. Substituindo no lado direito de (3.48) e usando o Lema 1.19, estimamos

o lado direito de (3.48) por

c

〈ξ〉2ρ〈τ − ξ2〉2b−2ρ

∫
|η|≤2|τ−ξ2|

dη

〈η〉4b−1|τ − η − ξ2

2
| 12

≤ c
〈σ〉2−4b

〈τ − ξ2〉2b−2ρ〈τ − ξ2〉 12
≤ c〈τ − ξ2〉2−6b+2ρ− 1

2 .

Esta expressão é limitada se b ≥ 1
4

+ ρ
3
. Como ρ < 3

4
, podemos escolher b < 1

2
.

Agora vamos obter (3.44) no caso ρ ∈ (1
2
, 3

4
). Usando a relação algébrica (3.45) temos que

em B(ξ1, τ1) vale

|ξ1(ξ − ξ1)| ≤ 3

2
|τ1 − ξ2

1 |

e

|τ1 − ξ2
1 + 2ξ1(ξ − ξ1)| ≤ |τ − ξ2|+ |τ − τ1 − (ξ − ξ1)2| ≤ 2|τ1 − ξ2

1 |.

Pelo Lema 1.15 temos

1

〈τ1 − ξ2
1〉2b

∫ ∫
B

(|ξ1||ξ − ξ1|)2ρdξdτ

〈ξ〉2ρ〈τ − ξ2〉2b〈τ − τ1 − (ξ − ξ1)2〉2b

≤ c
1

〈τ − ξ2
1〉2b−2ρ

∫
D

dξ

〈ξ〉2ρ〈τ1 − ξ2
1 + 2ξ1(ξ1 − ξ)〉4b−1

,

onde

D = D(ξ1, τ1) = {ξ ∈ R; |τ1 − ξ2
1 + 2ξ1(ξ1 − ξ)| ≤ 2|τ1 − ξ2

1 |},

e 1
4
< b < 1

2
.

Agora dividimos D em duas partes, a saber, D1 e D2, onde

D1 = {ξ ∈ D; |2ξ1(ξ1 − ξ)| ≤
|τ1 − ξ2

1 |
2

},

D2 = {ξ ∈ D;
3|τ1 − ξ2

1 |
2

≥ |ξ1(ξ1 − ξ)| >
|τ1 − ξ2

1 |
4

}.

Em D1 temos |τ1 − ξ2
1 | ≤ 2|τ1 − ξ2

1 + 2ξ1(ξ1 − ξ)|, então

(3.49)
1

〈τ1 − ξ2
1〉2b−2ρ

∫
D1

dξ

〈ξ〉2ρ〈τ1 − ξ2
1 + 2ξ1(ξ1 − ξ)〉4b−1

≤ 1

〈τ1 − ξ2
1〉2b−2ρ+4b−1

∫
dξ

〈ξ〉2ρ
.

Esta expressão é limitada, se ρ > 1
2

e b ≥ 1
6

+ ρ
3
. Notemos que como ρ < 3

4
, então podemos

escolher b < 1
2
.
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Agora dividimos D2, em três partes D21 ∪D22 ∪D23, onde

D21 = {ξ ∈ D2;
|ξ|
4
≤ |ξ1| ≤ 100|ξ|},

D22 = {ξ ∈ D2; 1 ≤ |ξ1| ≤
|ξ|
4
},

D23 = {ξ ∈ D2; 100|ξ| ≤ |ξ1|}.

Em D21 temos |ξ|2 ∼ |ξ1|2 ≥ c〈σ1〉. Fazendo a substituição η = τ1 − ξ2
1 + 2ξ1(ξ1 − ξ),

temos dη = −2ξ1dξ. Usando o Lema 1.19 obtemos

sup
|ξ1|>1

1

〈τ1 − ξ2
1〉2b−2ρ

∫
D21

dξ

〈ξ〉2ρ〈τ1 − ξ2
1 + 2ξ1(ξ1 − ξ)〉4b−1

≤ c sup
|ξ1|>1

1

〈τ1 − ξ2
1〉2b−ρ

∫
|η|≤2|τ1−ξ21 |

dη

〈η〉4b−1|ξ1|
≤ c

1

〈τ1 − ξ2
1〉2b−ρ

1

〈τ1 − ξ2
1〉4b−2

,

que é limitado se b ≥ 1
3

+ ρ
6
.

Em D22, temos

〈τ1 − ξ2
1〉 ≥

2

3
|ξ1||ξ − ξ1| ≥

2

3
|ξ1|(|ξ| − |ξ1|) ≥

2

3
|ξ1|(4|ξ1| − ξ1) = 2|ξ1|2.

Então pelo Lema 1.19 obtemos

sup
|ξ1|>1

1

〈τ1 − ξ2
1〉2b

∫
D22

(|ξ1||ξ − ξ1|)2ρdξ

〈ξ〉2ρ〈τ1 − ξ2
1 + 2ξ1(ξ1 − ξ)〉4b−1

≤ c sup
|ξ1|>1

1

〈τ1 − ξ2
1〉2b

∫
|η|≤|τ1−ξ21 |

|ξ1|2ρ

|ξ1|〈η〉4b−1

≤ c

〈τ1 − ξ2
1〉2b−ρ+ 1

2

∫
|η|≤|τ1−ξ21 |

dη

〈η〉4b−1
≤ c

1

〈τ1 − ξ2
1〉6b−

3
2
−ρ
,

que é limitado se b ≥ 1
4

+ ρ
6
.

Na região D23 usamos |ξ1|2 ∼ |τ1 − ξ2
1 | para obtermos

1

〈τ1 − ξ2
1〉2b−2ρ

∫
D23

dξ

〈ξ〉2ρ〈τ1 − ξ2
1 + 2ξ1(ξ1 − ξ)〉4b−1

≤ c

〈τ1 − ξ2
1〉2b−2ρ

∫
|η|≤2|σ1|

dη

|ξ1|〈η〉4b−1

≤ c
1

〈τ1 − ξ2
1〉2b−2ρ

1

〈τ1 − ξ2
1〉

1
2

1

〈τ1 − ξ2
1〉4b−2

=
c

〈τ1 − ξ2
1〉6b−2ρ− 3

2

,

que é limitado se b ≥ ρ
3

+ 1
4
. Como ρ < 3

4
, podemos escolher b = b(ρ) tal que b < 1

2
.
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A desigualdade (3.44) no caso ρ ∈ (0, 1
2
) segue interpolando os casos ρ = 0 e ρ ∈ (1

2
, 3

4
).

Isto finaliza a prova da parte (a) do Lema.

Argumentando como na prova da parte (a) do Lema, para provarmos a parte (b) do Lema

3.6 precisamos obter

(3.50)

∥∥∥∥ 1

〈τ − ξ2〉2b〈τ〉ρ

∫ ∫
A

(|ξ1||ξ2|)2ρdξ1dτ1

〈τ1 − ξ2
1〉2b〈τ − τ1 − (ξ − ξ1)2〉2b

∥∥∥∥
L∞ξ,τ

≤ c,

onde

A(ξ, τ) = {(ξ1, τ1) ∈ R2; max{|τ − ξ2|, |τ1 − ξ2
1 |, |τ − τ1 − (ξ − ξ1)2|} = |τ − ξ2|},

e

(3.51)

∥∥∥∥ 1

〈τ1 − ξ2
1〉2b

∫ ∫
B

(|ξ1||ξ − ξ1|)2ρdξdτ

〈τ〉ρ〈τ − ξ2〉2b〈τ − τ1 − (ξ − ξ1)2〉2b

∥∥∥∥
L∞ξ1,τ1

≤ c,

onde

B = B(ξ1, τ1) = {(ξ, τ) ∈ R2; max{|τ − ξ2|, |τ1 − ξ2
1 |, |τ − τ1 − (ξ − ξ1)2|} = |τ1 − ξ2

1 |.}.

A desigualdade (3.50) pode ser obtida no mesmo caminho de (3.43). Para estimarmos

(3.51) podemos assumir 10|τ | < |ξ|2, pois caso contrário, a estimativa se reduz a (3.43), que

já foi provada. Assim temos 〈τ − ξ2〉 ∼ 〈ξ2〉. Portanto precisamos provar que

(3.52)
1

〈τ1 − ξ2
1〉b

∫ ∫
B

(|ξ1||ξ − ξ1|)2ρdξdτ

〈τ〉ρ〈ξ2〉2b〈τ − τ1 − (ξ − ξ1)2〉2b
≤ c.

Usando a definição de B e a relação algébrica (3.45) temos |ξ1||ξ2| ≤ 〈τ1 − ξ2
1〉, logo

(3.53)
(|ξ1||ξ2|)

4
3
ρ

〈σ1〉2b
≤ 1

〈σ1〉2b−
4ρ
3

≤ c,

se ρ < 3
2
b. Usando (3.53) e o Lema 1.14 vemos que o lado esquerdo de (3.52) é controlado

por

c

∫ ∫
B

(|ξ1||ξ − ξ1|)
2
3
ρdξdτ

〈τ〉ρ〈ξ2〉2b〈σ2〉2b

≤ c

∫
(|ξ1||ξ − ξ1|)

2
3
ρdξ

〈τ1 + (ξ − ξ1)2〉ρ+2b−1〈ξ2〉2b
.
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Para estimarmos a última integral dividimos o domı́nio de integração em três partes.

Defina

D1 = {ξ ∈ R; |ξ1| > 2|ξ − ξ1|},

D2 = {ξ ∈ R; |ξ − ξ1| > 2|ξ1|},

D3 = {ξ ∈ R;
1

2
|ξ − ξ1| ≤ |ξ1| ≤ 2|ξ − ξ1|}.

Em D1 ∪D2 temos (|ξ1||ξ2|)
2
3 ρ

〈ξ〉4b ≤ c

〈ξ1〉4b−
4
3 ρ
≤ c, se ρ < 3b. Portanto o Lema 1.13 implica em

∫
D1∪D2

(|ξ1||ξ − ξ1|)
2
3
ρdξ

〈τ1 + (ξ − ξ1)2〉ρ+2b−1〈ξ2〉2b
≤ c

∫
dξ

〈τ1 + (ξ − ξ1)2〉ρ+2b−1
≤ c,

se b > 3
4
− ρ

2
.

Agora decompomos D3 em duas partes, D31 ∪D32, onde

D31 = {ξ ∈ D; 10|ξ1||ξ − ξ1| ≤ |τ1 − ξ2
1 |},

D32 = {ξ ∈ D; |ξ1||ξ − ξ1| ∼ |τ1 − ξ2
1 |}.

Em D31 temos |τ1 − ξ2
1 − 2ξ1ξ2| ∼ |τ1 − ξ2

1 |, então pelo Lema (1.15),

β(ξ1, τ1) =
1

〈τ1 − ξ2
1〉2b

∫ ∫
B∩D31×R

(|ξ1||ξ − ξ1|)2ρdξdτ

〈τ〉ρ〈ξ2〉2b〈τ − τ1 − (ξ − ξ1)2〉2b

≤ c
1

〈τ1 − ξ2
1〉2b−2ρ

∫ ∫
B∩D31×R

dξdτ

〈τ + ξ2〉2b〈σ2〉2b

≤ c
1

〈τ1 − ξ2
1〉2b−2ρ

∫
D31

dξ

〈τ1 − ξ2
1 − 2ξ1ξ2〉4b−1

≤ c
1

〈τ1 − ξ2
1〉2b−2ρ

∫
|ξ|≤3|ξ1|

dξ

〈τ1 − ξ2
1〉4b−1

≤ c

∫
|ξ|≤3|ξ1|

dξ

〈τ1 − ξ2
1〉6b−1+2ρ

≤ |ξ1|
〈τ1 − ξ2

1〉6b−1−2ρ
≤ c

〈τ1 − ξ2
1〉6b−1−2ρ− 1

2

,

que é limitado se ρ ≤ 3b − 3
4
. Como ρ < 3

4
podemos escolher b < 1

2
. Em D32 temos

|ξ1|2 ∼ |τ1 − ξ2
1 |, então
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1

〈τ1 − ξ2
1〉2b

∫
D32

(|ξ1||ξ − ξ1|)2ρdξ

〈ξ〉2ρ〈τ1 − ξ2
1 + 2ξ1(ξ1 − ξ)〉4b−1

≤ c
1

〈τ1 − ξ2
1〉2b

∫
D32

(|ξ1||ξ − ξ1|)2ρdξ

〈τ1 − ξ2
1 + 2ξ1(ξ1 − ξ)〉4b−1

≤ c
1

〈τ1 − ξ2
1〉2b

∫
D32

|ξ1|4ρdξ
〈τ1 − ξ2

1 + 2ξ1(ξ1 − ξ)〉4b−1

≤ c
1

〈τ1 − ξ2
1〉2b−2ρ

∫
|η|≤2|τ1−ξ21 |

dη

|ξ1|〈η〉4b−1

≤ c
1

〈τ1 − ξ2
1〉2b−2ρ

1

〈τ1 − ξ2
1〉

1
2

1

〈τ1 − ξ2
1〉4b−2

d ≤ c
1

〈τ1 − ξ2
1〉6b−2ρ− 3

2

,

que é limitado se ρ ≤ 3b− 3
4
.

3.4.2 Prova do Lema 3.7

Defina ρ = −s ∈ [0, 3
4
) e para u, v ∈ Xs,b = X−ρ,b seja

f(ξ, τ) = 〈τ − ξ2〉b〈ξ〉−ρû(ξ, τ), g(ξ, τ) = 〈τ − ξ2〉b〈ξ〉−ρv̂(ξ, τ).

Então ‖f‖L2
ξL

2
τ

= ‖u‖Xs,b , ‖g‖L2
ξL

2
τ

= ‖v‖Xs,b . Usando v̂(ξ, τ) = 〈ξ〉ρ
〈τ+ξ2〉b g(−ξ,−τ) temos

‖N2(u, v)‖Xs,−b =

∥∥∥∥ 〈ξ〉−ρ〈τ − ξ2〉b
ûv

∥∥∥∥
L2
ξL

2
τ

=

∥∥∥∥ c〈ξ〉−ρ

〈τ − ξ2〉b
û ∗ v̂

∥∥∥∥
L2
ξL

2
τ

=

∥∥∥∥ c〈ξ〉−ρ

〈τ − ξ2〉b

∫ ∫
f(ξ − ξ1, τ − τ1)〈ξ − ξ1〉ρ

〈τ − τ1 − (ξ − ξ1)2〉b
g(−ξ1,−τ1)〈ξ1〉ρ

〈τ1 + ξ2
1〉b

dξ1dτ1

∥∥∥∥
L2
ξL

2
τ

= sup
‖φ‖L2≤1

∫
R4

〈ξ〉s

〈τ − ξ2〉b
g(−ξ1,−τ1)

〈ξ1〉s〈τ1 + ξ2
1〉b

f(ξ − ξ1, τ − τ1)φ(ξ, τ)dξ1dτ1dξdτ

〈ξ − ξ1〉s〈τ − τ1 − (ξ − ξ1)2〉b

= sup
‖φ‖L2≤1

W (f, g, φ),

onde

W (f, g, φ) =

∫
R4

〈ξ〉s

〈τ − ξ2〉b
g(−ξ1,−τ1)

〈ξ1〉s〈τ1 + ξ2
1〉b

f(ξ − ξ1, τ − τ1)

〈ξ − ξ1〉s〈τ − τ1 − (ξ − ξ1)2〉b
φ(ξ, τ)dξ1dτ1dξdτ.

Primeiramente vamos obter o caso ρ = 0. Integrando primeiro em ξ, τ , fazendo a mudança

de variáveis τ2 = τ − τ1, ξ2 = ξ − ξ1 e usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e Hölder
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obtemos

W (f, g, φ) ≤ c‖φ‖L2‖f‖L2‖g‖L2

×
∥∥∥∥ 1

〈τ2 − ξ2
2〉2b

∫ ∫
dξdτ

〈τ − ξ2〉2b〈τ − τ2 + (ξ − ξ2)2〉2b

∥∥∥∥
L∞ξ2,τ2

.
(3.54)

Portanto, precisamos provar que

(3.55) sup
(ξ2,τ2)∈R2

1

〈τ2 − ξ2
2〉2b

∫ ∫
dξdτ

〈τ − ξ2〉2b〈τ − τ2 + (ξ − ξ2)2〉2b
≤ c.

Usando os Lemas 1.15 e 1.13 vemos que o lado esquerdo de (3.55) é controlado por

sup
(ξ2,τ2)∈R2

1

〈τ2 − ξ2
2〉2b

∫ ∫
dτdξ

〈τ − ξ2〉2b〈τ − τ2 + (ξ − ξ2)2〉2b

≤
∫

dξ

〈2ξ2 − 2ξξ2 − τ2ξ2
2〉4b−1

≤ c,

se 3
8
< b < 1

2
.

Agora vamos obter o caso ρ ∈ (0, 1
4
). Neste caso podemos assumir |ξ1| ≥ 10 e |ξ−ξ1| ≥ 10,

pois caso contrário a estimativa seria equivalente ao caso ρ = 0.

Escrevemos

W (f, g, φ) =

∫
R4

〈ξ〉s

〈τ − ξ2〉b
g(−ξ1,−τ1)

〈ξ1〉s〈τ1 + ξ2
1〉b

f(ξ − ξ1, τ − τ1)

〈ξ − ξ1〉s〈τ − τ1 − (ξ − ξ1)2〉b
φ(ξ, τ)dξ1dτ1dξdτ.

:=

∫
R1

+

∫
R2

+

∫
R3

+

∫
R4

+

∫
R5

:= W1 +W2 +W3 +W4 +W5,

onde

R1 = {(ξ, ξ1, τ, τ1) ∈ R4; |ξ1| ≥ 10, |ξ| ≤ 1},

R2 = {(ξ, ξ1, τ, τ1) ∈ R4; |ξ1| ≥ 10, |ξ| ≥ 1; max{|τ−ξ2|, |τ1+ξ2
1 |, |τ−τ1−(ξ−ξ1)2|} = |τ1+ξ2

1 |},

R3={(ξ, ξ1, τ, τ1) ∈ R4; |ξ1| ≥ 10, 1< |ξ|< |ξ1|,max{|τ−ξ2|, |τ1+ξ2
1 |, |τ−τ1−(ξ−ξ1)2|}=|τ−ξ2|},

R4 = {(ξ, ξ1, τ, τ1) ∈ R4; |ξ1| ≥ 10, |ξ| ≥ |ξ1|,max{|τ−ξ2|, |τ1+ξ2
1 |, |τ−τ1−(ξ−ξ1)2|}= |τ−ξ2|},

R5 = {(ξ, ξ1, τ, τ1) ∈ R4; |ξ|≥1, |ξ−ξ1|≥10,max{|τ−ξ2|, |τ1−ξ2
1 |, |τ−τ1+(ξ−ξ1)2|}=|τ1−ξ2

1 |}.

Portanto precisamos obter as seguintes estimativas:

(3.56) sup
|ξ1|>10, τ1∈R

1

〈τ1 + ξ2
1〉2b

∫ ∫
|ξ|<1

(|ξ1||ξ − ξ1|)2ρdξdτ

〈ξ〉2ρ〈τ − τ1 − (ξ − ξ1)2〉2b〈τ − ξ2〉2b
≤ c,
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(3.57) sup
|ξ1|>10, τ1∈R

1

〈τ1 + ξ2
1〉2b

∫ ∫
χ{A(ξ1,τ1)}(|ξ1||ξ − ξ1|)2ρdξdτ

〈ξ〉2ρ〈τ − τ1 − (ξ − ξ1)2〉2b〈τ − ξ2〉2b
≤ c,

(3.58) sup
|ξ|>1,τ∈R

1

〈τ − ξ2〉2b〈ξ〉2ρ

∫ ∫
χB(ξ,τ)(|ξ1||ξ − ξ1|)2ρdξ1dτ1

〈τ1 + ξ2
1〉2b〈τ − τ1 − (ξ − ξ1)2〉2b

≤ c,

(3.59) sup
|ξ|>1,τ∈R

1

〈τ − ξ2〉2b〈ξ〉2ρ

∫ ∫
χC(ξ,τ)(|ξ1||ξ − ξ1|)2ρdξ1dτ1

〈τ1 + ξ2
1〉2b〈τ − τ1 − (ξ − ξ1)2〉2b

≤ c,

(3.60) sup
|ξ1|>1,τ1∈R

1

〈τ1 − ξ2
1〉2b

∫ ∫
χD(ξ1,τ1)(|ξ1||ξ − ξ1|)2ρdτdξ

〈ξ〉2ρ〈τ − ξ2〉2b〈τ − τ1 + (ξ − ξ1)2〉2b
< c,

onde

A(ξ1, τ1) = {(ξ, τ) ∈ R2; |ξ1| > 1, |ξ| ≥ |ξ1|,max{|τ−ξ2|, |τ1+ξ2
1 |, |τ−τ1−(ξ−ξ1)2|} = |τ1+ξ2

1 |},

B(ξ, τ) = {(ξ1, τ1) ∈ R2; |ξ1| > 1, |ξ| ≤ |ξ1|,max{|τ−ξ2|, |τ1+ξ2
1 |, |τ−τ1−(ξ−ξ1)2|} = |τ−ξ2|},

C(ξ, τ) = {(ξ1, τ1) ∈ R2; |ξ1| > 1, |ξ| ≥ |ξ1|,max{|τ−ξ2|, |τ1+ξ2
1 |, |τ−τ1−(ξ−ξ1)2|} = |τ−ξ2|},

D(τ1, ξ1)={(ξ, τ) ∈ R2; |ξ| ≥ 1, |ξ−ξ1| ≥ 10, max{|τ−ξ2|, |τ1−ξ2
1 |, |τ−τ1+(ξ−ξ1)2|}=|τ1−ξ2

1 |}.

Vamos primeiramente obter (3.56). Aplicando o Lema 1.15 obtemos

χ{|ξ1|>10}
1

〈τ1 + ξ2
1〉2b

∫ ∫
|ξ|<1

(|ξ1||ξ − ξ1|)2ρdξdτ

〈ξ〉2ρ〈τ − τ1 − (ξ − ξ1)2〉2b〈τ − ξ2〉2b

≤ cχ{|ξ1|>10}
|ξ1|4ρ

〈τ1 + ξ2
1〉2b

∫ ∫
|ξ|<1

dξdτ

〈τ − τ1 − (ξ − ξ1)2〉2b〈τ − ξ2〉2b

≤ cχ{|ξ1|>10}
|ξ1|4ρ

〈τ1 + ξ2
1〉2b

∫
|ξ|<1

dξ

〈τ1 + ξ2
1 − 2ξξ1〉4b−1

.(3.61)

Fazendo a mudança de variáveis η = τ1 + ξ2
1 − 2ξξ1, então dη = −2ξ1dξ e |η| ≤ |σ1| + 2|ξ1|.

Substituindo na expressão (3.61), vemos que (3.61) é controlada por

cχ{|ξ1|>10}
|ξ1|4ρ

〈τ1 + ξ2
1〉2b|ξ1|

∫
|η|≤|σ1|+2|ξ1|

dη

〈η〉4b−1
≤ c

χ{|ξ1|>10}|ξ1|4ρ

〈τ1 + ξ2
1〉2b|ξ1|

(|σ1|2−4b + |ξ1|2−4b),

que é limitado se b > 1
3

e ρ ≤ b− 1
4
.

Para obter (3.57) usaremos a seguinte relação algébrica

(3.62) τ − τ1 + (ξ − ξ1)2 + (τ1 + ξ2
1)− (τ − ξ2) = 2ξξ1.
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Pelo Lema 1.15, vemos que o lado esquerdo de (3.57) é limitado por

(3.63)
c|ξ1|4ρ−1

〈τ1 + ξ2
1〉2b

∫
dξ

〈τ + ξ2
1 − 2ξξ1〉4b−1

.

Seja η = τ + ξ2
1 − 2ξξ1, então dη = −2ξ1dξ. Por (3.62) temos |η| ≤ c|τ + ξ2

1 | em A(ξ1, τ1).

Substituindo em (3.63), obtemos que (3.63) é controlado por

c|ξ1|4ρ−1

〈τ1 + ξ2
1〉6b−2

,

que é limitado se b > 1
3

e ρ ≤ 1
4
.

Agora vamos obter (3.58). Pelo Lema 1.15 temos

χ{|ξ|>1}

〈τ − ξ2〉2b〈ξ〉2ρ

∫ ∫
χB(ξ,τ)(|ξ1||ξ − ξ1|)2ρ

〈τ1 + ξ2
1〉2b〈τ − τ1 − (ξ − ξ1)2〉2b

≤ c
χ{|ξ|>1}

〈τ − ξ2〉2b〈ξ〉2ρ

∫
χ{ξ1;∃τ1;(ξ1,τ1)∈B(ξ,τ)}〈ξ1〉4ρdξ1

〈τ − ξ2 + 2ξξ1〉4b−1

≤ c
χ{|ξ|>1}

〈τ − ξ2〉2b−4ρ〈ξ〉2ρ

∫
χ{ξ1;∃τ1;(ξ1,τ1)∈B(ξ,τ)}〈ξ1〉4ρdξ1

〈τ − ξ2 + 2ξξ1〉4b−1
.(3.64)

Fazendo a mudança de variáveis η = τ − ξ2 + 2ξξ1, temos dη = 2ξdξ1 e |η| ≤ 2|τ − ξ2|.

Substituindo em (3.64), limitamos (3.64) por

(3.65) c
χ{|ξ|>1}

〈τ − ξ2〉2b−4ρ〈ξ〉2ρ|ξ|

∫
|η|<2|τ−ξ2|

dη

〈η〉4b−1
≤ c

1

〈τ − ξ2〉2b−4ρ

1

〈τ − ξ2〉4b−2
,

que é limittada, se ρ ≤ 3
2
b− 1

2
.

Agora estimamos (3.59). Pelo 1.15,

χ{|ξ|>1}

〈τ − ξ2〉2b〈ξ〉2ρ

∫ ∫
χC(ξ,τ)(|ξ1||ξ − ξ1|)2ρdξ1dτ1

〈τ1 + ξ2
1〉2b〈τ − τ1 − (ξ − ξ1)2〉2b

≤ c
χ{|ξ|>1}

〈ξ〉2b−2ρ〈τ − ξ2〉2b

∫
χ{ξ1;∃τ1;(ξ1,τ1)∈C(ξ,τ)}dξ1

〈τ − ξ2 + 2ξξ1〉4b−1
.(3.66)

Seja η = τ − ξ2 + 2ξξ1, então dη = 2ξdξ1 e

|η| = |τ1 + ξ2
1 + τ − τ1 − (ξ − ξ1)2| ≤ 2|τ − ξ2|, in B(ξ, τ)ξ1 .

Substituindo em (3.66), vemos que (3.66) é controlado por

c
χ{|ξ|>1}

〈ξ〉2b−2ρ+1〈τ − ξ2〉2b

∫
|η|≤2|τ−ξ2|

dη

〈η〉4b−1
≤ c

χ{|ξ|>1}

〈ξ〉2b−2ρ+1〈τ − ξ2〉2b
1

〈τ − ξ2〉4b−2

≤ c
1

〈ξ〉2b−2ρ+1〈τ − ξ2〉6b−2
,
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que é limitado se b ≤ 1
3

e ρ ≤ b− 1
3
.

Por fim, vamos obter (3.60). Pelo Lema 1.15,

χ{|ξ1|≥10}

〈τ1 − ξ2
1〉2b

∫ ∫
χD(ξ1,τ1)(|ξ1||ξ − ξ1|)2ρdτdξ

〈ξ〉2ρ〈τ − ξ2〉2b〈τ − τ1 + (ξ − ξ1)2〉2b

≤ c
χ{|ξ1|≥10}

〈τ1 − ξ2
1〉2b

∫
D(ξ1,τ1)ξ

(|ξ1||ξ − ξ1|)2ρdξ

〈ξ〉2ρ〈τ1 − ξ2
1 − 2ξξ2〉4b−1

,

onde D(ξ1, τ1)ξ = {ξ; ∃τ ; (ξ, τ) ∈ D(ξ1, τ1)}. Agora divimos o conjunto D(ξ1, τ1)ξ em duas

partes, i.e.

D1(ξ1, τ1) = {ξ ∈ (D(ξ1, τ1))ξ; |ξ1| ≤ 100|ξ|},

D2(ξ, τ) = {ξ ∈ (D(ξ1, τ1))ξ; |ξ1| > 100|ξ|, |ξ1| ≤ 500|τ1 − ξ2
1 |}.

Na região D1(ξ1, τ1) usamos a relação algébrica

(τ − ξ2)− (τ1 − ξ2
1)− (τ − τ1 + (ξ − ξ2

1)) = −2ξ(ξ − ξ1)

e o Lema 1.15 para obtermos

χ|ξ1|>10

〈τ1 − ξ2
1〉2b

∫
χD1(|ξ1||ξ − ξ1|)2ρdξ

〈ξ〉2ρ〈σ1τ1 − ξ2
1 − 2ξξ2〉4b−1

≤ c
χ|ξ1|>10

〈τ1 − ξ2
1〉2b−2ρ

∫
χD1dξ

〈ξ〉2ρ〈τ1 − ξ2
1 − 2ξξ2〉4b−1

≤ c

∫
χD1dξ

〈τ1 − ξ2
1 − 2ξξ2〉4b−1

,

que é limitado se b > 3
8

e ρ ≤ b.

Na região D2 temos |ξ||ξ − ξ1| ≤ c|ξ1|2 ≤ |τ1 − ξ2
1 |, então nesta região a integral pode ser

controlada por

(3.67)
|ξ1|4ρχ|ξ1|>10

〈τ1 − ξ2
1〉2b

∫
χD2dξ

〈ξ〉2ρ〈τ1 − ξ2
1 − 2ξξ2〉4b−1

,

Pelo 1.13 a expressão (3.67) é limitada se b > 3
8

e ρ < b
2
.

3.4.3 Prova do Lema 3.8

Argumentando como na prova do Lema 3.6 para obtermos a parte (a) do Lema precisamos

obter

(3.68)

∥∥∥∥ 1

〈τ − ξ2〉2b

∫ ∫
dξ1dτ1

〈τ1 + ξ2
1〉2b〈τ − τ1 + (ξ − ξ1)2〉2b

∥∥∥∥
L∞ξ,τ

< c,
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(3.69)

∥∥∥∥ 1

〈τ − ξ2〉2b〈ξ〉ρ

∫ ∫
A3

(|ξ1||ξ − ξ1|)2ρdξ1dτ1

〈τ1 + ξ2
1〉2b〈τ − τ1 + (ξ − ξ1)2〉2b

∥∥∥∥
L∞ξ,τ

< c,

(3.70)

∥∥∥∥ χ{|τ1|>10}

〈τ1 + ξ2
1〉2b

∫ ∫
B3

|ξ||ξ − ξ1|2ρdτdξ
〈ξ〉2ρ〈τ − ξ2〉2b〈τ − τ1 + (ξ − ξ1)2〉2b

∥∥∥∥
L∞ξ1,τ1

< c,

nos casos ρ ∈ (1
2
, 3

4
), onde

A3 = A3(ξ, τ) = {(ξ1, τ1); max{|τ − τ1 + (ξ − ξ1)2|, |τ1 + ξ2
1 |, |τ − ξ2|} = |τ − ξ2|},

B3 = B3(ξ1, τ1) = {(ξ, τ) ∈ R2; max{|τ − τ1 + (ξ − ξ1)2|, |τ1 + ξ2
1 |, |τ − ξ2|} = |τ1 + ξ2

1 |}.

A estimativa (3.68) pode ser obtida análoga à cota 3.35 no caso ρ = 0. Para obtermos (3.69)

e (3.70) iremos usar a seguinte relação algébrica

(3.71) τ − τ1 + (ξ − ξ1)2 + τ1 + ξ2
1 − (τ − ξ2) = (ξ − ξ1)2 + ξ2

1 + ξ2.

Por (3.71) temos que |ξ1(ξ − ξ1)| ≤ c(|ξ|2 + |ξ − ξ1|2) ≤ c|τ − ξ2| em A(ξ1, τ1). Aplicando o

Lema 1.15 obtemos

1

〈τ − ξ2〉2b〈ξ〉ρ

∫ ∫
A3

(|ξ1||ξ − ξ1|)2ρ

〈τ1 + ξ2
1〉2b〈τ − τ1 + (ξ − ξ1)2〉2b

≤ c
1

〈τ − ξ2〉2b−2ρ〈ξ〉2ρ

∫
dξ1

〈τ + ξ2 − 2ξξ1 + 2ξ2
1〉4b−1

.(3.72)

Seja η = τ +ξ2−2ξξ1 +2ξ2
1 = τ +ξ2 +2ξ1(ξ1−ξ), então |dη| = |4ξ1−2ξ| = ±2|2τ +ξ2 +2η| 12 .

Substituindo (3.72) e aplicando o Lema 1.19, controlamos (3.72) por

c

〈τ − ξ2〉2b−2ρ〈ξ〉2ρ

∫
|η|≤2|τ−ξ2|

dη

〈η〉4b−1|τ + ξ2

2
+ η| 12

≤ c
1

〈τ − ξ2〉2b−2ρ〈ξ〉2ρ
1

〈τ − ξ2〉4b−2

1

〈τ + ξ2

2
〉 12
.(3.73)

Se ρ > 1
2
, a desigualdade triangular implica em

〈ξ〉2ρ
〈
τ + ξ2/2

〉 1
2 ≥ 〈ξ2〉

1
2

〈
τ + ξ2/2

〉 1
2 ≥

〈
τ − ξ2/2

〉 1
2 .

Então (3.73) é controlado por c〈τ − ξ2〉−6b+2ρ+ 3
2 , que por sua vez é limitado se b ≥ 1

4
+ ρ

3
.

Como ρ < 3
4
, podemos escolher b < 1

2
. Agora vamos obter (3.70). Pelo Lema 1.15 precisamos

obter

(3.74) sup
|ξ1|>1,τ1

1

〈τ1 + ξ2
1〉2b

∫
D

(|ξ1||ξ − ξ1|)2ρdξ

〈ξ〉2ρ〈τ1 − ξ2 − (ξ − ξ1)2〉4b−1
< c,
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onde D = D(ξ1, τ1) = {ξ ∈ R : |τ1 − ξ2 − (ξ − ξ1)2| ≤ 2|τ1 + ξ2
1 |}. Na região D temos

|ξ1(ξ − ξ1)| ≤ 3|τ1 + ξ2
1 |. Vamos decompor D em D = D1 ∪D2, onde

D1 = {ξ ∈ D; 2|ξ2 + (ξ − ξ1)2 + ξ2
1 | ≤ |τ1 + ξ2

1 |}

e

D2 = {ξ ∈ D;
|τ1 + ξ2

1 |
2

≤ ξ2 + (ξ − ξ1)2 + ξ2
1 ≤ 2|τ1 + ξ2

1 |}.

Em D1 temos

|τ1 − ξ2 − (ξ − ξ1)2| = |τ1 + ξ2
1 − ξ2

1 − ξ2 − (ξ − ξ1)2|

≥ |τ1 + ξ2
1 | − |ξ2

1 + ξ2 + (ξ − ξ1)2| ≥ 1

2
|τ1 + ξ2

1 |.

Portanto,

1

〈τ1 + ξ2
1〉2b−2ρ

∫
D1

dξ

〈ξ〉2ρ〈τ1 − ξ2 − (ξ − ξ1)2〉4b−1
≤ c

〈τ1 + ξ2
1〉2b−2ρ+4b−1

∫
dξ

〈ξ〉2ρ
,

que é limitado se ρ > 1
2

e b ≥ 1
6

+ ρ
3
.

Para estimarmos em D2 subdividimos o mesmo em duas partes, D2 = D21 ∪D22, onde

D21 = {ξ ∈ D2; |ξ1| ≤ 2|ξ|} e

D22 = {ξ ∈ D2; 2|ξ| ≤ |ξ1|}.

Em D21 fazemos a mudança de variável η = τ1 − ξ2 − (ξ − ξ1)2, que implica

|2ξ − ξ1| = ±|2τ1 − ξ2
1 − 2η|

1
2 e dη = −2(ξ1 − 2ξ)dξ.

Fazendo a substituição e usando o Lema 1.19 temos

1

〈τ1 + ξ2
1〉2b

∫
D21

(|ξ1||ξ − ξ1|)2ρdξ

〈ξ〉2ρ〈τ1 − ξ2 − (ξ − ξ1)2〉4b−1

≤ 1

〈τ1 + ξ2
1〉2b

∫
D21

|ξ − ξ1|2ρdξ
〈τ1 − ξ2 − (ξ − ξ1)2〉4b−1

≤ 1

〈τ1 + ξ2
1〉2b−ρ

∫
|η|≤3|τ1+ξ21 |

dη

〈η〉4b−1|η − 2τ1−ξ21
2
| 12

≤ c
1

〈τ1 + ξ2
1〉6b−ρ−2

1

〈2τ1 − ξ2
1〉

1
2

.
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Esta expressão é limitada, desde que b ≥ 1
3

+ ρ
6
.

Em D22 fazemos a mudança de variáveis η = τ1 − ξ2 − (ξ − ξ1)2, então

dη = −2(2ξ − ξ1)dξ ∼ ξ1dξ.

Portanto,

1

〈τ1 + ξ2
1〉2b

∫
D22

(|ξ1||ξ − ξ1|)2ρdξ

〈ξ〉2ρ〈τ1 − ξ2 − (ξ − ξ1)2〉4b−1

≤ c
|ξ1|4ρ

〈τ1 + ξ2
1〉2b

∫
D22

dξ

〈ξ〉2ρ〈τ1 − ξ2 − (ξ − ξ1)2〉4b−1

≤ c
|ξ1|4ρ

〈τ1 + ξ2
1〉2b

∫
|η|≤2|τ1+ξ21 |

dη

〈η〉4b−1|ξ1|

≤ c
|ξ1|4ρ−1

〈τ1 + ξ2
1〉2b+4b−2

≤ c
|τ1 + ξ2

1 |2ρ−
1
2

〈τ1 + ξ2
1〉6b−2

≤ c
1

〈τ1 + ξ2
1〉6b−2ρ− 3

2

≤ c

desde que ρ ≤ 3b− 3
4
.

Agora vamos provar a parte (b) do Lema. Podemos assumir 10|τ | ≤ |ξ|2, pois caso

contrário a estimativa segue da parte (a) do lema. Desta forma podemos considerar 〈τ−ξ2〉 ∼

〈ξ2〉. Argumentando como na parte (a) é suficiente obtermos

(3.75)

∥∥∥∥ 1

〈τ − ξ2〉2b〈τ〉ρ

∫ ∫
A3

(|ξ1||ξ − ξ1|)2ρdτ1dξ1

〈τ1 + ξ2
1〉2b〈τ − τ1 + (ξ − ξ1)2〉2b

∥∥∥∥
L∞ξ,τ

≤ c,

(3.76)

∥∥∥∥ 1

〈τ + ξ2
1〉2b

∫ ∫
B3

(|ξ1||ξ − ξ1|)2ρdτdξ

〈τ〉ρ〈τ − ξ2〉2b〈τ − τ1 + (ξ − ξ1)2〉2b

∥∥∥∥
L∞ξ1,τ1

≤ c,

onde A3 = A3(ξ, τ) = {(ξ1, τ1) ∈ R2; max{|τ−τ1+(ξ−ξ1)2|, |τ1+ξ2
1 |, |τ−ξ2|} = |τ−ξ2|}, B3 =

B3(ξ1, τ1) = {(ξ, τ) ∈ R2; max{|τ−τ1+(ξ−ξ1)2|, |τ1+ξ2
1 |, |τ−ξ2|} = |τ1+ξ2

1 |}. Primeiramente

vamos obter (3.75). Usando a relação algébrica (3.71) temos que |ξ1(ξ − ξ1)| ≤ c|τ − ξ2| em

A3. Aplicando o Lema 1.15, o lado esquerdo de (3.75) é controlado por

(3.77)
1

〈τ − ξ2〉2b−2ρ〈τ〉ρ

∫
A
ξ1
3

dξ1

〈τ + ξ2 − 2ξξ1 + 2ξ2
1〉4b−1

,

onde Aξ13 = {ξ1 ∈ R; ∃ τ1; (ξ1, τ1) ∈ A(ξ, τ)}.

Seja η = τ + ξ2 − 2ξξ1 + 2ξ2
1 = τ + ξ2 + 2ξ1(ξ1 − ξ), então

|dη| = |4ξ1− 2ξ| = ±2|2τ + ξ2 + 2η|
1
2 e |η| ≤ |τ − τ1 + (ξ− ξ1)2|+ |τ1 + ξ2

1 | ≤ 2|τ − ξ2| em Aξ13 .
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Substituindo em (3.77), aplicando o Lema 1.19 e usando |τ − ξ2| ∼ |ξ|2, podemos controlar

(3.77) por

1

〈τ − ξ2〉2b−2ρ〈τ〉ρ

∫
|η|≤2|τ−ξ2|

dη

〈η〉4b−1|τ + ξ2

2
+ η| 12

≤ c
1

〈τ − ξ2〉2b−2ρ〈τ〉ρ
1

〈τ − ξ2〉4b−2

1

〈τ + ξ2

2
〉 12
≤ c

1

〈ξ〉12b−4ρ−3
≤ c,

se ρ ≤ 3b− 3
4
.

Por fim, vamos obter (3.76).

Escrevemos B3 = D1 ∪D2 ∪D3, onde

D1 = {(ξ, ξ1, τ, τ1) ∈ B3; 2|ξ − ξ1| ≤ |ξ1|},

D2 = {(ξ, ξ1, τ, τ1) ∈ B3; 2|ξ1| ≤ |ξ − ξ1|},

D3 = {(ξ, ξ1, τ, τ1) ∈ B3;
1

2
|ξ2| < |ξ1| < 2|ξ2|}.

Em D1 temos |ξ| ∼ |ξ1|, então

(|ξ1||ξ − ξ1|)ρ

|ξ|4b
≤ c

〈ξ1〉4b−2ρ
≤ c, se ρ ≤ 2b.

Em D2, temos
(|ξ1||ξ − ξ1|)ρ

|ξ|4b
≤ c

〈ξ − ξ1〉4b−2ρ
≤ c, se ρ ≤ 2b.

Portanto, aplicando o Lema 1.14, obtemos

1

〈τ1 + ξ2
1〉2b

∫ ∫
D1∪D2

χ{10|τ |≤|ξ|2}(|ξ1||ξ − ξ1|)2ρdτdξ

〈τ〉ρ〈τ − ξ2〉2b〈τ − τ1 + (ξ − ξ1)2〉2b

≤ c

〈τ1 + ξ2
1〉2b

∫ ∫
D1∪D2

(|ξ1||ξ − ξ1|)2ρdτdξ

〈τ〉ρ〈ξ2〉2b〈τ − τ1 + (ξ − ξ1)2〉2b

≤ c

〈τ1 + ξ2
1〉2b

∫
(|ξ1||ξ − ξ1|)2ρdτdξ

〈ξ2〉2b〈τ1 − (ξ − ξ1)2〉2b+ρ−1

≤ c

〈τ1 + ξ2
1〉2b−ρ

∫
(|ξ1||ξ − ξ1|)ρdτdξ

〈ξ2〉2b〈τ1 − (ξ − ξ1)2〉2b+ρ−1

≤ c

∫
dξ

〈τ1 − (ξ − ξ1)2〉2b+ρ−1
≤ c,

se ρ > −2b+ 3
2

e ρ ≤ 2b.
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Agora, decompomos D3 em D31 ∪D32, onde

D31 = {(ξ, ξ1, τ, τ1) ∈ D3; |ξ|2 + |ξ1|2 + |ξ − ξ1|2 ≤
|τ1 + ξ2

1 |
2

},

D32 = {(ξ, ξ1, τ, τ1) ∈ D3;
1

2
|τ1 + ξ2

1 | ≤ |ξ|2 + |ξ1|2 + |ξ2|2 ≤ 3|τ1 + ξ2
1 |}.

Em D31, estimamos como anteriormente, usando |τ1 + ξ2
1 | ∼ |τ1 + ξ2

1 − ξ2
1 − ξ2

2 |, então

c

〈τ + ξ2
1〉2b

∫ ∫
D31

(|ξ1||ξ − ξ1|)2ρdτdξ

〈τ〉ρ〈ξ2〉2b〈τ − τ1 + (ξ − ξ1)2〉2b

≤ c

〈τ1 + ξ2
1〉4b−ρ−1

∫
dξ

〈ξ2〉2b
≤ c,

se ρ ≤ 4b− 1 e b > 1
4
.

Para estimarmos em D32, fazemos a mudança de variável η = τ1 − ξ2 − (ξ − ξ1)2, então

dη = −2(2ξ − ξ1)dξ e |2ξ − ξ1| = ±|2τ1 − ξ2
1 − 2η| 12 . Fazendo a substituição e aplicando os

Lemas 1.15 e 1.19 obtemos

sup
|ξ1|>1,τ1

1

〈τ1 + ξ2
1〉2b

∫
D32

(|ξ1||ξ − ξ1|)2ρdξ

〈τ1 − ξ2 − (ξ − ξ1)2〉4b−1

≤ sup
|ξ1|>1,τ1

c

〈τ1 + ξ2
1〉2b−2ρ

∫
D32

dξ

〈τ1 − ξ2 − (ξ − ξ1)2〉4b−1

≤ sup
|ξ1|>1,τ1

c

〈τ1 + ξ2
1〉2b−2ρ

∫
|η|≤3|τ1+ξ21 |

dη

〈η〉4b−1|η − 2τ1−ξ21
2
| 12

≤ sup
|ξ1|>1,τ1

c

〈τ1 + ξ2
1〉6b−2ρ−2〈τ1 − ξ2

1/2〉1/2
≤ sup
|ξ1|>1,τ1

c

〈τ1 + ξ2
1〉6b−2ρ−3/2

,

que é limitada se ρ ≥ 3b− 3
4
.

3.5 Prova do Teorema 3.1

Iremos provar o Teorema 3.1 no caso N1, a prova com os termos não linear N2 e N3

seguem as mesmas ideias fazendo o uso de suas respectivas estimativas bilineares.

Usando o argumento de escala podemos assumir

‖u0‖Hs(R+) + ‖f‖
H

2s+1
4 (R+)

= δ,

para δ suficientemente pequeno. De fato, u resolve o problema (2.2) se e somente se para

λ > 0, uλ(x, t) = λ2u(λx, λ2t) resolver o problema (2.2) com condições inicial e de fronteira

uλ(x, 0) = λ2u0(x) e uλ(0, t) = λ2f(λ2t).
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Logo, para s ≤ 0,

‖uλ(·, 0)‖Hs(R+) ≤ λ3/2+s‖u(·, 0)‖Hs(R+),

‖fλ(·)‖
H

2s+1
4 (R+)

≤ λ3/2+s‖f‖
H

2s+1
4 (R+)

.

Selecione uma extensão ũ0 ∈ Hs(R) de u0 tal que ‖ũ0‖Hs(R+) ≤ c‖u0‖Hs(R). Tomemos

b = b(s) < 1
2

tal que sejam válidas as estimativas (3.35) e (3.36) .

Seja Z o espaço de Banach dado por

Z = C
(
Rt; H

s(R)
)
∩ C

(
Rx; H

2s+1
4 (Rt)

)
∩Xs,b.

Defina o operador

(3.78) Λ(u)(t) = ψ(t)eit∂
2
xũ0 + ψ(t)D(u2)(t) + ψ(t)Lλs h(t),

onde h(t) = χ(0,+∞)e
− 3λπ

4 (f(t) − ψ(t)eit∂
2
xũ0

∣∣
x=0
− ψ(t)D(u2)(t)

∣∣
x=0

) e λ = λ(s) satisfazendo

−1 < λ < 1
2

e s− 1
2
< λ < s+ 1

2
.

Inicialmente vamos provar que Lλs h(t) está bem definida. Para isto precisamos mostrar

que h ∈ H
2s+1

4
0 (R+). Usando os Lemas 3.1, 3.5, 3.35 e 3.36 temos

‖h‖
H

2s+1
4 (R+)

=
∥∥χ(0,+∞)(f(t)− ψ(t)eit∂

2
xũ0

∣∣
x=0
− ψ(t)D(u2)(t))

∣∣
x=0

∥∥
H

2s+1
4

0 (R+)

≤ c(‖f‖
H

2s+1
4 (R+)

+ ‖ũ0‖Hs(R) + ‖u2(x, t)‖Xs,−b + c1(s)‖u2(x, t)‖W s,−b)

≤ c(‖f‖
H

2s+1
4 (R+)

+ ‖ũ0‖Hs(R) + ‖u‖2
Xs,b),

onde c1(s) = 0, se s ∈ (−1/2, 0] e c1(s) = 1, se s ∈ (−3/4, 1/2).

Se u ∈ Z obtemos h ∈ H 2s+1
4 (R+). Se −3

4
< s ≤ 0, então 1

8
≤ 2s+1

4
≤ 1

4
, e aplicando o

Lema 1.5 temos que h ∈ H
2s+1

4
0 (R+). Portanto Lλs h(t) está bem definida e ‖h‖

H
2s+1

4 (R+)
∼

‖h‖
H

2s+1
4

0 (R+)
, desde que u ∈ Z.

Agora, mostraremos que Λ define uma contração em uma bola de Z.

O Lema 3.1 implica em

‖ψ(t)eit∂
2
xũ0‖Z ≤ c‖ũ0‖Hs(R) ≤ c‖u0‖Hs(R+).

Pelos Lemas 3.5 e 3.6 obtemos

(3.79) ‖ψ(t)D(u2)(t)‖Z ≤ c‖u‖2
Xs,b .
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Combinando o Lema 3.4 e a expressão (3.79) obtemos

‖ψ(t)Lλs h(t)‖Z ≤ c‖h‖
H

2s+1
4 (R+)

≤ c(‖f‖
H

2s+1
4 (R+)

+ ‖u0‖Hs(R+) + ‖u‖2
Z),

para −1 < λ < 1
2

e s − 1
2
< λ < s + 1

2
. Note que se s > −1

2
, podemos tomar λ = 0 e como

s > −3
4

podemos escolher λ = λ(s) conveniente.

Portanto, obtemos

(3.80) ‖Λu‖Z ≤ c(‖f‖
H

2s+1
4 (R+)

+ ‖u0‖Hs(R+) + ‖u‖2
Z).

Analogamente obtemos para u e v em Z,

(3.81) ‖Λu− Λv‖Z ≤ c2(‖u‖z + ‖v‖Z)‖u− v‖Z .

Defina Ds,b(cδ) = {u ∈ Z; ‖z‖Z ≤ 2cδ}. Por (3.80) Se u ∈ Ds,b(cδ), por (3.80) temos

(3.82) ‖Λu‖Z ≤ cδ + c(2cδ)2 ≤ 2cδ.

Agora escolhemos δ, tal que 4c2δ ≤ 1
2
.

Por (3.81), se u e v em Ds,b(cδ) temos

(3.83) ‖Λu− Λv‖Z ≤ 4c2δ‖u− v‖Z ≤
1

2
‖u− v‖Z .

Portanto, Λ define uma contração em Ds,b(cδ), e consequentemente existe uma única

ũ ∈ Ds,b(cδ) tal que

(3.84) Λ(u)(t) = ψ(t)eit∂
2
xũ0 + ψ(t)D(u2)(t) + ψ(t)Lλs h(t).

Portanto u(x, t) := ũ(x, t)|R+×(0,1) resolve (2.2) com N = N1, no sentido das distribuições,

no intervalo [0, 1].
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Conclusão

Por fim, conclúımos o nosso trabalho, enumerando alguns problemas em aberto relacio-

nados com nossos resultados.

• Nos Teoremas 2.2 e 2.4 obtemos o resultado de boa colocação assumindo que os dados

iniciais e de fronteira relacionados à segunda equação são de tamanhos pequenos. É

posśıvel eliminar estas restrições?

• Outro interessante problema seria as formulações dos problemas aqui tratados em um

intervalo limitado.

• No Teorema 3.1 obtivemos resultados de boa colocação condicional para certas refor-

mulações do PVIF como PVI posto em toda reta. Será posśıvel mostrar que as soluções

encontradas são únicas?

• No Teorema 3.1 no caso N = N1 e N = N3 conseguimos obter o resultado de boa

colocação local em Hs × H
2s+1

4 para s > −3/4. Será posśıvel melhorar o resultado,

tentando implementar as técnicas de Bejenaru e Tao em [1]?
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[8] H. Brézis and T. Gallouet, Nonlinear Schrödinger evolution equations, Nonlinear Anal.,

4 (1980), 677-681.

136



[9] C. Bu and R. Carroll, Solution of the forced nonlinear Schrödinger equation (NLS) using

PDE techniques, Appl. Anal., 41 (1991) 33-51.

[10] T. Cazenave and F. B. Weissler, The Cauchy problem for the critical nonlinear Schrödin-
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