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Resumo

Neste trabalho consideramos o problema de determinar o espectro de certas algebras de
aplicacoes analiticas no sentido de Lorch. Entre os principais topicos discutidos no presente
trabalho podemos citar as caracterizacoes para o espectro de alguns tipos de algebras utili-
zando a teoria basica de aplicacoes L-analiticas, certos resultados da teoria da representacao
de Gelfand para algebras de Banach comutativas e ferramentas do calculo funcional em &l-
gebras de Banach. Também obtivemos alguns resultados sobre aplicagoes L-analiticas nao

relacionados diretamente com o célculo do espectro.

Palavras-chave: Algebras de Banach e de Fréchet. Espectro de algebras de Fréchet. Apli-

cagoes Lorch-analiticas. Célculo funcional.



Abstract

In this work we consider the problem of finding the spectrum of certain types of algebras of
analytic mappings in the sense of Lorch. Among the main topics discussed in the present
work we may mention characterizations of the spectrum of certain types of algebra using
some basic results of L-analytic mappings, some results of the Gelfand representation theory
on commutative Banach algebras and some functional calculus tools for Banach algebras.
We also obtain a couple of results on L-analytic mappings that are not directly related to

the problem of finding the spectrum.

Key words: Banach and Fréchet algebras. Spectrum of Fréchet algebras. Lorch-analytic

mappings. Functional calculus.
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Introducao

O objetivo principal desta tese é obter caracterizagoes para espectros de determinadas
algebras de aplicacoes analiticas no sentido de Lorch. O espectro de uma algebra topologica
comutativa F ¢é definido como sendo o conjunto dos homomorfismos continuos nao nulos de
E em C. Denotaremos este conjunto por M(E). Se U é um subconjunto de E, um conjunto
B C U é dito U-limitado se B é limitado e dist(B,0U) > 0.

Em [1], Aron, Cole e Gamelin estudaram a algebra H,(E) das fungdes holomorfas em
um espaco de Banach E que sao limitadas nos limitados de F, munida da topologia 7, da
convergéncia uniforme sobre os limitados de E (lembramos aqui que uma aplicacao f é dita
holomorfa no sentido classico se é uma aplicagao diferenciavel no sentido de Fréchet). Eles
mostraram que se o dual £* tem a propriedade da aproximagao e a algebra dos polindmios
fracamente continuos P(E) é densa em H,(E), entdo M(H,(E)) pode ser identificado ao
bidual E**.

Garcia, Lourenco, Moraes e Paques estudaram em [8] a dlgebra H,(E, F') das aplicagoes
holomorfas de um espago de Banach F em um espaco de Banach F' que sao limitadas nos
limitados de E. Neste trabalho foi mostrada a existéncia, sob certas condicoes, de uma
bijecao entre M(H,(E, F)) e E** x M(F).

Burlandy e Moraes estudaram em [3] o espectro de H,(U, F), a algebra das aplicagoes
holomorfas de um subconjunto U aberto absolutamente convexo de um espaco de Banach
E em um espago de Banach F' que sao limitadas nos U-limitados de F, com a topologia da
convergéncia uniforme nos conjuntos U-limitados. Foi mostrado que a densidade de Py(E; F)
em H,(U, F) equivale a existéncia de uma bijecdo entre M(H,(U, F)) e int T x M(F),
onde int T" & o interior do fecho de U na topologia fraca estrela.

A abordagem usualmente utilizada nas solucoes publicadas para o problema de determi-
nar o espectro de subélgebras de H,(U, F') depende de que o dual de E tenha a propriedade
da aproximagao, e de que a algebra P;(E; F') dos polinomios fracamente continuos seja densa
na algebra considerada. Neste trabalho iremos estudar algebras especiais de aplicagoes ho-
lomorfas de um dominio U de E que tomam valores em F. Estas dlgebras sempre contém a
aplicacdo identidade de E. A densidade de P¢(E; E) implicaria em todo elemento da algebra

ser compacto, e em particular em que a aplicacao identidade seja compacta, o que s6 ocorre



quando E tem dimensao finita. Por esta razao iremos adotar uma abordagem diferente da
utilizada nos casos acima.

Mais explicitamente, nesta tese iremos estudar a algebra H (U) das aplicagoes f : U — F
que sao analiticas no sentido de Lorch, ou simplesmente L-analiticas, quando U é um aberto
conexo de uma algebra de Banach comutativa com unidade E (ver Definigdo 1.28). As
aplicagoes L-analiticas foram estudas pela primeira vez por Lorch em [16], que buscava uma
forma de estender a teoria de funcOes analiticas complexas para algebras de Banach. A
definicao de aplicagoes L-analiticas depende intrinsecamente da multiplicacao em FE, pois a
L-derivada de uma aplicacao é um elemento de E e nao uma transformacao linear. Como,
para cada a € F fixado, a aplicacao que associa x a ax ¢ linear, ¢ facil ver que toda aplicagao
L-analitica também sera diferenciavel no sentido de Fréchet. Mas a reciproca em geral nao
¢ verdadeira. Por exemplo, a aplicacgao f(z,y) = (y,z) definida em C? ¢ linear, portanto
diferenciavel no sentido de Fréchet, mas nao possui derivadas no sentido de Lorch em nenhum
ponto de C? (ver detalhes no Exemplo 1.29).

Embora a definicao de aplicacoes L-analiticas seja mais restritiva do que a defini¢ao
classica de aplicagoes holomorfas, é possivel provar alguns resultados da teoria classica das
fungoes analiticas para as aplicacoes L-analiticas, e ao restringir o dominio e imagem das
aplicacoes a algebras de Banach comutativas com unidade, é possivel utilizar ferramentas
como o célculo funcional para algebras de Banach e a teoria da representacao de Gelfand.
Em [16] foram obtidas versoes da formula integral de Cauchy e a expansido de Taylor para
funcoes L-analiticas, além de ter sido feita uma discussao sobre as fungdes exponenciais
e logaritmicas. Neste trabalho Lorch chamou a atencao para a importancia da teoria de
Gelfand no estudo das aplicacoes L-analiticas

Em [12] Glickfeld utilizou a teoria das aplica¢oes L-analiticas para obter uma generali-
zagao do conceito de esfera de Riemann para élgebras de Banach comutativas com unidade.
Também foi introduzida a ideia de fun¢des quocientes de aplicagbes L-analiticas (ver Defi-
nigdo 1.32), que estabelecem uma ligacao direta entre as aplica¢oes L-analiticas e a teoria
classica de fungdes analiticas, e sdo uma ferramente fundamental nesta tese. Em [10] Glickfeld
deu continuidade a este trabalho, obtendo uma generalizacao do teorema de Mittag-Leffler.

Glickfeld também utilizou a ideia de fungoes quociente para obter versoes do teorema
da funcao inversa para aplicacoes L-analiticas em [11], problema que foi considerado pela
primeira vez por Mibu em [19]. Ele também considerou as aplica¢oes L-analiticas no contexto
de C*-é4lgebras comutativas com unidade em [13]. Usando os fatos de que o conjunto dos
elementos auto-adjuntos H de uma C*-algebra E é uma algebra de Banach sobre os nimeros
reats e de que F pode ser escrito como uma soma direta de H com iH, Glickfeld obteve uma
versao das equacoes de Cauchy-Riemann para aplicacoes L-analiticas.

Em [2], Blum desenvolveu a ideia de expansoes de Laurent no contexto das aplicagoes



L-analiticas, estudando singularidades de aplicacoes L-analiticas. Neste trabalho foi consi-
derado o problema de continuacoes L-analiticas de aplicacoes L—analiticas.

O problema de determinar quando dois dominios em uma algebra de Banach comutativa
com unidade sdo L-homeomorfos (ver Defini¢ao 2.13) foi considerado por Warren em [26].
Neste trabalho Warren obteve uma generalizagao do Teorema da aplicacao de Riemann,
determinando uma classe de dominios em uma C*-algebra comutativa com unidade que
sao L-homeomorfos & bola unitaria Bg, e em [27] ele determinou condigdes necessarias e
suficientes para a existéncia de L-homeomorfismos entre dois dominios de uma C*-algebra
comutativa com unidade. Os métodos utilizados por Warren fogem do escopo desta tese, mas
usaremos um de seus resultados junto com o calculo funcional para obter outra generalizagao
do Teorema da aplicacao de Riemann, que também ¢é valida para algebras semi-simples.

O estudo das propriedades topologicas do espaco Hp(U) foi feito pela primeira vez por
Moraes e Pereira em [21]. Neste artigo foi estudada a algebra H(E) munida da topologia
7. Foi mostrado que o espectro M(H(E)) ¢ homeomorfo ao espaco M(E) x C munido da
topologia produto (M(FE) estd munido da topologia de Gelfand e C da topologia usual), e
também foi encontrada uma caracterizacao do espectro da algebra A (Bg) das aplicacoes
L-analiticas em By e continuas em By. Além disso, foram obtidos alguns resultados parciais
sobre o espectro da algebra H°(Bg) das aplicacoes L-analiticas em Bg que sao limitadas.
Nesta tese damos continuidade a este estudo. Iremos determinar o espectro da algebra
H(U), para determinados tipos de dominio U. Primeiro mostraremos que o espectro de
H(B:(z0)) pode ser identificado ao conjunto das evaluagoes das fung¢oes quocientes das
aplicagoes de Hp(B,(z0)), e como corolario obteremos que (Hp(Bg),7) ¢ homeomorfo a
M(FE) x A, onde A é o disco de centro 0 e raio 1 em C, 7, é a topologia de convergéncia
uniforme sobre os Bg-limitados e M(FE) x A esta munido da topologia produto. Em seguida
consideraremos o caso onde F é uma C*-algebra comutativa com unidade e mostraremos que
os espectros de Hp(Fq) munido de uma topologia 7; conveniente e (Hp(Eq), ) sdo ambos
homeomorfos a M(FE) x Q2 munido da topologia produto, onde € é um dominio contido em
C. Além disso, obteremos outros resultados gerais sobre estes espacos e sobre aplicacoes
L-analiticas. Em particular, vamos estudar os ideais maximais de H(Eq) motivados pela

relacao existente entre os ideais maximais fechados e o espectro de uma algebra de Fréchet.
Esta tese estd organizada da seguinte forma:

No primeiro capitulo apresentaremos as definicoes basicas para a compreensao do texto,
incluindo definicoes e resultados bésicos sobre algebras de Fréchet e Banach, além de um
resumo da teoria da representacao de Gelfand. Também faremos um resumo da teoria
do célculo funcional em algebras de Banach comutativas com unidade e um resumo dos

principais resultados utilizados sobre funcoes L-analiticas.



No segundo capitulo determinaremos o espectro de (H(U),7), para diferentes abertos
U e para topologias 7 convenientes. Na primeira se¢ao iremos considerar U = B,(z) e
H 1 (B,(z)) munido da topologia 7,. Mostraremos que é possivel identificar M(H (B, (z)))
as evaluagoes das funcgoes quocientes, e esta identificacao serd utilizada para determinar
M(H(Bg)). Na segunda e terceira se¢oes iremos utilizar as ferramentas do calculo funci-
onal para determinar o espectro de H(Fq), munido das topologias 7, e 79, onde E é uma
C*-4lgebra comutativa com unidade e €2 ¢ um subconjunto aberto conexo de C. Iremos ado-
tar abordagens distintas para os dois problemas. Para determinar o espectro de (Hr(Eq), 7q)
utilizaremos primeiramente uma generalizacao do teorema da aplicagao de Riemann obtida
diretamente do célculo funcional, além da caracterizagao do espectro de H(Bg) obtida na
secdo anterior. Para determinar o espectro de (H1(Eq), 7o) iremos utilizar além de proprie-
dades do calculo funcional e funcoes quocientes, a existéncia de aproximacoes da identidade
em toda C*-algebra. Também obteremos na segunda secao resultados que relacionam a
teoria do calculo funcional a teoria das aplicagoes L-analiticas.

No terceiro capitulo estao incluidos alguns resultados que nao estao relacionados direta-
mente com o calculo do espectro. Como destaque temos versoes dos Lemas de Schwarz e
Schwarz-Pick para aplicacoes L-analiticas em C*-algebras e resultados sobre os ideais maxi-
mais fechados dos espagos Hy(U). Em particular vamos mostrar que, ao contrario do que
ocorre para as funcoes analiticas em C, existem ideais fechados de aplicacoes L-analiticas
que nao sao principais, e que se a dimensao de E for infinita, entao sempre existirao ideais

maximais fechados cujo ntimero de geradores é nao enumeravel.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Algebras de Banach e Fréchet: definicoes e resultados
basicos

Apresentaremos nesta secao definicoes e resultados essenciais para a compreensao deste texto.
Omitiremos as demonstragoes mas daremos sempre referéncias precisas para as demonstra-
¢oes dos resultados. Assumiremos alguma familiaridade com a teoria dos espacos vetoriais
topologicos e espacos de Banach. Mais detalhes sobre estes assuntos podem ser encontrados

em [5] e [25]. Todas as algebras consideradas neste trabalho serao supostas complexas.

Definigao 1.1. Uma dlgebra topologica E é um espaco vetorial topoldgico que possui uma

operacao de multiplicacao continua.

Definicao 1.2. Uma dlgebra de Fréchet E é um espaco de Fréchet que também € uma dlgebra

topoldgica, cuja topologia é gerada por uma familia de seminormas p em E tais que

p(zy) < p(z)p(y)
para todos x,y € E.

Definicao 1.3. Uma dlgebra de Banach é um espaco de Banach E que também é uma dlgebra

topoldgica e cuja norma em E satisfaz :

lzyll < [[=llyl
para todos x,y € E.

Observacao 1.4. Toda dlgebra de Banach é uma dlgebra de Fréchet, mas a reciproca nao
¢ verdadeira. Por exemplo, a dlgebra C(C) das funcées continuas de C em C munida da

topologia gerada pelas semi-normas p,(f) = sup |f(\)| € uma dlgebra de Fréchet, mas nao
AeA,(0)
¢ uma dlgebra de Banach.



Definicao 1.5. Dizemos que uma dlgebra E tem unidade se existe um elemento e € E tal
que ex = xe = x, para todo v € E; neste caso dizemos que e € a unidade de E (pode-se
mostrar facilmente que uma dlgebra tem no mdzimo uma unidade). Dizemos que E é uma

dlgebra comutativa quando xy = yx, para todos x,y € E

Exemplo 1.6. :
(1) O espago vetorial C dos complexos com produto usual é uma dlgebra de Banach comuta-
tiva com unidade.
(2) Parap > 1 o espago I, = {(An)nen C C; i |An|? < o0} de sequéncias com as operagies

n=1
usuais de espaco vetorial, produto pontual e norma

¢ uma dlgebra de Banach comutativa sem unidade.
(3) O espaco loo = {(an)nen € C ; supla,| < oo} com as operagées usuais de espaco

neN
vetorial, produto pontual e norma

[(ctn)nenlloc = sup au|,
neN
é uma dlgebra de Banach comutativa com elemento unidade e = (1),en -
(4) E ficil verificar que conjunto ¢ = {(an),en € C;3X € C tal que X = nanQO An} € uma
subdlgebra fechada de l,; portanto, ¢ € uma dlgebra de Banach comutativa com unidade.
(5) O espago C(X) ={f : X — C; f € continua}, onde X um espago de Hausdor[f compacto,
com as operacoes de espago vetorial e produto definidas ponto a ponto e norma dada por

Il ] = sup |f(x)| para todo f € C(X), € uma dlgebra de Banach com unidade 1(z) = 1.
zeX

Observacao 1.7. Quando E € uma dlgebra de Banach com unidade e, podemos assumir

sem perda de generalidade que ||e|| = 1.

Vamos agora definir algumas notacoes que serdao utilizadas no restante do texto.
Iremos utilizar E* para representar o dual topologico de uma &lgebra FE, isto é, o espago
de todos os funcionais lineares continuos em F. Se E é normado, dados zp € E e r > 0,

escreveremos
By(x0) = {z € By | — o] < 7}.
Além disso, dados Ay € C e r > 0 escreveremos
Ar(Ao) ={A € C;|A = Ag| <7}

Quando zy = 0 escreveremos simplesmente B, no lugar de B,.(0) e quando \g = 0 escrevemos

A, no lugar de A,(0). Quando r =1 ¢ zy =0 ( resp. A\g = 0) usamos Bg ( resp. A).
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Se E' é uma algebra com unidade, iremos denotar o conjunto dos elementos invertiveis
de E por G(E).
A partir deste ponto todas as algebras de Fréchet, a menos de mencao explicita em

contrario, serao algebras comutativas com unidade.

Definicao 1.8. Seja E uma dlgebra complexa. Um homomorfismo complexo é uma aplicacao
linear ¢ : E — C tal que ¢(zy) = ¢(x)d(y), para todos x,y € E. Se E é uma dlgebra de
Fréchet (em particular se E € uma dlgebra de Banach), dizemos que o conjunto de todos o0s
homomorfismos complexos continuos nao nulos de E em C € o espectro de E e denotaremos

este conjunto por M(E).

Observacao 1.9. :

(1) E fdcil ver que se E ¢ uma dlgebra compleza com unidade e e ¢ é um homomorfismo
complexo nao nulo em E, entdo valem as sequintes propriedades: ¢(e) = 1 e ¢p(z7!) =
é(x)7, para todo v € G(F).

(2) A palavra “espectro” possui outros significados. Por exemplo, o espectro de uma dlgebra
topoldgica pode se referir ao conjunto dos ideats maximais fechados desta dlgebra. Temos
também a noc¢ao de espectro de um elemento z de uma dlgebra E, como sendo o conjunto
o(z) ={ e C;(Ae—2) ¢ G(E)}. O prozimo resultado mostra como estas defini¢oes estao

relacionadas nas dlgebras de Banach.

Teorema 1.10. Seja E € uma dlgebra de Banach comutativa com unidade. As sequintes
afirmacoes sao verdadeiras:

(a) Todo homomorfismo complezo em E é continuo.

(b) Todo ideal mazimal de E é o nicleo de algum ¢ € M(E). Consequentemente todo ideal
mazximal de E € fechado.

(c) Se p € M(E), ker(¢) € um ideal mazimal de E.

(d) Se ¢ € M(E), [|¢]| = 1.

(e) z € G(E) se, e somente se, ¢(z) # 0 para todo ¢ € M(E).

(f) Para cada z € E temos que X € 0(z) se, e somente se, A = ¢(z) para algum ¢ € M(FE),
ou, de forma equivalente, o(z) = {¢(2); 0 € M(E)} .

Demonstragao. Ver Teoremas 10.7 e 11.5 em [25], paginas 249 e 277, respectivamente. [

Observacao 1.11. Em dlgebras de Fréchet todo ideal mazimal fechado € o nicleo de algum
¢ € M(E) (Ver 3.2.11 em [14], p. 82 ), e reciprocamente se ¢ € M(E), entao ker(¢) é um
ideal mazximal fechado. Em dlgebras de Fréchet nao se sabe se todo homomorfismo complexo
€ continuo e nem se todo ideal mazximal € fechado. Estes dois problemas estao interligados.
O problema de decidir se os homomorfismos complexos numa dlgebra de Fréchet sao sempre

continuos € conhecido como problema de Michael.
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Vamos ver agora alguns exemplos de espectros para algebras particulares:

Exemplo 1.12. :
(1) Todo homomorfismo complezo em C(X) é da forma §,(f) = f(x) para algum z € X.
( Ver Exemplo 11.13 (a) em [25], p. 283.)

(2) Seja Q@ C C aberto e conexo. A dlgebra H(Q2) = {f : Q> C; f € analitica}, onde as
operacoes de espaco vetorial e o produto sao definidas ponto a ponto e a topologia conside-
rada é a topologia da convergéncia uniforme sobre os compactos de ), denotada por 1y, €

uma dlgebra de Fréchet. Os homomorfismos complexos continuos em H(Q2) sdo os funcionais

do tipo 0x(f) = f(N) para algum X € Q. (Ver Teorema 5.3 em [17], p. 38.)

Concluimos esta se¢cao com um resultado que usaremos futuramente e a definicao de

C*-&lgebras.

Teorema 1.13. Sejam E uma dlgebra de Banach e z € E tais que ||z|| < 1. Entdo (e—z) €
G(E).

Demonstragao. Ver Teorema 10.7 em [25]. O

Definicao 1.14. Seja E uma dlgebra de Banach. Uma aplicagao v — z* de F em E é

chamada de involucao se para todos x,y € E e A € C temos que:
(r+y) =" +y

(A\z)* = \z*

%%

(zy)" =y'x
(2)" ==
Além disso, se vale ||zz*|| = ||z||* para todo © € E, dizemos que E ¢ uma C*-dlgebra.

Observacao 1.15. No teorema seguinte a hipotese de E ser comutativa com unidade é

essencial, por isso explicitamos isto no enunciado.

Teorema 1.16. (Gelfand-Naimark) Se E € uma C*-dlgebra comutativa com unidade, entao

para cada z € E, a transformada de Gelfand Z € uma isometria de E sobre C(M(E)), isto

-

e’

12l = sup [|Z(@)]| = sup [|o(2)] = |=]-
PEM(E) peEM(E)

Além disso temos que ¢(2*) = ¢(2), para todos z € E e p € M(FE)

Demonstragao. Ver Teorema 11.18 em [25]. O



1.2 Calculo funcional

Nesta secao iremos fazer um resumo da teoria do calculo funcional, que propicia uma forma
de definir aplicacoes em dalgebras de Banach a partir de fungoes analiticas em C. Mais
detalhes e demonstragdes podem ser encontradas em [5] e [25].
Vamos comecar relembrando alguns fatos de anélise complexa.

Sejam I' C C curva fechada retificavel e a € C/I". Definimos o indice de rotagao de T

com respeito ao ponto o como sendo o valor:

1 1
Indr<04) = %/F N — ad)\

E um resultado conhecido que a funcdo Indr : C/T — C é uma funcio com valores in-

teiros, sendo constante para cada componente conexa de C/I' e valendo 0 para todo « na
componente nao limitada de C/T".
Se €2 ¢ um conjunto aberto em C e K ¢ um subconjunto compacto de 2, dizemos que

uma curva I' é um contorno de K em () se:

1 1 1, ek
Indp(a) = — / =14 7
2mi Jp A —« 0, se & ()

E um fato conhecido que dados € e K como descritos acima, sempre podemos encontrar um

contorno I' de K em (2.

Vamos a seguir definir as nocoes de integral e derivada para funcoes com valores em uma
algebra de Banach E, que sao utilizadas no calculo funcional.

Uma funcao f : QQ € C — FE é dita analitica em (), ou simplesmente analitica, se existe
lim,\_,,\ow para todo A\g € . Observe que uma funcao f de 2 em E é analitica se, e
somente se T' o f : () — C é analitica para todo T" € E*.

O proximo passo ¢ definir integrais de linha [, f(A)d\. Vamos comecar definindo integrais
do tipo f;f(t)dt, onde f : [a,b] - E é uma aplica¢do seccionalmente continua.

A construgao desta integral é feita de forma anéloga & construcao da integral de Riemann
escalar. As nocoes de particoes, refinamentos e tamanho de uma particao de um intervalo
sao definidas da maneira usual. A definicdo de somas de Riemann no contexto das aplica-
¢oes com valores vetoriais é feita de maneira andloga & definicao para funcoes com valores

complexos.

Definigao 1.17. Sejam P = {to, t1,...,t,} uma parti¢ao do intervalo [a,b] e ( = {ro,...,rn_1},
onde r; € [ti,tiv1] parai=1,...,n—1. Definimos a soma de Riemann de f com respeito a

P como

—

n—

R<f7 P7 C) = f(rz)Atm

(2

Il
=}
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onde Atl = (t/l:Jrl — t,L)

Os resultados associados a construgao da integral de Riemann cléssica sao validos aqui.
Mais explicitamente, se {P,}, .y ¢ um conjunto de parti¢oes de [a, b] satisfazendo P, C P, 1,
o limite lim,, o R(f, P,, () existe e o seu valor independe da escolha das parti¢des. Portanto
f: f(t)dt = lim, o R(f, Py, () esta bem definida. Além das propriedades usuais de integrais,

x/abf(t)dt - /ab e f(t)dt,

b b b
T(/ f(t)dt):/ T(f(t))dt:/ To f(t)dt. (1.1)

temos duas adicionais:

Para todo x € F temos

e para todo T € E*

Essas duas propriedades seguem diretamente da linearidade e continuidade de T € E* e
do fato de que a multiplicacao é continua em uma algebra de Banach. Podemos agora definir

integrais de linha.

Definicao 1.18. Sejam I' uma curva em C continuamente diferencidvel por partes e f -

[I' = E continua. Definimos a integral de linha de f na curva I' por

/F (VA = / SN (1),

onde X\ : [0,1] — ' é uma parametriza¢ao da curva I'.

Da mesma forma que ocorre com o caso escalar, a integral independe da escolha da
parametrizacao.

Vamos enunciar uma versao do teorema de Cauchy para fun¢oes com valores em F.

Teorema 1.19. Sejam Q um dominio (isto é um subconjunto aberto conexo) em C, E uma
dlgebra de Banach e [ : Q) — E uma aplicacao analitica. Se I' é uma curva fechada em 2 e

Indr(u) =0 para todo u & 0, entdo
/ FOVdA = 0.
r
Além disso, se w € Q e Indr(w) = 1, temos que

1) = 5 [ Ly

S e A —w

Temos também que dadas duas curvas fechadas I'y e I'y em Q tais que Indr, (u) = Indr,(u)

para todo u & €2, vale:
FOVdN = [ FO)dN.
I I,

10



Teorema 1.20. Sejam P um polinémio complexo de varidvel compleza e R(A\) = P(\) +
Zm’k Cmk(A — am)™F uma fungao racional com pdlos nos pontos a,,. Se z € E e {a,} N
o(2) =0 entio (2 — ex,) € G(E), e podemos definir R(2) = P(2) + 32, 1 Cmr(2 — ean) "

Consideremos agora um subconjunto Q de C tal que o(z) C Q. Se I' é um contorno de

o(z) em Q temos:
1
= — N (e —2)7tdA.
RE) = 5 [ ROYe—2)
Demonstragio. Ver Teorema 10.25, pagina 261, em [25].

]

Dado um subconjunto €2 de C, podemos associar a Q2 o conjunto Eq = {z € E' ; o(z) C 2}.

Algumas propriedades de €2 sao preservadas por Eq. Por exemplo, Eq é aberto se €2 é aberto.

Teorema 1.21. Se Q C C ¢ um conjunto aberto e z € E € tal que o(z) C €, entdo existe
d > 0 tal que para todo h € E satisfazendo ||h|| < & temos o(z+ h) C .

Demonstragao. Ver Teorema 10.20 em [25], p. 257. O

A partir de agora, a menos de mencao explicita em contrario, H(2) denotara o espago
das funcgoes complexas analiticas em {2, munido da topologia 7y da convergéncia uniforme
sobre os compactos de €.

Dada f € H(2) vamos associar a f uma aplicagao f: Eq — E da maneira descrita a

seguir.

Definigao 1.22. Sejam E uma dlgebra de Banach, Q um subconjunto aberto de C, f € H(2)
e z € Eq. Definimos:

~ 1
=— N(Ae — 2)tdA
Fo) = 5 [ 1000 =27
onde I' é um contorno qualquer de o(z) em €.

Observacao 1.23. Como I'No(z) =0, temos que Ne—z € G(E) para todo A € T, de forma
que o integrando é uma funcao continua em I', e consequentemente f estd bem definida para

todo z € Eq. Denotamos o conjunto de todas as funcoes fpor 7—~[(EQ)

Vamos terminar esta se¢ao enunciando alguns resultados que serao utilizados no préoximo

capitulo.

Proposicao 1.24. Se a € Q e [ analitica em ), entio f(ae) = f(a)e.

Demonstracao. Segue diretamente da defini¢ao:

Flae) = Zim /F FO)Oe — ae)~ldr = e% /F %cu ~ fa)e.
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Teorema 1.25. Sejam E uma dlgebra de Banach , v € G(F) e h € E tais que ||| <
: |z~ ", Entdo x + h € G(E) e temos a sequinte desigualdade:

(@ +n)"t =2t o that| < 2|27 )P
Demonstracao. Ver Teorema 10.11 em [25], pagina 253. O

Teorema 1.26. Sejam 1(\) = 1 e Id(\) = X para todo X em Q. Entio 1(z) = e e ﬁ(z) =z
para todo z € Eq. Além disso, a aplicacio f — ]7 é um isomorfismo de dlgebras multipli-
cativo entre H(Q) e H(Eq) que é continuo quando consideramos em H(Eq) a topologia da
convergéncia pontual, isto €, se (fo)aca € uma rede em H(Y) convergindo para f € H(Q2) na

topologia To, temos que f(z) = lim fa(2) para todo z € Fq.
(e

Demonstrac¢ao. Ver Teorema 10.27 em [25], pagina 262. No lugar de redes o teorema men-
cionado prova a continuidade pontual para sequéncias, mas a demonstracao feita é idéntica,

substituindo sequéncias por redes. [

Como consequéncia direta deste resultado temos que ﬁ(EQ) ¢ uma Aalgebra comutativa
com unidade.

Terminamos com um resultado sobre a composicao com respeito ao calculo funcional.

Teorema 1.27. Sejam Qy e Qo dois dominios em C, f € H(), g € H(Qw) tais que
Im(f) C Qu. Entio para todo z € Eq, temos que f(z) € Eq, € h(z) = §(f(2)), isto ¢, se
h=gof, entdoﬁzﬁo;.

Demonstragao. Ver Teorema 10.29 em [25]. O

1.3 Aplicagoes Lorch analiticas

No que segue U sera sempre um dominio (um subconjunto aberto conexo) de uma algebra
de Banach E. As aplicagoes Lorch analiticas foram introduzidas por Lorch em [16]. Nesta
secao vamos apresentar definicoes e resultados da teoria das aplicacdes Lorch analiticas que
serao utilizados nos capitulos que seguem. Uma exposicao mais detalhada da teoria béasica

pode ser encontrada em [15].

Definigao 1.28. Dizemos que uma aplicacao f : U — E possui uma derivada no sentido
de Lorch (ou L-derivada) em zy € U se existe um f'(z) € E tal que dado € > 0 arbitrdrio,
é possivel encontrar um & > 0 tal que para todo h € E satisfazendo ||h| < 0 temos que
z+helUe

S o+ k) — F(z0) — h'(z0)]| < €]
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Se [ possui uma L—derivada em todo ponto de uma vizinhanca V C U de zy dizemos que
f € L—analitica em 2y, . Caso f seja L-analitica em todo ponto de U, dizemos que f é
Lorch analitica em U (ou L-analitica em U). Denotamos o conjunto de todas as fungoes

L-analiticas em U por Hp(U).

Exemplo 1.29. E fdcil notar, pela definicio, que toda aplicacio analitica no sentido de
Lorch € holomorfa no sentido usual, mas a reciproca nao € verdadeira. De fato, consideramos
a dlgebra E = C? com as operacoes de dlgebra definidas coordenada a coordenada e norma
do mdzimo. Consideramos a aplicagio f : C* — C? definida por f(x,y) = (y,z). Como
f € linear, claramente ela € diferencidvel no sentido de Fréchet, mas nao é L—analitica
em nenhum ponto de C*. Tome (x,y) € C* diferente de (0,0). Suponha, por absurdo, que
f'(z,y) exista e f'(x,y) = (a,b). E fdcil ver que a # 0 ou b # 0. Sem perda de generalidade
vamos assumir que a # 0. Tome € < % Entao € possivel encontrar um 0 > 0 tal que para

todo h = (hy, he) satisfazendo max {|hi|, |he|} < 0 vamos ter

1 (& + hasy + ho) = f(2,y) = (b1, he)(a, )| = [[(y + o, 2 + hn) — (y,2) — (ahy, bhy)|
= ||(h2 — ahl,hl — bhg)” < emax{|h1| , |h2|}

Tomando hy = § e ho = 0 temos que H 2,5 H = max{‘azlé,g} < eg < %, 0 que € um
absurdo. Portanto f nao é analitica no sentido de Lorch em nenhum ponto de C?, apesar de

ser holomorfa no sentido usual.

Teorema 1.30. Uma aplicacao f : U — E é Lorch analitica em zy € U se, e somente se,

existem p > 0 € (ap)nen C E tais que By(z) C U e

(e.)
Zan z—29)"  para todo z € B,(2).
n=0

Demonstragao. Ver Teoremas 3.19.1 e 26.4.1 em [15] . O

Na verdade, no teorema acima, podemos tomar p como sendo sup {r; B.(zo) C U} .
Aproveitamos aqui para introduzir mais uma notacao. Dados a € E qualquer e n € N,

definimos as aplicagoes P,o(z) = a e P, ,(z) = az", para todo z € FE.

Agora vamos apresentar a ideia de fung¢oes quocientes. Estudadas por Glickfeld em [11],
elas serao uma ferramenta fundamental para o estudo de propriedades das aplicacoes L-
analiticas em determinados dominios. Comegamos com este resultado usado ao definir o

dominio destas funcoes.
Lema 1.31. Se U é um dominio em E e ¢ € M(E), temos que ¢(U) é um dominio em C.

Demonstragao. Segue diretamente do fato de ¢ ser uma aplicagao aberta e continua. [
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Definigao 1.32. Sejam f € Hy(U) e p € M(E). Se existe uma funcio g € H(p(U)) tal
que g(4(2)) = ¢(f(2)) para todo z € U, dizemos que g é a fungao quociente de f com respeito
a .

Observacao 1.33. Caso exista uma funcao quociente de f em relacao a ¢, ela é necessari-
amente unica. De fato, suponha g1, gs duas funcoes quocientes de f com respeito a ¢. Para

todo z € U temos:

91(0(2)) = o(f(2)) = 92(0(2));

portanto g1(A) = g2(A) para todo X € ¢(U) e assim g1 = go. Como a fungdo quociente é

unica, utilizaremos a notacao fy para a fun¢dao quociente de f com respeito a ¢.

Observacao 1.34. A existéncia de uma func¢ao quociente nao € sempre garantida para todo
dominio U de E. Um exemplo onde nao é possivel definir uma funcao quociente pode ser

encontrado em [11].

Os dois proximos resultados sao conhecidos, mas como serao utilizados frequentemente
no decorrer desta tese e nao encontramos sua demonstracao na literatura, decidimos incluir

a demonstragao aqui.
Lema 1.35. Para todos ¢ € M(E), zo € E er >0, temos ¢(B,(z0)) = Ar(é(20)).

Demonstracao. Fixe ¢ € M(E), z9p € E e r > 0 arbitrarios e z € B,(zp). Sabemos que
|oll = 1 e portanto:

10(2) — d(20)| = (2 — 20)| < ||z — 20]| <7

Assim ¢(z) € A, (¢(20)) e, como tomamos z € B,(z) arbitrario, segue que ¢(B,(z)) C
Ar(6(20))-

Vamos agora mostrar a inclusdo reversa. Tome A € A, (¢(2)) arbitrario. Temos que
A = ¢(20) + 0, para algum || < r. Considerando o ponto zy + de, temos que 2o+ de € B,(zp)
e ¢(z + 0e) = .
Assim concluimos que ¢(B,(29)) = A, (d(20))- O

Vamos agora mostrar como a construcao das funcoes quocientes é feita no caso particular
de U = B,.(z).

Proposigao 1.36. Se U = B,(z), entdo a fung¢io quociente f, existe para todo f €
Hi(Br(z0)) e p € M (E).

Demonstragao. Fixado f € Hp(U), pelo Teorema 1.30 existem r > 0 e uma sequéncia

(an)nen C E tais que B, (z) C U e f(z) = > an(z — )" para todo z € B,(zp). Definimos
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agora g em ¢(B,(20)) = Ar(d(20)) por g(A) = 22 d(an)(A — ¢(2))" para todo A € A, (¢(z0))-
Claramente g ¢ uma func¢ao analitica em A, (¢(zp)).

Para z € B,(z) arbitrario, temos que

—¢(Zan(2—zo = AE{;Z%Z—ZO
n=0 n=0
Como ¢ é homomorfismo continuo, temos que
W Jim D an(z = 20)") = lim 6 anlz = 20)"
= lim_ ZO d(an)(6(2) = 6(20))
= #lan)((2) — ¥(20))"
n=0

=9(8(2)).

Como tomamos z € B,(2y) qualquer, concluimos que g = f,. [

Definicao 1.37. Dizemos que um dominio U C E € estrelado se existe ao menos um ponto
20 € U tal que tzo + (1 —t)z € U para todo z € U et € [0,1]. Caso tal ponto z ezxista,

dizemos que zg € um centro do dominio U.

Teorema 1.38. Se U ¢ um dominio estrelado, entao eziste fu para toda aplica¢io f € Hp(U)
e para todo ¢ € M(E).

Demonstragio. Ver Teorema 1.3 de [11]. m
Lema 1.39. Se f,g € Hp(U) e ¢ € M(E), entdo (\f +9)y = Mo+ 9o € (f9)s = fs9s
Demonstragdo. Dado z € U qualquer, temos que

(Mo +96)(0(2)) = Mo(0(2)) + 95(0(2)) = Ad(f(2)) + &(9(2)) = S((Af + 9)(2)).

Assim, pela unicidade da funcao quociente, (Af + ¢g)s = Afy + gs-

Do mesmo modo, tomando z € U qualquer,

(f690)(¢(2)) = f5(0(2))96(6(2)) = &(f(2))0(9(2)) = ¢(f9(2))-

Portanto (fg)s = fs94- O

O resultado a seguir segue diretamente da definicao da funcao quociente, da representacao

dada por 1.30 de f’(z2) e do fato de ¢ ser um homomorfismo continuo.
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Lema 1.40. Seja f € H(U). Se f': U — E € a aplicagcao que a cada zg € U associa f'(z),
entio f' € Hr(U). Além disto, se a fungdo quociente fs de f com respeito a ¢ € M(E)

eziste, a fung¢io quociente de f' com respeito a ¢ também existe e temos que (fy) = (f')s-

Dizemos que B C U ¢é U-limitado se B ¢ limitado e dist(B,0U) > 0. Como usual
Hy(U, E') denota o espaco das aplicagdes holomorfas de U em FE que sdo limitadas nos
subconjuntos U-limitados de U munido da topologia 7, de convergéncia uniforme sobre os
subconjuntos U-limitados de U. E um resultado conhecido que ‘Hp(U, E') munido do produto
ponto a ponto é uma algebra de Fréchet. Em particular, H,(E, E) denota a élgebra de
Fréchet das aplicacoes holomorfas de £ em F que sao limitadas nos subconjuntos limitados
de F com produto definido ponto a ponto, munida da topologia 7, de convergéncia uniforme
nos subconjuntos limitados de E. Foi mostrado em [21]| que o espago H (E) é uma subalgebra
fechada de (Hy(E, E), ) e, portanto, (HL(E), ) ¢ uma algebra de Fréchet.

Para um dominio U arbitrario ndo sabemos se H,(U) C H,(U, E), de modo que nao
podemos considerar, em geral a topologia 7, em Hp(U). Vamos entao definir uma topologia
74 em Hp(U) mais adequada para nossos propositos.

Sejam U um dominio em E e z € U. Definimos dy(z) = sup{r; B,(z) C U}. Fixados
zeUel<r<dy(z),éfacil verificar que p(f) = sup ||f(w)] é uma norma em H(U).

weB(z)
Denotamos a topologia gerada por estas normas por 7.

Observe que quando U = B,(z) ou U = E temos H (U) C Hy(U, E) e em ambos os
casos a topologia 7, coincide com a topologia 7, em H(U).

Temos os seguintes resultados:
Teorema 1.41. Temos que (Hp(U), 1) € um espaco de Fréchet sempre que E € separdvel.
Demonstragao. Ver Teorema 2.7 de [18]. O

No mesmo artigo citado ¢ mostrado o seguinte teorema.
Teorema 1.42. (H.(B,.(20)), ™) € um espaco de Fréchet.

Demonstragao. Ver Observacgao 2.8 de [18]. O
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Capitulo 2

Espectros de Algebras de Aplicacoes

L-analiticas

A menos de mencao explicita em contrario, no restante desta tese todas as algebras de Banach
E consideradas serdao élgebras de Banach comutativas com unidade e tais que ||e|| =1 e U
serd um dominio (isto &, aberto conexo) contido em E.

Neste capitulo determinaremos o espectro de (Hp(U), ), para diferentes abertos U e
para topologias 7 convenientes. Mais explicitamente consideraremos a topologia 7 = 7, no
caso U = B,(zy) e as topologias 74 e 79 no caso U = Eq, onde {2 é um subconjunto aberto
conexo de C. As principais ferramentas utilizadas neste capitulo serdao o célculo funcional e

as funcoes quocientes.

2.1 O espectro de (H.(B,(2)), ™)

Nesta secao estudaremos a algebra Hp(B,(z)), onde 2o € E e r > 0, munida da topologia
7. Nosso principal objetivo nesta se¢do é determinar o espectro de Hp (B, (20)), 7)- E fécil

ver que a topologia 7, neste caso é gerada pela familia de normas:

oulf) =sup{uf<z>u;zeE, T <r—%}.

Lembramos que estamos denotando a aplicacao identidade de E por F,; e, para todo
a € I, estamos denotando a aplicacdao constante a em E por FP,o. Se {1 é um dominio em
C, os homomorfismos complexos em H(£2) sdo as evaluagdes nos pontos de € (ver Exemplo
1.12). Nesta secdo vamos mostrar que os homomorfismos continuos na topologia 7y em
Hr(B,(z)) sdo as evaluagoes das fungoes quocientes. Para isso vamos precisar de alguns

resultados.
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Proposicao 2.1. Seja v € M(H(B,(20))) qualquer. Temos entao que o funcional linear

1/)0 E—C
ar— ¢0(a) = w(Pa,O)a

€ um homomorfismo complexo nao nulo de E.

Demonstragao. Primeiro notamos que dado a € E qualquer, P,y € H1(B,(2)), de forma
que Yo(a) = Y(Pyo) estd bem definido.
Tome agora a,b € E e X\ € C arbitrarios. Como v € M(H(B,(z0))), entao:

Y(Pratb0) = V(APuo + Pog) = M(Pay) + ¥ (Fho)

Y(Pano) = V(PaoPro) = ¥ (FPao)¥(Fro)-

Portanto, pela definicao de vy, ¥o(Aa + b) = Mpg(a) + 1o(b) e 1ho(ab) = o(a)iy(b), de
onde concluimos que ¥y ¢ um homomorfismo. Resta mostrar que este homomorfismo é nao
nulo.

Sabemos que 1 é nao nulo. Suponhamos por absurdo que 1y seja nulo. Em particular
teremos que 0 = ¢y(e) = Y(P.p). Mas como Pey ¢ a identidade de Hp (B, (%)), € como 9 é
nao nulo, 0 = ¢y(e) = ¢(Pep) = 1, absurdo. O

Lema 2.2. (P, ) é um elemento de A, (1o(20)), para todo ¢ € M(H(B,(z))).

Demonstragao. Sabemos, pela Proposicao 2.1, que ¢y(a) = (P, ) ¢ um homomorfismo nao
nulo em E. Além disso, existem A > 0 e 0 < 6 < 27 tais que ¥(P.1) — 1o(20) = Aexp(if).
Considere agora a aplicagao
f(z) = Z ;(2 — z0)" para todo z € B,(2).

“— 1™ exp(inf)

E facil verificar que f estd bem definida. Pelo Teorema 1.30, f € Hp(B.(2)). Como v &

um homomorfismo continuo temos

v(f) = ¥ (%E{;Z W(Pw - on,o)n>
0

m e
lim E ——(Po1 — P, )"
mlﬁoo dj ( 0 rm exp(lﬂ@) ( -1 070) >

. i (S] n
B %ﬂo;% (m) (¥(FPex = Peo0))
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1

_ n
e ; rmexp(inf) (A exp(if))

m

. 1 A\ .
- AE&ZW(?) exp(nif)

n=0
. LN
= W%E;OZ(‘)

A
-

Como a série lim,, oo D ey ( )n converge (para ¢(f)), temos que % < 1 e portanto A\ < r.

Assim,

[(Pe1) — 1o(20)| <,
isto é, 77Z)(Pe71) < Ar(¢0(20)). [l

Teorema 2.3. A aplicacao
0 U 18 20): 0 € An(¢(20))} — M(Hi(B(20)))
pEM(E)

definida por 6(¢, Xo)(f) = fs(Xo) para toda f € Hp(B:(2)) ( onde fy denota a fungao

quociente de f com respeito a ¢) € injetiva e sobrejetiva.

Demonstragio. Nosso primeiro passo é verificar que § estd bem definida. Seja ¢ € M(FE) e
Ao € Ar(é(20)) Vamos mostrar que §(p, o) é linear e multiplicativa. Pelo Lema 1.39, dados
aecCef,geHL(B(2)), temos

6(9, Ao)(af +g) = (af +g)p(Xo) = afs(Xo) + go(Xo) = ad(@, Mo)(f) + (¢, Ao)(9)

(0, 2)(f9) = (f9)s (M) = fo(X0)ge(Ao) = 0(&, A0)(f)3(e, Ao)(9)-
Assim, (¢, A\g) € um homomorfismo complexo em Hp(B,(z)). Vamos mostrar agora que
d(4, Ao) é ndo nulo.
Como ¢ é um homomorfismo complexo nao nulo, existe wy € E tal que ¢(wp) # 0. Além
disso, existe z € B,(2) tal que ¢(z) = Xo. Agora, para f = P, temos que fy(A\g) =

food(z) =@ o Pyyo(z) = ¢p(wy) # 0 e portanto concluimos que 6(¢, \g) #Z 0.
Resta mostrar a continuidade de 6(¢, \g). Se z € B,.(z) é tal que ¢(z) = Ay, existe n € N
tal que ||z — || <7 — L, de modo que para todo f € Hp(B,(z)) temos

10(0, 20) ()] = [fs(0(2))] = [&(f ()] < [IF(2)]] < pul(S)-

Como a topologia 7, é gerada pelas seminormas p,,, segue a continuidade de §(¢, Ag). Con-
cluimos, portanto, que §(¢, \g) € M(H(B,.(20)))-

Vamos mostrar agora que a aplicagao 0 é injetiva. Suponha que §(¢, \g) = d(p, A1), isto
¢, fo(MNo) = fu(A1) para todo f € Hp(B,(2)).
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Agora, pelo Lema 1.35 existem z,w € B,(2) tais que ¢(z) = A\g e u(w) = A;. Fixado

a € I arbitrario, tomando f = P, temos que

¢(a) = 6(Fao(2)) = (Pao)e(Xo) = (Pao)u(M) = p(Fap(w)) = p(a).

Portanto ¢ = p. B facil verificar que (Pe )y ¢ a fungdo identidade em A, (¢(2)), portanto
como 6(p, Ag) = 0(¢, A1) temos

Ao = (Pe1)p(Ao) = (Pe1)s(A1) = Ar.

Dai concluimos que 0 ¢ injetiva.
Finalmente, para mostrar que J é sobrejetiva, tome ¢ € M(Hp(B,(z0))) e f € Hr(Br(z0))-
Pelo Teorema 1.30 existe uma tnica sequéncia (a,) C E tal que f(z) = > 7 jan(z — 2)"

para todo z € B,(z). Portanto podemos escrever

f Zpan e,l zo 0>n

e como ¢ ¢ um homomorfismo continuo nao nulo e ¥y(a) = (P, o) para todo a € E, temos

que
Z¢0 an ¢0(20)) :

Além disso, a definicao da funcao qu0c1ente de f com respeito a ¥y € M(FE) nos da

JAN0) Z% (an)(N — 1o(20))" para todo A € A, (1o(20))-

Assim, como ¢(Pe1) € A (1o(20)), temos

3(t0, ¥(Pe))(f) = fuo(¥) Z% (an)( —o(20))" = ¥(f)-

Isto mostra que existem ¢y € M(E) e (Pe1) € Ar(10(20)) tais que §(vo, Y(Per))(f) = ¥(f)
para todo f € Hp(B,(2)). O

Vamos agora mostrar a continuidade da aplicacao ¢ definida no Teorema 2.3 quando
consideramos M(H(B,(z))) e M(E) munidos com a topologia de Gelfand 74 (isto ¢, a

topologia induzida pela topologia fraca-estrela) e ) {(¢, A\o); Ao € Ar(p(20))} munido
peM(E)
da topologia 7, induzida pela topologia produto em M(E) x C.

Teorema 2.4. A aplicacao

U {6 20) 50 € An(6(20))} —> M(HL(B,(20)))

PEM(E)

definida por §(¢, Xo)(f) = fo(Xo) para toda f € Hp(B,(z)) estabelece um homeomorfismo
entre (M (H(B,(20)) , 7a) ¢ < U {(e,M);re Ar(cb(Zo))},Tw) :

peM(E)
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Demonstragdo. Da demonstragao do Teorema 2.3 temos que 61 (1)) = (g, \o), onde ¥g(a) =
Y(Pao) para todo a € E e A\g = ¢(Fe1). Fixe agora ¢ € M(HL(B,(2))) e tome uma rede
(Ya)o € M(HL(B,(20))) tal que ¥, converge para ¢ na topologia de Gelfand 7¢. Queremos
mostrar que a rede 61 (1s) = ((¥a)o, Aa)aca converge para (g, Ag) na topologia produto 7.
E imediato da defini¢do da topologia de Gelfand que a rede 1, (P.o) = (14 )o(a) converge
para ¥ (P,0) = ?o(a) para todo a € E, de modo que (1,)o converge para v na topologia
7¢. Também ¢é imediato que A\, = ¥, (Fe1) converge para \g = ¢(Pe1) em C, e portanto
concluimos que §~!(1),) converge para 6 '(1)). Assim provamos a continuidade de .

A seguir vamos mostrar a continuidade de §. Fixe (¢o, \o) € U {(d,A); A € An(d(20))}
PeM(E)

e tome ((¢a, Aa))yep Uma rede em U {(o,2); A€ A(é(20))} que converge para (¢g, o)
pEM(E)
na topologia produto 7.

Queremos mostrar que, fixado f € H(B,.(z)) arbitrariamente, para todo € > 0 existira

a. € A tal que

10(0as Aa) (f) = (0, A0) ()] = [fou (Aa) = foo(Ro)| <€

para todo a > a.

Tomamos agora um ponto z € B,(zy) tal que ¢o(2) = Ao, e para cada a € A tomamos
A = ¢o(z) . Da continuidade de f em z, temos que existe d. > 0 tal que Bs,(2) C B,(z0)
e [|[f(z) = f(w)]| < ¢/2 para todo w € Bys (z). Além disso, como ¢, converge para ¢y na
topologia 7g e A, converge para \g em C, temos que existe um a, € A tal que para todo

a > a, valem as seguintes desigualdades:

(60— 6)(F2D)] < 5,

Oc

X6 = dol = [8a(2) — dul2)] < 5.
‘)\a — )\0| < %

Claramente isto implica que A\, € A (A)) = ¢a(Bs.(2)) para todo o > a, e portanto
existe w, € By, (2) tal que ¢q(w,) = A

Dai, usando a definicao de funcao quociente, concluimos que

€

[foa(Aa) = fou (AO)] = [0a(f(wa) = F(2))] < lIall |f (wa) = F()] = [If(wa) = f(2)]] < 3

|60 (A5) = fao(Mo)l = 19a(f(2)) = ¢o(f(2))| = |(¢a = ¢0)(f(2))] < g
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para todo a > a.

Consequentemente, para todo o > «, vale
€
2

= €

| fo0(Aa) = foo(A0)| < [fou (M) = fa (AG)] + 1f6a (AG) — fo (o) < %Jr

e assim concluimos a demonstracao da continuidade de 9. O]

Observamos aqui que a topologia considerada no espectro de qualquer algebra de Fréchet
¢ sempre a topologia de Gelfand, denotada por 7¢.
Como ¢(0) = 0 para todo ¢ € M(FE), o seguinte teorema segue como consequéncia dos

Teoremas 2.3 e 2.4:

Teorema 2.5. O espectro M(H(Bg)) € homeomorfo ao espago M(E)xA ( com a topologia
produto) pela aplicacao
d: M(E)x A — M(Hp(Bg))

definida por 6(p, Xo)(f) = fs(Xo) para todo f € Hp(Bg).

Observacao 2.6. Temos mais geralmente que M(Hr(B.(\e))) € homeomorfo ao espago
M(E)x A, (N) (com a topologia produto). Para verificar isto basta utilizar o fato que p(Ae) =
A para todo ¢ € M(E).

Lembramos agora que o radical R(A) de uma algebra A é a intersecao de todos os
ideais maximais de A, e dizemos que uma algebra A é semi-simples se R(A) = {0}. E um
resultado conhecido (ver a demonstracao da Proposigao 8.1.2 em [14]) que o radical de uma

algebra de Fréchet A é dado por

R(A) = ﬂ ker(y).

PEM(A)

Como consequéncia do Teorema 2.3 temos o seguinte resultado:

Proposicao 2.7. E ¢ semi-simples se, e somente se, Hr(B.(z0)) € semi-simples.

Demonstracao. Suponhamos que E seja semi-simples. Pelo Teorema 2.3 e pelo resultado
acima temos que f € R (Hrn(B,(%0))) se, e somente se, fs(A) = 6(¢,\)(f) = 0 para todo
¢ € M(E), e para todo A € A, (¢(20)). Como ¢(B,(z0)) = Ar(é(20)), isto significa que
o f(z) = fs(¢(2)) = 0 para todo z € B,(z) e para cada ¢ € M(E); mas como M(E)
separa pontos de E, temos entdo que f(z) = 0 para todo z € B,.(z). Concluimos dai que
Hr(B,(z)) é semi-simples.

Reciprocamente, suponhamos que H (B, (20)) seja semi-simples e fixemos um a € R(E)
qualquer. Pelo Teorema 2.3, v € M(H(B,(29))) se, e somente se, existe (¢, A) € M(E) x
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A, (é(z0)) tal que ¥(f) = fs(\) para todo f € Hi(B,(z)) ou, de forma equivalente, ¢(f) =
fs(¢(2)) para algum z € B,(2) e para toda f € H(B,(z)). Em particular, ¥(P,0) = ¢(a).
Mas a € R(E) implica que ¢(a) = 0 para todo ¢ € M(E) e portanto ¢(F, o) = 0 para todo
€ M(HL(Br(20))). Como H(B,(z0)) ¢ semi-simples, temos dai P, = 0 e isso ocorre se,

e somente se, ¢ = 0. Concluimos entdo que R(E) = {0}. O

2.2 O espectro de (Hi(Fq),7)

O resultado central desta segdo descreve o espectro da algebra (Hp(Eq),74) quando E é
uma C*—algebra comutativa com unidade e 2 é um dominio simplesmente conexo em C.
Duas ferramentas serao de fundamental importancia: o calculo funcional e o conceito de
fungao quociente com respeito a um homomorfismo da algebra E. Comecaremos mostrando
que H(Eq) é uma subalgebra fechada de (Hy(Eq),7,) e mostraremos que se f € H(Q) e
» € M(FE), a fungdo quociente ﬁb existe e ﬁ = f. Isto feito, obteremos a caracterizacao do
espectro de (Hp(Eq),74) € para tal usaremos a caracterizagdo do espectro de (H(Bg), 7a)
obtida no Teorema 2.5.

Vamos comecar com um resultado sobre os conjuntos Eq que serao os dominios usados

nesta secao.

Proposicao 2.8. E verdade que:

(1) Se Q é um conjunto aberto em C, entdao Eq € aberto em E.

(2) o(Eq) = Q para todo ¢ € M(E).

(3) Se Q é um dominio estrelado (com centro \g) em C, entdo Eq é um dominio estrelado

em E (com centro \ge).

Demonstracao.
(1) Segue diretamente do Teorema 1.21.

(2) Lembramos que
Eo={z€E;0(z)CcQl={z€E;0z€Q, Ve M(E)}.

Portanto ¢(Fq) C 2 é trivial. Tome agora A € Q. Para todo § € M(FE) temos que
f(A\e) = A, logo \e € Eq. Entao A = ¢(Ae) € ¢(Eq). Portanto Q C ¢(Eq).

(3) Queremos mostrar que Eq é um aberto estrelado com centro A\ge, onde Ay é um centro
de €.

Sabemos que, pela parte (1), Fq é aberto. Observamos que Age € Eq. De fato, sabemos
que g(Aoe) = {p(Noe); ¢ € M(E)} = { Ao} C Q; portanto, pela defini¢do de Egq, temos que
Aoe € Eq.

Tome agora z € Eq e t € [0, 1] quaisquer. Queremos mostrar que tz + (1 — t)\ge € Eq.
Dado ¢ € M(E) qualquer, ¢(tz + (1 — t)Aoe) = t(p(z)) + (1 —t)Ag. Como Ay é centro de
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Qe p(z) € Q otz + (1 —t)hoe) = t(p(2)) + (1 =)Ao € Q. Como tomamos ¢ € M(E)
qualquer, concluimos que o(tz + (1 — t)X\ge) = {P(tz + (1 — t)\ge); ¢ € M(E)} C Q; logo
pela definigao, tz + (1 — t)\ge € Eq. O

Nosso proximo passo é mostrar que a aplicacao f é L-analitica em FEqg sempre que f é

analitica em ().

Teorema 2.9. Sejam E um dlgebra de Banach e Q2 um dominio em C. Se f € H(QY), entdo
fe HL(EQ) e

1 —
() = 5 [ TN = 2) 2
i Jp
para todo z € Eq, onde (f)’(z) denota a L-derivada de J}V em z.

Demonstragcao. Queremos mostrar que dados z € Eq e € > 0 é sempre possivel encontrar

um 0 > 0 tal que para todo ||h| < 0,
|7+ m) = Ft2) = 07y ()

Fixemos z € Eq. Sabemos que o(z) é um conjunto compacto e, pela definicdo de Eq,

<eln] (2.1)

o(z) é um subconjunto de 2. Para cada A € o(z), existe r > 0 tal que A, (\) C Q. Logo,
como as bolas A, (A) formam uma cobertura aberta de o(z), existem Ay, ..., \, € o(2) tais
que o(z) C '61 Amj()\j) = . Como ' é um conjunto aberto, pelo Teorema 1.21 existe
d; > 0 tal qile para todo h € E satisfazendo ||h|| < &1, o(z +h) C . Agora, ¥ ¢ uma
uniao finita de bolas fechadas contidas em €2, portanto ¢ um conjunto compacto contido em
; assim podemos encontrar uma curva I' em Q envolvendo €. Em particular, I' envolve
o(z) e o(z+ h) para ||h|| < d;.

Pela definicao de ftemos as seguintes igualdades:

fe) = 3= [ 100 =)

flz+h) = %/Ff(A)(Ae— (z 4 h))"tdA

Vejamos que (f)'(2) = 5 [ f(\)(Ae — 2)72d\ € E satisfaz (2.1).
Podemos reescrever o lado esquerdo de (2.1) como:
‘ 1

— / fO)((Ne—z—h)"t—(Ne—2)"t —h(re - z)_Q)dAH .
r
Vamos agora utilizar o Teorema 1.25 , tomando z do enunciado como sendo z = (Ae — z).

21

Pelo referido teorema existe um Jd, > 0 tal que se h € Eq satisfaz ||h|| < d2, entdo vale a

desigualdade
H()\e —z+h)P = (e -2+ h(de — z)_2)H <2 H()\e — z)_lH3 1A .
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Observe que podemos tomar d, < ¢;. Trocando h por —h, temos que:

(e —z—h) " — (he—2)"" — h(de — 2)2|| < 2[|(Ae — )Y [0])> < Cu |17,

onde C; = 2max ||(\e — 2)71”3
Ael

i

%/an()\)ﬂH(()\e—z—h)_l—()\e—z)_l—h(/\e—z || d Al <

. Usando esta desigualdade, temos que:

o [0~ 1)t~ e =)t e~ 2y <

1 2 _ 2
Cruax SOV o= [ N I = C
Tomemos agora § = min{§,d2}. Para todo ||h]| <6,
|7+ m) = T = n(Y )| < Ul < el

Como queriamos mostrar.

O

Mostramos entdo que H(Fq) é uma subalgebra de Hy(Eq). O proximo resultado ird
mostrar que ’;Z(EQ) ¢ fechado em Hp(Eq) com respeito a topologia 7. Em particular,

quando E é um espaco separavel, temos que ﬁ(EQ) é um espaco de Fréchet.
Teorema 2.10. ﬁ(EQ) é uma subdlgebra fechada de Hp(Eq) na topologia 4.

Demonstragio. Pelos Teoremas 2.9 e 1.26, sabemos que H(Eq) ¢ uma subalgebra de H(Eq).
Precisamos agora mostrar que ela é fechada na topologia Td-

Tome (fa)ae,\ uma rede em H(EQ) tal que fa F € Hi(Eq). Queremos mostrar que
existe uma f € H(Q) tal que f = F.

Para isso, vamos primeiro mostrar que a rede (f,)aca ¢ de Cauchy na topologia 7 de

Tome K um subconjunto compacto qualquer de 2. Como €2 é aberto, usando um argu-
mento padrao de compacidade podemos encontrar A{,..., A, em K e Tiy. ooy Ty €10 RT tais
que K C U A,,(\) C Q. E imediato verificar que Ke = {\e;\ € K} C U BTL()\ e) C Eq.

i=1

Agora, por hipotese, (fa)aeA ¢ uniformemente convergente nas bolas de Eq. Em parti-
cular ¢ uma rede de Cauchy nas bolas B,,(\;e). Entao, dado € > 0, existe oy € N tal que
para todo a, 8 > ay,

up |u(A) — f5(V)| = sup fol2) = Ja2)| < e

fare) = Fs0e)| < sup
zeUB (Aie)

A primeira igualdade segue da Proposicao 1.24 que diz que f(Ae) = f(A)e. Como

tomamos K C (Q arbitrario, concluimos (f,)aca ¢ uma rede de Cauchy na topologia 7y em

25



H(€2). Como H(£2) munido da topologia 75 € um espago completo, existe uma f € H(Q2) tal
que f, = f. Pela ultima parte do Teorema 1.26, f,; converge pontualmente para ]7, isto é,
dado z € Eq qualquer, f(z) = lim f.(z). Por outro lado nossa hipotese inicial e a unicidade
do limite implicam que lim f4(z) = F(2). Concluimos assim que F = f. O

Vamos agora estudar 7-l(EQ) como sendo um subdlgebra de funcoes L-analiticas. Dado

f € H() vamos sempre denotar por ﬁ) a funcio quociente de f por .

Proposicao 2.11. Sejam f € H(2) e ¢ € M(FE). Entao eziste a funcdo quociente ﬁ, de f
e ﬁ = f.

Demonstracao. A funcao quociente de fcom respeito a ¢ é a funcao analitica g que satisfaz
o(f(2)) = g(¢(z)) para todo z € Eq. Mas, fixado z € Eq, usando a igualdade (1.1) temos

que:
1 1

OF(2) = 055 [ V0= 27100 = 3 [ FNO = 027 dA = F(6(2)

O resultado segue da unicidade da fungao quociente e da Proposi¢ao 2.8 (2). [

Usando o resultado acima, temos uma demonstracao simples do teorema da aplicacao
espectral (Teorema 10.28, p. 283 em [25]) no caso particular em que a algebra de Banach é

comutativa.

Teorema 2.12. (Teorema da Aplica¢ao Espectral)
Se z € Eq e f € H(Q) temos:

(a) o(f(2)) = f(o(2));

(b) f(z) € G(E) se, e somente se, f(N) # 0 para todo \ € o(z).
Demonstracgao.

(a) Temos pela Proposigao 2.11 que

o(f(2)) ={0(f(2)); ¢ € M(E)} = {f(¢(2)); 6 € M(E)} = [(o(2))-

(b) Note que f(z) € G(E) se, e sorriente, se 0 ¢ o(f(2)). Mas por (a) temos que o(f(z)) =

f(o(z)); portanto temos que 0 ¢ o(f(2)) se, e somente, se 0 ¢ f(o(2)) ={f(A); A€ a(2)}.
[

Vamos agora obter uma caracterizagao para o espectro de (Hy(Eq), 74) quando E é uma
C*-algebra comutativa com unidade e €2 ¢ um dominio simplesmente conexo. Este resultado

estende o Teorema 2.5 ao contexto das C*—algebras comutativas com unidade.
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Definicao 2.13. Sejam U e U’ dois dominios em E. Dizemos que [ : U — U’ é um L-
homeomorfismo se f é um homeomorfismo tal que f € Hp(U) e f~' € Hp(U'). Dizemos

que U e U’ sao L-homeomorfos se existe um L-homeomorfismo f:U — U’.

Em [26] Warren determinou quais sao os dominios L-homeomorfos a Bg no caso F =
C(X), onde X é um espaco de Hausdorff compacto. Nossa abordagem aqui é mais direta,
pois nosso objetivo é estudar os dominios Fq, e neste caso podemos utilizar o Teorema da
Aplicagao de Riemann diretamente para obter o L-homeomorfismo.

Além disso iremos precisar do seguinte lema sobre aplicacoes L-analiticas:

Lema 2.14. Sejam [ e g duas aplicacoes L-analiticas em Uy e Uy respectivamente. Se
Im(f) C Us, entao go f € L-analitica em Uy e para todo z € Uy temos que (go f)'(z) =
g (f(2)f'(2).

Demonstracao. A demonstragao é anéloga aquela da regra da cadeia cléssica para funcgoes

analiticas. O]

Observacao 2.15. No caso em que E é uma C*-dlgebra comutativa com unidade, temos

Ex = Bg, pois ||z|| = ||2|l, = sup |2(¢)| = sup |@(z)| (Ver Teorema 11.18 em [25] ).
PEM(E) PEM(E)
No caso geral so podemos afirmar que B C Eq, fato que seque diretamente da formula do

rato espectral. Mostraremos, no terceiro capitulo, que quando E € uma dlgebra semi-simples

¢ possivel encontrar um L-homeomorfismo entre Ean e Bg.

Teorema 2.16. Seja 2 C C um aberto simplesmente conexo. FEntao existe um L-homeo-

morfismo entre Eq e Ea dado por h e ﬁ(Q) onde h € uma funcao conforme entre ) e

A.

Demonstracao. Pela versao classica do Teorema da Aplicacao de Riemann, existe uma funcao
analitica h : Q — A que é bijetiva com inversa h~! : A —  analitica. Consideramos agora,
as aplicacoes L-analiticas h Eq — Ea e h1 EAx — Eq. Pelo Teorema 1.27, temos que
(Eoﬁ:)(z) = z para todo z € F e temos também que (}Lti oh)(w) = w para todo w € Ej.

Portanto h é uma aplicagao L-analitica com inversa L-analitica. O]

No restante desta secao iremos reservar h para representar aplicagoes L-homeomorfas
entre Fq e Ea obtidas pelo Teorema da Aplicacdao de Riemann.

O proximo resultado é uma consequéncia direta da observacao acima sobre Ej.

Corolario 2.17. Se E € uma C*-dlgebra comutativa com unidade e Q0 C C é um dominio

simplesmente conexo, existe uma aplicagdo g € ﬁ(EQ) L-homeomorfa entre Bg e Eq.

Proposicao 2.18. Sejam E uma C*-dlgebra comutativa com unidade, 2 C C um dominio

simplesmente conezo e [ € H(Eq). Entao para todo ¢ € M(E), existe uma fungao f, €
H(Q) tal que f,(d(2)) = ¢(f(2)) para todo z € Eq.
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Demonstracao. Considere a aplicacao foﬁ:/1 : B — E. Pelo Lema 2.14 e pelo Teorema 2.16
temos que foh-l € Hr(Bg). Entao existe uma sequéncia (a,) C E tal que sup {/|a,|| <1
neN

e, para todo w € Bg, temos

fo ﬁ:(w) = Z a,w"
Assim, para todo z € Eq,
J(2) = (foh (=) = D an(h(2))":
portanto
S(F(2) =Y dlan)(@(h(2))" =D dlan) (h(6(2)))",

onde a ultima igualdade segue da Proposi¢ao 2.11. Como a igualdade acima vale para todo
z € Eq, concluimos que f,(A) = > ¢(an)(h(X))", para todo X € 2 satisfaz f,op = ¢po f.
n=0
O

Lema 2.19. Seja E uma C*-dlgebra comutativa com unidade e Q@ C C um dominio sim-
plesmente conexo. Se zg € Eq e 0 < r < dg,(20) = inEf |20 — wl|, entdo h(B.(z)) € um
we ko

subconjunto Bg-limitado de Bg.

Demonstragio. Basta mostrar que existe 0 < ko < 1 tal que h(B,(z0)) C By, (0). Pela
Proposicao 2.11 temos que 7% = h para todo ¢ € M(F), e pelo Lema 1.35 temos que
&(B,(20)) = A ($(20)). Assim concluimos que ¢(h(B,(2))) = h(A.(¢(2))) para todo ¢ €
M(E). Usando argumento anélogo ao usado na demonstracido do Lema 1.35, temos que

¢(Br(20)) = Ar(d(20)) C Q.

Tome Ko = |J A (¢(20)) C Q. Vamos mostrar que Ky é um conjunto compacto. E
peM(E)
um fato conhecido (ver |25], Teorema 11.9, p. 280) que se £ é uma algebra de Banach comu-

tativa, entdo M(FE) é um espago de Hausdorff compacto com respeito a topologia de Gelfand
7¢. Como Z; € C(M(E)), concluimos que o conjunto Zo(M(E)) = {¢(20);0 € M(E)} &
compacto em C. Dai existe um ' > 0 tal que {¢(z0); ¢ € M(E)} C A,
Afirmacao 1: K, é um conjunto limitado.

De fato, dado w € K existe ¢, € M(E) tal que w € A,(¢.(2)) e portanto

|W| < |w - ¢w<ZO)‘ + |¢w(zo)] <r4+r.

Como w foi tomado arbitrariamente, concluimos que Ky C A,,; em particular, K, é
limitado.
Afirmacao 2: K, é fechado.

De fato, se wy € C\ Ky, temos que wy & {¢(20); 0 € M(E)} = 2Z(M(E)) e, por compaci-
dade, existe ¢ € M(FE) tal que |wy — ¢o(20)| = ¢eifr\}lf(E) lwo — @(20)] = so. Como wy ¢ Ky, é
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claro que s > r. Tome g = so —r > 0. Vamos mostrar que A, (wo) N Ko = 0. De fato, se
t € Ay, (wo) N Koy, existe ¢, € M(FE) tal que t € A.(¢¢(20)) , e temos que

- <lwo—t|+ |t — < = so= inf - :
lwo — @(20))| < |wo —t| + [t — ¢u(20)] < 7o +7 =50 ¢€1/3(E)!Wo d(20)|

o que é um absurdo. Assim, mostramos que C\ Ky é um conjunto aberto; portanto, K, é
fechado.
Das afirmagoes 1 e 2 temos que Ky ¢ um conjunto compacto em C. Como h : Q — A
é continua, temos que h(Kj) é um subconjunto compacto de A; portanto existe 0 < kg < 1
tal que
h(Ky) C Ay, C Ay, CA.

Como, por hipotese, ' é uma C*-algebra comutativa com unidade e para todo z € B,(z)
temos que ¢(2) € A.(¢(20)) C Ko, obtemos
|a)| = sup Ine)] < ko < 1.
peM(E)
Conclufmos assim que h(B,(2)) C B, C B, isto ¢, h(B,(z)) ¢ um conjunto Bp-limitado.
O
A partir daqui, 7¢ denotara a topologia de Gelfand e 7, a restricio a M(F) x Q da
topologia produto de M(E) x C.

Teorema 2.20. Sejam E uma C*-dlgebra comutativa com unidade e Q@ C C um dominio

simplesmente conezo. O espectro M(H(Eq)) € homeomorfo a M(E) x Q pela aplicag¢ao
§: (M(E)x Q1) — (M(HL(EQ)), )

definida por 6(¢p, Mo)(f) = fs(Xo) para toda f € Hi(Eq).

Demonstracao. Vamos mostrar que 0 esta bem definida. De fato, pela Proposicao 2.18 temos
que dados f € H(Eq) e ¢ € M(E), existe uma funcao f, € H(2), de modo que podemos
definir §(¢, Xo)(f) = fs(Xo) para todo (¢, Ag) € M(E) x €. Pelo Lema 1.39 ¢ imediato que
d(p, Ao) € um homomorfismo. Lembrando que pela Proposi¢ao 2.8 temos ¢(FEq) = 2 para
todo ¢ € M(E), o mesmo argumento usado no Teorema 2.3 mostra que §(¢p, Ag) é nao nulo.
Resta mostrar que d(¢, \g) é continuo na topologia 7.

Tome uma rede (fo),cp em Hi(Eq) tal que fq X f e Hi(Eq). Como N\ € Q, temos
que Aoe € Eq e, como Eq é aberto, existe 7 > 0 tal que B, (A\e) C Eq. Temos entdo que

para todo € > 0 existe um ay € A tal que para todo o > g temos que

sup [ fa(2) = f(2)Il <e.

2€Br(Aoe)
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Em particular, para todo a > ay,

| fa(Xoe) — F(Noe)|| < e.

Lembrando agora que f,(\) = ¢(f(z)), onde ¢(z) = A, temos

0(0, M) (fa) — (&, 20) (f)] = [(fa)s(Ao) = (f)e(Ao)]
= |¢ (fa(Xoe) — f(Aoe))|
< [lfa(Xoe) = f(Aoe)|| <.

Concluimos entao que §(¢p, A\g) ¢ um homomorfismo continuo em (H(Eq),74), e assim §
estd bem definida.

A mesma demonstracao usada no Teorema 2.3 mostra que J é injetiva. Mostremos que
0 é sobrejetiva.

Primeiro, observe que dado f € Hy(Bg), pelo Lema 2.14 a aplicacdo f o h é L-analitica
em Fq.

Agora, dado ¢ € H(Eq), definimos

'(ﬁh : HL(BE) —C
fr—0(foh).

Pela observaciio acima vemos que v, esta bem definida. E facil também ver que v, é um
homomorfismo, pois (f + g) oh=foh+gohe (f-9) oh= (fo?L) . (go%). Além disso vy,
¢ nao nulo, pois wh(ﬁ:) =(Pey1) =1

Vamos agora mostrar que ¢, ¢ um homomorfismo continuo com respeito & topologia
7a. Tome {f,},cn uma rede em H(Bg) tal que f, X fe Hr(Bg). Vamos mostrar que
fao s fo h.

Sejam zp € Fg e 0 <1 < dg,(20). Pelo Lema 2.19 , (B, (2)) ¢ um subconjunto limitado
de Bg. Agora, por hipotese f, =% f e, como 74 = 7, em Hr(Bg), dado € > 0, existe op € A
tal que

sup
2€Br(20)

folh(2)) = (=) = sup ) = )] < e, para todo a >
weh(Br(z0

Concluimos entao que fo, oh X f oh. Agora, como 1 é continua em (Hp(FEq), T4), temos
que
Un(fa) = O(fa o) = &(f o ) = ¥(f).
Note agora que, para todo a € F,
(¥n)o(a) = ¥n(Pag) = (Pag 0 h) = 1(Pag) = t(a),
de modo que (¢p,)o = .
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Mostramos no Teorema 2.3 que todo elemento 6 de M(H(Bg)) é da forma §(6p, o),
onde py € A e 6y é o homomorfismo de F em C induzido por 6.

Assim, dado g € HL(Bg), ¥n(9) = gy (o). Seja f € Hi(Eq). A aplicacao f o hle
H(Bg) e, portanto, pelo Teorema 1.30 temos que foiz—\:l(w) = i a,w™ para todo w € Bp.

n=0
Observe agora que

—_— —_— —_—

W) = o(fohtoh) = dn(f o h™t) = (f o h=l)y, (o),
onde py € A.
Como h é uma bijecao entre Q e A, existe \g € € tal que h(A\g) = po. Assim,

—_—

W(F) = (Foh ™)y (o) = (foh ™)y (A(Xo)) = Fugolh ™ )sy0h(o) = Fugoh™ oh(Ao) = fuy(No)-

Portanto, ¢(f) = fy,(Ao) para toda f € Hy(Eq), donde concluimos que ¢ = (1o, Ao)-

Resta mostrar que § e 6! sdo continuas. O mesmo argumento usado no Teorema 2.4
mostra a continuidade de 1.

Fixe agora (¢g, \g) € M(E) x Q e tome (Pq, Aa)aca uma rede em M(E) x  conver-
gindo para (¢g, Ag) na topologia produto. Queremos mostrar que §(Pq, A )aca CONverge para
d(¢0, Ao) na topologia de Gelfand 7.

Fixe f € Hi(Fq). Da definicao de Egq temos que A,e € Eq para todo a € A e \pe € Eq.
Como f é L-analitica em Fgq (em particular continua), temos que para todo € > 0, existe
a1 € A tal que

£ (Aa€) — F(Noe)|| < % para todo a > a.

Como ((Pa, A\a))aca converge para (¢g, Ag) na topologia produto, existe ay € A tal que

(b — d0)(f(Noe))| < %, para todo a > .

Assim, tomando ag € A tal que ag > a; e ag > g, temos que para todo o > ay,

10(¢as Aa) (f) = 0(d0, Ao) ()] = [foa (Aa) = fo0(Ao)]
= |9a(f(Aa€)) = do(f(Ace))]
<|pa(f(Aa€) = f(Aoe))| + [@alf(Ao€) — do(f(Aoe))|
<|[[f(Aae) = f(Aoe)ll + [(da = do)(f(A0e))]

<e+e
—+-=c
2 2

Como f € H(Eq) foi tomado arbitrariamente, concluimos que 6(¢a, M) —5 8(co, Ao). O

Corolario 2.21. Se E € uma C*-dlgebra comutativa com unidade e 0 C C é um dominio

simplesmente conexo em C, entio Hy(Eq) € uma dlgebra semi-simples.

Demonstracao. Basta observar que toda C*-dlgebra é semi-simples e 0 mesmo argumento

usado na demonstra¢ao da Proposigao 2.7 mostra que H(Eq) é semi-simples. [
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2.3 O espectro de (H.(Eq), )

Vamos considerar agora o espago Hp(Fq) munido da topologia 7y da convergéncia uniforme
sobre os compactos de Eg. Como na secao anterior, £ serd uma (C*-algebra comutativa
com unidade. Sabemos que (Hp(Eq), ) ¢ um espaco localmente convexo completo (ver
Proposi¢ao 2.5, p. 34 em [24]) , embora nao seja necessariamente um espago de Fréchet.

No que segue iremos denotar o conjunto de todos os homomorfismos continuos na topo-
logia 79 ndo nulos de H(Eq) por Mo(H(Eq)) e, por abuso de linguagem, chamaremos este
conjunto espectro de (H(Eq), 7).

Nosso objetivo é mostrar que o espectro Mo(H(Eq)), munido da topologia de Gelfand,
¢ homeomorfo a M(E) x Q2 quando E é uma C*-algebra comutativa separavel com unidade.

Para mostrar este resultado, vamos precisar da nocao de aproximacao da identidade.

Definicao 2.22. Seja E uma dlgebra de Banach comutativa. Chamamos de aproximac¢ao

da identidade qualquer rede (eq),c, em E tal que ||eqz — z|| — 0 para todo z € E.

Observacio 2.23. E um resultado conhecido que toda C*-dlgebra possui wma aprozimacio
da identidade, formada pelos elementos auto-adjuntos com norma menor ou igual a 1. Uma
demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [23](Teorema 9.2.18, p. 875).

Além disso, se E € separdvel, existe uma aprorimacao da identidade sequencial, isto €,

existe (e,), oy em Bg tal que ||e,z — z|| — 0 para todo z € E.
Para mostrar nosso resultado vamos precisar de alguns lemas.

Lema 2.24. Seja E uma C*-dlgebra separdvel nao necessariamente com unidade. Entao para
todo ¢ € M(E) temos que ker(¢) é uma C*-dlgebra. Em particular eriste uma sequéncia

(e?;)neN C ker(¢) tal que lim Heﬁz - ZH = 0 para todo z € ker(¢).
n—oo

Demonstracao. Vemos que ker(¢) é um ideal fechado de E e, portanto, uma subéalgebra
fechada de E. Como F é uma &lgebra de Banach e ¢ € M(FE), ker(¢) é um ideal fechado
de E e, portanto uma algebra de Banach. Além disso, para todo z € ker(¢) temos que
2* € ker(¢), pois ¢(2*) = ¢(z) = 0 = 0. Assim ker(¢) é uma subalgebra fechada com
respeito a involugao, e com a restrigao da involucao, ker(¢) é uma C*—algebra separavel. O

lema segue da Observagao 2.23. O]

Lema 2.25. Se ¢ é um homomorfismo de Hi(Eq) em C, entao ¥(f) = f(\o) para toda
f S H(Q), onde /\0 = ¢(Pe,1)~

Demonstra¢io. E um resultado conhecido (ver Proposicio 5.3 em [17], p. 38) que todo
homomorfismo de H(2) em C é da forma h,(f) = f(\), onde hy(Id) = X € Q.
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Agora, dado ¢ € H(Eq), definimos a aplicagao linear:
1/}1 : H(Q) —C

[ ().

Vamos mostrar que v; é um homomorfismo complexo em H(f2). Sejam f, g € H ().

—_~—— ~

Sabemos, pelo Teorema 1.26, que uf + g = uf—k ge J/‘\/g = f - g, portanto:
Ui(uf +9) = V(uf + 9) = b(uf +3) = wb(F) + ¥ (@) = w1 (f) + ¥ (9)

G(f-9)=u(f-9) =u(f-9) = () - v(@ = ta(f) - valo).
Assim concluimos que 17 é um homomorfismo complexo em #H(€2). Portanto w(f) =

1(f) = f(Xo) para todo f € H(R2), onde Ao = ¢y (Id) = (Fe). =

Teorema 2.26. (Teorema de Arzela-Ascoli)

Sejam X um espago métrico, E um espago de Banach e C(X,E) o conjunto das fungdes
continuas de X em E . Suponha que F C C(X, E) € uma familia de funcoes satisfazendo
as sequintes condicoes

(1) F é uma familia equicontinua.

(2) Para todo z € X o conjunto W ¢ compacto em Y .

Entao o fecho de F com respeito a topologia de convergéncia uniforme sobre os compactos

de X é um congunto compacto de C(X,Y).

Demonstragio. Ver Teorema 6.4, p. 267 em [7]. O

No lema a seguir, fixado ¢y € My(H(Eq)), definimos ¢y € M(E) como na Proposi¢ao
2.1.
Lema 2.27. Sejam f € Hp(Eq) e v € Mo(HL(Eq)) tais que f(z) € ker(vp) para todo
z € Eq. Entao f € ker(v).
Demonstragdo. Seja (e,),cy uma aproximagao da identidade de ker(v)) cuja existéncia ¢
garantida pelo Lema 2.24. Lembramos que P, o ¢ a aplicagao constante e,,. Vamos mostrar
que a familia de aplica¢oes L-analiticas {P., o - f;n € N} satisfaz as hipoteses do Teorema
de Arzela-Ascoli.
(1) A familia {P., o - f;n € N} ¢ equicontinua :

Tome zy € Eq qualquer. Como f é uma aplicacao L-analitica em FEq, em particular é
continua em 2y e assim, para todo € > 0 existe § > 0 tal que se z € Eq satisfaz ||z — zo|| < ¢

entdo temos que ||f(z) — f(20)]| < €. Temos entdo que, se z € Eq, ||z — 2| <den €N,
[(Pen0 - £)(2) = (Pe0 - )20l = llenf (2) = enf(20)|
= llea(f(2) = f(20))
< F(2) = flzo)ll <€
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Assim, concluimos que {P,, of;n € N} é uma familia equicontinua.

(2) Para todo z € Eq o conjunto {(P., 0 f)(z);n € N} é compacto:
Fixe z € Eq. Para todon € N, (P, o f)(2) = e,f(2) e, como f(z) € ker(¢y), temos

que lim e, f(2) = f(z). Em particular, ((P., o f)(2))nen ¢ uma sequéncia convergente para
n—oo

f(z) e, portanto, {(P., 0 f)(2);n € N} é um conjunto compacto.
Assim, passando a uma subsequéncia se necessario, pelo teorema de Arzela-Ascoli existe

uma g € C(Eq, F) tal que P, of = g. Em particular temos que
g9(z) = lim e, f(2) = f(2)

n—00
para todo z € Eq, e dai P, of —% f. Como ¥(P., o) = to(en) = 0, segue da continuidade de
¥ que

() =¢(lim P, o f) = lim (P, - f) = lim 4o(eq)y(f) =0,
provando que f € ker(1)). O
Teorema 2.28. Sejam €2 dominio simplesmente conexo de C e E uma C*-dlgebra comutativa

com unidade e. A aplicacao

§: (M(E) x Q,75) — (Mo(Hi(EQ)), 1)
definida por 0(p, Xo)(f) = fs(Xo) para toda f € Hi(Eq) ( onde fs denota a fungdo quociente
de f com respeito a ¢) é um homeomorfismo.
Demonstracao. A demonstracao deste resultado segue as mesmas linhas da demonstracao
do Teorema 2.3. As demonstracoes de que § estd bem definida, é injetiva e §(¢, Ag) € um

homomorfismo nao nulo sao completamente andlogas a demonstracao mencionada. Vamos
mostrar a sobrejetividade de 6.

Fixado ¢ € My(HL(Eq)) seja 1)y definido como na Proposi¢ao 2.1. Tome Ay = ¢(FPe ).
Queremos mostrar que ) = §(¢g, Ag)-

Tome agora f € Hp(Eq) qualquer. A funcdo fy, é analitica em Q = ¢)y(Eq), portanto
]/”;0 € Hi(FEq). Considere agora a aplicacao f — ﬂ) Para todo z € Eq,

Yo(f(2) = Fun(2)) = Fuo(t0(2)) = Fuo(to(2)) = 0.

Concluimos entao que (f - f;o) (2) € ker(1)p) para todo z € Eq; portanto, pelo Lema 2.27,
temos que f — ﬁ;} € ker(¢). Agora, pelo Lema 2.25,

0=(f = fuo) = () = (Jun) = () = fun (No),
isto &, (f) = fy,(Xo). Como tomamos f € H(Eq) qualquer, concluimos que ¢ = (1o, Ao),
e assim mostramos que ¢ é sobrejetiva.
A demonstracao da continuidade de 6 e ! é completamente analoga a feita na demons-

tracao do Teorema 2.20. O
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Capitulo 3

Aplicacoes L-analiticas: resultados

adicionais

Neste capitulo iremos apresentar alguns outros resultados sobre funcoes L-analiticas que nao
se relacionam diretamente com o calculo do espectro. Na primeira secao buscamos uma forma,
de generalizar para o contexto de fungoes de L-analiticas o resultado importante de andlise
complexa que diz que os zeros de uma funcao analitica sao isolados. Também incluimos
generalizacoes dos lemas de Schwarz e Schwarz-Pick no contexto de C*-algebras comutativas
com unidade.

Na segunda secao estudamos os ideais de H(U) para determinados dominios U. Mos-
tramos que, diferentemente, do que ocorre para H () ( onde ©Q é um dominio em C), os
ideais fechados de H(U) nao sdo necessariamente todos principais. Especificamente mos-
tramos que se a dimensao de FE é infinita, entao sempre existem ideais maximais fechados
de H(U) que ndo sao finitamente gerados (na verdade estes ideais possuem um niimero nao
enumeravel de geradores).

Na terceira secao estendemos a nocao de L-homeomorfismos descritos no capitulo anterior

para espacos semi-simples.

3.1 Lemas de Schwarz e Schwarz-Pick para aplicacoes L-

analiticas

Comecamos esta se¢ao obtendo uma caracterizacao das aplicacoes L-analiticas definidas em
algumas algebras particulares. Especificamente vamos estudar as aplicacoes L-analiticas nos
espacos [, e c. Esta caracterizacao serd ttil para os exemplos e contra-exemplos do restante
do capitulo.

Considere a familia de funcionais {e},;m € N} definida por e, (a) = a,,, para toda

sequéncia @ = (y)neny € leo- E facil ver que estes funcionais sdo homomorfismos e que
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esta familia separa pontos de ..
Tome um dominio U C Iy tal que f4 exista para toda f € HL(U) e ¢ € M(ls). Dada
uma sequéncia a = (o, )neny € U definimos a aplicacio g : loo — l por g(a) = (fe: (o) )nen-

Para todo m € N temos que:

en(9(a) = fe;, (am) = fez, (€7,(a)) = €7,(f(a)).

Como a familia {e},} separa pontos de [, concluimos que f(a) = (fe: (an))nen para toda
sequéncia a = (ay)pen € U.

Vamos agora obter alguns resultados adicionais sobre aplicacoes L-analiticas. Uma das
propriedades mais importantes das fun¢oes analiticas em um dominio €2 é o fato do conjunto
de zeros de uma funcao analitica nao nula nao possuir pontos de acumulacao, o qual nao
se estende para o caso das fungoes complexas de varias variaveis. Entretanto como alguns
resultados da teoria classica das funcoes analiticas se estendem ao contexto das aplicacoes
L-analiticas, é natural investigar o que acontece em relacao a este resultado especifico. O
exemplo a seguir mostra que o conjunto dos zeros de uma aplicagao L-analitica nao nula

pode ter pontos de acumulacao.

Exemplo 3.1. Considere a aplicacio [ : loo — lo definida por f(a) = (ay,0,...,0,...)
para todo a = (y)nen € lo. Usando a notagao e; = (1,0,0,...,0,...), podemos escrever
f=e-¢€].

Vamos mostrar que f € Hi(ls). De fato, firado a = (ap)nen € loo, temos
fla+h)— f(a) —he; =y +hy —a; —hy =0,

para todo h = (hp)nen € loo.
E imediato que f = ey - e} se anula no ideal mazimal ker(et) = {(A\n)nen; A1 = 0}, que é

um subespaco de codimensao 1, mas f claramente é nao nula.

No entanto é possivel obter o seguinte resultado mais fraco sobre os zeros das aplicagoes

L-analfticas:

Proposicao 3.2. Sejam ¢ € M(E), f € H(U), onde U € um dominio em E, e (2,)nen
uma sequéncia em U convergindo para z € U tal que f(z,) € ker(¢) para todo n € N. Se
a sequéncia (Ap)nen = (0(2n))nen possui um ponto de acumulagio X = ¢(z) e a fungdo

quociente f4 existe, entio f(z) € ker(¢) para todo z € U.

Demonstragao. Como existe f, analitica em ¢(U) tal que fu(é(2)) = #(f(z)) para todo
z € U, por hipotese

fo(An) = fo(d(zn)) = &(f(20)) = 0.
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Como uma fun¢ao analitica ndo nula s6 possui zeros isolados e por hipotese ¢(z,) tem

pontos de acumulagao, concluimos que fy =0 em ¢(U). Entao, para todo z € U,

¢(f(2)) = fs(d(2)) = 0.

De onde concluimos que f(z) € ker(¢) para todo z € U.
Ol

A hipotese de A = ¢(z) ser um ponto de acumulacao da sequéncia (A,)nen = (0(2) )nen

é essencial, como verificamos no seguinte exemplo.

Exemplo 3.3. Considere a aplicacio f € Hp(ls) definida no exemplo anterior por f =
e1 - €j. Considere agora a sequéncia z, = %62 para todo n € N. E claro que f(z,) =
(0,0,0,...0) € ker(e1) para todon € N e a fungao for existe. Mas a sequéncia (€3(2n))nen =

(0)nen ndo possui pontos de acumulagio e ei(f(e1)) =1 # 0, logo Im(f) ¢ ker(e}).

O Lema de Schwarz e o Lema de Schwarz-Pick ( que enunciaremos abaixo), sdo dois
resultados da teoria classica das funcoes analiticas que sao importantes por suas diversas

aplicacoes.

Teorema 3.4. (Lema de Schwarz) Seja f € H(A) tal que Im(f) C A e f(0) = 0. Entao
|f(N)] < |A| para todo A € A e |f(0)] < 1.

Além disso, se |f(N)| = || para algum X # 0 ou | f'(0)| = 1, entdo f(\) = aX para algum
a € 0A.

Teorema 3.5. (Lema de Schwarz-Pick) Seja f € H(A) tal que Im(f) C A. Entao, para
quaisquer X\, A\g € A tais que X\ # \g, temos que

fA) = F(Qo)

L—f(Mo)f(N)

No contexto das aplicagoes holomorfas (derivaveis no sentido de Fréchet) em espacos de

‘)\—)\0
< —
1— XA

Banach de dimensao infinita, a seguinte extensiao do Lema de Schwarz é bem conhecida (por

exemplo, ver Exercicio 13D em [4], p.191 ).

Teorema 3.6. Sejam U eV as bolas unitdrias dos espacos de Banach E e F. Se f : U —V
é uma fungao holomorfa e f(0) =0, entdo:

(a) || f(@)|| < l|lz|| para todo z € U.

(b) Se para algum ponto p € U\ {0} temos a igualdade || f(p)|| = ||pll, entao ||f(Ap)]| < [|A\p|
para todo |\ < ||p|| "
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A Seguir apresentaremos uma extensao do Lema de Schwarz ao caso das aplicacoes L-
analiticas em C*—4&lgebras comutativas com unidade. Lembramos que, por 1.16, se f €

Hi(U) e f, existe para todo ¢ € M(E) temos que:

@I =||FE] = sw lolfNI= sw Ifs(6)].

o0 PeEM(E) PEM(E)

Teorema 3.7. (Lema de Schwarz)
Sejam E uma C*-dlgebra comutativa com unidade e f € Hp(Bg) tal que f(Bg) C Bg e
f(0) = 0. Entao, para todo z € Bg,

IFEN <zl e [FO)I <1,

Demonstra¢ao. Como f(0) = 0, temos

0= ¢(f(0)) = f5(6(0)) = f4(0),

para todo ¢ € M(E), e temos

[fsI < IF(xe)] <1

para todo A € A = ¢(Bg).
Entao, pelo Lema de Schwarz classico e lembrando que pelo Lema 1.40 (fs)" = f;, temos
que
[foNI <AL e [f(0)] <1
para todo ¢ € M(E) e A € A.
Tome agora z € Bg qualquer. Para todo ¢ € M(E), |fs(¢(2))| < |¢(2)], e portanto pela

versao classica do Lema de Schwarz temos

[f(2)] = sup [fo(d(2))] < sup |o(z)] = =]
PEM(E) PEM(E)
Além disso, temos também que
IF/(0) = sup |f5(0)] <1.
peEM(E)
m

O Lema de Schwarz-Pick nao faz sentido, em geral, no contexto de aplicacoes holomorfas

em espacos de Banach de dimensao infinita.

Teorema 3.8. (Lema de Schwarz-Pick)
Sejam E uma C*-dlgebra comutativa com unidade e f € Hp(Bg) tal que f(Bg) C Bg.

Entao, para quaisquer z,zy € B tais que z # 2y, temos que
[(f(2) = f(z0))(e = F(z0)" f(2) 7| < [[(2 = 20)(e = 252) 7" -
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Demonstracao. Primeiro observamos que, pelo Teorema 1.13, tanto (e — f(20)* f(2)) quanto

(e — z3z) sao elementos de G(E). Agora, pelo Teorema 1.16, temos que ¢(z5) = ¢(20) e
d(f(20)*) = d(f(20)) = fo(é(20)) para todo ¢ € M(E). Entdo, pela versao classica do Lema

de Schwarz-Pick, temos que :

[(F(2) = f(20))(e = f(20)" f(2))7"| :¢ES/3[I()E) |0((f(2) — f(20))(e — f(20)" f(2))")]
— s o(f(2)) — &(f(20)
seme) | 1 — o(f(20)")o((f(z
)

)
)
— sup fo(d(2)) — f5(d(20))
sem(®) |1 = fo(d(20)) fo(d(2)
)

< Ssup —gb(z)—_(b(zo
peM(B) |1 — d(20)0(2)

= H(z —20)(e — z(’)‘z)_lH

l

|

3.2 Ideais maximais em algebras de aplicacoes L-analiticas

Nesta secao iremos fazer alguns comentérios sobre os ideais de Hp(U), para certos tipos de
dominios U em F.

Comecamos com a seguinte definigao:

Definigao 3.9. Seja ¢ € M(E). Se U C E ¢ um aberto tal que, para todo f € Hp(U) existe
uma fy analitica em ¢(U) tal que

o(f(2)) = fo(o(2))
para todo z € U, definimos a aplicag¢ao
6 : Hi(U) — H(o(U))
f—Ts .
Observe que 5 estd bem definida pois, se fy existe, ela é necessariamente inica.
Vamos mostrar agora que a aplicacao 5 é um homomorfismo continuo nao nulo.

Teorema 3.10. Nas condigoes acima, a aplicacao

¢ (H(U),1a) — (H(o(U)), 70)
fr—1s

¢ um homomorfismo de dlgebras continuo nao nulo.
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Demonstra¢ao. Tome A € Ce f,g € Hp(U). Pelo Lema 1.39, temos
O +9) = (A +9)o = Mo+ 95 = Ao(f) + 0(9);

5(f-g)~=(f-g)¢=f¢-g¢=5(f)-¢(g)- N
Assim, ¢ ¢ um homomorfismo de algebras. Note que ¢(P.) = (P.0), ¢ a aplicagdo constante
igual a 1, portanto 5 é nao nula. Resta mostrar a continuidade.

Tome (fa)aca uma rede em Ho(U) tal que f, % f. Queremos mostrar que ¢(fa) —
o(f). Tome K um subconjunto compacto qualquer de ¢(U) e ¢ > 0. Para cada A € K,
tomamos z, € U tal que ¢(z,) = A. Como U é um conjunto aberto, existe ry > 0 tal que
B, (z)x) C U. Pelo Lema 1.35 temos que A, (A) = ¢(B,, (z1)) C ¢(U). Claramente temos
que K ¢ J A, (A) C ¢(U). Como o conjunto K ¢é compacto, existem Ay, ..., A, € K tais

AeK
que

n
K c|JA,,, (\) c o).
i=1
Denotemos 7y, e z), por r; e z; respectivamente. Por hipotese f, X f, de modo que para

cada i =1,...,n existe um «a; € A tal que para todo a > «;

[ fo — f”Bri(zi) <€

Tome agora ag € A tal que ag > ay, ..., q,. Temos entdao que, para todo a > ay,

sup [lfu = fllp, o <

1<i<n

Assim, para todo a > ay,

|62 =3 = 1Fa)s = Fall

K

= sup [(fa)s(A) = fs(N)]

< sup  sup |(fa)o(A) = fo(N)]

1<i<n. AeA,, (M)

= sup  sup |(fa)e(9(2)) = fo(0(2))]

1<i<n ze€Br,(2:)

= sup sup |p(fu(2)) — &(f(2))]

1<i<n 2€B, ()

< sup ||fa — fHBT,(Zi) <€
1<i<n '

Como tomamos K qualquer, concluimos que gg( fa) =% 5( f), 0 que mostra a continuidade

de ¢. O

Observacao 3.11. Para todo ¢ € M(E) temos ker(¢) = {f € Hp(U); f(U) C ker(¢)}. De

fato, se f € ker(¢), temos que fy = 0 em ¢(U) e, portanto, ¢(f(z)) = fs(¢(2)) = 0 para

todo z € U. Assim ker(¢) C {f € Hp(U); f(U) C ker(¢)}.
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Reciprocamente suponha que f € Hp(U) € tal que f(U) C ker(¢). FEntao, para todo
zeU, fo(¢(2)) = o(f(2)) =0, de modo que fs =0 em ¢(U). Concluimos assim que

ker(¢) = {f € Hr(U); f(U) C ker(¢)} .

Nesta secao estamos interessados em dominios U de E nos quais ¢ é sobrejetiva. Vamos

ver alguns exemplos onde isto é verdade.

Exemplo 3.12. Se U ¢ estrelado, temos pelo Teorema 1.38 que f,; existe para toda f €
H,(U) e para todo ¢ € M(E). Portanto ¢ é sobrejetiva para toda ¢ € M(E)

Exemplo 3.13. Sejam Q um dominio em C e U = Eq. Pela Proposicao 2.8 temos que
&(Fq) = Q para todo ¢ € M(FE). Neste caso, dado g € H(d(Eq)) = H(Q), temos pela
Proposi¢ao 2.11 que g = Gy, onde g € Hi(Eq). Assim, ¢ ¢ sobrejetiva para todo ¢ € M(E).

Ainda é um problema nao resolvido decidir se ¢ é sempre sobrejetiva ou nao.

Observacao 3.14. Pela Observacao 3.11, o homomorfismo gg € injetivo se, e somente se,

{f € Ho(U); f(U) C ker(¢)} = {0}

Vamos precisar do seguinte resultado basico da teoria de anéis, cuja demonstracao é

trivial.

Proposicao 3.15. Sejam R e Ry anéis comutativos com unidade. Sel' : R — Ry é um

homomorfismo sobrejetivo nao nulo, entdo T(Z) é um ideal de Ry para todo ideal T C R

Nosso objetivo nesta secdo é explorar a relacdo existente entre os ideais de H(U) e os
ideais de F e de H(¢(U)). No restante da secdo estaremos sempre considerando Hp(U)
munido da topologia 7, e H(¢(U)) munido da topologia 7.

Observacao 3.16. Usaremos as sequintes notagoes:

(1) Dados A C H(U) e ¢ € M(E), denotamos o conjunto ¢(A) por A,.
(2) Para cada x € U e A C H(U), denotamos o conjunto {f(z); f € A} por A,.

Observacao 3.17. Note que A, € a imagem de A C Hp(U) pela funcao evaluagao

Sy i Hi(U) — E
fr— f(2).

FE fdacil ver que 6, € um homomorfismo de dlgebras continuo, o qual também € sobrejetivo e

nao nulo.

O resultado seguinte é uma consequéncia direta da Proposigcao 3.15.
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Proposicao 3.18. Sejam ¢ € M(FE), x € E e Z um ideal em H(U).
(1) Se a aplicagio ¢ é sobrejetora, entio Ty € um ideal em H(op(U)).
(2) O conjunto I, € um ideal de E.

Proposicao 3.19. Sejam ¢ homomorfismo complexo nao nulo em E tal que 5 seja sobreje-

tiva e seja J um ideal de Hp(U). As sequintes afirmagoes sao verdadeiras:

(1) Se ker(¢) C J, entao J € mazimal em Hp(U) se e sd se J, € um ideal mazimal em

H(p(U))-
(2) Se T ¢ mazimal em Hy(U), entio ker(p) ¢ J se, e somente se, Ty = H(o(U)).

(3) J + ker(¢) é um ideal mazimal de Hp(U) se, e somente se, J, é um ideal mazimal de

H(p(U))-

Demonstracao.
(1) Ver Teorema 11, pagina 151 de [28].

(2) Se ker(¢) ¢ J, temos que J < J +ker(¢). Como J é maximal, temos que J +ker(¢) =
H1(U) e, portanto,

Js = 0(T) = (T +ker(¢)) = ¢(HL(U)) = H(o(U)),

onde a ultima igualdade segue da sobrejetividade de 5
Suponha agora Jy = H(¢(U)) e, por absurdo, assumimos que ker(qz) C J. Por (1) Js é
um ideal maximal em H(¢(U)). Em particular, 7, # H(p(U)).
(3) Segue diretamente de (1) e da igualdade J, = O(T) = (T + ker(o)). O
Considerando que ¢, é um homomorfismo nao nulo de H(U) sobre E tal que ker(d,) =
{f € HL(U); f(z) = 0}, obtemos a seguinte proposi¢ao cuja demonstragdo é andloga a da

proposicao anterior.

Proposicao 3.20. Sejam © € E e J um ideal de Hy(U). As seguintes afirmagoes sao
verdadeiras:

(1) Se {f € H(U); f(x) =0} C T, entao J ¢é mazimal em Hp(U) se, e somente se, T,
mazimal em E.

(2) Se J é mazimal em Hp(U), entao {f € Hr(U); f(x) =0} ¢ T se, e somente se, T, = E.
(3) T +{f €H(U); f(x) =0} é um ideal mazimal de Hy(U) se, e somente se, J, € um

ideal mazimal de E.

Sejam E uma &lgebra de Banach e ¢ € M(FE). Sabemos que toda f € Hp(U) possui
uma funcao quociente f, se U é um dominio estrelado de E (ver Teorema 1.38). Mostra-
mos também que quando E é uma C*-algebra comutativa com unidade e €2 é um dominio

simplesmente conexo em C, entdo fy existe para toda f € Hp(Eq) (ver Corolario 2.18).
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Dados ¢ € M(E) e A\ € ¢(U), sempre que toda f € H(U) admite uma fun¢ao quociente
fs € H(o(U)), temos que d(¢p, No) : Hr(U) — C, definida por 6(¢, Ao)(f) = fo(Ao), é um
homomorfismo de H.(U) em C, e portanto ker(d(¢, \g)) é um ideal maximal de H,(U).

Antes de enunciar o proximo resultado vamos apresentar a seguinte definicao:

Definicao 3.21. Seja I um ideal de uma dlgebra de Banach E.

(1) Dizemos que I € finitamente gerado se existem xy,...x, € I tais que para todo z € E,
existem z1, ...z, € F tais que z = x1214 ... x,2,. Se I possui somente um gerador, dizemos
que I € principal.

(2) Dizemos que I é enumeravelmente gerado se existe um conjunto enumerdvel {xy, ... 2, ...}
C [ tal que para todo z € E, existe um nimero finito de x;,,...,x; € {x1,...x,,...} e ele-

mentos zi, ...z, € E tais que 2 = x;, 21 + ... X4, Zn.

Observacao 3.22. Estamos assumindo aqui que todo conjunto finito é enumerdvel, de modo
que todos os resultados enunciados para ideais enumeravelmente gerados sao vdlidos para

idears finitamente gerados.

Proposicao 3.23.

Sejam ¢ € M(E) e Ny € ¢(U), onde U é um dominio (aberto e conexo) em E tal que f,
existe para toda f € Hp(U). As sequintes afirmagoes sao verdadeiras:

(1) Se ker(6(p, \o)) € um ideal principal em Hp(U), entdo ker(¢) é um ideal principal em
E.

(2) Se ker(§(¢p, o)) € um ideal finitamente gerado em Hp(U), entao ker(¢) € finitamente
gerado em F.

(3) Se ker(d(p, Ng)) € um ideal enumeravelmente gerado em Hp(U), entdo ker(¢) é enume-

ravelmente gerado em E.

Demonstracgao.
(2) Por hipotese, ker(d(¢, \o)) é finitamente gerado por um conjunto de aplicagoes { f1, ..., fn} C
ker(8(¢, \o)). Tome zy € U tal que ¢(xo) = Xo.
Afirmacao: {f € Hp(U); f(xo) = 0} C ker(d(o, No))-
De fato, se f € {g € Hr(U);g(xo) = 0}, temos que fs(Ao) = ¢(f(z0)) = (O) = 0. Como
tomamos f arbitrariamente, concluimos que {g € H1(U); g(zo) = 0} C ker(d
Segue da Afirmacgao que {f € Hp(U); f(zo) = 0} + ker(d(¢p, A\g)) = ker(d
pela Proposicao 3.20, ker(§(¢, Ag))z, ¢ um ideal maximal em E.
Tomemos agora f € ker(d(¢, Ao)). Temos que 0 = fy(Ao) = ¢(f(20)), 0 que implica em
f(zo) € ker(¢). Como f foi tomado arbitrario, segue que ker(d(¢p, \o))., C ker(¢).
Vamos mostrar agora que {fi(zg),..., fu(xo)} ¢ um conjunto gerador de ker(¢). Con-

forme mostramos acima, { f1(xo), ..., fu(z0)} C ker(¢) e, portanto, fi(zo)a1+. ..+ fn(xo)an, €
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ker(¢) para todos aq,...,a, € E. Tomemos agora a € ker(¢) qualquer e consideremos a

funcao P, : U — E definida por P,(z) = a, para todo = € U. Observe que

0= ¢(a) = ¢(Puo(r0)) = (Pao)s(Mo),

logo P, € ker(d(¢, Ag)). Assim, existem gy, ..., g, € Hr(U) tais que figi+. ..+ fugn = Payo,
de modo que fi(z0)g1(zo)+ ..+ fu(20)gn(zo) = a. Dai, eliminando repeticoes, se necessario,
concluimos que {f1(zo), ..., fu(zo)} & um conjunto de geradores de ker(¢).

(1) Na demonstragao de (2) vimos que o nimero de geradores de ker(¢) é menor ou igual
ao namero de geradores de ker(d(¢, Ag)) e, portanto, ker(d(¢p, Ag)) ser principal implica em
ker(¢) ser principal.

(3) A demonstragao deste caso é totalmente andloga a demonstragao de (2). Observamos
aqui que nao fica excluida a possibilidade de {fi(x¢),. .., fu(20),...} ser um conjunto finito

devido a repeticao de elementos. [

Um resultado importante sobre os ideais de funcoes analiticas em um dominio Q C C é
que todo ideal fechado em #H(€2) é principal e, em particular, os ideais maximais fechados
sao principais (Ver Teorema 13.7 em [17], p.109). O proximo exemplo mostra que isto nao é

verdade no contexto das funcoes L-analitica.

Exemplo 3.24. Vamos considerar o espaco

E=c= {(an)neN C C;da € C tal que o = lim an}.

n—oo

Munido da soma e produto ponto a ponto e norma ||(cn)nen||o, = sup|an|, ¢ € uma dlgebra
de Banach comutativa com unidade. e

E facil verificar que a aplicacio ¢, - ¢ — C, definida por O1((an)nen) = nh_)rrolo Qp, € um
elemento de M(c) . Dado \g € C, temos que §(¢py, \o) € M(HL(c)) e, portanto, ker(5(¢r, Ao))
¢ um ideal mazimal fechado de Hp(c). Pela Proposicao 3.23, se ker(5(¢y, No)) for um ideal
principal, entao, co = ker(¢;) também serd um ideal principal. Vamos mostrar que isto nao
¢ verdade. E fdcil verificar que a aplicacio ¢, : ¢ — C definida por O1((an)nen) = lim ay,
é um elemento de M(c) . Dado Ny € C, temos que §(¢i, \o) € M(H(c)) e, pon;;:wo,
ker(0(¢éy, Ao)) € um ideal mazimal fechado de Hp(c). Pela Proposi¢ao 3.23, se ker(d(¢y, Ao))
for um ideal principal, entio, co = ker(¢;) também serd um ideal principal. Vamos mostrar
que 1sto nao € verdade.

Suponha que ezxista (fn)neny € o tal que ¢ = {(tnQn)nen; (Qn)nen € ¢}. Tomando
(Bn)nen = (%)nEN; temos que (Bn)nen € o € entdo existe (au,)nen € ¢ tal que ppo, =
para todo n € N, e isto implica em u, # 0 para todo n € N.

Considere agora a sequéncia (fiy 10 || nen. E facil ver que (finIn |ty nen € co. Logo

existe (o, )nen € ¢ tal que p, In|p,| = pnay, para todo n € N e, consequentemente, temos que
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Bn In|pin | —
Hn

0 que contradiz a escolha de (ay,)pen-

a, = In |p,|. Como lim p, =0, seque que lim In |u,| = —oco donde (ay,)nen € ¢,
Assim concluimos que ¢y = ker(¢;) nao € principal e, portanto, ker(5(¢py, Ao)) nao é um

ideal principal para todo g € C.

Vale a pena observar que estes sdo os unicos ideais de Hp(c) que ndo sdo principais.
Para verificar isso basta notarmos o sequinte: Hy(c), munido da topologia T,, é uma dlgebra
de Fréchet, logo todo ideal maximal € o nicleo de algum homomorfismo continuo e sabemos
que 0s homomorfismos de Hy(c) sao todos da forma 6(¢, \o), onde ¢ € M(c) e \g € C (ver

Teorema 2.5 em [21], p. 94 ). Lembramos que um resultado conhecido diz que os elementos

do dual ¢* de ¢ tém a forma T = iy + > aner

*onde (ag, o, ...) € ly. Vamos mostrar que

0s unicos elementos multiplicativos de c’?:sldo o1, €e3,...,¢e,.... Paraisto, vamos considerar
as sequéncias ej = (0nj)nen, onde 0,; € o delta de Kronecker.

E fdcil ver que e;-e; =0 se i # j e (e;)? = e; para todo i € N. Dado T € M(c), temos
que T = ago; + i anel, de modo que T'(e;) = «; para todo i € N. Além disso temos que

n=1
a? =T(e?) = T(e;) = a; e, portanto, o; € {0,1} para todo i € N. Por outro lado, se i # j,
a relagao 0 =T(e; - e;) = T'(e;)T(e;) = .oy implica em o; =0 ou a; = 0.

Considere agora a sequéncia e = (1,1,1,1,...). Como e é a identidade de c, temos que

1="T(e) :a0+§:an. (3.1)

Se a,, = 0 para todo n € N, a equacdo 3.1 implica em ag = 1 e, consequentemente,
T = ¢,.

Se existe ng € N tal que o, =1, entao a,, = 0 para todo n # ng e a equagao 3.1 implica
em 1l =ap+a,, =ap+1 e, consequentemente oy =0 eT = Cno- Como tomamos T € M(c)
qualquer, temos que M(c) C {¢y, €3,...,¢ex, ...}, e portanto M(c) = {¢y, €5,...,e5, ...}

Jd verificamos que os ideais do tipo ker(0(¢y, Ao)) ndo sao principais. Vamos agora con-
siderar os ideais ker(d(e},, Ao)). Por simplicidade usaremos a notagao f, no lugar de fe: .
Tome f € ker(d(el,, No)) qualquer. Pela caracterizacao das fungoes L-analiticas feita no
inicio do capitulo, podemos escrever f((A)nen) = (fu(An))nen. Além disso, temos que 0 =
d(el, Ao)(f) = fin(No), de modo que existe uma fungio g € H(C) tal que f,,(A) = (A=Xg)g(N)
para todo A € C.

Vamos considerar agora as familias de func¢oes {u,, : C - C; ne€ N} e{v, :C— C; ne N},
definidas por u,(A) =1 e v,(A) = fu(\) sen#m e up(N) = X=X e v(N) = g(A). E fdcil
verificar que para todo n € N e A € C temos f,(A) = un(AN)vn(N). Portanto,

F((A)nen) = (fa(An)nen = un(MNvn(A) = (un(A)vn(A))nen = (Un(A))nen(Vn(A))nen-
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Vamos verificar que as aplicagoes u((\)uew) = (ua(N)ners € 0(()nen) = (va(N)ncrs 80

L-analiticas em c.

A.ﬁrma?do" u((/\n)nEN) = (un()‘>>n€N € HL(C) :
Vamos mostrar que u € uma aplicagdo L—analitica em ¢ e u'((A\n)nen) = em- De fato, fizado
(An)nen € ¢, temos que
[u((An + hn)nen) — w((An)nen) — €m - bl =
max{sup]1—1—O|,|)\m+hm—)\m—hm\} =0,
n#m
portanto u é L-diferencidvel em (A,)nen. Como tomamos (\,)nen arbitrdrio seque a afirma-
¢ao.
Aproveitamos para observar aqui que 0(ek,, Xo)(u) = u+ m(Ag) = Ao — Ao = 0; portanto

u € ker(d(ek,, No))-

Afirmagio: v((An)nen) = (0n(A))nen € He(c).

Vamos mostrar que v é uma aplicacio L—analitica em ¢ e v'(A\p)nen) = (pn(An))nen,
onde p,(A\n) = fL(\n) sen # m e pn(An) = ¢ (). Por hipdtese temos que a aplicacao
F((An)nen) = (fu(An))nen € L-analitica. Fizado entao (A\,)nen € ¢, para todo € > 0 existe
01 > 0 tal que, se h = (h)nen € ¢ satisfaz ||h|| = su[N) |hn| < 01, temos

ne

[ (fa(An + hn))nen — (fu(An) Jnen — (fvlz()‘n))neN hll = ilelll\)l |faDn + ha) = fu(An) — f;()‘n)hn| <e|h].

Sabemos também que g é analitica em C. Logo existe 6o > 0 tal que para todo |hy,| < 09

temos
19N + Bn) = 9(Am) — 9" (Am) hun| < €[] -

Entao, se ||h|| = sup |h,| < min{dy,d2}, temos que
neN

[0((An + P )nen) = v((An)nen) = V' (An)nen) - bl =
s { 50D £+ ) = (0) = £ Al a0+ o) = 9000) = 5/} < €10
de onde seque a afirmacao.

Note que, como a aplica¢io u independe da escolha da f, para todo f € ker(d(el,, \o)),
existe v € Hp(c) tal que f = uv, isto é, ker(d(el,, \o)) € um ideal principal gerado pela
aplicacao u.

Observamos que o fato de Hp(c) possuir um ideal maximal fechado que ndo é principal
esta relacionado com o fato de ¢ nao ter dimensao finita. Mostraremos a seguir que se F

tem dimensdo infinita entao necessariamente Hp(F) possui um ideal maximal fechado que

nao é finitamente gerado. Para isso vamos utilizar o seguinte teorema ja conhecido.
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Teorema 3.25. Seja A uma dlgebra de Banach comutativa com unidade e suponha que todo

ideal mazimal de A seja enumeravelmente gerado. Entao a dimensdo de A € finita.
Demonstra¢ao. Teorema 3.1 de [6], pagina 184. ]
Como consequéncia deste resultado, temos que:

Proposigao 3.26. Se todo ideal mazimal fechado de Hp(E) é enumeravelmente gerado (ou
finitamente gerado ou principal) entdo E tém dimensao finita. Em particular, se E tem
dimensao infinita existe um ideal maximal fechado de Hp(FE) que ndo é enumeravelmente

gerado.

Demonstragio. Basta observar que, para quaisquer \g € C e ¢ € M(F), os funcionais
d(p, Ao) s@o continuos em (Hp(FE), 1) (Ver Teorema 2.5 em [21], p.94). Logo ker(d(p, \g)) €
um ideal maximal fechado em (Hp(F), 7).

Por hipotese, ker(d(¢, Ag)) ¢ enumeravelmente gerado para quaisquer ¢ € M(FE) e A\g € C.
Portanto pela Proposi¢ao 3.23 (3) temos que ker(¢) é enumeravelmente gerado para todo
¢ € M(FE). Assim todo ideal maximal de E é enumeravelmente gerado, e pelo Teorema

anterior concluimos que E tem dimensao finita. [

Observacao 3.27. No caso de uma dlgebra de Banach arbitrdaria E e de um dominio es-
trelado arbitrdrio U em E, a afirmacao da proposicao anterior continua vdlida se subs-
tituirmos Hp(E) por Hp(U), uma vez que §(p, \o) estd definido e é continuo para todo
(¢, Xo) € M(E) x C.

Além disso se & ¢ uma C*-dlgebra comutativa com unidade, podemos substituir também

Hi(E) por Hp(Eq) para todo dominio simplesmente conexo S de C.

E natural nos perguntarmos o que ocorre quando F tem dimensdo finita. Veremos, no
exemplo a seguir, um espaco de dimensao finita £ onde todo ideal maximal fechado de

H(E) é principal. Nao sabemos se isto é verdade para todo espaco de dimensao finita.

Exemplo 3.28. Considere E = C" = {(\,... \); N € C para i =1,...,n}, munido das

operacoes de dlgebra definidas ponto a ponto e norma dada por [[(A1,...\,)|| = max | Ail-
Como fizemos para ¢ e lo, adotamos a notagdo e; = (1,0,...,0), e = (0,1...,0),..., e, =
(0,0,...,0,1) . Por um argumento andlogo ao usado no Exemplo 3.24, é ficil mostrar que

M(C™) ={et,... e}, onde €f (A1,... ) = N para todo i = 1,...,n. Também é possivel
usar um argumento totalmente andlogo ao usado para Hp(c) no inicio do capitulo para
mostrar que toda aplicacio f € Hr(C") tem a forma f(A1, ... \n) = (fi(A1)), ... fu(An)),
onde f; = fer. O mesmo raciocinio feito na parte final do exemplo anterior nos mosira
que os ideais mazimais fechados de Hp(C™) sao da forma ker(d(ef, No)) parai =1,...n e

X € C. Adaptando o mesmo raciocinio do Exemplo 3.24 mostramos que ker(d(e, \o)) €
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um ideal principal gerado por uma aplica¢ao u(Ay,... \,) = (L, 1,1,..., 0 — X, 1,...,1), e
portanto todo ideal mazimal fechado de Hp(C) é principal.

3.3 L-homeomorfismos em algebras semi-simples

Na secao 2.2 definimos L-homeomorfismos entre dominios de uma &lgebra de Banach. E
mostramos que se E é uma C*-algebra comutativa com unidade e 2 C C é um dominio
simplesmente conexo diferente de C, entao Br é L-homeomorfo a Eqg. Nesta secao vamos
estender este resultado para algebras semi-simples.

Quando E = C, as aplicacoes L-analiticas sao as funcoes analiticas usuais, e sabemos
pelo teorema da aplicacao de Riemann que quaisquer dois dominios dominios simplesmente
conexos contidos propriamente em C sao L-homeomorfos ( ou conformais, na terminologia
usual). Em sua tese Glickfeld mostra que isto nao é verdade em geral, apresentado um
exemplo de um dominio simplesmente conexo D na algebra C([0, 1]) tal que D é homeomorfo
a bola Bg mas D nao é L-homeomorfo a Bg ( ver [9] , pg.45 ou [26] pg.147).

A seguir vamos mostrar uma versao enfraquecida do teorema da Aplicacdo de Riemann.

Antes de enunciar nosso teorema vamos estabelecer algumas notacoes e fazer algumas
observacoes que serao tuteis mais a frente. Seja JA = {\ € C;|\| =1}. Definimos uma
curva fechada simples em uma algebra de Banach E como sendo uma aplicacao continua
[': 0A — E tal que, para cada ¢ € M(E), ¢ o' &€ um homeomorfismo em C.

Observe que a imagem de cada ¢ol’ serd uma curva de Jordan em C. Definimos o interior

da curva I' como sendo o conjunto
int(l') ={z € E; ¢(z) €int(¢pol), Vo € M(E)},

onde int(¢ oI') & o interior da curva de Jordan ¢ o I' no sentido usual.

N&o é claro se int(I') é ndo vazio em geral, mas é facil verificar que int(I") sempre é um
subconjunto aberto de E.

Vamos mostrar agora o seguinte resultado, que é uma versao enfraquecida do Teorema

da Aplicacao de Riemann no contexto das dlgebras de Banach semi-simples.

Teorema 3.29. Sejam ) C C um dominio simplesmente conexo e E uma dlgebra de Banach

semi-simples. Entao B é L-homeomorfo a Eq.

Demonstragao. Considere a curva simples fechada simples I'y : 0A — FE dada por T'y(A) =
Ae, onde e é a unidade de E. E de verificacdo imediata que para todo ¢ € M(E) temos
que ¢(I'o(A)) = A, de modo que ¢ o Iy & um homeomorfismo. Além disso, temos que
int(¢p o) = A para todo ¢ € M(E).
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Note que:

int(l'g) ={z € E; ¢(z) €int(pol') Vo € M(E)}
={z€FE; o(2) CA} =Ea

Warren mostrou em [26], na p. 149, que em uma algebra semi-simples E, Br é L-
homeomorfo a int(I") por uma aplica¢do g : Bp — Ea quando I satisfaz a seguinte condicao:
para T € E*, T oI possui uma extensao continua em A e holomorfa em A.

No nosso caso particular, T o I'y(\) = A para todo A € OA. Entao a identidade em C é
uma extensao de T o I'y. Concluimos dai que existe um L-homeomorfismo g : B — F.

Por outro lado, temos pelo Teorema da Aplicacao de Riemann que existe uma funcao
analitica h : Q — A que é uma bijecdo ( em particular h~' é analitica). Consideremos
agora as aplicacoes obtidas via o calculo funcional i € Hy(Eq) e hl e Hr(EA). Como
consequéncia direta de 1.27, temos que h & uma bijecao de En em FEa, L-analitica, cuja
inversa ¢ a aplicagao L-analitica h=1. Assim concluimos que Ea é L-homeomorfo a E.
Utilizando o Lema 2.14 concluimos entao que h=1o g : B — Eq é¢ um L-homeomorfismo

entre Bg e Eq e isto completa a demonstracao. O

Para algebras de Banach quaisquer ( nao necessariamente semi-simples) temos a seguinte

versao enfraquecida do teorema 3.29, cuja demonstragao foi feita na prova do mesmo.

Teorema 3.30. Seja Q2 um dominio simplesmente conexo em C, Q) # C. Entao existe um

L-homeomorfismo entre Eq e Ex dado pOT’?L € ﬁ(Q) onde h é uma funcao conforme entre

QeA.
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