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E nao sede conforma-
dos com este mundo,
mas sede transformados
pela renovacao do vosso
entendimento, para que
experimenteis qual seja
a boa, agradavel, e per-
feita vontade de Deus.
(Rm 12-2)
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Resumo

Neste trabalho, estuda-se a boa colocacao e o comportamento assintotico de
trés modelos hibridos dissipativos, num primeiro modelo abordaremos uma
corda elastica governada pela equacao de onda unidimensional com um me-
canismo dissipativo de tipo tip body num de seus extremos, tal mecanismo
foi estudado por Andrews-Shillor em [3]. O segundo é uma corda elastica
com dois mecanismos de dissipacao, num extremo um mecanismo de tipo
localizado de material termoelastico e no outro extremo mantendo o me-
canismo tip body. O terceiro é parecido com o segundo, a diferenga neste
caso € a aplicacao de dois mecanismos de dissipacao localizada, num extremo
um mecanismo de material termoelastico e no outro extremo um mecanismo
de material termo-viscoso similar ao estudado por Alves-Rivera-Sepulveda-
Villagran em [2]. Em cada caso, verificaremos inicialmente a boa colocacao
mediante a teoria de semigrupos e o comportamento assintotico através de
técnicas multiplicativas sobre a equagao evolutiva e a equagao resolvente as-
sociados com nossos modelos hibridos dissipativos para produzir estimativas
de observabilidade que sejam tteis na comprovacao de condigoes presentes
no Teorema de Huang-Priiss em [13] ou [22] que garantem a estabilidade
uniforme do semigrupo associado aos nossos modelos; no enquanto alter-
nativamente serve também verificar as condigoes presentes no Teorema de
Borichev-Tomilov em [4] que determinam alguma taxa de decaimento poli-
nomial. Finalmente a falta de estabilidade serd demonstrada para o primeiro
modelo hibrido elastico através do Teorema de Weil e para o modelo hibrido
termo-viscoelastico através do recente resultado devido a Rivera-Racke em
[25] and Rivera-Rambaud-Villagran em [26].

Palavras chaves: sistema hibrido, sistema termoelastico, sistema termo-
viscoelastico, problemas de transmissao, estabilizacao exponencial uniforme,
decaimento polinomial, tip body, amortecimento localizado, teoria de semi-
grupos, raio essencial.



Abstract

In this work, we study the well-posedness and the asymptotic behavior of
three dissipatives hybrid models, in a first model we will discuss an elastic
string governed by the one-dimensional wave equation with a dissipative tip
body type mechanism at one of its extremes, such mechanism was studied
by Andrews-Shillor in [3]. The second is an elastic string with two dissipation
mechanisms, at one end a localized type of thermoelastic material mechanism
and at the other end holding the tip body mechanism. The third is similar to
the second, the difference in this case is the application of two mechanisms
of localized dissipation, at one end a mechanism of thermoelastic material
and the other end a mechanism of thermo-viscous material similar to that
studied by Alves-Rivera-Septlveda-Villagran in [2]|. In each case, we will first
verify the well-posedness through the semigroup theory and the asymptotic
behavior through multiplicative techniques on the evolutionary equation and
the resolvent equation associated with our dissipative hybrid models to pro-
duce estimates of observability that are useful in proving conditions present
in the Huang-Pruss’s Theorem in [13| or [22| which guarantees uniform sta-
bility of the semigroup associated with our models; while alternatively it is
also useful to verify the conditions present in the Borichev-Tomilov’s Theo-
rem in [4] that determine some polynomial decay rate. Finally the lack of
uniform stability will be demonstrated for the elastic hybrid model through
Weil’s Theorem and for the thermo-viscoelastic model through the recent
result due to Rivera-Racke in [25] and Rivera-Rambaud-Villagran in [26].

Keywords: hybrid system, thermoelastic system, thermo-viscoelastic sys-
tem, problems of transmission, uniform exponential stabilization, polynomial
decay, tip body, localized damping, semigroup theory, essential radius.
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Notacoes

Usamos as seguintes notagoes neste trabalho:
T.C.D. : Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue.
[.P.P. : Integragao por partes.
q.t.p. : Exceto num conjunto de medida de Lebesgue nula.
R™: Espago vectorial sobre R de dimensao um inteiro positivo m.
10,T[={zeR; 0<x<T talque 0 <T < o0}.
I=la,bj={zeR; a<z<b talque —oo<a<b< oo},
I =a,b]: Fechode I em R.
Jel:JcIeJ écompactoem R.
#®) : k-ésima derivada classica da funcio complexa ¢ definida sobre I.
;5 . Extensao da funcdo ¢ ao fecho I de I.
5: Extensao da fungdo ¢ definida em J C I por zero a I\ J.
) = %—Zf(:c, t) : Derivada parcial de primeira ordem respeito ao tempo.

zﬁ = %277’2”(:5, t) : Derivada parcial de segunda ordem respeito ao tempo.

suppp = {z € I; ¢(x) #0} N 1.



L, (I)={f:1—C; feL'(J)VJ aberto tal que J € I}.

H™(I) = {f € L*(I) ; aderivada fraca DW f ¢ L*(I), Vk=1,...,m}.
X, Y : Espagos vectoriais sobre o corpo dos niimeros complexos C.

(X, ||-]lx) : Espago vectorial normado sobre C munido com a norma ||-|| x.
F(X,Y): Conjunto de todas as fungoes definida de X em Y.

L(X): Conjunto de todos os operadores lineares e limitados em X.
K(X): Conjunto de todos os operadores lineares e compactos em X.
X — Y : X estd imerso continua e densamente em Y.

X S Y X esta imerso compactamente em Y .

o(X™, X): Topologia fraca-* sobre o espago dual X* de X.

Bx(0,1) ={f € X; [|fllx <1}.

Be(20,0) = {2z € C; |z — 2| < d}.

p(A): Resolvente do operador A.

m: Operador quociente natural.



Introducao

Um sistema vibratério amortecido dissipa energia continuamente sob a
forma de calor transferida para a estrutura de suporte ou perdida por atrito
do ar, essas perdas de energia sao chamadas coletivamente de amortecimento
do sistema onde é necessério especificar taxas de decaimento da energia para
ponderar a amplitude de oscilacao com o decorrer do tempo. Quando o
sistema nao esta sujeito a uma forca excitadora e nao héa amortecimento, o
sistema oscila numa frequéncia chamada frequéncia natural, se a frequéncia
de excitacao for igual a frequéncia natural do sistema, ele passa a oscilar
com amplitude muito maior do que a amplitude da forca excitadora, este
fenomeno é chamado de ressonancia e pode ocasionar grandes oscilagoes que
provocariam fissuras na estrutura.

Um fator de complexidade de um sistema vibratoério é o ntimero de graus
de liberdade que o sistema possui, este niimero ¢ igual ao numero de co-
ordenadas independentes necessérias para especificar completamente o des-
locamento do sistema. Por exemplo, um corpo rigido obrigado a se mover
no plano XY requer trés coordenadas para especificar sua posicao comple-
tamente, ou seja, os deslocamentos lineares nas direcoes X e Y e a rotacao
angular em torno do eixo Z (perpendicular ao plano XY, portanto este corpo
tem trés graus de liberdade; no entanto o deslocamento de um corpo eléstico,
por exemplo uma viga, tem que ser especificado em cada ponto por meio de
uma equacao continua de forma que a viga alcanca um nimero infinito de
graus de liberdade. A anélise de vibragao de sistemas com um nimero fi-
nito de graus de liberdade requer a solucao de EDQO’s, que é relativamente
facil. Embora a maioria dos sistemas de engenharia sao continuos e tém um
numero infinito de graus de liberdade a analise de vibracao de sistemas con-
tinuos requer a solucao de EDP’s, o que é bastante dificil além do mais que
muitas equacoes diferenciais parciais, de fato, carecem de solugoes analiticas.

O conceito de estabilidade de um sistema vibratério pode ser explicado
em termos de sua energia, de acordo com este esquema, considera-se que um

11



sistema é assintoticamente estavel, estavel ou instavel se a sua energia dimi-
nui, permanece constante ou aumenta, respectivamente, com o tempo. Entre
varios tipos de estabilidade, demandaremos aquela que indica um decaimento
de energia de taxa 6tima, chamada de estabilidade exponencial uniforme ou
simplesmente estabilidade uniforme para significar a rapidez do decaimento
de energia em relacao uniforme a uma funcao exponencial respeito ao tempo,
em termos matematicos isso se tornaré evidente quando seja escolhido como
espaco de fase o espaco mais natural de Hilbert, aquele que tem a energia
do sistema como o produto escalar, nesta configuracao abstrata o sistema
sera uniformemente estavel se e somente se a medicao da solucao do sistema
com a norma do espago de fase tiver um decaimento exponencial respeito ao
tempo e for uniforme sobre qualquer condicao inicial imposta ao sistema.

Cada vez um numero maior de trabalhos tratam sobre a estabilizacao
uniforme de sistemas vibratorios governados por EDP’s que se diferenciam
pelo uso de mecanismos dissipativos; contudo qualquer mecanismo dissipa-
tivo nao garante a estabilizacao uniforme do sistema, dentro deles estao os
sistemas hibridos dissipativos constituidos de una estrutura complexa que
acopla o movimento vibratorio de duas componentes de naturezas diferentes
e que, hoje em dia, ¢ muito usado nas aplicacoes. Do ponto de vista ma-
tematico um sistema hibrido corda-corpo é descrito através do acoplamento
tanto entre EDP’s como entre EDP’s e EDO’s, por exemplo, se um sistema
for constituido de duas cordas unidas por um corpo rigido, tal como estudado
por Hansen-Zuazua em [11], é possivel alcancar a melhor taxa de decaimento
usando mecanismos dissipativos friccionais em cada ponto do contorno; no
entanto, foi mostrado que a falta de estabilizacao uniforme acontece quando
restringimos o problema para um tnico mecanismo sobre contorno.

Recentemente uma viga de Timoshenko nao homogénea com mecanismo
dissipativo tip body foi estudada por Rivera-Avila em [23], neste modelo,
o primeiro resultado demonstra a falta de estabilidade uniforme através do
Teorema de Weil em [27] e em consequéncia foi determinado uma taxa t~'/2
de decaimento polinomial, o segundo resultado acontece quando o meca-
nismo é colocado no contorno do angulo rotacional da viga, de tal forma
que consegue-se um melhoramento da taxa polinomial de ¢~1/%; neste traba-
lho a ferramenta principal para obtencao de taxas polinomiais é baseada na
aplicagdo do Teorema 1.5.9 dado por Borichev-Tomilov em [4].

Por outro lado as impurezas do meio (pequenos atritos, efeitos viscosos ou
friccionais entre outras resisténcias) produzem um certo grau de amorteci-
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mento no sistema de vibragoes, o que nao influencia na frequéncia natural do
sistema, logo as impurezas convertem-se em 6timos mecanismos localizados
para limitar a amplitude de oscilagao na ressonancia.

Posteriormente, o mecanismo dissipativo de tipo localizado foi usado no
desenho de materiais compostos, chamados inteligentes, com o propoésito de
melhorar o comportamento assintotico dos sistemas dissipativos e alcancar a
melhor taxa de decaimento. Este método consiste na insercao de pequenas
componentes com propriedades termoelasticas num subconjunto especifico do
dominio de um sistema dissipativo com falta de estabilidade uniforme e assim
poder reverté-lo, um trabalho que envolve a equacao de onda elastica com
amortecimento localizado térmico foi estudado por Rivera-Bisognin-Bisognin
em [24], onde provam que a solugao do sistema termoelastico decai exponen-
cialmente uniforme.

Neste trabalho investigamos o comportamento assintotico de um primeiro
modelo hibrido dissipativo sobre um dominio desconexo €2 = I. U I, onde
I. =]0,ly| representa a componente termoeléastica e I, =|ly, [ representa
a componente elastica. Sao dois os sistemas de EDP’s que governam este
modelo, uma equacao de onda elastica sobre o dominio I, no qual é aco-
plado em seu extremo x = [y a componente [, que dissipa energia térmica,
conhecido como mecanismo ativo de dissipacao localizada que é governada
pela equagao de onda termoeléastica sobre o dominio I, e encontre-se presa
no contorno x = 0; no extremo x = [ da componente I, outro mecanismo
ativo é acoplado, conhecido como tip body, cuja diferenca do mecanismo lo-
calizado é dissipar a energia potencial elastica através de uma caixa contendo
material granular e seu movimento é governado por uma EDO

pth— oy, —mbl, = 0 em QxRS
0 —kKbp+mi, = 0 em I xRS (0.0.1)
pgl.l}—f—Oégw—erlU'J—FO{ewx = 0 em {Z}XRJ

onde 1 denota o deslocamento transversal da onda; € a diferenca de tem-
peratura em relacao a um referencial fixo 79 de tal forma que ¢,k > 0
denotam sempre a capacidade de aquecimento e conducao térmica respecti-
vamente; w denota o mecanismo tip body com p3, as,d; > 0 denotando a
densidade, rigidez e coeficiente dissipativo do tip body respectivamente. A
particularidade deste sistema é que os coeficientes p, & e m sao fungoes com
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valores que dependem do material de cada componente, isto é,

(z) = pr se x €l o(z) = ar se x €I
P\ = pe se rel,’ | ae se z€I’

m(z) = m,; se x € I,
10 se xz€el

onde pe, pr, e, .-, m; sa0 constantes positivas tal que p. # pr e a. # Q.
Portanto nosso modelo constitui num problema de transmissao que precisa
tanto condigdes no contorno {0,!} como de condigdes de transmissao na
interface {lp} que cobram o sistema de equagoes (0.0.1), na variavel ¢ temos

b(0,8) =0 e W(l,t)=w(t), t>0

e na variavel térmica 6 podemos escolher uma da seguintes

0.(0,t) = 0(lo,t) = t>0
0(0,t) = 0.(lp,t) = t>0
0(0,t) = (07)20 t=>0
0.(0,t) = 0.(lp, t) = t>0.

As seguintes condi¢oes de transmissao

V(g t) =g, t) e o(ly,t)=0c(g,t) t>0.

Finalmente consideramos as condicoes iniciais

¥(2,0) =, ¥(z,0) =1, 6(z,0) =0,

w(0) =wy;, e w(0)=w;.

Recentemente um trabalho importante relacionado a falta de estabili-
dade uniforme aparece nos sistemas dissipativos com mecanismos de amor-
tecimento localizado de tipo Kelvin-Voigt viscoelastico estudada por Alves-
Rivera-Septulveda-Villagran em [2|, onde estudou-se um modelo com trés vi-
gas diferentes, viscoelastica, elastica e friccional, provando que a viga elés-
tica, mesmo com dois mecanismos dissipativos localizados fortes, a energia
associada ao modelo nao decai uniformemente se a viga viscoelastica esteja
centralizada.

Ainda neste trabalho investigamos o comportamento assintotico de um se-
gundo modelo hibrido dissipativo termo-viscoso sobre um dominio desconexo
Q=1,Ul.Ul, onde I, =]0,ly[ representa a componente termoelastica,
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I. =]ly, 11| representa a componente elastica e I, =]l1,[ representa a com-
ponente termo-viscosa. Sendo trés os sistemas de EDP’s que governam este
modelo, uma equacao de onda elastica sobre o dominio I, o qual ¢ acoplada
em seu extremo x = [y a componente I, cujo movimento ¢ governado pela
equacao de onda termoeléstica sobre o dominio I, que se mantem fixa no
seu contorno x = 0; no outro extremo x = [; de I, se acopla a componente
I, cujo movimento é governado pela equacao de onda termo-viscosa sobre o
dominio I, que por sua vez se mantem fixa no seu contorno x = [, ambas
componentes funcionam como mecanismos ativos de dissipacao de energia
térmica, além disso, a componente [, dissipa energia potencial que depende
da velocidade de deformacao

o — | —mb + Bk |
cé—lﬁzﬁerm%

onde 1, # denotam o deslocamento

0 em QxRS

(0.0.2)
0 em (Q\IL)xRS

transversal da onda e a diferenca de

temperatura em relacao a um referencial fixo 7y respectivamente. A es-
pecificidade deste sistema é que seus coeficientes p, a, 6 e m sao fungoes
escalonadas com valores que dependem do material de cada componente

pr se x €l o, se x €I,
plx) =X p. se z€l, , alx)=¢ a se z€l, |,
py se x€l, a, se x €,
0 se zel; my se x €I,
Blx)y=¢ 0 se z€l, , mx)=<¢ 0 se zel
B, se z€l, mgy se x €1,

onde pe, pr, Py, e, Or, 0y, Mg, 3, > 0 tal que p. # pr # py € e # o # .
Portanto nosso segundo modelo constitui num problema de transmissao que
precisa tanto condigoes no contorno {0,/} como de condigdes de transmissao
na interface {ly,l1} que cobram o sistema de equagdes (0.0.2), na variavel
1 temos

¥(0,t) = ¥(l,t) =0, t=>0

na variavel # podemos escolher uma das seguintes

0(0,t) = 0(lo, )

= 0(11,t) = 0(,1) = 0,
0(0,1) = 0, (I, t) = 0

L(l1,t) =0(1,t)

0,

15



As condigoes de transmissao

@b( ()_7t) :¢(la—7t)7 U( O_vt) :O-(la_vt)a
t>0.

w(ll_vt) - w(liat)v 0(l1_7t) - O(Zikvt)'

Finalmente impondo as seguintes condigoes iniciais

Y(z,0) =, ¥(x,0) =1, 6(z,0) =06

Esta Tese esta organizada da seguinte forma: no Capitulo 1, definimos
os espacos funcionais que permitam fundamentar a teoria de problemas de
transmissao de segunda ordem e citamos alguns resultados importantes da
Analise. No Capitulo 2, estabelecemos a formulagao forte de cada sistema
hibrido dissipativo que permite trata-lo como problema de transmissao elip-
tico e regular, depois sera estudada a boa colocacao do problema através
da teoria de semigrupos ressaltando a necessidade de contar com espagos de
Sobolev nao convencionais usados por Nicaise-Sandig em [19], que possibi-
litam entender e situar a regularidade da solucao. No Capitulo 3 provamos
algumas desigualdades de observabilidade e propriedades particulares do re-
solvente de geradores infinitesimais que aparecem em cada modelo hibrido
dissipativo do Capitulo 2. No Capitulo 4 estudamos a estabilidade do modelo
hibrido dissipativo termoelastico, nosso foco principal consiste em estudar a
equacao de onda elastica com um mecanismo de dissipacao localizada de
material termoeldstico e outro mecanismo de tipo tip body, que, segundo
Rivera-Bisognin-Bisognin em [24]| garantem que a estabilidade uniforme da
equacao de onda ¢é alcancada mediante um mecanismo localizado de material
termoelastico, desta forma vamos aplicar as desigualdades de observabilidade
do Capitulo 3 para provar a estabilidade uniforme deste modelo. Se a com-
ponente termoeléastica é isenta, o modelo se converte no modelo dissipativo
hibrido elastico que geralmente sao instaveis uniformemente, assim a falta de
estabilidade uniforme seré analisada através do Teorema de Weil, assim sendo
podemos procurar alguma taxa polinomial para o modelo dissipativo hibrido
elastico. No Capitulo 5 analisamos o comportamento assintotico de trés mo-
delos termo-viscoelasticos, segundo Alves-Rivera-Sepulveda-Villagran em [2],
a estabilidade uniforme de uma viga eléstica depende da posicao onde sao
colocados dois mecanismos dissipativos de tipo friccional e viscoelastico, os
autores garantem estabilidade uniforme quando a componente viscoelastica
nao é centralizada; entanto caso contrario ocorra mostram falta de estabili-
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dade uniforme, seguindo esta metodologia aplicada nesse trabalho, analisa-
mos o comportamento assintotico do sistema dissipativo termo-viscoelastico
em duas situacgoes, quando a componente termo-viscosa esta centralizada e
nao esta centralizada, finalmente no modelo termo-viscoelastico de compo-
nente termo-viscosa centralizada mostraremos a falta de estabilidade uni-
forme mediante um recente resultado devido a Rivera-Racke em [25] and
Rivera-Rambaud-Villagran em [26].
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo coletamos notagoes, conceitos, lemas e teoremas encontrados
nas referéncias [1], [5], [6], [7], [8], [14], [15], [16], [20]; os quais serdo neces-
sarios nos capitulos seguintes.

1.1 Operadores lineares

Definicao 1.1.1 Suponhamos que H € um espaco vectorial sobre o corpo
dos numeros complexos C. A aplicagao bindria

(',')HZHXH — C
(fr9) = (f,9)n

¢ chamada de produto interno em H se satisfaz as sequintes propriedades
(l) (Qf+g7h)H:a(fuh)H+(gah)H; Vf,g,hEH 6&6@,
b) <f7g+5h)H:(fag)H+B(f7h)H; Vf,g,hEH 656@,

C) (f?g)H:(gaf)H; vfag€H7
d) (f,flu=0 VfeH e(f,flu>0 V[f#0.

O espaco vectorial H com estas propriedades € chamado de espaco produto
interno que serd denotado por (H,(-,-)m).

Lema 1.1.2 Suponhamos que (H, (-,+)g) € um espago produto interno, logo

a aplicagio ||+ ||lg : H — R definida por || f|lg = /(f, f)u € uma norma
em H, que é chamada de norma induzida pelo produto interno em H.

Definigao 1.1.3 Suponhamos que (H, (-,*)g), € um espago produto interno.
(H, (-, )g) € chamado um espago de Hilbert sobre C se H ¢é um espago
completo com a norma induzida pelo produto interno em H.
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Definicao 1.1.4 Suponhamos que (X, | - ||x), (Y, - |ly) sdo dois espagos
vectoriais normados sobre C. A aplicacao T : X —'Y que satisfaz

a) Para todo f € X, existe um tnico g €Y tal que Tf =g,
b) T(af +g9)=alf+Tg, VfgeX e aecC.
¢ chamado de operador linear e limitado quando 3C € R tal que

ITflly < Cllfllx, YfeX

Desta forma, se denotamos por L(X,Y) o conjunto de todos os operadores
lineares e limitados de X em Y, entio L(X,Y) € um espago vectorial
sobre C com as operacgoes de soma e multiplicacao por um escalar sobre o
conjunto de todas as fungoes F(X,Y). Se X =Y, escrevemos simplesmente
L(X) no lugar de L(X,X) que representa o conjunto de todos os operadores
lineares e limitados em X . Além disso, para cada T € L(X,Y) define-se o
valor

T
1Tl zxy) = sup 177l (1.1.1)

rexvior I1fllx

que representa a norma de T, logo assim L(X,Y) € considerado como um
espaco vectorial normado.

Teorema 1.1.5 Suponhamos que (X, | - ||x), (Y;|| - |ly) sdo dois espagos
vectoriais normados sobre C, entao L(X,Y) se torna espago de Banach
respeito & norma definida em (1.1.1) se e somente se Y € espago de Banach.

Definigao 1.1.6 Suponhamos que (X, |- ||x), (Y| - |ly) sdo dois espagos
vectoriais normados sobre C. Um operador T € L(X,Y) € chamado de
unitdario se T satisfaz as sequintes propriedades

a) Para todo g € Y existe pelo menos f € X tal que Tf = g,
b) | Tzlly = |[z]lx, VzeX.

Definicao 1.1.7 Suponhamos que (X, | - ||x), (Y, - |ly) sdo dois espagos
vectoriais normados sobre C. Um operador T € L(X,Y) € chamado de
compacto se T(Bx(0,1)) € um subconjunto relativamente compacto de Y .
Por K(X,Y) denotamos o conjunto de todos os operadores compactos de X

em Y. Se X =Y, escrevemos simplesmente K(X) no lugar de K(X,X).
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Definigao 1.1.8 (Algebra de Banach) Uma dlgebra de Banach é um es-
pago de Banach X sobre C munido de um produto (x,y) — xy, Vx,y € X
e satisfaz ||zy|lx < ||z||x||y|lx, Vz,y € X. Uma dlgebra de Banach é dita
com unidade se possui unidade multiplicativa, isto €, existe um elemento “e”
tal que ex =zve =x, Vo € X e se assume que |le||r = 1.

Definicao 1.1.9 Um subconjunto I de uma dlgebra de Banach X € dito
wdeal bilateral em X se I € um subespaco de X e dado qualquer x € X e
a € L ambos ax e xa estao em L. Um ideal T € dito maximal se qualquer
outro ideal bilateral J em X, tal que Z C J implica que J = Z. Um
ideal T € dito ideal proprio se T # {0} e T # X.

Proposigao 1.1.10 Suponhamos que (X, | - ||x) € um espago de Banach
sobre C, entao L(X) se torna uma dlgebra de Banach com unidade, respeito
a soma, ao produto (composi¢dao) de operadores, a norma | - ||zx) e tendo
como elemento unidade € o operador identidade 1 definido em X.

Teorema 1.1.11 Suponhamos que (H,(-,-)g) € um espago de Hilbert sobre
C, entao KK(H) € um ideal bilateral fechado maximal sem elemento unidade
em L(H). Se ainda mais H € um espaco vectorial separdvel, entao K(H)
¢ o unico ideal bilateral proprio em L(H).

Definicao 1.1.12 (Algebra Quociente) Suponhamos que I ¢ um ideal
bilateral na dlgebra de Banach X, o qual permite dividir X em classes de
equivaléncias denotadas por

[z]={x+m;meI}, VeelX

de tal forma que a colecao de todas as classes de equivaléncia € denotado por
X/T. Se X/ ¢é munido com as operagoes de adigao e multiplica¢io

alz] =[ax], VaeC

converte-se, ainda, numa dlgebra que € chamada de dlgebra quociente.
Se T ¢ fechado em X, é possivel dotar X /T com a norma quociente

|[z][|x/z = inf{||z + 2||x; z € L}.
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que satisfaz a propriedade de sub-multiplicidade dada por

) ylllez < MMl yzllyllae 2

convertendo X /I, especificamente, numa dlgebra de Banach.
Se X € uma dlgebra de Banach com unidade “e”, o fato de que X /T
seja nao vazio, justifica que [e] € seu elemento unidade e assume-se que

Ielllx/z = 1.

Definicao 1.1.13 Suponhamos que (H, (-,-)g) € um espaco de Hilbert sobre
C. Entenda-se por dlgebra de Calkin como a dlgebra quociente

C(H) = L(H)/K(H)
cujos elementos sao classes de equivaléncia da sequinte forma
T =T+ K(H) para algum T € L(H)

em particular se 0 e I sao o operador nulo e o operador identidade em
L(H) respectivamente, temos

0] =04+ K(H) (elemento origem),
I =1+ K(H) (elemento unidade).

e € possivel, na dlgebra de Calkin, dotar seus elementos de norma quociente
T leqry = mt{ 1T + Kl gy ; K € K(H)}

OBSERVAGAO.- Todo operador 7" € L(H) pode ser projetado em C(H)
usando o operador quociente natural

m:L(H) — C(H)
T — «n(T)=[T]

o qual ¢ um operador linear, continuo e aberto, com ||7||z(z(m) ey = 1-

Definigao 1.1.14 (Resolvente e Espectro) Suponhamos que (X, || - ||x)
¢ um espaco vectorial normado sobre C e A : 24 € X — X € um
operador linear, nao necessariamente limitado, cujo dominio € < que €
subespaco de X. Define-se o conjunto resolvente de A, denotado por p(A),
como o conjunto de todos os A € C para 0s quais o operador, chamado de
resolvente, R(A\, A) = M — A)": R a— X eviste e Rra=X. Além
disso define-se o espectro de A, denotado por o(A), como o(A) = C\p(A).
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Definigao 1.1.15 (Resolvente e Espectro numa Algebra de Banach)
Suponhamos que X € uma dlgebra de Banach com unidade “e” e x € X. O
conjunto resolvente de x, denotado por p(x), é o conjunto de A € C tal que
Ae —x € invertivel em X. O complemento em C de p(x) € dito espectro
de x e € denotado por o(zx).

OBSERVACAO.- Assim a definicao anterior permite definir o espectro essen-
cial para qualquer operador T° € L(H) como o espectro do elemento [T]
projetado na algebra de Calkin C(H) dado por

def
oe(T) = o([T]).
Definigao 1.1.16 Suponhamos que (H,(-,-)g) € um espaco de Hilbert sobre
C e T éum operador em L(H), assim T € chamado de operador Fredholm
em H se [T| € um elemento invertivel na dlgebra de Calkin C(H). Desta

forma denotamos por F(H) ao conjunto de todos os operadores de Fredholm
em H.

OBSERVACAO.- A definicao anterior gera uma caracterizacao de espectro
essencial de qualquer operador T" em L(H) dado por

0.(T) ={A € C; AXI = T nao ¢ operador de Fredholm em H}.
Teorema 1.1.17 (Weil) Para cada operador T € L(H), tem-se
o (T)=0.(T+K), VK eK(H).

Definicao 1.1.18 Suponhamos que X ¢ uma dlgebra de Banach com ele-
mento unidade “e” ¢ x € X. O radio espectral de x, denotado por r(x), é
dado pelo valor

r(z) = max{|\|; A € o(x)}.

OBSERVACAO.- A definicao anterior permite definir o raio espectral essen-
cial de qualquer operador 7" em L(H) como o raio espectral do elemento
projetado [T'] na algebra de Calkin C(H) dado por

re(T) = r([T]) = max{|Al; A € 0c(T)}.

Teorema 1.1.19 (Gelfand) O raio espectral de um elemento x numa dl-
gebra de Banach com unidade X € dado por

. 1
rw) = lim 2" 3"
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OBSERVACAO.- De acordo com o Teorema de Gelfand, o raio espectral es-
sencial de qualquer operador T em L(H) pode ser calculado pela formula

. ninl/n
ro(T) = lim [Tl

Definigao 1.1.20 Suponhamos que (X, || -||x), (Y, -|ly) sao dois espacos
vectoriais normados sobre C e A: &4 C X — Y € um operador linear,
nao necessariamente limitado, cujo dominio é <y que € um subespaco linear
de X. Define-se o subespaco linear de Y

G={ge€Y;g=Af, para algim f € T}.

chamado de imagem do operador A. O conjunto de todos os operadores
lineares munido das operacoes de soma e multiplicacao por um escalar A € C

o (A+B)f=Af+Bf para todo f € Ths= TN G,
e MNA)f = XAS) para todo f € Tha= Ph.
gera um espaco vetorial sobre C.

Definigao 1.1.21 Suponhamos que (X, ||-||[x) € um espago de Banach sobre
C, X* éodualde X e (-,")x x- a dualidade entre X, X*. Ponhamos, para
cada f € X,

J(f)={9" € X" {},0) xx- = IflIx = lg"[I5x-}-

A aplicacao j: X — X* € chamada de aplicacao dualidade se
i(f)edif), vfeX

Diz-se que o operador linear A: 2 C X — X € densamente definido se

Tn =X
Diz-se que A € dissipativo se para alguma aplicacao dualidade, j, tem-se
Re <~Af7j(f)>X,X* <0, Vfe .
Diz-se que A é m-dissipativo se A € dissipativo e F%_1 = X.

Definigao 1.1.22 Suponhamos que (X, ||-||x) wm espago de Banach sobre
CeA: 294y C X — X um operador linear. Diz-se que A € fechado se as
condicoes:
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i) fn€ Zn e fn— f em X quando n — oo,
ii) Af, — g em X quando n — oo,
implicam que:

feon e g=Af.

Definigao 1.1.23 Suponhamos que (X, ||-||[x) € um espago de Banach sobre
CeA: 9,C X — X €um operador linear densamente definido. Define-
se um operador linear A* : & C X* — X* chamado de operador adjunto
de A, cujo dominio € o subespaco de X*, dado por

G ={g" € X*;3C <o/ [{Af,9)xx- | <Clfllx, V€ P}

e satisfaz
<Af’ g*>X,X* - <f7 A*g*>X,X*7 Vf € %; Vg* S a@z{

Definigao 1.1.24 Suponhamos que (H,(-,-)g) € um espaco de Hilbert sobre
CeA: 24 Cc H— H um operador linear densamente definido. Diz-
se que A € auto-adjunto (respectivamente anti-hermitiano) se Z. = Zj
(respectivamente T = 1 4).

Corolario 1.1.25 Suponhamos que (H,(-,-)g) um espago de Hilbert sobre
CeA: 24 C H— H um operador linear, densamente definido e m-
dissipativo, entao A € anti-hermitiano se e so se —A ¢é m-dissipativo.

Corolario 1.1.26 Suponhamos que (H,(-,-)g) € um espago de Hilbert so-
bre C e A: 25 C H — H ¢ um operador linear, densamente definido e
m-dissipativo, entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes

i) O C Z tal que A*L@A =-A
ii) Re(Af, f)g =0 para todo [ € Zj.

1.2 Triplo de Gelfand e Formas Sesquilineares

Definigao 1.2.1 Suponhamos que (V. (-,.-)v), (H, (-,./)g) sao trés espagos
de Hilbert sobre C e V* ¢ o dual de V', entao um triplo de Gelfand consiste
de um esquema de 1mersoes dado por

Ve H~H V"
com H denominado por espaco pivot. Onde
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a) V — H: significa que o cada v € V identifique-se com um elemento
de H através do operador injecao identidade © onde i € continuo e
i(V)) € denso em H.

b) H >~ H*: significa que existe um isomorfismo isométrico J : H — H*
que para todo h* € H* existe um unico v € H tal que J(u) = h*
definido por

h,J > — (u,h)y, YheH
(hgw), = ()
onde J € unico, ||Jullg = ||u|lg e J(H) = H*.

c) H— V*: significa que a cada h € H define-se T'(h) € V* por

<U,T(h)>W* = (h,o)y, YveV (1.2.1)

onde T : H — T(H) C V* € um operador linear, continuo e bijetivo
com T(H) denso em V* na topologia o(V*, V).

OBSERVACAO.- Com um triplo de Gelfand, as vezes é comum usar a dua-
lidade (-,-)yy« como extensdo por continuidade do produto escalar (-,-)g
de V x H sobre V x V* isto é, para v* € V* de (1.2.1) tem-se

<v,v*> = lim <U,Tun> = lim (u,,v)y
A% A%

n—oo n—oo

o(V*V
onde u, € H, tal que Tu, (—> ) v,

Definicao 1.2.2 Suponhamos que V — H — V* ¢é um tripolo de Gelfand.
A aplicacao a:V xV — C € chamada de forma sesquilinear se satisfaz

e a(f+Ag,h) =a(f,h)+ Aa(g,h), VfgheV eVaeC,
e a(f,g+Bh) =a(f,g)+ Ba(f,h), VfgheV eVeC.

a) A forma sesquilinear a € hermitiana se satisfaz

a(f,9) =alg. f), VfgeV
b) A forma sesquilinear a é continua em V' se existe M >0 tal que

la(f,9)l < M| fllvigllv, YfgeV.
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c¢) A forma sesquilinear a € coerciva em V' se existe § > 0 tal que
alf, I = 8IfIIy. YfeV.

OBSERVACAO.- Se V < H < V* é um triplo de Gelfand e a uma forma
sesquilinear continua em V', entdo a terna (a,V, H) esté associada com um
operador linear A, € L(V,V*) de forma univoca definido por

<g,Aaf>VV* —a(f.g), VfgeV. (1.2.2)

Agora se definirmos o operador linear A, : &4, C V — H com dominio
Ty, ={f€V;g—a(f,g) écontinuaem V com anorma de H},
entao, em geral, ele nao é limitado sobre V', mas satisfaz
a(f,9) = (Aaf.9)u, Yf€ Tu, e VYgeV. (1.2.3)

S6 assim é possivel definir a seguinte forma sesquilinear continua em V'

at:VxV — C
(f.g) = a*(g,f)=a(f 9),

de tal forma que, a terna (a*,V, H) é associada ao operador linear A, :
.. C H— H, que em geral é nao limitado e cujo dominio é definido por

.. ={9€V; f—a*(g,[f) é continua em V com a norma de H}
e satisfaz a seguinte propriedade
a’(g, f) = (Aag, f)n, V€ Th. e VgeV. (1.2.4)

Teorema 1.2.3 (Lax-Milgram) Suponhamos que V — H — V* ¢ um
triplo de Gelfand e a é uma forma sesquilinear continua em V', e coerciva
em V', entao

i) Aq € um isomorfismo linear de V- em V* e A;l € LIV, V) com

q |

MG ey <

ii) Z, € denso em V e, portanto, € denso em H.
i) Ag 1 T, CV — H € fechado com A, = Ay e satisfaz (1.2.3).
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1.3 Problemas de Transmissao de Segunda Ordem

Na literatura matematica existem varios trabalhos dedicados ao estudo de
problemas de transmissao de segunda ordem em dominios limitados de R™.
Dentre elas, aproveitamos a metodologia feita para formular variacionalmente
alguns exemplos de problemas de transmissao dados por Dautray-Lions em
|7] e usamos os espagos funcionais construidos por Nicaise-Séndig em [19]
para uma boa colocagao de problemas de transmissao. Estes problemas se
distinguem pela presenga de ao menos uma interface dentro do dominio, o
qual é o contorno que divide dois subdominios. Sobre cada lado da interface,
tem-se equagoes elipticas de segunda ordem ou sistemas o qual podem ser
distintas e ter uma combinacao de condicoes de transmissao sobre cada in-
terface envolvendo tracos sobre ambos lados da interface.

Considere uma particao do intervalo I =l]a,b[ em n intervalos limitados
I =Jag, br[, kK =1, ...,n tal que seus extremos satisfazem as desigualdades

—o<a=a<b=a<b=..=a,1<b1=a,<b,=b<+o00. (})
De acordo ao valor de n escolhemos os conjuntos €2, e 2_ de forma que

Se n =2, Q. =1L e Q_ =1,

Se TL:3, Q+:IQ € Q_:[1U13,
Se n =4, Qy =lag,b3] e Q_=1LUI,
Se n =25, Qp =lag, by e Q- =1L UI;,

OBSERVACAO.- Se n = 4, veja que ), pode ser particionado novamente em
conjuntos ¥, = Iy e Q' = I3 equivalente ao esquema da particao n = 2. Se
n = 5, veja também que €2, pode ser particionado em conjuntos ', =I5 e
Q' = I, U1, equivalente ao esquema da particao n = 3, logo para qualquer
valor m, sempre, ¢ possivel reduzir nosso estudo aos casos n =2 e n = 3.

Q +
| | | |
[ | \ \
Q, Q. a, a, a. b
| | | T~
a, a, b, Q.
(a) n=2 (b)y n=3

Figura 1.1: Alternativas principais para os conjuntos €2, e 2_ em R.
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Em geral, para R™ com m > 1, quando €2 é, por exemplo, um dominio
limitado em R? cujo contorno é uma curva suave de classe O, entdo nosso
estudo se concentra em dois esquemas dados na Figura 1.2

(a) (b)

Figura 1.2: Alternativas principais para os conjuntos Q. e Q_ em R?

E possivel ver, na Figura 1.2, que os conjuntos €, e €_ sdo subdominios
internos de €) cuja interface entre eles ¢ uma curva de classe C*, denotada
por X, para o caso (a) é dada por 92, NOL_ eno caso (b) é, simplesmente,
0€),, s6 assim tem-se

Q=0,UXUN_

Se o contorno de €2 é 0f2, denotado por I', entao é possivel distinguir, na
Figura 1.2, que I' no caso (a) é dividido em duas partes I'y e I'_, dados
por 02, \ ¥ e 09_ \ ¥ respectivamente, tal que

F:F+UF_

e no caso (b), ' =9Q_\ ¥ que é subconjunto de 9€)_.

Nas configuragoes acima, cada problema de transmissao de segunda ordem
podem ser tratado como problema eliptico de valor de contorno para sistemas
se as seguintes ferramentas e condicoes sao consideradas

i) Dois operadores diferenciais elipticos de segunda ordem, Ly e L_, o
primeiro deles atua sobre funcoes u, : 2, — C e é dado por

= 0 + aU+ i +8U+ +
Liu, = g —(a =)+ Y a— +aju, (1.3.1)
Ox; " Ox; 7 Ox;
ihj=1 T =1 ’
+ o+ o+ + ’
onde a; i, aj , 0y SA0 constantes com a; # 0, por sua vez L_ esta

definido sobre fung¢oes u_ : Q- — C e é dado pela expressao (1.3.1)

44 7

substituindo o simbolo “—" no lugar de “+".
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i)

iii)

iv)

Um sistema de operadores de contorno Cr, = (Ir,,Dr,) associados
ao contorno I';, exibido no caso (a) da Figura (1.2) e s@o definidos por

= Ou

Tr uy = tha—f +thuy, (1.3.2)
=1 9

Dr,uy = djuy, (1.3.3)

onde t;’,ta“ ,df sdo constantes com t;“, dj nao nulas. O sistema Cr,
atua sobre o trago de uy ao contorno I'y e o vetor t = (¢,t5, ..., 1)
de coeficientes da parte principal de Tr, satisfaz

t-vt#£0 (1.3.4)

onde v" ¢é o vetor unitario e normal ao contorno I', e tanto t como v*

estao definidos em cada ponto de I';. Neste mesmo caso (a) da Figura
(1.2), se define outro sistema de operadores de contorno Cr_(1r_, Dr_),
associados ao contorno I'_ que sdo dados pelas expressoes (1.3.2) e
(1.3.3) substituindo o simbolo “—” no lugar de “+4”. Finalmente por
analogia ao caso (a) é possivel definir sistemas de operadores de contorno
para o caso (b) da Figura (1.2).

Um sistema de operadores interface Cy = (1%, Dy) associado a inter-
face X de tal forma que Ty, e Dy sao definidos guardando a mesma
ordem que (1.3.2) e (1.3.3) respectivamente ademais a restrigao (1.3.4) é
satisfeita pelos coeficientes principais de 7%, desta vez, com respeito ao
vetor unitario e normal & interface, denotada por v*, que é definida nos
pontos de ¥ no lugar do contorno I',, a diferencia relevante entre Cy,
e os sistemas apresentados em (ii) é que Cy atua nao s6 sobre o trago
de wuy senao também no traco de u_ a interface, X, seja o caso que
for na Figura (1.2), portanto é logico usar a notacao de dupla entrada
(uy,u_) para os operadores fronteira e do sistema proprio

Cy(uy,u_) =Ciuy + C_u_
Ts(uy,u-) =Tiuy + T u-, Ds(us,u-) = Diuy + D_u-

Condicoes de compatibilidade sempre serao consideradas se estudamos
equacoes diferenciais elipticas com condicoes de contorno. Esta condicao
sO faz sentido se o operador associado a equacao diferencial eliptica é
propriamente eliptica como na Defini¢ao 1.2 no Capitulo 2 em [16]. A
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propriedade de um operador ser eliptico equivale a propriedade de ser
propriamente eliptico quando m > 3 foi mostrado por Lopatinsky em
[18]; no enquanto para m = 2 exigimos que seja propriamente eliptica.
Assim, no caso (a) da Figura (1.2) sdo duas condigoes, a primeira é dada
entre Cp, e Ly, para isto, suponhamos que = € I'y e s
tangente ao contorno I'y no ponto x, o polindmio associado a parte

é o vetor

principal do operador L, é dado por

Po(z) = 3 afy(@)(s! + 2 )(s] + ),

%, J
1,7=1

e sua raiz, dentre as duas raizes que P, possui, com parte imaginaria

positiva sera denotada por zop(x,s™, "), considera-se também o ideal

com gerador (z — z9(x, s*,v")), que por defini¢ao, é dado por

Tr = {(z = 2o(x,s",v"))p(2); p(2) € Cl]}

e dois polindmios, um associado a parte principal do operador T, e
outro associado a parte principal do operador Dr, dados por

m

Qu(z) =Y tH(x)(s] +21)) e Quz) =dj,

J=1

respectivamente. Entao a condi¢ao de compatibilidade entre Cr, e L,
se satisfaz, se os polinomios ()1 e ()9 sao linearmente independentes
modulo Z,, isto &, se C[z]/Z; ¢é o espago quociente e 7 : Clz] —
Clz]/Z; ¢ o operador quociente natural, entdo 7(Q1), 7(Q2) sao li-
nearmente independentes. A segunda condicao é dada entre Cr e
L_, para isto, substitui o simbolo “—" no lugar de “+” na condicao de
compatibilidade anterior. Por analogia ao caso (a) é possivel determinar

condigoes de compatibilidade para o caso (b) da Figura (1.2).

Condigoes de compatibilidade entre Cy, e o sistema {L,, L_}, também
requerem da exigéncia de que L.,L_, sejam propriamente elipticos
para m = 2, desta forma suponhamos que x € ¥ e s> é o vetor tan-
gente a interface > no ponto x, o polindémio associado a parte principal

do operador L, dado por
P.(z)= Z CL;FJ(:U)(SZE + ZVZZ)(SJZ — ZV]Z)
ij=1
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e o polindémio associado a parte principal do operador L_ dado por

5
denotemos por zy(x, s>,

e zo(z, s>, —VZ) a raiz com parte imaginaria positiva de P_, considera-
se também o ideal com gerador (z — zo(z, s, v>))(2 — 2(x, 8=, —/%)),

que por definicao, é dado por

Ts = {(2 — 2oz, s7,v7)) (2 — 2w, 87, —v"))p(2) s p(2) € C[z]},

e quatro polindmios, uma dupla associada as partes principais de T, e

v™) araiz com parte imaginaria positiva de P,

T que compoe o operador Ty, dado por

m

Zt* (F4+207) o Q(z) =D t;(x)(sT — =),

j=1
e outra dupla associada a D, e D_ que compoe Dy, dado por
R.(z)=df e R (2)=d;.

Entao a condigao de compatibilidade entre Cy, e o sistema {L;,L_}
se satisfaz, se as linhas da matriz

( Ri(z) R_(z) > " ( P(z) 0 >
Q+(2) Q-(2) 0 Pi(z)
sao linearmente independentes modulo Zs..

Definicao 1.3.1 Diz-se que o problema de trasmissao de sequnda ordem
com coeficientes constantes sequinte

Liuy = fy em Qy

Lu =f em Q_

Cru_ =g em T

Ty(up,u ) =Tuy + T u_=p em X
Dy(ui,u_)=Diur + D _u_=q em X

€ um problema de transmissao eliptico e reqular sempre que as condicoes
(1)-(11i) se verificam, a condi¢io (iv) se verifica em cada ponto de I'y e T'—
e a condi¢ao (v) se verifica em cada ponto de 3.
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OBSERVACAO.- O problema de transmissao eliptico e regular em intervalos
da reta, como é mostrado na Figura (1.1), é simplesmente um problema de
transmissao de segunda ordem que envolve equagoes diferenciais ordinarias
e certas condi¢oes de contorno. Tendo em conta as condigdes (i)-(v) para
m > 2, no seguinte exemplo, vemos que, para o caso unidimensional algu-
mas destas condicoes sao triviais e outras nao podem ser aplicaveis.

EXEMPLO.- Considere o problema de transmissao de segunda ordem

Lot =atul,=f, em Q =a,(]
Luw =awu,=f en Q_ =|¢b

com at # 0, a~ # 0 e as condi¢oes de contorno e transmissao

D,(u")=u"(a)=0 em C,

Dy(u)=u (b)=0 em C,
D.(u"u")=u"(c)—u (¢)=0 em C,
T.(u"u)=a"ul(c)—au,(c)=0 em C.

Este problema se caracteriza por ter dois operadores elipticos Ly, L_ que
nao sao propriamente elipticos logo as condigdes de compatibilidade (iv) e
(v) ndo podem ser aplicaveis. Conforme & teoria sobre problemas de valor
de contorno para equagoes diferenciais ordinarias, a condigao (7i) se verifica,
pois temos um operador de contorno D, de ordem 0 o qual serve para fixar
a condigao essencial do problema (1.3.5) no extremo x = a e o operador
de contorno Dj de ordem 0 que serve para derivar a condi¢ao essencial do
problema (1.3.6) no extremo x = b, assim a condi¢ao (1.3.4) se verifica desde
que nos extremos £ = a ¢ x = b os vetores normais sao v =—-1le v =1
respectivamente. Finalmente podemos ver que a condigao (7ii) se verifica pois
temos definido, sobre a interface x = ¢, o operador interface D, de ordem
0 que serve para fixar a condicao essencial de transmissao e o operador T
de ordem 1 que serve para derivar a condicao natural de transmissao, assim
mesmo se corrobora a condigao (1.3.4) desde que v* = 1. Portanto o este
problema de transmissao de segunda ordem é um problema de transmissao
eliptico e regular.

A boa colocacao de um problema de transmissao eliptico e regular precisa de
sua formulacao variacional fraca, o qual requere classes de funcoes definidas
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em conjuntos desconexos da reta R, do tipo = U}_ I, com I} =]ay, by|
cujos extremos ag, by seguem as desigualdades descritas em (7).

Nem toda funcao f € C*(Q2) junto com suas derivadas {f’, f", f"",...}
podem ser estendidas continuamente ao fecho €, por exemplo a funcio
f(x) =1/x definida em 2 =] —1,0[U]0, 1[; em contraparte define-se

—~——

O®(Q) = {p € CX(Q): o®) € C(Q), Yk € ZZ).

A classe de funcoes em C*(Q) com suporte compacto em 2 ¢ definida por

Coo(Q2) ={¢ € C™(Q); supp g C Q}.

O aspecto relevante nas fungoes f € C5°(2) é que f = 0 na proximidade
de cada ponto xz = a; para todo k =1,...,n como na Figura 1.3.

al 5 a3 . o o . a é

Figura 1.3: Elementos da classe C§°(£2) s@o nulos na vizinhanga de todo ponto z = a
na topologia usual de R induzida sobre ).

Em geral, a classe de fungoes em C*°(2) que se anulam unicamente nas
proximidades do ponto x = a; como na Figura 1.4 ¢é definido por

Coo(Q)) = {¢ € C*(Q) ; ¥ = 0 na vizinhanca de x = ay }.

”

Para evitar ambiguidade, no caso que ar = 0, usaremos “x” no lugar de ay.

1 n n

Figura 1.4: Elementos da classe C;°(§2) sao nulos unicamente na vizinhanga do ponto
x = a na topologia usual de R induzida sobre ().

Finalmente, segundo a Figura 1.4, a curva que representa o elemento em
C22(€2) énulanos pontos © = a; e * = a, 1 mas nao em suas proximidades.
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E importante observar que para qualquer funcdo f no espaco de Sobolev
HY(I) com I =]a,b| implica que a restricio de f a qualquer subintervalo
I =lag,bx[, VE = 1,...,n com ay, by cumprindo as desigualdades em (7),
denotado por f|;,, pertence ao espago de Sobolev H!(I;); sem embargo o
reciproco nao ¢é verdade, assim precisamos introduzir espacos de Sobolev nao
convencionais definidos sobre €2 = Uj'_; I}, para fechar a relagao reciproca.

Definigao 1.3.2 Suponhamos que m € Z§ e H™(Iy) para k = 1,...,n
sao os espacos de Sobolev sobre o intervalo Iy, entao definimos

H™Q) ={f: Q= C; fl;, € H"(I;), Yk =1,...,n}.

Se (-, )moar, representa o produto interno do espago de Sobolev H™(I}),
entio o espaco H ' (Q) € um espago de Hilbert sobre C com o produto

mterno
n

def
(fs@)m20 = Z(fhk,ghk)m,z,lk

k=1
e que esta dotado com a norma induzida

n

def 1/2

1 llmze (310l es)
k=1

Define-se também os sequintes espagos
m “ao7 7 lm.2. m oo lme,
Hy'(I)=Cge(1) ™™™ e Hy(Ly) = Cgo(ly) ™.

O lema que estabelece em que toda funcdo em H'(I) pertenca a C(I) salvo
modificagoes, possivelmente num conjunto de medida nula, é o seguinte

Lema 1.3.3 Toda funcio f pertencente a H'(I) € continua em I e eriste
¢ >0 (independente da sele¢io da fungao f) tal que

sup |f(z)| < c|lf

zel

127

Assim, cada funcao f € 9{1(9) tem restricao f|;, € C(I), Vk =1,...,n
tornando a fungao f continua por partes no intervalo I =la,b|, isto é, f
pode revelar um salto em algum ponto x = ay; enquanto funcoes em H1()
sempre sdo continuas em Q = I = [a, b].
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O Lema 1.3.3 também permite que os valores de contorno da fungao f em
HY(I) coincida com f(a) e f(b). Em particular segue a caracterizacao

feHy(I) < feH(I) talque f(a)=f(b)=0,

1.3.7
fe H(I) < fe H'(I) talque f(a)=0. ( )

Teorema 1.3.4 (Poincaré) Euxiste C, > 0 (depende de med(I)) tal que
1fller < Coll fallor, VY f € Hy(1).

Em outras palavras, sobre HX(I), a quantidade || f.||2 € uma norma equiva-
lente & norma || - ||12.7. Mais geralmente, existe um C, > 0 tal que

1 b 2
18 = | [ f@ta] < Gl Vs e 1),

Em geral, também podemos definir, para cada m € ZJ, uma subclasse de
funcoes em H " (€) com condicdo nula em algum ponto z = a;, dado por

H o () = {f € H"(Q); fl1, € Hyy(Ir)}

que é um espaco de Hilbert com o produto interno

k—1 n
def
(fs Dmaa = Y _(flr gl man " Pl 68" Pli)an+ Y (flrs 9l
j=1 j=k+1

e que esta dotado da norma induzida
1/2

def
1fllm20e = ZHflI I2r, + 113

+ Z 115,12,

j=k+1
Teorema 1.3.5 C(1) ¢ denso em H™(I) na norma | - ||ma.r-
Lema 1.3.6 Para cada m € Zg, a sequinte igualdade se satisfaz
H™ N I) = {f € H™ Q)5 ™ ag) = f™af), Vh =20}

Definigao 1.3.7 Suponhamos que m € Z*, entao H™"(I) € definido como
0 espago dual do espago HJ'(I). H™™(I) é um espago de Banach com norma

\T||=m2r= sup |Tf], VT € H™(I).
{fiHén(I)
m,2,1=1
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Teorema 1.3.8 Suponhamos que m € ZT e T ¢ uma distribuicao em
D'(I), entao T € H™™(I) se e sd se existem gy, ..., gm € L*(I) tal que

m
T=> (-1)FD'T,,.
k=0
onde D* representa a k-ésima derivada no sentido das distribuicdes.

Teorema 1.3.9 (Rellich-Kondrachov) Para todo intervalo limitado I,

H(()Scd e WW(I) S L) para 1<q< .

onde WHHI) = {f € L*(I); 3g ¢ Ll( ) tal que,
/ fla)enla)ds == [ gla)ola)da Vo€ D))

Teorema 1.3.10 (Gagliardo - Nirenberg) Dado f € W™ (I)NLY(I) e

1 <7, q < oo. Para qualquer mtezm Jj, 0<j<m epara qualquer nuimero
a no intervalo £ < a <1, onde 2 5= +a(l—m)+(1- ) Entao existe
C >0 tal que

1D? fllp.r < CNF N1l

Definicao 1.3.11 Suponhamos que (X, ||-||x) € um espaco de Banach sobre
C e a aplicagao
f:10,T[— X

entao

a) f € continua em sy €]0,T[ se

lim [|f(s) — f(s0)[x = 0.

S—So

O conjunto de todas as funcoes que sao continuas em cada ponto de
10,T[, € denotado por C(0,T; X).

b) f € derivdvel em tg E]O,T[ se existe £ € X tal que

‘ f(to+h) —
h—>0 h

g =0 (fu2e)

O conjunto de todas as fungoes f € C(0,T;X) que sao derivdveis em
cada ponto de |0, T[, é denotado por C1(0,T;X).
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Definicao 1.3.12 Suponhamos que (X, ||-||x) € um espago de Banach sobre
C, p € [1,00] € ]0,T[ € o intervalo finito e equipado com a medida de
Lebesgue dt, entao LP(0,T; X) € o espago das (classes de) fungoes vectoriais
f:]0,T[— X mensurdveis no sentido de Lebesque e tais que

T
/ IOt < 00, se 1< p< oo,
0

supess ||f(t)||x < oo, se  p=o0.
0<t<T

O espaco LP(0,T;X) € um espaco de Banach sobre C com norma

T 1/p
| fllzro.1,x) = (/ Hf(t)H’;(dt) se 1<p<oo
0

||fHLoo(0,T,X) =inf{C; ||f(t)||lx < C qt.p. em]0,T[} se p=oc.

Teorema 1.3.13 Suponhamos que V' — H < V* ¢ um triplo de Gelfand.
Se fe L*(0,T;V) e fe L*0,T;V*), entao f € C(0,T;H). Além disso

i) Para cada v € V, a fung¢io t — (f(t),v) € fracamente derivdvel em
10,7 e

d .

Sl o] = (v i)

i) A fungdo t — ||f(®)||* € absolutamente continua em ]0,T[ e

/N

Sl O] = Retf0). S0

DO |

1.4 Cy-semigrupos gerados por operadores dissipativos

Definigao 1.4.1 Suponhamos que (X, ||-||x) € um espago de Banach sobre
C e {S(t)}i>0 € uma familia de operadores em L(X) que serd dito de
semigrupo em X se a aplicagio S: Ry — L(X) satisfaz

a) S(0)=1
b) S(t+s)=5(t)S(s), Vt,s € R].
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O semigrupo S(t) € dito de classe Cy ou Cy-semigrupo se

lim ||S(t)x — z|]|x =0, VzeX.

t—0+

1. Todo Cy-semigrupo é dito de contracoes se
1Sl exy <1, VE>0

2. Todo Cy-semigrupo € dito de unitdrio se para todo x € X tem-se
Sty =8t vt>0

Definigao 1.4.2 Suponhamos que (X, ||-||x) € um espago de Banach sobre
C e S(t) é um Cy-semigrupo. O gerador infinitesimal associado com S(t)
¢ representado pelo operador linear A: &4 C X — X definido por

S(t)x — -
Ax = lim M = S+(t)x‘ . para todo x € Z,
t—0t t t=0
S(t)r —
g = {x € X; lim M e:z:z'ste}.
t—0+ t

Teorema 1.4.3 (Hille-Yosida) Suponhamos que (X, || -|x) € um espaco
de Banach sobre C, w € R e M > 1. Um operador linear A: &4 C X —
X satisfaz as sequintes condicoes se satisfazer ao menos uma delas:

a) A é gerador infinitesimal de um semigrupo Cy, S(t), satisfazendo

1SE) Iy < Me*', Vit >0.

b) A é um operador fechado e densamente definido em X tal que para
cada A € C com w < Re\, tem-se A € p(A) e

M

M — A <
JOT = A) o) < 5 —

Teorema 1.4.4 (Lumer-Phillips) Suponhamos que (H,(-,-)g) € um es-
paco de Hilbert sobre C e A: 24 C H — H € um operador linear den-
samente definido em H. Se A € dissipativo tal que 0 € p(A), entao A ¢
gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragoes sobre H.

Teorema 1.4.5 (Stone) Suponhamos que (H,(-,-)g) € um espaco de Hil-
bert sobre C e A : 2, C H — H € um operador linear densamente
definido em H, entao A € o gerador infinitesimal de um Cy-grupo unitdrio
se e somente se A* = —A.
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1.5 Estabilidade de Cj-semigrupos

Definigao 1.5.1 Suponhamos que (X, ||-||x) € um espago de Banach sobre
C e S(t) é um Cy-semigrupo em X, entao S(t) € dito

1. Uniformemente estdvel ou simplemente U.E. se
Tim [}8(0) | zx) = 0. (151

2. Fortemente estdvel ou simplesmente F.E. se

tlim |S(t)x||lx =0 para cada € X (1.5.2)
—00

OBSERVACAO.- Na literatura ¢ comum que estabilidade uniforme também
seja dita de estabilidade exponencial, é dizer, um Cy-semigrupo S(t) é ex-
ponencialmente estavel se existem constantes positivas v e M > 1 tal que

1S(t)|lx < Me™, Vit >0.
Proposicao 1.5.2 O sequinte esquema logico € verdadeiro

(UE.) = (F.E) mas (UE. « (F.E.)

Definicao 1.5.3 Suponhamos que (X, ||-|x) € um espago de Banach sobre
C e S(t) é um Cy-semigrupo, entdo o sequinte numero

wo(5) W inf {w eR;IM, >1 tal que [|S@)|cx) < Mue', Vi > O}
representa o tipo do semigrupo S(t) e pode ser calculado mediante o limite

In ||S(¢
wo(S) — Lm HH ()HE(X)

t—oo t

(1.5.3)

Proposigao 1.5.4 Suponhamos que (X,|| - ||x) € um espago de Banach
sobre C e S(t) um Cy-semigrupo, entao S(t) € U.E. se e sd se wy(S) < 0.

OBSERVACAO.- A Proposicao 1.5.4 é um critério que caracteriza a estabili-
dade uniforme através do tipo do semigrupo, as desvantagens deste critério
¢ o conhecimento explicito do semigrupo além do mais tentar calcular o tipo
de semigrupo seria uma tarefa formidavel. Geralmente em muitos problemas
o gerador infinitesimal e a resolvente sao conhecidos mas nao o semigrupo.
Por isso, muitos resultados sobre estabilidade envolvem o espectro do gerador
infinitesimal e a resolvente.
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Definicao 1.5.5 Suponhamos que (X, ||-||x) € um espaco de Banach sobre
Ce A: 25 C X — X € um operador linear fechado. O conjunto
resolvente de A é o subconjunto p(A) de todos os A em C tais que \I—A
é bijetor. O espectro o(A) do operador fechado A pode ser descomposto
em trés partes disjuntas

i) O conjunto dos auto-valores de A chamado de espectro pontual e €é
definido por

op(A)={Ae€a(A); NI —A nao € injetor}.
ii) O espectro residual o.(A) de A, definido por

o (A) = {)\ co(A); NI—A ¢€injetor e 931,,4)( C X} :

iii) O espectro continuo o.(A) de A, definido por

o(A) = {)\ co(A); NI —A éinjetor, FB 12T X e L@?MfAX = X}.

Claramente o(A) = o,(A)Uo,(A)Uo,(A) com unido disjunta.

Definicao 1.5.6 Suponhamos que (X, || -|lx) € um espago de Banach so-
bre C e Sy(t) um Cy-semigrupo em X com gerador infinitesimal A. O
sequinte numero real

s(A) =sup{ReX; A € 0(A)}
€ dita a cota superior do espectro de A e ele satisfaz
—00 < s(A) < wp(Sa).

Teorema 1.5.7 Suponhamos que (X, || ||x) € um espago de Banach sobre
C, tal que X € um espago reflexivo e Sa(t) um Cy-semigrupo em X com
gerador infinitesimal A. Se Su(t) e A satisfazem as sequintes condigoes

i) AM >1 tal que |[[Sa(t)|lpx) <M, Vt>0,
i) op(A) NiR =0,

iii) o(A) NiR € contdavel.

Entao Sy(t) é F.E..
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Teorema 1.5.8 (Priiss) Suponhamos que (H,(-,-)g) € um espago de Hil-
bert sobre C e {eM}sg € um Cy-semigrupo de contragées em H com
gerador infinitesimal A. Entdo {e*};>o é U.E. se e somente se

iR C p(A) (1.5.4)
e satisfaz a sequinte condicao
‘QimMI—Armam<um (1.5.5)

Teorema 1.5.9 (Borichev-Tomilov) Suponhamos que (H,(-,-)g) € um
espaco de Hilbert sobre C e {eP'}>o um Cy-semigrupo de contragoes em
H com gerador infinitesimal B tal que

iR C p(B). (1.5.6)

Entao a sequinte estimativa

C

Bt 12—1

|e”"' B HLZ(H) < an

para algum C >0 e v > 0 se satisfaz se e somente se
1

|MJWM—BYNMﬂ<O,VA€R (1.5.7)
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Capitulo 2

Modelos hibridos dissipativos

Neste capitulo descreveremos a formulacao forte de trés modelos hibridos
dissipativos correspondentes a corda eldstica com dois pares de mecanismos
dissipativos, logo em cada um destes modelos estudaremos a boa colocacao
mediante a teoria de semigrupos.

2.1 Modelo hibrido termoelastico

Suponhamos que o intervalo aberto I, =Jly, | representa uma corda elastica,
colocaremos um mecanismo dissipativo em cada extremo de I., no extremo
x = | da corda fixamos uma caixa contendo material granular, este objeto
¢ um mecanismo com precedentes dissipativos de tipo tip body, no extremo
x = lp conectamos um intervalo aberto I, =]0,[y| representando uma com-
ponente termoeléstica que ficarda presa em x = 0, esta componente termoe-
lastica é considerada um mecanismo dissipativo localizado, ver Figura 2.1.

Tip Load
Peca _ o
Termoelastica Material Elastico

0 b )

Figura 2.1: Corda hibrida composta de peca termoelastica e tip load.

A seguir descrevemos a formulacao forte do modelo hibrido termoelastico.
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Suponhamos que {2 = I U I, represente a corda hibrida na Figura 2.1 cujo
movimento ¢é regido pelo sistema hibrido de ondas descrita por

plx)p(z,t) = o.(x,t), z€Q, t>0. (2.1.1)

Onde p(z) representa a densidade da corda composta, sendo assim um coe-
ficiente de valores positivos que dependem de cada componente, isto é

plx)=p; se x€l. e plr)=p. se x€l (2.1.2)
e o(x,t) é o estado tensional da corda composta regido pela Lei de Hooke
o(x,t) = a(z).(z,t) —m(x)f(zx,t) (2.1.3)

onde «(x) é o coeficiente de rigidez elastica da corda composta, sendo assim
uma funcao de valores positivos que dependem de cada componente, isto é

az)=a;, se ze€l, ¢ ar)=a se z€l (2.1.4)

e m(z) é o coeficiente de expansdo térmica, por isso é uma funcao de valor
positivo quando é restrita a componente I, e nula em outro caso, isto é

m(z)=m,; se z€l. ¢ m(x)=0 se z¢€l. (2.1.5)
De acordo ao balango de energia na Figura 2.1 tem-se

cO(z,t) — kOp(z,t) +mptbp(z,t) = 0, zel, t>0 (2.16)
onde c¢ e Kk sao constantes positivas representando o coeficiente da capaci-
dade de aquecimento e o coeficiente de conducao térmica respectivamente.
Impomos as seguintes condicoes de contorno

»(0,6) =0 e (,t)=w(t), t=>0. (2.1.7)

Neste caso analisaremos todas as condi¢oes de contorno na variavel térmica

Tipo 1:0,(0,t) =0(lp,t) =0, t>0
Tipo 2:6(0,t) = 0,(lp,t) =0, t>0
Tipo 3:60(0,t) = 0(ly,t) =0, t>0
Tipo 4:0,(0,t) = 0,(lp,t) =0, t>0

(2.1.8)

Se w representa o tip body, entao seu comportamento dindmico é dado por
p3(t) +azw(t) +dii(t) +ace(l;t) = 0 £>0. (21.9)
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Na conexao x = [y é importante manter a continuidade estrutural e o fluxo
tensional que corresponde as seguintes condicoes de transmissao

Oy, t) =v(g,t) e o(ly,t)=o(f,t) t>0. (2.1.10)
Finalmente consideramos as condigoes iniciais
@D(SU;O) :¢07 ¢(2§',0) :77/}17 9(1’,0) :907 (2111)

w(0) =wy, e w(0)=w;.

Se excluimos a componente termoelastica I, no modelo anterior, = I,
depois de uma reparametrizacao transformamos I, =|0, [ veja a Figura 2.2.

Tip Load

Material Elastico

——

0 [

Figura 2.2: Corda hibrida elastica com tip load.

Para descrever a formulacao forte deste modelo hibrido comecamos com a
equacao de onda que descreve o movimento de uma corda elastica dada por

peb(x,t) — aethpe(z,t) = 0, O<axz<l, t>0. (2.1.12)
Satisfazendo as seguintes condi¢oes de contorno
»(0,6) =0 e (I, t) =w(t), t>0 (2.1.13)
onde w ¢ o tip body atuando com a mesma equagao de movimento
p3W(t) + asw(t) + dy w(t) + ae ¥ (I,t) = 0, t>0. (2.1.14)
Usa-se também as condigoes iniciais

Y(x,0) = 1y, ¢($,0) =1, w0)=wy e w(0)=w (2.1.15)

Em seguida se prova a existéncia e unicidade de solucao s6 para o modelo
hibrido dissipativo (2.1.1)-(2.1.11) com cada condigao em (2.1.8), pois este
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tem como caso particular o modelo hibrido dissipativo (2.1.12)-(2.1.15).

Multiplique a equagao (2.1.1) por ; integre em 2 = I. U I, resulta

[ playidds ~ [ ouide =0

Q

use-se I.P.P.; a formula (2.1.3) e a condi¢ao (2.1.10) para obter

Q

/ p(f)iﬂ@d:l} - Qe¢x(l)a + / 04(55)1@[;966&6 — / mTQExdgg =0
Q L

use-se (2.1.14), (2.1.6), as condigoes (2.1.7) e (2.1.8) para obter

/ (a(a;)%@ﬁp(x)@) do+ / ¢ 00dz+azwi-+pytid = — / k|0 [2dz—dy |2
Q I I,
tome-se a parte real e depois de usar Teorema 1.3.13 resulta
Eut) = —H;/ 10, 2z — dy i
IT

onde & (t) significa a energia do estado no instante ¢ > 0 definido por

&) = - [/Q(a(x)w + p<x>w|2)dx + /c 0% dz + aglw]® + p3w2] :

2 I
Considere o espago de fase
A = H}0,1) x L*(0,1) x L*(I,) x C*

cujos elementos serdo denotados por U = (1, ¥, 0, w, W) e define-se

(UlaUZ)%/ = /(a(fE)UMWﬂLP(ﬂ?)Uw_Q)d:EJrC/ 0102d + api D2 + P32
Q0 I,

o produto interno dos elementos U; = (u;, vy, 0, pi, ;) € # 1 =1,2,

O problema de Cauchy de primeira ordem associado é
U=AU,  U(0)="U,.

onde Uy = (g, Yo, O, wy, W) ¢ a condi¢ao inicial, e A: & C A — H~
¢ o operador nao limitado, definido por
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)

AU =

S8 o

0
0
0 0
0 I
L0 .

cujo dominio sera escolhido de acordo com cada condi¢ao em (2.1.8) por

%kz{Ue%; AU € 7/ g()iw, . 0 satlsfazendoacondu;ao}.

=1 P3

[
) =w de Tipo k em (2.1.8)

o qual é igual ao subespaco A, dado por
Ay = {U e HN0,1) N H2(Q) x HY0,1) x HA(L,) x C2; o(l) = w,

VI =W, o) = ol e 0 satisfazendo a condlgao}

de Tipo k em (2.1.8)

De fato : Seja U € Z5", entdo

b, W e HY0,1), o, € L20,1) e (E 6, — @\p) e L(1,)
C C T

isto tltimo implica que

EQE Mg estd em HY(I)
c c

e desde que a restrigao ¥|; € H!(I,), entao 0, € H'(I,) logo 6 € H*(I,).
Contando que AU € Z#, se segue que

o(r) = { a7¢xizp;(2;79(x) 22 i E Z esta em  H'(0,1)

logo pela caracterizacao do Lema 1.3.6 tem-se
o(l7) = oi3), s € HY(L) ©
So assim ¢ € H *(Q). Consequentemente
U e HN0,1)NH>*(Q) x HY(0,1) x H*(I,) x C?

I, € H1<]€)

tal que as condigoes de contorno para € de Tipo k em (2.1.8), (1) = w e
U(l) =W ja foram satisfeitas por hipoteses, Portanto U € Ay.
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Reciprocamente, se consideramos que U € A;, entao
= (4, U, 0,w, W) € HN0,1) N H*(Q) x H}0,1) x H*(I,) x C?
satisfazendo

o(ly) = ollf), (1) =w, W)=W

6 satisfaz a condi¢ao de Tipo k em (2.1.8).

Entao de acordo com as inclusoes
HP(Q)NHN0,1) € H0,1) C L*0,1) e H*(I,) c L*(I,)
podemos concluir que U € k
|
Assim denota-se por Ay ao operador diferencial A sobre o dominio gt

Lema 2.1.1 Cada operador Ay € dissipativo com dominio imerso densa e
compactamente em H .

PROVA.- Usando a Definicao 1.1.21 e Teorema 1.3.13 resulta

Re(AU,U) 5 = —,{/\eﬁd:ﬂ — WP <0, YUe @b (2.1.16)
IT

Para provar que Z4" ¢ denso em # para todo k =1,2,3,4 ¢ suficiente
mostrar para o caso k = 3, desde que a diferencia esta somente nas condicoes
de contorno da varidvel 6. Assim de acordo como Corolario 1.8. em [5]
podemos supor que existe U = (w, V.0, w,W)e # \ {0} tal que

(U,U) 5 =0, YUe T (2.1.17)
Considere-se a sequéncia U, = (¢,,0,0,1,0) € Z4* onde

1
[ =1y

e T, 1€ Jl—1/n,1] -
a(2) = ’ e o=0,1), YneN, n>
én(2) { 0, x€]0,l—1/n] (0,2), ¥n "

e substituir em (2.1.17) resulta
/ Do + 225 = 0
e
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tomando o limite quando n — oo pelo T.C.D. a integral se anula e w = 0.

Substitui-se U = (gb,O 0,0,0) € Z,* onde ¢ € C(I,) em (2.1.17) resulta

/ Yuodz = 0 (2.1.18)

o qual implica que a restricao QZ‘[T € H*(I,) tal que
z/p\m =0 em L*(I.).
De tal maneira que a seguinte equagcao ¢ valida

Uelo)dllo) =0, Vo € CX(I)
sO assim zzx(lo) = 0 e depois de integrar por partes (2.1.18) tem-se

%«m =0 em L2(IT)
$(0) = ¥u(ly) =0

cuja Unica solugao é w = 0 em [.. Por outro lado, o Lema 1.3.6 implica
que ¢( ;)= zb(lo) = 0, logo um mesmo raciocinio implica que ¥ = 0 em
I.. Portanto ¥ =0 em ]0,[[. Processos similares produzem

W=0 e U=0 em 10, 1].
Agora use U = (0,0,¢,0,0) € &4 em (2.1.17) com ¢ € C®(I.) para
obter

/ 0gdr =0 = 0=0 qtp em I (2.1.19)
IT

Assim temos U = 0 que é uma contradicdo. Portanto 24> é denso em # .

OBSERVACAO.- Desde que cada dominio { %k}izl se diferencia s6 na con-
dicao de contorno da variavel 6, a prova anterior para k = 3 pode ser usada
para k= 1,2,4 e concluir que

~

b=U=0 em |0,{[ e @=W=0;

no entanto para obter § = 0 em [,, usaremos funcoes ¢ diferentes em
(2.1.19).
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No caso ', utilize fungdes ¢ € Cio(Ir) tal que ¢,(0) = 0. No caso g),®
utilize funcoes ¢ € C®(I,) tal que ¢,(ly) = 0. No caso Z* utilize funcdes
¢ € C*(I;) tal que ¢,(0) = ¢.(lp) = 0. Em todos estes casos a fungao
¢ também pertence ao espago C°(I;), de tal forma que resulta (2.1.19).
Portanto @4" sdo densos em # para cada k = 1,2,3, 4.

Para mostrar a compacidade de, 2% em #, para k = 1,2,3,4 fixo, se
considera uma sequéncia U, = (", ¥" 6" w", W") limitada em % logo

Y", W™ sdo limitadas em H.(0,1) (2.1.20)
" ¢ limitada em H?(I,) (2.1.21)
w", W™ sdo limitadas em C (2.1.22)
tais que

Y"|; ¢ limitada em H?(I,) N H(I,) (2.1.23)
Y"|; ¢ limitada em H*(I,) (2.1.24)

satisfazendo
o) = 9" (lg) e (D) =w", (2.1.25)
a0 (I5) — me0"(I5) = acr(iF). (2.1.26)

Usa-se Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki (Cap. III, [5]) em (2.1.20)-
(2.1.24) para extrair subsequencias fracamente convergentes e logo aplica-
se Teorema 1.3.9 e Teorema de Heine-Borel para conseguir subsequencias,
denotadas com o mesmo indice, tais que

Y™, fortemente convergente em C}(I,) (2.1.27)
"™ |;  fortemente convergente em C'(I,) (2.1.28)
Wk fortemente convergente em  C,([0,]) (2.1.29)
6" fortemente convergente em C*(I,) (2.1.30)
w™ W™ fortemente convergentes em C (2.1.31)

Por outro lado, usa-se [.P.P., (2.1.25)-(2.1.26), desigualdade Young e Schwartz
para obter

Qe Nk n; Nk n; Nk n;
H%f%%%ySEWAD—%WW+mW(M—GWMW(M—¢%MH
+ 2o (sup o) [ — v lon + ol " — 0 [0+

+ CHHM . enng,L- + (% + a3)|wnk . wnj‘Q 4+ p3|Wnk . an‘z'

49




Desde que ™ ¢ limitado em # *(Q), as convergéncias (2.1.27)-(2.1.31) e a
desigualdade acima implicam que U, ¢ uma sequéncia de Cauchy em #,
logo convergente em ~# . Portanto @4 é compacto em # .

Teorema 2.1.2 Cada operador Ay € gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo
de contracoes em H .

PROVA.- Nas condigoes do Teorema 1.4.4 é suficiente provar que 0 € p(A).
Para cada F = (f?g7 h7p7 Q)t S %? procura-se U= (w7 \Ilv 97w7 W) € %k
tal que AU = F' ou equivalentemente

U=Ff em H(0,1) ( )

(atpis =m(@)0) = pla)g em L0, (2.1.33)
KOy —m U, =ch em L*(I,) (2.1.34)
(2.1.35)

(2.1.36)

W=p em C
—a (1) — agw — W = p3q em C

Substitui-se (2.1.32) em (2.1.34) e resolva-se para 6 dentro das restrigoes do
dominio &, (@42, a3 ou %4). Define-se a forma sesquilinear

b(@,é\):/ m@xgda:
IT

e o funcional linear conjugado

w(6) = —/ (mT faz+ ch)gdx
I

T

para todo 6, heV==0H l{)(IT). Para resolver a formulagao fraca do problema
verifique-se as condicoes do Teorema 1.2.3.

a) A continuidade de b em V:
[0(0,0)] < [|0x]l2.1.[102l2.2, < £l|0]lv]|0]]v-
b) A coercividade de b em V:

[6(0,0)| = )10:1l5.., > &lOII7-
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¢) A continuidade de @w em V:

~

@O < (mill fellza, + cllbllor, ) bCrlallar, < ClBly-

Denote por #, que estd em V = H. llo(IT), a solucao do problema variacional

~

6(0,0) = w(d), VOeV. (2.1.37)

Por outro lado restringe-se (2.1.37) ao subespaco D(I;) em V resulta
_ m, c. \—
/ 0,bndr — — / (— o+ —h)gbdx, V6 e D) (2.1.38)
I, I, K K

logo da Defini¢ao 1.3.2, conclua-se 0, € H(I,) entdo 6 € H*(I,).
De tal maneira que a seguinte féormula é valida

k0,(0)o(0) :/ H@mxada:—l—/ KO, 0.dx, V¢ € C(I) (2.1.39)

I, I,

e logo de I.P.P. a parte esquerda de (2.1.38) resulta
kOp =m; fr +ch em L2(IT). (2.1.40)

Portanto de (2.1.37), (2.1.39) e (2.1.40) tem-se

£0.:(0)9(0) = 0

desde que ¢ € Cp°(I) foi arbitrario, consegue-se § € H}\ (1) N H*(I;) que
satisfaz 6,(0) = 0.

OBSERVACAO.- Para o caso Z4° se considera V = H!(I,) para obter
0 c HY(I,)NH*(I;) tal que 6,(ly) =0
Para o caso @ se considera V = H}(I,) para obter
0 ¢ Hy(I,) N H*(I,)

. 4 .
Finalmente no caso &7J;° se considera

V={feHI); /] flz)dx = 0}
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para conseguir um tnico 6 € V N H?(I,) satisfazendo 6,(0) = 0,(ly) = 0.

Para resolver o problema de transmissao eliptico (2.1.33), (2.1.35) e (2.1.36)
com condigoes de contorno de tipo Drichlet ¢(0) = 0 e de tipo Robin

—aeu(l) — azp(l) = dip + psq (2.1.41)

Define-se as formas sesquilineares

~

aT(zp,{/}\):/l OzT'g/JdeSL‘ e ae(w,z/}):/loéewxzder&s@b(l)m

dando como resultado que

0, D) = / (@b tndz + azb(DD() = a6, D) + au(t, D).

e o funcional linear conjugado

AD) == [ [pla)g -+ (n(o)).] D do -+ m 8(10)5 () ~ (dip+ pa0) (D)
para todo 1, @Z eV =HN0,I).

OBSERVACAO.- Note que os termos pontuais em a(-,-) e A(-) sdo definidos
no sentido do traco devido ao Lema 1.3.3.

Agora se verifica as condi¢oes do Teorema 1.2.3, assim usaremos o Lema 1.3.3
e Teorema 1.3.4 para implicar

a) A continuidade de a em V:
a(, D) < (llalle +aseC2) [ellballdellza < Callelv 1Bl
b) A coercividade de a em V:
0w, 9)| > (mina(@)) lelia +asloOF > Callvl-
c) A continuidade de A em V:
AD) < [Iollcligllag + mellOclls., |11 + 101l (0] + ldup + poal |G

< Cs)|¢]lv-
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Denote por 9, que estd em V = H1(0,1), a solugao do problema variacional

a(v, ) = A(Y), Vi eV. (2.1.42)

Por outro lado restringe-se (2.1.42) ao subespago D(€2) em V resulta

/Qa(x)sz@dx = —/Q {p(:c)g + (m(a:)@)x} odr, Yo € D) (2.1.43)

A Defini¢ao 1.3.2 implica ¢ € # *(Q) portanto o € H ' (Q). De tal maneira
que a seguinte formula é vélida

0o (D60 + |o(ly) = (1) #(l0) = /

Uzq_bdx—k/aﬁdx (2.1.44)
Q 0

para todo ¢ € C°(2). Aplicando I.LP.P. a parte esquerda de (2.1.43) resulta
o, =p(x)g em D(Q) (2.1.45)

Desde que o é solucao (2.1.45) e g € L?(Q) entao

/axada::/p(:c)gad:v, Vo e Cr(Q). (2.1.46)
Q Q

Finalmente interprete-se as condicoes de transmissao em x = [y. A primeira
condigao ¥ (l§) = ¢ (ly) consegue-se do fato que ¢ € V' e Lema 1.3.6. Para
interpretar a segunda usa-se (2.1.42), (2.1.44) e (2.1.46) para obter

o(l) = )] @) + (dip + psg + astp(1) + actra(1) (1) = 0

para todo ¢ € C°(2). Toma-se ¢ € C(2) tal que suppp C I, na equagao
acima para obter a condigao de contorno (2.1.41); logo toma-se ¢ € C°(Q)
tal que ¢(l) = 0 para obter a condi¢ao o(ly) = o(If). Portanto 0 € p(A).

Teorema 2.1.3 Dado Uy = (1o, Yy, Oy, wo, Wy) € 9% para cada k =
1,2,3,4, existe uma unica solu¢ao para o sistema (2.1.1)-(2.1.11) dada por

Ut)=e™Uy em CYURY, #)NCRS, Tu").
PROVA.- Segue do Lema 2.1.1, Teorema 2.1.2 e Teorema 1.3 (Cap. 4, [21]).
|
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A energia associada ao sistema (2.1.12)-(2.1.15) é definida por

1 l I _
52<t>§[ae [ 1o+ o, [ fPd v astul + pofi | (2147)
0 0

o qual verifica a seguinte relacao
Et) = —dy|w| (2.1.48)
Neste caso é considerado o seguinte espago de fase
# = HX0,1) x L*(0,1) x C?

cujos elementos serdo denotados por U = (¢, W, w, W) e define-se como
produto interno em &~ por

I I
(U, Us) o = ae/ Uz U2 AT + pe/ v1U2dr + a3p1D2 + P3G1q2
0 0

para dois elementos U; = (us, vy, pi, ;) € A i =1,2.
O problema de Cauchy de primeira ordem associado é o seguinte

U=BU, U0 =U,. (2.1.49)

onde Uy = (g, Yo, wo, Wy) € a condigao inicial e B: T C 4 — H# ¢ o0
operador nao limitado, dado por

0 I O 0 W
L(Jee 0 0 0 v
—%= (), 0 g —a1 W

cujo dominio 2% deve ser caracterizado por
T ={U € H}(0,1) N H*(0,1) x H!(0,1) x C*; ¢(I) = w, ¥(l) =W}.

Lema 2.1.4 O operador B € dissipativo com dominio ©% itmerso densa e
compactamente em H .

PROVA.- Usando a Definicao 1.1.21 e Teorema 1.3.13 resulta
Re(BU,U) 5 = &(t) = —dy|W|* <0, YU € T (2.1.51)

Para provar que % esta imersa densa e compactamente em ~# se usa
argumentos similares aos utilizados no Lema 2.1.1.
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Teorema 2.1.5 O operador B € gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo
de contracoes em A .

PROVA.- Usa-se argumentos similares utilizados no Teorema 2.1.2.

Teorema 2.1.6 Dado Uy = (v, Yo, wo, Wy) em T, existe uma tinica
solugao para o sistema (2.1.12)-(2.1.15) dada por

Ut)=eP'Uy em C' RS, #)NC(RS, k).
PROVA.- Segue do Lema 2.1.4, Teorema 2.1.5 e Teorema 1.3 (Cap. 4, [21]).
|

2.2 Modelo hibrido termo-viscoelastico

Suponhamos que o intervalo aberto I, =|ly, 1| representa uma corda elastica,
colocaremos um mecanismo dissipativo localizado em cada extremo de 1., no
extremo x =y da corda conectamos um intervalo aberto I, =]0,ly[ repre-
sentando um mecanismo dissipativo localizado de material termoelastico o
qual é fixado em x = 0, logo no extremo x = [; da corda elastica conec-
tamos um intervalo aberto I, =]l;,l[ representando um outro mecanismo
dissipativo localizado de material termo-viscoeléstico e que ficara fixado em
x = [ com se mostra na Figura 2.3.

Peca _ o
Termoelastica Material Elastico

0 lo [ [

Figura 2.3: Corda hibrida de componente elastica centralizada.

A seguir descrevemos a formulacao forte do modelo hibrido termo-viscoelastico.
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Suponhamos que 2 = I, U I, U I, represente a corda hibrida na Figura 2.3
cujo movimento é regido pelo sistema hibrido de ondas descrita por

p(2)(x,t) = op(x,t) z€Q, t>0. (2.2.1)
e a lei constitutiva é definida por

o(x,t) = o)y (@, t) — m(x)0(x, t) + B(x)hy (2, 1) (2.2.2)

Os coeficientes de densidade p(x) e expansao térmica m(x) sdo dados por

pr se x €1l mgy se x € I,
plx) =12 pe se ze€l, , mx)=¢ 0 se ze€l, . (2.2.3)
py se xe€l, mgy se x €1,

Os coeficientes de rigidez elastica a(x), B(z) sao dados por

ar se x €Il 0 se zel;
alr) =< a. se z€l, , Pflx)=< 0 se xze€l (2.2.4)
a, se x€l, B, se x€l,

onde pe, pr, Pu, Qe, O, iy, My, B, 820 constantes positivas.

O balanco de energia para este sistema é constituido por
cO(x,t) — kO (x,t) + mothy(x,t) =0, z€Q\IL, t>0 (2.2.5)

onde ¢ e Kk sao os constantes positivas de capacidade de aquecimento e
conducao térmica respectivamente.

Impondo as condicoes de contorno nos extremos x =0 e x = [ dado por
(0,8) = (1) =0, >0 (2.2.6)
e as seguintes condicoes na variavel térmica
Tipo 1:60(0,t) = 0(lp,t) = 0(l1,t) = 0(1,t) = 0, t>0
(2.2.7)
Tipo 2: 0(0,t) = 0,(lp,t) = 0.(l1,t) = 0(,t) =0, t>0.
As condigoes de transmissao nas interfaces x = [y e x = [; sao dadas por

Wl t) =¥y, t), olly,t)=o(y,1),
t>0. (2.2.8)

7#(ll_?t) = ?ﬁ(lf—,t), U(l1_7t) - O-(Zf_at)'
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Finalmente impondo as seguintes condigoes iniciais

P(2,0) =y, (x,0) =11, 6(z,0) =6 (2.2.9)

Por outro lado é interessante analisar o modelo hibrido termo-viscoelastico
anterior com certos intercambios de posicao entre os mecanismos dissipativos
localizados I, e I,. Assim, uma primeira alteracao consiste em considerar
I. =]0, 1| representando a corda elastica presa em x = 0 e que mantem
no seu extremo x = [y os mecanismos dissipativos I, =|ly, ;1| e I, =]l1,]
conectados em serie, como na Figura 2.4.

A

Peca
Material Elastico Termoelastica

>

0 lo [ [

Figura 2.4: Corda hibrida de componente termoelastica centralizada.

Para descrever a formulacao forte deste modelo vamos supor que
QO=I1.Ul.Ul,,

guardando essa ordem, representa a corda hibrida da Figura 2.4 e que as
equagoes (2.2.1), (2.2.2) e (2.2.5) servem para este caso; mas levando em
consideracao as alteragoes respectivas no dominio dos coeficientes (2.2.3) e
(2.2.4) de acordo com a modificagao na posigdo de I, I e I,, ainda neste
caso as condigoes de contorno (2.2.6) prevalecem e impomos quatro condigoes
de contorno na variavel 6 correspondentes a I, e I, dados por

Tipo 1:0(ly,t) = 0.(1,t) = t>0
Tipo 2 : 0,(lg,t) = 0(1,t) = t>0
Tipo 3 : B(ly, £) = 6(1, 1) — £>0 (2:2.10)

Tipo 4 : 0,(lp,t) = 0,(1,t) = 0, t>0.

As condigdes de transmissao (2.2.8) e as condigoes iniciais (2.2.9) prevalecem.
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Finalmente, a segunda alteragao consiste de fazer uma permuta entre os
mecanismos dissipativos I, e I, de forma que I, fique centralizada. Assim,
seguimos considerando I, =0, ly| preso no extremo x = 0 e no extremo
x =1y é conectado I, =|ly,l1[ e I, =]l1,1[ em serie, como na Figura 2.5.

Peca

Material Elastico Termoelastica

0 lo [ [

Figura 2.5: Material com componente termo-viscosa centralizada.

2 g

A formulacao forte para este modelo com dominio
QO=1.Ul,Ul,,

guardando essa mesma ordem, ¢ dada pelas equagoes (2.2.1), (2.2.2) e (2.2.5)
que prevalecem; no entanto, consideramos as alteracoes respectivas no domi-
nio dos coeficientes (2.2.3) e (2.2.4) de acordo com a modificagdo na posi¢ao
de I, I, e I, ainda neste caso as condigoes de contorno (2.2.6) prevalecem
e impomos quatro condigoes de contorno na variavel 6 correspondentes a I,
e I, dados por

Tipo 1: (lo, t)=0.(l,t) = t>0
Tipo 2 : 0,(lp, t) = 0(1,t) = >0
Tipo 3 : 0(ly, £) = 0(1, 1) = £>0 (22.11)
Tipo 4 : 8, (lo, ) = 0,1, ) £>0

As condigdes de transmissao (2.2.8) e as condigoes iniciais (2.2.9) prevalecem.

A existéncia e unicidade de solucoes sera justificada somente para o modelo
(2.2.1)-(2.2.9) pois a prova para os outros dois modelos ¢ similar.

Multiplique a equagao (2.2.1) por ; e integre em 2 = I, U I, U I, resulta

/Qp(x)widx — /anida: = 0.
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Usa-se L.LP.P., a formula (2.2.2), as condigoes (2.2.6) e (2.2.8) para obter

/Q p(@)ddde + /Q (&) athadz + /I ot / (o6 — Byss)dd = 0.

I,

Aplique a formula (2.2.5), logo I.P.P. levando em consideragao a condicao
(2.2.6) e qualquer tipo de condi¢ao em (2.2.7) para obter

/Q(oz(l’)@bxix —i—p(x)@Di)dx —i—/ c@gdx = —n/j |0x|2dx _ 5”/1 Wx|2dl’

I.ul, Ul

tome-se a parte real e apos usar Teorema 1.3.13 resulta

Ey(t) = —r / 0,Pdz — 5, / 2
I, I,

Ul

onde &;(t) significa a energia do estado no instante ¢ > 0 definido por

OEE [ [ (a@len + plald) iz + /ITU[VQ'%]'

Considere o espaco de fase
A = H}(0,1) x L*(0,1) x L*(I; U L)

cujos elementos serao denotados por U = (1, W, 0) e define-se

(U, Us) 5 = / (a(w)ulxm + ,0(55)@1@_2) dx + C/ 010odx
0 I

UL,

o produto interno dos elementos U; = (u;,v;,0;) € 4, i =1,2.

O problema de Cauchy de primeira ordem associado é
U=AU,  U(0)=Up

onde Uy = (g, Wg,0y) ¢ a condicao inicial e A : &5 C H# — A ¢ o
operador nao limitado, dado por

0 I 0 ”
0 _mﬁx) ()a X (%) () 0




cujo dominio sera escolhido de acordo com cada condigdo em (2.2.7) por

ok = {U c 7 AUe T/ 0 satisfazendo a condicao }

de Tipo k em 2.2.7

o qual é igual ao conjunto A} dado por
Al = {U e [HY0,0))2 x HX(I, UL) /¥|Lu. € H*(I. U L),
() + B, )1, € H(L), o(lg)=0(f), o(ly)=0(f) e

6 satisfazendo a condicao de Tipo k em 2.2.7}.

De fato : Se U € 2", entao

b, e HY0,1), o, € L20,1) e (fex—@qf) e L3I, U L)
C C x

isto tltimo implica que

EQT _ "0y esté em Hl(IT Ul,)

c c
e desde que a restricio W|; ;, € H'(I, UI,), entao 6, € H'(I. U I,) logo
0 € H*(I, UI,). Contando que AU € -#, entao

() — meb(x) se zel;
o(x) = Q) () se xe€l, estaem H'(0,1),
szﬂvbz(x) - moe(f) + BV\IIx(x) se x€l,

logo pela caracterizacao do Lema 1.3.6 tem-se
olly)=o(ly) e olly)=o(l)
e as seguintes restrigoes
Uolt, € Hi(I;), Wulr, € H'(L) e (ot + B,0)sls, € H) (L)
Assim resulta que
Yo € HALUL) e (ot +B,9)|;, € HA(L),

Consequentemente
U € [H(0,0)]* x H* (I, UI,)

tal que as condigdes de contorno para 6 de Tipo k em (2.2.7) que ja foram
satisfeitas por hipoteses, portanto U € A}.
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Reciprocamente, se U € A}, entao
U= (4,¥,0) € [Hy(0,])] x H(I: UL,)
com as seguintes restricoes
Vo € H (L UL) e (ot +B,9), € H(L,)

e satisfazendo as condicoes de transmissao

olly)=o(ly) e olly)=0(l)

6 satisfazendo a condicao de Tipo k em 2.2.7.

Entao de acordo com as inclusoes
Hy(0,1) c L*(0,1) e H*(I,Ul,)C L*(I;Ul)
podemos concluir que U € Z*.
|
Assim denota-se por Aj, ao operador diferencial A sobre o dominio Z4".
Lema 2.2.1 Cada operador A, € dissipativo com dominio denso em A .

PROVA.- Usando a Definicao 1.1.21 e Teorema 1.3.13 resulta

Re(AU,U) o = —&/ 10.|*dx — ﬁ,,/ W, |%dz <0, YUe 24" (22.12)
I.UI, I,

Para provar que 4" é denso em # para todo k = 1,2,3,4 ¢ suficiente
mostrar para o caso k = 1, desde que a diferencia esta somente nas condicoes
de contorno da varidvel 6. Assim de acordo como Corolario 1.8. em [5]
podemos supor que existe U = (¢, ¥, 0) € # \ {0} tal que

U

(U,U) 5 =0, YU e 4. (2.2.13)
Substitui-se U = (5,0,0) € 75" onde ¢ € C°(I,) em (2.2.13) resulta

/ Yredz = 0 (2.2.14)
I,
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o qual implica que a restricdo ¥|; € H2(I,) tal que
QZM =0 em L*(I,).
De tal maneira que a seguinte equacao ¢é valida
Vo(lo)d(lo) =0, V¢ € C2(I)
o que implica @x(lo) = 0 e depois de [.P.P. (2.2.14) tem-se
Yo =0 em L*(I,)
$(0) = 1y (lg) =0

cuja Unica solugao é 12 =0 em [, logo do Lema 1.3.6 tem-se

~

O(I§) = P(lg) =0 (2.2.15)

Substitui-se U = (5,0,0) € ' com ¢ € C°(1,) em (2.2.13) para obter
/ Vubadz = 0 (2.2.16)
I,

o qual implica que a restricao {b\\ 1, € H*(1,) tal que
{b\mc =0 em LQ(IG).

De tal maneira que a seguinte equacao ¢ valida

~

ba(l)dp(l) =0, Vo e CF(L)

e implica @x(ll) = 0, logo apos de [.LP.P. (2.2.16) e considerar (2.2.15) tem-se

bee =0  em L*(I)
b(lo) = a(ly) = 0

cuja Unica solucao é @Z = 0 em /.. Assim um mesmo procedimento estabelece
que ¥» =0 em I, e portanto obtemos que

~

=0 em |0,

Processo similar produz

~

V=0 em ]O,l.
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Agora usamos U = (0,0, ¢) € 4" com ¢ € C(I,) em (2.1.17) para obter

/ 0pdr =0 => 6=0 qtp. em I (2.2.17)

IT

e usamos U = (0,0,0) € it com ¢ € C°(1,) em (2.1.17) para obter

(2.2.17) e assim obter # =0 q.t.p. em I, e como resultado temos que
f=0 em I, U1,

Desta forma U = 0 que é uma contradicdo. Portanto ' é denso em # .

OBSERVACAO.- A prova para k = 1 pode ser usada para k = 2 e concluir
Yp=¥=0 em ]0,I[;

no entanto para obter # =0 em I, U I,, usaremos funcoes ¢ diferentes em
(2.2.17), inicialmente vamos substituir U = (0,0, ¢) € &4 em (2.1.17) com
¢ € W, ={f € Cx(I;); fs(lo) = 0}, para obter

/ 0 ddx = 0. (2.2.18)
I

T

Finalmente vamos substituir U = (0,0,¢) € 24 em (2.1.17) com ¢ €
W, = {f € C*(L,): f(lh) = 0}, para obter

/ 0 ddx = 0. (2.2.19)
L,

Devido as inclusoes
Ce(L;) cW, e C,) CcW,,

e as igualdades (2.2.18) e (2.2.19) temos que 6 = 0 é q.t.p. em I, U I,
portanto &7, também é denso em .

Teorema 2.2.2 O operador Ay € gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo
de contracoes em H .

PROVA.- Nas condigoes do Teorema 1.4.4 é suficiente provar que 0 € p(.A).
Para cada F = (f,g,h)t € 4, procura-se U = (¢, V,0) € 24" tal que

U=f em Hy(0,1) (2.2.20)
o, = p(x)g em L*(0,1) (2.2.21)
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kb — moV¥, = ch em L*(I,) (2.2.22a)

KkOpr —moV¥, =ch em L2(L,) (2.2.22b)
onde a expressao para o ¢ dada por
o(x) = a(z),(z,t) — m(x)d(x,t) + B(x)V,(x, ). (2.2.23)

Substitui-se (2.2.20) em (2.2.22a) e resolva-se para 6 dentro das restri¢oes
do dominio Z° (ou dominio @41). Define-se a forma sesquilinear

b(@,@\):/ m@xé\_xdx
I

T

e a funcional linear conjugada

w(0) = —/I (mofx—l—ch)gdx

T

para todo 6, eV = HX(I,). Para resolver a formulagao fraca do problema
verifique-se as condigoes do Teorema 1.2.3.

a) A continuidade de b em V:
6(0.0)] < slll2., 10121, < wIIIVIIA]v-
b) A coercividade de b em V:
[6(0,0)| = 16:115.., > w0117

¢) A continuidade de @ em V:

A~

@O < (mollfollas, + cllbllz, ) oCrllf 2, < ClAy-

Denote-se por 6, que estd em V = H(I;), asolucao do problema variacional

A~

b(0,0) = w(6), VOeV. (2.2.24)
Por outro lado, restringe-se (2.2.24) ao subespago D(I;) para obter
_ myo C \—
/ 0, 0udz — —/ (—fz + —h)gbdw, V6 e D) (2.2.25)
I, I, K K
entdo a restricio 0 € H*(I;) tal que
0, = @fx + Eh em L2(IT).
K K
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De tal maneira que a seguinte formula é valida

Ii@x(lo)qf)(lo):/ /i@xxadas—l—/ KO, p.dx, V¢ € CP(I,) (2.2.26)

I, I

e logo depois de [.P.P. a parte esquerda de (2.2.24) resulta
KOp =mo fo+ch em L*(I). (2.2.27)

Portanto de (2.2.24), (2.2.26) e (2.2.27) tem-se

K ez(lo)gb(lo) = 0.

Desde que ¢ € CX(I,) foi arbitrario, consegue-se 0 € H}(I,) N H*(I,)
satisfazendo 6,(ly) = 0. Agora substitui-se (2.2.20) em (2.2.22b) e resolva-se
para 6 dentro das restricoes do dominio Z* (ou dominio Z4'). Define-se
a forma sesquilinear

b(@,é\) =K / Qxédx
1,

e a funcional linear conjugada
w=(8) = —/ (mo ot ch)ﬁdx
I,

para todo 6, beV==0H Zl (1,). Pararesolver a formulagao fraca do problema é
facil verificar, como no caso sobre I,,, as condi¢oes do Teorema 1.2.3. Denote-
se por 6 € V' a solugao do problema variacional

~

6(0,0) = w(d), VOeV. (2.2.28)

Por outro lado, restringe-se (2.2.28) ao subespago D(1,) para obter
/ 0, dudr = —/ (@fx + Eh)g_bdx, Vo e D(I,) (2.2.29)
I, 1, K K

entdo a restricio 0 € H*(I,) tal que
m c
Ope = — fo+—h em L*(I).
K K
De tal maneira que a seguinte férmula é valida

k0.(1)o(ly) = / K0 pdr + / kO, b.dr, Yo € CF(L,)  (2.2.30)

I, I,
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e logo depois de [.P.P. a parte esquerda de (2.2.28) resulta
KOy =mg fr+ch em LQ(IV). (2.2.31)
Portanto de (2.2.28), (2.2.30) e (2.2.31) tem-se

Desde que ¢ € C°(1,) foi arbitrario, consegue-se 6 € H}(I,) N H*(I,)
satisfazendo 6,(l;) = 0. Portanto as condigdes de contorno no dominio
5% se verificam (no dominio &' usa-se V = H}(I.) para conseguir que
0 € HI(I,)NH?(I,) eusa-se V = H}(I,) paraobter 0 € H}(I,)NH?(I,)).

So agora resolva-se o problema de transmissao eliptico (2.2.20)-(2.2.21) com
condigao de contorno Drichlet em (2.2.6). Define-se as formas sesquilineares

0w, §) = /Q (&) snde,

e use o Teorema 1.3.8 para definir a funcional linear conjugada em H~1(0,1)

~

A@) = = [ [ple)gHm()8).] D domo [50) 200 +605(0) | - DT (D

para todo w,@//)\ € V = H}(0,1). Para resolver a formulagao fraca do pro-
blema verifique-se as condigoes do Teorema 1.2.3. De acordo com Teorema
1.3.4 e Lema 1.3.3 tem-se

a) A continuidade de a em V:

a1, )] < llallsollellzall@ellze < CLllwllvIE]v.

b) A coercividade de a em V:

a(, )] = (mina(@)) [¥.l3a = Collv ]}

ref)

c) A continuidade de A em V:

[A(Y)| < [Hp\lool\glb,sz +mollOzll2run, + Boll fellz, | [19zll20+

o6l | [9000) | + (0] < Gl
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Denote-se por 1 que estd em V = HZ(0,1) asolugao do problema variacional

a(yp, ) = A(V), Vi eV (2.2.32)
Por outro lado restringe-se (2.2.32) ao subespago D()) em V resulta

/ro(x)wx@dx = — /Q [p(x)g - (m(x)@)x}adx — DT}y, (0) (2.2.33)

para todo ¢ € D(Q2). Escolhe-se ¢y € D(I;), 1 € D(I.) e ¢po € D(I,,) logo

— ~— —

assim ¢g, o1, P2 € D(2) tal que

| artudnade == [ (pog +mb,)onds,
I I
/ %%Edl‘ = - /pega d.fl?,

I L

/I V (wths + B, )by = — /Iu<pyg ) di

logo de acordo com a Defini¢ao 1.3.2 temos que as restrigoes
Celror, € H (I, UL) e (b + B,V € H' (1),
portanto
o € HALUL) e (a0 +B,9)|;, € HY(I,).

De tal maneira que a seguinte formula é valida

o(1§) = 1) 6000) + |o (1) = o) | 60) = /gxadx + /g@dx (2.2.34)
para todo ¢ € C3°(0,1). Por outro lado, depois de I.P.P. (2.2.33) tem-se
<oz(33)¢x —m(x)f + B(ZU)\I/J;)x = p(x)g em L*0,1). (2.2.35)

Finalmente, para interpretar condicoes de transmissao em = =y e x = [;.
As duas primeiras condigoes ¥(I7) = ¥(ly) e ¥(I) = ¥(l7) se conseguem
aplicando o Lema 1.3.3 na funcio ¢ € V = H}(0,1). Para o segundo par de
condigoes veja primeiro que de (2.2.32), (2.2.34) e (2.2.35) resulta

o(1§) = o) | 8l) + [o1F) = o(i7) | 0(0) =

para qualquer ¢ € C§°(0,1). Escolhe-se ¢ € C§° ( com supp¢ C (0,1;)
para obter o(ly) = o(lf) e escolhe-se ¢ € C§°(0,1) com suppp C (ly, 1)
para obter o(l;) = o(I]). Portanto 0 € p(A).
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Teorema 2.2.3 Dado Uy = (g, Wo,6) em Zi" para algum k = 1,2,
existe uma unica solug¢ao para o sistema (2.2.1)-(2.2.9) dado por

Ut)=e™Uy em CYHRY, #)NCRS, TuY).
PROVA.- Segue do Lema 2.2.1, Teorema 2.2.2 e Teorema 1.3 (Cap. 4, [21]).
|
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Capitulo 3

Observabilidade e propriedade do
resolvente

Neste capitulo estabelecemos algumas desigualdades de observabilidade e a
propriedade do resolvente de conter :IR para os operadores associados com
cada um dos modelos hibridos dissipativos estudados no capitulo anterior.

Tendo em consideracao a notacao usada no capitulo anterior um sistema
dissipativo, na sua forma geral, é escrito como

pzﬁ—am = 0, em QxR{ 0.
c0—kbp+mi, = 0, em (Q\1)xR} (3.0.2)

onde ) poderé representar I, I, UI, ou I,UI UI, e ¢ é dado por
o(z,t) = a(z).(z,t) — m(x)0(xz,t) + B(x).(x,t). (3.0.3)

Ressaltamos que os valores dos coeficientes p,a,m e [ dependem de cada
componente I, I, ou I, e que cada modelo hibrido dissipativo estudado
no capitulo anterior pode ser deduzido do sistema (3.0.1)-(3.0.3) somente
quando sejam especificadas as condicoes de contorno:

1. No sistema (2.1.1)-(2.1.11) que modela uma corda hibrida de materiais
termoeléstico e elastico, o qual possui um estado tensional

o = ala)iu(z,1) - m(z)0(z,1)

foram especificados duas condi¢oes de contorno, uma de tipo Dirichlet
e outra de tipo dindmica chamado de tip body.
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2. No sistema (2.1.12)-(2.1.15) que modela apenas uma corda de material
elastico, o qual possui um estado tensional

o= a(z),(z, 1),
foram especificadas as mesmas condicoes de contorno do item 1.

3. Finalmente, no sistema (2.2.1)-(2.2.9) que modela uma corda hibrida
de materiais elastico, termoelastico e termo-viscoelastico, o qual tem
estado tensional

o = a(2)s(w, 1) — m(@)0(x, 1) + Bz (x, ),
foram especificadas duas condigoes de contorno de tipo Dirichlet.

Quando tratamos com dissipacao localizada a ferramenta fundamental é a
chamada propriedade de observabilidade. Assim vamos considerar dois tipos
de observabilidade: Uma para o problema de evolugao (3.0.1)-(3.0.3) e outra
para o sistema resolvente associado com o sistema (3.0.1)-(3.0.3) dado por

M-V = f em € (3.0.4)
iApV — 0o, = pg em ) (3.0.5)
N — KO +m¥, = ch em Q\I, (3.0.6)

E importante ressaltar que todas as fungoes presentes no sistema resolvente
(3.0.4)-(3.0.6) dependem apenas da variavel x € e a variavel A € R. Na
pratica, isto corresponde ao sistema resultante depois de haver aplicado a
transformada de Laplace do correspondente problema de evolucao.

3.1 Observabilidade

A observabilidade consiste em determinar se a energia total das solugoes do
sistema (3.0.1)-(3.0.3) pode ser estimada em termos da energia concentrada
em algum subconjunto do dominio espacial {2 no qual as ondas se propagam,
a chamada regiao de observagao.

Para o problema de evolugao usaremos a seguinte notagao
I(z,t) = |ath(a,t) + Biby(a,1)]* + aplth(z, 1) (3.1.1)
b
E(a,b;t) = / I(z,t) dx (3.1.2)
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e para o sistema resolvente usaremos a seguinte notagao
I(x) = |atp,(x) + B, (x)]* + ap|¥(z)]? (3.1.3)
b
S@M::/I@Mx (3.14)

onde «, (3, p sdo constantes positivas e o intervalo |a,b| deve coincidir com
algum dos intervalos I., I, ou I,.
Embora todos os sistemas estudados no Capitulo 2 sao dissipativos entao

E(a,b:t) < C, VYt > 0. (3.1.5)
Portanto a observabilidade para os problemas de evolugao (3.0.1)-(3.0.3)

Lema 3.1.1 Suponhamos que o sistema (3.0.1)-(5.0.2) esteja bem colocado
e a energia de sua solu¢ao seja limitada sobre Ja,b[. Entdo temos que

/ﬁww@rﬁ—/2¢wamﬂgc+g (3.1.6)
0 a 0

onde C > 0 é uma constante, q(xr) = qx + qo €

=/ [ 2[00 ().t + 30t

PROVA.- Multiplica-se (3.0.1) por g[aty, + (,], integre em ]a, b, use (3.0.3),
tome a parte real, use .P.P. na variavel z e integre em 0,7 resulta

re( it + o0e 3 [ gl + 902 s

T pb ) T prb _
+ % [ [lav+ i Pains [ mo).atov, = 50wt o

Aplicando o Teorema de Fubini, a I.P.P. nas variaveis ¢ e x e tome o valor
absoluto resulta

T T b
/ @1€(a, b, t)dt —/ [q I(x,t)] dt| <
0 0 a

Finalmente, da desigualdade Schwartz, Young e (3.1.5) obtemos (3.1.6).

b T
[ 2oafitas + 50)] as| + @
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Corolario 3.1.2 Dado f=m=0,¢1 =2/(b—a) e ¢g = (a+0b)/(a—b)
tem-se

/OT(I(a,t) + I(b, t))dt -7 E - /OTE(a,b, t)dt‘ <C.

Em particular

/OT(I(a,t) + I(b, t))dt <7 E " /OTE(a,b, t)dt + C.

Em seguida a observabilidade para o sistema resolvente (3.0.4)-(3.0.6).

Lema 3.1.3 Suponhamos que o sistema (3.0.4)-(3.0.6) este bem colocado e
com energia limitada sobre o intervalo Ja,b[. Entdo 3 Ny, No > 0 tal que

qu (56)}

onde q(x) = qx+qo, F=(f,9,h) € # e R ¢ dado pela expressio

b . . b
— q1&(a, b)‘ < &(a,b) + |APBN1 [ |, [Pdx + No||[F||* + |R|

a

b
R = /q [(m@)x(awx + pV,) + ozp\Ilﬁ} dx
e para U = (¢, ¥,0) € #°, AK,, Ky > 0 tal que

b
[R| < E(a,b) + m* Ky | 0. dx + Ko||U|| - I1Fl 5 (3.1.7)
PROVA.- Multiplique (3.0.5) por g(atp, + ¥, ), integre em ]a, b[ e use (3.0.3)
para obter

b b
/ apq¥(—V, — f,)dx +/ iINpBqUV  dx+

b b
_ / (v, + BU,),(ath, + B, )do = / q[pg - (m@)x} (b + B, )da.

Tome a parte real, aplique I.I.P. e tome o valor absoluto para obter

~ b b _ b
@& (a,b) — [q[(m)}a /qpi)\ﬁllf\lfmd:z: + /qg(awijB\Ifx)dx

<

+|R|
< E(a.0) + NP1l [ 10 Pt

1 b
+j@@/mm%m+mw

Finalmente, usando das desigualdades de Schwartz e Young resulta (3.1.7).
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Corolario 3.1.4 Dado 8=m=0,q =2/(b—a) ¢ go=(a+b)/(a — D)
tem-se

. N 9 N
)+ T0) - 2 E0.0)] < 2600.0) + NllFI + KallUlL 7 [l
Em particular

~ ~ 2
T@)+10) < (= +2) VI + NallFIP + KollU| 5 1 P -

Corolario 3.1.5 Dado 5 = m = 0, |a,b|= 1. =|lp,l] e q(x) = 3(z — ly)
tem-se

~

< I(1) + No|| FIP + Eo|UN| 5 | F | 5

(x) =3(l —z) tem-se

L) < I(lo) + N[ FI° + K|\ U 5 [|FI| 5

Corolario 3.1.6 Dado =0, |a,b|= I, =]0,ly] e q(x) = —x + 1y tem-se
. 1l

~ lo
7(0) < | 38(1) + m2K1/ 0,2dz + No|[FI%, + Ka|lU]|
0 0

E(I,) <

ou escolhendo q(x
E(

ou escolhendo q(x) =x — Iy tem-se

I(ly) <

Nl’_l

~ lO
35(17)+m2K1/ 0,1%dz + No| F||% + Kl|U|| 5| Fll 5 |-
0

Corolario 3.1.7 Dado |a,b[=]lo,li[=1, e q(z) =z — Iy tem-se

I(h) <

Iy
T [35(5) + |>\\252N1/ T, [2da+
_ .

1
+m2K, / 0,z + M| FI% + Kal|U | 7 | Fl 7
0

ou escolhendo q(x) = —x + 1y tem-se

I(lp) < T
1 —lo lo

1
l [35( )+ |A2BEN, |x11x| dz+

+m?K; \9x|2d$ + No||F|1% e + K|\ Ul 7 IF )| 7 |-

lo

OBSERVACAO.- As desigualdades de observabilidade independem das condi-
¢oes de contorno; no entanto, dependem apenas da boa colocacao do sistema.
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3.2 Propriedade do resolvente

Uma condicao suficiente no Teorema 1.5.7 para garantir que um Cp-semigrupo
em <7 com gerador infinitesimal A seja fortemente estavel é que

iR C p(A) (3.2.1)

Por sua vez, esta condicao é necessaria para analisar a estabilidade uniforme
e polinomial que faz parte das hipoteses propostas por Priiss no Teorema
1.5.8 e por Borichev-Tomilov no Teorema 1.5.9 respectivamente.

Para provar que os geradores infinitesimais {A;};_, no Teorema 2.1.2 e
do gerador infinitesimal B no Teorema 2.1.5 satisfacam a condicao (3.2.1),
aproveitaremos a compacidade dos operadores resolventes; no entanto, para
provar que os geradores infinitesimais {Ak}%zl no Teorema 2.2.2 satisfacam
a condi¢ao (3.2.1), usaremos argumentos

3.2.1 Modelo hibrido termoelastico
Lema 3.2.1 Os operadores Ay no sistema (2.1.1)-(2.1.11) satisfazem

iR C p(Ag), para cada k=1,2,3 4.

PROVA.- Usa-se Teorema 2.1.3 para ver que 3.A4;' € £(#). O Lema 2.1.4
garante que % ests imerso compactamente em &7 entao ./4,;1 ¢ um
operador compacto sobre . Portanto do Teorema 6.29 (Cap. 6, [15])
temos que o(Ay) = 0,(Ay). Portanto é suficiente mostrar que nao existem
autovalores imaginarios puros.

De fato: Dado M\ € R, suponhamos que A é um autovalor nao nulo do
operador A; com autovetor associado

U=,V 0,wW)e 2"\ {0} (3.2.2)

verificando a equacao resolvente i\U — AU = 0, o qual equivale a

iMp—U = 0 em H0,1) (3.2.3)

iV —0, = 0 em L*0,]) (3.2.4)

il — KBy + MV, = 0 em L*(I,) (3.2.5)
iNw—W =0 em C (3.2.6)

iANps W+ diW + asw + b (I) = 0 em C (3.2.7)
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logo para cada U € ", a relacdo (2.1.16) implica
0 = Re(iNU — AU, U) 5 — —Re(AU,U) - — /ﬂ;/|0x\2d:c Fd WP,
IT

logo usando o Teorema 1.3.4 tem-se

0=0 em I.=]0,l, (3.2.8)
o qual em combinagdo com a equagao (3.2.5) e Teorema 1.3.4 resulta

U=0 em I,=]0,0
e posteriormente da equagao (3.2.3) tem-se

=0 em I.=]0,l, (3.2.9)
logo de (3.2.8), (3.2.9) e as condigoes de transmissao (2.1.10) temos

0= lg) = () e 0= anlly) — moblly) = o).
Usando a equagao (3.2.6) tem-se
w=W =0,

Portanto substituindo (3.2.3) em (3.2.4) temos o problema de valor inicial

N0t 4+ athyy = 0 em L*(1,)
U(lo) = u(lo) =0

o qual possui sua tnica solugdo é ¢ = 0 em 1. =]ly, [, o que implica que
Y =0 em ]0,[, logo da equagado (3.2.3) obter ¥ =0 em ]0,![. Desta forma
temos U = 0 que contradiz (3.2.2), portanto nao ha autovalores imaginarios.

3.2.2 Modelo hibrido elastico
Lema 3.2.2 O operador B no sistema (2.1.12)-(2.1.15) satisfaz iR C p(B).

PROVA.- Desde que % estd imerso compactamente em o# , argumentos
similares usados no Lema 3.2.1 implicam que o(B) = 0,(B), logo é suficiente
mostrar que nao existem autovalores imaginéarios puros.
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De fato, Dado A € R, suponha que 2A é um autovalor nao nulo do
operador B tal que

U=V, w,W)e 5\ {0} (3.2.10)
¢ seu autovetor associado o qual verifica iA\U — BU = 0 e que equivale a
iMp—U = 0 em H0,1) (3.2.11)
iAWV — by = 0 em L*(0,1)  (3.2.12)
ixw—W = 0 em C (3.2.13)
iNps W +diW + asw + ap(I) = 0 em C (3.2.14)
Nesta caso vemos que a relagao (2.1.51) implica
0 = Re(iAU — BU,U) 5 = —Re(BU,U) o = d;|W %,

logo W = 0 e pela equagao (3.2.13) temos w = 0, assim usando (2.1.13)
obtemos ©(l) = 0, ademais substituindo estes valores em (3.2.14) temos
Y, (1) = 0. Das equagoes (3.2.11) e (3.2.12) resulta o problema de valor final

Npo) + agtye =0, em  L*(0,1)
¥(0) = () = ¢(l) = 0.

o qual possui uma tnica solugdo ¢ identicamente nula em |0, [, logo U =0
contradizendo (3.2.10), portanto nao ha autovalores imaginarios.

3.2.3 Modelo hibrido termo-viscoelastico

A grande diferenca no modelo termo-viscoelastico com os anteriores € a falta
de compacidade de A;'. Portanto o(Aj) nao esta formado apenas por
autovalores.

Lema 3.2.3 Os operadores Ay, no sistema (2.2.1)-(2.2.9) satisfazem
iR C p(Ag), para cada k=1,2.

PROVA.- Dado A € R suponhamos que ‘A é um autovalor nao nulo de Ay
e que U € 24"\ {0} ¢ seu autovetor satisfazendo AU = iAU isto &

iMp—U = 0 em H(0,1) (3.2.15)
iV —0, = 0 em L*0,I) (3.2.16)
ixcl — KO +meV¥, = 0 em L*(I;UL). (3.2.17)
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Assim usando a relagao (2.2.12) tem-se
/wﬁm+@/wﬁm_—mmUm =0,
LI,

logo usando o Teorema 1.3.4 e as equagoes (3.2.15) e (3.2.17) concluimos que
Yp=¥=0=0 em I[,UI, (3.2.18)
logo substituindo estes valores nas equagoes (3.2.15) e (3.2.16) segue que
~Nph — ath, =0 em I, =]ly, 1. (3.2.19)
Devido a (3.2.18) e usando as condigoes (2.2.8) temos que
0=1(y) =v(5) e 0=amh(ly) —mob(ly) = actbu(l])

Portanto (3.2.19) pode ser considerado um problema de valor inicial o qual
tem solucao tnica ¢ =0 em I, logo a equagao (3.2.15) implica que ¥ =0
em [, portanto U =0 o que é uma contradicgao.
De modo geral, nao pode existir elementos espectrais sem serem autovalores,
pertencentes a iR.

De fato: Suponhamos que iR & p(Ay), entdo 0 € p(Ag) implica que

Bc(0,0) C p(Ag) para ¢ = dist(0,0(Ax)) > 0.

Dado A* € R tal que |[\| =4 implica que i\* € o(Ax). De acordo com a
Proposicao 1.3 (Cap. IV, [9]), existe uma sequéncia A, € (—6,0) tal que

A =FNA0 e [[GAT = Ap) g ) = 00
Assim existe uma sequéncia, ﬁn tal que
1B 5 =1, |G\ — A7 B 5 = .
Fazendo U, = (A1 — .Ak)_lﬁn, temos que
iMU, — AU, = F,.

S6 assim define-se

~ ~

Un Fy

1GAI — AR E 57 [[GAI — AR)LE|| 5
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consequentemente temos que ||U,|| 5o =1 e
iU, — AU, = F, =3 0. (3.2.20)
Desde que U, € a,* para k= 1,2 e F, € 27 . Podemos denotar
Up =", 9",0") e F,=(f"g"h").
Entao pela rela¢ao (2.2.12) tem-se

/ 1072dz + 83, / 0" 2dz = Re(F,, Uy,) 5 — 0. (3.2.21)
LU,
Usando (3.0.4) e (3.0.6) temos que
iAC 0" — KO+ moidby = ch™ +mof) (3.2.22)

Multiplique (3.2.22) por zp_;g, integre em I, e aplique [.P.P. resulta
/ W Pde = — / o ndy + — / 0 dz
I, mo Jr. iAo J 1
K - I
+ 02(0)F7(0) — 0210 0E ()| + R (3:2.23)

em seguida estimamos cada termo em (3.2.23) tendo em conta o seguinte fato

Ve>0,dnp €N talque d—e< |\ <d+e, Vn>ng  (3.2.24)

i)\nmo

Desta forma, usando as desigualdades Schwartz, Young e (3.2.24) temos que

1 .
/ (ch"™ +mof)yndx
L.

|Rn| -

m(ﬂ)\n

<CFI2, +ef [ (3225
L

Como a equagao em (3.2.20) equivale ao sistema (3.0.4)-(3.0.6), temos que

K -
mn
: grr. dx
iAo J 1.

K Pr Pr
= 0" pn —9” — ")d
o /IT (mo + I\, z')\nmog Jdz

Se/ |¢;}|2d;c+05/ 072 de + K| Fyll* . (3.2.26)
I, I, !

Usando as desigualdades de Schwartz, Young, Poincaré, o Corolario 3.1.6, a
equagao (3.0.4) e a relagao (3.2.24) conseguimos

0 (s) (s)

< C.0%(s)]* + (1 +5+s/|¢”\ dr+

z/\nmo

K[ o+ AR + Kal il (3:221)
IT
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onde s =0 ou s = ly. Finalmente, usando o Teorema 1.3.10 tem-se
B2()] < 16" 1521 116”2

Desde que 6" € H} (1) N H?(I,), entdo a norma H( -)
norma em H?(I,) entdo temos que

1671

67(s)] < |16, S (3.2.28)

Usando a equagao (3.2.22) e as potencias necesséarias para conseguir

23/2‘/\n’3/4

3/4
”9 ”2[ — k3/4

n|3/4 3/4\ 1n 3/4 3/4
(1071377 + mi w3y ) + KINE)% - (3:229)
De acordo com (3.2.28), (3.2.29), (3.2.24) e a desigualdade de Young resulta

02(5)] < Col s, + VEIE o, + K Fall - (32.30)

Substituindo (3.2.30) em (3.2.27) tem-se

0 (s)iz (s)

< 2 \w”|2d$—|—K/|9” Pdx + N.|| ol 5. (3.2.31)
Mnmo

De (3.2.20), (3.2.21), (3.2.23), (3.2.25), (3.2.26) e (3.2.31) concluimos que
Yp =30 em  L(I). (3.2.32)

Agora usamos a equagao (3.0.4) em I, =|l1,1[ e (3.2.21) para obter

@V/I [ 2d < |i&l|/2/1 U7 Pde + C|| Ful|” (3.2.33)
Portanto de (3.2.21) e (3.2.32) tem-se
YP"X 0 em LAI;UL).
Da equagao (3.0.4) em I. =]0,ly[, a desigualdade Poincaré, (3.2.32) resulta
U0 em LA(I.UL).
Por outro lado, no intervalo I, =]ly, 1] temos que

iIAp¥" — ety = " em . (3.2.34)
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Dado que U,, F,, sdo sequéncias limitadas, a equagao (3.2.32) implica que
n & limitada em L?(1.),logo ¥ élimitada em H(I.), portanto aplicando
o Teorema 1.3.9, existe uma subsequencia que converge forte, isto é

WXy em LA(L). (3.2.35)
Usando a equagao (3.0.4) temos que
A e = U = i em L(1).

Entao U™ ¢ limitada em L?(I.), logo ¥™ ¢ limitada em H'(I.), portanto
aplicando o Teorema 1.3.9, existe uma subsequencia, denotada pelo mesmo
indice ny, que converge forte, isto é

U Xy em L2(I). (3.2.36)

Portanto as convergéncias em (3.2.21), (3.2.35) e (3.2.36) implicam que a
sequencia U, converge forte em  isto é

Uy Z3SU em 7. (3.2.37)
Em seguida, dados k,l € N com k # [ a seguinte desigualdade
AU, = AUl < 1Full o +281Uni = Unll o + 1Bl 5
satisfaz-se e pelas convergéncias em (3.2.20) e (3.2.37) resulta que
AU,, ¥y em
Como Ay, ¢ fechado, segue que U € Z4" e verifica
iN'U — AU = 0.

Logo U ¢é um autovetor com autovalor em :R. Pelo visto na primeira parte
segue que U = 0 mais isto ¢ uma contradicao ao fato que ||U|| 5 = 1.
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Capitulo 4

Estabilidade do modelo hibrido
termoelastico

4.1 Estabilidade uniforme do modelo hibrido termo-
elastico

Nesta secao estudaremos o comportamento assintotico do modelo hibrido
termoeléstico (2.1.1)-(2.1.11). O principal resultado aqui é a estabilidade
uniforme da onda eldstica com mecanismo tip body so se este presenta uma
componente termoeldstica na sua composicao.

Lema 4.1.1 Suponhamos que o sistema (3.0.4)-(3.0.6) esteja bem colocado
e

[ 16:F do < CIUY 5 171 5 (L11)

Entao temos que

/I (/)T\\DP + Oz7|¢$\2)dx < e|UIPoy + eIy

T

PROVA .- Substitua (3.0.4) em (3.0.6) e logo multiplique esta por 1), integre

em [, e aplique I.P.P. para obter
K

S - —lo
/ [y, Pz = — / Oppda + — / Obrade + —— 0,0 '+ R (412)
I. mr J. IAM )T IAM; 0

T

Agora vamos estimar cada termo (4.1.2), considerando A suficientemente
grande, assim tem-se

|R| =

mLiA

1, /IT(chijfo)%dx

C
< mHFHQ;z// +ef |ulPdr. (4.1.3)
I
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Usando (3.0.5), desigualdade Schwartz e Young resulta que

K [
91’ xrxr d
IAM, /]T Y di

K Pr
= — [ 0, v — —6
ar Jr (mT ix " + IAM,

< s/ |\If|2d:v+C€7A/ 0. dx + K[| F||°. (4.1.4)
I, I. )

g)dx

Usando as desigualdades de Schwartz, Young, Poincaré e o Corolario 3.1.6

conseguimos
(610 (5)| < ) o e+ o 9
ixm, T T Am2 A 2e L I,

+ K[ I0ado+ NFI + KUl 1Pl o (415)
onde s =0 ou s = [y. Finalmente, usando o Teorema 1.3.10 tem-se
3/4 1 p1/4
0.:(5)] < 110215/ 101157 (4.1.6)

Usando a equagao (3.2.22) e as potencias necessarias para conseguir

23/2|>\‘3/4
3/4 3/4
6137 < == (1815, +m? |1,

)+ KRN (@1

De acordo com (4.1.6), (4.1.7) e a desigualdade de Young resulta

K
70 < i (100, + o) + KAIFL (0L

Substituindo (4.1.8) em (4.1.5) tem-se

K
<|M1/2 te /\¢x| da:+5/|\1/| da

I,

K

0.(s)0u(s)| <

MmT

Substituindo (4.1.3), (4.1.4) e (4.1.9) em (4.1.2), usa-se (4.1.1) e escolhendo
e suficientemente pequeno e |A| > 1/e* obtemos

(4.1.10)

/ v [*dx < 2e [ |V|*dz + N,
I, I
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Multiplique (3.0.5) por %, integre sobre I, usa-se (3.0.4), aplica-se I.P.P. e
a condigao (2.1.7) para

/wmwﬁww]%+—/mmﬂ
I,
+— /Q@Dxda: + /(9@ + W f)dx
Pr JI, I,
Usa-se (4.1.10), a desigualdade Schwartz, Young e Poincaré resulta

o o
ﬂwmmw;mmW+Ewwﬁuwmwww%-<Mu>

Usa-se Teorema 1.3.10, desigualdade Young, (3.0.4) e (4.1.10) para obter

1/2
v < ( / 0f2dz) / sl
) e
_%gfwwi+ /wam

056
< . U|*d
—< €2|)\|2 /‘ *dr+
+ NeAHF”y/ + KeHUH;Vf | Fl 5. (4.1.12)

Substituindo (4.1.12) em (4.1.11) e tome-se e suficientemente pequeno e
Al > & tem-se

o
t[NﬁwSSEWMMF+MMWM%+KMFM%WW%O (4.1.13)

De (4.1.10), (4.1.13) e Corolério 3.1.6 tem-se

~

EL) < (L) +K/Whm+Nwm%+mwm%ww

Aplicando a desigualdade Poincaré, Young, usando (4.1.1) e tomando € su-
ficientemente pequeno conseguimos mostrar o resultado.

Teorema 4.1.2 O semigrupo {e”*'},~¢ associado ao sistema termoeldstico
(2.1.1)-(2.1.11) € exponencial uniformemente estdvel.
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PROVA.- Verifica-se as hipoteses do Teorema 1.5.8. A condigao (1.5.4) é
justificada pelo Lema 3.2.1, logo para verificar a condi¢ao (1.5.5) usamos
algum F = (f,g,h,p,q) € # tal que 31U € 4" e que satisfaca

iNU — AU = F, VAeR (4.1.14)
equivalentemente
i) — U = f em H}(0,1) (4.1.15)
iV — 0o, = pg em L*(0,1) (4.1.16)
il — kO, +m, VY, = ch em L2(IT) (4.1.17)
iNw—W = p em C (4.1.18)
iNps W + diW + azw + a1, (1) = psq em C (4.1.19)

Multiplicar (4.1.14) por U e logo de tomar a parte real resulta
—Re(AU,U) 7 < (EU) 57| < [Fl 7 Ul 57

Logo usa-se (2.1.16) para conseguir
K;/I 0,2 + WP < ||F|| U] - (4.1.20)

Assim usa-se (4.1.18) para obter

2(0W +pl*) _ C
ul’ = E S |A\2(“F”%’“UH%+IIFH2;/7). (4.1.21)

Do Corolario 3.1.5, (4.1.20), (4.1.21) e a desigualdade Young tem-se

[ (o0 + il Yo < U1 + IR

e

Do Lema 4.1.1 temos que

[ (oW + i) do < €U + PP
Portanto de (4.1.20), (4.1.21) e a desigualdade de Poincaré tem-se

1017 < cllFIP-

Do Teorema 1.5.8, dado por Priiss, segue o resultado.
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4.2 Falta de estabilidade uniforme e taxa de decaimento
polinomial do modelo hibrido elastico

O mecanismo de tip body no sistema hibrido elastico (2.1.12)-(2.1.15) pro-
duz um decaimento da energia para zero quando o tempo tende para infinito;
mas este nao é o suficientemente forte para garantir decaimento uniforme.
Nesta secao inicialmente demonstraremos a falta de decaimento uniforme e
finalmente determinaremos a taxa de decaimento polinomial ¢~/2 para o
sistema hibrido eléstico.

Considere o sistema evolutivo hiperbélico gerado pelo sistema (2.1.12)-(2.1.15)
com a restricao que dy = 0, isto é

pe{b\(x,t) — cveg/b\m(x,t) =0, em ]0,l[xRg (4.2.1)
D(0,8) =0, o(,t)=w(t), em R (4.2.2)
psW+ a3 @+ e p(l,t) =0, em Ry (4.2.3)

com as seguintes condigoes iniciais

~ —~

O(x,0) =, ©(z,0) =1y, @O0)=ay e W0)=W,  (4.2.4)
Define-se o espago de fase

7 = H0,1) x L*(0,1) x C?

cujos elementos serdo denotados por U = (zZ, U, 0, W).

Assim o sistema (4.2.1)-(4.2.4) é associado com o problema de Cauchy de
primeira ordem em # seguinte

U=BU U@ =U (4.2.5)
onde o operador nao limitado By : 5, C # — #, é dado por
0 I 0 0 @Z
(g 0 0 0 T
Pe
BoU = 0 0 0 I P
0] oo f\w

cujo dominio é o proprio g e condigao inicial Uy = (¢g, Wy, Wy, Wo).
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A condi¢ao d; =0 em (2.1.48) torna +B; operadores dissipativos, isto é
Re(+ByU,U) o = &E(t) =0, YU € G, (4.2.6)

isto implica que a energia inicial do sistema (4.2.5) é constante no tempo
Ey(t) = &(0) para todo t > 0. (4.2.7)

Desde que +£B, ¢ dissipativo, entao pelo Corolario 1.1.26 tem-se que By é
anti-hermitiano, entdao de acordo com o Teorema 1.4.5, e50! & um Cy-grupo
unitario, logo a formula (1.5.3) implica que

wo(eP) =0, VteR.

Lema 4.2.1 Suponhamos que X € um espaco de Banach sobre C. Se
S(t) é um Cy-semigrupo de operadores em L(X), entao w(S(t)) é um Cy-
semigrupo de operadores na dlgebra de Calkin C(X).

PROVA.- Dado qualquer z € X tem-se
I (S(6)z = m(Dallx = [7(SE) = Dallx < [|S(E)x =T x =3 0.
|
Lema 4.2.2 Todo Cy-grupo unitdrio{e’};cr tem raio espectral essencial 1.

PROVA.- De acordo com o Lema 4.2.1 e Definicao 1.5.3 é possivel definir o
tipo do semigrupo 7(S(t)), denotado por we(S), chamado de tipo essencial
do semigrupo S(t). Usando Teorema 1.1.19 resulta

re(S(t)) = r(w(S(t))) = e, Vit eR. (4.2.8)
Por outro lado, para cada t € R, tem-se

(B U0l 5 = || e (T (5 () G| . = e 5, VU € 7.

C%

isto implica
H7r(eB°t)HC(;Z/) =1, VteR logo  w.(ePV))=0. (4.2.9)

Finalmente de (4.2.8) e (4.2.9) resulta que 7.(e5!) =1, Vt € R,
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Bt Bot

Lema 4.2.3 A diferenca de Cy-semigrupos, e>* — " é compacta ¥Vt > 0.

PROVA.- Dada uma sequéncia de elementos U} = (¢f, Ui, wi, Wi') € #.
Mostraremos que a diferenca (5 — eB()t)USL possui uma subsequencia que
converge forte em <# . Por simplicidade omitiremos os super indices.

U(t) = ((z,t), U(x, ), w(t), W(t) = e®'Uy resolve o sistema (2.1.49) e
U(t) = (¥(, t), \Tf(x,t),ﬁ?(t),W(t)) = Pl resolve o sistema (4.2.5)
Considere o sistema de segunda ordem no tempo

p3Z(t) +asg z(t) + dy 2(t) = aey(t) em 0,77,

2(0) = 2, 2(0) = 2. (4.2.10)

Se y € L*(0,7T), (4.2.10) possui uma tnica solucio z tal que 2,2 sdo
absolutamente continuas com z € L'(0,T) e a seguinte relacao se satisfaz

(2d] +ae)T

T
p3|2F 4+ aslz|* < e s p3\zl|2—|—a3\zo|2—|—oze/ |y(s)\2ds] (4.2.11)
0
Desde que ¥, 2, 2 € L*(0,T), aequagdo em (4.2.10) implica que 2 € L*(0,T),
portanto 2 € H'(0,T).

Por outro lado, do Corolério 3.1.2, temos que
Uo(l,t) e Uy(l,t) sdo limitadas em L2(0,T), (4.2.12)
entdo se usamos y = —,(l,t) em (4.2.10), temos que Fw tal que w,w

sao absolutamente continuas com w € H(0,T).

Da mesma forma se usamos y = —,(l,t) e dy =0 no sistema (4.2.10), te-
mos que 3! tal que @, sao absolutamente continuas com @ € H(0,T).

Agora define-se as fungoes

P, t) = (e, t) —d(a,t) e w(t)Z w(t) — @(t)

tal que verifica o seguinte sistema

Pt — ety = 0 em 10, I[xRY (4.2.13)
0(0,8) =0, (I,t) = w(t) em RJ (4.2.14)
p3h + az 4 di i + a (1) =0 em R{. (4.2.15)
J(@,0) = P(z,0) = 0 em 10,1 (4.2.16)
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Multiplica-se (4.2.13) por ;Z, integre sobre |0,[[, aplique I.P.P., use (4.2.14)
e toma-se a parte real para obter

1d [t . : _ -
23t ), (| |? + pe|t)?)dz = —a Re (1, )i (t). (4.2.17)

Integra-se (4.2.17) sobre |0,7[ e use (4.2.16) para conseguir

E(l.,t) = —2a.Re /OT V(1 S)E(S)d&’. (4.2.18)

Usando (4.2.15) em (4.2.17) encontramos

t

! . _
/ (ackiul+pe?) dr+ sl +asfio? = —2d;Re / i (s)i(s)ds. (4.2.19)
0 0

Do Teorema 1.3.9 temos que existe uma subsequencia de w e w que con-
vergem forte em L*(0,7T). Portanto a identidade (4.2.19) implica que existe
uma subsequencia de (€5 — eBot)USL converge em norma, isto é, a diferencas

do semigrupos (€8 — ePot) ¢ compacta.

Teorema 4.2.4 O Cy-semigrupo {eB'}~o € fortemente estdvel mas nio é
untformemente estdavel.

PROVA.- O Lema 3.2.2 e o Teorema 1.5.7 implicam que (2.1.12)-(2.1.15) é
(F.E.). Por outro lado, usa-se o Teorema 1.1.17, Lema 4.2.3 e Lema 4.2.2
para implicar que o raio espectral essencial de €5t & 1, logo w,ss(B) = 0.
Desde que B é dissipativo a Defini¢ao 1.5.6 implica que s(B) < 0, logo pelo
Corolario 2.11 (Cap. 4, [9]) tem-se wy(B) = 0. Assim a Proposi¢ao 1.5.4
implica que o semigrupo Cy de contracoes {e5'};~o nao ¢ (U.E.).

Teorema 4.2.5 De acordo com as condigoes acima o Cy-semigrupo {e5}>o
associado com o sistema eldstico hibrido (2.1.12)-(2.1.15) decai polinomial-
mente na sequinte taxa

1
HBBtUOH;ZW < m”UoH Gy \V/U() € .
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PROVA.- Verifica-se as hipoteses do Teorema 1.5.9. A condigao (1.5.6) é
justificada pelo Lema 3.2.2, logo para verificar a condi¢ao (1.5.7) usamos
aleum F = (f,g,p,q) € # tal que U € Z5 e que satisfaca

A U—-BU =G, VAeR (4.2.20)
equivalentemente
i) — U = f em H!(0,1) (4.2.21)
iAWV — aethpy = peg  em  L*0,1) (4.2.22)
iNw—W = p em C (4.2.23)
iINps W + diW + asw + o, (1) = psq em C (4.2.24)
Das propriedades dissipativas do sistema temos
di|W[* = —Re(BU,U) 5 < [(G,U) 5| < |G|l 5 Ul 57
Logo use-se (2.1.51) para conseguir
[T = WP <Gl 71U 5 (4.2.25)
Assim usa-se (4.2.23) e (4.2.25) para conseguir
Cy
O = fwf? < W(HGH%HU\I% " HGW%). (4.2.26)

Assim estimamos 1, (l) em (4.2.24) através de (4.2.25) e (4.2.26) como segue

el (D)? = [(iAps + di)W + azw — psq|?
1802 18d; 1802\ ., 1862 N\
< € AANGIU 9 G
< (B T s  PRIGIITT + (5 + 962 )
= GG - IIUN 7 + Csll Gl - (4.2.27)
Do Corolario 3.1.5 com |a, b[=]0,1[, (4.2.25) e (4.2.27) encontramos que

oo [ 0P o [ alae < GINPIG 101 + UG, (1225
Finalmente de (4.2.25)-(4.2.28) e a desigualdade de Young tem-se
1017 < CsIAPIGIP, +ellU1, (4.2.29)
Tomando e arbitrariamente pequeno e extraindo a raiz quadrada consegue-se
U1l 2 < CeAPIG 5

Do Teorema 1.5.9 dado por Borichev e Tomilov, segue o resultado.

89



Capitulo 5

Estabilidade dos modelos hibridos
termo-viscoelasticos

Neste capitulo estudamos o comportamento assintotico dos modelos hibridos
dissipativos termo-viscoelasticos. Inicialmente provaremos que o modelo da
Figura 2.3 e da Figura 2.4 possuem solucao que decai uniformemente desde
que a componente termo-viscosa nao esteja centralizado; no entanto provare-
mos que modelo da Figura 2.5 possui falta de estabilidade uniforme através
do recente resultado devido a Rivera-Rambaud-Villagran em [26] e finalmente

determinaremos uma taxa polinomial ¢~ /2.

5.1 Estabilidade uniforme do modelo termo-viscoelastico

A seguir, provaremos a estabilidade uniforme da solugao do primeiro modelo
hibrido termo-viscoso que tem como componente central a corda de material
elastico correspondente ao sistema (2.2.1)-(2.2.9), logo para o segundo mo-
delo hibrido termo-viscoso cuja componente central é a corda termoelastica,
como na Figura 2.4, a prova da estabilidade uniforme ¢ muito semelhante ao
primeiro assim é desnecessaria a repeticao dos calculos.

Teorema 5.1.1 Se a componente de material termo-viscoso nao € centra-
lizada, entdo o Cy-semigrupo {e”*'}i=q associado com o sistema termo-
viscoeldstico (2.2.1)-(2.2.9) € uniformemente estdvel.

PROVA.- Verifica-se as hipoteses do Teorema 1.5.8. A condigao (1.5.4) é
justificada pelo Lema 5.2.2, logo para verificar a condi¢ao (1.5.5) usamos
algum F = (f,g,h) € # tal que 31U € 4" e que satisfaca

iNU—AU=F, VYIeR (5.1.1)
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equivalentemente

i) —T = f em H}(0,1)
IV — 0o, = pg em L*(0,1)

ixcl — k0, +moV, = ch em LQ(IT Ul,).

Multiplicar (5.1.1) por U e logo de tomar a parte real resulta
—Re(AU,U) o < (E\U) | < ||F|l 71Ul 5 -
Logo use-se (2.2.12) para conseguir

. / 6,Pd + 5, / 0, Pde < ||F| 5 U] o
Il/

I,UI,

Assim usa-se o Teorema 1.3.4 e (5.1.5) para obter

o / WPdz < p,C, / w2 < 2C
1, I,

2 “NEI 101 57
e usa-se (5.1.2) e (5.1.5) para obter

200,

ay/ (4, [2de < 2/(\\Ifx\2+|fz|2)dl‘
1, ‘/\‘ I,
< OIF|| 1T 7 + Col| F % -

Portanto as estimativas (5.1.6) e (5.1.7) implicam

[ (WP + i) do < VIR, + el FIE, -

(5.1.2)
(5.1.3)
(5.1.4)

(5.1.5)

(5.1.6)

(5.1.7)

(5.1.8)

Do Lema 4.1.1 temos que sobre o intervalo I. =]0,[y[ a seguinte estimativa

[ (9P + ainP)de < U + I,

(5.1.9)

Falta apenas mostrar a estimativa sobre I, =]ly,[;[, para isto usaremos o

resultado de observabilidade dado pelo Coroléario 3.1.5 para obter

[ (o + aulial)do < CaT) + Gl 10

Logo se usa o Corolério 3.1.6 com I, =|0, [y[ para obter

) < Cs [ (prl¥P -+ anliul?)do + ol Pl 10

91

(5.1.10)

(5.1.11)



De (5.1.9), (5.1.10) e (5.1.11) tem-se

[(%WP+%wﬁymgdw@%+%wrg% (5.1.12)

Logo de (5.1.5), (5.1.8), (5.1.9), (5.1.12) e a desigualdade Poincaré tem-se
1015, < clFI%,.

Do Teorema 1.5.8 devido a Priiss segue o resultado.

5.2 Falta de estabilidade uniforme e taxa de decaimento
polinomial do modelo hibrido termo-viscoelastico

Nesta secao, inicialmente demonstraremos a falta de estabilidade uniforme
do modelo hibrido termo-viscoelastico cuja componente central é a corda de
material termo-viscoelastica, como na Figura 2.5. Para isto usaremos o resul-
tado devido a Rivera-Racke em [25] ou Rivera-Rambaud-Villagran em [26].
Finalmente determinaremos uma taxa de decaimento polinomial de ¢~1/2.

Recordamos que o modelo da Figura (2.5) esta constituido de Q = I,UI,UI;
e as seguintes equacgoes

p(x)Y(x,t) = op(x,t) €, t>0. (5.2.1)
e a lei constitutiva é definida por

o(x,t) = a(x).(z,t) — m(z)0(x, t) + Bz)iy(z, t) (5.2.2)

Os coeficientes de densidade p(x) e expansao térmica m(x) sdo dados por

pe se x el 0 se ze€l,
plx)=<¢ p, se z€l, , m(x)=4 mg se x€l, . (5.2.3)
pr se x €Il mo se x € I,

Os coeficientes de rigidez elastica a(x), B(z) sao dados por

a, se x €1, 0 se xz€l,
alz) =< o, se z€l, , Plx)=4¢ B, se xz€l, (5.2.4)
ar se x €I, 0 se xe€l;
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onde pe, pr, Pu, Qe, Oy iy, My, B, 820 constantes positivas.

O balanco de energia para este sistema é constituido por
cO(z,t) — K Op(z,t) + motp(z,t) =0, z€Q\IL, t>0 (52.5)

onde ¢ e Kk sao os constantes positivas de capacidade de aquecimento e
condugao térmica respectivamente.

As condigoes de contorno nos extremos x =0 e x = [ dado por
»(0,t) =(l,t) =0, t>0 (5.2.6)

e as seguintes condicoes na variavel térmica

Tipo 1:0(ly,t) = m(,t): t>0
Tipo 2 : 0,(lp,t) = 0(1,t) = t>0
Tipo 3 : 8(lo, £) — (l,t) _ £>0 (5:2.7)
Tipo 4 : 0,(lp,t) = (l,t t>0

As condigoes de transmissao nas interfaces © = [y e x = [; sao dadas por
Yo ) =¢(,t), ol t) =olly,1),
w(ll_at) :'Lﬁ(lf—,t), U(ll_vt) - J(lfvt)'

Finalmente as seguintes condigoes iniciais

¥(w,0) = o, P(x,0) =1, O(z,0) =0 (5.2.9)

Ressaltando que o resultado sobre falta de estabilidade uniforme ¢é valido para

t>0. (5.2.8)

todas as condigoes de contorno em (5.2.7), como é simples de verificar nos
detalhes da demonstracao, s6 para simplificar as notagoes nos limitaremos a
condigao de contorno de Tipo 3 em (5.2.7).

Recordamos que o espaco de fase neste caso é dado por
A = Hy(0,1) x L*(0,1) x L*(I; U L)

A principal ferramenta para mostrar a falta de estabilidade uniforme ¢é o
resultado devido a Rivera-Racke em [25] e Rivera-Rambaud-Villagran em
|26] que estabelece
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Teorema 5.2.1 Dado # ¢ um subespaco fechado do espaco de # . Seja
T (t) um Cy-semigrupo de contragoes definido no espago # e seja To(t) um
Co-grupo unitdrio definido sobre # (. Se a diferenca dos semigrupos

T(t) = To(t)

¢ uma operador compacto de # o em F# entio o semigrupo T (t) ndo €
exponencialmente estdvel.

Provaremos que existe &# ¢ um subespaco de &# e Ty(t) um Cp-grupo uni-
tario definido sobre #7, de tal forma que a diferenca com o Cp-semigrupo
T(t) = e definido no Teorema 2.2.3, seja compacta.

Afirmamos que ~#y e Ty(t) existem:

De fato: Para isto definimos em I, =|0,ly| o seguinte sistema

Peth — Qethyy = 0 em I, x Ry (5.2.10)
¥(0,t) = ¥(lp,t) =0 em RY (5.2.11)
U(x,0) =1, U(z,0)=1(z) em I, (5.2.12)
este sistema corresponde a uma equacao de onda com energia
1 :
Eult) = 5 [ (sl + pid )

que ¢é conservativa desde que
E,(t)=0, Yt>0 implicaque &(t) =&(0), Vt>0. (5.2.13)
Assim a energia £4(t) ¢ finita se consideramos o espago de fase
A1 = Hy(I,) x L*(1,)

cujos elementos serao denotados por U = (¢, W) € 4.

Eiste espaco de fase serd munido do produto interno seguinte
(U Us) s, = [ dnsada g [ 9 Tada
I, I

com U; = (¢;,¥;) € A# 1, i = 1,2, 0 qual torna ao par
(y/b ('7 ) A )

1
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um espago de Hilbert sobre C.

Formulado (5.2.10)-(5.2.12) como um problema de Cauchy de primeira ordem
U=BU, U =U (5.2.14)

onde Uy = (v, ¥y) € 471 ¢é a condigao inicial. Logo é facil ver que By ¢é
gerador infinitesimal de um Cy-grupo unitério sobre &7 tal que a solucao
de (5.2.14) é expressado mediante

U(t) = P,

Por outro lado, define-se os seguintes espacos

Hp(0,1) = {w € Hy(0,1); w(x)=0, Vo >1l}

L3(0,1) = {w € L*(0,1); w(z)=0, Yz >Iy}
logo assim podemos definir &y por

H o= Hp(0,1) x L3(0,1) x {0}.
com as seguintes propriedades
i) &7y ¢ um subespaco fechado em .

ii) oy & isometricamente isomorfo ao espago # 1.

Assim, ¥V Uy = (QZO,\TJO,O) € Ay, definimos Ty(t) sobre # 7y por

~

U(t) = To(t)Uo = (9(1), B(2),0).

De acordo com isomorfismo isométrico (ii), 3 Uy = (g, ¥o) € #1 tal que
U(t) = eP'Uy = (¢(t), ¥(t),0) satisfaz (5.2.14) e a relacdo (5.2.13) implica

1Tyl , = 1 Ul
- HUOHQ%l
- HﬁoHQ%/O
Portanto Ty(t) é um Cyp-grupo unitéario sobre A e satisfaz

1ol g7 =1, VEER.
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Lema 5.2.2 A diferenca T(t) — To(t) de Cy-semigrupos é um operador
compacto de F em H .

PROVA.- Suponhamos que (7(? ¢ uma sequéncia limitada em -7, entao
provaremos que [T'(t) — To(t)]JUS possui uma subsequencia que converge
forte em - . Suponhamos que

U(t) = MUy = (4" (1), 4" (t), 0" (t))

é deduzido como no Teorema (2.2.3) associado ao sistema (5.2.1)-(5.2.9) e

~

U(t) = To()TF = (4"(t), ¥ (t),0)

Denotando por
Vi (x,t) L " (2, ) — " (x, t).

Assim V" satisfaz

PV —(aV + BV —mf"), =0 em QxR (5.2.15)
0" — k0" +mV"=0 em (Q\L)xRS (5.2.16)

onde fica claro que V"(z,t) = ¢"(x,t) em Q\ L.

Multiplicando a equagao (5.2.15) por %, integrando em |0, ([, usando (5.2.16),
logo de tomar a parte real e I.LP.P. aplicando as condigdes (5.2.8) tem-se

ld /l 2 2 l 2
T p|V" " + of V! daH—/c@" dr| +

ho l R S
+ 5V|V;E”\2da:+/meg|2d:c: —a.Re " (lo, )V (ly, t). (5.2.17)

lo lO

Integrando (5.2.17) em ]0,7| tem-se

1 : |2 n|2 / n|2
— (p\V © + oV} )dm+ c|6"|*dx| +
2 Lo lo
T, z T -
+ / ([ BV + / 1072z ) dt = —a Re / 2 (lo, )V (lo, Dyt
0 \Ji l 0

0

tomando o valor absoluto resulta
T
I[T(t) — To(£)]UG 1% < oze/ [ (Lo, [V (Lo, ) |dt. (5.2.18)
0
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Aplicando o Corolario 3.1.2 com Ja, b[= I, e (5.2.13) temos que
" (lo,t) ¢ limitada em  L*(0,T). (5.2.19)
Note que em 1, =|ly, l;[ temos que
V" ¢ limitada em L*(0,T; H'(I,))
e da equacao evolutiva (5.2.15) temos que
V" ¢ limitada em L*(0,T; H (1)),

Portanto, usando o Teorema de Lions-Aubin concluimos que existe uma
subsequencia, denotando com o mesmo indice, que converge fortemente em
L0, T; H'7¢(1,)), em particular para € = 1/4 temos que

V" -V fortemente em L%*(0,T;C(I,))
Em particular tem-se
V™(lo,t) = V(lo,t) fortemente em L*(0,T) (5.2.20)

Aplicando desigualdade Schwartz, (5.2.19) e a convergéncia (5.2.20) ao lado
direito de (5.2.18) concluimos que

[T(t) — To(t)]UY  converge fortemente em 7.

Portanto a diferencia T'(t) — Ty(t) é compacta.
|

Teorema 5.2.3 Se a componente de material termo-viscosa € centralizada,
entdo o Cy-semigrupo {e**'};~o associado com o sistema hibrido termo-
viscoeldstico (5.2.1)-(5.2.9) decai fortemente mas nao uniformemente.

PROVA.- Este Teorema segue diretamente do Lema 5.2.2 e o Teorema 5.2.1.
|

Por fim o seguinte resultado mostra o decaimento polinomial com taxa ¢~/2.

Teorema 5.2.4 Se a componente termo-viscosa esta centralizada entao o
semigrupo {e*¥'}>o associado ao sistema termo-viscoeldstico (ver Figura
2.5) decai polinomialmente, mais precisamente

1 k
leUoll 5 < iUl e VU € 200
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PROVA.- Verifica-se as hipoteses do Teorema 1.5.9. A condigao (1.5.6) é

justificada pelo Lema 5.2.2, logo para verificar a condi¢ao (1.5.5) usamos
algum F = (f,g,h) € # , tal que U € T" e satisfaca

iNXU—AU=F, VAeR (5.2.21)

equivalentemente a,
i) — U = f em H;(0,1) (5.2.22)
iV —0, = pg em L*(0,1) (5.2.23)

ixcld — kO, +moV, = ch em LQ(L, Ul,). (5.2.24)

Este sistema resolvente corresponde ao modelo da Figura 2.5, com I, =10, ly],
I, =|lo,hi] e I, =]l1,l[, que é parecido com o sistema resolvente (5.1.2)-
(5.1.4) que corresponde ao modelo da Figura 2.3 salvo um intercambio de
componentes, portanto as estimativas (5.1.5), (5.1.7) e (5.1.9) sao verificadas
por argumentos parecidos; no entanto a estimativa (5.1.6) precisa de outro
argumento porque a desigualdade de Poincaré classica a funcao W sobre
componente central I, nao é valida.

Portanto devemos usar a desigualdade Poincaré generalizada dada por

2
+ Cpnxpxng,fu. (5.2.25)

1
91, < = | [ v
lh—1lo|Jg,

Para estimar a integral em (5.2.25), integramos a equagao (5.2.23) em [, e
logo toma-se o valor absoluto para obter

1 1/2
/ v < [|a(l1)\ o) + po/l = zo(/ gl } (5.2.26)
I, v I,
De acordo com a expressao de o em (5.2.2), podemos estimar

|0 (s)| < lowtu(s) + By Va(s)| + mo|0(z)] (5.2.27)

<

nos extremos s = [y ou s = [y da componente termo-viscosa 1.

Tome o quadrado em ambos membros em (5.2.26), use (5.2.27), aplique o
Corolario 3.1.7 para I, =|ly,l;[ e a desigualdade (5.1.5) para obter

/\Ifda: &
Il/

A

2
IF|I”. (5.2.28)

Cy
< WHUHQ%/HL
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Logo de (5.1.5), (5.1.7), (5.2.25) e (5.2.28) conseguimos

/I (PTG + aln(9)?)dr < U2 +el|FIP,.  (5:229)

Falta apenas encontrar uma estimativa da energia na componente I, =10, ly|
o qual representa a corda de material elastico.

Para fazer isto volvemos a usar o Corolario 3.1.7 com [, =]ly, 1| para obter
I{lo) < Co€(L,) + CulPIUN 5 IFll 7 + Cull FIP- (5:2.30)
Substituindo (5.2.29) em (5.2.30) tem-se
() < elUIy + el FI% + ClAPIUIL# I1F ] 5 (5:231)

Do Corolario 3.1.5 com [, =]0,l)[ e usando (5.2.31) tem-se

[ (¥ + aulial)do < T(t) + CoallFll o 101 + Cual PP

< elUIPy +cllFI%y + Cul ARV 5 I Fll -
Aplicando desigualdade de Young na estimativa anterior tem-se
2 2 2 4 2
/ (PP + ) do < U2, + eI FI, - (5.2.32)
I
Tomando e suficiente pequeno e A arbitrariamente grande tem-se
101 < cIAPIEI, .
Do Teorema 1.5.9 dado por Borichev e Tomilov segue o resultado.
|
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