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Resumo

Estudamos sistemas dinamicos do tipo produto torto para os quais a dependéncia em relagao a coordenada
na base é localmente constante e as transformacoes na fibra sao difeomorfismos de classe C! de um intervalo
fechado sobre a sua imagem. Mostramos que para tais sistemas, alguns conjuntos relevantes do ponto de vista
da dinamica podem ser descritos como a uniao de graficos de uma, duas ou mais fungoes definidas da base
na fibra. Mostramos que cada conjunto hiperbdlico é a unido de graficos de um nimero finito de fungoes.
Mostramos que cada medida hiperbdlica estd concentrada na uniao de graficos de uma ou duas fungées. No
caso em que o intervalo é “absorvente” | no sentido que as transformagoes na fibra o enviam em seu interior, nos
obtemos, para um conjunto aberto e denso de sistemas, uma decomposicao do espago de fase em duplas faixas
atratoras e duplas faixas repulsoras tais que seus atratores e repulsores sao graficos de uma ou duas fungoes

continuas em quase todo ponto.

Palavras chaves: Sistemas Dinamicos Parcialmente Hiperbdlicos, Produtos Tortos, Graficos Invariantes.



Abstract

We study dynamical systems of skew product type whose dependence on the base dynamics is piecewise constant
and whose fiber maps are C! diffeomorphisms of an interval to its image. We show that such systems, certain
dynamically relevant sets can be written as graphs of one, two or more functions defined on the base space.
We show that any hyperbolic set is indeed the union of graphs of finitely many functions. We show that any
ergodic hyperbolic measure is concentrated in the union of graphs of one or two functions. In the case that the
interval is “absorbing” in the sense that each fiber map sends it into its interior we show that for an open and
dense set of systems there exists a decomposition of the phase space into attracting double-strips and repelling
double-strips such that their attractors and repellers are graphs of one single-valued or bi-valued continuous

function in almost every point.

Key words: Partially Hyperbolic Dynamical Systems, Skew Products, Invariant Graphs.
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Introducao

A teoria dos sistemas dinamicos uniformemente hiperbdlicos tem sido bem estudada desde a década de 60,
e tem como base os trabalhos fundamentais de Smale. Entretanto, tais sistemas deixam de contemplar um
grande nuimero de exemplos interessantes, de modo que é necesséario estender seus fundamentos para sistemas
que nao apresentam hiperbolicidade uniforme. Assim, surge de maneira natural o interesse em estudar sistemas
dinamicos que generalizam os uniformemente hiperbdlicos, tais como os ndo uniformemente hiperbédlicos ou os
parcialmente hiperbélicos (PH). Estes tltimos apresentam ainda uniformidade, mas a hiperbolicidade completa
é substituida por “alguma hiperbolicidade”. Entender o seu comportamento tanto do ponto de vista topolégico
(estrutura dos “atratores”) quanto do ponto de vista ergddico é, portanto, de fundamental interesse e tem

norteado diversos trabalhos.

Ainda no que diz respeito aos sistemas dindmicos parcialmente hiperbdlicos, um exemplo importante e que
tem sido um relevante objeto de estudo sdo os skew products sobre conjuntos hiperbédlicos. De fato, além de
admitir uma formulagao simples, oferecendo uma boa estrutura para estudar problemas concepcionalmente
diffceis, a teoria de [17] garante que os sistemas conjugados a skew products parcialmente hiperbélicos formam
um conjunto aberto em PH. Skew products estao ainda naturalmente associados a sistemas iterados de fungdes,
0s quais possuem interesse intrinseco. Dentro do conjunto dos skew products, aqueles que apresentam fibrado
unidimensional seriam os mais simples de serem estudados e nosso ponto de partida para entender sistemas

mais gerais.

Dada a representagao simbdlica de conjuntos uniformemente hiperbdlicos localmente maximais (ver por
exemplo [14]), nos interessa considerar skew products sobre um subshift transitivo do tipo finito, ou mesmo
sobre o shift completo em um espaco de sequéncias. Uma classe importante dentro desse tipo de skew products
é a formada pelos chamados step skew products, que sdo aqueles cuja dependéncia em relacdo a coordenada
na base é localmente constante. Tal classe é o principal objeto de estudo deste trabalho. Mais precisamente,

vamos tratar da transformacao

F:SyxI—=SyxI 0 (§p)r (0(8), feo (p)); (1)

onde 0 : ¥y — Xy é aplicacdo deslocamento no espago Xy = {1,..., N}Z e I =[0,1] é o intervalo unitério.
Nés vamos sempre assumir que f; : I — f;(I) C I é um difeomorfismo de classe C! para cada i = 1,..., N.

A diferenciabilidade das transformacées na fibra é aqui colocada devido & associacdo com sistemas dinamicos



parcialmente hiperbélicos, mas apenas as hipéteses de injetividade e continuidade sobre tais transformacoes ja

nos conduz a uma série de resultados interessantes, que serao vistos ao longo do texto.

Nosso objetivo neste trabalho é, portanto, dar uma boa descricao, seja do ponto de vista topoldgico ou
seja do ponto de vista ergddico, do sistema definido em (1). Uma tal descrigdo pode ser feita mostrando, por
exemplo, que atratores, repulsores ou outros conjuntos relevantes para o sistema sdo gréficos (ou conjuntos
similares a gréficos) invariantes e com certa regularidade. De fato, nesse caso, resultados vélidos para a dindmica
na base, cujo comportamento é razoavelmente bem entendido, podem ser transportados para a dinamica do
sistema. Mais ainda, quanto “maior” a regularidade dos gréficos, mais resultados podem ser transportados.
Por [2, Section 1.8], nds temos também que em skew products com transformagoes mondtonas na fibra, gréficos
invariantes estao intimamente relacionados com medidas invariantes ergédicas. O estudo de graficos invariantes

e da sua regularidade ja foi, de fato, feito em outros contextos (ver, por exemplo, [15, 29, 30]).

Dentre alguns resultados que buscam dar uma boa descrigao de skew products do ponto de vista ergddico,
podemos citar o trabalho de Ruelle e Wilkinson em [27], no qual eles consideram um skew product mensurével
tendo na base uma transformacao invertivel e ergddica em um espaco de probabilidade, e na fibra difeomorfismos
de classe C'T® sobre uma variedade Riemanniana compacta. Eles provam que uma medida ergédica para
o skew product que projeta para a medida ergddica na base e tem todos os expoentes de Lyapunov nas
fibras negativos possui uma decomposi¢ido atdémica nas fibras, isto é, existe um conjunto de medida total H’
satisfazendo a seguinte propriedade: dada uma fibra no espaco de fase, ou H' nao a intersecta ou ele a intersecta
em exatamente k pontos. Resultados sobre atomicidade de medidas condicionais de fato foram obtidos também

em outros contextos (ver [16] ou [2, Section 1.8], por exemplo).

Analisando especificamente o sistema introduzido em (1), uma boa descrigdo dos atratores e repulsores
topolégicos para um tal sistema genérico no caso em que todas as transformacoes na fibra preservam orientacao
e que o intervalo é “absorvente” (no sentido que as transformagcoes na fibra o enviam em seu interior) pode
ser encontrada no trabalho de Klepstyn e Volk em [22]. De fato, os autores mostram a existéncia de uma
colecao finita de faixas atratoras e repulsoras que preenchem todo o espaco de fase. Cada faixa atratora
possui um unico atrator maximal e cada faixa repulsora possui um tnico repulsor maximal. Esses atratores e
repulsores sdo grdficos ossudos (seguindo a notagdo dos autores), isto é, cada um deles intersecta quase toda
fibra (com respeito a uma medida de Markov fixada a priori) em um tnico ponto e as demais fibras em um
intervalo. Esses conjuntos sdo, de certa forma, similares as ferraduras do tipo porco-espinho estudadas em [5],
que constituem um exemplo paradigmatico de sistemas dindmicos parcialmente hiperbélicos. O caso em que
todas as transformagoes na fibra fixam os extremos do intervalo é tratado em um trabalho recente (ainda na
forma de preprint) de Gharaei e Homburg ([13]). Nesse caso, os autores colocam condigdes sobre os expoentes
de Lyapunov nas fibras dos pontos extremos do intervalo e obtém um resultado similar ao de Klepstyn e Volk,
com uma decomposicao do espago de fase similar & de [22]. Porém, no caso das faixas extremais (border strips,
seguindo a notacao de [13]), o atrator maximal é um thick graph (similar ao que aparece em [18]), ou seja, é

um grafico cujo fecho tem medida positiva (onde a medida considerada é o produto da medida de Markov na



base com a medida de Lebesgue na fibra).

Neste trabalho, nés vamos provar alguns resultados para o sistema introduzido em (1) que estao relacionados
com as descrigoes dadas em [27] e [22]. No que se refere & relacdo com o trabalho de Ruelle e Wilkinson, nés
estamos considerando um sistema que por um lado é menos geral (a fibra em [27] é uma variedade Riemanniana
compacta e o sistema é um (ndo step) skew product), mas por outro lado néo exigimos que as transformagoes
na fibra sejam de classe C'*®. O fato de ser um intervalo a fibra do step skew product tratado permite uma
melhora no resultado obtido por eles: a reducao de k pontos na possivel interseccao de H com cada fibra para
somente 1 ou 2 pontos em tal possivel intersecgdo (em [27] os autores mostram que é possivel ter k > 2). J4 no
que diz respeito a relagao com o trabalho de Kleptsyn e Volk, nds obtivemos um resultado similar ao provado
por eles, mas para o caso mais geral onde é permitido que as transformagoes na fibra revertam orientacao.
A hipétese que cada transformagdo na fibra preserva orientagdo é até usual na literatura (ver, por exemplo,

[13, 18]), porém restringe bastante a classe de exemplos abrangidos.

No Capitulo 2, nds fazemos uma descricdo menos fina do sistema introduzido em (1). Nés provamos
que cada conjunto hiperbdlico com respeito a tal sistema pode ser visto como o grafico de uma multi-funcao
uniformemente finita definida da base para a fibra e mostramos também que o “suporte” de cada medida
hiperbdlica com respeito ao mesmo sistema pode ser visto como o grafico de uma funcao ou uma bi-fungao
definida da base para a fibra (os conceitos de multi-funcdo e bi-funcéo sdo introduzidos ainda no Capitulo
1). Nés utilizamos a expressao “menos fina” porque nao é dada uma descrigdo global do sistema e no caso
do resultado para medidas hiperbdlicas, a conclusdo diz respeito a quase todo ponto (com respeito & medida
considerada). Os dois principais resultados do Capitulo 2 sdo os Teorema A e B enunciados abaixo. As

hipéteses sobre cada um deles serao melhores explicadas ao longo do texto.

Teorema A. Seja H um conjunto compacto F-invariante e hiperbélico com respeito ao sistema introduzido

em (1). Entao existe M > 1 tal que #(({£} x I) N H) < M para todo § € .

Teorema B. Sejam u uma medida hiperbdlica com respeito ao sistema introduzido em (1) (ver Defini¢do 2.4)
e H um conjunto F-invariante satisfazendo u(H) = 1 e tal que todos os pontos em H possuem expoente de
Lyapunov igual ao expoente de . Entdo existe M > 1 tal que #(({£} x I) N H) < M para todo £ € ¥ n. Mais
ainda, € possivel escolher H de modo que ou #(({£} x I)NH) = 1 para todo & € 11 (H) ou #(({{} xI)NH) =2
para todo § € 111 (H) (onde 11y denota a projecdo de Yy x I sobre Xy ).

Conforme jid comentamos, o Teorema A nos diz essencialmente que o conjunto H é o grafico de uma
multi-fun¢ao uniformemente finita definida da base para a fibra. A ocorréncia de tais graficos invariantes em
skew products também é de consideravel interesse, porque ainda nesse caso alguns resultados validos para a
dindmica na base podem ser transportados para a dinamica do sistema (veja, por exemplo, [26, Chapter IX,
Theorem 1.8], resultado enunciado na Proposi¢ao 2.2 neste trabalho). J& o Teorema B estd relacionado com
o resultado de Ruelle e Wilkinson em [27]. Observe novamente que o sistema introduzido em (1) apresenta
algumas diferencas em relagao ao sistema estudado por eles e que ndés melhoramos a conclusao de haver k

pontos na possivel intersecgao de H com cada fibra para somente 1 ou 2 pontos em tal possivel interseccao.



A prova do Teorema B de fato passa pela existéncia de um conjunto de medida total que tem na possivel
intersecgdo com cada fibra exatamente k pontos (mas utilizando técnicas diferentes das usadas em [27]). Para
obter a redugao na quantidade de pontos é usada fortemente a relacao de ordem na fibra. Vale ressaltar aqui
um outro fato importante. Em [27], os autores descrevem um exemplo devido a Kifer [21] para mostrar que a
condicao que a transformacgao na base é invertivel é de fato essencial. Porém, a demonstracao do Teorema B
mostra que para um step skew product como o introduzido em (1.1), essa hipStese s6 é necessdria quando o

expoente da medida é negativo. Isso sera discutido de maneira mais detalhada ao longo do texto.

No Capitulo 3 nés fazemos uma anélise mais fina para o sistema introduzido em (1), porém em um conjunto
genérico de tais sistemas. De fato, o Teorema C, principal resultado deste capitulo e que estd enunciado abaixo,
estd relacionado com o trabalho de Kleptsyn e Volk em [22]. Em comparagao com tal trabalho, ao considerarmos
sistemas como o introduzido em (1), nés néo exigimos que as transformacoes na fibra preservam orientagdo. Nés

daremos uma descri¢do topoldgica para um sistema genérico (a topologia usada serd detalhada na Secao 3.4).

Teorema C. Dado N > 1, seja S(N) o conjunto de todos os step skew products como em (1) com a condi¢ao
adicional que f;(I) C int (I) para todo i = 1,...,N. Seja ainda Ao uma medida de Markov em Y. Entao
existe um conjunto aberto e denso em S(N) tal que para todo F nesse conjunto existe uma coleg¢do finita de

duplas faizas atratoras e duplas faizas inversamente atratoras satisfazendo as sequintes propriedades.

1. Sua unido € todo o espago de fase;

2. O atrator maximal de cada dupla faixa atratora € um bi-grdfico ossudo continuo; o repulsor mazimal
(isto €, o atrator mazimal para a transformacao inversa F~') de cada dupla faira inversamente atratora

€ também um bi-grdfico ossudo continuo;

3. Cada dupla faiza atratora e cada dupla faiza inversamente atratora tem uma dnica medida invariante
ergodica tal que sua projecao na base € a medida de Markov A\g. Tal medida € o levantamento de Ao sobre
o atrator (ou repulsor) considerado como a unido dos grdficos de duas fungoes definidas em Ag-quase todo
ponto £ € ¥n. Essa medida € fisica e hiperbdlica. Sua bacia contém um subconjunto de medida total na

dupla faiza;

4. Para cada dupla faiza atratora, existem um subconjunto Y de medida total (com respeito ¢ medida do
item anterior) de seu atrator mazimal e um subconjunto 111 (Y) C Xy de medida Ao total tais que
Iy : T — I (T) € uma semiconjugagio dois para um entre F|y e o|m,(x), onde o denota a aplicagdo

deslocamento em X .

O Teorema C fornece, portanto, uma descrigao topoldgica para sistemas mais gerais que os considerados em
[22], uma vez que nao foi exigida a hipStese que as transformagdes na fibra preservam orientagao. E verdade
que essa descrigao ainda depende da medida de Markov na base, uma vez que a associacao dos atratores e
repulsores com os bi-graficos ossudos depende desta. Vale ressaltar, porém, que as medidas de Markov sao

“tipicas” dentro do conjunto das medidas invariantes pela dinamica na base, sendo em particular densas dentro



desse conjunto. Assim, as consideragoes feitas a seu respeito constituem um ponto de partida natural para
uma descri¢ao ainda mais geral. Uma descricao mais detalhada sobre as duplas faixas e os bi-graficos ossudos
serd feito na Secao 3.5 e as condigoes precisas que um sistema deve satisfazer para que o teorema se aplique a

ele serao dadas na Secao 3.4.

Além das referéncias ja citadas acima, outros autores tem trabalhado na tentativa dar uma boa descri¢ao do
comportamento de transformacoes que modelam sistemas dinamicos parcialmente hiperbdlicos, em particular,

de sistemas similares ao que introduzimos em (1). Nés comentaremos agora alguns desses trabalhos.

Em [12], Fan, Simon e Téth estudam um sistema similar ao introduzido em (1). Similar porque eles
consideram o caso em que a fibra é um intervalo compacto, mas também o caso em que a fibra é um intervalo
nao limitado. Eles permitem a existéncia de pontos fixos nao-hiperbdlicos, situacao para a qual a demonstragao
do Teorema C nao é vélida (veja Segao 3.4 para maiores detalhes a respeito das condigbes sobre as quais o
t li 5 0 t f 0 fibra sao de cl C? ientaca

eorema se aplica), porém supoem que as transformagoes na fibra sdo de classe C*, preservam orientagao e
sao convexas. Com mais algumas hipoteses, os autores obtém uma relagao entre a dimensao de Hausdorff, a

entropia (métrica) e o expoente de Lyapunov (na dire¢do da fibra) de “muitas” medidas invariantes.

Em [9], os autores apresentam um modelo que “destréi” ferraduras tridimensionais via ciclos heteroclinicos.
Do ponto de vista de um step skew product, esse modelo pode ser visto como uma familia de skew products
a l-parametro tal que para cada ¢ hd duas transformagoes na fibra (uma delas preserva orientacdo e a outra
reverte). Para t = 0, o sistema apresenta a chamada condicdo do (0, 1)-ciclo (seguindo aqui a notagao de [5]),
isto €, a transformagdo que preserva orientagao tem o ponto 0 como ponto fixo repulsor e o ponto 1 como
ponto fixo atrator, e a transformagao que reverte orientacao envia o ponto 1 no ponto 0. Para sistemas que
apresentam essa propriedade, a demonstragdo do Teorema C ndo se aplica (novamente, veja a Secao 3.4). No
caso t # 0, a condigdo do (0, 1)-ciclo ndo ocorre, porém a transformacao que preserva orientagio ainda fixa os
extremos do intervalo, e no caso t < 0, o intervalo I nao é invariante pela transformacao que reverte orientagao.

Assim, também néo é possivel aplicar o Teorema C no caso t # 0.

De maneira similar ao trabalho acima, em [5], Diaz e Gelfert consideram um step skew product como o
definido em (1), tendo na base o espaco X5 e na fibra uma transformacao que preserva orientagao e outra que
reverte. Porém, mais uma vez, essas transformacoes ndo enviam o intervalo em seu interior. Além disso, o
sistema admite a condigao do (0, 1)-ciclo. Vale ressaltar, no entanto, que uma boa descrigdo do atrator maximal
desse tipo de sistema ja foi dada em [5]. De fato, os autores mostraram que o sistema possui uma rica estrutura
nas fibras, com um conjunto ndo enumerével de fibras triviais (pontos) e um conjunto nao enumeravel de fibras
nao triviais (“intervalos” ou ossos). Os autores mostraram ainda que existe um salto no espectro de todos os
possiveis expoentes de Lyapunov (veja também [7] para uma descrigido mais completa do espectro, e [6] e [8]

para um estudo similar com a presenga de uma terceira transformagio na fibra).

Em [10], Diaz e Marcarini consideram uma familia a 1-parametro de step skew products como os que séo
tratados em [5]. Eles estudam a dimensdo de Hausdorff do conjunto de sequéncias em Yo com fibras nado

triviais. Em particular, eles investigam como a dimensao varia quando o parametro que define a familia é



alterado.

Em [18], Ilyashenko também considera um sistema como o definido em (1) no caso particular em que N = 2
e ambas as transformacoes na fibra sdo difeomorfismos de classe C? preservando orientacio. No entanto, uma
das hipoteses consideradas é que ambas as transformacdes fixam os extremos do intervalo e que uma delas tem
um extremo como ponto fixo atrator e a outra tem o mesmo extremo como ponto fixo repulsor. Como todas
as transicOes sao permitidas, esse sistema também nao se encaixa nas condigoes do Teorema C. Com mais
algumas condigoes sobre as transformagoes na fibra, Ilyashenko mostra que sua familia de sistemas forma um
conjunto aberto dentro do conjunto dos step skew products e que toda transformacao nesse aberto possui um

thick attractor (isto é, seu atrator de Milnor tem medida positiva, mas nao total, onde a medida considerada é o

11

produto da medida (3, 5)-Bernoulli na base com a medida de Lebesgue na fibra - veja [18] para mais detalhes).

Podemos destacar que os trabalhos acima se diferenciam do trabalho nesta tese pelo fato que eles se aplicam
para sistemas que “preservam fronteiras”, no sentido que eles ndo satisfazem a condigao f;(I) C int (I) para
todo ¢. Utilizando o resultado recente de [13] j& citado, é possivel que o Teorema C se estenda para tais tipos
de sistemas. Mas além da condicdo que as fronteiras podem ser preservadas, os sistemas acima apresentam, em
geral, ciclos heterodimensionais e assim também nao se enquadram nas hip6teses do Teorema C. Mesmo assim,
o Teorema C apresenta um passo adicional para entender melhor sistemas fibrados e a estrutura topolégica
dos seus atratores. Ressaltamos ainda que a descrigao obtida no Teorema C vale para “muitos” sistemas, visto

que o resultado se aplica a um conjunto aberto e denso de step skew products.



Capitulo 1

Preliminares

Neste trabalho nés vamos estudar propriedades de transformagoes usualmente conhecidas como step skew
products. Essa classe de transformacoes é composta pelos skew products cuja dependéncia em relagao a coor-

denada na base é localmente constante. Mais precisamente, temos a seguinte definigao.

Definigao 1.1. Sejam N € N, ¥y = {1, ..., N}Z o0 espago das sequéncias bilaterais em N simbolos e I = [0,1]

o intervalo unitdrio. Um step skew product € uma transformacdo da forma

FiSyxI—SyxI = (6p) (0(6) fe (). (L.1)

ondeo : Xy — XN € a aplicagdo deslocamento. Vamos sempre supor que f; : I — f;(I) C I é um difeomorfismo

de classe C' para cadai=1,...,N.

O espago X € usualmente chamado de base do step skew product F, enquanto o intervalo I é usualmente
chamado de fibra. A palavra “fibra” pode ainda ser usada para designar um subconjunto da forma {£} x I C
Yy X I, onde £ € ¥y. Cada subconjunto dessa forma pode ser naturalmente identificado com o intervalo I.

Nesse caso, temos um conjunto de fibras, a saber, {{£} x I: £ € En}.

Observe que o step skew product F' introduzido na Definicao 1.1 nao é necessariamente bijetor. Como em

muitos casos serd ttil considerar a dindmica inversa de F', nés vamos considerar também
A=) F"(Sn x I) (1.2)
n>0
o conjunto invariante maximal por F'. Note que nés podemos escrever
A= | {gx I, (1.3)
£eXN

onde, para cada £ € Xy,

I = () feo, 00 fe_ (D). (1.4)

n>1



Note ainda que I¢ é sempre um ponto ou um intervalo fechado. Como F ¢ injetora, nés temos que F|5 é uma
bijegdo. De agora em diante, para ndo complicar a nota¢do, nds vamos denotar também por F a restricdo F|,,
mas sempre deixando claro, quando for preciso, se estamos considerando a transformacao F em Xy x I ou a

sua restricao.

A definigao de I¢ em (1.4) nos sugere que seria 1til adotar uma notagao especifica para indicar a composigao

das transformacoes na fibra. Para cada m,n € Z, m < n, vamos entao escrever

f€m~~£n = ffn 0...0 ffﬂl'

Dessa forma, (1.4) pode ser reescrita como

Ie= () fe e s (D).

n>1
Uma vez que estamos considerando um espago produto, convém estabelecer também as notagoes para as
projecoes em cada espago. Nés vamos indicar por II; e Il; as projecoes de X X I sobre ¥y e sobre I,

respectivamente, isto é,
I : Xy xI =%y : (§z)—¢& e L : Xy xI—=1 : (&z)—a. (1.5)
Dado um subconjunto H C A, nés vamos escrever, em conformidade com a defini¢ao em (1.4),
He := o (H 0 ({€} x I¢)) (1.6)
para indicar a projecao sobre I da intersecgao de H com uma dada fibra.
Vamos agora introduzir o conceito de hiperbolicidade para o step skew product F.

Definigao 1.2. Nds dizemos que um subconjunto H C A é hiperbdlico com contragdo nas fibras se ezistem

constantes ¢ >0 e 0 < A < 1 tais que
|(feo...en 1) (p)| <A™ para todo n > 1 e para todo (¢,p) € H. (1.7)
Nos dizemos que H € hiperbdlico com expansao nas fibras se
’((fsfn...g,l)il)/(pﬂ <cA\"  para todon > 1 e para todo (£,p) € H.

Nos dizemos que H € hiperbdlico se ele € hiperbdlico com contracao nas fibras ou se ele € hiperbdlico com

expansao nas fibras.

Observe que nossa definicdo de conjunto hiperbdlico para o step skew product F' é natural, visto que o
deslocamento na base ¥ n pode ser identificado com um difeomorfismo restrito a um conjunto hiperbdlico (no
sentido usual) contido em uma variedade compacta. Dessa forma, se H é hiperbdlico com respeito a F' no
sentido da Definicao 1.2, entao a dinamica de F em H também pode ser “identificada” com a dinamica de um

difeomorfismo em um conjunto hiperbdlico (no sentido usual) contido em uma variedade compacta.



Parte dos resultados obtidos neste trabalho dizem respeito & existéncia de certos graficos, bi-graficos ou
multi-graficos invariantes por F. Para finalizar este breve capitulo, nés vamos formalizar a definicao desses

conjuntos.

Definicao 1.3. Uma multi-fungao v : D C ¥y — I € uma transformagao que associa a cada &€ € D um
subconjunto nao-vazio ¥(§) C I. Uma multi-fungdo ¢ : D — I € dita ser compact-valued quando ¥(D) é um
subconjunto compacto de I para todo & € D e € dita ser uniformemente finita quando existe M > 1 tal que
#U(&) < M para todo § € D. Se para cada & € D nds tivermos que (&) € um subconjunto com dois elementos

entao nos diremos que Y é uma bi-fungao.

As definigbes de multi-grifico e bi-grafico sdo naturais dados os conceitos introduzidos na Definicao 1.3.

Definigao 1.4. Um multi-gréfico em X x I € um conjunto da forma {(&,4(£)): & € D} para alguma multi-
fungdo ¢ : D C ¥y — I. Um bi-grafico em X x I é um congunto da forma {(§,¢%(§)): £ € D} para alguma
bi-funcao v : D C ¥y — I.



Capitulo 2

Multi-graficos em Step Skew Products

Neste capitulo nés vamos mostrar que cada conjunto hiperbélico contido no atrator maximal do step skew
product introduzido na Defini¢ao 1.1 é o grifico de uma multi-fungao uniformemente finita definida da projecao
desse conjunto na base para a fibra. Mostraremos ainda um resultado andlogo no caso de medidas hiperbdlicas,

o qual serd melhor explicado na Segao 2.2.

2.1 Conjuntos hiperbdlicos vistos como multi-graficos

Nesta secao nds vamos mostrar que cada conjunto hiperbdlico contido no atrator maximal do step skew
product introduzido na Definicao 1.1 é o grafico de uma multi-funcao uniformemente finita definida da projecao

desse conjunto na base para a fibra. Mais precisamente, provaremos o seguinte resultado.

Teorema 2.1. Seja H C A um conjunto F-invariante e hiperbdlico. Entdo existe M > 1 tal que #He < M
para todo € € Y.

A ocorréncia de multi-graficos invariantes em skew products é de considerdvel interesse, visto que através
destes, resultados vélidos para a dindmica na base (que possui dimensdo menor) podem ser transportados
para a dindmica do sistema. Por exemplo, em [26, Chapter IX, Theorem 1.8], podemos encontrar o seguinte

resultado.

Proposigao 2.2. Sejam X e Y dois espacos métricos compactos e ¢ : X — X ey :' Y — Y duas trans-
formagoes continuas. Assuma que h : X — Y € uma semi-conjugacao uniformemente finita entre essas duas

transformagaoes (isto €, existe ¢ > 1 tal que #h™(y) < ¢ para todo y €Y ). Entao hiop(p) = hiop ().

A Proposicao 2.2 nos diz entdo que no caso do step skew product introduzido na Definicao 1.1, para
cada conjunto hiperbdlico H contido no atrator maximal A, a entropia topoldgica da aplicagao deslocamento
restrita a IT; (H) coincide com a entropia topoldgica de F' restrita a H (basta notar que a projegao I1; satisfaz

as condigdes da Proposicao 2.2, uma vez que também vale o Teorema 2.1).

10
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A existéncia de graficos invariantes e a andlise da regularidade destes ja foram também estudadas em outros

contextos (ver, por exemplo, [15, 29, 30]).

Ideia da demonstracao do Teorema 2.1. Para provar o Teorema 2.1, nds usaremos que o intervalo I é compacto
e que cada transformacao na fibra é de classe C! e monétona (logo, estaremos usando também a relacao de
ordem em I). Nés faremos a demonstragdo no caso em que H é hiperbdlico com contracdo nas fibras (a prova
quando H é hiperbdlico com expanséo nas fibras é andloga). Nesse caso, a demonstragao consiste essencialmente
em mostrar que existe uma vizinhanga uniforme (na fibra) de cada ponto de H que é contraida uniformemente
por algum iterado de F'. Assim, existem subconjuntos de cada uma dessas vizinhancas que sao expandidos
uniformemente pelo mesmo iterado mas com respeito a inversa de F'. Se houverem muitos pontos na interseccao
de H com uma certa fibra, serd possivel obter ao menos dois deles dentro de um tal subconjunto e de modo que
apés iterd-los pela inversa de F' sucessivas vezes, a distancia entre seus iterados fica maior do que o comprimento

do intervalo I (o que nos dard uma contradicdo). Essas ideias serdo formalizadas na demonstracao a seguir. [

Demonstracdo do Teorema 2.1. Suponha que H é hiperbdlico com contracao nas fibras e sejam ¢ e A como em

(1.7). Fixe ng > 1 o menor natural tal que cA™ =: \; < 1. Entao
cbnnn—1) D) = para todo n > 1 e para todo (§,p) € H.
£0---Enng—1 ' <A d >1 d H

Fixe agora \s € (A1,1). Como o intervalo I é compacto, cada transformacao na fibra é de classe C* e temos

somente uma quantidade finita dessas transformacoes, existe € > 0 tal que
|(f£0m§n071)’(x)‘ <Xy paratodoz € (p—¢€,p+e)NI e paratodo (§p) € H. (2.1)

Seja N1 € IN tal que
Nie > 1. (2.2)

Queremos mostrar que existe M > 1 tal que #H, < M para todo £ € ¥ . Suponha por absurdo que isto nao
ocorra, isto é, para cada M > 1 existe £ € Xy tal que #H; > M. Fixe entdao My € IN tal que *

Lﬁﬂ >1 (2.3)

e seja § € Yy tal que #He > My. Pela F-invariancia de H, nés temos que #H,x) > Mo para todo
k€ Z. Seja ¢1 < ... < qum, uma enumeracao de My pontos quaisquer em H¢. Pela monotonicidade das
transformacoes na fibra, ndés temos que (fg_no___g_l)*l(qi) estd entre (fe_, e ,) '(q1) e (fg_no...g_l)il(QMo)

para todo ¢ = 2, ..., My — 1. Temos dois casos a considerar.

1. Entre (fe_, ..e.,)” "(q1) e (fe_,,..e_,)” " (qar,) ndo existem intervalos de tamanho maior ou igual que e

cuja intersecgao com H,-no(¢) € vazia. Nesse caso, (2.1) nos garante que

|(fe_pe20)' (@) < A2 para todo z entre (fe_, e )™ (@) € (fe_,,.e00) ™ (aaro);

Ta] :=max{k € Z: k < a}
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e assim, pelo Teorema do Valor Médio, nés temos que

)

a1 = aargl < o [(fenye ) 7M@) = (fe g6 )™ (anny)

0 que implica

1
|(fenyeo) " Har) = (fe_y o) " Hany)| > )\*2 lar — ans, | - (2.4)

2. Entre (fgfno_“gfl)_l(ql) e (ff—no-««g—l)_l(qMO) existe ao menos um intervalo de tamanho maior ou igual
que € cuja intersecgao com H,—ng ¢y € vazia. Nesse caso, denote por Jy, ..., J;, [ > 1, os intervalos maximais
disjuntos) de tamanho maior ou igual que € cuja interseccao com H_-»,(s € vazia (note que cada um

oo ()

desses intervalos pode ser aberto, semi-aberto ou fechado). Por (2.2), nés temos que
| < Nj. (25)

Vamos supor que os intervalos J; estao ordenados de modo que se a; e b;, com a; < b;, sao os extremos
de J; para todo i = 1,...,1, entdo b; < a;11 para todo i = 1,...,1 — 1. Como as transformagdes na fibra
sdo injetivos, nés temos que (fe_, ..e_,) "(¢:), i = 1,..., Mo, sdo pontos distintos em H,-no (). Pelo
Principio da Casa dos Pombos e por (2.5), ao menos My := [%ﬂ desses pontos, digamos ¢f < ... < q%/h,
estao entre 0 e J; ou estdo entre J;, e J;,+1 para algum ig = 1,...,1 — 1 ou est@o entre .J; e 1 (observe que
pela escolha de My em (2.3), nés temos M; > 2). Suponha, sem perda de generalidade, que g7, ..., q}w1
estao entre J;, e J;,+1 para algum ip = 1,...,] — 1. Note que pela escolha dos intervalos J;, ndo existem
intervalos de tamanho maior ou igual que € entre qi e q}wl cuja intersecgao com H,-ng ey € vazia. Além

disso, para cada ¢’ < a;, tal que ¢’ € H,—n, (¢) 10s temos, por (2.1) e pelo Teorema do Valor Médio, que

—1/. _1(, € 1 ¢ €
‘(f€72n0~-£7n0—1) (@) = (fe_angbny-1) (q + 5)‘ > N2 > >

do mesmo modo que

1,1 _1( 1 € 1 e €
(e a7 @) = Uyt )7 (- 5)| 2 05> 5

Como nés também temos que |q’ — qH > € (uma vez que ¢’ < a;,), a monotonicidade das transformagoes

na fibra nos dé que
‘(f£72n0~~£771071)_1(q]1.) - (f£72ng~~£7n071)_1(ql)‘ > €.

Como o ponto ¢’ < a;, tal que ¢’ € H,—no(¢) fol arbitrdrio, a ultima desigualdade nos garante que
(f§72n0~--§7n071 )~1(J;,) é um intervalo de tamanho maior ou igual que € cuja intersec¢io com H,2n (g €
vazia. A grosso modo, podemos dizer que intervalos de tamanho € cuja intersecgdo com H,-no ¢y € vazia
sao levados pela dinamica de F'~™ em intervalos de tamanho maior ou igual que € cuja interseccao com
H 200 (¢) ¢ também vazia (no caso em que qi, ...,q}w1 estdao entre 0 e Ji, nés podemos fazer a mesma

anélise considerando gy, ao invés de qi, e ¢’ > by tal que ¢’ € Hy—no(g)).-

Se ocorrer o primeiro caso, nds repetimos o processo anterior para os pontos (fg_non_g_l)’l(qi), 1=1,..., M.

J& se ocorrer o segundo caso, nés repetimos o processo anterior para os pontos ¢;,i = 1,..., M;. Em qualquer
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situacdo, nés teremos dois casos andlogos aos anteriores a analisar. Seja ny € IN tal que

1

()\7)”1 lanv, — a1l > 1. (2:6)

Se for possivel repetir o processo anterior por n; etapas de modo que em cada etapa nds estamos no primeiro

caso, nds obteremos, com uma estimativa andloga a de (2.4), que

1\m
-1 -1
(e ang6) 7M@) = U e) o) 2 (57) 7 lar —ansl. (2.7)
Mas isto ndo pode ocorrer por causa da escolha de n; em (2.6). Assim, em ao menos uma etapa entre a primeira
e a ni-ésima, o segundo caso terd que ocorrer. Seja nf o menor natural entre 1 e ny tal que na n)-ésima etapa

. . 'I’L, ’n,/ ~
o segundo caso ocorre. Seja ainda ¢;' < ... < g7, com M; = [%—i’—‘, uma enumeragao dos M; pontos em

H__ning © gerados como no caso 2 acima e considere agora no € IN tal que
1 no 7 ’
(5)  Jait —at| > 1. (2.8)
2

(observe novamente que M; > 2 pela escolha de My em (2.3)). Assim como antes, ndao é possivel repetir
0 processo anterior por ng etapas a partir da ni-ésima de modo que em cada etapa ocorre o primeiro caso,
e portanto, em alguma etapa nds teremos que voltar ao segundo caso. Observe porém que como para todo
n > 1, os intervalos de tamanho maior ou igual que € cuja interseccao com H,-nnq(¢) € vazia sdo levados pela
dinamica de F~"° em intervalos de tamanho maior ou igual que € cuja intersec¢ao com H,—(m+1)ng(¢) € vazia,

(2.2) nos garante que tais intervalos podem aparecer em no maximo N; etapas. Ou seja, existem n’ € IN e ao

Mg
N

menos My, = pontos em Ha,n/no(&), digamos q?' <. < q?V;Nl, tais que para todo n > n/, nao existem

. .. ~ —1 / -1 / 7 .

intervalos de tamanho € cuja intersec¢ao com {(fg_mo g ) @)y (Fe gy 1) (i, )} é vazia
(note que nés também temos My, > 1 pela escolha de My em (2.3)). Isso significa que a partir da n'-ésima
etapa no processo, o unico caso permitido na nossa analise é o primeiro. Fazendo uma estimativa andloga a de

(2.4), nés obtemos entao que

(fsf,mo..Ag_n/no_l)—l(q? ) — (fg,mo.._5_n,n0_1)‘1(q%N1) qy — anNl‘ para todo n > n'.

= ()"

Como %2 > 1 e o intervalo I é compacto, a ultima desigualdade nos dé4 uma contradi¢ao. Isso conclui a prova

do teorema. 0

2.2 Medidas hiperbdlicas “suportadas” em graficos ou bi-graficos

Nesta secao nés vamos mostrar que dada uma medida ergdédica hiperbolica com respeito a F', entao existe
um subconjunto H de medida total tal que ou H é o grafico de uma fungao definida da sua projecao na base

para a fibra ou H é o grafico de uma bi-funcao definida da sua projecao na base para a fibra.

Vamos inicialmente definir o conceito de medida hiperbdlica para o step skew product F' introduzido na

Definigao 1.1. Tal conceito estd relacionado com a seguinte defini¢ao classica.



14

Definicao 2.3. Dado um ponto (§,p) € ¥y X I, nds definimos o expoente de Lyapunov para frente de (£, p)

(com respeito a F) por

1
X+(&p) = lim —log|(fe..c, ) (P)]-

sempre que o limite existir. Se (fe_, ¢ )" (p) estd bem definida para todo n > 1, o expoente de Lyapunov
para trds de (£, p) (com respeito a F') é definido por

X (Ep) = lim ——log |[((fe_e.) ) ()

n—+oo —MN ’

sempre que o limite existir.

Considere agora p uma medida F-invariante e ergédica. O Teorema de Birkhoff nos garante que x4+ (&, p)
existe para p-quase todo ponto (£,p) € A. Como, além disso, a funcdo (£,p) — x+(&,p) é mensurdvel e
F-invariante (e p é ergédica), nés temos que x4 (&, p) é constante para p-quase todo ponto (£,p) € A. Vamos

escrever x4 (&, p) =: x(u). Também é possivel mostrar que x—(&,p) = x(u) para u-quase todo ponto (£,p) € A.

Definicao 2.4. Uma medida F-invariante e ergddica p serd dita hiperbélica quando x(u) # 0.

E comum encontrar na literatura (ver por exemplo [24]) a defini¢ao de medida hiperbdlica como uma medida
invariante e ergddica com respeito a um difeomorfismo em uma variedade compacta e tal que todos os seus
expoentes de Lyapunov sao nao nulos. Nossa definicao é portanto natural, visto que podemos “identificar” o
deslocamento na base com um difeomorfismo em um conjunto hiperbdlico contido em uma variedade compacta.

O teorema a seguir é o principal resultado desta segao.

Teorema 2.5. Sejam p uma medida hiperbdlica e H um conjunto F-invariante tal que p(H) =1 e x4+(&,p) =
x(p) para todo (&,p) € H. Entdo existe M > 1 tal que #He < M para todo £ € ¥n. Mais ainda, existem
fungoes o=,V 11 (H) — I tais que

[(p):=T"urt

€ um conjunto F-invariante e coincide com supp i em quase todo ponto, onde
I = {(6¢™(€): € e M (H)}

Um resultado semelhante ao Teorema 2.5 havia sido mostrado por Ruelle e Wilkinson em [27], onde eles
consideram um skew product mensurédvel tendo na base uma transformacao invertivel e ergédica em um espago
de probabilidade, e na fibra difeomorfismos de classe C'*t® sobre uma variedade Riemanniana compacta. Eles
provam que uma medida ergédica para o skew product que projeta para a medida ergddica na base e tem todos
os expoentes de Lyapunov nas fibras negativos possui uma decomposicao atomica nas fibras, isto é, existe um
conjunto de medida total H' satisfazendo a seguinte propriedade: dada uma fibra no espago de fase, ou H'
nao a intersecta ou ele a intersecta em exatamente k pontos (para mais detalhes ver [27]). Entretanto, nesse
caso mais geral, é de fato possivel ter k > 2, conforme apontado em [27]. Na prova do Teorema 2.5 é mostrado

inicialmente, com técnicas diferentes das de [27], a existéncia de um conjunto de medida total que é o grafico de
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uma multi-funcao uniformemente finita definida da sua projecao na base para a fibra. Para obter o resultado

a respeito dos graficos de fungoes ou bi-fungoes é usada fortemente a relagao de ordem na fibra.

Uma outra observagao importante é que em [27] os autores apresentam um exemplo devido a Kifer [21] que
mostra que a invertibilidade da transformacao na base é de fato necessédria. Apresentaremos abaixo um outro
exemplo desse fato para o caso geral de [27]. Porém, no nosso caso, a demonstracao evidencia que essa hipdtese

nao é necessaria quando x(u) > 0. Considere
Fri3y xSt =83 xS (&2) = (07(6), feo (),
onde £ = {1,2}", 6 ¢ a aplicacdo deslocamento em %3 e {fi}i—1.2 ¢ minimal em S no sentido que

O™ (z) = U {(fer..e.) "(@): & € {1,2}}  ¢é denso em S para todo x € S*.
nelN

Fixe v a medida (%, %)—Bernoulli em Y e seja p uma medida estaciondria com respeito ao processo de Markov
induzido por F* e v (a definicio de medida estaciondria neste contexto é andloga & Definigdo 3.16). Entao
v X p é uma medida F*-invariante que projeta para a medida v (veja, por exemplo, [22]). Observe agora que
v X p nao possui decomposi¢do atémica nas fibras. De fato, suponha por absurdo que p;,({z}) =: ¢ > 0 para

algum ig € {1,2} e para algum z € S'. Como u é estacionaria, nés temos que

ST @D + g @D =

de modo que ou p;, ({f;,'(x)}) =t ¢1 > ¢ para algum i1 € {1,2} ou pi({f7(x)}) = ¢ para i = 1,2. Suponha
que o primeiro caso ocorra. Entao (i1, f;l(aj)) # (ig,x) e usando novamente que p é estaciondria, nés temos

que

1 1

S (U U @) + e (@) = e,
donde segue que jui, ({7 (/7N @)}) = 2 > 1 para algum iy € {1,2} ou m({f7 (f (@)}) = 1 para
i = 1,2. Mais uma vez, se o primeiro caso ocorrer, entdo obrigatoriamente (i, f;l(f»_l(:z:))) £ (i1, f;l(x))

i
e (ig,figl(ffl(x))) # (ip,x). Lembrando que néds ji tinhamos (ihfi:l(x)) # (ip,x) e como nds pode-
mos repetir esse processo, segue que em algum momento o primeiro caso ndo pode mais ocorrer (pela fini-
tude de p). Assim, nds podemos supor, sem perda de generalidade, que s6 o segundo caso ocorre. Entao
ti, ({(fiy 0.0 fi,)"H(x)}) = ¢ para toda sequéncia finita i;...i,, e para todo n € IN. Mas como {f;}i=1,2 ¢
minimal em S, {(f;; o...0 f;,)"!(z): i; € {1,2},n € N} é um conjunto infinito, o que contradiz a finitude
de p. Portanto, realmente p nao possui decomposicao atomica nas fibras. Como é possivel escolher u de modo
que v X u é hiperbdlica (veja propriedade de sincronizagio em [23]), segue que de fato a invertibilidade da

transformagao na base é necessaria.

Resultados similares ao Teorema 2.5 também foram obtidos em outros contextos. Por exemplo, no caso em
que temos um difeomorfismo parcialmente hiperbélico de classe C? em uma variedade Riemanniana compacta
e uma medida p ergddica e equivalente & medida de Lebesgue, Hirayama e Pesin mostram em [16] que se a

distribuigao central é integravel para uma folheagao central com folhas compactas suaves e p tem expoentes
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de Lyapunov ao longo da distribuigao central positivos (ou negativos), entao as medidas condicionais de p nas
folhas da folheagao central sdo atdmicas (veja [16] para mais detalhes). J4 no contexto da dindmica aleatéria,
é provado em [2, Section 1.8] que cada sistema dindmico aleatério local e continuo com espago de estado IR é
crescente com respeito ao espago de estado e cada medida ergddica invariante pelo sistema possui medidas de

Dirac como suas medidas condicionais nas fibras (no contexto da dinamica aleatéria).

Ideia da Demonstragio do Teorema 2.5. N6s vamos provar o Teorema 2.5 no caso em que x(p) > 0 (o caso
x(u) < 0 é andlogo). Para mostrar que existe uma cota uniforme para a quantidade de pontos na possivel
interseccao de H com cada fibra, nés vamos provar que a inversa de F' restrita a fibra é contrativa em uma
vizinhanca (na fibra) de pontos de H. Assim, F' “expande” numa vizinhanca (na fibra) desses pontos, de modo
que a compacidade de I nao permite a existéncia de muitos pontos na possivel intersecgao de H com cada fibra.
Uma vez provado isso, as demais afirmacoes do Teorema 2.5 sao quase imediatas. De fato, a monotonicidade
das transformacoes na fibra nos garante que os pontos extremos da possivel interseccao de H com cada fibra
constituem um conjunto F-invariante que, se for mensurdvel (essa é a parte ndo imediata), terd medida nula ou
total pela ergodicidade de u. Caso tenha medida total, o resultado estard provado. Caso contrario, podemos
excluir os pontos extremos da possivel interseccao de H com cada fibra e repetir a analise com os pontos que
restam. A cota uniforme M nos garante que em algum momento esse processo tem que parar, o que concluird

a prova do teorema. O]

Vamos inicialmente estabelecer alguns resultados dos quais faremos uso. A seguinte definicado é bastante

usual na literatura (ver [1, 3], por exemplo).

Definicao 2.6. Dado um nimero o > 0 e um ponto (§,p) € X¥n x I, nds dizemos que um natural n é um

tempo hiperbdlico para (£, p) (com respeito a F') com expoente o se

|(feo.e.) (p)| > emHbe ¢

’(ff'm'ufn)/(f50~~~£7n71(p))’ Z e("_m"‘l)g para tOdO m = 17 ...777/.

O lema a seguir nos garante que se um ponto possui expoente de Lyapunov para frente positivo, entao ele

possui muitos tempos hiperbdlicos.

Lema 2.7. Se x4 (&,p) > x — € > 0 entdo (£,p) tem infinitos tempos hiperbdlicos com expoente x — e. Mais

ainda, a densidade de tempos hiperbdlicos é positiva, isto é, existe uma constante dg = do(x — €) > 0 tal que

1
liminf —# {1 < k < n: k € tempo hiperbdlico para (£,p)} > do.

n—+oo N

Para provar o Lema 2.7, nés usaremos o seguinte resultado cldssico devido a Pliss [25], cuja demonstragao

pode ser encontrada em [24].

Lema 2.8 (Lema de Pliss). Dados A > ¢o > ¢1 > 0, seja dy = (¢ — c1)/(A —c1). Se ag, ..., an sGo nimeros

reais tais que a; < A e

Zai > ca(n+1),

=0



17

entdo existem numeros inteiros | > do(n+1) e 1 < ny < ... < n; < n tais que, para cada 0 < m < n; e

j=1,..,1, nos temos

T
Z a; > ci(nj —m+1).
i=m

Demonstracdo do Lema 2.7. Basta aplicar o Lema 2.8 com as constantes adequadas, as quais definiremos a

seguir. Sejam A := max{log|f/(z)|:x€l,i=1,..,N}, ¢1:=x —eefixe ca € (x —€,x+(£,p)). Sejam ainda

ag := log ‘féo (p)‘ e a; := log|f{ (fe..e; 1 (p))| para cada i = 1,...,n. Vejamos que o Lema 2.8 se aplica. Por

definigdo, nds ja temos que a; < A para todo ¢ = 0, ...,n. Além disso, como x4 (&, p) > co, existe ng > 1 tal que

n>ng =

1
1 /
n+1 Og'(ffo---ﬁn) (p)l > C2,

isto é,
n
n >y = log | £, ()] + " log | £, (feo e, (0))] > 2 +1).
i=1
Segue entdo, do Lema 2.8, que para cada n > ng existem inteiros I =I(n) > do(n+1) el <n; <..<m<n

tais que, para cada 1 <m < nj e j=1,..,[, nés temos

log {féo(p” + ZIOg |féi(f§0--~§i—1(p))| > Cl(nj + 1) €
1=1

ng

Z log |féi(f§0---§i—1(p))‘ > Cl(nj -—m—+ 1),

i=m

ou seja,
)(fﬁg‘..ﬁnj )/<p)’ > e(nj+1)(X—6) e
(et ) (feons (p))( > e =mID(-9  para cada m = 1, ..., n;.
Como isto vale para todo n > ng, segue que (£, p) tem infinitos tempos hiperbélicos com expoente x —e. Como,
além disso, I(n) > do(n + 1), nds temos que

l
lim inf 7(71) > dy,
n—+oo N

provando que a densidade de tempo hiperbdlicos é maior ou igual que dy. Isso conclui a prova do lema. O

Vamos agora introduzir o conceito de distorcao, que sera utilizado para aproximar a derivada da restrigao

de F' a fibra em pontos fora de H com a derivada em pontos do conjunto H.

Definigao 2.9. Seja g: D(g) C I — I uma fungdo diferencidvel com ¢'(x) # 0 para todo x € D(g). Para cada
Z C D(g), nds definimos

!
Dist g|z := sup |g/(x)|
z,yeZ |g (y)l

a distor¢ao maxima de g em Z. Para cada ¥ > 0, nos definimos ainda

._ . _ . -1
D) o= max e, {DISCAl g o gl DU oo g g)or |-
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Observagao. D(9) — 1 quando ¥ — 0.

O resultado a seguir nos garante que a inversa da restricao de F' & fibra é contrativa numa vizinhanca (na
fibra) de pontos de H. Nés reproduziremos aqui a prova feita em [7]. Vamos denotar por |J| o comprimento

de um intervalo J C 1.

Lema 2.10. Sejam (&,p) € Xy X1, x > 0 ee > 0 tais que x —2¢ > 0. Sejam ainda n > 1 um tempo hiperbdlico
para (§,p) com expoente x — €, ¥ > 0 suficientemente pequeno tal que D(¥) < e e J,11 C I um intervalo

contendo fe,. ¢, (p) tal que |Jpi1| <O € com (fe,..¢,) .., bem definida para todo k =0,...,n. Entdo

|Ji] < Y~ (PHI=R(=29)  purg todo k =0,...,n+1, onde Jy = (feren) H(Tns1)-

Demonstracdo. A afirmagao é claramente valida para £k = n + 1. Supondo que ela seja vélida para todo
i=k+1,..,n+1 (para algum 0 < k < n), vejamos que ela é também verdadeira para k. Pelo Teorema do

Valor Médio, nés temos que
el < max |((fe.e,) ™) (@)] [Jnsal - (2.9)
TE€EJ i1

J& a hip6tese de indugao nos dé que |J;| < Ye~ (" H1-D(x=2€) < 9 para todo i = k+1,...,n+ 1. Assim, usando

a regra da cadeia e o fato que D(9) < e€, nés temos que para todo x € J,, 11

(U))@)) U@ e UEY Vene) )

I((fer..cn) ™) (feo...,. ()] - ‘(f;pl)l(fgomgn(p)) i ‘(fgjl)/(ffo&(p))‘

< e(n—k+1)e

Isso junto com (2.9) nos déd que

[Tkl < eI (Fepen) ™) (Feoetn )| | Tnta] -

Pelo Teorema da Funcao Inversa, nés podemos escrever

1
‘(fak...gn)’(fgo...gkﬂ(pm | Jns1]

[ Jg| < elnmirbe no caso em que 1 <k < n,

ou
1

T [l
[(feo.e.)' )] "
Qualquer que seja a situagao, como n é tempo hiperbdlico para (£, p) com expoente x — €, nds temos que

| Ji| < e(m—htDe no caso em que k = 0.

|Jk| < e(n—k—i—l)ee—(n—k—i-l)(x—e) ‘Jn+1| < 196—(n+1—k)(x—25)7

0 que conclui a prova do lema. O
Estamos agora em condigoes de provar o Teorema 2.5.

Demonstra¢ao do Teorema 2.5. Seja H um conjunto F-invariante tal que u(H) = 1 e x4+(§,p) = x(u) > 0
para todo (§,p) € H. Escolhendo x = x(u) e 0 < € < %") no Lema 2.7, nds obtemos a existéncia de uma

constante uniforme dg > 0 tal que

1
lim —#{1 <k <n:k étempo hiperbdlico para (£, p) com expoente x(u) — e} > dy para todo (§,p) € H.

n—+oco n
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Queremos mostrar que existe M > 1 tal que #H: < M para todo £ € Xy. Suponha por absurdo que isto nao
ocorra, ou seja, para cada M > 1, é possivel obter £ € X tal que #H¢ > M. Seja 9 > 0 tal que D(¥) < e e
fixe N7 € IN tal que

(Ny —1)9 > 1. (2.10)

Fixe ainda 0 < d; < dg e seja j um nimero natural tal que
jdl >Ny —1+d;. (211)

Pela hipétese de absurdo, existe § € Y tal que #H¢ > j, e pela F-invariancia de H nés temos que #H,x ¢y > j
para todo k € Z.

Afirmagao 1. Sejam j escolhido como em (2.11) e { € En tal que #He > j. Entdo para qualquer escolha
de pontos x1,...,x; em He, é possivel obter um subconjunto {xil, e IiNl} C {x1,...,z;} tal que para infinitos
nimeros inteiros n > ng nds temos que Tj,, ..., Tiy, tem ao menos um tempo hiperbolico t(n) em comum, onde

no = no(x1,...,x5) € o numero satisfazendo

n>ng=#{1<k<n:k étempo hiperbdlico para (§,x;) com expoente x(1) —€}) >nd; Vi=1,..,7.
(2.12)

Mais ainda, nds podemos tomar {z;, , --~:17izv1} e t(n) tais que lim, o t(n) = 4o00.

Demonstragdo. Seja {x1,...,x;} C He um subconjunto qualquer. Considere ny como em (2.12) e fixe n > ny.
Para cada i = 1, ..., j, 0 ponto z; tem ao menos [din] tempos hiperbdlicos entre 1 e n. Como jd; > Ny — 1 por
(2.11), nés temos jdin > (N1 —1)n, donde segue, do Principio da Casa dos Pombos, que existe 1 < ¢(n) < n tal

que ao menos N1 pontos em {z1, ..., z;}, digamos x;, (n), ..., Tiy, (n), tem t(n) como tempo hiperbélico comum.

Vejamos agora que é possivel escolher {z;, (n), ey i, (n)} e t(n) tais que lim,_, o t(n) = +oo. De fato,
suponha por absurdo que existe ¢ > 1 satisfazendo que para todo n > ng e para quaisquer escolhas de

Ty (M), oy Tiyy, (n) € de t(n), n6s temos t(n) < c. Como

. (Nl—l)(n—c) N1—1
1 =
ngrolo dln—c dl ’

é possivel obter n’ > ng tal que din’ —c>0e

(N1 71)(71/70) < lel

1 ] 2.13
din’ —c dq <7 ( )

onde a tltima desigualdade segue da escolha de j em (2.11). Mas para cada ¢ = 1,...,j, o ponto z; tem ao
menos din’ — ¢ tempos hiperbdlicos entre ¢+ 1 e n’. Entéo, segue de (2.13) e do Principio da Casa dos Pombos,
que existe ¢+ 1 < t*(n’) < n’ tal que ao menos Ny pontos em {z1(n’),...,z;(n’)} tem t*(n’) como um tempo
hiperbdlico comum. Como t*(n’) > ¢, nds temos uma contradicao. Finalmente, como nés temos somente um
ndmero finito de escolhas dos Ny pontos em {z1,...,x;}, existe a0 menos uma escolha, digamos x;,, oo Tipy s

que se repete para infinitos nimeros n > ng e tal que lim, o t(n) = +00. O
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Para cada n > ng como em (2.12), sejam 1, ..., zn, € He com um tempo hiperbélico em comum ¢(n). Pela
escolha de Ny em (2.10), para cada ¢(n) existem z;,(n) e x;,(n) pontos distintos em {z;,,...,;,, } tais que

| feo. o (i, () = feo...€00n) (i, (n))]| < ¥. Aplicando o Lema 2.10, nés obtemos que
|96i (n) — (n)| < e~ EmMFD(x(W)—2¢)

Como temos somente uma quantidade finita de escolhas para x;,(n) e z;,(n), segue que existe ao menos uma
escolha, digamos z;, e x;,, que se repete para infinitos niimeros n. Como, além disso, lim, ;o t(n) = +o0,

segue que z;, = z; . Essa contradi¢do prova que existe M > 1 tal que #H¢ < M para todo § € Y.
Para finalizar a prova do teorema, defina para cada & € II; (H)
a¢:=minH; e b :=max He.
Sejam
A:=A{(§ag): £ eIli(H)} e B:={(be): € h(H)}. (2.14)
Considerando I3 (H) munido da topologia induzida de ¥y, é valida a seguinte afirmacao.

Afirmacao 2. A, B € By, x1-

Demonstrag¢ao. Vamos mostrar que B € By, x1 (a demonstragao para o conjunto A é andloga). Para tal, vamos
provar que B é o gréfico de uma aplicagdo mensurdvel usando o Teorema 5.3.1 de [28]. Uma vez provado isto,

o lema seguira diretamente da Proposicao 3.1.21 de [28]. Considere o espago (II1(H ), By, () e a multi-fungao
G IL(H) =1 : & I(He).

Como H¢ é finito para todo & € II; (H), é claro que G é compact-valued. Além disso, gr (G) = H. Defina agora
a funcdo v como a restrigao

vi=Ihlg:H—>1 : ({z)— 2.

Como v é continua, nds temos em particular que v é mensuravel. Além disso, v é o limite pontual da sequéncia
constante v,, = v (uma sequéncia nao decrescente de fungbes mensurdveis). Observe ainda que para cada
& eIl (H), a funcao

v, ) He—=1 @ z—v(l )=z

é também continua. Defina agora
v i IL(H) =1 : &b =max{v(€, x): v € He}.

Segue, do Teorema 5.3.1 de [28], que existe uma funcdo mensurdvel g : II; (H) — I tal que by = v*(§) =
v(&, 9(€)) para todo & € II;(H). Pela definicao de v, nds temos que g(&§) = be para todo ¢ € II;(H), de modo
que B = gr(g). Como g é mensurdvel, segue, da Proposicao 3.1.21 de [28], que B € By, 7y @ Br C B, (m)x1-
Seja entao B’ € By, x5 tal que B = B’ N (II;(H) x I). Note que

B'N(IL(H) x I) = B' N H. (2.15)
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De fato, como H C (II1(H) x I), j& temos que (B'N H) C (B'N (II;(H) x I)). Por outro lado, nés também
temos que B’ N (II;(H) x I) = B C H. Logo, (B'N(II1(H) x I)) C (B'N H), o que mostra que realmente

(2.15) é verdade. Por fim, como B’, H € By, x1, segue que também B € By, . O

Por fim, a monotonicidade de cada transformacao f;,i = 1,..., N, e a F-invariancia de H nos garantem que
também AU B é um conjunto F-invariante. Como p é ergédica, nés temos que u(AUB) =0 ou u(AUB) = 1.
Se u(A U B) = 1, basta definir

o ILW(H)—=T @ €& ae

et I (H) =1 @ & b

Agora, se u(AUB) = 0 basta considerar o conjunto H \ (AU B), que tem medida p total. Entao nds definimos,

de maneira andloga, dois conjuntos, digamos A; e By, tais que

Ay :i={(&ap): € (H\ (AUB))},

onde ag := min(H \ (AU B))¢ para todo £ € Il (H \ (AU B)), e
By :={(&bs): € (H\ (AUB))},

onde bé = max(H \ (AU B))¢ para todo ¢ € II;(H \ (AU B)). Nés entdo repetimos a andlise anterior.
Como #H¢ < M para todo ¢ € II;(H), em algum momento esse processo terd fim. Isso conclui a prova do

teorema. 0

Observagao. Note que na demonstracao do Teorema 2.5, o minimo e o maximo em cada fibra podem coincidir,
de modo que é possivel ter ¢~ = ¢*. Note ainda que pela ergodicidade de i, nds temos que #He é constante
para (IT),pu-quase todo ponto ¢ € II1(H). Assim, a injetividade de cada transformagio na fibra nos garante
que é possivel obter ¢~ e ¢ de modo que ou = = T para (II; ), u-quase todo ponto £ € 11 (H) ou ¢~ < T
para (IIy).pu-quase todo ponto & € I1; (H).

Definigao 2.11. Nés dizemos que p tem um grafico simples se o~ = ¢ em quase todo ponto. Caso contrdrio,

ndos dizemos que i tem um grafico nao simples.

Coroldrio 2.12. Se u tem um grdfico nao simples entao T~ e I't (ambos de medida positiva) sio ndo-

muvartantes.

2.3 Exemplos

Vamos nesta segao fornecer alguns exemplos que ilustram os Teoremas 2.1 e 2.5.

Exemplo 1. Suponha que as transformagoes f;,2 = 1, ..., N, no step skew product introduzido na Definigao

1.1 preservam orientagdo. Entdo a medida hiperbdlica p do Teorema 2.5 tem um gréfico simples, isto é, o
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conjunto H é na verdade o grafico de uma tunica funcao definida da sua projecao na base para a fibra. De
fato, nesse caso o conjunto A definido como em (2.14) ji é F-invariante, de modo que ele possui medida nula
ou total. Caso ele possua medida total, o resultado estd provado. No caso contrario, nés consideramos, de
maneira andloga ao que foi feito na prova do Teorema 2.5, o conjunto A; consistindo nos pontos “minimos”
de cada fibra em H \ A e repetimos o processo. Como #H¢ < M para todo £ € X, em algum momento esse

processo tem que parar, o que nos da o resultado.

Considere agora, ainda no caso em que todos as transformacgoes f; preservam orientacao, uma orbita

periddica hiperbdlica. Mais precisamente, considere a 6rbita O(&, p) de um ponto periddico (£, p) de periodo n

e tal que |(fey..e,_,) (p)| # 1. Entédo
O(&,p) é um conjunto hiperbdlico tal que #H,, = 1 para todo w € II;(O(&, p)). (2.16)

De fato, isso é ébvio no caso em que (&, p) é um ponto fixo. No caso em que n > 2, é suficiente mostrar que
#H; = 1. Suponha por absurdo que isto néo ocorra e seja k > 0 0 menor inteiro tal que f¢,.. ¢, , (p) € He. Note
que k < n, uma vez que (£, p) é um ponto periddico de perfodo n. Suponha agora, sem perda de generalidade,
que feo.. ¢, 1 (p) > p. Como a transformagao fe, ¢, , ¢ crescente, nés temos que (fe,. ¢, ,)"(p) > p para todo
i > 1. Em particular, (fe,..¢, ,)"(p) > p, 0 que nos dd uma contradigdo. De maneira andloga, nés chegamos

a um absurdo supondo que f¢, ¢, ,(p) < p. Portanto, realmente (2.16) é verdadeira.

Exemplo 2. Suponha N = 2 no step skew product introduzido na Definigao 1.1 e sejam fi, fo tais que f;

preserva orientagao e fa reverte. Suponha ainda que existem pontos 0 < p; < p2 < 1 tais que

f1(p1) = p1, fi(p2) = p2, f2(p1) = p2 e fa(p2) = p1.

Entdo fio(p1) = p2 e fi212(p1) = p1, isto é, ((1212)%,p;) é ponto periddico de periodo 4. Por fim, suponha que
((1212)Z%, p1) é hiperbdlico, isto é, que |(fi212)'(p1)| # 1. Note que a érbita O((1212)%, p;) possui dois pontos na
fibra {(1212)2} x I e dois pontos na fibra {(2121)2} x I. Esse é portanto um exemplo de conjunto hiperbdlico
com dois pontos em cada fibra que ele intersecta. Mais ainda, se considerarmos a média das medidas de Dirac

suportadas nos pontos de O((1212)%,p;), isto é, se considerarmos
13
B= 1 Z OFi((1212)%,p1)5
=0
nés teremos que o conjunto H do Teorema 2.5 (escolhido com respeito a 1) deve ser obrigatoriamente O((1212)%, py),

ou seja, este é também um exemplo no qual o conjunto H é um bi-gréfico e a medida tem um grafico nao simples.



Capitulo 3

Descricao dos atratores topoldgicos de

um step skew product genérico

Neste capitulo nds vamos dar uma descricao dos atratores topolégicos de um step skew product genérico. O
Teorema 3.1, enunciado abaixo, fornece uma decomposigao do espaco de fase em duplas faixas atratoras e duplas
faixas repulsoras satisfazendo uma série de propriedades, dentre elas que seus atratores e repulsores maximais
sao bi-graficos ossudos. No caso particular em que todas as transformacoes na fibra preservam orientagao,
as duplas faixas e os bi-gréaficos sdo de fato faixas e graficos, conforme resultado de Kleptsyn e Volk em [22].
Para obter a descrigao no caso geral, nés vamos considerar uma extensao do nosso sistema na qual todas as
transformagoes na fibra preservam orientagao e entao aplicar os resultados de Kleptsyn e Volk, seguindo uma
estratégia indicada em [22]. Em seguida, mostraremos que tais resultados podem ser transportados para o

nosso sistema original via um semi-conjugagao.

O teorema a seguir é o principal resultado deste capitulo. A definicao da topologia considerada no espago

dos step skew products se encontra na Segao 3.4.

Teorema 3.1. Dado N > 1, seja S(N) o conjunto de todos os step skew products como na Defini¢ao 1.1,
supondo adicionalmente que f;(I) C int (I) para todo i =1,...,N. Seja ainda Ay uma medida de Markov em
Y. Entao existe um conjunto aberto e denso em S(N) tal que para todo F nesse conjunto existe uma cole¢ao

finita de duplas faizas atratoras e duplas faixas inversamente atratoras satisfazendo as seguintes propriedades.

1. Sua unido € todo o espago de fase;

2. O atrator maximal de cada dupla faixa atratora € uwm bi-grdfico ossudo continuo; o repulsor mazimal
(isto €, o atrator mazimal para a transformacdo inversa F~1) de cada dupla faiza inversamente atratora

€ também um bi-grdfico ossudo continuo;

3. Cada dupla faixa atratora e cada dupla faiza inversamente atratora tem uma unica medida invariante

23
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ergodica tal que sua projecao na base é a medida de Markov \g. Tal medida € o levantamento de Ay sobre
o atrator (ou repulsor) considerado como a unido dos grdficos de duas funcoes definidas em Ag-quase todo
ponto £ € Xn. FEsta medida € fisica e hiperbdlica. Sua bacia contém um subconjunto de medida total na

dupla faiza;

4. Para cada dupla faiza atratora, existem um subconjunto T de medida total (com respeito ¢ medida do
item anterior) de seu atrator mazimal e um subconjunto I, (T) C Xxn de medida Ao total tais que

Iy : T — T4 (Y) € uma semiconjugagdo dois para um entre F|y e olm, ().

As defini¢oes de duplas faixas e bi-gréficos ossudos serdo dadas nas Segbes 3.2 e 3.3, respectivamente,
enquanto que o conjunto aberto e denso de step skew products serd explicitado na Segdo 3.4. A demonstracao

do teorema serd feita na Secao 3.6.

Observagao. Vale ressaltar que o Teorema 3.1 pode ser estendido para o caso mais geral em que )\ é uma
medida quase-Bernoulli'. De fato, como a demonstragio do Teorema 3.1 é baseada nos resultados de [22],
basta verificar que aqueles resultados também valem para medidas quase-Bernoulli. Para tal, basta notar
que a propriedade de Markov somente é usada na demonstragdo em [22, pdgina 20, 6.13 Proposition], que
igualmente é valida no caso quase-Bernoulli. Porém, para facilitar a exposigao dos nossos argumentos, vamos

nos restringir ao caso Markov.

3.1 Definicao do step skew product estendido

Nesta secao nds vamos construir, a partir de um step skew product no qual ao menos uma das transformacgoes
na fibra reverte orientacao, um novo step skew product, que é semi-conjugado ao step skew-product inicial e

no qual todas as transformagoes na fibra preservam orientacao.

Considere F' um step skew product conforme introduzido na Definicao 1.1. Noés vamos supor que cada
transformacao na fibra f; envia o intervalo I em seu interior, isto é, que f;(I) C int (I) para todo i = 1,..., N.
Vamos supor ainda que existe ao menos um indice ¢ € {1,...,N} para o qual a transformagao f; reverte

orientagao e vamos denotar por

Ip:={ie€{l,..,N}: f; preserva orientacio} e Zg:={i€ {1,...,N}: f; reverte orientagéo} .

1Uma medida Ao é dita quase-Bernoulli se existe C > 1 tal que para todos I,m,n € Z com | < m < n vale que
C o ([wr-wn]) < Xo([l; Wi wm]) Ao ([Mm; wm...wn]) < CAo([l;w...wn]) (veja (3.10) para definicio precisa de [l;wj...wn]). E

facil ver que qualquer medida Bernoulli, qualquer medida de Markov e qualquer medida de Gibbs sdo medidas quase-Bernoulli.
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. . .. 2N
Considere a matriz de transicdo A = (aij) i1 dada por

1, seicZpejef{l,..,N}, ou

sei€Ireje{N+1,..,2N}, ou
aij = sei—NcZpeje{N+1,..,2N}, ou (3.1)
sei—NeZpeje{l,..,N};

0, nos demais casos.

Observe que a matriz A depende do step skew product F. Indique por ¥4 C X 0 conjunto das sequéncias

admissiveis pela matriz A e por g4 : ¥4 — X 4 a aplicacao deslocamento restrita a 4.

Lema 3.2. A aplicacdo o4 : X4 — X4 € transitiva.

Demonstragao. Para provar que o4 é transitiva, basta mostrar que para cada par i,j € {1,...,2N} existem
n > 1 esimbolos i = ko, k1, ..., k, = j tais que ayx,,, = 1 paratodol =0,...,n—1. Fixe entdo i, j € {1,...,2N}.

Noés vamos considerar quatro casos.

e Suponha que i € Zp. Se j € {1,..., N} nds temos que a,;; = 1 pela defini¢do da matriz A em (3.1). Agora,
se j € {N+1,..,2N} entdo para todo k € Zr (lembre que Zp # @) nds temos, da definigdo da matriz

A, que a;, = ap; = 1.

e Suponha agora que i € Zr. Se j € {N +1,...,2N}, nés temos de imediato que a;; = 1. J& no caso em

que j € {1,..., N}, nés temos que a;(x+n) = a(r+n); = 1 para todo k € Zg.

e Suponha que i — N € Zp. Se j € {N +1,...,2N}, ja temos que a;; = 1. Agora, se j € {1,..., N}, para

todo k € Zr nés temos que a;(k4n) = ayn); = 1.

e Por fim, suponha que i — N € Zg. Se j € {1,..., N}, ja temos que a;; = 1. Agora, se j € {N +1,...,2N},

entdo para todo k € Iy vale que a;;, = ap; = 1.
Como esgotamos todos os casos possiveis, estd provado que o4 é transitiva. O

No6s vamos agora relacionar as aplicagoes deslocamento o4 @ X4 — Y4 e 0 : Xy — Xy. Para cada

i=1,...,2N, escreva i := i mod N. Defina entdo a aplicacao
T:Y¥4— Xy : wr—w, onde w,:=w, paratodon € Z. (3.2)
O lema a seguir nos diz que as aplicagoes 04 e o podem ser relacionadas através da aplicagao m.

Lema 3.3. A aplicagcdo 7 € uma semi-conjugagao dois para um entre o4 e o, isto é, m € continua, sobrejetiva,

moos =0oT e cada ponto em Xy tem exatamente duas pré-imagens por m em X 4.

Demonstracdo. Vejamos que w € continua. Dados w € X4 e € > 0, escolha n > 1 tal que 2% <e. SeneXyé

tal que d(n,w) < 2% entdo 1; = w; para todo |i| < n. Isso junto com a definigdo de 7, nos dé que 7; = @; para

L

5w < €. Logo, 7 é continua.

todo |i| < n, de modo que d(7],w) <
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Vejamos agora que 7 é sobrejetiva e dois para um. Dado £ € X, defina a sequéncia w colocando wq := &

e para cadan >1

&ns 5€ A, _1 &, = 1
Wy, 1=
En + N, seay,, (.+n) =1
J& para cada n < 1, defina
§n7 S€ a‘fnwn«kl = 1
Wy =
§n + N, se a(5n+N)wn+1 = 1
Note que a sequéncia w estd bem definida, w € ¥4 e m(w) = & Defina ainda a sequéncia 1 colocando
Mo :=& + N e paracadan > 1
E”’ se ann,flgn = 1
Nn =
5” + N’ se ann,fl(gn"!‘N) = 1'
Ja para cada n < 1, defina
5”’ se a£n77n+1 =1
U

En + N, 8¢ a(g, 4Ny, 0 = L.
Note que a sequéncia i também estd bem definida, n € ¥ 4 e 7(n) = £. Isso prova que 7 é sobrejetiva, e como,
pela definicdo da matriz A, essas sdo as unicas duas maneiras de se obter sequéncias em 4 cuja imagem por

m € a sequéncia &, também podemos concluir que 7 é dois para um.
Resta ver que moos = o om. Dado w = (wy)n € X4, nés temos que
m(oa(w)) = T(Wnt1)n) = @ni1)n = o(@n)n) = (7 (w)).
Isso conclui a prova do lema. O
Observagao. Note que se denotarmos por
C={weXyg:wye{l,..,N}}, (3.3)
a demonstracido do Lema 3.3 nos dd que 7|¢ e 7|x,\¢ s@o bijegdes sobre ¥y, porém nao é verdade que

cA(C)C Cnem que c4(Xa\C)CXa\C.

Vamos agora definir o step skew product estendido, conforme anunciamos no principio desta se¢ao. Consi-
dere inicialmente a fung¢do reversdao

R:I—1 : z—1-—ux.

Definicao 3.4. Seja F um step skew product como introduzido na Definicao 1.1. Nés definimos o step skew

product estendido (com respeito a F') como sendo a transformagao
G:YaxI—=XaxI  (w,x)= (04(W), Gu,(x)), (3.4)

onde

gi=fi e giyn =RofioR para cadai€ Ip

g=Rofi e giyn=/fioR paracadai€ Ip.
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Desde agora até o final do capitulo, exceto em parte da Segao 3.4, o step skew product F estara fixado e G

denotard a extensao de F' dada pela Defini¢ao 3.4.

Note que no skew product G todas as transformacoes na fibra sao difeomorfismos de classe C' sobre a
sua imagem que enviam o intervalo I em seu interior e que preservam orientacao. Note ainda que como as
transformagoes na fibra de G foram definidas a partir das transformacéces na fibra de F' e ja temos o Lema 3.3,
é natural esperar uma forte relagao entre esses dois step skew products. Essa relagao de fato existe e pode ser

obtida através da aplicagao

(w,x), seweC

M:YsxI—=>XyxI @ (w,z)—
(@, R(x)), seweXa\C,

onde C' ¢ o conjunto definido em (3.3). As restrigoes I|cxs e II|(s,\c)xs sdo bijecdes sobre ¥y x I. Mais
ainda, nds temos o seguinte lema.

Lema 3.5. A aplicagio 11 é uma semi-conjuga¢do dois para um entre G e F'.

Demonstracdo. A demonstracao segue do Lema 3.3. Com efeito, para ver que I é continua, basta notar que as
aplicagoes 7 (definida em (3.2)), R e id|; sdo continuas e que os conjuntos C' x I e (¥4 \ C) x I sdo abertos. O
fato de II ser sobrejetiva e dois para um segue diretamente do fato de 7 ser sobrejetiva e dois para um. Resta

ver que [To G = F oIl. Seja (w,z) € ¥4 x I. N6s vamos considerar quatro casos.

e Sew e C ewy €Ip entao gy, = fu,, de modo que
ITo G((w, 2)) = (0 a(w), fu, (@)

Como além disso g4 (w) € C nesse caso, nés temos, pela igualdade acima e pela definigdo de II, que

ITo G((w, 7)) = (0a(w), fu, (2)).
Usando o Lema 3.3 e novamente que w € C, a ultima igualdade nos d& que

To G((w,2)) = (0(0), fag()) = F((@,2)) = F o I((w, z)).

e Sewe Cewy€Zrentdoos(w) € Xy \ C. Nesse caso, de maneira andloga nés obtemos que

ITo G((w, 7)) = H(oa(w), B(fu, (%)) = (0a(w), fuy () = (0(@), fag(x)) = F((@,z)) = F o Il((w, z)).
e SeweXy\Cewy— N €Ipentdo g,, = Ro fzz o R, de modo que

Mo G((w,z)) = (oa(w), R(fom(R(x))))-

Como além disso, o4(w) € ¥4 \ C nesse caso, nés obtemos, da mesma forma que nos casos anteriores,

que

ITo G((w,2)) = (0a(w), fag(R(z))) = (0(w), fas(R(2))) = F((@, R(z))) = F o Il((w, z)).
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e Por fim, se w e ¥4\ C ewy— N €Zr entdo o4(w) € C. Nesse caso,

To G((w,z)) = M(oa(w), fas(R(2))) = (0a(w), faz(R(2))) = (0(@), far(R(2))) = F o I((w, z)).
Como nos esgotamos todos os casos possiveis, segue que I[1o G = F o II. Isso conclui a prova do lema. O

Observacao. Observe que combinando os Lemas 3.3, 3.5 e a Proposicao 2.2, nés temos que hop(G) = hiop(F)

¢ hrop(04) = hiop(0).

Para finalizar a se¢do, nds vamos relacionar os conjuntos invariantes maximais de F' e GG. Para tal, denote
por I' o conjunto invariante maximal de G, isto é,
= () G"(Sax ).
n>0
Assim como em (1.3), nés podemos escrever
= |J {w}xL,
WEX A

onde, para cada w € Y4,

1,:= ﬂ Jw_, © .0 gy, (I).

n>1

Seguindo as notagoes introduzidas em (1.5), nés vamos denotar por
MYy xI =%y @ (wao)—w e I :SxxI—=1 @ (wz)—z (3.5)
as projecoes de ¥4 x I sobre ¥ 4 e sobre I, respectivamente. Temos entao a seguinte relagao.

Lema 3.6. Para cada w € C nds temos que I, = Iz, € para cada w € ¥ 4 \ C nds temos que I, = R(Iz).

Demonstragio. Fixe w € C. Nés devemos mostrar que g,,_, ©...0¢,,_, (I) = fo—o...0 fg—(I) para todo n > 1.

—1

Note inicialmente que para cada n > 1,
Gy © 0 g, (I) = I3 (G" ({07 (w) } x 1)). (3.6)
Agora, como w € C, o Lema 3.5 nos d4 que
I3(G"({o " (W)} x 1)) = I3 (Mexn) ™ (F* ({0 " (w)} x 1))))- (3.7)
Juntando (3.6) e (3.7), nés obtemos que
oy © 0 g, (1) = T (M) T (FM ({0~ " (w)} x 1)))).

Usando que R(I) = I e as definigoes de II, de F' e de (II|cxs)~!, nés obtemos ainda, pela tltima igualdade,

que
Gy 00 gy (1) = T3 (W)~ (F({o=(w) } x 1))
= I3 (o) (@) % (famr 0 0 famr(D)))
=I5 ({w} X (fo—s 0 ... 0 fmr(D))).
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Por fim, usando a defini¢do de II3', nés obtemos da igualdade acima que

Jw_1 ©..0Gu . (I) = foo..0 fz—(I),

conforme querfamos. Como isso vale para todo n > 1, segue que I, = Iz no caso em que w € C. Fixe agora

w € X4\ C. Para cada n > 1, da mesma forma que no caso anterior, nés temos que

Gy © 0 g, (1) = T (G" ({0 (W)} x 1))
= T (s ) (F ({0 (@)} x 1))
= T (s 0y0) (B ({0 (@) } x 1))
= T (Wma\epxr) (@) % (fr 000 far(1))))
= T ({w} X (R(fo= 0 - © fas(D)))
= R(fg=o0...0 fa—(I)).

Novamente, como isso vale para todo n > 1, segue que I, = R(Iz) também no caso em que w € ¥4 \ C. Isso

conclui a prova do lema. O

3.2 Faixas, atratores e repulsores

Nesta se¢ao nds vamos definir os conceitos de faixa e dupla faixa atratora e faixa e dupla faixa repulsora
em um step skew product. Vamos também mostrar que faixas atratoras (repulsoras) associadas ao step skew
product G correspondem a duplas faixas atratoras (repulsoras) associadas ao step skew product F. De agora
em diante, nés vamos escrever % quando quisermos nos referir a qualquer um dos espacos 34 ou X, € vamos

denotar as projegoes naturais por
I, : ¥ x T =Y e Ily: X x1—1.

Esta notagao também vem sendo utilizada para as projegoes no caso em que ¥ = Xy (veja (1.5)). Porém, nao
havera risco de confusdo porque sempre estara claro no contexto se estamos considerando este caso particular

ou o caso geral (o espago X).

Definicao 3.7. Sejam p,v : X — I duas funcoes. Nos dizemos que p é menor do que ¥ e escrevemos ¢ <
quando

p(w) < Y(w) para todo w € X.

Se p < 1, nds definimos a faixa entre os graficos de ¢ e ¥ por
Sep i={(w,x) e xTI: p(w) <z <Pw)}.
Nos dizemos que uma faiza S, € atratora com respeito a um step skew product H : 3 x I — 3 x I quando

H(SSDJP) C int (S%w),
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e € inversamente atratora com respeito a H quando
H™(Sp) C int (Sp,y)
sempre que a transformacdo inversa de H estiver bem definida.

Definigao 3.8. Um subconjunto S C ¥ x I é dito uma dupla faixa se S pode ser decomposto como uma unido
do tipo S = Sy, 4, USp, 4y, onde Sy, 4, sao faizas entre os grdficos de p; e v; para j =1,2. Uma dupla faira

S € dita atratora com respeito a um step skew product H : 3 x I — ¥ X I quando
H(S) C int(S5),

e € dita inversamente atratora (com respeito a H) quando
H~Y(S) C int (9)

sempre que a transformacdo inversa de H estiver bem definida.

Observe que na definicdo de dupla faixa nés nao exigimos a condigdo 11 < g ou 2 < 1. Entretanto,
na pratica, nds trabalharemos com duplas faixas que satisfazem uma dessas duas condigoes. O seguinte lema
nos diz que faixas associadas ao step skew product G correspondem a duplas faixas associadas ao step skew

product F'.

Lema 3.9. Se S € uma faiza atratora com respeito a G entdo I1(S) € uma dupla faiza atratora com respeito a
F. Analogamente, se S € uma faiza inversamente atratora com respeito a G entdo F~1 estd bem definida em

I1(S) e II(S) € uma dupla faiza inversamente atratora com respeito a F.

Demonstra¢do. Vamos inicialmente provar duas afirmagoes auxiliares.
Afirmacgao 1. Se (w,z) e C'x I e0<e<1 entdo

II(B:(w) X Be(z)) = B(w) x Be(x). (3.8)
Se (w,z) € (Za\C)xT e0<e<1 entao

II(B.(w) x B.(z)) = B.(@) x R(B.(x)). (3.9)

Demonstrag¢do. Suponha inicialmente que (w,z) € C x I e seja (7,q) € II(Be(w) X Be(z)). Entao existe
(n,y) € Be(w) x Be(x) tal que II((n,y)) = (7,q). Como 0 < € < 1, nds temos que 79 = wy, de modo que n € C.
Assim, (1,q9) =((n,y)) = (7,y). Como d(n,w) < ¢, é imediato que d(7,w) < e. Logo, (7,q) € B.(w) X Bc(x),
donde segue que II(B(w) X Bc(z)) C B(w) X B.(x). Seja agora (7,q) € B.(w) x Be(x). Pela demonstragao
do Lema 3.3, existe uma unica sequéncia n € C tal que 7 = 7. Sejan > 1 tal que 2% <e< QL Entao
T, = Wy, para todo |k| < n. Como n,w € C e = 7, segue, da demonstracao do Lema 3.3, que também 7, = wy,
para todo |k| < n. Logo, d(n,w) < e. Como II((n,q)) = (7,q), segue que (7,q) € II(B.(w) x B¢(x)). Logo,
B (@) X Be(z) C II(Be(w) X Be(x)), de modo que (3.8) é de fato verdadeira. A igualdade em (3.9) se prova de

maneira analoga. O
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Afirmacao 2. II(int (5)) C int (II(S)).

Demonstragao. De fato, se (&, z) € II(int (S)) entdo existe (w,x) € int (S) tal que (&, z) = II((w, z)). Como
(w,z) € int (S), existe 0 < € < 1 tal que (B.(w) X Be(x)) C S, de modo que também II(B,(w) X Be(x)) C II(.S).

Como € < 1, se ) € B.(w) entéo 19 = wg. Dessa forma, pela Afirmacao 1,

B (@) x Be(x),se w e C
B (@) x R(Bc(z)), se w € ¥4\ C.

(f,z) € H((Be(w) X Be(x))) =

Assim, tanto no caso em que w € C' quanto no caso contrario, nés temos que (&, z) estd em um aberto contido

em TI(S). Logo, (&, 2) € int (II(S)). O

Suponha que S é uma faixa atratora com respeito a G. Pelo Lema 3.5 e pela Afirmagao 2,
F(II(S)) = II(G(S)) Cc H(int (S)) C int (II(S)).

Suponha agora que S é uma faixa inversamente atratora com respeito a G e seja (£,2) € II(S). Entao
existe (w,z) € S tal que (£, 2) = II((w,z)). Como S ¢ inversamente atratora, nés temos em particular que

(w,z) € G(X4 x I). Dai, segue que
(&,2) =TI((w,2)) € II(G(Za x 1) =FII(Xa x I)) = F(Xy x I).

Isso mostra que F~! estd bem definida em I1(.S). J4 para ver que II(S) é também inversamente atratora, basta

notar que, novamente pelo Lema 3.5 e pela Afirmacéo 2,
FHIL(S)) = I(G~(S)) C TI(int (S)) C int (TI(S)).

Isso conclui a prova do lema. O

Seja S C ¥ x I uma faixa (ou uma dupla faixa) atratora com respeito a um step skew product H. Nés

podemos definir de maneira natural o atrator maximal de S como o conjunto

Amax(S) = m H"(E X I)

n>0
De maneira andloga, se S C X x I é uma faixa (ou uma dupla faixa) inversamente atratora com respeito a
um step skew product H, nés definimos o repulsor mazimal de S como o atrator maximal de S com respeito a
transformacdo H!. O lema abaixo nos garante que também é possfvel relacionar os atratores (ou repulsores)

maximais de faixas correspondentes nos step skew products F e G.

Lema 3.10. Se S C X4 x I € uma faixa atratora com respeito ao step skew product G e B € o seu atrator
mazximal, entdo II(B) € o atrator mazimal da dupla faiza II(S) (atratora com respeito ao step skew product F).
Da mesma forma, se S C X4 X I é uma faiza inversamente atratora com respeito ao step skew product G e B

é o seu repulsor maximal, entiao II(B) é o repulsor mazimal da dupla faiza inversamente atratora I1(S).
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Demonstra¢do. Suponha inicialmente que S C X4 x I é uma faixa atratora com respeito a G.

Afirmagdo 1. () II(G"(S)) = H( N (G”(S))).
n>0 n>0

Demonstragao. Como é sempre verdade que II([,5¢(G"(S))) C ,5o IL(G"(5)), basta mostrar a outra in-
clusdo. Seja b € (1,5, IL(G™(S)). Entao, para cada n > 0, existe a,, € G"(5) tal que b = Il(a,). Como ¥4 x I
é compacto, podemos escolher uma subsequéncia (ay,, ) de (ay) tal que (a,,) converge para algum a € ¥4 x I.
Note que a € (1,5 G"(S). De fato, como S é uma faixa atratora, nés temos que G"*(S) C G™(S) para
todo n > 0. Dessa forma, a subsequéncia (an, )rk>k, €std contida em G*o(S) para todo kg € IN. Como S é em
particular um conjunto fechado, a continuidade de G e a compacidade de 4 x I nos dao que G*°(S) é também
um conjunto fechado. Logo a € G*(S) para todo ky € IN. Usando novamente que as faixas sdo encaixadas,

nés temos que a € (),,~o G™(S), e usando mais uma vez que II é continua, nés temos que

(a) =II( lim a,,) = lim (a,,) =b.

k—o0 ::kANw
Logo, b € II((,,5,(G"(5))), o que prova que

Mm@ (s) c H( N (G”(S))).

n>0 n>0

Isso conclui a prova da afirmagao. O

Juntando a Afirmagédo 1 com o Lema 3.5, nés obtemos que
N Fus) = () mEr(s) = u( ()(G"(s))) = 1(B).
n>0 n>0 n>0
Isso prova que II(B) é o atrator maximal de II(S). A prova no caso em que S é inversamente atratora é

analoga. O

3.3 Medidas estendidas

Vamos nesta secao comparar medidas no espago Y4 com medidas em Y. Vamos também mostrar que
existe uma simetria entre certas medidas estaciondrias ergodicas para o processo de Markov induzido por G.
Vamos ainda definir gréficos ossudos e bi-graficos ossudos nos espacos do tipo ¥ x I e comparar a existéncia
deles em ¥4 x I e Xy x I. Por fim, nés vamos mostrar que uma medida fisica e hiperbdlica com respeito a G

projeta para uma medida fisica e hiperbdlica com respeito a F.

Fixemos inicialmente as seguintes notagoes. Para cada n > m € Z e para cada wy,...w, sequéncia finita,

nos denotaremos o cilindro associado a Wy,...w, POr
[ Wi oowp] == {n € B: n; = w; para todo i = m,...,n}. (3.10)

Além disso, dada uma medida de Markov A em ¥4 (veja, por exemplo, [31, Chapter 1, §1.1]), nés indicaremos

por (p1,pa,...,pan) 0 vetor de probabilidades associado a A e por (Pij)%y:l a matriz estocdstica associada a .
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Definicao 3.11. Uma medida de Markov A\ em ¥4 serd dita simétrica se p; = piyn, Pij = Puipnyg+n) €

Pij+ny = Py, para todosi,j =1,...,N.
Note que pela definigdo da matriz A (ver (3.1)), se A é uma medida de Markov em X4 entdo P;; = 0 ou
Pi(j4+n) = 0 para todos i,j = 1,..., N.

Definigao 3.12. Seja A uma medida de Markov simétrica em ¥ 4. Nos definimos a projecao de A sobre Xy

como sendo a medida de Markov \ (sequindo aqui a notagdo introduzida em (3.2)) para a qual
pi:=2p; e D :=max {Pij, Pi(j+N)} para cadai,j =1,...,N, (3.11)
onde (1, ...,pN) denota o vetor de probabilidades associado a medida X\ e (PT])f]jV:l denota a matriz estocdstica
associada a .
O nome projecao de A sobre ¥y é motivado pela relacdo entre A e X descrita no lema abaixo.

Lema 3.13. Se \ ¢ uma medida de Markov simétrica em ¥4 entdo a projecio de \ sobre X satisfaz X = m .

Demonstragao. Basta mostrar a igualdade nos cilindros. Dado [m;&,,...&,] C ¥, nds temos que

T ([ €m--nl) = M@ ([m3 6m---6n])
= (7)™ ([ms &me&nl)) + A((wlzare) ™ (M5 €m--£n)))-

Note agora que pela definicio da matriz A, (7]c) ™ ([m;&m.--£n]) € (T]s00) " ([Mm3&m---&n]) sdo cilindros em

(3.12)

Y 4 da forma [m;wy,...wy] € [M; Nm...1nn], respectivamente. Além disso,

wp =&, < np = Egyn  para todo kK =m, ..., n,
do mesmo modo que

wr = EpynN & N = & para todo k =m, ..., n.
Assim, a simetria da medida A nos da que

AM(7le) M (M5 &m-n])) = Peom Pomwmrs -+ P rm

:pﬁmpnmnm+1"'P7]n_1nn (313)

= A((wl00) 7 (I3 €]

Note ainda que P, ¢,,., = Po,,w,.., pela definicao de A, pois wy, € {1,...,N} e P, = 0. Vejamos que

mMMm+1

também

P§m+1§m+2 = Pwm+1wm+2'

De fato, se wpyy1 € {1,..., N} entdo isso segue diretamente da definicio de ), visto que P, igmee = 0.
Agora, se w41 € {N +1,...,2N} entdo pela definicdo de X, nés temos que P, , ¢, 12 = Proiinmiss Visto que
Nmt1 €{L,..., N} e Py 1w,y = 0. Mas como a simetria de A nos da que Py, 15,0 = Ployiwmyer SEEUE que,
também nesse caso, P, . ¢,.0 = Pumiiwmye D€ maneira andloga, mostra-se que

Pee,.y = Pojw;,, paratodo j=m,..,n—1. (3.14)
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Por fim, note que a simetria de A também nos dé que pe,, = p.,,, = Py,,. Juntando isso com (3.12), (3.13) e

(3.14), néds temos que

W*)\([m; 5m£n]) = QEPEmﬁmH P, e,

Isso conclui a prova do lema. O

A fim de estabelecer uma correspondéncia entre medidas de Markov em ¥y e medidas de Markov simétricas

em X4, vamos considerar ainda a seguinte definigao.

Definicao 3.14. Seja \g uma medida de Markov em Xy com vetor de probabilidades (q1,...,qn) € matriz
estocdstica (Q”)f\szl Nos definimos a extensao de Ao para X4 como sendo a medida de Markov simétrica A

em X4 para a qual

Qij»  se ag; > 0;
Pij = Piyny+n) =

0, se a;; =0,
e
Qij, sea;; =0;
PNy = Pl = (3.15)
0, se a;; > 0.

para cada i,5 =1,...,N.

O nome extensao de Ag para ¥4 é motivado pelo fato que a projecdo da medida A (extens@o de A\g) sobre
Y n é exatamente a medida Ag, isto é,

A= o (3.16)

Temos assim uma correspondéncia um a um entre medidas de Markov em ¥ e medidas de Markov simétricas

em Y 4. O lema a seguir nos d4 ainda outra relagao entre medidas de Markov correspondentes em ¥ 4 e X .

Lema 3.15. Sejam \g uma medida de Markov em Xy e A a extensdo de Ay para X 4. Seja ainda p uma medida
invariante e ergédica para o step skew-product G tal que A\ = (II{").p. Entdo I.pu € invariante e ergddica para

o step skew-product F e A\g = (I11) (T ).

Demonstracao. Vejamos inicialmente que Il é F-invariante. De fato, se £ € By, s ent@o a invaridncia de p

por G junto com o Lema 3.5 nos da que
Lp(F~H(E)) = p(IH(FH(E))) = w(G™HITTH(E))) = p(II7H(E)) = L u(E).

Logo, IL.u é F-invariante. Vejamos agora que IL.u é também ergddica. De fato, se E € Bs, xr ¢ tal que

F~1(E) = E entdo



35
o que implica u(II71(E)) = 0 ou p(II71(E)) = 1, visto que p é ergddica com respeito a G. Logo, Il u(E) =0
ou IL,u(E) =1, o que prova que I é ergédica.
Por fim, vejamos que (II;).(IL.u) = Ag. Com efeito, note inicialmente que

moll{' =1I; oIl (3.17)

De fato, dado (w,z) € ¥4 x I nds temos que
m(If (w,2))) = 7(w) = © = m(((w, 2)))-

Agora se D € By, entdo (3.16), (3.17), o Lema 3.13 e o fato de (II3'),p ser igual a A nos ddo que

()« (M) (D) = p(I (I (D))) = w(TI) ~H(x~H(D))) = Am~ (D)) = Ao (D).

Isso conclui a prova do lema. O

Noés vamos agora fazer algumas consideracoes sobre medidas estacionarias para o processo de Markov
induzido por G. Vamos mostrar uma simetria entre algumas dessas medidas, o que é natural visto que as
transformagoes na fibra do step skew product G apresentam também uma certa simetria. Considerar medidas
estaciondrias aqui é importante porque as duplas faixas obtidas no Teorema 3.1, principal resultado deste
capitulo, estao intimamente relacionadas com o suporte de medidas estaciondrias ergédicas para o processo

induzido por G.

Fixe A uma medida de Markov simétrica em Y4 e considere o processo de Markov em {1,...,2N} x T

induzido pelo step skew product G e pela medida .

Definicao 3.16. Uma probabilidade de Borel pn em {1,...,2N} x I é dita estaciondria para o processo de Markov

induzido por G se

2N
wi(E) = (g«p)i(E) := ZPjiuJ—(gj_l(E)) para todo E € By e para todo i =1, ...,2N,
j=1

z

onde yi; denota a restricdo ;<1 (a fibra {i} x I € aqui naturalmente identificada com o intervalo I) e

(Pj-)?gle denota a matriz estocdstica associada a medida X.

Seja s: {1,..,2N} — {1,...,2N} dada por

i+N seie{l,.., N}
i~ N seic{N+1,.,2N}.

s(i) ==

Definigao 3.17. Dada uma probabilidade de Borel i no espago produto {1,...,2N} x I, nds definimos a medida

simétrica de p como sendo a medida ' em {1,...,2N} x I dada por
1 (D x E) := u(s(D) x R(E)) para todos D € By, any ¢ E € By (3.18)

e que pode ser estendida a By, anyx1 pelo Teorema de Extensdo de Carathéodory (ver [11, 1.14 Theorem]).
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A fim de evitar uma possivel confusao, vale ressaltar que na Defini¢gdo 3.11 nés introduzimos o conceito de
medida simétrica em X 4, enquanto aqui estamos definindo a medida simétrica em relacao a uma probabilidade

de Borel p fixada em {1,...,2N} x I.

Lema 3.18. Seja i uma medida estaciondria para o processo de Markov induzido por G. Entao a medida
simétrica de p € uma medida estaciondria para o mesmo processo. Mais ainda, se p é ergodica entdo sua

medida simétrica também o €.

Demonstragdo. Assim como na Definigao (3.17), nds vamos denotar por p' a medida simétrica de p. Vejamos
inicialmente que se p é estaciondria entdo p/ também o é. Note que pela definicdo das funcoes g; e pelo fato

de ser R = R™', nés temos que
9; '(E) = R(g; !y (R(E))) e g;/n(E)=R(g; (R(E))) paratodosj=1,..,NeE¢€DB. (3.19)

Vamos dividir nossa andlise em dois casos.

e Suponha inicialmente que i € {1, ..., N} eseja E € By. A defini¢do de y' nos dé que p}(E) = piyn(R(E)).
Como além disso p é estaciondria, pela definicdo da matriz A em (3.1) nds temos que
pisn (R(E)) = Y Piapmm(g; (RIE)) + Y Py tyen (95 n (R(E))).
JE€ELR JjE€ELP
Logo,

i (E) = Z Pj(i+N),U'j(gj_1(R(E))) + Z P(j+N)(i+N),Uj+N(gj_-:N(R(E)))-
JEIR JELp

Usando novamente a definicdo de u/ e também a simetria de A no lado direito da igualdade acima, nds

obtemos que
WH(E) = > Pyynyiten (Rlg; (RIED)) + Y Prpy(R(g; v (R(E))))-
JE€IR JEIp
Aplicando agora as igualdades em (3.19) no membro & direita da dltima igualdade, nés temos que
HHE) = Y Pysmyitan (Gen (B) + Y Pt (g5 (E))-
JELIR JELp
Por fim, usando mais uma vez a definigdo da matriz A no membro & direita da tltima equacdo, nds

obtemos que

2N
i (E) = ZPjiu}(gj‘l(E))-

e Agora, se i € {N +1,...,2N} entdo para todo E € B; nds temos, de maneira andloga ao {tem anterior,
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que

i (E) = pi-n(R(E))
=Y Pia—mymig; (RE)) + Y Pysnya-miin(g; )y (R(E)))

JE€ELp JE€IR

Z Py zHJ+N(R(9 Z PJ““J gj—l}N(R(E))))
JEIp J€IR

Z P]+N lﬂj+N g]+N Z Pﬂ'uj )

]EIP JE€ELIR

Z z,uj E)).

Logo, p}(E) = ZQN b, l,uj( Y(E)) para todo E € B; e paratodoi = 1,...,2N. Isso prova que x’ é estaciondria.

Vejamos agora que u ergédica implica p’ também ergddica. Seja A C ({1, ...,2N} xI) um conjunto invariante
pelo processo de Markov induzido por G. Para cada i = 1,...,2N nds vamos denotar A; := P,(AN ({i} x I)),
onde Py : {1,...,2N} x I — I é a projegao natural. Observe que

N 2N
= Ut x RAgm) U U {3} x (R(4ix))

i=N+1
é também um conjunto invariante pelo processo de Markov induzido por G. De fato, fixemos ¢,j € {1,...,2N}

tais que P;; > 0. Vamos novamente dividir nossa andlise em diferentes casos.

e Sei,je{l,.., N} entdo a definigdo de A’ e as igualdades em (3.19) nos ddo que
9; (A7) = 95 (R(Airn)) = Rgj, v (Aign))- (3.20)

Como além disso, A é invariante pelo processo de Markov induzido por G e P nyi+n) = Pji > 0, nds
temos que

R(g; ! n(Airn)) = R(Airn) (3.21)

Juntando (3.20) e (3.21), nds obtemos que
9; '(A) = R(Ain) = Aj,
sendo que a ultima igualdade vem da definicao de A’.
e Seie{l,...,N}eje{N+1,..,2N} entdo da mesma maneira nds temos que
9; (A7) = g7 (R(Airn)) = R(g; 2y (Aisn)) = R(Aipn) = Al
e Analogamente, se i € {N +1,...,2N} e j € {1,..., N} entao

9; " (A) = g7 (R(Ai-n)) = R(g;}y(Ai—n)) = R(A;_n) = Al
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e Por fim, se i,j5 € {N +1,...,2N} entdo
g; (A} = g7 (R(Ai=n)) = R(g; 2y (Ai—n)) = R(Ai—n) = A}
Como esgotamos todos os casos possiveis, segue que gj_l(Ag) = A} para todos 4,5 = 1,...,2N tais que
Pj; > 0. Isso prova que A’ de fato um conjunto invariante pelo processo de Markov induzido por G.

Vejamos finalmente que pf(A;) =1 para todo i = 1,...,2N. Vamos também aqui considerar dois casos.

e Sei€{l,.., N} entdo pela definigdo de p/ nés temos que
1 (Ai) = priyn (R(A;)).
Por outro lado, pela definicao de A’ nds temos que

pir N (R(A7)) = pir N (Aipn)-

Como além disso A’ é invariante pelo processo de Markov induzido por G, a ergodicidade de u nos déa
que
pivn(Ai ) = 1.

Juntando as trés igualdade acima, nds obtemos que
pi(Ai) = 1.
e Analogamente, se i € {N +1,...,2N} entao
1 (Ai) = pi-n(R(A:)) = pi-n(Af_y) = 1.

Logo, pi(A;) =1 para todo i =1,...,2N. Como o conjunto A invariante pelo processo de Markov induzido por

G foi arbitrério, segue que ' também é ergddica. Isso conclui a prova do lema. O

Nés vamos agora definir graficos ossudos (bony graphs, seguindo a notagao de [22]) e bi-graficos ossudos em
espacos do tipo X X I. Vamos ainda definir a continuidade destes e comparar sua existéncia nos espagos %4 x [

eENXI.

Definigao 3.19. Sejam A uma medida de Markov em ¥ e B C X X I um conjunto fechado. Nds dizemos que
B ¢ um grafico ossudo (com respeito a A) se B, consiste em um tdnico ponto para A-quase todo w € ¥, e em
um intervalo para os demais pontos w € 111 (B). Nds dizemos que B é um bi-grifico ossudo (com respeito a A)

se ele € a unido de dois grificos ossudos (também com respeito a ).

Dado um intervalo [a, b] C I, definimos a e-vizinhanga de [a, b] como o conjunto U, ([a,b]) := (a—e€,b+e)N 1.

Definicao 3.20. Nds dizemos que um grdfico ossudo B é continuo se para todo w € II1(B) e para todo € > 0
existe § > 0 tal que se n € II1(B) e d(n,w) < 0 entdo B,y C Uc(B,,). Nos dizemos que um bi-grdfico ossudo €

continuo se ele pode ser decomposto em dois grdficos ossudos continuos.



39

Observe que nas definiges de grafico ossudo e de bi-grafico ossudo nés nio exigimos Iy (B) = 3. Entretanto,
na pratica, nés trabalharemos com gréficos ossudos e bi-graficos ossudos satisfazendo tal condicao. O lema a
seguir nos garante que assim como no caso de faixas (ver Segao 3.2), grificos ossudos (continuos) em ¥4 x I

correspondem a bi-gréficos ossudos (continuos) em Xy X I.

Lema 3.21. Seja A uma medida de Markov simétrica em ¥ 4. Se B C (X4 X I) € um grdfico ossudo com
respeito a X entdo II(B) € um bi-grdfico ossudo com respeito & proje¢ao de \ sobre X . Mais ainda, se B é

continuo entao II(B) também o é.

Demonstragao. Note inicialmente que
I(B) = Hlcx:(B) Ull|s,\c)x1(B).

Assim, para provar que II(B) é um bi-grafico ossudo, basta mostrar que I|cx 1 (B) e IT| (5 ,\cyx 1 (B) sdo gréficos
ossudos. Como B é um grafico ossudo, nds temos que B é um conjunto fechado no compacto ¥4 x I. Logo,
B é um conjunto compacto. Como II é continua, nés temos que Il|cyw(B) é também compacto, sendo, em
particular, um conjunto fechado. Além disso, usando novamente que B é um grafico ossudo, a defini¢ao de II

nos dé que (II|cx7(B))¢ € um ponto ou intervalo para toda sequéncia £ € Y. Pelo Lema 3.13,
A{€ € Sn: (|oxr(B))e é um intervalo}) = A(r ' ({¢ € Sn: (II|cx1(B))e é um intervalo})).
Por outro lado, a definicao de II nos da que
7' {¢ € Sn: (H|oxs(B))e é um intervalo}) = {w € C: B, é um intervalo} ,

e como B é um grafico ossudo,

A{w € C: B,, é um intervalo)} = 0.
Juntando as trés igualdades anteriores, nés obtemos entao que
A{¢ € En: (|exs(B))e é um intervalo}) = 0.
Isso mostra que I|cxr(B) é um gréfico ossudo. De maneira andloga se mostra que II|(x ,\c)x7(B) é também
um gréafico ossudo.

Suponha agora que B é um gréfico ossudo continuo. Vamos mostrar que Il|cxr(B) e | (s ,\¢)x 1 (B) também
0 s80. Sejam £ € ¥y e 0 < € < 1. Entao £ = m(w) para algum w € C. Como B é um gréfico ossudo continuo,

existe 6 > 0 tal que se ) € ¥4 com d(n,w) < J entao
B, C U.(B.,). (3.22)

Agora, se 7 € Xy 6 tal que d(7,&) < 6 e n:= (w|c)"1(7) entdo d(n,w) < J, e segue, da definicio de II e do
fato de € ser menor do que 1, que

B; = By, = 1I(By).



40

Isso junto com (3.22) nos dé que

B,  I(U.(B.)).

A 1ltima inclusao junto com a definicao de II e o fato de € ser menor do que 1 nos dao finalmente que
B, C U.(§).

Isso prova que Il|cx(B) é um gréfico ossudo continuo. De maneira andloga se mostra que II|(s ,\cyx1(B) é

também um grafico ossudo continuo. Com isso, concluimos a prova do lema. O

Para finalizar a secao, nds vamos mostrar que uma medida fisica e hiperbdlica com respeito ao step skew
product G projeta para uma medida fisica e hiperbdlica com respeito ao step skew product F. O conceito de

medida hiperbdlica ja foi apresentado na Defini¢ao 2.4. Vamos agora definir o que é uma medida fisica.

Definicao 3.22. Sejam H : ¥ x [ — X x I um step skew product, A uma medida de Markov em ¥ e p uma
medida H-invariante. Seja ainda V' o conjunto de todos os pontos (£,p) € ¥ x I tais que

n—1

1 .
lim — H = d tod (2 x 1.
nggon;w( (&) /so pu para todap € CO(S x I)

A medida p € dita ser uma medida fisica com respeito a H e X se (A x Leb)(V) > 0, onde Leb denota, como

de costume, a medida de Lebesque.

O conjunto V na Definicao 3.22 é usualmente chamado a bacia da medida u. O lema a seguir nos diz que

se uma medida é fisica com respeito a G entao a sua projegao ¢ fisica com respeito a F'.

Lema 3.23. Sejam \ uma medida de Markov simétrica em X4 e Ao a sua projecao em Y. Se pu € uma
medida fisica com respeito a G e A entao Il.p € uma medida fisica com respeito a F e \g. Mais ainda, se V €

a bacia da medida p entdo II(V') estd contido na bacia da medida IL, .

Demonstragdo. Sejam V a bacia da medida p e (§,p) € II(V). Seja ainda ¢ € C°(Xy x I). Como existe
(w,z) € V tal que H(w, z) = (£,p) e como poll € C%(X4 x I), segue, do Lema 3.5, que

n—1 n—1
. 1 % 1 i
Jim Z:O P(F'(&,p)) = lim_— go p(F o Tl(w,x))
n—1
= lim ;(@ o TI)(G' (w, x))

Como ¢ € C%(Sx x I) e (&,p) € (V) foram arbitrarios, segue que II(V) estd contido na bacia de I, u. Resta

ver que (Ag x Leb)(II(V)) > 0. Para tal, vamos precisar da seguinte afirmagao.

Afirmacao 1. II,(\ x Leb) = Ay x Leb.
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Demonstragao. E suficiente provar a afirmagdo para os conjuntos da forma A x B, onde A € By, e B € By .

Lembrando da definicio de C' em (3.3) e utilizando o Lema 3.13, nés temos que
(A x Leb)(IT™1(A x B)) = (A x Leb) (((xle) '(4) x B) U ((mls,10) "} (4) x (1= B)))

— (A x Leb)((rlc) ' (4) x B) + (A x Leb)((rls.\c) " (4) x (1 - B)))
= A((le) " (4)) Leb(B) + A((xlx.\0)"*(4)) Leb(1 - B)
= (M(rle) ' (4) + M(rls\c) 7 (4)) ) Leb(B)
= M((le) M (4) U (rlz\0) "1 (4)) Leb(B)
= A(r~(4)) Leb(B)
= X\o(A) Leb(B)
= (Ao x Leb)(A x B).

O
Agora, como V C II"1(II(V)) e V é a bacia da medida fisica u, a Afirmacao 1 nos d& que
(Ao x Leb)(II(V)) = I, (A x Leb)(TI(V)) = (A x Leb)(IT"(TI(V))) > (A x Leb)(V) > 0.
Isso conclui a prova do lema. O

Para mostrar que uma medida hiperbdlica com respeito a G projeta para uma medida hiperbélica com
respeito a F', nds precisaremos comparar o expoente de Lyapunov de pontos correspondetes em 4 x I e
Y n x I. Vamos mostrar que o expoente de Lyapunov (com respeito a G) de um ponto (w,z) € X4 X I coincide

com o expoente de Lyapunov (com respeito a F') de II(w, x).

Lema 3.24. Seja (w,z) € X4 X I. Entio x+(w,z) = x+(Il(w,x)), onde x4 (w,z) € tomado com respeito

dinamica de G e x+(Il(w,x)) € tomado com respeito a dinamica de F.

Demonstracdo. Vamos considerar dois casos.
1° caso: w € C (relembre a defini¢do de C em (3.3)).

Nesse caso, II(w,z) = (w, ). Raciocinando como na Afirmagao 1 do Lema 3.34 e lembrando que R~! = R,

nods obtemos, para cada n > 1, que
fm---w7l—1 = Gwo...wp—y OU fwi[ynwnfl =Ro Juo..wp_1-
Se ocorrer a primeira opgao, nds teremos

108 | (fom..=5) ()] = - 108 (G, ) 2]
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Caso ocorra a segunda opgao, como |R/(y)| = 1 para todo y € I, nds teremos que

1
n log ‘(R © chO--.wn—l)/@)’

= 108 (R (G o ) |Gt )]

% log |(fas..@7=) ()]

1 1
. IOg ‘R/(gwo---wn—l (Z‘))‘ + - log ‘(gwo.“wn,l)/(l')’
n n
1
= ﬁ IOg |(gwo-~wn—1)/(x)|

Como isso vale para todo n > 1, segue que x4 (w,z) = x+(II(w, z)) para w € C.

2° caso: w ¢ C.

Nesse caso, [I(w, z) = (w, R(z)) e

fmm oR= Guwo..wn_1 OU fmm oR=Ro Guwg...wn_1 © R.

Usando novamente que |R'(y)| = 1 para todo y € I, nds temos que

1 / 1 /
- 1og | (fos..77=) (R(x))| = - 108 |(gug...on_r) (x)|  para todo n > 1.

Como isso vale para todo n > 1, segue que, também nesse caso, x4+ (w,z) = x4+ ((w, )).

Isso conclui a prova do lema. O

O lema a seguir é uma consequéncia imediata do Lema 3.24.

Lema 3.25. Seja p uma medida G-invariante e ergédica. Entao x(p) = x(ILu). Em particular, se p €

hiperbdlica (com respeito a G) entdo Il € hiperbdlica (com respeito a F).

Demonstracao. Suponha que p é uma medida hiperbdlica com respeito a G. Entao existe um subconjunto
mensurdvel H C X4 x I tal que u(H) =1 e x4 (w,z) = x(u) para todo ponto (w,z) € H. Pelo Lema 3.24,
x+ (& p) = x(n) para todo (¢,p) € TI(H). Como, além disso, H C TI-(II(H)), segue que

(I 0) () = p(TT(TL(H))) > p(H) = 1.

Isso mostra que x(p) = x(IL.u) e conclui a prova do lema. O

3.4 Condicoes de genericidade

Nesta secao nds vamos estabelecer as condigoes sobre as quais o Teorema 3.1 serd vélido, isto é, nés vamos
explicitar os sistemas para os quais serd possivel dar uma descrigao topolédgica dos seus atratores e repulsores.
No6s mostraremos que as condigoes impostas sao de fato genéricas e que elas também implicam as condigoes
correspondentes de [22, 2.15 Theorem]. Mais do que isso, nds mostraremos que tais condi¢oes sao satisfeitas

em um conjunto aberto e denso de step skew products. A grosso modo, tais condigbes dizem respeito a
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hiperbolicidade de pontos periédicos de periodo pequeno, ao fato de pontos atratores (repulsores) de periodo
pequeno nao poderem ser levados pela dindmica em pontos repulsores (atratores) de perfodo pequeno em um

ndmero também pequeno de etapas e, por fim, a nao existéncia de ciclos invariantes pela dinamica.

Fixe N > 1. No enunciado do Teorema 3.1, nés denotamos por S(N) o conjunto de todos os step skew
products como na Defini¢ao 1.1. Seja P(N) C S(N) o subconjunto de todos os step skew products tais que
cada uma das N transformagdes na fibra preserva orientagdo. Seja ainda R(N) C S(IV) o subconjunto de
todos os step skew products tais que ao menos uma da transformagoes na fibra reverte orientagdo. Como N
estd fixo, nés vamos simplesmente escrever S = S(N), P = P(N) e R = R(N). Os conjuntos S, P e R sdo

espacos métricos se munidos da distancia d definida por
d(F,H) = max{dc1(fi,hi): 1= 1,...,N}. (323)

Abaixo nés enunciamos as trés condi¢oes em R sobre as quais o Teorema 3.1 serd valido ([22, 2.15 Theorem]

ja garante que o Teorema 3.1 é verdadeiro para o espago P).

i) (()rbitas periddicas curtas sdo hiperbdlicas.) Todos os pontos fixos de todas as composigdes da

forma f¢, ¢, comag, ¢, =1e1<n < 2N, sdo hiperbdlicos.

ii) (Nao existéncia de 6rbitas heteroclinicas.) Nenhum ponto fixo atrator de uma transformagao da
forma fe, . ¢,,comag.e =1el <n < 2N, ¢élevado em um ponto fixo repulsor de uma transformacao da
forma fy,.. p,., comay, , =1el <m < 2N, por uma composicdo da forma f,, . ,,com 1 <! <2N —1.
Analogamente, nenhum ponto fixo repulsor de uma transformagao da forma fe, ¢, com ag,¢, = 1 ¢
1 <n <2N, élevado em um ponto fixo atrator de uma transformacao da forma f), .. ,,., com a,, ., =1

el <m < 2N, por uma composicao da forma f,, .. ,,com 1 <1 <2N —1
iii) (Nao existéncia de ciclos.) N&o é possivel escolher dois pontos a,b € I tais que

fila)=a e R(fi(R(b)))=0b paratodoieZp
R(fi(a))=b e fi(R(b))=a paratodoi € Ig.

Observe que a condigao iii) é a que apresenta relagdo com a nao existéncia de ciclos invariantes pela dindmica
comentada anteriormente. Observe ainda que as trés condigbes acima sao similares as condigbes impostas por
Kleptsyn e Volk em [22, 2.15 Theorem]. De fato, nds mostraremos na Subsegdo 3.4.2 que se um step skew
product F' € R satisfaz uma dessas condigoes entao o step skew product G introduzido como na Definigao 3.4

satisfaz a condigado andloga considerada em [22]. Antes disso, nds mostraremos o seguinte resultado.

Proposigao 3.26. O conjunto R C R dos step skew products que satisfazem todas as condigdes i), i) e i) é

aberto e denso relativamente & distancia d definida em (3.23).
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3.4.1 Demonstracao da Proposicao 3.26

Esta secao é toda dedicada a demonstragao da Proposigao 3.26, isto é, nés mostraremos que as condigoes

i), ii) e iil) enunciadas acima so satisfeitas em um subconjunto aberto ¢ denso de R.

Para cada sequéncia finita da forma &;...&, com 1 < n < 2N, seja R(&1...&,) € R o subconjunto dos step
skew products tais que todos os pontos fixos de f¢, ¢, sdo hiperbdlicos. Seja ainda R* C R o subconjunto de

todos os step skew products que satisfazem a condigao 7). Entéao
R =[V{R(&..&): & €{1,.., N} ag,¢, =1,1 < n < 2N}, (3.24)

Assim, para provar que R' é aberto e denso em R, basta mostrar que R(&;...£,) é aberto e denso em R para
cada sequéncia finita &;...§, com a¢, ¢, =1 e 1 <n < 2N. Esse fato ¢ uma consequéncia dos dois seguintes

lemas.

Lema 3.27. O conjunto R(&1...£,) € aberto em R para cada sequéncia finita &;...&,,.

Demonstragao. Fixe uma sequéncia finita &;...&, com 1 < n < 2N e suponha, por absurdo, que R(&;...§,,) nao
é aberto. Entao existem F € R(&;...£,) e uma sequéncia (Fj) C R\ R(&;...€,) tais que F, — F. Para cada
k > 1, nés vamos escrever fgkl‘..gn = fgkn 0..0 fgk17 onde fgkj ¢ a transformacao associado ao simbolo £; no step
skew product Fj. Como (Fj) C R\ R(&1..-£n), para cada k > Lfgkl_“&n tem ao menos um ponto fixo nao
hiperbdlico, digamos py. Podemos supor, sem perda de generalidade, que existe p € [0, 1] tal que pp — p (caso

isto ndo ocorra para a sequéncia (F}), poderfamos escolher uma subsequéncia satisfazendo tal condicao).

Afirmacao 1. limy_,« fe, ¢, (pr) = p.

Demonstra¢do. Seja € > 0. Como Fj, — F existe k1 > 1 tal que se k > k; entao

|feroen ) — fE . ()] < = (3.25)

N

De fato, isso ¢ claro no caso n = 1. No caso em que n > 2, como f¢; é uniformemente continua para todo

Jj=2,..,n, existe 6 > 0 tal que | — y| < ¢ implica que
| fe)oen (@) = fe,en(W)] < % para todo j = 2,...,n.
Assim, escolhendo k; tal que d(F}, F) < min{d, -} para todo k > ki, nds teremos que
feren(or) = I e, ()| < |feaen (fer (1) = fe. ., (fE, (1))
3 et e o FE 00 £ — fepot (0 £, 00 £ )
j=3

e (P e 00) = FE(FE e (1)

n
n-—
2n’
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o que mostra que (3.25) realmente é verdade. Por outro lado, como py — p existe ko > 1 tal que se k > ko

entao
€
|f6,...e. () = = lpk =2l < 5. (3.26)
Juntando (3.25) e (3.26), nés obtemos que se k > max{ki, k2} entéo

|fey..e. (pr) — Dl <,

0 que conclui a prova da afirmagao. O

Agora, pela continuidade de fg,. ¢, , a Afirmacdo 1 nos dé que

fergn(0) = ferg, (im pr) = Hm fe, ¢, (pk) = p, (3.27)

ou seja, p é ponto fixo de f¢, .. ¢,. De maneira andloga a prova da Afirmacao 1, nés podemos mostrar que

T [(fe,..e,)' (i) = 1 (3.28)

usando que féj ¢ uniformemente continua para todo j = 2,...,n. Isso junto com o fato de f¢, . ¢, ser de classe
C' nos dé que

|(fer..) (D) = | (fer.en)' (Fim pi)| = lm [(fe, e,) (pi)] = 1,

ou seja, p é ponto fixo nao hiperbdlico de fe,. ¢, . Isso contradiz o fato que F' € R(&;...€,), e conclui, portanto,

a prova do lema. O

Lema 3.28. O conjunto R(&;...£,) € denso em R para cada sequéncia finita &;...&,,.

Demonstragdo. Fixe uma sequéncia finita &;...&, e seja F' € R\ R(&1...6,). Entao fe, ¢, tem ao menos um

ponto fixo nao hiperbdlico, digamos p. Para cada 0 < € < 1, defina as transformagoes

se:I =1 @ y—=y—ey—fe.e..(p)

he, 1 — th(I) Cl : y— fe,(se(y)).
Note que como 0 < € < 1, a funcao s, é crescente, e assim, para cada 0 < y < 1 vale que
0 < efergni(P) =5c(0) S sey) <se(1) 1 —€(l— fee,,(p) < 1.

Isso mostra que ambas, s. e hg , estao bem definidas. Note ainda que como f¢, e s. sdo injetivas entao a

transformacao hgn também o é. Além disso, para cada y € I, nés temos que

(he, ) (y) = f¢, (se(y))sc(y) = fe, (se(y))(1 —€) #0,

visto que fe, ¢ um difeomorfismo sobre sua imagem. Segue entdo, do Teorema da Funcao Inversa, que hg,,

também é um difeomorfismo de classe C'! sobre a sua imagem.
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Afirmacao 1. lime o h§ = fe, na topologia Ct.

Demonstracdo. Seja n > 0. Escolhendo 0 < €; < 1 tal que

n
e -max|f (2)] < 3, (3.29)
nos temos, para todo 0 < € < €; e para todo y € I, que
|he, () = fe. (9)| = I e, (se(v) = fe (v)]
< max |f¢ (2)] [se(y) — ]
(3.30)
<
e max|fg ()]
<.
Além disso, para cada 0 < € < 1 e para cada y € I, nés temos que
(he) (v) = fé, )| = | Fe, (se() (1 =€) = f¢, ()] (331)

< (=) [fe, (sew) = fe, W)+ [ = fe, (v) = fe, ()]

Como fén é continua em I (compacto), nés temos féln é uniformemente continua, de modo que existe 0 < e < 1

tal que |z — y| < e implica |f{ (z)— f¢ (y)‘ < 7. Entdo, para todo 0 < € < min {e1, €2} e para todo y € I,

nds temos que |s.(y) — y| < € < €3 e assim, a desigualdade em (3.31) junto com (3.29) nos dao que

€ \/ / n !
|(he,) () = e, ()] < (1= )5 +e-max|fg, (2)] (3.52)
<n.

Por (3.30) e (3.32), nés temos que dc1 (b , fe,) < n para todo 0 < € < min {1, €2}. Como 7 > 0 foi arbitrario,

a afirmagao esta provada. O

Temos agora dois casos a considerar.
1° caso: A transformacao fe,. ¢, reverte orientacao.

Observe inicialmente que p é ponto fixo de hg o f¢ ¢, , para todo € > 0, e como p é ponto fixo nao

hiperbdlico de f¢, . ¢, , nés temos que

[(Re, © feroen ) ()] = |(RE,) (fer.e0r (D)) (fer.cnr) (D)
= £t (feren s @)L = ) (fer.en_1) (D))

= [(fer..e,)' ()1 =€)
=1—k¢,

(3.33)

ou seja, p é hiperbolico com respeito a cada transformacao da forma hg, o fer...&,_1- Observe ainda que como
se € crescente, entao hg —preserva orientagao se fe, preserva, e hi reverte orientacao se fe, reverte. Logo,

para cada 0 < € < 1, a transformacao hg o fe,...¢,_, também reverte orientacao e tem, portanto, p como tnico
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ponto fixo. Isso junto com (3.33) nos garante que o step skew product F, que tem como transformagdes na

fibra
i, Se & n
ff= 7 7 & (3.34)
he sei=§&,
é tal que F, € R(&...£,). Pela Afirmacao 1, lim.,od(F,, F') = 0.

2° caso: A transformagao f¢,. ¢, preserva orientagao.

Esse caso é mais complicado e para obter a sequéncia de step skew products que converge para F, nés
usaremos o Teorema da Transversalidade Paramétrica ([26, Chapter XI, Theorem 2.3]). Observe inicialmente
que, de maneira andloga ao raciocinio utilizado no 1° caso, o fato de f¢, . ¢, preservar orientacao nos garante

que hgn o fe,..¢,_, também preserva para cada 0 < € < 1. Considere a aplicacdo
pi(0,1) = CMIIxI) : e p(e), onde p(e)(y) = (y, (hE, © fer..en,)(v)).
A aplicacdo p é claramente continua. Além disso, a evaluagdo de p definida por
P (0, 1) x I = IxT = (ey) = p(e,y) = p(e)(y)

é de classe C!. Seja A :={(y,y): y € I} a diagonal em I x I.

Afirmacgao 2. p® ¢ transversal a A ao longo de (0,1) x I.

Demonstracao. Escrevendo

s:(0,1)x T =1 : (e9) s(ey):=s(y)

he, 1 (0,1) xI =1 : (e,y) > he,(ey):= hg, (y),

nods temos que
h’ﬁn (67 y) = fEn (5(67 y))

e assim, para todos (e,7) € (0,1) x I e (v1,v2) € IR?, nds temos que

oh oh
AP ey (01,02) = (02, 526 Fertos 001 + 5o 0 S (0 (e ) ()02)

= (o2, 2, (506, Fer o s D) (2t e (o + g;y< fervoeos @) erons) W)e2) )

Como o plano tangente & diagonal A em cada ponto é dado por {(v,v): v € R}, para provar a Afirmacao 2,

basta mostrar que para cada (e,y) € (0,1) x I, existem (v1,v2) € R? tais que

£ (5 e D) (e e o+ (e fet ) ety 0)02) 0 (339)

Se y # p entao para vy = 0, o primeiro membro de (3.35) é dado por

fe, (s(e, fsl...gn_l(p)))?(@ fertn s W))vr = fE, (s(€, feren s (D) (fer.60 1 (P) = ferotn_2 ()01

€
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Assim, para todo (¢,y) € (0,1) x I com y # p, a desigualdade em (3.35) é valida para v1 # 0 e v2 = 0. Agora,

se y = p, o primeiro membro de (3.35) é dado por

fe (s fer e @) (1= ) (fer.60r) (PIv2 = f5, (fer 60 (D)) (1 = ) (fer g0 2t) (P)v2 = (fere,) (P) (1 = €2

Como (fe,..¢e,)' (p) = 1 (pois (fe,...e, ) (p) preserva orientagdo), segue, da igualdade acima, que para todo

€ € (0,1) a desigualdade em (3.35) é satisfeita para para (e, p) se vy # 0. Isso conclui a prova da afirmagdo. [

Aplicando entao [26, Chapter XI, Theorem 2.3], nés obtemos que o conjunto {e € (0,1): p(e) My A} é aberto
e denso em (0, 1). Em particular, existe uma sequéncia (ex) tal que e — 0 e p(ex) M; A para todo k > 1. Mas
por [26, Chapter XI, Lemma 3.1], os fatos que p(ex) My A e que hg’; o fe,..e,_, preserva orientagao implicam
que todos os pontos fixos de h? o fe,..¢,_, sao hiperbdlicos. Assim, considerando a sequéncia de step skew
products (F,

todo k > 1 e limy_,o0 d(Fy,, F) = 0.

) com transformacoes na fibra definidas como em (3.34), nés temos que F,, € R(&;...&,) para

Logo, qualquer que seja o caso considerado, nds conseguimos obter uma sequéncia de step skew products

em R(&;...&,) que converge para F. Isso conclui a prova do lema. O

A fim de provar que a condigao i) também ¢é satisfeita em um subconjunto aberto e denso de R, considere
agora, para cada trio de sequéncias finitas &;...&,, M1...9m € pr..ppcom 1 <nm < 2N el <[ <2N—-1,0
conjunto R(&1...6n; M- Mm; p1---p1) C R de todos os step skew products tais que nenhum ponto fixo atrator de
fer..¢, € levado em um ponto fixo repulsor de f,, . 5, Por f,, .. . Seja ainda ﬁ(gl...gn; M--Dm; P1---p1) CR 0
conjunto de todos os step skew products tais que nenhum ponto fixo repulsor de f¢, ¢, é levado em um ponto

fixo atrator de fy, .n,. por fs, . . Por fim, seja

Ri= N N N ﬂR i M ee i P1ow-P1) NV R(EL €3 M1’ P11,
P

1<n,m<2N 1<I<2N—1&;...6p NN P1.--
onde consideramos as sequéncias tais que ag, ¢, = 1 = ay,,5,, 0 conjunto de todos os step skew products que
satisfazem a condigao ii). Entdo, para provar que R* é aberto e denso em R, basta mostrar que os conjuntos
a direita na igualdade acima sao abertos e densos em R para cada trio de sequéncias consideradas. No caso
dos conjuntos R(-), isso segue dos dois seguintes lemas combinados com o Lema 3.27. No caso dos conjuntos

R(-), a prova é andloga e por isso serd omitida.

Lema 3.29. O conjunto R(&1...£n; M1 Mm; p1--.p1) N RE € aberto em R* para cada trio de sequéncias finitas
E1eEns MMl € P1ew-PL-

Demonstra¢do. A demonstragao é andloga a do Lema 3.27 e por isso serd feita com menos detalhes. Suponha,
por absurdo, que R(&1...&n; N1 Mm; p1---p1) YR ndo é aberto em R, Entdo existem F' € R(&1...£0; 1710 p1---p1)0
RY e uma sequéncia (Fy) C RY\ R(&1...6n; 01 p1---p1) tais que Fy — F. Assim como no Lema 3.27, nés
vamos escrever fgkl...gn = fgkn 0..0 fé?l, onde fgkj ¢é a transformacao associada ao simbolo &; no step skew

product Fy. Como (Fy) C R\ R(&1---&n;01--Mm; p1---p1), para cada k > 1 existe um ponto fixo atrator de



49

k
P1---P1

k

fgkl...gn» digamos pg, que é levado por em um ponto fixo repulsor de f; ., . digamos g;. Nés podemos

supor, sem perda de generalidade, que existem p,q € [0, 1] tais que pr — p e ¢& — ¢. De maneira andloga &

Afirmagao 1 do Lema 3.27, nds temos que
dm fee,(pr)=p e lm fy q, () =q
Isso junto com a continuidade de fe,. ¢, € fy,..n, nos da, assim como em (3.27), que
fEl---En(p) =p € f771--~77m(Q) =4q.

Afirmacao 1. O ponto p € ponto fizo atrator de fe, ¢, -

Demonstragio. Como F € R, nés ja temos que p é ponto fixo hiperbdlico de fe, ¢, . Suponha, por absurdo,
que |(fe,..e,)' ()] > 1 eseja0 < e <||(fe..e.) (p)] —1|. Assim como em (3.25), nds podemos mostrar que

existe k1 > 1 tal que para k > kq vale que

€
‘(fﬁlmﬁn)/(pk) - (fg‘..fn)%pk)‘ < 57
de modo que nés também temos
€
(fer ) (o)l = [(FE e (Pr)]] < 5 Pbaratodok > k. (3.36)

Como além disso a continuidade das transformagoes fe, nos da que

|(feren)' ) = lim [(fer...c.)"(Pr)]

segue que existe ko > 1 tal que para k > ko nés temos

1(fere.) (o)l = [(fer..e)' (0] < % (3.37)

Juntando (3.36) e (3.37), nés obtemos que para k > max{ki, ka},

|[(FE &) (r)| = [(fer.e.) (D)]] <e. (3.38)

Como estamos supondo |(fe,..¢,) (p)] > 1 (hipétese de absurdo) e € < ||(fe,..¢,) (p)| — 1|, a desigualdade
em (3.38) nos diz que (fgli__,gn)/(pk)‘ > 1 para todo k& > max{k;, k2} (contradi¢do). Isso conclui a prova da

afirmacao. O

Analogamente, nés podemos mostrar que g é ponto fixo repulsor de f,, .. Por fim, como fl’fl”_pl (pr) = qx

para todo k > 1, nés temos que

|fP1---Pl (p) - (I| < |fp1---m (P) - fplmpz (pk)‘ + |fP1---Pl (Pk) - f;lfl...pl (Pk)| + ‘Qk - q| )

e como py — P, gk — ¢ € Fr, = F', nés podemos concluir que f,, . ,, (p) = ¢. Com isso obtemos uma contradi¢do

e, portanto, concluimos a prova do lema. O
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Lema 3.30. O conjunto R(&1...£n; M1 0m; p1...p1) € denso em R para cada trio de sequéncias finitas &1...£pn, M. Nm

e p1...01-

Demonstracdo. Fixe um trio de sequéncias finitas &1...£,,71.--Nm € p1...p; nas condigoes do enunciado e seja
F e R\ R(&1---£ns 11 Mm; p1---p1)- Observe que pelas condigdes impostas sobre a sequéncia py...p;, existe um
simbolo que aparece somente uma vez na mesma. Para simplificar a notagdo, nés vamos supor que este simbolo
é p; (e demonstracao no caso geral é andloga). A ideia da demonstracao é fazer uma pequena perturbagao na
transformacao f,, (com respeito a distancia C1), substituindo-a por uma transformacao h, e manter todas as
demais transformagoes, de modo que o step skew product Fj obtido desta forma esteja préximo de F' (com

respeito & distancia C1) e seja tal que Fy, € R(E1...Eni M1 P1---P1)-

Note que se o simbolo p; (ou algum outro simbolo da sequéncia p;...p;) nao estiver em &;...§, nem em
M1---Nm, nao ha grande dificuldade em fazer tal perturbacao, visto que, nesse caso, os pontos fixos atratores de
fei..¢, € os pontos fixos repulsores de f,,. . néo sdo afetados pela perturbagdo. O caso geral (e que engloba

esse caso particular) ndo é tao simples e serd tratado abaixo.

Sejam {p1, ..., pr} 0 conjunto dos pontos fixos atratores de f¢, ¢, € {¢1,...,qr} 0 conjunto dos pontos fixos
repulsores de f,, ., tais que para cada ¢ =1,...,r, existe ¢;, j € {1,...,7}, com f,, , (p;) = ¢; (a escolha
de F nos da a existéncia de pelo menos um tal ponto). Reordenando os indices, nés podemos assumir que
J =1. Seja ainda € > 0 tal que se de1(h, f,,) < €, entao as transformacoes J/C\én 0...0 f& e f;m 0...0 fm, onde
E =fisej#p e jA’] = h no caso contrario, satisfazem que

° J?E 0...0 fgl tem somente um ponto fixo atrator p? € (pi —€,p;+¢€) paratodoi =1,...,r;

. fnm 0...0 ﬁn tem somente um ponto fixo repulsor qzh € (¢ —€,q; +€) paratodoi=1,...,r;

e ambas coincidem com as respectivas transformacoes originais (fe, ¢, € fp, ..., ) fora destes intervalos .

Para cada i = 1, ..., 7, considere
bi s Bovwy(fo€) = R h—pl,
0;: Borrw)(fo ) >R his g
e defina a aplicacdo
¢i s Borgm)(for€) = R ¢ heshofo oo (Wi(h)) — 0i(h).

Considere ainda o step skew product F=F (h) definido com as novas transformagoes fj escolhidas como acima.
Dada h € Beir,r)(fps€), nés temos que F e R(&E1--&n; M- p1..-p1) se, e somente se, a transformacao

he Bom)(for€) \Uizy #;1(0), supondo que ¢ foi escolhido suficientemente pequeno.

Dado ¢ > 0 suficientemente pequeno, vamos entao considerar uma familia a 1-pardmetro (que serd especi-

ficada ao final da demonstragao)

K B5(0) — Bcl(l,]R)(fplae) : t— ht7
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de modo que k(0) = f,,. Escreva

f b T ffn 'Of€1 € f M fnm . -Ofm’

onde as transformagoes f; sdo definidas como acima considerando a perturbacao especifica h = h¢, e denote

por F'* o novo skew product obtido. Dessa maneira, podemos considerar, para cada i = 1, ..., 7, as funcoes reais
V;=1;0k, ©O;=0;0r e & =¢;ok.

Se a familia a 1-parametro escolhida for tal que ®}(0) néo se anula para todo i = 1,...,r, entdo nds teremos
que ¢ (IR \ 0) é denso em B;(0). Em particular, serd possivel aproximar h por uma sequéncia de funcoes h;
de modo que o step skew product F* € R(&1...£,; M1 0m; p1---p1), O que concluird a prova do lema. Agora, se
a familia a 1-pardmetro escolhida for tal que ®;(0) se anula para algum ¢ = 1, ..., r, precisaremos modificé-la.
Vamos entao calcular ®}(0). Nés temos que

®,(t) — 4(0)

;(0) = Jin t
_ iy Qi(R() — 4i(5(0))
150 t
_ }g% ht(fﬂluﬁl—l)(wi(ht)) - ai(ht)t_ (fﬂ1~~~m (/(/)Z(fpz)) - 0l<fﬂl)) (339)
i o )(TilD) = Oi(t) = (fp1... (%i(0)) — ©i(0))
t—0 t
i T YD) = Fyrp (Bi0) + Uprp) (i0) = Sy (F:0)) = (O5(8) — ©4(0))
t—0 t
Para controlar a expressdo em (3.39), vamos analisar separadamente
}LI% (ht — fm)(fmt..-pzq)(‘l’i(t)) (3.40)
) (Wi(1) — Fyr (W4(0) )
t—0 t
i 2140 = O:(0) (3.42)

t—0 t

Observe agora que os limites em (3.41) e (3.42) sao conhecidos, visto que se tratam das derivadas das conti-
nuagoes hiperbdlicas (suas derivadas sdo dadas pelo Teorema da Fungao Implicita). De fato, escrevendo p := p;,

q := ¢; e usando o Teorema da Fungdo Implicita, nés podemos mostrar que o limite em (3.41) coincide com

) -1 . (fh e )D) = feren (D)
(for..t)'(P) ( TSI 1) lim - , (3.43)
e de maneira similar o limite em (3.42) coincide com
-1 (o )@ = o (@)
(@) i ' (3.44)

Note agora que, exceto pelas constantes, os limites em (3.40), (3.43) e (3.44) s@o essencialmente os mesmos
(cada um com a respectiva composi¢ao), mas os limites em (3.43) e (3.44) sé dependem do valor da perturbagao
em p e ¢, enquanto que o limite (3.40) é calculado na continuacdo hiperbdlica de p. Escolhendo agora h; de

modo a
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e mudar a continuagao hiperbdlica de p para todo t;

e fazer com que os limites em (3.43) e (3.44) sejam 0 (uma vez que s6 dependem do valor da perturbagao

em p e q);

e fazer com que o limite em (3.40) nao seja 0 (j4 que nesse caso ele é calculado na continuagao hiperbdlica,

que também varia e é sempre diferente de p e q).
nos concluimos a demonstracgao. O

Por fim, denote por R C R o subconjunto de todos os step skew products que satisfazem a condigio iii).

Vejamos que R¥* é também aberto e denso em R.

Lema 3.31. O conjunto R* € aberto em R.

Demonstragdo. Como no caso dos Lemas 3.27 e 3.29, nds vamos fazer a prova por contradigao. Suponha, por
absurdo, que o conjunto R** nio é aberto em R. Entdo existem F' € R e uma sequéncia (Fy) C R\ R¥

tais que Fj, — F. Como (F}) C R\ R, para cada k > 1 existem ay, b, € I tais que

fi(ax) =ar e R(fF(R(br))) =br paratodo j € Ip

(3.45)
R(ffa) =be © fHR(b)) =, para todo j € T,

onde fJ’»c indica, como de costume, a transformacio associada ao simbolo j no step skew product Fy, Z%
indica o conjunto dos indices j € {1,..., N} tais que ff preserva orientacao e I]’% indica o conjunto dos indices
Jj€{1,...,N} tais que ff reverte orientagao. Novamente nés podemos supor, sem perda de generalidade, que

existem a,b € I tais que ap — a e by — b, quando k — oo.

Afirmacao 1. 78 =7p e Ilk% = TIg para todo k suficientemente grande.

Demonstracao. Note inicialmente que Zp C I}’% para todo k suficientemente grande. De fato, raciocinando por
absurdo, suponha que existe uma subsequéncia Fy, de (F}) tal que j ¢ Illf} para todo [ > 1. Entao j € I}k?f
para todo [ > 1, de modo que

fj’,”(l) < f;” (0) paratodol > 1. (3.46)

Como Fy, — F, nés temos que fj’-”(l) — fi(l)e f;-” (0) — £;(0). Isso junto com (3.46) nos dé que f;(1) < f;(0),

o que contradiz o fato de j pertencer a Zp. Portanto, realmente Zp C L’% para todo k suficientemente grande.

Analogamente, Zp C I]’% para todo k suficientemente grande. Como Zp UZg = {1,..., N} = Ik U I}% para

todo k > 1, segue que
Ip=1IF e Ir=1IF paratodo k suficientemente grande,

o que prova a afirmagao. O
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Agora, como F, — F| a — a e by — b, segue, de (3.45) e da Afirmacio 1, que

fila)=a e R(fj(R(b))) =0 paratodoje€lp
R(fj(a))=0b e f;j(R(b)) =a paratodo j€ Ip,

Isso contradiz o fato de F pertencer a R, provando o lema. O

Lema 3.32. O conjunto R" ¢ denso em R.

Demonstracdo. Pelo Lema 3.28, basta mostrar que dados F' € R’ \ R e ¢ > 0, existe F, € R" tal que
d(F,F,) < e. Para tal, fixe F € R* \ R". Entao existem a,b € I tais que

fila)=a e R(fj(R(b))) =0 paratodoje€lp

(3.47)
R(fj(a))=0b e f;j(R(b)) =a paratodo j€ Ig,

Como nds estamos supondo Zr # &, é possivel escolher jo € Zg, de modo que R(f;,(f;,(R(b)))) = b, ou
ainda, f7 (R(b)) = R(b). Assim, R(b) é ponto fixo de f; e como F € R*, nés temos que R(b) é hiperbdlico.
Em particular, existe uma quantidade finita de possibilidades para b, digamos {b1, ..., bz, }. Como nds também
temos fj, (R(b)) = a, e fj, e R sdo injetivas, segue que também sé existem L de possibilidades para a, digamos

{a1 :== fj,(R(b1)),...,ar, == f;,(R(br))}. Fixe agora um indice j' # jo. Temos dois casos a considerar:
1° caso: f; preserva orientacao.

Nesse caso, defina, para cada € > 0, uma transformacao f;, de modo que

dor (f5 fir) < e (3.48)

e f;,(ak) = aj para todo k = 1,..., L. Considere entao o step skew product F, que tem como transformacoes
na fibra
€ fj7 s€ .7 7é j/
fj = € - g
sisej=]
Nés queremos mostrar que F, € R*. Como I5, = Jjo, para que um par (a,b) satisfaga a condi¢do andloga a
(3.47) para o step skew product F, obrigatoriamente nds devemos ter b = by e a = ay, para algum k € {1,..., L}.
Porém pela defini¢ao de f7,, nés nao podemos ter fj'(ax) = ax. Logo, F. € R* para todo € > 0. Isso junto

com (3.48) e a defini¢do de F, encerram a prova nesse caso.
2° caso fjs reverte orientagao.

Esse caso é andlogo ao anterior. Basta definir para cada € > 0, uma transformacao f;, de modo que

dor(f5, fi) < e e f5i(ag) # R(b). A prova é finalizada de maneira similar ao caso anterior. O

3.4.2 Condigoes i), ii) e iii) no sistema estendido

Nesta subsegéo, nés vamos relacionar as condigoes 1), i) e #it) com as condigdes apresentadas em [22]. Para

entender melhor estas dltimas, nés vamos precisar da seguinte definicao.
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Definicao 3.33. Uma composicdo da forma g.,.. .., € dita uma transicao simples se w; # w; para todos

i,j=1,...,n com i # j. Uma transi¢cao simples € dita um retorno simples se ay, ., = 1.

Voltamos agora para a notagdo R = R(N) e P = P(N). Os trés lemas a seguir, que serdo apresentados em
sequéncia, mostram que se F' € R(N) é um step skew product que satisfaz as condigoes i), ii) e iii), entao o

step skew product G € P(2N) introduzido como na Definigdo 3.4 satisfaz as condi¢oes de [22, 2.15 Theorem].

Lema 3.34. Suponha que F satisfaz a condigdo i). Entdo todos os pontos fixos de todos retornos simples de

G sao hiperbdlicos.

Demonstrac¢ao. Suponha que g, . ., € um retorno simples de G. Entdo 1 <n <2N e ay,,, = 1.

Afirmacgao 1.
for. @ sew € {1,....,N}
Ro for . m-oR, sew; € {N+1,..,2N}.

Juwr...wn, =

Demonstracao. Note inicialmente que se a;; = 1 entao

f;of;, set,j €Lp
Ro fro f, set€lpeje€lr
Ro ffoRoRo f;=Ro f;of; sei€Ipej—NelIp
fsoRoRo f;=fr0f;, sei,j— N €Igr
9= Pfofjf.oRoRof;oRzRofjfof;oR, sei—N,j—N€lp (349
ffoRoRo fioR= f;0 f;oR, sei—Ne€Ipej—Nelg
frof;oR, sei—NcIrejeclp
Rofjof;oR, sei— N,j €1lp.

As expressoes em (3.49) nos garantem que é possivel escrever g, . ., de modo que se R aparece nessa com-
posigao, entao ela é a primeira ou a ultima aplicagao. Para provar a afirmacao, vamos analisar separadamente

diferentes casos.

e Se wy € Ip entao g,, = fozr, de modo que a aplicagao R nao aparece no inicio da composi¢ao g, ..., -
Além disso, como ay,, ., = 1, entdo ou w, € Ip ou w, — N € Zg. No primeiro caso, g, = fz, enquanto
no segundo, ¢.,, = fz- o R. Em qualquer uma das duas situagoes, a aplicagdo R nao aparece no final da

COMPOSIGAO Gu;...w,, - LOBO, Guy ..o, = Sar..om-

e Sew; € Ig entao ¢, = Ro fzr, de modo que a aplicagao R também nao aparece no inicio da composi¢ao
Gur...w, - Além disso, novamente usando que ay,, ., = 1, entdo ou w, € Ip ou w, — N € Zr. Assim como
antes, no primeiro caso, ¢.,, = fz-, enquanto no segundo, g., = fz o R. Em qualquer uma das duas

situagoes, a aplicagdo R nao aparece no final da composicao g, ..., - LOgo, gu,..w, = for. o

e Sew; — N € Ip entao g,, = Ro fzyo R, de modo que a aplicacao R aparece no inicio da composi¢ao

Gur...w,, - Além disso, como ay, ., = 1, entdo ou w, € Zr ouw, —N € Ip. No primeiro caso, g,,, = Ro fz—,
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enquanto no segundo, g,,, = Ro fz—o R. Em qualquer uma das duas situacoes, a aplicacdo R aparece

no final da composicao gu,...w, - L0ogo, gu,..w, = Ro for. w0 R.

e Por fim, se w; — N € T entao g, = fzro R, de modo que a aplicacao R novamente aparece no inicio da
COmMpOsiGao gy, .. ., - Mais uma vez usando que a,, _,, = 1", entdao ou w,, € I decrescente ou w,,—N € Zp.
No primeiro caso, g, = R o fz-, enquanto no segundo, g,,, = Ro fg—o R. Em qualquer uma das duas

situagoes, a aplicagdo R aparece no final da composi¢ao g, ...w,- LOgO, Gu;..w, = R0 for. w0 R.
Como esgotamos todos os casos possiveis, a afirmagao estd provada. O

Suponha agora que p ¢ ponto fixo de ¢,...w,. Vamos novamente dividir nossa andlise em diferentes casos.

e Se wy € {1,..., N} entado combinando a Afirmagdo 1 com a hipétese do lema nds temos que p é ponto
fixo hiperbdlico de fgzr. . Novamente usando a Afirmacao 1, nés podemos concluir que p é ponto fixo

hiperbélico de g ...w, -

e Sew; € {N +1,..,2N} entdo a Afirmacio 1 e o fato que R = R~! nos dio que

for. @ (R(p)) = R(w,...w, (P)) = R(p),

isto é, R(p) é ponto fixo de fgr. m-. Além disso, R(p) é hiperbdlico pela hipétese do lema. Por fim, como

(Gur o) (P) = (R0 for..am o R)'(p)
= R (for..an(B(p))) (for..w:) (R(p)) R (p)
= (=) (fzr..z) (R(p))(~1)
= (for.m) (R(p)),

segue que p é ponto fixo hiperbdlico de gy, ..., -

Novamente, como esgotamos todos os casos possiveis, segue que p é ponto fixo hiperbdlico de gy, ..., . Como

além disso, o retorno simples g, ..., € 0 ponto fixo p foram arbitrarios, o lema estd provado. O

Lema 3.35. Suponha que F satisfaz a condigao it). Entao, na dindmica de G, nenhum ponto fizo atrator
de um retorno simples € levado em ponto fizo repulsor de um retorno simples por uma transi¢dao simples. Da
mesma forma, nenhum ponto fizo repulsor de um retorno simples € levado em ponto fixo atrator de um retorno

simples de por uma transicao simples.

Demonstracdo. Sejam g, ..., € g¢,...c,, dois retornos simples de G e g,, ..., uma transicdo simples de G. Entao

1<n,m<2Nel<k<2N —1. Além disso, por (3.49) nds temos que

o w ou
Ro fq = ou
Ro fz.moR ou
for..moR.
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Suponha agora que p é um ponto fixo atrator de g, ....,, € que ¢ ¢ um ponto fixo repulsor de g¢,...¢,,. Suponha,

por absurdo, que g,,.. ., (p) = ¢. Novamente, vamos separar nossa anglise em diferentes casos.

o Sewi, (1 €{1,..., N} entdo gu,..w, = for..mr € 9c1..C = fa”_a pela Afirmagao 1 do Lema 3.34. Como
estamos supondo que g,,..,,(p) = ¢, nés temos também que 1; = w; € {1,..., N}, de modo que ou
9, = fmou g,, = Ro fi7. Em qualquer uma das duas situagdes, a aplicagdo R ndo aparece no inicio da
composicao fr. 7. Além disso, vy satisfaz a,, ¢, = 1 (novamente porque estamos supondo g,, ..., (p) = q),
de modo que ou ¢, € Ip ou ¢, — N € Ir. No primeiro caso nés temos que g,, = fr;, enquanto no
segundo nés temos que g,, = fir © B. Em qualquer uma das duas situacgoes, a aplicagao R nao aparece
no final da composigdo g,, ..., Logo, g,,.. .. = fr.. 7. Dessa forma, a hipStese g,, . (p) = ¢ nos dé que
fa..=(p) = g, e como p é ponto fixo atrator de fzr. z- e ¢ é ponto fixo repulsor de fﬁ..-ﬂ’ nés temos,

nesse caso, uma contradi¢ao com a hipétese do lema.

e Sewi; €{1l,..,N}eG € {N+1,..,2N} entdo guw, ..., = for.mr € 9c1..c.,, = RO fg—lmg—m o R novamente
pela Afirmagédo 1 do Lema 3.34. Além disso, t; = wy € {1,...,N}, de modo que ou g,, = f7 ou
9., = Ro fiz. Em qualquer uma das duas situagoes, a aplicagdo R nao aparece no inicio da composigao
fiz..75- Como além disso ¢, satisfaz a,,¢, = 1, nés temos que ou ¢, € I ou ¢, — N € Zp. No primeiro
caso nés temos que g,, = R o fz, enquanto no segundo nds temos que g,, = Ro fi- o R. Em qualquer
uma das duas situagoes, a aplicagdo R aparece no final da composicao ¢,,..,,. Logo, ¢,,..., = Ro fq. -
Dessa forma, a hipdtese g¢,,. ,,(p) = ¢ nos da que f7. =(p) = R(q), e como p é ponto fixo atrator de
faor..mo e R(q) é ponto fixo repulsor de I o (uma vez que ¢ é ponto fixo repulsor de g¢,. ¢, ), nds

chegamos, também nesse caso, a uma contradicao com a hipétese do lema.

e Sewy € {N+1,...,2N}e ¢ € {1,..., N} entdo gu,..0, = Ro for. mzoRe ge,..c,, = famm mais uma vez
pela Afirmagdo 1 do Lema 3.34. Além disso, t; =w; € {N +1,...,2N}, de modo que ou g,, = Ro fizoR
ou g,, = fiz o R. Em qualquer uma das duas situacoes, a aplicagao R aparece no inicio da composigao
fer..mz- Novamente, como ¢, satisfaz a,, ¢, = 1, nés temos que ou ¢, € Zp ou ¢, — N € Ig. No primeiro
caso nos temos que g, = frr, enquanto no segundo nés temos que g,, = frr o R. Em qualquer uma
das duas situacoes, a aplicacao R nao aparece no final da composi¢ao g,,..,,- Logo, ¢,,..., = fi..7z © R.
Dessa forma, a hipétese g,,...,, (p) = ¢ nos dé que fz. 7=(R(p)) = g, e como R(p) é ponto fixo atrator de

fz7..m> (uma vez que p é ponto fixo atrator de g, .. w,,) € ¢ é ponto fixo repulsor de fCTmE’ nos chegamos

mais uma vez a uma contradigdo com a hipdtese do lema.

e Por fim, se wi,(1 € {N+1,...,2N} entao gu,.., = Ro for. oz o R e g¢..c,, = Ro fﬁ---ﬂ o R pela
Afirmagao 1 do Lema 3.34. Além disso, t; = w; € {N +1,...,2N}, de modo que ou g,, = Ro fi; o R
ou g,, = fiz o R. Em qualquer uma das duas situagoes, a aplicacdo R aparece no inicio da composicao
fer..z- Como ¢, satisfaz a,,¢c;, = 1, nés temos que ou ¢, € Zg ou ¢, — N € Zp. No primeiro caso nos
temos que ¢,, = R o fi, enquanto no segundo nés temos que g,, = Ro fir o R. Em qualquer uma das
duas situacoes, a aplicacao R aparece no final da composicao g,,....,. Logo, ¢,,..., = Ro fig..7zoR. Dessa

forma, a hipétese g,,...,, (p) = g nos dé que fz. =(R(p)) = R(q), e como R(p) é ponto fixo atrator de
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far..@; (uma vez que p é ponto fixo atrator de g, ..., ) € R(g) é ponto fixo repulsor de f7 = (uma vez

que ¢ é ponto fixo repulsor de g¢,...¢,, ), n6s temos uma contradigdo com a hipétese do lema.

Assim, qualquer que seja o caso considerado, nés chegamos a uma contradicao. Como esgotamos todos os casos

possiveis, a primeira parte do lema estd provada. A segunda parte pode ser provada de maneira andloga. [

Lema 3.36. Suponha que F satisfaz a condigao iii). Entao nao é possivel escolher pontos a1, ...,aan € I de

modo que para cada j, k =1,...,2N tais que aji, =1 nds tenhamos g;(a;) = ax.

Demonstracdao. Suponha, por absurdo, que é possivel escolher pontos ai,...,asny € I de modo que para cada
J.k=1,...,2N tais que a;; > 0 nds tenhamos g;(a;) = a;. Como existe ao menos um indice jo € {1,...,N}
tal que f;, reverte orientagao, nds temos que a¢j,4+n)r > 0 para todo k = 1,...,N, e assim, a condigao
Gjo+N(@jo+n) = ar para todo k = 1,..., N nos dé que a; é constante, digamos a, para todo k = 1,...,N.
Novamente usando a existéncia de ao menos um indice jo € {1, ..., N} tal que f;, reverte orientagdo, nés temos
que aj,, > 0 para todo k = N +1,...,2N, e assim, a condic¢ao g,,(aj,) = ai para todo k = N +1,...,2N nos

da que aj é constante, digamos b, para todo k = N + 1,...,2N. Nossa hipdtese de absurdo nos da entao que

g;j(a) =a paratodo j € Ip
(a) =b paratodo j €l
g(a) p j€Ir (3.50)
g;(b) =b para todo j tal que j — N € Zp
g;(b) =a para todo j tal que j — N € Zg.
Usando a defini¢do das transformagcoes g;, nés podemos reescrever (3.50) como
fila)=a e R(fj(R(b))) =0 paratodoje€Zp
R(fj(a))=b e f;j(R(b)) =a paratodo j€ Ig.
Mas isso claramente contradiz a hipétese do lema. Isso conclui nossa prova. O

3.5 Estrutura geral das faixas

Nesta se¢ao nds vamos analisar mais detalhadamente a estrutura das duplas faixas atratoras e inversamente

atratoras enunciadas no Teorema 3.1.

3.5.1 Estrutura topolégica

Nesta subsecao nds mostraremos que faixas atratoras (inversamente atratoras) simétricas com respeito ao
step skew product G correspondem a uma mesma dupla faixa atratora (inversamente atratora) com respeito ao
step skew product F'. Nos vamos mostrar ainda que existe uma certa ordem entre as duplas faixas associadas

aF.
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Seja F' € ﬁ(N) um step skew product afirmado pelo Teorema 3.1 (de fato, nds veremos na Secao 3.6 que o
Teorema 3.1 se aplica a qualquer step skew product F nesse conjunto) e considere G sua extensao para ¥4 x I
(introduzida na Defini¢ao 3.4). Conforme veremos na Secao 3.6, G estd nas condigoes de [22, 2.15 Theorem],
de modo que existe uma colecdo finita de faixas atratoras e faixas inversamente atratoras (com respeito a G)
tais que sua uniao é todo o espaco Y4 X I. Veremos também que as duplas faixas enunciadas no Teorema
3.1 sdo dadas pela projecdo sobre Yy x I das faixas de [22] associadas a G. Para provar que essa cole¢ao
de faixas atratoras e inversamente atratoras com respeito a GG cobre todo o espago de fase, Kleptsyn e Volk
consideram em [22] uma extensdo das transformagoes na fibra (de G). De fato, o intervalo I é substituido pelo
circulo S O T e as transformagoes g; sao estendidas de modo que S* \ I é uma faixa inversamente atratora
(com respeito ao sistema definido com as transformagoes estendidas) e seu atrator maximal é o gréfico de uma
funcdo definida na base ¥4 e cuja imagem est4 em S'\ I. Dessa forma, se denotarmos por S, ..., S, as faixas
atratoras em X4 X I e por Ry, ..., R,, as faixas inversamente atratoras em ¥4 X I, nés temos que n = m + 1

e, além disso, é possivel ordené-las de modo que
S1 <RI <85<..<8_1<Rp_1 <S5y, (3.51)

onde a notagdo S < R indica que = < y sempre que (w,z) € S e (w,y) € R. Mais ainda, os autores mostram

que cada faixa atratora S é da forma
2N
S =] (053] x I,
i=1

onde I,,, é uma vizinhanga suficientemente pequena do intervalo fechado cujos extremos sdo a,, := minsupp p;
e by, := maxsupp i, 4 ¢ uma medida estaciondria ergdédica com respeito ao processo de Markov induzido por

G e p; denota a restricao fi|giyxr-

Observe agora que pelo Lema 3.9, para cada faixa atratora S, a imagem II(S) é uma dupla faixa atratora

(com respeito a F'). Nés podemos escrever
I1(S) = Mexr(S) Uz \0)x1(5)-

Observe ainda que se p é uma medida estaciondaria e ergédica com respeito ao processo de Markov induzido por
G, o Lema 3.18 nos garante que a medida simétrica de p, a qual denotamos por ', também o é. Denotando
por S a faixa atratora obtida a partir de p e por S’ a faixa atratora obtida a partir de y/, entao a definicao de
I,,, nos dé4 que

Oloxr(S) = Uz ne)x1(S) e I noyxi(S) =loxr(S").

Dessa forma, II(S) = II(S"). Em [22], também se encontra a demonstragdo do seguinte resultado.
Lema 3.37. Se pu # p' entdo I,,, N 1,; = & para todo i = 1,...,2N.
Note que se temos a ordenagao dada por (3.51), o Lema 3.37 é imediato. Porém, em [22], a demonstragao

de (3.51) segue exatamente do Lema 3.37. Vejamos agora que para o step skew product G, o seguinte resultado

é valido.
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Lema 3.38. Eziste no mdzimo uma medida estaciondria ergddica u tal que u' = p.

Demonstracdo. Suponha por absurdo que existam duas medidas estacionarias ergodicas, digamos u e v, tais que
p' =pev =v. Entdo [, = I,, e pela ordenacio das faixas atratoras observada em (3.51), nés deverfamos ter
oul,, <1, oul, >1I, . Suponha que I, < I, . Entao novamente usando a ordenagao das faixas atratoras

e igualdades p' = e v/ = v, nés deverfamos ter

=1

VN+1

< IMN+1 :ININ-H'

I,

/
N+1

Mas pelo fato que I,, < I,, e pelas defini¢bes de ' e v/ (pela simetria) ndés deverfamos ter também que

1, < I, . Isso nos d4 uma contradicdo. Da mesma forma, é possivel chegar a uma contradicdo supondo
N1 VN1 3
que I,, > I,,. O lema estd provado. O

Todas as observacoes acima nos permitem concluir que se houver um niimero par de faixas atratoras em
34 x I, suas imagens por II coincidem duas a duas. Caso haja um ntimero impar de faixas atratoras em X 4 x I,
existe uma cuja imagem por Il nao coincide com a imagem por IT das demais, e para todas as outras também
é possivel concluir que suas imagens por II coincidem duas a duas. A mesma conclusdo vale para as faixas
inversamente atratoras em ¥4 x I. Além disso, as imagens por II das faixas atratoras e inversamente atratoras
nao se intersectam, visto que elas préprias ndo se intersectam. Logo, se n é par, ndés temos por (3.51) que é

possivel escrever

H|c><[(51) < H|C><](R1) < H|C><[(52) < ...
<Hlexr(S2) <Hlexr(Rz) = |z n\oyxr(Rz2) <z, \o)x1(Sz) <

...... < H|(2A\C)><I(R1) < H|(EA\C)><I(51)-

Ja se n é impar, é possivel escrever

H|C><](Sl) < H|C><](R1) < H|C><[(SQ) < ...
<Hfoxr(Ry) <Mexr(Sep) =Ml noyxr(Sep) <Hlznoyxr(Ry) <

...... < H|(2A\C)><I(R1> < H|(2A\C)><I(Sl)'
Noés temos portanto uma ordenacdo para as duplas faixas enunciadas no Teorema 3.1. Além disso, o lema

a seguir nos diz que dado um par de faixas atratoras ou inversamente atratoras (com respeito a G) simétricas,

a imagem por II de seus atratores maximais coincidem.
Lema 3.39. Sejam S e S’ duas faizas atratoras (inversamente atratoras) em Y4 X I tais que T1(S) = T1(S”)

e denote por B e B’, respectivamente, seus atratores mazximais. Entdo II(B) = II(B’).

Demonstragao. Note inicialmente que escrevendo

B= | {w}xB.,

wEX 4
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nos temos que

= m gw71 o... ngfn<So'7"(w))

n>1

(lembre da notagao introduzida em (1.6)). Suponha que S # S’ (caso contrario o resultado é imediato). Para
cada w € ¥4, denote por w’ € ¥4 a tinica sequéncia diferente de w tal que w’ = @. Como II(S) = II(S’),
nés temos que S, = R(S/,) para todo w € X 4. N6s precisamos mostrar que também B, = R(B.,). A
demonstracao é analoga a do Lema 3.6. Suponha inicialmente que w € C e fixe n > 1. Temos dois casos a

considerar.

e Se 07 "(w) € C entdo

G100 Gur_ (So—n(e)) =I5 (G™ ({07 (W) } X Sy-n(w)))-

Usando agora o Lema 3.5, a igualdade acima nos garante que

G 1 © 0 G (Son(wy) = g (Moxr) T (FM ({0 (@)} X Sgn(w))))-
Isso junto com as definigoes de II e F' nos da que

Gurs 0 G, (Spn(e)) = I (Wlexn) (" ({7 @) | % Sone))
= I (Hlexn) ™ ({@} % (fazx 0 v 0 fom(Somn(w))))-
Usando por fim as defini¢des de (II|cx7) ™! e II5', nés temos que
s © 0 G (Son(w)) = I3 ({w} X (famr 0 oo 0 faomir(Son(w)))
:fﬁ Ofw_(a"w))

Além disso, neste caso nés temos w’, 0" (w') € L 4\ C. Assim, de maneira andloga ao que fizemos acima,

nés temos que

Gur | © 00 Gur (Srniury) = TG ({0 (W)} X S,;-W/)))

n

= T4 (W]gs\cpr) ™ (F(I({o ™" (@)} X S} o))
= 113 (s 000 1) { w/)} X RS} (0)))
= T (M 0y 0) ™ { } X Sg=n(w)))

= T (M \0yr) " ({@} X (famr 0 - © fam(So-n(w)))))
=I5 ({w'} X R(fa=r 0 . 0 famr(So-n(w))))
= R( w-7©.--0 ffn(‘s’o*"(w)))'

n

Logo, g, ©...0 0w, (Sa—"(w)) = R(gw’_l 0...00u" (ngn(w )))
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o Agora, se 07" (w) € ¥4 \ C entao

Gy © 0 G (Sonwy) = M5 (G ({0 (W)} X Spn(w)))
= T (W) ™ (F" ({0 ™" (@)} X S-1())))
=T (Wexr)  (F ({7 @)} * R(So-n)
=T (Wex )™ (F" ({0 @) } X Sy-nu)))
= T (o) (@} X (fams © 0 fir(Shn o))
= T ({w} X (fims © -0 (S n(un)
= fs—~o0..0 fwf,n(st’,,n(w,)).

Além disso, neste caso nés temos w’ € X4\ C e 07"(w') € C, de modo que

Gur, © 00 Gt (Shonury) = TH (G ({7 (W)} X S)nu)
= T (s )™ (F ({0 ™" (@)} % Sy )
= T (W mavepxr) E" ({7 @) } % Shonin))
= T (W may0pr) ™ F ({0 (@) b x Shi))
= T (M a\oyxr) " ({@ X (famr 0 0 fa(Shn ()
= T ('} X Rl 00 fa(Shn(un)
= R(fo=50 .0 (S (un)-

Logo, guw_, © 0 Guw_, (So-n(w)) = R(guwr 0.0 gur (S )) também neste caso.

. o n(w/)

Como nés obtivemos que gy,_, ©...0 gu_,, (So-n(w)) = R(gur 0.0 ngn(Sl’j_n(w,))) em qualquer uma das duas
situagbes, e como isso vale para todo n > 1, segue que B,, = R(B/,) no casow € C. O caso em que w € X4\ C

é analogo. Isso conclui a prova do lema. O

3.5.2 Estrutura nas medidas

Nesta subsecao nds vamos relacionar medidas invariantes e ergédicas com respeito a F' com medidas inva-

riantes com respeito a G.

Dado um ponto (§,2) € ¥ x I, defina, para cada n > 1,

n—1

1
Vn(gv Z) = E Z 5Fi(§,z)~
=0

O seguinte resultado é uma consequéncia do Teorema Ergédico de Birkhoff e do fato que o espaco C°(Xy x I)

das fungoes continuas em Yy x I é separavel.

Lema 3.40. Seja v uma medida F-invariante e ergodica. Entdao existe um subconjunto E C Xn X I tal que

v(E) =1 e v,(& 2z) = v na topologia fraca-estrela para todo (€, %) € E.
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Dado um ponto (w,z) € ¥4 x I, defina, para cada n > 1,

n—1
1
i (w, x) = - ; 0Gi (w,a)-

A sequéncia (pi,(w,z)) possui ao menos um ponto de acumulacdo, o qual é G-invariante por um argumento

padrao.

Lema 3.41. Se (w,x) € I7Y(E) e p é um ponto de acumulagdo da sequéncia (pin(w,z)) entdo v = I, pu.

Demonstragio. Fixe (w,z) € ¥4 x I e seja (€, z) = II(w, x). Note inicialmente que
d(e.2) = M (O(w.a))- (3.52)
De fato, para cada A € By, x1, nds temos que

1, se(w,x)€Il"1(A)

MOt )(A4) = Sy (AN = 4 (w, @) ¢ TI71(4)

Mas (w,x) € II71(A) se, e somente se, (£, z) € A. Dessa forma, nés podemos escrever

1, se(,2)e A

8,y (T (4)) = 0, se(6.2)¢ A

Logo, 8(w2)(ITH(A)) = d(¢,2)(A) e como isto vale para todo A € By, x1, realmente (3.52) é verdade. Agora,

aplicando (3.52) para o ponto G™(w, x) e usando o Lema 3.5, nés obtemos que

I (0Gn (w,e)) = O11(Gn (w,e)) = OFn(Il(w,x)) = OFn(c,) Dparatodon > 1.

Dai segue que

Un(&,2) = I (n(w,z)) para todo n > 1. (3.53)

Fixe agora (w,z) € II71(E) e seja p = limg_s o0 fin, (w, ) um ponto de acumulagdo da sequéncia (j, (w, z)).

Como (¢,2) = Il(w,x) € E, o Lema 3.40 e (3.53) nos dao que para toda ¢ € C°(Xy x I),

/gpdy: lim /<pd1/nk(§,z): lim /(poHdunk(w,x):/@OHdu:/gadh*,u.
k—o0 k—o0

Como isso vale para toda ¢ € C°(Zn x I), segue que v = I, i, o que conclui a prova do lema. O

Pelo Lema 3.41, dada uma medida F-invariante e ergddica v, é possivel obter uma medida G-invariante p
tal que v = Il u. Observe, contudo, que a medida p pode nao ser unica e pode também nao ser ergdédica, como

mostra o seguinte exemplo.

Exemplo 1. Sejam N =2 e f1, fo : I — int(I) tais que f1 preserva orientacao e fo reverte. Suponha que

J1 tem um ponto fizo p1. Defina v = §((1)z claramente uma medida F-invariante e ergédica. As imagens

P1) 7

inversas de ((1)%,py) por I1 sdo os pontos ((1)%,p1) e ((3)2,1 —py). Assim, ambas as medidas i := Sy e

p1)
Il = 0((3)2,1—p,) 840 G-invariantes e satisfazem L.y = v e Il i = v. Além disso, para cada t € [0,1], a medida

pe :=tp+ (1 —t)i é também G-invariante e satisfaz .y = v. Porém, p; ndo € ergddica para t € (0,1).
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Fixe agora F' € ﬁ(N ) um step skew product afirmado pelo Teorema 3.1 e seja G o seu step skew product
estendido. Conforme j& comentamos, na Segao 3.6 serd provado que G estd nas condicoes de [22, 2.15 Theorem]
e que cada dupla faixa atratora (inversamente atratora) com respeito a F' é a imagem por II de uma faixa
atratora (inversamente atratora) com respeito a G. Além disso, também por [22, 2.15 Theorem], dada uma
faixa atratora S (com respeito a ), existe uma dnica medida G-invariante e ergddica 1 = pg que projeta para

a medida de Markov A, extensao de Ag (a medida fixada no Teorema 3.1) para X 4.

Lema 3.42. Seja Sy = II(S) C Xn x I uma dupla faiza atratora com respeito a F. Entao a unica medida

F-invariante e ergédica que projeta para a medida Mg € a medida I, onde p = pg.

Demonstra¢ao. Observe inicialmente que
supp(v) C By para toda medida v F-invariante e ergédica com suporte em Sy, (3.54)

onde By é o atrator maximal de Sy. Além disso, pela estrutura geral das faixas ja discutida, nés temos também
que Sp = II(S) = II(S’), onde S’ é a faixa simétrica de S em X x I. Mais ainda, ou S = 5" (o que ocorre

para no maximo uma faixa Sp) ou SN S’ = @. Vamos analisar esses dois casos separadamente.

Caso S =5'. Se S =5 entdo Sy é uma faixa (simples), de modo que existe um subconjunto E C Xy tal que
Mo(E) = 1 e a projegao IT; : By NI} ' (E) — E é uma bijecio. Isso junto com (3.54) nos garante que, nesse

caso, a unica medida em Sy que projeta para A\g é a prépria 1L, u.

Caso SNS" =0. Se SNS’ = & entao a dupla faixa Sy nao é uma faixa (simples), de modo que nao podemos
aplicar o mesmo argumento do item anterior. Note porém que nesse caso, II|g : S — Sy e II|gr : §" — Sy
s@o bijegdes, tais que II|s o G = F oIl|g e Il|s» o G = F oIl|g,. Suponha entdo que, além de IL.u, v é uma
outra medida em Sy que satisfaz as condigbes do lema. Como I|g : S — Sy e IT|gr : " — Sy s@o bijegdes, nds

podemos considerar as medidas
= ()™ e 7= (([T]s)™)ur

Como v é invariante e ergddica com respeito a F', nds temos que /i e i’ sdo invariantes e ergédicas com respeito

ad.

Afirmacgao 1. As medidas i e i’ sdo simétricas.

Demonstragio. Fixe i € {1,..., N}. Como as faixas S e S’ sdo simétricas, nds temos que

(0:4] x 1) = (([0:] x 1) N S)

(pela definicio de ) = v(I1|s(([0;4] x 1) N S))
(simetria das faixas) = (s (([0; N +1] x )N S"))
(pela definicio de 7') = @' (([0; N +14] x I) N S')

— (0N +3] x 1)
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Como o argumento pode ser mostrado de forma andloga para cilindros de tamanho arbitrario, a afirmacao estd

provada. O]

Observe agora que as projecgoes Xe N de e i’ em X4 sdo medidas simétricas. De fato, se B ¢ B’
sdo os atratores maximais de S e S’ entdo supp(fz) C B e supp(f’) € B’ por (3.54). Como além disso
O p : B — OHB) e I|p : B' — M{(B’) sdo bijecoes (médulo um conjunto de fi-medida zero e fi'-
medida zero, respetivamente), segue da Afirmacao 1, que realmente as projecoes de fi e i’ em X 4 sdo medidas
simétricas. Vejamos que

~

77*)\ = Ao.

De fato, nés vamos mostrar este fato novamente para cilindros de comprimento 1 e o argumento geral é anélogo.
Fixe i € {1,..., N}. Entao

~ ~

A1 ([054])) = A([0;4] U [0; N +4]) = A([05]) + A([0; N +1])
7i([0;4] x I) 4+ A([0; N +4] x I) = f([0;d] x TU[0; N +4] x I
= BT ([05 4] x 1))
= v([0;4] x I)

Ao ([05]).

I
S
<

De maneira andloga, podemos mostrar que N projeta para Ay e que X e \ sio medidas de Markov em ¥ A
Como ambas, Xe N , projetam em \g e sao simétricas, segue A=XNe portanto, X =\ (extensdo de Ag para

S4)-

Pela unicidade de p satisfazendo [22, 2.15 Theorem)], isto é, como p é a tinica medida G-invariante e ergddica

projetando para A, nés temos que g = p. Logo, v = (II|g).p. O

3.6 Conclusao da demonstracao do Teorema 3.1

Vamos nesta se¢ao concluir a demonstracao do Teorema 3.1. A demonstracao é baseada em argumentos
da demonstragao de [22, 2.15 Theorem] e nos lemas provados nas segoes anteriores. Como [22] j4 nos d& o

resultado para o espago P(NN), é suficiente considerar o espago R(N).

Pela Proposicao 3.26 existe um conjunto aberto e denso R C R(N) de step skew products que satisfazem
todas as condigbes i), ii) e iii) enunciadas na Segdo 3.4. Seja F € R. Pelos Lemas 3.2, 3.34, 3.35 ¢ 3.36 nds
temos que o step skew product G estendido de F introduzido na Definigao 3.4 satisfaz as condicoes de [22,
2.15 Theorem]. Entdo existe uma colegao finita de faixas atratoras e faixas inversamente atratoras para G tais
que sua unido é todo o espago X4 x I. Pelo Lema 3.9, cada faixa atratora (com respeito a G) em Y4 x I é
levada por IT em uma dupla faixa atratora (com respeito a F') em Xy x I. Da mesma maneira, cada faixa
inversamente atratora (com respeito a G) em X4 x I é levada por II em uma dupla faixa inversamente atratora

(com respeito a F') em Xy x I. Como II é sobrejetora, a Afirmagao 1 do Teorema 3.1 estd provada.
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Fixe agora Sy = II(S) uma dupla faixa atratora com respeito a F', onde S é uma faixa atratora com respeito
a G, e denote por B o atrator maximal de S. Por [22, 2.15 Theorem|, B é um gréfico ossudo continuo com
respeito & medida de Markov A, onde A é a extensdo simétrica de \g para ¥ 4. Assim, por (3.16) e pelos Lemas
3.10, 3.13 e 3.21, o atrator maximal de S é o conjunto II(B), que é um bi-grifico ossudo continuo. De maneira
analoga, o atrator maximal de cada dupla faixa inversamente atratora é um bi-grafico ossudo continuo. Isso

prova a Afirmagao 2 do Teorema 3.1.

A fim de provar a Afirmacao 3 do Teorema 3.1, considere novamente Sy = II(S) uma dupla faixa atratora
com respeito a F', onde S é uma faixa atratora com respeito a G, e denote por By seu atrator maximal. Por
[22, 2.15 Theorem)], existe uma tnica medida p em S que é invariante e ergddica (com respeito a G) e tal que
(I, = A, onde X é a extensdo simétrica de \g para ¥ 4. Além disso, p é fisica, hiperbdlica e sua bacia
contém um conjunto de medida total em S. Pelo Lema 3.15, a medida II,u é invariante, ergédica e projeta
para Ag. Além disso, pelo Lema 3.42, ela é a tnica medida com esta propriedade e segue dos Lemas 3.23 e
3.25 que Il € fisica, hiperbdlica e que sua bacia contém um conjunto de medida total na dupla faixa Sy. Isso
conclui a prova da Afirmacao 3 do Teorema 3.1 no caso de duplas faixas atratoras. No caso de duplas faixas

inversamente atratoras, a demonstragao é andloga.

Por fim, para provar a Afirmagcao 4, fixe mais uma vez Sy = II(.S) uma dupla faixa atratora com respeito a
F e seja v a medida obtida na Afirmacéo 3. Suponha que Sy é uma faixa. Combinando a Afirmagéo 2 provada
acima e (3.54), nds temos que existe um subconjunto T C By tal que v(T) = 1 e a projegao II|y : T — II;(T)
é uma bijecao. Como é imediato que

Il 0o F=00lly,

nds temos que II;|y é uma conjugacdo entre Y e II;(Y). No caso em que Sy é uma dupla faixa, a prova é
andloga, mas II;|y deixa de ser bijegdo e passa a ser uma aplicagdo sobrejetora dois para um. Isso prova
a Afirmagao 4 no caso de faixas atratoras. O caso de faixas inversamente atratoras é andlogo. Portanto, o

Teorema 3.1 estd provado. O

3.7 Discussao e questoes em aberto

Os resultados obtidos nos levam a uma série de questoes e problemas a serem resolvidos, alguns dos quais

serao descritos abaixo.

O estudo da regularidade (por exemplo semi-continuidade, continuidade, Holder-regularidade ou ainda
diferenciabilidade) dos gréficos invariantes obtidos nos Teoremas 2.1, 2.5 e 3.1, surge como uma questao natural,
visto que quanto “maior” a regularidade destes, mais propriedades da dinamica na base podem ser transferidas
para a dinamica do sistema. Esse tipo de questdo foi tratado, por exemplo, no caso em que os mapas na fibra

sdo contrativos (ver [15] e [30]).

Obter condigbes sobre os conjuntos hiperbdlicos para que os graficos invariantes associados a estes sejam
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de fato gréaficos de fungoes ou graficos de bi-fungdes também poderia melhorar nosso resultados. De fato, isso
impediria uma “decomposicao” do conjunto hiperbdlico em mais de um grafico invariante dando uma melhor
relacao entre a dinamica da base e a dinamica do sistema restrito a conjuntos relevantes tanto do ponto de

vista topoldgico quanto ergédico.

Uma maneira natural de tentar estender nossos resultados seria considerar sistemas definidos como em (1.1)
com uma fibra mais geral, por exemplo, o circulo, que apesar de ser ainda unidimensional, nao apresenta a
relagao de ordem, essencial para “transformar” graficos de multi-func¢oes em graficos de bi-fungoes ou gréficos

de fungdes. Caso obtidos, esses resultados poderiam estender o trabalho de Ruelle e Wilkinson em [27].

Outro problema interessante seria determinar condigoes que limitem a quantidade de faixas ou duplas faixas
obtidas para um step skew product genérico. Essa questao estd intimamente ligada & possivel nao unicidade
de estados de equilibrio para certos potenciais. De fato, a existéncia de mais de um bony-graph invariante nos
d&, por exemplo, a nao unicidade de uma medida de maxima entropia, uma vez que isto implica a existéncia

de mais de um levantamento da medida de Markov com méaxima entropia na base para o sistema.
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