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Resumo

Expansividade é um tema que tem chamado a atencao de vérios pesquisadores nas
ultimas décadas. A definicao de CW-expansividade para homeomorfismos foi feita
por Kato. Neste trabalho, nés definimos CW-expansividade para fluxos. Também
consideramos uma defini¢ao e entropia em se¢oes tranversais para fluxos sem pontos
fixos. E provamos que para fluxos CW-expansivos sem pontos fixos, a entropia
topologica do fluxo é positiva.

Palavras Chaves: Caos, expansividade, Entropia, Sensibilidade as condigoes

niciais.



Abstract

The study of expansive dynamical systems for more general dynamics attracts a lot
of attention by many researchers. Indeed, the study of expansive homeomorphisms
is classical in the literature. In 1972, Bowen and Walters defined expansivity for
flows. In 1993, Hisao Kato defined that a homeomorphism f : X — X is continuum
wise expansive if there exists € > 0 such that if A C X is a non-trivial compact and
connected set, then there is n € Z such that diam(f"(A)) > e. In this work, we
try to define the continuum wise expansive property for flows, and we prove that
continuum wise expansive flows have positive entropy.

Key Words: chaos, entropy, expansivity, sensitivity to initial conditions.
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Capitulo 1

Introducao

Desde os anos 1970 a nocao de caos tem chamado a atengao de muitos pesquisadores
em todo o mundo. O significado exato da palavra caos costuma ser muito complexo,
e pode variar conforme o tipo de sistema com que estamos trabalhando. Muitas
vezes ¢é preferivel trabalhar com nogoes mais fortes, que implicam caos ou sensi-
bilidade as condigoes iniciais. Lembramos que um sistema é sensivel as condigoes
iniciais se a evolucao no tempo de dois pontos préximos se afasta, independente da
proximidade inicial dos pontos. Quando trabalhamos com homeomorfismos de um
espago métrico compacto é bastante comum considerarmos a nocao (ja considerada
classica) de expansividade. Esta nogao foi definida primeiramente por Utz em [Utz],
no ano de 1950. Esta classe é relativamente grande e engloba os difeomorfismos
Anosov. A literatura sobre os homeomorfismos expansivos é bastante vasta. No fim
dos anos 70, Mané mostrou, em [Ma], que um espago métrico que admite um ho-
meomorfismo expansivo deve ter dimensao topoldgica finita. Nos anos 80, em [L1]

e [L2], Lewowics mostrou que S? nao pode suportar um homeomorfismo expansivo



e que no toro um homeomorfismo expansivo deve ser conjugado a um diffeomor-
fismo Anosov, e além disso, qualquer homeomorfismo definido em uma superficie
de género maior ou igual a 2 deve ser conjugado a um pseudo-Anosov. Ainda hoje
os homeomorfismos expansivos tem sido bastante estudados, como podemos ver
em, por exemplo Groisman-Vieitez ([GV]).

A definicao de expansividade também foi adaptada para fluxos por Bowen e
Walters em [BW]. Sua definigdo é um invariante topoldgico, no sentido que qual-
quer fluxo topologicamente conjugado a um fluxo expansivo deve também ser ex-
pansivo. Uma definigdo mais geral de expansividade foi feita por Komuro em [Ko].
O atrator geométrico de Lorenz é um exemplo de um fluxo que é expansivo se-
gundo Komuro, mas nao é expansivo segundo a definicao de Bowen e Walters.
Isto se deve a existéncia de uma singularidade acumulada por érbitas regulares: as
singularidades de um fluxo expansivo segundo Bowen e Walters devem ser isoladas.

Em [K1] Kato definiu a nogao de CW-expansividade para homeomorfismos. Um
homeomorfismo é CW-expansivo se existe um numero positivo tal que para todo
conjunto compacto conexo nao-trivial (um continuum) tem algum iterado com
diametro maior que este nimero. Claramente, um homeomorfismo expansivo é
CW-expansivo. Neste mesmo artigo, Kato mostra que se um homeomorfismo CW-
expansivo esta definido em um espaco métrico compacto com dimensao topologica
maior que zero entao ele tem entropia topoldgica positiva. Ele também extendeu
o resultado de Mané, mostrando que se um espago métrico compacto admite um
homeomorfismo CW-expansivo, entao a dimensao do espaco tem de ser finita, e se

o homeomorfismo é minimal, entao ele tem de ter dimensao topolégica zero.



No ano de 1997 Sakai, em [S], mostrou que o C'! interior dos difeomorfismos CW-
expansivos é igual ao C! interior dos difeomorfismos expansivos. O estudo desta
propriedade ainda tem chamado a atencao de diversos pesquisadores no mundo
como em [L], de 2013, onde Lee mostra que se um conjunto transitivo nao-trivial é
C'-estavelmente CW-expansivo entao ele admite uma decomposicao dominada.

O objetivo principal deste trabalho é propor uma definicao de CW-expansividade
para fluxos que englobe uma classe ampla de fluxos. Mais ainda, verificar que tais
fluxos, a exemplo dos homeomorfismos CW-expansivos, também tém entropia to-
poldgica positiva.

A seguir descrevemos os resultados principais deste trabalho. Os primeiros

teoremas, que demonstramos no Capitulo 2, sao os seguintes:

Teorema 1.1. CW-expansividade € invariante por conjugacdo, ou seja, se um fluxo

X' € conjugado a um fluxo que é CW-expansivo, entdo X também é CW-expansivo.

Teorema 1.2. A suspensao de um homeomorfismo ¢ : M — M é CW-expansivo

se, e somente se, o homeomorfismo ¢ ¢ CW-expansivo.

A seguir, no terceiro capitulo, utilizando seccoes transversais, que é uma fer-
ramenta muito usada no estudo de fluxos sem pontos de equilibrio, mostramos a
equivaléncia de nossa definicao a uma condicao de CW-expansividade nas seccoes

transversais:

Teorema 1.3. Um fluro X' é CW-expansivo se, e somente se, dado um par (T,S)

0-adequado, existe n > 0 tal que

WENW" = {AC M;#A=1}.



No quarto capitulo estudamos a entropia topolégica para fluxos CW-expansivos,

e provamos o resultado principal deste trabalho:

Teorema 1.4. Se X! é um fluzo CW-expansivo em um espaco métrico compacto

M com dimensao topoldgica maior que 1, entdo h(X") > 0.

Observamos que este resultado é uma extensao do resultado de Kato [K1, Teo-
rema 4.1] (pagina 585).

Finalmente, no ultimo capitulo introduzimos a nogao de n-expansividade para
fluxos, e também a nocao de Komuro CW-expansividade para fluxos com singula-

ridade, e colocamos algumas questoes em aberto.



Capitulo 2

CW-Expansividade para fluxos

Nas primeiras duas secoes deste capitulo, por completude, vamos falar rapidamente
sobre as nogoes de expansividade para fluxos ([BW]) e CW-expansividade para
homeomorfismos ([K1]). a partir da terceira segao, vamos definir a no¢ao de CW-
expansividade para fluxos e dar resultados preliminares, como a inexisténcia de
pontos fixos em fluxos CW-expansivos definidos em espagos métricos compactos e
conexos, a invariancia por conjugacao e o resultado que justifica nossa definicao: um

homeomorfismo é CW-expansivo se, e s6 se, seu fluxo suspensao é CW-expansivo.

2.1 Expansividade para Homeomorfismos e flu-

XOS:

Considere M um espago métrico compacto.
Considere a seguinte definicao classica de expansividade:

Defini¢ao: f : M — M é expansivo se existe § > 0 (chamado de constante



de expansividade) tal que se d(f"(x), f"(y)) < d para todo nimero inteiro n entao
x = y. Sao conhecidos resultados sobre a dimensao topoldgica de espagos métricos

que suportam homeomorfismos expansivos, como o resultado de Mané:

Teorema 2.1. [Ma] Se um espago métrico compacto admite um homeomorfismo

expansivo, entdo a dimensao topoldgica de M € finita.

Também temos um resultado sobre a entropia topoldgica de um homeomorfismo

expansivo,

Teorema 2.2. [B1] Se f: M — M é um homeomorfimo expansivo e a dimensao

topolégica de M ¢ maior que zero, entdo a entropia topoldgica de f € positiva.
Um fluzo em M é uma familia de homeomorfismos { X"}, tal que:

1. X' é um homeomorfismo em M, para todo t € R;
2. X ¢ a identidade em M;

3. X' = X'0X? para quaisquer niimeros reais t e s.

Em [BW] os autores definiram uma nogao de expansividade para fluxos:

Definigao: Um Fluxo { X'} é ezpansivo se para todo € > 0 existe § > 0 tal que
se s : R — R é uma funcdo continua com s(0) = 0 e d(X*(z), X*®(y)) < § para
todo t € R entdo y € X799 (x).

Um ponto p € M é uma singularidade se X*(p) = p for all t € R. Em [BW]
os autores mostram que singularidades de fluxos expansivos sempre sao pontos
isolados do espaco métrico. Também mostram algumas equivaléncias sobre ex-

pansvidade:



Proposicao 2.1. [BW] Sao equivalentes:
1. {X'} € expansivo;

2. Ye > 0 existe 6 > 0 tal que se h : R — R € um homeomorfismo crescente com

h(0) =0 e d(X*(x), X"D(y)) < § para todo t € R entio y € X (x).

3. Ye > 0 existe § > 0 tal que se s : R — R € uma fung¢do continua com s(0) = 0
e d(X'(x), X*®(y)) < § para todo t € R entdo y estd na drbita de x, e o

pedago de drbita entre x ey estao contidos em B(zx,¢€).

4. Ye > 0 existe 6 > 0 com a sequinte propriedade: Se {t;}; € Z e {u;}iz sdo
sequéncias de nimeros reais comug =tg =0, 0 < t;y1—t; <0, |ujr1—u;| <9,
ti — 00 andt_; — —o0 asi — oo, and d( X" (z), X" (y)) < § para todoi € 7

entdo y € X749 (z)

Considere dois fluxos X* em M e Y' em N, nés dizemos que esses fluxos sao
Y
conjugados, se existe um homeomorfismo de M em N que leva érbitas de X! em

orbitas de Y preservando a orientacao das orbitas.

Proposicao 2.2. [BW] Se um fluro X" é conjugado a um fluzo expansivo, entdo

X! € expansivo.

™

'_I_I_T

X J




Sejam ¢ : M — M um homeomorfismo e f : M — R uma funcao continua
e positiva. Se y € M faca yy = Up<i<s()(y,t), e considere a seguinte relacdo de
equivaléncia no conjunto J,c,, ys: (y,1) = (y,t) e (y, f(y)) = (6(y),0), para todo
y € M. Definimos como M; o espaco quociente de Uye v Yr pela relagao ~. A
suspensio de ¢ por f é o fluxo definido em M; por: X*(y,s) = (¢!*(y),t + s —
[t+s]),teRe0<s< f(y).

Seja p a métrica considerada em M e definimos uma métrica p, em M X
{t} por pi((y,1),(2,1)) = (1 = t)p(y,2) + tp(¢(y),¢(2)), y,z € M. Note que

po((y,0), (2,0)) = p(y,2) e p1((y, 1), (2, 1)) = p(é(y), ¢(2)). Se dois pontos estao em

uma mesma Orbita definimos a distancia entre eles simplesmente como a distancia
entre seus tempos.

Sejam x1 e x5 em M;. Uma cadeia finita entre x; e x5 € um conjunto de pontos
wy = T, Wa,...,Ww,_1,W, = Ty de elementos de M; tais que para qualquer i entre
1 e n — 1 temos que para o par w;,w;;1, ou ambos estdao em algum yr, ou ambos
estao em uma mesma orbita de ¢. O comprimento de uma cadeia é dado pela soma
das distancias entre os pontos da cadeia. Definimos entao a distancia d entre dois
pontos em M; como o infimo do comprimento entre todas as cadeias entre eles.

A préxima proposicao justifica a definicao de fluxo expansivo.

Proposicao 2.3. [BW] Um homeomorfimso f : M — M ¢é expansivo se, e somente

se, toda suspensao de f ¢ um fluro expansivo.
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2.2 Homeomorfimos CW-expansivos:

Um continuum é um espago métrico compacto e conexo. Em [K1] o autor faz a
seguinte definicao: Definigao: Um homeomorfismo f : X — X é CW expansivo
se existe d > 0 tal que se A C X ¢é um continuum entdo existe um inteiro n = n(A)

com diam(f"(A)) > . O autor prova o seguinte:

Teorema 2.3. [K1] Se um homeomorfismo f : X — X ¢é CW-expansivo e a

dimensao topoldogica de X € positiva entao a entropia topologica de f € positiva.

2.3 Fluxos CW-expansivos

Aqui vamos definir CW-expansividade para fluxos.

Considere um fluxo X* definido em um continuum M. Defina,

e Hom(R,0) = {h: R — R; h é um homeomorfismo e h(0) = 0};

eS¢ A C M, HA) = {a« : A - Hom(R,0); dz, € A com a(z,) =

idg e para todo t € R, a(.)(t) € C°(4,R)};
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e SetcReac H(A), X(A) = {X@O (). z € A};

Defini¢ao: Um fluxo X* é CW -expansivo se para todo € > 0 existe § > 0 tal
que se A C M é um continuum e « € H(A) é tal que diam(X’(A)) < § para todo

t € Rentdo A C X9 (x,).

Lema 2.1. Seja X' um fluro CW -expansivo. Se p é um ponto fizo de X' entdio

existe § > 0 tal que ndo existem pontos com drbitas requlares de X' em Bs(p).

Demonstragao: Suponha que p seja uma singularidade do fluxo que é acumu-

1

lada por érbitas regulares. Seja € = ;

e 0 > 0 o numero associado a este € pela

CW-expansividade. Defina,

p

t+1, seté¢ (—2,1)
h(t) = 2t, set €[0,1)

L osete (—2,0)

X
Pe T4

X'(x)
X°(4)

Pela continuidade do fluxo existe x € M — {p} tal que se |[t| < 3 entdo
d(X*(z),p) < i. Seja A = XI®U(z), entdo A é um continuum. Definindo h, :
R — R por,

he = (1 —t)Id + th.

Entéo, se a(X'(x) = hy, temos que o € H(A) e, ou X3(A) estd dentro da bola
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de centro p e raio 2, ou é um tnico ponto. Portanto, diam(X3$(A)) < § para todo
s € R. Entao A ¢ X% (z). Absurdo.
g
Observagao: Se M é um conjunto de cantor (totalmente desconexo), entao
o tnico fluxo em M é CW-expansivo e todos os pontos fixos sao acumulados por
outros pontos fixos.

Salvo observacao em contrario, sempre que falarmos de fluxos CW-expansivos

estaremos nos referindo a fluxos sem singularidades.

O seguinte lema sera til na sequéncia do nosso trabalho:

Lema 2.2. [BW] Se X' é um fluzo sem singularidades entao existe Ty > 0 tal que

para todo T € (0,Ty) existe v > 0 com d(X'(x),x) >~ para todo x € M.

Defina ¥ (0) como o espago das bi-sequéncias de niimeros reais tais que zo = 0.

Se A C M defina

SQ(A) = {p: A — Xg(0); existe xp tal que f(x3); — 0o quando i — oo e

B(xp); — —oo quando ¢ — —oo}.

E SQ*(A) o subconjunto de SQ(A) tal que se 5 € SQ*(A), entao para cada i € Z
a funcao em f; : A — R, definida por f;(a) = f(a);, é continua.

Se 5 € SQ*(A) e i € Z defina Xj(A) = {XP@D(z); x € A}.

Teorema 2.4. Seja X' um fluzo sem singularidades. Sao equivalentes:

1. Xt ¢ CW-expansivo;
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2. Para todo n > 0 existe § > 0 tal que se A € um continuum e eziste « € H(A)
com diam(X%(A)) < ¢ para todo t € R, entdo A € um segmento de drbita

contido em By(z,).

3. Para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que se A € um continuum e existe €

SQ*(A), com B(xg)it1 — B(xp)i <1 € supgeq |B(a)i1 — Bla)i| <6 para todo

i € Z, tal que diam(X4(A)) < & para todo i € 7, entdo A C X4 (z5).

Demonstracao: (1) = (3) : Seja € > 0 dado e 6 > 0 referente a defini¢do de

CW-expansividade. Tome n > 0 tal que

n+(2 sup d(z,X"(2))) <

z€M,|ul<n

| S

Suponha que A é um continuum e existe § € SQ*(A), com [(z5)i+1 — B(xs); <
1 e sup,eq |B(a)iz1 — Bla);] < 0 para todo i € Z, tal que diam(X%(A)) < 7,
para todo i € Z. Para cada a € A vamos definir um homeomorfismo a(a) por
a(a)(B(xp);) = B(a)i, e paratodo i € (Z) e extenda linearmente para todo intervalo
(B(xp)i, B(x5)it1). Entdo a € H(A) (note que a(xg) = Idg).

Portanto, usando a notagao t; = $(z); para cada i € Z, se t € [t;, t;11),

diam(X5(A)) = sup d(XP@O(a), XPOO (p))
a,be A

Sya(d(Xﬁ(a)“)(a), X'(25)) + d(X"(25), X" VO (b))

sup d(XP@0 (), X! (25)) + sup d(X'(z5), X"OO (b))
acA beA

— 2supd(X*(ap), X" (a)

acA

IN

IN
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Mas para cada a € A temos:

(X" (w5), X7 (a)) < d(X' (), X" (25)) + d(X" (), X"V (a))
+ d(XB(a)i(a)7Xﬁ(“)(t)(a))

< sup d(z,X"(2))+n+ sup (z,X“(2))

zEM,|u|<n zEM,|u|<n

20
2

Portanto,
. . )
diam(AX5(A)) < 25 =4,

para todo t € R, e pela definicio de CW-expansividade, A C X (49 (x4).

(3) = (1): Seja e > 0 dado e considere 0 > 0 correspondente a condigao do item
(3). Suponha que existe A C M e o € H(A) tal que X%(A)) < 0 para todo ¢t € R.
Vamos definir 5 € SQ*(A) por inducdo. Defina S(z)y = 0 para todo x € A. Como
A é compacto existe t; > 0 tal que a(x)(t;) < 0 para todo x € A. Defina entao
B(x)1 = a(x)(t;). Supondo que para i € N temos t; e f(x); definidos. Usando
novamente a compacidade de A existe t;11 > t; tal que |a(z)(tit1) — a(z)(t;)] <
para todo x € A, defina entao B(x);41 = a(x)(t;11. De maneira andloga podemos
definir para §(x); para i € Z negativos. Como a € H(A) temos que 5 € SQ*(A),
com x5 = T,. Pela condicio (3) temos A C X(=%9(z,,).

(1) = (2): Como M é compacto, para todo n > 0 existe ¢ > 0 tal que
X=9(z) C B,(x) para todo x € M.

(2) = (1): Como o fluxo ¢é livre de singularidades, usando o lema temos que,

para todo € > 0 existe 7 > 0 tal que diam(X (=9 (z)) > n para todo = € M.
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2.4 Invariancia por equivaléncia

Dois fluxos, X! definido em M e Y definido em N, sdao equivalentes se existe um
homeomorfismo entre M e N que leva drbitas de X* em érbitas em Y* preservando

orientacao das mesmas.

Teorema 2.5. CW-expansividade € invariante por equivaléncia, ou seja, se um
fluro X' € conjugado a um fluro que é CW-expansivo entio X' também é CW-

expansivo.

Demonstragao: Suponha que X* é conjugado a Y que é CW-expansivo. Seja
h : M — N um homeomorfismo como na definicao de fluxos conjugados. Seja
ey > 0 dado e considere ey > 0 tal que se z,y € N satisfazem d(z,y) < ey entao
d(h™(z),h " (y)) < en. Seja dx > 0 dado pela definicio de CW-expansividade
de Y! para ey e tome 0y > 0 tal que se z,y € M com d(x,y) < dp entao
d(h(z),h(y)) < on. Entao, se Ayy C M ¢ um continuum e oy, € H(Ay) ¢ tal
que diam(X) (Anr)) < da para todo t € R, temos que Ay = h(Ay) C N é um

continuum e definindo ay(h(z))(t) como o nimero real tal que
h(XOéM(x)(t)<I>) — yaw(h(w))(t)(h(x))

para todo x € Ay e para todo t € R, temos que ay é uma funcao continua de Ay

em Hom(R,0). Além disso, fixando ¢ € R temos:

diam (Y, (Ay)) = max dY*¥@0(z), yov@O(y))

x7y€AN

— mnax d(h<XaM(x)(t))<x)>7h(XOéM(y)(t))(y))>

xvyEAM

— diam(h(X (An))) < On,

an
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pois, diam(X% (An)) < dpr. Portanto, pela CW-expansividade Ay é um segmento

de 6rbita contido em B, (Zay). E como Ay = A7 AN), Tay = h(za,,) € pela

escolha de ey temos que Ay é um segmento de érbita contido em By, (74,,)-

2.5 Suspensao de homeomorfismos CW-expansivos

A construgao do fluxo suspensao sobre uma transformacao fornece uma relagao
entre as nocoes de CW-expansividade para homeomorfismos e fluxos. Note que o

fluxo suspensao nao tem singularidades.

Teorema 2.6. Uma suspensao de um homeomorfismo ¢ : M — M é CW-expansiva

se, e somente se, o homeomorfismo ¢ ¢ CW-expansivo.

Demonstragao: Basta mostrar para a suspensao por f = 1, pois todas as
suspensoes de um mesmo homemorfismo sao conjugadas.

Suponha que a suspensao X* é CW-expansiva. Seja % > € > 0dadoed > 0dado
pela CW-expansividade do fluxo. Seja A C Y é um continuum com diam(¢"(A)) <
0 para todo n € Z. Denotando por Ay, = A x {0}, e x; para (x,0), entdo para

todo ¢t € R temos:

diam(X*(Ay)) = max d(X'(z1), X (1))

x1,Yy1€ANM

< max pe-in (61 (), t — [t]). (6" (), — [¢]))

= max((1—t+ [t])p(¢"(2), " () + (t = [t])p(e" "} (2), 9" (1)),

z,yeA
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mas como para todo z,y € A

(), o (y) € ¢1(A) e 611 (2), 6" (y) € 1T (A)

temos que:
diam(X*(Ay)) < (1 —t+[t])0 + (t —[1])d = 6.

Pela CW-expansividade da suspensdo X? existe (z,0) tal que Ay € X799 (z). E
como 0 < € < e Ay C M x {0} temos que Ay = {(,0)}. Portanto, A = {z}.
Isto mostra que ¢ é CW-expansivo.

Suponha agora que o homeomorfismo ¢ é CW-expansivo. Considere em M a

métrica dada por:
p(@,y) = min{p(z,y), p(d(x), 6(y))}

e d > 0 a sua constante de CW-expansividade para p’. Sejae > 0ed = min{J, e, i}
Se A C My é um continuum e o € H(A) ¢ tal que diam X! (A) < ¢’ para todo
numero real t. Vamos dividir a demonstacao em dois casos: Quando x, pode ser
representado como (y1, 3) € caso isto nao ocorra.

No primeiro caso, defina Ay = {a € M;(a,s) € A com s € (0,1)}. Entao

diam(Ay) = max Py, 2)
% M

< max d((y,s),(z,7
amax ((y,5), (2,7))

= diam(4) < § < 4.

Pela defini¢do da suspensao temos que X*(z,) tem representacao (¢(y1), ), e como

diam X} (A) < § < 1 temos que X*@ ) (y) tem representagio (¢(y),s), com s €
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(0,1) para todo y € A. Logo,

diam(¢(Ay)) = max p(6(y), d(2))

y,ZGAM

IN

(Qb(y):s):(l(g(lg},i')eXé(A) d((¢(y), 3)7 (¢(Z), 7"))

= diam(X}(A)) <& < 6.

(A desigualdade é valida pois para todo y € Ay pois existe um ponto (¢(y), s)
em X!(A)). Seguindo de forma andloga encontramos que diam(¢™(Ays)) < 0 para
todo n € Z. Pela CW-expansividade de ¢ temos que Ay = {y;1}. Dai todo ponto
de A tem a forma (y;,t) com ¢ € (0,1). Como (y1,3) = 2o € A e diam(A) < §' <,
temos que [t — 1| < e. Ou seja, A C X 9(x,).

No caso em que z, ndo tem uma representagao como (y1, 1) entdo existe X" (z,)
com representa¢ao como (y1,3) para algum |r| < 3. Definindo A" = X[ (A) e para

cadar e AeteR
o (X"(2))(t) = a(z)(t + 1) — afz)(r).
Temos que A’ é um continuum, o’ € H(A’), e para todo t € R,

diam(X%(4") = max d(Xa’(l“)(t)(x)’Xo/(y)(t)(y))

z,yeA’

— max d(X @@ 0@ () XA -a@0)(xawm) ()

z,yeA

— max d(Xa(cc)(t+7") (ZL‘),Xa(y)(H_r) (y))
z,y€A

= diam(X7"(A)) < 6.
Pelo primeiro caso, temos que

A X(—e,e)(xa,) — X(_E’e)(Xr(xa)),
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e portanto,

A=X"T"(A) c X (a,).

Corolario 2.1. Todo fluxo suspensdo de um homeomorfismo ¢ : M — M ¢é

C'W-expansivo se, e somente se, o homeomorfismo ¢ é CW-expansivo.

Este teorema justifica nossa definicao de fluxos CW-expansivos.

No capitulo 5, vamos exibir explicitamente um homeomorfismo CW-expansivo
que nao é expansivo. Portanto, pelo teorema anterior qualquer suspensao deste
homeomorfismo é um fluxo CW-expansivo. Por outro lado, pela proposi¢ao 2.3
nenhuma das suspensoes deste homeomorfismo pode ser um fluxo expansivo.

Em [K1], Kato nos dé outros exemplos de homeomorfismo CW-expansivos que
nao sao expansivos. Utilizando os mesmos argumentos do paragrafo anterior, a
partir de cada um destes exemplos podemos encontrar mais exemplos de fluxos

CW-expansivos que nao sao fluxos expansivos.



Capitulo 3

Fluxos CW-expansivos e seccoes

transversais

Neste capitulo utilizaremos as construgoes de [KS| para fixar pares de segdes tran-
versais em fluxos sem pontos fixos. Estes pares de seccoes transversais serao cha-
mados de adequados, e vamos definir conjuntos estaveis e instaveis neles. No fim
do capitulo vamos mostrar uma condicao na interseccao destes conjuntos estaveis

e instaveis que é equivalente a CW-expansividade do fluxo.

3.1 Seccoes transversais:

Um conjunto S C M é uma seccao transversal local de tempo € > 0 se é fechado
e para cada * € S temos SN X% (z) = {z}. O interior de S é o conjunto
S* = int(X(=%9(S)) N S. O seguinte lema serd muito importante no restante de

nosso trabalho.

Lema 3.1. [KS][BW] Existe € > 0 tal que para cada 6 > 0 nés podemos encontrar

20
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um par (S8,T) de familias finitas S = {Sy,...,S.} e T ={T1,...,T,}, de seccoes

transversais locais de tempo € > 0 e diagmetro no mdximo §, com T; C S} (i €

{1,...,k}) tais que,

M = LkJ 06] UX[—e O] UX[O 5] UX[ 670}(37;).
=1 ]

Dado 6 > 0, um par (S,7) como no lema anterior é dito ser d-adequado

Em [KS] os autores definiram conjuntos estaveis e instdveis em relacdo as

familias de secgoes transversais obtidas no lema anterior. Por completude, também

faremos estas defini¢oes aqui: Seja

0 = sup{d > 0;Vz € J', S; temos X (z) UL, S; = 0}

Se z € Ui, T; defina ¢(z) = X'(z

() onde t > 0 é o menor numero real positivo
tal que X' (z) € Ule T;. Observe que t € [0,¢]. Sejap > 0tal que bp <ee2p <

E para cada S; considere D} = X (=r0)(S;) e defina a projecao

P, D, — S
por Pi(x) = X'(z), onde X*(x) € S; com [t| < p. Seja 30 > ¢ > 0 tal que se

z,y € S;, d(x,y) < € et é um ndmero real com [t| < 30 e X'(z) € T}, entdao
X'(y) € Di.
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Considere a seguinte constru¢ao. Se x € T; e y € S; com d(x,y) < €, defina
um conjunto de pontos {yg,...,y5} C X¥(y) com y§ = y e yi = PUX"(y],)),
onde ¢t > 0 é o menor tempo tal que ¢’(z) = X' (¢/ ! (x)), e [ ¢é tal que ¢’(z) € T;.
Podemos continuar esta construgao enquanto d(¢’(z),y;) < €. E de forma anédloga
podemos fazer uma construgao semelhante para j < 0.

Se x € T; e n < €, o conjunto n-estdvel de x é definido por:
Wi(z) = {y € Si;d(¢'(x),y;) <n Vi >0}
e o conjunto n-instavel de x é definido por:

W(x) = {y € Si;d(¢' (), y;) <n Vi <0}

Teorema 3.1. [KS] Um fluzo X' é expansivo se, e somente se, dado um par (T,S)

d-adequado, existe > 0 tal que para todo = € \Ji_, T; temos Wi(x)NW(x) = {z}.

Vamos utilizar estas idéias para provar um resultado similar para fluxos CW-
expansivos.
Seja A C S; um conjunto e z € ANT;. Se diam A < 3¢ entao X'(A) C D,

onde t e 7 sao tais que X'(z) = ¢(z) € T*. Defina
o(A,x) = {P,(X'(y));y € A} C S..

Seja n € N. Se ¢"(A, z) estd definido com diam(¢"(A, x)) < L e ¢"(x) € T",

entdao X*(¢"(A)) € D!, onde t e I sdo tais que X'(¢"(x)) = ¢"'(x) € T". Defina

9" (A, 1) = By(X'(¢"(A)).

Podemos continuar esta construgao enquanto diam(¢"(4,x)) < ¢.
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| o]

3.2 Conjuntos estaveis e instaveis de fluxos CW-

expansivos:

Para g > n > 0 defina os conjutos estdveis e instdveis com respeito as familias 7

e S por

k
wy={Ae C(U S;) continuum; existe x € A tal que diam(¢"(A,z)) <n, Yn > 0}
i=1
k
wy={Ae C’(U S;) continuum; existe x € A tal que diam(¢"(A,z)) <n, Vn < 0}

i=1
Onde C(X) ¢é a cole¢ao dos subconjuntos compactos e conexos de X.
Teorema 3.2. Um fluro X' é CW-expansivo se, e somente se, dado um par (T,S)

0-adequado, existe n > 0 tal que
WsﬂW;‘:{AC M;#A=1}.

Demonstragao: Esta demonstracao utiliza muitas das idéias usadas em [KS],
no caso de fluxos expansivos.
Suponha que X' é CW-expansivo. Seja a € (0,¢€) e a; > 0 da definigao de CW-

expansivo relativo a a. Sejan € (0,¢) tal quesep € T e g € S;, com i € {1, ..., k},
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tem d(p,q) < n, entdo d(X'(p), X*(¢)) < %4 onde, se X" (p) = d(p) e X**(q) = a1,
entdo t € [0,t;] e s € [0,81] e [s —t] < [s; —t1]. Suponha que A € Wy NW, e
sejam z; € A dado pela definicao de W e z,, dado pela definicao de W} e fixe
r € A. Defina to = 0, e t; > 0 como o nimero real positivo tal que X" (x) €
o(A,x) ety € (rp — p,m1 + p) com 11 sendo o menor nimero real positivo tal que
¢(xs) = X" (xg). Set, er, estdao bem definidos, vamos definir ¢,,,; como o niimero
real positivo tal que X'+ (z) € ¢pi1(A zs) € tupr € Qoo 7i — Py iy Ti + )
com 7,41 sendo o menor nimero real positivo tal que ¢" (%) = X +1(¢"(2%)).
Defina de forma analoga, utilizando x,, podemos definir niimeros reais negativos
t, para n < 0. Para cada y € A podemos, utilizando o mesmo processo, encontrar
sequéncias de nimeros reais s¥. Defina entao a(y) por a(y)(t,) = s, e linearmente
em (t,tni1).

Entéo paracadat € Rey € Atemost = t,+0 = s¥+0,, onde o € [0, 1,41 —1,],

o, €1[0,87 , —s¥]e
o — oy < |(tas1 —ta) = (spp1 — sl
para algum n € Z. Portanto,

diam(X!(A)) = maxd(X*WO(y), X&) (3))

y,z€EA

< max(d(X*VO(y), X (@) + d(X'(2), X*WO(y)))
Y,2€
< 2maxd(X“WO (), Xt(z))
yeA
a
< 2?1 = dai.

E pela escolha de a; temos que A C X(=*%(z), e como a < p e A esté contido em

uma secao transversal, obtemos que A = {z}.
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Agora vamos supor que dadas familias de sec¢oes transversais 7 e S, e p > 0,
existe n > 0 tal que

Wi N W ={AC M;#A=1}.

Seja 0 < a; < 7 e considere um continnum A C M e o € H(A) com A ¢
X(Fava) (g, ).

Caso1: AcSeS, comzx,eT.

Considere os tempos t; e s?, como na construgao utilizada na defini¢ao de con-
juntos estaveis e instaveis de um ponto, relativos a x, e para os pontos y € A em
que seja possivel definir estes tempos.

Escolha dy € (0,6 — — p) e niimeros positivos, ay < a; e ag, as > 0 tais que, se

u € T; ev €S, entao:

1. d(u,v) < a; implica que d(u, X*(v)) > a1 para todo [t| € [0y, €];

2. d(u,v) < ay implica que d(¢(u),v1) < ag;

3. d(u,v) > ay implica que d(u, X*(v)) > a3 para todo |t| < d;

4. Se x,y € M e d(x,y) < aq entao d(X*(z), X'(y)) < ay para |t| <.
Seja a’ = min{asg, as, as}.
(a) Suponha que para todo i € Z temos

sup |a(y)(t;) — si| < 9.
yeA

Pela hipotese, temos que existe n € Z tal que diam ¢™(A) > 7. Tome entao

y € A tal que d(¢"(za),yn) > 2. Portanto,

A" (o), X (y)) > 3 > a1 > as
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e pelo item (3) temos:
diam X! (A) > d(X'" (z4), X W) (y)) > ag > d;
(b) Suponha que j € Z é o inteiro mais préximo de 0 (digamos positivo) tal que

sup |a(y)(t;) — 5| >
yeA

N

Seja y € A tal que |a(y)(t;) — s;| > 0.
(b.1) Suponha que existe i € [0, 7) tal que
d(¢'(x),yi) > as.
Argumentando como na parte (a) temos,

diam X' (A) > d(X'" (24), X*W ) () > a3 > d;

(b.2) Suponha que para todo i € [0, 7) temos
d(¢'(x),yi) < az < ay.

(b.2.1) Suponha que t = s — a(y)(t;) >

N[>

Se a(y)(t;) > S?_l — dp, entao
bo <t <sj—s;1+0<d+p+dy<e
e pelo tem 1,

diam X9 (A) > d(X"(z,), X“WE)(y))

= (X" (2a), X (y)) > ar.

Mas se a(t;) < sY_, — § podemos encontrar t' € (¢;_1,t;) tal que a(y)(t') =
J j—1 J J

Y

5j

_1—00. Se ¢ = t'—t;_y, como pelo item anterior temos d(X "1 (z,), X5-1(y)) <
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as < ap entao, utilizando o item 1 temos,

A(X%5 1 (24), X5-1707C(y) > ay.

Portanto, pelo item 4 temos

diam(X% (A) > d(X"(za), X W) (y))
= d(XYF (), X170 (y))) > aa.

b.2.2) Suponha t = a(y)(t;) — s¥ > d,. Como
( ) P Y J 7

S]y-_l + ) S [oz(y)(tj_l), 8? + (50),

existe ' € (t;_1,t;] com a(y)(t') = s + d. Defina ¢ = t; —t'. Aplicando o
item 1 em d(X%(z,), X% (y)) < a; temos,
(X" (24), XH0(X5 (y))) > ar.

Portanto,

diam X7 (A4) > d(X"(za), XV (y))

A(XH(20), X (y)) > au.

Caso 2: Agora suponha que A nao necessariamente esté contido em uma secgao

transversal. Tome d; > 0 e a5 > 0 tais que se d(z,y) < as entao:

L. d(X%(z),X*(y)) < %, onde t > 0 é o menor inteiro positivo tal que X'(z) €

U, T, X*(y) = Di(X(y)) e |t — s| < 2%

2. d(X"(z), X"(y)) < %, para todo |wl, |v| < § +d e |v—w| < 6.
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E seja ag > 0 tal que se d(z,y) < ag entdo d(X" (z), X" (y) > ag para |t| € (&, €)
e [t'| < d. Tome também 0 < a7 < a5 tal que o conjunto dos pontos da bola B, ()
que se projetam sobre X*(x) esteja contido em X (=%:%5)(z).

Agora suponha que A nio estd contido em X(~%95)(z,) e que ¢t é o menor

tempo positivo tal que X*(z,) € UL, T}

(a) Suponha que para todo y € A nés temos |a(y)(t) — s| < 2. Como A é

compacto existe ¢’ € % tal que

)
sup a(y)(t + ') — s| < —
yeA 4

para todo |[t'| < ¢'. Defina entdao para cada y € A um homeomorfismo
By)(t) = aly)(t’' +t) — s para |t'| > &, B(y)(0) = 0 e linearmente em

t € (0,9"). Portanto, para todo y € A temos,

o 4]
Bu(t)—t)< T +d < 2.

para todo [t'| < ¢'. Por (1) e (2) temos, para todo y € A, que
t+t/ By @
d(X o), XV <

para [t'| < ¢'. Pelo primeiro caso da prova, podemos encontrar y € Aety € R

tal que

d(X" (X' (2a)), X"V (X (1)) > d'.

Pela nossa construcao, |to| deve ser maior que ¢’, ou seja,

(X0 (2q), XA () > d.
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(b) Suponha que exista yo € A tal que |a(yo)(t)—s| > 2. Entao |a(yo)(t)—t| > &

e portanto, existe ¢’ < ¢ tal que |a(yo)(t) — ¢'| = 2. Entdo,

diam(X7 (A)) < d(X"(za), X)) (y0))

91

= d(Xt/(Ia)aXt/iTﬁ(yo)) > ag,

a menos que d(z,,Yo) > ag. ou seja, terfamos diam(A) > ag.

Portanto, temos que min(da’, ag, a7) é uma constante de expansividade corres-

pondente a as.

O
Nés chamamos 7 a constante de CW-expansividade para X* (esta constante

depende das secgbes transversais).

Lema 3.2. [KS] Suponha que {x"} e {y"} sdo sequéncias de pontos em Ule T e
Ule S;, respectivamente, z" — x e y" — y e que cada y; estd bem definido relativo
a x" para cada k. Suponha que para algum k inteiro nds temos ¢*(x™) — ¢ (z)

para algum lx. Entao, yi — y .

Proposigao 3.1. Seja X' um fluro CW-expansivo. Se n € a constante de CW-

expansividade de X' entdo:
o Se A€ W, entio Vr € A temos diam(¢"(A, x)) — 0 quando n — +0oo;
e Se A€ Wy entdo Vo € A temos diam(¢"(A,x)) — 0 quando n — —oo.

Demonstragao: Se a primeira afirmagao nao é verdade, entao existe A C Wy,
r € Aedy > 0 tal que diam(¢™(A,x)) > d para uma sequéncia crescente de

inteiros {n;}. Portanto para cada i existe y(i) € A tal que d(¢™ (z),y(i),,) > 2. A
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menos de tomarmos subsequéncias (que continuaremos a chamar de {n;}, podemos
supor que ¢"i(z) — a € Tj e y(i)n, = b € S;, e a # b. E como (U, S;) ¢
compacto, podemos supor que lim,_,..¢" (A, z) — B C S;. Como, a e b estao em

B, temos que B nao ¢é unitario. Fixe entao k € Z, entao

diam(¢"(B, a)) = max d(c{, d}))

c,deB

Fixe ¢¢ e d¢ em ¢*(B,a). Portanto, existem sequéncias de pontos {c(i)} e {d(i)}
em A tais que c(i),, — ¢ e d(i),, — d. Entao como ¢""*(z) — ¢*(a), pelo lema

anterior, c(i)y ,, — ¢ e d(i); ., — df. Além disso, como para todo 7 temos
d(e(i)y, 15> d(i)5y,45) < diam(¢" (A, 2)) <
entao d(cg,d}) <mn. Como tomamos ¢ e d arbitrarios, obtemos
diam(¢* (B, a)) < 7.

E como isto vale para todo k € Z, temos que B € W, MW, mas B nao é unitdrio,

pois a,b € B e a # b, o que contradiz X* ser CW-expansivo.

O teorema anterior permite definir os seguintes conjuntos:

k k
We={Ae C’(U S;);existe z € AN UT" e diam(¢"(A,y) — 0, Yy € A}

i=1 =1

k k
we={A¢e C(U S;); existe z € AN UTZ e diam(¢"(A,y) — 0, Yy € A}.

=1 =1

Estes conjuntos sao similares aos encontrados por Kato para homeomorfismos

em [K1].



Capitulo 4

Fluxos CW-expansivos e entropia

positiva

Neste capitulo, vamos falar de algumas equivaléncias para a definicao de entropia
de fluxos (ver [T]). Vamos definir entropia para pares de se¢oes transversais (como
as fixadas no capitulo anterior), e mostrar que se a entropia para um dado par de
segOes tranversais é positiva, entao a entropia topoldgica do fluxo também tem de
ser positiva. Por fim, vamos mostrar o teorema principal desta tese: Se um fluxo
definido em um espago métrico compacto e conexo com dimensao topolégica maior

que 1 é CW-expansivo entao a entropia topoldgica deste fluxo é positiva.

4.1 Entropia para fluxos

Para E, F subconjuntos de M, nés dizemos que E (t,d)-gera F se para todo x € F'
existe e € F tal que

d(X*(e), X*(x)) <9, Vs € [0,1].

31
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Seja 1(F,0) a cardinalidade minima de um conjunto que (¢,6)-gera F. Se F é

compacto, entdo a continuidade do fluxo garante que r,(F,d) é finita. Defina,

1
h(X'F,0) = limsupglogrs(ﬂ J).

§—00

E agora defina a entropia topoldégia do fluxo X' em F por
h(X'|F) = lim h(X"|F,§).
6—0
Com esta definicao temos que a entropia topoldgica de um fluxo é igual a
entropia topolégica de X!, mais geralmente, temos para cada 7' € R:
h(XT) = |T|h(X").

Veja [B1], [B2], [B3] e [T].
Sejam E,F C M. Noés dizemos que E (t,7)-gera fracamente F', se para todo

r € F, existe e € E e h € Hom(R,0) tais que

d(X"(x), X(e)) < 6

para todo, s € [0,t]. Seja Ry(F,v) a menor cardinalidade de um conjunto (¢,~)-

gerador fraco de F' e defina

1
H(X'|F,~) = lim sup : log Ri(F, ).
t—o00

Entao para H(X*|F) = lims_,o H(X*|F,~) temos:

Teorema 4.1. [T] Se X" é um fluxo sem pontos fizos, entio h(X") = H(X").

Fixe um par (S,7) d-adequado. Dizemos que um conjunto £ C Ule T; é um

(n,~)-gerador se para todo x € Ule T; existe e € E tal que

d(¢'(x), ef) <7
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para todo i € {0,...,n}. Defina R'(n,7) a minima cardinalidade de um (n,~)-

gerador. Entao seja,

H'({T,S8},~) = limsup % log R'(n, 7).

n—oo
E finalmente, H'({7,S}) = lim,_,0 H'(¢,7).
Dizemos que um conjunto £ C U,’f:l T; é (n,v)-separado se para todo x,y € E,

entao yF nao esta definido para algum i € {0,...,n} ou existe ¢ € {0, ...,n} tal que

d(¢'(x),57) > 7.
Defina s'(n,v) a maxima cardinalidade de um (n,v)-separado. Entao seja,

1
s'({T.8},7) = limsup —log s'(n, 7).

n—oo T

E finalmente, s'({7,S}) = lim, 0 s'(¢, 7).

Lema 4.1. Seja X' um fluro sem pontos firos. Se v < % entao H'(n,v) <

Demonstracao: Seja F um maximal (n,~y)-separado e suponha que ele nao
é um (n,~)-gerador. Portanto existe x € UleTi tal que se e € E entao existe
i€{0,..,n}

d(¢'(z), ef) > .

Logo, EU {x} é um (n,~)-separado. Contradicao! Isto prova, que

R(n,v) < §'(n,7).

Seja E um conjunto (n,v)-separado e F' um conjunto (n, 3)-gerador. Entao para

cada x € Ule podemos tomar g(z) € F tal que

d( (), g(2)7) <

N3
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para todo ¢ € {0,...,n}. Se g(z) = g(y) terfamos x,y,g(z) € T, para algum
je{l,...k}, e g(x)" = g(y)! para todo i € {0,...,n}. E facil verificar a tltima
afirmacao, utilizando indugao: Se para ig < n vale que para todo i € {0,...,i0}
temos g(z) = g(y)] entdo, se g(x)i ., # 9(y)i 11, vale que ou zj .| ndo esta

definido ou yj ,; nao estd definido, uma contradigao, pois

d(¢™(x), 9" (y)) < d(¢™(x), g(x)2) + d(¢™(y), 9(y)y) < 2% <.

Portanto temos que:

d(¢'(x),4'(y)) < d(¢' (), g(2)7) + d(¢'(v), g(2)}) <,

para todo i € {0,...,n}. Como FE é (n,n)-separado temos que g é injetiva em F,

logo, #E < #F e s'(n,y) < R'(n, 3).

Corolario 4.1. H'({T,S}) = s({T,S}).
O seguinte resultado relaciona a entropia nas secgoes transversais com a entro-

pia do fluzxo.

Proposicao 4.1. Seja X' € um fluxo sem pontos fixos e ({T,S}) 0-adequado. Se

H'({T,S}) > 0 entdo h(X*) > 0.

Demonstragao: Fize § > 0 tal que s'(6, ¢) > w > 0. Fizen € N, considere

um conjunto E C \Ji_, T, mazimal (n,~)-separado para ¢. Como X"d(z) corta
pelo menos n secgoes tranversais T!s para todo x, temos que existe v > ~" > 0 tal

que E é um conjunto (ne,~')-separado para o fluro X*. Portanto, s(ne,~', (S, 7)) >
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s'(ne, v, X"). Portanto,

s(v, X" = limsups(u,~y, X"

U— 00

Vv

lim sup s(ne, v, X*)

n—o0

v

lim sup s'(ne, 7y, @)

n—o0

= (7, 9)

()

Portanto, h(X") = lim,_, s(vy, X*) > 0.

4.2 Entropia de fluxos CW-expansivos:

Vamos mostrar agora que fluxos C'W-expansivos definidos em espagos métricos
compactos com dimensdao topoldgica maior que 1 tem entropia maior que zero. An-
tes vamos precisar de alguns lemas, o primeiro lema € uma versao de expansividade

uniforme para fluros C'W-expansivos.

Lema 4.2. Seja X' um fluro CW-expansivo. Para todo ¢y € (0, 3], existe g > 0
tal que se A C Ule S; € um continuum com x € AN Ule T;, diam(A) < dy, e para

algum n > 0, vale que,
sup{diam ¢"(A, x);i = 1,...,n} € [eo, 2€0],
entao diam(¢™(A, x)) > do.

Demonstragao: Caso contrario, existiriam uma sequéncia {A;} de compactos
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k - k N
conexos em | J;_, Si, {x:} uma sequéncia de pontos em A;UlJ,_, S; e uma sequéncia

crescente {n;} de numeros naturais tais que:
1. diam A; < %, para todo niumero natural v,
2. sup{diam ¢'(A;, z;);i = 1,...,n(i)} € [eo, 2¢60];
3. diam(¢" (A4, ;) <

Por (2), para cada i podemos escolher 0 < m(i) < n(i) tais que diam(¢™? (A, x;)) €

[€0, 2€0]. Vamos provar que podemos tomar a sequéncia m(i) tal que
limm(i) = lim(n(z) — m(i)) = oc. (4.1)

Fize N > 0. Por continuidade do fluxo, existe 61 > 0 tal que se x € UleTi
ey € Ule S; satisfazem d(x,y) < 01, entdo d(¢"(x),yr) < €y para todo n €
{=N,...,—1,0,1,...,N}. Tome iy natural suficientemente grande para que % < 0.

Entdo para todo i > iy temos diam(4;) < §; e diam(¢™ D (A;, x;)) < 61, portanto,
diam (¢’ (A;, ;) < €0 e diam(¢" D7 (A, z;)) < €, Vj € {1,...,N}.

E dai, m(i) > N en(i) —m(i) > N, e como tomamos N arbitrdrio nds provamos
(4-1).

Podemos supor que lim ¢™ 9 (A;, 2;) — B e ¢"9(x;) — 2 € B. B tem didmetro
maior que €y, logo € nao-degenerado. Fixe um niumero inteiro n. Entao para
i suficientemente grande temos que m(i) +n € {0,...,n(i)}. Dai para i grande

temos, diam(¢™D*"(A;, 2;)) < 2¢0. E pelo lema 3.2

¢m(i)+n(Ai,iCi) — ¢"(B, x).
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Como tomamos n um inteiro arbitrdrio, temos que diam(¢™ (B, x)) < 2€y < n para

todo n € Z o que contradiz o fato de X' ser CW-expansivo. Il

O proximo lema embora técnico, € importante para a demonstracao do teorema
principal.  Ele nos permite consequir encontrar subconjuntos compactos conexos

com tamanho especifico.

Lema 4.3. Seja X' um fluro CW-expansivo e €y e &g como no lema anterior. Se
Ae Ule S; € um continuum com AﬂUle T; # () tal que diam A < ¢ e para algum

m inteiro e v € A vale diam ¢ (A) > €. Entao vale uma das sequintes conclusoes:

1. Se m > 0, entdo diam ¢"(A,x) > & para qualquer n > m. Mais precisa-

mente, existe um continuum B C A, com x € B tal que

sup{diam(¢/(B,z));j =1,...,n} < €

e diam(¢"(B)) = do;

2. Sem < 0, entao diam ¢~ " (A, x) > dy para qualquer n > —m. Mais precisa-

mente, existe um continuum B C A, com x € B tal que
sup{diam ¢/ (B,x);j =1,....,n} < €
e diam ¢~ (B) = .

Demonstracao: Vamos fazer o caso em que m > 0, o outro caso é similar.
Por [N], eziste um caminho c : [0,1] — C(UL, S%) de {x} até A tal que se r < s

entdo c(r) C c(s). Seja n > m. Defina um mapa F : [0,1] — [0, 00] por

F(r) = sup{diam ¢’ (c(r),x); 5 = 0,1,...,n}.
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Tome 1o € [0,1] tal que ro € F~(ey). Pelo lema anterior temos que
diam ¢" (A, x) > diam ¢"(¢(rg)) > do.

Defina, D : C(c(ro)) — [0,00] por D(C) = diam ¢™(C). Como C(r(ag)) € co-
nexo, D1(dy) € ndo wvazio, e portanto, todo elemento de B € D™ 1(8y) satisfaz

diam ¢™(B,x) = dg e

sup{diam ¢/(B,z);j = 1,....n} < €.

Corolario 4.2. Seja Xt um fluzo CW-expansivo, &y e €g como no lema 4.2. Para
cada vy > 0 existe N > 0 tal que se A C Ule S; € um continuum com AHU?:I T, #0
e diam A > v, entao para todo x € AN Ule T; # 0 temos diam ¢™ (A, x) > 0y para

todon > N ou diam ¢~ "(A, x) > &y para todo n > N.

Agora o lema que permite encontrar compactos conexos nao-triviais dentro do
conjunto estavel ou no conjunto instavel do fluxo, quando temos dimensao to-

pologica maior que 1.

Lema 4.4. Seja X' um fluzo CW-expansivo e (S, T) um par d-adequado de familias
de secgoes transversais. Se existe uma se¢ao transvesal T; com dimensdo topoldgica

maior que zero, entdo existe um continuum A C S; nao degenerado tal que A € W*

ou A e Wu.

Demonstracao: Seja C C T;, um continuum nao-degenerado, com diam C' <

do. Suponha que qualquer C' C C' continuum em C ndo pertence a W2. Escolha
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uma sequéncia de compactos conexos
cicCyc..cC,C..,

e uma sequéncia de numeros naturais n(1) < n(2) < ..., tais que diam C;0, C; — x,

x € C; para todo 1,
sup{diam ¢/ (C;); 7 = 0,1, ....,n(i)} < &

e diam ¢"D(C;) > &y para todo i. Tomando uma subsequéncia, se mecessdrio,
podemos supor que ¢"(x) — x9 € Tj, e ¢"V(C;) — A € S}, para algum
Jo € {1,....,k}. Entdo diam A > §y (e dai A € ndo-degenerado). Fizando n € N
podemos usar o lema 3.2 para mostrar que ¢"D"(C;, x) — ¢~"(Ay,10), € como
diam ¢")"(C;, x) < € para todo i temos diam ¢ (A, 1) < eo. Como n é um

natural qualquer, temos que A € W,

Observe que se M tem dimensao topoldgica maior que 1, entdo como

k k
M = UX[OM(Ti) — UX[_O[7O](E)7
i=1 i=1

temos que existe T; tal que dimT; > 0.

Finalmente, vamos mostrar o teorema principal.

Teorema 4.2. Se X' é um fluzo CW-expansivo em um espago métrico compacto

M com dimensado topoldgica maior que 1, entdo h(X*') > 0.

Demonstragao: Considere trés pares 6-adequados de familias de secgcoes trans-

VErsais:

AT ASIH. (T ASTH, (171 A{S)
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como no lema 3.1, tais que para todo i € {0,...,k} temos T} = T?, T? = S?,
St = 83, ou seja, temos apenas trés familias de sec¢oes transversais se combinando
de todas as formas possiveis para formarem pares como do lema 3.1 (note que
T'cS?cS}).

5=

Para z € Ule S? defina p(xr) = X'(x) onde t > 0 é o menor nimero real
positivo tal que X'(x) € X, T}'. Observe que t € [fs,€] (onde 05 € a constante 6
relativa ao terceiro par de sec¢oes transversais). Seja 6 o menor tempo positivo t
tal que para qualquer ponto de a € \JI_, S? tenhamos X9 (a)NUE_, T} # 0. Como
[£] € 0 mimero mdzimo de vezes que um pedago de orbita X*%I(z) corta secgoes
transversais T}, temos que (x) = ¢{(x) para algum i € {1,....[§]} (onde ¢y € o
mapa ¢ relativo ao primeiro par de secgoes transversais). Seja € € (0,¢€q) tal que
sex,y € S} ed(z,y) < e et éum nimero real com |t| < [5] e X'(x) € T} entao
X'(y) € D). Sex €T} ey € S; com d(x,y) < e defina um conjunto de pontos
Weor - ¥pnt C X%(y) com Yoo =Y €Ygy = Pé(Xt(yf,J_l)), onde t > 0 € o menor
tempo tal que p'(z) = X'(p'"(x)), el é tal que ¢/ (x) € T;. Podemos continuar esta
construgdo sempre que d(p?(z),y;) < €1. E de forma andloga podemos fazer esta

construgdo para j < 0. Tome & € (0,00) tal que se x € \Jr_, T? ey € U, SPentdo
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d(o4(x), yF) < e para todo i € {1, ..., [5]}.
Pelo lema anterior podemos supor que existe um compacto conexo nao-degenerado
A e Wy em alguma segao transversal T!, e pelo lema 4.3 podemos considerar que

diam A = %. Utilizando o coroldrio 4.2 tome um numero natural N tal que se

D e U, S} é um compacto conexo com DN, T} # 0, e diam D > % entdo

para todo © € D temos max{diam ¢} (D, z);|j| < N} > 5. Portanto, pelo lema

4.3 € definigao de p, se D € Wi e diam D = %1, entao para todo x € D temos

diam (D, z) > 6;. Fize um nimero natural m e x € A.

|
|
N,
\ ',
A, -
A
/ - ’ \\ . A N
/ \ | \
\ ?‘ | ‘ o' -
\\ // \ | A
“ “\ 1,0
\\ ’q / \
\ i
A 1 | “
‘ A2V
|

Utilizando o lema 4.3 podemos encontrar dois compactos conexos Ay e Ay conti-
dos em o™ (A, z) tais que d(Ay, Ag) > %1, e diam(4;,) = %1, para iy = 0,1 (observe
que pode ocorrer de um destes conjuntos nao ter intersec¢ao com nenhum le) Es-
colhendo a;, € A;, temos que diam ™ (A;,,a;,) > 61. Tome entio conjuntos A;, o
e Aj 1 tais que diam(A;, ;,) = % e d(Ai 0, Ai2) > %1, com iy,i9 € {0,1}. Conti-

nuando assim, encontramos uma cole¢do finita {(Ai, 4,...i;» Qiy g,..i;)} com iy = 0

oul, ej <m, tais que:

o A i, sdo compactos conexos contidos em N (A; i 1y @iy i) comdiam(A;, ;) =
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31 ) ) o1 .
3 € d(Aila---vik—la()’ A217---7lk—171) > 3

L] Ah,...,ij < W#

Para cada A;, .. 4, escolha um ponto b(iy, ...,0,) € A;, tal que

m

.
-

s

Afirmamos que o conjunto E formado pelos pontos b, ., € (m[g]|N, %)—sepamdo
para o par de secgoes transversais ({T2}, {S3}).

Sejam b;, . i, 7 biy..1,.- Considere k o menor natural tal que i # l,. Entao

alk—=1)e€e Ay i neci(k—1)€ Ay i .. Portanto,

d(ci(k—1),¢(k—1)) >

0
E como ¢(k —1) = &2 (by,..0,,) e ci(k —1) = &3 (bi,.. i), para algum M €

{1, [7INE} € {1,....[5]Nm}, e tomamos estes dois pontos arbitrdrios em E,

temos a afirmagao provada.



Pela afirmagao temos que s'(mN ) > 2™, portanto,

, ) . 1 A
sS'({Ts,Ss}, 51) = llrrisup ﬁlog(s (n, 51))
> limsu ! lo (s’(mN[E] +1 é))
m 1
> lim sup - 9(2) = ——=log(2) > 0

Dai, H'({T3,83}) = §'({T3,S3}) > 0 e entao, h(X") > 0 pela proposicdao 4.1.



Capitulo 5

Expansividade fraca para fluxos e

problemas em aberto

Neste capitulo, vamos utilizar a notacao utilizada para definir CW-expansividade

para fluzos, para introduzir outras defini¢oes de expansividade fraca para fluxos.

5.1 n-expansividade para fluxos

Em [Mo] Morales define a no¢ao de n-expansividade para homeomorfismos (n €
um numero natural positivo): Um homeomorfismo f : M — M é n-expansivo se

existe 6 > 0 tal que

Ds(x, f) = {y € M;d(f'(z), ['(y) <6, Vi€ (Z)}

tem no mdzximo n elementos para todo x € M.
Um homeomorfismo n-expansivo, sempre € n + l-expansivo, e se um homeo-

morfismo é n-expansivo para algum n entao este homeomorfismo é CW-expansivo.

44
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Exemplo: Vamos construir por indugao um homeomorfismo que é CW-expansivo
mas nao € n-expansivo para nenhum n.

Considere A : T? — T? o Anosov linear do toro.

Passo 1:Seja p € T? um ponto fizo de A. Vamos adicionar um ponto q em T?
tal que d(z,q) = d(x,p) + 1, se x € T?. Defina Alq) = q.

Passo (n+ 1): Considere uma drbita de periodo n + 1 para A {p1,...,pn+1}
tal que A(p;) = piy1, © € {1,...,n} e A(ppy1) = p1. Adicione pontos {qu;}, i,j €

{1,...,n+ 1}, tais que

o d(qji, qii) = 57, 4,5,k € {1,...,n+1};

d(%]a QZk) = d(%]a QZk) + d(qzka QZk) iaja kal € {17 w1 + 1}7

o d(z,q) =d(g,z) =d(z,pi)+ 5, i € {1,...,n+1}, sex estd em T? ou jd estd
definido por hipdtese de inducao. E defina A(qij) = qii+1), © € {1,...,n}, e
A(Gitnt1)) = @i~ Isto define um homeomorfismo A que nao é n-expansivo para

nenhum n € N. Caso existisse ng tal que A € ng-expansivo com constante de

L

expansividade 0, considere n > ng tal que § > 5.

Entao se q;; sao os pontos

de periodo n de nossa construcao de A teriamos:

d(A*(qu1), A¥(gin)) = d(qu), qu)) = 2% <6

para todo k. Teriamos entao que I's(q11) = n > ng.

Mas, A ¢ CW-expansivo pois nao adicionamos nenhum novo continuum em

nossa extensao.
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Vamos definir n-expansividade para fluzos, utilizando nosssa notagao:

Definicao: Fize n € N. Um fluro X' € n-expansivo se para todo ¢ >
0 eziste 6 > 0 tal que se A C M é compacto e o« € H(A) sao tais que
diam((X)!,(A)) < 9 para todo t € R entao existe um conjunto ' C A com no
mdzimo n elementos tal que A C X=)(T).

Pela defini¢ao temos que 1-expansividade € o mesmo que expansividade. Para
todo n > 1, todo fluzo n-expansivo € (n + 1)-expansivo, e que todo fluxo n-

expansivo € CW-expansivo. Portanto, a entropia de todo fluro n-expansivo é

positiva.

Lema 5.1. Um ponto fizo de um fluxo n-expansivo nao pode ser acumulado

por outros pontos fixos do fluxo.

Demonstracdao: Seja p um ponto fizro do fluro X' n-expansivo acumulado
por pontos fixos. Seja & > 0 da definicao de n-expansividade para € = 1.
Como p € acumulado por pontos fixos, na bola de raio g e centro p temos
infinitos pontos fizos. Considere A um conjunto com n + 1 desses pontos

fixos contendo p. Defina o(x) como a identidade de R para todo z € A.

Entao a € H(A) e para todo t € R temos
diam(X!(A)) = diam(X*(A4)) = diam(A) < 6.
Contradicao com a escolha de §.

g

Teorema 5.1. Todo ponto fizo de um fluzo n-expansivo definido em M € um

ponto isolado de M.
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Demonstracao: Seque diretamente do lema anterior em conjunto com o

lema 2.1.

5.1.1 Invariancia por equivaléncia de um fluxo n-expansivo

Aqui vamos mostrar que fluxos n-expansivos sao invariantes por equivaléncia.
O proximo resultado tem demonstracao similar ao teorema 2.4, com algumas

modificacoes. Vamos fazer a demonstagao aqui por completude.

Teorema 5.2. Seja X' um fluro sem singularidades e five um nimero natural

n. Sao equivalentes:

1. Xt € n-expansivo;

2. Para todo n > 0 eziste § > 0 tal que se A C M e existe « € H(A)
com diam(X!(A)) < d para todo t € R entao existe um conjunto T' C A
com no mdximo n elementos tal que A € composto por no mdrimo n
segmentos de orbita contidos em B, (T').

3. Para todo € > 0 existe § > 0 tal que se A C M e existe B € SQ*(A), com
B(xg)iv1 — B(xs)i < n e supgeq |B(a)ivr — Bla)i| < 0 para todo i € Z, tal
que diam(X5(A)) < 0 para todo i € Z entio existe um conjunto I' C A

com no mdrimo n elementos tal que A C X=9(T).

Demonstragao: (1) = (3) : Seja € > 0 dado e 6 > 0 referente a defini¢do

de n-expansividade. Tome n > 0 tal que

n+(2 sup d(z,X"(2))) <

2€M,|ul<n

N
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Suponha que A C M e existe B € SQ*(A), com [(x)ir1 — B(zg): < n e
SUP,c4 |6(a)ip1 — Bla)i] < 0 para todo i € Z, tal que diam(X5(A)) < n, para
todo i € Z. Para cada a € A vamos definir um homeomorfismo a(a) por
a(a)(B(xp)i) = B(a);, e para todo i € (Z) e extenda linearmente para todo

intervalo (5(xs):, B(xp)it1). Entao o € H(A) (note que a(xp) = Idg).

Portanto, usando a notagdo t; = f(x); para cada i € Z, se t € [ti, ti1),

diam(X}(A)) = sup d(XP@O(a), XPOO(p))
a,be A

IN

sup (d(X7@0(a), X' (25)) + d(X"(25), X"V (1))
a,beA

sup (X0 (a), X*(25)) + sup d(X"(5), X" OV (b))
a€A beA

IN

= 2supd(X*(xp), XP@® (a))

a€A

Mas para cada a € A temos:

d(X (25), X" (a)) < d(X'(wp), X" (25)) + d(X"(25), X “i(a))
+ d(XB(a)i(a),X'B(a)(t)(a))

< swp d=XU2) b+ swp (5X"(2)
z2€M,|ul<n 2€M,[ul<n

20
2

Portanto,
. . )
diam(AX5(A4)) < 25 =4,

para todo t € R, e pela definicao de n-expansividade, existe ' C A com no

mdzimo n elementos tal que A C X(=¢9(T).
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(3) = (1): Seja € > 0 dado e considere 6 > 0 correspondente a condi¢do
do item (3). Suponha que existe A C M compacto e o € H(A) tal que
diam(XL(A)) < & para todo t € R. Vamos definir f € SQ*(A) por indugdo.
Defina B(x)o = 0 para todo x € A. Como A C M ¢é compacto existe t; > 0 tal
que o) (t1) < & para todo x € A. Defina entao (), = a(x)(t1). Supondo
que para i € N temos t; e f(x); definidos. Usando novamente a compacidade
de A existe tiy > t; tal que |a(x)(tip1) —a(x)(t;)| < 0 para todo x € A, defina
entio f(x)iv1 = a(z)(tiy1. De maneira andloga podemos definir para [(z);
para i € Z negativos. Como o € H(A) temos que f € H(A), com x5 = x,.
Pela condigao (3) temos que existe I' C A com no mdximo n elementos tal

que A C X=9(T).

(1) = (2): Como M é compacto, para todo n > 0 eziste € > 0 tal que

X9 (z) C B,(x) para todo x € M.

(2) = (1): Como o fluzo € livre de singularidades, usando o lema temos que,

para todo € > 0 existe n > 0 tal que diam(X (=49 (x)) > n para todo v € M.
U

Dois fluzos, Xt definido em M e Y definido em N, sao conjugados se ewiste
um homeomorfismo entre M e N que leva drbitas de Xt em drbitas em Y

preservando orientacdo das mesmas.

Teorema 5.3. n-expansividade é invariante por conjuga¢ao, ou seja, se um
fluzo Xt é conjugado a um fluro que € n-expansivo entio X' também é n-

expansivo.
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Demonstracao: Suponha que X é conjugado a Y que € n-expansivo. Seja
h : M — N um homeomorfismo como na definicio de fluxos conjugados.
Seja epr > 0 dado e considere ey > 0 tal que se x,y € N satisfazem d(x,y) <
en entio d(h™'(x),h " (y)) < err. Seja dy > 0 dado pela defini¢io de n-
expansividade de Y para en e tome dpr > 0 tal que se x,y € M com d(x,y) <
o entdo d(h(x),h(y)) < dn. Entdo, se Ayy C M e apy € H(Ay) € tal que
diam(X (Aa)) < 0u para todo t € R, temos que se Ay = h(Ay) C N e

definindo an(h(x))(t) como o nimero real tal que
h(XaM(a:)(t) (z)) = Yorr@)® (b (z))

para todo x € Ay e para todo t € R, temos que an € uma funcdo continua

de Ay em Hom(R,0). Além disso, firando t € R temos:

diam (Y, (Ay)) = max d(Y¥@O(z), yor@O(y))

z,yeEAN

— max d<h<XaM(a:)(t))(x))’h(XCMM(y)(t))(y)))

xvyeAM

= diam(h(X! (An))) < On,

ap

pois, diam (X! (Anr)) < 0y Portanto, pela n-expansividade existe um con-
gunto I'y € Ay com mno mdzrimo n elementos tal que Ay estd contido em
By (Tn). E como Ay = h ' (Ay), Ty = h(24,,) € pela escolha de ey temos

que Apy estd contido em Be,,(I'y).
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5.1.2 Suspensao de fluxos n-expansivos

O proximo teorema nos dda uma razao para considerarmos nossa definicao de

fluxo n-expansivo ser adequada.

Teorema 5.4. A suspensao de um homeomorfismo ¢ : M — M é n-expansivo

se, e somente se, o homeomorfismo ¢ € n-expansivo.

Demonstracao: Basta mostrar para suspensoes por f = 1, pois todas as

suspensoes de um mesmo homemorfismo sao conjugadas.

Suponha que a suspensio X' € n-expansiva. Seja % > € >0 dado ed > 0 dado
pela n-expansividade do fluxo. Fize z € M e considere I's(z). Denotando por

A =T5(z) x {0}, e xy para (z,0), entdo para todo t € R temos:

diam(X*(A4)) = max d(X"(x1), X' (y1))

z1,y1€A

< L max d(X"(z1), X*(21))

r1€EA

< L max pg((@(2). ¢ — 1)), (%), ¢ - 1))

2 zels(2)

= max ((1—t+[t)p(¢"(2), o (2)) + (¢ = [t])p(&!"*!(2), 6T (2))),

z€ls(2)

mas como para todo x € T's(2)
ol(w) € p'(Ts(2)) e ¢! (2) € 11 (T5(2))
temos que:
diam(X*(A)) < (I—t+[t])d+ (t—[t])d = 4.

Pela n-expansividade da suspensio X' existe um conjunto I' C A com no

mdzimo n elementos tal que A C X=4)(T'), e como 0 < e < 1 eAC Mx{0}
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temos que A =T e portanto, I's(z) tem no mdximo n elementos. Portanto,

¢ € n-expansivo.

Suponha agora que o homeomorfismo ¢ é n-expansivo. Considere em M a

métrica dada por:

p'(x,y) = min{p(x,y), p(é(x), d(y))}

e 0 > 0 a sua constante de n-expansividade para p'. Seja e > 0 e § =
min{&,e,i}. Suponha que A C My é um compacto e o € H(A) € tal que
diam X! (A) < ¢ para todo nimero real t. Vamos dividir a demonstagao em
dois casos: Quando x, pode ser representado como (y1, %) e caso isto nao

ocorra.
No primeiro caso, defina Ay = {a € M;(a,s) € A com s € (0,1)}. Entao

diam(Ay) = max p'(y,2)

< max d((y,s),(z,r
pomax ((y,s), (2,7))

= diam(A) < § <.
Pela defini¢ao da suspensdo temos que X* (o) tem representagdo (¢(y1),3), €
como diam X} (A) < 0 < 1 temos que X®W W (y) tem representacio (¢(y), s)

com s € (0,1) para todo y € A. Logo,

diam(¢(Ay)) = max p'(d(y), ¢(2))

Y,2€AM

< max d((6(y), 5), (¢(2),7))

(¢(v),9),(8(2),r) X4 (A)

= diam(X!(A)) <& < 6.

(A desigualdade é vdlida pois para todo y € Ay existe um ponto (¢(y),s) em

X!(A)). Segquindo de forma andloga encontramos que diam(¢*(Ayr)) < & para
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todo i € Z. Portanto, Ay C Is(z,) € pela n-expansividade de ¢ temos que
Ay tem no mdzimo n elementos. Para cada x € Ay escolha um unico ponto
(x,t;) € A comt, € (0,1) e defina I' como o conjunto desses pontos. Entao
[’ tem no mdzimo n elementos. Como diam(A) < &' < € temos que todo
elemento de A tem de ser da forma (z,t, +1t), com |t — 3| < e e (z,t,) €T.

Ou seja, A C X=¢(T).

No caso de x, nao tem uma representagcdo como (y, %) entdao existe X" (x,)
com representagio como (y1,3) para algum |r| < 1. Definindo A" = XZ(A) e

para cada x € A et € R
o/ (X7(2))(t) = @) (t + 1) — a()(r),
temos que A" é um compacto, o/ € H(A') e para todo t € R,

diam (X% (A) = max d(X¥@O(z), X¥OO(y))

z,yc A’

= max d(Xa(af)(t—l—r)—a(a:)(r) (Xa(x)(r) (z)), x W) (tr)—ay)(r) (Xa(y)(r) (y))

z,yeA

_ 2 Xe@ ) () xew) ()
gg( (z), ()

= diam(X " (A)) < 6.
Pelo primeiro caso, temos que existe I' C A" com no mdzimo n elementos
tal que
A C XCoND) = X (XT(I)),
e portanto, definindo T' = X" (") temos que T' tem a mesma quantidade de

elementos de I e

A=X"T"(A)c XN,
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5.1.3 Fluxos n-expansivos e seccoes transversais

Vamos agora mostrar um teorema do mesmo tipo que 3.2

Teorema 5.5. [KS] Um fluzo X" € n-expansivo se, e somente se, dado um
par (T,S) 0-adequado, existe n > 0 tal que para todo x € Ule T; temos que

o nimero de elementos de W (x) N Wi (z) € no mdzrimo n.

Demonstracgao: Suponha que X' € n-expansivo. Seja a € (0,¢) e ay > 0 da
definicao de n-expansividade relativo a a. Sejan € (0, €) tal que sep € T; e
q €S, comie{l,.. k}, tem d(p,q) <mn, entao d(X*'(p), X*(q)) < G onde,
se X"(p) = ¢(p) e X' (q) = qu, entdot € [0,t1] es € [0,s1] e |s—t| < [s1—t1].
Suponha que A C Wi (x) N Wi (x). Defina {t,}nez a bisequéncia crescente
tal que X' (x) = ¢"(x), e para cada y € A defina a bisequéncia crescente
{5} nez tal que X" (y) = y*. E, para cada y € A defina uma funcdo linear

por partes tal que a(y)(t,) = sp. Entio a € H(A), v = z, e para t € R,

temost =t,+0 ea(y)(t) = s,+0', onde o € [0,t,11—1t,], 0’ € [0, Spy1—Sn),

|U - J,| < |<tn+1 —tn) = (Snt1 — Sn)|

para algum n. Dafd,

diam(XL(A)) = sup d(XD(a), X0 (b))

a,beA
< supd(X'(z), X*@DO(a))) < ay
acA
pela escolha de n. Portanto, existe I' C A com no mdzximo n elementos tal

que A C X"4(T). Como A estd em uma seccio transversal, temos que A

tem no mdximo n elementos.
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Agora vamos supor que dadas familias de seccoes transversais T €S, e p > 0,

existe n > 0 tal que Wy (x) N W' (x) tem no mdzimo n elementos para todo

re T

Seja 0 < ay < 7 e considere um conjunto A C M com n + 1 elementos tal
que para todo par x # y € A nds temos que v ¢ X" (y). Considere

a € H(A).
Caso 1: Se ACSeS, comx, € TNA.

Considere os tempos t; e s!, como na construcao utilizada na defini¢ao de
conjuntos estaveis e instdaveis de um ponto, relativos a xog e para os pontos

y € A em que sejam possiveis definir estes tempos.
FEscolha §y € (0,6 —§ — p) e niumeros positivos, as < ay e as,aq > 0 tais que,
seu €T; ev € S;, entao:

1. d(u,v) < ay implica que d(u, X*(v)) > ay para todo |t| € [y, €];

2. d(u,v) < ag implica que d(p(u),vy) < ay;

3. d(u,v) > ay implica que d(u, X*(v)) > a3 para todo |t| < ;

4. Sex,y e M ed(x,y) < ay entao d(X*(z), X' (y)) < a1 para |t| < 0.
Seja o' = min{ag, as, as}.

(a) Suponha que para todo i € Z temos

sup |a(y)(t;) — si| < 9.
yeA

Pela hipotese, temos que ezisten € Z ey € A tal que d(¢™(x4),yr) > 1.
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Portanto,

d( X" (24), X" (y)) > n > a; > as

e por (3) temos:
diam X" (A) > d(X' (z4), X°W ) (y) > a3 > d;

(b) Suponha que j € Z € o inteiro mais prozimo de 0 (digamos positivo) tal
que

sup |a(y)(t;) — 551 = 0.
yeA

Seja y € A tal que |a(y)(t;) — s;| > 9.

(b.1) Suponha que existe i € [0, ) tal que
d(¢'(x),y:) < az.
Argumentando como na primeira parte temos,
diam X' (A) > d(X' (z,), X°WE) (1) > a3 > d;
(b.2) Suponha que t = s§ — a(y)(t;) > 6. Se aft;) > sj—1 — do, entdo
do<t<s;—sj1+d0<d+p+d<e
e por (1),

diam X% (A) > d(XY (x4), X®@E)(y))

= d(XY(2a), XU (y)) > ar.

Mas se a(t;) < si_,—0 podemos encontart’ € (t;_1,t;) tal que a(y)(t') =

s;_1—00. Se ¢ =t'—t;_y, como pelo item anterior temos d(X'1(x4), X51-1(y)) <
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as < ay entdo, utilizando (i) temos,

A(X 41 (24), X177 (y) > ay.
Portanto, por (iv) temos

diam(X"(4) > d(X"(z,), X*@)(y))
= d(XDH(2,), X7 (y))) > ag.
(b.3) Suponha t = a(y)(t;) — sj > dp. Como
s 1+ 0 € [a(y)(tj-1),s] + o),

eviste t' € (tj1,t;] com a(y)(t') = s§+do. Defina ¢ =t;—t'. Aplicando

(i) em d(X' (z4), X% (y)) < a1 temos,
d(X" (a), XH(X¥ (1)) > ar.
Portanto,

diaom X! (A) > d(X" (), X0 ()

d(th“(a:a), X#itoo (y)) > ay.

Caso 2: Agora suponha que A ndo necessariamente estd contido em uma

sec¢ao transversal. Tome 61 > 0 e a5 > 0 tais que se d(x,y) < as entdo:

1. d(X'(z),X3(y)) < %, onde t > 0 é o menor inteiro positivo tal que

X'(z) € Ui, Tis X*(y) = D(X'(y) e |t — s < {5

2. d(X¥(z), X (y)) < %/, para todo |wl, |v| < d + 4§ e |lv—w| < 0.
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E seja ag > 0 tal que se d(z,y) < ag entio d(X'(z), X"+ (y) > ag para
t] € (%,€) e || < 0. Tome também 0 < ay < as tal que o conjunto

dos pontos da bola Bg.(x) que se projetam sobre X'(x) esteja contido em

X (=as:95) (7).

Agora suponha que t é o menor tempo positivo tal que X'(x,) € Ule T;.

(a) Suponha que para todo y € A nds temos |a(y)(t) — s| < 2. Como A é

compacto existe ' € %1 tal que

)
sup la(y)(t + ') — 5| <
yeA 4

para todo |t'| < §'. Defina entiao para cada y € A wm homeomorfismo
By)(t) = a(y)(t' +t) — s para |t'] > ', B(y)(0) = 0 e linearmente em

t € (0,d"). Portanto, para todo y € A temos,

/ / 51 / 51
— < —= —.
B)() — ] < 48 < 2

para todo [t'| < ¢'. Por (1) e (2) temos, para todo y € A, que

!
d( Xt N XsHAWE)y @

para |t'| < &', Pelo primeiro caso da prova, podemos encontrary € A e

to € R tal que
d(X"(X"(24)), XPW(X3(y))) > o'
Pela nossa construgao, |ty| deve ser maior que &', ou seja,

d(Xt+to (:Ea),Xo‘(y)(tHO)(y)) > d.
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(b) Suponha que ezista yo € A tal que |a(yo)(t) — s| > %. Entao |a(yo)(t) —

t| > % e portanto, existe t' <t tal que |a(yo)(t') —t'| = 9. Entdo,

diam(X (A)) < d(X" (2q), X)) (y0))

S1

= d(Xt/(xa)aXt/iw (o)) > ag,

a menos que d(Tq,Yo) > ag. ou seja, teriamos diam(A) > ag.

Portanto, temos que min(d’, ag,a7) € uma constante de exrpansividade

correspondente a as.

Questao 1: A entropia de um fluro n-expansivo € finita?

Em [K1] Kato exibe um exemplo de homeomorfismo CW-expansivo com en-
tropia infinita. Portanto, a suspensdo deste homeomorfismo tem entropia
mfinita, o que mostra que esta questao tem resposta megativa para fluzos

C'W-expansivos em geral.

5.2 Komuro CW-expansividade

Em [Ko] Komuro introduziu uma nova no¢ao de expansividade para fluzos,
aqui chamada de Komuro expansividade: Um fluro X' é Komuro expansivo
se para todo € > 0 existe § > 0 tal que se A C M € compacto e « € H(A)
¢ tal que diam(X!(A)) < d para todo t € R entio existe ty € R tal que

Xt(A) c Xto—etota (g ).
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Esta defini¢ao é equivalente a defini¢ao de expansividade de Bowen e Walters
quando o fluro nao tem singularidades. Porém, esta defini¢ao admite fluzos
com singularidades, como por exemplo o atrator geométrico de Lorenz. Vamos

adaptar esta definicdo para ficar mais proxima da CW-expansividade.

Definicao: Um fluzo X' é Komuro CW-Expansivo se para todo ¢ > 0
existe 6 > 0 tal que se A C M € um continuum e o € H(A) sdo tais que
diam(XL(A)) <  para todo t € R entio existe ty € R tal que X'(A) C

X(t0—67t0+€) (xa) )

O teorema 3.2 se aplica a fluros Komuro CW-expansivos, pois a suspensao

de homeomorfismos nao tem singularidades.

Questao 2: Existe um fluro Komuro CW-expansivo Xt com singularidades

definido em um continuum que nao € Komuro expansivo?
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