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Ao Professor e Amigo Heudson Mirandola, por não ter desistido de me incentivar.

Ao CNPq, pelo apoio financeiro.

Aos amigos do grupo de estudos de equações dispersivas Adán, Didier, Gastão,
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RESUMO

O PROBLEMA DE CAUCHY PARA UM SISTEMA
SCHRÖDINGER-BENJAMIN-ONO

Leandro Domingues

Orientador: Didier Jacques François Pilod

A proposta deste trabalho é o estudo do problema de Cauchy para um sistema aco-

plado Schrödinger-Benjamin-Ono


i∂tu+ ∂2

xu = αuv, t∈ [−T, T ], x∈R,
∂tv + νH∂2

xv = β∂x(|u|2),
u(0, x) = φ, v(0, x) = ψ, (φ, ψ)∈Hs(R)×Hs′(R).

Na ausência de ressonância para o sistema (|ν| 6= 1), obtivemos resultado de boa co-

locação local para uma ampla classe de dados iniciais, melhorando os resultados obtidos

por Bekiranov, Ogawa e Ponce (1998). Além disso, provamos C2-má colocação para

todo dado inicial com baixa regularidade e também para todo dado inicial cuja dife-

rença entre suas regularidades é suficientemente grande (i.e. |s − s′| > c). Até onde

sabemos, este último resultado de má colocação é o primeiro deste tipo a ser obtido

para um sistema não linear dispersivo. Por fim, na presença de ressonância para o

sistema (|ν| = 1), provamos que o resultado de boa colocação local obtido por Pecher

(2006) é o melhor posśıvel, exceto pelo ponto final de regularidade.

Palavras-chave: Sistema Schrödinger-Benjamin-Ono, Problema de Cauchy, Boa Co-

locação Local, Má Colocação, Estimativas Bilineares.

Rio de Janeiro

Fevereiro de 2015
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ABSTRACT

THE CAUCHY PROBLEM FOR A
SCHRÖDINGER-BENJAMIN-ONO SYSTEM

Leandro Domingues

Advisor: Didier Jacques François Pilod

This work is concerned with the Cauchy problem for a coupled Schrödinger-Benjamin-

Ono system 
i∂tu+ ∂2

xu = αuv, t∈ [−T, T ], x∈R,
∂tv + νH∂2

xv = β∂x(|u|2),
u(0, x) = φ, v(0, x) = ψ, (φ, ψ)∈Hs(R)×Hs′(R).

In the non-resonant case (|ν| 6= 1), we prove local well-posedness for a large class of

initial data. This improves the results obtained by Bekiranov, Ogawa and Ponce (1998).

Moreover, we prove C2-ill-posedness at low-regularity, and also when the difference of

regularity between the initial data is large enough (i.e. |s−s′| > c). As far as we know,

this last ill-posedness result is the first of this kind for a nonlinear dispersive system.

Finally, we also prove that the local well-posedness result obtained by Pecher (2006) in

the resonant case (|ν| = 1) is sharp except for the end-point.

Key-words: Schrödinger-Benjamin-Ono System, Cauchy Problem, Local Well-Posedness,

Ill-Posedness, Bilinear Estimates.

Rio de Janeiro

February 2015
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Introdução

Este trabalho é dedicado ao estudo do Problema de Cauchy para o sistema dispersivo,

modelado pelo acoplamento não linear das equações de Schrödinger e de Benjamin-Ono,
i∂tu+ ∂2

xu = αuv, t∈ [−T, T ], x∈R,

∂tv + νH∂2
xv = β∂x(|u|2),

u(0, x) = φ, v(0, x) = ψ, (φ, ψ)∈Hs(R)×Hs′(R),

(S B-O)

ondeH denota a transformada de Hilbert, u = u(t, x) é uma função a valores complexos,

v = v(t, x) é uma função a valores reais e α, β, ν são constantes reais com αβ 6= 0.

O sistema (S B-O) foi deduzido por Funakoshi e Oikawa em [12]. Ele descreve o

movimento de dois fluidos com diferentes densidades sob ondas gravidade-capilares em

um fluxo de águas profundas. A onda curta de superf́ıcie é geralmente descrita por

uma equação do tipo Schrödinger e a onda longa interna é descrita por algum tipo de

equação da onda acompanhada por um termo dispersivo (que neste caso é uma equação

do tipo Benjamin-Ono).

Por Boa Colocação Local em um espaço X do Problema de Cauchy para (S B-O)

entende-se que, para todo dado inicial (φ, ψ)∈X, existe um intervalo de tempo [−T, T ],

para o qual existe uma solução para as equações integrais associadas ao sistema, que é

única em algum espaço de funções (Existência e Unicidade). Além disso, tal solução

deve descrever uma curva cont́ınua de [−T, T ] em X (Persistência) e a aplicação dado-

solução deve ser, pelo menos, cont́ınua (Dependência Cont́ınua nos Dados Iniciais).

Os espaços naturais para o estudo da Boa Colocação Local de (S B-O) são os espaços

de Sobolev do tipo Hs(R)×Hs′(R) pois, para uma solução suave (u, v) de (S B-O), as



2

seguintes quantidades estão conservadas para todo t ∈ [−T, T ]
H[u(t), v(t)] ≡ ‖u(t)‖2

2,

M [u(t), v(t)] ≡ Im
∫
u(t, x)∂xu(t, x)dx+ α

2β
‖v(t)‖2

2,

E[u(t), v(t)] ≡ ‖∂xu(t)‖2
2 + α

∫
v(t, x)|u(t, x)|2dx− αν

2β
‖D1/2

x v(t)‖2
2,

onde Dx = H∂x.

No caso não ressonante (|ν| 6= 1), Bekiranov, Ogawa e Ponce provaram em [5] a Boa

Colocação Local de (S B-O) para (s, s′) na semirreta

` :=
{

(s, s′) ∈ R2 : s′ = s− 1/2, s ≥ 0
}
.

Em [1], Angulo, Matheus e Pilod provaram a Boa Colocação Global de (S B-O) no caso

não ressonante, também para (s, s′) ∈ `, usando uma ideia de Colliander, Holmer e

Tzirakis empregada em [8].

No Teorema 2.1 deste trabalho, obtivemos a Boa Colocação Local de (S B-O), no

caso não ressonante, para (s, s′) na região

W := {(s, s′) ∈ R2 : −1/2 < s′−(s−1/2) < 1, −1/2 ≤ s′ ≤ 2s−1/2},

melhorando o resultado de Bekiranov, Ogawa e Ponce.

No Teorema 3.2, obtivemos a C2-Má Colocação de (S B-O), no caso não ressonante,

para (s, s′) na região

R1 := {(s, s′) ∈ R2 : s′ < −1/2 ou 2s− 1/2 < s′},

no sentido de que a aplicação dado-solução (fluxo) St : (φ, ψ) 7→ (u(t), v(t)) não pode

ser de classe C2 em zero, para qualquer t 6= 0 no intervalo [−T, T ] para o qual se tenha

Boa Colocação Local.

No Teorema 3.3, obtivemos a C2-Má Colocação de (S B-O), no caso não ressonante,

para (s, s′) na região

R2 := {(s, s′) ∈ R2 : |s′ − (s− 1/2)| > 3/2},
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no sentido de que a aplicação dado-solução S : (φ, ψ) 7→ (u, v) não pode ser de classe

C2 em zero, qualquer que seja o intervalo [−T, T ] para o qual se tenha Boa Colocação.

Como se pode ver, a Má Colocação se dá em um sentido um pouco mais forte na região

R1 do que na região R2.

Observação 1. Até onde sabemos, o Teorema 3.3 é o primeiro resultado de C2-Má

Colocação a ser obtido para um sistema não linear dispersivo, no caso espećıfico em

que a diferença entre as regularidades do dado inicial é suficientemente grande (i.e.

|s− s′| > c). Isto é o que ocorre para todo dado inicial cuja regularidade (s, s′) está na

regiãoR2 (veja as Figuras I.1 e 3.2). Tal resultado parece natural devido ao acoplamento

do sistema pelos termos não lineares das equações e ao Prinćıpio de Duhamel.

No Teorema 3.5, mostramos que as estimativas bilineares utilizadas para a demons-

tração do Teorema 2.1 não valem em uma parte da região restante R2− (W∪R1∪R2),

e que não valem em toda a região restante quando ν = 0. Todos esses resultados sobre
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Figura I.1: (S B-O), |ν| 6= 1 e (φ, ψ)∈Hs×Hs′
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o sistema (S B-O), no caso não ressonante (|ν| 6= 1), estão resumidos na Figura I.1.

No caso ressonante (|ν| = 1), Pecher mostrou em [22] a Boa Colocação Local do

sistema (S B-O) para (s, s′) ∈ `, exceto pelo ponto (0,−1/2). No Teorema 3.4, obtive-

mos C2-Má Colocação de (S B-O) para (s, s′) /∈ `. E no Teorema 3.6, mostramos que a

estimativa bilinear, que é o ponto-chave da prova de Boa Colocação obtida por Pecher,

não vale no ponto (0,−1/2). A Figura I.2 resume os resultados para o sistema (S B-O)

1 2

1

2

0

− 1
2

Fluxo (3.28)

não é C2

s
′ =

s
−
1/
2,
s
>
0
(B
.C
.L
.
P
ec
he
r
[2
2]
)

(0,− 1
2
) estimativa (2.54) não vale

s

s′

s

s′

Figura I.2: (S B-O), |ν| = 1 e (φ, ψ)∈Hs×Hs′

no caso ressonante.

Para o caso periódico do sistema (S B-O), Angulo, Matheus e Pilod provaram em [1]

Boa Colocação Local, no caso não ressonante, para dados iniciais em Hs(T)×Hs−1/2(T),

para todo s ≥ 1/2. E Oh provou em [21] C2-Má Colocação para s < 1/2 no caso não

ressonante e para s ∈ R no caso ressonante.

Bekiranov, Ogawa e Ponce também obtiveram Boa Colocação Local para outros

sistemas dispersivos não lineares: o sistema Schrödinger-Korteweg-de Vries (em [4]);

e o sistema de Benney (em [5]). Em ambos, para dados iniciais em Hs(R)×Hs′(R)

com (s, s′) ∈ `. Para o último sistema, devido a propriedades da transformação por

escalonamento (scaling), a Boa Colocação Local só foi investigada em Hs(R)×Hs− 1
2(R)

(veja Remark 2 em [5]).

No caso do sistema (S B-O), se escalonarmos uma solução (u, v) do sistema,

uλ(t, x) = λ
3
2u(λ2t, λx), vλ(t, x) = λ2v(λ2t, λx), λ > 0,
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então (uλ, vλ) também é uma solução de (S B-O) com os dados iniciais substitúıdos por

φλ(x) = λ
3
2φ(λx) e ψλ(x) = λ2ψ(λx), que satisfazem

‖φλ‖Ḣs = λ1+s‖φ‖Ḣs , ‖ψλ‖Ḣs′ = λ
3
2

+s′‖ψ‖Ḣs′ .

Logo, para s′ = s−1/2, tem-se ‖(φλ, ψλ)‖Ḣs×Ḣs′ = λ1+s‖(φ, ψ)‖Ḣs×Ḣs′ . Contudo, no

Teorema 2.1, mostramos que o regime s′ = s− 1/2 não é uma condição necessária para

a Boa Colocação do sistema (S B-O). Observe também que o Teorema 3.2 estabelece

C2-Má Colocação para todo (s, s′) em uma vizinhança de (−1,−3/2), que é um ponto de

regularidade cŕıtica, no sentido que a transformação por escalonamento deixa a norma

Ḣs×Ḣs′ invariante nesta regularidade.

Em [14], Ginibre, Tsutsumi e Velo provaram a Boa Colocação Local para o sistema

de Benney e para o sistema 1D Zakharov, ambos para a região

{(s, s′) ∈ R2 : −1/2 < s− s′ ≤ 1, 0 ≤ s′ + 1/2 ≤ 2s }.

Em [9], Corcho e Linares provaram a Boa Colocação Local para o sistema Schrödinger-

Korteweg-de Vries, para uma região contendo a semirreta `. Má Colocação não foi

investigada em [4], [14], [5] e [9]. Em [25], Wu provou Boa Colocação Local para

o sistema Schrödinger-Korteweg-de Vries para uma região mais ampla, melhorando o

resultado obtido em [9], e obteve C2-Má Colocação para a região

{(s, s′) ∈ R2 : s′ < −3/4 ou 4s < s′}.

Observe que esta região se assemelha à região R1 e fora dela há pontos com |s − s′|

arbitrariamente grande, onde pensamos ser natural esperar Má Colocação.

Este trabalho é organizado da seguinte maneira: No Caṕıtulo 1 estabelecemos os pré-

requisitos necessários para a obtenção dos nossos resultados. O Caṕıtulo 2 é dedicado

à obtenção do Teorema de Boa Colocação Local para (S B-O) no caso não ressonante,

onde o ponto-chave é a obtenção das estimativas bilineares demonstradas nas Seções

2.3 e 2.4. No Caṕıtulo 3 provamos os resultados de Má-Colocação para (S B-O) nos

casos ressonante e não ressonante. Por fim, listamos alguns trabalhos relacionados que

ainda estão em andamento.



Notações

• 1Ω(x) :=

{
1 , x ∈ Ω,

0 , x /∈ Ω.

• sgn(x) :=

{
1 , x ≥ 0,

−1 , x < 0.

• f(X) . g(X) denota que existe C > 0, dependente de alguns parâmetros fixados,

para a qual vale f(X) ≤ Cg(X), ∀X.

• f(x) ∼ g(x) denota f(x) . g(x) . f(x).

• 〈x〉 :=
√

1 + |x|2 =
√

1 + x2
1 + · · ·+ x2

n , x ∈ Rn.

• (f ∗ g)(x) :=

∫
Rn
f(x− y)g(y)dy, x ∈ Rn.

• S(Rn) denota o espaço de Schwartz em Rn.

• S ′(Rn) denota o dual topológico de S(Rn), o espaço das distribuições temperadas.

• C0
t (I;X) denota o espaço das funções cont́ınuas em um intervalo I a valores em

um espaço normado X, munido da norma ‖f‖C0
t (I;X) := sup

t∈I
‖f(t)‖X .

• ‖(f, g)‖X×Y := ‖f‖X + ‖g‖Y , onde X e Y são espaços normados.

• ‖f‖L∞ := ‖f‖L∞(Rn) := sup
x∈Rn
|f(x)|.

• ‖f‖Lp := ‖f‖Lp(Rn) :=

(∫
Rn
|f(x)|pdx

) 1
p

, 1 ≤ p <∞.

• ‖f‖Lpx(Lqy) := ‖f‖Lpx(Rn;Lqy(Rm)) :=
∥∥‖f(x, y)‖Lqy(Rm)

∥∥
Lpx(Rn)

, 1 ≤ p, q ≤ ∞.

6
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• f̂(ξ) := Ff(ξ) := (2π)−
n
2

∫
f(x)e−i(x1ξ1+···+xnξn)dx, ξ∈Rn, f ∈L1(Rn).

• Ftf(τ, x) := Ft[f(·, x)](τ) :=
1√
2π

∫
f(t, x)e−itτdt, τ ∈ R, x ∈ R.

• Fxf(t, ξ) := Fx[f(t, ·)](ξ) :=
1√
2π

∫
f(t, x)e−2ixξdx, ξ ∈ R, t ∈ R.

• f̌(x) := F−1f(x) := F [f(−·)](x) = (2π)−
n
2

∫
f(x)ei(x1ξ1+···+xnξn)dξ, x ∈ Rn.

• ‖f‖Hs := ‖f‖Hs(Rn) :=
∥∥∥〈ξ〉sf̂(ξ)

∥∥∥
L2
ξ(Rn)

.

• ‖f‖Hs
x(R;Hb

t ) :=
∥∥∥〈ξ〉s‖Fxf(t, ξ)‖Hb

t

∥∥∥
L2
ξ

=
∥∥∥〈ξ〉s〈τ〉bf̂(τ, ξ)

∥∥∥
L2
τ,ξ

= ‖f‖Hb
t (R;Hs

x).

• ∂kxu denota a derivada parcial de u na variável x de ordem k.

• Hf := F−1[−i sgn(·)Ff(·)] é a transformada de Hilbert de f .



Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste texto, presume-se o conhecimento sobre alguns conceitos e resultados elementares

de Teoria da Medida, Análise Funcional, Espaços de Sobolev e Análise de Fourier.

Indicamos [11] para uma referência abrangente sobre esses pré-requisitos. Para uma

abordagem concisa dos dois últimos tópicos, indicamos o primeiro caṕıtulo de [19].

Na Seção 1.1, definimos os espaços Xs,b introduzidos por Bourgain em [6], que

serão os espaços onde obteremos as soluções para o nosso Problema de Boa Colocação.

Mostramos também que quando b > 1/2 seus elementos descrevem curvas cont́ınuas no

espaço de Sobolev Hs.

Na Seção 1.2, provamos as estimativas lineares para os espaços de Bourgain. De-

vido a essas estimativas, os espaços de Bourgain estão bem adaptados à utilização do

Teorema do Ponto Fixo de Banach. Pois, para o argumento de contração, os termos

lineares das equações integrais associadas podem ser controlados por essas estimativas.

O trabalho resume-se, então, à obtenção de estimativas para os termos não lineares das

equações.

As demonstrações neste caṕıtulo são essencialmente as demonstrações apresentadas

em [13], com um maior detalhamento das contas e das passagens.

Gostaŕıamos ainda de fazer referência a [15], [20], [23] e [2] pois são textos onde o

autor deste trabalho aprendeu muito sobre esses tópicos preliminares.
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1.1 Espaços de Bourgain

No restante deste caṕıtulo, ω denotará uma função de R em R, cont́ınua e com cresci-

mento assintótico no máximo polinomial.

Definição 1.1. Sejam s, b ∈ R. O espaço Xs,b
ω (R2), ou simplesmente Xs,b

ω , é definido

como o completamento do espaço de Schwartz S(R2) pela norma

‖f‖Xs,b
ω

:=
∥∥∥〈ξ〉s〈τ − ω(ξ)〉bf̂(τ, ξ)

∥∥∥
L2
τ,ξ

. (1.1)

A expressão τ − ω(ξ) é por vezes chamada de modulação do espaço Xs,b
ω .

Note que

‖f‖Xs,b
ω

=
∥∥∥〈ξ〉s〈τ〉bf̂(τ + ω(ξ), ξ)

∥∥∥
L2
τ,ξ

=
∥∥〈ξ〉s〈τ〉bFt[e−i(·)ω(ξ)Fxf(·, ξ)](τ)

∥∥
L2
τ,ξ

.

Então, alternativamente a (1.1), temos

‖f‖Xs,b
ω

= ‖Uω(−t)f‖Hs
x(R;Hb

t ) , (1.2)

onde {Uω(t)}t∈R é o grupo de operadores unitários em Hs(R)

Uω(t) : φ ∈ Hs(R) 7→ F−1
x [eitω(·)Fxφ(·)] ∈ Hs(R), t ∈ R. (1.3)

Proposição 1.1. Sejam s, b∈R. Se b > 1/2 então

Xs,b
ω ↪→ C0(R;Hs(R)), (1.4)

e vale a seguinte estimativa

‖f‖C0
t (R;Hs

x) ≤
∥∥〈τ〉−b∥∥

L2
τ
‖f‖Xs,b

ω
, ∀f ∈Xs,b

ω . (1.5)

Demonstração: Primeiramente, observamos que (veja o Lema A.1 no Apêndice)

∥∥〈τ〉−b∥∥
L2
τ

=

(∫
dτ

〈τ〉2b

) 1
2

< +∞, ∀b > 1/2.

Suponhamos f ∈S(R2). Usando a definição do espaço de Schwartz e o Teorema do

Valor Médio, mostra-se que a aplicação t 7→ f(t, ·) ∈ Hs(R) é cont́ınua.
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Para todo t ∈ R, Uω(t) é um operador unitário em Hs(R), logo

‖f‖C0
t (R;Hs

x) = sup
t∈R
‖Uω(−t)f‖Hs

x
.

Sendo assim, reescrevendo

Uω(−t)f =

∫
eitτFt[Uω(−·)f ](τ)dτ,

temos, pelas desigualdades integral de Minkowski e de Cauchy-Schwarz,

‖f‖C0
t (R;Hs

x) ≤
∫
‖Ft[Uω(−·)f ](τ)‖Hs

x
dτ

=

∫
〈τ〉−b〈τ〉b‖Ft[Uω(−·)f ](τ)‖Hs

x
dτ

≤
∥∥〈τ〉−b∥∥

L2
τ
‖Uω(−·)f‖Hb

t (R;Hs
x) .

Logo, por (1.2), vale (1.5) quando f ∈S(R2).

Para o caso geral, consideremos f ∈Xs,b
ω . Seja (fn)∞n=1 uma sequência em S(R2) tal

que ‖fn− f‖Xs,b
ω
→ 0 e, consequentemente, fn → f em S ′(R2). Pelo que já foi provado,

temos

‖fn‖C0
t (R;Hs

x) ≤
∥∥〈τ〉−b∥∥

L2
τ
‖fn‖Xs,b

ω
, ∀n∈N. (1.6)

Então (fn)∞n=1 é uma sequência de Cauchy no espaço de Banach C0
t (R;Hs

x), logo

existe g ∈ C0
t (R;Hs

x) tal que ‖fn − g‖C0
t (R;Hs

x) → 0 e, consequentemente, fn → g em

S ′(R2). Pela unicidade do limite em S ′(R2) temos f = g. Tomando-se o limite em

(1.6), conclúımos que (1.5) vale no caso geral e, portanto, temos a imersão (1.4). �

Pela Proposição 1.1, quando b > 1/2, está bem definido e é fechado o subespaço

MT := MT (Xs,b
ω ) := {f ∈ Xs,b

ω : f(t) = 0, ∀t ∈ [−T, T ]}.

Isto nos permite definir o espaço de Bourgain restrito ao intervalo [−T, T ].

Definição 1.2. Sejam s ∈ R, b > 1/2 e T > 0. Definimos o espaço Xs,b
T = (Xs,b

ω )T

como sendo o espaço quociente de Xs,b
ω por MT (Xs,b

ω ), munido da norma

‖f‖Xs,b
T

:= ‖f‖(Xs,b
ω )T

:= inf
{
‖f̃‖Xs,b

ω
: f̃(t) = f(t), ∀t ∈ [−T, T ]

}
.
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1.2 Estimativas Lineares

Proposição 1.2. Sejam s, b∈R e η∈S(R). Então

‖η(t)Uω(t)φ‖Xs,b
ω

= ‖η‖Hb‖φ‖Hs , ∀φ∈Hs(R). (1.7)

Além disso, se T ∈(0, 1) e b ≥ 0 então

‖η(t/T )Uω(t)φ‖Xs,b
ω
≤ T

1
2
−b‖η‖Hb‖φ‖Hs , ∀φ∈Hs(R).

Demonstração: Para todo T ∈(0, 1], de (1.2), obtemos

‖η(t/T )Uω(t)φ‖Xs,b
ω

= ‖Uω(−t)η(t/T )Uω(t)φ‖Hs
x(R;Hb

t ) = ‖η(t/T )‖Hb‖φ‖Hs .

Tomando T = 1, temos (1.7). Além disso, como T ≤ 1 e b ≥ 0, temos

‖η(t/T )‖2
Hb =

∫
〈τ〉2b|TF tη(Tτ)|2dτ = T

∫
〈τ/T 〉2b|F tη(τ)|2dτ

≤ T

∫
T−2b〈τ〉2b|F tη(τ)|2dτ = T 1−2b‖η‖Hb , (1.8)

o que conclui o resultado. �

Proposição 1.3. Sejam s, b, c ∈ R, T ∈ (0, 1) e η ∈ S(R). Se supp(η) ⊂ [−M,M ],

1/2 < c ≤ 1 e 0 ≤ b ≤ c então vale a estimativa∥∥∥∥η(t/T )

∫ t

0

Uω(t− t′)f(t′)dt′
∥∥∥∥
Xs,b
ω

≤ CT c−b‖f‖Xs,c−1
ω

, ∀f ∈Xs,c−1
ω , (1.9)

para uma constante C > 0 dependendo de M , (2c− 1)−
1
2 , ‖η‖H1 e ‖〈τ〉Ftη(τ)‖L1

τ
.

A Proposição 1.3 é uma decorrência do seguinte lema.

Lema 1.4. Com as mesmas hipóteses da Proposição 1.3, vale a seguinte estimativa∥∥∥∥η(t/T )

∫ t

0

h(t′)dt′
∥∥∥∥
Hb

≤ CT c−b‖h‖Hc−1 , ∀h∈Hc−1(R),

para C > 0 como na Proposição 1.3.
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Demonstração da Proposição 1.3: Por um argumento de densidade, podemos supor

f ∈S(R2). Seja g(t) := Uω(−t)f . Então, por (1.2), a estimativa (1.9) se reescreve como∥∥∥∥η(t/T )

∫ t

0

g(t′)dt′
∥∥∥∥
Hs
x(R;Hb

t )

≤ CT c−b‖g‖Hs
x(R;Hc−1

t ). (1.10)

Por sua vez, a estimativa (1.10) é equivalente a∥∥∥∥∥〈ξ〉s
∥∥∥∥η(t/T )

∫ t

0

Fx [g(t′, ·)] (ξ)dt′
∥∥∥∥
Hb
t

∥∥∥∥∥
L2
ξ

≤ CT c−b
∥∥∥〈ξ〉s‖Fx[g(t, ·)](ξ)‖2

Hc−1
t

∥∥∥
L2
ξ

.

Portanto, definindo-se

hξ(t) := Fx[g(t, ·)](ξ),

a estimativa (1.9) segue do Lema 1.4, pois g ∈ Hs
x(R;Hc−1

t ) implica hξ ∈ Hc−1(R),

ξ − q.t.p. �

Demonstração do Lema 1.4: Podemos supor h∈S(R). Então

η(t/T )

∫ t

0

h(t′)dt′ = η(t/T )

∫ t

0

∫
eit
′τFth(τ)dτdt′

= η(t/T )

∫
Fth(τ)

eitτ−1

iτ
dτ

= I − II + III, (1.11)

onde

I := η(t/T )

∫
|τ |≤ 1

T

Fth(τ)
∑
k≥1

tk(iτ)k−1

k!
dτ,

II := η(t/T )

∫
|τ |≥ 1

T

Fth(τ)

iτ
dτ

e

III := η(t/T )

∫
|τ |≥ 1

T

Fth(τ)
eitτ

iτ
dτ.
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Estimativa para ‖I‖Hb: Pelas Desigualdades Integral de Minkowski e de Cauchy-Schwarz,

temos

‖I‖Hb ≤
∑
k≥1

1

k!

∥∥∥∥∥tkη(t/T )

∫
|τ |≤ 1

T

(iτ)k−1Fth(τ)dτ

∥∥∥∥∥
Hb

≤
∑
k≥1

∥∥tkη(t/T )
∥∥
Hb

k!

∫
|τ |≤ 1

T

|τ k−1Fth(τ)|dτ


≤ ‖h‖Hc−1

[∫
|τ |≤ 1

T

〈τ〉2(1−c)dτ

] 1
2 ∑
k≥1

T 1−k

k!

∥∥tkη(t/T )
∥∥
Hb

≤ 2T c−
1
2‖h‖Hc−1

∑
k≥1

T−k

k!

∥∥tkη(t/T )
∥∥
Hb . (1.12)

Entretanto, |Ft[tkη(t/T )](τ)| = T 1+k|(Ftη)(k)(Tτ)| então

∥∥tkη(t/T )
∥∥
Hb ≤ T 1+kT−

1
2
−b‖〈τ〉b(Ftη)(k)(τ)‖L2

τ
≤ T

1
2

+k−b ∥∥tkη(t)
∥∥
H1 . (1.13)

E como supp(η) ⊂ [−M,M ], segue que

∥∥tkη(t)
∥∥
H1 ≤ ‖tkη(t)‖L2 + ‖Dt[t

kη(t)]‖L2 ≤ 3kMk ‖η‖H1 . (1.14)

Portanto, de (1.12), (1.13) e (1.14) temos

‖I‖Hb ≤ 6MT c−b ‖η‖H1 ‖h‖Hc−1

∑
k≥1

kMk−1

k!
= C1T

c−b‖h‖Hc−1 , (1.15)

onde C1 = 6MeM‖η‖H1 .

Estimativa para ‖II‖Hb: Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, e por (1.8), temos

‖II‖Hb ≤ ‖η(t/T )‖Hb

∫
|τ |≥ 1

T

〈τ〉c−1|Fth(τ)|〈τ〉
1−c

|τ |
dτ

≤ T
1
2
−b‖η‖Hb‖h‖Hc−1

(
22+c

∫ +∞

1
T

dτ

τ 2c

) 1
2

≤ C2T
c−b‖h‖Hc−1 , (1.16)

onde C2 = 2
√

2(2c− 1)−
1
2‖η‖H1 .
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Estimativa para ‖III‖Hb: Seja

J(t) :=

∫
|τ |≥ 1

T

eitτ

iτ
Fth(τ)dτ.

Então temos

‖J‖Hb =

∥∥∥∥〈τ〉bFth(τ)

|τ |
1{|τ |≥ 1

T }(τ)

∥∥∥∥
L2

≤‖h‖Hc−1 sup
|τ |≥ 1

T

〈τ〉b

|τ |〈τ〉c−1
≤
√

2T c−b‖h‖Hc−1 . (1.17)

Logo J ∈ Hb(R) e, no caso particular b = 0, temos

‖J‖L2 ≤
√

2T c‖h‖Hc−1 . (1.18)

Faremos uso agora do seguinte lema, cuja demonstração será apresentada no Apêndice:

Lema A.4. Se b ≥ 0, φ ∈ S(R) e J ∈ Hb(R) então φJ ∈ Hb(R). Além disso,

‖φJ‖Hb ≤ 2b+
1
2

(
‖〈τ〉bFtφ(τ)‖L1

τ
‖J‖L2 + ‖Ftφ(τ)‖L1

τ
‖J‖Hb

)
.

Pelo Lema A.4 e pelas estimativas (1.18) e (1.17), temos

‖III‖Hb = ‖η(t/T )J(t)‖Hb

≤ 2b+
1
2

(
‖〈τ〉bFt[η(·/T )]‖L1

τ
‖J‖L2 + ‖Ft[η(·/T )](τ)‖L1

τ
‖J‖Hb

)
≤ 4

(
‖〈τ〉bFt[η(·/T )](τ)‖L1

τ
+ T−b‖Ft[η(·/T )](τ)‖L1

τ

)
T c‖h‖Hc−1

≤ 4
(
‖〈τ〉bFtη(τ)‖L1

τ
+ ‖Ftη(τ)‖L1

τ

)
T c−b‖h‖Hc−1

≤ C3T
c−b‖h‖Hc−1 , (1.19)

onde C3 = 8‖〈τ〉Ftη(τ)‖L1
τ
.

Portanto, por (1.11), (1.15), (1.16) e (1.19), temos∥∥∥∥η(t/T )

∫ t

0

h(t′)dt′
∥∥∥∥
Hb

≤ ‖I‖Hb + ‖II‖Hb + ‖III‖Hb ≤ CT c−b‖h‖Hc−1 ,

para qualquer C ≥ C1 + C2 + C3. �



Caṕıtulo 2

Boa Colocação Local

Este caṕıtulo é dedicado à prova da Boa Colocação Local do Problema de Cauchy para

o sistema Schrödinger Benjamin-Ono (S B-O), no caso não ressonante (|ν| 6= 1), em

Hs(R)×Hs′(R) para (s, s′) ∈ W (veja Figura 2.1 ou Figura I.1).

Na Seção 2.1, definimos os espaços de Bourgain onde são obtidas as soluções, enun-

ciamos o Teorema de Boa Colocação Local para (S B-O), no caso não ressonante, e

apresentamos o roteiro da demonstração.

Na Seção 2.2, estabelecemos algumas desigualdades que são utilizadas nas Seções

2.3 e 2.4, nas demonstrações das estimativas bilineares para os termos não lineares que

acoplam as equações do sistema (S B-O).

Por fim, na Seção 2.5 apresentamos detalhadamente a prova do Teorema de Boa

Colocação Local para (S B-O), caso não ressonante. Na prova, as estimativas bilineares

e as estimativas lineares da Seção 1.2 são o ponto-chave para o argumento de contração.
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2.1 Enunciado do Teorema de Boa Colocação Local

Nesta seção, enunciamos o nosso resultado de Boa Colocação Local do Problema de

Cauchy para o sistema Schrödinger Benjamin-Ono
i∂tu+ ∂2

xu = αuv, t∈ [−T, T ], x∈R,

∂tv + νH∂2
xv = β∂x(|u|2),

u(0, x) = φ, v(0, x) = ψ, (φ, ψ)∈Hs(R)×Hs′(R).

(S B-O)

As equações integrais associadas (Prinćıpio de Duhamel) ao Problema (S B-O) são

u(t) = eit∂
2
xφ− iα

∫ t

0

ei(t−t
′)∂2x (u(t′)v(t′)) dt′, (2.1)

v(t) = e−νtH∂
2
xψ + β

∫ t

0

e−ν(t−t′)H∂2x(∂x|u(t′)|2)dt′, (2.2)

onde {eit∂2x}t∈R e {e−νtH∂2x}t∈R denotam, respectivamente, os grupos de operadores

unitários em Hs(R) que resolvem as equações lineares de Schrödinger e Benjamin-Ono:{
eit∂

2
xf := F−1[e−it(·)

2Ff(·)]

e−νtH∂
2
xf := F−1[e−i sgn(·)νt(·)2Ff(·)]

, ν, t ∈ R, f ∈ Hs(R).

Utilizando a notação (1.3), temos{
eit∂

2
x = Uω(t), ω(ξ) := −ξ2,

e−νtH∂
2
x = Uων (t), ων(ξ) := −ν sgn(ξ)ξ2.

Então, conforme as Definições 1.1 e 1.2, a partir das funções ω e ων , temos os respectivos

espaços de Bourgain associados às equações de Schrödinger e Benjamin-Ono, para os

quais fixaremos as notações simplificadas que serão utilizadas de agora em diante:

Xs,b := Xs,b
ω , Xs,b

T := (Xs,b
ω )T ,

Y s,b
ν := Xs,b

ων , Y s,b
T := (Xs,b

ων )T .

Podemos agora enunciar nosso resultado de Boa Colocação Local para o sistema

(S B-O), no caso não ressonante, para (s, s′) ∈ W (veja a Figura I.1).
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Teorema 2.1. Sejam |ν| 6= 1 e s, s′ ∈ R satisfazendo

− 1/2 ≤ s′ ≤ 2s− 1/2, (2.3)

s− 1 < s′ < s+ 1/2. (2.4)

O Problema de Cauchy para (S B-O) é Localmente Bem Posto em Hs(R)×Hs′(R), no

seguinte sentido:

Para cada R > 0, existem T =T (R) > 0 e b, b′ > 1/2 tais que, se ‖φ‖Hs+‖ψ‖Hs′ <R,

existe uma única (u, v) ∈Xs,b
T ×Y

s′,b′

T satisfazendo (2.1) e (2.2) para todo t ∈ [−T, T ].

Além disso, (u, v)∈C0([−T, T ];Hs(R))×C0([−T, T ];Hs′(R)) e a aplicação dado-solução

S : BR → C0([−T, T ];Hs(R))× C0([−T, T ];Hs′(R)) (2.5)

(φ, ψ) 7→ (u, v)

é Lipschitz, onde BR é a bola aberta de Hs(R)×Hs′(R) com raio R centrada na origem.

Observação 2.1. Pode-se mostrar que a aplicação dado-solução (2.5) é anaĺıtica. Isto

não será demonstrado neste trabalho, mas é consequência do fato do Teorema 2.1 ser

provado pelo método do Ponto Fixo (veja o Teorema 3 em [3]). Portanto, provando-se

que para certa regularidade (s, s′) a aplicação (2.5) não pode ser C2, prova-se também

que a Boa Colocação Local em Hs(R)×Hs′(R) não pode ser obtida pelo método do

Ponto Fixo, que é o mais utilizado método para obtenção de Boa Colocação Local para

equações dispersivas.

Em seguida, apresentamos os ingredientes principais para a prova do Teorema 2.1.

Seguindo o roteiro de [5], usamos o Teorema do Ponto Fixo de Banach e o “Fourier

Restriction Norm Method” introduzido por Bourgain em [6]. A dificuldade, então,

concentra-se em estender as seguintes estimativas bilineares obtidas em [5]

‖∂x(u1u2)‖
Y
s−1/2,a
ν

≤ C‖u1‖Xs,b‖u2‖Xs,b , b > 1/2, a ≤ 0, s ≥ 0, (2.6)

‖uv‖Xs,a ≤ C‖u‖Xs,b‖v‖
Y
s−1/2,b
ν

, 3/4 > b > 1/2, a < −1/4, s ≥ 0. (2.7)

Procedendo como em [14], dissociamos as regularidades das modulações dos espaços

X e Y na tentativa de ganhar alguma regularidade espacial, ou seja, substitúımos
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(s−1/2, b) por (s′, b′) em Y . Assim, escolhendo 1/2< b< c< 3/4 e 1/2< b′< c′< 3/4

dependendo de (s, s′), obtivemos as seguintes estimativas bilineares

‖∂x(u1u2)‖
Y s
′,c′−1

ν
≤ C‖u1‖Xs,b‖u2‖Xs,b , (s, s′) ∈ W1 , (2.8)

‖uv‖Xs,c−1 ≤ C‖u‖Xs,b‖v‖
Y s
′,b′

ν
, (s, s′) ∈ W2 , (2.9)

onde

W1 := {(s, s′) ∈ R2 : s ≥ 0, s′ ≤ 2s− 1/2, s′ < s+ 1/2}, (2.10)

W2 := {(s, s′) ∈ R2 : s ≥ 0, −1/2 ≤ s′, s− 1 < s′}, (2.11)

(veja Teoremas 2.5, 2.6 e Figura 2.1). De posse destas estimativas, prova-se com um

argumento de contração que o sistema (S B-O) no caso não ressonante é localmente

bem posto para (s, s′) ∈ W :=W1 ∩W2.

A estimativa (2.6) oferece pouca dificuldade em [5], já que o regime s′ = s−1/2,

s ≥ 0 permite cancelamentos convenientes nas interações das frequências. Todavia,

tais cancelamentos não ocorrem para (s, s′) ∈ W1. Por esta razão, nós precisamos

introduzir uma decomposição do espaço Euclidiano (veja (2.40)-(2.43) abaixo), para

sermos capazes de obter a estimativa (2.8).

Para a estimativa (2.7), não existem bons cancelamentos de frequências, mesmo

sob o regime s′ = s−1/2, s ≥ 0. Não obstante, obtivemos a estimativa (2.9) para

(s, s′) ∈ W2, através da decomposição (2.58)-(2.62) abaixo, que é sutilmente diferente

da decomposição utilizada em [5] para obter a estimativa (2.7).

1 2

1

2

0

− 1
2

W1

W2

W

s
′ =

s
−
1/
2,
s
≥
0:

va
le
m

(2
.6
)
e
(2
.7
),
[5
]

s

s′

Figura 2.1: Estimativas Bilineares
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2.2 Desigualdades Auxiliares

Lema 2.2. Sejam b, c, p, q, r, κ ∈ R. Então existem C1(b), C2(b) > 0, independentes de

p, q, r, para as quais valem as seguintes estimativas:

(i)

∫
dτ

〈pτ + q〉2b
≤ C1(b)

|p|
, ∀b > 1/2 , ∀p 6= 0, (2.12)

(ii)

∫
dτ

〈pτ 2 + qτ + r〉b
≤ C2(b)√

|p|
, ∀b > 1/2 , ∀p 6= 0, (2.13)

(iii)

∫
|τ |≤|κ|

dτ

〈τ〉c
<

4

1−c
〈κ〉1−c , ∀c < 1 , ∀κ ∈ R. (2.14)

Demonstração: As desigualdade (2.12), (2.13) e (2.14) decorrem, respectivamente,

dos Lemas A.1, A.2 e A.3 que são demonstrados no Apêndice. �

Proposição 2.3. Sejam b, b′, c, α, β ∈R. Então existem C1(b, b′), C2(b, c) > 0, inde-

pendentes de α e β, para as quais valem as seguintes estimativas:

(i)

∫
dτ

〈τ − α〉2b〈τ − β〉2b′
≤ C1(b, b′)

〈β − α〉min{2b,2b′} , ∀b, b′ > 1/2; (2.15)

(ii)

∫
dτ

〈τ − α〉2(1−c)〈τ − β〉2b
≤ C2(b, c)

〈β − α〉2(1−c) , ∀b > 1/2,∀c ∈ (1/2, 1]. (2.16)

Demonstração: Esta proposição é uma consequência de um resultado mais geral, o

Lema 4.2 de [14], cuja demonstração será apresentada no Apêndice.

Lema A.5 [Lema 4.2 de [14]]: Sejam ρ, a1, a2∈R. Se 0 ≤ a1 ≤ a2 e 1 < a1 + a2 então

existe uma constante C(a1, a2) > 0, independente de ρ, tal que∫
dτ

〈τ + ρ〉a1〈τ − ρ〉a2
≤ C(a1, a2)

〈ρ〉α
, (2.17)

onde

α = α(a1, a2) =


a1, se a2 > 1,
a1−ε, se a2 = 1,
a1+a2−1, se a2 < 1,

(2.18)
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com ε > 0 podendo ser tomado arbitrariamente.

Definimos ρ := β−α
2

. Pela mudança de variável τ ′ := τ − β+α
2

e por (2.17), obtemos

a seguinte estimativa∫
dτ

〈τ − α〉a1〈τ − β〉a2
=

∫
dτ ′

〈τ ′ + ρ〉a1〈τ ′ − ρ〉a2
≤ C(a1, a2)

〈β − α〉α(a1,a2)
. (2.19)

A estimativa (2.15) segue de (2.19) e (2.18), para a1 = min{2b, 2b′} e a2 = max{2b, 2b′},

já que 1 < 2b, 2b′. Ao passo que a estimativa (2.16) segue de (2.19) e (2.18), para

a1 = 2(1− c) e a2 = 2b, já que 2(1− c) < 1 < 2b. �

Proposição 2.4. Seja K : R4 → C uma função mensurável e sejam f, g ∈ L2(R2) não

nulas. Denotando-se

XK,f,g :=

∥∥∥∥∫∫ K(τ, ξ, τ1, ξ1)f(τ−τ1, ξ−ξ1)g(τ1, ξ1)dτ1dξ1

∥∥∥∥
L2
τ,ξ

‖f‖L2‖g‖L2

,

valem as seguintes estimativas:

(i) XK,f,g ≤ sup
τ,ξ
‖K(τ, ξ, τ1, ξ1)‖L2

τ1,ξ1
; (2.20)

(ii) XK,f,g ≤ sup
τ1,ξ1

‖K(τ, ξ, τ1, ξ1)‖L2
τ,ξ

; (2.21)

(iii) XK,f,g ≤ sup
τ2,ξ2

‖K(τ, ξ, τ−τ2, ξ−ξ2)‖L2
τ,ξ

; (2.22)

(iv) XK,f,g ≤ sup
τ2,ξ2

‖K(τ1+τ2, ξ1+ξ2, τ1, ξ1)‖L2
τ1,ξ1

. (2.23)

Demonstração: Denotemos

H(τ, ξ) :=

∫∫
K(τ, ξ, τ1, ξ1)f(τ−τ1, ξ−ξ1)g(τ1, ξ1)dτ1dξ1. (2.24)

(i) Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

|H(τ, ξ)| ≤ ‖K(τ, ξ, τ1, ξ1)‖L2
τ1,ξ1

‖f(τ−τ1, ξ−ξ1)g(τ1, ξ1)‖L2
τ1,ξ1

. (2.25)
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Além disso, pelo Teorema de Fubini, temos∥∥∥‖f(τ−τ1, ξ−ξ1)g(τ1, ξ1)‖L2
τ1,ξ1

∥∥∥
L2
τ,ξ

= ‖f‖L2‖g‖L2 . (2.26)

Combinando (2.24), (2.25) e (2.26), conclúımos (2.20).

(ii) Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

|H(τ, ξ)| ≤ ‖f‖L2 ‖K(τ, ξ, τ1, ξ1)g(τ1, ξ1)‖L2
τ1,ξ1

. (2.27)

Além disso, pelo Teorema de Tonelli, temos∥∥∥‖K(τ, ξ, τ1, ξ1)g(τ1, ξ1)‖L2
τ1,ξ1

∥∥∥
L2
τ,ξ

≤ sup
τ1,ξ1

‖K(τ, ξ, τ1, ξ1)‖L2
τ,ξ
‖g‖L2 . (2.28)

Combinando (2.24), (2.27) e (2.28), conclúımos (2.21).

(iii) Através da mudança de variáveis (τ2, ξ2) := (τ−τ1, ξ−ξ1), a equação (2.24) pode

ser reescrita como

H(τ, ξ) =

∫∫
K(τ, ξ, τ−τ2, ξ−ξ2)f(τ2, ξ2)g(τ−τ2, ξ−ξ2)dτ2dξ2. (2.29)

Então, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

|H(τ, ξ)| ≤ ‖g‖L2 ‖K(τ, ξ, τ−τ2, ξ−ξ2)f(τ2, ξ2)‖L2
τ2,ξ2

. (2.30)

Além disso, pelo Teorema de Tonelli, temos∥∥∥‖K(τ, ξ, τ−τ2, ξ−ξ2)f(τ2, ξ2)‖L2
τ2,ξ2

∥∥∥
L2
τ,ξ

≤ sup
τ2,ξ2

‖K(τ, ξ, τ−τ2, ξ−ξ2)‖L2
τ,ξ
‖f‖L2 .

(2.31)

Combinando (2.29), (2.30) e (2.31), conclúımos (2.22).

(iv) A estimativa (2.23) segue imediatamente de (2.22). De fato, fixados τ2 e ξ2, pela

mudança de variáveis (τ1, ξ1) := (τ−τ2, ξ−ξ2), temos

‖K(τ1+τ2, ξ1+ξ2, τ1, ξ1)‖L2
τ1,ξ1

= ‖K(τ, ξ, τ−τ2, ξ−ξ2)‖L2
τ,ξ
.

�
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2.3 Estimativa para o termo ∂x(|u|2)

Nesta seção, estabelecemos o Teorema 2.5, que estende a estimativa bilinear (2.6) obtida

em [5] para (s, s′) ∈ W1 = {(s, s′) ∈ R2 : s ≥ 0, s′ ≤ 2s− 1/2, s′ < s+ 1/2}.

1 2

1

2

0

− 1
2

W1

s
′ =

s
−
1/
2,
s
≥
0:

va
le
(2
.3
6)
,
[5
]

s

s′

Figura 2.2: Estimativa Bilinear para o termo ∂x(|u|2)

Observação 2.2. Nesta seção e na seguinte, as constantes positivas que estão impĺıcitas

pela utilização da notação . dependem apenas dos parâmetros s, s′, b, c, b′, c′ e ν.

Teorema 2.5. Suponha |ν| 6= 1. Sejam s, s′ ∈ R tais que s ≥ 0,

s′ ≤ 2s− 1/2, (2.32)

s′ < s+ 1/2. (2.33)

Então, para todos b, c′ ∈ R tais que

max {1/2 , (s′ − s)/2 + 1/2} < b, (2.34)

c′ < min {3/4− (s′ − s)/2 , 3/4} , (2.35)

vale a seguinte estimativa:

‖∂x(u1u2)‖
Y s
′,c′−1

ν
. ‖u1‖Xs,b‖u2‖Xs,b , ∀u1, u2 ∈ Xs,b. (2.36)
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Demonstração. É suficiente mostrar (2.36) para u1, u2 ∈ S(R2). Então, definindo

f(τ, ξ) := 〈ξ〉s〈τ + ξ2〉b û1(τ, ξ), g(τ, ξ) := 〈ξ〉s〈τ − ξ2〉b û2(−τ,−ξ),

e denotando τ2 := τ − τ1 e ξ2 := ξ − ξ1, decorre que a estimativa (2.36) é equivalente a∥∥∥∥∥ iξ〈ξ〉s
′

〈τ + ν|ξ|ξ〉1−c′
∫∫

f(τ2, ξ2)g(τ1, ξ1)dτ1dξ1

〈ξ2〉s〈τ2 + ξ2
2〉
b〈ξ1〉s〈τ1 − ξ2

1〉
b

∥∥∥∥∥
L2
τ,ξ

. ‖f‖L2‖g‖L2 , ∀f, g ∈ S(R2).

Por comodidade, reescrevemos esta estimativa da seguinte maneira∥∥∥∥∫∫ Φ(τ, ξ, τ1, ξ1)f(τ2, ξ2)g(τ1, ξ1)dτ1dξ1

∥∥∥∥
L2
τ,ξ

. ‖f‖L2‖g‖L2 , ∀f, g ∈ S(R2), (2.37)

onde

Φ(τ, ξ, τ1, ξ1) :=
iξ〈ξ〉s

′
〈σ〉c

′−1

〈ξ2〉s〈σ2〉b〈ξ1〉s〈σ1〉b
, (2.38)

tendo sido utilizadas ainda as notações adicionais

σ := τ + ν|ξ|ξ , σ1 := τ1 − ξ2
1 e σ2 := τ2 + ξ2

2 .

Com essas notações, a relação algébrica associada a (2.37) é dada por

σ − σ1 − σ2 = 2ξξ1 − (1− ν sgn(ξ))ξ2 = (1 + ν sgn(ξ))ξ2 − 2ξξ2. (2.39)

Para provar (2.37), introduzimos a seguinte decomposição de R4

A =
{

(τ, ξ, τ1, ξ1) ∈ R4 : |(1− ν sgn(ξ))ξ − 2ξ1| < cν |ξ|
}
, (2.40)

B = {(τ, ξ, τ1, ξ1) ∈ Ac : |σ| = max{|σ|, |σ1|, |σ2|}} , (2.41)

B1 = {(τ, ξ, τ1, ξ1) ∈ Ac : |σ1| = max{|σ|, |σ1|, |σ2|}} , (2.42)

B2 = {(τ, ξ, τ1, ξ1) ∈ Ac : |σ2| = max{|σ|, |σ1|, |σ2|}} , (2.43)

onde cν := |1−|ν||
2

> 0.

Como 1R4 ≤ 1A∪B + 1B1 + 1B̃2 , pela desigualdade triangular e pela Proposição 2.4,

provar (2.37) resume-se a provar três estimativas,

‖1A∪BΦ‖L∞τ,ξ(L2
τ1,ξ1

) . 1, (2.44)

‖1B1Φ‖L∞τ1,ξ1 (L2
τ,ξ)
. 1, (2.45)

‖1B̃2Φ̃‖L∞τ2,ξ2 (L2
τ,ξ)
. 1, (2.46)
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onde

Φ̃(τ, ξ, τ2, ξ2) := Φ(τ, ξ, τ − τ2, ξ − ξ2), ∀(τ, ξ, τ2, ξ2) ∈ R4,

B̃2 :=
{

(τ, ξ, τ2, ξ2) ∈ R4 : (τ, ξ, τ − τ2, ξ − ξ2) ∈ B2

}
.

Prova da estimativa (2.44): Na região A, temos

|ξ| ∼ |ξ1| ∼ |ξ2|. (2.47)

De fato, pela desigualdade triangular reversa, e a definição de A, temos

2|ξ1| = |(1− ν sgn(ξ))ξ − [(1− ν sgn(ξ))ξ − 2ξ1]|

> |(1− ν sgn(ξ))ξ| − cν |ξ|

≥ (|1− |ν|| − cν) |ξ| = cν |ξ|.

Logo cν |ξ| ≤ 2|ξ1| ≤ (cν + 1 + |ν|)|ξ| em A. Analogamente, reescrevendo

2|ξ2| = |(1− ν sgn(ξ))ξ − 2ξ1 + (1 + ν sgn(ξ))ξ|,

conclui-se cν |ξ| ≤ 2|ξ2| ≤ (cν + 1 + |ν|)|ξ|, e portanto vale (2.47) em A.

Combinando (2.38), (2.47), c′ < 3/4 e (2.32) concluimos

|Φ(τ, ξ, τ1, ξ1)| . 〈ξ〉
s′−2s+ 1

2 |ξ| 12
〈σ2〉b〈σ1〉b

.
|ξ| 12

〈σ2〉b〈σ1〉b
, ∀(τ, ξ, τ1, ξ1) ∈ A. (2.48)

A mesma estimativa vale em B. De fato, de (2.39) temos que na região Ac vale

cν |ξ|2 ≤ |(1− ν sgn(ξ))ξ2 − 2ξξ1| = |σ − σ1 − σ2|. (2.49)

Em particular, |ξ|2 . |σ| na região B. Portanto, como s, s′ e c′ satisfazem (2.35), temos

|Φ(τ, ξ, τ1, ξ1)| . 〈ξ〉s
′−s+ 1

2

〈σ〉1−c′
· |ξ| 12
〈σ2〉b〈σ1〉b

.
|ξ| 12

〈σ2〉b〈σ1〉b
, ∀(τ, ξ, τ1, ξ1) ∈ B, (2.50)

já que 〈ξ〉 = 〈ξ1 + ξ2〉 . 〈ξ1〉〈ξ2〉 e s ≥ 0.
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Observe agora que, de (2.15), b > 1/2, σ1 = τ1 − ξ2
1 e σ2 = τ − τ1 + (ξ − ξ1)2, temos

sup
τ,ξ

∥∥∥∥∥ |ξ| 12
〈σ2〉b〈σ1〉b

∥∥∥∥∥
L2
τ1,ξ1

. sup
τ,ξ

[∫
|ξ|

〈2ξξ1 − τ − ξ2〉2b
dξ1

] 1
2

. 1.

Combinando esta última estimativa com (2.48) e (2.50) obtemos (2.44).

Prova da estimativa (2.45): Por (2.49), |ξ|2 . |σ1| na região B1. Então

|Φ(τ, ξ, τ1, ξ1)| . 〈ξ〉s
′−s+1

〈σ1〉b
· 1

〈σ2〉b〈σ〉1−c
′

.
1

〈σ2〉b〈σ〉1−c
′ , ∀(τ, ξ, τ1, ξ1) ∈ B1,

já que s, s′ e b satisfazem (2.34).

Observe agora que, de (2.16), (2.39), (2.13) e c′ < 3/4, temos

sup
τ1,ξ1

∥∥∥∥∥ 1

〈σ2〉b〈σ〉1−c
′

∥∥∥∥∥
L2
τ,ξ

. sup
τ1,ξ1

[∫
dξ

〈(1− ν sgn(ξ))ξ2 − 2ξξ1 − σ1〉2(1−c′)

] 1
2

. 1.

Portanto, combinando estas duas últimas estimativas, temos (2.45).

Prova da estimativa (2.46): Para (τ, ξ, τ2, ξ2) ∈ B̃, denotaremos agora τ1 := τ − τ2,

ξ1 := ξ − ξ2 e, como antes, σ := τ + ν|ξ|ξ, σ1 := τ1 − ξ2
1 e σ2 := τ2 + ξ2

2 . Então também

temos |ξ|2 . |σ2| na região B̃2. Portanto, segue de (2.34) que

|Φ̃(τ, ξ, τ2, ξ2)| . 〈ξ〉s
′−s+1

〈σ2〉b
· 1

〈σ1〉b〈σ〉1−c
′

.
1

〈σ1〉b〈σ〉1−c
′ , ∀(τ, ξ, τ2, ξ2) ∈ B̃2,

e de (2.16), (2.39), (2.13) e c′ < 3/4 que

sup
τ2,ξ2

∥∥∥∥∥ 1

〈σ1〉b〈σ〉1−c
′

∥∥∥∥∥
L2
τ,ξ

. sup
τ2,ξ2

[∫
1

〈(1 + ν sgn(ξ))ξ2 − 2ξξ2 + σ2〉2(1−c′)dξ

] 1
2

. 1,

o que conclui (2.46) e encerra a prova de (2.36). �
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2.4 Estimativa para o termo uv

Nesta seção, estabelecemos o Teorema 2.6, que estende a estimativa bilinear (2.7) obtida

em [5] para (s, s′) ∈ W2 = {(s, s′) ∈ R2 : s ≥ 0, −1/2 ≤ s′, s− 1 < s′}.

1 2

1

2

0

− 1
2

W2

s
′ =

s
−
1/
2,
s
≥
0:

va
le
(2
.5
4)
,
[5
]

s

s′

Figura 2.3: Estimativa Bilinear para o termo uv

Teorema 2.6. Suponha |ν| 6= 1. Sejam s, s′ ∈ R tais que s ≥ 0,

−1/2 ≤ s′, (2.51)

s− 1 < s′. (2.52)

Então, para todos b, b′, c ∈ R tais que 1/2 < b, b′ e

1/2 < c < min {3/4 , (s′ − s)/2 + 1} , (2.53)

vale a seguinte estimativa:

‖uv‖Xs,c−1 . ‖u‖Xs,b‖v‖
Y s
′,b′

ν
, ∀u ∈ Xs,b, ∀v ∈ Y s′,b′

ν . (2.54)

Demonstração: É suficiente mostrar (2.54) para u, v ∈ S(R2). Então, definindo

f(τ, ξ) := 〈ξ〉s〈τ + ξ2〉bû(τ, ξ), g(τ, ξ) := 〈ξ〉s
′
〈τ + ν|ξ|ξ〉b

′
v̂(τ, ξ),

e denotando τ2 := τ − τ1 e ξ2 := ξ − ξ1, a estimativa (2.54) é equivalente a∥∥∥∥∥ 〈ξ〉s

〈τ + ξ2〉1−c
∫∫

f(τ2, ξ2)g(τ1, ξ1)dτ1dξ1

〈ξ2〉s〈τ2 + ξ2
2〉
b〈ξ1〉s

′〈τ1 + ν|ξ1|ξ1〉b
′

∥∥∥∥∥
L2
τ,ξ

. ‖f‖L2‖g‖L2 , ∀f, g ∈ S(R2).
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Reescreveremos a última estimativa da seguinte maneira∥∥∥∥∫∫ Ψ(τ, ξ, τ1, ξ1)f(τ2, ξ2)g(τ1, ξ1)dτ1dξ1

∥∥∥∥
L2
τ,ξ

. ‖f‖L2‖g‖L2 , ∀f, g ∈ S(R2), (2.55)

onde

Ψ(τ, ξ, τ1, ξ1) :=
〈ξ〉s〈σ〉c−1

〈ξ2〉s〈σ2〉b〈ξ1〉s
′〈σ1〉b

′ , (2.56)

sendo que

σ := τ + ξ2 , σ1 := τ1 + ν|ξ1|ξ1 e σ2 := τ2 + ξ2
2 .

Logo, a relação algébrica associada a (2.55) é dada por

σ − σ1 − σ2 = 2ξξ1 − (1 + ν sgn(ξ1))ξ2
1 = (1− ν sgn(ξ1))ξ2

1 + 2ξ1ξ2 . (2.57)

Consideremos as seguintes cinco regiões de R4

A =
{

(τ, ξ, τ1, ξ1) ∈ R4 : |ξ1| ≤ 1
}
, (2.58)

B = {(τ, ξ, τ1, ξ1) ∈ Ac : |(1 + ν sgn(ξ1))ξ1 − 2ξ| < cν |ξ1|} , (2.59)

C = {(τ, ξ, τ1, ξ1) ∈ Ac ∩ Bc : |σ| = max{|σ|, |σ1|, |σ2|}} , (2.60)

C1 = {(τ, ξ, τ1, ξ1) ∈ Ac ∩ Bc : |σ1| = max{|σ|, |σ1|, |σ2|}} , (2.61)

C2 = {(τ, ξ, τ1, ξ1) ∈ Ac ∩ Bc : |σ2| = max{|σ|, |σ1|, |σ2|}} , (2.62)

onde cν := |1−|ν||
2

> 0.

Utilizando a desigualdade triangular, 1R4 ≤ 1A∪B∪C + 1C1 + 1C̃2 e a Proposição 2.4,

a prova de (2.55) resume-se à prova das seguintes três estimativas,

‖1A∪B∪CΨ‖L∞τ,ξ(L2
τ1,ξ1

) . 1, (2.63)

‖1C1Ψ‖L∞τ1,ξ1 (L2
τ,ξ)
. 1, (2.64)

‖1C̃2Ψ̃‖L∞τ2,ξ2 (L2
τ1,ξ1

) . 1, (2.65)

onde

Ψ̃(τ2, ξ2, τ1, ξ1) := Ψ(τ1 + τ2, ξ1 + ξ2, τ1, ξ1), ∀(τ2, ξ2, τ1, ξ1) ∈ R4,

C̃2 :=
{

(τ2, ξ2, τ1, ξ1) ∈ R4 : (τ1 + τ2, ξ1 + ξ2, τ1, ξ1) ∈ C2

}
.
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Prova da estimativa (2.63): Na região A, já que 〈ξ〉 = 〈ξ1 + ξ2〉 . 〈ξ1〉〈ξ2〉, s ≥ 0,

c < 3/4 e |ξ1| ≤ 1, temos

|Ψ(τ, ξ, τ1, ξ1)| . 〈ξ1〉s−s
′

〈σ2〉b〈σ1〉b
′ .

1

〈σ2〉b〈σ1〉b
′ , ∀(τ, ξ, τ1, ξ1) ∈ A.

Consequentemente, deduzimos de (2.15), (2.57) e (2.13) que vale

‖1AΨ‖L∞τ,ξ(L2
τ1,ξ1

) . sup
τ,ξ

[∫
dξ1

〈(1 + ν sgn(ξ1))ξ2
1 − 2ξξ1 + σ〉2 min{b,b′}

] 1
2

. 1. (2.66)

Na região B, temos |ξ| . |ξ2|. De fato, em B valem

2|ξ| = |(1 + ν sgn(ξ1))ξ1 − 2ξ − (1 + ν sgn(ξ1))ξ1| < (cν + 1 + |ν|)|ξ1|

e

2|ξ2| = |(1 + ν sgn(ξ1))ξ1 − 2ξ + (1− ν sgn(ξ1))ξ1|

> |(1− ν sgn(ξ1))ξ1| − cν |ξ1| ≥ cν |ξ1|.

Além disso, 〈ξ1〉 ≤
√

2|ξ1| ≤
√

2
cν
|2(1 + ν sgn(ξ1))ξ1 − 2ξ|. Logo

|Ψ(τ, ξ, τ1, ξ1)| . 1

〈ξ1〉s
′〈σ2〉b〈σ1〉b

′ .
|2(1 + ν sgn(ξ1))ξ1 − 2ξ|

1
2

〈ξ1〉s
′+ 1

2 〈σ2〉b〈σ1〉b
′ , ∀(τ, ξ, τ1, ξ1) ∈ B.

Portanto, através a mudança de variável y := (1 + ν sgn(ξ1))ξ2
1 − 2ξξ1 + σ, obtemos

juntamente com (2.51), (2.15), (2.57), (2.12) e b′, b > 1/2, a estimativa

‖1BΨ‖L∞τ,ξ(L2
τ1,ξ1

) . sup
τ,ξ

[∫∫
|2(1 + ν sgn(ξ1))ξ1 − 2ξ|

〈σ2〉2b〈σ1〉2b
′ dτ1ξ1

] 1
2

. sup
τ,ξ

[∫
dy

〈y〉2 min{b,b′}

] 1
2

. 1. (2.67)

Na região Ac ∩ Bc, temos

cν |ξ1|2 ≤ |(1− ν sgn(ξ1))ξ2
1 − 2ξξ1| = |σ − σ1 − σ2|. (2.68)

Em particular, |ξ1|2 . |σ| na região C. Logo (2.53) implica que

|Ψ(τ, ξ, τ1, ξ1)| . 〈ξ1〉s−s
′

〈σ〉1−c
· 1

〈σ2〉b〈σ1〉b
′ .

1

〈σ2〉b〈σ1〉b
′ , ∀(τ, ξ, τ1, ξ1) ∈ C.
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Donde, juntamente com (2.15), (2.57) e (2.13), deduzimos a estimativa

‖1CΨ‖L∞τ,ξ(L2
τ1,ξ1

) . sup
τ,ξ

[∫
dξ1

〈(1 + ν sgn(ξ1))ξ2
1 − 2ξξ1 + σ〉2 min{b,b′}

] 1
2

. 1. (2.69)

Portanto, conclúımos a prova de (2.63) pelas estimativas (2.66), (2.67) e (2.69).

Prova da estimativa (2.64): Por (2.68), temos 1 ≤ |ξ1|2 . |σ1| na região C1. Além disso,

de (2.52) temos s− s′ − 1/2 < 1/2 < b′. Então

|Ψ(τ, ξ, τ1, ξ1)| . 〈ξ1〉s−s
′− 1

2

〈σ1〉
b′
2 〈σ1〉

b′
2

· |2ξ1|
1
2

〈σ2〉b〈σ〉1−c
.

|2ξ1|
1
2

〈σ1〉
1
4 〈σ2〉b〈σ〉1−c

, ∀(τ, ξ, τ1, ξ1) ∈ C1.

Portanto, usando (2.16), (2.57) e a mudança de variável

y := 2ξ1ξ − (1 + ν sgn(ξ1))ξ2
1 + σ1 = σ − σ2,

conclúımos a estimativa

‖1C1Ψ‖L∞τ1,ξ1 (L2
τ,ξ)
. sup

τ1,ξ1

〈σ1〉−
1
4

[∫
|y|≤2|σ1|

dy

〈y〉2(1−c)

] 1
2

.

Então, por (2.14) e 1/2 < c < 3/4, temos

‖1C1Ψ‖L∞τ1,ξ1 (L2
τ,ξ)
. sup

τ1,ξ1

〈σ1〉−
1
4
− 1

2
+c . 1,

o que conclui a prova de (2.65).

Prova da estimativa (2.65): Para (τ2, ξ2, τ1, ξ1)∈C̃2, denotamos τ := τ1 + τ2, ξ := ξ1 + ξ2

e, como antes, σ := τ + ξ2, σ1 := τ1 + ν|ξ1|ξ1 e σ2 := τ2 + ξ2
2 . Então também temos

|ξ1|2 . |σ2| na região C̃2. Logo

|Ψ̃(τ2, ξ2, τ1, ξ1)| . 〈ξ1〉s−s
′

〈σ2〉b
· 1

〈σ1〉b
′〈σ〉1−c

.
1

〈σ1〉b
′〈σ〉1−c

, ∀(τ2, ξ2, τ1, ξ1) ∈ C̃2,

já que de (2.52) temos s− s′ < 1 < 2b.

Portanto, de (2.16), (2.57), (2.13) e c < 3/4, segue que

‖1C̃2Ψ̃‖L∞τ2,ξ2 (L2
τ1,ξ1

) . sup
τ2,ξ2

[∫
dξ1

〈(1− ν sgn(ξ1))ξ2
1 + 2ξ1ξ2 + σ2〉2(1−c)

] 1
2

. 1,

o que conclui (2.65) e encerra a prova de (2.54). �



2.5 Prova da Boa Colocação Local

De posse dos Teoremas 2.5 e 2.6 e das estimativas lineares provadas no Caṕıtulo 1,

usaremos um argumento de contração para demonstrar o Teorema 2.1.

Demonstração do Teorema 2.1: Fixemos s, s′ ∈ R satisfazendo (2.3) e (2.4), logo

−1/2 < (s′ − s)/2 < 1/4. Então, podemos fixar também b, c, b′, c′ ∈ R tais que

max {1/2 , (s′ − s)/2 + 1/2} < b < c < min {3/4 , (s′ − s)/2 + 1}

e

1/2 < b′ < c′ < min {3/4− (s′ − s)/2 , 3/4} ,

satisfazendo, portanto, as hipóteses dos Teoremas 2.5 e 2.6.

Fixemos agora uma função η ∈ S(R) tal que η = 1 em [−1, 1] e supp(η) ⊂ [−2, 2].

E fixemos também uma constante C = C(s, b, c, s′, b′, c′, ν, η) > |α| + |β| grande o

suficiente para que tenhamos as estimativas (2.36), (2.54), (1.7) e (1.9) válidas com

≤ C substituindo o śımbolo . .

Dado R > 0, consideremos o espaço métrico completo

B :=
{

(u, v) ∈ Xs,b × Y s′,b′

ν : ‖(u, v)‖B := ‖(u, v)‖
Xs,b×Y s

′,b′
ν
≤ 2CR

}
. (2.70)

E para cada (φ, ψ) ∈ BR e T ∈ (0, 1) tal que

Tmin{c−b , c′−b′} < (6C4R)−1, (2.71)

consideremos também a aplicação Ξ = Ξ(φ, ψ, T )

Ξ : B → Xs,b × Y s′,b′

ν

(u, v) 7→ (Ξ1
u,v , Ξ2

u,v)

definida por

Ξ1
u,v(t) := η(t)eit∂

2
xφ− iαη(t/T )

∫ t

0

ei(t−t
′)∂2x [u(t′)v(t′)]dt′, (2.72)

Ξ2
u,v(t) := η(t)e−νtH∂

2
xψ + βη(t/T )

∫ t

0

e−ν(t−t′)H∂2x∂x|u(t′)|2dt′. (2.73)
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Usando as Proposições 1.2 e 1.3, e os Teoremas 2.5 e 2.6, mostraremos que (2.72)

e (2.73) de fato definem elementos de Xs,b e Y s′,b′
ν . Mais ainda, mostraremos que

Ξ = Ξ(φ, ψ, T ) é uma contração de B em B.

Usando as estimativas (1.7), (1.9) e (2.54), de (2.72) obtemos

‖Ξ1
u,v‖Xs,b ≤ C‖φ‖Hs + |α|CT c−b‖uv‖Xs,c−1

≤ C‖φ‖Hs + |α|C2T c−b‖u‖Xs,b‖v‖
Y s
′,b′

ν
,

e usando as estimativas (1.7), (1.9) e (2.36), de (2.73) obtemos

‖Ξ2
u,v‖Y s′,b′ν

≤ C‖ψ‖Hs′ + |β|CT c′−b′‖∂x(uu)‖Xs,c′−1

≤ C‖ψ‖Hs′ + |β|C2T c
′−b′‖u‖2

Xs,b .

Combinando estas duas desigualdades temos

‖Ξ(u, v)‖
Xs,b×Y s

′,b′
ν

≤ C‖(φ, ψ)‖Hs×Hs′ + (|α|+|β|)C2Tmin{c−b , c′−b′}‖u‖Xs,b‖(u, v)‖B

≤ CR + (2C4RTmin{c−b , c′−b′})(2CR), ∀(u, v) ∈ B,

portanto, de (2.70) e (2.71), segue que Ξ(B) ⊂ B.

Vamos mostrar agora que Ξ : B→ B é uma contração. Note que

Ξ(u, v)− Ξ(ũ, ṽ) =

(
iαη(t/T )

∫ t

0

ei(t−t
′)∂2x [ũṽ−uv]dt′, βη(t/T )

∫ t

0

eν(t′−t)H∂2x∂x[uu−ũũ]dt′
)
.

Então, usando (1.9), (2.36), (2.54) e as igualdades ũṽ−uv = (ũ−u)ṽ + u(ṽ−v) e

uu−ũũ = (u−ũ)u+ ũ(u−ũ), obtemos

‖Ξ(u, v)−Ξ(ũ, ṽ)‖B ≤ C2Tmin{c−b , c′−b′}
(
‖ũṽ−uv‖Xs,c−1 + ‖uu−ũũ‖

Y s
′,c′−1

ν

)
≤ C3Tmin{c−b , c′−b′}‖(u, v)−(ũ, ṽ)‖B

[
‖ṽ‖

Y s
′,b′

ν
+2‖u‖Xs,b+‖ũ‖Xs,b

]
≤ 6C4RTmin{c−b , c′−b′}‖(u, v)− (ũ, ṽ)‖B, ∀(u, v), (ũ, ṽ) ∈ B.

Portanto, de (2.71), a aplicação Ξ : B→ B é uma contração.

Pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, Ξ = Ξ(φ, ψ, T ) possui um único ponto

fixo que é, portanto, solução das equações (2.1) e (2.2) para todo t ∈ [−T, T ], com
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T satisfazendo (2.71). Além disso, pela Proposição 1.1, este ponto fixo pertence a

C0(R;Hs)×C0(R;Hs′).

Portanto, a aplicação dado-solução S em (2.5) é definida, em cada (φ, ψ) ∈ BR, como

sendo a restrição a [−T, T ], conforme a Definição 1.2, do ponto fixo de Ξ = Ξ(φ, ψ, T ).

Com a mesma argumentação usada para mostrar que Ξ é contração, deduz-se

‖S(φ, ψ)−S(φ̃, ψ̃)‖B ≤ λ‖(φ, ψ)−(φ̃, ψ̃)‖Hs×Hs′ , ∀(φ, ψ), (φ̃, ψ̃)∈BR,

onde λ = C(1− 6C4RTmin{c−b , c′−b′})−1. Portanto, de (1.5), conclúımos que a aplicação

dado-solução S é Lipschitz.

Por fim, vamos mostrar a unicidade da solução na classe Xs,b
T × Y

s′,b′

T . Suponha que

(u1, v1), (u2, v2) ∈ Xs,b × Y s′,b′
ν satisfazem (2.1) e (2.2) para cada t ∈ [−T, T ].

Seja T ∗ ≤ T , tal que

2C3
(
‖(u1, v1)‖

Xs,b×Y s
′,b′

ν
+ ‖(u2, v2)‖

Xs,b×Y s
′,b′

ν

)
T ∗min{c−b , c′−b′} ≤ 1/2. (2.74)

Dado ε > 0, existe (ũ, ṽ) ∈ Xs,b×Y s′,b′
ν tal que ũ(t) = u1(t)−u2(t) e ṽ(t) = v1(t)−v2(t)

para todo t ∈ [−T ∗, T ∗] e

‖(ũ, ṽ)‖
Xs,b×Y s

′,b′
ν
≤ ‖(u1, v1)− (u2, v2)‖

Xs,b
T∗×Y

s′,b′
T∗

+ ε. (2.75)

Então, para todo t ∈ [−T ∗, T ∗],

u1(t)− u2(t) = −iαη(t/T ∗)

∫ t

0

ei(t−t
′)∂2x [ũ(t′)v1(t′) + u2(t′)ṽ(t′)]dt′,

v1(t)− v2(t) = βη(t/T ∗)

∫ t

0

e−ν(t−t′)H∂2x∂x[ũ(t′)u1(t′) + u2(t′)ũ(t′)]dt′.

Logo de (1.9), (2.36) e (2.54) temos

‖u1 − u2‖Xs,b
T∗
≤

∥∥∥∥−iαη(t/T ∗)

∫ t

0

ei(t−t
′)∂2x [ũ(t′)v1(t′) + u2(t′)ṽ(t′)]dt′

∥∥∥∥
Xs,b

≤ C3T ∗c−b
(
‖ũ‖Xs,b‖v1‖Y s′,b′ν

+ ‖u2‖Xs,b‖ṽ‖
Y s
′,b′

ν

)
(2.76)

e

‖v1 − v2‖Y s′,b′
T∗
≤ C3T ∗c

′−b′ (‖ũ‖Xs,b‖u1‖Xs,b + ‖u2‖Xs,b‖ũ‖Xs,b) . (2.77)
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Combinando (2.74), (2.76) e (2.77), obtemos

‖(u1, v1)− (u2, v2)‖
Xs,b
T∗×Y

s′,b′
T∗
≤ 1

2
‖(ũ, ṽ)‖

Xs,b×Y s
′,b′

ν
. (2.78)

Combinando agora (2.75) e (2.78), conclúımos

‖(u1, v1)− (u2, v2)‖
Xs,b
T∗×Y

s′,b′
T∗
≤ ε.

Portanto (u1, v1) = (u2, v2) em [−T ∗, T ∗], já que ε é arbitrário.

Definindo u′1(t) := u1(t + T ∗), v′1(t) := v1(t + T ∗), u′2(t) := u2(t + T ∗) e v′2(t) :=

v2(t+T ∗), a argumentação acima pode ser refeita para concluir que (u1, v1) = (u2, v2) em

[T ∗, 2T ∗], mais precisamente, em [T ∗,min{2T ∗, T}]. Portanto, repetindo este argumento

um número finito de vezes, conclúımos que (u1, v1) = (u2, v2) em [−T, T ]. �



Caṕıtulo 3

Resultados de Má Colocação

Na Seção 3.1, provamos nos Teoremas 3.2, 3.3 e 3.4 a C2-Má Colocação de (S B-O), para

(s, s′) em R1, R2 e `c, respectivamente (veja as Figuras I.1 e I.2). O primeiro resultado

de C2-Má Colocação foi obtido por Tzvetkov para a equação KdV em [24], melhorando

o resultado de C3-Má Colocação obtido por Bourgain em [7]. Nas provas dos Teoremas

3.2 e 3.4, essencialmente seguimos os argumentos de Tzvetkov. Mas para (s, s′) em R2,

surgem dificuldades técnicas adicionais. Para contornar estas dificuldades, na prova

do Teorema 3.3 fizemos (assim como em [3] e [10]) a variável t tender a zero e, por

isso, a conclusão é sobre a aplicação dado-solução (2.5) e não sobre o fluxo (3.9). Até

onde sabemos, este é o primeiro resultado de Má-Colocação de um sistema não linear

dispersivo, para dados iniciais em uma região como R2 (veja a Figura 3.2).

Na Seção 3.2, provamos alguns resultados sobre as regiões que restaram após os

resultados de Boa Colocação Local e de C2-Má Colocação (veja as Figuras I.1 e I.2).

No caso não ressonante, o Teorema 3.5 estabelece que, na maior parte da região restante,

o método utilizado neste trabalho não pode obter a Boa Colocação Local de (S B-O)

com os mesmos espaços de funções. E no caso particular ν = 0, idem para toda a região

restante. No caso ressonante, o Teorema 3.6 estabelece que, no end-point, o método

empregado em [22] não pode obter Boa Colocação Local de (S B-O) com os mesmos

espaços de funções. As provas destes resultados seguem os argumentos utilizados em

[16] para provar que a estimativa bilinear para a equação KdV não vale para s<−3/4.

Mas em nossas provas, o Lema 3.1 abaixo viabilizou provas um pouco mais diretas.
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3.1 C2-Má Colocação

Suponha que existe T >0 tal que o problema de Cauchy (S B-O) é localmente bem

posto em Hs(R)×Hs′(R), para o intervalo de tempo [−T, T ]. Suponha ainda que existe

t∈ [−T, 0) ∪ (0, T ] tal que a aplicação dado-solução St : (φ, ψ) 7→ (u(t), v(t)) é duas

vezes Fréchet diferenciável em zero. Então, a segunda derivada de Fréchet de St em

zero, pertence ao espaço normado das aplicações bilineares limitadas de Hs(R)×Hs′(R),

que denotaremos por B. Em particular, temos a seguinte estimativa para a segunda

derivada de Gâteaux de St em zero,∥∥∥∥ ∂2St

∂(φ, ψ)2
(0, 0)

∥∥∥∥
Hs×Hs′

≤ ‖D2St(0, 0)‖B‖(φ, ψ)‖2
Hs×Hs′ , ∀φ, ψ ∈ S(R). (3.1)

Denotaremos (uφ,ψ(t), vφ,ψ(t)) := St(φ, ψ). Isto significa que (uφ,ψ(t), vφ,ψ(t)) é uma

solução das equações integrais associadas

uφ,ψ(t) = eit∂
2
xφ− iα

∫ t

0

ei(t−t
′)∂2x (uφ,ψ(t′)vφ,ψ(t′)) dt′, (3.2)

vφ,ψ(t) = e−νtH∂
2
xψ + β

∫ t

0

e−ν(t−t′)H∂2x(∂x|uφ,ψ(t′)|2)dt′. (3.3)

Usaremos (3.2) e (3.3) para calcular o membro da esquerda da desigualdade (3.1).

Para isto, pretendemos utilizar a regra clássica de derivação do produto para obter

as derivadas de Gâteaux dos termos uφ,ψvφ,ψ e ∂x|uφ,ψ|2. Entretanto, está regra é

formal para baixos valores de s e s′, pois Hr(R) é uma álgebra apenas quando r > 1/2.

Contudo, pelo Teorema 2.1, quando φ, ψ ∈ S(R), temos (uφ,ψ(t′), vφ,ψ(t′)) ∈ Hr×Hr−1/2

para todo r ≥ 1/2. Além disso, o argumento de contração fornece aplicação dado-

solução anaĺıtica. Portanto, para pontos e direções em S(R) × S(R), a regra clássica

do produto pode ser aplicada na topologia de Hs ×Hs′ , pois é válida na topologia de

Hr ×Hr−1/2 para r > 1, tomado grande o suficiente para que a norma de Hr ×Hr−1/2

seja mais forte que a norma de Hs × Hs′ (lembrando que a derivada de Gâteaux é

preservada por normas mais fracas).

Pela regra de derivação do produto, de (3.2) obtemos

∂St

∂(φ, ψ)
(0, 0) =

(
∂u0,0

∂(φ, ψ)
(t),

∂v0,0

∂(φ, ψ)
(t)

)
=
(
eit∂

2
xφ , e−νtH∂

2
xψ
)
, ∀φ, ψ ∈ S(R),
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já que (u0,0(t), v0,0(t)) = St(0, 0) = (0, 0). Logo, de (3.2), calculando a segunda derivada

de Gâteaux de u em zero, na direção (φ, ψ) ∈ S(R)× S(R), obtemos

∂2u0,0

∂(φ, ψ)2 (t) = −2iα

∫ t

0

ei(t−t
′)∂2x

(
eit
′∂2xφ·e−νt′H∂2xψ

)
dt′.

Denotando então ξ2 := ξ − ξ1, conclúımos que∥∥∥∥ ∂2u0,0

∂(φ, ψ)2 (t)

∥∥∥∥
Hs

=

∥∥∥∥2α〈ξ〉s
∫ t

0

e−i(t−t
′)ξ2
(

(2π)−
1
2 (eit

′∂2xφ)̂ ∗ (e−νt
′H∂2xψ)̂) (ξ)dt′

∥∥∥∥
L2
ξ

=

∥∥∥∥∥
(

2α2

π

) 1
2

〈ξ〉s
∫ t

0

eit
′ξ2
∫
e−it

′(ξ22+ν|ξ1|ξ1)φ̂(ξ2)ψ̂(ξ1)dξ1dt
′

∥∥∥∥∥
L2
ξ

=

∥∥∥∥∫ t

0

∫
Θ(t′, ξ, ξ1)f(ξ2)g(ξ1)dξ1dt

∥∥∥∥
L2
ξ

,

onde f(ξ2) := 〈ξ2〉sφ̂(ξ2), g(ξ1) := 〈ξ1〉s
′
ψ̂(ξ1) e

Θ(t′, ξ, ξ1) :=

(
2α2

π

) 1
2

· 〈ξ〉s

〈ξ2〉s〈ξ1〉s
′ · eit

′(ξ2−ξ22−ν|ξ1|ξ1). (3.4)

Portanto, se a aplicação dado-solução (3.9) é C2 em zero então∥∥∥∥∫ t

0

∫
Θ(t′, ξ, ξ1)f(ξ2)g(ξ1)dξ1dt

′
∥∥∥∥
L2
ξ

≤‖D2St(0, 0)‖B(‖f‖L2 +‖g‖L2)2,∀f, g∈S(R).

(3.5)

Analogamente, de (3.3), calculando a segunda derivada de Gâteaux de v em zero,

na direção (φ, 0) ∈ S(R)× S(R), obtemos

∂2v0,0

∂(φ, 0)2
(t) = 2β

∫ t

0

e−ν(t−t′)H∂2x∂x

(
eit
′∂2xφ·eit′∂2xφ

)
dt′.

Portanto, se a aplicação dado-solução (3.9) é C2 em zero então também temos∥∥∥∥∫ t

0

∫
Υ(t′, ξ, ξ1)f(ξ2)f(−ξ1)dξ1dt

′
∥∥∥∥
L2
ξ

≤ ‖D2St(0, 0)‖B‖f‖2
L2 , ∀f ∈ S(R), (3.6)

onde,

Υ(t′, ξ, ξ1) :=

(
2β2

π

) 1
2

· |iξ|〈ξ〉
s′

〈ξ2〉s〈ξ1〉s
· eit′(ν|ξ|ξ−ξ22+ξ21). (3.7)

No próximo lema, estabeleceremos um resultado elementar, que será muito útil para

a demonstração dos teoremas deste caṕıtulo.
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Lema 3.1. Sejam A,B,R ⊂ Rn. Se R−B ⊂ A então

‖1R‖L2(Rn)‖1B‖L1(Rn) ≤ ‖1A ∗ 1B‖L2(Rn). (3.8)

Demonstração: Se R−B ⊂ A então

1A ∗ 1B(x) =

∫
A

1B(x− y)dy =

∫
A

1x−B(y)dy ≥ 1R(x)‖1B‖L1(Rn), ∀x ∈ Rn,

tomando a norma L2 nesta desigualdade, obtemos (3.8). �

Agora estamos em condições de provar nossos resultados de C2-Má Colocação para o

sistema (S B-O). Os dois primeiros resultados referem-se ao caso não ressonante |ν| 6= 1.

1 2 3 4
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1
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− 1
2

R1

R1

s
′ =

s
−
1/
2,
s
≥
0

s

s′

Figura 3.1: Fluxo (3.9) não é C2 em zero

Teorema 3.2. Sejam |ν| 6= 1 e s, s′ ∈ R. Suponha que o Problema de Cauchy (S B-O)

é localmente bem posto em Hs(R)×Hs′(R), no sentido do Teorema 2.1. Se (2.3) não

se verifica, i.e., s′ < −1/2 ou 2s− 1/2 < s′, então o fluxo

St : BR → Hs(R)×Hs′(R) (3.9)

(φ, ψ) 7→ (u(t), v(t))

não é C2 em zero1, para qualquer t ∈ [−T, 0) ∪ (0, T ]. A fortiori, a aplicação dado-

solução (2.5) também não é C2 em zero1.

1Na verdade, estamos provando algo um pouco mais forte do que está enunciado nos Teoremas 3.2,
3.3 e 3.4. Estamos provando que estas aplicações não são duas vezes Fréchet-diferenciáveis em zero.
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Demonstração: Basta mostrar que (3.5) não vale ou (3.6) não vale.

Caso s′ < −1/2: Neste caso, (3.5) não vale. De fato, para cada N ∈ N, defina

AN := {ξ1 ∈ R : |(1 + |ν|)ξ1 + sgn(ν)N | < (1 + |ν|)(4〈t〉N)−1},

BN := {ξ2 ∈ R : |2ξ2 − sgn(ν)N | < (4〈t〉N)−1}.

Para N suficientemente grande (precisamente N > 1 + |ν|), temos que

〈ξ1〉 ∼ 〈ξ2〉 ∼ 〈ξ1 + ξ2〉 ∼ N, ∀ξ1 ∈ AN , ∀ξ2 ∈ BN , (3.10)

já que 1 + |ν| 6= 2, além disso, sgn(ξ1) = − sgn(ν) para todo ξ1 ∈ AN , logo também

temos que

|(ξ1 + ξ2)2 − ν|ξ1|ξ1 − ξ2
2 | = |ξ1| · |(1 + |ν|)ξ1 + 2ξ2| <

2N

1 + |ν|
· 2 + |ν|

4〈t〉N
≤ 1

|t|
. (3.11)

Observe que cos(x) ≥ 1/2 quando |x| ≤ 1. Portanto, de (3.4), (3.10) e (3.11), temos

Re (Θ(t′, ξ1 + ξ2, ξ1)) &
1

N s′
, ∀|t′| ≤ |t|,∀ξ1 ∈ AN ,∀ξ2 ∈ BN . (3.12)

Sejam agora fN , gN ∈ S(R) tais que 1AN ≤ gN , 1BN ≤ fN , ‖gN‖L2 ≤ 2‖1AN‖L2 e

‖fN‖L2 ≤ 2‖1BN‖L2 . De (3.12), conclúımos que∣∣∣∣∫ t

0

∫
Θ(t′, ξ, ξ1)fN(ξ−ξ1)gN(ξ1)dξ1dt

′
∣∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣∫ t

0

∫
Re(Θ(t′, ξ, ξ1))1BN (ξ−ξ1)1AN (ξ1)dξ1dt

′
∣∣∣∣

& |t| · 1AN ∗ 1BN (ξ)

N s′
, ∀ξ ∈ R. (3.13)

Combinando (3.13) com (3.5), obtemos então

|t|· ‖1AN ∗ 1BN‖L2

N s′
. ‖D2St(0, 0)‖B(‖1AN‖L2 + ‖1BN‖L2)2. (3.14)

Por outro lado, definindo

RN := {ξ ∈ R : |ξ + bν sgn(ν)N | < (8〈t〉N)−1},

onde bν = 1
1+|ν| −

1
2
6= 0, temos que RN −BN ⊂ AN . Então, pelo Lema 3.1 e por (3.14),

conclúımos que

|t|·N
− 1

2N−1

N s′
.
‖D2St(0, 0)‖B

N
. (3.15)
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Mas (3.15) não vale para s′ <−1/2, já que N pode ser escolhido arbitrariamente

grande. Logo (3.5) não vale no caso s′ <−1/2 e, portanto, a aplicação dado-solução

(3.9) não é C2 em zero neste caso.

Caso s′ > 2s− 1/2: Para este caso, utilizando o mesmo procedimento utilizado para o

caso anterior, mostraremos que (3.6) não vale.

Para N ∈ N suficientemente grande (precisamente, N > |1− |ν||−1), definimos

AN := {ξ1 ∈ R : |aνξ1 + sgn(ν)(1 + |ν|)N | < (ctN)−1},

BN := {ξ2 ∈ R : |aνξ2 + sgn(ν)(1− |ν|)N | < (2ctN)−1},

RN := {ξ ∈ R : |aνξ + 2 sgn(ν)N | < (2ctN)−1},

onde aν := |1− |ν|| · |1 + |ν|| 6= 0 e ct := 1 + 8|t|(1− |ν|)−2. Então, RN −BN ⊂ AN .

Além disso,

〈ξ1〉 ∼ 〈ξ2〉 ∼ 〈ξ1 + ξ2〉 ∼ N, ∀ξ1 ∈ AN , ∀ξ2 ∈ BN , (3.16)

sgn(ξ1+ξ2)=−sgn(ν) e

∣∣ν(ξ1 + ξ2)|ξ1 + ξ2| − ξ2
2 + ξ2

1

∣∣ = |ξ1 + ξ2| · |(1− |ν|)ξ1 − (1 + |ν|)ξ2|

<
4N

aν
· 2

ct|1− |ν||N
≤ 1

|t|
. (3.17)

Analogamente a (3.10)-(3.12), de (3.7), (3.16) e (3.17), obtemos

Re (Υ(t′, ξ1 + ξ2, ξ1)) &
N s′+1

N2s
, ∀|t′| ≤ |t|, ∀ξ1 ∈ AN ,∀ξ2 ∈ BN . (3.18)

Sejam agora fN ∈S(R) tais que 1−AN∪BN ≤ fN e ‖fN‖L2 ≤ 2‖1−AN∪BN‖L2 . N−
1
2 .

Consequentemente, temos

fN(ξ− ξ1)fN(−ξ1) ≥ 1−AN∪BN (ξ− ξ1)1−AN∪BN (−ξ1) ≥ 1BN (ξ− ξ1)1AN (ξ1), ∀ξ, ξ1 ∈ R.

Analogamente a (3.13), de (3.18) deduzimos que∣∣∣∣∫ t

0

∫
Υ(t′, ξ, ξ1)fN(ξ − ξ1)fN(−ξ1)dξ1dt

′
∣∣∣∣ & |t| · 1AN ∗ 1BN (ξ)·N s′+1

N2s
, ∀ξ ∈ R. (3.19)



40

Então, de (3.19), do Lema 3.1 e de (3.6), conclúımos que

|t| · N
s′+1 ·N− 1

2 ·N−1

N2s
.
‖D2St(0, 0)‖B

N
. (3.20)

Mas como (3.20) não pode valer no caso 2s − 1/2 < s′, a aplicação dado-solução

não pode ser C2 para este caso. �

1 2 3 4

-1

1

2

3

4

0

− 1
2

R2

R2
s
′ =

s
−

1/
2,
s
≥

0

s

s′

Figura 3.2: Aplicação dado-solução (2.5) não é C2 em zero

Teorema 3.3. Sejam |ν| 6= 1 e s, s′ ∈ R. Suponha que o Problema de Cauchy para

o sistema (S B-O) é localmente bem posto em Hs(R)×Hs′(R), no sentido do Teorema

2.1. Se |s′ − (s−1/2)| > 3/2 , a aplicação dado-solução associada (2.5), i.e.,

S : BR → C0([−T, T ];Hs(R))× C0([−T, T ];Hs′(R))

(φ, ψ) 7→ (u, v)

não é C2 em zero.

Demonstração: Se a aplicação dado-solução (2.5) é C2 em zero então (3.5) e (3.6)

valem para todo t ∈ [−T, T ] e

sup
t∈[−T,T ]

‖D2St(0, 0)‖B <∞. (3.21)
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Portanto, precisamos mostrar que (3.21) não vale em dois casos, para s′ < s − 2 e

para s+ 1 < s′.

Para cada N ∈ N, definimos

AN := {ξ1 ∈ R : |ξ1 −N | < 1/2},

BN := {ξ2 ∈ R : |ξ2| < 1/4},

RN := {ξ ∈ R : |ξ −N | < 1/4}.

Logo RN −BN ⊂ AN e se ξ1 ∈ AN e ξ2 ∈ BN então

〈ξ1〉 ∼ N, 〈ξ2〉 ∼ 1, 〈ξ1 + ξ2〉 ∼ N, (3.22)

∣∣(ξ1 + ξ2)2 − ν|ξ1|ξ1 − ξ2
2

∣∣ = |ξ1| · |(1− ν sgn(ξ1))ξ1 + 2ξ2| < 6(1 + |ν|)N2. (3.23)

Agora, para cada N > (6(1 + |ν|)T )−
1
2 , definimos

tN := (6(1 + |ν|)N2)−1∈(0, T ]. (3.24)

Como cos(x) ≥ 1/2 quando |x| ≤ 1, de (3.4), (3.22), (3.23) e (3.24), obtemos

Re (Θ(t′, ξ1 + ξ2, ξ1)) &
N s

N s′
, ∀ξ1 ∈ AN , ∀ξ2 ∈ BN ,∀t′ ∈ [0, tN ]. (3.25)

Portanto, repetindo a argumentação usada em (3.12)-(3.15), conclúımos de (3.25) e

‖RN‖L2‖BN‖L1 ∼ 1 que

N s−2−s′ .
N s · tN
N s′

. ‖D2StN (0, 0)‖B,

o que contradiz (3.21) no caso s′ < s− 2, pois N pode ser arbitrariamente grande.

Por outro lado,

∣∣ν(ξ1 + ξ2)|ξ1 + ξ2| − ξ2
2 + ξ2

1

∣∣ < 6(1 + |ν|)N2, ∀ξ1 ∈ AN ,∀ξ2 ∈ BN . (3.26)

Logo, de (3.7), (3.22), (3.26) e (3.24), deduzimos que

Re (Υ(t′, ξ1 + ξ2, ξ1)) &
N s′+1

N s
, ∀ξ1 ∈ AN , ∀ξ2 ∈ BN ,∀t′ ∈ [0, tN ]. (3.27)
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Repetindo agora a argumentação de (3.18)-(3.20), de (3.27) e ‖RN‖L2‖BN‖L1 ∼ 1,

conclúımos que

N s′−s−1 .
N s′+1 · tN

N s
. ‖D2StN (0, 0)‖B,

contradizendo (3.21) no caso s+ 1 < s′.

Portanto, se |s′−(s−1/2)| > 3/2 então (3.21) não vale, logo a aplicação dado-

solução (2.5) não é C2 em zero. �

Para finalizar esta seção, provamos um resultado de C2-Má Colocação para o sistema

(S B-O) no caso ressonante |ν| = 1, que mostra que o resultado de Pecher [22] é sharp

exceto pelo end-point.

Teorema 3.4. Sejam |ν| = 1 e (s, s′) /∈ `, i.e., s′ 6= s− 1/2 ou s < 0. Suponha que o

Problema de Cauchy para o sistema (S B-O) é localmente bem posto em Hs(R)×Hs′(R),

no sentido do Teorema 2.1. então o fluxo

St : BR → Hs(R)×Hs′(R) (3.28)

(φ, ψ) 7→ (u(t), v(t))

não é C2 em zero, para qualquer t∈ [−T, 0)∪(0, T ]. A fortiori, a aplicação dado-solução

(2.5) também não é C2 em zero.

Demonstração: Faremos a demonstração usando os mesmo argumentos utilizados na

prova do Teorema 3.2.

Suponha que existe t ∈ [−T, 0) ∪ (0, T ] tal que a aplicação dado-solução (3.9) é C2

em zero.

Para cada N ∈ N, definimos

AN := {ξ1 ∈ R : |ξ1 − sgn(ν)N | < (2〈t〉N)−1},

BN := {ξ2 ∈ R : |ξ2| < (4〈t〉N)−1},

RN := {ξ ∈ R : |ξ − sgn(ν)N | < (4〈t〉N)−1}.

Então, RN −BN ⊂ AN . Além disso, se ξ1 ∈ AN e ξ2 ∈ BN então sgn(ξ1) = sgn(ν),

〈ξ1〉 ∼ N, 〈ξ2〉 ∼ 1, 〈ξ1 + ξ2〉 ∼ N,
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∣∣(ξ1 + ξ2)2 − ν|ξ1|ξ1 − ξ2
2

∣∣ = |2ξ1ξ2| < 4N · (4〈t〉N)−1 ≤ |t|−1.

Analogamente a (3.10)-(3.15), conclúımos de (3.5) que

|t| ·N s− 1
2
−s′ . ‖D2St(0, 0)‖B, ∀N ∈ N.

Portanto s′ ≥ s− 1/2.

Por outro lado, definindo

AN := {ξ1 ∈ R : |ξ1 + sgn(ν)N | < (2〈t〉N)−1},

BN := {ξ2 ∈ R : |ξ2| < (4〈t〉N)−1},

RN := {ξ ∈ R : |ξ + sgn(ν)N | < (4〈t〉N)−1},

temos RN−BN ⊂ AN . Além disso, se ξ1 ∈ AN e ξ2 ∈ BN então sgn(ξ1 +ξ2) = − sgn(ν),

〈ξ1〉 ∼ N, 〈ξ2〉 ∼ 1, 〈ξ1 + ξ2〉 ∼ N,∣∣ν(ξ1 + ξ2)|ξ1 + ξ2| − ξ2
2 + ξ2

1

∣∣ = |2(ξ1 + ξ2)ξ2| < 4N · (4〈t〉N)−1 ≤ |t|−1.

Analogamente a (3.17)-(3.20), conclúımos de (3.6) que

|t| ·N s′−s+ 1
2 . ‖D2St(0, 0)‖B, ∀N ∈ N.

Logo s′ ≤ s− 1/2 e portanto s′ = s− 1/2.

Resta mostrar que s ≥ 0. De fato, definindo

AN := {ξ1 ∈ R : |ξ1 + sgn(ν)N | < (8〈t〉N)−1},

BN := {ξ2 ∈ R : |ξ2 − sgn(ν)N | < (16〈t〉N)−1},

RN := {ξ ∈ R : |ξ| < (16〈t〉N)−1},

temos RN −BN ⊂ AN . Além disso, se ξ1 ∈ AN e ξ2 ∈ BN então sgn(ξ1) = − sgn(ν),

〈ξ1〉 ∼ N, 〈ξ2〉 ∼ N, 〈ξ1 + ξ2〉 ∼ 1,∣∣(ξ1 + ξ2)2 − ν|ξ1|ξ1 − ξ2
2

∣∣ = |2ξ1(ξ1 + ξ2)| < 4N · (4〈t〉N)−1 ≤ |t|−1.

Analogamente a (3.10)-(3.15), conclúımos de (3.5) que

|t| ·N−
1
2
−s′−s . ‖D2St(0, 0)‖B, ∀N ∈ N.

Portanto −2s = −1/2− s′ − s ≤ 0, o que conclui a demonstração do Teorema. �
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3.2 Onde as Estimativas Bilineares Não Valem

Teorema 3.5. Sejam |ν| 6= 1 e s, s′, c, c′ ∈ R. Se c′, c > 1/2 então

(i) a estimativa bilinear (2.36) não vale para s+ 1/2 ≤ s′;

(ii) a estimativa bilinear (2.54) não vale para s′ ≤ s− 3/2;

(iii) a estimativa bilinear (2.54) não vale para s′ ≤ s− 1, quando ν = 0.

Demonstração: (i) Retomemos as notações utilizadas na demonstração do Teorema

2.5. Então, apenas temos que mostrar que (2.37) não vale quando s+ 1/2 ≤ s′.

Definindo, para cada N ∈ N,

AN := {(τ1, ξ1) ∈ R2 : |ξ1 −N | < N−1, |σ1| < 6},

BN := {(τ2, ξ2) ∈ R2 : |ξ2| < (2N)−1, |σ2| < 1},

RN := {(τ, ξ) ∈ R2 : |ξ −N | < (2N)−1, |τ + ξ2 − 2ξN | < 1},

temos RN −BN ⊂ AN , já que σ1 + σ2 = τ + ξ2 − 2ξξ1. Além disso,

〈ξ1〉 ∼ N, 〈ξ2〉 ∼ 1, 〈ξ1 + ξ2〉 ∼ N, 〈σ〉 . N2, ∀(τ1, ξ1)∈AN , ∀(τ2, ξ2)∈BN .

Logo, de (2.38) e (2.39), temos

N s′+11BN(τ2, ξ2)1AN(τ1, ξ1)

N2(1−c′) ·N s
. |Φ(τ, ξ, τ1, ξ1)1BN(τ2, ξ2)1AN(τ1, ξ1)|, ∀(τ, ξ, τ1, ξ1)∈R4.

(3.29)

Sejam agora fN , gN ∈S(R2) tais que 1AN ≤ gN , 1BN ≤ fN , ‖gN‖L2 ≤ 2‖1AN‖L2 e

‖fN‖L2 ≤ 2‖1BN‖L2 . Combinando (2.37), (3.29) e (3.8), deduzimos a estimativa

N s′+1 ·N− 1
2 ·N−1

N2(1−c′) ·N s
. N−

1
2 ·N−

1
2 .

Mas está estimativa não vale para todo N quando s+ 1/2 ≤ s′ e c′ > 1/2.

(ii) Retomemos as notações utilizadas na demonstração do Teorema 2.6. Então, apenas

temos que mostrar que (2.55) não vale para s′ ≤ s− 3/2.
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Para cada N ∈ N, definimos

AN := {(τ1, ξ1) ∈ R2 : |ξ1 − sgn(ν)N | < N−1, |σ1| < 7(1 + |ν|)},

BN := {(τ2, ξ2) ∈ R2 : |ξ2| < (2N)−1, |σ2| < 1},

RN := {(τ, ξ) ∈ R2 : |ξ − sgn(ν)N | < (2N)−1, |τ + ξ2 + aν sgn(ν)Nξ| < 1},

onde aν := |ν| − 1. Então RN −BN ⊂ AN , já que de (2.57) segue que

σ1 + σ2 = [τ + ξ2 + aν sgn(ν)Nξ] + [(1 + |ν|)ξ1(ξ1 − ξ)] + [aν(ξ1 − sgn(ν)N)ξ].

Argumentando como no item (i), de (2.55) deduzimos a seguinte estimativa

N s ·N− 1
2 ·N−1

N2(1−c) ·N s′
. N−

1
2 ·N−

1
2 .

Mas esta estimativa não vale para todo N quando s′ ≤ s− 3/2 e c > 1/2.

(iii) Mantendo as notações do Teorema 2.6, definimos para cada N ∈ N,

AN := {(τ1, ξ1) ∈ R2 : |ξ1 −N | < 1, |σ1| < 3},

BN := {(τ2, ξ2) ∈ R2 : |ξ2| < 1/2, |σ2| < 1},

RN := {(τ, ξ) ∈ R2 : |ξ −N | < 1/2, |τ | < 1}.

Então RN −BN ⊂ AN , já que σ1 + σ2 = τ + ξ2
2 quando ν = 0.

Argumentando como no item (i), de (2.55) deduzimos a seguinte estimativa

N s

N2(1−c) ·N s′
. 1.

Mas esta estimativa não vale para todo N quando s′ ≤ s− 1 e c > 1/2. �

Pelo próximo teorema, conclúımos que o método utilizado por Pecher em [22] não

pode obter Boa Colocação Local para o caso ressonante de (S B-O) no end-point (s, s′) =

(0,−1/2).

Teorema 3.6. Sejam |ν| = 1, (s, s′) = (0,−1/2) e c, b, b′ ∈ R. Se c > 1/2 então a

estimativa (2.54) não vale.
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Demonstração: Retomemos as notações utilizadas na demonstração do Teorema 2.6.

Então, apenas temos que mostrar que (2.55) não vale. Para cada N ∈ N, definimos

AN := {(τ1, ξ1) ∈ R2 : |ξ1 + sgn(ν)N | < 1/2, |σ1| < 1},

BN := {(τ2, ξ2) ∈ R2 : |ξ2 − sgn(ν)N | < 1/4, |σ2| < 1/3},

RN := {(τ, ξ) ∈ R2 : |ξ| < 1/4, |σ + 2 sgn(ν)Nξ| < 1/3}.

Então RN −BN ⊂ AN , pois ν sgn(ξ − ξ2) = ν sgn(ξ1) = −1, logo de (2.57) temos

σ1 = [σ + 2 sgn(ν)Nξ]− σ2 + 2ξ[(ξ2 − sgn(ν)N)− ξ].

Além disso,

〈ξ1〉 ∼ N, 〈ξ2〉 ∼ N, 〈ξ1 + ξ2〉 ∼ 1, 〈σ〉 . N, ∀(τ1, ξ1)∈AN , ∀(τ2, ξ2)∈BN .

Logo, de (2.56) e (2.57), temos

N c−11BN (τ2, ξ2)1AN (τ1, ξ1)

N−
1
2

. |Ψ(τ, ξ, τ1, ξ1)1BN (τ2, ξ2)1AN (τ1, ξ1)|, ∀(τ, ξ, τ1, ξ1)∈R4.

(3.30)

Sejam agora fN , gN ∈S(R2) tais que 1AN ≤ gN , 1BN ≤ fN , ‖gN‖L2 ≤ 2‖1AN‖L2 e

‖fN‖L2 ≤ 2‖1BN‖L2 . Combinando (2.55), (3.30) e (3.8), obtemos a estimativa

N c− 1
2 . 1.

Mas esta estimativa não vale para todo N quando c > 1/2. �



Trabalhos Futuros

Apresentamos agora três tópicos relacionados aos resultados deste trabalho, que foram

e estão sendo objeto de estudo:

• Até o momento, os melhores resultados sobre Boa Colocação para (S B-O), no

caso ressonante (|ν| = 1), foram obtidos por Pecher em [22]: Boa Colocação

Local para s′ = s − 1/2 e s > 0 ; Boa Colocação Global para s′ = s − 1/2 e

s > 1/3, no caso particular ν = 1 e α
β
< 0. Pelo Teorema 3.4, a Boa Colocação

Local não pode ser provada por método de ponto fixo para s′ 6= s− 1/2 ou s < 0.

E pelo Teorema 3.6, a estimativa bilinear (2.54) não vale para (s, s′) = (0,−1/2)

(o end-point). Entretanto, ainda existe a possibilidade de construir modificações

dos espaços Xs,b e Y s′,b′
ν para as quais sejam válidas as estimativas bilineares.

Construindo uma modificação do tipo Besov do espaço de Bourgain, Kishimoto

provou em [18] a Boa Colocação Local da equação KdV na regularidade cŕıtica

s = −3/4. Inspirado nesse trabalho, estamos tentando construir espaços para os

quais tenhamos as estimativas bilineares e, então, obter a Boa Colocação Local

de (S B-O) no end-point. Se obtivermos êxito, esperamos também conseguir Boa

Colocação Global em toda a semirreta s′ = s − 1/2, s ≥ 0, pois pensamos que

a prova do mesmo resultado já obtido para o caso não ressonante (em [1]) pode

então ser adaptada ao caso ressonante.

• Até onde sabemos, o Teorema 3.3 é o primeiro resultado de C2-Má Colocação

a ser obtido para um sistema não linear dispersivo, no caso espećıfico em que

a diferença entre as regularidades do dado inicial é suficientemente grande (i.e.

|s − s′| > c). Isto é o que ocorre para todo dado inicial cuja regularidade (s, s′)
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está na região R2 (veja as Figuras I.1 e 3.2). Tal resultado parece natural devido

ao acoplamento do sistema pelos termos não lineares das equações e ao Prinćıpio

de Duhamel. Acreditamos que o mesmo procedimento utilizado para provar o

Teorema 3.3 pode obter resultados para outros sistemas não lineares dispersivos

tais como o sistema de Zakharov, o sistema Schrödinger-Korteweg-de Vries etc.

• Em [3], Bejenaru e Tao provaram que o Problema de Cauchy para equação de

Schrödinger com não linearidade u2 é Mal Colocado para regularidade s < −1, no

sentido de que a aplicação dado-solução não é cont́ınua em zero. Eles utilizaram

um beĺıssimo argumento cujos ingredientes principais, grosso modo, são: o fato

da Boa Colocação em s = −1 ser provada pelo método de contração; o fato da

segunda derivada de Fréchet da aplicação dado-solução em zero ser uma aplicação

bilinear “suficientemente” não limitada para regularidade s < −1. Estudamos a

viabilidade da aplicação do argumento de Bejenaru e Tao para transformar os

resultados de C2-Má Colocação obtidos nesse trabalho, e os que eventualmente

vierem a ser obtidos para outros sistemas (veja o item anterior), em resultados de

Má Colocação (no sentido de que a aplicação dado-solução não é cont́ınua).



Apêndice

Os dois próximos lemas são resultados elementares de cálculo que obtivemos inspirados

por (2.13) e (2.14) do Lema 2.5 em [4].

Lema A.1. Sejam b, p, q ∈ R. Se p 6= 0 e b > 1/2 então

∥∥〈pτ + q〉−b
∥∥
L2
τ

=

(∫
dτ

〈pτ + q〉2b

) 1
2

<
2 max{1, (2b− 1)−1/2}√

|p|
.

Demonstração: Se b ≥ 1 então, pela mudança de variável x = pτ + q, temos

∥∥〈pτ + q〉−b
∥∥2

L2
τ
≤ 1

|p|

∫
dx

1 + x2
=

π

|p|
<

4

|p|
.

Para o caso 1/2 < b < 1, como 1 + |τ | ≤
√

2〈τ〉 para todo τ ∈ R, temos

∥∥〈pτ + q〉−b
∥∥2

L2
τ

=
1

|p|

∫
dx

〈x〉2b
≤ 2

|p|

∫ +∞

1

2b

x2b
dx <

4

(2b− 1)|p|
.

�

Lema A.2. Sejam b, p, q, r ∈ R. Se b > 1/2 e p 6= 0 então∫
dτ

〈pτ 2 + qτ + r〉b
≤ 25 max{1, (2b− 1)−1}√

|p|
.

Demonstração: Pela mudança de variável τ̃ = (
√
|p|)τ , temos∫

dτ

〈pτ 2 + qτ + r〉b
=

1√
|p|

∫
dτ̃

〈τ̃ 2 + q̃τ̃ + r̃〉b
, (A.1)

onde q̃ = sgn(p)√
|p|
q e r̃ = sgn(p)r.
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Sejam z1, z2 ∈ C as duas ráızes do polinômio P (τ̃) = τ̃ 2 + q̃τ̃ + r̃. Então, por (A.1),

por 1 + | · | ≤ 2〈·〉, e por |z| ≥ |Re(z)| para todo z ∈ C, temos

∫
dτ

〈pτ 2 + qτ + r〉b
≤ 2b√

|p|

4 +

∫
Bc

dτ

(1 + |τ − r1||τ − r2|)b

 , (A.2)

onde r1 := Re(z1), r1 := Re(z1) e B := {τ ∈ R : |τ − r1| ≤ 1} ∪ {τ ∈ R : |τ − r2| ≤ 1}.

Observe agora que

(1 + |τ − r1|)(1 + |τ − r2|) ≤ 3(1 + |τ − r1||τ − r2|), ∀τ ∈ Bc . (A.3)

Então, combinando (A.3) em (A.2), usando 〈·〉 ≤ (1 + | · |) e usando a desigualdade

de Cauchy-Schwarz, temos∫
dτ

〈pτ 2 + qτ + r〉b
≤ 2b√

|p|

(
4 +

∫
3bdτ

(1 + |τ − r1|)b(1 + |τ − r2|)b

)

≤ 2b√
|p|

(
4 + 3b

∥∥〈τ − r1〉−b
∥∥
L2
τ

∥∥〈τ − r2〉−b
∥∥
L2
τ

)
. (A.4)

Se 1/2 < b ≤ 1 então, por (A.4) e o Lema A.1, temos∫
dτ

〈pτ 2 + qτ + r〉b
≤ 25(2b− 1)−1√

|p|
,

e portanto, para todo b > 1/2,∫
dτ

〈pτ 2 + qτ + r〉b
≤ 25 max{1, (2b− 1)−1}√

|p|
.

�

O próximo lema é um resultado elementar de cálculo que obtivemos inspirados por

(2.4) do Lema 2.1 de [17].

Lema A.3. Sejam c, κ ∈ R. Se c < 1 então vale a seguinte estimativa:∫
|τ |≤|κ|

dτ

〈τ〉c
<

4

1−c
〈κ〉1−c .
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Demonstração: Como c < 1 e 1 + |τ | ≤ 2〈τ〉, temos

∫
|τ |≤|κ|

dτ

〈τ〉c
≤ 2c+1

1+|κ|∫
1

dτ

τ c
≤ 2c+1

1− c
(1 + |κ|)1−c <

4

1−c
〈κ〉1−c .

�

O próximo lema estabelece uma desigualdade que foi utilizada para a prova do Lema

3.2 de [13], a saber, a desigualdade encontra-se na equação (3.18) de [13].

Lema A.4. Se b ≥ 0, φ ∈ S(R) e J ∈ Hb(R) então φJ ∈ Hb(R). Além disso, vale a

seguinte estimativa

‖φJ‖Hb ≤ 2b+
1
2

(
‖〈τ〉bFtφ(τ)‖L1

τ
‖J‖L2 + ‖Ftφ(τ)‖L1

τ
‖J‖Hb

)
.

Demonstração: Por um argumento de densidade, podemos supor que J ∈ S(R).

Então

Ft[φJ ](τ) = Ftφ∗FtJ(τ) =

∫
Ftφ(τ − τ1)FtJ(τ1)dτ1, ∀τ ∈ R. (A.5)

Além disso, pela desigualdade triangular, temos que |τ |2 ≤ 2|τ − τ1|2 + 2|τ1|2 para

quaisquer τ, τ1 ∈ R. Logo, para todo b ≥ 0, também temos

〈τ〉b =
(
1 + |τ |2

) b
2 ≤

(
2 max{2〈τ − τ1〉2, 2〈τ1〉2}

) b
2 ≤ 2b〈τ − τ1〉b + 2b〈τ1〉b. (A.6)

Combinando (A.5) e (A.6) temos

〈τ〉b |Ft[φJ ](τ)| ≤ 2b
(
〈·〉b|Ftφ|

)
∗|FtJ |(τ) + 2b|Ftφ|∗

(
〈·〉b|FtJ |

)
(τ).

Desta desigualdade, obtemos a estimativa

‖φJ‖2
Hb ≤ 22b+1

(
‖
(
〈·〉b|Ftφ|

)
∗|FtJ |‖L2 + ‖|Ftφ|∗

(
〈·〉b|FtJ |

)
‖L2

)2
.

Por fim, utilizando a Desigualdade de Young para Convoluções e o Teorema de Plan-

cherel, conclúımos a prova do lema. �
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O próximo lema difere do Lema 4.2 de [14] apenas por notação. E a prova que

apresentamos aqui não é nada além de um detalhamento da prova apresentada por

Ginibre, Tsutsumi e Velo.

Lema A.5. [Lema 4.2 de [14]] Sejam ρ, a1, a2 ∈R. Se 0 ≤ a1 ≤ a2 e 1 < a1 + a2

então existe uma constante C(a1, a2) > 0, independente de ρ, tal que∫
dτ

〈τ + ρ〉a1〈τ − ρ〉a2
≤ C(a1, a2)

〈ρ〉α
,

onde

α = α(a1, a2) =


a1, se a2 > 1,
a1−ε, se a2 = 1,
a1+a2−1, se a2 < 1,

com ε > 0 podendo ser tomado arbitrariamente.

Para demonstrar o Lema A.5, vamos estabelecer um resultado auxiliar:

Lema A.6. Se ρ ≥ 0 então

1+ρ∫
1

dτ

τa
≤ 2[1−a]+

[|1− a|]+
〈ρ〉[1−a]+ , ∀a ∈ R, (A.7)

onde [λ]+ = λ se λ > 0, [λ]+ = 0 se λ < 0 e [0]+ é um número real positivo qualquer.

Demonstração: Se a > 1 então [1− a]+ = 0 e [|1− a|]+ = a− 1, logo

1+ρ∫
1

dτ

τa
≤

+∞∫
1

dτ

τa
=

1

a− 1
≤ 2[1−a]+

[|1− a|]+
〈ρ〉[1−a]+ .

Se a < 1 então [1− a]+ = 1− a e [|1− a|]+ = 1− a. Logo, como 1 + ρ ≤ 2〈ρ〉, temos

1+ρ∫
1

dτ

τa
=

(1 + ρ)1−a − 1

1− a
≤ (2〈ρ〉)1−a

1− a
=

2[1−a]+

[|1− a|]+
〈ρ〉[1−a]+ . (A.8)

Finalmente, se a = 1 então para todo ε > 0 temos, por (A.8), temos

1+ρ∫
1

dτ

τa
≤

1+ρ∫
1

dτ

τ 1−ε ≤
(2〈ρ〉)ε

ε
=

2[1−a]+

[|1− a|]+
〈ρ〉[1−a]+ .

�
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Demonstração do Lema A.5: Por uma mudança de variável τ ′ = −τ , e pelo fato de

〈−·〉 = 〈·〉, podemos supor ρ ≥ 0.

Se |τ | ≥ 2ρ então |τ±ρ| ≥ |τ |−ρ ≥ |τ/2|. Logo, lembrando que 〈τ〉 ≤ 1+|τ | ≤ 2〈τ〉,

temos ∫
|τ |≥2ρ

dτ

〈τ + ρ〉a1〈τ − ρ〉a2
≤ 2

+∞∫
2ρ

dτ

〈τ/2〉a1+a2
≤ C1(a1, a2)

〈ρ〉a1+a2−1
, (A.9)

onde C1(a1, a2) = 22+a1+a2(a1 + a2 − 1)−1.

Se 0 ≤ τ ≤ 2ρ então 〈τ + ρ〉 ≥ 〈ρ〉. Logo, por (A.7), temos

2ρ∫
0

dτ

〈τ + ρ〉a1〈τ − ρ〉a2
≤ 2a2

〈ρ〉a1

2ρ∫
0

dτ

(1 + |τ − ρ|)a2
=

2a2+1

〈ρ〉a1

1+ρ∫
1

dτ

τa2
≤ C2(a1, a2)

〈ρ〉a1−[1−a2]+
, (A.10)

onde C2(a1, a2) = 2a2+1+[1−a2]+ [|1− a2|]−1
+ .

Fazendo uma mudança de variável e repetindo o argumento utilizado em (A.10)

temos

0∫
−2ρ

dτ

〈τ + ρ〉a1〈τ − ρ〉a2
=

2ρ∫
0

dτ

〈τ + ρ〉a2〈τ − ρ〉a1
≤ 2a1+1

〈ρ〉a2

1+ρ∫
1

dτ

τa1
≤ C3(a1, a2)

〈ρ〉a2−[1−a1]+
, (A.11)

onde C3(a1, a2) = 2a1+1+[1−a1]+ [|1− a1|]−1
+ .

Observe agora que a desigualdade

α(a1, a2) ≤ min{a1 − [1− a2]+ , a2 − [1− a1]+ , a1 + a2 − 1} (A.12)

é válida, para todas as possibilidades de a1 e a2 (nos casos em que se tem a1 = 1 ou

a2 = 1, fazendo-se escolhas adequadas para [1− a1]+, [1− a2]+ e α(a1, a2)).

Portanto, combinando (A.9), (A.10), (A.11) e (A.12), temos∫
dτ

〈τ + ρ〉a1〈τ − ρ〉a2
≤ C(a1, a2)

〈ρ〉α
,

onde C(a1, a2) = C1(a1, a2) +C2(a1, a2) +C3(a1, a2), o que encerra a demonstração. �
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