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RESUMO

O PROBLEMA DE CAUCHY PARA UM SISTEMA
SCHRODINGER-BENJAMIN-ONO

Leandro Domingues

Orientador: Didier Jacques Francois Pilod

A proposta deste trabalho é o estudo do problema de Cauchy para um sistema aco-

plado Schrodinger-Benjamin-Ono

i0yu + 0*u = auv, te[-T,T), z€R,
O + vHO*v = B0, (Jul?),
u(0,z) = ¢, v(0,z) =, (¢, ¢) € H*(R) x H*(R).

Na auséncia de ressonancia para o sistema (|v| # 1), obtivemos resultado de boa co-
locagao local para uma ampla classe de dados iniciais, melhorando os resultados obtidos
por Bekiranov, Ogawa e Ponce (1998). Além disso, provamos C?-md colocagdo para
todo dado inicial com baixa regularidade e também para todo dado inicial cuja dife-
renca entre suas regularidades é suficientemente grande (i.e. |s — | > ¢). Até onde
sabemos, este 1ltimo resultado de ma colocacao é o primeiro deste tipo a ser obtido
para um sistema nao linear dispersivo. Por fim, na presenca de ressonancia para o
sistema (|v| = 1), provamos que o resultado de boa colocagao local obtido por Pecher

(2006) ¢é o melhor possivel, exceto pelo ponto final de regularidade.

Palavras-chave: Sistema Schrodinger-Benjamin-Ono, Problema de Cauchy, Boa Co-

locacao Local, M& Colocacao, Estimativas Bilineares.

Rio de Janeiro

Fevereiro de 2015
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ABSTRACT

THE CAUCHY PROBLEM FOR A
SCHRODINGER-BENJAMIN-ONO SYSTEM

Leandro Domingues

Advisor: Didier Jacques Frangois Pilod

This work is concerned with the Cauchy problem for a coupled Schrodinger-Benjamin-

Ono system

i0yu + 0*u = auv, te[-T,T), z€R,
O + vHO*v = BO(|ul?),
u(0,z) = ¢, v(0,z) =1, (¢, v) € H*(R) x H*(R).

In the non-resonant case (|v| # 1), we prove local well-posedness for a large class of
initial data. This improves the results obtained by Bekiranov, Ogawa and Ponce (1998).
Moreover, we prove C2-ill-posedness at low-reqularity, and also when the difference of
regularity between the initial data is large enough (i.e. |s—s'| > ¢). As far as we know,
this last ill-posedness result is the first of this kind for a nonlinear dispersive system.
Finally, we also prove that the local well-posedness result obtained by Pecher (2006) in

the resonant case (|v| = 1) is sharp except for the end-point.

Key-words: Schrodinger-Benjamin-Ono System, Cauchy Problem, Local Well-Posedness,

[1l-Posedness, Bilinear Estimates.

Rio de Janeiro

February 2015
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Introducao

Este trabalho é dedicado ao estudo do Problema de Cauchy para o sistema dispersivo,

modelado pelo acoplamento nao linear das equacoes de Schrodinger e de Benjamin-Ono,

i0yu + 0*u = auw, te[-T,T], xR,
O + vHO?v = B0, (Jul?), (SB-0)
u(0,z) = ¢, v(0,z) =, (6,0) € H (R) x H¥(R),

onde H denota a transformada de Hilbert, u = u(t, z) é uma fungao a valores complexos,
v =v(t,x) é uma funcdo a valores reais e a, 3, v sdo constantes reais com «af3 # 0.

O sistema foi deduzido por Funakoshi e Oikawa em [12]. Ele descreve o
movimento de dois fluidos com diferentes densidades sob ondas gravidade-capilares em
um fluxo de aguas profundas. A onda curta de superficie é geralmente descrita por
uma equacgao do tipo Schrodinger e a onda longa interna é descrita por algum tipo de
equacao da onda acompanhada por um termo dispersivo (que neste caso é uma equagao
do tipo Benjamin-Ono).

Por Boa Colocagao Local em um espago X do Problema de Cauchy para (S B-O))
entende-se que, para todo dado inicial (¢, ) € X, existe um intervalo de tempo [—T', T1,
para o qual existe uma solugao para as equacoes integrais associadas ao sistema, que é
tnica em algum espago de fungoes (Ezisténcia e Unicidade). Além disso, tal solugao
deve descrever uma curva continua de [—7',T| em X (Persisténcia) e a aplicacao dado-
solucdo deve ser, pelo menos, continua (Dependéncia Continua nos Dados Iniciais).

Os espacos naturais para o estudo da Boa Colocacao Local de Sa0 0S espacos
de Sobolev do tipo H*(R) x H* (R) pois, para uma solugio suave (u,v) de (SB-0), as



seguintes quantidades estao conservadas para todo t € [=T, T
Hlu(t),v(t)] = [fu(t)[]3,
Mlu(t),v(t)] = Im [ u(t,z)0,u(t, z)dx + %“U(t)“%,
Elu(t), v(t)] = [0:u()|3 + a [ ot 2)[ult, z) 2dz — 5] Do ()13,
onde D, = HO,.
No caso nao ressonante (|v| # 1), Bekiranov, Ogawa e Ponce provaram em [5] a Boa

Colocagao Local de (S B-O)) para (s, s’) na semirreta
(:={(s,s) eR* : & =5—-1/2, s>0}.

Em [1], Angulo, Matheus e Pilod provaram a Boa Colocagao Global de no caso
nao ressonante, também para (s,s’) € ¢, usando uma ideia de Colliander, Holmer e
Tzirakis empregada em [g].

No Teorema deste trabalho, obtivemos a Boa Colocacao Local de , no

caso nao ressonante, para (s, s’) na regiao
Wi={(s,8) eR*: —1/2<s—(s—1/2) <1, —1/2<s <25—1/2},

melhorando o resultado de Bekiranov, Ogawa e Ponce.
No Teorema , obtivemos a C?-Md Colocacao de (S B-OJ), no caso nao ressonante,

para (s, s’) na regiao
Ry = {(s,8) €R*: 5 < —1/2 ou 25 —1/2 < s},

no sentido de que a aplicacao dado-solugao (fluxo) S*: (¢, %) — (u(t),v(t)) nao pode
ser de classe C? em zero, para qualquer ¢ # 0 no intervalo [T, T] para o qual se tenha
Boa Colocacao Local.

No Teorema , obtivemos a C?-Md Colocagao de (S B-OJ), no caso nao ressonante,

para (s,s’) na regiao

Ry = {(s,5) e R*: |§ — (s — 1/2)| > 3/2},



no sentido de que a aplicacao dado-solugao S : (¢,1) — (u,v) ndo pode ser de classe
C? em zero, qualquer que seja o intervalo [T, T para o qual se tenha Boa Colocagao.
Como se pode ver, a Ma Colocacao se da em um sentido um pouco mais forte na regiao

R1 do que na regiao Rs.

Observacao 1. Até onde sabemos, o Teorema ¢ o primeiro resultado de C2-M4,
Colocagao a ser obtido para um sistema nao linear dispersivo, no caso especifico em
que a diferenca entre as regularidades do dado inicial é suficientemente grande (i.e.
|s —§'| > ¢). Isto é o que ocorre para todo dado inicial cuja regularidade (s, s") estd na
regiao Ry (veja as Figuras e. Tal resultado parece natural devido ao acoplamento

do sistema pelos termos nao lineares das equagoes e ao Principio de Duhamel.

No Teorema 3.5 mostramos que as estimativas bilineares utilizadas para a demons-
tracdo do Teorema 2.1 ndo valem em uma parte da regido restante R? — (WUR; UR»),

e que nao valem em toda a regiao restante quando v = 0. Todos esses resultados sobre

Figura I.1: (SB-O)), |v| # 1 e (¢,) € HSx H*



o sistema (SB-OJ), no caso ndo ressonante (|v| # 1), estao resumidos na Figura [[.1]
No caso ressonante (|v| = 1), Pecher mostrou em [22] a Boa Colocagao Local do
sistema (SB-O)) para (s,s') € ¢, exceto pelo ponto (0,—1/2). No Teorema [3.4] obtive-
mos C2-M4 Colocacao de para (s,s’)¢ (. E no Teorema , mostramos que a
estimativa bilinear, que é o ponto-chave da prova de Boa Colocacao obtida por Pecher,

nao vale no ponto (0,—1/2). A Figura[[.2]resume os resultados para o sistema (S B-O)

Figura 1.2: (SB-0)), |v| =1 ¢ (¢, )€ H*x H*

no caso ressonante.

Para o caso periédico do sistema , Angulo, Matheus e Pilod provaram em [I]
Boa Colocacio Local, no caso nio ressonante, para dados iniciais em H*(T)xH*~/2(T),
para todo s > 1/2. E Oh provou em [21] C?-M4 Colocagao para s < 1/2 no caso nao
ressonante e para s € R no caso ressonante.

Bekiranov, Ogawa e Ponce também obtiveram Boa Colocacao Local para outros
sistemas dispersivos nao lineares: o sistema Schrodinger-Korteweg-de Vries (em [4]);
e o sistema de Benney (em [5]). Em ambos, para dados iniciais em H*(R) x H* (R)
com (s,s") € £. Para o ultimo sistema, devido a propriedades da transformagao por
escalonamento (scaling), a Boa Colocagao Local s6 foi investigada em H*(R)xH S_%(R)
(veja Remark 2 em [3]).

No caso do sistema (S B-O), se escalonarmos uma solu¢ao (u,v) do sistema,

ux(t,x) = )\%u()\2t, Ar),  oa(t ) = Mo\ Az), A >0,



entao (uy,v,) também é uma solugao de (S B-OJ) com os dados iniciais substituidos por

oa(z) = A%gb()\x) e Yx(z) = A2Y(Az), que satisfazem

3
[eall e = A" M0 e loall e = ATl o

Logo, para s = s—1/2, tem-se |[(¢x, Vx|l gsirsr = N T(D, ©)| s g Contudo, no
Teorema , mostramos que o regime s’ = s — 1/2 ndo é uma condi¢ao necesséria para
a Boa Colocagao do sistema . Observe também que o Teorema estabelece
C*-M4 Colocagao para todo (s, s') em uma vizinhanga de (—1, —3/2), que é um ponto de
regularidade critica, no sentido que a transformacao por escalonamento deixa a norma
H*x H* invariante nesta regularidade.

Em [14], Ginibre, Tsutsumi e Velo provaram a Boa Colocagao Local para o sistema

de Benney e para o sistema 1D Zakharov, ambos para a regiao
{(s,s) eR*: —1/2<s5—5 <1, 0<s+1/2<2s}.

Em [9], Corcho e Linares provaram a Boa Colocagao Local para o sistema Schrodinger-
Korteweg-de Vries, para uma regiao contendo a semirreta ¢. Ma Colocacao nao foi
investigada em [4], [14], [5] e [9]. Em [25], Wu provou Boa Colocac¢ao Local para
o sistema Schrodinger-Korteweg-de Vries para uma regiao mais ampla, melhorando o

resultado obtido em [9], e obteve C2-M4 Colocagio para a regiao
{(s,s') € R*: 5’ < —=3/4 ou 4s < §'}.

Observe que esta regiao se assemelha a regiao Ry e fora dela hd pontos com |s — |
arbitrariamente grande, onde pensamos ser natural esperar M4 Colocacao.

Este trabalho é organizado da seguinte maneira: No Capitulo[I]estabelecemos os pré-
requisitos necessarios para a obtencao dos nossos resultados. O Capitulo [2| é dedicado
a obtencao do Teorema de Boa Colocacao Local para (S B-OJ) no caso nao ressonante,
onde o ponto-chave é a obtencao das estimativas bilineares demonstradas nas Secoes
e No Capitulo [3| provamos os resultados de Ma-Colocagao para nos
casos ressonante e nao ressonante. Por fim, listamos alguns trabalhos relacionados que

ainda estao em andamento.



Notacoes

1, xze,

o 1g(z) := 0, 2¢0
1, x>0,
o sgn(z) 1= L oae0

e f(X) < g(X) denota que existe C' > 0, dependente de alguns parametros fixados,
para a qual vale f(X) < Cg(X), VX.

o f(z)~g(z) denota f(x) S g(z) < f(x).

o (z):=+/1+|z2=1+22+ - +22, z€eR™

o (fxg)(z):= Rnf(ﬂc —y)g(y)dy, = eR"

e S(R™) denota o espaco de Schwartz em R”".

e S'(R") denota o dual topolégico de S(R™), o espago das distribuigdes temperadas.

e C91: X) denota o espaco das funcoes continuas em um intervalo I a valores em
t I s s

um espago normado X, munido da norma || f{[cos.x) := sup || ()| x.
tel
o [|(f,D)llxxy :==Ifllx + llglly, onde X e Y sao espagos normados.

o Ifllom = I llzmgen = sup |£()]
TERM
1
P
o Ifllor = I1f Lo = ( / |f<as>|pdx) L 1<p<oo
RTL
i Hf||L£(Lg) = Hf||L£(Rn;Lg(Rm)) = ||Hf(xay)HLg(Rm)HLg(Rn)7 1 <p,qg< oo



~

o f(§) =

Mb

/f TGty ¢eR", feLY(R).
o Fif(r,x):=F[f(-,2)|(r) = E /f(t,x)e_i”dt, TeR, v eR.

o Fof(t,€) = Fulf(t)|(€) = \/LQ_W /f(t,@e%wfdx, £€R teR.

o f(z):=F 'f(x):= F[f( Q/f Jel@&ittantn) ge g e R™,
o 1 lme = 15 ey = H<s>s ] /.
i HfHHg(R;Hf) = H H]: f t 5 HHb - H 12 = HfHHf(R;Hg)-

e 0%y denota a derivada parcial de u na varidvel x de ordem k.

o Hf:=F '—isgn(-)Ff(-)] é a transformada de Hilbert de f.



Capitulo 1

Preliminares

Neste texto, presume-se o conhecimento sobre alguns conceitos e resultados elementares
de Teoria da Medida, Analise Funcional, Espacos de Sobolev e Anadlise de Fourier.
Indicamos [I1] para uma referéncia abrangente sobre esses pré-requisitos. Para uma
abordagem concisa dos dois dltimos tépicos, indicamos o primeiro capitulo de [19].

Na Secao , definimos os espacos X*° introduzidos por Bourgain em [6], que
serao os espagos onde obteremos as solugoes para o nosso Problema de Boa Colocacao.
Mostramos também que quando b > 1/2 seus elementos descrevem curvas continuas no
espaco de Sobolev H*®.

Na Segao [I.2] provamos as estimativas lineares para os espacos de Bourgain. De-
vido a essas estimativas, os espacos de Bourgain estao bem adaptados a utilizagao do
Teorema do Ponto Fixo de Banach. Pois, para o argumento de contracao, os termos
lineares das equacoes integrais associadas podem ser controlados por essas estimativas.
O trabalho resume-se, entao, a obtencao de estimativas para os termos nao lineares das
equacoes.

As demonstracoes neste capitulo sao essencialmente as demonstracoes apresentadas
em [13], com um maior detalhamento das contas e das passagens.

Gostarfamos ainda de fazer referéncia a [15], [20], [23] e [2] pois sdo textos onde o

autor deste trabalho aprendeu muito sobre esses topicos preliminares.



1.1 Espacos de Bourgain

No restante deste capitulo, w denotard uma funcao de R em R, continua e com cresci-

mento assintético no maximo polinomial.

Definigao 1.1. Sejam s,b € R. O espago X3°(R?), ou simplesmente X5°, é definido

w

como o completamento do espago de Schwartz S(R?) pela norma

Il = [[(©"(r —w(@)F(r )| (1)

L2,
A expressdo 7 — w(&) é por vezes chamada de modulacdo do espaco X3P,

Note que

/]

xpr = || @@ Fr +w(©).6)|

= @ ) Al ORI, -

Entéo, alternativamente a (1.1]), temos
[ llxze = MU= f gy sty (1.2)
onde {U,(t) }1er é o grupo de operadores unitérios em H*(R)
U,(t): ¢ € H(R) = F, ™ F,p()] € H*(R), teR. (1.3)
Proposicao 1.1. Sejam s,beR. Se b > 1/2 entao
X0 CO(R; H¥(R)), (1.4)
e vale a sequinte estimativa
[ flleomms) < H<T>_bHL3 £l xs0 VieXx:. (1.5)
Demonstragao: Primeiramente, observamos que (veja o Lema A. no Apéndice)

dr 2

Suponhamos f € S(R?). Usando a definigao do espaco de Schwartz e o Teorema do

(o

Valor Médio, mostra-se que a aplicacdo ¢t — f(¢,-) € H*(R) é continua.
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Para todo t € R, U,(t) é um operador unitario em H*(R), logo

[ fleosms) = sup [|Uu(=0) fl s -
teR

Sendo assim, reescrevendo

IM4M=/WVWM—MWM,

temos, pelas desigualdades integral de Minkowski e de Cauchy-Schwarz,

H;dT

1 oo sjmmmevwn

=/@Wm%mmewwn
H<T>_bHLg ||Uw(_')f”Hg(R;H;) .

H;dT

IN

Logo, por ([1.2)), vale (1.5) quando feS(R?).

Para o caso geral, consideremos f € X5b. Seja (f,)5°, uma sequéncia em S(R?) tal

que [| fn — f]

temos

xs0 — 0 e, consequentemente, f, — f em S'(R?). Pelo que ja foi provado,

1falleo@msy < () [ o 1fall ggo . VnEN. (1.6)

Entdo (f,)22, ¢ uma sequéncia de Cauchy no espago de Banach C?(R; H), logo
existe g € C(R; H?) tal que || f, — 9llcowmz) — O e, consequentemente, f, — g em
S’'(R?). Pela unicidade do limite em S’(R?) temos f = g. Tomando-se o limite em

(1.6)), concluimos que (1.5 vale no caso geral e, portanto, temos a imersao (1.4). O
Pela Proposigao , quando b > 1/2, estd bem definido e é fechado o subespago

My = Mp(X5P) = {f € X3": f(t) =0, Vt € [-T,T]}.
Isto nos permite definir o espago de Bourgain restrito ao intervalo [T, T.

Definigao 1.2. Sejam s € R, b > 1/2 ¢ T > 0. Definimos o espago X;’b = (X%

como sendo o espago quociente de X2 por My (X2?), munido da norma

/]

wir = Wl = inf {1 Flle = 70) = £(0), Vi e =771}
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1.2 Estimativas Lineares

Proposigao 1.2. Sejam s,beR e neS(R). Entdo

() U®)¢ll xsp = Inllmllollas, Vo€ H*(R). (1.7)
Além disso, se T €(0,1) e b> 0 entdo

In(t/T)Uu(®)0]l yoo < T2 0l sl @llzr, Vo€ H(R).

Demonstragao: Para todo T'€ (0, 1], de (1.2)), obtemos

In(t/T)Us(8)¢|

X3t = [Uu(=t)n(t/T)U ()| Hs(R;HD) = In/ )| ol @l

Tomando T' = 1, temos . Além disso, como T < 1 e b > 0, temos
/Tl = [ @ EFwEnfir = 1 [ )P
< 1 [T R@PE P = T gl (19
o que conclui o resultado. 0

Proposicao 1.3. Sejam s,b,c € R, T € (0,1) e n € S(R). Se supp(n) C [-M, M],

1/2<e¢<1e0<b<c entio vale a estimativa

< CT*"|f]
b

Xi.’c_l 5 VfEXZ’Cil, (19)

Jowrm) [ o= oyswae

s
X

para uma constante C > 0 dependendo de M, (2¢ — 1)z, ||n||m e [ {m) Fen(7)]| L1
A Proposigao [1.3] ¢ uma decorréncia do seguinte lema.

Lema 1.4. Com as mesmas hipoteses da Proposicao vale a sequinte estimativa

t
Hn(t/T) / h)dt|| < OT|h|genr,  Vhe HTY(R),
0 b

H

para C > 0 como na Proposi¢ao[1.3.



12

Demonstragao da Proposicao Por um argumento de densidade, podemos supor
f€S(R?). Seja g(t) := U,(—t)f. Entdo, por (1.2)), a estimativa ((1.9) se reescreve como

Hn<t/zv‘/§tg<ﬂ>dt' < o1 |g]

H;(R;Htcfl). (110)
H(R;HY)

Por sua vez, a estimativa ((1.10) é equivalente a

nWﬂAE@MN@W < CT* [()° 1 Flg(t, (&) -+

2
Lg

o

-
H? e

Portanto, definindo-se

he(t) = Falg(t,)](E),
a estimativa segue do Lema pois g € H:(R; Hf™') implica he € HH(R),
&E—q.t.p. Il

Demonstracao do Lema [1.4k Podemos supor h€ S(R). Entao

n(t/T) /0 th(t’)dt’ = 5(t/T) /0 t / et Foh()drdt

eit'r_l
= 0(t/T) [ Fih(r)——dr
= I — Il + III, (1.11)
onde
th(ir)k-1
I = nt/T) / fth(T)ZTdT,
L k>1
|T|S7
./—"th(T)
I = t/ T d
(t/T) | ==
71>+
e

111 = n(t/T)/}"th(T) —
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FEstimativa para ||I|| g : Pelas Desigualdades Integral de Minkowski e de Cauchy-Schwarz,

temos

1
1l < 3o

k>1 Hb
k T
< Z Ht n(tlil )”Hb/‘TklEh(T)’dT
r= IrI< T
2(1 ’ Tk
< Pl | [ 0| YT D)
IrI<+ E>1
c—1 T_k k
< 2T 2HhHHC_1ZWHt n(t/T)|| s - (1.12)

k>1

Entretanto, |F;[t*n(t/T)](1)| = T***|(Fn)*(TT)| entdo
/T |y < THTE D FE @ ()lle < TE2 [tfn(0)] - (113)
E como supp(n) C [-M, M], segue que

[0 @) o < Nt 0@z + 1Dt 0]l 22 < 3kME (1]l - (1.14)

Portanto, de (1.12)), (1.13) e (1.14) temos

kMk—l
He—1 Z — C]_Tc_th| He—1, (115)

[ < 6MT Il (1] X
E>1 )

onde Cy = 6MeM||n]| .
Estimativa para || 11| gs: Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, e por (1.8]), temos

1—c
(r) dr
7|

1
+o00 2
22+C dT
He—1 —_—
1 T

T

o1, (1.16)

Il < (/T / (Y F (o)

I7I> 7

1_
T="|[nll s 11

IN

< GT|h|

onde Cy = 2v/2(2¢ — 1)~ ||| .
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Estimativa para |[I11]|gs: Seja

e
J(t) = P Fih(T)dr
7> %
Entao temos
Fih(T) (1) b
||| o = (7->b—1 >1 (1) <||h| ge-1sup S SVOY ||| re-1. (1.17)
H A, = T S T e .

Logo J € H*(R) e, no caso particular b = 0, temos
Wl < VIThller. (1.13)

Faremos uso agora do seguinte lema, cuja demonstragao sera apresentada no Apéndice:

Lema Alfl Seb>0, ¢ € S(R) e J € H(R) entio ¢.J € H*(R). Além disso,
1
19Tl < 272 ((7)* Fed (D)l el Tl 2 + 1Feb (7)1 | T [ e ) -
Pelo Lema Al e pelas estimativas (L.18)) e (1.17), temos

LI |ge = [In(t/T)J(&)] e

245 (I Fln (/D) a2 + 1 Feln /DI el o)

4 (I Foln /DN er + TN F /D) 2r) TRl e
4 (I4m) Fen() ey + 1Fn(r)l[e) T ||
CsT°||h| o1, (1.19)

INIA

IN

He—1

IN

onde C3 = 8|[(7) Fun(7)|| 1.
Portanto, por (1.11)), (1.15)), (1.16]) e (1.19), temos

Hn(t/T) /0 Chtar

S A+ 1o + T e < CT*||Allgre-1,
H

para qualquer C > C7 + Cs + Cs. O



Capitulo 2

Boa Colocacao Local

Este capitulo é dedicado a prova da Boa Colocacao Local do Problema de Cauchy para
o sistema Schrédinger Benjamin-Ono (SB-OJ), no caso nao ressonante (|v| # 1), em
H*(R) x H*(R) para (s, s') € W (veja Figura [2.1{ ou Figura .

Na Segao [2.1], definimos os espagos de Bourgain onde sao obtidas as solugoes, enun-
ciamos o Teorema de Boa Colocacao Local para , no caso nao ressonante, e
apresentamos o roteiro da demonstracao.

Na Segao 2.2 estabelecemos algumas desigualdades que sao utilizadas nas Segoes
e[2.4] nas demonstragoes das estimativas bilineares para os termos nao lineares que
acoplam as equagées do sistema ([SB-OJ).

Por fim, na Secao apresentamos detalhadamente a prova do Teorema de Boa
Colocacao Local para , caso nao ressonante. Na prova, as estimativas bilineares

e as estimativas lineares da Se¢ao[1.2sao o ponto-chave para o argumento de contragao.
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2.1 Enunciado do Teorema de Boa Colocacao Local

Nesta secao, enunciamos o nosso resultado de Boa Colocagao Local do Problema de

Cauchy para o sistema Schrodinger Benjamin-Ono

i0u + 02u = auv, te[-T,T], z€R,
O + vHI*v = B0, (|ul?), (SB-0)
u(0,2) = ¢, v(0,7) =, (¢,v) € H*(R) x H*(R).

As equagoes integrais associadas (Principio de Duhamel) ao Problema (S B-O)) sao

t
u(t) = eiw%qs—m/ e 9 (y (¢ Yo () di (2.1)
0
t
o(t) = e‘”mﬁd)M/ e MO (O, [u(t)[P)dt, (2.2)
0

<02 _ 2 .
onde {e%},cp e {e "M%}, cr denotam, respectivamente, os grupos de operadores

unitarios em H*(R) que resolvem as equagoes lineares de Schrodinger e Benjamin-Ono:

e f = F e MO Ff ()
: vt €R, fe H(R).
e_ymagf — I_-—l[e—isgn(-)utc)?ff(,)]

Utilizando a notagao (1.3]), temos

SR =UL (), wl(E) =€
{ e MO = U, (1), wy(€) = —vsgn(£)E2
Entao, conforme as Defini¢oes e[L.2] a partir das fungoes w e w,, temos os respectivos
espacos de Bourgain associados as equagoes de Schrodinger e Benjamin-Ono, para os

quais fixaremos as notagoes simplificadas que serao utilizadas de agora em diante:

S,b P S,b S,b o— S7b
Xob o= XS X3 = (X2,
s,b . s,b sb 5,b
vt o= Xxb veb o= (X))

Podemos agora enunciar nosso resultado de Boa Colocagao Local para o sistema

(SB-OJ), no caso nao ressonante, para (s, s’) € W (veja a Figura [L.1)).
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Teorema 2.1. Sejam |v] # 1 e 5,5 € R satisfazendo

—1/2< 8 <25 —1/2, (2.3)
s—1<s <s+1/2. (2.4)
O Problema de Cauchy para ¢ Localmente Bem Posto em H*(R) x H* (R), no
sequinte sentido:
Para cada R > 0, existem T'=T(R) > 0 e b,0 > 1/2 tais que, se ||¢||us~+]?|
existe uma tnica (u,v) € X3*x Y satisfazendo e para todo t € [=T,T].
Além disso, (u,v) € CO([~T,T); H*(R))xC([-T,T); H* (R)) e a aplica¢io dado-solu¢do

Hs’ < R,

S : Br — C=T,T]; H*(R)) x C°([-T,T]; H* (R)) (2.5)
(0,9) = (u,v)
¢ Lipschitz, onde By ¢ a bola aberta de H*(R)x H*(R) com raio R centrada na origem.

Observacao 2.1. Pode-se mostrar que a aplicacao dado-solucao ¢é analitica. Isto
nao serda demonstrado neste trabalho, mas é consequéncia do fato do Teorema ser
provado pelo método do Ponto Fixo (veja o Teorema 3 em [3]). Portanto, provando-se
que para certa regularidade (s, s’) a aplicagao nao pode ser C?, prova-se também
que a Boa Colocagdo Local em H*(R)x H*(R) nio pode ser obtida pelo método do
Ponto Fixo, que é o mais utilizado método para obtencao de Boa Colocacao Local para

equagoes dispersivas.

Em seguida, apresentamos os ingredientes principais para a prova do Teorema [2.1
Seguindo o roteiro de [5], usamos o Teorema do Ponto Fixo de Banach e o “Fourier
Restriction Norm Method” introduzido por Bourgain em [6]. A dificuldade, entao,

concentra-se em estender as seguintes estimativas bilineares obtidas em [5]

|10 (u1az) | Xsib b>1/2, a<0, s>0, (2.6)

YVs—l/Q,a S C||U1| Xs,b |U2|

Xs.a S C||U|

||uv] xo|[Vllys-1/20 3/4>b>1/2, a<—1/4, s> 0. (2.7)

Procedendo como em [I4], dissociamos as regularidades das modulagoes dos espagos

X e Y na tentativa de ganhar alguma regularidade espacial, ou seja, substituimos
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(s—1/2,b) por (s',0') em Y. Assim, escolhendo 1/2<b<c<3/4e1/2<b < <3/4

dependendo de (s, s), obtivemos as seguintes estimativas bilineares

10z (wr @) |l y,sr.r-1 < Cllun][ s |ual[xo0 (s,5") € Wi, (2.8)
[uv]lxser < Clluflxssl[ollyer (s,5") € Wa, (2.9)
onde
Wi i={(5,8) €R*:5>0, s <25—1/2, s <s+1/2}, (2.10)
Wy i={(s,8) €ER*:5>0, —1/2< 5, s—1< s}, (2.11)

(veja Teoremas e Figura . De posse destas estimativas, prova-se com um
argumento de contracao que o sistema ([SB-0O]) no caso nao ressonante é localmente
bem posto para (s,s") € W := W, N Wh.

A estimativa oferece pouca dificuldade em [5], j& que o regime s’ =s—1/2,
s > 0 permite cancelamentos convenientes nas interacoes das frequéncias. Todavia,
tais cancelamentos nao ocorrem para (s,s’) € Wi. Por esta razao, nds precisamos
introduzir uma decomposigdo do espago Euclidiano (veja — abaixo), para
sermos capazes de obter a estimativa .

Para a estimativa , nao existem bons cancelamentos de frequéncias, mesmo
sob o regime s’ =s—1/2, s > 0. Nao obstante, obtivemos a estimativa para
(s,s") € Wh, através da decomposigao — abaixo, que é sutilmente diferente
da decomposicao utilizada em [5] para obter a estimativa .

Figura 2.1: Estimativas Bilineares
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2.2 Desigualdades Auxiliares

Lema 2.2. Sejam b,c,p,q,r, k € R. Entao existem C1(b), Cy(b) > 0, independentes de

D, q, 7T, para as quais valem as sequintes estimativas:

, dr Oy (b)
(i) /<p7+q>2b <57 Wb 1/2, Vp£0, (212)
i = +quT+7“>b = C|(£|) WAzl 29)
(idi) / (Ci;c < %}(@“ , Ve<1,VkeR. (2.14)
e

Demonstracao: As desigualdade (2.12)), (2.13) e (2.14) decorrem, respectivamente,
dos Lemas AT, AP e A que sdo demonstrados no Apéndice. O

Proposicao 2.3. Sejam b,0,c,o, 8 € R. Entao existem C1(b,b"), Cy(b,c) > 0, inde-

pendentes de o e B, para as quais valem as sequintes estimativas:

. dr Cfl (b, b/) / .
0 /(T—a>2b<7—_5>2b’ < <B_a>min{2b,2b'} g Vb, b > 1/2; (2.15)

. dT Cz(b, C)
(i) / P < 5 )09 Vb > 1/2,Ve € (1/2,1]. (2.16)

Demonstragao: Esta proposicao é uma consequéncia de um resultado mais geral, o

Lema 4.2 de [14], cuja demonstragao sera apresentada no Apéndice.

Lema A@ [Lema 4.2 de [T])]]: Sejam p,ai,a2€R. Se 0 < a3 <ay el < ay + ay entdo

existe uma constante C(ay,as) > 0, independente de p, tal que

/ dt < C(al,ag)’ (217)
(T4 p)o(T — p)e ()
onde
as, se as > 1,
a=ala,ay) = ¢ a1—e, se ag =1, (2.18)

ar+as—1, se as <1,
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com € > 0 podendo ser tomado arbitrariamente.

Definimos p := 5%0‘ Pela mudanga de varidvel 7/ := 7 — B% e por (2.17)), obtemos

a seguinte estimativa

dr dr’ C(ay, as)
a a2 < - 2.19
[ = Jommrm < Gt 29
A estimativa (2.15)) segue de (2.19) e (2.18)), para a; = min{2b, 2b'} e a; = max{2b, 20},

ja que 1 < 2b,2b'. Ao passo que a estimativa (2.16) segue de (2.19)) e (2.18)), para
a; =2(1—c)eay=2b,jd que 2(1l —c) <1<2b O

Proposigao 2.4. Seja K : R* — C uma funcio mensurdvel e sejam f, g € L*(R?) ndo

nulas. Denotando-se

H//K(Ta&ﬁa51)f(7—717§—§1)9(71,51)61716151

L2,
%K,f, = & ,
! 1f1z2llglz2
valem as sequintes estimativas:
() Xz < S IKMET )z (2.20)
(i) Ripa < 5w |KEEm &), (2.21)
71,81 '
(id)  Zicgo < K (T.6 7= E~6)le (2.22)
72,82
(iv)  Xiypg < sup||[K(m+7,86+8,71,8) 12 o (2.23)
T2,£2 1581
Demonstragao: Denotemos
H(r,§) = //K(Tafﬂ'l»fl)f(T—Tl,5‘51)9(7'1751)657'16151- (2.24)

(i) Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

HO < IKmEm &)l If - e-€)glm el . (225)

&1



(i)

(iii)
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Além disso, pelo Teorema de Fubini, temos

lnrr=me-enare: |, = Ifllellgllee (2.26)
£

&1llp2
T?

Combinando ([2.24)), (2.25)) e (2.26)), concluimos ([2.20)).

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

HE O < 1l K66 mé)(m &)z - (227)

Além disso, pelo Teorema de Tonelli, temos

HHK(T,&Tl,fl)g(Tl,51)’|L3b£1 12 < SUPHK(T@}71751)HL3’€H9HL2- (2.28)

7€ 71,61

Combinando ([2.24)), (2.27)) e (2.28]), concluimos (2.21)).

Através da mudanga de variaveis (7o, &) 1= (7—71,£—&1), a equagao (2.24)) pode

ser reescrita como

H(7,§) = //K(ﬂfaT—T2,f—fz)f(72,52)9(7—72>f—52)d72d§2- (2.29)

Entao, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

’H(7_7 f)' < ”gHL2 HK(T>§77—_7—27S_SQ)f(T%g?)HL%‘Q . (230)

Além disso, pelo Teorema de Tonelli, temos

i€ 77,6~ fm )12 |

9 S SupHK(T7557__7_275_52)”L25"f“[/2'
LT,g 72,£2 o
(2.31)

Combinando ([2.29)), (2.30)) e (2.31]), concluimos ([2.22)).

A estimativa ([2.23)) segue imediatamente de (2.22)). De fato, fixados 75 e &, pela

mudanca de varidveis (71,&;) := (T—72,{—&2), temos

||K(Tl+7—2’ §1+£27 T1, gl)HLf_L - ||K(7—7 57 T—Ty, §_§2>||Lf_7§‘

&1
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2.3 Estimativa para o termo 9, (|u|*)

Nesta secao, estabelecemos o Teorema , que estende a estimativa bilinear (2.6]) obtida

em [5] para (s,s') e Wy ={(s,8) eR? : s >0, ' <2s—1/2, s <s+1/2}.

Figura 2.2: Estimativa Bilinear para o termo 9, (|u|?)

Observacao 2.2. Nesta secao e na seguinte, as constantes positivas que estao implicitas

pela utilizacao da notagao < dependem apenas dos parametros s, s’,b,c, b, e v.
Teorema 2.5. Suponha |v| # 1. Sejam s,s" € R tais que s > 0,

s < 25 —1/2, (2.32)

s < s+1/2. (2.33)
Entao, para todos b, ¢ € R tais que
max{1/2, (s'—s)/2+1/2} <, (2.34)

¢ <min{3/4— (s —s)/2, 3/4}, (2.35)

vale a sequinte estimativa:

ot 5 Yug,us € X5 (2.36)

100 (ur2)|

e S oo s
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Demonstragao. E suficiente mostrar [2.36) para uy,us € S(R?). Entao, definindo

b

F,8) = () (r + )’ @(r,€), g(,€) == () (1 — )’ Ty(—7,—6),

e denotando 7o := 7 — 71 e & = £ — &, decorre que a estimativa (2.36)) é equivalente a
// f(72,62)g Tl,fl)dﬁd&
b
(r+ V|§|§ (&) (ma + )& (m — &)
Por comodidade, reescrevemos esta estimativa da seguinte maneira

H// (7, &, 71,81) f(12,82)9(71, &1)dTidE,
L

S Allezllgllz, VS g € S(R?).

2
Ln&

S llezllgllzz, Vg € SR?), (2.37)

onde ) -
1 o)
O(r. €1y ) = —eed AL (2.38)
(§2) (2)"(61) (o1)
tendo sido utilizadas ainda as notacoes adicionais
o:=T1+v|¢|¢, o= — & e oy:i=Ty+ &
Com essas notagoes, a relagao algébrica associada a (2.37) é dada por
o—o1—0y = 266 — (1 —vsgn(€)E® = (1+vsegn(€))E” — 266, (2.39)

Para provar (2.37)), introduzimos a seguinte decomposicao de R*

A = {(n&m,&) €R ¢ |(1-vsgn(§))€ — 26| < alél}, (

B = {(r.¢&mn.&) € A o] = max{|o], |ou], |02} }, (
= {(n&m, &) € A :|ou| = max{[o], [o1], [oa] }}, (2.
= {(n&m, &) € A : |oo| = max{[o], o1, [oa[ }}, (

Do
=~
[S—

[\]
IS
)
~— N~ =

onde ¢, := “;ﬂ > 0.
Como 1g1 < 1405 + 15, + 15, pela desigualdade triangular e pela Proposigao

provar (2.37)) resume-se a provar trés estimativas,

||1AUB®||L°° L72_1 € ) 5 ]_, (244)
||181‘I)||L°°E (L2) S L (2.45)
115 CDHLT2 Lo S L (2.46)
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onde

5(775772752) = O(1, 6,7 —1,§ — &), V(T,6,72,8) € R4,

By = {(7'7577'2,52) eR* : (1,67 =1, = &) € Bz}-

Prova da estimativa (2.44]): Na regiao A, temos

’f‘ ~ |§1| ~ ’fz’- (2-47)

De fato, pela desigualdade triangular reversa, e a definicao de A, temos

2[&] = [(1 —vsgn(§)€ — [(1 — vsgn(£))€ — 24|
> (1 —wsgn(§))¢] — ¢
> (|1_’V||_cu> |§|:CV|£|

Logo ¢, [¢| < 2|&| < (¢, + 1+ |v])[£] em A. Analogamente, reescrevendo

2|&| = (1 — vsgn(§))§ — 26 + (1 + vsgn(£))¢],
conclui-se ¢,|¢] < 2|&] < (¢, + 1+ |v|)[€], e portanto vale (2.47)) em A.
Combinando ([2.38)), (2.47), ¢ < 3/4 e (2.32)) concluimos

@ aes el
(220" (@)" (o) (o)

A mesma estimativa vale em B. De fato, de (2.39)) temos que na regiao A° vale

‘(I)(Tafabel)l 5 v(77§7T17£1> € ./4 (248)

€ < |(1— vsgn(€))&? — 26| = |o — 1 — 03], (2.49)

Em particular, |£|* < |o| na regido B. Portanto, como s, s’ e ¢ satisfazem (2.35), temos

O e
< .
‘(I)(7-7577-17£1)’ ~ <O_>1_c’ <0_2>b<0_1>b
N %, V(7,&,m,&) € B, (2.50)
2 1

jé que (§) = (&1 + &) S (E)(&2) e s 2 0.
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Observe agora que, de (2.15), b > 1/2, 0y =171 — & e oy =7 — 71 + (£ — &)?, temos

< <
~ Sll&p [/ (268 — 7 —52>2bd£1] >

Combinando esta tultima estimativa com (2.48)) e (2.50) obtemos (2.44]).
Prova da estimativa : Por (2.49), |£|* < |o1| na regido By. Entéo

N

€2

<02>b<01>b

sup
T7£

2
L71,§1

<§>5’75+1 1
P 7—7577—1751 5 ’ 1—¢
! ) (01)"  (02)"(0)
1

IS V(T7£77-17£1) € BIJ

ja que s, s e b satisfazem ([2.34)).

Observe agora que, de (2.16]), (2.39), (2.13) e ¢ < 3/4, temos

SIS

N
(o2)" (o)

d
< sup S < 1.

v MJ/W—W@QW—%&wN“” ~

sup
71,81

Portanto, combinando estas duas ultimas estimativas, temos ([2.45)).
Prova da estimativa (2.46): Para (7,£,79,&) € B, denotaremos agora 7| = T — To,
& =& —§& e, como antes, 0 =T +V|E|€, 01 := 11 — £ e 0y 1= T» + &5, Entdo também

temos |£|* < |os| na regiao Bs. Portanto, segue de ([2.34) que

_ <€>s’78+1 1
o 7_75’7—2752 5 ’ 1—¢
. ) (02)"  (01)"(0)

1

5 V(T)§77_27£2) € BVQJ

(1) (o)™

e de (2.16)), (2.39), (2.13) e ¢ < 3/4 que

1

| (o) (o)

72,82

/

| :
S d
Nzgl/«1+V%mak2—%@+aﬁ“C°g ’

2
LT‘ ¢

o que conclui (2.46]) e encerra a prova de (2.36)). O



26

2.4 Estimativa para o termo uv

Nesta secao, estabelecemos o Teorema , que estende a estimativa bilinear (2.7)) obtida
em [5] para (s,s') € Wy = {(s,5) e R*: 5 >0, —1/2< ¢, s —1< s}

Figura 2.3: Estimativa Bilinear para o termo uv

Teorema 2.6. Suponha |v| # 1. Sejam s,s’ € R tais que s > 0,

~1/2 < ¢, (2.51)

s—1 < &\ (2.52)
Entao, para todos b,b',c € R tais que 1/2 < b, e
1/2<c<min{3/4, (s —s)/2+ 1}, (2.53)
vale a sequinte estimativa:
luv || xse—1 S ||u||Xs,b||v||YVs/,b/ . Yue X* Yuevst (2.54)
Demonstragao: E suficiente mostrar para u,v € S(R?). Entao, definindo
(7,6 = (& (r + ) 'i(r.6),  g(r,€) = () (r +vIEl)"8(r, ),
e denotando 7, ;=7 — 1 e & = & — &, a estimativa é equivalente a

[(12,&)9(11, &)dmdé, < ) v S(R?
e ] G e s e, S Vel o€ SE)

2
LT,S
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Reescreveremos a tltima estimativa da seguinte maneira

H//\P(Tag’7—17gl)f(TQv52)9(7-1751)(17—16%1

S llezllgllzz, Vg € SR, (2.55)
L

T
onde )
(&) (o)~
v XSIAT) = 7 ) 2.56
T ) e P ) (o) (259
sendo que
cmr4€,  amnadals e o=t el

Logo, a relagao algébrica associada a ([2.55) é dada por

o—o1—0y = 265 — (L+wsgn(&))§ = (L—vsgn(&))§ +26& - (2.57)

Consideremos as seguintes cinco regioes de R*

[\
@)1
oo

A = {(r&m,&) eR 6] <1},

B = {(r.&m,&) € A% - |(1+vsgn(&))& — 26 < ol&l},

C = {(r.&m, &) € ANB° o] = max{|g], |o1], |o2]}},
( )
( )

[\
(@)
Nej

~—~~ o~
[\]
D
(=}

~—  ~— ~— ~—

Ci = {(1,&m,&) € A°NB° :|oi| = max{|o], |o1], |oa]}}, 2.61
C; = {(n,&§,n,&) € AN B° o] = max{|o|,|o1], |o2]}}, 2.62
onde ¢, ::%>0.

Utilizando a desigualdade triangular, 1g: < 14050c + ¢, + 15, € a Proposigao
a prova de (2.55)) resume-se a prova das seguintes trés estimativas,

Mavsoe¥llz 2 ) S L (2.63)
e Wz 22y S 1, (2.64)
’\152@”@;,52@31@1) S L (2.65)
onde
U(1,&,71,&1) = U(r 4 71,8 + &2, 71, 61), V(2. &,71, 1) €RY,

Co = {(m,6,m,&) €R (1 + 72,6 +&,71,6) € Ca}
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Prova da estimativa (2.63)): Na regido A, ja que (§) = (& + &) < (61)(&), s > 0,
c<3/4el&] <1, temos

(&) < 1
<U2>b<01>b - <<72>b<01>b
Consequentemente, deduzimos de ([2.15)), (2.57) e (2.13]) que vale

‘\I](T7€77_17€1)| S V(T,f,’fl,gl) GA

N =

d&
114 poe, L2 < sup / ointbb
relnad 2SS (1 vsen(€)& — 266 + o))

Na regiao B, temos |£| < [&]. De fato, em B valem

1. (2.66)

28] = [(T+wsgn(&)& — 26 = (T+wsgn(&))&l < (e + 14+ [v])|&]

2|16 = |[(1+vsgn(61))& — 26 + (1 —vsgn(&))é|

> (1 =wvsgn(&))é| — elél| > el

Além disso, (¢1) < V2|&1] < ¥2]2(1 + vsgn(&1))é — 2€]. Logo

1
1 2(1 + vsgn — 2£|2
€, 6)] S oy 5 PTG By ey e
(&1) (02) (1) (&1)” "2 (02)"(01)
Portanto, através a mudanca de varidvel y := (1 + vsgn(&;))&E — 2£€; + o, obtemos

juntamente com (2.51)), (2.15]), (2.57)), (2.12)) e ¥/,b > 1/2, a estimativa

< sup/ |21+ngn ))51—25‘ ]

I

[RERDITENTZ:

71,61 )~ iy 1>2b’
dy 2
< sup /— < L (2.67)
y i <y>2m1n{b,b}]
Na regiao AN B¢, temos
ala)? < [(1—vsgn(6)E — 266| = |o— 01— 02 (2.68)

Em particular, |£;]> < |o| na regido C. Logo (2.53) implica que

@ 1
@ o) o) (o o)

|\P(77§77—17£1>’ Sz v(7-7€?7—17§1) ecC



29

Donde, juntamente com ([2.15)), (2.57)) e (2.13), deduzimos a estimativa

< 1 (2.69)

~Y

1
dé, :
. <
MWl 22 ) S sup

f@!/«1+u%M&»ﬁ—2&y+w“““”
Portanto, concluimos a prova de pelas estimativas (2.66)), (2.67) e (2.69).

Prova da estimativa : Por , temos 1 < [&; 2 < |oy| na regiao C;. Além disso,
de temos s — s’ —1/2 < 1/2 < V. Entao

() 7F J2ap 26,3
v 757 75 S o o —05 T — \V/ ,f, ,5 GC
¥, &7 G (1) 2 (01) 2 <02>b<0>1 (01>4<02)b(0>1 ¢ (r.&m.4) !

Portanto, usando (2.16)), (2.57) e a mudanca de variavel

y = 268 — (1 +vsgn(&))& + o1 = 0— 09,

concluimos a estimativa

PN

1
[ |
& wi<alon] ()07 ]

||1C1\Il||Lf_‘1Y§1(LE’5) S sup (oy)
Entao, por (2.14)) e 1/2 < ¢ < 3/4, temos

11
chﬁPHLf{,gl(Lz’&) N Elug (o1) * 5+ < 1,

o que conclui a prova de .
Prova da estimativa : Para (79, &, 71,&1) ECNQ, denotamos 7 := 11 + 7o, £ 1= & + &
e, como antes, 0 := 7+ &2, o1 = 7 + v|&|€ e 0y := T + &, Entao também temos
€17 < |02 na regido Cs. Logo
DA S
(02)" (o))" (@) o) (o)
ja que de temos s — s’ < 1 < 2b.
Portanto, de (2.16)), (2.57), (2.13) e ¢ < 3/4, segue que

|{\I}(7—275277_17£1)’ ,S V(TQ,fg,Tl,fl) € 52,

N|=

_ dé
116, 9| Lo . (2 S sup / —¢ s b
Grmalna) ¥ g | (1 - vsen(€))€ + 260 + 02) 0

o que conclui (2.65)) e encerra a prova de (2.54)). O




2.5 Prova da Boa Colocacao Local

De posse dos Teoremas e e das estimativas lineares provadas no Capitulo

usaremos um argumento de contragao para demonstrar o Teorema [2.1}

Demonstracao do Teorema [2.1} Fixemos s,s’ € R satisfazendo (2.3 e (2.4)), logo
—1/2 < (s’ — s)/2 < 1/4. Entao, podemos fixar também b, ¢, V', ¢ € R tais que

max {1/2, (s —s)/2+1/2} <b<c<min{3/4, (s —s)/2+ 1}

1/2<b <d <min{3/4— (s —s)/2, 3/4},
satisfazendo, portanto, as hipéteses dos Teoremas [2.5 e
Fixemos agora uma funcao n € S(R) tal que n = 1 em [—1,1] e supp(n) C [-2,2].

E fixemos também uma constante C' = C(s,b,c,s',V,c,v,n) > |a| + |5| grande o

suficiente para que tenhamos as estimativas (2.36)), (2.54), (1.7) e (1.9) vélidas com

< C substituindo o simbolo < .

Dado R > 0, consideremos o espaco métrico completo

B = {(u,v) c X5t % Yngb/ s (uyv) e = ||(u, )| < QC’R}. (2.70)

XsbxYy
E para cada (¢,¢) € Bge T € (0,1) tal que
Tminteh Y < (6CUR) T, (2.71)
consideremos também a aplicacdo = = Z(¢, ¥, T)
E: B8 - X xyt
(w,0) = (Eues Eoo)

H'LL,'U 9 ‘—‘u,v

definida por
t
ZLa() = (e o —ian(t/T) [ O (e ar, 272
0

t
Z2,(t) = n(t)e ™My + Bn(t/T) / e VR () 2dt. (2.73)
0
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Usando as Proposicoes e , e os Teoremas e , mostraremos que (2.72)
e (2.73) de fato definem elementos de X** e Y***. Mais ainda, mostraremos que

= = Z(¢,9,T) é uma contragao de B em B.

Usando as estimativas ((1.7]), (1.9) e (2.54), de (2.72) obtemos

me + |a|CT |||

xao < COlgl

1Z0,0] !
—u,v Xs,c—

< Clglla + lalC? T lul

Xsb |UHYV3/JJ/ )

e usando as estimativas ((1.7)), (1.9) e (2.36)), de (2.73) obtemos

I1=00 ]
—u,v

e+ 1B1CT |0, (wr)|

< Clly]

!y /_
YVS ,b Xsc'—1

< O]l g + 181C*T Y ul 2w -

Combinando estas duas desigualdades temos

Xs:b

Cll (@, )l e + (| +[BNCT 0= [y
< COR+ (2C*RT™{e=b:d=VH (20 R), V(u,v) € B,

[(u, 0) [l

u
RS
=
=
X
<
IN

portanto, de (2.70) e (2.71]), segue que Z(B) C B.

Vamos mostrar agora que = : B — B é uma contragao. Note que

¢ ¢
E(u,v) — Z(u,0) = Gom(15/T)/ei(t_t,)83 [@0 —uv]dt’, ﬁn(t/T)/e”(t,_tmag@x [uﬂ—ﬂﬂ]dt') .
0

0

Entao, usando ((1.9)), (2.36), e as igualdades a0 —wuv = (t—u)v + u(v—v) e

utl— 0t = (u—1)u + 4(u—1), obtemos

™
S
=
|
w
\.ﬁ ¢
S/I
o
A

e (i v eeos + il

sz’,c’—l)

yjlvb'+2Hu|

IN

OsTmin{c—va'—b'}H(u, v)— (1, 7) s [Hf’l

Xss b:|

< 6CHRT™ICE = (4 v) — (@, D) ||, V(u,v), (a,0) € B.

e+

Portanto, de (2.71]), a aplicacao = : B — 9B é uma contracao.
Pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, = = Z(¢,,T) possui um tdnico ponto

fixo que é, portanto, solugao das equagoes (2.1) e (2.2) para todo t € [-T,T], com
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T satisfazendo . Além disso, pela Proposicao , este ponto fixo pertence a
CO(R; H*)x C°(R; H*).

Portanto, a aplicacao dado-solugao S em é definida, em cada (¢, ) € Bg, como
sendo a restricao a [T, T'], conforme a Definigao do ponto fixo de = =Z(¢, v, T).

Com a mesma argumentagao usada para mostrar que = é contragao, deduz-se

HS(¢7 7?)_5(@37 12)”% < /\”<¢7 2/})—(&, 1;>HHS><H5/7 V(¢7 ¢)7 ((57 '(Z) EBR;

onde A = C(1 — 6C*RT™n{e=b,¢'=¥H=1 Portanto, de (I.5)), concluimos que a aplicacio
dado-solugao S é Lipschitz.

L. - b Iy
Por fim, vamos mostrar a unicidade da solugao na classe X7” x Y. . Suponha que

(uy,v1), (ug,v5) € X5 x Y satisfazem (2.1) e (2.2) para cada t € [T, T].
Seja T* < T, tal que

20° <||(U17vl)||Xs,be;',b' + ||(U2»U2)||Xs,bxy;ab') rminteb. =V < /9. (2.74)

Dado € > 0, existe (@, 7) € X** x Y tal que (1) = ui(t) —ua(t) e 9(t) = vi(t) — va(t)
para todo t € [T, T*] e

(@, )|

XS!bXYlf,’b/ S H(ul,vl) — (UQ,’Ug)l X;’fo;;’b/ + €. (275)

Entéao, para todo t € [-T%,T%],

uy(t) —up(t) = —ian(t/T*) /0 TR G Yoy (1) + g (¢)5(E)]dE,

n(t) —va(t) = An(t/T) / e TN, [t Yua () + ua(t)a(t)) e

Logo de (L9), (236 e (253) temos

t
||u1 — U2| X;’f < ’ —ian(t/T*)/ ei(t—t')ag [fb(t')vl(t’) —I—UQ(t/)lN)(t,)]dt,
0 Xs:b
< O (Jllxeo ol + laalLxeol [l ) (276)
(§]
lor = sl < CT ™" ([[l| xon [ [ o0 + uall ool xo0) - (2.77)
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Combinando (2.74)), (2.76) e (2.77)), obtemos

| .
I, v1) = Quzy v2)llnp eyt < S0 Oy (2.78)

*

Combinando agora ([2.75)) e (2.78), concluimos

s/ b’ S €.

I|(u1,v1) — (ug,ve)| X5y

Portanto (uy,v1) = (ug, vg) em [=T* T*], ja4 que € é arbitrério.

Definindo ) (t) := ui(t + T*), vi(t) := vi(t + T*), ub(t) := ua(t + T*) e vh(t) :=
vo(t+7), a argumentagao acima pode ser refeita para concluir que (u1,v1) = (ug, v9) em
[T™*,2T*], mais precisamente, em [T*, min{27™, T'}|. Portanto, repetindo este argumento

um numero finito de vezes, concluimos que (u1,v;) = (ug,v9) em [T, T]. O



Capitulo 3

Resultados de Ma Colocacao

Na Secao , provamos nos Teoremas el3.4la C2-M4 Colocacao de (S B-0O)), para
(s,8") em Ry, Ro e (¢, respectivamente (veja as Figuras|l.1]e . O primeiro resultado

de C*-M4 Colocagao foi obtido por Tzvetkov para a equagao KdV em [24], melhorando
o resultado de C3-M4 Colocacao obtido por Bourgain em [7]. Nas provas dos Teoremas
e , essencialmente seguimos os argumentos de Tzvetkov. Mas para (s, s’) em Rq,
surgem dificuldades técnicas adicionais. Para contornar estas dificuldades, na prova
do Teorema fizemos (assim como em [3] e [10]) a varidvel t tender a zero e, por
isso, a conclusao é sobre a aplicacao dado-solucao e nao sobre o fluxo . Até
onde sabemos, este é o primeiro resultado de Ma-Colocacao de um sistema nao linear
dispersivo, para dados iniciais em uma regiao como R (veja a Figura .

Na Secao [3.2) provamos alguns resultados sobre as regides que restaram apds os
resultados de Boa Colocagio Local e de C2-Ma Colocagao (veja as Figuras e .
No caso nao ressonante, o Teorema [3.5|estabelece que, na maior parte da regiao restante,
o método utilizado neste trabalho nao pode obter a Boa Colocagao Local de
com os mesmos espacos de fungoes. E no caso particular v = 0, idem para toda a regiao
restante. No caso ressonante, o Teorema |3.6| estabelece que, no end-point, o método
empregado em [22] ndo pode obter Boa Colocagao Local de (SB-Of) com os mesmos
espagos de funcoes. As provas destes resultados seguem os argumentos utilizados em
[16] para provar que a estimativa bilinear para a equagao KdV nao vale para s <—3/4.

Mas em nossas provas, o Lema [3.1] abaixo viabilizou provas um pouco mais diretas.
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3.1 (C?-Ma Colocagao

Suponha que existe T'>0 tal que o problema de Cauchy ¢ localmente bem
posto em H*(R)xH* (R), para o intervalo de tempo [T, T]. Suponha ainda que existe
te[-T,0)U (0,7T] tal que a aplicagdo dado-solugao S* : (¢,v) — (u(t),v(t)) é duas
vezes Fréchet diferencidvel em zero. Entao, a segunda derivada de Fréchet de S! em
zero, pertence ao espaco normado das aplicacdes bilineares limitadas de H*(R)xH* (R),
que denotaremos por B. Em particular, temos a seguinte estimativa para a segunda

derivada de Gateaux de S* em zero,
025!

——(0,0

[ 00

Denotaremos (g (), v, (t)) := SH(¢, ). Isto significa que (ug(t), vy y(t)) é uma

< [1D25%(0,0)lI5l(¢, V) 3foror > V.0 € S(R). (3.1)

HsxH*'

solucao das equacgoes integrais associadas

t
upult) = €% —ia / e (4 ()0 (1)) dE (3.2)
0

t
U¢’¢<t) = €_VtH8’:¢ +ﬁ/ €_V(t_t YHO; (8$|U¢ﬂj,(t/)|2)dtl. (33)
0

Usaremos e para calcular o membro da esquerda da desigualdade .
Para isto, pretendemos utilizar a regra classica de derivacao do produto para obter
as derivadas de Gateaux dos termos wug vy, € Oxugsy|?. Entretanto, estd regra é
formal para baixos valores de s e §', pois H"(R) é uma algebra apenas quando r > 1/2.
Contudo, pelo Teorema, quando ¢, € S(R), temos (ug.4(t'), vp(t)) € H x H'~1/2
para todo r > 1/2. Além disso, o argumento de contragao fornece aplicagao dado-
solugao analitica. Portanto, para pontos e dire¢oes em S(R) x S(R), a regra clédssica
do produto pode ser aplicada na topologia de H* x H*', pois é véalida na topologia de
H" x H™'/2 para r > 1, tomado grande o suficiente para que a norma de H” x H"1/?
seja mais forte que a norma de H® x H¥ (lembrando que a derivada de Gateaux é
preservada por normas mais fracas).

Pela regra de derivacao do produto, de (3.2) obtemos

a—St _ dug o oo _ [ ,ito? —VtHOZ W R
a<¢,w>(0’0> <a(¢,¢)(t)’a(¢,¢>(t)) (6 ¢, e w), ¢,v € S(R),
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jé que (ugo(t),voo(t)) = S*(0,0) = (0,0). Logo, de (3.2), calculando a segunda derivada

de Gateaux de u em zero, na diregao (¢,¢) € S(R) x S(R), obtemos

02’&0702 (t) — 9 /t ei(t—t’)(?% <€it'83¢_e—l/t”}-{3£¢) dt'.
(9, ¥) 0
Denotando entao & := & — &, concluimos que
82u00 /t ; 1N e2 1, 4192 11152
) t — 20 s —i(t—t')¢ 27) "2 1’05 1\ % 6—Vt HOZ -~ dt/
el I X0 (1 b o) |

= ( ) / it 52/ —it'( §2+V|§1\51)¢(€2)$(€1)d£1dt

= /0/@(t’,é,f1)f(§2)g(g1)d€1dt

.2
5

)
2
L

onde f(£&) = (£)°0(%), 9(&1) = (&)°¥(&) e

) (22 : (€)° it (E2— €2 —vlE1 |61)
@waﬁf(w)'@W@yfmg o B4

Portanto, se a aplicagao dado-solugio (3.9) é C? em zero entao

O(t, &, &) f(&)g(&)dédt!

i 1D25%(0,0)[l5(I1.f 22+ llgllz2)*, Vf, g€ S(R).
) (3.5)
Analogamente, de , calculando a segunda derivada de Gateaux de v em zero,
na dire¢ao (¢,0) € S(R) x S(R), obtemos

0%v b a2 02, AT\
e (8[))2(75) = 25/ e V=t %G (e’t 8%25-6” 5z¢> dt’.
) 0

Portanto, se a aplicagao dado-solucao (3.9) é C? em zero entao também temos

< ID*S"(0, 0l fl72,  Vf € SR), (3.6)

Y(t', & &) (&) f(—&)d&at
L2

onde,

N|=

/ _(28%\: i) (€)” it (v]ele—E2+€2)
1t g6 = () L e (37)

No préximo lema, estabeleceremos um resultado elementar, que serda muito 1til para

a demonstracao dos teoremas deste capitulo.
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Lema 3.1. Sejam A, B,R C R". Se R— B C A entao
1Rl z2@n sl @y < 114 % 15 2@n). (3.8)
Demonstracao: Se R — B C A entao
1ax1p(z) = /A 1p(z —y)dy = /Alm—B(y)dy > 1g(2)|18ll 11 @®n), Vo €R",

tomando a norma L? nesta desigualdade, obtemos ({3.8]). O

Agora estamos em condicoes de provar nossos resultados de C2-M4 Colocacao para o

sistema (S B-OJ). Os dois primeiros resultados referem-se ao caso nao ressonante |v| # 1.

Figura 3.1: Fluxo (3.9) nao é C? em zero

Teorema 3.2. Sejam |v| # 1 e s,s' € R. Suponha que o Problema de Cauchy (S B-O))
¢ localmente bem posto em H*(R) x H* (R), no sentido do Teorema|2.1, Se ([2.3) ndo
se verifica, i.e., s < —=1/2 ou 2s—1/2 < s, entdo o fluxo
St . Br — H*R)x H*(R) (3.9)
(@, ¢) = (u(t),v(t))
nao é C* em zero', para qualquer t € [—T,0) U (0,T]. A fortiori, a aplicagio dado-
solugdo ([2.5) também nio é C* em zero'.

!Na verdade, estamos provando algo um pouco mais forte do que est4 enunciado nos Teoremas
|BE§| e @ Estamos provando que estas aplicacoes nao siao duas vezes Fréchet-diferencidveis em zero.
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Demonstragao: Basta mostrar que ([3.5) nao vale ou (3.6 nao vale.
Caso s < —1/2: Neste caso, (3.5)) ndo vale. De fato, para cada N € N, defina

Ay = {& eR ¢ (L4 ))& +sgu(v)N| < (1+ [V])(4(6)N) '},

By = {&€R 1 |26 —sgn(v)N| < (4{H)N)~'}.
Para N suficientemente grande (precisamente N > 1+ |v|), temos que

(&) ~ (&) ~ (& +&) ~ N, V& € An, V& € By, (3.10)

j& que 1+ |v| # 2, além disso, sgn(§;) = —sgn(v) para todo & € Ay, logo também
temos que

2N 2 1
6+ &)~ vieles = &1 = lal L+ D6 + 260l < oo o < e (1)

Observe que cos(z) > 1/2 quando |z| < 1. Portanto, de (3.4)), (3.10) e (3.11)), temos

1
Re (@(t/,§1 +§2,§1)) Z W , V|t/| < |t|,\V/§1 < AN,Vfg € By. (312)

Sejam agora fy, gy € S(R) tais que 14, < gy, Iy < fi, lonllze < 2| 1ayllz2 e
| fnllze < 2|1py 2. De (3.12)), concluimos que

/ for, e 60 xe-eov@aaar] 2 / [Reto(t, 6 €))1s, (€ &)L (€)1
> 1] W*N—lBN@ . VeeR (3.13)

Combinando com ({3.5]), obtemos entéo
o ol oy g, 0)s(tay e + sy 2. (319)

N#

Por outro lado, definindo
Ry = {€€R : |E+b,sgn(v)N| < (8(t)N)'},

onde b, = ﬁ —% # 0, temos que Ry — By C Ay. Entao, pelo Lemae por (3.14]),

concluimos que
N7:N"' _[D%S'(0,0)||s

t
| | NS/ ~ N

(3.15)
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Mas (3.15) nao vale para s’ < —1/2, j& que N pode ser escolhido arbitrariamente
grande. Logo ({3.5) nao vale no caso s’ < —1/2 e, portanto, a aplicacao dado-solugao

(3.9) nao é C? em zero neste caso.

Caso s’ > 2s — 1/2: Para este caso, utilizando o mesmo procedimento utilizado para o
caso anterior, mostraremos que (3.6 nao vale.

Para N € N suficientemente grande (precisamente, N > |1 — |v||7!), definimos

Av = {& €R ¢ |a,& +sgn(v)(1+ [v)N| < (e:N) 7'},
By = {&€R : |a&+sgn(v)(1—[v])N| < (2¢N)7},
Ry = {{€R : \aV§+2sgn(y)N|<(20tN)_1},

onde a, :==|1—|v||-[1+ V]| #0 e ¢ :=1+38|t|(1 — |v|)~2. Entdo, Ry — By C An.

Além disso,

(&) ~ (&) ~ (&L+&) ~ N, V& € An, V& € By, (3.16)
sgn(§1+8)=—sgn(v) e

v+ &G +&l-E+8] = [a+&|- 11— )& — 1+ |v)&l

AN 2 1

- < 3.17
a, |l =[N ~ |t ( )

Analogamente a (3.10)-(312), de (), (B.10) e (B-T7), obtemos

s'+1

Re (Y(t', 6+ &,61)) 2 N2s

Vltll < |t|,\V/§1 c AN7V§2 € By. (318)

Sejam agora fy € S(R) tais que 1_4,05y < fv € |fnllzz < 211 agusy e < N7z.

Consequentemente, temos

In(E=&)N(=&) 2 1 ayuBy (E=&)1oayuBy (&) 2 15, (E—=&)1ay (&), ¥, & €R.

Analogamente a (3.13)), de (3.18)) deduzimos que

t TS+
| [x s - amaaar S UV WEST)
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Entéo, de (3.19), do Lema[3.1] e de (3.6), concluimos que
N N_% N7! < ||D2St(0a O)HB
N2s ~ N '
Mas como ([3.20) nao pode valer no caso 2s — 1/2 < ', a aplicagdo dado-solugao

] (3.20)

nao pode ser C? para este caso. ]

Figura 3.2: Aplicacdo dado-solucao (2.5 nao é C? em zero

Teorema 3.3. Sejam |v| #1 e s, € R. Suponha que o Problema de Cauchy para
o sistema (SB-O)) € localmente bem posto em H*(R)x H* (R), no sentido do Teorema
[2.1 Se |s' = (s—1/2)| >3/2, a aplicagio dado-solugio associada (2.5)), i.e.,
S : Brp — C'([-T.T;H*(R)) x C°([-T.,T]; H*(R))
(@,9) = (u,v)
nao ¢ C? em zero.

Demonstragao: Se a aplicagao dado-solucao ([2.5) ¢ C? em zero entao (3.5) e ([3.6))
valem para todo t € [T, 7] e

sup ||D*S*(0,0)|5 < oo. (3.21)

te[-T,T)
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Portanto, precisamos mostrar que (3.21)) nao vale em dois casos, para ' < s —2 e
para s +1 < s'.

Para cada N € N, definimos

Ay = {§1€R : |€1—N|<1/2},
By = {&LeR & < 1/4},

Ry = {£€R : [£—=N|<1/4}.
Logo Ry — By C Ay ese & € Ay e & € By entao
(&)~ N, (&) ~1, (G+&)~N, (3.22)

(G + &) — &G — &) = [&] - |(1—vsgn(&))é + 28] < 6(1+ |v|)N?. (3.23)

Agora, para cada N > (6(1 + |v|)T)~2, definimos

ty = (6(1+[v|)N*)~te(0,T). (3.24)

Como cos(z) > 1/2 quando |z| < 1, de (3.4)), (3.22)), (3.23) e (3.24)), obtemos

s

N
Re (@(tlvfl + g?ugl)) Z W ) v€1 € AN7V£2 € BN7Vt/ € [07tN] (325)
Portanto, repetindo a argumentagao usada em ((3.12))-(3.15)), concluimos de (3.25) e
RN |22l By |lzr ~ 1 que

Ns—2—s’ < N* - tN

< || D%S*™ (0,0
S~ SIDS(0,0)]ls,

o que contradiz (3.21)) no caso s’ < s — 2, pois N pode ser arbitrariamente grande.

Por outro lado,

(& + &6 + &l — & +&| <6(1+|V)N?, V& € Ay, ¥ € By. (3.26)

Logo, de (3.7)), (3.22)), (3.26) e (3.24)), deduzimos que

s'+1

Re (Y(t',& +6,61) 2 Ne

Vfl S AN,V§2 € BN,Vt/ S [O,tN]. (327)
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Repetindo agora a argumentacao de (3.18])-(3.20), de (3.27)) e ||Rn||zz|| Byl ~ 1,

concluimos que

: N+t
NS S S IDRS(0,0)lls,

contradizendo no caso s +1 < .
Portanto, se |s'—(s—1/2)| > 3/2 entao nao vale, logo a aplicagdo dado-
solucao nao ¢ C? em zero. O
Para finalizar esta secdo, provamos um resultado de C?-M4 Colocacao para o sistema
(S B-OJ]) no caso ressonante |v| = 1, que mostra que o resultado de Pecher [22] é sharp

exceto pelo end-point.

Teorema 3.4. Sejam |v| =1 ¢ (s,8') ¢ {, ice., 8 #s—1/2 ou s < 0. Suponha que o
Problema de Cauchy para o sistema (SB-O)) ¢ localmente bem posto em H*(R)xH* (R),

no sentido do Teorema |2.1. entao o fluxo
St . Bp — H(R)x H*(R) (3.28)
(@, 9) = (u(t),v(t))

nao é C* em zero, para qualquer t € [—T,0)U(0,T]. A fortiori, a aplicag¢do dado-solugio

[.5)) também nao é C?* em zero.

Demonstracgao: Faremos a demonstracao usando os mesmo argumentos utilizados na
prova do Teorema (3.2]

Suponha que existe t € [=T,0) U (0, 7] tal que a aplicagdo dado-solugao é C?
em zero.

Para cada N € N, definimos

Ay = {&eR : [& —sgn(v)N| < 2()N) '},
By = {&€eR : & <@t)N)},
Ry = {£€R : € —sgn(v)N| < (4{t)N)~1}.

Entao, Ry — By C An. Além disso, se {; € Ay e & € By entao sgn(&;) = sgn(v),

(€1) ~ N, (&) ~1, (&1+&) ~N,
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(& + &)° — v|&1|& — &] = [26&] < AN - (4@)N) ™ < J¢| .
Analogamente a (3.10))-(3.15]), concluimos de (3.5)) que
[t N2~ < ||DSY(0,0)]|5, VN €N,

Portanto s’ > s — 1/2.

Por outro lado, definindo

Ay = {&GeR : |[& +sgn(v)N| < (2(t)N)'},
By = {&eR : |& < (4(HN)},
Ry = {£€R : [E+sgn(v)N| < (4()N)™'},

temos Ry — By C Ay. Além disso, se §; € Ay e & € By entao sgn(& +&) = —sgn(v),
€) ~ N, (&)~ 1 (G +&)~N,
vl + &l + &l — & + €] = 2061 + &)l < AN (AEN) T < il
Analogamente a —, concluimos de (3.6)) que
lt|- N¥ o2 < || D2SH0,0)||ls, VN € N.

Logo s’ < s—1/2 e portanto s’ = s —1/2.

Resta mostrar que s > 0. De fato, definindo

Ay = {& €R : |& +sgn(v)N| < (8(t)N) '},
By = {&EeR : |&—sgn(v)N| < (16(H)N) ™'},
Ry = {£eR : || < (16()N)"'},

temos Ry — By C An. Além disso, se §; € Ay e & € By entao sgn(&;) = —sgn(v),
(€) ~ N, (&)~ N, (G+&)~1,
(€ + &% — vl&i16 — €] = 1261(61 + &)] < AN - (4 N) < ¢
Analogamente a —, concluimos de (3.5) que
It - N727¢~* < ||D2SY(0,0)||lz, VN €N.

Portanto —2s = —1/2 — s’ — s < 0, o que conclui a demonstragao do Teorema. U
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3.2 Onde as Estimativas Bilineares Nao Valem

Teorema 3.5. Sejam |v| #1 es,s,c,d €R. Sed,c>1/2 entao
(i) a estimativa bilinear (2.36|) ndo vale para s +1/2 < §';
(ii) a estimativa bilinear nao vale para s < s —3/2;
(111) a estimativa bilinear nao vale para s < s — 1, quando v = 0.

Demonstragao: (i) Retomemos as notagoes utilizadas na demonstragdo do Teorema
2.5| Entao, apenas temos que mostrar que (2.37) nao vale quando s + 1/2 < ¢'.
Definindo, para cada N € N,

AN = {(7'1,51) ER2 : |€1—N| <N_1, |0'1| <6},
By = {(n,&) €R® : [&| < (2N)7}, |oo| < 1},
Ry = {(r,€) €R® : [ = N|<(2N)7, |7+ €& - 26N| <1},

temos Ry — By C Ay, ja que o1 + 09 = 7 + £2 — 2££,. Além disso,
<€1> ~ N7 <§2> ~ 17 <£1 + §2> ~ N, <0> 5 N27 V(Tlagl)EANv \V/(7—27£2)€BN'

Logo, de (2:33) e (2:39), temos

NS/+11BN(7—27 52)1AN<7_17 61) <

N2(1_c/) . NS ~ |¢(7-7§7T17§1)13N(T2aSQ)IAN(TMSI)L v(7—7§77_17§1) €R4

(3.29)

Sejam agora fy, gy €S(R?) tais que 1ay < gn, 1y < fn, [lgnllrz < 2[[1ayllr2 e
| fnllze < 2||1pylz2- Combinando (2.37), (3.29) e (3.8), deduzimos a estimativa

Ns’+1 . N—% N1
N2(1-¢) . Ns

N

SNz N7z,

Mas estd estimativa nao vale para todo N quando s +1/2 <" e > 1/2.

(11) Retomemos as notagoes utilizadas na demonstragao do Teorema 2.6 Entao, apenas

temos que mostrar que ([2.55)) ndo vale para s’ < s — 3/2.
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Para cada N € N, definimos

Ay = (&) €R® - |6 —sen()N| < N Jou] < 7(1 + o)),
By = {(1m,&) €R® : [&| < (2N)7}, |oo| < 1},
Ry = {(1,§) €R® : [ —sgn(v)N| < 2N)~", |7+ & + a, sgn(v)N¢| < 1},

onde a, := |v| — 1. Entdo Ry — By C Ay, ja que de (2.57)) segue que
o1+ 03 = [T+ & + ay sgn(v)NE] + [(1+ V))& (& — &) + [an (& — sgn(v)N)E]-

Argumentando como no item (7), de (2.55) deduzimos a seguinte estimativa

N* N-z.N"!
N2(1-¢c) . N&

N

<N z.N2.

Mas esta estimativa nao vale para todo N quando s’ < s—3/2ec>1/2.

(111) Mantendo as notagoes do Teorema , definimos para cada N € N,

Ay = {(n,&) eR? : |, = N| <1, |oy| < 3},
By = {(m,&) eR? : &2] < 1/2, |oo| < 1},
Ry = {(1,6) €eR? : |- N|<1/2, |7] <1}

Entao Ry — By C An, ja que 01 + 09 = 7 + £ quando v = 0.
Argumentando como no item (7), de (2.55) deduzimos a seguinte estimativa
S
M oy
N2(1—c) . Ns’ ~
Mas esta estimativa nao vale para todo N quando s’ <s—1ec¢>1/2. 0
Pelo préximo teorema, concluimos que o método utilizado por Pecher em [22] néao

pode obter Boa Colocagao Local para o caso ressonante de (S B-O)) no end-point (s, s') =

(0,—-1/2).

Teorema 3.6. Sejam |v| =1, (s,8') = (0,—1/2) e ¢,b,b' € R. Se ¢ > 1/2 entdo a

estimativa (2.54) nao vale.
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Demonstragao: Retomemos as notacgoes utilizadas na demonstracao do Teorema 2.6

Entao, apenas temos que mostrar que (2.55)) nao vale. Para cada N € N, definimos

Ay = {(1,€&) €R? : & +sgn(v)N| < 1/2, |o1] < 1},
By = {(1,&) €R? : |& —sgn(v)N| < 1/4, |oo| < 1/3},
Ry = {(1.€) €B® : [ < 1/4, |o+25gn()NE| < 1/3}.

Entdao Ry — By C An, pois vsgn(§ — &) = vsgn(&;) = —1, logo de (2.57) temos
01 = [0+ 2sgn(v)NE] — 03 + 28[(§2 — sgn(v)N) — £].
Além disso,
)~ N, (&)~N, (G+&)~1 (o) SN, V(r,&)€An, V(n,&)€By.
Logo, de e , temos

Nc_llBN(ijglAN(“’&) <O, €, 7, 60y (70, E0) L (71, €0)], V(6,7 60) ERE.

(3.30)

Sejam agora fy, gy €S(R?) tais que 14, < gn, 1y < f, llgnlle < 2| 1ayllze e

| fnllze < 2||1pylz2. Combinando (2.55), (3.30) e (3.8), obtemos a estimativa
1
Nz < 1.

Mas esta estimativa nao vale para todo N quando ¢ > 1/2. U



Trabalhos Futuros

Apresentamos agora trés topicos relacionados aos resultados deste trabalho, que foram

e estao sendo objeto de estudo:

e Até o momento, os melhores resultados sobre Boa Colocagao para (SB-OJ), no
caso ressonante (|v| = 1), foram obtidos por Pecher em [22]: Boa Colocagao
Local para s = s — 1/2 e s > 0 ; Boa Colocacao Global para s’ = s —1/2 e
s > 1/3, no caso particular v = 1 e % < 0. Pelo Teorema , a Boa Colocagao
Local nao pode ser provada por método de ponto fixo para s # s —1/2 ou s < 0.

E pelo Teorema [3.6] a estimativa bilinear nao vale para (s,s") = (0,—1/2)
(o end-point). Entretanto, ainda existe a possibilidade de construir modificagoes
dos espacos X* e Y;’/’b' para as quais sejam validas as estimativas bilineares.
Construindo uma modificagao do tipo Besov do espago de Bourgain, Kishimoto
provou em [I§] a Boa Colocagao Local da equagao KdV na regularidade critica
s = —3/4. Inspirado nesse trabalho, estamos tentando construir espagos para os
quais tenhamos as estimativas bilineares e, entao, obter a Boa Colocacao Local
de (SB-0O)) no end-point. Se obtivermos éxito, esperamos também conseguir Boa
Colocagao Global em toda a semirreta ' = s — 1/2, s > 0, pois pensamos que
a prova do mesmo resultado ji obtido para o caso nao ressonante (em [I]) pode

entao ser adaptada ao caso ressonante.

e Até onde sabemos, o Teorema é o primeiro resultado de C?-Ma Colocagao
a ser obtido para um sistema nao linear dispersivo, no caso especifico em que
a diferenca entre as regularidades do dado inicial é suficientemente grande (i.e.

|s — s’| > ¢). Isto é o que ocorre para todo dado inicial cuja regularidade (s, s)
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estd na regiao Ry (veja as Figuras|[l.1]e . Tal resultado parece natural devido
ao acoplamento do sistema pelos termos nao lineares das equacgoes e ao Principio
de Duhamel. Acreditamos que o mesmo procedimento utilizado para provar o
Teorema pode obter resultados para outros sistemas nao lineares dispersivos

tais como o sistema de Zakharov, o sistema Schrodinger-Korteweg-de Vries etc.

Em [3], Bejenaru e Tao provaram que o Problema de Cauchy para equacao de
Schrodinger com nao linearidade u? é Mal Colocado para regularidade s < —1, no
sentido de que a aplicacao dado-solucao nao é continua em zero. Eles utilizaram
um belissimo argumento cujos ingredientes principais, grosso modo, sao: o fato
da Boa Colocagao em s = —1 ser provada pelo método de contracao; o fato da
segunda derivada de Fréchet da aplicacao dado-solugao em zero ser uma aplicacao
bilinear “suficientemente” nao limitada para regularidade s < —1. Estudamos a
viabilidade da aplicagdo do argumento de Bejenaru e Tao para transformar os
resultados de C2-M4 Colocacao obtidos nesse trabalho, e os que eventualmente
vierem a ser obtidos para outros sistemas (veja o item anterior), em resultados de

M4 Colocagao (no sentido de que a aplicagao dado-solugdo nao é continua).



Apeéendice

Os dois préximos lemas sao resultados elementares de calculo que obtivemos inspirados

por (2.13) e (2.14) do Lema 2.5 em [4].

Lema A.1. Sejam b,p,q € R. Sep#0 e b > 1/2 entdio

o dr  \?  2max{1,(2b—1)""2)
om0l = ([ rigm) < == —

Demonstracgao: Se b > 1 entao, pela mudanga de varidvel z = pr + ¢, temos

4
LR < / _ T _ 4
w7+ a) HL2 Pl ixa2 T Bl T

Para o caso 1/2 < b < 1, como 1+ |7| < v/2(7) para todo 7 € R, temos

2 1 dx 2 oo 9b 4
pr+q)" :_/ S—/ —dr < s
ler+a”lee = 3 @z = w1 ) =% < @-ow

Lema A.2. Sejam b,p,q,r € R. Seb>1/2 e p# 0 entao

/ dr < 25max{1, (20 — 1)~} .
(pr2 +qr+1)" VIl

Demonstragao: Pela mudanga de varidavel 7 = (1/|p|)7, temos

dr /
/<p72+qf+r> Vpl 72+q7+r ’

(A1)
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Sejam 21, z; € C as duas raizes do polinémio P(7) = 72 + g7 + 7. Entao, por (A.1)),
por 1+ || < 2(-), e por |z| > |Re(z)| para todo z € C, temos

dr b dr
< — 4+/ ) A2
vy < U J AT =nllr=nly A2

onde 11 := Re(z1), r1 :=Re(z1) e B:i={r eR: |t —r| <1}U{r eR: |7 —ry| <1}

Observe agora que
(I+|r=—rmDA+ |7 —ra]) < 31+ |1 —mr||T — 1)), V1 € B°. (A.3)

Entao, combinando (A.3]) em (A.2), usando (-) < (1+|-|) e usando a desigualdade

de Cauchy-Schwarz, temos

/ dr < b <4+/ 3bdr )
e = VAN Ty

2b
= —<4+3b (m =)™ [l =)™ ) (A.4)
o (g e
Se 1/2 < b < 1 entéo, por (A4) e o Lema A[l] temos
/ dr _ 2@ -1
(pr2 +qr+r)’ ~ Vpl ’

e portanto, para todo b > 1/2,

/ dr - 25 max{1, (2b — 1)1} ‘
(pr?

+gr+r)’ T VIl

O
O préximo lema é um resultado elementar de calculo que obtivemos inspirados por

(2.4) do Lema 2.1 de [17].

Lema A.3. Sejam c,k € R. Se c < 1 entao vale a sequinte estimativa:
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Demonstragao: Como ¢ < 1e 1+ |7| < 2(7), temos

1+|k|

dr dr 2ctl 4
< 20+1/ < 1 1—c < 1—c ]

/ (t)ye — T¢ = 1—c< + 1) 1—C<K>
[7I<]] 1

O
O préximo lema estabelece uma desigualdade que foi utilizada para a prova do Lema

3.2 de [13], a saber, a desigualdade encontra-se na equacao (3.18) de [13].

Lema A.4. Seb >0, ¢ € S(R) e J € H*(R) entio ¢J € H*(R). Além disso, vale a

sequinte estimativa

loTlme < 22 (M Fd(m) sl Nz + IFb( a1 ) -

Demonstragao: Por um argumento de densidade, podemos supor que J € S(R).

Entao
FloJ)(7) = FibxFoi(r) = / Fib(r —m)Fd(n)dn,  VreR. (A5)

Além disso, pela desigualdade triangular, temos que |7]?> < 2|7 — 71|? + 2|1 |* para

quaisquer 7,71 € R. Logo, para todo b > 0, também temos

(SIS

b
2

(T = (14 |72)2 < (2max{2(r — )%, 2(r)?})? < 2%(r —7)? +2%(r)?.  (A.6)
Combinando e (A6) temos

(r)" [Flo ()] < 2° (()°1Fo]) [ Fe T (7) + 2°| Fep| = ()| Fe ) (7).
Desta desigualdade, obtemos a estimativa

|61 < 222 (I ()1 Fil) # 1 F ez + IIFl (1T ) 122)

Por fim, utilizando a Desigualdade de Young para Convolugoes e o Teorema de Plan-

cherel, concluimos a prova do lema. O
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O préximo lema difere do Lema 4.2 de [14] apenas por notacao. E a prova que
apresentamos aqui nao € nada além de um detalhamento da prova apresentada por

Ginibre, Tsutsumi e Velo.

Lema A.5. [Lema 4.2 de [1J]]] Sejam p,ai,as €R. Se 0 < a; <as el < ay + ay

entdo existe uma constante C(aq,as) > 0, independente de p, tal que

/ dt < C(ay, az)
(TH+p)(r—p= = (p*

onde
ai, se ag > 1,
a=ala,ay) = ¢ a1—e¢, se as =1,
a1+as—1, se as < 1,

com € > 0 podendo ser tomado arbitrariamente.
Para demonstrar o Lema A[f] vamos estabelecer um resultado auxiliar:

Lema A.6. Se p > 0 entao

1+p

dr oli—al+
T o 2 )i Va € R, AT
[ % < A0

onde [N =X se A>0, [N+=0seX<0 el[0]; éum nimero real positivo qualquer.

Demonstragao: Se a > 1 entdao [1 —al, =0e [|1 —a|]l; =a—1, logo

1+p +o00
dr / dr 1 oll—aly [—q]
< = p t.

T a-1 7 [L-all

7o =
1 1

Sea<lentao [l —al; =1—ae[/l—al|]+ =1—a. Logo, como 1+ p < 2(p), temos

Far _qapio1 _ @) 2t
= < . = [|1_a|]+(p> . (A.8)

TG 1—a
1

Finalmente, se a = 1 entao para todo € > 0 temos, por (A.8)), temos

1+p

e [1-a]
/dT dr (2(p))° 20T pyli=als.
1

ra A S e T l—a
+
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Demonstragao do Lema A5} Por uma mudanca de varidvel 7/ = —7, e pelo fato de
(—+) = (+), podemos supor p > 0.
Se |T| > 2pentao |[TEp| > |7|—p > |7/2|. Logo, lembrando que (1) < 1+|7| < 2(7),

temos N
dr dr Ci(ay, as)
< 2 < A9
| e <2 G S G 49
[T|>2p 2p

onde C)(ay,ay) = 22741+ %2(qy 4+ ay — 1)71,
Se 0 < 7 < 2pentao (1 + p) > (p). Logo, por (A.7)), temos

2p 2p 1+p

a az+1
/ dr §22/ dr _ /ESM,(AJO)
J (T+p)a(r —p)ez = (p)n / (L+]r=pl)ez (p)o ) e (pyar—li—azls

onde Cy(ay,ay) = 2021+ 1—a2l+[]] — a2|]jrl.
Fazendo uma mudanga de varidvel e repetindo o argumento utilizado em (A.10)

temos

0 2 1+p

a1+1
/ dr :/ dr <2 /£<M (A1)

(rtp)lr—p) Syl —p)n = (o) ) o7 = {ppra il

—2p

onde Og(al, CLQ) = 2a1+1+[1—a1]+[|1 - a1|]jrl.

Observe agora que a desigualdade
alay,ay) <min{ay — [1 —as)y , as — [1 —ay]y , a1 +ay — 1} (A.12)

é valida, para todas as possibilidades de a; e as (nos casos em que se tem a; = 1 ou
ay = 1, fazendo-se escolhas adequadas para [1 — a1y, [1 — as]+ e a(ay, az)).

Portanto, combinando (A.9)), (A.10), (A.11)) e (A.12), temos

/ dr < C(al,ag)
(T+p)yu(r—pyz = (p*

onde C(ay, az) = Cy(ay, az) + Cs(ay, as) + Cs(ay, az), o que encerra a demonstragao. [
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