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Resumo

No presente trabalho estudamos dois problemas de interesse matemdtico pelas suas
aplicacdes na Engenharia. O primeiro descreve a controlabilidade simultdnea de um
par de sistemas que modelam a evolucdo do som num fluido compressivel, considerado
como um problema de transmissdo. Mostramos a boa colocacdo do problema e, que,
assumindo condi¢des adequadas na geometria do dominio e nas propriedades do fluido
€ possivel conduzir o par de sistemas ao equilibrio de forma simultanea usando somente

uma funcdo de controle.

No segundo problema abordado mostramos o decaimento exponencial da energia asso-
ciada ao modelo de Naghdi, com dissipacdo localizada. O modelo descreve as deforma-
cOes eldsticas e as variagoes da normal de uma casca. Usando ferramentas de geometria
Riemanniana e pela teoria de semigrupos, mostramos a boa colocacdo do problema
e a obtencdo de desigualdades de observabilidade. As quais permitem mostrar o de-
caimento da energia e posteriormente usamos o Principio de Russell para mostrar a

controlabilidade do modelo.

Palavras Chaves: Ondas de som, controlabilidade, Geometria Riemanniana, Cascas de
Naghdi.



Abstract

In this Thesis work we study two problems of mathematical interest for their applications
in several topics in Applied Science. The first describes simultaneous controlability of a
pair of systems which model the evolution of sound in a compressible flow considered
as a transmission problem. We show the well posedness of the problem. Furthermore
provided appropiatte conditions in the geometry of the domain are valid and suitable
assumptions on the fluid, is possible to conduce the pair of systems to the equilibrium

in a simultaneous way using only one control.

The second problem we study is the exponential stability of the energy associated with a
Naghdi’s model with localized internal dissipation. Using several tools from Riemannian
Geometry we show the well posedness of the model (via semigroup theory) and obtain
Observability inequalities which allow us to prove the exponential decay of the total

energy. As a consequence then we use Russell Principle for obtain exact controllability.

Key words: sound waves, controllability, Naghdi’s type shells
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Introducao

Nesta Tese foram abordados dois problemas de interesse matematico pelas suas aplica-
¢Oes na Engenharia. O primeiro trata-se sobre o estudo da controlabilidade simultanea

com transmissdo para o problema da propagacao do som num fluido compressivel

Existe uma grande variedade de dispositivos que sdo usados para detectar e extrair
informacdo de objetos que estdo num fluido, enviando para isso ondas de som, por
exemplo os radares, as ressonndcias magnéticas, etc. Para o desenvolvimento de tais
dispositivos é fundamental o conhecimento das propriedades e o comportamento do

som no meio no qual ele se propaga e assim predestinar o comportamento futuro

Um modelo linear bem conhecido[31] descrevendo a evolu¢do do som num fluido com-
pressivel é dado por

0
l+an:0

g; )
a2 + pdiv(u) =0
onde u = (uy,u2,us) é o campo de velocidades do fluido, « > 0 é a densidade de

equilibrio e 5 é a compresibilidade e p é a pressao.

Um dos problemas matematicos nessa direcdo € o problema de controlabilidade simul-
tanea, nele, procura-se funcoes de controle P e @) de tal forma que as solucdes de (2)

sejam levadas ao equilibrio.

rZ—i—an—O, em Qx(0,7) Z—l—’qu—O, em Qx(0,7)
gi) + pdiv(u) =0, em Qx(0,7T) g:f + 7div(v) =0, em Qx (0,7)
un=@Q, em Syx(0,7T) g=P, em Syx(0,7T) 2)
p=0, em S x(0,7) g=0, em S;x(0,7)

( u(z,0) = uo(x), p(x,0) = po(z) v(z,0) = vo(2), q(z,0) = qo()

ix



O problema ja foi amplamente estudado, veja [25], [26] e as referencias mencionadas
nesses artigos. Num artigo recente[25] os autores estudaram o problema de contro-
labilidade simultanea para os sistemas (2), onde eles mostraram que ambos modelos
podem ser conduzidos ao equilibrio usando somente uma funcao de controle, que pode
ser P = —%Q.

O primeiro problema que afrontamos foi estudar o problema de controlabilidade simul-
tdnea exposto acima numa situacdo mais interessante do ponto de vista das aplicacoes:
O problema de transmissdo. No problema de transmissao as propriedades do fluido sdo
considerados constantes por sub-regides de €2, as quais, estdo conectadas por interfaces.

Isso € mostrada na figura(1).

FIGURA 1: Caso uma sub-regido e 3 sub-regides

Mostramos que com certas condicoes geométricas do dominio €2, condi¢Oes nas interfa-
ces e monotonicidade da compressibilidade e a densidade «, os sistemas podem ser

levados ao equilibrio usando somente uma funcao de controle.

O segundo problema que abordamos é o problema da estabilidade exponencial da ener-

gia associada ao modelo de cascas de Naghdi.

Uma casca, matematicamente, € um corpo eldstico 3-dimensional envolvendo uma sub-
variedade 2-dimensional de IR?, porém elas existem na natureza muito antes de defini-
as, como por exemplo, a casca de um ovo, carapacga de alguns animais ou as conchas

marinhas.

A importancia no estudo de cascas radica na sua grande capacidade para suportar cargas
o qual motiva seu uso em muitas dreas da engenharia (construcdo de cobertas, fusela-
gem de avides, turbinas edlicas, etc.), levando a um continuo aumento de novos dese-
nhos estruturais, cada vez mais complexos os quais precisam de uma analise cuidadosa.

Veja por exemplo as figuras abaixo



FIGURA 2: Turbinas e6- FIGURA 3: Fuselagem
licas de avido

As aproximacOes mais conhecidas para modelar os deslocamentos numa casca sdo os
modelos de Koiter e Naghdi. Nelas sdo considerados dois mecanismos de acdo sobre a
casca. Uma de natureza mecanica e outra de natureza geométrica. A hipdtese sobre o
mecanismo mecanico estabelece que se a espessura da casca é suficientemente pequena
em comparac¢do com outras dimensoes, entdo, as tensdes dentro da casca sdo planares, €
dizer, as tensOes paralelas & superficie media variam aproximadamente de forma linear.

Em ambos modelos a hipdtese sobre a acdo mecanica é a mesma.

A hipétese geométrica no modelo de Naghdi é diferente & de Kirchoff-Love adotada
em Koiter. Nela, os pontos sobre a normal & superficie media, antes da deformacéo,
continuam sobre dita reta e 4 mesma distancia da superficie media apés a deformacéo,
mais ela pode deixar de ser normal. O modelo de Naghdi toma em conta as deformacdes
da casca e a flexdo da superficie media em conjunto com as deformacgdes transversais.
Neste modelo as varidveis desconhecidas do problema linearizado sédo os deslocamentos
dos pontos da superficie media e o campo de rotagédo do vetor normal & superficie media.

A diferenca desta hipdtese é mostrada nas figuras abaixo
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FIGURA 4: Pontos apds a deforma- FIGURA 5: Pontos apds a deforma-
cdo no modelo de Koiter ¢do no modelo de Naghdi

Seja S uma casca de espessura z e com ), uma variedade Riemanniana em IR, como

superficie media.

No Modelo de Naghdi os deslocamentos, ((p), de um ponto p = x + zN(z) da casca

pode-se aproximar, veja [34], como
C(p) = G(x) +2¥(x) para z€Q

Onde (;(z) mede os deslocamentos da superficie media e ¥(z) captura as rotacdes da
normal. Decompondo os campos (;(x) e ¥(x) nas suas componentes na superficie media

e normal[34], temos

Gx) = W) + wi(x)N(z) e U(x)=V(z)+wz(x)N ()

As relacoes de tensdo-deformacdo de Naghdi sdo dados por

ca(p) = Y(¢) + 2x0(¢)
i(N) = o) + 5 Dwz para p=z+zN(x) €S 3

Onde

1
1) = §(DW1 + D*W1) + will
1
XO(C) = i[DV + D*V + H(, DWl) + H(DWl, )] + woll + wie

2o(C) = 3Dy +V — (W)



A primeira equacdo de (3) indica as relagdo tensdo-deformacao na superficie media e as

dois ultimas os deslocamentos e rotacoes para pontos sobre a normal.

O modelo de evolucio de Naghdi para uma casca fixada no bordo, é dado por:

&+ AE=0 em (0,00) x
fls=0 T =00x(0,00) , 4)
£0) =%, &0)=& em Q

para £ = (W, Wy, w1, wsz). Onde a forma bilinear associada ao operador A é dado por

B(e.n) = 2(X(€).Y(0) +4 (&) o(n)y + 28 (Tragw T \%w) <Tra<;T(77) T 1u2)

val

_l’_

2 (x(&), x(n)) + 26TracY (&) TragY (1)
+ <Dw2, DU2> + iwqu,

onde 1 = (Ui, Us, u1,uz) €

T = 2 (DWy + DWy) + w1l
x(€) = 3 (DWa+ DW3)+will — /7 (i(W1)DII — wic), (6)
p§) = 3Dwi — (W) + \%Wz

Existéncia de solucoes fracas para o modelo estacionario € mostrado via uma desigual-

dade de Korn sobre variedades e o Teorema de Lax-Milgram.

A existéncia de solucbes fortes, para o caso de evolucdo, é obtida usando a teoria
de semigrupos, fato que reduz a demonstracdo do decaimento exponencial da ener-
gia associada ao sistema(4) com dissipacdo localizada, para uma desigualdade do tipo
E(T)<cE(0)com0<c< 1.

Existem muitos trabalhos[6], [15], [29], [19], [7], [34], onde os autores fazem a ana-
lise de existencia de solucdes do modelo de Nahgdi e a controlabilidade exata [33]. Eles
consideram a superficie media como a imagem de uma aplicagdo injetiva de um aberto
de R? em R3. A desvantagem desta aproximacio ¢ que no momento de escrever as
equacdes em coordenadas locais, a presenca explicita dos simbolos de Christoffel fazem
delas sistemas muito complicados e pouco adequadas para usar um esquema de multi-
plicadores para obter desigualdades de observabilidade que impliquem a estabilizagédo

da energia associada ao modelo.

Uma nova aproximacio é considerada nesta Tese, seguindo ideias de Yao[42], [13],
[43]. Nesta aproximacdo, a superficie media é considerada uma variedade Riemanni-
ana 2-dimensional com o produto interno induzido de IR3. Assim a superficie media é

definida de maneira intrinseca sem depender das parametrizacdes. Logo, para verificar

)



uma identidade o alguma estimativa € suficiente fazer as contas pontualmente usando
um sistema de coordenadas que oferece uma maior simplificacdo no momento de fazer

as contas.

Aqui usaremos a técnica de Bochner[8], na qual se faz as estimativas usando sistemas
de coordenadas e referenciais normais definidos localmente. Os sistemas de coorde-
nadas normais sdo muito praticos para nossos propositos ja que neles os simbolos de
Christoffel anulam-se pontualmente. Um exemplo bem conhecido de tais sistemas sdo

as coordenadas geodésicas[9].

Usando essas ferramentas, resultados de estabilizacdo uniforme da energia associada ao
modelo de Naghdi por feedbacks lineares na fronteira foram dadas por S. G. Chai[14].
Lasiecka e Triggiani[29] estudaram a estabilizacdo de cascas rasas por feedbacks néo
lineares na fronteira. Na segunda parte do trabalho estudamos as condicGes neces-
sarias para obter decaimento exponencial da energia associada ao modelo de Naghdi
com dissipacdo localizada, este resultado em nosso conhecimento ainda ndo tinha sido
provado. Mostramos que para obter o decaimento exponencial os efeitos dissipativos
podem atuar numa regido arbitrariamente pequena da casca. Resultados dessa natureza
foram obtidos por exemplo em[11] para a equacdo de onda definida sobre uma varie-
dade Riemanniana compacta, que nao inclui o caso da casca de Naghdi. Finalmente,
usando o decaimento uniforme da energia, mostrarmos a controlabilidade do modelo

usando o Principio de Russell.

A ideia fundamental usada em ambos problemas abordados nesta Tese, para obter con-
trolabilidade e o decaimento uniforme da energia, tem sua origem num exemplo de

controlabilidade em dimensao finita[47]. Considere o seguinte sistema

':Ul =T + u
' (7)

x2:$2

onde, u € o controle. O problema de controlabilidade consiste em, dado um 7" > 0, um
estado inicial xy e um estado final z,,, achar u tal que z(7") = z,,. Onde z(.) é a solucdo
do sistema com dado inicial zo. E simples mostrar que a funcio « atuando como em(7)
néo resolve o problema de controlabilidade[47]. Isso acontece devido ao fato que o
controle u ndo afeta a todas as varidveis do sistema. O Teorema de Kalman[47] garante
que para obter controlabilidade de sistemas, em dimensao finita, é preciso que o con-
trole deve agir sobre todas as varidveis do sistema. Em nosso caso precisamos colocar os
efeitos dissipativos na superficie media de tal forma que ele agia sobre todo o sistema.
Bardos, Lebeau e Rauch[4], mostraram, usando analise micro local, que uma condi¢édo

necessdria e suficiente para a controlabilidade da equagdo de ondas no tempo 7' com



controles localizados numa regido w C €2 é que todo raio da optica geométrica que se
propaga em ) e bate na fronteira deve entrar em w num tempo menor a 7'. Usando as
ferramentas de geometria Riemanniana, para obter controlabilidade, um analogo & con-
dicao de Bardos-Lebeau-Rauch é a nao existéncia de geodésicas fechadas na superficie
media, isso é equivalente a garantir a existéncia de um campo vetorial de fuga sobre a

superficie media da casca, veja a Seccdo 3.4 do CapAtulo 3.

Um campo vetorial, H, sobre uma variedade Riemanniana, €2, é um campo vetorial de

fuga se existe uma constante py > 0 tal que

DH(x) > pog(x) paratodo z € Q.

Onde ¢ é a métrica Riemanniana de 2 e D denota a derivada covariante. Mostra-
se[42] que a existéncia de um campo vetorial de fuga sobre uma variedade Riemanniana
garante que ela ndo contem geodésicas fechadas, é dizer, a informacédo da dissipacdo

localizada vai ser levada a tudo €2 através das geodésicas.

O trabalho da Tese estd organizado da seguinte forma.

1. No Capitulo 1 apresentamos em detalhe o problema de transmissdo para a con-
trolabilidade de um par de sistemas que modelam a propagacdo do som num
fluido compressivel, mostrando a existéncia de solucdes via a teoria cldssica de

semigrupos[36] e a controlabilidade usando a técnica dos multiplicadores[21].

2. No Capitulo 2 falaremos sobre o modelo de Naghdi estacionario e obteremos iden-
tidades de Green que serdo usadas para mostrar a existéncia e unicidade de solu-

¢Oes fracas via o Teorema de Lax-Milgram.

3. No Capitulo 3 mostra-se o resultado principal desta segunda parte da Tese, o de-
caimento exponencial da energia associada ao modelo de cascas de Naghdi. Pri-
meiro sera mostrado a existéncia de solucdes fortes via a teoria de semigrupos,
nos espacos funcionais adequados. Logo usando as construcdes locais de campos
vetoriais de fuga, garantimos que os efeitos dissipativos podem agir numa regido
arbitrariamente pequena da superficie media, obtendo desigualdades de observa-
bilidade para mostrar que a energia do sistema decai exponencialmente. Usando o
decaimento exponencial da energia mostrarmos a controlabilidade do modelo de

Naghdi aplicando o Principio de Russell.

4. Num apéndice, no final da Tese, apresentamos os preliminares que serdo usados no
decorrer do trabalho. Introduziremos os conceitos bdsicos de geometria Rieman-

niana usados, mostrando a construcdo local de campos vetoriais de fuga usando



os campos de Jacobi e o tempo maximo de existéncia de geodésicas minimizan-
tes. Alem disso introduzimos os conceitos de espagos de Sobolev sobre variedades
assim como os operadores diferenciais usados, operador de Hodge-Laplace e de
Laplace-Beltrami. Também sera apresentada a técnica de Bochner usando o sis-
tema de coordenadas normais, mostrando algumas identidades de Green, as quais
sdo cruciais no momento de mostrar que a forma bilinear associada ao modelo de

Naghdi é coerciva e a obtencdo de desigualdades de Observabilidade.



Capitulo 1

Controlabilidade simultanea de um
problema de transmissao na

propagacao de ondas de som

Neste trabalho considerarmos um par de sistemas de equacoes que descrevem a evolucdo
do som em fluidos compressiveis. Um modelo linear bem conhecido, veja [31], é dado

pelo sistema

g::—i—an:O, em Qx(0,7)

?ft) + pdiv(u) =0, em Q2 x(0,7)

un=@Q, em Syx(0,7T)
p=0, em S x(0,7)

u(z,0) = up(z), p(x,0) = po(x)

(1.1)

Onde p = p(z,t) denota a pressdo acustica, u = (u1, uz,u3) com u; = u;(x,t) € o campo
de velocidade do fluido, oo > 0 é a densidade de equilibrio e 8 > 0 é a compressibilidade
do fluido. Aqui 2 é um aberto limitado do R® como fronteira regular Sy U S; = 09 e
SoNS; =0

Observagdo 1.1. O modelo (1.1) pode ser deduzido, por exemplo, apds linearizagdo da
seguinte forma. Sejam u = wu(z,t) , p = p(z,t) como acima e p(z,t) a densidade do
fluido. Considere S(x,t) a entropia especifica do fluido. As equacoes de Euler corres-
pondentes seriam

ou

1
o + (u-V)u+ ;grad(p) =0 (1.2)



Capitulo 1. Ondas de som em Fluidos Compressiveis 2

A equacdo de continuidade é

Op
a—i—dlv( pu) =0 (1.3)

A hipoétese adiabdtica diz que % +u- VS = 0. Em geral é conhecido que p = f(p, S),
dependendo do fluido.

Assumindo que u,p, p y S sdo pequenas perturbagoes de uy = 0, pg = constante, py =

constante e Sy = constante, se lineariza y de (1.2) temos

ou 1
5 —|— Vp =0 (1.4)

A equacdo linearizada de continuidade é

p
En +podlv( ) =0.

Op _ 20p 2 _
Como o = c“5; com ¢” = ap(pU,S(]) obtemos

dp 2

— + ¢“podiv(u) = 0.

ot podiv(u)

Para tratar o problema de controlabilidade simultdnea vamos considerar também o se-

guinte sistema.

Jv
8t+7Vq 0, em Qx(0,7)

% +7div(v) =0, em € x(0,7)

g=P, em Syx(0,7) 1.5

g=0, em S;x(0,7)
v(z,0) = vo(2), q(x,0) = qo()

onde v > 0e7 > 0. As funcoes Q e P em (1.1) e (1.5), respectivamente, sdo chamadas

de funcoes de controle.

Em torno do 1986, D.L. Russell[39] e J.L.Lions [32] perguntaram se for possivel resolver
o problema de controlabilidade exata para um par de modelos de evolucdo usando so-
mente uma tnica funcdo de controle. Eles chamam esse problema como um problema
de controlabilidade simultanea. Na auséncia de efeitos dissipativos, como no caso con-
siderado em (1.1) e (1.5), o problema presenta dificuldades técnicas a superar, veja por
exemplo [23], [25], [27] e [32], onde eles perturbam adequadamente os multiplicado-

res que irdo a usar para obter controlabilidade.
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Concretamente o problema de controlabilidade simultadnea para os sistemas (1.1) e (1.5)
consiste em controlar ambos sistemas usando uma unica funcao de controle, i.e., dado
um 7 > 0 e quaisquer dado inicial, (ug,po,vo,qo), € final (ug, po, 0o, o) em espagos

funcionais adequados, achar P(z,t) e Q(z,t) tais que

a) A solucdo {u,p,v,q} de (1.1) e (1.5) satisfazem no tempo 7'
(u(.,T),p(.,T),v(.,T),q(.,T)) = (to, Po, Vo, §o)

b) A funcdo de controle, P(x,t), para (1.5) seja dada em termos de Q(x,t), ou ao

contrario.

Um dos métodos para resolver problemas de controlabilidade é o Hilbert Uniqueness
Method (H.U.M) introduzido por J.L.Lions ele é baseado na construcdo de apropriadas
estruturas de espagos de Hilbert no espaco de dados iniciais. Estas estruturas estdo
conectadas com propriedades de unicidade. Importantes contribuicoes sobre a controla-
bilidade para os problemas (1.1) e (1.5) foram feitos por Kapitonov e G. Perla Menzala
[25], [27]. Em [27] e [25] os autores responderam de maneira afirmativa para o con-
trole simultdneo e o mostram que o controle P = —%Q pode ser usado para resolver o

problema.

Neste trabalho estudamos o problema de controlabilidade desses sistemas desde um
ponto de vista mas interessante para as aplicagdes, a souber, o chamado problema de

transmissdo o qual vamos a descrever a continuacao.

Sejam o e oy abertos limitados e conexos de R?, com &; C 0¢. Seja Q = oo \ 71 e
denotemos por dog = Sy, 0oy = S;. Fixemos um inteirom > lesejak =1,2,...,m.
Para cada k, seja By um subconjunto aberto e conexo, com fronteira regular e tal que,
o1 € Bi C oy, Bk C Bjyi1. Ponha Q4 = 31\51, Q= By \Bk, k=1,2,....m—1e
Qm =00\ Bn.

Assim, 2 = UL Q;, para ¢ # j, tem-se ; N Q; = 0 e 9Q = Sy U S;. Exemplos dessa

decomposicao é mostrada nas seguintes figura
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Fic. 1l n=10

FiGura 1l.1: Casom =0em =3

Procura-se por uma solucdo definida por partes, em cada sub dominio, para isso, consi-

dere os sistemas (1.1) e (1.5) restritos aos sub dominios €, assim

( K
%Lt + aFVpF =

o 4 ghdiv(ut) =

uf(z,0) = uf(),

k
G+ =
4%t Thdiv(v*)

Vi@, 0= vf(@),

k=0,1,2,...,m.

0,
0,

0,
0,

)

em € x (0,
0,7)

T
em Q x (0,T
PH(x,0) = pi(2)

em Q x (0,7
em € x (0,7
¢"(x,0) = q5()

(1.6)

1.7)

com condi¢des de contorno (1.1) e (1.5). As condi¢des de transmissdo nas interfaces

'y, = 09, dadas por:

para os sistemas (1.6) e (1.7) respectivamente.

af—1ph—1 _

k=2,...,m, (z,t) €Ty

’Yk_lqk_l —
kal(kal'n) —
kE=2,...,m, (x,t) €Ty

aFph
BF(uF.n)
x (0,T)
,.yqu
*(vF.m)
x (0,7T)

(1.8)

(1.9
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k

As funcdes o, 3%, v* e 7F sdo as restricdes das fun¢des «, 3, v, T que aparecem nas equa-

cdes (1.1) e (1.5), as quais assumimos que sdo fungdes constantes por partes, estrita-

mente positivas e podem perder a continuidade somente em I', k = 1,2,...,m.

O objetivo nesta parte serd obter uma estimativa da forma
m
=T [ 5k P ek 4 ok P ] o
k=07 %

T 5 Oh
<C [ap — 7(v.n)]” =—dSpdt.
0 So 877

para algum Ty, > 0, C' > 0 e qualquer T' > Ty. A desigualdade (1.10) é chamada

(1.10)

de uma desigualdade de observabilidade a qual serd provado no Teorema 1.16 assu-
mindo propriedades geométricas no dominio 2 e nas interfaces I'y,. Alem disso para
provar (1.10) serdo assumidas condi¢does de monotonicidade nos coeficientes dos siste-
mas (1.6) e (1.7). A necessidade dos requerimentos mencionados ja tinha sido notado
por Lions[32] no seu estudo de problemas de transmissdo. Lagnese[23] também uso as
mesmas hipdteses para provar resultados de controlabilidade para uma ampla classe de

problemas hiperbdlicos.
A seguir o roteiro do que sera feito neste Capitulo 1 da Tese.
1. Mostraremos que o problema (1.6)- (1.9) é bem posto, usando para isso os resul-
tados da teoria de semigrupos [36]

2. Obteremos uma desigualdade de observabilidade simultanea, para ambos sistemas

(1.6) e (1.7), isso serd feito usando a técnica dos multiplicadores [21]

3. Aplicamos o método H.U.M(Hilbert Uniqueness Method) para obter a controlabi-

lidade simultinea [32].

1.1 Espacos Funcionais

Considere o espaco de Hilbert X; = [L2(Q)]3 x [L?(Q)], associado a (1.6). Defina-se

um produto interno em X, dado da seguinte forma, se (4, p), (u,p) € X1, entdo:

(), (@9)x, = Y / {8 bt 4 byt do (1.11)
k=0 St

Analogamente, considere X, = [LQ(Q)]3 x [L?(Q)] associado a (1.7). Defina-se um

produto interno em X5, como segue, dados (7, §), (v, q) € X9, entdo:
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((v,0),(0,0) x, = Z/ {T%’f.@’f - ’yqu(jk} dx (1.12)
k=0 %

Com as consideracdes feitas acima considere a energia total associada ao problema
(1.6), (1.7), (1.8), (1.9) e as condicOes na fronteira dadas em (1.1), (1.5), dado por

E(t) = ;Z/ﬂ {Bk | w2+ (pF)?2 + 7 |07 2 +’yk(qk)2} dz (1.13)
k=0 k

A seguir um Lema util que permite dar um sentido rigoroso para as condi¢des dadas nas

interfaces, veja[27] para mais detalhes.
Lema 1.2. Seja 2 uma regido limitada no R, com fronteira regular OS). A aplicacdo
@] = cYo0)
u:(u17u27u3) — UeT)

onde n = n(x) € o vetor normal unitdrio exterior em = € J). Podemos estender por
continuidade a uma aplica¢do
H — H™Y?(5Q)

onde H = {u € [LQ(Q)]?), tal que, div(u) € LQ(Q)} e H=1/2(09) € o espago dual de
HY2(0Q)

Para simplificar notacdes escrevemos v« no lugar de «*, 5 no lugar de 3, etc., na regifio
Q.

Pelo lemma 1.2 é claro que nos espacos seguintes

Hy ={(u,p) € X;, taisque, (—aVp,—pdiv(u))e X1} C X,
Hy ={(v,q) € X2, taisque, (—Vgq,—7div(v))e X2} C Xp
podem-se definir os seguintes sub espacos:
ab—lph=1 = aFpk
Zy =« (u,p) € Hy, taisque gFl(uf=li) =  pFra) , em Ty k=2,...,m.

u.n =0 € Sy, p=0€5;
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e,
Rkl = Vg
Zy = (U, q) € H, tais que Tk_l(vk_l.n) = Tk(vk.n) , em Iy, k=2,...,m
q=0, em 0= 5SyU.LS5;

Observe que [C'(Q)] C Z;, j =1,2. Assim Z; e Z5 sdo densos em X; e X, respecti-

vamente. Consideremos os seguintes operadores ndo limitados
Aj : Zj = D(A]) - Xj — Xj

definidos como

1. Se (u,p) € D(A;), entdo, A (u,p) = (—aVp, —fdiv(u))

2. Se (v,q) € D(As2), entdo, As(v,q) = (—yVq, —7div(v))

O operador adjunto de A;, denotado por Aj, pode ser calculado e é dado da seguinte

forma:
Aj(a, p) = (aVp, Bdiv(w))
e
Otk_lﬁk_l — Ozkﬁk
D(A}) = { (@5) € Hy, taisque, gF1(atly)=  pEaFm)  .em Ty k=2,...
p=0 em S;, un=0 em Sy
Em [27] mostram que o operador A; é skew-adjoint, i.e, A = —A;, o mesmo resultado

¢é provado para As . Logo, pelo Teorema de Stone segue-se que A; e Ay sdo geradores
infinitesimais de um grupo de operadores unitdrios fortemente continuos {U;(t)}icr,

em X; e Xy respectivamente.

Alem disso, U;(t)w; € fortemente diferencidvel em relacdo a ¢ e para qualquer w; €

D(4;),
d

@Uj(t)wj = A;U(t)w;

Agora estudamos algumas propriedades das soluctes de (1.6) que serdo usadas no que

segue.

,m
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1
Lema 1.3. Seja V; = [Ker(A;f)} , considerando a ortogonalidade em relagdo ao produto

interno definido em X e Xo respectivamente. Entdo, sdo validos:

1. Uj(t) (V; N D(4;)) € Vi N D(4;)
2. Fixe t € R. Se (u,p) € V1 N D(A;), entdo, no sentido das distribuicoes

(@) curl(u®) =0,em Q, k=0,1,...,m

(b) uxn=0em S

© v txn=uFxnemT, k=2,...,m

onde x denota o produto vetorial usual de R? e n(x) é a normal exterior a I'y,
3. Fixet € R. Se (v,q) € Vo N D(As), entdo, no sentido das distribuicdes

(@) curl(v*) =0,em Qi, k=0,1,...,m

Mb) vxn=0emT

(© v txn=vFxnemIy, k=2,...,m

Demonstragdo. Faremos a prova para A; ja que para As é completamente andlogo. Seja
(u,p) € Vi N D(Ay), entdo (u,p) € Vi e (u,p) € D(A;1). Pela teoria de semigrupos
sabe-se que U(t)(u,p) € D(A;), Vt € R, resta provar que U(¢)(u,p) € V.

Note que Ker(A}) # 0, ele contem elementos da forma (8~ 'Curl(v), 0) onde v € [H?*(2)] . w=

0 em So
Seja w = (w1, w2) € Ker(A7), entdo Aj(w;y,wz) = 0. Logo,

d

7 (1t)(w, p), (w1, w2)) = (A1) (v, p), (w1, w2)) x, = (UL(t)(w, p), Aj (w1, w2)) = 0

assim temos,

Ui(t)(u,p), (w1,w2) = C, C=constante V¢ e R.
Em particular, para t = 0, ((u,p), (w1, w2))x, = C, mais, (u,p) € [Ker(A%)]* e (wy, ws) €
Ker(A7}), o que implica que C = 0.

Assim, (U (t)(u,p), (w1, ws)) = 0, Vt € R, ou seja, Uy (t)(u,p) € [Ker(AN]* =Vieo

item 1.) fica provado.

Agora provemos o primeiro item de 2). Seja v € [H 2(9)]3 com suporte em () e consi-

dere o elemento (5~ 'Curl(v),0) € Ker(Aj}). Entéo para todo (u,p) € V4 N D(A;) temos,
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0= {(u,p), (B~ 'Curl(v Z/ﬂ u.Curl(v

pois o suporte de v estd contido em 2. Assim, Curl(v) = 0, no sentido das distribuicdes
em Q, k=0,1,....m

Para provar o item b) de 2) usaremos a seguinte identidade,

/Curl(u).vdazz/u.Curl(v)dm—/ ve(u x n)dl’ (1.14)
Q Q

o0

Seja v € [HQ(Q)]S e seja (6-'Curl(v),0) € Ker(A}), com, v = 0 em [ /- ©;. Usando
(1.14) temos

0 = ((wp), (B B~ Curl(v >X1 Z/ k. Curl(v
Q%
= Z/ Curl(u kdm—l—Z/ (u* x n)dry, (1.15)
Qe

o,

m

0 = Z/ oo (uF x n)dly, —/ ve(u x n)dS;
o, Si

Por tltimo provemos o item c) de 2). Seja v € [HQ(Q)]3 e (87 'Curl(v),0) € Ker(A3),

usando a identidade (1.15), temos

0 = zm:/ Curl(u kdac—i—Z/ (u x n)dLy,
k=

O,
0 — / (¥ x n)dT (1.16)
m
Agora, escolhendo v talquev =0em Spev =0em U . I';, obtemos de (1.16)
] =
J#k

0:/ v.{ukilxn—ukxn}dfk
Ty

que é o que se queria provar.



Capitulo 1. Ondas de som em Fluidos Compressiveis 10

A parte 3) é feita de maneira completamente andloga.

O seguinte Teorema contém em resumo os resultados obtidos.

Teorema 1.4. Seja V; o complemento ortogonal do subespago Ker(A3), j = 1,2, em Xj.
Considere os problemas (1.6), (1.7), (1.1), (1.5) e os dados iniciais (ug,po) € Vi N D(A1)
e (vo,qo0) € V2 N D(Az). Entdo (u,p) = Ui(t)(uo,po) e (v,q) = Usz(t)(vo, qo) sdo as unicas

solugdes, respectivamente, i.e,

(u,p) € CR;V;ND(A))NC(R,X;)
(v,q) € C(R;Van D(A3))NC(R, Xy)

Alem disso, elas satisfazem as propriedades mostradas no lemal.3

Antes de mostrar a desigualdade de observabilidade provemos algumas propriedades

adicionais.

A energia associada a os sistemas (1.6) e (1.7), com condicoes nulas no bordo, sdo dados

por:
- ;kzzo /Q {1 P a7 o

=33 [ {m 1 Pt e
k=07 %

respectivamente. Mostra-se que elas ndo dependem do tempo ¢, de fato, multiplicando a

primeira equacéo de (1.6) por 3*u* e integrando em €2, e somando em k = 0,1,...,m,
temos
1d ¢ ko k |2 S / kol /
=— dx— div(u*)d n)de. (1.1
s [, R [ graphaayies S [ttt 11

Multiplicando a segunda equacio de (1.6) por o*p*, integrando em (), e somando em

k, temos

lim 2 k ok k o
thZ/Qk dx—l—Z/ BEpFdiv(u®)da = 0 (1.18)
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somando (1.17) e (1.18), temos

DN |

d m m
pn Z/Q {Bk | u® |2 —I—ak(pk)k} dx + Z BrakpF(uFn)de = 0
k=0 "%k k=0

o,

Mais,

m

Ny _ MdS S k=1 gh—1 k=10, k=1
S [ ekt (b /Slo‘ﬁp(“”)dl*;/rk{“ B )

k=0 7 8%

By () by + [ asplun)dsy
So
Assim, usando as condi¢des de contorno e interface (1.8), temos que Y ;" | P o BFpF (uF on)dly, =

0. Segue a afirmacéo. O caso F(t) é completamente analogo.

1.2 Desigualdade de observabilidade

Nesta seccdo obteremos uma desigualdade de observabilidade, a qual sera satisfeita para
ambos sistemas (1.6) e (1.7) simultaneamente. A prova serd feita usando a teoria dos
multiplicadores, uma boa referencia para o uso desta técnica pode-se encontrar no livro
de Komornik[21].0s multiplicadores usados aqui foram convenientemente modificados
com o objetivo de obter boas estimativas dos termos de fronteira. Esses multiplicado-
res ja foram usados por outros autores, motivados pela invaridncia dos sistemas (1.1)
e (1.5), relativos ao grupo de dilatagoes em todas as vardveis, veja[25] e [27] e as

referencias neles.

Seja h : C(2) N C*(Q) — R uma funco auxiliar a qual serd escolhida depois e (u,p) €

Vi N D(A;) uma solucéo do sistema (1.1). Consideremos os multiplicadores dados por:

t
My =2 (atp —u.Vh+ a/ p(z, s)ds>
0

My = 2 (Btu — pVh)

M3 = 26u

Sendo (u, p) solucdo de (1.1), temos a identidade

t
0 = My {p: + Bdivu} + Ms. {u; + aVp} + Ms. {/ (us + an)ds}
0
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A expressdao acima, pode ser restrita na forma seguinte

0= %f —div(B) — J (1.19)

onde

A=t[B|u K +Oép2] — 2p(u.Vh) + 2ap /tp(:v, s)ds — 2Bu(x,0). /t u(zx, s)ds
0 0

t
B = —2aftpu+ ap*Vh — | u |? Vh 4+ 26(u.Vh)u — 2af </ p(z, s)ds> u
0

3
0h
J=p(A-1 22 ———wuj — a(Ah — 3)p?
Observagdo 1.5. Note que se considerarmos h(z) = % | 2 — 20 |? para algum z, € R fixo,
entdo J = 0. Neste caso (1.19) representa uma lei de conservacao. Se integramos (1.19)
em (), observe que, pela expressdo de B, precisaremos, para obter boas estimativas,
fixar o sinal de %Z' Isso leva na escolha de h(x) como uma pequena perturbacgdo de

3 | @ — z¢ | para algum z, € R®.

Integrando a identidade (1.19) em Q;, x (0, s) e somando em k, temos

BFapdl=> / / JEdtdz (1.20)
k=0 "% /O

m

= kx,s—k$, x—m )
0= [ [4"@s) - A5@,0)] d kZ:O/O

k=0 v Sk 0,

Substituindo a expressdo de A em (1.20), temos

s

0= Em:/g {s [ﬁk | u |2 —l—ak(pk)Q] — 2p%(x, 5) (u" Vh) + Qakpk/ pF(x, 7)dr

0

- 26’“115(3:)./ uk(az,r)dr+2p§(u§.Vh)}dx—Z/ / Ek.ndFk—Z/ / JEdtda
0 k=0 0 O k=0 Q. JO

SZ/ [Bk | u | —|—Ozk(pk)2} —22/ ka(x,s)(uk.Vh)dx—ZZ/ akpk/ pF(x, 7)dr
+22/ Bkulg(az)./ uk(ac,r)drdcz:—QZ/ pE(ub .V h)dx
k=0 2k 0 k=07 %

+ // B* .ndly, + //Jkdtdx

(1.21)



Capitulo 1. Ondas de som em Fluidos Compressiveis 13

onde pk = p*(z,0), uf = u*(z,0).

A prova do resultado principal, isto €, a obtencdo da desigualdade de observabilidade,
obtém-se estimando cada termo do lado direito de (1.21). Para efeitos de presentacdo

da demonstracdo isso sera dividido em varios lemas

Lema 1.6. Seja {u,p} solugdo regular do problema (1.6)-(1.8), dada pelo Teorema 1.4.

Entdo

m

Z/ (u*.Vh) $§012{5k|uk 2 +ak(pk)2}dm
o

k=0

onde Cy = 3maxy—q1,.m { ("), (8") 71} max,eq | VA |

Demonstragdo. Usando a desigualdade de Holder no primeiro termo do lado direito de
(1.21), temos

m m 3
oh
k k _ k k
22/9 p*(x,s)(u .Vh)dx—QZZ/Q Z8alx<2max|Vh|z:z:/ idx
k=0">" k=0 i=1 "% k=0 i=1
m 3 1/2 1/2
<omax Va1 SN ([ 0h2) ([ b2
ISy ;0; o Qs
< max | Vh | 2{3/ (pk)de+/ | uf |2 dx}
e 5—0 Qp Qp
ky—1 (gk ky k|2 2
§3k_517115?><’m{(04 )7, (8Y) }max\Vh\kZ_o{ﬁ | u™ |* +a"(p") }dac
= C Y {8 Wb P +ab ()2 da
k=0
(1.22)
onde,
C; =3 max {(ak)_l, (B8 }max | Vi |
0

O segundo termo do lado direito de (1.21), 2>°}", ka ok fo (z,7)dT, pode-se es-

crever como

Qki:o/m / :chT_—Z/Q UO mr)dr]da: (1.23)
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Para estimar o quarto termo do lado direito de (1.21), =237/ ka pE(uk.Vh)dz usa-

mos o fato da energia ser independente do tempo e a estimativa (1.22), assim:

m m 2
_22/ pE(ub . Vh)dr < clz/ [B’“ b P2 +ak(pk)2} da. (1.24)
k=0 "k k=0 2k

O quinto termo lado direito de (1.21), Y72 [5 /. o9, B¥.ndTy,, precisa de uma analise

mais cuidadosa.

Lema 1.7. Seja {u,p} solugdo regular do problema (1.1)-(1.8), dada pelo Teorema 1.4.

Para k =1,2,...,m, temos que a seguinte identidade
-, oh [ (oF~1 —aF g -
B¥tn-Bkay = ~an {(ak—l)ak(pk>2 + (B! ﬂ’“)ﬁ H(B =R Jut x \2}

évalidaemTy, k=1,2,...,m.

Demonstragdo. Usando as condicoes de contorno (1.8) temos que se = € S; , entdo

—

Bay=—31u|? az + 28(u.Vh)(u.n)

ah ah
=gl G2 {lul Gt xa(Vh )
a ah” (1.25)
_ 2 Y 2 ¥
oh
_ 2 Y
E, se x € Sy, entido 5
h
Bon—ap Blul® 5
on’

Usando as condig¢oes (1.8) nas interfaces, temos para x € I';, a seguinte identidade
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Oh Oh
200 g1 k-1 2 9N

+ 265 Wk LVh) (uF L) — 2081 gR L (/tpk_l(x, s)ds> (uF=ton)+
0

ék—l.n _ B’k.n _ —QOék_lBk_l —l—pk_l(uk_l.n) + ak—l(pk—l)

1pOh

oh
— okt 4t 2

on
_akfl(pk 1)28h Bk 1| k—1 |2 aZ+2IBk 1( k—1 Vh)( n)_

¢
— 288 (k. Vh) (uF ) + 207 8% (/0 p*(z, 5)d5> (u*.n)

oh oh
= R =t S CRDICE)
(1.26)
mais,
_ _1\2
k=1 1)2@ K k>2%: (*1p" Y on
on on ak-1 on
(L LN rke20h 1.27
_<ak—1 ak)(ap) an (1.27)
k
k— k (6% k 8h
= —(a" = oM ( )2877
Para | n |= 1 vale
| u =] (wn) P+ [uxn 2 (1.28)
Substituindo (1.28) em (1.26), tem-se
Oh oh oh _
B Tl 5 = B b P = 6 (1 ) P ) ) = B (1 @) P
1
oh
k—1 2\ 9N
I ) P) 5
oh
_(pky .,k 12 pk=1 k-1 2) 90 k|, k 2
= (B b P =M b ) S (5 kx|
oh
k—1 k—1 2
B | X"’)an
[ Ean ) (B WP )] Oh
- gk g1 an
(3= B [ x5
(11 k 2 k _ pk—1 k 2@
— (e =g ) G L P = 570 [ P
_ (k=1 _ pk p k 2@_ k-1 _ qk k 2@
= (B B)ﬁk,l\u n | (B B7) [ u® x| n

(1.29)
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Finalmente,

_ _ _ _ _ oh
288 (ML) () — 288 (uF T R) (uf ) = 28871 | uf e 2 =268 [ by P -

(A T/ N N Gl KV
pr=1 o gk o

1 1 Oh
=2 (g - 50) OF L 125

21— g 2 kg p 2

=2

/Bk—l 7 (377
(1.30)
Substituindo (1.27), (1.28) e (1.30) em (1.26) temos
k k
Sk—1 . Bk _ (k=1 __ kW & k2@_ k-1 _ gk p k 2%_
B m—B"n=—(a Oé)oék_l(p)&7 (B 5)5k_1|“~77\ an
(81— 8 [ P O

k-1 _ k k
= —g’;{(a — Dak(ph)? (81 = 89) Sy [k 2 (8 — 8 | |2}

Bh—1
(1.31)
U

Agora estimemos o0 sexto termo, Zﬁfo fﬂk I J kdtdx. Lembrando que,

k=0 m m

s s 62h

JEdtdx = / / BF (AR —1) | uf |? —28F u,’ful?fak Ah — 3)(p*)?
S >, 0{ (Sh =) [ P2t 3 5l o Sk =)

(1.32)
Para estimar (1.32), vamos escolher a funcdo ~» como sendo,
1 2
h(z) = 5 | x —xo |© +50P(x) (1.33)
onde x( € o1 e ¥ satisfaz
.
AP=1 en
0 Vol(2)
2 9 TV
on area(Sp)’ em, S (1.34)
0  Vol(Q)
on ~  area(S))’ em, 51
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Observagdo 1.8. Seja pu = p(£?), dado por
(@)= inf 2 Z 0l 55 (1.35)
= inf i .
. o0x;0x J
€N ij=1
[§1=1

observe que, considerando ¢ = (1,0,0),¢ = (0,1,0),£ = (0,0,1) , temos

0?®(x) 0?®(x)
) < ) <
) <2 ox? ) <2 ox3

que, somando estas ultimas expressdes obtemos,

2
3u(S) < 288, = () < 3
Da expressao de h(z), temos
0%h(x) 0?®(x)
O0x;0x; = 0ij + %0 O0x;0x;

eAh:3+60.

w(2) <2

Lema 1.9. Seja {u,p} solugdo regular do problema (1.1)-(1.8), dada pelo Teorema 1.4.

Escolhendo h como em (1.33) temos

k=

para qualquer 5y > 0

Demonstragdo. Usando (1.33), (1.34), (1.35) e a observacdo (1.8), temos

//Jkdtdx<501— Z// ﬁklu 2 +a*(p )Z}dtd:v
0
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m s m s m 92
JFdtdx = / / B* (24 8o) | uF > —28F (51'- + 6 ) ufuk — a5 2
kZZO/Qk/(; z_: 2 Jo { @+0) | 2. % " Ox,0z, ’ o)

ij=1

/Q / {BR2+b0) | [ =285 | P =88 ()0 | 2 —akdo(p")?}
<Z/ / {G08" | b [2 —u(@)08" | w | —atsy(p")? } dtda
/Q / {50 Q))8" | u* |2 }dtdx

< (1 —p Z/ / ﬁk\ukl2+a( )Q}dtda:

(1.36)

O]

Para estimar o termo restante de (1.21), 237} [, B*ug(2). [§ u*(x,7)drdz, considere

a seguinte hipétese sobre o dado inicial u(x), assuma que ele satisfaz:

k—1
ug 77—“077 em I
’81 n:ulgxn em I

(1.37)
uf = ViF(z) em Ty

e H* Q) e h=0 em S

Observagdo 1.10. As hipdteses feitas em (1.37), mesmo a solucdo do problema satisfazer
as propriedades do lema (1.3), sdo necessarias ja que o dominio ndo € simplesmente

conexo.

Lema 1.11. Seja {u,p} solugdo regular do problema (1.6)-(1.8), dada pelo Teorema 1.4,

e o dado inicial ug satisfazendo (1.37). Entdo

Ny k, k ° k I ok L
2;::0 Qkﬁ uo(x)/o u (x,r)drd:n—2;/rkl Pz, s) — pk(z))dz
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Demonstragdo. Usando a hipdtese sobre [ e a condi¢do de contorno em Sy, temos

- k, k ° k _ . ° kx1k , k
2};} Qkﬁ uo(x)/o u (:U,r)drdac—QkZ:O/Qk/O BEVI"wu
:22 / S{— B IRdiv(ub) + / Bklk(uk.n)}
2/ 9/2
_22/ /Q z’“ap +2Z/ [t

_22//Q +2/ Slﬁlun
22//F Bk Lk=1(y n)—ﬁklk(uk.n)}+2/os
=2Z/ (o (1, 5) — pl())+

22 / /F B W) — BR ()|
(1.38)

Pela hipdtese feita no dado inicial, (1.37), temos

De, ulgfl.n = ulg.n em I'y=— Vi¥1ly=vi*y em T

— V({I* ") =0 em Ty

— V@1 —%m Ly em Ty

De, u'g_lxn:ulgxn em [, =ViFlxn=ViFxn em Ty

= V({* ') xn=0 em Ty (1.39)
= V(1= xn//n em Ty.
Assim, V(I¥~! — [¥) = 0 em T}, isso implica que I*~! — [¥ = C em Iy, C = constante.

substituindo (1.39) no segundo termo da direita de (1.38), temos
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2;/05/1% [ﬁk_llk‘l(u ) — BELE () _22//1“ (151 — 19 BR (b )
—2CZ/ Bku n)

2 [ [ un) =0
0 JSo
(1.40)

E a prova segue-se substituindo (1.40) em (1.38). O

Substituindo as estimativas obtidas, (1.22), (1.23), (1.24), (1.25),(1.32), (1.40) em
(1.21), temos,

m
s
k=0

(6% | b 2+ 2] d = 2clsi [ [ et e
gki { mrdr dx—i—/ﬂ\u\Q

- - s oh oh
§ // [Bk_1~an-77}+// (ozp2a Blul® 5=
0’0 JT% 0 JSo n

o 3 k uk2 Ckk kN2
do(1 M(Q))kz:o/o [ 510 e+
- k(o k — ok (e de
2;0/%1@ (2, 5) — ph(x))d

(1.41)

Integrando (1.41) em (0, T") e usando que a energia associada ao modelo é independente
do tempo, temos

T s p@I Y [ [P et >}da:<2clTZ [0 ]

k=0" ‘%

iéﬁuwmﬂ%ﬁ//&mﬁ +z//ABmwﬂ4+
[ L (ertpsree ) o8 [ ] oo s

(1.42)
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Agora precisamos de hipdteses sobre o dominio 2. Seja dp > 0 tal que para algum

xg € 01, tem-se

((So(1 — u(9) < 1,

Vol(©2)
— n > — 7
(x —z0).m > =200 area(5y DM ° € Sy
Vol () (1.43)
— n < - 7
(x —x0).m < Varea(Sy)’ PO r e S

0P
(x—xo).n+5oa—nzo, Veely, k=12,...,m

\
Observagdo 1.12. Note que as hipdteses feitas em (1.43) sédo validas quando §p, = 0 que

satisfazem as superficies do tipo estrelado("star-shaped").

Usando (1.43) em S;, temos

Oh o® Vol (2
an =Vhan= (x—mo).n—i—&)a—n = (x — x0).n — o (©)

<0 (1.44)
areaS;

e, para x € Sy,

oh oD Vol(Q2
- = Vhay = (z —x0).n + b5~ = (x — 20).1 + 200 arerElS())

> 1.45
o o >0 (1.45)

Substituindo (1.45) e (1.44) em (1.42), temos

T S
/ / BIuF@gO (1.46)
o Jo Js, on

T S ah
_// BlupP <o (1.47)
o Jo Jso on

Além disso suponha que os coeficientes o, 3% satisfazem

k1 o (1.48)

gt < gk

IN

Entdo, pela quarta condicdo em (1.43), (1.48) e o lemma (1.7) temos que

i/OT/O/F [é’f*l.n—é’f.n] <0 (1.49)
k=1 k

Usando que a energia associada ao sistema (1.1)-(1.6) ndo depende do tempo provare-

mos o seguinte lemma
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Lema 1.13. Seja {u,p} solugdo regular do problema (1.1), dada pelo Teorema 1.4, e o

dado inicial ug satisfazendo (1.37). Entdo

2?0 / ' /| 43 5) — b(o))ads < kio / k [ / Tp’%x?s)rm

C+am)y” [ [8*1uF P rat ] ds
k=0

onde C3 = Cy maxy, {(akﬂk)_l} e Cy = maxy, {Cg(ﬁk)_l, (ak)_l}

Demonstragdo.

m T m T m T

2" [ [ Fetes —sben=2X [ [ 1t 12 [ e |
k=070 % k=070 k=070 /%

223 [tk [Citvenr e ([ ew ) ([ vesr)”

k=0
2

< 2i [/Qk(lk(:n))ﬂ v [/Qk [p'“(:c,s)} dw] " +§/j/ﬁk {(l’“)2 + (p"")Q}

k=0
<y {(a’“>1 /Qk“kW T ok /Q [/OTp%,s)rdx} " kiO/T /Q {09 + (2

<ad [ @i |2+ki:0a’“ [/OTPk(!EaS)]2d$+C2é/OT [ o 12+’§/0T/Qk<pk>2

SCgi/Q.(ak)l | () 12+kzm::0ak [/OTpk(x,s)rda;—i—Cgki:O/oT [ o ’2+§0/0T/9k(pk)2
k ok\—1 < k k |2 k(. k\2 - k r k ’

< Comprl(@*3 Y [ 310 st 0h] 4 3ok [Tk et

k=0
oy [ [ Tt Erert s e [T [t P s
T 2

< Oy mgx{(akﬁk)_l}kio/gk [Bk ] u® |2 +ak(pk)2} +§:ak [/0 pk(az, s)} dx+

k=0
mps{Co(34) @) TS [ (3w 2 et ] e

m

< kio/ﬁk [/(]Tpk(x,s)rdx + (C5 + C’4T)Z [,Bk | uf |2 +ozk(pk)2} dx

k=0 "%
(1.50)

onde C3 = Cy maxy, {(ak,@k)_l} e Cy = maxy {Cg(,@k)_l, (Ozk)_l}
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Substituindo em (1.42), e usando que > 0 em Sy, temos

& [1—d0(1— Z/ 5'“ | ¥ 2 +a’“(pk)2} dz
2 k=0
=0 . R
<{(2C1 +Cy)T + Cg}z ﬁk | uf |2 +0zk(pk)2} de+T / ap? —
=0 Qk o Js,  On
Assim,
T m m
5 L= do(1 = p(@)] Y / [ﬁk | u® |? +a’“<p’“)2} dv —2C5 Y / [6’“ | u® * +af (p")? | da <
k=0 "k k=0
/ / ap2 On dSOdt
So
(1.52)

onde C5 = C3 + (2C1 4+ C4)T e considerarmos 17" > max 1, (2C] + Cy).

Temos provado o seguinte:

Teorema 1.14. Assumindo ® como em (1.34), as propriedades geométricas (1.43), a hi-
potese de monotonia dos coeficientes (1.48) e as hipdteses (1.37), feitas para o dado inicial.
Entdo, 3C5 > 0, independente de t, u, ug, po, tal que

%[1—60(1—M(Q))—2C5 / [ | 2 ot dx<2/ /S ap —dSodt
0

De forma completamente andloga obtemos uma desigualdade de observabilidade para
o sistema (1.5)-(1.7) com suas respectivas condicoes de interface e a monotonia do seus

coeficientes, dados por:

(1.53)

2
B
L

IA

2
Bl

Tk—l < Tk

Teorema 1.15. Assumindo ® como em (1.34), a monotonia dos coeficientes (1.53) e as
hipéteses do Teorema 1.14 com h(z) = § |  — zg |> +60®(z) e (vo,q0) € Va N D(Ay),
v(’)C = VmF, com m* € H?(Qy), m = 0 em S;. Entdo, existe uma constante Cs > 0,

independente de t, vy, qo tal que
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_ _ - ’Tk Uk2 k¢ k\2 r — S Tk Uk2 k¢ k\2 T
7161 “(kaz_o/m[ o 444 (g)?] d 206;:%/%[ o (g2 d

T
< 2/ / 7| vn|? %d&)dt.
0 So 677

Demonstracdo. A prova obtém-se combinando os resultados em [27] e as estimativas

feitas na prova do Teorema 1.14 O]

Assumindo as hipéteses dos Teoremas 1.14 e 1.15, obtemos somando as desigualdades

de observabilidade obtidas neles:

=T [ 5 P ek 4 ok P ] o
k=0 "/ (1.54)

r 9 57 O
< Cy [ap® + 7 | vy 7] 5, Sodt.
0 JSp n

Para qualquer 7' > Ty = max {17 %}

Como ja foi observado em [27] e [25], (1.54) ja é uma desigualdade de observabilidade,
mais, ainda ndo é conveniente para usar a técnica H.U.M. Partindo de (1.54) obteremos

uma desigualdade apropriada.

Teorema 1.16. Assumindo as hipoteses dos Teoremas 1.14, 1.15. Alem disso supondo que:

o gl = Rk

BE-1rk — ghrh=1 (1.55)

Entdo, existe uma constante positiva C' > 0 tal que
=Ty [ 5 P ek 4 ok P ] o
k=0
T
oh
< C’/ / [ap — 7(v.n)]* =—dSodt.
0 So 877
Cs5+C
VT > max {1, =5t L.

Demonstragdo. Usando os sistemas (1.7) e (1.55), temos
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ouF P
Uk k, k OV
{7’ at.v+7u.8t+

d m
7 /Q(Tuanozpq dtZ/Q Tkuk karakpqu)d Z/

k=0 "

op" dq"
k k. k
o T }

= Z/ {—akaVpk.vk — rFkuk gk — akﬂkdiv(uk)qk — akapkdiv(vk)}
Q

m
= Z/ oFrFpk (vF ) +Z/ oFrFpEdiv(v?) — rEaFuk vk —
o0
k=0

o gEdiv(ub) g — oFrFpFdiv(vF )} dx
:_Z/ QPR ok ) Z/ ook gk () +
o0N
Z/@ ykadlv )qk—akﬁkdiv(uk)qk}
:_Z/ ok Rk ok ) Z/ ook gk ()
o0N o0N
:_/anvn Z/F klklkl(kln) akapk:(k‘n)}_
/S owp(v-n)—/ 74 (u.n) Z/F PR (W) — Rttt | -
0

/ 7yq(u.n)
So
(1.56)
E, usando as condicoes de contorno e (1.55) nas interfaces, temos
d m
pn Z/Q (TFuk oF + oFpFgF)de = — /So atp(v.n)dSy (1.57)

Pois, € claro que o primeiro, segundo, quarto e sexto termo de (1.56) anulam-se substi-

tuindo diretamente as condi¢des nas interfaces. O quinto termo fica, usando (1.55)
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2],

e U B Z/[ﬁklﬁ’“’““(’“ )~
Bkﬂ’“vqu(ukﬂ)]

—Z/F (ﬁk — ) Ve gk B* (uF )

- ki [ e gt

=0

(1.58)

T T
/ / ap — 71(v.n)] / / oa?p? +/ / 72(1).17)2 — 27(1/ / p(v.n) (1.59)
So So 0 JSo 0 JSo

Integrando (1.57) em (0, 7T) e substituindo em (1.59), temos

T m
/ / ap + 7(v.n)] / / a?p? +/ / 7'2(1).77)2 + Z/ Tkuk oF 4 akpqu) \
So So 0 Jso =

De onde tem-se

T
/ / o?p? +7' / / ap — 7(v.n)] Z/ Tkukvk—l—akpquﬂg
0 So So Q

(1.60)

usando (1.60) para estimar o termo da direita na desigualdade (1.54)

/OT/SO [ap? + 7(v.n)?] < max{(a 1 }/ /SO o2 + 72 (o))

<C’8/ / ap — 7(v.n)] C’gZ/ (TFuk of 4+ aFpFghy) T
So

(1.61)

Substituindo em (1.54) temos
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m m
=T [ [k P rah 4 o P ] de o Y [t ot
k=0 k=07

<o | ' [ for = rteay?

(1.62)
e a prova do Teorema segue da seguinte desigualdade:
kZY:/Qk(Tkuk‘vk +akpghy 1T < Gy [6k | aF 2 4o ()2 + 7% | o |2 4y (") dae
(1.63)
onde Cy = max {r%(8%) 1, of(r%)~1} O

Como um corolario, de unicidade, do Teorema 1.16 temos:

Coroldrio 1.17. Com as hipdtesis do Teorema 1.16, seja {u,p} e {v,q} solugbes do pro-

blema (1.6) e (1.5) respectivamente. Suponha que

ap(z,t) = tv(z,t).y  V(x,t) € Ty x (0,7T)

Entdo,se T > Ty, u =v =0e p =g =0 paratodo (z,t) € Q x (0,7)

1.3 Controlabilidade exata

Como consequéncia do Corolario 1.17 temos que, para T' > T, a expressao

[ /0 ' /F fon - T(u.n)]] v (1.64)

define uma norma no espaco de dados iniciais (ug,po) € (vo,qo) dos problemas (1.6)
e (1.5). Denotemos por Y o espago de Hilbert definido como sendo o fecho de V; N
D(A;) x ViNnD(A;) em X = X; x X, respeito da norma (1.64). O numero obtido em

(1.64) serd denotado por || (uo, po, vo, Vo, qo) ||y-

EclaroqueY C X e

2 2 2
Uug, Po, V0, 40 =|| (uo,Po + 1 (vo, 90
I ( ) 1% =l ( ) 15, + 11 ( ) 1%, (1.65)

< C | (uo. po,vo, qo0) II3-

) |

T
0
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para alguma constante positiva C.

O espaco dual de Y com respeito de X serd denotado por Y. Em € x (0, T)) considere os
sistemas (1.6) e (1.7) com dado inicial (ug, po,vo,q0) € Y. Definimos a seguir, usando
o método de transposicdo, a solucdo dos problemas (1.6) e (1.7) com condicGes de

contorno ndo homogéneas.

Definicdo 1.18. Dizemos que (u(z,t), p(z,t),v(z,t),q(z,t)) € C(O,T;Y") é uma solu-
cao de (1.6) e (1.7), se

T
((uupa v, (;7)7 (avﬁv 777 Q)>X = <(UO,PO, o, (Io), (ﬂ07ﬁ0’ 60) 60)>X_/0 /1" [O‘/BQﬁ + ’YTP(ﬁT])} dFOdS
’ (1.66)

para todo (g, po, Vo, Go) € Y e0 < t < T. Aqui (o, po) € (Do, Go) sdo as solugdes de (1.6)
e (1.7) respectivamente, para funcdes P,Q € C(0,T; L?(I'y)) dadas.

Onde, em (1.66) é dado por

((u,p, v, Q)a (ﬁ,ﬁ,f}, q~)>X = <(U,p), (a7ﬁ>X1 + <(U7 q)? (’D?(j)>X2

Definicdo 1.19. Uma solucédo de (1.6) e (1.7) a qual anula-se no tempo ¢ = 7' é uma
funcdo (u(x,t), p(x,t),v(z,t), q(x,t))(1.6)e(1.7)inC(0,T;Y") tal que

T
(wpova) @po.d)x = [ [ [08Qp+orPGm]druds  (167)
0 0
para todo (4,p,0,§) € YeO0<t<T
Ja que os sistemas (1.6) e (1.7) sdo lineares e reversiveis no tempo é claro que para
resolver o problema de controlabilidade exata é suficiente provar que para qualquer

e e ’ ~ . . .
dado inicial em Y, sua correspondente solucio pode ser levada ao equilibrio no instante
T.

Sejam G1 = (wy, ko) e G2 = (myg, ly) elementos arbitrarios de Y. Denotemos por

—~
S
8
~
~—
?T‘
—~
K
N
~—
Il

Ur(t)(wo, ko)
(m(x,t),l(z,t)) = Ua(t)(mo,lo)

Considere as seguintes funcoes
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3 (1.68)
;

e sejam (u,p) e (v,q) as solucdes de (1.6) e (1.7) as quais se anulam no instante 7',

(T > Ty) e condicoes de contorno (1.68).

Considere o mapeio

A Y —Y
(GlaGQ) — /\(GlaGQ) = (U,p,’[),g) ‘t:(]

Usando (1.67) em t = 0 e substituindo P e Q dados por (1.68) temos

T
(A(G1, Ga), (10, oy 0, G0)) 5 = / / [@BQp + v Py) dTods
0 Ty

T
B / / (vk — mm.n)(ap — 70.n)dLods (1.69)
0 Ty

= <(G1, GQ), (a()apbv /1707 QO)>Y

De (1.69) conclui-se que A é um isomorfismo de Y em Y. Pondo

(G1,G2) = A ((uo, o), (vo, q0))
Q =B~ (ak(z,t) — Tm(z,t).n) (1.70)
o _bg
¥

Usando (1.66) com t = T > Tj, temos

<(u($, T),p(x, T)v U(:E, T)a Q(xv T))’ (Ul(t)(fLOaﬁO)v UQ(t)(f)v Q)»X =
= (N\(G1, G2), (T, Po, V0, o)) x — ((G1,G2), (@0, Do, Vo, o))y

para todo (o, po, %0, Go) € Y. Usando (1.69) temos que (u(z,T), p(z,T),v(z,T), q(z,T))

¢ o funcional nulo sobre Y. Em conclusdo provamos o seguinte Teorema

Teorema 1.20. Assuma as hipdteses do Teorema 1.16. Se T' > Ty, entdo para qualquer
dado inicial (ug, po,vo,qo) € Y' do problema (1.1), (1.5), (1.8), (1.8). Entdo existe
um controle Q(z,t) € C(0,T; L*(Ty)) tal que a correspondente solugdo (u,p,v,q) com

condi¢oes de contorno dadas por
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un=@Q, em Syx(0,7T)
p=0, em Sy x(0,7) (1.7D)

u(z,0) = uo(z), p(x,0) = po(z)

g=P, em Syx(0,7)
gq=0, em S;x(0,7) (1.72)

v(z,0) = vo(2), ¢(x,0) = qo(x)

com P = —f3y~1Q, satisfazem, para = € )

(1.73)




Capitulo 2

Cascas de Naghdi

Nesta segunda parte do trabalho estudamos o comportamento asintdtico da energia
associada ao modelo dinamico dos deslocamentos numa casca, usando a aproximacao

linear dada por Naghdi[34]. Uma casca é um corpo tridimensional S definido como

h
S:{pzx+zN(m) com z€Q e zeR sendo z<2}

onde h é a espessura da casca e é assumida pequena. N(x) é anormal a 2 em x. Q é

chamada a superficie media da casca

Classicamente os topicos sobre cascas tem sido estudados por muitos autores[34], [20],
[6], [15], [33], entre outros. Na teoria cldssica de cascas a superficie media é descrita
por um sistema de coordenadas, € dizer, por uma aplicacéo injetiva de um aberto de R?
em R3. Esta consideracdo da superficie media gera equacdes muito complexas onde o
tensor de deformacdo e o tensor de rotacdoes da normal 4 superficie media sdo as desco-
nhecidas. A complexidade destas equacOes vem da presenca explicita dos simbolos de
Christoffel, os quais, fazem pouco adequado a implementa¢do de um esquema de multi-
plicadores para obter desigualdades de observabilidade os quais impliquem controle ou

estabilizacao.

Essas limitacoes foram superadas pela recente aproximacao dada por Yao[43] em torno
de 2000. Nesta aproximacdo, a superficie media da casca é considerada uma variedade
Riemanniana, de dimensio 2, com o produto interno induzido de R3. Sendo assim
obtém-se um modelo matemadtico na forma de coordenadas livres onde as ferramentas
provenientes da geometria Riemanniana ajudam ao desenvolvimento do esquema de

Multiplicadores.

31
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A ferramenta basica da geometria Riemanniana usada aqui é a técnica de Bochner[8]
a qual consiste em definir sistemas de coordenadas que permitam reduzir as contas ao
momento de fazer as estimativas, que pelo dito acima, sdo aquelas onde os simbolos
de Christoffel anulam-se pontualmente. Tais sistemas de coordenadas sdo chamadas
normais e sempre existem, um exemplo bem conhecido é o sistema de coordenadas

geodésico. Uma boa referencia desta técnica é [8].

Usando estas novas ferramentas, resultados de estabilizacdo uniforme da energia asso-
ciada ao modelo de Naghdi por feedbacks lineares na fronteira foram dadas por Shu
Gen Chai[14]. Lasiecka e Triggiani[29] estudaram a estabilizacdo de cascas rasas por
feedbacks ndo lineares na fronteira. A Estabilizacdo uniforme usando dissipacédo locali-
zada no interior da superficie media, em nosso conhecimento, até agora nao tinha sido
provado. A dificuldade nesse caso vem das estimativas na fronteira a qual é superada

usando a condicdo de Bardos-Lebeau-Rauch[4].

Neste capitulo e no préximo estudaremos o problema do decaimento uniforme da ener-
gia usando dissipacdo localizada no interior, mostraremos que a dissipacdo pode atuar
numa regido arbitrariamente pequena da superficie media e, usando o Principio de Rus-
sell, mostrarmos a controlabilidade do sistema por controles na regido de dissipagédo. As

notacoes que serdo usada de aqui em diante sdo descritas no Apéndice

Comec¢amos nosso estudo com o modelo estacionario.

2.1 Equacodes de Equilibrio

Seja M uma superficie em R? com normal N. Seja g a métrica induzida em M pela mé-
trica usual de R3. Considere a variedade Riemanniana (M, g). Suponha que a superficie
media de uma casca contem uma regifo limitada, Q, de M. A casca, um corpo do R3 é

definido como sendo:

h
S:{p:aH—ZN(x) com zc§) e zcR sendo z<2}

onde h € a espessura da casca que é assumida pequena e N(z) é a normal a 2 em .

A seguir vamos usar a teoria exposta no Apéndice para estudar os campos de desloca-
mentos do modelo de Naghdi em forma livre de coordenadas. Logo, no momento de
fazer estimativas puntuais usaremos a técnica de Bochner usando referencias normais

ou sistema de coordenadas geodésicos.
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No modelo de Naghdi o vetor descolamento £(p) de um ponto p = x + zN(x) € S pode

ser aproximado por:

Ep) =& (z) + 20(x), z€Q

onde ¢ (z) € R3 denota o vetor deslocamento da superficie media e ¥(z) € R3 repre-

senta a deformacao da normal N (z) para cada x € (2

O seguinte grafico mostra a deformacéo de uma casca onde a normal ap6s a deformacéo

continua sendo normal(caso Koiter-Love)

FIGURA 2.1: Configuracio inicial e final de uma casca.

Considere que depois de um deslocamento da casca ela passa a ocupar a regido F'(S) C
R? sendo F' : S — R3 uma funcéo regular. Apds a deformaciio a superficie media agora

deve estar em F'(S) = {F(z), x € Q}. Assim a nova posi¢do é dado por

F(z) =2+ & (x) 2.1
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Para a modelagem da casca de Naghdi o trabalho consiste entdo em achar a superficie

média da casca deformada usando as condicoes fisicas e geométricas impostas.

Naghdi assume que a normal apds a deformacdo pode deixar de ser normal, mais a
distancia de um ponto sobre a normal a superficie média fica invariante, i.e, as defor-
macOes na direcdo normal sdo deprecidveis. Assim, em ¥(x) temos sé duas incdégnitas,

que sdo as proje¢des da normal rotada sobre o T, M. Decompde-se & (z) e W(z) por

§i(x) = Wi(z) +wi(z)N(z) (2.2)
V() = V(z)+w(z)N(z) (2.3)

onde W1,V € x(Q) e wy,wy € C*°(N).

Para modelar as deformacoes da superficie média é preciso fazer uma andlise no cambio
da primeira e segunda forma fundamental, veja (4.19) e o Teorema 4.30. Seja entdo g
e g a métrica induzida sobre a superficie média antes e ap6s a deformacao, respectiva-

mente. O tensor
1

T:§(§—9)

¢ chamado o tensor variacdo da métrica. Agora, dado x € (), seja {F;} um referencial
normal em z. Entdo {FEi(z), F2(z), F3(z) = N(x)} formam uma base de R3. Para

determinar T é suficiente fazer o andlise no referencial {E;}, assim usando (2.1)

9(Ei, E;) = (dF(E;),dF(Ej))
= <E1 + %Eigla E; + 6E]fl>

= (B, Ej) + <Ez‘, %Ej§1> + <€Ei§17 Ej> + <%Eifl> %Ej€1> 2.4)

onde d denota o diferencial de funcdes, (.,.) e V denotam o produto interno e a conexo

de R3, respectivamente. Usando as equacdes (2.2) e as propriedades da conex3o, temos

%Ejfl = ﬁEj(W1 +wiN) = ﬁEjW1 + Ej(wl)N + wlﬁEjN (2.5)
Entao

<Ei,6Ej§1> = <Ei,6EjW1+Ej(w1)N+w16EjN>
{

B, Vi, W) +wi { B, Vi, N ) (2.6)
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<Ej76Ei§1> = <Ej76E,L-W1+E¢(w1)N+w1§EiN>
{

EjﬁEiW1> +wy <Ej,%EiN> 2.7)

Substituindo as equagdes (2.6) e (2.7) em(2.4), temos

9B, Ej) = <EZ-,Ej>+<EiﬁEjW1>+w1<EZ-,€EjN>+<Ej,%EiW1>+w1<EjﬁEiN>
+ <€Ei§1,%EJ£1>
= g(E;, E;) + DW1(E;, E;) + will(Ey, E;) + DW1(E;, E;) + wi1I(E;, Ey)
+ <€Ei§17€EJ£1>
= g(Ei, E;) + DWA(E;, E;) + DWi(E;, E;) + 2w 11(E;, Ej) + <€El.g1, %jgl>

De onde obtemos, para pequenas deformacgdes, o tensor cambio de métrica lineari-
zado,
1

De forma completamente andloga obtemos o tensor de mudanca de curvatura linea-

rizado

1
(IT—1I) = 3 [DV + D*V 4+ 11(., V.W7) + II(V.W1,.)] + woll + wic, (2.9)

N |

xo0(§) =

e o tensor que captura as rotacoes da normal,

vo(§) = % [Dwy +V — i(Wy)] (2.10)

Assim, temos o campo tensorial, (2.8),(2.9) e (2.10), definido sobre a superficie media,

o qual é chamado o tensor de deformacao de Naghdi.

Para escrever de forma mais compacta, considere a seguinte mudanca de varidvel

Wy =V +i(W)II para z€Q (2.11)
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Sejax € Qe {E£1, E»} um referencial normal em x. Usando que Vg, F;(x) = 0, obtemos

DWs(Ei, Ej) = Ej (Wa, Ey) = Ej (V +i(W)IL Ey)
= E;j (V. Ei) + E;(I[(Wh, Ej))
= DV(EZ,EJ) + DH(Wl, E;, Ej) + H(EZ, Vijl)

Logo,
DWy =DV +11(.,V.W1) + i(W;7)DII, para x € (2.12)

Substiituindo (2.12) em (2.9) e (2.11) em (2.10), obtemos

xo0(§) = % (DWo + D*Ws) + xo1(§)

vo(§) = %le + wor(§)

onde, yor(§) = —i(W1)DIl+wic+woll e  or(€) = —i(W1)IL+ SW> sdo os termos
de ordem cero.

Denota-se por £ o tensor de deformacdo da casca. Usando a formulacdo de P. M.

Nagdi(veja([35])), obtem-se a seguinte relacdo tensdo-deformacéao

elalp) = T(&)+2x0(§)
i(N)é(p) = wo(§) + 5Dwy (2.13)
E(N,N)(p) = wy,

para p = x + zN(z) € S. Onde €| denota as componentes do tensor de deformagéo £

sobre a superficie média.

Seja x € Q e {Ej, E2} um referencial normal em z. Logo {E,, Es, E5 = N} formam
uma base de R3. Assumindo que o material da casca é homogéneo e isotrépico segue
da teoria de elasticidade que a relagédo tensao-deformacéo da casca na superficie média

¢ dado por

E . 0 R
% = T G + 1 zuTrag(e)(Sij para z € (2.14)
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paral <i,j < 3,onde 0;; = 0(E;, Ej), é;; = €(E;, E;), E € o modulo de Young e ;1 € o

raio de Poisson. Entéo,

. E . .
Z%‘jfz‘j = 7 [\5|2+ MM(TraQE)Q]

2 2
= Z +22513+€33+ <2521+533>

i,7=1

E
= — [‘éQP +2[i(N)E]* + €2(N,N) +

— A (Trag(ela) + (N, )

Para = € ). Entdo a energia cinética de deformacdo da casca é obtido integrando a

expressdo acima na regido S:

h/2
1(¢) —// J(z,z)dzdx
h/2

onde J(x 2) = ]ég|2 +2[i(N)EP? + 2(N, N) + 115 (Trag(én) +E(N, N))Q] (1 + Trag(Ilz) + kz?)),

a = %, 8= 1%, e k é a curvatura Gaussiana da superficie média.
Inserindo (2.13)nos termos de J(z, z), integrando em [— %, 4] e assumindo que % << 1,

onde R é o menor raio principal da curvatura da superficie media, numa aproximacao

I(&) é aproximadamente:

19 = ah [ {IT@F + 20O +w} + 5 (Trag(1() + wo)?

|DUJ2|2
2

+ o hot@P + 252 o e aaten| |

h2

onde v = 5.

Observe que () contém somente derivadas de ordem um. Define-se a seguinte forma

bilinear e simétrica associada & energia de deformacéo, no espaco (H* (€2, A)) ’x (H'(Q)) 2,
ah
Baln) = %5 [ Bl

onde

BO(ga 77)

2(Y(), Y(n) +4{po(&), po(n)) + 2wauz
283 (Trag(Y(§) + w2)) (Trag(T(n) + uz)) + 27 (x0(£), xo0(n))
v {(Dwa, Dus) + 27yBTrag(xo(£)) Trag(xo(n)) (2.15)



Capitulo 2. Cascas de Naghdi 38

onde £,7 € (Hl(Q,A))2 X (Hl(Q))2 sao dado por
§= Wi, Wa,wi,wa), 0= (U1, Uz, u1,u2)

Usaremos a seguinte notacao:

L2(Q) = (L2(Q,0)% x (L*(Q))°

HY Q) = (H'(,M) x (H'(Q)?

Seja L € L%(Q) e considere um funcional associado as forcas aplicadas na casca, dado
por

neLl*Q) —<L,n>

Sendo 2 uma casca de Naghdi, teremos o seguinte problema variacional. Achar ¢ €
Hp, () talque

By(&,m) =< L,n >, paratodo n € Hp () (2.16)

onde H%O(Q) sdo as fungbes em H!(2) que anulam-se numa porgéo I'y de I' = 99 e
By(.,.) é a forma bilinear (2.15).

Existéncia e unicidade de solucdes do problema (2.16) foi provado em([6]). Sera feita
a prova aqui também usando as ferramentas expostas no Capitulo (4) e a formulacédo
obtida.

2.2 Formula de Green / elipticidade da forma Bilinear associ-

ada e Existéncia de Soluc¢oes Fracas

Nesta seccdo vamos mostrar que a formulacdo aqui obtida coincide com a formulacdo
classica[6], quando um sistema de coordenadas € fixado. Note que a nossa formulacao
é livre de coordenadas. Seja ¢ : U C R? — R3, tal que ¢(U) = , é injetiva e de classe

C3. Ver a seguinte figura
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FIGURA 2.2: Uma casca como sendo a imagem de um subconjunto de R2.

Para cada p = ¢(x), com x = (z1,22) € U, temos que {a; = dp,(€1),a2 = dpz(€2)}

formam uma base de 7. Entdo evaluando o tensor cambio de métrica (2.8) nesta

base, temos

T(&)(aa, ag)

1

5 {DWi(an,ag) + D*Wi(aa,ag)} + will(aq, ag)

1 -

5 {Vas Wi aa) + (Va, Wi, ag)} + wy <Vaaa3, aﬂ>

1 ~
5 {<vaﬁ (Wlaaa)y aa> + <vaa (Wlaa0)7 a5>} + wy <vaaa37 a6>
1

5 {(@sWio)ag + WioT 70y, a0 ) + (aa(Wis)as + WisT57ay,a5) } +

w1 <€aaa3, a5>
1

5 {ag(Wh,) (a5, a0) + ngfga (ap, ) + aa(Wio) (a5, ag) + WisI'h, (ap, a5>} +

w1 <%aaa3, a5>

{ag (Wia) + Wiel'G, + aa(Wig) + Wil ag} + w1 <Vaaa3v a5>

— N

S {Wialg + Wigla} + w1 <Vaaa3, a,8> (2.17)

[\)
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onde a3 = N e Wi, = ag(Wia) + Wiol'g,. Usando a compatibilidade da conexao

(4.1) com a métrica, temos que <Vaa, a5> = — <a3, ﬁaaa5> = —bqp. Substituindo em

(2.17), temos finalmente

1 -
1) = 5 {Wialg + Wigla} — w1 <Vaaa3,aﬁ>

1
T(E) = 5 {Wialg + Wigla} — wibag

que ¢é o tensor obtido em[15]. De forma andloga verifica-se a igualdade para o tensor

mudanga de curvatura e rotacdo da normal.

A seguir, obteremos uma identidade de Green. Dados z € Q e G € T?(Q2), (G,i(X)DII)
¢ um funcional linear em relagcdo a X € T,. Logo, existe um vetor em 7,2, denotado

por PG, tal que:

(G,i(X)DII) = (PG, X) paratodo X € T,(Q). (2.18)

Assim, P : T?(Q2) — x(Q2) é um operador linear.

Teorema 2.1. Considere a forma bilinear By(., .) dada por (2.15). Dados § = (W7, Wa, w1, w2)

en = (Ul,UQ,Ul,UQ) € Hl(Q), tem-se

30(5777) = (A0§777)L2(Q) +/F8(A0§a77) dr.

A(€) = — (AW + F1(8), vyApWa + F5(€), Awr + f1(§), yAws + f2(€))

F;i(€), fi(&) sdo os termos de primer ordem(< 1), em relagdo a §, para i = 1,2. Ag =
—[0d + 2(1 + 5)dd] e A sdo os operadores do tipo Hodge-Laplace e Laplace-Beltrami, res-

pectivamente.

Demonstragdo. Usando a formula (2.15), temos

/915’0(5, mdz = 2(Y(£), Y(1) 212 +4(20(&),00(n) 12(0,0) + 2 (w2, u2) 120y +
28 (Trag(Y(€)) + wa, Trag(Y(n)) + u2) 12y + 27 (§0(8): o(M) 2,12 +
v (Dwa, Du2)L2(Q7A) + 278 (Trag(&o(£)), Tra@(&O(n)))LQ(Q)

(2.19)

Denotaremos todos os termos de ordem(< 1) por F'(§), assim F'(£) pode variar de linha

a linha. A ideia da demostracdo € integrar por partes, usando as técnicas dadas no
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apéndice, trocando as derivadas em 7 para £. Faremos isso termo a termo.

1 1
2(7(9), T(n))L2(Q7T2) = 2 <2 (DWW, + D*Wy) + w11, B} (DU, + D*Uy) + u1H> .

1 1 .
= B (DWl, DU]_)LQ(Q’TQ) + B (DWL D Ul)LQ(Q,TQ) +

1 1
+ B (D*Wl, DUl)LQ(QJﬂQ) + 5 (D*Wl, D*Ul)LZ(Q,TQ) +
-+ (DW1 + D*Wl,U1H)L2(Q7T2) + (DUl + D*Ula le)L2(Q,T2) +

+ 2 ('U}lH, UlH)LQ(QJ—Q) (2.20)
Observe que,
2
(D'W,D*th) = Y D*Wi(E;, E;)D*U\(E;, Ey) Z D*Wy(Ej, E;)D*Uy (E;, E;)
7] 1 ,] 1
2
= Y _ D*'Wi(E;, E;)D*Uy(E;, E;) = (DWy, DUy) (2.21)
i,j=1

e, usando a simétria da segunda forma fundamental (4.18), tem-se

2 2
<D*W1,U1H> = Z ulD*Wl(EZ',Ej)H(EZ',Ej) = Z ulle(Ej,Ei)H(Ei,Ej)
i,j=1 ij=1
2 2
= Y wDWi(E;, Ej)II(E;, E;) = Y wiDWy(E;, Ej)II(E;, Ej)
i,j=1 ij=1
= (DWy,ull) (2.22)

Substituindo (2.21) e (2.22) em (2.20), segue, omitindo por simplicidade o espaco de

integracao,

2 (T(f), T(n)) (DWl, DU1) + (D*Wl, DUl) +2 (DWl, u1H)

+ 2 (DUl, 'LU1H) + 2 (Wlﬂ, U1H) (2.23)

Agora usando o Teorema 4.58 para (DWy, DU;y) e (D*Wy, DUy ), temos

(DW1, DUr) 2oy = (AWr —i(Wh)Ric, Ul)LQ(QvA)Jr/(vle,UQdF
r

(DW1,DUY) g2y = (d6Wr — i(W)Ric, Un) 120 + / (Vi W1, v) dT'(2.24)
r
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e o Teorema 4.56 para (DU;,w;1I). Note que o termo (DWj,u;1I) ndo precisa ser

integrado por partes.

2 (DUl, wlﬂ) =2 (—Q(wlﬂ), Ul)L2(Q,A) + 2/1_‘ <Z(V) (wlﬂ)* s U1> dr’ (225)

Substituindo (2.24) e (2.25) em (2.23), tem-se

2(0(),T(n) = (AW +2d5 —2i(W)Ric — 2Q(will), U1) ;2o )

+ /{DWl(Ul,u) + DYWL (U, v) + 20nTI(U3, )}
T
+ 2 (DWl, U1H) + (wlﬂ, u1H) (2.26)

Seja {F;}7_, um referencial normal em z € (), entéo

2
2(DWy,u 1) = 2/ (DWy, uiIT) d = 2 Z/DWl(Ei,Ej)ulﬂ(Ei,Ej)dx
Q Q

ij=1

2
= 2/ > DWy(E;, E;)uTI(E;, Ej) ul(:v)dx:2/ (DW1,II) uy da
Q Q

ij=1
= 2((DWy,1I) ,uy) (2.27)
(S
2
(wlﬂ,ulﬂ)Lz(QTz) == Z/wlﬂ(Ei,Ej)ull'[(Ei,Ej)dx
ij=17%
= /|H|2w1u1dm:(|ﬂ|2w1,u1) (2.28)
Q

Substituindo (2.28) e (2.27) em (2.26) obtemos

2(0):T(M) 22y = (AWL+déWy — 2i(Wi)Ric — 2Q(wiIl), Ut) 12 5

+ 2/1‘(5) (v, Uh) dT + (2 (DW3, T1) + wy [T, uy) (2.29)
r

Para superficies em dimenséo 2, tem-se que Ric = kg, onde k é a curvatura Gaussiana e

¢ a métrica.

Seja x € Q2 e {e1, e2} uma base ortonormal de 7,). Entdo, para X,Y € x(f2), temos

R(ei,X,Ei,Y) = <X7€]> <Y76]> R(eiaejaeiaej)
= k(X,e;)(Y.e;)



Capitulo 2. Cascas de Naghdi 43

Logo

Ric(X,Y) = R(el,X,el,Y)—|—R(€2,X,62,Y>
= k(X,ez)(Y,e2) + k(X e1) (Y,e1)
= k(X,Y) (2.30)

Dai segue que se X € x(2), tem-se 2i(WW;)Ric(X) = 2Ric(X,Y) = 2 (X, W), i.e,

2i(W1)Ric = 2k, (2.31)

Agora determinemos Q) (w11I). Pela definicdo (4.34), para X € x (1),

(Q(w:1I), X) = Trag[i(X) D (wq1I)]

Seja r € Q e {E;}2_; um referencial normal em z. Entéo,

2 2
(QuiTD), X) = > i(X)D(wiI)(E;, E;) =Y D(unll)(X, E;, E;)
i=1 =1
2
= > {E (wI(X,E)) —w I (Vg X, E;)}
=1

2
= > AE(w)I(X,E) + wi B (X, E;)) — wi I (Vg X, Ey)}
=1

2
= (X, dw)+w Y {E (X, E;)) — wiIl(Vg,X, E;)}
=1

2
= (i(dw)IL, X) + w1 »_ DI(X, E;, E;)
=1

2
= (i(dw))IL, X) + wy »_ DI(E;, E;, X)
i=1
2
= (i(dw)TL, X) + w1 »_ X (TI(E;, Ey))
=1
= (i(dw)I, X) + w1 X (Tracll)

= (i(dw)IL, X) 4+ wy (d(Tragll), X)

Por tanto,
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Substituindo (2.32), (2.31) em (2.29), obtemos

2 (T(f), T(T]))LQ(QJ"Q) = (((5d + 2d5)W1 — 2kWy — i(dwl)H — wld(Tra(;H), Ul)LQ(QJ\)
+ 2 [ 0O U dr + (2 (WL ID 4w TP, )
r
= (((5d + 2d5)W1 + F(f), Ul)LQ(Q,A) + (F(f),ul)

+ 2 /F Y (&) (v, Uy)dl (2.33)

O segundo termo do lado direito de (2.19) sera analisado a seguir

4(e0(€),e0(M)2ny = 4 (;le — (W)l + Wz, DU1 — (U + 5 U2>
= (Dw1, Duy) (g p) — 2 (le, (U 20y + (Dwi, U2) 2 (g 0
= 2(i(W)IL Uz) 120 ) + 4 G(W)IL ((UD)IT) 2o 0 — 2 @(W)IL U2) 120 )
+ (Wa, Dui) 209 0y — 2 (wa, t(UDID) 12 o) + (W2, U2) 2(q ) (2.34)

Note agora que os termos que precisam ser integrados em (2.34) sdo (Dwy, Duy) ;2 (@A)
2(i(Wi)m, Du1) 2 p) € (W, Dut)p2(q 5. Integrando cada um deles e usando o lema

4.46 e o Teorema 4.54, segue

2

(le,Dul)Lg(QyA) = /Z le, Dul, z) dl‘ZZ/Ei(wl)Ei(ul)d.’I}

i=1 78

= Z/E wluldx—Z/EE (wi)urdx
= —/ Awluldx—i—Z/uiEi(wl)uldF

= /Awluldx—i—/uldF

= Awl,ul / 7U1dr (2.35)



Capitulo 2. Cascas de Naghdi 45
e
2
2 (i(Wl)W, Dul)Lg(Q’A) = 2 Z / H(Wl, El)EZ (U1)dx
=170

2 2
- QE/QEZ (H(leEi)Ul)dl'—Q;/QEi (II(Wh, E;)) urdx

2 2
- QZ/FH(WhI/i,Ei)uldF—QZ/QEi (TN, B.)) urda
=1 i=1

2
= Q/H(Wl,y)uldf—22/ (VE,Yw,N, E;) widz
r i1 79

2
- 2/H(Wl,u)u1dl“—22/ D (Vw,N) (E;i, E;)uidz
r i— Y9

= Z/H(Wl,y)uldf—2/Tra(; [D (Vw,N)| urdx
r Q

= 2/H(W1,V)u1df—2(F(§),u1) (2.36)
r

onde V é a conexio de R? com a métrica Fuclidiana.

2
(Wa, Dur) oy = Z/ﬂ(Wg,Ei}Ei(ul)dx
=1

2 2
- ;/QEZ ((Wa, Ei) uy) do — ;/QEz (W, Ey)) widx

2 2
= Z/ <W2, VzEz> uldl" — Z/ DWQ(EZ, El)uldx
=171 =17

= / (WQ, V> uldF — (Tra(;(DWQ), ul) (237)
T

Usando a simetria da segunda forma fundamental (4.18), temos

2

i=1 78
Q/H(Ul,le)da;:Q/H(le,Ul)dm

Q Q

2 /Q (Vs N, U1 d = (F(), U)oy (2:38)
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Por ultimo,
4 (((W)ILi(UN)IT) = 42/ (Wh, ENTL(Uy, E;)da
_ 4;/Q<VW1N,E1><VE1.N,U1>dx
= 422:/Q<<@W1N,E,~WEZ.N,U1>dx:4(F(§),U1)(2.39)
=1

Substituindo (2.39),(2.38),(2.37),(2.36), (2.35) em (2.34), obtemos

4(po(&):p0(M)20n) = (—Aw17u1)+/F<Dw1’V>dF+(F(5)7U1)+(Dw1’U2)

. / T(Wy, 1)L + (F(€), u) + (F(E), Ua) + / (Wa, 1) urdl
T T

(- Aw1+F(§),u1)+2/F<;Dw1—i(Wl)H+;Wg,l/>u1d1“
+ (F(§),U1) + (F(§),Ua)
(—

(

Auwy + F(€),u1) +2 /F (20(€), v) wrdl + (F(€), U1)

+ (F(§),U2) (2.40)

Continuando com o seguinte termo,

206 (TragY (§) + wo, TragY (n) + uz) = 26 (TragY (), TragY (n)) + 253 (TragY'(£), uz)
+ 28 (w2, TragY(n)) + (w2, ug)
(2.41)

Notando que, pela formula (4.26), tem-se

TracY(¢) = ZT (E;, E;)

_ i {; (DW; + D*Wr) (B, Ei) + wlﬂ(E,-,Ei)}

= ”Eelu;(DWl) + w; Trag(1T)

= 22: DW,(E;, E;) + w1 Trag(Il) = 22: (VE,Wi, E;) + w; Trag(II)
izl i=1

= Z i(E;)V g, Wi + w; Trag(II)

= ::(;Wl + wy Trag(IT)
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Entao,

26 (TragY (£), TracY(n)) = 2B (—0Wi + w;Trag(Il), —dU; + uiTrag(II))
= 25 ((5W1, (SUl) — 26 ((5W1, ulTra(;(H)) — 2,3 (wlTrag(H), 5U1)
+  (wqTrag(IT), uj Trag(1T)) (2.42)

Agora, usando as formulas do Teorema 4.55, temos

26 (TragY (£), TracY(n)) = 2B (doW,,U;) — 26/F§W1 (Uy,v)dl’ — 28 (0Wh Trag(II), u1 )

— 28 (d(wTracIl), Uy) + 26/ wy Tragll (U1, v) dT + (w; Trag?IL, u;)
r
(2.43)

Alem disso,

(d(wTragll), E;) = E; (wiTracll) = E;(w;)Tragll + wy E;(Tragll)
= (Dwy, E;) Tracll + wy (d(TracIl), E;)
= (Dw;Tragll 4+ wy (Tracll), E;) (2.44)

De (2.44) concluimos que
d(wqTracIl) = Dw;Tragll + wy (Tragll) (2.45)
Substituindo (2.45) em (2.43), temos
28 (TragY (¢), TragY () = 28 (d6W: + F(€), Uy) +28 /F Trag(DW1) (Ur, ) dT + (F(€), w)
+ 25/Fw1Tra(;H (Uy,v) + (wlTra(fH, uy)

= 28(dSWi + F(€),Uh) + 28 /F TragY(€) (U1, v) dT + (F(€), )
(2.46)

Continuando com o seguinte termo de (2.41)

20 (wg, TragcY(n)) = 20 (wg, —6U; + ujTragll)
= —20(w2,0U;) + (wa, u Tragll)
— 28(dws, Uh) + 25/ ws (U4, ) dT + 23 (TraTTwy, uy)
' (2.47)



Capitulo 2. Cascas de Naghdi 48

Substituindo (2.47) e (2.46) em (2.41), temos

2B (TragY (&) 4+ wa, TragY (n) + uz) = 2B (d6Wi+ F(§),Ur) + 2B/FTragT(§) (Uy,v)dl
- (F(©un) + (F(©),u0) +28 | wa Uy, )ar

= 2B (dW+ F(€).U) +28 [ (TragT(€) + wa) (U1, 0) T
b (), m) + (F(E),u2) (2.48)

Prosseguindo com o seguinte termo de (2.19), novamente usando as formulas (4.58),

temos

1 * 1 *
2y (xo(&), xo(M) 22y = 27 <2(DW2 +D"W2) + xo(§), 5 (DU2 + D™U2) + XOL(H))
27 (DWQ, DUQ) -+ 2’)/ (DWQ, D*Uz) + 2’}/ (D*WQ, DUQ)
27 (D*Wo, D*Us) + v (DWo + D*Wa, xor(n)) + v (xor (&), DUz + D*U»)

+ o+

27 (xoL (&), xoL(n))

= 7 (DWa, DUs) + v (D*Wa, DUz) +~v (DW2 + D*Wa, xoL(n))
¥ (xoL(§), DUz + D*Uz) + 27 (xor(£): Xor (1))

(8 = i(WoRie, )+ 7 | (9, Wa, Uz} ar

+

v (doWo — i(Ws)Ric, Us) —i—’y/F (Vu,Wa,vydl' + (F (&), Us)

(F(£), Ur) + (F(&), u1) + (F(§), u2)
’y((dd—i—Qd(S)WQ—l—F(f),Uz)—i-’y/F{DWQ(UQ,V)—i—DWQ(V, Us)}dl’
+ (F(§),U1) + (F(§),u1) + (F(§), u2)

+ o+

(2.49)
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Observe que,

7/ {DW3(Uz,v) + DWy(v,Uz)} dT
r

3 (DIWa & D*W) (1 02) + xar (0 U)

\]
2

=

oL (x) (v, Uz)dl

\V]
=2

Xo(v, Us)dT' — 27 / xor. () (v, Us)dT
r

\]
2

X[)(V, Ug)dr + 2’7/ DH(Wl, v, Ug)dr
I

5
T—— T

wic(v, Ug) — 27/ woIl(v, Ug)dl'
r

\V]
2

2
—

Yol Uz)dT + 27 / (i(U) (i(W3) DII), )

[N
2
—

(wri(Ua)e, )T = 2y [ (wsi(U)ILv) T
I
(2.50)

Usando a formula (4.48) em(2.50), temos

’Y/{DWQ(UQ,I/)—}—DWQ(V, Ug)}dr
T

Substituindo (2.51) em (2.49), temos

27 [ X0l Ul + 2 [ div (G(02) (W) D) d
QV/QCliV(wli(Ug)c) da:—Q’V/QdiV(wgi(Ug)H) dx

QV/FXO(f)(Va Uz)dl + (F(£), Uz) 12 a) (2.51)

2y (xo(€): xo(M) 212y = 7 ((0d +2d0)Wa + F(E), Ua) 2 p) + QV/FXO(O(% Up)dTl



Capitulo 2. Cascas de Naghdi 50
Prosseguindo com o seguinte termo de (2.19),
2
’V(Dw27DU2)L2(Q7A) = Z/ Ei(we U9
=17
2 2
Z/E w2u2dx—VZ/EE wa )usdx
Q
VZ/VZ (w2)ugdx — 7y /Awgugdac
'y/ ung—'y/ Awousdx
r Ov Q
¥ (—Awg, ug) +fy/ %quF (2.53)
I 81/

Agora o ultimo termo de (2.19), mais antes, notemos que

Trag(o(€)) = Zxo O(E:, Ei)

2

= > {;(DWQ + D3)(E;, E;) — i(Wh) DIN(E;, E;) — wie(E;, Eq) + woll(E;, Ei)}

i=1
= Trag(DWs) —

Trag(i(W1)DII) + w; Trag(c) + wo Tragll

= —0Wy — Trac(i(W1)DII) + w; Trag(c) + woTragll

Entao,

2P (Trag(&o(€)), Trag(&o(n)))

(2.54)

2vp (Tracyo (&), —0Ua — Trac(i(Uy) DII) 4 uy Trag(c) + ugTragll)

—27 (Trag(&o(§)), 0U2) — 2753 (Trag(&o(¢)), Trag(i(U1) DII))

27 (Trag(&o0(¢)), urTrag(c)) + 273 (Trag(§o(¢)), uoTragll)

— 278 (Trag(§o(§)), 0U2) + (F(§), Ur) + (F(£), Ur) + (F(§), u2)

—2yB3 (—6Ws — Trag(i(Uy) DII) + ui Trag(c) + ugpTracll, 6Us)

(F'(§),U1) + (F(&), Ur) + (F (), u2)

=278 (—doWso — d[Trag(i(Uy ) DII) + u; Trag(c) + uoTracIl], Us)

298 [ Traguo(€) (U, ) dT + (F(E).U2) + (F©). V1) + (F(E), o)
(2.55)
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Finalmente, substituindo (2.33), (2.40), (2.48), (2.52), (2.53) e (2.54) em (2.19), te-

mos

/ngo(fan)dﬂf

Logo,

Onde, para £ =

Ap(§) =

9 (Ao(§),

(26 + 5d)W, + F(€),Uy) + (F(€),u1) +2 /F T()(v, Uy)dT

(Duwy + F(€),ur) +2 /F (G0£), v) undT + (F(€),U1) + (F(€), Ua) + 2 (w3, us)

2B (W1 + F(§),Ur) + 25/11 (TragY (&) + we) (U1, v) dl' + (F(§),u1) + (F'(£), u2)
(5 + 2d6)Wy + F(€), Us) + 2 /F Xo(€) (v, U)dD + (F(£), U) + (F(€), 1)
(P, )+ (A ua) 9 [ aaG2dT + 295 (@5 + F(€), V)

298 [ Traguo(€) (U, ) dT' + (F(€).U) + (F©) ) + (P, )

(2d5 + 6d + 25d5)W1 + F(§), U1) -+ ((7(5d + 2~vdé + 27Bd5)W2 + F(f), Uz)
—Awy + F(§),u1) + (—yAws + F(&),ua) + /F (2i(v)Y(&),Uy) dl

—~

2(p0(&),v) U1df+/r2<25(Tfa§T(§)+w2)l/, U1>dT+/2<27i(V)X0(§)7U2>dF

T

S~ 7

2 (2yBTracyo(§), Us) dT —|—fy/11u188u;2d1ﬂ

(6d +2(1 + B)W1 + F(£),Us) + (v(6d + 2(1 + B)dd) Wa, Us)
—Awy + F(§),u1) + (—yAwz + F(§), u2)

(2i(v)Y(8) + 2B8(TragY () + w)v, U) dT

—~

S—5—7

(20(1)x0(€) + 2vB(Tracxo(€) + wa)v, U) dT + /F 2 (90 (€), v) uydT

/ w22 g (2.56)
ov

/Bofndx—A() /(9140

(Wb WQ) wlwa) en—= <U17 UQ,Ul,UQ),

(=AW + F1(&), —yAsWa + F»(§), Awr + f1(§), yAwz + f2(€))

6w2

n) = (Bo1(§),U1) + (Bo2(§), U2) + 2 (po(§),v) ur +v——us

ov
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onde
{ Boi(§) = 2i(v)Y(E) + 26(TragY (€) + wa)v
Boi(§) = 2vi(v)xo(§) + 2vBTrag(xo(§))v
E o Teorema 2.1 fica demonstrado. d

Pelo Teorema 2.1, segue-se que o problema variacional (2.16) é equivalente ao seguinte

problema de valor de contorno. Para { = (W, Wa, wi, ws),

ah Ag(6) = (£, Fa, f1, f2)
W1|F0 = W2|Fo = w1|Fo = T,U2|1"0 =0 (257)
GLBu(©lr, = $Boa(€)lr, = ahgo(©)lr, = Y, =0

Agora provaremos a elipticidade da forma bilinear By. Inicialmente vamos mostrar:

Lema 2.2. Seja £ = (W1, Wa, wy, w2) € Hp, () tal que

TE) =0, x0(§)=0 ¢o(§)=0 e wy=0,

entdo £ = 0 para todo x € Q. Onde I'y é uma por¢do, com medida positiva, de T

Demonstragdo. observe que Y(§) = 0 diz que a deformac@o preserva o produto interno
e xo(¢) = 0 diz que também foi preservada a segunda forma fundamental. Assim, pelo

Teorema 4.30, o movimento € rigido.

Pelas formulas (2.8), (4.11), (2.10), temos

DWi+D*Wp; = —2unll (2.58)
DWy+ D*Wy = —2wjc+ 2i(W1)DH (2.59)
D'U)l = Qi(Wl)H — W2 (260)

Seja U = —2w1 11, entédo

DU(E;, Ej,Ey) = Ey(U(E;, E))) = —E,(2u1l(E;, E)))
= 2B (w))II(E;, E;) — 2w Ex(TL(E;, Ej))
= —2(Dwn, Ey) I(E;, E;) — 2Dw, DII(E;, E;, Ey,)
= —2(Dwy @ I)(E;, Ej, Ey) — 2w DII(E;, Ej, Ey,)

Por tanto,
DU = —2Dw ® II — 2w DII (2.61)
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Usando o Teorema 4.26, temos

D*Wy(X,Y,Z) = —I(X,Y)Z(w1)—T(Z,X)Y (wy) +T(Y, Z) X (w)
+ R(X,YZ,W;) —w DI(X,Y, Z)

Para X,Y,Z € x(Q2). Agora, seja = € Q e {E1, F»} um referencial normal em x. Pela

segunda formula (4.27), temos

AW, = —ZVEEW1+Z (Ei, Ej, W1, E;)E;
i,7=1

= — Z D2W1(Ej,EiaEi)Ej + kWi

ij=1
= 2i(Dwy)II — (Tracll) Dw; + w1 D(Tracll) + 2kW; (2.62)

onde A é o operador de Hodge-Laplace e k é a curvatura Gaussiana. Além disso, pela
formula (4.8),

2
Awl = TragD2w1 = Z D2w1 (Eu Ez) = Z D(le)(EZ, Ez)
1=1 =1

2
= > DQi(W))II - Ws)(E;, E;) (2.63)
=1

2
= > _{2D(i(W1)m)(E;, E;) — DWy(E;, E;)}
=1

= ZE (W1, E;)) — div(Wy)

2
= Z [DI(W1, E;, E;) + IV g, W1, E;)] — div(Ws)

= 2(Wj, D(Tracll)) + (2Trag (V. W1y, .) — div(W2))
= wlTra(;(c) + (W1, D(Tracll)) + 2Tracll (V. W1, .) (2.64)

Aplicando([3]) ao sistema de equacdes elipticas (??) e (2.64) obtemos que W; = 0 e

wy = 0 sobre €. Pela formula (2.59) tem-se
DWy+D*Wy =0, em £

De onde tem-se W5 = 0 pelo lema (3.20). O
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Finalizamos esta secdo com a prova da coercividade da forma bilinear (2.15).

Teorema 2.3. Seja By(.,.) a forma bilinear dado por (2.15). Entdo, existe uma constante
¢ > 0 tal que
Bo(&:€) 2 cliglliy o) para &€ Hr,(Q). (2.65)

onde I'y C I' com medida de lebesgue positiva.

Demonstragdo. Usando as formulas (2.8), (4.11) e (2.10) em (2.15), obtemos

Bo(£,€) = o1 (IDWy+ D*Wi|* + |DW; + D*Ws|* + | Dw:|* + | Dwol?)
— oo (WA ]? + |[Wa]? + wi + w3)]

De onde obtemos
Bo(€,€) + s [€l[a) > e1ll€llfy, (o)

Entdo o resultado segue-se usando um resultado de compacidade-unicidade, veja [42],
Pg 81 O

O seguinte resultado segue-se imediatamente do Teorema anterior.

Teorema 2.4. Para F € L*(2) o problema (2.57) tem uma tinica solugdo em H, (€2).



Capitulo 3

Ecuacoes de Evolucao da Casca de
Naghdi

Nesta secdo estudaremos as equacdes de evolucdo para o modelo de cascas de Naghdi.

3.1 Modelo dindmico de Naghdi

Primeiro faremos o estudo das equagdes de evolucao para o modelo de cascas de Naghdi
homogéneo, mostrando existéncia e unicidade de solucdes fortes. A existéncia e unici-
dade para o modelo com dissipacdo interna é uma aplicacdo direta da teoria de pertur-

bacdo de semigrupos [36].

Considere o sistema de equagdes de evolucdo de Naghdi

u+AE=0 em (0,00) x Q
fls=0 T =00x(0,00) , (3.1)
£0)=¢&, &0)=& em Q

para £ = (W, Wa, w1, ws). A forma bilinear associada ao operador A é dado por

B(¢,n)

+ 2(x(&), x(n)) + 2BTragY (£)TragY (n)
+ <Dw2,DU2>+iw2w,

55

2 (1O, ) +4(#(©) )7+ 25 (TragT(©) + - ) (TragTO) + o)

3.2)
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onde n = (Uy, Uz, ui,u2) €

T = 3 (DWy + DWY) + w1l
X(€) = L(DWa+ DW3) 4wl — /7 (i(W1) DI — wyc) (3.3)
) = 3Dwy — i(Wy)II+ ﬁWQ

E a formula de Green (2.1) é dada por,

B = (A€o + [ 0(46m) (349

onde
B— /QB(g,n)dx, (3.5)
0(Ag,) = (Bu(E), Un) + (Ba(€). V) +2 (1) + 52ue (36)

{ Bi(&§) = 2i(v)Y(&)+2p (TragT(f) + %U}?) v (3.7)

By(§) = 2i(v)x(§) + 26 (Tragx (§)) v-

3.2 Existéncia e unicidade de solucoes fortes

Nesta seccdo baseados nas ferramentas dadas em [22], [29], [30], [36] e [2], sera
estudada a existéncia e unicidade de solucdes fortes, obtendo a regularidade necessdria

para obter a estabilizacdo do modelo.

3.2.1 Espacos Funcionais

Sejam os espagos
2 2
V = ((©.0)° x (@) s
H=H=(L*(2,7)" x (I*(Q))
Pela formula de Green (3.4), temos que a formulagdo variacional do problema (3.1)
consiste em achar € C ([0, 00); V) N C! ([0, 00); H) tal que:

{ 4 &)+ B(n,&) =0 VEeV 3.9

n0)=mn eV, m(0)=necH

No capitulo anterior provamos 4 coercividade da forma bilinear e simétrica B (veja o
Teorema 2.3). Isso implica que B define um produto interno em V e identificamos ele

com seu dual usando aquele produto interno. Assim temos
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VcHcCV (3.10)

Seja P o isomorfismo canénico de V em V', usando o produto interno dado por B, dado

por:

P:V oV
n—Pn:V-R
§ < Pn,§ >y = B(n,¢)

Assim (3.9) se escreve como

d /

il +Pn=0 em V (3.11)
Reescrevendo (3.11), temos

Y =QY, em V xH (3.12)

onde

n I O
Y = = . 3.13
() e (0 %) 0

Agora ja que nosso problema € de segunda ordem, introduzimos o dominio do operador

(@, como sendo

D(Q)={(n,§) eV x H, talque, —PneH} (3.14)

Assim as solucoes de (3.9) ficam definidas por (3.12)-(3.14). Seguindo a teoria de se-

migrupos [36] e sua adaptacdo para cascas [29], [? ], [30], temos o seguinte resultado.

Teorema 3.1. O operador () € o gerador infinitesimal de um Cy semigrupo de contragdes
sobre V- x H

Demonstragdo. E claro que o dominio do operador @ é denso em V x H ja que, pela

formula de integracdo por partes (2.1), temos

< Pn,§ >= B(n,&) = (An,§)
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Isso mostra que D((Q) contém o subconjunto

Dy = {(n,f) €V xH, talque, neVn (H&(Q,A))2 X (H@(Q))g)}

oqual édensoem V x H.

Agora mostremos que @ é dissipativo. Com efeito, seja (1,{) € D(Q), entdo

< Q(%f),(%f) > = < (57_P77)7(777£) >
= <€7n>7<Pn7£>

= 0.

Lembrando que estamos usando o produto interno induzido por B.

Por ultimo para mostrar que Ran(A/ + Q) = V' x H basta nota que isso é equivalente a
provar que
Ran(A] — P) = H.

Mais isso segue das imersoes (3.10) e o Teorema de Lax-Milgram O

Como consequéncia do Teorema 3.1 temos o seguinte

Teorema 3.2. O problema (3.9) admite uma tinica solugdo:

neC(0,00);V), n €C(0,00);H). (3.15)

Alem disso, se (1o, &o) € D(Q), entdo a solugdo satisfaz

neC([0,00); V)N C?([0,00); H). (3.16)
Se a solugdo, n satisfaz (3.15) entdo ela é chamada solucdo fraca de 3.1. Se ela satisfaz
(3.16), entdo, ela é chamada de solugdo forte.
A regularidade espacial é obtida usando os Teoremas de regularidade eliptica [2] e

usando coordenadas locais [19], [7]

Usando resultados cléssicos da teoria de perturbacdo de semigrupos[36], mostra-se a

existéncia e unicidade de solucoes para o modelo como dissipagéo localizada:
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§i + A +a(x)§ =0 em (0,00) x
fls=0 £ =00 x(0,00) , (3.17)
£0)=¢&, &(0)=& em Q

para £ = (Wq, Wa, w;, ws) e a uma funcéo positiva com suporte numa regido do interior

de Q2. Mostraremos que o suporte de a pode ser escolhido arbitrariamente pequeno.

3.3 Desigualdades de Observabilidade

Agora mostramos nosso resultado principal deste capitulo, a estabilizacdo de modelo
de cascas de Naghdi com dissipagdo localizada. Fixemos algumas notacdes que serdo
usadas. Seja b(.,.) a forma bilinear sobre T2(Q2) x T?(2) dado por

b(Ty,Ty) = (T1, Ty) + BTrac(Ty)Trag(Ty), Para Ty,Ty € T%(Q) (3.18)

onde 8 > 0 é dado em (2.15), é uma constante.

Para W € HY(Q, A) seja

S(W) = = (DW + D*W) (3.19)

N | —

Agora enunciamos e mostramos alguns lemas que precisaremos.

Lema 3.3. Existe uma constante ¢ > 0 tal que

IDW + D*W || 1212y = c||Wllgqay YW € Hp (2, A) (3.20)

Notemos que, para W € Hp, (22, A)

B(S(W),S(W)) = (S(W),S(W)) + (Trag(S(W)))?
- imw + D*W P + (Trag(S(W)))?
3.21)

Logo,
b(S(W),S(W)) + [W|* > E\DW + D W,
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De onde, integrando em 2 e usando o lema (3.20)

1 " c
/Q [B(S(W), SW)) + [W[*] de = ZHDWJF D*W|[Z2q.r2) > ZHWH%F(Q,A)

AV

&
ZHDWH%?(Q,A)

Jo [ [SOV). SOV +IWE)de > 1DWfEx, (3.22)

com \g = 4

Outra notacdo a fixar é a seguinte. Dado W € x(Q) e T € T?(Q2), seja G(W,T) € T?(%)

dado por

GW,T) = % (T(, VW) + T, VW) (3.23)

Seja V € x(9) tal que existe uma funcdo v € C*°(Q2) tal que
DV(z)(X,X)=v(x)|X|* paratodo X €T,Q, =€ Q (3.29)

Para & = (Wi, Wa, wy, ws) € H(Q) seja m(€&) = (Vy Wi, VyWa, V(wi), V(wz)).

Como tinhamos falado ao inicio, usaremos a técnica dos multiplicadores para obter
uma desigualdade de observabilidade. Garantido a existéncia de um campo vetorial em
Q) satisfazendo (3.24) nosso multiplicador serd m(§). Entdo multiplicando a equacao

(3.17) por m(§) e integrando em (2, obtemos

(&ut, m(€)) + (A, m(€)) + (a&e, m(£)) = 0

E, usando a férmula (3.4) temos

(€. 1(E))2(0,0) + BE m(E)) — /F 9 (A, m(€)) T = — (a&,m(¢))  (3.25)

Em (3.25) vamos a estimar cada um dos termos para obter a nossa desigualdade de
observabilidade. Para uma melhor compreensdo tais estimativas serdo divididas em

lemas. Comecamos com B

Lema 3.4.

2B(¢, m(€)) = /F B(¢,£) (V,v) dl — 2 /Q VB(E,€) + 2 /Q e(€,€)dz + Lo(€)

onde B é a forma bilinear dada em (3.5) e

e(&,€) = 2b(S(W1), G(V, DW1)) + 2b(S(W2), G(V, DW2)) + 4v|p(€)[* + v| Dws|?
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Demonstragdo. Pela formula (3.2) temos que estimar Y (&), x(m(£)), ¢(m(§)) e (Dwa, D(V (w2))).

Comecamos pelo primeiro termo,

[D(VyW) + D*(VyW)] + V (w)II (3.26)

DN | =

T(m(§)) =

Usaremos a técnica de Bochner. Seja x € Qe {Ei}f:1 um referencial normal em =z.

Usando as formulas (4.4), (4.6) e o Teorema 4.20, temos

D(VyWh)(Ei, Ej) = E; (VvWh, E;))
= E;(DWy(E;,V)) = D*Wy (E;,V, E;) + DW1(E;,V,V)
= D*Wi(E;,E;,V)+ (Ryg,W1, E;) + DW1 (E;, Vg, V)
= VyDWi(E;, Ej) + R(V, E;, W1, E;) + DW (E;, Vg, V)

De donde,
D(V\/Wl) =VyvDW; + R(V, ., Wi, ) + DWl(., VV) (3.27)
Andlogamente,
D*(VyWh) =VyD*Wy + R(V,.,Wh,.) + DW1(.,,V.V) (3.28)
E,
V(wll'[) = V(wl)H + w1 Vy Il
assim

V(U)l)H = V(wll'[) — 'u}lVVH (329)

Substituindo (3.29), (3.28), (3.27) em (3.26), temos

T(m(¢))

% {Vv (DW1 + D*W1) + DW1(.,V.V) + DW1(V.V,.)}
+ R(V, ., W, ) + V(wlﬂ) — w1 VyIl
= VyY(&)+ G(V,DW1) + Lo(€) (3.30)

onde, Lo(¢) = R(V,.,W1,.) — w1 VyII. Prosseguindo com os termos seguintes,

(D(VyWa) + D*(Vy W) + V (w2)IT — /7 (i(VyW1) DI — V (wy)c)
(3.31)

| =

x(m(§)) =
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agora estimando os termos de (3.31),

Vv (i(W1)DIL) (E;, E;) = D (i(Wy)DIL) (E;, E;, V) = V (i(W1)DIL(E;, E;))
=V (DI(Wy, E;, E))
— D(DI)(Wh, Ei, E;, V) + DIN(Vy W1, E;, E;)
— i(W))VyDII(E;, E;) + i(VyW1)DII(E;, E;)

Por tanto,
i(VyW1)DII = Vy (i(W7)DII) — i(W7)Vy DII (3.32)
Substituindo (3.27), (3.28), (3.29) e (3.32) em (3.31), temos
1
x(m(©) = 5{Vv (DWz+ D"Wa) + DWs(,, V.V) + DW2(V.V..)}
+ R(V, ., Wa, ) + V('U)QH) —woVy Il — ﬁVv(Z(Wl)DH) — \ﬁi(Wl)VVDH

— VAV (wie) — Jywi Vye
= Vvx(§) + G(V, DW2) + Lo(§) (3.33)

Continuando com ¢(§),
] 1
e(m(§)) = s D(V(w1)) — i(VyW)Il + —=Vy W, (3.39)
Nai
Estimando os termos de (3.34),

DV (w). B} = E(V(wn)) = Ei({Dwy,V))
= (Vg,Dw,V) + (Dwy,VEg,V)
= (VvDuwi, E;) + Dwi (Vg,V)

Por tanto,
D(V(wl)) = VyDwy + Dwy (V_V) (3.35)

Continuando,

(Vv ((W)IL E;)) = D@E(W)I)(E;, V) = VE(W)IL(E;)) = V (II(Wh, E;))
— DI(W, E;, V) + I(Vy Wi, E;)
— VY TI(W, Ey) + (VW)L )
— ((W)VYIL B + ((Vy W)L E))

Por tanto,
i(VyW)IL = Vy (i(W)II) — (W) VyIL (3.36)



Capitulo 3. Ecuagbes de Evolugdo da Casca de Naghdi 63

Substituindo (3.35), (3.36) em (3.34), temos,

p(m(§)) = % (Vv Dw; + Dwy (V.V)) = Vy (i(Wi)II) +i(W1)Vy Il + \%WWQ

= V(&) +¢(§) (V.V) + Lo(§) (3.37)

Agora escrevendo a equagdo (3.2), com 1 = m(&), temos

B(,m(£)) = 2(T(£), T(m(§))) +4(p(§), p(m(§))) + 28 <Tra<;(T(€)+\%)w2>

(Trac;mm(s)) i \%)V(wz)> T 2((E)s x(m(€))) + 2BTrag(x(€)) Trag(x(m(€)))

b (Duws, D(V(ws))) + isz(wg)
(3.38)

Usando (3.30), (3.33) e (3.37) estimemos cada termo de (3.38).

2{(p(), p(m(€))) =

De onde, usando (3.24), temos

2(0(€), p(m(€))) = V(I9(©)) + 20lp(€)[* + Lo(€) (3.39)

Prosseguindo com os termos de (3.38),

2 <Dw2, D(V(’LUQ))> = 2 <Dw2, Vv Dwsy + Dwo (VV)>
= 2(Dwa,VyDws) + 2 (Dwa, V py, V)
= V(|Dwsy|?) 4 2v|Dwy|? (3.40)

2(Y(£), T(m(£))) = (Y(&), Vv (§) + G(V,DW1) + Lo(§))
V(IT(E)?) +2(T(€), GV, DW1)) + Lo(€)  (3.41)
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Continuando com o resto de termos,

26 (Traf;r(s) n %w) <Tra<;T(m(£)) ¥ %wm)) — 26 TraT (¢)TragY (m(£))

28 25 28 waV (w
+ ﬁTragT(f)V(wZ) + ﬁngragT(m(f)) + 7\ﬁ 2V (w2)
2

= 20TracT(§) (TragVy Y (£) + TragG(V, DW1) + Lo(§)) + ﬁTfaQT(ﬁ)V(wz)

+ %ngragT(m(f)) + fV(w%)

val

= 2BTragY (§)TragVy Y (&) + 28Tra¢Y (€)TragG(V, DW7) + f/éTragT(é)V(wg)
+ Dumacr(m(©) + 2V

2
= pV <<Tra(;T(§) + iw2> ) + 2pTra¢Y (§)TracG(V, DW1) + Lo(§) (3.42)

2(x(&), Vvx(&) + G(V, DW2) + Lo(§))
= 2(x(&), Vvx(§)) +2(x(§), G(V, DW2)) + Lo(§)
V (Ix(&)) +2(x(&), G(V, DW2)) + Lo(¢) (3.43)

(x

26 Trag(x(€))BTrag(x(m(€) = 26Trag(x(€)) (TragVy x(€) + TragG(V, DWa) + Lo(£))
BV ((Tragx(£))?) + 2BTragx (¢)TragG(V, DWa) + Lo(¢)
(3.44)
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Substituindo (3.44), (3.43), (3.42), (3.41), (3.40) e (3.39) em (3.38), tem-se

B(¢,m(€) = V(ITE])+2(TE), G(V.DW)) +2V (|o(&)I?) + 4v|p(&)?
2
+ BV ((Trac;T(ﬁ) + \;w) ) + 2fTracY ({)TracG(V, DW)
+ 2BTra¢T(§)TracG(V, DWL) + V (X()[?) + 2 (x(€), G(V, DWa)) + BV ((Tragx(¢))?)
+ 2pTracx(&)TragG(V, DWs) + %V (|Dws|?) + v|Dws|?
4 }yV(w%) + Lo(¢)

2
v (M(s)!? T+ alp() +28 (Trac;T(f) - %w) +2[x(©) + 28 <Tra<;x<s>>2>
1

5 (1DwaP + 22 )+ 2000, GOV, DW) + 40l + 26TragT (€ Trag (v, D)

2 (x(£), G(V, DWy)) + 2BTracy () TragG(V, DWs) + v| Dws|* + Lo(&)

= %V (B(&,€))+2b(Y(£),G(V,DWy)) 4+ 2b(x (&), G(V, DW3))

+ dvle(€)[* + v[Dwa|* + Lo(€)

+ o+

Logo,
2B(¢,m(£)) = /Q[V(B(E,m'))+4b(T(£),G(V,DW1))+b(x(£)vG(V,DW2))]dw

+ /Q [80](€)[ + 20/ Dwsl® + Lo(&)] (3.45)

Agora, pondo V = 23:1 V;E;, onde {Ey, E2} é um referencial normal que varia com zx.
Temos, usando (4.48)

2
/Q VBEE = 3 /Q ViE(B(E,€))dz

2 2

- ;/QE (mB(g,g))dx—;/QEZ»(%)B(é,ﬁ)dx

= /div(B(g,g)V) d:r—/ div(V)B(&, §)dx
Q Q

— [ BeO W2 [ oB(e s (3.46)
Q Q

Na ultima linha de (3.46) usarmos (3.24). De fato,

2 2
div(V) = TragDV = > DV(E;, E;) = »_v|Eil> =2v
=1 =1



Capitulo 3. Ecuagbes de Evolugdo da Casca de Naghdi 66

Substituindo (3.46) em (3.45), temos

2B(E,m(€)) = /F B(¢,€)dz — 2 /Q vB(€,€)dr +2 /Q (€, €)da + Lo(€)

com e(&,€) = 2b (Y (€), G(V, DW1)) +b (x(€), G(V, DW2)) +4v]o(€)* +v|Dws|* e 0 lema

fica mostrado. O

Seja £ o campo de deslocamentos da casca. A energia total dela é definido por

E(t) = ||£t||L2 +B(&:¢€) (3.47)
Onde B € definido por (3.2). Temos o seguinte
Teorema 3.5. Seja & = (Wy, Wa, w1, ws) € HY(Q) solugcdo do problema

&u+ AL+ a(x)§ =0, em (0,T)xQ (3.48)

Entdo

/E [20(A&,m(€)) + (I&* — B(,€) (V.v)] d= = 2 (&, m(€)) [§ + Q/QU [|&1* — B(€,€)] dQ

T
w2 [ e a0~ [ (ot 2me) + 149
(3.49)
Onde ¥ = (0,T)xI'ee(&, &) =e(£,€) = 2b(S(Wh), G(V, DW1))+2b(S(W2), G(V, DW3))+
4v|p(&)]? + v|Dwsa|* . L(€) denota os termos de ordem menor respeito da energia. Além

disso, se p € uma fungdo em S, entdo
T
Loverae= [ p[peo-irlae- [ arrue @50

Demonstragdo. Multiplicando a equacdo (3.48) por 2m(&) e integrando em €2 temos:

(&t 2m(§))|_2(9) + (4¢,2m(8)) = —(a&,2m(¢))
(G0 2m(E))xey + BlE2m(©) = [ 0(€.2m(E) = —(agu2m(@) (35D

Estimando o primeiro termo do lado esquerdo de (3.51), ja que o segundo termo foi

estimado no lema (3.4).

(€t 2m(&))12() = 2 | (&, ()2 |, — 2 (&, m(&)) 2 (3.52)
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E,

2 (&, 2m(8)) 2y = 2((Wae, War, wie, war) , (Vv Wiz, Ve Wa, V(wie), V(wat))) 2(q)

=V (||Wlt||%2(Q,A) + Wl [F2 g ) + llwiel 22y + Hw2t||%2(9)>

2
= Vil = [ Vilafas =3 JRIRE

2 2

= Z/ E; (Vil&:?) dﬂf—Z/ Ei(V)|& | dx

i=1 79 =178
= /|§t|2<v, v) dr—z/ v|&|*dx (3.53)
r Q
Substituindo (3.53) em (3.52), temos
(et 2m(8)) 2(q) = 2 [(&’m(ﬁ))w(m]t + 2/Qv|ft|2d$ - /F|§t2 (Viv)dl'  (3.54)

Substituindo (3.54) e usando o lema (3.4) em (3.51), temos:

2[(6n @), + 2 [ olaPdo= [IaP Vo + [ B i ar

_ 2/91;3(5,5)dx+2/ﬁe(§,§)d:13—/F8(£,2m(§))dF+Lo(£) _
- (a&,2m(¢)) (3.55)

integrando (3.55) de 0 a 7', temos
2 (& m@ow] § + 2 [ velar [P vvas s | Bee v as
— Q/QUB(f,ﬁ)dx—l—Q/Qe(f,g)dx—/28(5,2m(§))d2+l)0(§):

T
/ (as, 2m(€))
0

De onde,
= Q
T
o2 /Q (6.94Q ~ [ (age,2m(&)) + Lo(g

E o Teorema fica mostrado. O
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3.4 Campos e regido de Fuga para o modelo de Naghdi

Agora introduzimos as hipoteses necessarias para obter estabilizacdo do modelo de cas-
cas de Naghdi.

Definicao 3.6. Um campo vetorial V' sobre {2 chama-se de fuga para a Casca de Naghdi,

se:
1) Existe uma funcéo v sobre (2 tal que

DV(X,X)=wv(z)|X|*> Paratodo X €T,Q, z €.

2) Seja

DV, E
l(x):< ‘;’ ) Para z € (),

onde E denota o elemento de Volume da superficie media 2. Entdo as fungoes

v(x) e l(z) satisfazem

2mi = 1+2 .
min o(z) = Mol +28) max [1(x)

O seguinte Teorema diz que que a existéncia de um campo vetorial de fuga garante que

2 ndo contem geodésicas fechadas no interior.

Teorema 3.7. Seja V um campo vetorial sobre ) satisfazendo as condicdes da definicdo

(3.6).Entdo € ndo contem geodésicas fechadas.

Demonstragdo. Suponha que (t) € Q, com t € [0,b], é uma geodésica fechada em €.

Entéo,

’

Y(0)=~(b) e 7 (0)=~(b). (3.56)

E seja V um campo vetorial sobre (2, satisfazendo as condi¢des da definicdo (3.6).

Considere-se a seguinte funcao

F6) = (V)7 ®), para te o],

Pelas condig¢des (3.56), tem-se
f(0) = f(b). (3.57)
Ja que V' é de fuga e que v é geodésica (sz (tﬂ/ = 0), temos

!/

F®)=DV(H ),y () >0 para tecl0,b]

O qual implica que f(b) > f(a), o que contradiz (3.57). O
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Pelo lema (4.39), soube-se que se 2 é uma superficie de curvatura constante, entdo a
existéncia de um campo vetorial satisfazendo o item(1) da definicdo (3.6) é garantido
localmente, no interior do cut-locus exp,, (X(zo)) . Ele poderia nédo ser definido sobre
todo €. Por exemplo se €2 é um cilindro a curvatura dele é zero. Mais, ndo existe
um campo vetorial definido em tudo 2, pois ele contem geodésica fechadas que sédo
os grandes circulos. O mesmo acontece com a esfera. Algums exemplos serdo dados
na seguinte secdo. Explorando um poco mais o lema (4.39), observe-se que se {2 tem

curvatura, k, constante e negativa, entao
DV (X,X)=wv(z)g (3.58)

onde g é métrica Riemanniana. Além disso v(x) = /—kcosh(v/—kp(z)) e p(z) é a fungdo
distancia. Logo, por (3.58), a primeira condi¢do da definigdo (3.6) € satisfeita por V.
Também por (3.58) DV é simétrica, logo [(x) = 0 e a segunda condi¢do na defini¢do
(3.6) sereduz a

1;161%217)(37) > 0. (3.59)

Que, neste caso, ¢ satisfeito ja que k£ < 0.

Por outro lado, se k¥ > 0, usando de novo o Teorema 4.39, temos
DV(X,X) =v(x)g (3.60)

onde ¢ é métrica Riemanniana. Além disso v(z) = Vkcos(Vkp(z)) e p(x) é a funcio
distancia. Logo a primeira condicdo de campo vetorial de fuga é satisfeita e a segunda
se reduz

min v(z) > 0. (3.61)
€N

Mas, neste caso, isso vai acontecer se x € By, (ﬁ) Logo, a existéncia de um campo
vetorial de fuga para a casca de Naghdi ¢ garantida localmente, numa bola geodésica.

Juntando estos fatos temos o seguinte

Lema 3.8. Seja M uma superficie em R3, simplesmente conexa e com curvatura constante
k. Entdo

1. Se k < 0, entdo para qualquer superficie media 2 C M existe um campo vetorial de

fuga para a casaca de Naghdi.

2. Se k > 0, entdo existe uma bola geodésica B,,(6) C M, centrada em algiim ponto
g € M eraio § < g, tal que para 2 C By, (6), existe um campo vetorial de fuga

para a casca de Naghdi.
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A existéncia de um campo vetorial de fuga definido numa regido de {2 permite considerar
a mesma livre de efeitos de dissipacdo/controle. A continuacdo definiremos o conceito

de regido de fuga para o modelo de cascas de Naghdi.

Definicdo 3.9. Uma regido G C (2 é chamada uma regido de fuga para o modelo de

cascas de Naghdi, se

1) Existe um numero finito de sub-regides {Qi}le, com bordo T';, J um natural posi-
tivo, tal que
2,NQ;=¢ paratodo 1<i<j<J

2) Para cada (2; existe um campo vetorial V; e uma funcdo v; tal que,

DVi(X,X) = wx)|X|* sobre €

. [li(=)]
2 ; Ao(1+2 ,
A

Onde /;(x) = w paratodo 1 <i < J;
3)
GOOUNN UL Ty U (2\ UL, )]

onde € > 0, pequeno, e:

N(S) = Uges{y € Q/dy(y,x) <€} para S CM
FiO = {x c Fi, <V;(.%'),V($)> > 0},

v; € a normal a 2; apontando para fora.

Em geral ndo existe um campo vetorial de fuga definido sobre toda a superficie media
Q. Porém, pelo Teorema 4.39, tais campos podem ser definidos sobre pequenas bolas
geodésicas. Logo, considerando Q2 = U,enB(xy,,0) com z, € Q e § > 0 suficientemente
pequeno, um campo vetorial de fuga pode se definido em B(z,,d). Entdo u(Q) =
limg 00 Zi:l w(B(zy,0)), onde u é a medida de Lebesgue dois dimensional sobre a
superficie 2. Assim, dado ¢ > 0, existe um N € N suficientemente grande tal que
n=N+1
> w(B(zn,0)) <e.
0

Logo, considerando §2; = B(z;,0) com 1 < i < N, temos provado o seguinte

Teorema 3.10. Para e > 0 dado, pode-se escolher uma regido de fuga G C Q tal que

w(G) < e
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onde ;(G) é a medida dois dimensional de Lebesgue de G

A seguir daremos algtims exemplos.

Exemplo 3.1. No caso de existir um campo vetorial de fuga, V, definido sobre todo (),
entdo na defini¢do (3.9) temos que J = 1. Pela condi¢do(3) a regido de fuga é suportado

na regido do bordo Ty, onde

Ioy={zx €0/ (V(x),v(x)) >0}.

Essa regido de fuga ja foi usado por muitos autores[11],[? ], [6], [21], [32],etc. O

campo de fuga considerado, no caso R", foi V =z — x

Exemplo 3.2. Seja
Q= {2 = (z1,72,73) € R®/a] + 23 + 25 =1},

a esfera unitdria em R3. Pelo lema (3.7) ndo existe um campo vetorial de fuga definido
sobre todo ), pois os grandes circulos sdo geodésicas fechadas em §). Considerando €2y
como sendo a capa superior da esfera, sem o ecuador, e {25 a capa inferior sem o ecuador;
temos que Q1 N Qs = ¢ e pelo Teorema 4.39 existem campos vectoriais de fuga V; e V,
definidos em €1 e o, respectivamente. Pois eles sdo o interior do cut-locus no polo norte e

sur.

Entdo uma regido de fuga para ) é suportado numa faixa, arbitrariamente pequena, do
ecuador. Ver figura (3.1)
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FIGURA 3.1: Regido de fuga para o caso da Esfera.
Exemplo 3.3. Considere agora
Q=C= {1: = (z1,29,23) €R3 /22 + 23 =1, —1<u3< 1},

o cilindro limitado em R3. Pelo lema (3.7) ndo é possivel definir um campo vetorial de
fuga sobre todo (). Para construir uma regido de fuga, seja o = (o1, Zo2, Zo3) € C, com
zo3 = 0 e seja Ly a reta geratriz contendo xzo. Seja x1 € C a antipoda de xq. Jd que o
interior do cut-locus de x1 é C'\ \ Ly, existe um campo vetorial de fuga definido-sobre C'\ Ly.
Assim, uma regido de fuga para () é suportado numa vizinhanga do bordo de () e de Ly.
Ver figura (3.2)
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7 ///Z%

SO

FIGURA 3.2: Regido de fuga para o caso do cilindro.

3.5 Estabilizacao da Casca de Naghdi com dissipacao interna

Para continuar com a resolucdo do problema do decaimento exponencial da energia,

precisamos dos seguintes lemas.

Lema 3.11. Seja V € () satisfazendo a primeira condi¢cdo da defini¢do (3.24). Entdo o

campo tensorial DV pode-se decompor como

DV =v(z)g+(x)E para x €

Demonstragdo. Decompondo DV na sua parte simétrica e antissimétrica, por

1 1
DV = 3 (DV + D*V) + 3 (DV — D*V) (3.62)
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J4 que 1 (DV — D*V) é uma 2-forma antissimétrica e 2 é 2-dimensional, existe uma

funcéo ¢ tal que
1

5 (DV — D*V) =q(z)E para zf. (3.63)

Pois a dimensdo das 2-formas definidas sobre espacos 2-dimensionais é 1. Substituindo

(3.63) na expressdo de [(x), temos

i(e) = 5(DV,E) = (2(x)E + D'V, E)
= (@B, E) + (D'V.E) = 2q(a) + 5 (D'V, )
= 2() - 3 (DV.B)
= 2q(x) — (),
de onde,
l(x) = q(x). (3.64)
Substituindo (3.64) em (3.63) e usando que DV = vg temos o resultado. O

Lema 3.12. Seja V um campo vetorial de fuga para o modelo de cascas de Naghdi e seja
G(V,DW) € T?(2) dado por (3.23), para W € H*(, A). Entdo,

o / b(S(W), S(W)) d < / b(S(W), G(V, DW)da + Lo()).
Q Q

Onde oy = mingeq v(x) — (1+ 26) maxyeo 5.

Demonstragdo. Lembrando que, para 11, T» € T?(2), temos:
b(Th,Ty) = (Th, Ts) + STracT) TragTs.
Logo,
b(S(W),G(V,DW)) = (S(W),G(V, DW)) + Tra¢(S(W))Trac(G(V, DW))  (3.65)

Agora estimemos cada termo de (3.65). Para isso, dado x € (), seja {e;, e2} uma base

ortonormal de T, tal que
DW (e1,e2) + D*W(ej,e2) =0 em x (3.66)
isto é possivel pois o tensor de ordem 2, DW + D*W, é simétrico. Com isso,

S(W)(el,eg) =0. (3.67)
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Pondo W;; = DW (e;, e;), temos

Trac(S(W)) = S(W)(e1,e2) + S(W)(e1,e2)
= DW(el,eg) +DW(62,61)
= Wil + W52 (3.68)

Tra(;G(V,DW) = G(V,DW)(el,(ig)—|—G(V,DW)(€2,€2)
— DW(e1,Ve,V) + DW (e, Ve, V) (3.69)

Mais, usando o lema (3.11), temos

Va,V.= (Ve Vier)er + (Ve V,ea) eo
= DV(€1,62)€1 +DV(62,61)€2
= v(x)er — l(x)er (3.70)

Ve,V = (Ve Vier)er +(Ve,V,ea) e2
= DV(61,62)61 + DV(€2,€2)62
= l(z)e; +v(z)ey (3.71)

Substituindo (3.71), (3.70) em (3.69), temos

TracG(V,DW) = DW(ey,v(xz)e; — l(x)ez) + DW(eg, l(x)e; + v(x)es)
= wv(z)DW(ey,e1) — l(x)DW (e1,e2) + l(x) DW (e, e1) + v(x) DW (e2, e2)

que, por (3.66), temos

Trag;G(V, DW) = U(x)(Wn + W22) + 2l($)W21
= wv(x)Trag(DW) + 2l(z)Way (3.72)

Substituindo (3.67), (3.68) e (3.72) em (3.65), obtemos:

b(S(W),G(V,DW)) = pTracDW (v(z)TracDW + 2l(z)Ws1)
= Bu(x) (TragDW)* + 281(x) (W11 + Waz) Way
= v(x)b(SW),S(W)) + 2B1(x) (W11 + Waz) Woy
> min o(@)b(5(0), S)) — (1-+28) mas " pwe 4 Loe)
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Integrando estd ultima equacdo em (2, temos:

: B e L@ 24y
/Qb(S(W),G(V,DW))d:czmm/ﬂb(S(W),S(W))dx (1426) manc = /Q]DW\ d

e
(3.73)
Finalmente, usando (3.22) em (3.73), temos:
/ b(S(W), G(V, DW))dz > min / b(S(W), S(W))da
Q z€Q Jo
~ o1 +26)m axc 11L& |/b W))dz + Lo(€)
=¢n/bwmnﬁmex+u&>
Q
]

Nesta seccdo enunciamos e provarmos o resultados principal da Tese, a estabilizacdo da

equacdo de evolugdo do modelo de Naghdi. Precisaremos do seguinte resultado.

Teorema 3.13. Seja V um campo vetorial de fuga para a casca de Naghdi. Seja £ solucdo

do problema

€ + AE + a(x)€ = 0. (3.74)

Entdo para T > 0,

/SBdE+/\oao[ // (€,&) >201/ E®)dt+L(¢)  (3.75)

onde

SB =0 (A&,2m(€) + p&) + [| & |* =B(&, 9] (Viw)
m(&) = (Vy Wi, Vy Wy, V(wy), V(ws)), p=2v—o0;

(3.76)

Demonstragdo. Seja p = p na identidade (3.50) e somando com a identidade (3.50),

temos

/ SBAY = 2 (&, m(8)) 20 |6 +01/ [ & * +B(¢,€)] dQ+

b Q

3.77)

2 [ ele.01dQ+ (9
Q

E, pelas expressdo de B, temos que
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B(£, &) = 20(S(W1), S(Wh)) + 26b(S(W2), S(Wa))+

) (3.78)
41o(&) |7+ [ Dwa [ +L(E)
Usando o lema (3.12), temos
| 0@z o [ Ble.gaa+ 1@ (3.79)
Q Q
usando a identidade (3.78), a coercividade de b, temos
2
2(&,m(&)) 2(q) < 90 [H & 1720y + (H DWi |[72(q,r2) + || Dw H%mm))] (3.80)
i=1 .

< 2X000E(t) + L(§)

finalmente, substituindo (3.80) e (3.79), em (3.77), temos a desigualdade (3.75). [

Agora enunciamos e provamos o nosso resultado principal, a estabilizacdo do modelo

de evolucao de Naghdi

Teorema 3.14. Seja a equagdo de evolugdo para o modelo de cascas de Naghdi, com dissi-
pagdo interna
u+ AL +a(x)e =0 em Qx(0,7)
E=0 em 00 x(0,T)

(3.81)

onde a fungdo a = a(x) é suportada numa regido de fuga w C €. Seja ag > 0 tal que
a(x) >ay >0 paratodo z € w (3.82)
Entdo, existem constantes cy, co tais que
E(t) < ¢1 E(0) exp(—e2!) (3.83)

onde E(t) é a energia total do sistema (3.81)

Demonstragdo. Multiplicando a equacao (3.81) por &, integrando em {2 e considerando

as condicoes de contorno, temos que

d

GE0 == [ @) & P do (3.84

de onde, integrando em (0,7), tem-se



Capitulo 3. Ecuagbes de Evolugdo da Casca de Naghdi 78

E(T) = E(0) — /Qa(w) | & | da. (3.85)

Por (3.85) é suficiente provar que existe um 7' > 0 e C' > 0, independente das solugdes

do problema (3.81), tal que

E(T)SC/Qa!&\QdQ

pois nesse caso, substituindo em (3.85), temos que

BE(T) < ——E(0) (3.86)

Afirmamos que (3.83) segue-se de (3.86). De fato, note que (3.86) é equivalente

E(T) < vE(0) (3.87)

onde v = CLH < 1. Ja que, o sistema € invariante por translagdes no tempo, temos que

(3.87) é valido em [(m — 1)T, mT], assim

E(mT) < vE((m —1)T)
<y’E((m - 2)T)
(3.88)
<~"E(0)
< emT B (0)
onde w = 7 In(5) > 0. Para t > 0 arbitrario, existe m = 1,2,..., tal que (m —1)T < t <

mT. Finalmente usando que a energia do sistema é decrescente tem-se

E(t)

IN

E((m —1)T)
e—w(m—l)TE(O)
le—me

S E(0)

1 —wt

;e E(0)

IN

IN

IN

O que prova a nossa afirmacdo. Assim, vamos a provar (3.86)

Pela definicdo de campos e regides de fuga discutidos na seccdo 3.4, podemos supor que

existem subconjuntos de €2, {Qi}f\il, satisfazendo (3.24). Logo as identidades (3.76) e



Capitulo 3. Ecuagoes de Evolugdo da Casca de Naghdi 79

(3.50) podem ser usadas sobre cada 2;, ja que campos vetoriais de fuga sdo definidos

sobre cada um deles.

A ideia é, estimar a energia total do sistema, primeiro no interior de 2 usando que
sobre os §2; temos campos vetoriais de fuga definidos neles e no complementar usando

a propriedade da funcéo dissipagéao, a.

Agora, ja que (3.75) é valida somente nos (2;, vamos nos restringir, primeiro, a nossas

estimativas neles.
Seja entdo 0 < €5 < €1 < €p < € e sejam

Vi =N, {ulThu (Q\uL, )}, =012
Note que Va C V; C Vi C V. Sejam

¢i_ 17 QZ\‘/Za Z.:1,2,...,]\[
0, |

Considere agora V' = ¢'H', p' = ¢iq e £ = ¢'¢ onde H' é um campo vetorial de fuga
em (; e ¢ uma fungdo definida em (2, respectivamente. Assim, em cada §2; é valido
(3.75) e temos

T T
201 /0 E'(t) < /E SBdYi + oo [E"(0) + EX(T)] — /0 /Q ‘a<§i,§§'>dxdt (3.89)

onde,
SB; =0 (A€, 2m(&) + p&') + [ & |7 =B(&, )] (V*,v) (3.90)

Pela defini¢do de V5, temos que I') C V; e jd que ¢° = 0 em V4, temos que para x € '},

os termos na fronteira anulam-se. Assim

SB; =0 para z € I‘é. (3.91)

Se x € Q; NT, usando as condicGes de fronteira, £ = 0, substituindo em (3.90) temos

SB; =20 (A&, m(€")) — B(¢', &) (V',v)
= B(¢',€) (Vi,v) (3.92)
<0

onde usamos a coercividade de B. Conclui-se que
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/SBl-go para todo i (3.93)
DIP

Usando a estimativa (3.91) e (3.93) em (3.89) temos

T - .
2
201/0 /Q | & | +201/0 /Q B(£,§) < —/0 (a&r, 2m(€)) + Moo [E(T) + E(0)] + L(€)

de onde,

/OT/QZ_MB(S,S) SCl/TO/QmVlB(fag)‘FCB/OT/Qi €[ +5/0T/QiB(§,§)dQ+

Aooo [E(T) + E(0)] + L(¢)
(3.94)
onde 3 > 0 é pequeno suficiente tal que 3 fOT le B(&,€8)dxdt < fOT fszmvl B(&, &) dxdt.

Ja que Q C (UQ;) UV, entdo

/OT/QMB(&O Sﬁ;/OT/Qi\VlB(&é)

T T
< / / B(£,6)dQ +Cs / a || & 17 dt + Moo [E(T) + E(0)] + L(€)
0 QNV; 0 (3 95)

Agora estimemos no complementar da unifio dos ;. Para isso, seja ¢ € C*°(R?) dado

por

0, zeR*\ 1}
Y(x) = (3.96)
1, zel]

Considerando p = ¥ em (3.50) temos

T
/ B(€,€)dQ; = / & |2 dQ; + / (ae, ) dt + L(E)
Qi Qi 0

de onde,

[ [ seows [ [ seowos [ [ siaraes [ [ egrse
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E jé que ¢ < ¢, entdo w D Q2N V. Usando a hipdtese da funciio a em w, temos

/OT/WB@,@dQs /OT/WO L& |12 dQ*/oT/mvo (&, €) + L(€)

1 T ) T ,
Sao/o /m%“f' dt+L<f>+6/0 I & |1 dt + L(€)

onde [ serd escolhido depois. Assim, de (3.95), (3.97), temos

T T
[Beo=[ [ Beowar [ [ beed
Q 0 Q\Vl 0 QNV;
T T
2 3.97
<0 /0 /Q Bl +C /0 ol & |2 dt + L(€) (3.97)

T
< s /Q al& 2 dt+ 3 /0 1 & 12 dt + Moo [E(T) + E(0)] + L(€)

Considerando agora p = % em (3.50), temos

T

T
;/Q [ & P —B(&€)] dQ = ;/0 (a&, &) dt + L(€) < 08/0 al & |12 dt+ L)
(3.98)

Juntando (3.97) e (3.98), temos

T B 1 2
|| Ewi= [ Beoas [ 6 R -peo) e
T
<c/ar@ |2d@+ﬂ/ & ||2dt+)\000[E(T)+E(O)]+C'8/a!§t|dQ+L(§)
Q 0 Q

T
< Cy / al&|dQ+ B / B(t)dt + Cy [E(T) + E(0)] + L(E)
N ’ (3.99)

Pegando 8 = 3, considerando que a energia é decrescente isto é, E(t) > E(T) para

t€[0,T) eque E(T) = E(0) - [ya|&[* dQ, temos
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1

T
3| Pwa<c /Q @l & | dQ+ Cy [E(T) + E(0)] + L(€)

T
SE(T) < G /Q @] & | dQ + Moo [E<T>+E<T>+ /Q aimdQ} L)

(g — 2>\000> < 010/Qa | & [ dQ + L(&)

(3.100)

Para T > 4\goqg de (3.100) e o argumento de unicidade-compacidade[42], temos
B0 <C [ ale|dQ
Q

Isso prova o Teorema. O

3.6 Controlabilidade via Estabilidade

O Principio de Russell[39] fornece um método para provar a controlabilidade exata

usando o resultado de estabilizacdo uniforme.

Nesta seccdo vamos a estudar a controlabilidade exata para o sistema de evolucédo de
Naghdi. Para isso, aplicamos o Principio de Russell usando o resultado de decaimento

da energia provado no Teorema 3.14

O problema de controlabilidade exata, com controles no interior, consiste em achar uma
funcdo vetorial F' = F'(z,t), chamada de controle, tal que para algum 7" > 0 o seguinte

problema tenha solucao:

ntt+A77:F($vt) em )X (O>T)

n=0 em 0Qx(0,7)
(3.101)
n(0) =no,  m(0) =m

n(T) =10, m(T) =1

para quaisquer dados iniciais (19, 1) e finais (79, 771) nos espacos funcionais adequados

e F' atuando numa sub regido de .

Usando os fatos do Capitulo anterior provamos que a fun¢do F' precisa atuar somente
numa sub regido de (2 arbitrariamente pequena, precisamente na regido de fuga para a

casca de Naghdi.

Consideramos 7" > 0 tal que
cre 2l <1 (3.102)



Capitulo 3. Ecuagbes de Evolugdo da Casca de Naghdi 83

onde ¢; > 0 e ¢y > 0 sdo as constantes que aparecem no Teorema 3.14.
Nesta seccdo provamos o seguinte resultado:

Teorema 3.15. Seja Q) a superficie media da casca de Naghdi e w C 2 a regido de fuga
dada na demonstragdo do Teorema 3.14. Entdo, se T > 0 satisfaz (3.102) o sistema

(3.101) € exatamente controldvel no tempo T com controles localizados em w

Demonstragcdo. Aqui usaremos as notagoes da seccao (3.2) do capitulo (3).

Ja que o sistema € linear e reversivel no tempo basta considerar a controlabilidade a

zero, é dizer, (70,71) = (0,0)
Pela seccdo (3.2) do capitulo (3), temos que, para (ng,71) € V x H, existe uma Unica
solugdo n € C ([0,00); V) x C! ([0,0); H) do problema.

ne + An+a(x)p, =0 em Qx (0,7)

n=0 em 99 x (0,T) (3.103)

n(0) =no, n:(0) =m

Alem disso, para os dados iniciais (—n(7"),n;(7")) existe uma unica solucao do problema
O + A0 + a(:v)@t =0 em Nx (O,T)

0=0 em 09 x(0,T) (3.104)
0(0) = —n(T), 0.(T) = m(T)
onde a atua na regido de fuga dada no Teorema 3.14.
Definamos {(x,t) = n(x,t) + 6(x,T —t). O campo ¢ satisfaz
(& + A¢ = a(2)(y +6;) em Qx(0,T)
£€=0 em 00 x(0,7)

£(0) =no +0(T), &(0)=m —0(T)
(E(T) =0, &(T)=0

(3.105)

De (3.105) temos que os dados iniciais que sao levados ao equilibrio tem a forma

(€0,&1) = (no +0(T),m — 0,(T)) (3.106)
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Assim é suficiente provar que para cada dado inicial (&,&1) € V x H, existe (19, 71)

satisfazendo (3.106). Equivalentemente, mostrar que a aplicacio

LVxH-—VxH

(no,m) — (no +0(T),m — 0:(T))

(3.107)

é sobrejetora. Como L = [ — K onde K é a aplicacao dada por

K(T/Ov 771) - (_G(T)a et(T))
¢ suficiente mostrar que || K ||y xg< 1. Aplicando duas vezes o Teorema 3.14 temos

” K(Uoﬂh) ”V><H :|| (—G(T),Ht(T)) ||V><H
< cre T || (=n(T),n(T)) lvwn (3.108)

< ese” T | (0(0),m) lvxm -

—cyT

Escolhendo 7" > 0 tal que cze < 1temosque | K |[yxg< 1. Dessaforma L = — K

€ uma aplicacdo sobrejetora e portanto o Teorema 3.15 estd demonstrado. O



Consideracoes Finais

1. Na primeira parte do trabalho foram usadas as técnicas dos multiplicadores, onde
eles foram convenientemente modificados. O preco pagado foi supor algumas
restricOes geométricas ao dominio, porém, existem outras técnicas para resolver
o problema de controlabilidade. Um trabalho futuro nessa dire¢do seria estudar
a implementacao de outro método para obter controlabilidade sem depender das

condicOes geométricas impostas.

2. Estudar a controlabilidade do modelo néo linear para o modelo de propagacéo de

ondas de som em fluidos compressiveis.

3. Observe que na resolucdo do problema de decaimento uniforme da energia no
modelo de Naghdi, usamos condi¢oes de contorno nulas e tipo Dirichlet. Nessa
direcdo um trabalho futuro seria estudar o decaimento uniforme da energia com
dissipacdo localizada, mais com condi¢des de contorno diferentes, tipo Neuman,

Robin ou Mixtas.

4. A conexdo entre os modelos em dimensao infinita e os modelos em dimenséao finita
¢ a4 andlise numérica. Implementagdes numéricas sdo necessarias para comparar

nossos resultados tedricos e se for possivel pretendemos fazer isso.

5. Estudar o decaimento e/ou controlabilidade de outros modelos no lineares, como

descritas no livro de Coron[10], de cascas usando estas novas ferramentas.

85



Capitulo 4

Apéndice

4.1 Preliminares Basicos

4.1.1 Variedades Riemannianas

Definicdo 4.1. Uma variedade diferencidvel de dimensdo n é um espago topolégico
Hausdorff com base enumeravel e uma familia de aplicagdes biunivocas =, : Uy, — M

de abertos U, de R" em M satisfazendo as seguintes condi¢des:

1. U, %a(Us) = M

2. Paratodo par a, 3, com x4 (U,)Nz5(Ug) = W # ¢, os conjuntos z, L (W) e :c,gl(W)

sdo abertos de R" e as aplicacOes x/glo xo, s@0 diferenciaveis.

3. Afamilia {(U,, z,)} € maximal relativamente as condigbes (1) e (2).

O par (Uq, zq) com p € x,(U,) é chamado uma parametrizagdo, ou sistema de coorde-
nadas, de M em p; z,(U,) é entdo chamada de uma vizinhanca coordenada em p. Uma
familia {(U,, z,)} satisfazendo (1) e (2) é chamada uma estrutura diferencidvel em M.

Se as aplicagoes xglo ., sdo de classe C*, entdo M dita de classe C*.

Observagdo 4.2. A hipoteses da variedade ter base enumeravel permite que a variedade
posa ser coberta por uma familia enumerdvel de abertos e definir nela uma particéo di-
ferencidvel da unidade. A hipétese dela ser Hausdorff é usada para garantir a unicidade

do limite.

Definicdo 4.3. Seja M uma variedade diferencidvel de classe C*° de dimenséo n. Dize-

mos que g é uma métrica Riemanniana sobre M, se para cada « € M, g(x) é um produto

86
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interno no espaco tangente a M em z e esta correspondéncia é C'*, i.e, para qualquer

sistema de coordenadas locais (1, z2, ..., z,), se denotamos:

9
;s

entdo estas fungoes sdo de classe C*° sobre M. J,, = ¢ uma base do T, M, espaco

tangente a M em x, dado pela parametrizacao.

Observe que a definicdo (4.3)diz essencialmente que uma métrica Riemanniana numa
variedade M de classe C'*° é dada por um produto escalar em cada plano tangente 7, M

que depende C*° do ponto base z.

Ao longo deste capitulo (M, g) sempre denotara uma variedade Riemanniana de dimen-

sdo n e métrica g. A seguir daremos alguns exemplos de variedades Riemannianas.

Exemplo 4.1. O espaco euclidiano munido da métrica Euclidiana € uma variedade Rieman-
niana. Se A(x) é uma matriz simétrica e definida positiva para cada x € R", introduzimos

um outro produto interno sobre cada R, por
g(z)(X,Y) = (A@)X,Y) para X,Y €RL,

onde <, > e a métrica Euclidiana de R". Entdo (R", g) é uma variedade Riemanniana

Exemplo 4.2. O exemplo que serd considerado nesta Tese é basicamente o seguinte. Seja M
uma hipersuperficie de R"*!. Para cada x € M, T, M ¢é um plano n dimensional tangente

a M em x. Definimos um produto interno sobre cada T, M por
g(@)(X,Y) = (X,Y) para XY €T,M,

onde < .,. > é a métrica Euclidiana em R"*!. Estd métrica é chamada a métrica induzida
de Rn+1

Neste trabalho considera-se uma superficie de dimenséo 2 no R? como uma variedade

Riemanniana munida com a métrica induzida.

A grande dificuldade ao tentar obter desigualdades de observabilidade para cascas de
Naghdi é o aparecimento dos simbolos de Christoffel. A ideia entdo é conseguir esti-
mativas usando um sistema de coordenadas locais onde eles sdo nulos. Esse sistema de
coordenadas sempre pode ser considerado e um exemplo bem conhecido € o sistema de
coordenadas geodésico. Essa técnica é conhecida como a técnica de Bochner. Para isso
a primeira etapa € escrever as equacoes que descrevem os deslocamentos numa casca

de Naghdi sem fixar nenhum sistema de coordenadas. Essas técnicas tem sido usadas
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recentemente por Yao[42]. A seguir daremos as ferramentas que usaremos para essa
finalidade.

Um campo de vetores X numa variedade Riemanniana M € uma correspondéncia p €
M — X(p) € T,M. Considerando uma parametrizacdo = : U C R" — M, podemos
escrever X (p) = > i, ai(p)a%i' Denota-se por x(M) a colecdo de todos os campos de

vetores em M.

Um campo de tensores, T, de ordem k sobre M é uma aplicacdo que associa a cada

p € M um funcional k linear definido sobre o T, i.e, para cada p € M, tem-se que:
T(p): T,M x T,M... x T,M — R

¢ linear em cada uma de suas varidveis e 7'(p)(X1, Xo, ..., Xi) € C>*°(M)

Vamos a introduzir uma forma de derivar campos de vetores e campos tensoriais numa
variedade Riemanniana. Denota-se por C*>°(M) e x(M) o conjunto das fungdes C™ e o
conjunto de campos vetoriais sobre M, respectivamente. Para X € x(M) e f € C*(M),
X (f) denota a derivada direcional de f ao longo das direcoes dadas pelo campo X.
Logo, X(f) € C>*(M)

4.2 Conexoes Afins

A nocao de conexao afim numa variedade Riemanniana M é de fornecer uma maneira de
derivar vetores ao longo de curvas em M. No caso mais simples, se M é uma superficie

do R? e considerarmos uma curva ¢ : I = (—¢,¢) — M e V um campo de vetores

tangentes a M ao longo de ¢(t), é conhecido que d‘ggt), t € I em geral nédo pertence
T,yM. Para corrigir esse problema € usada a derivada covariante Dgt(t), t € I queé

a projecdo ortogonal de %gt) sobre o T, M. Pode-se também observar que a nogéo de

conexao é motivada pela nocdo de derivada direcional.
Definicdo 4.4. Seja M uma variedade Riemanniana C'*°. Uma conexdo é uma aplica¢éo
V 2 X(M)xx(M) = x(M)

que satisfaz as seguintes propriedades:
(X,Y) = VxY

) VixygvZ = fVxZ+gVyZ.
i) Vx(Y+2)=VxY +VxZ.

i) Vx(fY)=X(N)Y + fVxY,

onde X,Y,Z € x(M)e f,g € C®(M)
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Exemplo 4.3. Seja p € M e uma base {E;}"_, de T,M. Podemos escolher n® funcdes

Tk

i 1<4,7, k < n e considerar a conexdo:

n
VyY = Z It Ey,
k=1

onde X = E; = 72, Y:Ej:a%j.

Exemplo 4.4. Seja M uma variedade Riemanniana definida por 1 sistema de coordenadas.

Escolha n? funcées regulares Ffj em M. Entdo uma conexdo € dada por:

n n n
) o 9
VyY = X~ yk Xiyirk |

17-]:1

Observacdo 4.5. E fato conhecido que as funcdes Ffj sdo determinadas pela métrica g da

variedade M.

Numa variedade diferenciavel pode-se definir muitas conexdes. A conexao mais signifi-
cante dentro delas é a chamada conexdo de Levi-Civita a qual é unicamente determinada

pela métrica, é conhecido o seguinte Teorema, ver M.do Carmo[9].

Teorema 4.6. Seja M uma variedade Riemanniana com métrica g :=< .,. >. Entdo, existe

uma unica conexdo V satisfazendo:

X(V.Z) = (VxV.Z) 4 (Y,VxZ): @1
VxY = VyX+[X)Y], 4.2)

onde [X,Y] = XY — Y X é o colchete de Lie.

Um fato bem conhecido(veja[9], Proposicdo 2.2) é que se X é induzido por um campo de

vetores Y € x(M) ao longo de uma curva diferencidvel ¢ : I — M, i.e, V(t) = Y(c(2)),

entao % = Va Y. Isso mostra que a escolha de uma conexdo afim em M vai dar
dt

origem a uma derivada de campos de vetores ao longo de curvas.

Daqui em diante a conexdo que sera usada é a de Levi-Civita. Observe também que a
conexao € introduzida como uma forma abstrata para derivar campos definidos numa

variedade Riemanniana.

Para definir uma forma de diferenciar tensores em M, precisamos do conceito de trans-

porte paralelo.

Definicdo 4.7. Seja 7 : [a,b] — M uma curva mergulhada. Um campo vetorial X é

chamado paralelo ao longo de v se V L X = 0. Um vetor w € T,y M é chamado o
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transporte paralelo de um vetor v € T, se existe um campo vetorial paralelo, X, ao
longo de v, tal que X (y(a)) =v e X(y(b)) = w.

Dada uma curva v, mergulhada em M, a existéncia de um campo paralelo ao longo
dela é garantido pela teoria de EDO’s. Com efeito, queremos achar um campo X tal que

V., pX = 0. Por simplicidade considere-se que a curva estd contida numa vizinhanca

coordenada (z1, x2,. .., z,) da variedade. Entéo:

= > %1
i=1

- zn: X:()9
=1

Entdo, usando as propriedades da conexao (definicao 4.4), temos:

VA/ (t)X = Z VWI (t) (Xj (t)aa:j ('Y(t)))
J
= D X100, (7)) + Y X6V 0, (1(1)
j J

- Y

k

)+ ZFU (1) X

)| Pei (7(1))-

Temos usado o seguinte fato: Ja que V_, 10, (7(t)) € Ty1)n, pela definicdo de cone-

)
x40, entdo ele é combinacdo linear da base Oz, (7(1)), de T )» Logo, existem numeros

Tk (() tais que Vs 00, (7(8)) = 3 T (4(8)) %, (1(1)).

Logo, V_/(y X =0 é equivalente a resolver o sistema de EDO’s:
+Y_TH(M)X;(H) =0, 1<k<n,
nas incdgnitas X (t) = (X1(t), Xa(?), ..., Xn(t)). Logo, para qualquer v € T’,(,) M condi-
cdo inicial, existe uma unica solucdo X (t) tal que:
X(a) — ’U, e le(t)X - 0

Assim vale:



Apéndice. 91

Teorema 4.8. Seja 7y : [a,b] — M uma curva mergulhada. Para cada v € T, M, existe

uma tnica w € T, ) M tal que w € o transporte paralelo de v ao longo de v

Pelo Teorema 4.8, para cada curva mergulhada + : [a,b] — M, pode-se definir a aplica-
¢do PY : T )M — T, M tal que P7(v) é o transporte paralelo de v ao longo de .

Prova-se que P7 € um isomorfismo isométrico entre os espagos T,,) M e T, ;) M.

Definicdo 4.9. P” é chamado o isomorfismo paralelo, dado pela conexdo V.

Um outro conceito fundamental em geometria Riemanniana € o de geodésica, a qual é

aquela curva tal que seu campo de vetores tangentes é paralelo ao longo dela mesma.

Definicdo 4.10. Uma curva v é dita uma geodésica se Vy’(t)’Y/ =0, paratodo tel

As geodésicas existem, pelo menos localmente. Com efeito, fazendo o mesmo andlise
! 7 . .
como no caso de campo paralelo, chegamos a que Vypy =0¢€ equivalente ao seguinte

sistema:
v () + > TE(t)yi(t)y;(t) para 1<k<n.
]

O qual é um sistema de EDO’s néo linear de segunda ordem, assim somente podemos
garantir a existéncia e unicidade local, no tempo, de uma solucdo. Assim, temos o

seguinte

Teorema 4.11. Dado v € T, M, x € M, existe uma tinica geodésica, localmente definida

no tempo, tal que v(0) =z e~ (0) =v

Usando o conceito de conexao de Levi-Civita podemos definir a diferencial de campos

tensoriais.

4.2.1 Derivacao de campo de tensores sobre uma variedade

Iniciamos definindo os objetos com os que trabalharemos. Campos tensoriais sobre

variedades. Os interesados podem ver mais detalhes em [9], secdo 5, Pg 111.

Definicdo 4.12. Seja M uma variedade Riemanniana. Uma funcdo C*°(M ) é chamada
um campo tensorial de ordem 0 sobre M; um campo vetorial é chamado de um tensor de
ordem 1 sobre M. Seja k > 2 um inteiro. Se diz que T é um campo tensorial de ordem k&
se, para cada = € M, T é um funcional k-linear sobre T, M tal que T'(X1, Xo,...,Xk) €

C*°(M), onde X1, Xo,..., X} sdo campos vetoriais sobre M.
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Exemplo 4.5. Seja M uma variedade Riemannianae f € C*°(M). Entdo D f, a diferencial

covariante de f, € um tensor de ordem 1 sobre M, dado por:

onde X € T,M.

Similarmente D?f, a segunda derivada covariante de f, é um tensor de ordem 2 sobre M,
dado por:
D*f(p)(X,Y) = Y(X(f)) = Vy X(f),

onde X,Y € T,M

Denota-se por T%(M) o conjunto dos campos tensoriais de ordem k sobre M. Entfio
TO(M) = C>®(M) e T*(M) = x(M). Sejav € T,M e T € T*(M). Considere uma curva
~:[0,a] — M tal que v(0) = z e v (0) = v. Seja

P(t) : TuM — T, yM para tc[0,a

o isomorfismo paralelo, ao longo de 7, dado pela conexdo. Define-se V, 1" como segue.

Para vy, vo,...,v, € T, M,

d

VT (v1,v2,...,05) = 7

[T(v@0)(P(t)vr, P(t)va, .., P(t)vr)]li=0 (4.3)

Entdo V,T é novamente um funcional k— linear sobre 7, M. Prova-se que a defini¢cédo
de V,T, dada pela formula (4.3), independe da escolha da curva 7. V,T é chamada
a derivada covariante de 7' na dire¢do v. Define-se a continuacgdo a diferencial de um

campo tensorial.

Definicdo 4.13. Seja M uma variedade Riemanniana com conexdo de Levi-Civita V,
k # 0 um inteiro e ' € T%(M). A diferencial do campo tensorial T é um campo

tensorial de ordem & + 1, denotado por DT, e definido pela seguinte formula.
DT(Xy, Xo, ..., Xg, X) = VxT(X1, Xo, ..., Xy) 4.4

Sendo X1, Xo,..., X\ € x(M), onde para cada z € M, o lado direito de (4.4) é definido
pela formula (4.3)

Enunciemos a continuacao algumas das propriedades da diferencial de tensores. Dados
Ty € TH(M) e Ty € TY(M), denota-se por T} ® Ty € T*+(M) o produto tensorial de T}
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e T, dado por
Ty ®T2(X1,.. . ,Xk,Yl,. . ,Y}) = Tl(Xl,. . .,Xk)TQ(Yl,.. . ,YD

O seguinte resultado é conhecido, veja por exemplo[43]

Teorema 4.14. 1) Sejam T,T» campos vetoriais. Entdo

D(Ty @ To) = DTy @ To + T1 ® DT (4.5)

2) Sejam X1,...,Xp11 € x(M)eT € TF(M). Entdo

k+1
DT(X1,..., Xps1) = Xpp1 (T(X1, .. Xp) = > T(X1,. .., Vi, Xy, Xp)
=1

(4.6)

Uma fungéo f € C°°(M) é um tensor de ordem 0, logo D f é um campo vetorial(tensor

de ordem 1), chamado o gradiente de f. Usando a férmula (4.6), temos

Df(X) = X(f) = (X, f)

A diferencial de D f, D?f, é um tensor de ordem 2 chamada a Hessiana de f e pode ser

calculada usando (4.6). Em geral, se T € T*(M), entfio
D?T(...X,Y) # D*T(...,Y, X)

mais no caso k£ = 0 temos que a Hessiana de func¢bes C°°(M ) é simétrica. Este fato néo

¢ dificil de mostrar e para isso usa-se a formula (4.6).

Teorema 4.15. Seja f € C*>°(M), entdo

D*f(X,Y) =D*f(Y,X)
Demonstragdo. Pelo exemplo (4.5), temos que:

D*f(X,Y) =Y(X(f)) - V¥ X(f)
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e usando o Teorema 4.1 tem-se que Vy X(f) = VxY(f) + [Y, X]f. Substituindo em
D?f temos:

D’f(X,Y) = Y(X(f) — (VxY(f)+[V. X]f)

(f)
= Y(X(f)) - VxY(f) - [V, X]f
= Y(X(f)) - VxY(f) = Y(X(f)) + XY (f))
= X(Y(f) - VxY(f)
= D?f(Y,X)

O]

Seja T'um tensor de ordem 2, simétrico, i.e, T'(X,Y) = T(Y, X). Define-se a traca de T’

por

Trag(T Z T(E;, E;) (4.7)

onde, para cada x € M, {E;}?_, ¢ uma base do T, M. Dada f € C°°(M) o Teorema 4.15

diz que D?f é um tensor de ordem 2 simétrico. Logo, define-se o Laplaciano de f por
Af(x) = Trag(D* f(x)) (4.8)

Como um exemplo, calculemos o Laplaciano de fun¢des C'*° no caso M = R™ com a mé-
trica euclidiana. Dado = € R" seja { 82 »_, abase de R} = R" dada pelas coordenadas

usuais. Entao

Af(z) = Trag(D*f) = ZD2f(x) (36%-’ 81)

0 0 0
Ao () = (Prvian)
0 0 "L 92
Han ((ram)} -2 am
Fk 0

pois V 2 8 = > k=1 iize,» onde os I'%. sdo os simbolos de Christoffel e eles sdo nu-

I
M=

7

I
M=

7

los no caso M = R™. Por tanto, nesse caso temos que o Laplaciano coincide com o

Laplaciano usual. O operador A é chamado do operador de Laplace-Beltrami.

4.2.2 Curvatura

Agora vamos a dar outro conceito importante que é a curvatura. Veremos que infor-

macao sobre a curvatura da variedade em estudo, permite obter resultados globais(Veja
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[9]1, secao 4).

Definicdo 4.16. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana n- dimensional. Sejam X,Y €

X(M) e k > 0 um inteiro. Define-se a seguinte aplicacdo
Rxy : TF(M) — T*(M) (4.9)

como sendo
Rxy =-VxVy +VyVx + V[ij] (4.10)

Rxy é chamado do operador de curvatura

Usando as propriedades dadas no Teorema 4.14, prova-se(Veja [9] ou [42]):

Teorema 4.17. Rxy tem a seguintes propriedades:
1. ParaT) € T*(M) e Ty € TH(M),
Rxy(Th ® T2) = RxyTi ® To + T1 ® RxyT»;
2. Para qualquer f € C*®(M)eT € T*(M),
RipxyyT = Rx(pv)T = Bxy (fT) = [RxyT;
3. Para qualquer f € C*(M), Rxyf =0

Sejam Z, W € x(M), entdo Rxy € um campo vetorial. Pelo item (2)do Teorema
4.17 RxyZ é linear em cada uma de suas variaveis X,Y, Z. Define-se entdo, para
X,Y, Z,W € x(M), o tensor de quarto ordem

R(X,Y,Z,W) = (Rxy Z, W) (4.11)

Chamado de tensor de curvatura. Mostra-se que o tensor de curvatura possui as seguin-

tes propriedades(Veja [42] ou [9])

Teorema 4.18. Para quaisquer X,Y,Z, W € x(M), temos:

1. Rxy = —Ryx;

N

. RxyZ + RyzX + RzxY = 0, conhecida como a primeira identidade de Bianchi;
3. RX,Y,Z,W)=—-R(X,Y,W, Z);

4. R(X,Y,Z,W) = R(Z,W,X,Y)
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Usando o tensor curvatura daremos o conceito de curvatura seccional.

Definicdo 4.19. Dado =z € M, seja = um subespaco de dimensdo 2 do 7M. Para

qualquer base {v;,v2} de Z, definimos a curvatura seccional de = por

R(v1,v2,v1,02)

k(Z) = (4.12)

|v1 A w2

onde |v; A v2|? = |v1|?|va|? — (v1, va)?

Das propriedades do tensor curvatura, segue-se, que o lado direito da equacao (4.12)
nio depende da escolha da base de =. Nao é possivel em geral, trocar a ordem nos
argumentos da diferencial covariante. Porém, a diferencia entre eles é precisamente o

tensor de curvatura.

Teorema 4.20. Seja T'um campo tensorial e X,Y € x(M). Entdo

D?T(...,X,Y) = D?T(....,Y,X) + (RxyT(...)) (4.13)
Demonstragdo. Veja [42] O

A seguir define-se o tensor de Ricci e a funcéo curvatura de Ricci. O tensor de Ricci é

um tensor de ordem 2 definido por

Ric(X,Y) = ZR(X, ei,Y,e;), emcada ze M (4.14)
i=1

onde X,Y € x(M) e {e;}?_; é uma base ortonormal de T, M. Pelo Teorema 4.18 temos
que o tensor de Ricci é simétrico, i.e, Ric(X,Y) = Ric(Y, X). Sejax ¢ M e X € T, M
com | X| = 1. Define-se por Ric(X, X)) a curvatura de Ricci do vetor X. Seja {e;}* ; uma

base ortonormal de 7, M tal que e; = X. Entéo
n
RiC(X,X) = ZR(el,ei,el,ei) (4.15)
i=2

pois R(ej,e1,e1,e1) = 0. Assim Ric(X, X) é a soma de n — 1 curvaturas seccionais.

Agora introduzimos o conceito de isometria o qual serd usado no momento de mostrar
que os resultados obtidos usando estd nova linguagem coincidem com os resultados

classicos.

Sejam M e N variedades Riemannianas e ¢ : M — N uma aplicacdo C'*°. Para cada

r € M define-se a aplicagéo d¢, : TM — Ty, )N da seguinte forma. Dado v € T, M,
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seja vy : (—e,€) — M, uma curva tal que ¥(0) = z e ' (0) = v. Entéo d¢,(v) € Ty N €
definido como sendo:

dos(v) = B (0)

onde 5(t) = ¢((t)) é uma curva en N tal que 5(0) = ¢(7(0)) = ¢(x). A aplicacdo d¢ é

chamada a diferencial da aplicacao ¢.

Definicdo 4.21. Uma aplicagdo ¢ : M — N, C*°, é chamada de uma isometria local
entre as duas variedades Riemannianas M e N, se para cada x € M, ¢ é um isomorfismo
local em z e tal que a aplicacéo d¢, : T, M — Tjy,,)N € uma isometria entre 0s espagos
com produto interno T, M e Ty, N. Além disso, ¢ é chamada uma isometria de M em

N se ¢ é uma isometria local e a0 mesmo tempo um difeomorfismo.

Uma isometria local preserva conexdes no sentido seguinte.

Teorema 4.22. Sejam M e N variedades Riemannianas e V, V' suas respectivas conexoes.
Seja ¢ : M — N uma isometria local e X,Y € x(M). Entdo

dp(VxY) = Vagx)do(Y)
Demonstracdo. Veja [42], Teorema 1.11 ]

Como ja tinhamos mencionado antes, nesta Tese serd considerada a superficie media de
uma casca como sendo uma variedade Riemanniana de dimenséo 2 imersa em R?, logo
ela sera considerada uma hipersuperficie. Entdo precisamos explorar as propriedades

delas. Comecamos por definir a segunda forma fundamental.

Tradicionalmente a primeira forma fundamental permite calcular o comprimento de um
arco de curva, dngulos e areas de regides numa superficie parametrizada. A segunda
forma fundamental permite medir quanto o vetor normal muda se percorremos longe
de p numa certa direcdo v, com v € T),M. Isto permite medir as curvaturas seccionais

numa variedade.

Segunda Forma Fundamental de Hipersuperficies: Seja M uma n + 1— variedade
Riemanniana. Uma subvariedade n- dimensional de M. , denotada por M, é chamada de

hipersuperficie. Um campo vetorial N € y(M) é chamado de campo vetorial normal a
M,separacadape M, N L T,M e |N|=1.

Introduzimos uma métrica Riemanniana sobre uma hipersuperficie M, a qual é chamada

a métrica induzida por M, como segue,

9(X,Y) = (X,Y) para X,Y €x(M),
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onde < .,. > denota a métrica M. Sejam V e V as conexdes de Levi-Civita de M e M

respectivamente. Entdo (veja [42], Pg. 16)

Lema 4.23. Para qualquer X,Y € x(M),

VxY = VyY — <%XY,N> N (4.16)

Agora definimos a segunda forma fundamental para hipersuperficies.

Definicdo 4.24. A segunda forma fundamental de uma hipersuperficie M é um

campo tensorial de ordem 2 sobre M, dado por

(X,Y) = <%XN,Y> para X,Y € y(M) (4.17)

Um lema que serd usado ao longo desta Tese € o seguinte

Lema 4.25. A segunda forma fundamental de uma hipersuperficie é simétrica, i.e,

II(X,Y)=1(Y,X) para X,Y € x(M) (4.18)

Os seguintes Teoremas serdo usados no momento de modelar cascas de Naghdi.

Teorema 4.26. Para X,Y € x(M),

R(X,Y,X,Y) = R(X,Y,X,Y) = TI(X, X)T[(Y,Y) + TI*(X, Y)

Onde R e R séo os tensores de curvatura de M e M respectivamente.

Teorema 4.27. Sejd R o tensor de curvatura de M. Entdo

DINZ,X,Y) = DI(Z,Y,X) + R(X,Y,N, 2)

Para todo X, Y, Z € x(M).

Se M = R*"! e M é uma hipersuperficie de R", entdo soube-se que R = 0. Logo,

usando o Teorema 4.27 segue que
Lema 4.28. Seja M uma hipersuperficie de R"*!. Seja II sua segunda forma fundamental.

Entdo DII é simétrica na suas varidveis.

A métrica induzida sobre uma hipersuperficie é chamada da primeira forma fundamental
de M
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Observagdo 4.29. Sejam M e M’ duas hipersuperficies de R**!. Se existe uma isometria
¢: M — M', entdo
9(X,Y) = g (dg(X), do(Y) (4.19)

VX,Y € x(M) sendo g e ¢ as métricas induzidas em M e M respectivamente. Neste
caso se diz que duas superficies isométricas tem a mesma primeira forma fundamental
no sentido de (4.19). Duas superficies isométricas podem ter diferente configuracgéo.
Por exemplo o plano e o cilindro(menos uma geratriz) sdo isométricos, porem diferen-
tes. Para que duas superficies tenham a mesma configuracdo(forma) a segunda forma

fundamental também tem que ser preservada. Isso é garantido pelo seguinte resultado

Teorema 4.30. Sejam M e M’ duas hipersuperficies de R"*'. Sejam N e N' campos

normais a M e M, respectivamente. Seja ¢ : M — M uma isometria tal que
I(X,Y) = 1II'(dg(X), dg(Y))

Para todo X,Y € x(M), onde Il e IT' sdo as segundas formas fundamentais de M e M,

respectivamente. Entdo existe uma isometria ® : R"*! — R"*! tal que ®|y; = ¢
Para finalizar esta seccdo daremos um exemplo de uma variedade Riemannniana e
usando alguns dos fatos expostos nestas secgoes.
Exemplo 4.6. Seja M = R"*! e considere o conjunto

n+1

1 2
M = {IL‘ = (xl,...,$n+1) S Rn+ /le == 1}
i=1

E fdcil ver que M é uma variedade diferencidvel, na figura (4.1) mostra-se algiims sistemas

coordenadas admissiveis no caso 2-dimensional
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FIGURA 4.1: Sistemas de coordenadas para a esfera em 2-dimensional.

Ela também pode ser considerada Riemanniana ao muni-la da métrica induzida de R+
O campo normal a M é N(z) = x. Sejam X = (X1,...,Xpt1) e Y = (Y1,...,Yt1)
campos vetoriais sobre M. Entdo

n+1
M(X,y) = <%XN,Y>: (%X(inaﬁ),y>
n+1 \ szi / n+1
= ) (X(2))0,.Y) = ZX&?Z <axi,zyjaxj>
j=1

i=1
n+1 n+1

= ZX(%‘)Y;‘ = ZXz'Y%
i—1 i—1

Pois X (z;) = E”“ X0, (1) = Z”+1 X;dij = X;. Asstm temos que II = g.

Agora calculemos curvaturas seccionais em M. Seja x € M e seja ey, e3 uma base ortonor-

mal de um subespago 2 dimensional = de T, M. Jd que R =0, usando a formula dada no
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Teorema 4.26, obtemos:

Curvatura seccional de(Z) = TI(ey,e;)(es, e2) — I(ey, e2)?

= 9(61,61)9(62762)—9(61762)2
= 1.

4.3 Aplicacao Exponencial e Campos de Jacobi

Para construir campos vetoriais e regioes de fuga, como foi descrito na introdugéo, pre-
cisamos da aplicacdo exponencial e os Campos de Jacobi. Nesta secdo serdo descritos

tais conceitos.

Definicdo 4.31. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e completa, i.e, as geodésicas
estdo definidas para todo tempo. Seja x € M, define-se a aplicacdo exp, : T,M — M
da seguinte maneira: Para v € T, M, seja v a geodésica saindo de = e velocidade v.
Considere o ponto y € + tal que a longitude de arco de v entre x e y é |v|. Entdo

exp, v =y. exp, : T, M — M é chamada a aplicacdo exponencial de M en z.

Geometricamente, exp, v é o ponto de M obtido percorrendo um comprimento igual a

| v |, a partir de x sobre uma geodésica que passa por = com velocidade ﬁ

Observagdo 4.32. Aqui assumimos que a variedade é completa para garantir que as ge-
odésicas existem para todo tempo. Caso contrario, pelo Teorema 4.11, as geodésicas

existem localmente no tempo.

O seguinte lema é muito importante ao momento de definir campos vetoriais de fuga

para o modelo de cascas de Naghdi.

Lema 4.33. Seja © € M. Entdo existe ¢ > 0 tal que exp, : By(e) — M é um difeomor-
fismo, onde B, (¢) = {v € T, Mtais que|v| < €}

Demonstragdo. Veja [42], Pg. 24 O
Dado z € M. Fixemos ¢ > 0 tal que exp,, é um difeomorfismo de B, (¢) em M. B(x,¢) =
exp,(Bz(€)) C M é chamada bola geodésica, em M, centrada em z e raio .

Para 0 < s < ¢, seja Sy(s) = {veT,M/|v|=s} e S(z,€) = exp,(Sz(s)). S(z,s) é

chamada esfera geodésica centrada em =z e raio s.

O seguinte Teorema diz que as geodésicas minimizam distancia.
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Teorema 4.34. Seja ¢ > 0 tal que exp,, : B;(e) — M é um difeomorfismo. Seja v € By(e)
e y(t) = exp,(tv) com t € [0,1]. Entdo d(x,y) = L(y) = |v|, onde y = (1)

O Teorema anterior é valido globalmente se consideramos hipdtese sobre a curvatura
seccional, o qual, como veremos mais adiante, garante a existéncia global de campos ve-
toriais de fuga. O seguinte Teorema é conhecido como o Teorema de Cartan-Hadamard,

os interesados podem ver [16].

Teorema 4.35. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana completa, simplemente conexa e
curvatura seccional ndo positiva. Entdo, para qualquer x € M, exp, : T,M — M é um
difeomorfismo.

As regido mais grande onde garantimos a existéncia de Campos vetoriais de fuga é o
interior do cut-locus, definido para cada x € M. Vamos a definir tais regices que serdo
usadas na resolucdo de nosso problema. Nao usaremos o interior do cut-locus todo, e

sim, uma parte de ela ja que para pontos diferentes dessas regides podem-se intersectar.

Pelo Teorema 4.34, sem informacdo da curvatura, as geodésicas minimizam distancia
localmente. Seja xg € M, v € T,;,M e «(t) = exp,, (tv) com |v| = 1 com t € [0, to], tal
que 7lo,,] minimiza distdncia. Logo, para t < o, v ainda minimiza distdncia. Porém
para t > t, ela deixa de ter essa propriedade. ~(¢y) é chamado o ponto de corte(cut-
point) de y com respeito de z( e tov € T, M é chamado o ponto de corte tangente.

Defina a aplicacéo 7 : S;,(1) — R como
T(v) =ty para v € Sy (1)

Seja C(zp) = {r(v)v taisque v € S (1)}. C(x0) é chamado o "cut-locus tangente de

zo"e o conjunto exp, (C(zo)) é chamado o cut-locus de .

Seja M uma variedade Riemanniana completa. Seja zo € M e

> (z0) = {tvtais quev € Sy (1),0 <t < 7(v)}

> (wo) é chamado o interior do cut-locus tangente de zo. Entdo exp,, : > (zo) —

exp,, (D (zo)) € um difeomorfismo.
Definigéo 4.36. exp, (> (o)) é chamado o interior do cut-locus de .

Definicdo 4.37. Seja v : [a,b] — M uma geodésica. Um campo vetorial J ao longo de v

¢ um campo de Jacobi, se ele satisfaz

J(t) + waﬂl =0 para tE€ [a,b,
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onde J(t) = V V. JeR.,;éooperador de curvatura. Um campo de Jacobi ¢ chamado
Normal, se <fy'(t), J(t)> = 0 para todo t € [a, D]

A seguir vamos construir campos vetoriais de fuga. Os campos vetoriais de fuga garan-
tem que as regioes onde eles estao definidos podem ser livres de efeitos dissipativos o

de controle. O seguinte lema serd util.

Lema 4.38. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana completa e zo € M dado. Seja
p(z) = d(x,r0) a fungdo distdncia de x a xo na métrica g. Seja (t) = exp,, (tv) para
t € R, onde v € T, M com |v| = 1. Seja x = exp,, bv € exp, (D (xo0)). Entdo, para
qualquer X € T,(S(zo,b)), existe um campo de Jacobi Normal, J, ao longo de ~ tal que

D*p(X, X) = (J(6), J(8))
Estudemos os campos de Jacobi em espacos de curvatura seccional constante. E valido
o seguinte resultado.

Lema 4.39. Seja M uma variedade Riemanniana com curvatura seccional constante k.
Seja x € exp,, > (xo) fixo. Seja y(t) = exp,,(tv) com |[v| = 1 tal que x = (b). Seja
X €T, [S(z0,b)] e e € Ty, M tal que o transporte paralelo e(t) € T’y M dele ao longo de
~y satisfaz e(b) = X

Seja J um campo de Jacobi ao longo de ~y tal que J(0) = 0e J(b) = X. Entdo

J(t) = fo(t)e(t),

onde
senl\/Ebsen\/Et k>0;
fo(t) = 3t k= 0;
MSenh\/—kt k <O.

Combinando os lemas (4.38) e (4.39), temos o seguinte

Teorema 4.40. Seja M uma variedade Riemanniana de curvatura constante k. Seja xg €
M dado. Seja p(x) = d(x,x0) a fungdo distdncia de x a xp na métrica g. Entdo, para

T € exp,, >_(z0), tem-se

D*p(X,X) = f(p)|X|* para X €T,M, (Dp,X)=0,
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onde

Vkeotg(Vkp) k> 0;
flp) = : k= 0;
vV —keotgh(v/—kp) k <O0.

A ideia para obter resultados de estabilizacdo é que a regido onde serdo considerados
os efeitos dissipativos leve tal informagdo ao dominio todo. A existéncia de um campo
vetorial de fuga garante que essa regido serd uma vizinhanca de seu bordo. Logo ndo

serd necessario colocar efeitos dissipativos no interior dessa regiao.

Em geral se define H como sendo de fuga para la métrica g sobre um aberto 2 de M,
se existe uma funcéo v definida em Q, tal que DH (X, X) = v(x)|X|? paratodo z € Q e
todo X € T,(). Este fato garante que {2 ndo contem geodésicas fechadas, veja o Teorema
3.7, logo a informacao pode ser levada para o bordo de 2 e ele pode ser considerado livre
de efeitos dissipativos/controle. Observe ja que o Teorema 4.40 garante a existéncia de

tais campos definidos no interior do cut-locus de um ponto.

4.4 Técnica de Bochner

Nesta secdo descrevemos a técnica de Bochner a qual permite uma grande simplificacdo
no momento de obter estimativas. A dificuldade no andlise classico de cascas é lidar
com os simbolos de Christoffel que aparecem ao considerar ela como a imagem de um
subconjunto de R2. Essa dificuldade é superada fazendo estimativas pontuais respeito
de um sistema de coordenadas onde esses simbolos anulem-se. Um exemplo bem co-

nhecido de tal sistema é o sistema geodésico o qual serd exposto a seguir.

Definicdo 4.41. Seja M uma variedade Riemanniana e p € M. Seja (z1,...,x,) um

sistema de coordenadas no ponto p. Se

Vamiaxj (p) = 0

Paratodoi,j =1,...,n, entdo o sistema {x;} é chamado de normal em p.

Um sistema de coordenadas normal pode-se obter usando a aplicacao exponencial. Dado
p € M, seja {e;}{,; uma base ortonormal de T,M e seja exp,, : Bc(0) C T,M — M tal
que exp, seja um difeomorfismo. Para g € exp,(B.(0)) considere o sistema (1, ..., Ty),

onde ¢ = exp, (Y i, zie;). Vale

Teorema 4.42. Seja M uma variedade Riemannniana e seja p € M. Entdo o sistema de

coordenadas geodésico é normal em p
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Definicao 4.43. Seja M uma variedade Riemanniana e seja p € M. Uma familia de

campos Fj, ..., FE,, definidos numa vizinhanca de p, os quais satisfazem:
(Ei,Ej) = 6 (4.21)
Vg Eij(p) = 0, (4.22)

para todo i, j, é chamada um referencial normal em p. Se a familia somente satisfaz

(4.21) ela é dita um referencial no ponto p.

E claro que a existéncia de um referencial para cada p € M sempre existe. A pergunta
é se sempre pode-se achar um referencial que satisfaca a condicdo (4.22) e a resposta é

sim. O seguinte resultado é conhecido.

Teorema 4.44. Dado p € M e {ey,...,e,} uma base ortonormal de T, M, entdo existe um

referencial normal em p tal que E;(p) = e;, para 1 < i < n.

Observagdo 4.45. Para um referencial normal em p, vale
[Ei, Ej](p) =0 paratodo i,j.
Com efeito [Ei, Ej](p) = VEiEj (p) - VEJ- El(p) = 0.

Como aplicacdo da técnica de Bochner em algims exemplos cldssicos, podemos menci-

onar

Lema 4.46. Seja {z;} um sistema de coordenadas locais em M, normal em p. Entdo para
fec*(M),

n
o0’ f
A = —=(p).
o) =2 5.5
i=1 t
Se Fn, ..., E, é um referencial normal em p, entdo

Af(p) = EEi(f).
=1

O conceito que generaliza a nog¢do de diferencial de uma funcdo f € C*°(M) — R para
formas diferencias é a derivada exterior. A derivada exterior de uma k-forma é uma k+1
forma. Se f € C*°(M) — R, e (z1,x2,...,x,) um sistemas de coordenadas em p € M

entdo a derivada exterior de f em p € a 1-forma

Se w = bidx; + bedxs é uma 1-forma, entdo dw € a 2-forma dada por
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dw = dby A dx1 + dby N dxo

Em geral, a derivada exterior define-se como segue. Considere F'*(M) = {todas as k-formas sobre M},
entdo d : F*(M) — F*+1(M), satisfazendo:

1) d(a+B) =da+ds
2) dlaAB)=dan B+ (=1)rands

3) d(da) =0

veja [9].

Seja M uma variedade Riemanniana n-dimensional orientada. Uma n-forma wg so-
bre M ¢é chamada elemento de volume se, para qualquer referencial {Ey,..., E,},
lwo(E1,...,En)| = 1. Seja X € x(M) um campo vetorial e wyg € A"(M) um elemento

de volume. Entdo, existe uma unica funcdo sobre M, denotado por div(X), tal que
(diVX)wo = d(i(X)w()),

onde d é a derivada exterior. A funcdo divX é chamada o divergente de X.

Lema 4.47. Seja E1, ..., E, um referencial. Entdo:

n
d= Z E; NV E;
i=1
Lema 4.48. Seja M uma variedade Riemanniana n- dimensional, orientada. Seja X €
x(M). Entdo
div(X) = tragDX.

Seja p € M. Se {E;}}" , é um referencial normal em p, entdo

div(X) = Zn: E; (X,E)).
=1

Seja p € M. Denota-se por T*(T,M) o conjunto de tensores de ordem k sobre T, M.
Introduzimos um produto interno em 7%(T,M), ainda denotado por (.,.), da seguinte

forma. Para qualquer «, 3 € T*(T,M),

n

<C¥,B> = Z a(6i1)°"7eik)ﬂ(ei17"-7eik)7 (423)

wip=1
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onde {e;}!" ; € uma base ortonormal de 7),//. Mostra-se que a defini¢do dada pela for-
mula (4.23) independe da escolha da base. De forma analoga introduzimos um produto
interno sobre as k— formas definidas no T,M, A¥(T,M). Para «, 3 € A*(M),

n

(. 8) =D ale,....ei)Beq, .. e), (4.24)

i< <ip=1

Note que, em particular, para k = 1, temos T'(T,M) = A(T,M) =T,M e (.,.) = g. Se
Ty, T> € T*(M), entdo
<Tl7 T2>

¢ uma funcdo sobre M a qual estd definida, para cada p € M, pela formula (4.23).
Analogamente, para «, 3 € A¥(M), a funcdo < o, 3 > é definida, para cada p € M, pela
formula (4.24).

Uma nocdo importante é a de orientagdo. Seja W um espaco vetorial de dimensédo n e
€1,€9,...,6n € f1, fa,..., fn duas bases de . Se o determinante da matriz de cambio
de base entre elas é positivo, dizemos que elas definem a mesma orientacdo em W. O

conjunto de bases com essa propriedade é chamada de uma orientacdo positiva em .

Sejap € M. Sejam ey, ..., e, uma base ortonormal de 7),M. Entdo e;; Ae;, A--- Ae;,,
com1<i <--- < i, < n, formam uma base ortonormal de A* (T, M) com o produto
interno (4.24).

Seja T,M com uma orientacdo. Define-se o operador tipo estrela x : AF(T,M) —
A" *(T,M), onde 0 < k < n, por

* (€i1 ARRRNA eik) =ej N Nej, (4.25)

onde ji,...,j,—k € escolhido tal que {e;,,...,e;,€j,...,¢ej, ,} seja uma base positiva
de TpM.

O operador de Hodge-Laplace é definido como A = dd + dd, onde § atua sobre as k—

formas é dado em termos do operador estrela (4.25), por
0= (—1)”’“””rl * dx

Assim A : AR(T,M) — A¥(T,M). Algumas propriedades importantes de d e § sdo dadas
a seguir:

Teorema 4.49. 1. d? =0;

2. 6%2=0.
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3. Seja Er, ..., E, um referencial normal. Entdo
n
§=—> i(E;)Vg, (4.26)
j=1

Teorema 4.50. Seja M uma variedade Riemanniana orientada de dimensdo n. Se {E;} é

um referencial, entdo

A=- ZV%EiEi + Z E; Ni(Ej)RE, (4.27)
i=1 ij=1

onde V?XY = VxVy — Vy,vy € a derivada covariante de segundo ordem e Rxy € o

operador de curvatura.
Observagdo 4.51. Se f € C°°(M), pelo item 3 de (4.17), Rxy f = 0,logo Af = —Af

Teorema 4.52. Sejam X,Y campos vetoriais, ou equivalentemente 1— formas. Entdo
(AX)Y)+ (X, AY)+ A(X,Y)=2(DX,DY) 4+ 2Ric(X,Y),

onde A € o Laplaciano sobre M, A é o Hodge-Laplaciano e Ric € o tensor de Ricci.

4.5 Espacos de Sobolev de Campos Tensoriales

Para definir os espac¢ds de Sobolev sobre variedades precisamos definir a integral em M

usando a métrica g (Veja [17], [42]).

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Seja U C M uma vizinhanca coordenada com
um sistema de coordenadas ¢ = {z;} : U — R". Entdo a métrica(que é um tensor de

ordem 2) pode-se escrever como
n
9= E gijdx;dx;
ij=1

Seja G = det(g;j). Entdo G(q) > 0 para q € U. Seja f € C(M) tal que supp(f) C U.
Define-se

[ sdg= [ ool @VGor @ .. do, (4.28)
g .

onde o lado direito de (4.28) ¢ uma integral em R".
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Seja Q2 C M um conjunto aberto.Usamos (4.28) e uma particdo da unidade para definir
Jq fdg. Seja {(Us, ¢;)} um cubrimento de €2, localmente finito e seja {¢} uma particéo

da unidade subordinada a {U;}. Define-se

/Qfdgz Z/mm foidg

Lema 4.53. Seja M uma variedade Riemanniana orientada e seja wg um elemento de

[t f o

4.5.1 Identidades de Green sobre Variedades

volume. Entdo para f € C(M),

Agora enunciemos as identidades que sao obtidas usando a técnica de Bochner. Come-

camos pela formula de Green

Teorema 4.54. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana orientada. Seja @ C M uma
regido aberta, limitada e com fronteira regular I'. Seja v o campo normal a T' e apontando

para fora. Entdo para X € x(M)

/de'v(X)dg:/<X,l/> dr

r

onde dI'" denota o elemento de volumen de I' com a métrica induzida de (M, g)

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Seja 2 C M uma regido aberta, limitada e
com fronteira suave I'. Introduzimos um produto interno em 7%(f2), o conjunto dos

tensores de ordem k em M, por:
(Tl,TQ)Tk(Q) = / <T1, T2> dg para 11,15 € Tk(Q) (4.29)
Q
onde (T}, T5) é definido, para cada p € M por (4.23). O completamento de T%(Q2) pelo

produto interno (4.29) é denotado por L?(2, T*). Denota-se por L?(f) o completa-

mento de C*°(2) respeito do seguinte produto interno

umzljmwmm fohe Q)

Analogamente, para k > 2, introduzimos um produto interno sobre A*(Q) por

(0. Owiey = [ (0. 0)dg. .6 € RO (4.30)
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onde (p, ¢) é definido, para cada p € €, por (4.24). O completamento de A*(Q) respeito
do produto interno (4.30) é denotado por L?(£2, AF).

Define-se o espago de Sobolev H*(2) como o completamento de C*°(£2) com respeito

da norma

:
1150y = D 1D fll72( + IIF11? (4.31)
=1

onde D'f é a i-esima diferencial covariante de f na métrica g. Outro espaco de Sobolev

que usaremos € o seguinte
HY(Q,A) = {U € L*(Q,A), D'U € L*(Q, T, 1<i<k} (4.32)

com o produto interno
k
(U V) yron = (D'U,D'V ) L2 (4.33)
=0

As seguintes identidades serdo usadas nos seguintes capitulos e sdo fundamentais no

desenvolvimento de nosso trabalho.

Teorema 4.55. Seja M uma variedade Riemanniana orientada. Entdo

(da,B)L2(Q7A2) = (Oé, 5/6)L2(Q,A) + /F <I/ A Oé,ﬁ) dar

onde d é a derivada exterior e § = (—1)" "1 wdx, o € A(Q) e B € A%(Q) quaisquer.

Alem disso,

(0, dB) 2y = (60, B) + / 5 (o, v) dT

Para qualquer o € A(2) e B € C*°(Q2). Aqui v denota a normal na fronteira apontado
para fora de €.

Seja T' € T?(M) um campo tensorial de ordem 2. Define-se T* € T?(M) por

T*(X,Y) =T(Y,X), para X,Y € (M)

T* é chamado do transposto do campo tensorial 7. Dado T € T?(2), Trag[i(X)DT] é

um funcional linear na variavel X. Logo, existe um tnico Q7 € x(2) tal que

(X,QT) =Trag[i(X)DT], para X € x(Q) (4.34)



Apéndice. 111

Assim temos definido o operador @ : T2(Q2) — x(£2). O seguinte resultado mostra que o

operador (Q é a adjunta formal do operador diferencial covariante D : x () — T2(1).

Teorema 4.56. Para T € T?(Q) e U € x(Q),
(T.DV) ey = (~QT. U)o + [ ()T U ar

onde T* € a transposta de T e i(v)T™* € o produto interior de T* por v, o qual é um campo

vetorial normal sob T, dado por
(iW)T*,Zy =T"(v,Z), paratodo Z e x(I')
Teorema 4.57. Seja X um campo vetorial, entdo:

QDX = -AX +i(X)Ric; (4.35)
QD*X = —d§X +i(X)Ric (4.36)

onde D*X denota a transposta de DX e Ric € o tensor de Ricci.

Teorema 4.58. Para U,V € A(2), temos

(DV, DU)Lz(QTz) = (AV - i(V)RiC, U)LZ(Q7A) + /F <VVV, U> dI’ (437)
(D*V, DU) 2y = (d8V — i(V)Rie,U) oo p) + / (VoV.hdl  (4.38)
N
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