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Resumo

Neste trabalho estudamos o problema de estabilidade para ondas abstratas com memoria
e depois para o sistema de Timoshenko com memoria.

Estudamos a existéncia e unicidade de solucao em cada caso. Nosso principal resultado foi
mostrar que estes modelos satisfazem a propriedade de estabilidade linear, também conhecida
como a propriedade de crescimento definida pelo espectro (PCDE), isto é, o tipo do semigrupo
coincide com o limite espectral do seu gerador.

Em outra parte do trabalho, mostramos que o modelo de ondas abstratas com kernel soma
de duas exponenciais também satisfaz a propriedade de crescimento definida pelo espectro.

Palavras-chave: Estabilidade Linear - Modelos de materiais com Memoria - Teoria de
Semigrupos.



Abstract

In this work we studied the problem of stability for abstracts waves with memory and
after for the system of Timoshenko with memory.

We study the existence and unique of solution in each case. Our result principal is
show that these models satisfy the linear stability propriety, also know how the spectrum
determined growth (SDG) propriety, i. e., the type of the semigroup coincides with the
spectral bound for its generator.

In other part of the work, we show that the model of abstracts waves with kernel sum of
two exponential also satisfy the spectrum determined growth propriety.

Keywords: Linear Stability - Memory models - Semigroups Teory.
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Introducao

As equacoes diferenciais parciais sao classificadas em elipticas, parabdlicas e hiperbdlicas.
Mas isto nao preenche todas as opgoes, como por exemplo as equacoes dispersivas. Se
quisermos estudar sua boa colocagao ou qualquer outro tipo de propriedades, teriamos que
seguir uma metodologia diferente para cada caso. A teoria de semigrupos pode ser aplicada a
todos os tipos de equagoes diferenciais parciais, reduzindo a uma equacao de primeira ordem

na variavel temporal, do tipo
Ut — AU

Quando o espago é de dimensao finita, entao todo operador linear é continuo. No estudo
dos semigrupos se apresentam dois tipos de problemas. O primeiro consiste em dado um
semigrupo encontrar o gerador infinitesimal. O segundo consiste em verificar se um operador
¢é gerador infinitesimal de um semigrupo. Quando o semigrupo é uma exponencial de uma
matriz T(t) = e, a matriz A é o gerador infinitesimal do semigrupo. Isto pode ser obtido
derivando o operador T e avaliando no ponto ¢t = 0. A férmula é valida para matrizes ou
operadores lineares e continuos. O problema inverso é mais complicado e se resolve usando
teoremas como o de Hille - Yosida.

Todo operador linear e continuo é um gerador infinitesimal de um semigrupo Cy. Os
casos interessantes acontecem quando o operador é nao limitado. A ideia é que um operador
nao limitado é um gerador infinitesimal de um semigrupo quando pode ser aproximado por
geradores infinitesimais continuos, cujos correspondentes semigrupos formam uma sequéncia
convergente.

Para o caso do problema de Cauchy nao homogéneo, isto é, quando existe uma fonte
externa F' no sistema

U,— AU = F, U(0) = Uy,

e A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de contragoes S(t), entdo a funcao U(t) =
S(t)Uy é a solugao da equagao

U, — AU =0, U(0) = Up.

A solugao do problema nao homogeéneo é baseado no principio de Duhamel, que é um
método semelhante ao método de variacao de parametros usado para resolver EDO’s. As
relagoes entre a regularidade da fonte externa e a solucao do correspondente problema nao
homogéneo é através do principio de superposicao.

Um dos grandes objetivos, apds encontrar as solugoes e sua regularidade, é estudar as
condicoes que devem satisfazer o espectro de um operador A para que o operador e seja
exponencialmente estavel.



Denotando por U o vetor coluna de n coordenadas e A a matriz n x n tal que U, = AU,
pela teoria de Semigrupos, a solucao decai exponencialmente para zero, se e somente se, a
parte real dos autovalores de A é negativo. A taxa de decaimento é dada por

v =max{Re\;; \; € 0(A), onde o(A) é o espectro de A}.

Em dimensao infinita a situacao é diferente. A condicao de que a parte real dos autovalo-
res de A sejam negativos nao é sufiente para garantir a estabilidade exponencial, pois os
autovalores podem aproximar arbitrariamente do eixo imaginério, o que significa que a taxa
de decaimento exponencial se aproxima de zero.

Caracterizamos, entao, o comportamento assintético de um semigrupo Cy: Um semigrupo
Cy gerado por A satisfaz a seguinte desigualdade

le*[} < Me. (1)

O interessante é encontrar o menor elemento w € R que verifica (1). Um resultado
importante, vide [20], diz que se

{IANEC; ReA>0}Cp(A) e |[((M—A) 7 < oo, YRe A >0,

entdo o semigrupo et é exponencialmente estével.

Neste trabalho estamos interessados em estudar a propriedade da estabilidade linear, ou
também chamada de propriedade de crescimento definido pelo espectro, associada a alguns
problemas com memoria. Esta propriedade nos diz que o tipo do semigrupo é igual a cota
superior do espectro. Neste caso, basta determinar a cota superior do espectro para encontrar
a melhor taxa de decaimento. A propriedade nos da um critério pratico para assegurar
estabilidade em um problema de evolucdo. Se A é n x n, entdo e?* tem a propriedade do
crescimento definido pelo espectro.

Porém, alguns autores, dao exemplos em que a propriedade é falsa, vide [17, 14, 28].
Mesmo assim, a propriedade do crescimento definido pelo espectro vale para classes especiais
de semigrupos, como por exemplo, semigrupos compactos e semigrupos analiticos.

Existem poucos resultados neste assunto, dentre eles podemos citar o trabalho de Z.
Liu e K. Liu [10], onde os autores mostram que esta propriedade é valida para sistemas
viscoeldsticos no caso particular em que a funcao de relaxamento é uma exponencial. Em
outros casos, como por exemplo, quando a funcao do relaxamento é soma de exponenciais,
a propriedade do crescimento definido pelo espectro é um problema aberto.

Tomando como base o trabalho de Liu [10], a ideia seria criar uma teoria que pudesse
ser utilizada para o sistema viscoelastico com funcao de relaxamento soma de exponenci-
ais. Fazendo sucessivas derivagoes na equacao de ondas abstratas se consegue eliminar o
termo com memoria. Usando substituicao isto acontece. Finalmente com um espaco de fase
adequado pode - se ter a equivaléncia entre os sistemas de ordens diferentes.

No primeiro capitulo, enunciamos algumas defini¢oes e resultados importantes que serao
utilizados no trabalho sobre semigrupos, estabilidade e operadores, com destaque para os
Teoremas de Hille-Yosida [20], de Lummer-Phillips [20], de Priis [18] e de Renardy [16].

No segundo capitulo, faremos um breve histérico e desenvolvimento das equagoes do
sistema de Timoshenko e das equacoes de ondas que sao a base das aplicacoes do resultado
principal encontrado.
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No terceiro capitulo, verificamos que existe solucao para o caso de ondas abstratas com
memoéria. Fizemos um método utilizando um sistema equivalente para mostrar que o pro-
blema de ondas abstratas com memoria satisfaz a propriedade de estabilidade linear. No final
do capitulo, fizemos também o caso para funcao de relaxamento sendo soma de exponenciais,
que Liu [10] ndo conseguiu com seu método.

No quarto capitulo, com a teoria criada no terceiro capitulo, fizemos todo processo para
o sistema de Timoshenko com memoria.

No tltimo capitulo colocamos a conclusao final do trabalho e alguns possiveis caminhos
a seguir com a nova teoria de derivacao.
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Capitulo 1

Resultados Preliminares

Neste capitulo daremos alguns conceitos e resultados que serao usados nos préximos
capitulos. Denotemos por C o conjunto dos niimeros complexos com norma |.|, X um espago
de Banach com norma ||.|x e H um espago de Hilbert com produto interno < .,. >g.

1.1 Semigrupos

Para o caso de semigrupos de operadores temos as seguintes defini¢oes.

Definicao 1.1.1. Seja X um espaco de Banach. Uma familia parametrizada de operadores
lineares limitados T'(s) : X — X, s € RT satisfazendo

1. T(0) = I;
2. T(s)oT(t)=T(s+1),Vt,s € RT;
¢ chamado de Semigrupo de Operadores Lineares Limitados em X.

Definigao 1.1.2. Diremos que um semigrupo T(t) é fortemente continuo ( ou de classe Cy),
se vale
lim T(t)r =2 € X.

t—0t

Definigao 1.1.3. Diremos que um semigrupo T(t) é limitado em [0, +00), se existe M > 1,
tal que ||T(t)||x < M. Se M =1, diz - se que T(t) é um semigrupo de contragoes.

Definicao 1.1.4. Seja A : X — X um operador. Diremos que A € gerador infinitesimal de
um semigrupo T, se o dominio de A €

D(A):{xEX; Hlimw e X}

t—0t

e para cada x € D(A) temos

Az = lim — 2P =2 _ &
T T dt




Da defini¢ao anterior, podemos reescrever o dominio do operador como

eX}.
t=0

Observagao 1.1.1. Para s > 0, seja T(s) : X — X um Cy-semigrupo, entio valem as
reqularidades:

d+
D(A) = {w € X;Aw = ET(t)w

T(t) € C(0,00; X) N C0,00; X) N C0, 00; D(A)). (1.1)
Prova-Vide [20].

Definigao 1.1.5. Seja A um operador de X em X, um espa¢o de Banach. Chamaremos de
conjunto resolvente de A, p(A), ao conjunto:

p(A) ={NeCiwr— (M — A)'w e L(X)} (1.2)
O espectro de A serd o conjunto

o(A) = C\ p(A). (1.3)

Definicao 1.1.6. Seja X wum espaco de Banach e A um operador em X. O espectro de
A serd decomposto em trés subconjuntos disjuntos cq4(A), 0.(A) e o.(A), respectivamente
espectro discreto, espectro continuo e espectro residual, onde cada um € definido da sequinte
maneira

gi(A) = {X € C; (M — A) nao € injetor};

0.(A) ={\ € C; (M — A) € injetor, ndo é sobrejetor, mas a imagem é densa em X };

o.(A) ={X € C; (A — A) € injetor, mas a imagem nao € densa}.

Observacao 1.1.2. No caso de um operador compacto, entao o espectro é formado apenas
dos autovalores (espectro discreto).

Lemma 1.1.1. Suponhamos que A seja um operador continuo, entao o espectro de A € um
conjunto fechado e limitado, isto €, um conjunto compacto. Mais precisamente

o(A) C Bja(0) ={z € C; |2 < [|A]]},
onde ||A| = SUD| || x <1 | Az|| x -
Prova-Vide [20].
Definicao 1.1.7. Seja A: H — H um operador. Diremos que A € dissipativo se
Re < AU, U >y <0, VU € H.

Teorema 1.1.1. Se A ¢é o gerador infinitesimal do semigrupo S, entao S € um semigrupo
de contracoes se, e somente se, A € dissipativo.

Prova-Vide [20].

13



Teorema 1.1.2. (Hille-Yosida) Um operador A linear, ndo limitado, é um gerador infinitesi-
mal de um semigrupo Cy de contragoes se, e somente se,

(1) A € fechado e D(A) = X.

(i1) RT C p(A) e ||[(M — A7 < %, VA > 0.

Prova-Vide [20].

Teorema 1.1.3. Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo S(t) atuando num espago
X e seja B um operador linear e continuo de X em X. Entdo A+ B € o gerador infinitesimal
do semigrupo S(t)ePt.

ProvA-Vide [20].

Teorema 1.1.4. (Lummer-Phillips) Seja A um operador linear com dominio denso em X.
(1) Se A € dissipativo e existe A\g > 0 tal que Im(Agl — A) = X, entdo A € o gerador
infinitesimal de um semigrupo Cy - contragoes.
(17) Se A € o gerador infinitesimal de um semigrupo Cy - contracoes de X em X, entdo
Im(A — A) = X para todo X > 0 e A é dissipativo.

Prova-Vide [20].
Lemma 1.1.2. Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo Cy. Entao € vdlida a inclusdo
e?At - o(e),
onde o(A) € definido em (1.3).
Prova-Vide [20].

Lemma 1.1.3. Seja A : X — X um operador linear continuo e com inversa continua.
Seja B € L(B) tal que ||B]| < m, entao A+ B € linear continuo e inversivel.

Prova-Vide [20].

Teorema 1.1.5. Seja A um operador linear, dissipativo e com dominio denso em X. Se
0 € p(A), entdo A € o gerador infinitesimal de um semigrupo Cy de contragoes.

Prova-Usa - se o Lema 1.1.3 e o Teorema 1.1.4.

1.2 Estabilidade

Coloquemos, agora, alguns conceitos e resultados de estabilidade.

Definigao 1.2.1. Para t > 0, seja S(t) = e*' um semigrupo definido sobre um espaco de
Banach X. O Tipo do Semigrupo S(t) € definido como

In |||l x

1 At
wo(A) := lim = inf e HX

t—o0 t t>0 t

14



Exemplo : Seja A uma matriz quadrada. Temos que wy(A) = Aq, onde A\ é o maior dos
autovalores de A.

Lemma 1.2.1. Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo Cy. Entao para todo € > 0,
existe M, > 1 tal que
||€AtHX S MEGWOH_E.

PRroOVA-Da definigao 1.2.1 temos que wy € o infimo dos valores w satisfazendo
le?]lx < Me.
Portanto, para € > 0, existe N, > 0 tal que

1 At
mlleTlx — oiay+e, ve > N

Assim
le||lx < e“rWFI v > N, (1.4)

Usando a continuidade do operador concluimos que existe M, > 1 tal que
le™]|x < M=, vt > 0.

Definigao 1.2.2. Seja A um operador de X em X. A Cota Superior do Espectro do
operador A € definido como

we(A) :=sup{Re (A); A € 0(A)},
onde o(A) € definido em (1.3).
Exemplo : Seja a equagao das ondas
Uy — Uy + YUy = 0, (2,t) € (0,1) X (0,00),

u(z,0) = uo(x), u(x,0) = uy(z),x € (0,1),
u(0,t) = u(l,t) =0,t > 0,

4= ( a(%zz I—vl )

X = Hy(0,1) x L*(0,1),

onde a, v > 0.
Denotemos A o operador

onde [ é o operador identidade.
Denotemos X o espaco

que munido com a norma
l
0% = / (s + [of?] da
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é um espaco de Banach.
Temos que o especro de A, sera

1 2
o(A) = { —%15\/72—4712047;—2, nEN}.

{ -3, se v < 2m/a/l,
Wy =

_%7 + %, /72 — 40/;—22, se v > 2my/a/l.

Lemma 1.2.2. Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo Cy, entdo a cota superior
do espectro de A é menor ou igual que o tipo do semigrupo S(t) = e, isto ¢,

wy(A) < wp(A).

Portanto

Prova-Pelo lema 1.1.2 segue que
e?At o(e).
De onde
sup{[Al; A € "™} <sup{|A[; A € o(e™)}.

Asim do lema 1.1.1 temos que
ew"t S ||6At||.

Finalmente, da relacao (1.4), encontramos
|edt]| < et Wt > N, Ve > 0.
Portanto das relacoes anteriores temos
we <wp+ €, Ve >0
e o resultado segue.

Definigao 1.2.3. Dizemos que a Propriedade de Estabilidade Linear (PEL)(Propriedade do
Crescimento Definida pelo Espectro (PCDE)), vale, se

Wy = Wq.

Observagao 1.2.1. A PEL ¢é importante porque dd um critério prdtico para assequrar es-
tabilidade de um problema de evolucao e para calcular a taxa otima.

Observagao 1.2.2. Todo semigrupo analitico verifica a PEL.

Teorema 1.2.1. (Priiss)O semigrupo de contracoes el

somente se, as sequintes condi¢oes verificam
i) iR C p(A);
i) 3C > 0 tal que ||(iX] — A)~Y|g < C, YA € R.

Prova-Vide [18].

¢ exponencialmente estdvel se, e

Teorema 1.2.2. Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo Cy. Entdo temos que
wo(A) = inf{u € R; [[(Al — A) 7| < o0, V Re (N) > ul.
Prova-Vide [20].
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1.3 Operadores

Coloquemos algums resultados e defini¢oes sobre operadores.

Teorema 1.3.1. (Teorema de Representacio de Riesz)Seja H um espaco de Hilbert real ou
complexo, munido do produto interno < .,. >. Seja L um funcional linear continuo em H.
Entao existe um vetor y € H tal que L(z) =< z,y >, Vx € H.

Definicao 1.3.1. Suponha que H é um espaco de Hilbert com produto interno < .,. >.
Considere um operador linear continuo A : H — H. Usando o teorema da representacdo
de Riesz, pode-se mostrar que esiste um operador linear continuo unico A* : H — H com a
sequinte propriedade:

< Ax,y >=<uz,A'y >, Vx,y € H.

Esse operador A* € o adjunto de A.

Definicao 1.3.2. Com as hipdteses da definicao anterior, um operador N € normal se
NN*= N*N, onde N* ¢ o adjunto de N.

Definicao 1.3.3. Com as definicoes da definicao anterior, um operador L € limitado se

3C > 0 tal que |[LU||x < C||U]|x, VU € X.

Teorema 1.3.2. Sejam \; os autovalores do operador Lu = —div(a(x)Vu) + a(x)u satis-
fazendo as condicoes de Dirichlet, definidos sobre um conjunto aberto limitado €2 C R™ com
fronteira regular. Suponhamos que o e a sejam fungoes satisfazendo

0<ap<a@) <o, 0<ay <a(zr) <ay, Yre Q.
Entao existem constantes positivas C e Cy satisfazendo
C1j*" < Ny < Cof®™ Vj > jo.
Prova-Vide [21].

Definigao 1.3.4. Dado um operador A, um autovalor A de A € isolado se existe uma bola
de centro \ e raio r tal que o unico valor com multiplicidade finita € o proprio .

Teorema 1.3.3. (Renardy)[16] Seja H um espaco de Hilbert ¢ A = Ay + B o gerador
infinitesimal de um semigrupo Cy de operadores em H. Suponhamos que Ay € normal e B é
limitado. Assuma que existe um numero M > 0 e um inteiro n tal que vale o sequinte:

a) Se A € a(Ap) e || > M — 1, entdo \ é um autovalor isolado de multiplicidade finita;

b) Se |z| > M, entao o niumero de autovalores de Ay no disco unitdrio centrado em z
(contendo as multiplicidades) nao excede n.

Nestas condigoes o semigrupo verifica a Propriedade de Estabilidade Linear (PEL).

PROVA- Seja v > w,. De acordo com o resultado de Priiss [18], é suficiente mostrar que
o resolvente de A é uniformemente limitado na reta Re (A\) = 7. Claramente existe uma
limitacao uniforme num segmento compacto da reta, assim é suficiente considerar o caso
|A| > M + K, onde K ¢ suficientemente grande.
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Por conveniéncia, seja
F={AeC/Re(\) =~, |\| >M+ K}.

Considere a equacao
Aou — Au + Bu = h, (1.5)

para A € I'. Seja P a projecao ortogonal sobre a imagem de todos os autovalores de Ay que
estd num disco de raio K centrado em A e seja Q = 1 — P (P e () dependem de \). Seja
Pu=uz, Qu=1y, Ph=f, Qh = g, e reescrevemos (1.5) como

Aox — Az + PBx+ PBy = f, Aoy — \y+ QBy + QBx = g. (1.6)

Se K ¢ escolhido suficientemente grande, podemos resolver a segunda equacao para y.
Substituindo y na primeira equagao, obtemos

Agr — Ar + PBx + PB(Ay — A+ QBQ) 'QBx = f — PB(Ay— A+ QBQ) 'g. (1.7

Por hipétese, o operador do lado esquerdo de (1.7) é invertivel para cada A\ € I'. Além
disso, a imagem de P tem limitacao uniforme. Seja a particao finita de I' nos subconjuntos
I'; tal que a imagem de P é ¢ para A € I';. Para A € I[';, definimos

ox(1) = det[Ag — A — + P(NBP(A) — P(\)B(Ao — A — 1+ QN BQ(N) Q) B]. (1.8)

Supondo que o lado direito é uma matriz ¢ X ¢ relativa a base ortonormal dada pelos
autovetores de Ag. Pela hipdtese, ¢, (1) é nao nula para A € I'; e p suficientemente pequeno,
ou seja, |u| < e. Finalmente, temos que |¢,(0)] limitado inferiomente para A € I';, j4 que
a limitagao do determinante se reduz trivialmente a uma limitacao superior da norma da
matriz inversa.

Supondo que |¢y,| — 0 quando n — oo. As fungoes ¢,, sao analiticas e uniformemente
limitadas no disco |u| < e. Podemos extrair uma subsequéncia convergindo uniformemente
para uma funcdo ¢ no disco |u| < €/2. Como ¢(0) = 0 e nenhum dos ¢, tem zeros proximos
de 0, o principal argumento implica que ¢ ¢é identicamente nula.

Se K ¢ escolhido suficientemente grande e § suficientemente pequeno, entao as ¢, sao
definidas no conjunto S; = {u € C/Re(u) > 0, =6 < Im(u) < 6}, e sdo uniformemente
limitados para A € I'; e p em cada subconjunto compacto de Ss. Concluimos que ¢, () — 0
para cada p € Ss5. Mas isto nao é o caso para u grande e temos uma contradigao.

1.4 Fisica Matematica

Definicao 1.4.1. Em Mecanica dos Fluidos, o modelo da tensao de corte simples ¢ um caso
especial de deformacgao onde somente uma componente do vetor velocidade tem valor nao
nulo: V, = f(x,y); V, =V, = 0. O gradiente da velocidade é constante e perpendicular a
propria velocidade:

v,
ay _77

18



onde 7 € a razao da cortante e

Ve Ve _
Ox 0z ‘
O tensor gradiente deformacgao I' para esta deformacgao tem somente um termo nao-nulo:
04 0
r={000
000

A tensao de corte simples com razao v € a combinagao da forca tensao de corte pura com
razdo /2 e a rotagio com a razio j/2:

0% 0 0 /2 0 0 4/2 0
r= 000 = |52 0 0| +| =420 0
000 0 0 0 0O 0 0

tensao de corte simples  tensao de corte pura  rotacao do solido

Definicao 1.4.2. A medida do deslocanto 0* de um fluxo € a distancia na qual uma superficie
se desloca na diregao perpendicular a seu vetor normal (para fora) tendo como plano de
referéncia um fluro nao viscoso de velocidade ug de razao dada.

Definicao 1.4.3. A medida do momento 0 de um fluxo é a distancia na qual uma superficie
se desloca paralelamente na direcao do plano de referéncia um fluxo nao viscoso de velocidade
ug de razao dada.

Definicao 1.4.4. O fator shape € usado no contorno de fluxo de camadas para determinar
a natureza do fluzo:

H=1§"/0,
onde H ¢ o fator shape, 6* é a medida de deslocamento e 6 € a medida do momento.

Definicao 1.4.5. Na mecanica, a tensao é uma medida da intensidade das forcas internas
agindo entre as particulas de uma secao transversal imagindria de um corpo de material
deformdvel. O vetor tensao sao suas componentes nas direcoes x, y e z.
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Capitulo 2

Modelos Matematicos

Neste capitulo faremos as dedugoes fisicas do modelo de Timoshenko [19] e do modelo de
ondas abstratas [13].

2.1 Sistema de Timoshenko

A teoria de vigas foi introduzida no século 18 quando o problemas de vigas transversais
vibrantes foi formulados em termos de EDP’s de movimento, forcas externas, condigoes
de contorno e condigoes iniciais. Para efeito de comparacao usaremos o trabalho de Han,
Benaroya e Wei [8] que fizeram uma comparacao entre as teorias de Euler-Bernoulli, Rayleigh,
da Tensao da Cortante (”Shear”) e Timoshenko.

Uma formulagao exata do problema de viga foi primeiro investigado em termos gerais da
equagao de elasticidade por Pochhammer (1876) and Chree (1889), conforme [11], descritas
num sélido cilindrico vibrante. Em aplicagoes, solugoes aproximadas para deslocamento
transversal sao suficientes. A teoria de vigas dd todos os deslocamentos transversais como
uma solucgao.

O modelo de Euler-Bernoulli (século 18) inclui a energia da for¢a devida ao angulo e a
energia cinética devida ao movimento lateral. Jacob Bernoulli descobriu que a curvatura de
uma viga eldstica em todos os pontos é proporcional ao movimento angular em tal ponto.
Daniel Bernoulli, sobrinho de Jacob, formulou a equacao diferencial do movimento de uma
viga vibrante. A teoria de Jacob Bernoulli foi aceita por Leonhard Euler na sua investigacao
sobre a deformacao das vigas eldsticas sob condigoes de variacao de resisténcia, como esta
registrado em [25]. A teoria da viga de Euler-Bernoulli, também chamada de teoria classica
da viga, ou teoria da viga de Euler, ou teoria da viga de Bernoulli, é a mais usada em
engenharia porque é simples e fornece boas aproximacoes para muitos problemas. Além
disso, o modelo tende a desprezar o excesso de estimativas das frequéncias naturais. Este
problema é agravado para frequéncias naturais de muitos modelos. Assim, o modelo é bom
para vigas delgadas ou nao.

A teoria de viga de Rayleigh (1877) [23] fornece uma leve melhora na teoria de Euler
- Bernoulli pela inclusao do efeito de rotacao na secao transversal. Como resultado, tem-
se parcialmente o excesso de estimativas das frequéncias naturais no modelo de Euler -
Bernoulli.
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O modelo "shear”junta a distor¢ao da deformagao com o modelo de Euler - Bernoulli.
Este modelo é diferente do modelo puro, que inclui somente a distorcao da deformagao e
a rotacao inercial, ou o modelo de viga ”shear”simples, que inclui somente a distorcao da
deformagdo e o movimento lateral [1]. Nem o modelo de ”shear”puro nem o modelo da
tensao da cortante simples obtém um modelo melhor do que o modelo de Euler - Bernoulli
pois ambos excluem um fator importante, o efeito angular.

Timoshenko (1921, 1922) [26, 27] propds uma teoria de viga que junta o efeito da de-
formacao com o efeito da rotagao na viga de Euler - Bernoulli. O modelo de Timoshenko
¢ um melhoramento para vigas nao delgadas e para respostas com alta frequéncia, onde
os efeitos de deformacao ou rotacional nao sao despreziveis. Seguindo Timoshenko, varios
autores obtiveram as equacoes de frequéncia e os modelos de deformacao com condicoes de
contorno variadas.

Um parametro crucial na teoria de viga de Timoshenko é o fator shape, também chamado
de coeficiente de deformagao ou fator de reducao de area. Este fator aparece porque a de-
formacgao nao é constante sobre a secao transversal. O fator de deformacao é uma funcao
do raio de Poisson e a frequéncia de vibragao assim como a deformacao da secao transver-
sal. Vérios autores sugeriram métodos para calcular o fator shape como uma funcao da
deformacao da secao transversal e o raio de Poisson. Apesar de tentarem fazer uma nova
teoria de viga, as teorias de Euler - Bernoulli e Timoshenko sao ainda as mais usadas.

Um resumo de todas as hipéteses dos quatro modelos segue. As hipdteses basicas de
todos sao:

1) Uma dimensao (eixo de diregao) é considerado mais largo que as outras duas.

2) O material é eldstico linear (Hookean).

3) O efeito de Poisson é desprezado.

4) A area da secdo transversal é simétrica de modo que o eixo neutro e o centrdide
coincidem.

5) Os planos perpendiculares do eixo neutro permanecem perpendiculares depois da de-
formacao.

6) O angulo de rotagao é pequeno de modo que a hipdtese de angulo pequeno pode ser
usado.

7) Momento angular e deslocamento lateral.

Ja as hipdteses especificas sao:

I) Inércia Rotacional: Rayleigh e Timoshenko.

IT) Deformagao da tensao de corte: ”Shear”e Timoshenko.

Como se vé, apenas a teoria de viga de Timoshenko é completa e assim deduziremos suas
equacoes a seguir.

2.1.1 Deducao das equacoes da teoria de viga de Timoshenko

A técnica consiste numa aproximacao da Teoria da Elasticidade Tridimensional, estu-
dando as relagoes tensao-deformagao da viga, como dado em [19]. O modelo de Timoshenko
¢é tutil para efeitos de inércia rotacional e deformagao da lamina.
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Seja uma viga sendo um corpo de estrurura delgada, carregado transversalmente, cujo
comprimento é muito maior do que a largura e com segao transversal plana. Considere um
ponto espacial (z,y, z). Por simplicidade, assumiremos que a drea A da secao transversal da
viga é simétrica com respeito ao seu eixo z. Assuma também que todas as cargas transversais
agindo sobre a viga possuem uma simetria semelhante, ou seja, as componentes do vetor
tensao T' = (T4, T», T3) satisfazem

Tl = T2 =0e TB(%% Z) = T3<.T, _3/72)-

Consideraremos o efeito das forcas externas na fronteira despreziveis. Depois, usaremos
a definicao das tensoes resultantes como segue

M = / 2Ty dA (momento flector), (2.1)
A

Q = / Tuy dA (forga de cisalhamento transversal). (2.2)
A

O simbolo [ 4 -+ dA denota a integral sobre a secao transversal limitada pela curva C' de
um plano que ¢é paralelo ao plano yz.
Para cada ponto z, seja o angulo de inclinagao laminar ¢ definido por ¢ = ¥(z) e o
deslocamento transversal da linha eldstica da viga representada por ¢(x).
Nas aplicagoes préticas, como em [24], para obter a relacao tensao-deslocamento de u =
(u1, uz,ug), observamos que
up = ztan(y) e us = p(z).

Neste caso, s6 sao permitidos deslocamentos verticais muito pequenos das vigas e as
linhas elasticas serdo deformadas de modo que podemos admitir tan(¢)) = v, donde segue

up = z(x) e ug = p(x).

Estas equagoes implicam que:
(1) os planos que s@o normais ao eixo da viga permanecem assim apds a deformagao, e
(2) o deslocamento vertical de todos os pontos de qualquer se¢ao transversal é o mesmo.

Neste caso, usando as equagoes acima e as leis de Hooke, as tensoes de cisalhamento nos
planos perpendiculares aos eixos satisfazem

Tow = Eziby +v(7yy + Tuz), (2.3)
Tay = G(pr + 1#)7

onde F é o modulo de elasticidade longitudinal, G é o médulo de elasticidade transversal e
v € o raio de Poisson.

Consideraremos o termo Ez, muito maior do que v(7,, + 7.,), ou seja, deprezaremos
este 1dltimo termo. Além disso, colocaremos K2G no lugar G, onde K2 é a constante usada
para ajustar a teoria da aproximacao aos resultados da teoria tridimensional. A constante
K? pode ser determinada pelas consideracoes estdticas, e por este método mostra-se que a
razao da forca média da secao transversal da viga é a forca no centréide. Existem muitos
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métodos para a determinacdo de K2, e um método adicional para avaliar estd no trabalho
[3]. Este trabalho também lista uma série de férmulas para K2.
Com estas consideragoes, as equagoes (2.3) - (2.4) passam a ser dadas por

Tex = EZ@Uw
Tey = K2G<@m+¢>

Substituindo (2.5) - (2.6) em (2.1) - (2.2), as tensoes resultantes ficam na forma

oM
0Q
o = K*GA(ps + 1), (2.8)

onde I = [, zdA é o momento de inércia da secdo transversal A com respeito ao eixo y.
De (2.5) - (2.8) obtemos as seguintes relagoes

oM =z
Tr =, 2.9
" or 1 (29)
0Q 1
= ——. 2.1
Tay or A (2.10)
As tensoOes na viga satisfazem a seguinte equacao de equilibrio
or, or, or,
= dA Y = 1dA=0. 2.11
% +/Az(ay+az) 21y

Com ajuda do momento flector (2.1), temos que a primeira integral de (2.11) pode ser
escrita como

OTyz

oM
Azﬁx

dA = —.
ox

(2.12)

Por outro lado, utilizando o Teorema de Green no plano yz, a segunda integral em (2.11)
pode ser reduzida como

OTyy  OTys 0(2Tpy)  O0(2Tsz)
A = . - A=
/,4Z<ay+az)d /A[ oy T ox )¢

= ]{Z(Txyng + Tpong) ds — / Ter dA. (2.13)
c A
Sobre a superficie lateral da viga, isto é, sobre C, temos n; = 0, ou exatamente ou
aproximadamente. Neste caso, temos também que Ty = 7,n9 + 7,.n3 = 0 sobre C, e
utilizando a equacao (2.2) em (2.13), obtemos
OTpy  OTy
dA = —Q. 2.14
/AZ( y 0 ) “ (214
Utilizando a (2.12) e (2.14), a equagao (2.11) assume a forma
oM
— =@ =0. 2.15
Ly (2.15)
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Consideremos, agora, uma outra equacgao de equilibrio

or. or. or.
T dA il Z1dA=0. 2.16
4 Ox * /A ( dy * 0z > (2.16)
Pela equacao (2.2), temos que a primeira integral de (2.16) fica
OT .z oQ
dA = —. 2.17
Ja para segunda integral de (2.16), utilizando novamente o Teorema de Green, reduzimos
para
0T,y  OT..
[(CRTEy "
= jl{ Tsds = p(x), (2.18)
c
onde na superficie lateral da viga, em C, temos T3 = 7,,n9 + 7..n3, ou exatamente ou

aproximadamente. A fungao p(z) pode ser interpretada como a distribui¢ao de intensidade
das forgas aplicadas transversalmente. Utilizando (2.17) e (2.18) em (2.16), segue que

% + p(z) = 0. (2.19)

Substituindo (2.7) e (2.8) em (2.19) e (2.15), respectivamente, resulta as equagoes de
equilibrio do deslocamento, dadas por
K*GA(pe + ) +p = 0,
El,, — K*GA(g, +v¢) = 0.
No caso dinamico, veja [4], as equagoes do movimento podem ser obtidas considerando o

equilibrio das forcas atuando sobre o segmento diferencial da viga. Somando todas as forcas
atuando verticalmente, a primeira relacao do equilibrio dinamico é

Q+pdx+<—@+z—i2dx>—fidx:0, (2.20)

onde f; representa a forca de inércia distribuida transversalmente, que é dada pelo produto
da diferencial de massa pela aceleracao local, isto é,

fidz =mey dx. (2.21)
Substituindo (2.21) em (2.20) e simplificando, obtemos

0
8_63;2 +p = mpy. (2.22)

Consideraremos que nao ha cargas externas atuando na viga, logo p = 0 e utilizando
(2.8) em (2.22), obtemos
mpy — K*GA(p, + 1), = 0. (2.23)
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Para obtermos a segunda equagao do equilibrio dinamico, consideramos as forcas de
equilibrio atuando sobre o elemento diferencial de tal forma que a inércia rotacional por
unidade de comprimento m; contribui diretamente para a relagao momento-equilibro do
seguinte modo

ox

A inércia rotacional é dada pelo produto dos momentos de massa de inércia da secao pela
aceleragao angular, isto é,

M
M+Qd:v+m[dx—(M+a—das):O. (2.24)

mr = pliy,
onde p = 7 e dai
I
mr; = mz¢tt = mr2¢tt, (225)

onde r? = £ ¢ 0 raio de giro da se¢do transversal. Substituindo (2.25) em (2.24) e simplifi-

cando, temos

oM dz = Q + mriy. (2.26)
Ox

Por fim, utilizando (2.7) e (2.8) em (2.26), obtemos
mr*y — By, + K2GA(p, + 1) = 0. (2.27)

Estas ideias resultam no modelo conhecido como Equacoes da viga de Timoshenko, em
homenagem a Stephan Prokofievitch Timoshenko (1878 - 1972), e descrito por

prow — (g +¥), = 0,em(0,1) x (0,1),
p2p¢tt - bl/}w:v + ’i(gpx + ¢> = 07 €m (07 l) X (0’ t),

onde denotamos as constantes Kk = K*GA, b= EI, py =m e p; = mr? em (2.23) e (2.27).

Quando levamos em consideragdo o termo v(7yy + 7zz) da teoria espacial, resulta o
modelo de Kirchoff e pode ser visto em [9] que quando kK — oo no modelo da viga de Tim-
oshenko, a solucao unica deste problema aproximado converge, numa adequada topologia,
para a solucao do modelo de Kirchoff sujeito a apropriadas condicoes de fronteira.

Rivera, Ammar-Khodja, Benabdallah e Racke consideraram em [2] uma viga com ma-
terial viscoelastico e demonstraram a existéncia e estabilidade de solugoes para o modelo
de Timoshenko, usando a técnica de Lyapunov. Neste trabalho os autores provaram que
o decaimento exponencial ocorre se, e somente se, os coeficientes do sistema satisfazem a
seguinte realcao

po_n
P2 b

Raposo [15] analisou o problema consistindo de um material misto, isto é, uma parte da
viga com propriedade apenas elastica e outra parte com propriedades viscoelasticas, obtendo
a existéncia, regularidade e unicidade de solugao pelo método de Faedo-Galerkin e provou o
decaimento exponencial da solucao.

Neste trabalho analisamos o problema viscoelastico, na qual a dissipacao é provocada
pelo efeito de memoria, obtemos sua boa colocacao usando os procedimentos padroes de
semigrupos, sua propriedade de estabilidade linear e seu decaimento.
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2.2 Modelo de equacao de ondas

Faremos um tratamento analogo para o modelo de ondas abstratas com meméria. Um
dos problemas mais importantes na Fisica Matematica é a vibracao de uma corda tensionada,
como dado em [13]. Ocorre com frequéncia em muitos ramos da Fisica Matematica como
exemplo classico da teoria de equacoes diferenciais parciais.

Consideremos uma corda tensionada de comprimento [ fixada nos extremos. O problema
é determinar a equacdo do movimento que caracteriza a posigao u(x,t) da corda no tempo
t quando uma perturbacao inicial é dada.

Consideremos as seguintes hipoteses:

(1) A corda ¢é flexivel e elastica;

(2) Pela lei de Hooke a tensao é constante;

(3) O peso da corda é pequena comparada com a tensdo da corda;

(4) A deflexao é pequena comparada com o comprimento da corda;

(5) A inclinagao do deslocamento da corda em cada ponto é pequena comparada com a
unidade;

(6) Existe somente vibragao transversal pura.

Consideremos, também, um elemento diferencial da corda e T" a tensao entre os extremos.
As forcas que atuam nos elementos da corda na dire¢ao vertical sao

T'sin 8 — T sin «,

onde « e (3 sdo os angulos com o eixo horizontal nos pontos = e x + Ax, respectivamente.
Pela segunda lei de Newton do movimento, a forga resultante ¢ igual a massa vezes a
aceleragao. Entao

Tsinf — Tsina = pdguy, (2.28)

onde p é a densidade e 5 é o menor comprimento de arco da corda. Como a inclinagao do
deslocamento da corda é pequeno, temos

De (4) , os angulos « e [ sdo suficientemente pequenos tais que
sina ~ tan«, sin (3 ~ tan 3.

Entao, a equagao (2.28) fica
POz
tan § — tana = et (2.29)

Além disso, temos que tan a e tan 3 sdo as inclinagoes da posi¢ao u(zx,t) da corda em z
e x + 0., respectivamente, entao

tan o = u,(z,t) e tan f = u,(z + d,, 1),

no tempo t. A equagao (2.29) pode ser reescrita como

%[(ua:)ﬂc—i—ém — (Us)s] = %Uth

T
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ou seja,

1
5w+ 67, 8) = ()] = %utt.

Tomando o limite quando ¢, tende a zero, temos

Ut — CPUgy = 0, onde ¢ =

(2.30)

S

Se existe uma forga externa f atuando na corda, a equagao (2.30) assume a forma

f

]

Uy — Uy = F, onde F =
onde f pode ser a pressao, gravidade, resisténcia, e assim por diante.

2.2.1 Modelo de ondas abstratas

Para o caso de ondas abstratas, consideramos o caso n-dimensional, ao invés da diferenca
de inclinacoes da corda, entao podemos considerar um operador linear abstrato A nao limi-
tado, autoadjuto e positivo definido. Assim a equagao (2.30) fica do tipo

Vérios autores trabalharam com este tipo de equagao, por exemplo em [20], foi feito
estudos sobre semigrupos Cjy, chamados de dissipacoes fracas, associadas com a seguinte
equacao

C’Lttt + Au + But = 0,
u(0) = ug, u(0) = uy,

onde A, B e C sao operadores autoadjuntos definidos positivos com dominio D(A) C D(B) C
D(C) densos num especo de Hilbert H.

Mostrou-se que usando uma classe de operadores A, B e C, a equacao acima é dissipativa,
mas o correspondente semigrupo nao é exponencialmente estavel.

Em [10], a equagao abstrata de ondas com meméria, num espago de Hilbert H,

ug + A [g(O)u + /000 g (s)u(z, t —s)ds| =0, (2.32)

onde A é um operador linear, nao limitado, autoadjuto e positivo definido, e g é a funcao
kernel. Consideremos, também, um dominio D(A). As condigoes iniciais sao dadas por

u(z,0) = ug(x), ui(x,0) =uy(z), x € D(A) C H. (2.33)
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Capitulo 3

Equacao de ondas abstratas com
memoria

3.1 Existéncia e Unicidade de Solucao

Neste capitulo estudaremos um critério pratico para assegurar estabilidade de um pro-
blema de evolucao, a propriedade de estabilidade linear.

Seja S(t) = eA' um semigrupo definido sobre um espaco de Banach X. O Tipo do
Semigrupo ¢ definido como

In |||l x In [|e”]| x

wo(A) := lim = inf

t—o0 t t>0 t

Seja A um operador definido sobre um espaco de Banach X. A Cota Superior do
Espectro do operador A é definido como

wy(A) :=sup{Re (A\); A € a(A)},

onde o(A) denota o espectro de A. Pela Teoria dos Semigrupos (lema 1.2.2), temos que
wo > w,. Dizemos que a Propriedade do Crescimento Definida pelo Espectro (PCDE), ou
Propriedade de Estabilidade Linear (PEL) vale, se

Wy = Wg.

E importante observar que o tipo de semigrupo, além da PEL sao propriedades gerais,
nao é necessario que exista dissipacao para que isto faga sentido. Por exemplo, o tipo do
semigrupo conservativo é zero.

A equacgao de ondas abstratas com memoria, definida num espago de Hilbert H, estudada
por Liu em [10] é dada por

uy + A {g(O)u + /000 g (s)u(z, t —s)ds| =0, (3.1)

onde A é um operador linear, nao limitado, autoadjuto e positivo definido, e g é a funcao de
relaxamento de R em R.
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As condigoes iniciais sao dadas por
u(z,0) = up(x), u(x,0) =uy(z), x € D(A), (3.2)
onde D(A) é um dominio. A condi¢ao de histéria sobre u é definida como
uw(z,t) = up(z,t), t<0, x€ D(A). (3.3)

No trabalho [10], Liu deu uma estimativa para o tipo do semigrupo associado a uma
equacao abstrata de viscosidade elastica, onde o relaxamento da memoria decaia exponen-
cialmente. A funcao de relaxamento deveria satisfazer as seguintes condigoes:

g € C*0,00)NCJ0,00), ¢ € L'(0,00); g(s) >0, ¢'(s) <0, ¢g"(s) >0, para s > 0; (3.4)
g(oo) = lim g(s) > 0; ¢"(s) + kg'(s) > 0, para algum k > 0 e todo s > 0. (3.5)
Liu provou que a PEL vale, quando a funcao de relaxamento for do tipo niicleo de Maxwell

g(s) = 1+Me " onde k, M > 0. Além disso, expressou o tipo do semigrupo explicitamente
pela férmula

k
Wo = W = max{ 1M U+(/\1)};

onde \; é o menor ponto espectral do operador elastico correspondente.

O método feito por Liu se desenvolve satisfatoriamente para o caso de uma exponen-
cial, mas tomando soma de exponenciais ja nao pode ser aplicado. Neste trabalho, vamos
considerar o mecanismo dissipativo dado pela soma de duas fungoes exponenciais:

g(s) = 1+ Mie ™™ + Mye ™ onde M;, k; >0,i=1, 2, (3.6)
que engloba a func¢ao utilizada por Liu e melhora o seu resultado.

Esta fungao satisfaz as condigoes (3.4) - (3.5) com k = min{ky, k2}, além de valer
lims 00 ¢'(s) = 0.

3.2 Boa Colocacao

Primeiramente, mostraremos que existe uma tnica solugao regular para o problema (3.1)
- (3.3). Considerando g(t) = 1 + Mje ¥t + Mye "2t onde M;, k; >0, i = 1, 2, temos

/000 g (s)u(zx, t)ds = u(z, t) — g(0)u(z, t),

entdo a equagao (3.1) pode ser reescrita como

(T A{u — / g (s)u(z, t) —u(x, t — s)] ds} = 0. (3.7)
0
Dafermos [5, 6] introduziram os ”espagos de meméria”, isto é, introduziram uma funcao
auxiliar

w(x,t,s) = u(x,t) —u(z,t —s). (3.8)
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Segue da equagcao (3.8), uma condicao inicial dada por
w(z,0,s) = u(z,0) — u(z, —s) = u(x) — up(z, —s) := wo(x, s). (3.9)
Além disso, de (3.8) temos que
wy(x,t,s) = wy(x,t) —wy(z,t — 8), ws(x,t,s) =wx,t—s)
e somando estas duas relagoes, encontramos
wy + ws = wg(x, t).

Usando a definigao (3.8) e a equacdo acima, temos que a equagao (3.7) pode ser vista
como

U + Au — /oo d(s)Aw(z, s)ds = 0, ue L*(0,t; D(A)), (3.10)
0 w, +ws = uy, u€ L*0,t; D(A)), (3.11)
com as condicoes iniciais dadas por
u(z,0) = up(x), u(x,0) =uy(z), w(x,0,s) =w(x,s), € D(A), 0 <s<t. (3.12)
Da definigao (3.8) temos
w(x,t,0) =0, t >0, x € D(A). (3.13)

Seja o vetor U = (u,v,w)T, onde v = u; e w é dado pela equagao (3.8), como vy = uy,
segue das equagoes (3.10) e (3.11) que

v = —Au+/ J (s)Aw(z, s)ds,
0
Wy = —Wg + Us.

De onde segue que o modelo (3.7) munido das condigdes iniciais (3.2), pode ser reescrito
como

Ut v
U=| v |=|—-Au+ [[7¢(s)Aw(z, s)ds | = AU, (3.14)
Wt UV — Ws

onde Uy = (ug, u1,wp)?, com ug e u; dados na equacao (3.2) e wy na equacao (3.9).

Definamos o conjunto V' = D(A'?) com norma dada por |ul|y = ||A'?|| e denotemos
Li(O, oo; V'), o espago das fungoes de quadrado integravel, com peso p e com valores em V|
isto é,

2 . _ . e 2
L2(0,00: V) = {f evi [l s < oo}.

Este espaco munido do produto interno

+oo
(f, 912 0 oest) = / I, )y ds

30



é um espaco de Hilbert. Seja o espaco de fase
_ 2 .
Z=V x H X Ly(0,00;V),
munido do produto interno
ul u 00
< TR I > = (v}, v*)m + (u', w?)y +/ 19'(s)|(w!, w?)y ds
0

Z

com norma induzida

U 2
v = llollz + lully + [1wllZ2, 0 001y
w =z !

A partir das defini¢oes acima, temos que

DA ={UeZ,veV;u— /00 g'(s)w(s)ds € D(A);w, € L2(0,00;V); w(0) = O}.
(3.15)

Definimos a energia associada ao sistema

B0) = g Il + 1l + [ 19wl ds) (3.16)

Mostraremos que A é o gerador infinitesimal de um semigrupo Cj de contragoes S(t).
Para isto, usaremos o Teorema 1.1.5. Mostraremos que A é dissipativo. De fato,

< AU, U >z= <—Au+/ g (s)Aw(s) ds, v) + (v, u)v+/ 19’ ()] (v — ws, w)y ds =
0 H 0

= —(Au, v)y + /000 g (8)(Aw, v)gds + (v, u)y + /000 1 (s)|(v, w)y ds — /000 |’ (s)|(ws, w)y ds.

Usando (3.13) e tomando a parte real de < AU, U >z, temos que

o° 1 [ d
Re < AU.U >2=— [ 190w whvds = =5 [ 1)1 ol s -
0 0 S
o 1 / 2 > > d / 2
~ =3[l — [ e )
Pela fungao g dada em (3.6), temos que
1 [>~d,, 9
Re < AU, U >z = 3 £|g (s)|[Jw]|} ds < 0. (3.17)
0

Assim A é dissipativo.
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Finalmente 0 € p(.A). De fato, a equagao resolvente \U — AU = F, com A = 0 esta dada
por

—v=fleV; (3.18)

A[u - /00 g (s)w(s) ds] = f? € H; (3.19)
0

—v+w, = f* € L2(0,00; V). (3.20)

De (3.18) segue que v € V. Assim, de (3.20), temos w, € L2(0,00;V) e daf w €
H,(0,00; V) e temos w(0) = 0. Por (3.19) temos u — [, ¢'(s)w(s) ds € D(A).

Portanto, pela defini¢ao do D(.A) dado em (3.15), segue que U € D(A) e assim 0 € p(.A).
Do Teorema 1.1.5, segue que A é o gerador infinitesimal de um semigrupo Cyy de contragoes
S(t).

Segue do exposto acima, o resultado

Teorema 3.2.1. Suponha um mecanismo dissipativo (memdria) g(t) satisfazendo as sequintes
condigoes

g € C*0,00)NCJ0,0), ¢ € L'(0,00); g(s) >0, ¢'(s) <0, ¢g"(s) >0, para s > 0;
g(o0) = lim g(s) > 0; ¢"(s) + kg'(s) >0, para algum k > 0 e todo s > 0,

onde k = min{ky, ko} e limg_. ¢'(s) = 0. Tomando Uy € D(A), entdo existe uma solugdo
do sistema (3.10) - (3.11) com condigdes iniciais (3.12) e de contorno (3.13) satisfazendo

UecCRT;DA)NCHRT; 2).
Além disso, se Uy € D(A"), entao

UecC R DAY, k=0,1,...,n.

3.3 Equacao de ordem superior.

Denotemos por H um espago de Hilbert e seja A : D(A) C H — H o gerador infinitesimal
de um semigrupo de contracoes e S(t) o correspondente semigrupo, S(t) = e, E simples
verificar que a fungdo U(t) = S(t)Up é solugao da equagao

U — AU =0, U(0) = U.
Nosso objetivo é mostrar que o problema anterior pode ser estendido para
Utt—AUt:O, U(O) :U(),Ul(O):Ul.

Mostrar que o problema acima estd bem colocado é equivalente a provar que o operador
0 I
A=(04)
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é gerador infinitesimal de um semigrupo Cy de contragoes. Neste caso, o espaco de fase esta
definido por
H={(U,V)e D(A) x H; AU—-V € D(A)},

munido do produto interno

1 2
<( ‘(il ) ; ( gg )> = (VL Vg + (AU = V' AU? = VH g + (AU — AV, A2U? — AV y,
H

com norma induzida

(V)

E simples de verificar que ‘H é um espaco de Hilbert munido do produto interno definido
acima. Definiremos como dominio de A, ao seguinte espaco

2
= V5 + AU = V[T + | A*U — AV|[3;.
H

DA) ={u=(UV)eH; (UV)eD(A*)xD(A)}.
Assim temos que

Teorema 3.3.1. Nas condi¢oes anteriores temos que o operador A € o gerador infinitesimal
de um semigrupo de contragoes sobre o espaco H.

PROVA- Usaremos o Teorema de Hille-Yosida. E simples verificar que D(.A) é um espago
fechado e denso sobre H. Mostraremos que R™ C p(A). De fato, seja F = (Fy, Fy) € H.
Mostraremos que existe uma tnica solugao U € D(.A) verificando

MU — AU = F.
Em termos de suas componentes temos

\NU—-V = F, (3.21)
AV —AV = P (3.22)

Como A é gerador infinitesimal de um semigrupo de contragoes, entao temos que para
todo F, € H existe uma tunica solugdo V' € D(A) verificando

De onde temos que
V= - AR, (3.23)
e ainda,
1
[T = 4) 7 < 5.

Substituindo (3.23) em (3.21) encontramos
N — (M — A)'Fy, = F.
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Aplicando (Al — A) na equagao acima temos
1 1
AU — AU = F| + XFQ — XAFl S D(A)
Aplicando mais uma vez que A é generador infinitesimal de um semigrupo, encontramos
que U € D(A?).
Usando as equagoes (3.21) e (3.22) temos

MU — AV = AR,
AV AV = B,

Tomando a diferenca destas equacoes temos
MAU = V) = AF, — F.
Analogamente temos que
MAPU — AV) = A’F, — AF,.
Tomando as normas das equagoes acima, segue os resultados
MAU = Vg < ARy = Follm,  MN[A®U — AV ||y < [|A*F) — AF| 4. (3.24)
Finalmente, tomando o produto interno da equagao (3.22) com V' temos
MVIE = (AV,V) g = (F2, V).

Como (AV,V)y < 0 para todo V € D(A), tomando a desigualdade triangular, con-
cluimos que

MV < [[1F - (3.25)
Elevando ao quadrado as relagoes (3.24)-(3.25) obtemos que
NUlF, < I1F3
que implica
_ 1
IO = A) e < 5

Usando o Teorema de Hille - Yosida segue o resultado.

3.4 Equacoes de terceira ordem.

Usando os mesmos argumentos da secao anterior, podemos estender este resultado de
forma indutiva. Mostraremos que o problema

U — AUy = 0, U(O) = Uy, Ut(o) = Uy, Utt<0) = Us.

¢é estendido em relagao aos anteriores dados no inicio da secao anterior.
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Este problema é equivalente a provar que o operador

071 0
Ay = 00 [
00 A

é gerador infinitesimal de um semigrupo Cj de contracoes. Neste caso, o espaco de fase esta
definido por

Hy = {(U,V,W) € D(A?) x D(A) x H; AU —V € D(A%); AV —W € D(A)}.

munido do produto interno

Ut U? 3
< vi oL v? > = (WL W2y + Y (AU = AWV AU - ATV +
Wt W2

—
Ho J

2
+ D (AVE = AW ATV - AW

j=1

com norma induzida

2
U 3 2
‘ |4 = W5+ D _IIAU = AW+ ) AV - AW
w
Ho

j=1 j=1

E simples de verificar que Hy é um espaco de Hilbert munido do produto interno definido
acima. Definiremos como dominio de A5, ao seguinte espaco

D(Ay) = {Z/{ = (U, V, W)€ Hy, (U V,W)e D(A* x D(A?) x D(A)}.
Assim temos que

Teorema 3.4.1. Nas condicoes anteriores temos que o operador Ay € o gerador infinitesimal
de um semigrupo de contragoes sobre o espaco Ho.

PROVA - A prova é similar ao teorema anterior.

Teorema 3.4.2. Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo de contracoes entao o
operador

A=

o O O
O O M~

0
I
A

verifica

p(A) = p(A) U {0}
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PROVA- Suponhamos que A € p(A) entao temos que existe uma unica solugao de

AU — AU = F,
para todo F' elemento de H. Mostraremos que A € p(A). De fato considere o problema
XU — AU = F.
Em termos das componentes temos
N -V = F € DAY, (3.26)
AV -W = F € D(A), (3.27)
MW — AW = F; € H. (3.28)

Pela hipdtese temos que existe uma tnica W € D(A) tal verifica (3.28). Desta forma
temos que (3.27) pode ser reescrita como

AV — (M —A)'Fy = F,.
De onde segue que
AN — AV = (AN - A)F, + F3 € D(A).
Usando novamente a hipétese encontramos que existe uma tinica V' € D(A?) verificando
NV =F,+ (M —A)'Fy € D(A).
Finalmente substituindo em (3.26) multiplicado por A encontramos
NU—Fy,— (M —A)'Fy =\ F, € D(A4%).
De onde temos que
N — AU — (M — A)Fy, — F3 =AM — A)F, € D(A?).
Assim
N(WU — AU) = N°F, + \F, — MAF, — AF, + F3 € D(A?).

Segue que U € D(A?) e mostra que A € p(A). Reciprocamente, tomemos agora A € p(A),
entdo temos para todo F € H existe um tnico elemento U € D(A) verificando (3.26)-(3.28).
Em particular, de (3.28) concluimos que para todo F3 € H existe um tinico W € D(A). Que
implica que A € p(A). A prova estd completa.

Como consequéncia temos o seguinte resultado.

Teorema 3.4.3. Suponhamos que A seja um operador normal tal que existe um niumero
M >0 e um inteiro n tal que vale o sequinte:
a) Se A € 0(Ap) e |\ > M — 1, entao \ é um autovalor isolado de multiplicidade finita;
b) Se |z| > M, entao o nimero de autovalores de Ay no disco unitdrio centrado em z
(contendo as multiplicidades) ndo excede n. Entao o operador A definido por

071 0
A=10 0 I
00 A

¢ um operador normal que também possui as propriedades (a) e (b).
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ProvAa- Como A é autoadjunto e normal, temos que A* = A, e em particular A é normal.
Além disso, os espectros de A e A sao iguais fora de uma bola unitéaria e o resultado segue
pois M > 1.

3.5 Aplicacoes aos modelos com memoria.

Neste trabalho, vamos aplicar os resultados anteriores considerando a funcao de relaxa-
mento

g(t) =1+ Mye ™' 4+ Mye ™' onde M;, k; >0, i=1,2, (3.29)

que, no caso de My = 0, seria a funcao utilizada por Liu.
Para facilitar os cdlculos, fazendo r = t — s na integral de (3.1), temos

/Ooo g (s)ult — s)ds = — /t_oo gt = r)u(r) dr — /; J(t— $)uls) ds.

Portanto, reescrevemos (3.1) como sendo a equagao com meméria dada por

ug + g(0)Au + /t gt —s)Au(s) ds =0 (3.30)

—00

Definamos o operador diferencial £ : H — H, onde H é um espaco de Hilbert, dado por

L(f)=f"+ (k1 + ko) [+ kikaof.

Claramente temos que
L(g'(t)) = 0.

Aplicando o operador £ na equacao (3.30) obtemos
Uttt + (k?l + ]fg)uttt + klkgutt + g(O)Autt + (1{71 -+ kQ)g(O)AUt + klkgg(O)AU+

+4'(0) Auy + [g"(0) + (k1 + k2)g'(0)] Au = 0,

que pode ser escrito na forma

et + 9(0)Augy + Bu =0 (3.31)
onde
Bu = (ki+ko)ugs+k1koug+(k1+k2)g(0) Aug+k1kag(0) Au+g'(0) Aug+[g" (0)+ (k1 +k2) g’ (0)] Au.

Teorema 3.5.1. Suponhamos que A seja um operador autoadjunto verifique as propriedades
(a) e (b) do teorema 3.4.3, entdo o sistema (3.30) verifica a propriedade da estabilidade
linear.
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PROVA- Neste caso consideraremos o gerador infinitesimal da equacao de ondas abstratas,
un + 9(0)Au =0, ()
isto é,
Ay = ( —g(OO)A é), U = (u, uy).

Note que A; é um operador normal. Assim o problema (x) pode ser reescrito como
Ut - AlU == O

Portanto o modelo abstrato associada ao problema de Cauchy (3.31) é definida por

U — AU = F,
onde
071 0 0
A=(00 I |eF=| 0|, U =UU,Uy).
0 0 A F
Como A; é normal, do Teorema 3.4.3 segue que A é um operador normal que verifica as

condigoes (a) e (b).
Finalmente da terceira expressao, segue que

Uttt - AlUtt = Fa

onde
_ 0 T _
F_(—Bu)’ U™ = (u,uy).

Note que o operador F é um operador continuo, pois os operadores B e F' sao continuos,
onde o ultimo depende de B. A continuidade de B é feita através de desigualdades de
derivadas. Usando o Teorema de Renardy, segue o resultado.

3.6 Célculo do wy(A)

Nesta segao faremos o célculo do polinomio cujas raizes nos dao o valor de wy(A). Do
sistema (3.10) - (3.11) e (3.14), obtemos que o operador A ¢ dado por

v u
AU = | —Au+ [[7¢'(s)Aw(z, s)ds | , U= | v |. (3.32)
v — Wy w

Observacao 3.6.1. Vdrios autores mostraram o decaimento exponencial, como por exemplo

[20].
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Definamos o espaco de Hilbert
2 .
Z=V x H x Lg,(O,oo,V),

onde V=D .Al/ 2). com norma induzida

' /%W+MWW+/!ﬂﬂMWMW%M
Q 0

O dominio de A é dado por
DA ={UeZ;veV;u —/ g (s)w(s)ds € D(A);w, € L2(0,00;V); w(0) = 0}.
0

A funcao de relaxamento g dada por
g(s) =1+ Mie %5 4 Mye=kes,
satisfaz as seguintes condigoes (3.4) - (3.5) :
g € C*(0,00) N C[0,00), ¢ € L*(0,00);

g(s) >0, ¢'(s) <0, ¢g"(s) >0, para s > 0;
g(o0) = lim g(s) > 0;

g"'(s) + kg'(s) > 0, para k > 0 e todo s > 0, onde k = min{ky, ko}.

Seguem alguns resultados de [10] que serao usados a seguir:

Proposicao 3.6.1. Suponhamos que f(s) € W, ReX > —k/2, g(s) satisfaz as condi¢oes
(3.4) - (3.5) ew(s) = [ e f(7)dr. Entao

a)lsg'(s)| — 0 quando s | 0, e f € L*(0,T;V), para todo T > 0;

byw e WNC([0,00),V),w € W e valem

1
lwllfy < <(2ReA+k = 8)7|If|fiy. parad € (0, 2ReA + k),

> k
Re [ gs) < u/(s), wls) v ds < 3wl
0
o)llg' (s)w(s)|[v — 0 quando s | 0, e |g'(s)w(s)||ly — 0, quando s — oo.
Denotemos o conjunto

k
Ak:{AEC|Re)\>—§}

e o operador
AN) = NAT + g(0) + 7' (N),

onde §(X) = 7 ¢'(s)e " ds.
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Observagao 3.6.2. A(\) € L(H) para cada X € Ay.

Proposicao 3.6.2. O operador A definido em (3.32) € fechado e densamente definido. Além
disso, temos

Ak O p(A) = {X € Ay | Tm(A(N) = HY,

1 . )
- 5l + 7] € ot (3.33)
p(A) D {X € C|Re > 0},

onde p(A) € o conjunto resolvente de A.

Teorema 3.6.1. Suponha que o < k/2 satisfazendo {\ € C|Re\ > —c} C p(A) e o <
EC(0)[1+ g(0) + C(0)] !, onde C(o) = [7°(1 + €*%)|g/(s)| ds. Entio wy(A) < —0.

Observacao 3.6.3. Considerando a funcao de relaxamento g dada por
9() = 1+ Mye™ 4 Mo~
onde M;, k; > 0,1=1, 2. Entao

AkﬂG(A): {)\GAk

. 2M1(]€1—0') QMQ(k’Q—O')

C =
(0) kl — 20 ]ﬂg — 20
Assim, para encontrar oy(A), usaremos (3.33) e resolveremos a equagao
YA+ g(0) + () =0, (3.34)
em Ay, onde v € o(A™1).
Tomando
g(s) =1+ Mye ¥* 4 Mye "%,
temos )
g0) =1+ M + M, e g'(s) ==Y kiMe ¥, (3.35)
i=1
Assim ,
k; M,
g\ = — = 3.36
0=~ 5T (3.36)
Substituindo (3.35) e (3.36) em (3.34) segue a equagao
k1 My ko My

YN+ 1+ M+ My — = 0. (3.37)

ki N kot N

Desenvolvendo, temos o polinémio de 4° grau:
AN (k1 + A) (ko + A) + (14 My + My)(ky + A (kg + X) — ki My (ka + A) — kaMy(ky + A) = 0,
ou seja,

P = M (ks + ko)A + [ykiks + (14 My + M)A +
+ [k (1 + M) + Eo(1 + M) + kyky = 0. (3.38)

Portanto de (3.38) segue que
ws(A) =Re{d € C/ P(\) =0,y € a(A N} (3.39)
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Observagao 3.6.4. Para o caso n =1, seque de [10] dois polinomios dados por

ki
1+ M,

P\ i) = X+ kA% + p(1 4+ M)+ pk, = 0.

Novamente por Liu [10], temos que

ol A) = wo(A) — max{ _ %1% aml)},

onde \1 € o menor ponto espectral de A.

Seguindo a mesma dire¢ao do trabalho de Liu [10], consideremos, primeiramente, o caso
de 0 =~ € 0(A™1), obtendo o polinémio

Pi(N) = (14 My + My)X® + [k (1 + M) + ka(1 + M)A + kyks = 0. (3.40)

As raizes de (3.40) sao dadas por

\— —[k1(1 + M) 4+ ko (1 + My)] £+ \/ [k (1 + M) — ko(1 4+ My)]? + 4k ko My M,
2(1+ My + M) '

Se 0 # v € o(A™), tome = 1/, temos o polindmio

Py(A ) = A+ (ky+ k) A + [kaka + p(1+ My + Mo)]A* +

Assim de (3.40) e (3.41) temos

og(A)={AeC;Pi(N) =0o0u P(A\pu) =0,u€0(A)}. (3.42)

De acordo com [12], substituindo A = y— (%) na equagao (3.41), simplificamos como

vyt sy +t=0, (3.43)
onde 3k e
7’:7’(#):k1k2+ﬂ(1+M1+M2)——( 1;— 2) ;
1 1
s =s(p) = g(lﬁ + ky)? — 5(1@1 + ko) [krko 4+ (1 4+ My + M) + p[ky(1 4+ My) + ko(1 + M),
1 1
b=t(u) = (ki + ko)?[krks + p(1 + My 4+ My)] — 7kt ko )alla (14 Mo) + ko (1 + M) —
3
—%(lﬁ + k2)4 + pkiks.
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Consideremos a seguinte decomposicao para as raizes y:
Y=Vt VY2t VY3
Além disso, definimos os nimeros

S=y1+y2+ys, T =vy1y2 + 11y3 + Yoys € P = y192Y3.

Logo

Y2 =1+ 2 +ys + 2(VU1vz + Vs + VU2us) = S 4+ 2(VY1he + VU3 + VY20s)-

Entao

[v* — S = 4(y1y + Y13 + Y2us) + 8v/Y1v293(v/U1 + /Y2 + \Ys3)-

Usando as notagoes acima temos

yt —28y? — 8V Py + (S* —4T) = 0. (3.44)
Comparando (3.43) e (3.44), temos

—28=r; —8@28; S? — AT =t;

ou seja,

2 2 2 _
S:—C;P:S—;T:S t:r 4t‘
2 64 4 16

Por outro lado ¥, 2 e y3 sao as trés raizes da equacao do 3° grau do tipo
v —Sy*+Ty— P =0,
ou seja, raizes do polinomio

r r2 — 4¢ 52
P(y,u)=y3+§y2+ AT (3.45)

Novamente, de acordo com [12], substituindo y = = + % na equacao do 3° grau acima,
simplificamos como

23+ pr4+q=0, (3.46)
onde 2 2 | 1o
e 4
= B T A
2 5 ST rort §?
a=alp) = =525+ 3 6121 64
Denote

Qo) = (0/3)° + (4/2),
1/3
Be = Ba) = (- 1 V) para Q20
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§r = &x(p) = —% 4/ —g-

Seja [(p) a menor raiz real de (3.45). Entao as outras duas raizes sao

() = - () \/—p— i+ 5]

Vamos dividir em trés casos:

1°caso)@(p) > 0. De acordo com o Apéndice A de [20], temos que a menor raiz real do
polinémio (3.46) é dada por
- B+ + B,.

Ou seja, a menor raiz real do polinémio (3.45) serd

() = —%+B++B,

e as raizes complexas

B.,+B. , ~B.-B_
zi(u):—g—%iu/ﬁ%.

Portanto uma das raizes de (3.43) sera
Vi) + V1 () + V- ()

As outras trés sao tais que o produto seja P, entao duas tem sinais negativos e uma
positivo, ou seja,

V) +/ = (1) /=1 (), /=1 + /=L (1) /1 () e /=1() + /T () + /=1 ()

Dafi as raizes de (3.41) sao do tipo

ky + K r r B.+B.  ~-B,—B_
A =—= 2+\/——+B++B_+\/—6—+—+N§+—+

4 6 2 2
r B,+B. . ,.-B.-B_
+\/_6_T_N§T‘

ki + ko r \/r B,+B. . ~B,—B_

Ao = — —— 4B 4+ B_ 4+ 3

> 0 +\/ sHBi By ot = iv3 S+
B, + B_ B, — B_
+\/%+L+“/§+T'

/{:—l-k T B +B_ B B_
Az = — ! 2 __B+ B_ —F\/% o _\/_+T+
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r B++B_ B, — B_
o Wil

ki+k / B B_ B, —B_
)\4: 1+2 %_B+ B _i_\/___L Z\/§+T+

B B_ B, —B_
BT AE

2°caso)@Q(u) < 0. De acordo com [10], a equagao (3.45) tem trés raizes reais distintas.
maior raiz sera

as outras duas sao

Portanto, como comentado no 1°caso, as raizes de (3.41) sao do tipo

)\12—1{:11—]@—1—\/—%—2\/—7%003 \/——+2\/jcos—
+\/—g—2\/—7§cosﬂ—§a.
)\2——]{:11—]{;24-\/—%—2\/—7§COS7T_@+\/£—2\/—7§COS%+
+\/g+2\/jgcosﬂ—ga.
)\32—]{11_]{2—1-\/%—1—2\/—»%90057?; +\/%—2\/—>§COS%+
—i—\/—%—Q —gcosﬂga.
)\4:_k11k2+\/£+2\/j}§30087r; +\/—%+2\/jgcos%+
+\/g+2\/—7§cosﬁ—§a.
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3°caso)@Q(p) = 0. De acordo com o Apéndice A de [20], temos uma raiz real simples do
polinémio (3.45) dada por

e uma raiz dupla real

§+(H)> q Z 0.

Portanto, como comentado no 1°caso, as raizes de (3.41) sao do tipo

by +k 1/3 1/3 1/3
A= A= 2+\/g—2(—g> - —%—(—g) + %Jr(—g) .

3.7 Conclusoes

Como visto neste capitulo, usando o método de nova derivagao, conseguimos através
do Teorema de Renardy, provar que vale PEL, onde a meméria é dada do tipo soma de
exponenciais. O valor do tipo de semigrupo é mais dificil de ser calculado. Para o caso do
tipo sendo soma de n exponenciais o processo é semelhante, o que muda seria basicamente
a ordem do sistema, neste caso seria de ordem n + 1. Com isso o operador £ também seria
de uma ordem superior para anular a funcao ¢'.

45



Capitulo 4

Vigas de Timoshenko com memodria

4.1 Existéncia e Unicidade de Solucao

Neste capitulo, faremos um estudo semelhante ao feito no capitulo anterior. Usaremos
resultados provados na secoes 3 e 4 do capitulo de ondas abstratas e estudaremos para o
sistema de Timoshenko com duas histérias na forma geral

p1pw — Sy = 0, em (0,1) x (0,1), (4.1)
Py — M, +S = 0, em (0,1) x (0,t),
onde .
S = k(w4 0) — / Bt = 8) (s + 1) (@, 5)ds
e

M=t~ | " gt = shu(a, s)ds,

—00

com as condicoes iniciais dadas por

QO(Z‘,O) - QOQ(ZE), Qot(xvo) - Qpl(x)ﬂ ¢($,0) = ¢0($), 1/)15(1‘, 0) = 1/}1(x) (43)

Para facilitar nossa analise, consideraremos as condigoes de contorno sendo Dirichlet -
Neumann dadas por

p(0,1) = @(,t) = ¥.(0,1) = ¢u(l,1) = 0, t > 0. (4.4)

As condigoes de historia sobre ¢ e 1) sao definidas como

gp(x,t) = Sph(x’tL 77D(J},t) = ¢h(xat)7 t<0. (45)

Observagao 4.1.1. Para outras condi¢oes de contorno diferentes de (4.4), o que mudard
serd o dominio do operador A.
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4.2 Boa Colocacao.

Nesta segao, mostraremos a existéncia de solugao, regularidade e unicidade de solucao
para o problema (4.1) - (4.5). Dafermos [5, 6], Fabrizio [7], introduziram os "espacgos de
meméria”, isto é, introduziram funcgoes auxiliares

n(‘ra t; 5) = @b(ﬂf,t) - 77/}(1"7t - 8)7 l/(l’,t, S) = sp(xvt) - 90<m7t - S)' (46)

Note que por (4.6) valem

nt(ma ta S) = ¢t($, t) - wt(xvt - S)a Us(ff,t, S) = ¢t(flf,t - 8)7

vi(z,t,8) = @i(x,t) — @i(x, t — 5), vs(x,t,8) = @ix,t —s).

Somando as duas primeiras relacoes e depois as duas ultimas, encontramos as equagoes
e+ 1ns = Yz, t), v+ vs = oz, t).
Pelas defingoes de n e v, respectivamente, temos novas condi¢oes de contorno dadas por
n(x,t,0) =0 =v(z,t0), Vt >0, x € (0,1).
Além disso, segue que
n(z,0,5) = P(2,0) = ¥(x, —=s) = tho(x) — Yn(z, —5) :=no(z, 5),

I/(JZ,O, S) = 90(37’0) - 90(37’ _3) = 900(37) - @h<x> _S) = VO(xa S)'

Denotemos LZ(O, oo; H}(0,1)) o espaco das fungoes de quadrado integravel com peso ju e
com valores em H}(0,1), isto é,

400 l
LZ(0,00;H&(O,Z)) = {f € H&(O,l);/ ,u(s)/ | folz, 8)[*dads < oo}.
0 0
Este espaco munido do produto interno

(fi9)rz = /;OO ©(s) /Ol fo(z,8)gs(, 8) dx ds

é um espaco de Hilbert. Fazendo mudangas de varidveis e usando as equagoes (4.6), encon-
tramos

[ ottt 7y = [ o0ttt = = [ gt s [ o)

—00

—00

/ h(t=7)(pot9)o(x, 7) dT = /OOO () (Putt)u (2, t=7) dT = — /OOO h(7)(vatn)a(z, 7)dr+

+ /000 h(T)d7(ps + 1),
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E analogamente
/_ Wt —7) (g0 + ), 7) dr = / ) e )@, ) dr + / " h(r) dr(ps + ).

Assim o sistema (4.1) - (4.2) pode ser reescrito como

prou = (o= [ 0yar) et 012 = [T M0 4 i)t Pyar 0,

Vv
I=KQ

prine = (0= [ atryar et (= [ nie) dr)lm 00 = [ ol

[\
-~ -~

:=bg ‘=Ko
+/ h(7)(ve +n)(x, T)dr = 0.
0
Consideramos, para efeito de calculo, que fooo T)dr < 400 e fo 7)dr < +00, além

de serem positivas. Depois, as funcoes g e h terao estas propriedades.
O sistema (4.1) - (4.4) pode ser visto como segue

pl(ptt - S = 0, em (O,Z) X (O,t), (47)
Pﬂbtt — M, + S = 0, em (O,Z) X (O,t), (48)
vw+vs = ¢, em (0,1) x (0,%), (4.9)
Ur +775 = ¢t7 em (07l) X (Oat)7 (410)
onde -
S=ralps v+ [ h(s) +m)(o, 5)ds
0
€ oo
=t t [ ool ) ds.
0
As condigoes iniciais sao dadas por
(70('1'7 0) = 900<x)7 @t(xvo) = 901(1‘), w(ﬂ%o) = %(35)’ ¢t(x>0) = ¢1($),
V(ZE,O,S) :V[)(ZL',S), 77(%0,3) :770(%3)7 (41]‘)
e as condigoes de contorno dadas por
p(0,8) = @(l,t) = 1a(0,1) = ¥u(l,t) = v(0,£,0) = v(1,¢,0) =
=1(0,¢,0) =n(l,t,0) =0, t > 0. (4.12)

48



Consideremos as varidveis ® = ¢; e ¥ = 1);. Seja o vetor U = (¢, ®,v,¢, ¥, n)T, assim
temos que o modelo (4.7)-(4.12), pode ser escrito como

o P ]
ors
o, pr(Po T 9)a o0 Jo hls)(ve + m)a(s) ds
v, D — v,
U = - B AU’
i v
\I/t Z_gz/):m - KO (909[: + ¢ + P2 fO naca: dS - fo Vm * 77) (S) ds
BN I ‘IJ Ns

(4.13)
onde UO = (9007 ¥1, Yo, w07 1/}17 WO)T-
Introduzimos os espagcos

L(0,0) = {f € L*(0,1); f.(0) = f.(1) = 0}, H"(0,1) = H™(0,1) N L(0,1).
O espaco de fase é
V= HY(0,1) x L2(0,1) x LE(0, 00; HL(0,1)) x H2(0,1) x L2(0,1) x (L2 1 L2)(0, 005 HL(0,1)),

munido do produto interno

o' @
d! P2
1 2 L L !
< o] e > :pl/ (I>1(I>2d:1:+,02/ \Ill\IJZd:v—l—/-so/(goi+wl)(g0§+w2)da:+
o 4 0 0 0
771

1%
l l 0o Il poo
s [ oidos [ [T nowi IR dsdo s [ [ g@miiEdsd,
0 0 Jo 0 JO

com norma induzida

l
=/ [p1|<1>|2 T ol U + Kolin + P + boltha? +
0

S SERANEN- TS

# [T hwtaias + g(s)\m?ds} da
0 0

A partir das defini¢oes acima, temos que
D(A) = [H*(0,1) N Hy(0,1)] x Hy(0,1) x Hy(0,00; Hy (0,1)) x H.(0,1)

x  H0,1) x (Hy N H,)(0,00; Hy(0,1)) N {no(% + ) + (4.14)
b [T H 0 ) ds € HO0 o+ [ alonts)ds e HE(OJ)}-
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Definimos a energia associada ao sistema
l
A e
0
+/ h(s)|vy +n|*ds +/ g(s)|nx|2ds} dx. (4.15)
0 0
Mostraremos que A é dissipativo. De fato,
l o l [e9) o
< AU, U >y= /@'0/ (pz + 1), dx +/ / h(s)(Ve +n)(z, s)ds O dx +
—l—bo/wm\lfdx—/io/(gaz—i-w \Ifd:c—i-// 8)Nee(, 5) ds ¥ dx —

!
// $)(ve +n)(z, s)ds\lld:r—l—/io/(<I)x+\ll)(g0$+@/))dx+b0/ U, 1), do +
0

0

+/0 /0 h(s)(®y — Vg + W — 1) (Ve + 1) ds da + /Ol /Ooog(s)(% — N)sa )Tz ds da.

Usando as condigoes de contorno (4.12) e tomando a parte real de < AU, U >y, temos
que

00 l 0o l
Re < AUU >y=— [ 0s) [Gut )Tt adrds = [ g(s) [ s -
0 0 0 0

1 t > o0 1 l 0 0o
= __/ [h(8)|ux+n|2 _/ R (s)|ve+nl? ds] dx——/ [9(8)|m|2 _/ g/(8)|7]x|2ds] dr
2 Jo o Jo 2 /o o Jo

Temos que
L[, : 2 L=, Lo
Re < AU,U >y, = 5 h'(s) | |ve+mn|"dxds + 3 g (s) [ Inldxds <0. (4.16)
0 0 0 0

Assim A é dissipativo.
Finalmente 0 € p(A). De fato, a equacao resolvente \U — AU = F, com A = 0 serd

—® = f' € Hy(0,1); (4.17)

e+ 0)e = [ B+ ) ds = puf? € 0.0 (118)

—® + v, = f* € L;(0,00; Hy(0,1)); (4.19)

—U = f'e H(0,1); (4.20)

—boWuz + Koz +¢) — /OOO 9(8)ma(s)ds + /Ooo h(s)(ve +n)(s)ds = pof* € L7(0,1); (4.21)
W+, = fO € (Li N L2)(0,00; Hy(0,1)). (4.22)
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De (4.17) e (4.20) segue, respectivamente, que ® € HJ(0,1) e U € H(0,1). Assim, de
(4.19), temos v, € L2(0,00; H3(0,1)) e dai v € H}(0,00; H}(0,1)). Analogamente, de (4.22),
temos 7, € (L N L7)(0, 00; Hy(0,1)) e dai n € (H; N H,)(0, 00; Hg(0,1)).

Por (4.18) temos ko (s +1)+ [ h(s)(va+n)(s) ds € H'(0,1) e daf boo+ [ g(s)n(s) ds €
HZ2(0,1).

Portanto, pela definigao do D(A) dado em (4.14), segue que U € D(A) e assim 0 € p(A).
Pelo Teorema 1.1.5, segue que A é o gerador infinitesimal de um semigrupo Cy de contragoes
S(t).

Segue do exposto acima, o resultado

Teorema 4.2.1. Suponha mecanismos dissipativos (memoria)

2 2
h(t) = e e g(t) =Y e,
i=1 j=1

onde p;, v;, v, 9; > 0 e que Uy € D(A), entao existe uma solugdo do sistema (4.7) - (4.10)
com condigoes iniciais (4.11) e de contorno (4.12) satisfazendo

Uec CRT;D(A)NCHRT; 2).
Além disso, se Uy € D(A"), entao

UecC R DAY, k=0,1,...,n.

4.3 Caso de uma memoria na cortante.

Seja o sistema de Timoshenko com meméria na cortante na forma geral

P1Pt — Sz = 07 em (Ovl) X (O7t)7
,0277btt — Mx + S = 0, e1m (O,Z) X (O,t),

onde .

S=rlpatv) = [ hlt=s)los+v)(o, s)ds
M = by,
ou seja, o modelo fica na forma

t

p1ow — K(0z + )z + / h(t — 5)(pe +1)2(s)ds = 0, em (0,1) x (0,1),(4.23)

P2y — bbyy + k(o + 1) — / h(t — s)(pz +¥)(s)ds = 0, em (0,1) x (0,1).(4.24)

— 00

As condicgoes iniciais sao dadas por
(p(CL’, 0) = 900(‘73)7 90,5(1’, 0) = Qpl(x)7 ¢<I7 0) = ¢0<I>7 'lbt(l‘, 0) = wl(aj)v (425)
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e as condigoes de contorno que usaremos sao Dirichlet - Neumann dadas por

0(0,t) = @(l,t) = 1¥,(0,t) = (I,t) = 0. (4.26)

As condigoes de historia sobre ¢ e 1 sao definidas como

o(x,t) = op(x,t), ¥(z,t) =Yp(x,t), t<O. (4.27)

Nesta secao, vamos considerar a funcao de relaxamento

h(t) = pe ", (4.28)
2
onde p, v > 0. Fazendo U = Zt , obtemos
(e
Pt Pt X 0
U= | ¢ | = (o + U)o s (0o +¥)e
(o y 0 ’

N J/ [\

=AU =hx AU

onde h * f denota a convolucao do tipo ffoo h(t — s)f(s)ds.
Assim temos

Ut = .A()U — h* .AlU
Derivando temos

Utt = A()Ut — R x AlU = .A()Ut + ’Yh * .AlU

Logo temos
Utt = AoUt — ’}/Ut + ’}/AQU

Consideraremos B = —vyU; + vApU.
Teorema 4.3.1. O sistema (4.23) — (4.24) verifica a propriedade da estabilidade linear.

PRrOVA- Neste caso consideraremos o gerador infinitesimal do sistema de Timoshenko,

p1¢1: — k(P + 1)z =0, (4.29)
isto é,

0 1 0 0 )
£92 0 £ 0 ©
— p1 T p1E _ t
Ao = 0 0 0 rl U

K b 92 K
—p—Z(‘?m 0 p—an — p—QI 0 Yy



Note que A é um operador normal. Assim o problema (4.29) — (4.30) pode ser reescrito
como

Ut - AOU - O
Portanto o modelo associado ao problema de Cauchy (4.23) — (4.24) é definida por

Ut—AUZJ:,
onde
0O I O 0 U
A= 0 0 I , F = 0 e U = U,
0 0 A By Ui

Como Aj é normal, do Teorema 3.4.3 segue que A é um operador normal que verifica as
condigoes (a) e (b).

A continuidade de B; ¢ feita através de desigualdades de derivadas. Usando o Teorema
de Renardy, segue o resultado.

4.4 Caso de uma memoria no momento flector.
Seja o sistema de Timoshenko com memdria no momento flector na forma geral

P1Pt — Sa; = 0, em (O,Z) X (O,t),
pgi/]tt — Mm +S5 = 0, em (O,Z) X (0,t)7

onde
S = k(pe + 1)

M=t~ [ ot uate, )i

—0o0

ou seja, o modelo fica na forma
prow — k(pr + 1), = 0, em (0,1) x (0,¢), (4.31)
t

Pt — by —l—/ g(t — $)ez(8)ds + k(p, + 1) = 0, em (0,1) x (0,t). (4.32)

—00

As condicgoes iniciais sao dadas por

p(2,0) = po(x), @i(z,0) = 1(z), ¥(x,0) =ho(x), Ui(z,0) = (), (4.33)
e as condigoes de contorno que usaremos sao Dirichlet - Neumann dadas por
0(0,t) = @(l,t) = 1¥,(0,t) = 1 (I,t) = 0. (4.34)
As condigoes de historia sobre ¢ e 1) sao definidas como
o(x,t) = on(x,t), Y(z,t) =Yp(x,t), t<O. (4.35)
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Nesta secao, vamos considerar a funcao de relaxamento

g(t) = ve™, (4.36)
2
onde v, § > 0. Fazendo U = Zt , obtemos
(o
Pt Pt 0
Pt 2z +¥)e 0
U ey — P1 — % s
o o 1o
wtt R p%wmz - l%(@x + w) N p_zz/}:rx )
;:):)U =gx AU

onde g * f denota a convolucao do tipo fjoo g(t —s)f(s)ds.
Assim temos

Ut = AOU — g *.AQU
Derivando temos

Utt == .A()Ut — g/ * .AQU = A(]Ut -+ 59 x AQU

Logo temos
Utt - A()Ut — 5Ut + 5AOU

Consideraremos C' = —0U; + 6 AgU.
Teorema 4.4.1. O sistema (4.31) — (4.32) wverifica a propriedade da estabilidade linear.

PRrROVA- Neste caso consideraremos o gerador infinitesimal do sistema de Timoshenko,

P1Pit — "1(9096 + w):(: - 07 (437)
pﬂ/}tt - wa’x + /{(pr + '@D) - 07 (438)
isto é,
0 I 0 0 0
L5920 £0 0 ©
— pL-T pr T _ t
Ao = 0 0 0 [ A I
K b 92 K

Note que Ay é um operador normal. Assim o problema (4.37) — (4.38) pode ser reescrito
como

Ut - AOU - O
Portanto o modelo associado ao problema de Cauchy (4.31) — (4.32) é definida por

Ut—AZ/{:g;

o4



onde

071 O 0 U
A= 00 I ], G=| 0 | eUU=| U
0 0 A Cy Uy

Como Aj é normal, do Teorema 3.4.3 segue que A é um operador normal que verifica as

condigoes (a) e (b).

A continuidade de C; é feita através de desigualdades de derivadas. Usando o Teorema

de Renardy, segue o resultado.

4.5 Caso de duas memorias.
Seja o sistema de Timoshenko com duas histérias na forma geral

p1pw — Sy = 0, em (0,1) x (0,1),
p2¢tt — Mx + S 0, em (07l) X (O,t)7

onde .

S = k(g + ) — / Bt — 5) (s + ) (x, 5)ds

— 00

M = by, — /t g(t - S)¢z(x7 S)ds7

— 0o
ou seja, o modelo fica na forma

t

prw — Kz +9)a + / h(t = 5)(pa +¢)a(s)ds = 0, em (0,1) x (0,1),

—00
t

p2¢tt - b"vaoc + / g(t - S),lva:c(s)ds + 5(9090 + ,QZ)) -

—0o0

_/t h(t — 8)(pa + ¥)(8)ds = 0, em (0,) x (0,%).

—0o0

As condigoes iniciais sao dadas por

gD(l’,O) = (100(:07 th(x>0) = (101(11)’ W%O) = %(95)» ¢t($a0) = %(95),

e as condigoes de contorno que usaremos sao Dirichlet - Neumann dadas por

0(0,t) = o(l,t) = ,(0,8) = (i, t) = 0.

As condigoes de historia sobre ¢ e 1 sao definidas como

QO(.T,t) :§0h<x7t)7 w<x7t) :f(/}h(ﬂj‘,t), t <O0.
Neste trabalho, vamos considerar os mecanismos dissipativos

h(t) = pe " e g(t) = ve ™,
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onde pu, v, v, 6 > 0.

2
Fazendo U = Zt , obtemos
U
Pt Pt 0 0
K 1
U= | P | = = (r +1)a A (o + U)o | g4 0 ’
(o i e 0 1 0
Yy . p—21/)xac - p%(%c + 1) N é(@m + 1) . p_2¢zm
:::4,0U ::h:jéllU 5:!]:-/,42[]

onde h x f e g* f denotam as convolucoes do tipo ffoo h(t —s)f(s)ds e ffoo g(t —s)f(s)ds,
respectivamente.
Assim temos

U = AU — hx AU — g x AU. (4.47)

Derivando temos
Utt = .A()Ut —h' x A1U — g’ * AQU = .A()Ut + ’)/h * A1U + (59 * .AQU

Definamos os operador diferencial £ : H — H, onde H é um espaco de Hilbert, dados
por
Lf)=f"+(y+0)f +75f.
Claramente temos que

L(h(t)) =0e L(g(t)) = 0.
Aplicando o operador £ na equagao (4.47), temos
L(U) = AL(U) — L(h) * A;U — L(g) * AU.

Assim
Uit + (7 + 0) Uy + v0U; = AUy + (v + ) AUy + 73 AU.

Ou seja,
Uit = AoUy — (v + 0) Uy — yOU; + (7 + ) AU + v0.AoU.

Consideraremos D = — (v + 0)Uy — v0U; + (7 + 0)AgUs + 70 ApU.
Teorema 4.5.1. O sistema (4.41) — (4.42) verifica a propriedade da estabilidade linear.

Prova- Neste caso consideraremos o gerador infinitesimal do sistema de Timoshenko,

p1pee — K(pe + 1)z = 0, (4.48)
P2t — ey + K(pa +10) =0, (4.49)
isto é,
o 10 0 o
I A
—29, 0 2R —-E1 0 e



Note que Ay é um operador normal. Assim o problema (4.48) — (4.49) pode ser reescrito
como

Ut - AOU - O
Portanto o modelo associado ao problema de Cauchy (4.41) — (4.42) é definida por

u,— AU = 7,
onde
071 O 0 U
A= 0 0 [ , J = 0 el = U,
0 0 A D Uy

Como Ag é normal, do Teorema 3.4.3 segue que A é um operador normal que verifica as
condigoes (a) e (b).

A continuidade de D ¢é feita através de desigualdades de derivadas. Usando o Teorema
de Renardy, segue o resultado.

4.6 Conclusoes

Como visto neste capitulo, usando o método de nova derivacao, conseguimos através do
Teorema de Renardy, provar que vale PEL, onde a meméria na cortante ou no momento
flector é do tipo exponencial. Além disso, se tivermos uma meméria somente, o método é o
mesmo, pois o operador Ay nao se altera. Para o caso do tipo sendo soma de n exponenciais
o processo é semelhante, o que muda seria basicamente a ordem do sistema, neste caso seria
de ordem n + 1. Com isso o operador £ também seria de uma ordem superior para anular a
funcao g e h. O valor do tipo de semigrupo é mais dificil de ser calculado.
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Capitulo 5

Conclusao Final

O método de nova derivacao, juntamente com o Teorema de Renardy, se mostrou bastando
eficiente para provar que vale PEL onde a memoéria é dada do tipo soma de exponenciais.
Gostariamos de ampliar as funcoes para combinacao de polinomios, produto de polinomio
com exponenciais e assim por diante.

Um interesse também poderia ser o enfraquecimento das hipoteses do Teorema de Re-
nardy e com isso fazer um método similar para este caso.

Mesmo com a PEL, encontrar o tipo do semigrupo ainda é dificil, pois os polindmios nao
sao de resolucao simples e um método computacional pode nao aproximar tao bem como
queremos a cota espectral.
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