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sobre o Espaço de Cantor

Orientador

Nilson da Costa Bernardes Junior

Rio de Janeiro
Abril 2014
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Dinâmica Topológica Coletiva e Probabiĺıstica sobre o Espaço de Cantor
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Resumo

A proposta deste trabalho é o estudo do comportamento dinâmico das aplicações

cont́ınuas genéricas e dos homeomorfismos genéricos do espaço de Cantor sob dois pon-

tos de vista distintos. O primeiro é o ponto de vista “coletivo”, no qual estuda-se como

tais aplicações agem sobre subconjuntos compactos do espaço de Cantor. Já o segundo

ponto de vista concentra-se sobre o comportamento dinâmico das aplicações induzidas

ao espaço das medidas de Borel probabiĺısticas do espaço de Cantor. Aqui obtemos

alguns resultados que valem não apenas para o espaço de Cantor, mas também para

espaços métricos compactos gerais.

Palavras-chave: espaço de Cantor, aplicações cont́ınuas, homeomorfismos, hiper-

espaço, métrica de Hausdorff, medidas de probabilidade, métrica de Prohorov, dinâmica.
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Abstract

The purpose of this work is to study the dynamical behavior of generic continuous

maps and generic homeomorphisms of the Cantor space from two distinct points of view.

The first is the point of view of “collective” dynamics, in which it is studied how these

maps act on compact subsets of the Cantor space. The second perspective focuses on

the dynamical behavior of induced maps on the space of all Borel probability measures

of the Cantor space. Here we get some results that hold not only for the Cantor space

but also for general compact metric spaces.

Key-Words: Cantor space, continuous maps, homeomorphisms, hyperspace, Haus-

dorff metric, probability measures, Prohorov metric, dynamics.
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À minha querida esposa Emille, por todo o amor, compreensão e apoio nos momentos
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Caṕıtulo 1

Introdução

O estudo de dinâmica genérica é um tema clássico na área de sistemas dinâmicos.

No contexto da dinâmica topológica, tal estudo tem sido desenvolvido por diversos

autores nos últimos quarenta anos. Para a dinâmica genérica de aplicações cont́ınuas

do intervalo unitário fechado, veja [4] e [39], por exemplo. Para o caso de aplicações

cont́ınuas e homeomorfismos de variedades compactas, indicamos [7, 32, 37, 40], onde

outras referências podem ser encontradas. Em [9, 10, 11, 12, 13, 14] foi desenvolvido

um estudo de propriedades das aplicações cont́ınuas genéricas e dos homeomorfismos

genéricos de variedades topológicas que valem para quase todo ponto com respeito a

uma dada medida de Borel probabiĺıstica sobre a variedade. Um ponto de vista similar

foi considerado em [1]. Finalmente, para a dinâmica genérica de aplicações do espaço

de Cantor, veja [6, 15, 23, 24, 26, 28], por exemplo.

Por outro lado, o estudo de dinâmica coletiva também é um tema importante

na área de sistemas dinâmicos. Enquanto a ação de um sistema dinâmico sobre pontos

do espaço de fase pode ser entendida como dinâmica individual, a ação do sistema

sobre subconjuntos do espaço de fase pode ser pensada como dinâmica coletiva, e é

natural comparar as dinâmicas individual e coletiva. O contexto mais usual para a

dinâmica coletiva é o da aplicação induzida sobre o hiperespaço de todos os subconjuntos

compactos e não-vazios munido da métrica de Hausdorff. Outro tema muito interessante

é o estudo da dinâmica induzida sobre o espaço das medidas probabiĺısticas. O estudo

sistemático dessas dinâmicas induzidas foi iniciado em [8] e vem sendo desenvolvido por
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diversos autores, principalmente no caso de hiperespaços (veja [2] e [27], por exemplo).

É natural combinar estes temas e estudar a dinâmica coletiva e a dinâmica

probabiĺıstica de aplicações genéricas. No presente trabalho desenvolvemos um tal

estudo no caso do espaço de Cantor.

Devido à sua importância, a dinâmica das aplicações do espaço de Cantor tem sido

extensivamente estudada por diversos autores através de diferentes pontos de vista. No

caso da dinâmica genérica de homeomorfismos, um dos resultados mais impressionantes

é a existência de uma classe de conjugação residual para o grupo H({0, 1}N). Isto nos

diz que a dinâmica de um elemento genérico de H({0, 1}N) se reduz à dinâmica de um

único elemento desta classe. Este resultado foi provado pela primeira vez por Kechris

e Rosendal [30] usando técnicas de teoria de modelos, e um elemento espećıfico desta

classe foi constrúıdo posteriormente por Akin, Glasner e Weiss [6]. Bernardes e Darji

[15] obtiveram uma nova demonstração da existência desta classe ao construir uma

descrição de estrutura de grafo satisfeita por todos os seus elementos. Com tal descrição

obtiveram praticamente todas as propriedades dinâmicas conhecidas até então para os

elementos desta classe e muitas outras completamente novas. Além disso, usando suas

técnicas de grafos eles provaram um resultado um tanto quanto surpreendente, que

garante a existência de um subconjunto residual de C({0, 1}N) tal que quaisquer dois

dos seus elementos são conjugados por um elemento de H({0, 1}N).

No caṕıtulo 3, desenvolvemos um estudo detalhado da dinâmica coletiva das

aplicações cont́ınuas genéricas e dos homeomorfismos genéricos do espaço de Cantor.

Em alguns aspectos, as dinâmicas individual e coletiva são similares. Por exemplo,

para o homeomorfismo genérico h do espaço de Cantor, tanto h quanto a aplicação

induzida h ao hiperespaço têm a propriedade do sombreamento. Mas, em outros as-

pectos, as dinâmicas individual e coletiva são muito diferentes. Por exemplo, para o

homeomorfismo genérico h do espaço de Cantor, h não tem par Li-Yorke e tem en-

tropia topológica zero, enquanto h é uniformemente distribucionalmente caótica e tem

entropia topológica infinita.

No caṕıtulo 4, desenvolvemos um estudo detalhado da dinâmica induzida sobre
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o espaço das medidas probabiĺısticas pelas aplicações cont́ınuas genéricas e pelos ho-

meomorfismos genéricos do espaço de Cantor. Aqui, cabe destaque os fortes contrastes

entre a dinâmica da aplicação h induzida ao hiperespaço e da aplicação h̃ induzida

ao espaço das medidas probabiĺısticas. Com efeito, para o homeomorfismo genérico h

do espaço de Cantor, h é uniformemente distribucionalmente caótica, tem entropia to-

pológica infinita, tem a propriedade do sombreamento e é cont́ınua em cadeia em todo

ponto de um conjunto aberto denso, enquanto h̃ não tem par Li-Yorke, tem entropia

topológica zero, não tem a propriedade do sombreamento e não é cont́ınua em cadeia

em ponto algum.

Ao longo do trabalho fazemos uso dos resultados de estrutura de grafo das aplicações

cont́ınuas genéricas e dos homeomorfismos genéricos do espaço de Cantor obtidos por

Bernardes e Darji [15]. Estes belos resultados, que mostraram-se fundamentais para o

desenvolvimento do presente trabalho, serão lembrados no caṕıtulo 2.



Caṕıtulo 2

Preliminares

Neste caṕıtulo apresentamos as construções e resultados de [15] que são pertinentes

ao desenvolvimento do presente trabalho. Já as definições e fatos válidos nos contextos

de cada caṕıtulo da tese são apresentados à medida que sua utilização se faz necessária.

Pensamos que isto torna mais dinâmica a leitura do trabalho. Cabe ressaltar que para

todos os fatos que não são contribuições da presente tese, apresentamos seus enunciados

e indicamos referências seguras para as respectivas demonstrações.

2.1 Estrutura de Grafo das Aplicações Genéricas do

Espaço de Cantor

Recorde que um espaço de Cantor é um espaço zero-dimensional, compacto, me-

trizável e sem pontos isolados. Um resultado clássico devido a Brouwer [22] garante

que qualquer espaço de Cantor é homeomorfo ao conjunto ternário de Cantor. Em

particular, quaisquer dois espaços de Cantor são homeomorfos. Isso nos permite usar o

artigo definido “o” antes da expressão “espaço de Cantor”. Na presente tese trabalha-

remos com o espaço produto {0, 1}N, onde {0, 1} é munido com a topologia discreta.

Consideramos o espaço de Cantor {0, 1}N munido com a métrica compat́ıvel d dada

por d(σ, σ) := 0 e d(σ, τ) := 1
n

onde n é o menor inteiro positivo tal que σ(n) 6= τ(n)

(σ, τ ∈ {0, 1}N, σ 6= τ).

Dado um espaço de Baire Z, dizer que “o elemento genérico de Z tem uma certa
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propriedade P” significa que o conjunto de todos os elementos de Z que satisfazem a

propriedade P é residual em Z, isto é, o seu complementar é um conjunto de primeira

categoria em Z. A palavra “t́ıpico” às vezes é usada no lugar da palavra “genérico”.

Dado um espaço métrico compacto M com métrica d, denotamos por C(M) (resp.

H(M)) o espaço de todas as aplicações cont́ınuas de M em M (resp. de todos os

homeomorfismos de M sobre M) munido da métrica uniforme

d̃(f, g) := max
x∈M

d(f(x), g(x)).

Definição 2.1. Uma partição de {0, 1}N é uma coleção finita de subconjuntos abertos e

fechados (”clopen”), não-vazios e dois a dois disjuntos cuja união é {0, 1}N. A norma

de uma partição P de {0, 1}N é definida por

‖P‖ := max
a∈P

diam(a).

Para cada f ∈ C({0, 1}N) e cada partição P de {0, 1}N, consideramos o grafo dirigido

Gr(f,P) cujo conjunto de vértices é P e cujo conjunto de arestas é

{
−→
ab : a, b ∈ P e f(a) ∩ b 6= ∅}.

Uma componente de um grafo dirigido G é um subgrafo maximal (em vértices e

arestas) H de G tal que dados quaisquer dois vértices a, b em H, existem vértices

a1, . . . , an em H tais que a1 = a, an = b e, para cada 1 ≤ i < n, −−−→aiai+1 ou −−−→ai+1ai é uma

aresta de H.

Definição 2.2. Um grafo dirigido ` é dito um loop de comprimento n se o conjunto de

vértices de ` é um conjunto {v1, . . . , vn} com n elementos e o conjunto de arestas de `

é −−→vnv1 e −−−→vivi+1 para 1 ≤ i < n.

Definição 2.3. Um grafo dirigido B é dito um balão de tipo (s, t) se o conjunto de

vértices de B é a união de dois conjuntos disjuntos p = {v1, . . . , vs} e ` = {w1, . . . , wt},

e as arestas de B são

• as arestas do caminho p, i.e., −−−→vivi+1 para 1 ≤ i < s,
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• as arestas do loop formado por `, e

• −−→vsw1.

Dizemos que v1 é o vértice inicial de B. Exceto quando indicado em contrário,

sempre que escrevermos um balão B simplesmente por

B = {v1, . . . , vs} ∪ {w1, . . . , wt},

estaremos admitindo tacitamente que tal balão é o descrito acima.

Definição 2.4. Um grafo dirigido D é dito um haltere de tipo (r, s, t) se o conjunto de

vértices de D é a união de três conjuntos disjuntos `1 = {u1, . . . , ur}, p = {v1, . . . , vs}

e `2 = {w1, . . . , wt}, e as arestas de D são

• as arestas dos loops formados por `1 e `2,

• as arestas do caminho p, e

• −−→u1v1, −−→vsw1.

Dizemos que s é o comprimento da barra do haltere. Se r = t então dizemos que o

haltere é equilibrado com peso lateral r. Exceto quando indicado em contrário, sempre

que escrevermos um haltere D simplesmente por

D = {u1, . . . , ur} ∪ {v1, . . . , vs} ∪ {w1, . . . , wt},

estaremos admitindo tacitamente que tal haltere é o descrito acima.

Definição 2.5. Suponha f ∈ C({0, 1}N), P partição de {0, 1}N e B uma componente

de Gr(f,P) que é um balão. Escreva

B = {v1, . . . , vs} ∪ {w1, . . . , wt},

com a notação usual.

Dizemos que o balão B é estrito relativo a f se f(vi) ( vi+1 para cada 1 ≤ i < s,

f(wj) ( wj+1 para cada 1 ≤ j < t, e f(vs) ∪ f(wt) ( w1.
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Definição 2.6. Suponha h ∈ H({0, 1}N), P partição de {0, 1}N e D uma componente

de Gr(h,P) que é um haltere. Escreva

D = {u1, . . . , ur} ∪ {v1, . . . , vs} ∪ {w1, . . . , wt},

com a notação usual.

Dizemos que o haltere D contém um loop à esquerda de h (resp. um loop à direita

de h) se existe um subconjunto aberto e fechado a de u1 (resp. de w1) tal que hr(a) = a

(resp. ht(a) = a).

Agora estamos em condições de enunciar os resultados de [15] mencionados anteri-

ormente:

Teorema A (Bernardes-Darji, Teorema 5.1). A aplicação genérica f ∈ C({0, 1}N)

tem a seguinte propriedade:

(Q) Para cada m ∈ N, existem uma partição P de {0, 1}N com ‖P‖ < 1/m e um

múltiplo q ∈ N de m tal que toda componente de Gr(f,P) é um balão de tipo (q!, q!)

que é estrito relativo a f .

Teorema B (Bernardes-Darji, Teorema 4.1). A aplicação genérica h ∈ H({0, 1}N)

tem a seguinte propriedade:

(P) Para cada m ∈ N, existem um partição P de {0, 1}N com ‖P‖ < 1/m e um múltiplo

q ∈ N de m tal que toda componente de Gr(h,P) é um haltere equilibrado com peso

lateral q! que contém tanto um loop à esquerda quanto um loop à direita de h.

Além disso, também foi provado em [15] que quaisquer duas aplicações f, g ∈

C({0, 1}N) (resp. f, g ∈ H({0, 1}N)) com a propriedade (Q) (resp. propriedade (P))

são topologicamente conjugadas, isto é, f = h−1gh para algum h ∈ H({0, 1}N).



Caṕıtulo 3

Dinâmica Topológica Coletiva
das Aplicações Genéricas
do Espaço de Cantor

Neste caṕıtulo desenvolveremos o estudo da dinâmica coletiva das aplicações cont́ınuas

genéricas e dos homeomorfismos genéricos do espaço de Cantor, com ênfase sobre as

noções de caos Li-Yorke, caos distribucional, caos topológico (isto é, entropia topológica

positiva), continuidade em cadeia, sombreamento e recorrência.

3.1 Hiperespaços e a Métrica de Hausdorff

Seja (X, τ) um espaço topológico de Hausdorff. Considere K(X) o conjunto de todos

os subconjuntos compactos e não-vazios de X.

Definição 3.1. A topologia de Vietoris sobre K(X) é a menor topologia τV para a qual

valem as seguintes condições:

1) {A ∈ K(X) : A ⊂ U} ∈ τV sempre que U ∈ τ ;

2) {A ∈ K(X) : A ⊂ B} é τV -fechado sempre que B é τ -fechado.
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Para S1, S2, ..., Sn ⊂ X (n ≥ 1), considere a notação

< S1, S2, . . . , Sn >= {A ∈ K(X) : A ⊂
⋃n
i=1 Si e A∩Si 6= ∅ para cada i }.

Proposição 3.1. Seja (X, τ) um espaço topológico de Hausdorff e defina

BV := {< U1, U2, . . . , Un >: n ∈ N e U1, U2, . . . , Un ∈ τ}.

Então, BV é uma base para τV .

Demonstração. Veja [29, Teorema 1.2].

Definição 3.2. Seja (M,d) um espaço métrico limitado. A métrica de Hausdorff sobre

K(M) é definida por

dH(A,B) := max
{

max
a∈A

d(a,B),max
b∈B

d(b, A)
}

(A,B ∈ K(M)).

Proposição 3.2. Se (M,d) é um espaço métrico limitado, então dH é uma métrica

sobre K(M).

Demonstração. Veja [29, Teorema 2.2].

Proposição 3.3. Se (M,d) é um espaço métrico compacto, então a métrica de Haus-

dorff dH sobre K(M) induz a topologia de Vietoris.

Demonstração. Veja [34, Proposição 3.5].

Vale o seguinte resultado fundamental:

Teorema 3.1. Se (M,d) é um espaço métrico limitado, então (M,d) é compacto se e

somente se (K(M), dH) é compacto.

Demonstração. Veja [31, Teorema 1 e Teorema 2].

Dada uma partição P de {0, 1}N, definimos

δ(P) := min{d(a, b) : a, b ∈ P , a 6= b}
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e

IP(X) := {a ∈ P : a ∩X 6= ∅} (X ⊂ {0, 1}N).

Note que δ(P) > 0. Os próximos dois resultados nos dão uma maneira de interpretar

a noção de distância de Hausdorff em função dos vértices dos grafos associados a uma

partição arbitrária.

Lema 3.1. Dados X, Y ∈ K({0, 1}N), tem-se

dH(X, Y ) < δ(P) =⇒ IP(X) = IP(Y ).

Demonstração. Suponha a ∈ IP(X) tal que a /∈ IP(Y ). Dáı, pelas definições de IP(X)

e δ(P), existe σ ∈ X tal que d(σ, Y ) ≥ δ(P). Logo, dH(X, Y ) ≥ δ(P).

Lema 3.2. Dados X, Y ∈ K({0, 1}N), tem-se

IP(X) = IP(Y ) =⇒ dH(X, Y ) ≤ ‖P‖.

Demonstração. Suponha dH(X, Y ) > ‖P‖. Dáı, podemos supor que existe σ ∈ X tal

que d(σ, Y ) > ‖P‖. Logo, para a ∈ IP(X) tal que σ ∈ a tem-se a /∈ IP(Y ). Isto mostra

que IP(X) 6= IP(Y ).

3.2 A Aplicação Induzida ao Hiperespaço

Definição 3.3. Seja (M,d) um espaço métrico. Dada f ∈ C(M), a aplicação induzida

f : K(M)→ K(M) é definida por

f(X) := f(X) (= {f(x) : x ∈ X}).

Proposição 3.4. Seja (M,d) um espaço métrico. Dada f ∈ C(M), temos f ∈

C(K(M)). Além disso, se f ∈ H(M), então f ∈ H(K(M)).

Demonstração. Veja [29, Teorema 1.3].
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3.3 Dinâmica Coletiva das Aplicações Genéricas

Vejamos agora o estudo da dinâmica das aplicações induzidas ao hiperespaço por

aplicações cont́ınuas genéricas e homeomorfismos genéricos do espaço de Cantor. Co-

mecemos estudando o conceito de caos Li-Yorke, o qual foi introduzido por Li e Yorke

em [33].

Definição 3.4. Se f : M →M é uma aplicação cont́ınua de um espaço métrico (M,d),

um par (x, y) ∈M ×M é dito um par Li-Yorke para f se

lim inf
n→∞

d(fn(x), fn(y)) = 0 e lim sup
n→∞

d(fn(x), fn(y)) > 0.

Um conjunto misturado para f é um subconjunto S de M tal que (x, y) é um par Li-

Yorke para f sempre que x e y são pontos distintos em S.

A aplicação f é dita Li-Yorke caótica se existe um conjunto misturado para f que

é não-enumerável.

Foi provado em [15] que a aplicação genérica f ∈ C({0, 1}N) não admite par Li-Yorke

(em particular, f não é Li-Yorke caótica). Estenderemos este resultado provando que

a mesma propriedade é válida para a aplicação induzida f .

Teorema 3.2. Para f ∈ C({0, 1}N) genérica, f não admite par Li-Yorke.

Demonstração. Seja f ∈ C({0, 1}N) satisfazendo a propriedade (Q) do Teorema A.

Suponha que X, Y ∈ K({0, 1}N) satisfazem

lim inf
n→∞

dH
(
f
n
(X), f

n
(Y )
)

= 0. (3.3.1)

Dado ε > 0, existe uma partição P de {0, 1}N com ‖P‖ < ε tal que toda componente

de Gr(f,P) é um balão. Além disso, por (3.3.1), existe n0 ∈ N tal que

dH
(
fn0(X), fn0(Y )

)
< δ(P).

Pelo Lema 3.1, IP(fn0(X)) = IP(fn0(Y )). Como cada componente B de Gr(f,P) é

um balão, f leva cada vértice de B dentro de um vértice de B, e assim IP(fn(X)) =



12

IP(fn(Y )) para cada n ≥ n0. Consequentemente, pelo Lema 3.2,

dH
(
fn(X), fn(Y )

)
< ε para cada n ≥ n0.

Isto prova que

lim
n→∞

dH
(
f
n
(X), f

n
(Y )
)

= 0,

e assim (X, Y ) não é um par Li-Yorke para f .

Foi provado em [15] que o homeomorfismo genérico h ∈ H({0, 1}N) não admite par

Li-Yorke (em particular, h não é Li-Yorke caótico). Em grande contraste com este fato

e com o teorema anterior, veremos que para o homeomorfismo genérico h ∈ H({0, 1}N),

a aplicação induzida h é Li-Yorke caótica. De fato, veremos que h é mais do que isso;

h é uniformemente distribucionalmente caótica.

Recordemos a definição de caos distribucional uniforme.

Definição 3.5. Dado A ⊂ N, a densidade superior de A é definida por

dens(A) := lim sup
n→∞

card([1, n] ∩ A)

n
·

Se f : M → M é uma aplicação cont́ınua de um espaço métrico M , um par (x, y) ∈

M ×M é dito distribucionalmente ε-caótico para f (ε > 0) se

dens{n ∈ N : d(fn(x), fn(y)) ≥ ε} = 1

e

dens{n ∈ N : d(fn(x), fn(y)) < δ} = 1,

para todo δ > 0. Um conjunto distribucionalmente ε-misturado para f é um subconjunto

S de M tal que (x, y) é um par distribucionalmente ε-caótico para f sempre que x e y são

pontos distintos em S. A aplicação f é dita uniformemente distribucionalmente caótica

se existe um conjunto distribucionalmente ε-misturado para f que é não-enumerável,

para algum ε > 0.

A noção de caos distribucional foi introduzida por Schweizer e Smı́tal em [38] (veja

também Oprocha [36]).
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Teorema 3.3. Existe um subconjunto aberto e denso O de H({0, 1}N) tal que, para

todo h ∈ O, h é uniformemente distribucionalmente caótica. Em particular, para o ho-

meomorfismo genérico h ∈ H({0, 1}N), h é uniformemente distribucionalmente caótica.

Demonstração. Seja O o conjunto de todos os h ∈ H({0, 1}N) para os quais existe uma

partição P de {0, 1}N tal que alguma componente de Gr(h,P) é um haltere equilibrado

com peso lateral ≥ 2. Claramente o conjunto O é aberto em H({0, 1}N). Pelo Te-

orema B, O é também denso em H({0, 1}N). Fixe h ∈ O e seja P uma partição de

{0, 1}N tal que existe uma componente D de Gr(h,P) que é um haltere equilibrado com

peso lateral q ≥ 2. Escreva

D = {u1, . . . , uq} ∪ {v1, . . . , vs} ∪ {w1, . . . , wq},

com a notação usual. Como

u1 ⊃ h−q(u1) ⊃ h−2q(u1) ⊃ · · · e w1 ⊃ hq(w1) ⊃ h2q(w1) ⊃ · · · ,

segue que as interseções

F :=
∞⋂
n=0

h−nq(u1) e G :=
∞⋂
n=0

hnq(w1)

são não-vazias. Além disso, hq(F ) = F e hq(G) = G. Definimos

X := F ∪ h(F ) ∪ . . . ∪ hq−1(F ) e Y := G ∪ h(G) ∪ . . . ∪ hq−1(G).

Não é dif́ıcil verificar que valem as seguintes propriedades:

(a) X é um subconjunto fechado e não-vazio de u1 ∪ . . . ∪ uq com h(X) = X;

(b) (u1 ∪ . . . ∪ uq)\X é exatamente o conjunto de todos os σ ∈ u1 ∪ . . . ∪ uq cuja

trajetória positiva vai para a barra do haltere D em algum momento (i.e., existe

r ∈ N tal que hr(σ) ∈ v1);

(a’) Y é um subconjunto fechado e não-vazio de w1 ∪ . . . ∪ wq com h(Y ) = Y ;

(b’) (w1 ∪ . . . ∪ wq)\Y é exatamente o conjunto de todos os σ ∈ w1 ∪ . . . ∪ wq cuja

trajetória negativa vai para a barra do haltere D em algum momento (i.e., existe

r ∈ N tal que h−r(σ) ∈ vs).
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Além disso, afirmamos que:

(c) lim
m→∞

max
σ∈v1

d(h−m(σ), X) = 0;

(c’) lim
m→∞

max
σ∈v1

d(hm(σ), Y ) = 0.

De fato, suponha que (c) é falso. Então, existem ε > 0 e uma sequência crescente

(mj)j∈N de inteiros positivos tais que maxσ∈v1 d(h−mj(σ), X) > ε para cada j ∈ N. Dáı,

para cada j ∈ N, existe σj ∈ v1 tal que

d(h−mj(σj), X) > ε. (3.3.2)

Note que h−mj(σj) ∈ u1 ∪ . . . ∪ uq para cada j ∈ N. Passando a uma subsequência, se

necessário, podemos supor que existe

τ := lim
j→∞

h−mj(σj) ∈ u1 ∪ . . . ∪ uq.

Por (3.3.2), τ 6∈ X. Assim, segue de (b) que existe r ∈ N tal que hr(τ) ∈ v1. Por

continuidade,

lim
j→∞

hr−mj(σj) = hr(τ) ∈ v1.

Logo, hr−mj(σj) ∈ v1 para todo j suficientemente grande. Mas isto é imposśıvel, pois

hn(v1) ∩ v1 = ∅ para todo n negativo. Isto prova (c). A prova de (c’) é análoga.

Agora fixe um ponto σ0 ∈ v1. Por (c) e (c’),

lim
m→∞

d(h−m(σ0), X) = 0 e lim
m→∞

d(hm(σ0), Y ) = 0. (3.3.3)

Portanto, podemos construir uma sequência crescente

a1 < b1 < c1 < d1 < a2 < b2 < c2 < d2 < · · ·

de inteiros positivos tal que valem as seguintes propriedades:

(d) d(hn−t(σ0), X) < 1
j

sempre que n ≤ aj e t ≥ bj;

(e) lim
j→∞

cj − bj
cj

= 1;

(d’) d(hn−t(σ0), Y ) < 1
j

sempre que n ≥ dj e t ≤ cj;
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(e’) lim
j→∞

aj+1 − dj
aj+1

= 1.

Seja H um conjunto de subsequências da sequência (bj) tal que H tem a cardi-

nalidade do cont́ınuo e quaisquer dois elementos distintos em H diferem em infinitas

coordenadas. Cada elemento θ de H é uma sequência da forma

θ = (bj1 , bj2 , bj3 , . . .),

com j1 < j2 < j3 < · · · . Associamos a cada tal sequência θ, a sequência θ̃ dada por

θ̃ := (bj1 , bj1 + 1, . . . , cj1 , bj2 , bj2 + 1, . . . , cj2 , . . .).

Para cada θ ∈ H, seja

Cθ := X ∪ Y ∪ {h−θ̃(k)(σ0) : k ∈ N}.

Segue de (3.3.3) que cada Cθ é um conjunto fechado, ou seja,

Cθ ∈ K({0, 1}N) para cada θ ∈ H.

O conjunto S := {Cθ : θ ∈ H} tem a cardinalidade do cont́ınuo e mostraremos que é

um conjunto distribucionalmente δ(P)-misturado para h.

Sejam φ, θ ∈ H com φ 6= θ. Pela definição de H, podemos supor que existem

infinitos bj’s que são termos de φ mas não são termos de θ. Para cada tal bj, tem-se

hn(Cφ) ∩ v1 = {σ0} e hn(Cθ) ∩ v1 = ∅ para todo n ∈ {bj, bj + 1, . . . , cj},

o que implica que

dH
(
h
n
(Cφ), h

n
(Cθ)

)
≥ δ(P) para todo n ∈ {bj, bj + 1, . . . , cj}.

Por (e), conclúımos que

dens
{
n ∈ N : dH

(
h
n
(Cφ), h

n
(Cθ)

)
≥ δ(P)

}
= 1. (3.3.4)

Dados θ ∈ H, j ∈ N e n ∈ {dj, dj + 1, . . . , aj+1}, podemos escrever

hn(Cθ) = X ∪ Y ∪ {hn−θ̃(k)(σ0) : θ̃(k) ≤ cj} ∪ {hn−θ̃(k)(σ0) : θ̃(k) ≥ bj+1}.
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Por (d),

d(hn−θ̃(k)(σ0), X) <
1

j + 1
sempre que θ̃(k) ≥ bj+1.

Por (d’),

d(hn−θ̃(k)(σ0), Y ) <
1

j
sempre que θ̃(k) ≤ cj.

Portanto,

dH
(
h
n
(Cθ), X ∪ Y

)
<

1

j
·

Finalmente, sejam φ, θ ∈ H. Pelo que acabamos de ver,

dH
(
h
n
(Cφ), h

n
(Cθ)

)
<

2

j

sempre que j ∈ N e n ∈ {dj, dj + 1, . . . , aj+1}. Dáı, (e’) implica que

dens
{
n ∈ N : dH

(
h
n
(Cφ), h

n
(Cθ)

)
< δ
}

= 1, (3.3.5)

para cada δ > 0. Por (3.3.4) e (3.3.5), S é um conjunto distribucionalmente δ(P)-

misturado para h.

Recordemos agora a noção de entropia topológica.

Definição 3.6. Seja f : M → M uma aplicação cont́ınua de um espaço métrico com-

pacto M . Para cada n ∈ N, definimos uma métrica equivalente dn sobre M por

dn(x, y) := max
0≤k<n

d(fk(x), fk(y)).

Um subconjunto A de M é dito (n, ε, f)-separado se

dn(x, y) ≥ ε para quaisquer x, y ∈ A com x 6= y.

Seja N(n, ε, f) a cardinalidade máxima de um conjunto (n, ε, f)-separado. A entropia

topológica de f é definida por

ent(f) := lim
ε→0+

(
lim sup
n→∞

1

n
logN(n, ε, f)

)
.

A aplicação f é dita topologicamente caótica se ent(f) > 0.
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A noção de entropia topológica foi introduzida por Adler, Konheim e McAndrew [3].

Aqui, estamos adotando a definição equivalente formulada por Bowen [19] e Dina-

burg [25].

Teorema 3.4. Para a função genérica f ∈ C({0, 1}N), ent(f) = 0.

Demonstração. Suponha que f ∈ C({0, 1}N) satisfaz a propriedade (Q) e fixe ε > 0.

Então, existe uma partição P de {0, 1}N com ‖P‖ < ε tal que toda componente de

Gr(f,P) é um balão. Se X, Y ∈ K({0, 1}N) e IP(X) = IP(Y ), então IP(fn(X)) =

IP(fn(Y )) para cada n ∈ N, donde

dH
(
fn(X), fn(Y )

)
≤ ‖P‖ < ε para cada n ∈ N.

Isto implica que N(n, ε, f) ≤ 2card(P) para cada n ∈ N. Assim, ent(f) = 0.

Em relação ao teorema anterior, mencionamos que Blanchard, Glasner, Kolyada e

Maass solucionaram em [18] uma pergunta que estava em aberto há muito tempo ao

provar que caos topológico implica caos Li-Yorke. De posse deste resultado, vemos que o

Teorema 3.2 implica o Teorema 3.4. Entretanto, acreditamos ser instrutivo estabelecer

o Teorema 3.4 diretamente do Teorema A, como fizemos acima.

Em contraste com o teorema anterior, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.5. Para o homeomorfismo genérico h ∈ H({0, 1}N), ent(h) =∞.

Demonstração. Seja h ∈ H({0, 1}N) satisfazendo a propriedade (P). Para cada n ∈ N,

definimos

dn(X, Y ) := max
0≤k<n

dH
(
h
k
(X), h

k
(Y )
)

(X, Y ∈ K({0, 1}N)).

Dado m ∈ N, existe uma partição P de {0, 1}N com ‖P‖ < 1/m tal que toda compo-

nente de Gr(h,P) é um haltere equilibrado com peso lateral q ≥ 2. Ponha δ := δ(P) >

0. Sejam

Di = {ui,1, . . . , ui,q} ∪ {vi,1, . . . , vi,si} ∪ {wi,1, . . . , wi,q} (1 ≤ i ≤ N)
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as componentes (halteres) de Gr(h,P). A fim de simplificarmos a indexação no que

se segue, não usaremos a notação usual para estes halteres. A única diferença é que

consideraremos −−−−→ui,qvi,1 como uma aresta de Gr(h,P) ao invés de −−−−→ui,1vi,1. Para cada

t ∈ N, seja Pt a partição de {0, 1}N obtida de P trocando-se cada ui,j por sua partição

dada pelos conjuntos

h−kq+j−1(vi,1) (1 ≤ k ≤ t) e ui,j\
( t⋃
k=1

h−kq+j−1(vi,1)
)
.

Note que card(Pt) = card(P)+tqN . Agora, afirmamos que vale a seguinte propriedade:

(∗) Se C1 e C2 são subconjuntos distintos e não-vazios de Pt, então dtq+1(∪C1,∪C2) ≥ δ.

De fato, sejam X := ∪C1 e Y := ∪C2. Sem perda de generalidade, podemos supor que

existe a ∈ C1 tal que a 6∈ C2. Se a é algum vi,j ou algum wi,j, então

dH(X, Y ) ≥ δ.

Se a = h−kq+j−1(vi,1) para algum i, j, k, então vi,1 ⊂ hkq−j+1(X) e vi,1∩hkq−j+1(Y ) = ∅,

o que implica

dH
(
h
kq−j+1

(X), h
kq−j+1

(Y )
)
≥ δ.

Finalmente, se a = ui,j\
(⋃t

k=1 h
−kq+j−1(vi,1)

)
para algum i, j, então htq−j+1(a) = ui,1.

Consequentemente, ui,1 ⊂ htq−j+1(X) e ui,1 ∩ htq−j+1(Y ) = ∅, o que nos dá

dH
(
h
tq−j+1

(X), h
tq−j+1

(Y )
)
≥ δ.

Em qualquer caso, vemos que dtq+1(X, Y ) ≥ δ.

Agora, para todo t ∈ N, (∗) nos diz que o conjunto {∪C; C ⊂ Pt, C 6= ∅} é (tq+1, δ, h)-

separado, e assim

N(tq + 1, δ, h) ≥ 2card(Pt) − 1 = 2card(P)+tqN − 1 ≥ 2card(P)+tqN−1.

Dáı,
1

tq + 1
logN(tq + 1, δ, h) ≥ card(P) + tqN − 1

tq + 1
log 2 (t ∈ N),



19

o que implica

lim sup
n→∞

1

n
logN(n, δ, h) ≥ N log 2.

Consequentemente, ent(h) ≥ N log 2. Como N →∞ quando m→∞, conclúımos que

ent(h) =∞.

Definição 3.7. Dada uma aplicação f de um espaço métrico (M,d) em si mesmo,

recorde que f é dita equicont́ınua em um ponto x ∈M se, para cada ε > 0, existe δ > 0

tal que

d(y, x) < δ =⇒ d(fn(y), fn(x)) < ε para todo n ≥ 0.

Definição 3.8. Dada uma aplicação f de um espaço métrico (M,d) em si mesmo, f

é dita cont́ınua em cadeia em x [5, 9] se, para cada ε > 0, existe δ > 0 tal que para

qualquer escolha de pontos

x0 ∈ B(x; δ), x1 ∈ B(f(x0); δ), x2 ∈ B(f(x1); δ), . . . ,

tem-se

d(xn, f
n(x)) < ε para todo n ≥ 0.

Obviamente, continuidade em cadeia é uma propriedade muito mais forte que

equicontinuidade. Foi provado em [15] que a função genérica f ∈ C({0, 1}N) é cont́ınua

em cadeia em todo ponto. Veremos agora que a aplicação induzida f tem a mesma

propriedade.

Teorema 3.6. Para a função genérica f ∈ C({0, 1}N), f é cont́ınua em cadeia em todo

ponto.

Demonstração. Seja f ∈ C({0, 1}N) satisfazendo a propriedade (Q) e fixe ε > 0. Existe

uma partição P of {0, 1}N com ‖P‖ < ε tal que toda componente de Gr(f,P) é um

balão. Ponha δ := δ(P) > 0. Fixe X ∈ K({0, 1}N) e seja

X0 ∈ B(X; δ), X1 ∈ B(f(X0); δ), X2 ∈ B(f(X1); δ), . . . .
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Temos que provar que dH
(
Xn, f

n
(X)

)
< ε para todo n ≥ 0. Pelo Lema 3.2, é suficiente

provar que

IP(Xn) = IP
(
f
n
(X)

)
(3.3.6)

para todo n ≥ 0. Como dH(X0, X) < δ, o Lema 3.1 mostra que (3.3.6) vale para n = 0.

Suponha que (3.3.6) valha para um certo n ≥ 0. Como toda componente de Gr(f,P)

é um balão, segue que

IP
(
f(Xn)

)
= IP

(
f
n+1

(X)
)
. (3.3.7)

Por outro lado,

IP(Xn+1) = IP
(
f(Xn)

)
, (3.3.8)

pois dH
(
Xn+1, f(Xn)

)
< δ. As igualdades (3.3.7) e (3.3.8) mostram que (3.3.6) também

é válida com n+ 1 em lugar de n. Por indução, obtemos o resultado.

Definição 3.9. Um ponto x ∈ M é dito um ponto recorrente de uma aplicação f ∈

C(M) se, para qualquer U vizinhança de x, tem-se fn(x) ∈ U para infinitos n′s.

Foi provado em [15] que o homeomorfismo genérico h ∈ H({0, 1}N) não é equi-

cont́ınuo em cada ponto de um conjunto não-enumerável, donde a mesma propriedade

é válida para a aplicação induzida h. Entretanto, temos o seguinte resultado, onde R(h)

denota o conjunto de todos os pontos recorrentes de h.

Teorema 3.7. Para o homeomorfismo genérico h ∈ H({0, 1}N), h é cont́ınua em cadeia

em todo ponto X ∈ K({0, 1}N) com X∩R(h) = ∅; em particular, h é cont́ınua em cadeia

em todo ponto de um conjunto aberto e denso.

Demonstração. Seja h ∈ H({0, 1}N) satisfazendo a propriedade (P). FixeX ∈ K({0, 1}N)

com X ∩R(h) = ∅. Para cada σ ∈ X, existe t′σ > 0 tal que

B(σ; t′σ) ∩ {h(σ), h2(σ), . . .} = ∅.

Além disso, como h é equicont́ınuo em cada ponto não-recorrente [15, Teorema 4.6],

existe t′′σ > 0 tal que

d(τ, σ) < t′′σ =⇒ d(hn(τ), hn(σ)) <
t′σ
2

para todo n ∈ N.
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Defina tσ := min
{ t′σ

2
, t′′σ
}

para cada σ ∈ X. Então,

B(σ; tσ) ∩ {h(τ), h2(τ), . . .} = ∅ sempre que σ ∈ X e τ ∈ B(σ; tσ).

Agora, um argumento simples de compacidade mostra que existe t > 0 tal que

B(σ; t) ∩ {h(σ), h2(σ), . . .} = ∅ para todo σ ∈ X. (3.3.9)

Fixe ε > 0 e considere P uma partição de {0, 1}N com ‖P‖ < min{ε, t} tal que toda

componente de Gr(h,P) é um haltere equilibrado com peso lateral q ≥ 2. Sejam

Di = {ui,1, . . . , ui,q} ∪ {vi,1, . . . , vi,si} ∪ {wi,1, . . . , wi,q} (1 ≤ i ≤ N)

as componentes (halteres) de Gr(h,P). Como na prova do Teorema 3.5, consideramos

−−−−→ui,qvi,1 como uma aresta de Gr(h,P) ao invés de −−−−→ui,1vi,1. Por (3.3.9), tem-se

hq−j+1(X ∩ ui,j) ⊂ vi,1 sempre que i ∈ {1, . . . , N} e j ∈ {1, . . . , q}. (3.3.10)

Seja P ′ a partição de {0, 1}N obtida de P ao trocarmos cada ui,j por{
h−(q−j+1)(vi,1), ui,j\h−(q−j+1)(vi,1)

}
.

Defina δ := δ(P ′) > 0. Segue de (3.3.10) que as relações

X0 ∈ B(X; δ), X1 ∈ B(h(X0); δ), X2 ∈ B(h(X1); δ), . . .

implicam

d
(
Xn, h

n
(X)

)
< ε para todo n ≥ 0.

Isto prova que h é cont́ınua em cadeia em X.

Finalmente, como R(h) é fechado e tem interior vazio em {0, 1}N [15, Teorema 4.5],

segue que o conjunto de todos os X ∈ K({0, 1}N) com X ∩ R(h) = ∅ é aberto e denso

em K({0, 1}N).

Definição 3.10. Dado um homeomorfismo h : M → M de um espaço métrico M ,

recorde que uma sequência (xn)n∈Z é dita uma δ-pseudotrajetória (δ > 0) de h se

d(h(xn), xn+1) ≤ δ para cada n ∈ Z.
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Dizemos que o homeomorfismo h tem a propriedade do sombreamento [20, 21] se,

para cada ε > 0, existe δ > 0 tal que toda δ-pseudotrajetória (xn)n∈Z of h é ε-sombreada

por uma trajetória de h, i.e., existe x ∈ X tal que

d(xn, h
n(x)) < ε para cada n ∈ Z.

Foi provado em [15] que o homeomorfismo genérico h ∈ H({0, 1}N) tem a proprie-

dade do sombreamento. Veremos que esta propriedade também é satisfeita por h.

Teorema 3.8. Para o homeomorfismo genérico h ∈ H({0, 1}N), h tem a propriedade

do sombreamento.

Demonstração. Suponha que h ∈ H({0, 1}N) satisfaz a propriedade (P) e seja ε > 0.

Então, existe uma partição P de {0, 1}N com ‖P‖ < ε tal que toda componente de

Gr(h,P) é um haltere equilibrado com peso lateral q ≥ 2. Fixe

0 < δ < δ(P).

Seja (Xn)n∈Z uma δ-pseudotrajetória de h. Vamos encontrar X ∈ K({0, 1}N) tal que

dH
(
Xn, h

n
(X)

)
< ε para cada n ∈ Z.

Pelo Lema 3.2, é suficiente encontrar X ∈ K({0, 1}N) tal que

IP(Xn) = IP
(
h
n
(X)

)
para cada n ∈ Z.

Fixemos uma componente

D = {u1, . . . , uq} ∪ {v1, . . . , vs} ∪ {w1, . . . , wq}

de Gr(h,P). A fim de simplificarmos os ı́ndices no que se segue, não usaremos a

notação usual para este haltere. Como nas demonstrações dos Teoremas 3.5 e 3.7, a

única diferença é que consideramos −−→uqv1 como uma aresta de Gr(h,P) ao invés de −−→u1v1.

Note que é suficiente provar a existência de um subconjunto fechado Y de ∪D tal que

IP
(
Xn ∩ (∪D)

)
= IP

(
h
n
(Y )
)

para cada n ∈ Z. (3.3.11)
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Para tal, fixamos pontos

σj ∈
∞⋂
n=0

h−nq(uj) ⊂ uj, σj,k ∈ h−kq+j−1(v1) ⊂ uj,

τj ∈
∞⋂
n=0

hnq(wj) ⊂ wj, τj,k ∈ h(k−1)q+j(vs) ⊂ wj,

para cada j ∈ {1, . . . , q} e cada k ∈ N. Fixamos também um ponto θi ∈ vi para cada

i ∈ {1, . . . , s}. Note que tanto a trajetória positiva quanto a trajetória negativa de σj

fica no “loop” {u1, . . . , uq} para sempre. O mesmo é válido para a trajetória negativa de

σj,k, mas a trajetória positiva de σj,k dá exatamente k−1 voltas no “loop” {u1, . . . , uq},

então passa através da barra do haltere, e finalmente fica no “loop” {w1, . . . , wq} para

sempre. Temos descrições geométricas análogas para as trajetórias de τj e τj,k.

Agora, definimos um conjunto A consistindo de σj’s, σj,k’s, τj’s, τj,k’s e θi’s da

seguinte maneira:

• σj ∈ A⇐⇒ Xnq ∩ uj 6= ∅ para todo n ≥ 0,

• σj,k ∈ A⇐⇒ Xkq−j+1 ∩ v1 6= ∅,

• τj ∈ A⇐⇒ X−nq ∩ wj 6= ∅ para todo n ≥ 0,

• τj,k ∈ A⇐⇒ X−(k−1)q−j ∩ vs 6= ∅,

• θi ∈ A⇐⇒ X0 ∩ vi 6= ∅.

Afirmamos que

IP
(
Xn ∩ (∪D)

)
= IP

(
h
n
(A)
)

(3.3.12)

para todo n ∈ Z. A fim de provarmos esta afirmação, note que

IP(Xn+1) = IP
(
h(Xn)

)
para todo n ∈ Z, (3.3.13)

pela nossa escolha de δ. Por (3.3.13) e pela forma como o conjunto A foi definido, é

claro que (3.3.12) vale para n = 0. Suponha que (3.3.12) vale para um certo n ≥ 0.

Vamos provar que (3.3.12) também vale com n + 1 em lugar de n. Por (3.3.13), é

suficiente mostrar que

IP
(
h(Xn ∩ (∪D))

)
= IP

(
h
n+1

(A)
)
. (3.3.14)
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Pela estrutura do haltere, segue que

IP
(
h(Xn ∩ (∪D))

)
\{u1, v1} = IP

(
h
n+1

(A)
)
\{u1, v1}.

Dáı, temos de nos preocupar apenas com os vértices u1 e v1. Suponha que pelo menos

um desses vértices pertence a algum dos conjuntos em (3.3.14). Então, temos que

provar que

uq ∈ IP
(
Xn ∩ (∪D)

)
= IP

(
h
n
(A)
)
.

Escreva n na forma n = kq − j com j ∈ {1, . . . , q}. Então,

v1 ∈ IP
(
h(Xn ∩ (∪D))

)
⇐⇒ v1 ∈ IP(Xn+1)

⇐⇒ Xkq−j+1 ∩ v1 6= ∅

⇐⇒ σj,k ∈ A

⇐⇒ hkq−j+1(A) ∩ v1 6= ∅

⇐⇒ v1 ∈ IP
(
h
n+1

(A)
)
.

Além disso, u1 ∈ IP
(
h(Xn ∩ (∪D))

)
se e somente se u1 ∈ IP(Xn+1) = IP(Xkq−j+1), e

isto ocorre se e somente se

Xrq ∩ uj 6= ∅ para cada r ≥ 0

ou

Xk′q−j+1 ∩ v1 6= ∅ para algum k′ > k,

o que é equivalente a dizer que u1 ∈ IP
(
h
n+1

(A)
)
. Isto completa a prova de (3.3.14).

Por indução temos (3.3.12) válida para todo n ≥ 0. Um argumento de indução similar

mostra que (3.3.12) também é válida para n ≤ 0.

Finalmente, seja Y := A, o qual é um subconjunto fechado de ∪D. Temos que

provar que (3.3.11) é válido. Por (3.3.12), é suficiente mostrar que

IP
(
h
n
(Y )
)

= IP
(
h
n
(A)
)

(3.3.15)

para todo n ∈ Z. Como A ⊂ Y , a inclusão “⊃” é clara. A fim de provarmos a inclusão

reversa, suponha y ∈ Y \A. Então, ou y pertence a algum uj ou y pertence a algum wj.
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Consideraremos apenas o primeiro caso, já que o segundo é análogo. Assim, suponha

y ∈ uj para um certo j. Existe uma subsequência (σj,k)k∈N de (σj,k)k∈N contida em A

tal que y é um ponto limite desta subsequência. Como

hkq−j+1(σj,k) ∈ v1 para todo k ∈ N,

toda a trajetória de y está contida no “loop” {u1, . . . , uq}. Esta informação juntamente

com o fato de que a subsequência (σj,k)k∈N pertence a A implica que

IP
(
h
n
({y})

)
⊂ IP

(
h
n
(A)
)

para todo n ∈ Z.

Como isto vale para cada y ∈ Y \A, conclúımos que (3.3.15) é verdadeira.

Definição 3.11. Considere uma aplicação f de um espaço métrico (M,d) em si mesmo.

(a) Um ponto x ∈M é dito um ponto periódico de f se existe n ∈ N tal que fn(x) = x.

Neste caso, o menor n com esta propriedade é dito peŕıodo de x.

(b) Um ponto x ∈M é dito um ponto não-errante de f se, para qualquer U vizinhança

de x, existe n ∈ N tal que fn(U) ∩ U 6= ∅.

(c) Um ponto x ∈M é dito um ponto recorrente em cadeia de f se, para cada δ > 0,

existe uma δ-pseudotrajetória periódica de f que passa por x.

Denotamos por P (f) (resp. R(f), Ω(f), CR(f)) o conjunto de todos os pontos

periódicos (resp. recorrentes, não-errantes, recorrentes em cadeia) de f .

Foi provado em [23] (resp. [7]) que a aplicação genérica f ∈ C({0, 1}N) (resp.

h ∈ H({0, 1}N)) não tem pontos periódicos. Veremos que a situação é completamente

diferente para a aplicação induzida f (resp. h).

Teorema 3.9. Para a função genérica f ∈ C({0, 1}N), valem as seguintes propriedades:

(a) f tem uma quantidade não-enumerável de pontos periódicos para todo peŕıodo

p ≥ 1.

(b) R(f) = Ω(f) = CR(f).
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(c) CR(f) tem interior vazio em f
(
K({0, 1}N)

)
.

(d) P (f) é denso em CR(f).

Demonstração. Suponha que f ∈ C({0, 1}N) satisfaz a propriedade (Q).

(a): Fixe p ∈ N e suponha que f tem apenas uma quantidade enumerável de pontos

de peŕıodo p. Seja X1, X2, X3, . . . uma lista de todos esses pontos periódicos. Existem

uma partição P1 de {0, 1}N e um inteiro positivo q1 ≥ p tais que toda componente

de Gr(f,P1) é um balão de tipo (q1!, q1!). Além disso, escolhendo P1 com ‖P1‖ sufi-

cientemente pequena, também podemos garantir que Gr(f,P1) tem pelo menos duas

componentes. Então, podemos escolher uma componente B1 de Gr(f,P1) com

X1\(∪B1) 6= ∅.

Agora, existem uma partição P2 de {0, 1}N com ‖P2‖ < δ(P1) e um inteiro positivo

q2 tais que toda componente de Gr(f,P2) é um balão de tipo (q2!, q2!). A condição

‖P2‖ < δ(P1) implica que P2 é um refinamento de P1. Dáı, toda componente B

de Gr(f,P2) está contida em alguma componente B′ de Gr(f,P1) no sentido de que

∪B ⊂ ∪B′. Além disso, escolhendo P2 com ‖P2‖ suficientemente pequena, podemos

também garantir que Gr(f,P2) tem pelo menos duas componentes cujos vértices iniciais

estão contidos no vértice inicial da componente B1 de Gr(f,P1). Então, podemos

escolher uma tal componente B2 de Gr(f,P2) com

X2\(∪B2) 6= ∅.

Continuando dessa maneira, obtemos sequências (Pj), (qj) e (Bj).

Como Bj é uma componente de Gr(f,Pj), Bj é um balão da forma

Bj = {vj,1, . . . , vj,qj !} ∪ {wj,1, . . . , wj,qj !}.

Por construção, Pj+1 refina Pj e vj+1,1 ⊂ vj,1, o que implica

qj+1 ≥ qj e wj+1,1 ⊂ wj,1 (j ∈ N).
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Para cada j ∈ N, ponha

Fj :=
∞⋂
n=0

fnqj !(wj,1).

Claramente, Fj ∈ K({0, 1}N) e f qj !(Fj) = Fj. Escreva qj! = kjp. Então

Yj := Fj ∪ fp(Fj) ∪ f 2p(Fj) ∪ . . . ∪ f (kj−1)p(Fj)

é um ponto periódico de f de peŕıodo p. Como Y1 ⊃ Y2 ⊃ Y3 ⊃ · · · , o conjunto

Y :=
∞⋂
j=1

Yj

também é um ponto periódico de f de peŕıodo p. Finalmente, como Xj\(∪Bj) 6= ∅ e

Y ⊂ Yj ⊂ ∪Bj, temos Y 6= Xj (j ∈ N). Esta contradição completa a demonstração do

item (a).

(b): Segue do fato de que f é cont́ınua em cadeia em todo ponto (Theorem 3.6).

(c): Fixe X ∈ R(f) e ε > 0. Existem uma partição P de {0, 1}N com ‖P‖ < ε e um

inteiro positivo q tal que toda componente de Gr(f,P) é um balão de tipo (q, q). Sejam

Bi = {vi,1, . . . , vi,q} ∪ {wi,1, . . . , wi,q} (1 ≤ i ≤ N)

as componentes (balões) de Gr(f,P). Como X é um ponto recorrente de f , temos

X ⊂
N⋃
i=1

q⋃
j=1

wi,j.

Dáı, podemos definir Y como a única união de alguns dos conjuntos

f(vi,q), . . . , f
q(vi,q),

com i variando em {1, . . . , N}, que satisfaz IP(Y ) = IP(X). Então,

Y ∈ f
(
K({0, 1}N)

)
e dH(Y,X) < ε.

Além disso, segue da estrutura de balão que Y não é um ponto recorrente de f .
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(d): Sejam X, ε, P , q e Bi como na demonstração de (c). Para cada i ∈ {1, . . . , N},

ponha

Fi :=
∞⋂
n=0

fnq(wi,1).

Então, Fi é um ponto periódico de f de peŕıodo q. Seja Z a única união de alguns dos

conjuntos

Fi, f(Fi), . . . , f
q−1(Fi),

com i variando em {1, . . . , N}, que satisfaz IP(Z) = IP(X). Então,

f
q
(Z) = Z e dH(Z,X) < ε,

o que completa a demonstração.

Teorema 3.10. Para o homeomorfismo genérico h ∈ H({0, 1}N), valem as seguintes

propriedades:

(a) h tem uma quantidade não-enumerável de pontos periódicos para todo peŕıodo

p ≥ 1.

(b) R(h) 6= Ω(h) = CR(h).

(c) CR(h) tem interior vazio em K({0, 1}N).

(d) P (h) é denso em CR(h).

Demonstração. Seja h ∈ H({0, 1}N) satisfazendo a propriedade (P).

(a): Seja P uma partição de {0, 1}N tal que toda componente de Gr(h,P) é um haltere

equilibrado com peso lateral q ≥ 2. Fixe uma tal componente

D = {u1, . . . , uq} ∪ {v1, . . . , vs} ∪ {w1, . . . , wq}.

Considere X e Y definidos como na demonstração do Teorema 3.3. Para cada σ ∈ v1,

ponha

Zσ := X ∪ Y ∪ {hkp(σ) : k ∈ Z}.
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Segue das propriedades (c) e (c’) na demonstração do Teorema 3.3 que cada Zσ é

um conjunto fechado. Dáı, {Zσ : σ ∈ v1} é um conjunto não-enumerável de pontos

periódicos de h com peŕıodo p.

(b): Sejam P , q, D, X e Y como na demonstração de (a). Defina

Z := X ∪ Y ∪ v1 ∈ K({0, 1}N).

Como

dH
(
Z, h

n
(Z)
)
≥ δ(P) para todo n ∈ N,

temos que Z não é um ponto recorrente de h. Por outro lado, para cada k ∈ N, seja

Zk := Z ∪ h−k(v1) ∈ K({0, 1}N).

Então

hk(Zk) = Z ∪ hk(v1)

e segue das propriedades (c) e (c’) na demonstração do Teorema 3.3 que

Zk → Z e hk(Zk)→ Z.

Assim, Z é um ponto não-errante de h.

A igualdade Ω(h) = CR(h) segue de (d).

(c): Fixe X ∈ CR(h) e ε > 0. Existem uma partição P de {0, 1}N com ‖P‖ < ε e um

inteiro positivo q tal que toda componente de Gr(h,P) é um haltere equilibrado com

peso lateral q. Sejam

Di = {ui,1, . . . , ui,q} ∪ {vi,1, . . . , vi,si} ∪ {wi,1, . . . , wi,q} (1 ≤ i ≤ N)

as componentes (halteres) de Gr(h,P). Defina Y como a única união de alguns dos

conjuntos

h−q(vi,1), . . . , h
−1(vi,1), vi,1, . . . , vi,si , h(vi,si), . . . , h

q(vi,si), (3.3.16)

com i variando em {1, . . . , N}, que satisfaz IP(Y ) = IP(X). Então,

dH(Y,X) < ε.
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Além disso, segue da estrutura de haltere que Y não é um ponto recorrente em cadeia

de h.

(d): Sejam X, ε, P , q e Di como na demonstração de (c). Para cada i ∈ {1, . . . , N},

definimos

Fi :=
∞⋂
n=0

h−nq(ui,1) e Gi :=
∞⋂
n=0

hnq(wi,1).

Claramente,

hq(Fi) = Fi e hq(Gi) = Gi.

ComoX é um ponto recorrente em cadeia de h, existe uma sequência finitaX0, . . . , Xk

emK({0, 1}N) tal que dH(X,X0) < δ(P), dH(h(X0), X1) < δ(P), . . . , dH(h(Xk−1), Xk) <

δ(P) e Xk = X. Portanto,

IP(X) = IP(X0), IP
(
h(X0)

)
= IP(X1), . . . , IP

(
h(Xk−1)

)
= IP(Xk) = IP(X). (3.3.17)

Seja Z1 a união de todos os conjuntos da forma hj(Fi), com i ∈ {1, . . . , N} e j ∈

{0, . . . , q−1}, tais que ui,j+1∩X 6= ∅. Por (3.3.17), se ui,j+1∩X 6= ∅ e ui,`+1 é o vértice

que contém h−k(ui,j+1), então temos também ui,`+1 ∩ X 6= ∅ e assim h−k(hj(Fi)) =

h`(Fi) ⊂ Z1. Isto implica que

hk(Z1) = Z1. (3.3.18)

Seja Z2 a união de todos os conjutos da forma hj(Gi), com i ∈ {1, . . . , N} e j ∈

{0, . . . , q − 1}, tais que wi,j+1 ∩ X 6= ∅. Por (3.3.17), se wi,j+1 ∩ X 6= ∅ e wi,`+1 é o

vértice que contém hk(wi,j+1), então wi,`+1 ∩X 6= ∅ e assim hk(hj(Gi)) = h`(Gi) ⊂ Z2.

Dáı,

hk(Z2) = Z2. (3.3.19)

Seja Z3 a união de todos os conjuntos da forma
⋃
n∈Z h

nk(vi,j), com i ∈ {1, . . . , N}

e j ∈ {1, . . . , si}, tais que vi,j ∩X 6= ∅. Obviamente,

hk(Z3) = Z3. (3.3.20)

Finalmente, defina Z := Z1 ∪ Z2 ∪ Z3. Segue de (3.3.17) que

IP(Z) = IP(X).
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Pelas propriedades (c) e (c’) na demonstração do Teorema 3.3,

Z ∈ K({0, 1}N).

Por (3.3.18), (3.3.19) e (3.3.20),

hk(Z) = Z.

Portanto, Z é um ponto periódico de h e dH(Z,X) < ε.

3.4 Observações sobre a Dinâmica Induzida sobre

Produtos

Outro contexto muito natural para a dinâmica coletiva consiste em olhar para a ação

de um sistema sobre k-uplas de pontos do espaço de fase. Em outras palavras, dados

f ∈ C(M) e k ∈ N, consiste em estudar a dinâmica da aplicação produto induzida

f×k : (x1, . . . , xk) ∈Mk 7→ (f(x1), . . . , f(xk)) ∈Mk.

No caso da dinâmica genérica das aplicações do espaço de Cantor, ocorre que a dinâmica

destas aplicações induzidas sobre produtos pode ser facilmente obtida através da dinâmica

das aplicações originais. Nesta direção, temos os seguintes resultados.

Teorema 3.11. Para a função genérica f ∈ C({0, 1}N), valem as seguintes propriedades

para cada k ∈ N fixado:

(a) f×k não tem par Li-Yorke. Em particular, ent(f×k) = 0.

(b) f×k é cont́ınua em cadeia em todo ponto.

(c) P (f×k) = ∅.

(d) R(f×k) = Ω(f×k) = CR(f×k).

(e) R(f×k) é um conjunto de Cantor com interior vazio em f×k(({0, 1}N)k).

Teorema 3.12. Para o homeomorfismo genérico h ∈ H({0, 1}N), valem as seguintes

propriedades para cada k ∈ N fixado:
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(a) h×k não tem par Li-Yorke. Em particular, ent(h×k) = 0.

(b) h×k tem a propriedade do sombreamento.

(c) h×k é cont́ınua em cadeia em cada ponto de um conjunto aberto e denso, mas não

é equicont́ınua em cada ponto de um conjunto não-enumerável .

(d) P (h×k) = ∅.

(e) R(h×k) = Ω(h×k) = CR(h×k).

(f) R(h×k) é um conjunto de Cantor com interior vazio em ({0, 1}N)k.

Diremos agora algumas palavras sobre a demonstração do Teorema 3.12 (a demons-

tração do Teorema 3.11 segue de maneira análoga). As propriedades (a), (b), (c) e (d)

seguem facilmente das correspondentes propriedades da aplicação h como apresentadas

em [15]. Já as propriedades (e) e (f) também seguem das correspondentes propriedades

de h, desde que provemos que

R(h×k) = R(h)k.

Como a inclusão “⊂” é óbvia, tomemos um ponto (σ1, . . . , σk) ∈ R(h)k. Dado ε > 0,

seja P uma partição de {0, 1}N com ‖P‖ < ε tal que toda componente de Gr(h,P) é

um haltere equilibrado com peso lateral q ≥ 2. Sejam

Di = {ui,1, . . . , ui,q} ∪ {vi,1, . . . , vi,si} ∪ {wi,1, . . . , wi,q} (1 ≤ i ≤ N)

as componentes (halteres) de Gr(h,P). Para cada 1 ≤ j ≤ k, seja 1 ≤ ij ≤ N tal que

σj cai em um vértice do haltere Dij . Como σj é um ponto recorrente de h, então ou

σj pertence a uij ,1 ∪ . . . ∪ uij ,q ou σj pertence a wij ,1 ∪ . . . ∪ wij ,q. Além disso, no caso

σj ∈ uij ,1 ∪ . . . ∪ uij ,q, devemos ter hn(σj) ∈ uij ,1 ∪ . . . ∪ uij ,q para todo n ∈ N. Em

ambos os casos, vemos que

d(hnq(σj), σj) < ε para todo n ∈ N0.

Como isto vale para cada 1 ≤ j ≤ k, e como ε > 0 é arbitrário, conclúımos que

(σ1, . . . , σk) ∈ R(h×k).



Caṕıtulo 4

Dinâmica Topológica Probabiĺıstica
das Aplicações Genéricas
do Espaço de Cantor

4.1 O Espaço das Medidas de Probabilidade e a

Métrica de Prohorov

Seja (M,d) um espaço métrico compacto e considere BM o conjunto de todos os

subconjuntos de Borel de M . Denotamos por M(M) o espaço de todas as medidas de

Borel probabiĺısticas sobre M .

Definição 4.1. Dados µ ∈M(M), um conjunto finito {φ1, φ2, . . . , φk} de funções reais

e cont́ınuas definidas em M e ε > 0, considere o conjunto

V (µ;φ1, φ2, . . . , φk; ε) := {ν ∈M(M) : |
∫
φidν −

∫
φidµ| < ε, i = 1, . . . , k}

Os conjuntos

V (µ;φ1, φ2, . . . , φk; ε)

(µ ∈ M(M), φ1, φ2, . . . , φk ∈ C(M ;R), k∈ N, ε > 0) formam uma base para a dita

topologia fraca* sobre M(M).

Definição 4.2. A distância de Prohorov sobre M(M) é definida por

dP (µ, ν) := inf{δ > 0 : µ(X) ≤ ν(Xδ) + δ e ν(X) ≤ µ(Xδ) + δ para todo X ∈ BM},

onde Xδ := {x ∈M : d(x,X) < δ} é a δ-vizinhança de X (X ⊂M).
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Proposição 4.1. A distância de Prohorov é uma métrica sobre M(M).

Demonstração. Veja [17, item (i), página 72].

Proposição 4.2. Para quaisquer µ, ν ∈M(M),

dP (µ, ν) = inf{δ > 0 : µ(X) ≤ ν(Xδ) + δ para todo X ∈ BM}.

Demonstração. Veja [17, item (ii), página 72].

Proposição 4.3. Se (M,d) é separável e completo, então a métrica de Prohorov dP

sobre M(M) induz a topologia fraca*.

Demonstração. Veja [17, Teorema 6.8]

Vale o seguinte resultado fundamental:

Teorema 4.1. (M,d) é compacto se e somente se (M(M), dP ) é compacto.

Demonstração. Veja [17, Teorema 6.8].

4.2 A Aplicação Induzida ao Espaço das Medidas

de Probabilidade

Seja (M,d) um espaço métrico compacto. Como no caṕıtulo anterior, denotamos por

C(M) (resp. H(M)) o espaço de todas as aplicações cont́ınuas de M em M (resp. de

todos os homeomorfismos de M sobre M) munido da métrica

d̃(f, g) := max
x∈M

d(f(x), g(x)).

Definição 4.3. Dada f ∈ C(M), a aplicação induzida f̃ :M(M)→M(M) é definida

por

(f̃(µ))(X) := µ(f−1(X)) (µ ∈M(M), X ∈ BM).

Proposição 4.4. Seja (M,d) um espaço métrico compacto. Dada f ∈ C(M), a

aplicação induzida f̃ :M(M)→M(M) é cont́ınua.

Demonstração. Veja [35, Lema 4.9].

Note que se f é um homeomorfismo, então f̃ também o é.
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4.3 Dinâmica Probabiĺıstica das Aplicações Genéricas

Foi provado no caṕıtulo anterior (Teorema 3.3) que para o homeomorfismo genérico

h ∈ H({0, 1}N), a aplicação induzida h é uniformemente distribucionalmente caótica.

Em forte contraste, veremos agora que a aplicação induzida h̃ não é sequer Li-Yorke

caótica. Com efeito, vale algo ainda mais forte.

Teorema 4.2. Para o homeomorfismo genérico h ∈ H({0, 1}N), h̃ não tem par Li-

Yorke.

Demonstração. Seja h ∈ H({0, 1}N) satisfazendo a propriedade (P). Considere (µ, ν)

um par de elementos de M({0, 1}N) e suponha que

lim sup
n→∞

dP (h̃n(µ), h̃n(ν)) > 0.

Então, podemos fixar ε > 0 tal que

dP (h̃n(µ), h̃n(ν)) > ε (4.3.1)

para infinitos valores de n. Para cada tal n, existe um subconjunto de Borel Yn de

{0, 1}N tal que

µ(h−n(Yn)) > ν(h−n((Yn)ε)) + ε. (4.3.2)

Seja P uma partição de {0, 1}N com ‖P‖ < ε tal que toda componente de Gr(h,P)

é um haltere equilibrado com peso lateral q ≥ 2. Sejam

Di := {ui,1, . . . , ui,q} ∪ {vi,1, . . . , vi,si} ∪ {wi,1, . . . , wi,q} (1 ≤ i ≤ N)

as componentes (halteres) de Gr(h,P). Para cada i ∈ {1, . . . , N}, consideramos o

conjunto fechado e não-vazio

Xi := Fi ∪ h(Fi) ∪ . . . ∪ hq−1(Fi),

onde Fi :=
⋂∞
n=0 h

−nq(ui,1). Note que h(Xi) = Xi, pois hq(Fi) = Fi. Além disso,

(ui,1 ∪ . . . ∪ ui,q)\Xi é exatamente o conjuntos de todos os σ ∈ ui,1 ∪ . . . ∪ ui,q cuja
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trajetória positiva sai em algum momento para a barra do haltere Di, isto é, hr(σ) ∈ vi,1
para algum r ∈ N.

Para cada n tal que vale (4.3.1), definimos An :=
⋃
{a : a ∈ IP(Yn)} ⊃ Yn. Como

‖P‖ < ε, temos An ⊂ (Yn)ε. Assim, por (4.3.2) temos

µ(h−n(An)) > ν(h−n(An)) + ε.

Como esta última desigualdade vale para infinitos valores de n e existe apenas um

número finito de posśıveis An’s, vemos que existe um conjunto A que é uma união de

alguns elementos de P tal que

µ(h−n(A)) > ν(h−n(A)) + ε (4.3.3)

para infinitos valores de n.

Como

lim
k→∞

ϕ
( N⋃
i=1

∞⋃
n=k

h−n(vi,1)
)

= 0

para todo ϕ ∈M({0, 1}N), podemos tomar k ∈ N tal que

µ(Z) < ε/3 e ν(Z) < ε/3, (4.3.4)

onde

Z :=
N⋃
i=1

∞⋃
n=k

h−n(vi,1).

Agora, decomponha o conjunto A em três conjuntos disjuntos:

A = B ∪ C ∪D,

onde

B ⊂ X :=
N⋃
i=1

Xi,

C ⊂ U :=
N⋃
i=1

[
((ui,1 ∪ . . . ∪ ui,q)\Xi) ∪ (vi,1 ∪ . . . ∪ vi,si)

]
,

D ⊂ W :=
N⋃
i=1

(wi,1 ∪ . . . ∪ wi,q).
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Como h−q(B) = B, h−q(D) ∩ W = D e h−n(C) ⊂ h−n(U) ⊂ Z sempre que n é

suficientemente grande, segue que existe n0 ∈ N tal que a sequência

(h−n(A)\Z)n≥n0

é periódica e q é um peŕıodo para esta sequência (não necessariamente o menor). Por

(4.3.3), existe m0 ≥ n0 tal que

µ(h−m0(A)) > ν(h−m0(A)) + ε.

Consequentemente, por (4.3.4),

µ(h−m0(A)\Z) > ν(h−m0(A)\Z) +
2ε

3
·

Como q é um peŕıodo para a sequência (h−n(A)\Z)n≥n0 , obtemos

µ(h−m0−nq(A)\Z) > ν(h−m0−nq(A)\Z) +
2ε

3
para todo n ∈ N0. (4.3.5)

Tome 0 < δ < min{δ(P), ε/3}. Então, para cada n ∈ N0,

µ(h−m0−nq(A)) ≥ µ(h−m0−nq(A)\Z)

> ν(h−m0−nq(A)\Z) +
2ε

3

> ν(h−m0−nq(A)) +
ε

3

> ν(h−m0−nq(A)) + δ

= ν(h−m0−nq(Aδ)) + δ,

onde usamos (4.3.5), (4.3.4) e o fato de que Aδ = A (pois δ < δ(P)). Assim,

dP (h̃m0+nq(µ), h̃m0+nq(ν)) ≥ δ para todo n ∈ N0.

Isto implica que

lim inf
n→∞

dP (h̃n(µ), h̃n(ν)) > 0,

donde (µ, ν) não é um par Li-Yorke para h̃.
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Foi provado no caṕıtulo anterior (Teorema 3.5) que para o homeomorfismo genérico

h ∈ H({0, 1}N), a aplicação induzida h tem entropia topológica infinita. Em grande

contraste, temos o seguinte resultado:

Teorema 4.3. Para o homeomorfismo genérico h ∈ H({0, 1}N), ent(h̃) = 0.

Demonstração. Foi provado em [18] que entropia topológica positiva implica caos Li-

Yorke. Portanto, o teorema segue ao combinarmos este fato com o Teorema 4.2.

Consideremos agora o caso das aplicações cont́ınuas. Para tal precisaremos dos

seguintes lemas:

Lema 4.1. Seja P uma partição de {0, 1}N. Para cada µ, ν ∈M({0, 1}N), se

dP (µ, ν) < δ ≤ δ(P),

então

|µ(a)− ν(a)| < δ para todo a ∈ P .

Demonstração. Seja γ tal que dP (µ, ν) < γ < δ. Como γ < δ(P), temos aγ = a para

cada a ∈ P . Portanto, sendo dP (µ, ν) < γ,

µ(a) ≤ ν(aγ) + γ = ν(a) + γ e ν(a) ≤ µ(aγ) + γ = µ(a) + γ,

donde |µ(a)− ν(a)| ≤ γ < δ (a ∈ P).

Lema 4.2. Seja P uma partição de {0, 1}N. Para cada µ, ν ∈M({0, 1}N), se

|µ(a)− ν(a)| ≤ ‖P‖
card(P)

para todo a ∈ P ,

então

dP (µ, ν) ≤ ‖P‖.

Demonstração. Fixe γ > ‖P‖. Para cada subconjunto de Borel X de {0, 1}N,⋃
{a : a ∈ IP(X)} ⊂ Xγ,
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donde

µ(X) =
∑

a∈IP (X)

µ(X ∩ a) ≤
∑

a∈IP (X)

µ(a) ≤
( ∑
a∈IP (X)

ν(a)
)

+ ‖P‖ < ν(Xγ) + γ.

Assim, dP (µ, ν) ≤ γ. Como γ > ‖P‖ é arbitrário, temos a desigualdade desejada.

Dada f : M →M , recorde que f é equicont́ınua em um ponto x ∈M se, para cada

ε > 0, existe δ > 0 tal que

d(y, x) < δ =⇒ d(fn(y), fn(x)) < ε para todo n ≥ 0.

Teorema 4.4. Para a função genérica f ∈ C({0, 1}N), f̃ é equicont́ınua em todo ponto.

Demonstração. Seja f ∈ C({0, 1}N) satisfazendo a propriedade (Q). Dado ε > 0, exis-

tem uma partição P de {0, 1}N com ‖P‖ < ε e um inteiro q ≥ 1 de modo que toda

componente de Gr(f,P) é um balão de tipo (q, q). Sejam µ, ν ∈M({0, 1}N) tais que

dP (µ, ν) < min
{
δ(P),

‖P‖
2 card(P)

}
.

Pelo Lema 4.1,

|µ(a)− ν(a)| < ‖P‖
2 card(P)

(a ∈ P).

Fixe a ∈ P e n ≥ 0. Seja B a componente (balão) de Gr(f,P) que contém a como um

vértice. Então,

|(f̃ n(µ))(a)− (f̃ n(ν))(a)| = |µ(f−n(a))− ν(f−n(a))| < ‖P‖
card(P)

,

pois f−n(a) é vazio ou um vértice de B ou a união de dois vértices de B. Portanto,

segue do Lema 4.2 que

dP (f̃ n(µ), f̃ n(ν)) < ε para todo n ≥ 0.

Isto completa a demonstração.

O resultado anterior não é válido no caso dos homeomorfismos. De fato, foi provado

em [15] que o homeomorfismo genérico h ∈ H({0, 1}N) não é equicont́ınuo em cada ponto

de um conjunto não-enumerável, donde o mesmo é válido para a aplicação induzida h̃.

O teorema anterior tem consequências interessantes:
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Corolário 4.1. Para a função genérica f ∈ C({0, 1}N), f̃ não tem par Li-Yorke.

Corolário 4.2. Para a função genérica f ∈ C({0, 1}N), ent(f̃) = 0.

Foi provado no caṕıtulo anterior que para a função genérica f ∈ C({0, 1}N) (resp.

h ∈ H({0, 1}N)), a aplicação induzida f (resp. h) é cont́ınua em cadeia em todo ponto

(Teorema 3.6) (resp. é cont́ınua em cadeia em todo ponto de um aberto denso) (resp.

Teorema 3.7). Veremos que a situação é completamente diferente para a aplicação

induzida f̃ (resp. h̃). Com efeito, para a função genérica f ∈ C({0, 1}N) (resp. h ∈

H({0, 1}N)), a aplicação induzida f̃ (resp. h̃) não tem pontos de continuidade em cadeia.

Vamos obter tal fato através um resultado mais geral, válido para espaços métricos

compactos arbitrários.

Lema 4.3. Seja (M,d) um espaço métrico compacto. Se f ∈ C(M), µ, ν ∈ M(M),

α, β ≥ 0 e α + β = 1, então

f̃(αµ+ βν) = αf̃(µ) + βf̃(ν).

Demonstração. Para cada subconjunto de Borel X de M ,

(f̃(αµ+ βν))(X) = (αµ+ βν)(f−1(X)) = αµ(f−1(X)) + βν(f−1(X))

= α(f̃(µ))(X) + β(f̃(ν))(X) = (αf̃(µ) + βf̃(ν))(X),

como queŕıamos mostrar.

Lema 4.4. Seja (M,d) um espaço métrico compacto. Se µ, ν ∈M(M), δ > 0, n ∈ N0

e 1− (n+ 1)δ > 0, então

dP
(
(1− (n+ 1)δ)µ+ (n+ 1)δν, (1− nδ)µ+ nδν

)
≤ δ.

Demonstração. Para cada subconjunto de Borel X de M ,

((1− (n+ 1)δ)µ+ (n+ 1)δν)(X) = ((1− nδ)µ+ nδν)(X) + δ(ν(X)− µ(X))

≤ ((1− nδ)µ+ nδν)(Xδ) + δ.

Isto implica a desigualdade desejada.
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Seja (M,d) um espaço métrico compacto. Para cada z ∈M , πz ∈ M(M) denota a

massa unitária concentrada em z. Note que

dP (πz, πw) = min{d(z, w), 1}.

Além disso, para cada f ∈ C(M),

f̃(πz) = πf(z).

Teorema 4.5. Seja (M,d) um espaço métrico compacto. Dado 0 < δ < 1, existe

k0 ∈ N tal que para cada f ∈ C(M), cada µ, ν ∈M(M) e cada k ≥ k0, existem

µ0 ∈ B(µ; δ), µ1 ∈ B(f̃(µ0); δ), µ2 ∈ B(f̃(µ1); δ), . . . , µk ∈ B(f̃(µk−1); δ)

tais que

µk = f̃ k(ν).

Em particular, se tomarmos ν = πz para algum z ∈M , então

µk = πfk(z).

Demonstração. Seja 0 < γ < δ e tome k0 ∈ N tal que k0γ < 1 ≤ (k0 + 1)γ. Defina

µ0 := (1− γ)µ+ γν.

Pelo Lema 4.4, dP (µ0, µ) ≤ γ < δ. Pelo Lema 4.3,

f̃(µ0) = (1− γ)f̃(µ) + γf̃(ν).

Defina

µ1 := (1− 2γ)f̃(µ) + 2γf̃(ν).

Pelo Lema 4.4, dP (µ1, f̃(µ0)) ≤ γ < δ. Pelo Lema 4.3,

f̃(µ1) = (1− 2γ)f̃ 2(µ) + 2γf̃ 2(ν).

Continue este processo até definir

µk0−1 := (1− k0γ)f̃ k0−1(µ) + k0γf̃
k0−1(ν).
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Pelo Lema 4.3,

f̃(µk0−1) = (1− k0γ)f̃ k0(µ) + k0γf̃
k0(ν).

Agora, defina

µk0 := f̃ k0(ν).

Para cada subconjunto de Borel X de M ,

(f̃(µk0−1))(X) ≤ 1− k0γ + k0γ(f̃ k0(ν))(X) ≤ µk0(X
γ) + γ.

Assim, dP (µk0 , f̃(µk0−1)) ≤ γ < δ. Finalmente, é suficiente completar a sequência

definindo µk0+1 := f̃(µk0), . . . , µk := f̃(µk−1).

Teorema 4.6. Seja (M,d) em espaço métrico compacto. Dado 0 < δ < 1, existe k0 ∈ N

tal que para cada h ∈ H(M), cada µ, ν ∈M(M) e cada k ≥ k0, existem

µ0 ∈ B(µ; δ), µ1 ∈ B(h̃(µ0); δ), µ2 ∈ B(h̃(µ1); δ), . . . , µk ∈ B(h̃(µk−1); δ)

tais que

µk = ν.

Demonstração. Seja k0 ∈ N como no Teorema 4.5. Como h ∈ H(M), podemos tomar

ν ′ ∈M(M) tal que h̃ k(ν ′) = ν. Consequentemente, é suficiente considerar ν ′ em lugar

de ν no Teorema 4.5.

O próximo resultado mostra que existe uma condição necessária muito forte para

que f̃ seja cont́ınua em cadeia em algum ponto.

Teorema 4.7. Seja (M,d) em espaço métrico compacto. Se f ∈ C(M) e f̃ é cont́ınua

em cadeia em algum ponto, então

∞⋂
n=1

fn(M) é um conjunto unitário.

Demonstração. Ponha Y :=
⋂∞
n=1 f

n(M). Por hipótese, existe µ ∈ M(M) tal que f̃ é

cont́ınua em cadeia em µ. Fixe 0 < ε < 1/2. Existe δ > 0 tal que as relações

µ0 ∈ B(µ; δ), µ1 ∈ B(f̃(µ0); δ), µ2 ∈ B(f̃(µ1); δ), . . .
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implicam

dP (µn, f̃
n(µ)) < ε para todo n ≥ 0.

Seja k0 ∈ N associado a este δ como no Teorema 4.5. Dado y ∈ Y , podemos tomar

z ∈ X tal que fk0(z) = y. Pelo Teorema 4.5 com ν = πz e k = k0, existem

µ0 ∈ B(µ; δ), µ1 ∈ B(f̃(µ0); δ), µ2 ∈ B(f̃(µ1); δ), . . . , µk0 ∈ B(f̃(µk0−1); δ)

com

µk0 = πfk0 (z) = πy.

Dáı, dP (πy, f̃
k0(µ)) < ε. Como y ∈ Y é arbitrário, conclúımos que

dP (πy, πw) < 2ε sempre que y, w ∈ Y.

Isto implica que diam(Y ) ≤ 2ε.

Para a função genérica f ∈ C({0, 1}N), como f não tem pontos periódicos [15,

Teorema 5.5, (a)], segue do teorema anterior que f̃ não tem pontos de continuidade em

cadeia.

Teorema 4.8. Seja (M,d) um espaço métrico compacto com pelo menos dois pontos

distintos. Para todo h ∈ H(M), h̃ não tem pontos de continuidade em cadeia.

Demonstração. Segue imediatamente do teorema anterior.

Definição 4.4. Seja (M,d) um espaço métrico. Dada f ∈ C(M), f é dita topologi-

camente transitiva (resp. misturadora) se, para qualquer par U, V ⊂ M de conjuntos

abertos e não-vazios, existe k ∈ N0 (resp. k0 ∈ N0) tal que fk(U) ∩ V 6= ∅ (resp. para

todo k ≥ k0).

Definição 4.5. Seja (M,d) um espaço métrico. Dados f ∈ C(M) e δ > 0, dizemos

que uma sequência finita (xn)n=0,1,...,k de elementos de M é uma δ-cadeia de x0 a xk

se d(f(xn), xn+1) < δ para todo n = 0, 1, . . . , k − 1. Neste caso, dizemos que k é o

comprimento da cadeia.
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Dizemos que f é misturadora em cadeia se, para cada δ > 0 e cada par x, y ∈ M ,

existe k0 ∈ N tal que para todo k ≥ k0, existe uma δ-cadeia de x a y com comprimento

k.

Note que se f é misturadora em cadeia, então f é necessariamente sobrejetiva.

Teorema 4.9. Seja (M,d) um espaço métrico compacto. Para todo h ∈ H(M), h̃ é

misturadora em cadeia.

Demonstração. Segue imediatamente do Teorema 4.6.

Tendo em vista o teorema anterior, é natural indagar se h̃ é sempre misturadora.

Vamos ver que este não é o caso. Com efeito, foi provado em [8] que se h̃ é topologica-

mente transitivo então h é topologicamente transitivo, mas a rećıproca não é verdade

em geral. Como uma consequência, para o homeomorfismo genérico h ∈ H({0, 1}N), h̃

não é topologicamente transitivo.

Por outro lado, para a função genérica f ∈ C({0, 1}N), como f não é sobrejetiva,

segue que f̃ não é topologicamente transitiva nem misturadora em cadeia.

Foi provado no caṕıtulo anterior (Teorema 3.8) que para o homeomorfismo genérico

h ∈ H({0, 1}N), a aplicação induzida h tem a propriedade do sombreamento. Nova-

mente, veremos que a aplicação induzida h̃ tem um comportamento completamente

diferente.

Teorema 4.10. Para o homeomorfismo genérico h ∈ H({0, 1}N), h̃ não tem a propri-

edade do sombreamento.

Demonstração. Fixe um homeomorfismo genérico h ∈ H({0, 1}N) e suponha que h̃ tem

a propriedade do sombreamento. Seja U, V um par de conjuntos abertos e não-vazios

em M({0, 1}N). Fixe µ ∈ U e ν ∈ V , e tome ε > 0 tal que

B(µ; ε) ⊂ U e B(ν; ε) ⊂ V.

Como h̃ tem a propriedade do sombreamento, existe um δ > 0 associado a este ε

de acordo com a definição de sombreamento. Como h̃ é misturante em cadeia (Teo-

rema 4.9), existe uma δ-cadeia (µ0, µ1, . . . , µk) de h̃ começando em µ0 = µ e terminando
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em µk = ν. Estenda esta δ-cadeia a uma δ-pseudotrajetória (µn)n∈Z de h̃. Pelo som-

breamento, existe η ∈M({0, 1}N) tal que

dP (µn, h̃
n(η)) < ε para todo n ∈ Z.

Em particular, η ∈ U e h̃ k(η) ∈ V , o que mostra que h̃ é topologicamente transitivo.

Como observado após a demonstração do Teorema 4.9, isto é uma contradição.
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