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Resumo

A proposta deste trabalho é o estudo do comportamento dinamico das aplicacoes
continuas genéricas e dos homeomorfismos genéricos do espaco de Cantor sob dois pon-
tos de vista distintos. O primeiro é o ponto de vista “coletivo”, no qual estuda-se como
tais aplicagoes agem sobre subconjuntos compactos do espaco de Cantor. Ja o segundo
ponto de vista concentra-se sobre o comportamento dinamico das aplicacoes induzidas
ao espaco das medidas de Borel probabilisticas do espago de Cantor. Aqui obtemos
alguns resultados que valem nao apenas para o espago de Cantor, mas também para

espacos métricos compactos gerais.

Palavras-chave: espacgo de Cantor, aplicagoes continuas, homeomorfismos, hiper-

espago, métrica de Hausdorff, medidas de probabilidade, métrica de Prohorov, dinamica.



Abstract

The purpose of this work is to study the dynamical behavior of generic continuous
maps and generic homeomorphisms of the Cantor space from two distinct points of view.
The first is the point of view of “collective” dynamics, in which it is studied how these
maps act on compact subsets of the Cantor space. The second perspective focuses on
the dynamical behavior of induced maps on the space of all Borel probability measures
of the Cantor space. Here we get some results that hold not only for the Cantor space

but also for general compact metric spaces.

Key-Words: Cantor space, continuous maps, homeomorphisms, hyperspace, Haus-

dorff metric, probability measures, Prohorov metric, dynamics.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo de dinamica genérica é um tema classico na area de sistemas dinamicos.
No contexto da dinamica topolégica, tal estudo tem sido desenvolvido por diversos
autores nos ultimos quarenta anos. Para a dinamica genérica de aplicagoes continuas
do intervalo unitério fechado, veja [4] e [39], por exemplo. Para o caso de aplicagoes
continuas e homeomorfismos de variedades compactas, indicamos [7, 32, 37, 40], onde
outras referéncias podem ser encontradas. Em [9, 10, 11, 12, 13, 14] foi desenvolvido
um estudo de propriedades das aplicagoes continuas genéricas e dos homeomorfismos
genéricos de variedades topoldgicas que valem para quase todo ponto com respeito a
uma dada medida de Borel probabilistica sobre a variedade. Um ponto de vista similar
foi considerado em [1]. Finalmente, para a dinamica genérica de aplicagoes do espago
de Cantor, veja [6, 15, 23, 24, 26, 28], por exemplo.

Por outro lado, o estudo de dinamica coletiva também é um tema importante
na area de sistemas dinamicos. Enquanto a agao de um sistema dinamico sobre pontos
do espaco de fase pode ser entendida como dinamica individual, a acao do sistema
sobre subconjuntos do espaco de fase pode ser pensada como dinamica coletiva, e é
natural comparar as dinamicas individual e coletiva. O contexto mais usual para a
dinamica coletiva é o da aplicagao induzida sobre o hiperespago de todos os subconjuntos
compactos e nao-vazios munido da métrica de Hausdorff. Outro tema muito interessante
é o estudo da dinamica induzida sobre o espago das medidas probabilisticas. O estudo

sistematico dessas dindmicas induzidas foi iniciado em [8] e vem sendo desenvolvido por



diversos autores, principalmente no caso de hiperespagos (veja [2] e [27], por exemplo).

E natural combinar estes temas e estudar a dinimica coletiva e a dinamica
probabilistica de aplicagoes genéricas. No presente trabalho desenvolvemos um tal
estudo no caso do espaco de Cantor.

Devido a sua importancia, a dinamica das aplicagoes do espago de Cantor tem sido
extensivamente estudada por diversos autores através de diferentes pontos de vista. No
caso da dinamica genérica de homeomorfismos, um dos resultados mais impressionantes
é a existéncia de uma classe de conjugagao residual para o grupo H ({0, 1}"). Isto nos
diz que a dindmica de um elemento genérico de H ({0, 1}) se reduz & dinamica de um
unico elemento desta classe. Este resultado foi provado pela primeira vez por Kechris
e Rosendal [30] usando técnicas de teoria de modelos, e um elemento especifico desta
classe foi construido posteriormente por Akin, Glasner e Weiss [6]. Bernardes e Darji
[15] obtiveram uma nova demonstragao da existéncia desta classe ao construir uma
descricao de estrutura de grafo satisfeita por todos os seus elementos. Com tal descrigao
obtiveram praticamente todas as propriedades dinamicas conhecidas até entao para os
elementos desta classe e muitas outras completamente novas. Além disso, usando suas
técnicas de grafos eles provaram um resultado um tanto quanto surpreendente, que
garante a existéncia de um subconjunto residual de C({0,1}Y) tal que quaisquer dois
dos seus elementos sao conjugados por um elemento de H ({0, 1}).

No capitulo 3, desenvolvemos um estudo detalhado da dinamica coletiva das
aplicagoes continuas genéricas e dos homeomorfismos genéricos do espago de Cantor.
Em alguns aspectos, as dinamicas individual e coletiva sao similares. Por exemplo,
para o homeomorfismo genérico h do espago de Cantor, tanto h quanto a aplicagao
induzida h ao hiperespaco tém a propriedade do sombreamento. Mas, em outros as-
pectos, as dinamicas individual e coletiva sao muito diferentes. Por exemplo, para o
homeomorfismo genérico h do espaco de Cantor, h nao tem par Li-Yorke e tem en-
tropia topolégica zero, enquanto h é uniformemente distribucionalmente caética e tem
entropia topoldgica infinita.

No capitulo 4, desenvolvemos um estudo detalhado da dinamica induzida sobre



o espaco das medidas probabilisticas pelas aplicagoes continuas genéricas e pelos ho-
meomorfismos genéricos do espaco de Cantor. Aqui, cabe destaque os fortes contrastes
entre a dindmica da aplicacdo h induzida ao hiperespaco e da aplicacio h induzida
ao espaco das medidas probabilisticas. Com efeito, para o homeomorfismo genérico h
do espaco de Cantor, h é uniformemente distribucionalmente caética, tem entropia to-
poldgica infinita, tem a propriedade do sombreamento e é continua em cadeia em todo
ponto de um conjunto aberto denso, enquanto h ndo tem par Li-Yorke, tem entropia
topoldgica zero, nao tem a propriedade do sombreamento e nao é continua em cadeia
em ponto algum.
Ao longo do trabalho fazemos uso dos resultados de estrutura de grafo das aplicagoes

continuas genéricas e dos homeomorfismos genéricos do espago de Cantor obtidos por
Bernardes e Darji [15]. Estes belos resultados, que mostraram-se fundamentais para o

desenvolvimento do presente trabalho, serao lembrados no capitulo 2.



Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo apresentamos as construgoes e resultados de [15] que sdo pertinentes
ao desenvolvimento do presente trabalho. Ja as definigoes e fatos validos nos contextos
de cada capitulo da tese sao apresentados a medida que sua utilizacao se faz necessaria.
Pensamos que isto torna mais dinamica a leitura do trabalho. Cabe ressaltar que para
todos os fatos que nao sao contribuicoes da presente tese, apresentamos seus enunciados

e indicamos referéncias seguras para as respectivas demonstragoes.

2.1 Estrutura de Grafo das Aplicacoes Genéricas do
Espaco de Cantor

Recorde que um espago de Cantor é um espago zero-dimensional, compacto, me-
trizavel e sem pontos isolados. Um resultado classico devido a Brouwer [22] garante
que qualquer espaco de Cantor é homeomorfo ao conjunto ternario de Cantor. Em
particular, quaisquer dois espagos de Cantor sao homeomorfos. Isso nos permite usar o
artigo definido “0” antes da expressao “espaco de Cantor”. Na presente tese trabalha-
remos com o espago produto {0, 1}, onde {0,1} é munido com a topologia discreta.
Consideramos o espaco de Cantor {0, 1} munido com a métrica compativel d dada
por d(o,0) := 0 e d(o,7) :== £ onde n é o menor inteiro positivo tal que o(n) # 7(n)

(0,7 €{0,1}N o £ 7).

Dado um espago de Baire Z, dizer que “o elemento genérico de Z tem uma certa



propriedade P” significa que o conjunto de todos os elementos de Z que satisfazem a
propriedade P é residual em Z, isto é, o seu complementar ¢ um conjunto de primeira
categoria em Z. A palavra “tipico” as vezes é usada no lugar da palavra “genérico”.
Dado um espago métrico compacto M com métrica d, denotamos por C(M) (resp.
H(M)) o espago de todas as aplicagoes continuas de M em M (resp. de todos os

homeomorfismos de M sobre M) munido da métrica uniforme

d(f.g) == maxd(f(x), 9(2)).

xeM

Definigao 2.1. Uma particao de {0, 1} é uma colegdo finita de subconjuntos abertos e
fechados ("clopen”), nio-vazios e dois a dois disjuntos cuja uniao é {0,1}N. A norma

de uma particao P de {0, 1} ¢ definida por
P = max diam(a).

Para cada f € C({0,1}") e cada partigao P de {0, 1}", consideramos o grafo dirigido

Gr(f,P) cujo conjunto de vértices é P e cujo conjunto de arestas é
(@b:abePe fla)nb+0).

Uma componente de um grafo dirigido G é um subgrafo maximal (em vértices e

arestas) H de G tal que dados quaisquer dois vértices a,b em H, existem vértices

. . \ \ ,
ai,...,a, em H tais que a; = a, a, = b e, para cada 1 <17 < n, a;a;41 ou a;y1a; € uma

aresta de H.

Definicao 2.2. Um grafo dirigido ¢ é dito um loop de comprimento n se o conjunto de
vértices de € é um conjunto {vy,...,v,} com n elementos e o conjunto de arestas de ¢

€ V1 e VUit para 1l < i < n.

Defini¢ao 2.3. Um grafo dirigido B € dito um balao de tipo (s,t) se o conjunto de
vértices de B € a uniao de dois conjuntos disjuntos p = {v1,...,vs} e ={wy,..., w},

e as arestas de B sao

e as arestas do caminho p, i.e., v;v; 1 para 1l < i < s,



e as arestas do loop formado por {, e
® VsWi.

Dizemos que vy é o vértice inicial de B. Exceto quando indicado em contrario,

sempre que escrevermos um balao B simplesmente por

B =A{vy,...,us} U{wy,...,w},
estaremos admitindo tacitamente que tal balao é o descrito acima.

Definigao 2.4. Um grafo dirigido D € dito um haltere de tipo (r,s,t) se o conjunto de
vértices de D € a unido de trés conjuntos disjuntos €y = {uy,...,u.}, p={v1,...,vs}

e ly ={wq,...,w}, e as arestas de D sao
e as arestas dos loops formados por {1 e ls,
e as arestas do caminho p, e

Dizemos que s é o comprimento da barra do haltere. Se r =t entao dizemos que o
haltere é equilibrado com peso lateral r. Exceto quando indicado em contrario, sempre

que escrevermos um haltere D simplesmente por

D ={uy,...;u.} U{vg,...,0s} Ufws, ..., w},

estaremos admitindo tacitamente que tal haltere é o descrito acima.

Definigao 2.5. Suponha f € C({0,1}Y), P particio de {0,1} e B uma componente
de Gr(f,P) que é um baldo. Escreva

B =A{v,...,us} U{wy,...,w},

com a notacao usual.

Dizemos que o balao B € estrito relativo a [ se f(v;) C vip1 para cada 1 < i < s,

=

fwj) Cwjqq para cada 1 < j <t, e f(vs) U fwy) C wy.



Definigao 2.6. Suponha h € H({0,1}Y), P particao de {0,1} e D uma componente

de Gr(h,P) que é um haltere. Escreva

D ={uy,...;u.} U{vg,...,0s} Ufws, ..., w},

com a notacdao usual.
Dizemos que o haltere D contém um loop a esquerda de h (resp. um loop a direita

de h) se eziste um subconjunto aberto e fechado a de wy (resp. de wi) tal que h"(a) = a

(resp. h'(a) = a).

Agora estamos em condigbes de enunciar os resultados de [15] mencionados anteri-

ormente:

Teorema A (Bernardes-Darji, Teorema 5.1). A aplicagdo genérica f € C({0,1}Y)

tem a sequinte propriedade:

(Q) Para cada m € N, existem uma particio P de {0,1}" com ||P|| < 1/m e um
multiplo ¢ € N de m tal que toda componente de Gr(f,P) é um baldo de tipo (q!,q")

que € estrito relativo a f.

Teorema B (Bernardes-Darji, Teorema 4.1). A aplicagdio genérica h € H({0,1})

tem a sequinte propriedade:
(P) Para cada m € N, existem um partigio P de {0, 1} com ||P|| < 1/m e um mailtiplo
g € N de m tal que toda componente de Gr(h,P) € um haltere equilibrado com peso

lateral q! que contém tanto um loop a esquerda quanto um loop a direita de h.

Além disso, também foi provado em [15] que quaisquer duas aplicages f,g €
C({0,1}N) (resp. f,g € H({0,1}Y)) com a propriedade (Q) (resp. propriedade (P))
sdo topologicamente conjugadas, isto é, f = h~tgh para algum h € H ({0, 1}V).



Capitulo 3

Dinamica Topolégica Coletiva
das Aplicacoes Genéricas
do Espaco de Cantor

Neste capitulo desenvolveremos o estudo da dinamica coletiva das aplicagoes continuas
genéricas e dos homeomorfismos genéricos do espago de Cantor, com énfase sobre as
nogoes de caos Li-Yorke, caos distribucional, caos topoldgico (isto é, entropia topolégica

positiva), continuidade em cadeia, sombreamento e recorréncia.

3.1 Hiperespacos e a Métrica de Hausdorft

Seja (X, 7) um espaco topolégico de Hausdorff. Considere (X) o conjunto de todos

os subconjuntos compactos e nao-vazios de X.

Definigao 3.1. A topologia de Vietoris sobre K(X) € a menor topologia 7 para a qual

valem as sequintes condigoes:
1) {AeK(X):AC U} ery sempre que U € T ;

2) {A e K(X):AC B} éry-fechado sempre que B € T-fechado.



Para Sy, S, ..., S, C X (n > 1), considere a notagao

< S1,89,...,S, >={AeK(X): Ac U, Si e ANS; # 0 para cada i }.
Proposicao 3.1. Seja (X, 7) um espago topolégico de Hausdorff e defina
By ={<U,Us,...,U,>neNeU,Us,...,U, €T}
Entao, By ¢ uma base para T .
Demonstragao. Veja [29, Teorema 1.2]. O

Definigao 3.2. Seja (M, d) um espago métrico limitado. A métrica de Hausdorff sobre
KK(M) é definida por

dy(A, B) := max { Teaj(d(a’ B),rl?eaé(d(b, A)} (A, BeK(M)).

Proposicao 3.2. Se (M,d) é um espaco métrico limitado, entio dy € uma métrica

sobre KK(M).
Demonstragao. Veja [29, Teorema 2.2]. O

Proposicao 3.3. Se (M,d) € um espago métrico compacto, entio a métrica de Haus-

dorff dg sobre IC(M) induz a topologia de Vietoris.
Demonstracao. Veja [34, Proposigao 3.5]. ]
Vale o seguinte resultado fundamental:

Teorema 3.1. Se (M,d) é um espago métrico limitado, entao (M,d) é compacto se e

somente se (KK(M),dy) é compacto.
Demonstragao. Veja [31, Teorema 1 e Teorema 2. O

Dada uma particao P de {0, 1}V, definimos

§(P) := min{d(a,b) : a,b € P,a # b}
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Ip(X):={acP:anX £0} (X c{0,1}").

Note que §(P) > 0. Os préximos dois resultados nos ddo uma maneira de interpretar
a nocao de distancia de Hausdorff em funcao dos vértices dos grafos associados a uma

particao arbitraria.
Lema 3.1. Dados X,Y € K({0,1}Y), tem-se
dp(X,)Y) <0(P) = Ip(X) = Ip(Y).

Demonstra¢ao. Suponha a € Ip(X) tal que a ¢ Ip(Y'). Dai, pelas definigoes de Ip(X)
e d(P), existe o € X tal que d(0,Y) > 6(P). Logo, du(X,Y) > §(P). O

Lema 3.2. Dados X,Y € K({0,1}"), tem-se
Ip(X) =Ip(Y) = du(X,Y) <|[P]|.

Demonstragao. Suponha dg(X,Y) > ||P||. Dai, podemos supor que existe o € X tal
que d(o,Y) > ||P]|. Logo, para a € Ip(X) tal que o € a tem-se a ¢ Ip(Y). Isto mostra

que Ip(X) # Ip(Y). O

3.2 A Aplicacao Induzida ao Hiperespaco

Definig¢ao 3.3. Seja (M, d) um espago métrico. Dada f € C(M), a aplicagcdo induzida
fiK(M)— K(M) é definida por

F(X) = f(X) (={f(2) 12 € X}).

Proposicao 3.4. Seja (M,d) um espago métrico. Dada f € C(M), temos f €
C(K(M)). Além disso, se f € H(M), entio f € H(K(M)).

Demonstrac¢ao. Veja [29, Teorema 1.3]. O
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3.3 Dinamica Coletiva das Aplicacoes Genéricas

Vejamos agora o estudo da dinamica das aplicagoes induzidas ao hiperespaco por
aplicacoes continuas genéricas e homeomorfismos genéricos do espago de Cantor. Co-
mecemos estudando o conceito de caos Li-Yorke, o qual foi introduzido por Li e Yorke

em [33].

Definicao 3.4. Se f : M — M ¢é uma aplicag¢io continua de um espago métrico (M, d),
um par (x,y) € M x M ¢é dito um par Li-Yorke para f se
liminf d(f"(z), f"(y)) =0 e limsupd(f"(z), f"(y)) > 0.
n—0o0 n—oo
Um conjunto misturado para f € um subconjunto S de M tal que (x,y) € um par Li-
Yorke para f sempre que x e y sdo pontos distintos em S.
A aplicacao f € dita Li-Yorke cadtica se existe um conjunto misturado para f que

€ nao-enumerduvel.

Foi provado em [15] que a aplicacio genérica f € C({0, 1}Y) ndo admite par Li-Yorke
(em particular, f nao é Li-Yorke cadtica). Estenderemos este resultado provando que
a mesma propriedade é vélida para a aplicacdo induzida f.

Teorema 3.2. Para f € C({0,1}Y) genérica, f ndo admite par Li-Yorke.

Demonstragdo. Seja f € C({0,1}") satisfazendo a propriedade (Q) do Teorema A.
Suponha que X,Y € K({0,1}") satisfazem

liminf dy (F"(X), f"(Y)) = 0. (3.3.1)

n—oo

Dado € > 0, existe uma partigao P de {0,1}" com ||P]|| < € tal que toda componente

de Gr(f,P) é um baldo. Além disso, por (3.3.1), existe ng € N tal que
d (f™(X), f(Y)) < 8(P).

Pelo Lema 3.1, Ip(f™ (X)) = Ip(f™(Y)). Como cada componente B de Gr(f,P) é

um balao, f leva cada vértice de B dentro de um vértice de B, e assim Ip(f™(X)) =



Ip(f™(Y)) para cada n > ny. Consequentemente, pelo Lema 3.2,
dy (f*(X), f*(Y)) < e para cada n > no.

Isto prova que

lim dp (f"(X), f"(Y)) =0,

n—oo

e assim (X,Y) ndo é um par Li-Yorke para f.

12

]

Foi provado em [15] que o homeomorfismo genérico h € H ({0, 1}I) ndo admite par

Li-Yorke (em particular, h nao é Li-Yorke cadtico). Em grande contraste com este fato

e com o teorema anterior, veremos que para o homeomorfismo genérico h € H ({0, 1}%),

a aplicacao induzida h € Li-Yorke caodtica. De fato, veremos que h é mais do que isso;

h é uniformemente distribucionalmente cadtica.

Recordemos a definigao de caos distribucional uniforme.

Definicao 3.5. Dado A C N, a densidade superior de A ¢ definida por

dens(A) := limsup card({l,n] N 4)

n—+00 n

Se f: M — M ¢é uma aplicagio continua de um espago métrico M, um par (z,y) €

M x M ¢ dito distribucionalmente -cadtico para f (¢ >0) se

dens{n € Nz d(f"(2), /"(y)) > e} = 1

densfn € N : d(f"(z), /"(y)) < 6} = L,

para todo § > 0. Um conjunto distribucionalmente e-misturado para f é um subconjunto

S de M tal que (x,y) é um par distribucionalmente e-cadtico para f sempre que x ey $ao

pontos distintos em S. A aplicagdo f é dita uniformemente distribucionalmente cadtica

se existe um conjunto distribucionalmente e-misturado para f que € nao-enumerdvel,

para algum € > 0.

A nogao de caos distribucional foi introduzida por Schweizer e Smital em [38] (veja

também Oprocha [36]).
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Teorema 3.3. Eriste um subconjunto aberto e denso O de H({0,1}) tal que, para
todo h € O, h é uniformemente distribucionalmente cadtica. Em particular, para o ho-

meomorfismo genérico h € H({0,1}Y), h é uniformemente distribucionalmente cadtica.

Demonstragdo. Seja O o conjunto de todos os h € H({0,1}) para os quais existe uma
particao P de {0, 1} tal que alguma componente de Gr(h, P) é um haltere equilibrado
com peso lateral > 2. Claramente o conjunto O é aberto em H({0,1}Y). Pelo Te-
orema B, O é também denso em H({0,1}Y). Fixe h € O e seja P uma partigao de
{0, 1} tal que existe uma componente D de Gr(h, P) que é um haltere equilibrado com

peso lateral ¢ > 2. Escreva
D ={uy,...,ut U{vr,...,vs} U{wy,...,w,},
com a notag¢ao usual. Como
ur O h U uy)) DR (uy) D+ e wy D hY(wy) DA (wy) D,

segue que as intersegoes

F = ﬂ R (uy) e G:= ﬂ h"™ (wy )

n=0

sdo nao-vazias. Além disso, h?(F') = F e h?(G) = G. Definimos
X =FURhF)U...URT F) e Y:=GUh(G)U...UR"G).
Nao é dificil verificar que valem as seguintes propriedades:

(a) X é um subconjunto fechado e nao-vazio de uy U...Uu, com h(X) = X;

(b) (ug U...Uwu,)\X é exatamente o conjunto de todos os 0 € uy U... Uy, cuja
trajetdria positiva vai para a barra do haltere D em algum momento (i.e., existe

r € N tal que h'(0) € v);
(a’) Y é um subconjunto fechado e nao-vazio de wy U...Uw, com h(Y) =Y

() (wy U...Uwy)\Y é exatamente o conjunto de todos os ¢ € wy U ... U w, cuja
trajetéria negativa vai para a barra do haltere D em algum momento (i.e., existe

r € N tal que h™" (o) € vy).
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Além disso, afirmamos que:

(c¢) lim maxd(h™™(c),X) = 0;

m—0o0 o€V

(c’) lim maxd(h™(0),Y) =0.

m—0o0 o€V

De fato, suponha que (c) é falso. Entao, existem € > 0 e uma sequéncia crescente
(m;)jen de inteiros positivos tais que maxye,, d(h~" (o), X) > € para cada j € N. Dali,

para cada j € N, existe o; € v; tal que
d(h™™(0;),X) > e. (3.3.2)

Note que h™™i(0;) € uy U...Uwu, para cada j € N. Passando a uma subsequéncia, se
necessario, podemos supor que existe
7:= lim h™"(0;) €y U... Uu,.
Jj—o0
Por (3.3.2), 7 ¢ X. Assim, segue de (b) que existe r € N tal que h"(7) € v;. Por
continuidade,

lim A" (o) = h"(T) € vy.

j—oo
Logo, h"~™i(0;) € vy para todo j suficientemente grande. Mas isto é impossivel, pois
h"™(v1) Nwy = () para todo n negativo. Isto prova (c). A prova de (¢’) é andloga.
Agora fixe um ponto gy € v;. Por (c) e (¢),

lim d(h™™(09),X)=0 e lim d(h™(0p),Y) = 0. (3.3.3)

m—ro0 m—r0o0

Portanto, podemos construir uma sequéncia crescente
a1<b1<cl<d1<a2<b2<62<d2<---

de inteiros positivos tal que valem as seguintes propriedades:

(d) d(h" Y (0g), X) < % sempre que n < a;j e t > by;
b
(e) lim L —2 =1,
J—00 Cj

(d’) d(h" % (0y),Y) < % sempre que n > d; e t < ¢j;
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i1 —dy
(e’) lim U1 "% _q,
J—r00 Clj+1

Seja H um conjunto de subsequéncias da sequéncia (b;) tal que H tem a cardi-

nalidade do continuo e quaisquer dois elementos distintos em H diferem em infinitas

coordenadas. Cada elemento 6 de H é uma sequéncia da forma
0 = (bj,,bjy, b4, ..),
com jJ; < jg < j3 < ---. Associamos a cada tal sequéncia 6, a sequéncia 0 dada por
0 := (b, by, +1,. .., ¢ biy biy + 1,00 Ciyy )
Para cada 0 € H, seja
Cpi= X UY U{h " (5y) : k € N}.
Segue de (3.3.3) que cada Cy é um conjunto fechado, ou seja,

Cy € K({0,1}") para cada 6 € H.

O conjunto S := {Cy : # € H} tem a cardinalidade do continuo e mostraremos que é
um conjunto distribucionalmente §(P)-misturado para h.
Sejam ¢,0 € H com ¢ # 6. Pela definicao de H, podemos supor que existem

infinitos b;’s que sao termos de ¢ mas nao sao termos de ¢. Para cada tal b;, tem-se
h"(Cy) Nwvy ={og} e h"(Cyp)Nwvy =0 paratodon € {bj,b;+1,...,¢;},
o que implica que
dir(h"(Cy), 1" (Cy)) > 6(P) paratodo n € {b;,b; +1,...,¢;}.
Por (e), concluimos que
dens{n e N:dy(h"(Cy),h"(Cy)) > 6(P)} = 1. (3.3.4)
Dados 0 € H, j e Nen € {d;,d; +1,...,a;11}, podemos escrever

W (Co) = X UY U{R""®) (00) - 0(k) < ;3 U {h" ") (o) : (k) > bj41 ).
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Por (d),
- 1 ~
d(h" "M (09), X) < w7 sempre que 6(k) > bjiy.
J
Por (d),
~ 1 ~
d(h"®(54),Y) < = sempre que 0(k) < ¢;.
J
Portanto,

d(h"(Cy), X UY) < %

Finalmente, sejam ¢, 0 € H. Pelo que acabamos de ver,
T n TN 2
di (b (Cy), b (Cy)) < 7
sempre que j € Nen € {d;,d; +1,...,a;41}. Dal, (¢’) implica que
dens {n € N : dH(En(Cqs),En(Cg)) <46} =1, (3.3.5)

para cada § > 0. Por (3.3.4) e (3.3.5), S é um conjunto distribucionalmente §(P)-

misturado para h. O
Recordemos agora a nogao de entropia topolégica.

Definicao 3.6. Seja f : M — M uma aplicagcao continua de um espago métrico com-

pacto M. Para cada n € N, definimos uma métrica equivalente d,, sobre M por

dn(l’,y) ‘= Inax d(fk<$)7fk(y>)

0<k<n

Um subconjunto A de M € dito (n,e€, f)-separado se
d,(z,y) > € para quaisquer x,y € A com = # y.

Seja N(n,e€, f) a cardinalidade mdzima de um conjunto (n,e€, f)-separado. A entropia

topolégica de f € definida por

ent(f) := lim <limsup%log]\7(n,e, f))

e—0F n—00

A aplicagao f € dita topologicamente cadtica se ent(f) > 0.



17

A nocao de entropia topoldgica foi introduzida por Adler, Konheim e McAndrew [3].
Aqui, estamos adotando a definigdo equivalente formulada por Bowen [19] e Dina-

burg [25].
Teorema 3.4. Para a funcio genérica f € C({0,1}Y), ent(f) = 0.

Demonstragdo. Suponha que f € C({0,1}") satisfaz a propriedade (Q) e fixe ¢ > 0.
Entdo, existe uma partigio P de {0,1}" com [|P| < € tal que toda componente de
Gr(f,P) é um balao. Se X,Y € K({0,1}Y) e In(X) = Ip(Y), entao Ip(f"(X)) =
Ip(f™(Y)) para cada n € N, donde

dy (f"(X), ["(Y)) < ||P|| < e para cadan € N.

Isto implica que N(n, e, f) < 2°4(P) para cada n € N. Assim, ent(f) = 0. ]

Em relacao ao teorema anterior, mencionamos que Blanchard, Glasner, Kolyada e
Maass solucionaram em [18] uma pergunta que estava em aberto ha muito tempo ao
provar que caos topoldgico implica caos Li-Yorke. De posse deste resultado, vemos que o
Teorema 3.2 implica o Teorema 3.4. Entretanto, acreditamos ser instrutivo estabelecer

o Teorema 3.4 diretamente do Teorema A, como fizemos acima.

Em contraste com o teorema anterior, temos o seguinte resultado.
Teorema 3.5. Para o homeomorfismo genérico h € H({0,1}V), ent(h) = oo.
Demonstragdo. Seja h € H({0,1}Y) satisfazendo a propriedade (P). Para cada n € N,

definimos

d,(X,Y) = max dy (R (X),R"(Y)) (X,Y € K({0,1}")).

0<k<n

Dado m € N, existe uma particao P de {0, 1} com ||P|| < 1/m tal que toda compo-
nente de Gr(h,P) é um haltere equilibrado com peso lateral ¢ > 2. Ponha ¢ := §(P) >

0. Sejam

Di = {U,ZJ, e 7ui,q} U {,Ui,17 e 7'Ui,si} U {’wz‘J, e ,wi,q} (1 S 7 S N)
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as componentes (halteres) de Gr(h,P). A fim de simplificarmos a indexagao no que
se segue, nao usaremos a notacao usual para estes halteres. A unica diferenca é que
consideraremos 1; 4v;4 como uma aresta de Gr(h, P) ao invés de ;10;;. Para cada
t € N, seja P; a particao de {0, 1} obtida de P trocando-se cada u; ; por sua particao

dada pelos conjuntos

t
h_kQ+j_1(Ui,1) (1 < k < t) e ui,j\( U h_k(H-j—l(’Ui,l)).
k=1

Note que card(P;) = card(P)+tqN. Agora, afirmamos que vale a seguinte propriedade:
(%) Se C; e Cq sao subconjuntos distintos e nao-vazios de Py, entao dyy+1(UCy, UCs) > 4.

De fato, sejam X := UC; e Y := UC,. Sem perda de generalidade, podemos supor que

existe a € C; tal que a € Cy. Se a é algum v; ; ou algum w; ;, entao
dy(X,Y) > 4.

Se a = h=*ti=1(y; ;) para algum i, j, k, entdo v;; C h* 9T X) e v, NAFIHH(Y) = (),

o que implica
—kq—j+1

dir (R

T kq—j+1

(X),h (Y)) > 6.

Finalmente, se a = u;;\( Uy, A%~ (v;1)) para algum 4, j, entdo h'97+1(a) = u; ;.

Consequentemente, u; ; C AT (X) e u;; NRYITHY) =0, o que nos da

—tq—j+1

di (B

T tq—j+1

(X), h (Y)) >0

Em qualquer caso, vemos que dy,41(X,Y) > 6.
Agora, para todot € N, (%) nos diz que o conjunto {UC;C C Py, C # 0} é (tq+1,6, h)-

separado, e assim
N(tq +1, 5’ E) > 20ard(79t) — 1= 2card(77)+th 1> anrd(P)-&—th—l‘

Dai,
card(P) + tgN — 1
tqg+1

log N(tq+1,6,h) > log2 (t€N),

tq+1
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o que implica

1 _
lim sup — log N(n,d,h) > N log2.

n—oo TN

Consequentemente, ent(h) > Nlog2. Como N — oo quando m — 0o, concluimos que

ent(h) = oco. O

Definicao 3.7. Dada uma aplicagao f de um espago métrico (M,d) em si mesmo,
recorde que [ € dita equicontinua em um ponto x € M se, para cada € > 0, existe § > 0
tal que

dly,z) <6 = d(f"(y), f"(z)) < e para todo n > 0.

Defini¢ao 3.8. Dada uma aplicagio f de um espa¢o métrico (M,d) em si mesmo, f
¢ dita continua em cadeia em x [5, 9] se, para cada € > 0, existe § > 0 tal que para

qualquer escolha de pontos
xg € B(x;9), x1 € B(f(x0);6), x2 € B(f(x1);0),...,

tem-se

d(zn, [M(x)) <e para todo n > 0.

Obviamente, continuidade em cadeia é uma propriedade muito mais forte que
equicontinuidade. Foi provado em [15] que a fungio genérica f € C({0,1}) é continua
em cadeia em todo ponto. Veremos agora que a aplicacdo induzida f tem a mesma

propriedade.

Teorema 3.6. Para a funcio genérica f € C({0,1}Y), f € continua em cadeia em todo

ponto.

Demonstragdo. Seja f € C({0,1}Y) satisfazendo a propriedade (Q) e fixe e > 0. Existe
uma partigao P of {0, 1} com ||P|| < ¢ tal que toda componente de Gr(f,P) é um
balao. Ponha § := §(P) > 0. Fixe X € K({0,1}") e seja

Xo € B(X;6), X1 € B(f(X0);9), Xo € B(f(X1);9),....
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Temos que provar que dy (Xn, Tn(X)) < ¢ para todon > 0. Pelo Lema 3.2, é suficiente
provar que

Ip(X,) = Ip(f (X)) (3.3.6)
para todo n > 0. Como dy(Xy, X) < d, o Lema 3.1 mostra que (3.3.6) vale para n = 0.
Suponha que (3.3.6) valha para um certo n > 0. Como toda componente de Gr(f,P)
é um balao, segue que

—n+1

I (F(X)) = I (F (). (33.7)

Por outro lado,

pois dy (Xnt1, f(X,)) < 0. As igualdades (3.3.7) e (3.3.8) mostram que (3.3.6) também

é valida com n + 1 em lugar de n. Por inducao, obtemos o resultado. O

Definicao 3.9. Um ponto x € M € dito um ponto recorrente de uma aplicacao f €

C(M) se, para qualquer U vizinhanga de x, tem-se f"(x) € U para infinitos n's.

Foi provado em [15] que o homeomorfismo genérico h € H({0,1}) nao ¢ equi-
continuo em cada ponto de um conjunto nao-enumeravel, donde a mesma propriedade
é vélida para a aplicacao induzida h. Entretanto, temos o seguinte resultado, onde R(h)

denota o conjunto de todos os pontos recorrentes de h.

Teorema 3.7. Para o homeomorfismo genérico h € H({0,1}Y), h € continua em cadeia
em todo ponto X € K({0,1}Y) com XNR(h) = 0; em particular, h é continua em cadeia

em todo ponto de um conjunto aberto e denso.

Demonstragdo. Seja h € H({0,1}) satisfazendo a propriedade (P). Fixe X € K({0, 1})
com X N R(h) = 0. Para cada o € X, existe ¢/ > 0 tal que

B(o;t)) N {h(o),h*(0),...} = 0.

Além disso, como h é equicontinuo em cada ponto nao-recorrente [15, Teorema 4.6,

existe ¢, > 0 tal que

/

t
d(r,0) <t = d(h"(1),h"(0)) < 5” para todo n € N.

ez
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Defina t, := min {i t”} para cada o € X. Entao,

2
B(o;t,) N {h(r),h*(7),...} =0 sempre que 0 € X e 7 € B(o;t,).
Agora, um argumento simples de compacidade mostra que existe t > 0 tal que

B(o;t) N {h(c),h*(c),...} =0 para todo o € X. (3.3.9)

Fixe € > 0 e considere P uma partigao de {0, 1} com ||P|| < min{e, ¢} tal que toda

componente de Gr(h,P) é um haltere equilibrado com peso lateral ¢ > 2. Sejam
Di = {U,ZJ, e 7ui,q} U {’U,‘J, R 7'Ui,si} U {wi,l, . ,wi,q} (1 S 7 S N)

as componentes (halteres) de Gr(h,P). Como na prova do Teorema 3.5, consideramos

U; gUi4 como uma aresta de Gr(h, P) ao invés de u;10;;. Por (3.3.9), tem-se
RIIHHX M, ) C vy sempre que i € {1,...,N}eje{l,...,q} (3.3.10)
Seja P’ a partigao de {0, 1} obtida de P ao trocarmos cada u; ; por
{hf(quﬂ) (vin), ui,j\h*(q*j“) (vi1) }
Defina § := §(P’) > 0. Segue de (3.3.10) que as relagoes
Xy € B(X;0), X1 € B(h(Xo);0), Xa € B(h(X1);9),...

implicam

T n

d(Xn, h (X)) <& para todon > 0.

Isto prova que h é continua em cadeia em X.

Finalmente, como R(h) é fechado e tem interior vazio em {0, 1} [15, Teorema 4.5],
segue que o conjunto de todos os X € K({0,1}) com X N R(h) = ) é aberto e denso
em K({0,1}"). O

Definicao 3.10. Dado um homeomorfismo h : M — M de um espaco métrico M,

recorde que uma sequéncia (T,)nez € dita uma d-pseudotrajetoria (0 > 0) de h se

d(h(zp), xpi1) <6 para cada n € Z.
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Dizemos que o homeomorfismo h tem a propriedade do sombreamento [20, 21] se,
para cada € > 0, existe § > 0 tal que toda 6-pseudotrajetoria (r,)nez of h € e-sombreada

por uma trajetoria de h, i.e., existe v € X tal que
d(zn,,h"(x)) <e para cada n € Z.

Foi provado em [15] que o homeomorfismo genérico h € H ({0, 1}Y) tem a proprie-

dade do sombreamento. Veremos que esta propriedade também é satisfeita por .

Teorema 3.8. Para o homeomorfismo genérico h € H({0,1}Y), h tem a propriedade

do sombreamento.

Demonstragdo. Suponha que h € H({0,1}Y) satisfaz a propriedade (P) e seja € > 0.
Entdo, existe uma partigdao P de {0,1} com ||P|| < € tal que toda componente de

Gr(h,P) é um haltere equilibrado com peso lateral ¢ > 2. Fixe
0<6<d(P).
Seja (X,)nez uma d-pseudotrajetéria de h. Vamos encontrar X € K({0,1}Y) tal que
dr (Xn,ﬁn(X)) < e paracadan € Z.
Pelo Lema 3.2, ¢ suficiente encontrar X € K({0, 1}V) tal que
Ip(X,) =1Ip (ﬁn(X)) para cada n € Z.
Fixemos uma componente

D ={uy,...,ut U{vr,...,us} U{wy,...,w,}

de Gr(h,P). A fim de simplificarmos os indices no que se segue, ndo usaremos a
notagao usual para este haltere. Como nas demonstragoes dos Teoremas 3.5 e 3.7, a
unica diferenga é que consideramos u,v; como uma aresta de Gr(h, P) ao invés de uyvj.

Note que é suficiente provar a existéncia de um subconjunto fechado Y de UD tal que

Ip(X,N(UD)) =1Ip (En(Y)) para cada n € Z. (3.3.11)
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Para tal, fixamos pontos

o0
o; € ﬂ h™™(u;) Cuy, 0k € WFH T (0)) C g,

n=0

[e%S)
Tj < ﬂ h"q(wj) C ’LUj, Tjk c h(kil)quj(’US) C ’UJJ',
n=0

para cada j € {1,...,q} e cada k € N. Fixamos também um ponto 6; € v; para cada
i€ {l,...,s}. Note que tanto a trajetdria positiva quanto a trajetéria negativa de o
fica no “loop” {uy,...,u,} para sempre. O mesmo é vélido para a trajetdria negativa de
0k, Mas a trajetéria positiva de o;; dé exatamente k — 1 voltas no “loop” {us, ..., u,},
entdo passa através da barra do haltere, e finalmente fica no “loop” {wy,...,w,} para
sempre. Temos descricoes geométricas andlogas para as trajetérias de 7; e 7; .

Agora, definimos um conjunto A consistindo de o;’s, o;’s, 7;’s, T;i’s e 8;’s da
seguinte maneira:

e 0, € A<= X,,Nu; # 0 para todo n > 0,

o 0k € A= Xiyjr1 Nv1 # 0,

o 7, € A= X_,,Nw; # () para todo n > 0,

o Tir €A== X (1) Nvs # 0,

e ;e A<= XoNu; #0.
Afirmamos que

Ip(X,, N (UD)) = Ip(h"(A)) (3.3.12)

para todo n € Z. A fim de provarmos esta afirmacao, note que

Ip(Xnt1) = Ip(M(X,)) para todo n € Z, (3.3.13)
pela nossa escolha de 0. Por (3.3.13) e pela forma como o conjunto A foi definido, é
claro que (3.3.12) vale para n = 0. Suponha que (3.3.12) vale para um certo n > 0.
Vamos provar que (3.3.12) também vale com n 4+ 1 em lugar de n. Por (3.3.13), é
suficiente mostrar que

—n+1

Ip(h(X, N (UD))) =Ip(h " (A)). (3.3.14)
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Pela estrutura do haltere, segue que

Ip (B(X, 0 (UD))\{ug,v1} = Ip(R™ (A))\{ua, v}

Dai, temos de nos preocupar apenas com os vértices u; e vy. Suponha que pelo menos
um desses vértices pertence a algum dos conjuntos em (3.3.14). Entao, temos que

provar que

uq € Ip(X, N (UD)) = Ip(h"(A)).
Escreva n na forma n = kg — j com j € {1,...,q}. Entao,
v1 € Ip(h(X, N (UD))) <= v1 € Ip(Xps1)
= XpgjprNuy #0
o €A
= pFTIT A Nwy # ()
(4)).

Além disso, u; € Ip(h(X, N (UD))) se e somente se u; € Ip(Xpt1) = Ip(Xpg—jt1), €

= v € Ip (E"H

isto ocorre se e somente se
XygNuj #0 paracadar >0

ou

Xprg—j1 Nvy # 0 para algum k' > k,

, . . —n+1
o que ¢ equivalente a dizer que u; € Ip (hn

(A)). Isto completa a prova de (3.3.14).
Por indugao temos (3.3.12) valida para todo n > 0. Um argumento de indugao similar
mostra que (3.3.12) também ¢é vélida para n < 0.

Finalmente, seja Y := A, o qual é um subconjunto fechado de UD. Temos que

provar que (3.3.11) é vélido. Por (3.3.12), ¢é suficiente mostrar que
Ip(R"(Y)) = In(h"(4)) (3.3.15)

para todon € Z. Como A C Y, a inclusao “D” é clara. A fim de provarmos a inclusao

reversa, suponha y € Y\ A. Entdo, ou y pertence a algum u; ou y pertence a algum w;.
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Consideraremos apenas o primeiro caso, ja que o segundo é analogo. Assim, suponha
y € u; para um certo j. Existe uma subsequéncia (0 x)ken de (0j%)ken contida em A

tal que y é um ponto limite desta subsequéncia. Como
hR=itY (g ) € vy para todo k € N,

toda a trajetéria de y estd contida no “loop” {u,...,u,}. Esta informacao juntamente

com o fato de que a subsequéncia (o ;)ken pertence a A implica que

Ip(h ({y})) C Ip(h (A)) para todo n € Z.

Como isto vale para cada y € Y\ 4, concluimos que (3.3.15) é verdadeira. O

Definigao 3.11. Considere uma aplicacdo f de um espago métrico (M, d) em si mesmo.

(a) Um ponto x € M € dito um ponto periddico de f se existe n € N tal que f"(x) = x.

Neste caso, o menor n com esta propriedade é dito periodo de x.

(b) Um ponto x € M € dito um ponto nao-errante de f se, para qualquer U vizinhang¢a

de x, existe n € N tal que f*(U)NU # 0.

(¢) Um ponto x € M € dito um ponto recorrente em cadeia de f se, para cada § > 0,

existe uma d-pseudotrajetoria periodica de f que passa por x.

Denotamos por P(f) (resp. R(f), Q(f), CR(f)) o conjunto de todos os pontos

periédicos (resp. recorrentes, nao-errantes, recorrentes em cadeia) de f.
Foi provado em [23] (resp. [7]) que a aplicacio genérica f € C({0,1}) (resp.
h € H({0,1}")) ndo tem pontos periédicos. Veremos que a situagao é completamente

diferente para a aplicacdo induzida f (resp. h).

Teorema 3.9. Para a funcao genérica f € C({0,1}Y), valem as sequintes propriedades:

(a) f tem wma quantidade ndo-enumerdvel de pontos periédicos para todo periodo

p>1.

(b) R(f) = Q(f) = CR(]).
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(c) CR(f) tem interior vazio em f(KC({0,1}Y)).

(d) P(f) € denso em CR(f).

Demonstragdo. Suponha que f € C({0,1}") satisfaz a propriedade (Q).

(a): Fixe p € N e suponha que f tem apenas uma quantidade enumerdvel de pontos
de periodo p. Seja X7, X5, X3,... uma lista de todos esses pontos periédicos. Existem
uma partigio P; de {0, 1} e um inteiro positivo ¢; > p tais que toda componente
de Gr(f,P1) é um balao de tipo (¢1!,¢1!). Além disso, escolhendo P; com ||P;| sufi-
cientemente pequena, também podemos garantir que Gr(f,P;) tem pelo menos duas

componentes. Entao, podemos escolher uma componente B; de Gr(f,P;) com
X\(UBy) # 0.

Agora, existem uma partigao Py de {0, 1} com [|P|| < §(Py) e um inteiro positivo
¢» tais que toda componente de Gr(f,Pz) é um balao de tipo (¢!, ¢2!). A condicao
|Ps]| < 6(P;) implica que Py é um refinamento de P;. Dai, toda componente B
de Gr(f,Ps) esta contida em alguma componente B’ de Gr(f,P;) no sentido de que
UB C UB’. Além disso, escolhendo Py com ||P:|| suficientemente pequena, podemos
também garantir que Gr(f, P>) tem pelo menos duas componentes cujos vértices iniciais
estao contidos no vértice inicial da componente B; de Gr(f,P;). Entdo, podemos

escolher uma tal componente By de Gr(f,Py) com
Xo\(UBy) # 0.

Continuando dessa maneira, obtemos sequéncias (P;), (g;) e (B;).

Como B; é uma componente de Gr(f,P;), B; ¢ um balao da forma
Bj =A{vja; -5 vjgnt U{wja, - wjgn}-
Por construgao, P;; refina P; e vj111 C v;1, 0 que implica

¢G+1>q e wipn Cwin (JEN),
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Para cada j € N, ponha

Fyi= (1) " (w1).
n=0
Claramente, F; € K({0,1}Y) e f%'(F;) = F;. Escreva g;! = k;p. Entao
Yy = Fy U fP(Fy) U f(Fp) U ... U f&5D8(F)

é um ponto periédico de f de perfodo p. Como Y; DY, D Y3 D -+, o conjunto
o
Y=Y
j=1

também é um ponto periédico de f de perfodo p. Finalmente, como X;\(UB;) # 0 e
Y CY; CUB;j, temos Y # X, (j € N). Esta contradicao completa a demonstragao do
item (a).

(b): Segue do fato de que f é continua em cadeia em todo ponto (Theorem 3.6).

(c): Fixe X € R(f) e ¢ > 0. Existem uma particio P de {0,1}N com ||P|| < € e um

inteiro positivo ¢ tal que toda componente de Gr(f,P) é um balao de tipo (g, q). Sejam
BZ':{Ui717...,vi7q}u{U}Z"l,...,wi?q} (]_ SZSN)

as componentes (baldes) de Gr(f,P). Como X é um ponto recorrente de f, temos

Dai, podemos definir Y como a tinica uniao de alguns dos conjuntos

fig)s -y [ (vig),
com ¢ variando em {1,..., N}, que satisfaz Ip(Y) = Ip(X). Entao,
Y e f(KH{0,1}Y)) e du(Y,.X)<e.

Além disso, segue da estrutura de baldo que Y nio é um ponto recorrente de f.
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(d): Sejam X, e, P, ¢ e B; como na demonstracao de (c¢). Para cada i € {1,...,N},

ponha

o

Fyo= (1) /" (ws).

n=0
Entdo, F, é um ponto periédico de f de perfodo ¢. Seja Z a tinica unido de alguns dos
conjuntos

EL f(F), ..., fTU(E),

com ¢ variando em {1,..., N}, que satisfaz Ip(Z) = Ip(X). Entao,

FU2)=2 e duy(Z,X) <e,
o que completa a demonstracao. O
Teorema 3.10. Para o homeomorfismo genérico h € H({0,1}Y), valem as segquintes

propriedades:

(a) h tem uma quantidade ndo-enumerdvel de pontos periddicos para todo periodo

p=1
(b) R(h) # Q(h) = CR(h).
(c) OR(R) tem interior vazio em K({0,1}Y).
(d) P(h) ¢ denso em CR(h).
Demonstracdo. Seja h € H({0,1}V) satisfazendo a propriedade (P).

(a): Seja P uma particao de {0, 1} tal que toda componente de Gr(h,P) é um haltere

equilibrado com peso lateral ¢ > 2. Fixe uma tal componente
D ={uy,...,u} U{vy,...,vs} U{wy, ..., w,}.

Considere X e Y definidos como na demonstracao do Teorema 3.3. Para cada o € vy,

ponha
Zy:=XUY U{h?(0): k€ Z}.
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Segue das propriedades (c) e (¢’) na demonstracdo do Teorema 3.3 que cada Z, é
um conjunto fechado. Dali, {Z, : ¢ € v1} é um conjunto nao-enumerdvel de pontos
periédicos de h com periodo p.

(b): Sejam P, q, D, X e Y como na demonstracao de (a). Defina
7 =X UY Uuv € K({0,1}").

Como

TN

dy(Z,h (Z)) > 6(P) para todo n € N,
temos que Z nao é um ponto recorrente de h. Por outro lado, para cada k € N, seja
Zy = ZURh () € K({0,1}Y).
Entao
R*(Zy) = Z U hF(vy)
e segue das propriedades (c) e (¢’) na demonstragao do Teorema 3.3 que

Zy— 2 e hWNZ) = Z

Assim, Z é um ponto nao-errante de h.

A igualdade Q(h) = CR(h) segue de (d).
(c): Fixe X € CR(h) e € > 0. Existem uma particdo P de {0,1}" com ||P|| < £ e um
inteiro positivo ¢ tal que toda componente de Gr(h,P) é um haltere equilibrado com

peso lateral ¢q. Sejam
Di = {U,Z"l, . 7ui,q} U {Ui,h . 7'Ui,s,'} U {wm, . ,wi,q} (1 < 1 < N)

as componentes (halteres) de Gr(h,P). Defina Y como a dnica unido de alguns dos

conjuntos

h_q(l)i’l), N h_1<Ui’1), Uity -5 Vs, h(U@Si), ey hq(ULSi), (3316)

com i variando em {1,..., N}, que satisfaz Ip(Y) = Ip(X). Entao,

dH(Y,X) <E.
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Além disso, segue da estrutura de haltere que Y nao é um ponto recorrente em cadeia

de h.

(d): Sejam X, e, P, g e D; como na demonstragao de (c). Para cada ¢ € {1,..., N},

definimos
oo o
Fio=(h"(uig) e Gi={)h""(w).
n=0 n=0
Claramente,
Como X é um ponto recorrente em cadeia de h, existe uma sequéncia finita Xo, . .., X

em K({0, 1}Y) tal que dg (X, Xo) < 0(P), d(h(Xo), X1) < 8(P), ..., dug(h(Xp_1), Xi) <
d(P) e X} = X. Portanto,

Ip(X) = Ip(Xo), Ip (E(Xo)) =Ip(Xi),....Ip (E(kal)) = Ip(Xi) = Ip(X). (3.3.17)

Seja Z; a uniao de todos os conjuntos da forma h’/(F;), com i € {1,...,N} e j €
{0,...,q—1}, tais que u; j41 N X # (. Por (3.3.17), se u; j+1 N X # 0 € u;pq1 é 0 vértice
que contém h~*(u; jy1), entdo temos também w11 N X # 0 e assim h=*(W/ (F})) =
h*(F;) C Z,. Isto implica que

h*(Z,) = Z,. (3.3.18)

Seja Zy a uniao de todos os conjutos da forma h/(G;), com i € {1,...,N} e j €
{0,...,q — 1}, tais que w; ;41 N X # 0. Por (3.3.17), se w;j+1 N X # 0 e wipy1 é 0
vértice que contém h*(w; j41), entao w; 1 N X # 0 e assim h* (W (G;)) = hY(G;) C Zo.
Dali,

h*(Zy) = Zs. (3.3.19)

Seja Z3 a unido de todos os conjuntos da forma J, ., h"*(v; ), com i € {1,..., N}

ne”Z

eje{l,...,s;}, tais que v;; N X # (. Obviamente,
h*(Z3) = Zs. (3.3.20)

Finalmente, defina Z := Z; U Zy U Z3. Segue de (3.3.17) que
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Pelas propriedades (c) e (¢’) na demonstracao do Teorema 3.3,
Z € K({0,1}").
Por (3.3.18), (3.3.19) e (3.3.20),
W(Z)=Z.

Portanto, Z é um ponto periédico de h e dy(Z, X) < €. ]

3.4 Observacoes sobre a Dinamica Induzida sobre
Produtos

Outro contexto muito natural para a dinamica coletiva consiste em olhar para a agao
de um sistema sobre k-uplas de pontos do espaco de fase. Em outras palavras, dados

feC(M) ek eN, consiste em estudar a dinamica da aplicagao produto induzida
(. m) € MP s (f(2), ..., flog)) € MP.

No caso da dinamica genérica das aplicagoes do espago de Cantor, ocorre que a dinamica
destas aplicagoes induzidas sobre produtos pode ser facilmente obtida através da dinamica

das aplicagoes originais. Nesta direcao, temos os seguintes resultados.
Teorema 3.11. Para a funcio genérica f € C({0,1}Y), valem as sequintes propriedades
para cada k € N fizado:

(a) f** ndo tem par Li-Yorke. Em particular, ent(f**) = 0.

(b) f*F ¢ continua em cadeia em todo ponto.

(c) P(f**) =10.

(d) R(f**) = Q(f**) = CR(f*").

(e) R(f**) é um conjunto de Cantor com interior vazio em f*¥(({0,1}N)%).

Teorema 3.12. Para o homeomorfismo genérico h € H({0,1}Y), valem as sequintes

propriedades para cada k € N fizado:
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(a) >k ndo tem par Li-Yorke. Em particular, ent(h*¥) = 0.
(b) h** tem a propriedade do sombreamento.

(c) h*F € continua em cadeia em cada ponto de um conjunto aberto e denso, mas ndo

€ equicontinua em cada ponto de um conjunto nao-enumerdvel .
(d) P(h*%) = 0.
(e) R(h*k) = Q(h**) = CR(h*F).

(f) R(h**) é um conjunto de Cantor com interior vazio em ({0, 1}N)*.

Diremos agora algumas palavras sobre a demonstragao do Teorema 3.12 (a demons-
tragdo do Teorema 3.11 segue de maneira andloga). As propriedades (a), (b), (c) e (d)
seguem facilmente das correspondentes propriedades da aplicacao h como apresentadas

m [15]. J& as propriedades (e) e (f) também seguem das correspondentes propriedades
de h, desde que provemos que

R(h*¥) = R(h)*.

Como a inclusdao “C” é ébvia, tomemos um ponto (o4, ...,0) € R(h)*. Dado ¢ > 0,
seja P uma partigao de {0, 1} com [|P|| < € tal que toda componente de Gr(h,P) é

um haltere equilibrado com peso lateral ¢ > 2. Sejam
Di = {ui,la c. 7ui,q} U {Ui,h c. ,Ui75i} U {’LUZ'71, . >wi,q} (1 S 1 S N)

as componentes (halteres) de Gr(h,P). Para cada 1 < j <k, seja 1 <i; < N tal que
o; cai em um vértice do haltere D;;. Como o; é um ponto recorrente de h, entao ou
o; pertence a u;; 1 U...Uwu; 4 ou o; pertence a w;; 1 U ... Uw;, 4 Além disso, no caso
0j € U1 U. ..Uy, 4, devemos ter h"(o;) € u;1 U ... Uy, para todo n € N. Em

ambos 0s casos, vemos que
d(h™(cj),0;) <e paratodon € Ny.

Como isto vale para cada 1 < j < k, e como ¢ > 0 é arbitrario, concluimos que

(01,...,0%) € R(L*F).



Capitulo 4

Dinamica Topolégica Probabilistica
das Aplicacoes Genéricas
do Espaco de Cantor

4.1 O Espaco das Medidas de Probabilidade e a
Métrica de Prohorov

Seja (M, d) um espago métrico compacto e considere By, o conjunto de todos os
subconjuntos de Borel de M. Denotamos por M (M) o espago de todas as medidas de

Borel probabilisticas sobre M.

Definigao 4.1. Dados p € M(M), um conjunto finito {¢1, ¢a, . .., ¢} de fungoes reais

e continuas definidas em M e e > 0, considere o conjunto

V(M;¢17¢27"'7¢k;€) = {VE M<M) : ’/Qﬁldy_/(bzd/” <g, L= 177k}
Os conjuntos

V(s 1, @2, - .., O €)
(b€ M(M), ¢1,02,...,0r € C(M;R), k€ N, € > 0) formam uma base para a dita

topologia fraca™ sobre M(M).
Definicao 4.2. A distancia de Prohorov sobre M(M) é definida por
dp(p,v) :==inf{d > 0: u(X) < v(X°) +0 e v(X) < u(X?) + 6 para todo X € By},

onde X° :={x € M : d(x,X) <0} € a 6-vizinhanca de X (X C M).
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Proposigao 4.1. A distancia de Prohorov é uma métrica sobre M(M).
Demonstragao. Veja [17, item (i), pagina 72]. O
Proposicao 4.2. Para quaisquer p,v € M(M),
dp(p,v) = inf{d > 0: u(X) < v(X°) + 6§ para todo X € By}

Demonstragao. Veja [17, item (ii), pagina 72]. O
Proposicao 4.3. Se (M,d) é separdvel e completo, entao a métrica de Prohorov dp
sobre M(M) induz a topologia fraca*™.
Demonstragao. Veja [17, Teorema 6.8] O

Vale o seguinte resultado fundamental:

Teorema 4.1. (M, d) é compacto se e somente se (M(M),dp) é compacto.

Demonstrac¢ao. Veja [17, Teorema 6.8]. O

4.2 A Aplicacao Induzida ao Espaco das Medidas
de Probabilidade

Seja (M, d) um espaco métrico compacto. Como no capitulo anterior, denotamos por
C(M) (resp. H(M)) o espaco de todas as aplica¢oes continuas de M em M (resp. de

todos os homeomorfismos de M sobre M) munido da métrica

d(f,9) == maxd(f(z), g(x)).
Definigao 4.3. Dada f € C(M), a aplicagio induzida f : M(M) — M(M) ¢ definida
por
(f()(X) = u(fH(X))  (n€ M(M),X € By).
Proposicao 4.4. Seja (M,d) um espago métrico compacto. Dada f € C(M), a
aplicagio induzida f : M(M) — M(M) ¢ continua.
Demonstracao. Veja [35, Lema 4.9]. O

Note que se f é um homeomorfismo, entao f também o é.
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4.3 Dinamica Probabilistica das Aplicacoes Genéricas

Foi provado no capitulo anterior (Teorema 3.3) que para o homeomorfismo genérico
h € H({0,1}"V), a aplicacdo induzida h é uniformemente distribucionalmente cadtica.
Em forte contraste, veremos agora que a aplicagao induzida h nao é sequer Li-Yorke

caotica. Com efeito, vale algo ainda mais forte.

Teorema 4.2. Para o homeomorfismo genérico h € H({0,1}Y), h ndo tem par Li-

Yorke.

Demonstragdo. Seja h € H({0,1}") satisfazendo a propriedade (P). Considere (u,v)
um par de elementos de M ({0, 1}") e suponha que

limsup dp(h™(p), h"(v)) > 0.

n—oo

Entao, podemos fixar ¢ > 0 tal que
dp(h™(p),h"(v)) > ¢ (4.3.1)

para infinitos valores de n. Para cada tal n, existe um subconjunto de Borel Y,, de
{0, 1} tal que
u(h™"(Ya)) > v(h7"((Ya)%)) +e. (4.3.2)

Seja P uma particao de {0, 1} com |P|| < ¢ tal que toda componente de Gr(h, P)

é um haltere equilibrado com peso lateral ¢ > 2. Sejam
Di = {U,iJ, . 7ui,q} U {Ui,h R 7'U7Z,s,-} U {wm, . ,wi,q} (1 S 1 S N)

as componentes (halteres) de Gr(h,P). Para cada i € {1,..., N}, consideramos o

conjunto fechado e nao-vazio
X;=FUh(F)U...Uh" Y F),

onde F; = ()o_,h ™ (u;1). Note que h(X;) = X;, pois hi(F;) = F;. Além disso,

(uip U ... Uwug)\X; é exatamente o conjuntos de todos os 0 € u; 1 U...Uu;, cuja
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trajetdria positiva sai em algum momento para a barra do haltere D;, isto é, h' (o) € v; 1

para algum r € N.

Para cada n tal que vale (4.3.1), definimos A,, := |J{a : a € Ip(Y,)} D Y,. Como

|P|| < ¢, temos A,, C (Y,)°. Assim, por (4.3.2) temos

p(h™"(An)) > v(h™"(An)) + e

Como esta tltima desigualdade vale para infinitos valores de n e existe apenas um

nimero finito de possiveis A,’s, vemos que existe um conjunto A que é uma uniao de

alguns elementos de P tal que
p(h™"(A)) > v(h™"(A)) + &

para infinitos valores de n.

Como

N oo
e (UUn ) =0
para todo ¢ € M({0,1}"), podemos tomar k € N tal que
wz)y<e/3 e wv(Z)<e/3,

onde

Agora, decomponha o conjunto A em trés conjuntos disjuntos:

A=BUCUD,
onde

N
Bc X=X,

1=1

N
ccuU:= U [((ui,l Uu...uU U%q)\Xl) U (/Ui,l U...U ’Ui’sz.)},
i=1

N
DcW.= U(’U}Ll U... me).

i=1

(4.3.3)

(4.3.4)



37

Como h™¥(B) = B, h"(D)N'W = D e h™™(C) C hw™(U) C Z sempre que n é

suficientemente grande, segue que existe ng € N tal que a sequéncia
(h_n (A)\Z)nzno

é periddica e ¢ é um periodo para esta sequéncia (nao necessariamente o menor). Por

(4.3.3), existe mg > ng tal que
p(h™m0(A)) > w(h™™(A)) + &

Consequentemente, por (4.3.4),

pOTANZ) > (B (ANZ) +

Como ¢ é um periodo para a sequéncia (h~"(A)\Z),>n,, obtemos

2
u(h=™ (AN Z) > p(h"™0 (AN Z) + ?E para todo n € N (4.3.5)

Tome 0 < 6 < min{d(P),e/3}. Entao, para cada n € Ny,

(R~ "(A)) > p(h™m0""(A\Z)
> (R M(ANZ) + %5
> V(b A)) +
> p(h~™0(A)) + 6
( (

onde usamos (4.3.5), (4.3.4) e o fato de que A° = A (pois § < §(P)). Assim,
dp (R0t (1), h™0T(1)) > §  para todo n € Ny.

Isto implica que

lim inf dp(h™(p), h™(v)) > 0,

n—oo

donde (u,v) ndo é um par Li-Yorke para h. ]
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Foi provado no capitulo anterior (Teorema 3.5) que para o homeomorfismo genérico
h € H({0,1}Y), a aplicacdo induzida h tem entropia topolégica infinita. Em grande
contraste, temos o seguinte resultado:

Teorema 4.3. Para o homeomorfismo genérico h € H({0,1}Y), ent(h) = 0.

Demonstragao. Foi provado em [18] que entropia topolégica positiva implica caos Li-

Yorke. Portanto, o teorema segue ao combinarmos este fato com o Teorema 4.2. O

Consideremos agora o caso das aplicagoes continuas. Para tal precisaremos dos

seguintes lemas:
Lema 4.1. Seja P uma particao de {0,1}. Para cada p,v € M({0,1}Y), se
dP(M’V) <0 S 5(P)7

entao

\n(a) —v(a)] < para todo a € P.

Demonstragao. Seja v tal que dp(u,v) < v < d. Como v < §(P), temos a? = a para

cada a € P. Portanto, sendo dp(u,v) < 7,
pla) <v(a”)+y=via)+v e via) <pa”)+v=pla)+7,
donde |u(a) —v(a)| <y < (a € P). O

Lema 4.2. Seja P uma particao de {0,1}. Para cada p,v € M({0,1}Y), se

||; H
— < -
]u(a) 1/(@)| o ( ) para todo a € P,
entao
dP(M?”) < ||' ”

Demonstragdo. Fixe v > ||P||. Para cada subconjunto de Borel X de {0, 1},

U{a ra€ Ip(X)}C X7,
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pX) = 3 pxXna< 3 @< (X @)+ IPI < v(X7) + 7,

a€lp(X) a€lp(X) a€lp(X)

Assim, dp(u,v) <. Como v > ||P|| é arbitrério, temos a desigualdade desejada. [

Dada f : M — M, recorde que f é equicontinua em um ponto x € M se, para cada

e > 0, existe § > 0 tal que
d(y,z) <6 = d(f"(y), f"(x)) < e para todo n > 0.
Teorema 4.4. Para a funcio genérica f € C({0,1}Y), f é equicontinua em todo ponto.

Demonstragdo. Seja f € C({0,1}") satisfazendo a propriedade (Q). Dado € > 0, exis-
tem uma particao P de {0,1}" com ||P|| < ¢ e um inteiro ¢ > 1 de modo que toda

componente de Gr(f,P) ¢ um balao de tipo (q,q). Sejam pu,rv € M({0,1}") tais que
: 1P|l
dp(p,v) < min {(5(73), 3 card(P) }

Pelo Lema 4.1,
Il
2 card(P)

Fixe a € P e n > 0. Seja B a componente (baldo) de Gr(f, P) que contém a como um

|1(a) = v(a)| < (a €P).

vértice. Entao,

r r B Il
card(P)’

pois f~"(a) é vazio ou um vértice de B ou a uniao de dois vértices de B. Portanto,

segue do Lema 4.2 que

dp(f™(n), f*(v)) < e para todo n > 0.
Isto completa a demonstragao. O

O resultado anterior nao é valido no caso dos homeomorfismos. De fato, foi provado
em [15] que o homeomorfismo genérico h € H({0, 1}) nao é equicontinuo em cada ponto

de um conjunto nao-enumeravel, donde o mesmo ¢é valido para a aplicacao induzida h.

O teorema anterior tem consequéncias interessantes:
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Corolario 4.1. Para a fungio genérica f € C({0,1}Y), f ndo tem par Li-Yorke.

Coroldrio 4.2. Para a funcdo genérica f € C({0,1}Y), ent(f) = 0.

Foi provado no capitulo anterior que para a fungao genérica f € C({0,1}Y) (resp.
h € H({0,1}Y)), a aplicagio induzida f (resp. h) é continua em cadeia em todo ponto
(Teorema 3.6) (resp. é continua em cadeia em todo ponto de um aberto denso) (resp.
Teorema 3.7). Veremos que a situagao é completamente diferente para a aplicagdo
induzida f (resp. h). Com efeito, para a funcio genérica f € C({0,1}N) (resp. h €
H({0, 1}Y)), a aplicacdo induzida f (resp. i) ndo tem pontos de continuidade em cadeia.
Vamos obter tal fato através um resultado mais geral, valido para espagos métricos

compactos arbitrarios.

Lema 4.3. Seja (M,d) um espago métrico compacto. Se f € C(M), p,v € M(M),
a,f>0ea+ =1, entao

flap+pr) = af(p) +Bf(v).

Demonstracao. Para cada subconjunto de Borel X de M,

(flap+ B)(X) = (ap+ B)(f (X)) = ap(f~H (X)) + Br(f (X))

= a(f()(X) + BUIW))X) = (af (1) + BF()(X),

como queriamos mostrar. O

Lema 4.4. Seja (M,d) um espago métrico compacto. Se p,v € M(M), 6§ >0, n € Ny
el—(n+1)0 >0, entdo

dp((1 = (n+1)8)p+ (n+1)dv, (1 — nd)p + név) <.
Demonstracao. Para cada subconjunto de Borel X de M,

(L= (n+1)0)p+ (n+1)ov)(X) = (1 —nd)p + név)(X) + 6(v(X) — p(X))
< (1= nd)p +név)(X°) + 6.

Isto implica a desigualdade desejada. O
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Seja (M, d) um espago métrico compacto. Para cada z € M, m, € M(M) denota a

massa unitdria concentrada em z. Note que
dp(7,, ™) = min{d(z,w), 1}.

Além disso, para cada f € C(M),

f(m2) = 7).

Teorema 4.5. Seja (M,d) um espago métrico compacto. Dado 0 < § < 1, eziste

ko € N tal que para cada f € C(M), cada p,v € M(M) e cada k > ko, existem

to € B(1;9), p1 € B(f(p0);9), po € B(f(11);0),- .., p € B(f(ptr—1);0)

tais que

= ().
Em particular, se tomarmos v = mw, para algum z € M, entao
Pl = Tpk(z)-
Demonstragao. Seja 0 <y < § e tome kg € N tal que koy < 1 < (ko + 1)7. Defina
po = (1 =)+

Pelo Lema 4.4, dp(po, 1) <y < 6. Pelo Lema 4.3,

f(po) = (L =) f (1) +7f ().

Defina

pn = (1= 27)f(p) +27vf(v).

Pelo Lema 4.4, dp(p1, f(po)) <7y < d. Pelo Lema 4.3,

flun) = (1=29) (1) + 24/ (v).

Continue este processo até definir

fo—1 = (1 — ko) FR7 (1) + koy f R~ (v).
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Pelo Lema 4.3,
Agora, defina

Para cada subconjunto de Borel X de M,

(F(pro-0)(X) < 1= ko + ko (F2 () (X) < gy (X7) + 7.

Assim, dp(uko,f(pko_l)) < v < 4. Finalmente, é suficiente completar a sequéncia

definindo gy 41 = f(ftko)s -+ -5 b = f(ptr—1)- [

Teorema 4.6. Seja (M, d) em espa¢o métrico compacto. Dado 0 < § < 1, existe kg € N
tal que para cada h € H(M), cada p,v € M(M) e cada k > kg, existem

o € B(p130), p1 € B(h(po);6), po € B(h(p11)50), ..., px € B(h(ptg—-1);0)

tais que
M = V.
Demonstragao. Seja kg € N como no Teorema 4.5. Como h € H(M), podemos tomar

V' € M(M) tal que h*(+/) = v. Consequentemente, é suficiente considerar / em lugar

de v no Teorema 4.5. O

O proximo resultado mostra que existe uma condicao necessaria muito forte para

que f seja continua em cadeia em algum ponto.

Teorema 4.7. Seja (M, d) em espaco métrico compacto. Se f € C(M) e ]7 ¢ continua

em cadeia em algum ponto, entao
x
ﬂ [ (M) € um conjunto unitdrio.
n=1

Demonstra¢do. Ponha Y := (", f"(M). Por hipétese, existe p € M(M) tal que fé
continua em cadeia em pu. Fixe 0 < e < 1/2. Existe 6 > 0 tal que as relagoes

fo € B(p;0), p1 € B(f(ko);0), p2 € B(f(p1);6), ...
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implicam

dp(pn, f" (1)) < e para todon > 0.

Seja ko € N associado a este § como no Teorema 4.5. Dado y € Y, podemos tomar

z € X tal que f*(z) = y. Pelo Teorema 4.5 com v = 7, e k = kg, existem

1o € B(1150), pu1 € B(f(110);8), p12 € B(f(111);), -+, iy € B(f(1tro-1);9)

com

Hky = Wfko(z) = Ty.

Dai, dp(m,, f* (1)) < e. Como y € Y é arbitrério, concluimos que
dp(my, my) < 2 sempre que y,w € Y.
Isto implica que diam(Y') < 2e. O

Para a fungao genérica f € C({0,1}"), como f nao tem pontos periédicos [15,
Teorema 5.5, (a)], segue do teorema anterior que fnéo tem pontos de continuidade em

cadeia.

Teorema 4.8. Seja (M,d) um espago métrico compacto com pelo menos dois pontos

distintos. Para todo h € H(M), h ndo tem pontos de continuidade em cadeia.
Demonstra¢ao. Segue imediatamente do teorema anterior. O]

Defini¢ao 4.4. Seja (M, d) um espago métrico. Dada f € C(M), f € dita topologi-
camente transitiva (resp. misturadora) se, para qualquer par U,V C M de conjuntos
abertos e nao-vazios, existe k € Ny (resp. ko € Ny) tal que f5(U)NV # 0 (resp. para
todo k > k).

Definicao 4.5. Seja (M,d) um espago métrico. Dados f € C(M) e § > 0, dizemos
que uma sequéncia finita (Tp)n—01,. x de elementos de M € uma d-cadeia de xy a
se d(f(xn), xni1) < para todo n = 0,1,...,k — 1. Neste caso, dizemos que k é o

comprimento da cadeia.
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Dizemos que f ¢ misturadora em cadeia se, para cada 6 > 0 e cada par x,y € M,

existe ko € N tal que para todo k > kg, existe uma 0-cadeia de x a y com comprimento

k.
Note que se f ¢ misturadora em cadeia, entao f ¢é necessariamente sobrejetiva.

Teorema 4.9. Seja (M,d) um espago métrico compacto. Para todo h € H(M), hé

misturadora em cadeia.

Demonstragao. Segue imediatamente do Teorema 4.6. O]

Tendo em vista o teorema anterior, é natural indagar se hé sempre misturadora.
Vamos ver que este nao é o caso. Com efeito, foi provado em [8] que se hé topologica-
mente transitivo entao h é topologicamente transitivo, mas a reciproca nao é verdade
em geral. Como uma consequéncia, para o homeomorfismo genérico h € H({0, 1}Y), h

nao é topologicamente transitivo.

Por outro lado, para a fungio genérica f € C({0,1}"), como f nao é sobrejetiva,
segue que fnéo ¢ topologicamente transitiva nem misturadora em cadeia.

Foi provado no capitulo anterior (Teorema 3.8) que para o homeomorfismo genérico
h € H({0,1}Y), a aplicacdo induzida h tem a propriedade do sombreamento. Nova-
mente, veremos que a aplicacao induzida h tem um comportamento completamente

diferente.

Teorema 4.10. Para o homeomorfismo genérico h € H({0,1}Y), h ndo tem a propri-

edade do sombreamento.

Demonstragdo. Fixe um homeomorfismo genérico h € H ({0, 1}) e suponha que h tem
a propriedade do sombreamento. Seja U,V um par de conjuntos abertos e nao-vazios

em M({0,1}"). Fixe uy € U ev €V, e tome € > 0 tal que
B(p;e) cU e B(re) c V.

Como h tem a propriedade do sombreamento, existe um ¢ > 0 associado a este ¢
de acordo com a definigdo de sombreamento. Como h é misturante em cadeia (Teo-

rema 4.9), existe uma d-cadeia (o, pi1, . . ., px) de h comecando em yp = p e terminando
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em py, = v. Estenda esta d-cadeia a uma o-pseudotrajetoria (i, )nez de h. Pelo som-

breamento, existe n € M ({0, 1}") tal que

dp(pn, h™(n)) < e para todo n € Z.

Em particular, n € U e %k(n) € V, o que mostra que hé topologicamente transitivo.

Como observado apds a demonstracao do Teorema 4.9, isto é uma contradicao. O
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