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Resumo

No presente trabalho estudamos o comportamento assintético de trés modelos hibridos para
estruturas formadas por dois materiais fisicamente diferentes - o primeiro, um material vis-
coeldstico com dissipacdao dada por um termo de memdria, e o segundo, um material elastico -
com cargas pontuais.

No primeiro problema, a estrutura considerada é uma corda vibrante e, para este modelo,
além da boa colocacdo, mostramos que, quando o efeito de memoria é efetivo sobre a parte
viscoelastica da corda, o sistema é exponencialmente estavel. Na auséncia do termo de meméria,
verificamos a falta de estabilidade exponencial do sistema mas, devido a dissipacdo introduzida
pela carga pontual, obtemos uma taxa polinomial de decaimento.

O segundo modelo estudado refere-se a uma viga de Timoshenko em balanco, com duas
memodrias agindo na parte viscoeldstica, uma sobre a tensdo cortante, e outra sobre o momento
fletor. Provamos que, neste caso, o modelo é exponencialmente estavel. Mostramos ainda que,
na auséncia dos dois termos de memdrias, tem-se a falta de decaimento exponencial do modelo;
todavia, gracas a dissipagdo presente na fronteira da viga com a carga, a solucdo do sistema
decai polinomialmente.

Finalmente, no udltimo modelo estudado, consideramos a viga de Timoshenko em balanco mas
agora com efeito de memdria agindo apenas sobre o momento fletor da parte viscoeldstica. Neste
caso, sob a hipdtese adicional de igualdade de velocidades de ondas das equagdes, obtém-se a

estabilidade exponencial do sistema. Retirando-se esta hipdtese, tem-se o decaimento polinomial.

Palavras-chave: Problema de transmissdo, efeito de memdria, viga de Timoshenko, esta-
bilidade exponencial, estabilidade polinomial, falta de estabilidade exponencial, carga pontual,

sistema hibrido.



Abstract

In this paper we study the asymptotic behavior of the behavior of three hybrid models to
structures formed by two physically different material - the first of them, a viscoelastic material
with dissipation given by memory terms, and the second, an elastic material - with tip load.

In the first problem, the structure is considered to be a vibrating string, and for this model
in addition to the well-posedness, we show that when the memory effect is effective on the
viscoelastic part of the string, the system is exponentially stable. In the absence of the memory
term, there is a lack of exponential decay of the system but due to dissipation introduced by the
tip load, we obtain a polynomial decay rate.

The second model examined refers to a beam cantilevered Timoshenko with two memories
acting on the viscoelastic part, one on the shear stress, and the other on the flector moment. We
proved that, in this case, the model is exponentially stable. We also show that in the absence
of the two memory terms, there is a lack of exponential decay of the model, however, thanks
to the boundary dissipation of the beam with the tip load, the solution of the system decays
polynomially.

Finally, the last model studied, we consider the cantilevered Timoshenko beam but now with
memory effect acting only on the bending moment of the viscoelastic part. In this case, under
the additional hypothesis of equality of the wave velocities, we obtain the exponential stability of

the system. Disregarding this hypothesis, we have polynomial decay.

Key Words: Transmission problem, memory effect, Timoshenko beam, exponential stability,

polynomial stability, lack of exponential stability, tip load, hybrid system.
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Introducao

0.1 Vigas de Timoshenko

A viga é um dos elementos fundamentais em engenharia estrutural sendo utilizada em uma
variedade de aplicagdes como, por exemplo, em hélices de helicépteros, satélites flexiveis, asas de
avioes, bracos robdticos, trilhos de trens e, mais recentemente, em nanotubos de carbono.

As teorias de vigas comecaram a ser elaboradas a partir do século XVII e um relato histérico
bastante detalhado e interessante sobre o desenvolvimento dessas teorias, feito por Timoshenko,
pode ser visto em [50]. Partindo dos trabalhos de Galileu, Timoshenko descreve os refinamentos
sofridos pelas teorias de vigas devido, tanto aos seus trabalhos, quanto aos trabalhos de Bernoulli,
Euler, Coulomb, Saint-Venant, Poisson, Kirchhoff, Rayleigh, dentre outros.

Entre os mais conhecidos modelos de viga estdo o de Euler-Bernoulli e o de Timoshenko. No
modelo de Euler-Bernoulli, também chamado de modelo cldssico de barras, o cisalhamento e a
inércia de rotacdo sao desprezados, e supde-se que as secOes transversais planas permanecam
sempre planas e perpendiculares ao eixo longitudinal da viga, apds sua deformacdo. Timoshenko
propds uma teoria de vigas em que adiciona tanto o efeito de cisalhamento quanto o efeito
de rotacdo ao modelo de Euler-Bernoulli. No modelo de Timoshenko, supbe-se também que
as secOes transversais planas permanecam planas, mas ndo necessariamente perpendiculares ao
eixo longitudinal da viga, pois, devido ao cisalhamento, hd um giro da secdo em relacdo a essa
perpendicular.

A figura abaixo ilustra a diferenca entre as hipdteses cinemdticas dos modelos de Euler-
Bernoulli e de Timoshenko. No primeiro, o angulo v de rotacdo da secdo plana é considerado

como sendo igual a derivada do deslocamento transversal; ja no segundo modelo, que considera
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: . ow . : .
os efeitos da deformacdo cisalhante, 1) e — ndo tém necessariamente que coincidir.

ox

Figura 1: Comparando os Modelos de Euler-Bernoulli e de Timoshenko.

O modelo de Timoshenko para a deformacdes de vigas é dado pelas equacdes de movimento

P1Pt = Sg

(T) -
ptht = Mx - Sa

onde t denota o tempo, x ¢ a distancia ao longo da linha central da estrutura da viga em posicao
de equilibrio, ¢ é o deslocamento transversal, 1 é o angulo de rotacao de um filamento da viga,
p1 = pA e py = pl, onde p é a densidade do material, A é a drea da secdo transversal e [ é o
momento de inércia. Além disso, S é a tensdo cortante (ou tensdo de cisalhamento) e M é o
momento fletor.

Quando a viga é formada por um material puramente eldstico e homogéneo, S e M s3o dados

pelas seguintes leis constitutivas:

S = k(@x“‘w)
M = by

comk = kGAeb = FEI, onde k é o fator de cisalhamento, G é o médulo de rigidez e E é o

mddulo de elasticidade (ou médulo de Young) do material. Para mais detalhes sobre o modelo

(T) , ver Timoshenko [51].
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Assim, o sistema de Timoshenko (7°) para vigas puramente eldsticas se escreve como:

prow — k(ps +1), =0

Denotaremos por x a diferenca entre as velocidades de ondas, isto &,

(Te) :

X =———.
Pr o P2

Em ambos os modelos, utiliza-se a hipétese de pequenas deformacdes, por isso as variacoes
de geometria podem ser desconsideradas. Dessa forma, esses dois modelos ndo levam em consi-
deragao mudangas na dimensao ou forma da secao transversal da viga quando esta se deforma.

Tanto o modelo de Euler-Bernoulli quanto o modelo de Timoshenko podem ser empregados
para o estudo das deformagdes em vigas. A teoria de Euler-Bernoulli é mais comumente utili-
zada, pois é bastante simples e fornece aproximacgoes razoaveis para grande parte dos problemas
de vigas. Quando as dimensGes da secdo transversal da viga sdo pequenas se comparadas ao
seu comprimento (vigas compridas e finas) o modelo mais apropriado é, de fato, o de Euler-
Bernoulli. Caso contrario, o modelo de Timoshenko é o que fornece melhores resultados, isto
é, em se tratando de vigas n3o-delgadas (vigas grossas), muito comuns em pontes rolantes de
galpdes industriais, o efeito da flexdo deixa de ser predominante e as deformac¢des transversais da
secdo devido ao esforco cortante se destacam e passam a ter uma influéncia maior na estrutura.
Se tal efeito n3o é levado em consideracdo nesse tipo de estrutura, corre-se o risco de um dimen-
sionamento equivocado devido a distribuicao dos esforcos na regiao da interface dos materiais,
acarretando na ruptura da mesma por cisalhamento.

Um outro aspecto a se destacar é que, embora o modelo de Timoshenko possa parecer mais
complexo, elementos finitos baseados neste modelo sao mais simples de serem construidos.

Ainda, o modelo de Timoshenko é o que fornece melhores resultados em problemas de vigas
viscoeldsticas. Neste caso, as deformacdes de cisalhamento ndo podem ser desprezadas e, por

esse motivo, o modelo de Euler-Bernoulli poderia conduzir a resultados inaceitaveis.

0.2 Materiais Elasticos e Materiais Viscoelasticos

O problema de vigas se torna ainda mais interessante quando consideramos vigas constituidas
por materiais fisicamente diferentes. As deformacdes resultantes da aplicacdo de um determi-

nado esforco num material vao depender tanto das condicdes fisicas presentes no momento como
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da composicdo e das propriedades mecanicas do material. Atualmente, os sistemas estruturais
formados pela combinacdo de dois materiais vem sendo aplicados de forma expressiva na cons-
trucdo civil. O crescente uso das estruturas mistas deve-se ao excelente resultado, em termos de
resisténcia, apresentado pela combinacao das propriedades mecanicas dos materiais utilizados.

Nos trés problemas estudados neste trabalho, lidamos com elementos (cordas ou vigas) for-
madas por dois tipos de materiais, um eldstico e outro viscoeldstico.

Materiais elasticos s3o aqueles que, quando sob tensdo, apresentam deformacgdes eldsticas,
isto é, deformacdes reversiveis. Isto significa que, ao cessar a tensdo, o corpo retorna a sua forma
e volume originais. Neste caso, a energia de deformac3o é recuperada quando a tensdo aplicada
ao material cessa. Quando se fala em elasticidade, o primeiro material que nos vem a mente é
a borracha, todavia, até mesmo o aco, quando fabricado com essa finalidade, também apresenta
essa propriedade. E o caso do aco para a fabricacdo das molas.

O fisico inglés Robert Hooke (1635-1703), primeiramente observando o comportamento
mecanico de uma mola e depois analisando outros sistemas elasticos, verificou que existia sempre
proporcionalidade entre forca deformante e deformacdo eldstica produzida. Ele enunciou esse
resultado de suas observa¢des sob a forma de uma lei geral, publicada em 1676 e conhecida
atualmente como Lei de Hooke. Assim, para um sélido eldstico e isotrépico submetido a uma

carga de tracdo, vale a Lei de Hooke, a qual pode ser expressa por:
o, =F -,

onde x representa a dire¢do do carregamento, ¢ a tensdo (em pascal), £ o médulo de elasticidade
(ou médulo de Young) e ¢ a deformagdo (admensional).

Ja os materiais viscosos, quando submetidos a uma tensdo de cisalhamento, apresentam
deformacdes viscosas, que sao deformacgdes continuas e irreversiveis. A propriedade que relaciona
a taxa de deformacado do corpo ao cisalhamento é a viscosidade. Um material viscoso ideal ndo é
capaz de sustentar uma tensdo, dissipando a energia de deformac¢ao sob a forma de calor, como
é o caso de muitos fluidos. Essa propriedade é importante para os processos de fabricacdao que
exigem conformacao mecanica como, por exemplo: na prensagem, para a fabricacdo de partes da
carroceria de veiculos; na laminac3o, para a fabricacdo de chapas; e na extrusdo, para a fabricacio

de tubos.
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Finalmente, os materiais viscoeldsticos sdo materiais que ao deformarem-se, apresentam simul-
taneamente deformacdes elasticas e viscosas. Tais materiais experimentam, ao sofrerem esforcos,
deformacao eldstica mas consomem um certo tempo para retomar ao estado ndo-deformado apds

cessarem as tensoes.

0.3 Revisao Bibliografica

Nos ultimos anos, o estudo da estabilizacdo de modelos matematicos envolvendo estruturas
flexiveis sujeitas a vibracdo, tém sido estimulado pelo crescente niimero de questdes de interesse
pratico. Dentre esses modelos, podemos destacar aqueles relacionados a engenharia estrutural
moderna, que requerem mecanismos de controle ativos para estabilizar estruturas intrinsecamente
instaveis ou que possuem um amortecimento natural muito fraco, como por exemplo, os modelos
que descrevem os deslocamentos de vigas. Nesta secao, apresentaremos um breve resumo dos
estudos referentes a modelos deste tipo e que guardam uma maior correlacdo com aqueles por
nods estudados.

As vigas constituem um importante tema de investigacdo, tanto em engenharia quanto em
matematica. No campo da andlise matematica, especialmente em teoria de controle, hd o inte-
resse em se conhecer o comportamento da energia associada com os modelos dinamicos. Durante
os Ultimos anos, muitos matematicos tém se dedicado a esta tarefa, produzindo muitos resultados
sobre o comportamento assintético de modelos de vigas, considerando mecanismos dissipativos,
que atuem em todo o dominio ou apenas na fronteira, de atrito ou viscoeldstico.

Kim e Renardy [23] mostraram, através de técnicas multiplicativas, o decaimento exponencial
da energia associada ao sistema (7) acrescido de dois controles na fronteira e obtiveram estima-
tivas numéricas sobre os autovalores do operador associado com o respectivo sistema. Taylor [49]
estudou a controlabilidade na fronteira para vigas com caracteristicas fisicas que podem variar ao
longo de seu comprimento.

Soufyane [48] provou, usando um mecanismo de atrito localmente distribuido, representado
pelo termo —a(x)Y, e introduzido na segunda equagdo de (7,), que este sistema é exponencial-
mente estdvel se, e somente se, as velocidades de ondas s3o iguais, isto é, se x = 0.

Rivera e Racke [34], trataram de um sistema ndo-linear em dominios limitados unidimensionais,
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na forma
1w — 01(@z, V) =0

Pty — @W(Vy)a — 02(Pe, ¥) 4+ dipy = 0,

A dissipacao friccional é dada por um mecanismo que atua apenas no angulo de rotacao de
um filamento da viga. Os autores apresentaram, para o caso linear, uma prova mais simples do
que aquela fornecida em [48] para o decaimento exponencial da energia. Além disso, provaram
o decaimento polinomial para o caso geral e investigaram o decaimento exponencial para o caso
nao-linear.

Raposo et al. [43] provaram o decaimento exponencial para um sistema de Timoshenko com
dissipacao friccional agindo tanto no deslocamento transversal quanto no angulo de rotacao, ou
seja, para um sistema obtido de (7}.) introduzindo-se os termos ; e 1, respectivamente, a
primeira e a segunda equacao daquele sistema.

Em [47], Shi e Feng estabeleceram o decaimento exponencial da energia usando controles
localmente distribuidos, um em cada equac¢3o do sistema (T7.).

Diversos trabalhos consideraram a dissipac¢ao viscoeldstica proveniente de um efeito de meméria.
Ammar-Khodja et al. [3], considerando o efeito de memdria agindo apenas sobre o dngulo de
rotacdo, ou seja, tomando-se em (T), S = (¢, +1) e M = bz/zx—fotg(t—s)wm(x, s)ds, provaram
que o sistema assim constituido é uniformemente estavel se o nicleo da meméria g decai uni-
formemente. Mais precisamente, considerando a hipétese de igualdade das velocidades de ondas
(i.e. x =0), eles obtiveram o decaimento exponencial quando o nicleo decai exponencialmente
e o decaimento polinomial no caso em que o nicleo decai polinomialmente.

Um outro resultado importante é devido a Mufioz Rivera e Sare [16]. Neste trabalho, os
autores estudaram um problema de Timoshenko com histéria agindo sobre o momento fletor,
mais precisamente, estudaram a estabilidade do sistema obtido de (T) ao se tomar S = k(p,+1)
e M = by, — fooo 9(8)z(z,t — s)ds, com g decaindo exponencialmente. Provaram que este
sistema decai exponencialmente se, e somente se, as velocidades de ondas sado iguais. No caso
contrério, isto é, se x # 0, entdo o sistema decai polinomialmente.

Um problema interessante surge quando a dissipacao atua de diferentes formas sobre o dominio
considerado, ou ainda, quando o mecanismo de dissipacdo é efetivo em apenas uma parte desse
dominio. Situagbes assim ocorrem, por exemplo, quando lidamos com vigas formadas por mais

de um tipo de material, os quais apresentam diferentes viscosidades, podendo inclusive acontecer
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de uma parte da viga ser constituida de um material puramente elastico, portanto sem dissipacao
efetiva sobre ele, e outra parte constituida por um material que apresenta algum tipo de dis-
sipacdo, por exemplo, um material viscoelastico. O modelo matematico para sistemas com essa
caracteristica é chamado de problema de transmissao. Do ponto de vista matemdtico um
problema de transmissao consiste num problema de valor inicial e de contorno para uma equacao
hiperbdlica e cujo operador eliptico correspondente tem coeficientes descontinuos. Por isso, ndo
podemos esperar que as solucdes de um problema de transmissao, quando houver, sejam regu-
lares em todo o dominio. Ao lidarmos com problemas de transmissdo é interessante estudarmos
o comportamento assintético das solu¢des e investigar quais propriedades individuais de cada
material sdo preservadas nessa juncao.

Diversos resultados existentes tem trazido luz a questdes desse tipo. Um problema de trans-
missdo para ondas viscoelasticas foi estudado por Mufioz Rivera e Oquendo [35]. Neste artigo,
os autores mostraram, através de técnicas multiplicativas e argumentos de compacidade, que a
dissipacao dada pela parte viscoeldstica é suficientemente forte para produzir estabilidade expo-
nencial do sistema.

Alves et al. [2] estudaram um problema de transmissdo para uma viga de Timoshenko cons-
tituida por dois materiais parcialmente viscoeldsticos, cada um deles com dissipacdo dada por
um termo de memdria que atua apenas sobre o angulo de rotacdo. Usando o método da ener-
gia, os autores estabeleceram o decaimento exponencial da solu¢do do sistema quando g decai
exponencialmente e as velocidades de ondas s3o iguais. Além disso, mostraram que se ¢ decai
polinomialmente, o mesmo se verifica com a solucdo do sistema.

Um outro tipo de modelo, os chamados sistemas hibridos, tem motivado muitos pesquisas,
pois dizem respeito ao fendmeno de transmissdo de vibracdes de uma estrutura para outra. De
um modo geral, podemos dizer que um sistema hibrido descreve uma estrutura completa que
acopla o movimento vibratério de dois componentes de naturezas diferentes. O exemplo mais
simples e classico é o de um sistema formado por uma corda de comprimento [ que possui um

corpo rigido anexado no extremo x = [. Neste caso, as equagcdes de movimento s3o:

Uy — Uy =0, O<ax<,t>0
w(0) =0, t>0
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Do ponto de vista matematico, os sistemas hibridos se escrevem mediante equacdes diferen-
ciais parciais acopladas com equacdes diferenciais ordindrias ou com outras equacdes diferenciais
parciais nas condicdes de contorno. Tomando o sistema acima como exemplo, se denotarmos
u(l,t) = w(t), teremos que o movimento do corpo rigido estara descrito por w(t) que satisfaz a
equacao diferencial ordinaria:

Wy — Wy = Um(l)

Desta forma, esse sistema acopla a equagao de ondas com a equacao diferencial ordindria do
corpo.

A estabilizacdo de sistemas hibridos tem sido objeto de estudos ha varios anos. Um dos
trabalhos pioneiros nesta area, devido a Littman e Markus [24], data de 1988. Neste trabalho,
os autores estabeleceram a estabiliza¢do forte do modelo SCOLE (Spacecraft Control Laboratory
Experiment) que descreve as vibragdes de um satélite em érbita ligado a uma antena através de
uma viga longa e flexivel. Este resultado foi obtido mediante a aplicacdo de controles de forca e
de momento no ponto de contato da antena com o satélite.

Apods esse trabalho, viu-se surgir uma grande quantidade de resultados referentes a estabi-
lizacdo de sistemas hibridos, seja para a equacao de ondas, quanto para vigas de Euler-Bernoulli
ou para vigas de Timoshenko, com amortecimento interno ou na fronteira. Em [25], Liu e Liu,
obtiveram o decaimento exponencial de um sistema hibrido para uma viga ndo-homogénea de
Euler-Bernoulli com inércia rotacional e carga pontual, através de controles aplicados no ponto
de contato da viga com a carga.

Andrews e Shillor [6], obtiveram o decaimento exponencial da energia de um sistema hibrido
para uma viga de Euler-Bernoulli com viscoelasticidade do tipo Kelvin-Voigt que possui uma
carga pontual que contribui com um termo de amortecimento ao sistema devido ao seu contetido
granular.

O sistema
yu — (ayz)z =0, 0<ax<1,t>0

(1) :== 94 a(0)y-(0,t) — my(0,t) = F(t), t>0
a(V)ye(1,8) — Myu(1,) =0, t>0.

foi estudado por diversos autores. Dentre os quais, destacamos os trabalhos de Rao et al. [11],

que, para uma escolha conveniente do controle F' e negligenciando a massa M da carga pontual,
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obtiveram um resultado de estabilidade forte para (1), enquanto que Mifdal [29], estudou a
estabilizagdo uniforme do sistema completo (1).

Morgul [32], utilizado o método de Lyapunov, obteve o decaimento exponencial da energia
associada a uma estrutura hibrida compreendendo um corpo rigido em rotacao, por exemplo, uma
nave espacial, e uma viga de Timoshenko anexada a esse corpo rigido através de uma de suas
extremidades e que possui a outra extremidade livre. Para obter o decaimento exponencial, foram
utilizados controles de fronteira adequados aplicados a extremidade livre da viga e um controle
de torque aplicado ao corpo rigido.

Zietsman, Rensburg e Merwe [57], estudaram os efeitos de uma dissipagdo na fronteira de
uma viga de Timoshenko em balanco, isto é, que possui apenas uma extremidade presa, a qual
apresenta um corpo rigido anexado a extremidade livre. Os autores mostraram a eficiéncia e a
precisao do método de elementos finitos para o calculo dos autovalores e autovetores do operador,

todavia, nao se chegou a obter conclus3do referente a estabilizacdo do sistema.

0.4 Contribuicoes e Estrutura do Trabalho

No primeiro capitulo, faremos um breve resumo dos principais conceitos e resultados utilizados
nos capitulos seguintes. Por se tratarem de resultados cldssicos, omitiremos suas demonstracoes,
deixando apenas indicado referéncias onde estas podem ser encontradas.

No segundo capitulo, consideramos um problema de transmissao para uma corda composta
por dois materiais, um viscoelastico, cuja dissipa¢ao é dada por um termo do tipo memdria com
nucleo exponencial, e o outro, um material elastico, portanto, sem dissipacao efetiva sobre ele.
Consideramos ainda que esta corda possui uma extremidade engastada e a outra extremidade
livre mas, com uma carga anexada, a qual apresenta uma dissipagdo na fronteira com a viga.
Mostramos a boa colocacao dos sistema estabelecendo a existéncia e unicidade de solucdes fracas.
O principal resultado apresentado neste capitulo é que, quando o efeito de memdria é efetivo
sobre a parte viscoeldstica da corda, este sistema é exponencialmente estavel e, caso contrario,
ha a falta de estabilidade exponencial do sistema. Isto significa que a dissipagdo dada pela carga
na ponta da corda n3o ¢é suficiente para produzir estabilidade exponencial, todavia, mostramos

que ela faz com que a soluc3o do sistema decaia polinomialmente para zero com ¢~1/2.
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No terceiro capitulo, procuramos estabelecer resultados semelhantes aos obtidos para o mo-
delo anterior, mas agora, para um problema de transmissao para uma viga de Timoshenko também
constituida por dois componentes, um deles um material viscoeldstico, cuja viscoelasticidade é
dada por termos de memdria com nicleo exponencial, e o outro um material eldstico. Do mesmo
modo como fizemos no problema anterior, admitimos que a viga estd em balanco, ou seja, pos-
sui uma extremidade engastada (em z = 0) e outra livre, sendo que na extremidade livre h3
uma carga anexada, a qual apresenta uma dissipacao na fronteira com a viga. Estabelecemos a
boa colocacao do sistema. Provamos que, quando o efeito de memdria é efetivo em ambas as
equacoes da parte viscoelastica do sistema, o modelo é exponencialmente estavel. Na auséncia
desses dois termos de memdria, provamos a falta de decaimento exponencial do modelo e ainda,
mostramos que, embora essa dissipacdo fornecida pela carga ndo seja forte o bastante para es-
tabilizar exponencialmente o sistema, ela é suficiente para fazer com que a solucdo do sistema
decaia polinomialmente para zero com ¢t~ /2 .

Sempre que trabalhamos com sistemas que possuem mecanismos dissipativos, instiga-nos sa-
ber qual o " menor nimero” desses mecanismo a serem introduzidas no modelo de modo que ainda
se consiga estabilizd-lo. No caso do sistema hibrido de Timoshenko, consideramos dois efeitos de
memoria atuando na parte viscoeldstica da viga, logo, gostariamos de analisar o comportamento
assintético do sistema quando "retiramos” um termo de memdria, isto é, quando a memdria age
apenas sobre o momento fletor ou apenas sobre a tensdo cortante da parte viscoelastica da viga.
Essa questdo é parcialmente respondida no capitulo seguinte, onde estudamos o problema hibrido
do capitulo anterior mas agora com apenas um termo de memdria, o qual atua somente sobre
o momento fletor da parte viscoelastica. A boa-colocacdo do sistema é obtida. Para mostrar o
decaimento exponencial faz-se necessaria uma hipétese adicional a saber, que as velocidades de
ondas das equacgoes do sistema sejam iguais. Retirando-se essa hipdtese, prova-se que a solugcao
do sistema decai polinomialmente para zero com ¢t~ /4,

Em todos os problemas estudados, os sistemas eram nao-auténomos devido aos termos de
memoéria. Com o intuito de langar mao da teoria de semigrupos para estabelecermos, tanto a
boa-colocagdo quanto a estabilidade exponencial ou polinomial, fez-se necessario, primeiramente,
considerarmos o sistema mais geral, o qual chamaremos de sistema com histdria, obtido trocando-

se os termos de memdria por termos de histéria (dito de outra forma, o sistema com histéria

é aquele obtido alterando-se o limite inferior do intervalo de integracdo dos termos de memdria
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de 0 para —o0). Em seguida, utilizamos um argumento introduzido por Dafermos em [9], [10]
e por Fabrizio [13], para obtermos, em cada caso, através da introdugdo de novas varidveis, um
sistema autonomo equivalente ao sistema com histéria. Diversos autores também ja se utilizaram
deste mesmo argumento e, a titulo de exemplo, citamos o interessante e bem apresentado artigo
de Grasselli e Pata [41], onde os autores estabeleceram de forma padrdo o papel da equagdo
suplementar e o retorno a equacgdo original. Procedendo desta forma, foi possivel empregar a
teoria de semigrupos para mostrar a boa-colocacdo e ainda mostrar a estabilidade exponencial
do sistema através do método baseado no Teorema de Priiss. A prova da falta de estabilidade
exponencial dos modelos foi estabelecida com base no Teorema da Invariancia de Weyl enquanto
que o decaimento polinomial foi obtido tomando como base o resultado de Borichev e Tomilov.

Embora todos os resultados listados acima sobre a boa-colocacdo e comportamento assintético
dos sistemas estudados sejam inéditos e, por si sé, interessantes, a maior contribuicdo desta tese
reside no segundo e terceiro capitulos, mas especificamente no método empregado para estabe-
lecer a falta de decaimento exponencial dos sistemas em estudo. Comumente o método utilizado
para esse propdsito consiste em exibir solugdes particulares, em termos de senos e cossenos,
que nao decaiam. Este método nem sempre pode ser aplicado a problemas de transmissao com
memoria, devido as condices de transmissdo. Assim, a maior contribuicdo de nosso trabalho é
divulgar um método novo para provar a falta de decaimento de um sistema, cujo cerne estd na
invariancia do espectro essencial por perturbacdes compactas.

Finalmente, no dltimo capitulo, discorremos sobre as conclusdes de nossas pesquisas e indi-

camos alguns trabalhos futuros nessa mesma linha de pensamento.



Capitulo 1

Resultados Basicos

Este capitulo é dedicado a apresentacao de conceitos e resultados utilizados nos capitulos
seguintes. Estes resultados podem facilmente ser vistos na bibliografia existente e por esse
motivo omitiremos as suas demonstracdes, deixando apenas, em alguns casos, uma referéncia de

onde encontra-las.

1.1 Os Espacos L’(£2)

Definicao 1.1. Seja Q@ C R"™ um conjunto aberto. Representa-se por LP(2), 1 <p < 400,

f

p Ve
, €

o espago vetorial constituido pelas fungées f : (2 — R mensuraveis, cuja poténcia p,

integravel a Lebesgue, isto é:
LP(Q) = {f : Q = R; f é mensurdvel e/ |f(z)Pdx < +oo} , 1 <p<+o0.
Q

Gostariamos que esses espacos fossem espacos de Banach, a fim de lidar com eles usando as
ferramentas da Analise Funcional. Todavia, o que ocorre é que a “candidata natural” a definir

uma norma em LP(£2), 1<p <+o0, que € a funcdo ||| q) : £7(2) — R dada por:

1/p
1l oviey = { / |f<x>rpdw]

é apenas uma semi-norma, uma vez que || f{|;,q) = 0 se, e somente se, f = 0 quase sempre

em €.

12
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Para driblar essa “deficiéncia” dos espagos LP(2), 1 < p < +o0, procedemos do modo

seguinte. Primeiro, definimos em £P(Q2) uma relagdo bindria ~ definida por:
f~g <= f=g quasesempreem (.

E facil provar que a relacio ~ é uma relacdo de equivaléncia. Assim, faz sentido considerar o
quociente de £LP(Q2), 1<p <+o0, pela relacdo de equivaléncia ~.
A colecdo de classes de equivaléncia assim obtida forma um espaco vetorial, com norma

definida por

1= [ If(:v)|pdxr

onde f é um representante da classe de equivaléncia {f}.

Os espacos vetoriais normados assim definidos sdo denotados por LP(f2). Eles exercem um
papel fundamental no estudo moderno das Equagdes Diferenciais. Como, na verdade, nao ha
possibilidade de confusdo, é usual, devido a conveniéncia, escrever f € L?(2) e || f||, para denotar
os elementos e a norma em LP({2), onde f é um representante qualquer da classe de equivaléncia
em questao.

Pode-se provar que os espacos LP(£2), 1 <p < +o00, sdo todos espagos de Banach. Além
disso, o tnico dos LP(2) que é um espago de Hilbert ocorre quando p = 2, com produto interno

definido por:

Finalmente, para definir L>°(€2) é preciso generalizar a idéia de supremo.

Definicao 1.2. Uma fungdo mensurdvel f : 2 — R € dita essencialmente limitada quando
existe g : 2 — R limitada, tal que f ~ g. A colecdo das classes de equivaléncia de funcbes

definidas em ) e essencialmente limitadas é denotada por L>(£2).

Pode-se definir uma norma em L>(£2) por:

| flleo = inf {suplgl; g ~ f}.

O lado direito da igualdade acima é muitas vezes chamado o supremo essencial de f, e denotado

por supess f. Prova-se que, com a norma acima, L>(2) é um espa¢o de Banach.
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Lema 1.1 (Desigualdade de Holder). Sejam f € LP(Q2) e g€ LI(2), com 1 <p <400, e ¢ 0

. L 1 1 .
expoente conjugado de p, isto é, tal que — + — = 1. Entdo:
P q

fgeINQ) e / 9l < Il gl o)

Demonstracdo: Ver [7], Teorema 4.6, p.92. [ |

1.2 Os Espacos de Sobolev

Toda fungdo u € LP(Q) possui derivadas distribucionais de todas as ordens. Entretanto, as
derivadas de u nem sempre sdo também fun¢des em LP((2). Este fato levou Sobolev, em 1936,
a idealizar uma nova classe de espacos vetoriais, os quais sao de fundamental importancia no

estudo das EDP’s. Estes espacos sdo, em sua homenagem, chamados de Espacos de Sobolev.

Definicao 1.3. Chamaremos multi-indice a toda n-upla o = (ay, ag, ..., ;) de nimeros na-
turais. Dado um multi-indice «, definimos a ordem |a| de « por |a| = oy + as + ... + a, €
representamos por D“ o operador derivacao

olel

DY = —.
a1 an
Ox{'...0xY

No caso em que a = (0,0,0,...0), definimos D° = I, onde I é o operador identidade.

Definicao 1.4. Sejam m > 0, um nidmero inteiro positivoe 1 < p < oo. O Espaco de Sobolev
de ordem m, modelado sobre L?((2), que denotamos por W™P({}), é o espaco vetorial das
(classes de) funcées em LP(S)) cujas derivadas distribucionais de ordem «, pertencem a L*((2),

para todo multi-indice o, com |o| < m. Simbolicamente, escrevemos:
WmP(Q) ={u € LP(Q); D u € LP(Q), YV «, |a] < m}.

Quando 1 < p < oo, nio é dificil mostrar que W"™P?(2) é munido da norma:
1/p

lallymny = | D 100

laf<m
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e W™ () tem norma:

HUHWMO(Q) = Z HDau”LOO(Q)'

la|<m
Pode-se provar que os espagos WP (1), 1 < p < oo, equipados com as respectivas normas
acima, sdo Espagos de Banach. Além disso, WP (() é reflexivo quando 1 < p < oo; e separavel
quando 1 < p < oc.
Apenas no caso particular em que p = 2, o espaco W™? (2) é um Espaco de Hilbert, que

denotaremos por H™({2). Simbolicamente, escrevemos:
H™Q) = {ue L*(Q); D*ue L*(Q), Vo, |a| <m},

O produto interno de H™(€2) e a respectiva norma induzida sdo dados respectivamente, por:

1/2

o « « 2
(U5 0) g (@) :Z<D U, D) o) e ull gy = Z 1 D%ul[ 720

laj<m laj<m

Embora seja um resultado basico de densidade o fato de que D({2) possui imersdo densa em
LP(£2), em geral, ndo é verdade que D(2) seja denso em W™P((Q)). Isto ocorre porque a norma
de W™P(Q)) é “bem maior” que a norma de LP(2), e, por isso, W™P({)) possui “menos”
sequiéncias convergentes. Desse modo, a necessidade de se referir 3 aderéncia de D(Q2) em
Wm™P(Q) levou a seguinte

Definicao 1.5.

Wi (@) = D)

No caso p = 2 denotaremos esta aderéncia por H'(2) := D(Q)Hm(m = W(Q).

Lema 1.2 (Desigualdade de Poincaré). Sejam Q2 um aberto limitado doR™ e 1 < p < oo. Entdo,

existe uma constante C,, (dependendo somente de () e p), tal que
||uHLp(Q) < OPHVUHLP(Q), YVue Wol’p(Q).
Demonstracdo: Ver [7], Corolario 9.19, p.290. [ |

Observacdo 1.1. Seja Q um aberto limitado do R™. Consideremos em H}(Q)) a seguinte

Jull = (Z / da:> . (L1)

expressao

0

U
&Ei
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Ent3o a desigualdade de Poincaré diz que || - || é uma norma em H}(Q)) e que em H}(Q)) as
normas || - || e || - ||m1 () sdo equivalentes. Com base nesse resultado, em H{(2), ! limitado do

R™, considera-se o produto escalar

. ou Ov /
a(u,v) = ((u,v)) = dr = | VuVuvdzr.
<>«>>;L%% i

Definicao 1.6. Sejam m > 0, um ndmero inteiro positivo e 1 < q < oo. Definimos:

W) = (W5 ()]
onde p e q sdo expoentes conjugados.
No caso p = 2, denotamos H~"(Q2) := [H"(Q)]'.
Os teoremas a seguir estabelecem como se dao algumas imersdes entre os espacos de Sobolev,
quando €2 tem medida finita.

Teorema 1.1. Sejam 2 um dominio limitado do R™ com fronteira de classe C™, m > 1 e
1 < p < o0. Entdo as seguintes imersées sdo compactas:

(i) Semp < n entdo W™P(Q) <> LI(X2), para g € [1 L

’ n—mp |:’

(ii) Semp =n entdo W™P(Q) < LI(R), para q € [1,400];
(iii) Se mp > n entdo W™P(Q) < C*(Q), para m — > € [k, k +1[, onde k é um inteiro

nado negativo.

Demonstracdo: Ver [1]. |

1.3 Resolvente e Espectro

Definigao 1.7 (Resolvente, Espectro e Operador Resolvente). Seja A um operador linear (ndo
necessariamente limitado) num espaco de Banach X. O Conjunto Resolvente de A, denotado
por p(A), € o conjunto de todos os A € C para os quais o operador linear \I — A € inversivel,

seu inverso € limitado e tem dominio denso em X . Assim,
p(A) ={\ e C; (M — A) ! existee (M — A) € L(X)}.

Definimos o Espectro de A, denotado por o(.A), como sendo o complemento do resolvente de
A em C, isto é,
o(A) = C\p(A).
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Para cada \ € p(A), o operador R(\; A) : X — D(A) dado por R(\; A) := (M — A)~! €

denominado o Operador \-Resolvente de A ou, simplesmente, o Operador Resolvente de A.

No caso em que A é um operado linear fechado sobre X, se A\ — A é bijetor, entdo, como
consequéncia do Teorema do Gréfico Fechado, tem-se (Al —.A4)~! limitado. Logo, para operadores

fechados, o conjunto resolvente pode ser reescrito de uma forma mais simples, como
p(A) ={\ € C; (A — A) é bijetor}

Assim, para operadores lineares fechados, um elemento A pertence a o(.A) quando o operador
(M — A) n3o é injetor ou quando o operador (Al — A) é injetor mas n3o é sobrejetor. Este
tltimo caso pode ainda ser decomposto em dois casos, dependendo das propriedades da imagem
do operador (A —.A), a saber, quando a imagem é densa ou ndo em X. Isso nos permite separar
o(A) em trés subconjuntos disjuntos: o Espectro Pontual 0,(.A), o Espectro Continuo o.(A)

e 0 0 Espectro Residual 0,(A), os quais sdo definidos como

o,(A) = {\ € C; (A — A) n&o é injetor},

o.(A) = {\ € C; A\ — A é injetor mas ndo é sobrejetor e Im(A] — A) é densa em X},
o.(A) ={\ € C;\[ — A é injetor mas n3o é sobrejetor e Im (A — A) ndo é densa em X}
Dessa forma, tem-se que o(A) = 0,(A) Uo.(A) Uo,.(A).

Observacao 1.2. Quando A é um operado ndo limitado com operador resolvente
R(X\o; A) = (Aol —A)~! compacto, para algum \y € C, entdo 0.(A) = o4(A) = 0. Logo, neste

caso, o espectro de A é composto apenas de autovalores de A, isto €, o(A) = 0,(A) = av(A).
Lema 1.3. O conjunto resolvente p(.A) € aberto em C. A funcdo R(\; A) € analitica em p(A).
Demonstracdo: Ver [42] - Vol. |, Teorema VIII.2, p. 254. [ |

Definicao 1.8. Seja A um operador linear num espaco de Banach X. A Cota Superior do

FEspectro de A, denotada por w,(A), € definida como sendo
Wy (A) = sup{Re(A\); A € o(A)}.

Chamamos de Raio Espectral de A, e denotamos por R,(A), ao raio do menor circulo complexo,

centrado na origem, que contém todos os elementos de o(A).
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Proposicdao 1.1 (Férmula de Gelfand para o Raio Espectral). Sejam A um operador linear e
continuo num espaco de Banach X e R,(.A) o seu raio espectral. Ent3o,
R,(A) = lLim [|A*||Y/*.
k—o0

Demonstracdo: Ver [42] - Vol. |, Teorema VI.6, p. 192. [ |

1.4 Semigrupos

Em toda esta secdo, salvo mencao em contrdrio, X representard um espaco de Banach e

L(X) denotara a algebra dos operadores lineares limitados de X.

Definicao 1.9 (Semigrupo e Gerador Infinitesimal). Uma aplicacdo T : [0, +00) — L(X) € dita

um Semigrupo de Operadores Lineares Limitados em X, e denotada por (T'(t))i>0, quando:

(¢) T(0)=1I,onde I € o operador identidade de L(X);

(1) T(t+s)=T(t)T(s), Vt,s € [0,400).
Diz-se que (T'(t)):>0 € um Semigrupo de Classe Cy ou, um Cy-Semigrupo, quando
(zd2) lim ||(T(t) — I)z|| =0, Vz € X. (1.2)
t—0+
Definicao 1.10. O operador linear A definido por
B .. T(h)—1 :
D(A) = {z € X; ,}L%i — ¢ existe}

Az = lim Mm, Vo € D(A)
h—0+ h

€ chamado o Gerador Infinitesimal do semigrupo (T'(t)):>o-

O gerador infinitesimal de um Cj-semigrupo é um operador linear fechado e seu dominio é

denso em X.

Observacao 1.3. Sejam (T'(t)):>o um Cy-semigrupo em X e A seu gerador infinitesimal. Ent3o,

)i
a fungio definida por U(t) := T'(t)x € a dnica solugdo para o problema de Cauchy abstrato

dU
— =AU, t >0
7 AU, t >

U0)=xz



Capitulo 1 - Semigrupos 19

Além disso, U possui as seguintes regularidades

UeC([0,0);X), xeX
U € C([0,00); D(A))) N CH[0,00); X), # € D(A). (1.3)

Definicao 1.11. Um semigrupo (T'(t)):>o de operadores lineares limitados em X é dito um

Semigrupo de Contragoes quando
T <1, Vt>D0.

O teorema a seguir fornece uma caracteriza¢do dos operadores lineares que sdo geradores de

Co-semigrupo de contragdes.

Teorema 1.2 (Hille-Yosida). Seja A:D(A) C X — X um operador linear no espago de Banach
X. As seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

(a) A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragdes;

(b) A é fechado, densamente definido, e para todo real A > 0, tem-se que X € p(A) e

1
IR < 5
(c) A é fechado, densamente definido, e para todo A € C com Re(\) > 0, tem-se que \ € p(A)

e
1

Re(\)’
Demonstracdo: Ver [12], Teorema 3.5, p. 73. [ |

RN A <

Teorema 1.3 (Hille-Yosida). Um operador linear (ndo limitado) A:D(A) C X — X € o gerador
infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragdes se, e somente se,

(i) A é fechado e D(A) = X;

(i7) O conjunto resolvente p(A) de A contém R™ e para todo real A > 0 vale que

1
IRO A < 5

Demonstracao: Ver [39], Teorema 3.1, p. 9. [

Sejam X* o dual de X e (.,.) a dualidade entre X e X*. Para cada x € X, anotemos
J(z) = {z" € X" (w,2") = [lz|* = [|"[*}.

Pelo Teorema de Hahn-Banach, J(z) # (),Vx € X. Uma Aplicagio Dualidade é uma aplicagdo
j: X — X* tal que j(z) € J(x),Vx € X.
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Definicao 1.12. Um operador linear A é dito Dissipativo quando, para alguma aplicacdo dua-

lidade j, se verifica

Re({Az,j(x)) <0, VaxeD(A).

Observacao 1.4. No caso em que X € um espaco de Hilbert sobre R, um operador linear

A:D(A) C X — X € dissipativo se, e somente se,
Re(Az,z) <0, Vx e D(A)
onde (.,.) denota o produto interno de X.

Teorema 1.4 (Lumer-Phillips). Seja A um operador linear com dominio denso em X.

(1) Se A é dissipativo e existe \g > 0 tal que Im(\oI — A) = X, entdo, A é o gerador infinite-
simal de um Cy-semigrupo de contragcdes em X.

(1i) Se A € o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contracées em X, entdo,

Im(A — A) = X para todo A > 0 e A € dissipativo.

Demonstracdo: Ver [39], Teorema 4.5, p. 16. [ |
A seguir, apresentamos um coroldrio do teorema de Lumer-Phillips bastante util e que, in-
clusive, serd utilizado diversas vezes neste trabalho para estabelecer a boa-colocacao, isto é, a

existéncia e unicidade de solucdes, dos problemas estudados.

Corolario 1.1. Seja A um operador linear (ndo-limitado) densamente definido no espaco de
Hilbert X. Se A € dissipativo e 0 € p(A) entdo A é gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo

de contracoes em X .
Demonstragdo: Ver [39]. |

Teorema 1.5. Seja (T(t))i>0 um Cy-semigrupo. Entdo, existem constantes w > 0 e M > 1,
tais que

IT(t)|| < Me**, paratodo YVt >0

Demonstracdo: Ver [39], Teorema 2.2, p. 4. [ |
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1.4.1 Propriedades Assintéticas de Semigrupos de Classe ()

Definicao 1.13. Diz-se que um Cy-semigrupo (T'(t)):>o € exponencialmente estdvel quando

existem constantes ;1 > 0 e M > 1 tais que
IT(®)] < Me, vt >0,

Definicao 1.14. Sejam (T'(t)):>0 um Cy-semigrupo e A o seu gerador infinitesimal. O tipo do
semigrupo gerado por A, denotado por wy(.A), € definido como

wo(A) = lim M — jnfw

t—00 t t>0 t
Observacao 1.5. Note que wy(A) € o infimo das constantes w que satisfazem a desigualdade do
teorema 1.5. Ainda, o tipo de um semigrupo pode nos fornecer informagcées importantes sobre o
crescimento de um semigrupo. De fato, um semigrupo é exponencialmente estavel se, e somente
se, wo(A) < 0. Quando —oo < wy(A) < 0 ocorre, o semigrupo (T(t)):>0 € exponencialmente
estdvel com uma taxa de decaimento Stima determinada por wy(A). De fato, em vista da
definicdo de wy(A), dado 0 < € < |wy(.A)| existe t. tal que

In||T(t
wo(A) + ¢ > M = @I ST, V>t

Como T'(t) € continuo sobre o intervalo compacto [0, t.], existe uma constante M. > 0 tal que
IT(t)]| < Mo+t >

E entdo, para ver que (T'(t));>0 € exponencialmente estavel basta tomarmos —p = wo(A) + ¢

na definicdo 1.13.

Proposicao 1.2. Seja A o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragées (1'(t)):>o-

Se wy(A) =0, entdo, | T(t)|| =1, Vt>0.

Demonstracdo: Por um lado, temos que ||T°(t)|| < 1, pois (T'(t)):>0 € de contragdes. Para
a desigualdade contraria, note que, da definicio de wy(.A), temos que 1 = ¥ = exo(At <
IT()]l, v ¢ =0. m
Proposicao 1.3. Seja A o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo (T'(t))+>0. Entéo,

—00 < wy(A) <wp(A) < +00

onde w,(A) € a cota superior do espectro de A (ver definicio 1.8).
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Demonstracao: Ver [12].

Defini¢ao 1.15. Diz-se que um semigrupo (1'(t)):>o de classe Cy, com gerador infinitesimal A,

satisfaz o principio da estabilidade linear quando
wy(A) = wo(A).

Teorema 1.6 (Priss-Gearhart). Seja (7'(t)):>0 um Cy-semigrupo em um espaco de Hilbert H,

com gerador infinitesimal A. Entdo, (T(t));>0 € exponencialmente estdvel se, e somente se,
iRCp(A), e [|[GAI—A) Yo <C, VAER.
Demonstracdo: Ver [12], Teorema 1.11, p. 302. |
Teorema 1.7 (Borichev-Tomilov). Seja (T'(t))i>0 um Co-semigrupo em um espago de Hilbert
‘H, com gerador infinitesimal A, tal que iR C p(A). Entdo,
1. , 71 C
WH(%)\] —A) ey £C, VAER = ||T{t)A  |lpwy < PyER Vit>0.

Demonstracdo: Ver [8]. |

1.5 O Espectro Essencial

Denotaremos por K(X) o espaco vetorial de todos os operadores compactos sobre X.
Definicdao 1.16. Um operador T' € L(X) é chamado um Operador de Fredholm quando
dim[ker(7)] < o0 e dim[X/Im(T)] < oc.

Proposicao 1.4. Um operador T € L(X) é um operador de Fredholm se, e somente se, existe

S e L(X) tal que I — ST e I — TS sdo operadores compactos.
Demonstragdo: Ver [17]. |

Definigao 1.17. Dado T € L(X), denominamos Espectro Essencial de T, e anotamos c.ss(T'),

o conjunto definido por

Oess(T) :={\ € C; A\ =T ndo é um operador de Fredholm}
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Definicdo 1.18. Chama-se Albegra Calkin, e denota-se por C (X), a algebra obtida ao se con-
siderar, sobre o espaco quociente L(X)/K(X), o produto [C][D] = [CD], onde [C] € a classe
C+ K(X).

Vemos que C(X) é uma &lgebra que possui um elemento unidade, a saber, a classe [/] e, se

torna uma algebra de Banach quando equipada com a norma quociente
7| := dist(T, K(X)) = inf{||T — K||; K € K(X)}
paraT :=T + K(X) € C(X). Ainda, devido a equivaléncia contida na Proposi¢do 1.4, temos
0ess(T) = o(T), VT € L(X),

o que implica que o.s(7") é fechado. Se dimX < oo, entdo todos os operadores sobre X sdo
operadores de Fredholm, logo, neste caso, o..(T) = (). J4, se X tem dimens3o infinita, entdo
Oess(T') é sempre ndo-vazio.

Empregaremos as notagoes

1T less := IIT']|

~

Tess(T) :=1r(T) = sup{|\|; A € 0ess(T)}

para, respectivamente, a Norma Essencial e o Raio Espectral Essencial do operador T'. Como

|T|less = ||T"+ K||ess para todo operador compacto K sobre X, vemos que
Tess(T + K) = ress(T), VK € K(X).

Além disso, usando a férmula de Gelfand (ver Proposicdo 1.1) para o raio espectral de T, obtemos

a igualdade

Few(T) = T |71,

Teorema 1.8 (Teorema de Weyl). Sejam S,T € L(X). Se S — T é um operador compacto,

entdo S e T' tem o mesmo raio espectral essencial.

Demonstracao: Ver [21], Teorema 5.35, p. 244. |
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Definigao 1.19. Sejam (T'(t))¢>0 um Cy-semigrupo sobre um espaco de Banach X e A o seu

gerador infinitesimal. O Tipo Essencial do semigrupo (T'(t))i>0 , denotado por wess(.A), €

definido como sendo

In [|T In ||T° ess
wESS(A) = wess(T> = lim M — inf M

t—00 t t>0

Proposicao 1.5. Sejam (T'(t))i>0 um Cy-semigrupo sobre um espago de Banach X e A o seu

gerador infinitesimal. Entao,

1 ess T(t
—00 < Wess(A) = M < wp(A) < 0o, para cadaty > 0.
0
Demonstracdo: Ver [12], Proposi¢cdo 2.10, p.258. [ |

Corolario 1.2. Sejam T um semigrupo de classe Cy sobre um espaco de Banach X e A o seu

gerador infinitesimal. Entdo
wo(A) = max{wess(A), ws(A)}.
Demonstracdo: Ver [12], Corolario 2.11, p.258. [ |

Proposicao 1.6. Sejam (T'(t));>o um semigrupo de classe Cy sobre um espago de Banach X,
A o seu gerador infinitesimal e K € KC(X). Se (S(t))i>0 denota o semigrupo gerado por A+ K,

entdo T'(t) — S(t) é compacto para todo t > 0. Em particular,
Wess (A> = Wess (-’4 + K)

Demonstracdo: Ver [12], Proposi¢do 2.12, p. 258. [ |



Capitulo 2

Problema de Transmissao para uma

Corda Viscoelastica com Carga Pontual

Neste capitulo, consideramos um problema de transmissdo para uma corda constituida por
dois componentes: o primeiro deles, um material viscoeldstico (com dissipagdo viscoelastica dada
por um termo de meméria) e o outro, um material eldstico (sem mecanismo de dissipa¢do atuando
sobre ele). Além disso, consideramos que em uma extremidade da corda esta anexada uma carga
(um corpo oco que contém material granular em seu interior). O principal resultado apresentado
neste capitulo é que, quando o efeito de memdria é efetivo sobre a parte viscoeldstica da corda,
o sistema € exponencialmente estdvel e, caso contrdrio, ha a falta de estabilidade exponencial do
sistema. Isto significa que a dissipacdo dada pela carga na ponta da corda ndo é suficiente para
produzir estabilidade exponencial, todavia, mostramos que ela faz com que a solu¢do do sistema

decaia polinomialmente para zero.

2.1 O Modelo

Consideramos o problema de transmissdo para as vibra¢des de uma corda cuja extremidade
esquerda estd presa e que possui, em sua extremidade direita, um corpo oco cujo interior contém
material granular. A corda é formada por dois componentes: um deles, um material viscoelastico

e o outro, um material eldstico (portanto, sem dissipagdo agindo sobre ele).

25
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Tip Load
U v
Viscoelastic Material Elastic Material
)
lo I l - lo

Figura 2.1: Corda com Carga Pontual.

Vamos denotar por U ao deslocamento da corda, isto é,

uw(z), x €10,
U(ZU) = )
v(x), x € |yl

onde [ é o comprimento da corda e [y é o ponto de transmissao. Com isto, a situacdo descrita

acima pode ser representada pelo seguinte modelo

¢
PLUs — Qi Ugy —|—/ g(t — $)ug(,s)ds = 0 em 10, 1] % 10, +00] (2.1)
0

P2V — QoUpe = 0 em 1lo,1[ x 10, +o0. (2.2)

Aqui, g : [0,400) — R é a fungdo de relaxamento e a4, as, p1, p2 S30 constantes positivas

que dizem respeito as propriedades fisicas da corda. As condicbes de contorno s3o dadas por
u(0,t) =0, v(l,t) = w(t), vV t>0, (2.3)

e as condicOes de transmissao sao

¢
u(lp,t) = v(lp, t), alux(lo,t)—/ g(t—s)uz(lg, s)ds = agv.(lo, t), Vit>0. (2.4)
0

Modelaremos agora o movimento da extremidade direita da corda que possui uma carga
pontual. Assumimos que um corpo oco cujo interior contém material granular estd rigidamente

conectado a corda em x = [, possui massa m e centro de massa S’ localizado a uma distancia
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d da extremidade final da corda. Presumimos que o efeito de amortecimento do material gra-
nular no interior desse corpo pode ser representado pelo coeficiente de amortecimento ~; e cuja
contribuicdo é dada por

P3Wet + Y1Ws + Yow,
sendo que o primeiro termo da expressao acima representa a contribuicao da inércia desse corpo
oco, o segundo representa o termo de amortecimento dado pelo material granular contido no

recipiente, o qual é assumido como sendo proporcional a velocidade e v, é o coeficiente de

amortecimento. Assim, o equilibrio de forcas em x = [ é descrito por

p3wWy + 1w + Yow + vy (l,.) =0 em 10, +-o00], (2.5)

onde p3 € uma constante positiva, ; e 7, sdo constantes ndo-negativas. Finalmente, os dados

iniciais sao dados por

u(0) = ug, u(0) =uy em 0,0, (2.6)
v(0) = vy, v(0) =1 em o, (2.7)
w(0) = wy € C, wy(0) = wy € C. (2.8)

Assumiremos as seguintes hipdteses sobre a funcao de relaxamento g:

g(t) >0, Vt>0, e ¢>0quasesempreem [0,+oc[; (2.9)
ki, ko >0: —kig(t) < g'(t) < —kog(t), Vt>0; (2.10)
O<a:=a — / g(s)ds. (2.11)

0

O principal resultado deste capitulo é mostrar que o sistema (2.1)—(2.8) é exponencialmente
estavel se, e somente se, o efeito de meméria é efetivo sobre a parte viscoeldstica da corda. Isto
significa que a dissipagdo introduzida pela carga pontual n3o é suficientemente forte para produzir
taxas de decaimento exponencial quando o efeito de memodria ndo esta presente. Finalmente,
na auséncia do termo de memdria, demonstramos que o sistema ndo é exponencialmente estavel
todavia, a dissipagdo dada pela carga pontual produz estabilidade polinomial. O método utilizado

para provar a estabilidade exponencial é baseado no Teorema de Priiss (Teorema 1.6). A prova
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da falta de estabilidade exponencial é baseado no Teorema de Weyl (Teorema 1.8) e para a prova

da estabilidade polinomial utilizamos o resultado devido a Borichev e Tomilov (Teorema 1.7).

2.2 Existéncia e Unicidade de Solucoes

Gostariamos de utilizar a teoria de semigrupos para estabelecer, tanto os resultados sobre
comportamento assintético das solucdes, quanto a boa-colocacdo do sistema. Para isso, precisa-
mos reescrever o problema de modo a obtermos um sistema autonomo. Com esse objetivo em
mente, introduzimos o problema com histéria, o qual é obtido trocando-se a equagdo (2.1) pela
equacao com histéria

t
Py — O Uy +/ g(t — s)uyy(.,s)ds =0 em 10, 1] x ]0, 400

Seguindo as ideias de Dafermos [9], [10] e Fabrizio [13], introduzimos a notagdo
n(x,t,s) = u(x,t) —u(z,t —s),

com s € [0,+00); e consideramos o sistema

P1U — QUgy —/ g(8$)nez(s)ds = 0 em 10, 1] x ]0, 4+o00] (2.12)
0
P2Vt — QU = 0 em 1lo, 1] x 0, +o00] (2.13)

n+ns—u = 0  em 10, lo[ % ]0,4o00] x ]0,+00]. (2.14)
com u, v e w, satisfazendo (2.5) e as condi¢des iniciais (2.6), (2.7), (2.8) e n verificando
n(z,0,s) =no(z,s) =: up(x) — up(x, —s), Y (z,s) € ]0,l[ x ]0,+o0], (2.15)
com condicoes de contorno dadas por
n(x,t,0) =0, V (x,t) €]0,1] x ]0,+o0], (2.16)
n(0,t,s) =0, V (t,s) € ]0,4+00] x 0, +00]. (2.17)
As condi¢cGes de transmissdao agora sao

u(lo,t) = v(lp, 1), aug(lo, t) +/ g(s)nz(lo, t, s)ds = v, (lg, 1), V t>0. (2.18)
0
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Definimos a energia total deste dltimo sistema como

1

B0 = { [ [l +atu+ oo -+ (219)

[ loatol? + aalec?) o+ il )
Faz-se necessario introduziromos 0s seguintes espacos:
H™ := H™(0,1lp) x H™(lp,1), m € N;
HT := {(u,v) € H™; w(0) =0, u(lp) =v(lo)}, meN;
L2 := L*(0,1y) x L*(lo, 1);
H0,lo) == {f € H"(0,l); f(0) =0}, meN;

00 lo
L?:= {go ‘RT — H(0,lp); /g(s) |02 (8)Pdrds < oo} :
0 0

Gragas as hipdteses (2.9) sobre a fungcdo g temos que Lg € um espaco de Hilbert quando

munido do produto interno definido por

(%WLg = /005(5) /Ol;x(s)wx(s)d:cds.

Consideramos o seguinte espaco de fase

H o= {(u,0,U,V,n,w,W)T € Hy x L? x L} x C* (1) = w}.

Note que H é um espaco de Hilbert com a norma

4113, = etlluwell?2q.) + 2llvallZ20, 0 + PLIU 200 F P21V E20 0 + 22 + v2lw]* + ps W

onde U = (u,v, U, V,n,w, W)T € H.
Denotaremos por A ao operador n3o-limitado sobre H definido por

U

y
o +1/°°<> (s)d
—Ugx — gST]mxS S
P1 P1 Jo

Qg

— Uy
A Z/{ - p2 y




Capitulo 2 - Corda Viscoelastica com Carga Pontual 30

com dominio

U = (u,0,U,V, 1,0, W) € H; (au+ [ st as, ) CW, (U,V) e H,
D(A) = :

o0

V) =W, nls=o=0, ns€Li oauyl) +/ 9(8)12(lo, 5)ds = azvx(lo)
0

Usando as hipdteses sobre g, um cdlculo direto nos da que
1 lo poo
Re(AU.U) = —71\W|2+5//9’(8)\nx(3)\2dsdx < 0, (2.20)
0Jo
o que significa que A é um operador dissipativo. O sistema (2.12)-(2.18) é equivalente a
U =AU, U0) = Up; (2.21)

onde U(t) = (u(t),v(t),U(t),V(t),nt), wt), W(t)T e Uy = (ug,vo,ur,vi, Ny, wo, wy)?:.

Sob estas condicOes, temos o seguinte resultado:

Teorema 2.1. O operador A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contracées
(S(t))y=o em H. Assim, para qualquer dado inicial Uy € H, o problema (2.21) possui uma
tnica solucdo fraca

U € C([0,00[,H).
Além disso, se Uy € D(A), entdo U é uma solugdo forte de (2.21), isto é
U € ([0, 00, H) N1 C*([0, [, D(A)).

Demonstracao: E facil ver que D(.A) é denso em H; e, como A é um operador dissipativo, é su-
ficiente mostrarmos que 0 € p(A). Para isso, vamos mostrar que, dado F' = (f*, f2,--- , f))T €

H, existe um dnico U = (u,v, U, V,n,w, W)T € D(A) tal que AU = F, isto é, tal que

= f! (2.22)
vV o= f? (2.23)
« 1 [ 3
—Uge +— [ g($)Nua(s)ds = f (2.24)
P1 P1 Jo
2 e = [ 2.25
P2
U—-n, = f° 2.26

W= fo=fA)
My 2y 200y = f7
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Com efeito, das equagdes (2.22) e (2.26), temos que 7, € L? e que

n(z,s) = sf'(z /f5x7

o que significa que 7 estd univocamente determinada. Além disso, usando (2.10) e (2.16),

podemos escrever, para cada T > 0:

T lo 2 T lo
/g®/‘m@WW% < = ﬂ@/?ﬂﬁ%@ﬂMS
0 0 2J0 0
1 T lo ) 2 T lo )
< 1/m$/|%@wmw+—§ MQ/I%@NM@
2 0 0 k2 0 0

de onde obtemos

2
Inllzg < 7 limello

0 que nos permite concluir que n € LZ. Assim, resta-nos apenas estabelecer a existéncia e

unicidade de solucdo para o sistema
— &f3 _ l /oog(s)nmm(s)ds
o a Jo

m:&f4

U(O) = 07 u<l0) = U(ZO)u @27)3:([) + ’}/Q’U(l) = —p3f7 — 71f6

g (ly) — aovy(ly) = —/0 g(s)n:(lo, s)ds.

\

Para isto, consideremos o funcional 7" : X — C definido por

lo lo 0 L/ prz _
= —p F3odr — s)ng(s)ds +dx 5 Y(r)dr AT G
Tp.) = =1 | Fod £<égand)¢d+pA<bed)wd+ (1)

!
para todo (¢,1)) € X, onde G := (G — po f4dx) e X := M é o espaco de Hilbert munido
lo

do produto interno

lo l
<wwummu=g/m%w+%/m%m+wmwm.
0 l

0

E claro que T € X’; dai, e pelo teorema de representacdo de Riesz concluimos que existe
uma tnica solugdo fraca para o sistema (P).

Portando, temos que 0 € p(A). |
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2.3 Estabilidade Exponencial

Nesta segcdo, mostraremos que, se g verifica as hipdteses (2.9)—(2.11), ent3o o correspondente
semigrupo é exponencialmente estdvel. A principal ferramenta utilizada nesta tarefa é o resultado
de Priiss (ver Teorema 1.6, no capitulo 1).

No Lema a seguir mostraremos que a primeira condicido do Teorema de Priiss é satisfeita,

isto é, que o eixo imagindrio estd contido no conjunto resolvente.

Lema 2.1. Sob as hipdteses (2.9)-(2.11), o operador A verifica
iR C p(A). (2.29)

Demonstracdo: No Teorema 2.1, jd foi mostrado que 0 € p(A). Além disso, note que nds
ndo podemos concluir que o espectro de A é formado somente por autovalores, uma vez que
A~! n3o é um operador compacto. Desse modo, se (2.29) n3o ocorre, entdo existe Ay € R com
| ATHIT < Ao, tal que {iAs [A] < [Aol} € p(A) e sup{[[(iA — A)7H[; [A] < [Ao|} = 0. Segue
dai, que existem sequéncias (\,), C R e (Uy)n = ((Un; V0, Uns Vi, iy Wi, Wi )T),w € D(A), tais

que
Ao — Mol (2.30)
|Unllw =1, V¥ neN, (2.31)
(Mg — AU, =F, = (f, ., f1) — 0 em H. (2.32)

Mas, de (2.32) temos que

Mty — U, = f1 em HY0,1l) (2.33)
Mlp — Vi = f2 em H' (1) (2.34)
1 oo
MUy — Sty gy — — / 9(8)maa(s)ds = f3 em L(0,1) (2.35)
P1 P1 Jo
ann—%vn,m = em L2l,]) (2.36)
2
MW, — W, = f5 em C (2.37)
MW+ 2W, + 2, + 220, (1) = 7 em C (2.38)
P3 P3 P3

Tomando o produto interno de (2.32) com U,, em H, temos

1 o0
Re (A U th) = ~1lW,P + 5 / 0() 1 o (5) Pdsdz — 0. (2.39)
0
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Segue da condi¢do (2.10) e de (2.39) que
Iz — 0. (2.40)

Agora, usando (2.30)-(2.34) concluimos que existem U € L?(0,ly), V € L*(ly,1) e sub-

sequéncias, que ainda denotaremos por (U,), e (V,,)n, tais que
U,— U em L*0,ly)) e V,— V em L*(Iyl). (2.41)
Por um lado, note que, de (2.30), (2.32), (2.35), (2.36) e (2.41), vem que
AUy, 3+ /O;(s)nn,m(s)ds = iAep1Up — p1fe — i|Ao|pU em L*(0,1p), (2.42)
0
QUp g = aiQ(i)\anVn — pafh) — Q| Ao|p2V em L*(lo,1). (2.43)

Dessas duas Ultimas convergéncias acima, de (2.31) e de (2.40), vem que existem

x1 € L*(0,1y) e x2 € L*(ly,1) tais que, passando a subsequéncias, se necessario, valem
aun7x—l—/ 9(8)Nna(s)ds — x1 em L*(0,1y) e Upoe — X2 em L*(lp,1). (2.44)
0

Dai, e por (2.30), (2.32)-(2.34) e (2.40), vem que

| A
Unz = Ml — fr, — Mxl em L*(0,1), (2.45)
' Q
me = i)\nvn,x — fTLQ,CE — Z|/\0|X2 em LQ(lo, l) (246)
1
De (2.41), e dessas duas dltimas convergéncias, concluimos que x; = %Uw eXo = WV;
1| Ao 1| Ao

Levando isso em (2.44) e entdo, comparando as convergéncias assim obtidas com aquelas em

(2.42) e em (2.43) vemos que U e V satisfazem as equa¢des
|>\0|2p1U + aUmx =0 e |>\0|2p2V + OéQ%x = 0. (247)

As convergéncias obtidas acima nos dizem que

U, — U, &umx—i—/ 9($)Nnz(s)ds — %Ux em H'0,ly), (2.48)
0 tjAo
1

VHH V, Upge — m% em Hl(lo,l). (249)
Ao

De onde, utilizando (2.37), (2.38) e o fato que U,, € D(A),Vn € N, segue que

U0)=0, Ul =V, Wn=Vall) — V(I), (2.50)
o) = aaViallo). = - (W + £5) — ﬁ (0, (2.51)

(=1Mol*p3 + iAol +72) V(1) + azVe(l) = 0. (2.52)
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Logo, (U, V') é precisamente a solugdo do seguinte sistema
( Nol2p1U + alUyy =0 em 0, [
Xol?p2V 4+ aaVew =0 em g, [

U(0) =0, U(lo) =V (lo)

L OéUx(lo) = CYQVz(lO), (—|/\0|2P3 + i|/\o|% + 72)‘/([) + 042Va:(l) =0.
Este sistema possui uma tnica solucdo, a saber, a solu¢do nula; de onde resulta que
U, — 0 em H, (2.53)

o que contradiz (2.31), completando a prova. |

De agora em diante, C' denotara uma constante genérica, que pode ser diferente em diferentes

locais, podendo inclusive mudar mesmo de uma linha para outra. Anotamos

hie /0 " g(s)ds. (2.54)

Para mostrar que o operador resolvente é limitado sobre o eixo imagindrio, vamos mostrar

que, para qualquer F' = (f1, f2, ..., f1)T € H, a solugdo U da equagio resolvente
(N - A)U=F (2.55)

é limitada; isto é, |U||% < C||F||%. De fato, escrevendo (2.55) em termos de suas equagdes

componentes, temos

iu —U = f! (2.56)

-V = f? (2.57)

AU — iy — /Oo 9(8)a(s)ds = pof? (2.58)
Oi)\pQV — QoUpy = pof? (2.59)

ixpg—U+n, = f° (2.60)

iw—W = f° (2.61)

iIApsW + W + yw + agu () = paf’ (2.62)
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As propriedades dissipativas de .4 implicam na existéncia de uma constante C' > 0 tal que

lo
WWE [ [ o) Psde < Clutll Pl (263

O Lema a seguir desempenha um importante papel na verificacdo da segunda condi¢do do

teorema de Pruss.

Lema 2.2. Para € > 0 suficientemente pequeno, existe uma constante C. > 0 tal que, para ||

suficientemente grande, vale que

lo 2
/ p|UP + alugPde < C|UllullFlla + Cl|FIF, + €
0

a%m»+ézwmxm@w

Demonstracdo: Multiplicando a equagéo (2.58) por [ g )n(s)ds e usando (2.60), temos

lo lo lo lo
bpl/ \U|?dx = // s)ns(s Udsdx—pl// f5Udsdx+a// )10 () ugdsda +
0
lo
+ / / g(s)n.(s)ds dm—pl// n(s)fidsdx +
0

- Jauxao> [ oot i }{jﬁsKS>nUo¢ﬂd8l- (2:64)

=R

Para cada € > 0, usamos (2.10) e (2.63) para obter

lo lo o)
Re [// Udsdx} < e||U\|i2(0,lo)+c€/ /g(s)]nw(s)Pds
0 0

< elUlL20) + Celtdllael | F 32 (2.65)
Usando (2.63) uma vez mais, vemos que

lo
Re o [ s(o i lusdsds | < el + Cltdlnl (2:66)
0JO

2

| By| < Cclltd ][ Fllae + €

a%wﬂ+AZ@MAM$%

Portanto, para € > 0 suficientemente pequeno, temos

2

lo lO
/ p|UPde < CE||U||H||F||H+€/ ug|*dx + € (2.67)
0 0

a%m»+ézwmxm@w

Por outro lado, multiplicando (2.58) por @ e usando (2.56), encontramos

lo

lo lo lo lo poo
a | |ug|’dr=py | |U|?dx + p1/ Uflde +p, | fPude —/ / g($)nz(s)uzdsdx +
0 0 0 0 0 Jo

+ (aux(lo) + /0 O}(s)nz(zo,s)ds> wlo). (2.68)

=Ry
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Como

1/2 1/2
o)l < fJullee < Cllulllus,

usando (2.56) obtemos, para cada ¢ > 0 e para A # 0:

00 2
|Ry| <€ aux(lo)+/ 9(s)nz(lo, s)ds| + Celu(ly)|®

0
0 2
<clauallo) + [ g(sInallas)ds| + el + Cul

0

Ce
i

2
00 C.
<e |aug(lp) +/ 9(s)na(lo, 8)ds| + ellugl|z: + S5IIUIIZ2 +
0

[FallF
R K

Além disso, para € > 0 suficientemente pequeno, temos

2

lo lO
/ alug*de < Con | |UPde + CellU |3l F ll + Cenll Fll3 + €
0 0

a%@ﬁ+AZ@MAM$%

Da desigualdade acima e de (2.67) segue a conclus&o deseja. |

O préximo Lema € crucial para garantirmos que o decaimento exponencial ocorre mesmo no
caso em que 7; = 0. Na verdade, ele fornece uma nova estimativa para o termo da energia

envolvendo |WW|? uma vez que aquela extraida de (2.63) sé é vélida quando 7, é positivo.

Lema 2.3. Existe C' > 0 tal que
lo
polWI* < Ol F [l + C/ alv,*da. (2.69)
0

Demonstracdo: Multiplicando (2.59) por (z—[y)7,, usando (2.57) e lembrando que V(1) = W,

resulta que
2 2 P2 : 2 2p2 : -5 29 : 2
pe|W|* + aglv. (D)) = — - V] da:—l_l (x—lg)meda:—i-l_ lvg|*dx +
0 Jig 0 Jig 0 Jlip
9 l
- /(:c — o) fvgda.
l—1y Jy,
E entdo, tomando a parte real, obtemos a desigualdade desejada. |

Agora, estamos em condi¢cao de provar o resultado principal desta secao.

Teorema 2.2. Suponha que as hipdteses (2.9)-(2.11) sejam vdlidas. Entdo o semigrupo e é

exponencialmente estavel.
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Demonstracao: Em vista do Teorema 1.6, nds apenas precisamos mostrar que existe C' > 0

tal que

|GA — A) oy <C, VAER. (2.70)

Como o operador resolvente é holomorfo, é suficiente provarmos a desigualdade acima apenas
para || suficientemente grande. De fato, multiplicando (2.59) por (I — x)v, e usando (2.57),

temos

l l
/[p2|vy2+a2|vw|2} dz = (I—1o) [p=|V(lo)]” + aslva(lo) ] — 2po /(l—a;)Vf_gdx +

lo lo

— 2py /El — z) fugda.

lo

Tomando a parte real, encontramos

l
/ (02l V? + colva[*] dz < C [aslvg(lo) [ + p2|V (o) [*] + CllU |31 F |- (2.711)

lo

[e.o]

Por outro lado, multiplicando (2.58) por (auw + / g(s)nx(s)ds) e usando (2.56) e (2.60),
0

obtemos

2 lo
plUG) + < [ Taluf? + plUP] de+ Ul
0

auy (lo) + / () (lo, 5)ds

Do Lema 2.2, nés temos, para € suficientemente pequeno e para || suficientemente grande,

ue
a 2

pilU (o) * + < ClUtllsl| Fllae + ClIFIf3- (2.72)

(o) + / () (lo, 5)ds

Usando as condi¢des de transmissdo, a desigualdade (2.71) pode ser estimada por (2.72), isto

[
/ [aloal? + polVIP] dz < ClUll| Fllze + CIF IR, (2.73)

lo

Além disso, do Lema 2.2 e da desigualdade (2.72), vem que
lo
[P +aluflas < Cluld b+ CFIE .74
Ainda, o Lema 2.3 juntamente com (2.61) e (2.73), implicam em

(WI* + [w]* < CllUllaelF [l + ClIF 5
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Das trés dltimas desigualdades e por (2.63), conclui-se que
14113, < ClUllll [l + CIE N,

o que implica em

IGAL — A) " Flla = (Ul < ClIF |3

Portanto, o semigrupo é exponencialmente estavel. [ |

2.4 A Falta de Estabilidade Exponencial

Nesta secdo vamos mostrar que a dissipacdo dada pelo efeito de memdria é necessaria para
a estabilidade exponencial do sistema. Comecemos considerando o problema sem efeito de

memoria, ou seja,

PLlyy — QUgy = 0 em 10, 1] x ]0,400] (2.75)
P2V — QoUgy = 0 €em ]l07 l[ X }Oa +OO[ (276)
P3Wy + V1w + Yow + anv.(l) = 0 em 10, +00] (2.77)
com condicoes de contorno
u(0)=0, v()=w em 10, +o0], (2.78)

com condicOes de transmissao
u(ly) =v(ly), aruz(ly) = aguy(lp) em 10, +o0] (2.79)
e dados iniciais
(u(0), v(0), 4, (0), v:(0), w(0), wy(0)) = (ug, vy, ur, vy, wo, wy) € H, (2.80)

onde oy, o, p1, P2, P3, Y2 SA0 como antes e 7, é, agora, uma constante positiva. Ainda, para

este problema, consideramos o seguinte espaco de fase

7:[:{u:(U7U’U7MMJW)T€H1XL2XCQ; U(l):w}
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A energia total associada com este sistema é

5 1 lo l
E(t) = 3 [/ [p1|ut|2+a1|ux|2}d:v—l—/ [p2|vt|2+a2|vx|2} dx+ ps|wy | +y2|w|? | (2.81)
0 lo
e é facil ver que, para todo U € 7:L tem-se
LB = (2:82)
— = —vp|wel”. )
di Y1 Wt

Denotaremos por B o operador ndo-limitado em H definido por

BU = g

com dominio

DB) ={ U= (u,0,U.V,0,W)" € (HNE?) x H: x C% V() =W, (o) = agua(lo) |-

Tem-se que
Re(BU,U); = —n|W/|*. (2.83)

Nao é dificil ver que o operador B é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contracdes
em 7, o qual denotaremos por T'(). Isto mostra que o problema (2.75)-(2.80) é bem-posto.

Para provar que o sistema (2.75)-(2.80) ndo é exponencialmente estavel, a principal ferra-
menta a ser utilizada é o Teorema de Weyl sobre a invaridncia do raio espectral essencial por

perturbacbes compactas. Para isso, consideremos o seguinte sistema conservativo

plﬂtt — Uy, = 0 em ]0, lo[ X ]0, ‘I’OO[ (284)
Pzﬁtt — Qolzy = 0 em ]lo, l[ X ]0, +OO[ (285)
P3Wy + Y2 + agly(l) = 0 em 10, +o0] (2.86)

verificando as mesmas condicoes de contorno e de transmissdo e com os mesmos dados iniciais
do problema sem efeito de meméria, onde ay, as, p1, p2, p3 € Y2 sao como antes. Isto é, com

condicoes de contorno

w(0)=0, 9()=w em 10, +o00[ (2.87)
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e condi¢des de transmissao
ﬁ(lo) = Tj(lo), Odlﬁx(lo) = 042/(71«(10) em ]0, +OO[ (288)
e dados iniciais

(@(0), 5(0), @ (0), 5(0), @(0), @, (0)) = (o, Vo, w1, V1, wo, w1) € H. (2.89)

A energia total associada com este sistema é

B 1 b i Lo i i i
E(t) = 5 [/ [p1|ut|2+a1|u$|2}dx+/ 2|0t * + 2|0, |*] da+ ps| @[> +72|@? |, (2.90)
0 lo
e nao é dificil ver que
d -~
—FE(t) =0. 291
SE(1) (291)

Esta dltima igualdade nos diz que a energia do sistema nao decai e, portanto o sistema é
conservativo.
Agora estamos em condi¢cOes de estabelecer o resultado principal desta secao, o qual estd

expresso no teorema a seguir.

Teorema 2.3. O semigrupo T'(t) associado com o sistema (2.75)-(2.80) ndo é exponencialmente

estavel.

Demonstracao:

A ideia principal é provar que T'(t) tem o mesmo raio espectral essencial que o semigrupo
associado com o sistema conservativo (2.84)-(2.89), que denotaremos por Tp(t). Aqui, utilizare-
mos o Teorema de Weyl (Teorema 1.8, do capitulo 1) que estabelece que, se a diferenca de dois
operadores € um operador compacto entao, eles possuem o mesmo raio espectral essencial. De
posse desse resultado, vamos mostrar que a diferenca T'(t) — Ty(t) é um operador compacto, o
que implicara entdo em

Wess (T) - oJess(irl())-

Mas, como Ty(t) é unitario, entdo wess(Tp) = 0. Denotando por wy(7T) e w,(B) o tipo

do semigrupo T'(t) e a cota superior do espectro o(B3), respectivamente, temos que (veja [12],
Corolario 2.11, p. 258):

wo(7T') = max {wy(B), wess(T') } = 0. (2.92)



Capitulo 2 - Corda Viscoelastica com Carga Pontual 41

Isto implica que 7'(t) ndo é exponencialmente estdvel. Vejamos. Sejam (u,v,w) e (@, 0, )

solugBes dos sistemas (2.75)-(2.80) e (2.84)-(2.89), respectivamente. Denotando por
U:=u-—u, Vi.i=0v-—01, W =w—w,

temos que (U, V, W) é solugdo dos sistema

Uy — Uy = 0 em 10, o] x ]0, +00] (2.93)
p2Vig — Ve = 0 em Jlo, I[ x 10, +o0] (2.94)
p3sWi + we + W + V(1) = 0 em 10, +o00] (2.95)

com condicoes de contorno
U)=0, V({)=W em 10, +o0], (2.96)

e condicGes de transmissao
U(lo) =V(l), a1Us(lo) = a2Vi(lp) em 0, +o0], (2.97)

e dados iniciais

(U(0),V(0),U(0), V;(0), W (0), W,(0)) = (0,0,0,0,0,0) € H. (2.98)

A energia associada com este sistema (2.93)-(2.98) é dada por

1 lo l
E(t)zﬁ{/ [pllUt|2+a1|Ux|2]d:L‘+/[p2|Vt|2+oz2]Vm|2] dz+ps|Wi > +vW 2 . (2.99)
0 lo

E facil ver que

d e
aE(t) + ’Yl’Wt‘Q = —nw Wy,

de onde segue que
t t
E(t) +m / [Wil?ds = —m / W W ds. (2.100)
0 0

Agora, seja Uy, := (U0, Vons Ul s V1n,s wovn,wlm)T uma sequéncia limitada de dados iniciais
no espaco de fase #H. Vamos mostrar que a correspondente sequéncia de solugdes
Up := (Upn, Vi, Uty Vots W, Wi i)' possui uma subsequéncia que converge forte em .

Para provar isto, note que (T'(t)Uon)n € (To(t) Upp)n sio limitadas em H. Isto implica
que, para todo T > 0, (Wnt)n, Wat)n, (Onz(1))n € (Vaz(l)), sdo limitadas em L?(0,T). lIsto,
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juntamente com (2.86) e (2.95) implicam que (W), € (W), sdo limitadas em H'(0,T).
Como H'(0,T) est4 imerso compactamente em L*(0,T'), segue que existem subsequéncias, que

ainda denotaremos do mesmo modo, tais que

Wy — w; forteem L*(0,7). (2.101)

W, — W, forteem L*(0,7T), (2.102)

Dessas convergéncias segue que
T T
/ Wyt Wy, edt —>/ w,Wdt. (2.103)
0 0

Usando as duas Ultimas convegéncias acima em (2.100) segue que ||[T'(t) — T, (t)|Uon||5; con-
verge, o que implica que ([T'(t)—T(t)[Uo.)n converge forte em #. Isto significa que T'(t)—Ty(t) é

um operador compacto em H e, portanto, a prova esta completa.

2.5 Decaimento Polinomial

Nesta secdo vamos mostrar que a solugdo do sistema (2.75)-(2.80) decai polinomialmente

1/2

para zero como t~'/%. Para mostrar isto, usaremos o Teorema de Borichev e Tomilov (Teorema

1.7 do capitulo 1).

Nosso ponto de partida é a equacao resolvente
IXU —BU =F

a qual, em termos de suas equagbes componentes, se escreve como

iu—U = f* (2.104)
iw—V = f? (2.105)
iU — Py, = 3 (2.106)
1
V- 2, = g (2.107)
P2
i —W = f° (2.108)
W+ B Py 220.0) = g8 (2.109)

P3 P3 P3
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Tomando o produto interno da equagdo resolvente com U e usando (2.83) segue que
nW < Clull|F]. (2.110)
Lema 2.4. Para |\| suficientemente grande, existe C' > 0 tal que

!
/l [0V * + cwlv,[*Jdz < CIAPIUIN ] + CILF1*.
0

Demonstragdo: Multiplicando (2.107) por (x — ly)v, e usando (2.105), obtemos

((=lo)
2

!
[p2| W +aa v, (1)?] —l—pz/(x —lo)[f*0,+V f2] dz. (2.111)

lo

1 l
5 [ IV + cufus o=
lo

Por outro lado, usando (2.109), temos
v (1) < CINPIUF|| + CIIF >, (2.112)

Finalmente, levando (2.110) e (2.112) em (2.111) obtemos a desigualdade desejada.

Lema 2.5. Para |\| suficientemente grande, existe C' > 0 tal que
lo
/0 [1|U? + anfug[*)da < CINPIUNE]| + ClLF|.

Demonstracdao: Multiplicando a equagdo (2.106) por zi,, usando (2.104) e as condigdes de
transmissao, temos

1 [lo l 2 lo _
5/ [p1|U|2+Oz1|uz|2]dx = 50 |:p1|V(l0)|2 + %’Um(l0)|2:| +p1/ T [f3ﬂ$ + Uf:%] dx. (2113)
0 1 0

Por outro lado, multiplicando a equagdo (2.107) por (I — x)v, e usando (2.105), obtemos

l

l
[p2|V (10)|* + asv. ()] = %/l [,02|V|2+a2|vx|2]d:p+,02/l (I —x) [f*0, + V f2] do.

(I =1lo)
2

Dai, e pelo Lema 2.4 vem que existe C' > 0, tal que
palV (lo)[* + aslva(lo)|* < CIAPIUN I F|| + CILF*. (2.114)

Combinando (2.113) e (2.114) obtemos a conclus3o desejada. |

Agora estamos aptos a estabelecer o resultado principal desta secao.
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Teorema 2.4. O semigrupo T'(t) associado ao problema sem efeito de memdria (2.75)-(2.80)

decai polinomialmente como t~/2. Além disso, se U, € D(B"), entdo

Ck
||T(t)u0||7-2 < WHUOHD(Bky

Demonstragdo: A prova de que iR C p(B) é andloga a prova do Lema 2.1 e, por isso, serd

aqui omitida. Dos Lemas 2.4 e 2.5, segue que, para || suficientemente grande, temos

et Wl Fll + CIFI

2 2
7 < CIAF(lU

e isto implica que

2 4 2
leA]l3; < CIAFIES,

o que nos d&, para |\| suficientemente grande

1GAL = B) " Flly; = [Ully < CIAP|IF

7_2.

Dai e do Teorema de Borichev e Tomilov (Teorema 1.7 do capitulo 1) segue a conclusdo

desejada.



Capitulo 3

Problema de Transmissao para uma Viga
de Timoshenko Totalmente Viscoelastica

com Carga Pontual

Neste capitulo, consideramos um problema de transmissdo para uma viga de Timoshenko
constituida por dois componentes: o primeiro deles, um material viscoeldstico (com dissipagdo
viscoeldstica dada por um termo de memdria), e o outro, um material eldstico (sem mecanismo
de dissipa¢do atuando sobre ele). Além disso, consideramos que em uma extremidade da viga est3
anexada uma carga. Mostraremos que este sistema hibrido é exponencialmente estavel quando
o efeito de memdria é efetivo sobre ambas as equacbes da parte viscoelastica da viga, isto é,
quando a dissipacdo dada por um efeito de memdria estd presente tanto no momento fletor
quanto na tens3o cortante da parte viscoeldstica. Além disso, provaremos que, quando nao ha
dissipacao viscoeldstica, isto é, quando o efeito de dissipacao dado pela meméria ndo é efetivo
sobre as equagBes da parte viscoelastica da viga (o que significa que a viga e constituida por
dois diferentes materiais puramente eldsticos), entdo ha uma falta de estabilidade exponencial,
todavia, a dissipacao introduzida pela carga anexada a ponta da viga faz com que o sistema seja
polinomialmente estdvel. De onde se conclui que a dissipacao dada pela carga ndo é suficien-
temente forte para estabilizar exponencialmente o sistema mas é forte o bastante para produzir

uma taxa de decaimento polinomial.
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3.1 O Modelo

Consideramos um modelo constituido por um problema de transmissdo para uma viga de
Timoshenko em balan¢o, cuja extremidade esquerda estd presa e que possui, em sua extremidade
direita, um corpo oco cujo interior contém material granular. A viga é formada por dois com-
ponentes: um deles, um material viscoeldstico e o outro, um material elastico (portanto, sem
dissipacdo agindo sobre ele).

Minha Insercao da Figura

Tip Load

Viscoelastic beam Elastic beam

2 l, |

Figura 3.1: Viga de Timoshenko com Carga Pontual.

[-1

0

Denotemos por & = ®(x,t) e ¥ = ¥(x,t), respectivamente, o deslocamento transversal da

viga e o angulo de rotacdo de um filamento da viga. Adotaremos a seguinte notagao:

o' in 0,1l Yt in 0, lo|
¢ = e v = (3.1)
0 in |l ¥? in o, [
onde [ é o comprimento da corda e [y é o ponto de transmissao. Com isto, a situacdo descrita

acima pode ser representada pelo seguinte modelo
t
prew — k(s + 1), +/ gi(t = s) (0 + " )ul8)ds =0 em ]0,1[x]0, +o0[  (3.2)
0
t
P2ty — bithy, + / 92(t = 8)Up, (-, 8)ds + k(g +901) +
0

— /Otgl(t —5)(pL + Y (., 8)ds =0 em 0,0o[x]0,+oc0]  (3.3)
P13 — ka(02 +¢%)a =0 em o, I[x]0,+o0[  (3.4)

Pathi — batg, + ka9 +4%) =0 em |lo, {[x]0,+oc[.  (3.5)
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Aqui, g; : [0, +00) — R (i € {1,2}) sdo as fungdes de relaxamento e ,03, ki, b (i,7 € {1,2})
s3o constantes positivas que dizem respeito a propriedades fisicas da viga. As condi¢coes de

contorno sio dadas por
el 0)=910)=0, ()=u e P=v em ]0,+o0f (3.6)
e as condicBes de transmiss3o s3o
¢! (lo,t) = ¢*(lo,t), Y (lo,t) = ¥ (lo. 1), t €0, +o0[ (3.7)
ki (pp+9") (los 1) —/Otgl(t—S)(wierjl)(lo, s)ds = k(g +0%)(lo,t), t€[0,+00[  (3.8)

b1ty (los ) —/Otgz(t—s)wi(lo, s)ds = b2 (lo, t), te[0,+o00]. (3.9)
O efeito da carga pontual é modelado como
myuy + dyug + o+ ke (9l +9?)(1,.) = 0 em |0, o0 (3.10)
Moy + dovy + Yov + batp2(l,.) = 0 em ]0,+oo| (3.11)

onde m; (i € {1,2}) sdo constantes positivas e d;,; (i € {1,2}) sdo constantes ndo-negativas

que refletem propriedades fisicas da carga. Finalmente, os dados iniciais sao dados por

©'(0) = g, 1 (0) = o1, ' (0) =1y, Y (0)=v1  em J0,0[ (312)
¥*(0) = g, ¥7(0) = 1, ¥?*(0) = ¥y, Yi0)=vi  em Jio,l[  (3.13)
w(0)=u €C, w(0)=u; €C, v(0)=v9€C, 1,(0)=wv; €C. (3.14)

Neste trabalho, consideramos que as funcdes de relaxamento decaem exponencialmente, isto

é, assumimos as seguintes hipdteses sobre as fung¢des g; (i € {1,2}):

gi(t) >0, Vt>0, e g >0 quasesempreem [0,+o0[; (3.15)

Ik ky > 00 —kigi(t) < gi(t) < —kpgi(t), € [0, +00]; (3.16)

0<k:=k — / g1(s)ds, 0<b:=0b — / g2(s)ds. (3.17)
0 0

O principal resultado deste trabalho é mostrar que o modelo acima é exponencialmente estavel
quando o efeito de memdria é efetivo em ambas as equagdes da parte viscoelastica da viga. Além
disso, quando nao ha nenhum efeito de memdria, entdo hd uma falta de estabilidade exponencial.
Isto significa que as dissipa¢Ges introduzidas pela carga pontual ndo sdo suficientes para produzir
a estabilidade exponencial. Finalmente, vamos mostrar que a dissipacao introduzida pela carga

produz estabilidade polinomial.



Capitulo 3 - Viga de Timoshenko Totalmente Viscoeldstica com Carga Pontual 48

3.2 Existéncia e Unicidade de Solucoes

Gostariamos de utilizar a teoria de semigrupos para estabelecer, tanto os resultados sobre
comportamento assintético das solucdes, quanto a boa-colocacdo do sistema. Para isso, precisa-
mos reescrever o problema de modo a obtermos um sistema auténomo. Com esse objetivo em
mente, introduzimos o problema com histéria, que é obtido trocando-se as equagdes (3.2) e (3.3)

pelas equacdes com histéria

t

prow — ki(pz + ¥ + / g1t =) (g +¥")a(,8)ds =0 em ]0,1o[x]0,+-00[  (3.18)

pathy — bithy, + / g2t — 8)U2, (., 8)ds + ki(py + ') +

—0o0

_/ Gt —s) (@ + oD (L 8)ds =0  em ]0,lo[x]0, Too[ (3.19)

—0o0

Seguindo as ideias de Dafermos [9], [10] e Fabrizio [13], introduzimos a notagdo

n(x,t,s) = ' (x,t) — o' (x,t — 5) e E(z,t,8) = (z,t) — ' (z,t —5), (3.20)

com s € [0,4+00); dessa forma, o sistema (3.18), (3.19), (3.4)-(3.14) pode ser escrito como

p}wit—k(@?rwl)x—/oo;l(S)(%Jré)x(S)dS =0 em 0, lo[x]0,+00[  (3.21)

P b / Z<s>5m<s>ds+k<¢;+wl>+/o 02 () (e t€) ()ds = 0 em 10, lo[x]0, 400 (3.22)

pren—ka(@i %), =0 em Jlo, {[x]0,400] (3.23)
Pyt —batbg, e (p+0%) = 0 em Jlo, [[x]0,+o00[ (3.24)
Ne+ns—p; =0 em 0, lo[x]0,4+00[x]0,+00[ (3.25)
&+&—1 =0 em 0, ly[x]0,+00[x]0,4+00[ (3.26)

onde k e b estdo definidos em (3.17), com ', p? 1! 12 u e v satisfazendo as condicdes (3.6),

(3.12), (3.13), (3.14), e n e & verificando as condi¢des iniciais

n(z,0,s) =mno(z,s) = 90(1)(17> - 901<{K, —s), (2, 5) €]0,1o[x]0, o0 (3.27)
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£(x,0,5) = &(x, 8) = i) — Y (x, —s), (x,s) €]0,1[x]0, 00| (3.28)

e condi¢des de contorno

n(x,t,0) =&(x,t,0) =0, (x,t) € ]0,1p[%]0, +00], (3.29)

n(0,t,s) = &£(0,t,s) =0, (t,s) € ]0,400[x]0, 400]. (3.30)
As condicoes de transmissao sao reescritas como

¢ (lo,t) = ©*(lo, 1), P (lo, t) = ¥*(lo, 1), t€[0,+o0[ (3.31)
k(oL + M) (1o, t) +/0 91(8)(ne + E)lo, t, 5)ds = ka(2 + ) (lo, 1),  t € [0,+00] (3.32)

o0

b¢i(l07 t) +/ 92(8>§$(l07 l S)dS - b2¢:§(l0a t)? te [07 +OO[ (333)

0

Definimos a energia total do sistema como

E(t) = Ei(t) + Es(t) (3.34)

onde

Bty [ [t abiod P ol ok s 0 s 0260 ) )
€

)= 3 [ 1A+ o081 2+l ) -l o).

Recordando que, no segundo capitulo, foram introduzidos os espacos

H™ := H™(0,1y) x H™(lp,1), m € N;

H := {(u,v) € H™; u(0) =0, u(ly) =v(lp)}, meN;

L? := L*(0,15) x L*(lo, 1);

H0,lo) :=={f € H™(0,lp); f(0) =0}, meN;

L = {<p ‘Rt — Hi((),lo);/;(s)/olfwx(s)ﬁdxds < oo} , ie{l,2};

0
2 ._ 72 2
L2 =1L2 NL2.

91,2

Vemos que L;i,z’ € {1,2} é um espago de Hilbert quando munido do produto interno definido

por

ety = [06) [ euoI I
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Com as notacdes acima, consideramos o seguinte espaco de fase

Hi={(! 2 0 0L 02 W W, €, v, U, V)T [ L2 L2 X L2, X Y5 (1) =, v*(1) =}

g1,2

Note que H é um espaco de Hilbert quando munido do produto interno induzido pela norma
da energia, a qual, para cada U = (!, 2, ! % &Y &2 Ul W2 5 & u v, U V)T € H, é dada

por
U2, = Kllgh+ s+ DU, + A0+ A DY+
Rl R bl IR, R,
/ / 91(5) (- )(3)Pdsd + |E[1%, + luf? + relof? + mal U+ ma| V.

Denotaremos por A ao operador linear ndo-limitado em H definido por

(I)l

@2

\I’l

\IJQ
kg 1 1 [
_1<§0m + )m + = 91(5>(77£ + g)m(s)ds
P1 P1Jo

k
— (2 + ¥,
P

b k 1 & 1 o
—wix——wi+¢1+—/gsﬁmsds——/gs e+ €)(s)ds
Au—| 2 p%( ) o 2(5)&x(5) péol()(" )(s) |
b k
S92, — (02 +9?)
2 Pz
(131—778
\Dl_és
U
Vv
dy gi! 2/ o 2
——U—-— (pz + %))
mq ma m
_@V_ﬁv_b_? 32:([)
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com dominio

(

o \
U= (0 @2 L 42 BL 02 WL W2 ) €, w0, U, V) € He (kw [ asnsas, gﬁ) CHE.
0

(b¢1+/022(5)€(3)d3, wg) GHZ, (61)1’ (1)27 \1117 \112) € [Hi]Qv Ns € L!QH’ & € L!211,2’

0

n@ﬂzﬂpw=a¢%wzvywa%=wb%Mﬁ+/ﬁﬂ$@%ﬁﬂs=®%U%
- 0

|+ 000)+ [ oa(5)na+ €0l = a2+ 7))

Usando as hipéteses sobre as fungdes g; (i € {1,2}), um calculo direto nos da que

1 lo oo/ 1 lo oo/
Re(A UL}y =~ U=l V5 [ [ ai@)lnere) o) Pasdots [ [ gile. o) Pasde <

o que significa que A é um operador dissipativo.

O sistema (3.21) - (3.33) é equivalente a
U =AU, U(0) = Uy, (3.35)

onde
Ut) = (' (1), p*(1), 1 (1), Y2 (1), @1 (t), D2(1), T (t), B2(t), n(1), £(1), u(t),v(t), U(t), V(1))" e
Uy = (90(1)7 90371/]671/}%790%7 ¢%>¢%v¢%7n07507anvovulavl)T-

Sob estas condi¢des, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.1. O operador A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragbes
(S(t))y=o em H. Assim, para qualquer dado inicial Uy € H, o problema (3.35) possui uma
tinica solucdo fraca

U € C°([0, 00|, H).

Além disso, se Uy € D(A), entdo U é uma solugdo forte de (3.35), isto é
U € C([0,00[, H) NCY([0,00[, D(A)).

Demonstracao: E facil ver que D(A) é denso em H. Como A é um operador dissipativo,
para concluirmos que A é o gerador infinitesimal de um Cjy-semigrupo de contragdes, é suficiente
mostrarmos que 0 € p(A). Para isto, vamos verficar que, para cada F' = (f!, ..., [T € H,

existe um dnico U = (!, Y1 % &L &2 Wl W2 n & u v, U V)T € D(A) tal que AU = F,
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isto é, tal que

Pt = f1 (3.36)
P2 = f? (3.37)
gl = 3 (3.38)
P2 = ft (3.39)
S+ o [+ Oule)ds =17 (3.40)
P% ’ P% 0

’“—;wi )= g (3.41)
p%w;m— p%«o; o)+ pi / 0()Ean(s)ds — - / °21<s><nx+ &)(s)ds = f (3.42)
me ( +¢?) = f° (3.43)

p3
—ns = f? (3.44)
— & = f10 (3.45)
U= f"=f1) (3.46)
V = f2=f4I) (3.47)

dy 4! ko
_m_1U_E —E( LY = 7 (3.48)
Sy ey Bgagy o g (3.49)
mo mo mo

Com efeito, das equagdes (3.36), (3.44), (3.38) e (3.45), temos que 7, € L}, & € L2

que
n(z,s) = sf(z /fng e £(x,8) = sf3(x) /floa:T

o que significa que 7 e £ estdo univocamente determinadas. Além disso, usando (3.16) e (3.29),

nds podemos escrever, para cada T > 0:

T lo 2 T lo
[ o) [ imoPasas < Z [ ots) [ ndinatidsds
0 0 2 J0 0

1 T lo 2 T lo
< 1 / 01(s) / () Pdids + / 01(s) / 7 () Pdrds
2 0 0 (k2) 0 0

nllez, < W HﬁsHL

de onde obtemos
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o que nos permite concluir que n € L2 Procedendo analogamente, concluimos que & € Lg1 -

Assim, resta-nos apenas estabelecer a existéncia e unicidade de solucdo para o sistema

(et = 1 [ = [0+ 900 em 10,1
0
(07 + %), = p—%fﬁ’ em lo, |
ko
k (o.9] o
Lo ek = 3 [+ [0+ 00 - [ 06| em 0.4
o k2o, 2 _p_% 8
2 2

©'(0) = H0) =0, @' (lo) = ¢*(lo), ¥ (lo) = ¥*(lo)
N> (1) + ka(0f + 7)) = —ma f12 —dy f1 =2 Gy
Vo (1) + batp2(l) = —ma f1 — do f'? = G

oo

k(oy + 1) (lo) — ka2 +9?)(ly) = —/0 91(5) (02 + &) (lo, s)ds

\

bt (lo) — bat2(lo) = — / ()6 Iy, 5)ds

Para isto, consideremos o funcional T': X — C definido em cada (h', ..., h*) € X por

T(R',....hY) = — /OZO (@Fhl + p;Fh?’) dx — /OZO (/Ooogl(s>(% + 5)(s)ds> (Rl + ) dx +

—/Olo(/ooo (s)€a(s )ds>h3d:c +p? /ll( l:Wdr) (h2 + h*) dz +

!
+ / [pQ 3(r)dr + p? / dl/dT:| hidx + Gsh*(l) + G4h*(1)
lo lo lo
! ! I pa
onde G := ( dex) e Gy:= (G2 —p2 | fidx — ,02/ f6(7)drdx); e também
! IoJ1
onde X := [H!]? ¢ o espaco de Hilbert munido do prodouto interno T

(A1 B, (01, % 1, 00%)) o / [VOIRE + k(LT ) (k) + %) do +
/ (02020t + o (GE T 0R) (2 + 1)) i+ 1P OR2) + 2202 DR 1),
lo
E claro que T € X’; dai, e pelo teorema de representacdo de Riesz, concluimos que existe
uma dnica solu¢do fraca para o sistema (P).

Portando, temos que 0 € p(A). [
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3.3 Estabilidade Exponencial

Nesta se¢do, mostraremos que, se g; (i € {1,2}) verificam as hipdteses (3.15)—(3.17), entdo
o correspondente semigrupo é exponencialmente estdvel. A principal ferramenta utilizada nesta
tarefa é o resultado de Priiss (ver Teorema 1.6, no capitulo 1).

No Lema a seguir, mostraremos que a primeira condicdo do Teorema de Priiss é satisfeita,

isto é, que o eixo imagindrio estd contido no conjunto resolvente.

Lema 3.1. Sob as hipdteses (3.15)-(3.17), o operador A verifica
iR C p(A). (3.50)

Demonstracdo: No Teorema 3.1, ja foi mostrado que 0 € p(A). Além disso, note que nds n3o
podemos concluir que o espectro de A é formado somente por autovalores, uma vez que A~! n3o é
um operador compacto. Desse modo, se (3.50) n3o ocorre, entdo existe \g € R com ||A7!||7! <
Mol tal que {iX; [A] < [Aol} C p(A) e supf|(iA—A) 1] ]l < [Aol} = oc. Segue dai, que exis-
tem sequéncias (\,), C Re (Uy,), = ((p}, 02, L 2 ®L @2 Wl w2 p & . v, Uy, Vi)', C
D(A), tais que

A — Aol (3.51)
[Unlle =1, ¥V neN, (3.52)
(iAg — AU, =F, = (fL, .., M) —0 em H. (3.53)

Mas, de (3.53) temos que

Ny, — @1 = fr em H'(0,ly)  (3.54)
iMp? — @2 = f2 em H'(lp,l)  (3.55)
it — UL = £ em H'Y(0,l;))  (3.56)
iN2E — U2 = f2 em H'(ly,l)  (3.57)

(3.58)

, k 1 [~
MO = Sr(eha 0= o1 [ 96 E)olo)s = £ em £3(0.1)
1 0

1

k .
Mncbi—p—g(go? +92), = f5 em L*(lo,1)  (3.59)

n,T n
1
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. b k 1 [
P2 P2 P2 Jo

+£g/2®me+&Mﬂw=aﬂ em L*0,0,)  (3.60)
P2 Jo

b k
X U2 — ;w + p—i(soi,m +y2) = f5 em L*(lp, 1)
2 2

Mty — U, = fi! em C
iUy, — V,, = fr? em C

d k
IMUn + LU, + iy + —2 (02, +02) (1) = [ em C 3.64
mq mq mq ’
' dy 2 by o _ 14
NV + —Vo+ —v, + —1; (1) = f,° em C (3.65)
mo mo mo ’

Tomando o produto interno de (3.53) com U,, em H, temos

1 lo oo 1 lo poo
U+ dViP= [ [ 6t &)@ dsda =3 [ [ g9)l6a(9)dsdz 0. (3.66)
0J0 0J0

Segue da condigdo (3.16) e de (3.66) que

/0 G (et &) aods — 0 e léallzz, — 0. (3.67)

Agora, usamos (3.51)-(3.57) para concluir que existem &', Ul € L2(0,1y), ®2, V% € L2(ly,1)

e subsequéncias, que ainda denotaremos por (®!),, (Ul), (®2), e (V2),, tais que

Pl — o' e WL — T em L*0,l), (3.68)

P2 — O? e W2 — U em L*(lp1). (3.69)
Por um lado, note que, de (3.51), (3.53), (3.58), (3.59), (3.68) e (3.69), vem que

k’(%,ﬁr%)ﬁ/ 91(8) (1hn,o+E€n)a(8)ds = iXup1 @y = pifry — iAol p1 @' em L*(0,10), (3.70)
0
1

2
et = Ff2) — Z—;mo@? em L2(Io,1). (3.71)

Dessas duas (ltimas convergéncias acima, de (3.52) e de (3.67), vem que existem x; €

L2(0,1y) e x2 € L*(l, 1) tais que, passando a subsequéncias, se necessdrio, valem

Meha 0D+ [ 0@t &)(s)ds = em POL).  (372)
0
(h 4+v2) — xa  em  L*(lp,1). (3.73)
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Dai, e por (3.51), (3.53)-(3.57), (3.67)-(3.69), vem que

. 7| A
B, = ida(phatid) — (bt £) - wh — oy,

— W' em L*0,ly), (3.74)

De (3.68), (3.69), e dessas duas Ultimas convergéncias, concluimos que x; = (O + )

k
. il Aol
e x2 = m(@i + ¥?2). Levando isso em (3.72) e (3.73) e entdo, comparando as convergéncias

Ao
assim obtidas, com aquelas em (3.70) e em (3.71) vemos que ®' U! &2 e U? satisfazem as

equacgoes
|No|?p; @' + k(P + Th), =0 e |Ao|?p1®? + ko(D2 + W?), = 0. (3.76)
Das convergéncias obtidas acima vemos que

o k
B> ¥ K(eh, i) [ 9i(5) et ) (5)ds — T(@YY em H'(0.), (377)
0 0

1
P2 — D, (ph,tUn) — m(@iﬂﬂ) em H(ly, 1). (3.78)
0

Note ainda que, de (3.51), (3.53), (3.60), (3.61), (3.77)-(3.78), vem que

b+ [ 925160 (5 = DML + (et ) + [ () a6 (5)ds = o1
0 0

k
— Q|| ps Ut + m(@i—i—\lﬂ) em L*(0, 1), (3.79)

. _ 2
bot? o = iNipB U2 + k(02 +102) — P2 f2 — i o[ 302+ >

il Ao

(®24+W?) em L*(ly,1).(3.80)

Dessas duas Ultimas convergéncias acima, de (3.52) e de (3.67), vem que existem x3 €

L*(0,1y) e x4 € L?(ly,1) tais que, passando a subsequéncias, se necessério, valem

it t [ Bl — 0 em L(0.1) (381)
0
ve—xa em L’(lo,0). (3.82)
Dai, e por (3.51), (3.53), (3.56), (3.57), (3.67)-(3.69), vem que
iAo

b
U2 =i, — fae — il Aolxa em L3(lo,1). (3.84)

\Il}w = i/\nw}w — f,‘i’}x — x3 em L*(0,lp), (3.83)
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b
De (3.68), (3.69), e dessas duas dltimas convergéncias, concluimos que x3 = m\ll}t e
tAo
1
xa = —— P2, Levando isso em (3.81) e (3.82) e entdo, comparando as convergéncias assim

Y
obtidas, com aquelas em (3.79) e em (3.80) vemos que ®!, &2 W' e U2 satisfazem as equacdes

Nol?p3 ¥t + 00! — k(P + T =0 e No|?p3 Ut 4+ byW2 — ko(D2 + W?) = 0. (3.85)

Das convergéncias obtidas acima vemos que

o b
vl — vl bw}l,xjt/gg(s)fn,x(s)ds—) W\IJ; em H'0,ly), (3.86)
0 0
1
U2 W2 e — mmg em H'(ly,1). (3.87)
0

De (3.77),(3.78), (3.86), (3.87), utilizando (3.64), (3.65) e o fato que U,, € D(A),Vn € N,

segue que
d1(0) = ¥'(0) =0, Dl (ly) = ®*(lo), Ul(ly) = W(ly), (3.88)
k(@) + UM (lo) = ko (D2 + U2) (1), bW (lo) = baW2(ly), (3.89)
Un(l) = ®2(1) — @*(1), V(1) = W2 (1) — W2(1), (3.90)
"y = i(UH FY ﬁqﬂ(z), oy = i(V” b2y Z,|i0|\1ﬂ(z>, (3.91)
(—[Xo*ma 4l Aoldy +71)@*(1) + ko (@7 + ¥*)(1) = O, (3.92)

Logo, (@', @2 W' W?) ¢ precisamente a solucdo do seguinte sistema

[Aol?p1®t + k(2 + 1), =0

|)\0|2,0%q)2 + kg(q)i + \112)z =0

Aol?pa Ut + 005, — k(D + 1) =0

|)\0|2p3\111 + bgqfix — /{?2((1)5 + \Ijz) =0

DH0) = WH0) =0, B(l) = Do), WH(ly) = W2(I)

E(BL + U (ly) = ko(D2 + W2)(1 bWl (ly) = byW2(l
( z T )( 0) 2( z T )(0)7 a:( 0) 2 a:( 0)

(=[Xo|Pmy + | Aoldy + 1) P2(1) + ko (P2 4 ¥2)(1) = 0

L (—|)\0|2m2 + Z|)\0|d2 + ’}/2)\112(0 + bg@i(l) = 0.
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Este sistema possui uma tnica solucdo, a saber, a solu¢do nula; de onde resulta que U,, — 0

em H, o que contradiz (3.52), completando a prova.

De agora em diante, C denotard uma constante genérica, que pode ser diferente em diferentes

lugares, podendo inclusive mudar mesmo de uma linha para outra. Anotamos

o [ “on(s)ds e b [ " gals)ds (3.94)

Para mostrar que o operador resolvente é limitado sobre o eixo imagindrio, vamos mostrar

que, para qualquer F' = (f1, f2, ..., f'T € H, a solucio U da equacdo resolvente
(N —A)U=F (3.95)

é limitada; isto é, |U||% < C||F||%. De fato, escrevendo (3.95) em termos de suas equagdes

componentes, temos

Z/\QDl —(I)l — fl

Z/\§02 _@2 _ f2

Z)\¢2 o \112 — f4

(3.96)
(3.97)
iapt — Ut = 3 (3.98)
(3.99)
0@ = ek o= o [Caen + uds = £ (3100)
mb?—];—( 2+ %), = f° (3.101)

1
00

] b k 1 [ 1
T / (5)6ua(5) s+ / g1()(n + E)(s)ds = J7 (3.102)

k

IN? — %m+:(i+¢)=f8
2

AN — o+ Ns = 9

ixu —U = f!* (3.106

(3.103)

(3.104)

iINE— U+ & = £19 (3.105)
(3.100)

ixv—V = f1?(3.107)
(3.108)

d ks
MU+—U+—u+—( + (1) = f* (3.108

ma ma

Mv+iv+—-+iw<>fmcw%
2

ma ma
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As propriedades dissipativas de .4 implicam na existéncia de uma constante C' > 0 tal que

lo foo lo poo
@WP+@WﬁﬁAAm@Wm+®@W@m+A[ﬁxw@@W@msCWMMFM.
(3.110)

Passaremos agora a estabelecer resultados que serdo Uteis na tarefa de mostrar que a segunda

condicdo do teorema de Pruss se verifica.

Lema 3.2. Sob as notacées acima, para cada ¢ > 0, existem constantes C, C. > 0, tais que

rwwm<CWMMFm+cwﬁwHmmwmwwﬂW#cMwmmmuwwﬂWQ

2
+ €

wwwf[z@@%@@

o0

Demonstragdo: Multiplicando a equagdo (3.102) por / g2(5)E(s)ds, e usando (3.105), temos
0

lo l() lO
ﬂgpz |\Il |2dx—k://gg cpx—i—lp )dsdx—i—b//gg )& )1/11dsdx+

+/0(/091( ) (02 + €)(s)d )(/ 2(5)€(s )ds)dx+p2//gg )&s(s)Wldsdr +
+/OIO/OO()§$ pQ//gQ )f10(s \Ifdsdl'—pQ/lo/QZ €(s) fTdsde +

- ittt + [ 96t | (0@ ,s)dsl .

=R

Mas, usando (3.110), obtemos

lo
Re[ //gz apx%—@b )dsdx} < C||<p$+¢ ||L2(Olo ||U||1/2||F||1/2 (3.112)

lo
%[//m @wwmﬂ<mwmmmmmww2 (3.113)

Reszlﬁk o )( [0 ) o] < e @114

2

By < e + Celltd [l [ F (3.115)

L lo+/92 16 (o, 5)ds
0

Além disso, usando (3.16) e (3.110), resulta que

lo 0
Re [p;// gQ(s)és(_s)\pldsdx} < %/ 0 2z + Ol | F (3.116)
0J0 0
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Finalmente, tomando a parte real em (3.111) e usando (3.112)-(3.116), obtemos a desigual-
dade desejada. [ |

Lema 3.3. Para cada ¢ > 0, existem constantes C,C. > 0 tais que

|<I> Pde < Ce|Ullul|Fllae+ Cles+8 L2 U3 I F 115+ Cllvllezou 11157 | Fll3 " +

2
+ e

(e}

L. k(o)) (o) + / 91(5) (1 + ) (Lo, 5)ds

b () + / () Iy, 5)ds

Demonstragao: Multiplicando (3.100) por / g1(s) (n(s)+/§(y, s)dy) ds e usando (3.104)
0 0
e (3.105), temos

sk [ 0Pas = [ (  [etws dy)wsdx A ot (/ )dy)mm

+/lo [0 + s dr+k/l°/ () T O+ 0)dsde +

S / / 0 (s <f9(8)+/0 f10<y,s>dy> Dtdsdz—p! / / 01(5) (77(8)+ / §<y,s>dy> fodsda+

- [kt ren + [ + ]| [ne] ’ T Oads|. (17

~~

=:Rs

Mas, usando (3.110), obtemos

Re

lo oo T ﬁ 1
1%
id [ gl<s><n+ s<y,s>dy><s>¢>ldsdx] < B0 g+l Fllc (3:118)
0J0 0

2

+ Cl[U]3 | F'll 3 (3.119)

[e.o]

k(o241 (lo) + / 01(5) (M€ (lo, 5)ds

Além disso, n3o é dificil ver que

lo 5 1
P
Re —P1/ / 91(s (/ )dy> q’1d5d$] < 141”(1)1”%2(%0)+C||q]1||%2(0,lo) (3.120)

lo
Re k[ [ 0610+ 6T+ s < Cllk + 0 o IUBLIFIRE (3120)

Fmalmente, tomando a parte real em (3.117), usando (3.118), (3.119), (3.120) e o Lema 3.2,

|Ra| < e

obtemos a desigualdade desejada. [
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Lema 3.4. Para cada ¢ > 0, existem constantes C,C. > 0 tais que, para todo |\| > 0, vale

2

lo lo %
b [plPde + k[ lps + 9 Pde < CollUllallFlla + e bwi(lo)+/g2(8)§x(lo,s)d8 +
0 0 0
00 2 C
e Kk 01) )+ | (50 + €0 + 755 (19" o+ 19 o+ I
0

Demonstracdo:  Multiplicando (3.100) e (3.102) por, respectivamente, ¢! e 71, e usando
(3.96) e (3.98), temos

lo lo lo lo o
b ipde k[ ot 4o Pde = ol [ |0 Pda + / W Pda + ! / 1Tl +
0 0 0 0 0

o o o lo oo
+ / U fidr + pry | fPelde 4 py | fTONde —/ / 91(8) (e + €)(8) (03 + Y1) dsdx +
0 0 0 0 JO

J/

[ [Cotoreommasae + [setr o+ [ 60+t s)is] 70 +

g

=:R3

+{b¢;(lo)+ /0 Zg(s)gx(zo, s)dsl D1 (1) . (3.122)

J

D'
=:R4

Usando (3.110), vemos que

lo
Re |- [ ["ao) o + ) EET Tdsda] < Cllek 40 asg U IFIY? (3129

lo
Re{ / / 92(8)8{ stdx] < 9Lz oan 4134 115" (3.124)

Agora, note que, como

1/2 1/2
" (10)] < [l lz=0i0) < V2N @Il 0 10 |23 ot

segue de (3.96) que

b k C
Cle' o) < G + 5103+ ' Imom + s [19' o + 15

o que nos da, para cada ¢ > 0

o0

b
|Rs| < ¢ ’f(@i+¢1)(l0)+/ 91(8) (1 + ) (Lo, 9)ds| + Z11¥2 1172000 +

k C.
+ 31k 9 sy + 5 (19 MEsag + I1F 1B (3.125)



Capitulo 3 - Viga de Timoshenko Totalmente Viscoeldstica com Carga Pontual 62

Analogamente, de (3.98), vemos que

b C
CWH)I* < 12000 + 1y (19" W + P15

de onde obtemos, para cada € > 0

2
Ry < €

b () + / “02(5)6u (I, 5)ds

b C:
+ 7 lalliz0u + BB 1 22000y + 115 | -
(3.126)
Entdo, tomando a parte real em (3.122), usando (3.123)-(3.126) e os Lemas 3.2 e 3.3, segue o

resultado desejado. [ |

Lema 3.5. Existe uma constante C' > 0 tal que

2

(¢)|\1/1(10)|2+‘b¢;(10)+/0 92(8)&a(lo, s)ds| < CllU |3 Flla+

€ (10010 193 3000) + 163 + ¥ 220

2

< Ol F i+

[e.9]

(i6) |9 (1) + \k«o; 00+ [0 + €l s)ds

O (10 a0y + 12 30y + 193 + 0 2] -

Demonstracdo: Multiplicando (3.102) por [p (bw}ﬁ + / g2(s)£x(s)ds>] ,onde p € C*([0,1o]; R),
0

encontramos

x=lg

p \Iﬂ( . ( A (5)d ) dx_g ‘bwi + /Omg2(8)§x(8)ds . +

/ bt + / ()6 (s)ds| dz— p} /fp(bw /Owgz<s>5z<s>ds) fdr =
/ ( (h + o) /°§1<s><nx+§><s>ds) (bw;+ /Ooogz<s>5x<s>ds) de. (3127)

2
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Mas, usando (3.98) e (3.105) em I; obtemos de (3.127)

9 x=lg I
b 1 0
_ 12P2 P 2 +
0

b o3 >
1Tp2p(l0)|\1’1(lo)|2 + g’b¢;+/0 g2(8)&,(s)ds

1 [l
—1-5/029

+/010p (k(%lc + ') + /00211(5)(77:0 + 6)(5)d5> (bzp}c + /Omg2(3)§x(s)d$> d +

=0

2 lo 0o
dx + pé/p\Ifl/ 92(8)&sz(8)dsdx +
0 0

bl + / 4a(5)E4(5)ds

lo lo 0o lo o9
—bp; /O pV' f3dz—py /0 p‘lfl/o g2(s) f10(s)dsdz— py /0 p (bwi + /0 92(8)§x(s)ds) Fldz. (3.128)

Agora, escolhendo p € C'([0,lo]; R) tal que p(ly) = 2 e p(0) = 0, tomando a parte real em
(3.128) e usado (3.110), obtemos a desigualdade (7).

A prova de (ii) é inteiramente andloga e é obtida multiplicando-se a equa¢do (3.100) por

[p <k<¢;+w1> n / °21<s><m+s><s>ds)] . .

Lema 3.6. Existe uma constante C' > 0, tal que
I
J IR + B0 + bl + e + 07 o <
lo
lo
< Ol Flle +C | [0 P+ 0 P bl -+l +6'
0
Demonstracao: Para cada n € N, considere g, : [ly, ] — R definido por
I 1 z
» — nsde — Z (emnE _ ol
qn() /g:e 5= (e e ™)
Multiplicando (3.101) por g, (2 + ?) e usando (3.97) e (3.99), vem que

l
/ e [0 + kol + 02 do = qullo) [0 (0)” + kol (2 + 07) (1) ] +

lo
l

I l
- Zp%/anDQ\PQd:C — 2p§/ @O (24 f*)dx — ZP%/ Gn (@2 +1?) fOda. (3.129)
lo

lo lO

Por outro lado, multiplicando (3.103) por ¢,%2 e usando (3.99), obtemos

l
/6"‘” (217 + ba|y*] dz = qnllo) [p2W7(lo)]* + baltz (o) ] +

lo

l l l
+ 2%, / 42 + ) PRda — 242 / 4V Tldz — 247 / T2 f5dr.  (3.130)
lo lo lo
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De (3.129) e (3.130) resulta que

l
c —nx
(1=5) [ [RIO + AITP + bl + bl + 6] de < ClUla| Pl +

lo

(e e [0 (1) 2 + AR I0)2 + ba U2 (10)]? + Kol + ) (1) ] (3.131)

n

Ent3o, tomando n €N suficientemente grande, usando as condi¢des de transmissdo (3.32) e
(3.33), o Lema (3.5) e lembrando que ®2(Iy) = ®'(Iy) e ¥3(ly) = U'(ly), obtemos a desigualdade
desejada. ]

O préximo Lema é crucial para garantirmos que o decaimento exponencial ocorre mesmo no
caso em que d; = dy = 0. Na verdade, ele fornece uma nova estimativa para os termos da
energia envolvendo |U|* e |[V'|? uma vez que aquelas extraidas de (3.110) sé sdo validas quando

dy e dy sao ambos positivos.

Lema 3.7. Existe C' > 0 tal que
lul® +yelv)* +m|UP +ma|VI* < CllUd||3]| F |3 +
!
+C [ [0 + BV + 02 + kol + 7] do.
lo
Demonstracao:

Multiplicando (3.101) por (z—Io)(p2+1?), usando (3.97) e (3.99), e lembrando que ®%(1) =

U, obtemos

l 2 1
2 _
/[p?\¢2|2+k2\soi+w2|2} P — /(x—zo)¢2\1/2dx+

AN Pkl (62 +0) (D) -
lo — 0 lO

i1

1 l
20 [ @@= 22 [ - )Gt (3132)
lo

L=l —lo Jiy
e isto implica que existe C' > 0, tal que

l
AU + kol (07 + ) (D)2 < CllUd ||l Flla + C/l[f)f|<1’2|2 + 03O+ kol 0} + ¥°)?] da.
’ (3.133)

Analogamente, multiplicando (3.103) por (z — lp)®2, usando (3.99), e lembrando que

U%(1) =V, conclui-se que existe C' > 0 tal que

l
plVIE+bali (D < ClUd [l F 3 +C/[p§\‘112!2+52!¢§\2 +kalgy + ] do. (3.134)

lo
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Por outro lado, multiplicando (3.108) por @ e usando (3.106), encontramos
nlul? = m|UP +mU " — iUt — kyu(l + 4°) (1) + miuf'

o que nos da, usando (3.133)

l
P < Ul Flla + € / 212 + 302 + kg2 + 0?2 dar (3.135)

lo

Semelhantemente, multiplicando (3.109) por U e, em seguida, usando (3.107) e (3.134),

resulta que
!
velv* < ClUllll Fllx + C/[ﬁ%I‘PQF +ba|Y3 ] + Kall + 9°[7] da. (3.136)
lo
Finalmente, de (3.133)-(3.136) segue a conclus3o desejada. [ |

Teorema 3.2. Suponha que as hipcteses (3.15)-(3.17) sobre g, and go sejam validas. Entdo, o

A

semigrupo e! é exponencialmente estivel.

Demonstracao: Em vista do Lema 3.1, somente precisamos mostrar que existe C' > 0 tal que
|GA — A) oy < C, VAER. (3.137)

Como o operador resolvente é holomorfo, é suficiente provar a desigualdade acima apenas
para |A| suficientemente grande. Para isto, note que, por um lado, os Lemas 3.6 e 3.7 nos
permitem escrever

Ey(t) < ClUlwllFlly + CEL(1). (3.138)

Por outro lado, usando (3.110) e os Lemas 3.2, 3.2 e 3.4, concluimos que, para cada € > 0,

existe uma constante C. > 0 tal que

2
+

o0

Ev(t) < CellUllnllFllz + e k(e + 21 (lo) +/0 91(8) (12 + &) (lo, s)ds

e’ 2

C
+ e pd()+ | (616l )| + oz (19 o+ 19 o+ 11

|A?

Ent3o, usando o Lema 3.5 e escolhendo € > 0 suficientemente pequeno, encontramos

C s €

Ei(t) < CHuHHHF|’H+WEl(t)+ MPHFH?{ (3.139)
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De (3.138) e (3.139), para | )| suficientemente grande, resulta que ||U||3, < C||F||3,, de onde
segue que

IGAT = A) " Flla = (Ul < ClIF |3

Portanto, o semigrupo é exponencialmente estavel.

3.4 A Falta de Estabilidade Exponencial

Nesta secao vamos mostrar que a dissipacao dada pelo efeito de memdria é necessaria para
a estabilidade exponencial do sistema. Comecemos considerando o problema sem efeito de

memoria, ou seja,

proy — ki(ph + 1), =0 em ]0,lo[x]0, +oo[  (3.140)
Py, — bita, + ki (oh +101) =0 em 10,lo[x]0, +00[  (3.141)
Pipn — ka(@h + %), =0 em Jlo,[[x]0,+o0]  (3.142)
Pati — b, + kol +10%) =0 em |lo,I[x]0,+o0[  (3.143)
mity + diug +yu+ ke (2 +9*) (1) =0  em 0, +oo] (3.144)
Moy + davy + yov + byp2(1) = 0 em 0, 4o00] (3.145)
com condicoes de contorno
©'(0) = '(0) = 0, ©*(1) = u, V() = em |0, +o0| (3.146)
e condicbes de transmissao
0! (lo) = ¥*(lo), W (lo) = (L) em |0, +oo[ (3.147)

k(s + 9N (o) = ka2 + 97 (lo),  bia(lo) = batr2(lo) em |0, +00[ (3.148)
e condicdes iniciais

(©"(0), ¥*(0), 9'(0),4%(0), ¢ (0), ©7 (0), ¢ (0), 7 (0), u(0),v(0), u(0), v:(0)) =
= (%057903,%7?ﬂg,SOi:SD%,wi,w%,uo,vo,ul,vl) S 7:[, (3.149)

onde p!, mq, ki, b;,7; (i,7 € {1,2}), sdo como antes e dy, d, agora, s3o constantes positivas.
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Para este problema, consideramos o seguinte espaco de fase

H = {u —
munido da norma

113,

+ leq)ZHLQ(zo 1) + pQH\II2HL2(ZO 0 + bQHw HL2(10 1) + kZHQOm"i_w HL2(10 0

(o, ¢% 0t 02, @1 0% W 2 w0, U, V) e

HL2 < L2 X C

T le(p ”L2010 +p2||\IJ ||L 2(0,10) +b1”¢ ||L2(010)+k1“90z+¢ HL?(on)

+ ma|U* +ma|VI* + mful” + pfof”

A energia total associada com o sistema (3.140)-(3.149) é

E@t) = E(t; o', 0% ¢Y, 02 u,v) =

+

1
+ 51

lo

mafugl® + malvg* + v ful? + 72|U|2]

e é facil ver que, para todo U € H, tem-se

d o
dt

SB(t) =

—dl\utP — dg‘vt|2.

Denotaremos por B o operador ndo-limitado em H definido por

BU:

q)l
(I)Q
\Ifl
\112
k
—(pk+ Y,
P1
k
(g2 + 9.
1
b k
—Vae — 1(0h + 91 ’
2 2
b k
2 P2
U
%
71 kQ 2 2
——U— —u-— l
U el ml(soﬁw)()
_@V_ﬁ b_2 2(;)

67

P* (1) = u, ¥*(1) =

1 [lo
/ [0 4 AP [ 2+ [0+ 2] e+
0

1 l
5 | TG+ B0 b2kl 2] do +

(3.150)

(3.151)
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com dominio

D(B) — {u = (', % ¢, 2, @1 2 Ut W2 u, v, U, V)T € [H! N H?? x [HY? x CY; }
(1) = U, V(1) =V, ki(l+01) (o) = ka2 + 02 (lo), bivok(le) = batp2(lo) |
Tem-se que

Re(BU,U); = —di|U> — do| V. (3.152)

N3o é dificil ver que o operdor B é o gerador infinitesimal de um Cjy-semigrupo de contracoes
em H, o qual denotaremos por T'(t). Isto mostra que o problema (3.140)-(3.149) é bem-posto.
Para provar que o sistema (3.140)-(3.149) n3o é exponencialmente estavel, a principal fer-
ramenta a ser utilizada é o Teorema de Weyl sobre a invaridncia do raio espectral essencial por

perturbacdes compactas. Para isso, consideremos o seguinte sistema conservativo

pie — ki (@h + ") =0 em 0,0[x]0, +00[  (3.153)
Pyl — byt + k(@ + ) =0 em 10,00[x]0,+00]  (3.154)
Prgr — ko (B + %), =0 em lo,[x]0,+oo[  (3.155)
patbi — bas, + ka(B2 + 0°) =0 em lo,[[x]0,+00]  (3.156)
Myl + i+ k(@2 + 92 (1) =0 em 0, o0 (3.157)
MaTy 4 120 4 byh?(1) = 0 em )0, +oo] (3.158)

verificando as mesmas condicoes de contorno e de transmissao e com os mesmos dados iniciais
do problema sem efeito de memoéria, onde p}, m;, ki, b,y (i, € {1,2}) sdo como antes. Isto é,

com condicBes de contorno
0)=9'0)=0, FW=a (=0 em 0,409 (3.159)

e condicdes de transmiss3o
' (lo) = #*(lo), U(lo) =4*(ly)  em ]0,+o0[ (3.160)
Fa(@s + 0N (lo) = ka(@3 + 7)), bidy(lo) = b2 (lo)  em ]0,4o00] (3.161)

e dados iniciais

(£'(0), *(0),9(0),%(0), &1 (0), &7 (0), ¢y (0), 97 (0), @(0), 5(0), @(0), 5(0)) =
= (Qp(l)’@(2)71#(%77/)3790%790%71#%7@&%’“07”07“1,'01) < 7‘2 (3162)



Capitulo 3 - Viga de Timoshenko Totalmente Viscoeldstica com Carga Pontual 69

A energia total associada com o sistema (3.153)-(3.162) é

E(t) = E(t; ¢', ¢° 9", 0% 1, D) (3.163)
e nao é dificil ver que
d -
—E(t) =0. 164
CE(t) =0 (3.164)

Esta dltima igualdade nos diz que a energia do sistema nao decai e, portanto o sistema é
conservativo.
Agora estamos em condi¢cOes de estabelecer o resultado principal desta secdao, o qual estd

expresso no teorema a seguir.

Teorema 3.3. O semigrupo T'(t) associado com o sistema (3.140)-(3.149) ndo € exponencial-

mente estavel.

Demonstracdo: A ideia principal desta demonstracdo é mostrar que 7'(t) tem o mesmo raio
espectral essencial que o semigrupo associado com o sistema conservativo (3.153)-(3.162), que
denotaremos por Ty(t). Aqui, utilizaremos o Teorema de Weyl (Teorema 1.8, do capitulo 1) que
estabelece que, se a diferenca de dois operadores é um operador compacto entio, eles possuem
o mesmo raio espectral essencial. De posse desse resultado, vamos mostrar que a diferenca

T(t) — To(t) é um operador compacto, o que implicard entdo em

Wess (T) = Wess (TO> .

Mas, como Ty(t) é unitdrio, entdo wess(7o) = 0. Denotando por wy(7') e w,(B) o tipo do
semigrupo T'(t) e a cota superior do espectro o(B), respectivamente, temos que (veja Corolario
1.2 do capitulo 1 ):

wo(T') = max {wy(B), wess(T) } = 0. (3.165)

Isto implica que T'(t) n3o é exponencialmente estavel. Vejamos. Sejam (!, 0% ! 2 u, v)
e (@', @2, Y1, %, @, 7) solugdes dos sistemas (3.140)-(3.149) e (3.153)-(3.162), respectivamente.

Denotando por

Pli=pl—pt, ¥ =¢? =% U=yl U=y -4 U:=u—0, Vi=v—0
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temos que (@', @2 Wl U2 U V) € solucdo dos sistema

1@}, — k(O + ¥, =0 em ]0,05[x]0, 400  (3.166)
oWt — bWl 4 k(0L 4+ T =0 em ]0,05[x]0, 400  (3.167)
Pa0? — ky(P2 + U?), =0 em Jlo,I[x]0,+o0]  (3.168)
poW7 — by W2+ ko(®2 + W?) =0 em Jlo,I[x]0,+oo]  (3.169)
myUps + 71U + k(@2 4+ W) (1) = —dyuy em 0, +oo] (3.170)
Mo Vi + 72V + b U2 (1) = —dov; em |0, +o0] (3.171)
com condicdes de contorno
®(0) = v(0) =0, (1) = U, V(D) =V  em ]0,+o0] (3.172)
e condi¢cbes de transmissao
Dl (lp) = D*(lp), U(ly) = W3(lp) em 0, +oo] (3.173)

kl(q);, + \Ifl)(lo) = ]{?2((1)3 + \IJQ)(Z()), bqui(lo) = bQ\IJ?B(lg) em ]0, +oo[ (3174)
e condigOes iniciais

(21(0), 2%(0), ¥ (0), ¥*(0), @, (0), ¥ (0), ¥;(0), ¥;(0), U(0), V(0), Uy(0), Vi (0)) =
— (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) = 0 € H. (3.175)

A energia associada com o sistema (3.166)-(3.175) é dada por

E(t) := E(t; ', &2, ¥, 92 U, V). (3.176)
E facil ver que
d — —
—B() + di|U|* + do|Vi|? = —dvt, Uy — dot V4, (3.177)
de onde segue que
t t t . t o
E(t) + dl/ |U;|2do + dg/ \Vi|2do = —dl/ 4 Udo — dz/ o,V do. (3.178)
0 0 0 0
Agora, Seja Z/{O,n = (Sp(l)mv 90(2)771? ¢é,n> ¢87na @%,na SD%,n? winv 77[]%7717 Uo,ny Vo,ns Uln, Ul,n)T uma se-

quéncia limitada de dados iniciais no espaco de fase H. Vamos mostrar que a correspondente



Capitulo 3 - Viga de Timoshenko Totalmente Viscoeldstica com Carga Pontual 71

\112

n,t’

\Ifl

n,t?

sequéncia de solugdes U, := (PL, P2, U} 02 ¢! &2

n,t) T n,t?

Uns Vis Unty Vit )T possui
uma subsequéncia que converge forte em H.
Para provar isto, note que (T'(t)Uon)n € (To(t) Upp)n s3o limitadas em H. Isto implica que,

para todo 1" > 0,

(Un)ns (Vs (82 + 00y (D20 (R T & ((L2)(D)n

s3o limitadas em L?(0, 7). Isto, juntamente com (3.157), (3.158), (3.170) e (3.171) implicam
que (Unt)n, (Ont)n, (Uni)n € (Vui)n sdo limitadas em H'(0,7). Como H'(0,T) estd imerso
compactamente em L?(0,T), segue que existem subsequéncias, que ainda denotaremos do mesmo
modo, tais que

Uyt —> Uy € Upy — 0y forteem L*(0,7T), (3.179)

Ui — U e Vpy—V, forteem L*(0,T). (3.180)

Dessas convergéncias segue que

T . T T T
/ &n,tUnytdt — / ﬁtUtdt e / ’l~}n7tvn7tdt — / ?thvtdt (3181)
0 0 0 0

Usando as convegéncias acima em (3.178) segue que ||[T'(t) — To(t)|Uon ||y converge, o que
implica que ([T'(t) — Tp(t)|Uon ) converge forte em H. Isto significa que T'(t) — Ty(t) é um ope-

rador compacto em H e, portanto, a prova estd completa. [

3.5 Decaimento Polinomial

Nesta se¢do vamos mostrar que a solugdo do sistema (3.140)-(3.149) decai polinomialmente

1/2 " Para mostrar isto, usaremos o Teorema de Borichev e Tomilov (Teorema

para zero como t~
1.7 do capitulo 1).

Nosso ponto de partida é a equacgao resolvente

XU — BU = F
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a qual, em termos de suas equagdes componentes, se escreve como

iXpt — @' = f! (3.182)
iNp® — ®° = f? (3.183)
it — ot = 3 (3.184)
i — 02 = (3.185)
iAol — M S+l = f° (3.186)
Pl
a2 — k2 22+, = f° (3.187)
Pl
it = gty Bty - (3.188)
1 P3
by ks
INU? — 292 4 2 (P y?) = fP (3.189)
P2 P2
iu—U = f* (3.190)
iv—V = fU (3.191)
dy ks
zAU+—U+—u+—(g0x—H/1)() = fU (3.192)
ma mq
IV + by, + 2y b—W(l) = f (3.193)
ma me mg

Tomando o produto interno da equag&o resolvente com U e usando (3.152) segue que
|U? +do|V* < ClU||F]. (3.194)
Lema 3.8. Existe C' > 0 tal que, para |\| suficientemente grande, vale

l
/[p?|@2|2+p§|‘1’2|2+b2lwil2+kz\soi+w2\2} dz < CIAPIUIIFI+ ClFIP.

lo

Demonstragdo: Para cada n € N, seja ¢, : [lo,!] — R a funcdo definida por

qn(2) = / e"ds = 1 (e —e™o).
lo

n
Multiplicando (3.187) e (3.189) por g, (¢2 + 12) e ¢,12, respectivamente, e usando (3.183)

e (3.185), encontramos

1

3 | € BIEP + B + BluZ 4 kel + 0] do =
lo

_ gn(1)
2

ot [ W[ ST+ PET) dot g} /

lo

l
[P1920) 4 ) bl 2 O Pl (2 + 0O P] + [ 00 [ AT k(40772 o+

lo
l

I [‘PQJ‘_% + f%_%] da
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Tomando a parte real, escolhendo n € N suficientemente grande e usando (3.194), segue que

I
/l[pf!<1>2|2+p§|‘1’2|2+52!¢§\2+k2|90§+¢2|2}dﬂ? < CIUNIFI + C ootz () kel (07 +0) (D]
’ (3.195)
Mas, de (3.192), (3.193) e usando (3.194), temos que, para todo |A| > 1, vale

bl (D + ko (3 + ") (DI < CIAPIUN FIl + ClLF. (3.196)

Finalmente, retornando com (3.196) em (3.195), a conclusdo desejada segue.

Lema 3.9. Existe C > 0 tal que, para |\| suficientemente grande, vale
lo
/0 [Pl @M ) + oo W+ D[ + Kl + 01 *] de < CIAPUNIFI + ClIF|I”.

Demonstracao: Procedendo como no lema anterior e usando as condicoes de transmissao,

encontramos

lo
| B 4 U bl ol + 1] o <
0
< CIUINEN + C [p1|9*(lo)[* + 92 (lo)[* + baftbz (lo)* + kal (23 + ¥*)(lo) IP] (3.197)
Agora, seja ¢ : [lp,l]] — R a fungdo definida por ¢(x) := [ — x, para todo = € [ly,].

Multiplicando (3.187) e (3.189) por ¢(¢2 +1?) e qy2, respectivamente, e usando (3.183) e
(3.185), obtemos que

q(l
W) 2102002 + WA + b2 + al(22 + w02 =
e ! _ _
= 5 [T A4 bl ol 07+ [0 — i+ )78+
lo lO
l l
+ p%/l q {(¢§+¢2)f6+q>2<f§+f4)] dx+p§/l q [¢§f8+\112(f§)] dz. (3.198)

Tomando a parte real, resulta que

pi1®%(lo) * + pa| W2 (lo) [* + baltpZ(lo) [* + Eal(¢3 + ¥*) (lo)|* <
l
< CRANIFN+C [ T8+ IO+ blu P ol + 0. (3.199)
lo

Combinando (3.197) e (3.199), e aplicando os lemas anteriores obtemos a desigualdade de-

sejada. [ |

Agora estamos aptos a estabelecer o resultado principal desta sec3o.
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Teorema 3.4. O semigrupo T'(t) associado com o problema sem efeito de memdria (3.140)-

(3.149) decai polinomialmente como t='/2. Além disso, se U, € D(B"), entdo
Ck
|T(t)Uolly; < WHUOHD(M)-

Demonstracdo: A prova de que iR C p(B) é andloga a prova do Lema 3.1 e, por isso, serd

aqui omitida. Dos Lemas (3.8) e (3.9), segue que, para |\| suficientemente grande, temos

et Wl Fll + CIFI

2 2
7 < CIAF(lU

e isto implica que

2 4 2
leA]l3; < CIAFIES,

o que nos d&, para |\| suficientemente grande

1GAL = B) " Flly; = [Ully < CIAP|IF

7_2.

Dai e do Teorema de Borichev e Tomilov segue a conclusdo desejada. [ |



Capitulo 4

Problema de Transmissao para uma Viga
de Timoshenko Parcialmente

Viscoelastica com Carga Pontual

Neste capitulo, consideramos um problema de transmissdo para uma viga de Timoshenko
constituida por dois componentes: o primeiro deles, um material parcialmente viscoeldstico (com
dissipacao apenas no angulo de rotacdo dos filamentos da viga, ocasionada por um termo de
memdria agindo sobre o momento fletor), e o outro, um material eldstico (sem mecanismo
de dissipacdo atuando sobre ele). Assumimos que a extremidade esquerda da viga estd presa
enquanto que, na extremidade direita da viga, estd anexada uma carga. Mostraremos que este
sistema hibrido é exponencialmente estavel quando o efeito de memdria é efetivo sobre o momento
fletor da parte viscoeldstica da viga e as velocidades de ondas sao iguais. Do ponto de vista fisico o
caso em que as velocidades de ondas sao diferentes é mais realistico e, para este caso, mostramos

que a solucdo do sistema decai polinomialmente para zero como t~1/%.

4.1 O Modelo

Consideramos um modelo constituido por um problema de transmissdo para uma viga de

Timoshenko em balan¢o, cuja extremidade esquerda estd presa e que possui, em sua extremidade

75
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direita, um corpo oco cujo interior contém material granular. A viga é formada por dois com-
ponentes: um deles, um material viscoeldstico e o outro, um material elastico (portanto, sem

dissipacdo agindo sobre ele).

Tip Load
Viscoelastic beam Elastic beam
lo JI‘ l - lo

Figura 4.1: Viga de Timoshenko com Carga Pontual.

Denotemos por ¢ = ®(x,t) e ¥ = ¥(x,t), respectivamente, o deslocamento transversal da
viga e o angulo de rotacdo de um filamento da viga. Adotaremos a seguinte notagao:
o' em 0,1l P em |0, 1]

¢ = e U= (4.1)

©* em o, (| P2 em i, ]

onde [ é o comprimento da corda e [y é o ponto de transmissao. Com isto, o modelo aqui

considerado € escrito como

pro — k(g + 1) =0 em ]0,1[x]0,+o00[ (4.2)
ok~ bt 4 k(e 400+ gl = (s =0 em 10.L[xJ0, +oc] (43
B kR =0 em i I[]0, ool (4.4)
P8 — bt + ka2 1 4) = 0 em Y. 1[]0. +o0| (45)

Aqui, g : [0,400) — R é a fungdo de relaxamento e p}, k;,b; (i,j € {1,2}) sdo constantes
positivas que dizem respeito a propriedades fisicas da viga. As condi¢cdes de contorno s3o dadas
por

P (0)=0(0)=0, (N)=u e P()=v em ]0,+oof (4.6)



Capitulo 3 - Viga de Timoshenko Parcialmente Viscoeldstica com Carga Pontual 77

e as condicOes de transmissao sao

o' (lo, t) = ©*(lo, 1), V(lo,t) = Y*(lo, 1), t €0, 4o0] (4.7)
k(02 4+ 0 (Lo, 1) = ka(02 + ¥2)(lo, 1), t €0, +o00] (4.8)
b1y (lo, t) —/0 g(t — $)vi(lo, s)ds = batp2(lo, t), t € [0, 4o0l. (4.9)

O efeito da carga pontual é modelado como

myuy + dyug + Mu + k‘g(QDi + 1/}2)(L ) =0 em ]07 +OO[ (410)

Moy + dovy + yov + by (1,.) = 0 em ]0,4o00] (4.11)

onde m; (i € {1,2}) sdo constantes positivas, d; e v; (i € {1,2}) (i € {1,2}) sdo constantes

nao-negativas que refletem propriedades fisicas da carga. Finalmente, os dados iniciais sdo dados

por
¥*(0) = g, 7 (0) = ¢, ¥*(0) = 5, bi(0) =97 em Jio,I[ (4.13)
u(0)=up € C, w(0)=u; €C, v(0)=v9eC, 1(0)=wv,€C. (4.14)

Neste trabalho, consideramos que a funcao de relaxamento decai exponencialmente, isto &,

assumimos as seguintes hipdteses sobre a funcao g:

g(t) >0, Vt>0, e g>0quasesempreem [0, +o0[; (4.15)

Je,e0 >0 —eg(t) < g'(t) < —egg(t), te0,+oof; (4.16)

0<b:=b—fp, onde f:= / g(s)ds. (4.17)
0

Denotaremos por x a diferenca entre as velocidades de ondas, isto &,

ot oh
o g

O principal resultado deste trabalho é mostrar que o modelo acima é exponencialmente estavel
no caso em que as velocidades de ondas sdo iguais, ou seja, quando xy = 0 e, no caso contrdrio,

que a solucdo do sistema decai polinomialmente para zero.
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4.2 Existéncia e Unicidade de Solucoes

Gostariamos de utilizar a teoria de semigrupos para estabelecer, tanto os resultados sobre
comportamento assintético das solucdes, quanto a boa-colocacdo do sistema. Para isso, precisa-
mos reescrever o problema de modo a obtermos um sistema auténomo. Com esse objetivo em
mente, introduzimos o problema com histdria, que é obtido trocando-se a equagdo (4.3) pela

equacao com histéria

t

péqﬁtlt - bl¢im + kl(QD;: + ¢1) +/ g(t - S)¢;m(7 S)ds =0 em ]07 lO[X]()? +OO[‘ (418)

—0o0

Seguindo as ideias de Dafermos [9], [10] e Fabrizio [13], introduzimos a notagdo

E(x,t,s) == (z,t) — Y (x,t — 5), (4.19)

com s € [0,400); dessa forma, o sistema (4.2), (4.18), (4.4)-(4.14) pode ser escrito como

pres — ki(py +91)e =0 em ]0,lo[x]0, +o0] (4.20)
P2ty — Wy + Kl +001) — /0 O;(s)ﬁm(sms =0 em ]0,l[x]0, 400 (4.21)
proy — ka(02 +9%)e =0 em Jlg, {[x]0, +oo] (4.22)
P — bty + ka9 + %) =0 em ]lo, [[x]0, o0 (4.23)
§+& —; =0 em Jlo, 1[x]0, +-00[x]0, +00] (4.24)

onde b foi definido em (4.17), com ¢!, p? ¢! 1% u e v satisfazendo as condicdes (4.6), (4.12),
(4.13), (4.14), e € verificando as condigGes iniciais

£(x,0,8) = &, 8) = ¥y(z) — Y (x, —s), (x,s) €]0,1[x]0, 00| (4.25)
e condicbes de contorno

£(0,t,5) =0, (t,8) €]0,+00[x]0,+o0[;  &(x,t,0) =0, (z,t)€]0,lH[x]0,+00]. (4.26)
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A condigdo de transmissdo (4.9) € reescrita como

bl(ly, t) —|—/Oog(s)§x(lo,t, s)ds = borp?(lo, 1), t € [0, +oal. (4.27)
0

Definimos a energia total do sistema como

E(t) = Ei(t) + Es(t) (4.28)
onde
Bt =g [ oot ol + ol + b+ [Glslenos]| do
e
Ey(t):= %{/l: [ﬁls@f|2+p§!¢?!2+52W§!2+k2\s@i+¢2\2}d:v+%Wﬂz!v\2+mllut!2+mz\vt!2}-

Recordando que, no segundo capitulo, foram introduzidos os espacos
H™ := H™(0,1ly) x H™(lp,1), m € N;
H = {(u,v) € H"; u(0) = 0, ullo) = v(lo)}, m € N:
L? := L*(0,1y) x L*(lo, 1);
H"(0,lo) == {f € H™(0.l); f(0) =0}, meN;

o0 lo
L§ = {90 ‘RY — HX0,1); /g(s) |2 (s)Pdrds < oo} .
0 0

Com estas notagdes, consideramos o seguinte espaco de fase

H = {(p" @’ 0% @, &% U U2 & w0, U V) € [HY x [L*)° x L2 x C* *(1) = u, (1) = v} .

Note que H é um espaco de Hilbert quando munido do produto interno induzido pela norma

da energia, a qual, para cada U = (¢, % Y'Y L &2 WL W2 ¢ v v, U, V)T € H, é dada por

||u||’H - le(Px"H/} “L2 (0,1g) + b”w HL (0 o) + le(I)lnL (0 o) + p2||\I]1HL (0 10)
+k2”90:n+w2HL2(zol + b2H1/12HL (10 ) + leq)2HL2(ZO 1) + pQH\I]2HL2 Io l)

HIEIT2 + malul® +22fvl* + ma| U + mof V]2
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Denotaremos por A ao operador linear ndo-limitado em # definido por
(I)l
@2
\I’l
\112
k1
1
ko

1

1 [ee]
$)Ex(8)ds
Au=| vk p( Fyl)+ p2/09<>§<> |

2

Ut — &,
U
1%
RG]0
R D 2()
Mo Mo Mo
com dominio
(U = (1, 2, 91, 2, B, D2, U W2 € u,v,U,V) € H; (o, p?) eH2,

(b¢1+/ (5)E(s)ds, zf) €W, (¢, 0¥ e |, & €L

0

ﬂgw=@¢HU=LL@%D=VZwﬂm%+/g@MA%ﬁMs:%wﬂMa
0

[ ki(es + 91 (o) = ka(ef + %) (lo) )

Usando as hipéteses sobre a funcdo g, um célculo direto nos da que
lo
Re (AU, U), = —di|U]” — do|V]* + l//‘ s)|&,(s)|2dsdz < 0,

o que significa que A é um operador dissipativo.

O sistema (4.20)-(4.27), (4.7), (4.8) é equivalente a

U =AU, U0) = ty, (4.29)
onde U(t) = (p'(t), ¢*(t),V1(1), V2 (1), @1(t), @2(2), W' (¢), W2(1), £(2), u(t), v(t), U (1), V(£))"
and Z/{U = (90(1)790(%’@0(1)7@/}(2)790%7@%7@0%7@0%7&)7“07@07ulavl)T'
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Sob estas condicdes, temos o seguinte resultado:

Teorema 4.1. O operador A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragbes
(S(t));50 em H. Assim, para qualquer dado inicial Uy € H, o problema (4.29) possui uma
tinica soluc3o fraca

U € C([0,00[,H).

Além disso, se Uy € D(A), entdo U é uma solugio forte de (4.29), isto é
U € C([0,00[,H) N C"([0,00[, D(A)).

Demonstracdo: E facil ver que D(A) é denso em H. Como A é um operador dissipativo,
para concluirmos que A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragdes, € suficiente
mostrarmos que 0 € p(A). Para isto, vamos verficar que, para cada F = (f!,..., f13)T € H
existe um tnico U = (!, % Y1, 2 &L &2 U W2 ¢ vy v, U, V)T € D(A) tal que AU = F,

isto é, tal que

! = f! (4.30)
P* = f? (4.31)
vlo= 3 (4.32)
o= g (4.33)
Mt = p (434)

P1
% 2ty = (4.35)

ﬁ 1 _ﬁ 1 1 l > _ 4T

St = ool ) + o et = f (4.36)
Bryr Mgy - g (4:37)

P2 P2
\Ill—és = fg (4.38)
U = o= (439)
Vo= fU=fi0) (440)

d k

—oU = a0 = 7 (4.41)
Sy dr, By oo (442)
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Com efeito, das equagdes (4.32) and (4.38), temos que &, € L2, e que

E(x,8) = sf3(x) /fng

o que significa que £ estd univocamente determinada. Além disso, usando (4.16) e (4.26), nés

podemos escrever, para cada T > 0:

T lo T o
/09(5)/0 1€,(s)[Pdeds < 2 g(s) 0 £.(5)Esn (5)dwds

CQO

1 ! & 2 2 T lo ,
< 5/0 Q(S)/O |€:(8)|*dxds + C_%/o g(s)/O €50 (5)|2dads

2
H£||Lg < C_2H§SHL§

0 que nos permite concluir que ¢ € Lz. Assim, resta-nos apenas estabelecer a existéncia e

de onde obtemos

unicidade de solugdo para o sistema

( (pz +91)e = Z—%fﬁ em |0, o]
(02 + %), = p—%f6 em |lo, (|
ks
k ; L[>
L k) = B =4 [ gl em 10,o]
2—@(2+¢2)_p_%f8 1o, ([
(P b T .

P1(0)=910) =0, @'(lo) =), ¥'(lo) = ¥*(l)
Y1 @2(1) + ko (02 4+ ) (1) = —my f12 — dy f10 =

b2 (1) 4 borp?(1) = —ma f13 — dy 1 =: G

| bl + 000~ ali 4 02)(00) = 0. bl — bat2l) = = [ 9(6)6ull5)ds

Para isto, consideremos o funcional T': X — C definido em cada (h', ..., h*) € X por

T, . b = _/lo (oo + pb77°) das—/lo(/oo( V(s )ds)h3d:v+
0 0 0

l T 1
ﬂﬁ/zo( lof6(7>d7> (s +1*) do +/li lofs( )dT+p1/% lofﬁ( )dVdT:|h4dI+
+ Gsh?(1) + G4h(1)
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I I e
onde G3 := (G1 —p? dex) e Gy:= (G2 —p2 | fidx — pf/ f6<7‘)d7'dl‘); e também
lo !
[ ]2

lo o/l
onde X := € o espaco de Hilbert munido do produto interno

o o
(R e W), 01 2 01 %)) = [ (BT P 0T (0L + 1)) i+
0
!
o [ (b0 + TR + )] do GO + 2O (),
lo
E claro que T € X’; dai, e pelo teorema de representacdo de Riesz, concluimos que existe

uma tnica solu¢do fraca para o sistema (P).

Portando, temos que 0 € p(A). |

4.3 Estabilidade Exponencial

Nesta se¢do, mostraremos que, se g verifica as hipdteses (4.15)—(4.17) e se as velocidades
de ondas sdo iguais, entdo o correspondente semigrupo é exponencialmente estdvel. A principal
ferramenta utilizada nesta tarefa é o resultado de Priiss (ver Teorema 1.6, no capitulo 1). A
prova da primeira condi¢do do Teorema de Priiss, isto ¢, que iR C p(A), é inteiramente anéloga
aquela apresentada no capitulo 3 e, por isso, serd aqui omitida. Passaremos entdo a estabelecer a
validade da segunda condicao do Teorema de Priiss, a saber, que o operador resolvente é limitado
sobre o eixo imaginario.

De agora em diante, C' denotara uma constante genérica, que pode ser diferente em diferentes
lugares, podendo inclusive mudar mesmo de uma linha para outra.

Devemos mostrar que, para qualquer F' = (f1, f2 ..., )T € H, a solugdo U da equagio

resolvente

(A — AU = F (4.43)

é limitada; isto é, |U||% < C||F||%. De fato, escrevendo (4.43) em termos de suas equagdes

componentes, temos

it — ol = f1 (4.44)
iNp? — ®* = f? (4.45)
ipt — ot = 3 (4.46)
it —w? = ft (4.47)
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iA@l——§%<¢;+—wlxz e (4.48)
iIAD? ’;—1( bRy, = f (4.49)
b k 1 [

MW—E@NJyQHM—EAg@%@@::ﬁ (4.50)
IAU? — bz 2 + IZ( +*) = f° (4.51)
IN—U g = (4.52)
iu—U = f%° (4.53)
-V = fH (4.54)
iU + i—lU + —1u + k—l( 2 () = f*° (4.55)
iIAV + by, + 204 b—gzpi(l) = 1 (4.56)

mo mo mo

As propriedades dissipativas de A implicam na existéncia de uma constante C' > 0 tal que

lo roo
LU+ da| V]2 + / / 9()[&(s)2dsdz < ClUlul|Fln. (4.57)
0 0

Passaremos agora a estabelecer resultados que serdo Uteis na tarefa de mostrar que a segunda

condicao do teorema de Pruss se verifica.

Lema 4.1. Sob as notacées acima, existe uma constante C' > 0, tal que

mﬂwzdx < ClUlallF Il + C (101 + DM 2 0000) + 192 22000)) AN EN + C| R,

onde = (vt + [ a9t )as )  [o(s)sias ).

o0

Demonstracdao: Multiplicando a equagdo (4.50) por / g2(s)&(s)ds, e usando (4.52), temos
0

Bph /ZO|\II1|2dx - kl/lo/ €(5) (! + ") dsdz + b/ly $)E, (5)y dsda +
+@// SEs wwm+/a£<muw2
—ps / / s)Wldsdr — p; / ’ / &(s)fTdsdz — Ry. (4.58)

dx +
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Mas, usando (4.57), obtemos

lo
e [ a0 b0 asts| < Clobt o' o CIFR (659
e
fo oo 12, 111/2
Re [b Iy g(s)@(sw;dsdx} Cll 20 IUIL N FIL (4.60)
Além disso, usando (4.16) e (4.57), resulta que
R 62/)2
e | ps &(s)Uldsdr| < |\If 12dx + C||U ||| F||2- (4.61)
Finalmente, tomando a parte real em (4.58) e usando (4.59)-(4.61), obtemos a desigualdade
desejada. [ |

Agora, para estimar o termo da energia relativo a 9!, introduzimos o multiplicador w dado

pela solucao do seguinte problema de Dirichlet
Wy = ) w(0) = w(ly) = 0. (4.62)

x?

Note que w pode ser escrito como

—~ /Ox P (y)dy + % 0 Pl y)dy = G (). (4.63)

Este multiplicador nos permite obter o seguinte resultado.

Lema 4.2. Para cada ¢ > 0, existem C,C. > 0, tais que

|w1| dr < ClUllal|Flla + Cllek + M 2o UG I F 152 +
+ el| @ r2(010) + Clep' (lo)|* + Cc|Ri| + C| R,

onde Ry := <b¢;(lo)+/ g(8)&:(lo, s)ds) P(lp).
0
Demonstracdo: Por um lado, multiplicando (4.50) por ! e usando (4.46), vem que
lo o lo lo lo
b [ lotPde o [ ettan b [ ToPds = g v / / )6, (s)0ldsd +
0 0 0

+ P f7¢1dx+,02/‘11 f3dz + R,.
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Por outro lado, multiplicando (4.48) por w, e usando (4.46), (4.62) e (4.63), obtemos

l() l() - l() kl l() lO
—/ﬁ/ \wxﬁdx—kl/ go;qpldx:p}/ <D1<G(\P1)+G(f3)>da:—l—go )| o+l | fwda.
0 0 0 0

Destas duas ultimas equacdes, obtemos

lo lo lo foo o
b [l 2de —/ﬁ( o, [2d2 /|¢ | dx) L |\1u1\2dx—//g(s>gz(s)¢;dsd;c+
0 0J0

lo lo —
+ p1/q> G(\Ifl)d:n—l—pl/<1> G( )da:+p}/f5mdx+p§ frblde +
0 0

kK
+p} / U fBdy — l—;gol(lo) wldx + Rs. (4.64)
0 0

Mas, usando (4.57), vemos que

lo poo L b o
e H / 9<8>5x<s>¢;dsdx} < 7 Wil + ClUl) Fll (4.65)

Além disso, é facil ver que

- ] < b [opas+ cipor (4.66)

e que, para cada € > 0, existe C > 0 tal que
lo e lo lo
Re {pi/ <I>1G(\I/1)dx} < |®2dr + C. [ |V Pdz. (4.67)
0 0 0

Entdo, como
lo lO

i lw, [*dx < i [t 2da (4.68)

basta tomar a parte real em (4.64), usar (4.65)-(4.68) e o Lema 4.1 para obter o resultado de-

sejado. [

Lema 4.3. Para cada ¢ > 0, existem C,C. > 0, tais que

0
|2 e OLda| + CoUllal| Pllae + Cllebgl ez oan A1 I F 15,7+

0

+ g\|<1>1||L2(0,lo) +C| @' (lo)| | ¥ (lo)| + C|R:| + C| Ry,

onde Rty = (F07) (vt + [ a(9)(o0as )

z=ly

PP

ki by

D

z=0
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Demonstracdao: Multiplicando (4.50 ) por (¢l + '), e usando (4.44) e (4.46), temos
l() l() - lo lO
kl/ oy + 0t Pde = p;/ U'olds +p;/ RARE: +p§/ (pr4oh) fTdx +
0 0 0 0

lo 0 lo
—/ (blbi +/ g(S)éx(S)CLS) (p3+yh)sde +p§/ UH(fL+ f2)dx + Ry, (4.69)
N 0 0 , 0

=:17

Usando (4.48), (4.46) e (4.52), podemos reescrever I; como
1 1 plo 1 plo poo .
L= 2Py nE) - % / V' Ldy — % / 9(5)Euu(5) D dsda +
1Jo Jo

ky 1 Jo
1 lo poo - 1 lo [e’e) o
+ %/o/o g(s)fﬁ(s)@ldsd$—l—2—i/0 (b@bi +/0 g(s)fx(s)ds> fodx +

bol [lo__
+ kill /0 1 34z (4.70)

Retornando com (4.70) em (4.69), encontramos

lo

lo o lo 1 lo poo o
b [ e e = b [ W4 pb [ WP = [ g(5)6un(s)Pdsde +
0 0 0 1Jo Jo

1 lo poo . 1 lo 0o o
+ %/0/0 g(s)f;’(s)@ldsda:—i—z—i/o (b%lc ~|—/0 g(s)ﬁx(s)ds) fodx +
0 lo

1

l l
b 0
+ pé/ (cp;+¢1)f7d:c+p;/ \Ifl(f;+f3)dx+—lfl/ Ol f3dz +
0 0 1Jo

3
+ =B (1) @7(lo) + Rs. (4.71)
1

Mas, por (4.57), vemos que, para cada ¢ > 0 existe C. > 0, tal que

1 plo poo _
Re {—Z—i/o/o g(s)fsm(s)d)ldsdx] < 5||<P1H%2(DJO)—|—Cg||U||H||F||H. (4.72)

Tomando a parte real em (4.71) e usando (4.72) e o Lema 4.1, obtém-se a desigualdade

desejada. [ |

Lema 4.4. Existe uma constante C' > 0, tal que

lo lO _
o / B!z < C |y / VBLdr| + C ([loh + 0 ozoimy + 1102 20a) UL FIL2 +
U F e + Cle W) + C @ (1) | (lo)| + € (0 + 1) (00)] (1) +
+ C|Ry| + C|Rs| + C|Ry.
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Demonstracdo: Multiplicando (4.48) por 1, e usando (4.44), temos

l() lO _ l() _
P / D' *da = /(sox + ) pldr — / ' fldz — py | fopldr — k(o) + ") (lo)e" (lo).
0 0 0

Tomando a parte real na equagdo acima e, em seguida, escolhendo € > 0 suficientemente pe-

queno nos Lemas 4.2 e 4.3, tem-se a conclusao desejada.

Lema 4.5. Existe uma constante C' > 0, tal que

2 2

< U]l Fllx +

W (1) |*+

b (1o) + / Tg(s)6x(lo,5)ds| + \bw;m) n / ()60, )ds

1/2 1/2
+ Ol 000+ CHE 2000y + Cllk + 02000y | 10220000+ IUIGPINE 1G] - (4.73)

< Cltd|ll[ Flle +

B (1o)|” + [(L + ) (lo)])* + 2L (0)]

O [10Bag0ap) + 19 3i010) + ok + ¥ oy ] - (474)

Demonstracdao: Multiplicando (4.50) por {p (bw_}C + / g(s)fx(s)dsﬂ ,ondep € C*([0,]; R),
0

encontramos

lo 00 00 2|7=lo
1 7y TN (o) b
o [ 9 (0, + [ o) e =5 i+ oot K
I
1 lo ) 00 2 ) lo o 00 - B
by [l [Caeoras] ao b [(071+ [CaEis) o -
lo _ o0 -
= —k:l/ p(gpi%—wl) (b%—%/ g(s)&x(s)ds) dx. (4.75)
0 0
Mas, usando (4.46) e (4.52) em I, obtemos, de (4.75)
bip} o Ty
P WP + 5 oot [ oo s - M e

0
%/ by, +/ 5)&x(s)ds dw+p2/ /OO;(S)&I—QS)dex — bps /lopklflf_gdx T

/ (z + ) (Wl )d8> dx — p; /0 / s)dsdr +

) / (57 + [ )ds)f7d:c (4.76)
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Tomando a parte real em (4.76), usando (4.57) e escolhendo p € C'([0,ly];R) tal que
p(lo) = —p(0) = 2, obtemos a desigualdade (4.73). A prova de (4.74) é andloga e é obtida
multiplicando a equagdo (4.48) por p(pl+t). |

Lema 4.6. Existe uma constante C' > 0, tal que

l
/[p?@ZIQ+p§|‘1f2|2+bzw§|2+kz|wi+¢zl2} de < ClUllallFlln +

lo
lo
+C [T A B0 el 401 da,
0
Demonstracao: Para cada n € N, considere ¢, : [ly,!] — R definido por

: 1
o) = [ s =L (o),

n

Multiplicando (4.49) por g, (2 + 1?), usando (4.45) e (4.47), vem que

l
/6_’“ [PLIP** + kol + 0% do = qu(lo) [p1]@%(lo)* + ksl (23 + ) (lo)P] +

lo
! ! !
~26} [ 0,0 F e - 26} [ 0,0 (T o — 243 [ 0, (FF0P) o, (477)
lo lo lo
Por outro lado, multiplicando (4.51) por ¢,%2 e usando (4.47), obtemos
!
[ AP +blv2P) e = aulo) [V + bl )] +

lo

! l !
+ 2k2/qn(g0§ + 1/12)¢_§dx — 2p§ /qn\lﬂf_jdx — 2,03 /qnl/)_%fsdx. (4.78)
lo

lo l()

De (4.77) e (4.78), segue que existe uma constante Cy > 0, tal que

O l —nx
(1) [ 107+ 102 i3+ bl + ) e < Ol Pl +
lo
1

n

= (o) [R192(0) P + TP U)? + Bal2() P + ol (22 + 67)(lo) ] (4.79)

Finalmente, tomando n € N suficientemente grande, usando as condi¢coes de transmissdo e
o Lema 4.5 e, lembrando que, ®'(ly) = ®2(ly) e ¥'(ly) = P*(ly)), obtemos a desigualdade
desejada. |

O préximo Lema é crucial para garantirmos que o decaimento exponencial ocorre mesmo no
caso em que d; = dy = 0. Na verdade, ele fornece uma nova estimativa para os termos da
energia envolvendo |U]* e |V|? uma vez que aquelas extraidas de (4.57) sé sdo vélidas quando

dy e dy sao ambos positivos.
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Lema 4.7. Existe uma constante C' > 0, tal que
nlul® + v +ma|UP +mo| VI < ClUl3]| F I3 +
!
40 [ (B8 + GV + ol + el + 02 do
lo

Demonstracdo: Multiplicando (4.49) por (x—ly)(p2+1?), usando (4.45) e (4.47), e lembrando
que ®*(1) = U, obtemos

1 l 9 2 l o
AIVE +kal(g2 + 0P = = [A19 + kgt 402 o = 2 [ o)+
0 0

2 l 2 l
L [t (FF e~ 2 [t T 9

S I—1o Jy,

e isto implica que existe C' > 0, tal que

l
AU + kol (07 + ) (D)) < C||U||H||F||H+C/l (P19 + P30 + kol 0} + ¢°|?] du.
’ (4.80)

Analogamente, multiplicando (4.51) por (z — ly)12, usando (4.47), e lembrando que

U2(]) = V, conclui-se que existe C' > 0, tal que

AIVE bR < Ol Fl-+C [ TRV + B2+ kol 40P e, (481)
0
Por outro lado, multiplicando (4.55) por @ e usando (4.53), encontramos
Yilul? = mi|UP? +mUf0 — diUn — ko2 + 2)(1) + mauf'?
o que nos d&, usando (4.80)

l
nlul? < ClUllxllFlla + C/ (P19 + 0302 + kol 0} + ¢°|?] du. (4.82)
lo

Semelhantemente, multiplicando (4.56) por © e, em seguida, usando (4.54) e (4.81), resulta
que

l
wl? < ClUlll Flln + C/ (051022 + Dol 2] + kol 0% + 4?[?] da. (4.83)
lo

Finalmente, de (4.80)-(4.83) segue a conclusdo desejada. |

Teorema 4.2. Suponha que as hipdteses (4.15)-(4.17) sobre g sejam validas e que as velocidades

At

de ondas sejam iguais, isto é, que x = 0. Entdo, o semigrupo e”** é exponencialmente estavel.
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Demonstracdo: Em vista do Teorema de Pruss (Teorema 1.6 do capitulo 1) e do Lema ?7,

somente precisamos mostrar que existe C' > 0 tal que
|GAN = A) oy < C, VAER. (4.84)

Como o operdor resolvente é holomorfo, é suficiente provar a desigualdade acima apenas para
|A| suficientemente grande. Para isto, note que, por um lado, os Lemas 4.6 e 4.7 nos permitem

escrever

Ey(t) < ClU|[ul|Fllx + CEL(t). (4.85)

Por outro lado, tomando x = 0 nos Lemas 4.3 e 4.4, usando (4.57) e os Lemas 4.1 e 4.2,

concluimos que, para cada € > 0 existe uma constante C. > 0, tal que

Ei(t) < Coldlul Fllut e [|0 ()P4 (0} + 1) o)+ [£H O] + Co [l (o)P+ [0 (o) ] +

Ey(t) < ClUllallFllz + C [l ()]* + [ (1) ] (4.86)

[e’e) 2

)+ \bwiam [ storeto.s1as

o0

‘. n ]bw;<o>+ a0

Ent3o, usando o Lema 4.5 e escolhendo € > 0 suficientemente pequeno, encontramos

Mas, observando que

1/2 1/2
10 (10)] < otz < Cll 12N N1 2s

e usando (4.44), é facil ver que para cada § > 0, existe Cs > 0, tal que

Cs
Cle () < s + '3+ Bl + o [19'say +IFIR]  (48)
e, analogamente, por (4.46), vale que
Cs
CI W) < Sl + 15 19 s+ 115 (4.88)

Ent3o, usando (4.86), (4.87) e (4.88) e escolhendo § > 0 suficientemente pequeno, encon-

tramos
C C
Ey(t) < ClU|ullFlly + g £a(t) + e

Segue, para |A| suficientemente grande, que

Ei(t) < ClUllallF |l + ClIFI3 (4.89)
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De (4.85) e (4.89) resulta que
4113, < ClIF3,

o que implica em

IGAT = A) 7' Flla = (Ul < ClIF |3

Portanto, o semigrupo é exponencialmente estavel.

4.4 Decaimento Polinomial

Nesta secdo vamos estudar a estabilidade polinomial da solucdo para o caso mais geral.
Em outras palavras, quando x # 0 (que, do ponto de vista fisico, é um caso mais realistico),
provaremos que o sistema de Timoshenko parcialmente viscoso (4.20)-(4.27), (4.7), (4.8) é
polinomialmente estdvel com taxa de decaimento 1/{4/1_5 Para mostrar isto, usaremos o Teorema
de Borichev e Tomilov (Teorema 1.7 do capitulo 1).

Dessa forma, o principal resultado desta secdo esta expresso no teorema seguinte.

Teorema 4.3. O semigrupo (T'(t));>o decai polinomialmente como t~/*. Além disso, se Uy €

D(A*), entdo
Ck
IT@®)Uoll2e = 5575 [Uoll par-

Demonstracdo: De (4.57) e dos Lemas 4.1, 4.2, 4.3 e 4.4, concluimos que

o
/ WTda| + Ol Fll + Cli () + C |91(00)| [ (to)]| + (4.90)
0

+C|Ry| + C|Ra| + C|Rs| + C |1 (i + M) (lo)| | (Io)| -

Agora, a fim de estimar o primeiro termo do segundo membro de (4.90), usamos (4.44) e

(4.46) para encontrar
Oy + W =i +9) — (fz + )
e isto implica, para |\| suficientemente grande, que

o
/ U'PLdx
0

De (4.90) e (4.91), segue que

ky
< S lles + 0 200 + CIAPIY 2 010) + CIUIIIIF I (4.91)

Ev(t) < CIAPIY|Z200) + ClUNI Flla 4+ Cle' (lo) P 4+ C |2 (1o)] |9 (o) + (4.92)
+C|Ri| + C|Ro| + C|Rs| + C |1k + 1) lo)| | (Io)| -
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Entdo, usando o Lema 4.1, concluimos que para cada £ > 0 existe uma constante C. > 0,

tal que

Eu(t) < CIAF Ul Fllg + = [[91G0) + (2} + 01) 1) + [k 0)] +

2 2

o0 o

W (L) + 'bw;<zo>+ / o()6x(lo, 5)ds| + \bw;<o>+ / 9()6.(0, 5)ds

+ C: [l (lo)I” + [v* (lo) ] (4.93)

para |\| suficientemente grande. Dai, usando o Lema 4.5 e escolhendo ¢ > 0 suficientemente

pequeno, encontramos
Ev(t) < CINM Ul Fllae + C [l (o) * + [ (o) 7] - (4.94)
De (4.94) e novamente usando (4.87) e (4.88), temos, para || suficientemente grande
Ev(t) < CINNUIIF 1+ CIEIS,.
Disto, juntamente com (4.85), concluimos que para || suficientemente grande, vale que
13, < CIAPIE,

o que nos da

[GAL — A) " F |l = Ul < CINYIF 3.

Portanto, do Teorema de Borichev e Tomilov, tem-se a conclusdo desejada. [ |



Consideracoes Finais

Nos dois primeiros sistemas hibridos estudados, verificamos claramente a suficiéncia das dis-
sipacoes dadas pelos termos de memoria para a estabilidade exponencial dos sistemas. De fato,
se os termos de memodria eram efetivos sobre a parte viscoeldstica da estrutura considerada
(corda vibrante ou viga de Timoshenko), entdo, provamos que os sistemas eram exponencial-
mente estdveis. Ainda, verificamos que na auséncia de tais termos de meméria hd a falta de
estabilidade exponencial de ambos os sistemas.

No terceiro sistema, quando consideramos a viga de Timoshenko em balanco com um termo
de memdria agindo apenas sobre o momento fletor da parte viscoeldstica, esta dissipagdo nao
se mostrou suficiente para estabilizar exponencialmente o sistema e, para atingir esse objetivo,
uma hipdtese adicional precisou ser acrescentada: de que a velocidade de ondas das equacdes
eram iguais. Retirando-se esta hipdtese adicional obtivemos o decaimento polinomial do sistema
mas, faltou concluir sobre a necessidade desta hipdtese para a estabilidade assintética do modelo
estudado, uma vez que, na falta dela, ndo conseguimos mostrar a falta de estabilidade exponencial
do sistema, muito embora acreditemos que isso de fato ocorra. Dessa forma, esta é uma questao
que fica em aberto.

As dissipacoes introduzidas pelas cargas pontuais nos trés modelos estudados nao se mostra-
ram relevantes para para a estabilidade exponencial, uma vez que esta se dd mesmo quando tais
dissipacoes nao estao presentes. Além disso, nos dois primeiros sistemas estudados, elas também
ndo se mostraram fortes o bastante para, sozinhas, produzirem estabilidade exponencial dos sis-
temas, o que ficou claro quando mostramos a falta de estabilidade exponencial na auséncia dos

termos de memoéria. Contudo, quando essas foram as Unicas dissipacoes efetivas sobre os modelos,
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elas se mostraram suficientes para estabilizarem polinomialmente os dois primeiros modelos.

A seguir, listamos algumas sugestdes para possiveis trabalhos futuros.

1. Analisar o comportamento assintético do sitema hibrido estudado no capitudo trés mas
com uma unica memoria agindo apenas sobre a tensao cortante.

2. Considerar outras condi¢des de contorno.

3. Estudar se ha relagdo entre o decaimento do niicleo de cada meméria com o tipo/taxa de
decaimento dos sistemas. Por exemplo, analisar o comportamento assintético dos sistemas para
funcoes de relaxamento decaindo polinomialmente.

3. Considerar outros tipos de dissipacdo agindo sobre a viga, como por exemplo, do tipo
Kelvin-Voigt.

4. Considerar problemas hibridos para vigas contituidas por trés ou mais componentes. Uma
situacdo interessante seria, por exemplo, considerar a viga formada por trés materiais fisicamente
diferentes, um viscoeldstico (com meméria ou de Kelvin-Voigt), outro eldstico e um terceiro,
com dissipagcdo dada por um mecanismo de atrito. Aqui, além do interesse do papel de cada
dissipacdo na estabilidade do modelo, hd ainda o interesse em se verificar a influéncia na taxa de
decaimento, das possiveis posicoes de cada material na viga.

5. Considerar sistemas hibridos para outros tipos de estruturas, tais como vigas de Euler-
Bernoulli, vigas de Bresse ou placas de Mindlin-Timoshenko, com cargas anexadas as suas extre-

midades.
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