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Resumo

Neste trabalho, estudamos o comportamento assintético de trés sistemas hibridos de vigas.

Inicialmente, consideramos uma viga eldstica de Euler-Bernoulli cujo efeito dissipativo é provo-
cado por uma carga pontual fixada em uma das suas extremidades. Usando a Teoria de Semigrupos,
estabelecemos a boa-colocagdo do problema, e mostramos que existe uma falta de decaimento ex-
ponencial; isto é, mostramos que a dissipacdo fornecida pela carga pontual nao é suficiente para
produzir o decaimento exponencial do sistema. Entretanto, é forte o bastante para produzir uma
taxa polinomial de decaimento.

Em seguida, consideramos um problema de transmissao para uma viga de Bresse em balanco,
cuja extremidade da parte formada por um material com viscoelasticidade do tipo memdria estd
presa, e na extremidade da parte eldstica ha uma carga pontual provocando um efeito dissipativo.
Mostramos que, quando o efeito de memdria atua efetivamente sobre as trés equagdes do sistema,
ele produz decaimento exponencial. Na auséncia de memdria, mostramos que hd uma falta de
decaimento exponencial. Assim, a dissipacdo fornecida pela carga pontual n3o é suficiente para
produzir decaimento exponencial, mas produz uma taxa polinomial de decaimento.

Finalmente, retomando o modelo abordado no segundo problema, consideramos que o efeito
de memodria esteja atuando apenas no momento fletor. Mostramos que, sob a hipdtese adicional
de igualdade das velocidades de onda da parte viscoeldstica da viga, o sistema decai exponencial-
mente. Entretanto, quando uma parte desta hipdtese é retirada, obtivemos uma taxa polinomial

de decaimento.

Palavras-chave: Problema de transmissao, efeito de memdria, viga de Euler-Bernoulli, viga de
Bresse, estabilidade exponencial, decaimento polinomial, falta de estabilidade exponencial, carga

pontual, sistema hibrido.



Abstract

In this work, we study the asymptotic behavior of three hybrid systems of beams.

First, we consider an elastic Euler-Bernoulli beam whose dissipative effect is caused by a tip
load attached on one end. Using the Theory of Semigroups, we established the well-posedness of
this problem, and we show also that there is a lack of exponential decay; that is, we show that the
dissipation provided by the tip load is not sufficient to produce the exponential decay of the system.
However, it is strong enough to produce a polynomial rate of decay.

Next, we consider a transmission problem for a cantilevered Bresse beam, whose first end of
the part formed by a material with viscoelasticity of memory type is attached, and moreover, in
the end of the elastic part there is a tip load, causing a dissipative effect. We show that, when the
memory effect effectively act on the three equations of the system, it produces exponential decay.
In the absence of memory, we show that there is a lack of exponential decay. Thus, the dissipation
provided by the tip load is not sufficient to produce exponential decay, but produces a polynomial
decay rate.

Finally, returning to the model of the second problem, we consider that the memory effect is
acting only in the flector moment. We show that, under the additional hypothesis of equality of
the wave velocities of the viscoelastic part of the beam, the system decays exponentially. However,

when a part of this assumption is removed, we obtained a polynomial decay rate.

Key Words: Transmission problem, memory effect, Euler-Bernoulli beam, Bresse Beam, expo-

nential stability, polynomial decay, lack of exponential stability, tip load, hybrid system.

Y



Sumario

1 Introducao 1
1.1 Modelo de Vigas de Euler-Bernoulli . . . . . .. .. ... 4
1.2 Modelo de Vigas de Timoshenko . . . . . . .. .. .. ... ... .. ...... 5
1.3 Modelo de Vigasde Bresse . . . . . . . . . .. 7
1.4 Revisdo Bibliografica . . . . . . . . . ... 8
1.5 Contribuicoes e Estrutura deste Trabalho . . . . . . . ... ... ... ... ... 10

2 Resultados Basicos 12
2.1 OsEspagos LP(S2) . . . . . o o o 12
2.2 Os Espagos de Sobolev . . . . . . . ... 14
2.3 Os Espacgos LP(0,T; X) e o Lema de Compacidade de Aubin-Lions . . . . . . .. 16
2.4 Resolvente e Espectro . . . . . . . . 18
2.5 Semigrupos . . . .. 19

2.5.1 Propriedades Assintéticas de Semigrupos de Classe Cy . . . . . . . . . .. 22
2.6 O Espectro Essencial . . . . . . . . . .. 23

3 Estabilizacao na Fronteira de um Sistema Hibrido de Euler-Bernoulli 26
31 OModelo . .. . . .. 26
3.2 Existéncia e Unicidade de SolugBes . . . . . . . . . . ... L. 28
3.3 A Falta de Estabilidade Exponencial . . . . . . . . . .. ... ... 29
3.4 Decaimento Polinomial . . . . . . . . ... .. 33

4 Problema de Transmissao para uma Viga de Bresse Viscoelastica-Elastica com
Carga Pontual 37
41 OModelo . . . . . . 38
4.2 Existéncia e Unicidade de Soluges . . . . . . . . . ... L. 40
4.3 Estabilidade Exponencial . . . . . . . ... 49

Vil



4.4 A Falta de Estabilidade Exponencial . . . . . . . ..

4.5 Decaimento Polinomial . . . . . . .. .. ... ...

5 Problema de Transmissao para uma Viga de Bresse
Elastica com Carga Pontual
51 OModelo . ... ... ... ... ... ......
5.2 Existéncia e Unicidade de Solugbes . . . . . . . ..
5.3 Estabilidade Exponencial . . . . .. ... ... ..

5.4 Decaimento Polinomial . . . . . . . . . . ... ...
6 Consideracoes Finais

Referéncias Bibliograficas

viii

101



Introducao

As vigas sdo elementos estruturais praticamente onipresentes no nosso cotidiano. Por causa
dessa imensa gama de aplicacdes, elas tém sido, hd muito tempo, um objeto de investigacoes
de diversas areas das ciéncias e engenharias, sob diferentes pontos de vista. Para a Resisténcia
dos Materiais, por exemplo, é importante estimar os valores maximos de tensées a que uma viga
pode ser submetida, sem que, com isso, venha a sofrer danos estruturais. Entretanto, os modelos
matematicos que abordaremos neste trabalho buscam descrever as vibracoes de vigas.

Evidentemente, as vigas podem apresentar diferentes tipos de vibracdes, e seus efeitos podem ser
tanto desejaveis (como em uma escova de dentes elétrica, por exemplo) quanto indesejdveis. Dentre
os efeitos indesejaveis, podemos citar os ruidos, as interferéncias em equipamentos ou mdquinas,
a aceleracdo no desgaste e a consequente reducdo da vida (til, ou mesmo o comprometimento
definitivo da estrutura de uma viga. Assim, resta claro que, em qualquer caso, é importante que se
conhecam mecanismos de controle, ou, dito de outro modo, de amortecimento dessas vibracoes.

De modo um pouco mais especifico, afirmamos que os modelos matematicos que abordaremos
neste trabalho estdo relacionados com o amortecimento de vibracoes de vigas. Assim, é impor-
tante destacar a importancia desses estudos. O exemplo cldssico nessa direcao é o famoso caso
da Ponte Tacoma Narrows, localizada sobre o Estreito de Tacoma, em Washington, EUA, que ruiu
no dia sete de novembro de 1940, poucos meses apds a sua inauguracdo. O colapso ocorreu apds
ventos de 65 quildmetros por hora terem feito a ponte vibrar e entrar em ressonancial. Um outro

exemplo nessa direcao é o caso da Ponte Presidente Costa e Silva, popularmente conhecida como

1As causas da queda da Ponte Tacoma Narrows até hoje sdo discutidas na comunidade cientifica. Muitos fisicos
e engenheiros acreditam que o colapso se deu devido a ocorréncia, ndo de um efeito ressonantico, mas sim de um
fendmeno denominado flutter aeroeldstico.
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Ponte Rio-Niterdi. Atualmente a décima-primeira maior ponte do mundo em extensdo (em 1974,
ano em que foi concluida, era a terceira), ainda conserva um ndmero expressivo: possui 0 maior
vao em viga reta continua do mundo, que é o seu vao central, com 300 metros de comprimento e
72 metros de altura, sustentado por duas vigas de aco. Ventos com velocidade relativamente baixa
(em torno de 55 quildmetros por hora) provocavam frequentemente oscilagdes nessas vigas, que
chegaram a sofrer deslocamentos pico-a-pico de 1,20 metros (o equivalente a 60 cm de oscilagdo
para cima e para baixo em relacdo a sua posi¢do de equilibrio), o que levava a interdicdo da ponte
quando ocorriam esses ventos. A solucao para este problema, que veio através de um projeto de-
senvolvido por professores da COPPE-UFRJ, foi implementada em 2004, com a instalacdo de 32
mecanismos atenuadores, pesando duas toneladas cada, dentro das vigas do vao central da ponte.
Hoje, as oscilacdes atingem um deslocamento maximo de 10 cm, de pico-a-pico, associado a um
periodo de oscilagdo de cerca de 3 segundos, o que ndo causa desconforto aos usudrios que trafegam
sobre a ponte.

De acordo com Timoshenko? [50], o estudo da vibragBes de vigas teve inicio no século XVIII, com
trabalhos de membros da familia Bernoulli e de Euler®. Em 1744, Euler publicou o livro Methodus
Inveniendi Lineas Curvas Maximi Minimive Proprietate Gaudentes, onde apresentou a solucdo da
equacgao diferencial do movimento transversal das vibragcdes de vigas prismdticas, bem como as
frequéncias naturais e os modos de vibracoes de vigas em balanco, vigas simplesmente apoiadas,
vigas bi-engastadas e de vigas de extremidades livres. O Modelo de Vigas de Euler-Bernoulli
é também conhecido como teoria elementar de vigas, por considerar apenas a contribuicdo da
deformac3o causada pelo momento fletor na equacdo do movimento. O efeito da inércia de rotacdo
foi considerado por Strutt* no livro The Theory of Sound, publicado em 1877. O efeito da forca
cortante na vibrag3do de vigas foi incluido no modelo elaborado por Timoshenko em 1921. O modelo
de vibragbes de vigas que leva em consideracdo os efeitos do momento fletor, inércia de rotacao
e forca cortante é conhecido como Teoria de Vigas de Timoshenko. Quanto as vigas circulares, o
modelo normalmente utilizado para modelar suas deformacdes é conhecido como Teoria de Vigas
de Bresse®, do qual o sistema de Timoshenko pode ser considerado um caso particular, conforme

veremos adiante.

2Stephen Prokofievitch Timoshenko, (1878-1972).
31 eonhard Paul Euler, (1707-1783).

4 John Willian Strutt, (1842-1919).

® Jacques Antoine Charles Bresse, (1822-1883).
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Tanto o modelo de Euler-Bernoulli quanto o modelo de Timoshenko podem ser empregados para
o estudo das deformacdes em vigas retas. A Teoria de Vigas de Euler-Bernoulli é mais comumente
utilizada, pois é bastante simples e fornece aproximagdes razoaveis para grande parte dos problemas
de vigas. Mais especificamente, quando as dimensdes da secdo transversal da viga sao pequenas
se comparadas ao seu comprimento (isto é, ao lidar com vigas compridas e finas), o modelo mais
apropriado é, de fato, o de Euler-Bernoulli. Caso contrario, o modelo de Timoshenko fornece
melhores resultados.

No primeiro modelo que abordaremos aqui, no terceiro capitulo deste trabalho - que é o Mo-
delo de Vigas de Euler-Bernoulli - consideraremos um mecanismo externo de amortecimento, que
consiste, basicamente, de uma carga pontual anexada a uma extremidade de uma viga elastica; o
que é denominado, na literatura em lingua inglesa, de mecanismo do tipo tip load. Nosso interesse
é investigar quais as taxas de decaimento da energia do sistema que esse mecanismo é capaz de
produzir.

J4 nos outros dois modelos estudados (no quarto e quinto capitulos), onde trataremos de vigas
modeladas pelo Sistema de Bresse, consideraremos, além dos efeitos dessa carga pontual, um
amortecimento advindo de uma propriedade intrinseca do material utilizado na composicao de uma
parte da viga.

Antes de apresentar rapidamente esses modelos, é oportuno fazer duas rapidas observacoes sobre
a terminologia utilizada neste trabalho.

Inicialmente, note que problemas interessantes surgem quando a dissipacdo atua de diferentes
formas sobre o dominio considerado, ou ainda, quando o mecanismo de dissipacao é efetivo em
apenas uma parte desse dominio. Situa¢des assim ocorrem, por exemplo, quando lidamos com
vigas formadas por mais de um tipo de material, podendo inclusive acontecer de uma parte da
viga ser constituida de um material puramente eldstico (portanto, sem dissipacdo efetiva), e outra
parte constituida por um material que apresenta algum tipo de dissipacdo, como, por exemplo, um
material viscoeldstico. Modelos matematicos para sistemas com essa caracteristica sdo chamados
de problemas de transmissao. Do ponto de vista matematico, um problema de transmissao
como o que citamos acima, consiste de um problema de valor inicial e de contorno para uma
equacao hiperbdlica, cujo operador eliptico correspondente tem coeficientes descontinuos. Por isso,
ndo podemos esperar que as solugdes de um problema de transmissdo (quando existirem) sejam

regulares em todo o dominio. Ao lidarmos com problemas de transmissao, portanto, é interessante
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estudarmos o comportamento assintético das solucdes e investigar quais propriedades individuais de
cada material sdo preservadas nessa jungao.

A outra observacao diz respeito a maneira como a carga pontual contribui para o sistema, nos
casos que consideramos. Encontraremos, aqui, um outro tipo de modelo: os chamados sistemas
hibridos®, que tém motivado muitas pesquisas, e que dizem respeito ao fendmeno de transmissio
de vibragoes de uma estrutura para outra. De um modo geral, podemos dizer que um sistema
hibrido descreve uma estrutura completa que acopla o movimento vibratério de dois componentes
de naturezas diferentes. O exemplo cldssico (e mais simples) é o de um sistema formado por uma
corda de comprimento [ que possui um corpo rigido anexado no extremo x = [. Neste caso, as

equacoes de movimento s3o:

Uy — Uy = 0, O<zx<l, t>0
u(0) = 0, t>0

Ao denotarmos u(l,t) =: w(t), vemos que o movimento do corpo rigido é descrito por uma fungao

= w(t) que satisfaz a seguinte equagdo diferencial ordinaria:
Wit — Wy = Ux(l)

Desta forma, esse sistema acopla a equacdo de ondas com a equacdo diferencial ordindria que
descreve o movimento do corpo rigido. Do ponto de vista matemdtico, os sistemas hibridos ocorrem
quando encontramos equacdes diferenciais parciais acopladas com equacdes diferenciais ordinarias
e/ou com outras equa¢des diferenciais parciais nas condi¢des de contorno.

Apresentaremos, a seguir, uma laconica descricao de cada um modelos abordados neste trabalho.

1.1 Modelo de Vigas de Euler-Bernoulli

No Modelo de Vigas de Euler-Bernoulli, também conhecido como de flexdo pura,
consideram-se as pequenas vibra¢des de vigas prismaticas uniformes (de se¢do transversal constante)
com comprimento longitudinal como dimensdo predominante; isto é, de modo que a dimens3o da

secao transversal seja pequena quando comparada com o seu comprimento. A hipdtese cinematica

5E que n3o ha que se confundir com a terminologia materiais hibridos, que diz respeito a propriedades intrinsecas
dos materiais utilizados na composi¢cdao dos elementos estruturais considerados, em certos casos.
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consiste em supor que as a¢des de movimento possiveis s3o tais que as secOes transversais perma-
necem planas, indeformadas, e ainda ortogonais ao eixo longitudinal da viga. A equagdo diferencial

que representa este modelo, no caso em que a viga é composta de material puramente eldstico e

Pow 8 [ Pw
PAGE T g <E[8x2) =0

onde w é o deslocamento transversal, p é a densidade linear, A é a drea da secdo transversal,

homogéneo, é dada por:

m = pA é a distribuicdo de massa, E o médulo de elasticidade do material (ou médulo de Young)
e I é o momento de inércia.

Como essa equacgao possui derivadas de segunda ordem em t, precisa ser complementada com
duas condigdes iniciais: a posi¢do inicial w(0) = w(z,0) e a velocidade inicial w;(0) = w(z,0). J&
em relacdo a varidvel x, ela possui derivadas de quarta ordem, e, por isso, exige que se especifiquem
quatro valores na fronteira. Os valores na fronteira podem modelar pontos de apoio, pontos de
carga, momentos, dentre outras propriedades fisicas. Como estamos denotando por w o desloca-

. : ow o .
mento transversal, temos que a primeira derivada — representa a inclinacdo, a segunda derivada

ox
0w . . PPw :
Bl representa o momento fletor, e a terceira derivada e representa o cisalhamento. Como
exemplo, seguem quatro tipos de condi¢Ges de contorno classicas:
0
w(0) = a—w(()) =0, para extremo fixo;
x
(0) _8211) (0)=0 ara extremo apoiado
w(0) = =0, X :
22 P P
ow Pw
—(0) = =—=(0) =0, ara extremo deslizante;
~2(0) = =2 (0) para ex
0w Pw
0) = 0) =0, ara extremo livre.
2 (0) = =5 (0) para ex

O leitor interessado em detalhes podera encontra-los em [51].

1.2 Modelo de Vigas de Timoshenko

Neste modelo, sdo considerados dois efeitos que foram ignorados nas hipdteses cinematicas do
modelo de Euler-Bernoulli: a inércia rotacional, que se refere a energia cinética produzida pela
rotacdo da viga, causada pelo momento fletor, e a deformacdo de cisalhamento causada pela forga
de cisalhamento. As secOes transversais planas permanecem planas, mas ndo necessariamente per-

pendiculares ao eixo longitudinal da viga, pois hd um giro da secdo em relagdo a essa perpendicular,
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ocasionado pelo cisalhamento.

A figura abaixo ilustra a diferenca entre as hipdteses cinematicas dos modelos de Euler-Bernoulli
e de Timoshenko. No primeiro, o angulo ¢/ da rotacao da secdo plana é considerado como sendo
igual a derivada do deslocamento transversal; j4 no segundo modelo, que considera os efeitos da

. ow . : .
deformacdo cisalhante, 1) e e nao tém necessariamente que coincidir.
x

Figura 1. Comparando os Modelos de Euler-Bernoulli e de Timoshenko.

O Modelo de Timoshenko para deformacgdes de vigas é sintetizado pelas equacdes de movi-

mento:
P1Ptt = Sy
prtt = Mx - Sa

onde t denota o tempo, x é a coordenada axial (isto ¢, a distancia ao longo da linha central da

(T) :

estrutura da viga em posicdo de equilibrio), ¢ é o deslocamento transversal, e 1) é o angulo de
rotacdo de um filamento da viga. Além disso, p; = pA e po = pl, onde p é a densidade do
material, A é a drea da secdo transversal e I é o momento de inércia.

Quando a viga é formada por um material puramente eldstico e homogéneo, a tensio cortante

(ou tensdo de cisalhamento) S, e o momento fletor M sio dados pelas seguintes leis constitutivas:

S = k(%+¢)
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comk = kGAeb= EI, onde k é o fator de cisalhamento, G é o médulo de rigidez e E é o médulo
de elasticidade (ou mddulo de Young) do material. Isto nos leva ao seguinte sistema acoplado de

equacoes diferenciais parciais hiperbdlicas:

(T) - { prpw — k(ps +¢). =0
P2ty — bibyy + k(e + 1) =0

O leitor interessado em detalhes podera encontra-los em [51].

1.3 Modelo de Vigas de Bresse

O Modelo de Bresse para deformacdes de vigas nada mais é - a grosso modo - do que uma
“adaptacdo” do modelo de Timoshenko para o caso em que o eixo de referéncia da viga considerada

possui formato circular. Veja a figura abaixo.

Figura 2: Modelo de Bresse.

Denotemos por w o deslocamento longitudinal e por N a tensdo longitudinal, e continuemos
a usar as mesmas notagdes que utilizamos no modelo anterior. O Modelo de Bresse para vigas

circulares é sintetizado pelas equacdes de movimento:

p1pw = Sy + LN
(B): 4§ patby = M, — S,
piwy = Ny — €S



Introdugdo - Revisdo Bibliografica 8

Para o caso de vigas circulares puramente elasticas e homogéneas, essas tensdes sao dadas por:

M = b,
N = kﬂ(wcs - &P)

Aqui, kg = FA el = R~ onde R é o raio da circunferéncia que contém o eixo de referéncia da

viga. Isto nos leva ao seguinte sistema acoplado de equagdes diferenciais parciais hiperbdlicas:

pl%ptt - k'(ng + w + gw)x - kog(wz - &P) = 0
prwy — ko(we — ) + kL(py + 1 + lw) = 0

Note que, quando ¢ = 0, o sistema acima se desacopla, e obtemos o sistema de Timoshenko como

um caso particular. O leitor interessado em detalhes podera encontra-los em [51].

1.4 Revisao Bibliografica

Nesta secdo, apresentaremos um breve resumo dos estudos referentes ao comportamento
assintético de modelos de vigas que guardam uma maior relacdo com aqueles por abordamos neste
trabalho.

No que tange a problemas de transmissao, citamos a investigacdo feita por RIVERA e
OQUENDO em [37], sobre uma corda constituida por dois materiais, sendo o primeiro deles um
material eldstico, e o segundo, um material com viscoelasticidade do tipo memdria. Neste artigo, os
autores mostraram, usando técnicas multiplicativas e argumentos de compacidade, que a dissipacao
dada pela parte viscoelastica é suficientemente forte para produzir a estabilidade exponencial do
sistema. Em [2], aparece o estudo feito por ALVES et al. sobre um problema de transmissdo para
uma viga de Timoshenko constituida por dois materiais parcialmente viscoelasticos, cada um deles
com dissipacao dada por um termo de meméria que atua apenas sobre o angulo de rotacdo. Usando
o método da energia, os autores estabeleceram o decaimento exponencial da energia do sistema
quando o nicleo g do termo de memdria decai exponencialmente e as velocidades de ondas sao
iguais. Além disso, mostraram que se g decai polinomialmente, entdo o mesmo acontece com a

energia do sistema.
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A estabilizacdo de sistemas hibridos tem sido objeto de estudos ha varios anos. Um dos
trabalhos pioneiros nesta area, devido a LITTMAN e MARKU [27], data de 1988. Neste trabalho,
os autores estabeleceram a estabilizagdo forte do modelo SCOLE (Spacecraft Control Laboratory
Experiment) que descreve as vibragdes de um satélite em 6rbita ligado a uma antena através de
uma viga longa e flexivel. Este resultado foi obtido mediante a aplicacdo de controles de forca e
de momento, no ponto de contato da antena com o satélite. Apds esse trabalho, viu-se surgir uma
grande quantidade de resultados referentes a estabilizacao de sistemas hibridos, seja para a equacao
de ondas, quanto para vigas de Euler-Bernoulli ou para vigas de Timoshenko, com amortecimento
interno ou na fronteira.

Em [28], LIU e LIU obtiveram o decaimento exponencial de um sistema hibrido para uma viga
nao-homogénea de Euler-Bernoulli com inércia rotacional e carga pontual, através de controles
aplicados no ponto de contato da viga com a carga. ANDREWS e SHILLOR [5], obtiveram o
decaimento exponencial da energia de um sistema hibrido para uma viga de Euler-Bernoulli com
viscoelasticidade do tipo Kelvin-Voigt que possui uma carga pontual contribuindo com um termo
de amortecimento para o sistema devido ao seu contelido granular.

Em relacdo ao comportamento assintético do sistema de Bresse existem alguns poucos resul-
tados. LIU e RAO [19] provaram que a energia de um sistema termoeldstico de Bresse, com dois
mecanismos de dissipa¢do, decai exponencialmente para zero quando as velocidades de propagacao
de ondas das equacdes sao iguais. No caso em que estas velocidades s3o diferentes, eles obtiveram
o decaimento polinomial. Os resultados obtidos em [19] foram melhorados por FATORI e RIVERA
em [17], onde os autores obtiveram os mesmos resultados considerando apenas um mecanismo de
dissipagdo para o sistema termoeldstico de Bresse. Em [48], os mesmos autores mostraram que
o mecanismo dissipativo dado por a(z)y;, com a € L*>(0, L) torna o sistema exponencialmente

estavel, mesmo mudando de sinal, desde que satisfaca a condicao:
1 [k
a:.= Z/o a(x)dx > 0.
A hipétese de igualdade das velocidades de propagacdo de ondas, isto é:

L A
P2 b

tem sido usada em muitos trabalhos, para estabelecer estabilidade exponencial. Entretanto, quando
essa hipétese falha, os mesmos trabalhos apresentam apenas taxas de decaimento polinomial. Nessa

direcdo, veja [48], [7], [17] e [16].
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Em [49], SORIANO et al. consideraram o sistema de Bresse com uma dissipagdo total ndo-linear
na equacao de rotacao das secoes transversais, e com dissipacoes nao-lineares localizadas nas outras
equacdes, enquanto que em [9], CHARLES et al. consideraram o mesmo modelo, mas desta vez
com dissipacGes nao-lineares localizadas nas trés equagdes. Em ambos os casos, obtiveram diversas
taxas de decaimento.

WEHBE e YOUSSEF [52] estudaram o sistema de Bresse com dois mecanismos de atrito
localmente distribuidos, agindo um na equag¢ao do angulo e o outro na equacao do deslocamento
longitudinal. Eles estabeleceram que, quando as velocidades de ondas sdo iguais, o sistema é
exponencialmente estdvel. No caso em que as velocidades de ondas s3o diferentes, os autores
mostraram a falta de estabilidade exponencial e o decaimento polinomial da energia do sistema.

BOUSSOUIRA et al. [7] consideraram o sistema de Bresse com dissipacdo de atrito agindo
apenas na equacdo do angulo, isto é, na segunda equacgdo do sistema. Os autores provaram que
este mecanismo de dissipacdo é suficiente para estabilizar exponencialmente todo o sistema, desde
que as velocidades de propagacdo de ondas sejam iguais. Quando essas velocidades sdo diferentes,
eles mostraram que o sistema ndo é exponencialmente estdvel mas que a solucdo vai para zero
polinomialmente, com taxas que podem ser melhorados tomando dados iniciais mais regulares.

FATORI e MONTEIRO [16] estabeleceram taxas Stimas de decaimento polinomial para o mo-
delo em [7], isto é, com amortecimento produzido pelo atrito agindo apenas na equagdo do angulo

de rotacao.

1.5 Contribuicoes e Estrutura deste Trabalho

No capitulo 2, faremos um breve resumo dos principais conceitos e resultados utilizados nos
capitulos seguintes. O objetivo é apenas tornar o texto auto-suficiente, razdo pela qual omitiremos
as respectivas demonstracoes; deixaremos, entretanto, indicacGes de onde essas provas podem ser
encontradas.

O capitulo 3 sera dedicado ao primeiro problema que abordamos. Consideramos um sistema
hibrido constituido por uma viga elastica de Euler-Bernoulli que possui, em uma de suas extremida-
des, uma carga anexada contribuindo com um efeito dissipativo para o sistema. Além de estabelecer
a boa-coloca¢ao, mostramos que a dissipacao dada pela carga na ponta da viga nao é suficiente para

estabilizar exponencialmente o sistema. Entretanto, ela se mostra forte o bastante para produzir
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decaimento polinomial.

No capitulo 4, consideramos um problema de transmissao para uma viga de Bresse em balanco
constituida por dois componentes: o primeiro, que compoe a parte da extremidade engastada da
viga, € constituido por um material viscoelastico, cuja viscoelasticidade é dada por um termo de
memoria com nlcleo exponencial; e o segundo é um material puramente eldstico. Novamente,
consideramos que, na extremidade livre, ha uma carga anexada contribuindo com um efeito dissi-
pativo para o sistema. Além de estabelecer a boa-colocagdo, mostramos que, quando o efeito de
memoria ocorre efetivamente nas trés equacdes do sistema, o modelo é exponencialmente estavel.
Na auséncia desses trés termos de memaria, provamos que o que existe é uma falta de decaimento
exponencial. Finalmente, provamos também que, embora a dissipacao fornecida pela carga nao seja
forte o bastante para estabilizar exponencialmente o sistema, ela é suficiente para fazer com que a
energia do sistema decaia polinomialmente para zero com t~1/2.

No capitulo 5, retomamos parcialmente o sistema hibrido do capitulo anterior, com a diferenca
que, agora, admitimos o efeito de memdria atuando apenas no momento fletor. Além de estabelecer
a boa-colocacdo, mostramos que o sistema é exponencialmente estavel, sob a hipdtese adicional
de igualdade das velocidades de propagacao de ondas das equagdes da parte viscoeldstica da viga.
Embora esta hipdtese seja inverossimil do ponto de vista fisico, o resultado obtido é bastante
interessante do ponto de vista matematico. Em seguida, enfraquecendo parcialmente essa hipétese,
em um sentido que tornaremos preciso mais adiante, provamos que a energia do sistema decai
polinomialmente para zero como ¢~ /4,

Para a boa-colocacdo dos trés sistemas, a ferramenta usada foi a Teoria de Semigrupos (mais
precisamente, um corolario do classico Teorema de Lummer-Phillips). A estabilidade exponencial,
em cada um dos casos, foi obtida através do método baseado no Teorema de Priiss. A prova da
falta de estabilidade exponencial dos modelos foi estabelecida usando resultados de Teoria Espectral
(tanto de operadores em geral, quanto de operadores que sdo geradores infinitesimais), notadamente
o Teorema de Weyl sobre a invariancia do raio espectral essencial por perturbacdes compactas. Salvo
melhor juizo, estes trabalhos sao pioneiros no uso destes resultados como método para estabelecer a
falta de estabilidade exponencial. O decaimento polinomial, em cada um dos casos, foi estabelecido
usando a caracterizacao obtida por Borichev e Tomilov.

Finalmente, no dltimo capitulo, discorremos resumidamente sobre as concluses de nossas pes-

quisas e indicamos perspectivas de alguns trabalhos futuros.



Capitulo 2

Resultados Basicos

Este capitulo é dedicado a apresentacao de conceitos e resultados utilizados nos capitulos se-
guintes. Estes resultados podem ser facilmente vistos na bibliografia existente e por esse motivo
omitiremos as suas demonstracoes, deixando apenas, em alguns casos, uma referéncia de onde

encontra-las.

2.1 Os Espacos L?(Q))

Definicao 2.1. Seja Q@ C R™ um conjunto aberto, onde n € N. Representa-se por LF(€),

1 < p < 400, 0 espaco vetorial constituido pelas fungoes f : {0 — R mensuraveis, cuja poténcia

f

LP(Q) = {f Q=R f e’mensura’vele/ |f(x)|Pdz < +oo}, 1 <p<+4o0.
0

p

p, Isto €, , € integravel a Lebesgue; ou seja:

Gostariamos que esses espacos fossem espacos de Banach, a fim de lidar com eles usando as
ferramentas da Andlise Funcional. Todavia, o que ocorre é que a “candidata natural”’ a definir uma

norma em LP((2), que é a fungdo ||| ;5o : £P(€2) — R dada por:

1/p
11l ooy = [ / |f<x>rpdx]

¢ apenas uma semi-norma, pois || f|| o) = 0 se, e somente se, f = 0 quase sempre em Q.
Para driblar essa “deficiéncia” dos espagos LF({2), procedemos do modo seguinte. Primeiro,

consideramos em LP(€)) uma relagdo bindria ~ definida pondo f ~ g quando f = g quase sempre

12
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em (). E facil provar que a relacdo ~ ¢é uma relacao de equivaléncia. Assim, faz sentido considerar
o quociente de £P(2) pela relagdo de equivaléncia ~.
A colecdo de classes de equivaléncia assim obtida forma um espaco vetorial, com norma definida

por

1, = | [ 1] %

onde f é um representante da classe de equivaléncia {f}.

Os espacos vetoriais normados assim definidos sdo denotados por L”(€2). Eles exercem um papel
fundamental no estudo moderno das Equacdes Diferenciais. Como, na verdade, ndo ha possibilidade
de confusdo, é usual, devido a conveniéncia, escrever f € LP(€2) e || f||, para denotar os elementos
e a norma em LP(£2), onde f é um representante qualquer da classe de equivaléncia em quest3o.

Pode-se provar que os espagos LP(£2), 1 < p < 400, sdo todos espagos de Banach. Além disso,
o unico dos LP(2) que é um espago de Hilbert ocorre quando p = 2, com produto interno definido

por:
(f:g)p(g):/gf(l‘)g(x)dx.

Finalmente, para definir L>°(£2) é preciso generalizar a idéia de supremo.

Definicao 2.2. Uma fungcdo mensuravel f : ) — R € dita essencialmente limitada quando existe
g : Q) — R limitada, tal que f ~ g. A colecio das classes de equivaléncia de fungdes definidas em

() e essencialmente limitadas é denotada por L>(S2).
Pode-se definir uma norma em L>°(2) por:
[flloo = inf{suplgl; g ~ f}.

O lado direito da igualdade acima é muitas vezes chamado o supremo essencial de f, e denotado

por supess f. Prova-se que, com a norma acima, L>(£2) é um espa¢o de Banach.

Lema 2.1 (Desigualdade de Holder). Sejam f € LP(Q2) e g € LY(R2), com 1 <p < +o00, eq 0

1 1
expoente conjugado de p, isto é, tal que — + — = 1. Entdo:

fgeL(Q) e / 1£al < vyl ooy

Demonstracdo: Ver [8], Teorema 4.6, p.92. [ |
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2.2 Os Espacos de Sobolev

Toda fungdo u € LP(2) possui derivadas distribucionais de todas as ordens. Entretanto, as
derivadas de u nem sempre sdo também fun¢des em LP((2). Este fato levou Sobolev, em 1936, a
idealizar uma nova classe de espacos vetoriais, os quais s3o de fundamental importancia no estudo

das EDP’s. Estes espacos sdo, em sua homenagem, chamados de Espacos de Sobolev.

Definicao 2.3. Chamaremos multi-indice a toda n-upla o = (o, a, ..., a,) de ndmeros naturais.
Dado um multi-indice «, definimos a ordem |«| de a por |a| = ay + g+ ... + v, € representamos

por D o operador derivacao
olel

T Ox . Ozon

No caso em que a = (0,0,0,...0), definimos D° = I, onde I é o operador identidade.

DOZ

Definicao 2.4. Sejam m > 0, um nimero inteiro positivo e 1 < p < co. O Espaco de Sobolev
de ordem m, modelado sobre L”({2), que denotamos por W™P(Q2), é o espago vetorial das
(classes de) funcées em LP(S2) cujas derivadas distribucionais de ordem «, pertencem a L*((2), para

todo multi-indice o, com |«| < m. Simbolicamente, escrevemos:
WmP(Q) ={u e LP(Q); Du € LP(Q), ¥V «, |a] < m}.

Quando 1 < p < oo, ndo é dificil mostrar que W"™P?(2) é munido da norma:
1/p

ullyymoy = | D 1D ul70q)

la|<m
e W™>(€2) tem norma:

||U||wm7w(9) - Z HDau“LOO(Q)‘

la|<m
Pode-se provar que os espacos W™P (), 1 < p < 00, equipados com as respectivas normas acima,
sdo Espacos de Banach. Além disso, W™P?(()) é reflexivo quando 1 < p < oo; e separdvel quando
1<p<oo.
Apenas no caso particular em que p = 2, o espaco W™? () é um Espaco de Hilbert, que

denotaremos por H™(f2). Simbolicamente, escrevemos:

H™(Q) = {ue L*(Q); D*ue L*(), Va, |a| <m},
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O produto interno de H™(€2) e a respectiva norma induzida sdo dados respectivamente, por:

1/2

[ fo « 2
<U;U>Hm(n) :Z<D u, D U>L2(Q) € HuHHm(Q) = Z |D uHL2(Q)

o] <m la<m

Embora seja um resultado basico de densidade o fato de que D(f2) possui imersdo densa em
LP(2), em geral, ndo é verdade que D({2) seja denso em W™P((Q2). Isto ocorre porque a norma de
Wm™P(Q)) é “bem maior” que a norma de LP(f2), e, por isso, W"™P({2) possui “menos” seqiiéncias
convergentes. Desse modo, a necessidade de se referir a aderéncia de D(§2) em W™P(§2) levou a
seguinte

Definicao 2.5.

Wir(Q) == D)

H™(Q

No caso p = 2 denotaremos esta aderéncia por H{*(§2) := D(2) - W2(Q).

Lema 2.2 (Desigualdade de Poincaré). Sejam Q2 um aberto limitado do R™ e 1 < p < co. Entdo,

existe uma constante Cg,,, (dependendo somente de ) e p), tal que
||’LL||Lp(Q) < CQ7PHVUHLP(Q), Yuce Wol’p(Q).
Demonstracao: Ver [8], Corolario 9.19, p.290. [ |

Observacdo 2.1. Seja Q) um aberto limitado do R"™. Consideremos em H} () a seguinte express3o:

= ou | :
ul| = dz | .
uu(;éwi)
Ent3o a desigualdade de Poincaré diz que || - || é uma norma em H}(Q) e que em H} () as normas
|-l el - lm () sdo equivalentes. Com base nesse resultado, em H(SY), onde Q2 é um aberto

limitado do R"™, considera-se o produto escalar:

o) = (e =3 [ 50 gtde = [ vuvvr
Definicao 2.6. Sejam m um nimero inteiro positivo e 1 < q < 0o. Definimos:
WmAQ) = W)

onde p e q sdo expoentes conjugados.
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No caso p = 2, denotamos H~™(12) := [HJ*(2)]".
O teorema a seguir estabelece algumas imersdes compactas entre espacos de Sobolev.

Teorema 2.1. Sejam n € N, 2 um dominio limitado do R"™ com fronteira de classe C™, m > 1 e

1 < p < o0. Entdo as seguintes imersées sdo compactas:

(i) Semp < n entdo W™P(Q) < LI(X2), para g € [1 ! [

’ n—mp
(ii) Se mp = n entdo W™P(Q) <> LI(2), para q € [1,400[;
(iii) Semp > n entdo W™P(Q) < C*(Q), para m—2 € [k, k+ 1[, onde k > 0 € um inteiro.

Demonstragao: Ver [1]. [ |

2.3 Os Espacos LP(0,7;X) e o Lema de Compacidade de

Aubin-Lions

Uma fung3o vetorial u : (0,7) — X é dita fracamente mensuravel quando a fungdo numérica
t — ( f,u(t)) é mensurdvel, para todo f € X'. E dizemos que u é fortemente mensuravel
quando u for o limite quase sempre de uma sequéncia (¢,),en de fungdes simples. Tem-se que,
em particular, quando u for fortemente mensuravel, entdo a aplicagdo t — ||u(t)||x € mensuravel

a Lebesgue.

Definicao 2.7. Denotaremos por LP(0,7;X), 1 < p < oo, o espaco vetorial das (classes de)
fungées vetoriais u : (0,T) — X, definidas quase sempre em (0,T) com valores em X, fortemente

mensuraveis, e tais que a fungdo t — ||u(t)||x assume valores em L*(0,T).

N3o é dificil verificar que, neste espago vetorial, os funcionais || - ||, x : L?(0,7; X') — R dados

por

T 1/p
||u||p,X=U ||u<t>||&dt] ~ quando 1< p < oo,
0

[[ufloc,x = sup ess[u(t)||lx, quando p = +oo,

definem normas. Imitando o caso escalar, prova-se que LP(0,7; X)) é um espa¢o de Banach com

as normas definidas acima.
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Apenas no caso em que p = 2 e X é um espaco de Hilbert, o espaco L?(0,T; X) é também um
espaco de Hilbert cujo produto interno é dado por:

T
(uaU)L2(0,T;X) = / (u(s),v(s))xds.
0
Uma aplicagdo simples da Desigualdade de Hélder nos mostra que, se u € LP(0,7;X), e v €
L0, T; X'), entdo a fungdo numérica ¢ +— (v(t), u(t)) . y assume valores em L'(0,T). E ainda,

um dos resultados fundamentais da teoria dos espagos LP(0,7; X), de demonstracdo bastante

sofisticada, é aquele que estabelece a identificacdo entre os espacos (duais):
[LP(0, T X)) = L(0, T X).
. . . oo, 11
Aqui, p > 1 e ¢ sao indices conjugados; isto é, — + — = 1. No caso em que p = 1, vale:
P q
[LY(0,T, X)] = L>=(0,T, X").

A dualidade entre esses espacos é dada na forma integral por:

T
<U7u)Lq(O,T;X/),LP(O,T;X) _/0 <v(t),u(t)>X,7X dt.

Com esta identificagdo, os espagos LP(0,7; X) “herdam” as propriedades bdsicas do espaco de
Banach X. Por exemplo, se X é reflexivo, entdo LP(0,T; X) sera reflexivo, para 1 < p < o0; e, se

X for separdvel, entdo LP(0,T; X') também serd separdvel, para 1 < p < oc.

Finalizamos esta secao enunciando um teorema de compacidade que sera utilizado no préximo

capitulo.

Teorema 2.2 (Lema de Compacidade de Aubin-Lions). Sejam X,, X e X; espagos de Banach

tais que X S X X1, com X,y e X, reflexivos. Anotemos:
d
W= {u e LP(0,T; Xo); i € LY0,T; X1)}.
Sel <p<+o0 eq=1, ou, alternativamente, p = +00 e ¢ > 1, entdo:

W <5 LP(0,T; X).

Demonstracdo: Veja [10]. [
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2.4 Resolvente e Espectro

Definicao 2.8 (Resolvente, Espectro e Operador Resolvente). Seja A um operador linear (ndo
necessariamente limitado) num espaco de Banach X. O Conjunto Resolvente de A, denotado por
p(A), é o conjunto constituido por cada \ € C para o qual o operador linear (\I — A)~! existe, é

limitado e tem dominio denso em X. Assim:
p(A)={\eC; M- A)'eLX)).
O Espectro de A, denotado por o(A), é o complemento do resolvente de A em C, isto é:

a(A) = C\p(A).

Para cada A € p(A), o operador R(\; A) : X — D(A) dado por R(\; A) == (M — A)~! é

denominado o Operador \-Resolvente de A ou, simplesmente, o Operador Resolvente de A.

Suponhamos que A é um operador linear fechado sobre X. Nesse caso, se A\l — A é bijetor,
entdo, como consequéncia do Teorema do Grdfico Fechado, tem-se (A — A)_l limitado. Logo, no
caso dos operadores fechados, o conjunto resolvente pode ser reescrito de uma forma mais simples,
a saber:

p(A) ={\ € C; (M — A) é bijetor}.

Assim, para operadores lineares fechados, um elemento A € C pertence a o(A) quando o
operador (A — A) n3o é injetor ou quando o operador (A — A) é injetor mas n3o é sobrejetor.
Este dltimo caso pode ainda ser decomposto em dois, dependendo das propriedades da imagem
do operador (Al — A); mais precisamente, no caso em que a imagem é densa em X e no caso
contrdrio. Isso nos permite separar o(A) em trés subconjuntos disjuntos: o Espectro Pontual

op(A), o Espectro Continuo o.(A) e o Espectro Residual o,(.A), que sdo definidos como:
o,(A) = {X € C; (A — A) n&o é injetor},
o.(A) = {\ € C; A\ — A é injetor mas ndo é sobrejetor e Im(A] — A) é densa em X},
o.(A) ={\ € C;\I — A é injetor mas n3o é sobrejetor e Im (A — A) no é densa em X'}
Dessa forma, tem-se que o(A) = 0,(A) Uo.(A) Uo,.(A).

Observacao 2.2. Quando A €é um operador ndo-limitado, com operador \y-resolvente
R(X\o; A) = (Mol —A)~! compacto para algum \y € C, entdo o.(A) = o4(A) = 0. Logo, neste

caso, o espectro de A é composto apenas de autovalores de A, isto €, d(A) = 0,(A) = av(A).
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Lema 2.3. O conjunto resolvente p(A) € aberto em C. A fungdo R(\; A) € analitica em p(A).
Demonstracao: Ver [43] - Vol. |, Teorema VIII.2, p. 254. [ |

Definicao 2.9. Seja A um operador linear num espaco de Banach X . A Cota Superior do Espectro

de A, denotada por w,(A), é definida como sendo:
wo (A) = sup{Re(A\); A € 0(A)}.

Chamamos de Raio Espectral de A, e denotamos por R,(A), ao raio do menor circulo complexo,

centrado na origem, que contém todos os elementos de o(A).

Proposicao 2.1 (Férmula de Gelfand para o Raio Espectral). Sejam A um operador linear e

continuo num espago de Banach X e R,(A) o seu raio espectral. Entdo,
R,(A) = lim ||A*|Y*.
k—o0

Demonstracdo: Ver [43] - Vol. |, Teorema VI.6, p. 192. |

2.5 Semigrupos

Em toda esta se¢do, salvo mengdo em contrério, X representara um espaco de Banach e £(X)

denotard a algebra dos operadores lineares limitados de X.

Definicao 2.10 (Semigrupo e Gerador Infinitesimal). Uma aplicacdo T : [0, +oc0) — L(X) € dita

um Semigrupo de Operadores Lineares Limitados em X, e denotada por (T'(t))s>0, quando:
(1) T(0)=1I,onde I é o operador identidade de L(X);
(i) T(t+s)=T(t)T(s), Vt,s € [0,400).

Além disso, diz-se que (T'(t))i>0 € um Semigrupo de Classe Cy ou, um Cy-Semigrupo, quando:

(131) lir(I)l+ I(T(t) — I)z|| =0, Vo € X.

t—

O operador linear A definido por:

T -1
D(A) = {z € X; hli)I(I)l+ — 3 existe}

com dominio:

Ax = lim %x, Vo € D(A)

h—0t

€ chamado o Gerador Infinitesimal do semigrupo (T'(t)):>0-
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Observagao 2.3. Sejam (T'(t))>0 um Cy-semigrupo em X e A seu gerador infinitesimal. Ent3o,

a fungdo definida por U(t) := T(t)x € a dnica solugdo para o problema de Cauchy (abstrato):

d

—U:AU, t>0
dt _
U0) ==

Além disso, U possui as seguintes regularidades:

U € C([0,00); X), quando x € X;

U € C([0,00); D(A)) N C*([0,00); X), quando z € D(A).

Definicao 2.11. Um semigrupo (T'(t)):>0 de operadores lineares limitados em X € dito um Semi-
grupo de Contracoes quando:

1T <1, Vit>o.

O teorema a seguir fornece uma caracterizacdo dos operadores lineares que sdo geradores de

um Cy-semigrupo de contragoes.

Teorema 2.3 (Hille-Yosida). Seja A:D(A) C X — X um operador linear no espago de Banach
X. As seguintes afirmagdes sdo equivalentes:
(a) A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragdes;

(b) A é fechado, densamente definido, e para todo real A\ > 0, tem-se que \ € p(A) e

1
IR A < 5

>~

(c) A € fechado, densamente definido, e para todo A € C com Re(\) > 0, tem-se que X € p(A) e

IR(A A <

Re(\)

Demonstracao: Ver [14], Teorema 3.5, p. 73. [ |

Sejam X um espago de Banach, X* o dual de X e (.,.) a dualidade entre X e X*. Para cada
r € X, anotemos:

J(z) = {a" € X" (z,2") = ||=||* = ||l="||"}.

Pelo Teorema de Hahn-Banach, segue que J(z) # (), Vo € X. Uma Aplica¢io Dualidade é uma
aplicagdo j : X — X* tal que j(z) € J(z), Vx € X.
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Definicao 2.12. Um operador linear A € dito dissipativo quando, para alguma aplicacdo dualidade
j, vale que:

Re{Ax,j(x)) < 0, VzeD(A).

Observacao 2.4. No caso em que X é um espago de Hilbert sobre R, tem-se que um operador

linear A : D(A) C X — X € dissipativo se, e somente se:
Re(Ax,z)x < 0, Vxe D(A),
onde (.,.)x denota o produto interno de X.

Teorema 2.4 (Lumer-Phillips). Seja A um operador linear densamente definido no espaco de Ba-
nach X.

(1) Se A é dissipativo e existe Ao > 0 tal que Im(A\oI —A) = X, entdo, A é o gerador infinitesimal
de um Cy-semigrupo de contragbes em X.

(i) Se A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contracées em X, entdo,

Im(A — A) = X para todo A > 0 e A € dissipativo.

Demonstracao: Ver [40], Teorema 4.5, p. 16. [ |

A seguir, apresentamos um coroldrio do Teorema de Lumer-Phillips que serd utilizado neste

trabalho para estabelecer a boa-colocacdo dos problemas estudados.

Corolario 2.1. Seja A um operador linear (ndo-limitado) densamente definido no espaco de Hilbert
X. Se A é dissipativo e 0 € p(A), entdo A é gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de

contracoes em X .
Demonstragao: Ver [40]. [

Teorema 2.5. Seja (T'(t))i>0 um Cy-semigrupo. Entdo, existem constantes w > 0 e M > 1, tais
que:

IT()|| < Me**, para todo t > 0.

Demonstracdo: Ver [40], Teorema 2.2, p. 4. [ |
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2.5.1 Propriedades Assintéticas de Semigrupos de Classe ()

Definicao 2.13. Diz-se que um Cy-semigrupo (T'(t)):>o € exponencialmente estdvel quando exis-

tem constantes ;1 > 0 e M > 1 tais que:
IT(t)[] < Me™™, ¥Vt >0.

Definicao 2.14. Sejam (T'(t))i>0 um Co-semigrupo e A o seu gerador infinitesimal. O tipo do

semigrupo gerado por A, denotado por wy(.A), € definido por:

wo(A) = Tim TITON _ e ITON

t—00 t t>0 t

Observacao 2.5. Note que wo(A) € o infimo das constantes w que satisfazem a desigualdade
do Teorema 2.5. Além disso, o tipo de um semigrupo pode nos fornecer informagcdes importantes
sobre o comportamento assintdtico desse semigrupo. Com efeito, um semigrupo é exponencialmente
estavel se, e somente se, wo(A) < 0. Quando —oo < wy(A) < 0 ocorre, o semigrupo (T'(t)):i>0
é exponencialmente estavel com uma taxa de decaimento 6tima determinada por wy(.A). De fato,

em vista da definicdo de wy(.A), temos que, para cada 0 < € < |wy(A)| dado, existe t. tal que:
In||T(t
ww®+€>—%Lm = @t ST (@), V>t
Como T'(t) € continuo sobre o intervalo compacto [0, t.], existe uma constante M. > 0 tal que:

|T(t)| < Moo+t gt >0

E entdo, para ver que (T'(t)):>o € exponencialmente estavel basta tomarmos —p = wy(A) + € na

defini¢do 2.13.

Proposicao 2.2. Seja A o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragcdes (T'(t))i>0. Se

wo(A) =0, entdo ||T(t)|| = 1, para todo t > 0.

Demonstragcdo: Por um lado, temos que ||T'(¢)|| < 1, pois (T'(t)):>0 é de contragBes, por

hipdtese. Para a desigualdade contrdria, note que, da definicdo de wy(.A), temos que:
1= = ¢ < T (1)),

para todo t > 0. [ |
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Proposicao 2.3. Seja A o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo (T'(t));>o. Entdo:
—00 < wy(A) < wp(A) < +o0,
onde w,(A) € a cota superior do espectro de A (ver definicdo 2.9).
Demonstragao: Ver [14]. [ |

Definicao 2.15. Dizemos que o Cy-semigrupo (T'(t));>0, cujo gerador infinitesimal é A, satisfaz

o principio da estabilidade linear quando:
we(A) = wo(A).

Teorema 2.6 (Priss). Seja (T'(t))i>0 um Cy-semigrupo em um espago de Hilbert H cujo gerador

infinitesimal é A. Entdo, (T'(t)):>o € exponencialmente estdvel se, e somente se:
iR C p(A) e [GAT—A) oy <C, VAER.

Demonstracdo: Ver [14], Teorema 1.11, p. 302. [ |

Teorema 2.7 (Borichev-Tomilov). Seja (T'(t))i>0 um Cy-semigrupo em um espaco de Hilbert H,

com gerador infinitesimal A, tal que iR C p(A). Entdo,
1. _ _
WH(ZM —A)7 g <C, YVIER = |T({t)A  |pw) <

Demonstracdo: Ver [6]. |

2.6 O Espectro Essencial
Denotaremos por K(X) o espaco vetorial de todos os operadores compactos sobre X.
Definicao 2.16. Um operador T' € L(X) é chamado um Operador de Fredholm quando
dim[ker(T")] < oo e dim[X/Im(T)] < oo.

Proposicao 2.4. Um operador T' € L(X) é um operador de Fredholm se, e somente se, existe

S € L(X) tal que (I — ST) e (I —TS) sdo operadores compactos.
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Demonstragao: Ver [20]. [ |

Definigao 2.17. Seja T' € L(X). O Espectro Essencial de T, que denotamos por o.ss(T), € o

conjunto dado por:
Oess(T) :={A € C; A\ =T ndo é um operador de Fredholm}

Definicio 2.18. Denominamos Algebra Calkin, e denotamos por C(X), & dlgebra obtida ao se
considerar, sobre o espaco quociente L(X)/K(X), o produto [C][D] = [CD], onde [C] € a classe
C+ K(X).

Vemos que C(X') é uma algebra que possui um elemento unidade, a saber, a classe [I]; e se torna

uma algebra de Banach quando equipada com a norma quociente:
||| := dist(T, K(X)) = inf{||T — K|; K € K(X)}

para T := T+ K(X) € C(X). Além disso, devido 3 equivaléncia contida na Proposicio 2.4, temos:

A

ess(T) = o(T), VT e L(X),

o que implica que o.ss(T") é fechado. Se dimX < oo, entdo todos os operadores sobre X s3o
operadores de Fredholm; logo, neste caso, o.ss(7T) = 0. Por outro lado, se X tem dimensio
infinita, entdo o.4(7") é sempre n3o-vazio.

Aqui, empregaremos as nota¢oes

A

[T ][ess == ||| € Tess(T) = 1(T) = sup{|A[; A € 0ess(T)}
para, respectivamente, a Norma Essencial e o Raio Espectral Essencial do operador T'.

Teorema 2.8 (Teorema de Weyl). Sejam S, T € L(X). Se S—T é um operador compacto, entdo

S eT tem o mesmo raio espectral essencial.

Demonstracdo: Ver [23], Teorema 5.35, p. 244. [ |

Como ||T||ess = ||T"+ K||ess para todo operador compacto K sobre X, vemos que
Tess(T' + K) = ress(T), VK € K(X).

Além disso, usando a férmula de Gelfand (ver Proposi¢cdo 2.1) para o raio espectral de T, obtemos

a igualdade:

Fess(T) = lim |23



Capitulo 2 - O Espectro Essencial 25

Definicao 2.19. Sejam (T'(t))i>0 um Cy-semigrupo sobre um espaco de Banach X e A o seu

gerador infinitesimal. O Tipo Essencial wess(A) do semigrupo (T'(t)):>o € dado por:

In ||T(¢ In T (¢
Wess(A> = W635<T) = lim L)Hess — inf M.

t—00 t t>0

Proposicao 2.5. Sejam (T(t))t>0 um Cy-semigrupo sobre um espaco de Banach X e A o seu

gerador infinitesimal. Ent3o:

Inrg..(1'(t
—00 < Wegs(A) = M <wo(A) < oo, para cada ty > 0.
0
Demonstracao: Ver [14], Proposi¢do 2.10, p.258. [ |

Corolario 2.2. Sejam (T'(t)):>0 um Cy-semigrupo sobre um espaco de Banach X e A o seu gerador

infinitesimal. Ent3o:

wo(A) = max{wess(A), ws(A)}.
Demonstracdo: Ver [14], Coroldrio 2.11, p. 258. [ |

Proposicao 2.6. Sejam (T'(t));>o um Cy-semigrupo sobre um espaco de Banach X, A o seu
gerador infinitesimal e K € K(X). Se (S(t))i>o denota o semigrupo gerado por A + K, entdo

T(t) — S(t) é compacto para todo t > 0. Em particular:
wess(A) = wess(A + K)

Demonstracdo: Ver [14], Proposicdo 2.12, p.258. [ |



Capitulo 3

Estabilizacao na Fronteira de um Sistema

Hibrido de Euler-Bernoulli

Neste capitulo, consideramos a estabilizacdo uniforme de um sistema hibrido consistindo de
uma viga de Euler-Bernoulli com um mecanismo dissipativo provocado por uma carga fixada em
uma das suas extremidades. O resultado principal é que o semigrupo associado ao modelo n3o
é exponencialmente estdvel. Além disso, mostramos que o semigrupo decai polinomialmente para

zero como /2.

3.1 O Modelo

Consideremos uma viga de comprimento [/, e denotemos por u o deslocamento transversal de

cada ponto da viga, satisfazendo a equacdo da viga de Euler-Bernoulli
mug(x,t) + Bgees(x,t) = 0, 0<z<l, t>0 (3.1)

onde = denota a coordenada axial e t representa o tempo, e as constantes positivas §:= &I e m
sao, respectivamente, a rigidez flexural e a densidade linear da viga, e £ e I sao, respectivamente,
o médulo de Young do material e 0 momento de inércia.

Estamos admitindo que a viga tem a extremidade x = [ livre, e possui um recipiente contendo

material granular fixado na extremidade x = 0. Além disso, vamos admitir que o recipiente e seu

26
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Tip Load

Figura 3.1: Viga de Euler-Bernoulli com Carga Pontual.

contetido formam um corpo de massa my e centro de massa O’ localizado a uma distancia d da
extremidade da viga, como mostra a figura acima.

Assim, as condi¢des de fronteira sdo dadas por:
u,(0,t) =0, Uz (1, 1) = Ugee (1, 1) = 0, u(0,t) = w(t), t>0. (3.2)

onde assumimos que o efeito dissipativo provocado pelo material granular interno pode ser repre-

sentado pelo coeficiente v, de modo que sua contribuiciao precisa para o sistema é descrita por:
pwy + Ywi + aw + Bz, (0) = 0, >0, (3.3)

onde p, v e o s3o constantes positivas que expressam propriedades fisicas da carga.

Estamos considerando as seguintes condi¢des iniciais:

u(z,0) = up(x), u(z,0) = uy(x), 0<z<l, (3.4)

w(0) = wy € C, w(0) = w; € C. (3.5)

O resultado principal deste capitulo é mostrar que o sistema (3.1)—(3.5) ndo é exponencialmente
estavel, mas a energia das suas solucbes decai polinomialmente. Isto significa que as propriedades
dissipativas da carga pontual ndo sdo suficientes para estabilizar exponencialmente o sistema, mas

produzem uma taxa polinomial de decaimento.
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3.2 Existéncia e Unicidade de Solucoes

Definimos a energia total do sistema como sendo:

1! 1
E(t) ;:5/0 [l + B ] o+ 5 [ fof? + p ]

E consideramos o espaco de fase H dado por:

H o= {U = (u,U,w,W)T € Vi x L*(0,1) x C* u(0) = w},

onde:
Vi={f € HX0,0); f.(0)=0}.

Note que H é um espaco de Hilbert, quando munido com o produto interno que induz a norma:
iz, = mNU 2 + B lluzellzg +afwl* + o W]

Agora, introduzimos o operador A em H definido por:

U
p
— —Ugzzx
AU = m : (3.6)
174
Y= Iw =L 0)
p p
com dominio:
D(A) = {U = (v, Uw,W)" € Vo x Vi x C*% u(0) =w, U(0) =W} (3.7)

onde:
V= {f € HY0,1); £2(0) =0, fur(l) = foma(l) =0}

Um célculo simples nos mostra que:
Re (AU U) = — |W[* < 0, (3.8)
o que significa que A é um operador dissipativo. Com isto, o sistema (3.1)-(3.5) é equivalente a:
U =AU, U0) = Uy, (3.9)
onde U(t) = (u(t),U(t),w(t), W ()" e Uy = (ug,ur,wn,w;)”.

Sob estas condi¢des, temos o seguinte
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Teorema 3.1. O operador A € o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contracdes (T'(t))

em H. Portanto, para cada dado inicial Uy € H, o problema (3.9) possui uma tnica solugdo fraca
U € C°[0,00[,H).
Além disso, se Uy € D(A), entdo U é uma solugdo forte de (3.9), com
U € CY([0,00[,H) NC°[0,00[, D(A)).

Demonstracao: N3io é dificil ver que o dominio D(.A) é denso em H; e, como .4 é um operador
dissipativo, segue do coroldrio 2.1 que é suficiente mostrar que 0 € p(A). Para isto, iremos provar
que, para cada F' = (f1, f2, 3, fH)T € H, existe um dnico U = (u,U,w, W)T € D(A) tal que

AU = F. Em termos de componentes, temos:

U=f! (3.10)

—%uxm = f? (3.11)

W= %= 1(0) (3.12)

P (3.13)

P P
Com efeito, segue das equagdes (3.10) e (3.12), que U e W estdo univocamente determinados,
comU e V), WeCelU(0)=W. Além disso, é facil ver que o sistema

( m
Ugpze = _EfQ

Uz (0) = Ung (1) = Ugga(l) =0

possui uma unica solucdo. E isto nos permite concluir que 0 € p(A). [ |

3.3 A Falta de Estabilidade Exponencial

Para mostrar que o sistema (3.1)-(3.5) ndo é exponencialmente estavel, a principal ferramenta
que usamos é o Teorema de Weyl sobre a invariancia do raio espectral essencial por perturbacoes

compactas. Entretanto, para a argumentacio que segue, vamos precisar tomar dados iniciais mais
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regulares. Em outras palavras, consideraremos o sistema (3.1)-(3.5) modelado sobre o espago de

fase ‘H dado por:

H = D(A) = {U = (uv,U,w,W)" € Vo x V; x C*% u(0) =w, U0) =W}
munido da norma:
>

2 2 2 2
||u||’}-{, = m HUt||L2(o,l) + ﬁ ||u$$t||L2(0,l) ta |wt| +p |Wt

Assim, a energia total associada ao sistema (3.1)-(3.5), que é compativel com a norma considerada

no espaco de fase H, é dada por:
_ . - 1 : 2 2 1 2 2
EQ(t) = Eg(t,u,w) = 5 [m ’utt| ‘|‘B ‘u:vxt‘ } dr + 5 [CY \wt] +p]wtt| ] .
0

Denotemos por A o operador de H dado pela mesma lei que aparece em (3.6). E facil ver que o
operador A é o gerador infinitesimal de um Cj-semigrupo de contragdes (7'(t)):>o sobre H.

Para usarmos o Teorema de Weyl, consideremos o seguinte sistema conservativo:

Py + QW + Plger(0) = 0 em |0, +o0] (3.15)

onde m, (3, «, p, e os dados iniciais e condi¢cdes de fronteira s3o os mesmos que consideramos

anteriormente. Mais precisamente, com condi¢des de fronteira:
u,(0) =0, Ugy () = Ugee (1) =0 w(0) = w, em ]0,+o0] (3.16)

e dados iniciais:

(@(0), @ (0), @(0), @, (0)) = (g, u1, wo, w;) € H. (3.17)

A energia total associada a este sistema é definida por:

- U B L N 1. ~
E(t) = EQ(t,u,w) = 5/ [m|utt|2 + ﬂ |u$$t|2] d:L'—f— 5 [Oé |U)t|2 _’_p|wtt|2j|
0
e é facil ver que:
d ~
—FE(t) =0

Agora estamos prontos para estabelecer o resultado principal dessa secao.
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Teorema 3.2. O semigrupo (T'(t));>0 associado ao sistema (3.1)-(3.5) ndo € exponencialmente

estavel.

Demonstracdo: Vamos mostrar que (7'(t));>0 tem o mesmo tipo essencial wess(7") que um outro
Co-semigrupo sobre H; a saber, o semigrupo (7(t)):>o associado ao sistema (3.14)-(3.17). Aqui,
usaremos o Teorema de Weyl (teorema 2.8). Em vista disso, iremos mostrar que, para cada t > 0,

a diferenga T'(t) — Ty(t) € um operador compacto de H; de onde obteremos:
wess(T) = wess(TO)'

Mas, como (Ty(%)):>0 € unitdrio, temos que wess(7Tp) = 0. Denotando por w(T') e w,(A) o tipo
do semigrupo (T'(t))i>0 e a cota superior do espectro o(.A), respectivamente, temos que (veja o
corolario 2.2):

w(T) = max {w,(A), wess(T) } = 0. (3.18)

E isto implica que (7'(t));>0 ndo é exponencialmente estdvel.
Vejamos. Sejam (u,w) e (u,w) solugdes dos sistemas (3.1)-(3.5) e (3.14)-(3.17), respectiva-
mente. Anotando:

U:=u—u, W =w—w,
temos que (U, W) é solugdo do sistema

oWy + aW + BU.(0) + yw, =0 em |0, +00] (3.20)
com condicoes de fronteira
U,(0) =0, Uza(l) = Usgaa(1) = 0, UQ)=w em 0, +oo] (3.21)
e dados iniciais
(U(0),U:(0), W(0),W,(0)) = (0,0,0,0) € H. (3.22)
A energia total associada ao sistema (3.19)-(3.22) é definida por:
E(t) := Ey(t; U, W) = %/Ol [m|Uy|” + B |Upwe|*] dz + % [a [ + p | W]

Diferenciando (3.19)-(3.21) com respeito a ¢ e multiplicando por Uy; a igualdade assim obtida de

(3.19), encontramos:

d __
EE(t) = —ywu Wy
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de onde segue que:
t
E(t) = —’)// wttthds
0

0 que se reescreve, em vista de (3.3) e (3.20), como:
t _— _
E(t) = —%/ [Btizes(0) + yw; + aw] [ﬂUxm(O) + aW + ~ywy| ds. (3.23)
0

Agora, consideremos uma sequéncia (), da forma U, = (U0, U1y Wo s W1 )T, limitada no
espaco de fase H, e denotemos por ((U,, W,,)),, a sequéncia correspondente de solugdes do sistema
(3.19)-(3.22). Vamos mostrar que a sequéncia (U,,), dada por U, := (U,, Ups, Wy, W,,1)T tem
uma subsequéncia que converge fortemente em H.

Para isto, note que (T'(t)Up.n)n € (To(t)Uon)n sdo limitadas em H, o que implica em:
(Un zzez)ns  (Unaooz)n,  (Unaot)ns € (Unawt)n limitadas em L®(0,T; L*(0,1))  (3.24)

e (Wni)n € (Wnyi)n limitadas em H'(0,7T), (3.25)

para cada T > 0. Segue dai, usando a desigualdade de Poincaré:
(Unae)n € (Unga)n limitadas em L*(0,7T H*(0,1)). (3.26)

1 _ N , :
Agora, tomando 0 < 0 < 5 e aplicando o Teorema de Aubin-Lions, concluimos que existe uma

subsequéncia, que continuaremos denotando por (I,),, tal que:
(Unez)n € (Unze)n convergem forte em L™(0,7; H*7°(0,1)). (3.27)
Mas, gragas a maneira como tomamos 4, obtemos a seguinte imers3o (veja o teorema 2.1):
H?79(0,1) < C([0,1]). (3.28)
Assim, segue de (3.27) e (3.28) que:
(Un2ez(0))n € (Upszx(0)), convergem forte em L*(0,T). (3.29)
Além disso, usando (3.3), (3.20), (3.25) e (3.29), encontramos:
(W), e (W), limitadasem H?(0,T), (3.30)
de onde segue que existe uma subsequéncia, ainda denotada por (U,,),, tal que:

(Wn)n,  (Wni)n € (Wy), convergem forte em L*(0,7). (3.31)
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Finalmente, usando (3.29) e (3.31) em (3.23), segue que (||[T'(t)—To(t)[Uonl 4, ), converge, o que
implica que ([T'(t)—To(t)]Uon), converge fortemente em H. Isto significa que, para cada t > 0,

T(t)—Ty(t) é um operador compacto em #, e portanto a prova estd completa. [ |

3.4 Decaimento Polinomial

Nesta se¢do, vamos mostrar que a energia das solu¢des do sistema (3.1)-(3.5) decai polinomialmente

1/2

para zero como t~'/#. Aqui, usaremos o Teorema de Borichev-Tomilov (teorema 2.7). Em vista

disso, no préximo lema, vamos mostrar que o eixo imaginario estd contido no resolvente de A.

Lema 3.1. O operador A € tal que
iR C p(A). (3.32)

Demonstracdo: Como (I —.A)~! é compacto em H, para estabelecer (3.32) é suficiente mostrar
que A n3do possui autovalores imagindrios puros. Para isto, suponhamos que exista A\g € R tal que
iXo é um autovalor de A, e seja U = (u, U, w, W)T € D(A) um autovetor normalizado associado
a 1)\g; isto é:
AU =i\ U. (3.33)
Usando (3.8) e (3.33), obtemos:
W = 0. (3.34)

Por outro lado, note que, reescrevendo (3.33) em termos de componentes, temos:

w
w
>

ixomU + Pugper = 0

w
w
~

ipAoW + aw + YW + By, (0) = 0.

De (3.34) e das igualdades acima, segue que:

e que u satisfaz
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Da boa-colocacdo do sistema acima vem que u = 0 e U = 0. Portanto, concluimos que U = 0,

0 que encerra a prova deste lema. |

Agora, iremos provar que a solucao U da equagado resolvente
(IN[—A)U=F (3.39)

satisfaz a primeira desigualdade do Teorema 2.7 (com /3 = 2) para || suficientemente grande. Para

isto, reescrevemos (3.39) em termos dos seus componentes, encontrando:

iu—U = f! (3.40)
iIdU + Puggee = mf> (3.41)
iw—W = f° (3.42)
ipAW + aw + AW + Buz..(0) = pf?. (3.43)
Tomando o produto interno em (3.39) com U, segue que:
YW < ClUlIF]. (3.44)

Lema 3.2. Existe uma constante C' positiva tal que, para todo \ € R, vale:

TOF < CIARWE + ol + UL IF]+ 112 + C [Vl paion) + letere 2o ) 171+

+ CIAW Juawall 20, -

Demonstracdo: Multiplicando (3.41) por ,,, e usando (3.40), obtemos:

% U (D) = idmW g, (0) + g |tiaes (0)|* + Ry (3.45)

onde:
! !
R, = m/ Uy [odx —m/ UJCE dx.
0 0
Mas, de (3.43) e (3.44) segue que:

p
5 [taax (O < C[APIW + [wf* + U]l [ FIl + 1 FIF] (3.46)

Além disso, é facil ver que:

Re(R) < C [[|Unlpzgog) + Itase 2o 171 (3.47)
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AW 0)] < N W] il 0. (348)

Tomando a parte real em (3.45) e usando (3.46)-(3.48), obtemos a desigualdade desejada. [ |

Lema 3.3. Para cada € > 0 existe uma constante positiva C. tal que, para todo A € R, vale:
!
/ (U * + [tawe*] de < € ||UF2(0p + Ce lwl* + Co A IF + Co AP [UI N FI| + Ce | I
0
Demonstragdo: Multiplicando (3.41) por (x — [)u,,, e usando (3.40), encontramos:
" [3m 2 B 2 — TN 2
/ {7 \U.|” + 5 Uz | } dr = iNmMWug(0) + mU (DU (1) + =1 |uzee(0)]” + Ry (3.49)
0

onde:
Rz:—m/ Uflxdx—i—m/ x—lUflxdx—m/ (= ) lUggs f2dux.

Além disso, é facil ver que:
Re(Ry) < CUIFN + ClUll 20,4 1F1] + C luazell 2o 1 (3.50)
e que, para cada € > 0 existe uma constante positiva C; tal que:
m U] |U(D)] < HUHL?OZ)+ v, 1720 + Ce U] (3.51)

Finalmente, tomando a parte real em (3.49) e usando (3.46), (3.48), (3.50), (3.51), (3.44) e o Lema

anterior, chegamos a conclusao desejada. |

Lema 3.4. Para cada ¢ > 0 existe uma constante positiva C. tal que, para todo A € R, vale:
1
2 2 2 2 2 2
/0 (U + |uzal"] dz < e U0y + Ce lwl” + Ce [UINIF( + Ce AP 1A | F]| + Ce || ]I
Demonstragdo: Multiplicando (3.41) por (z — l)u, e usando (3.40), obtemos:

l
/ [ |UP + 8 lual?] dz = 18 une(O) + lm |W] + Ry (3.52)
0
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onde:
! ! !
R3 := QB/ Uy U T + Qm/ (x — DU fldx + Qm/ (z — 1) fu, da.
0 0 0
Mas, é facil ver que:
5
Re(fts) < 5 tzellz20) + C Ntaaell 200 + C IUIIF] - (3.53)

e também:

2 2 2 2
1B |ua(0)]" < lﬁHUxxHLOO(O,l) < C”“MHHl(O,l) < CHumxHL?(O,l)' (3.54)

Tomando a parte real em (3.52) e usando (3.53), (3.54), (3.44), e o lema anterior, obtemos a desi-

gualdade desejada. |

De posse destes lemas, estamos prontos para estabelecer o resultado principal desta secao.

Teorema 3.3. O semigrupo (T'(t));>o decai polynomialmente como t=*/2.  Além disso, se

Uy € D(AF), entdo:

Ch
1T () Ul < WHUOHD(A’“)'

Demonstracao: Note que, de (3.42), obtemos:
AP fw* < CUIIE]+CNFIP. (3.55)

Agora, usando (3.55), (3.44) e o Lema 3.4, encontramos, para cada ¢ > 0 dado, uma constante

C. > 0 tal que, para todo |A| > 1, vale:
/Ol [ Jug]® + B |uzo "] d + e fw]* + plun]* < e [|Ul7agy + Ce AP [UIL I FI + CIF I
Escolhendo ¢ > 0 suficientemente pequeno, concluimos que, para todo |A| > 1, temos:
ke < At F)?

o que implica em:

|GAT — A)'F|,, < CIAP|F|

para A suficientemente grande. E isto encerra a prova. |



Capitulo 4

Problema de Transmissao para uma Viga
de Bresse Viscoelastica-Elastica com

Carga Pontual

Neste capitulo, consideramos um problema de transmissao para uma viga de Bresse constituida
de dois componentes: uma parte formada por um material viscoelastico (com viscoelasticidade do
tipo memdria), e a outra parte formada por um material elastico (sem efeito dissipativo atuando
sobre este componente). Além disso, consideramos também a acdo de um efeito dissipativo pro-
vocado por uma carga presa na extremidade da viga que é constituida pelo material elastico. O
principal resultado obtido é que o modelo é exponencialmente estavel quando o efeito da memdria
ocorre efetivamente nas trés equagdes da viga. Além disso, quando n3o ha efeito de memdria, existe
uma falta de decaimento exponencial, mas a dissipa¢ao fornecida pela carga produz uma taxa po-

linomial de decaimento; a saber, a energia do sistema decai para zero como t /2.

Isto significa
que a dissipacao fornecida pela carga ndo é forte o suficiente para estabilizar exponencialmente o

sistema, mas produz uma taxa polinomial de decaimento.

37
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4.1 O Modelo

Consideremos um problema de transmissdo para uma viga de Bresse constituida de dois compo-
nentes: uma parte formada por um material viscoeldstico (com viscoelasticidade do tipo memdria),
e a outra parte formada por um material elastico (sem efeito dissipativo atuando sobre este compo-
nente); sendo que a extremidade da parte viscoelastica estd presa, e na outra extremidade ha um
recipiente contendo material granular provocando um efeito dissipativo no sistema, como mostra a

figura abaixo.

Figura 4.1: Viga de Bresse Viscoeldstica-Elastica em Balango com Carga Pontual.

Denotemos por ¢ = @(z,t), w = w(z,t) e v = (x,t), respectivamente, o deslocamento

transversal, o deslocamento longitudinal, e o 4ngulo de rotacdo de um filamento da viga.

Usaremos as seguintes notag¢des:

Spl em ]OaLO[ ¢1 em ]O7L0[ w' em ]0>L0[
= , = e w= , (41)
©* em Ly, L] ¥? em |Lo, L] w? em |Log, L]

onde L é o comprimento da viga e Ly € |0, L] é o ponto de transmisséo.
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Assim, o modelo que consideramos é dado por:

t

prot — k(oL + ot 4+ lwh), — Oy (w! — 0ot +/glt—s Yok + 9t + b, (., s)ds +  (4.2)
0

¢
+ f/gg(t — s)(w — Egpl)( ,8)ds em |0, Lo[%]0, +o0]
phvly = ke + ok 04+ )+ [t )l + (43)
¢
/ g1t — 5)(ph + 01+ ). 5)ds em 10, Ly[x]0, 0]
¢
piwtlt — kl(w; — &pl)m + Ekl(gpi + ot + &u +/g3 (t—s) w — Lt )u(., 8)ds + (4.4)
0
—e/glt—smw T lwh)(.,5)ds em 10, Lo[x]0, +ox
p%gotzt — kg(goi + % + l? o — fkg(wx — 0p? )=0 em |Lg, L[x]0,4+00] (4.5)
P22 — Do, + kp(02 + 9% + Lw?) = 0 em |Lo, L[x]0,+oo[  (4.6)
P2w? — kp(w? — 09?)y + Chy(02 + 102 + (w?) =0 em |Lg, L[x]0,4+o0[. (4.7)

Aqui, g; : [0,400) — R (i € {1,2,3}) sdo as fungbes de relaxamento (ou, nicleos de memdria),
e p;'-, ki, ki, b; (1,7 € {1,2}) sdo constantes positivas que refletem propriedades fisicas da viga. As

condicdes de fronteira sdo dadas por:

e as condicOes de transmissdo sdo:

' (Lo, t) = ©*(Lo, 1), U (Lo, t) = * (Lo, t), wh (Lo, t) = w?(Lo,t) (4.9)

t

k1(py+! +0w') (Lo, t) — / 91(t—5)(op 41" +0w') (Lo, s)ds = ky(ph+0*+w?) (Lo, t) (4.10)
0

b1tpy (Lo, t) — /92@ — 8)hy(Lo, s)ds = bat)2 (Lo, 1) (4.11)
0

Fi(w, — €o") (Lo, t) — /93(t = 8)(wy — L") (Lo, s)ds = ka(w; — (%) (Lo, 1) (4.12)
0
onde t € [0, +oo[. O efeito da carga pontual sobre o sistema é modelado como:

Mg + diug + y1u + ko (92 + * + w?) (L) = 0 (4.13)
MoV + davy + Y2v + bz@bi([/) =0 (4.14)

mawy + dzw; + 3w + k?g(wz — &pQ)(L) =0 (4.15)
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em ]0, +00[, onde os parametros m;,~; (i € {1,2,3}) sdo constantes positivas e d; (i € {1,2,3})
s3o constantes nao-negativas que refletem propriedades fisicas da carga pontual. Finalmente, os
dados iniciais sao:

©'(0) = 9o, 1 (0) = 1, ¥'(0) =g, 1, (0) =41, w'(0) = wp, wy(0) =i em |0, Lo[, (4.16)
¢*(0) = w5, 7 (0) = @1, ¥*(0) = 45, ¥7(0) =¥7, w?(0) = wy, wi(0) =wi em | Lo, L[, (4.17)

u(0) =ug, w(0) =wuy, ©v(0)=1vy, v:(0) =21, w(0)=wy, wi(0)=w;emC. (4.18)

Aqui, consideramos os nlcleos de memdria decaindo exponencialmente; isto €, assumimos as se-

guintes hipdteses sobre as fungdes de relaxamento g; (i € {1,2,3}):

gi(t) >0, Yt>0, e g; >0 quase sempre em [0, +00]; (4.19)
e, chch>0: —clgt) <gi(t) < —chgi(t), t€0,+o0f; (4.20)

0<k:=k —/ gi1(s)ds, 0<b:=1b —/ ga(s)ds, 0 < kg:=Fk — €/ g3(s)ds. (4.21)
0 0 0

4.2 Existéncia e Unicidade de Solucoes

Para usar uma abordagem baseada da Teoria de Semigrupos, introduzimos o problema com

histdria, obtido substituindo-se as equag¢des (4.2)-(4.4) pelas correspondentes equag¢des com histdria:
t

pi@tlt - kl(@glc + W + Ewl)x - fk?l(w; - 6901) +/ gl(t - S)(SO; + ¢1 + gwl)x(w S)dS + (41)

—00

+ 6/_ g3(t — s)(wi — L") (., 8)ds =0 em 10, Lo[x]0, 4+o00]

t
Potly — by, + ki(y + U + L) + / ga(t = 8)1y, (., 5)ds + (4.2)
t
—/ g1t —8)(pt + ' +Lwh) (., 8)ds =0 em ]0, Lo[x]0, +o0]
11 1 g 1 1 1 ! B 1 1
prwy — ki(w, — ™), + k(@ + 00 + lw™) + g3(t — s)(w, — lp")u(., 8)ds + (4.3)

— 6/ g1t —s)(@L + ' +Lwh)(.,8)ds =0 em ]0, Lo[x]0, +ool.

—0o0

Seguindo as ideias de Dafermos [11], [12] e Fabrizio [15], introduzimos as seguintes notag¢des:
77(37a t S) = 901('%7 t) - gpl(x’t - 3) (44)

E(z,t,8) =l t) — (2, t — 5) (4.5)
w(z,t,s) = w(z,t) —w'(x,t — s) (4.6)
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com s € [0,4+00); de modo que o sistema (4.1)-(4.3), (4.5)-(4.18) pode ser reescrito como:

o0

prey — k(ph + o+ lwh)y — lho(w) — Lo") — [ gi(s) (e + € + p)u(s)ds + (4.7)
0

_ f/ooogg(s)(um—fn)(s)ds ~ 0 em 10, Lo[x]0, +00]

pythly — biby, + k(py + 0" + lw') —/Omgz(S)ém(s)ds + (4.8)

+/ooogl<s)(nx+§+€u><s>ds = 0 em ]0, Lo[x]0, +oo

Pk — ho(wh — D), + Ch(h + ! + o) — / 03(5) (tta — ) (s)ds + (4.9)
0

—i—ﬁ/ooogl(s)(nx—i-{—l—ﬁu)(s)ds = 0 em ]0,Lo[x]0,+o0]

P22 — ko(02 4 0 4 Lw?), — lhy(w? — lp?) = 0 em |Lg, L[]0, +oo[ (4.10)
P — Doty + ka9 + 0 + w?) = 0 em Lo, L[x]0, +oo[ (4.11)
PAw? — ky(W? — €p?) g + Cho(2 + P + Lw?) = 0 em |Lo, L[x]0, 400 (4.12)
N+ns—@; = 0 em Lo, L[x]0, +00[x]0, +-00[ (4.13)
E+E— =0 em |Lg, L[x]0, +00[x]0, +oo[ (4.14)
p A+ ps —wp = 0 em ]Lo, L[x]0, +00[x]0, +00|  (4.15)

onde k, b e kg sdo definidos em (4.21), com ', 0?1, 2 w! w? u, v e w satisfazendo as condicdes

(4.8) e (4.13)-(4.18), e n, £ e p verificando as condi¢es iniciais:

n(x,0,s) = no(x,s) =: @i(x) — @' (z, —s), (x,s) €]0, Lo[x]0, 00 (4.16)
£(x,0,8) = &(x, 8) = Yy(x) — ' (w, —s), (x,s) €]0, Lo[x]0, 00 (4.17)
w(z,0,5) = po(z,s) =: wi(r) — w(z, —s), (x,8) €]0, Ly[x]0, oo (4.18)

e as condicoes de fronteira:

n(x,t,0) = &(x,t,0) = p(x,t,0) =0, (x,t) €10, Lo[%x]0, +o0], (4.19)

n(0,t,s) = &(0,t,s) = u(0,t,s) =0, (t,s) € ]0,+00[x]0, +o0[.  (4.20)
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As condi¢bes de transmissdo sdo agora reescritas, para t € [0, 400, como:

©' (Lo, t) = ©*(Lo,t), ' (Lo,t) = ¥*(Lo,t), w'(Lo,t) = w?(Lo,t) (4.21)
k(L +9" +lwh) (Lo, t) +/0 91(8) (e +E+Cp) (Lo, s)ds = ka(2 4+ +0w?) (Lo, 1) (4.22)
bl (Lo, t) + /0 " 0a(5)Es (Lo 5)ds = byt2(Lo, ) (4.23)
ko(wy — ") (Lo, t) + /00093(3)(% — 0n)(Lo, 5)ds = ka(w — (p?)(Lo, ). (4.24)

Definimos a energia total do sistema por:

L
E(t) = 1/ J R s R o e oA o Ty W
0

3 [ [ @) @ ds + [ (o)) ds + [ o) |- (61 ds}dx

L
By(t) = / 212"+ Bl Rt kol g2 b2 o2 — 0% da +
0

1
5 [ ful® 2 [0l s [+ ma el + ma o]+ mg ]

Introduzimos também os seguintes espacos:
H™ := H™(0, L) x H™(Lo, L), m € N;
H = {(u,v) € H™ u(0) = 0, u(Lo) = v(Lo)}, m € N;

*

L2 := L2(0, Ly) x L2(Ly, L);
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HM0,Lo) :=A{f € H™(0,Lo); f(0) =0}, meN;

Lo
1= {os o 0. [0 [ TP ats <o}, ie (1,23,
0 0

L2 =12NL2, ije{l,23}, i#j

Recordamos que cada espaco de histdria ng (com j € {1,2,3}) é um espaco de Hilbert quando

munido do produto interno dado por:

00 Lo
(ol = [ 9006) [ alo s
0 0
Com estas notacoes, consideramos o seguinte espaco de fase:

H I u ':(¢17@27w17¢2’w17w27@17@2’ W17q]2’W1?W27T]7 6’ ILL7 u7 /U’ w’ U?‘/Y?W)T;
| Ue [ HPX[LYP L2 xL2 xL? xC8 @*L)=u, v} (L) =0, w?(L)=w |

91,3 91,2 91,3

Note que H é um espaco de Hilbert quando munido do produto interno
que induz a norma da  energia; isto  §, aquela  que, em  cada
Z/{: (9017@2awlaw2aw17w27®17®27‘P17\P27W17W27777£7,u7u>/07w7U7V>W>T€Hv édada por

U2, = LI )+ P I8, + 2 I P +
R+ 082 + D IRy o st — €0 P +
[0 Il s+ €1, + [ 0a(9) e = Ol s+
G A 1 P o [ A
bk g2 R 4 P ) b (02 o 2 — I ) +

+ 71 [ul? + 72 v 4+ s [w]? + ma |UP 4 ma VP +mg W
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Introduzimos também o operador linear ndo-limitado A em #H dado por:

q)l
(I)2
\IIl
\1,2
Wl
W2

[e.e]

: 91(8) (M +&+Lp)(s)

xT

1 ‘
—&pl)+1/ ds+/
P1Jo 0

1

1

k kot
(PE A -l + — (W
P1 P1

ol
k kol
2 (@2 9+ P, + o (w2 — )
P1 P1

g2(£)€xm(5)d8 - i
p

k
(ot + ! + ') + = !

b 1
- ¢glvx -1 /
P2 P3 P2 Jo

ks

2
2

b
p%l/f?m — (@2 + Y + Lw?)
2

k Kt o0
% (wh— Loty — ;(@i+¢l+£wl)+
1

pi

1
T

(w

§— —
1

P

e 7 | 3=ty

il
Plo

ko

p}

_ kot
p3

(w2 — Lp?), (2 + 2 4 (w?)

@1—775
Ul — ¢,
W —

U

o0

93(8) (pz—1n)(s)ds

/0 "1 () + €+ )(s)ds

91(8) (e +E+Lp)(s)ds

44
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com dominio:
(U=, %, 1, 2, wh w2, B &2 WL W2 W W2 & pyu,v,w, U V,W)TeH; )
(kg01+/0021(5)77(s)d5, ©?, bw1+/0022(5)£(3)d5, V2, kowl—l—/oogg(s)u(s)ds,wz)E [H2)°
(1,2 0L, w2 W w2 e [H), ®X(L)=U, VA(L)=V, WL)=W

(7787 fs; ,us) € L§13 X L_(2712 X L_¢2]1 37 77|s:0 = 5’5:0 = ﬂ'|s:0 =0

o0

k(oL + 9! + Lwb) (L) + / 91(8) (1 + € + Lp) (Lo, s)ds = k(05 + ©° 4 lw?)(Lo)
0

bw@wﬁém@@mwm:w@ww

o0

ko(wy — Lp")(Lo) + /0 95(8) (1o = £n)a( Lo, 5)ds = k(w7 — £°)(Lo)

\ J

Um célculo simples, usando as hipdteses que assumimos sobre as fungdes g; (i € {1,2,3}), nos da:

1 Lo oo/
RMA%UMZ=—%WV—@WV—%M¢+—/L/%@Nm+ﬂMM@F%®+

Lfy Km'“m+tf793 o = )(s)]* dsdz < 0

o que significa que A é um operador dissipativo.

Com a introdugdo desses espacos e dessas notagdes, o sistema (4.7)-(4.24) é equivalente a:
=AU, U0) = Uy, (4.26)

onde anotamos U(t) = (!, %, 1, 2 wh w?, &L, &2 UL W2 WL W2 n, & p,u,v,w, U, V, W)L (t)

_ 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 T
€ MO - (90078007@%77%7000,@0,9017901a¢17¢1jw1aw17770,50,/i0,U07U0>w0,U1,U1>w1) .

Teorema 4.1. O operador A € o gerador infitesimal de um Cy-semigrupo de contracdes (S(t)),~
em H. Assim, para cada dado inicial Uy € H, o problema (4.26) possui uma tnica solugdo fraca
U € C°[0,00[,H). Além disso, se Uy € D(A), entdo U é uma solugio forte de (4.26) tal que
U e CH[0,00[,H) NC(]0,00[, D(A)).

Demonstracao: E ficil ver que D(A) é denso em H. E, como A é um operador dissipativo,
para concluir que A é o gerador infitesimal de um C-semigrupo de contracGes, iremos mostrar que

0 € p(.A), de onde a conclusio desejada segue do coroldrio 2.1.
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Assim, mostraremos que, para cada F' = (f*, f%,..., f*))T € H, existe um dnico elemento
Z/{ = (@17¢27w17¢27w17w27©17®27‘1117\PQ7W17WQ7777£7MJU7U7U}7 U?MW>T e D(A) tal que

AU = F. Em termos de componentes, a igualdade A U = F é reescrita como:

ol = f! (4.27)
o? = f? (4.28)
vt o= f? (4.29)
v = f (4.30)
wt = f° (4.31)
w? = [ (4.32)
;(90316 + wl + gwl)x + %(wi o 6901) + pl/o 91(3)(7735 I g i éu)m(s)ds n
1 1 1
e o0
+ Pl/o 93(5)(nz — ) (s)ds = f (4.33)
1
R WL VIO S L (4.34)
P1 Pl
Elwix - ﬁl(%lv +ol 4+ lw'h) + 11/ 92(5)8zz(s)ds +
P2 P2 P2 Jo
1 o
- Pl/o g1(s)(ne + &+ Lp)(s)ds = f° (4.35)
2
Y2, — 22 g ?) = 10 (4.36)
P2 3
k Lkt o
p*?(wi ~leh)e = rlen H 0T D) + pl%/o 93(5) (1t — n)(5)ds +
E o0
- Pl/o g1(8) (0 + &+ Lp)(s)ds = fH (4.37)
1
k%(w?e —0p?)y— kif(sfi + 9 + bt = f12 (4.38)
P1 P1
ot —n = [ (4.39)
vh—¢ = M (4.40)
Wt —p, = [P (4.41)
U = f'%=f(L)(442)
V = "= f4L)(4.43)
W= = (L) (4.04)
SOy Dy R g W)L = 1 (4.45)
d b
—m%V— ,%22 m—iwim =/ (4.46)
T N I (T
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Com efeito, de (4.27), (4.29), (4.31) e (4.39)-(4.44), segue que:

(775; 587 ,U/s> S L2 X L2 X L2

91,3 g1,2 91,3

e ainda, que, para cada (z,s) € [0, Lo] x [0, 0], valem:

wes) = s = [ e
&(x,s) = sf?’(x)—/osf14(x77)d7

u@s>:sﬁ@»—l3wummf

o que significa que 7, ¢ e p estdo univocamente determinados.

Além disso, usando (4.20) e (4.19), podemos escrever, para cada T' > 0:

/OT 91(8)/0L0 s (s)|Pdzds < k%/0T91(s)/OLOT]:c(S)Tst(S)dde

%/OTgl(s)/OLo\m(s)Fdxds - é/ngl(s)/oLo|nm(s)|2dxd8

IN

de onde segue que:
2
g, =57 Imsllog,
e isto nos permite concluir n € Lgl.

Procedendo analogamente, obtemos:

(& p)ely < L ,x L

91,3 91,2 91,3°

47

Assim, resta a tarefa de estabelecer a existéncia e unicidade de solugdo para o sistema (P) dado

por:
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(oh+ 0t 1), + 20 ot — 1) =

k(oL + ! + w')(Lo) — ka(2 + ¥? 4+ tw?)(Lo) =

bl (Lo) — bat2(Lo) = — /0 " 0a()6a (Lo, 5)ds

= — 1) (Lo, s)ds

o(w! — £pY)(Lo) — Fa(w? — £62)(Lo) = — /0 gs(s)(u

h®) € X =

48

em ]0, Lo|
em | Lo, L]
em ]O,LU[

em | Lo, L[

em ]O,LQ[

em | Lo, L]

== [T+ e+ tuaoias - Tante) s - ey
2
(2 + ¢? + lw? ) +%( 2—1p?) = Z—;f8
Uy — (wx+w1+€w ) = b[ﬂ%f‘”‘/ 91(8) (e +E+Eu)(s)ds —/ gz(S)me(S)dS]
0 0
¢2 _@(902 +¢2+€w2) — &%fm
TT b2 T b2
(! — oY), — kf (h + 6+ tw!) =
= o [+ e s — [Taan - ). (eas]
0 0
(62— %), - 22 (2 g2 ) = A g
2 2
@'(0) =9'(0) =w'(0) =0, ¥"(Lo) = ¥*(Lo), ¢'(Lo) =v*(Lo), w'(Lo)=w?(Lo)
Y% (L) + ko (92 + ¥? + lw?) (L) = —my f1 — dy f10 = G4
V2 (L) 4 bap3(L) = —ma [ — do f17 =: G
3w (L) + ka(w2 — lp?)(L) = —msf?' — dsf'8 =: G

- / T 01(8) (e + €+ 01) (Lo, 5)ds

[HL]®

Para isto, consideremos o funcional linear T : X — C definido em cada (h!, ...,
por:
3 LO _— _— _— L _— _— —_— s
T ) = [ (ol F0 o0+ ATT0) i = [ (2504 30+ 2T i+
0 Lo

[ T 0 0 s

[

(pa—0n)(s) (RS

Lo poo
//92(8)mhidsdx +
0 Jo

—(hY)dsdx + Gy h*(L) + Gy h*(L) + G3 h®(L)



Capitulo 4 - Viga de Bresse Viscoeldstica-Elastica com Carga Pontual 49

onde X := [H!]? é um espaco de Hilbert, quando munido do produto interno dado por:

(K, h% 1% B 12 RO), (o' % 0! % W', w2)>X::fylg02(L)h2(L)+72w2(L)h4(L)+73w2(L)h6(L)+
+/ gpz+¢1+€w1)(h1+ b 4+-0h%) 4+bpLh3 4 ko (wy — Lot )(hi—éhl)] dz+
0
L
+/ I<:2 (©2+ 92+ Lw?) (W2 4+ 4-0h®) b2 R + ko (wy — 02 )(hi—éhz)]da:.
Lo

E facil ver que T € X'; de onde, pelo Teorema da Representacido de Riesz, segue que existe uma
dnica solugdo fraca para o sistema (P). Logo, .A é uma bijecdo de D(.A) sobre o espaco A. Como

A é fechado, segue do Teorema do Gréfico Fechado que 0 € p(A). [ |

4.3 Estabilidade Exponencial

Nesta secdo, vamos mostrar que se as fungdes g; (i € {1,2,3}) verificam as hipdteses
(4.19)-(4.21), entdo o semigrupo correspondente é exponencialmente estavel. O argumento prin-
cipal que utilizaremos é o Teorema de Priiss (teorema 2.6). Em vista disso, o préximo lema sera

dedicado a mostrar que o eixo imaginario esta contido no conjunto resolvente do gerador A.

Lema 4.1. Sob as hipdteses (4.19)-(4.21), o operador A satisfaz
iR C p(A). (4.48)

Demonstracdo: No teorema 4.1, j& mostramos que 0 € p(A). Além disso, note que n3o
é possivel concluir que o espectro o(.A) de A é formado apenas por autovalores, pois A~! n3o
é compacto. Deste modo, se (4.48) n3o ocorre, existe Ay € R com [A7|"" < |Xo, tal que
{iAs Al < Aol € p(A) e sup {[[(iA — A)TH 5 [A] < [Aol} = oo

Em vista disso, é possivel mostrar que existem sequéncias (\,), C R e (U,), C D(A),
do tipo Uy, := (@1, p2, 12 2wk w2 B 2 WL W2 WL W2 5. &0 fhn, Uns Vny W, Up, Vi, W)

tais que:

Unll, =1, V neN, (4.50)
(iNg — AU, =F, = (f, ... [ — 0 em H. (4.51)

n
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Mas, de (4.51) segue que:

50

iAoy — ®L = frem H'(0,Lo) (4.52)
iAgp2 — @2 = f2 em H'(Ly, L) (4.53)
iNUL — WL = f2 em H'(0,Ly) (4.54)
iNV2 — U2 = f2em H'(Lg, L) (4.55)
iNgw! — WE = 5 em H(0, Lo) (4.56)
iNw? — W2 = S em H' (Lo, L) (4.57)
. 1 k 1 1 1 kol 1 1
1 1

1 [ 0 [
_:0_%/0 91(8) (Mne +En+Lpin) e (5)ds — p—% ; 93(s)(

ko Kol
M2 — (2, + P2+ w?), — —5 (W2, — lp2) = [
P71 1
b k
ZA \111 -1 112,a:m+_1( nm+¢ +€w )
2 P2
1 o0
L / Go(8)6nna(s)ds + = / 01(8) (s + &+ 1) ()ds = f2
P2 Jo P2 Jo
b k
INUZ — 2+ (02, U2+ lw?) = £
2 2
k k¢
MW — S (wh = loh)a + 1<so£x+wi+€wi> +
P1 ,01
1 o0
o 93( ) (e =00 )2 () ds+— 91 YMnw+En+Llpn) (8)ds = f11
1
k. kol
MW — S (wl, — wi» + p—é% o+ ) = £
1 1
Ny, — U, = fﬁﬁ
ANy, — Vo, = f}j
INw, — W, = f;g
d ko
Ml b - Ut i 4, 00+ L)) = 12
1 mq
do b
MV + 2V + g+ 242 (L) = f2
mo 2 mg 7
d
MW+ W, 4 B, + 2 (w2, — 002)(L) = 2!
ms ms ms

fone—Enn)(8)ds = fg em L2(O, Lo)

em L*(Lg, L) (4.59)

(4.60)

em L*(0, L)

em L*(Ly,L) (4.61)

(4.62)

em L2(O, Lo)

em C
em C
em C

em C

em C

em C
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Tomando o produto interno de # por U,, em ambos os membros de (4.51), obtemos:

1 Lo poo
d1|Un|2+d2|Vn|2+d3|Wn|2__/ / 91(3)|(nn,w+§n+fﬂn>(3>|2d3dx +

LO LO
- _/ / $) [€na(s)|? dsdx——/ / 95(3) | (ttn.e — L) (8)|? dsdz — 0.

Disto e de (4.20) segue que:

[e.9]

{/0 91(5)H(nn,x"i’fn"’ﬂn)(s)Hf’}(o,LO)dS + ”€nHL§2+/O 93(s) ”(:umx_gnn)(s)ui?(o,[,o) ds| — 0.
(4.70)

Agora, o passo seguinte ¢ usar (4.49)-(4.57) para concluirmos que existem &' W' W € L*(0, L),
o2 W2 W? € L*(Ly, L) e uma subsequéncia ainda denotada por (i, ),, tais que:

ol — O vl — vl Wl — W' em L*0, L),

P2 — 7 W2 — 02 W2 — W? em L*(Lo,L).

Além disso, usando (4.50), (4.51), e (4.58)-(4.63), concluimos que existem X1, x3, x5 € L*(0, Lo),

X2, X4, X6 € L?(Lo, L) e uma subsequéncia que insistiremos em denotar por (i,,),, tais que:

(et 0+ )+ [ 0+ 0+ lm)(s)ds — o em L0, L),
D @t ed) — xe em Lo D),
Wbt [ 0()als)ls — xo em 12(0,L0)

: b, — xa em L*(Lo, L),

fo(he = ob) + [ n(5) s = )(s)ds — xo em L0, L)
RawZ, — 02) — xo em I30,Ly).

Destas convergéncias, usando (4.49) e (4.58)-(4.63), ndo ¢ dificil ver que:

i|Xo|p1 @' —0lx5) em L*(0, L),

k(@i,x+wi+£wi)x+/ 91(5)(77n,x+fn+€/in)x( )dS ’ (Xl T
0
i|Ao|pt®*—Lx6) em L*(Lo, L),

ka (@2 o4 i + (w?) X2)z

)= (
— (x2)o=(
b¢nxx / ( )énmr( )d8—><x3)$ (Z| 0|P%‘I’1+X1) em L2(07L0)7
— (xa)a=
(x5) = (i
=

il Xo|p30%+ x2) em L*(Lo, L),

X4)z

TLI$

2

kW%JWﬁ/MﬂMr%MW%%Mx
0

)\Olp%le%Xl) em L (0 LO)
(

kQ( - &pn Z|)\0|p1W +€X2) em L 0 LO)
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Mas, usando (4.70), (4.52)-(4.57) e as convergéncias acima, encontramos:

‘Pi,x — ®L \IJ;,Z — Wl WT}@ — W em L0, L),

(I)721,x — (I)?ﬂ \Ij?z,x — \Ijgzm Wg,z — Wg? em L2<L07L)7

onde:

1B 1B | A
(bals _ (Z|k0|X1 o ‘Ifl . gwl> ’ @916 _ l‘bO‘X?” le _ (Zlk()lXE) —|—€(I)1) em L2(0,L0),
0

0 = (Tha—w—m) - T
2

| A
X1, W?2= (Z|EO|X6+£®2) em L*(Lo, L),

2

de onde segue que:

b k
- O+ w4 ot = ! = 0 (W — ot L2(0, L
X1 Z|)\0|( :p+ + )7 X3 Z’)\()’ ) X5 @l)\Ol(Wm ) em (07 0)7
ky o 5 2 by ) 2 9 9
X2 (O + U= +0W?), x4= (W2 —1£d°) em L(Ly, L).

— = . ‘Ijxj —
Mol il X6 = il

Isto nos permite concluir, por um lado, que:

kol e
(DL + W' W), + (W} — (DY) + A1 _ o em L*(0, Ly),

k k
/56 2 2
(@2 + U + (W?), + %(Wﬁ — (D?) + plLA@z =0 em L*Ly, L),
2 2
k 1 2
vl g(éi + W+ W) + %qﬂ =0 em L*0, L),
k 2| \o?
w2 b—Q(@i + W2+ (W?) + ”2|b—0|\1:2 =0 em L*(Ly,L),
2 2
ket Hol?
(W —1ah), — k—(ob; + W+ W) + pl|k—0|W1 =0 em L*0, L),
0 0
kol 2|2
(W2 — 19?), — %((I)i + 02 W) + '01|k+0|W2 =0 em L*(Lo,L).
2 2

Por outro lado, temos também que:

ol @, U — U, W — W' em HY0,L),

(IJi — P2 \Ili — Wf — W? em Hl(LO,L),
de onde, lembrando que U,, € D(A), para todo n € N, segue que:

01(0) = 0'(0) =W'(0) =0, @(Ly) = P*(Lo), W'(Lo)=T*(Lo), W'(Lo)=W?(Lo),
U:=lim U, = lim ®3(L) = ®*(L), V:= lim V,, = V3(L), W:= lim U, = W2(L), (4.71)



Capitulo 4 - Viga de Bresse Viscoeldstica-Elastica com Carga Pontual 53

e, indo com isto em (4.64)-(4.66), encontramos:

1 1
w:=limu, = —®*(L), v:=limv, =—V*L), w:=limw,=—W?3(L). (4.72)
n n iAol n iAol

Além disso, é facil ver que:

k
(O +Ut W) em H(0, Ly),

k(o o+t +Lw,) +/ G1(8) Mz +En+Lun)(s)ds — i|>\ |
0 0

ko (@2 2 Hlw?) — 2 (D24 W (W?) em H' (Lo, L),

i Mol
b 1
i| Aol
by o
i| Aol
& ko
ko(wy , — Lpn) +/ 93(5) (e — Onn) (s)ds — i |(W1 —(®")  em H'(0, Ly),
0 0
ko
iAo

bt [ a(6a(s)ds — em H'(0. Lo).
0

bgwgﬁx — em H'(Ly, L),

ka(ws , — lph) — —— (W2 —(D?) em H'(0, Ly),

de onde, lembrando que U,, € D(A), para todo n € N, segue que:

B(@ot W) (Lo) = ko540 +0W2)(Lo),
(LO) = ‘I’Q(Lo)
ko(WE—tdY) (Lo) = ko(W2—10D?)(Ly),
ol o (R U WR)(L) = lim [ka(p],, v +6w7) (L)] (4.73)
T = i B (] (e
ks 2 2 [~ 2 9
o (W2 = (@%)(L) = lim a(w?, — £e2)(L)] (4.75)

e, finalmente, indo com (4.73)-(4.75), (4.71) e (4.72) em (4.67)-(4.69), encontramos:

ko (®2 + U2 + (W) (L) + (91 + il Xo|di — |Aol?my)@*(L) = 0,
b U2 (1) + (72 + i|Aold2 — [Ao[*ma2)¥*(L) = 0,
EZ(W@? - M)Q)(L) + (73 + i|)\0|d3 - |)\0|2m3)W2(L) = 0.

Portanto, concluimos que a séxtupla (®', &2, U1 U2 W1 1W?) é uma solucdo do seguinte sistema:
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1l Ao)?

( (PL + W + W), + %(W; — (D) + Tqﬂ =0 em L*0, L)
(@2 + U2 +(W?), + %(Wﬁ —(D?) + pﬂk—zdzcb? =0 em L*(Ly, L)
Pl — %(@; + Ul 4+ W) + p%’fi\op\lﬂ =0 em L2(0, Lo)
P2 — ];—z(tbi + W2+ (W?) + '0%|b—);0|21112 =0 em L*(Ly, L)

k¢ g ?
(WE—tdl), — —(®L + Wl + (W) + Mwl =0 em L0, L)

ko ko
2 2
(W2 —(d?), — %(cbi + U2+ (W?) + MLQAWQ =0 em L*(Loy, L)
2 2

PL(0) = UH0) = WL(0) =0, ®Y(Lg) = D*(Lo), W(Lo) = V%(Ly), W(Lo) = W?3(Ly)
(DL + U+ (W) (L) = ky(®2 + T2 + (W2)(Ly)

BUL(Lo) = by U2(Lo),  ko(W) — 0Y)(Lo) = p(W2 — (D2)(Ly)

ka(®2 + U2 + OW2)(L) + (71 + i Ao|ds — [Xo|?m1)D2(L) = 0

baW2(1) + (2 + i|Ao|dz — [Xo|*m2) ¥ (L) =0

ko (W7 — £®%)(L) + (93 + il Ao|ds — |Ao[*ma) W?(L) = 0.

Procedendo de modo andlogo ao que fizemos no final da prova do teorema 4.1, ndo é dificil
estabelecer a boa-colocacdo desse sistema. Assim, o sistema acima possui uma unica soluc3o fraca,

a saber, a solu¢do nula; de onde concluimos que:
U, — 0 em H

e isto contradiz (4.50), completando a prova. [ |

O préximo passo é mostrar que o operador resolvente é uniformemente limitado sobre o eixo

imaginario. Para isto, reescrevemos a equag¢ao resolvente:

(M — AU = F (4.76)
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(onde A\ e R, U € D(A) e F = (f, f2, ..., f*)T € H) em termos de componentes, o que nos d4:

iAot —

iAp? — @2
izl —

izp? —

il — Wt =
i — W2

k kot
iADt — ,0_( or ' +lw'), — 01 (wl—2o") +

— —/ 91(8) (e +E§+ i) (5)ds — —/ 93(8) (pz—1n)(s)ds
) ko k 14

IND? — (02 + 7+ ), — =5 (W — L)
P1 P1

k
iU — —wm + — P! (gow-i-tﬁ + 0wt ) +

_p_é/o 92(8)§m(s)d8+—1/ 91(3)(77x+§+€u)(s)ds

AV wmﬂf( R
2
k kY
MWl—p—(j(w;—egpl) + < (pr 4+t Hw?) +
1 1
1 o0

k kol
IAW? — p—;(wg —0p%), + p—é(tpi + 1 + lw?) =
1 1

i — @' 4, =

iIN — U g =

izt — W4y, =
I\ — U
-V =
iw—W =

dq ko
iU+ LU+ L+ —( @2 + Y% + Lw®) (L)
mq my my

iV + d—V + 204 b—¢§(L)

mo mao mo

ds ks
IV + 2w+ By + 2 (w? — 1% (L) =
ms ms ms

+ 93(3)(ux—€77)x(8)ds+p% / 0 (5) (e £+ £11) (5)ds =

2

= f7

= 8

em

em

em

em

em

em

em

= % em L*(0, L)

— f10

fll

— f16
f17
f18
_ f19
— f20

f21

em

em

em

em

em

L2<L07 L)

L2<07 LO)

em C

em

em

em

em

em

Q a

@

4.77

=
~l

8

=
\‘

9

>
fo's

&
o)

1

>
o0

(
(
(
(
(
(4.82
(

)
)
)
0)
)
)
)

4.83

(4.84)

(4.85)



Capitulo 4 - Viga de Bresse Viscoeldstica-Elastica com Carga Pontual 56

Note que as propriedades dissipativas do operador A implicam na existéncia de uma constante

positiva C' tal que:
2 2 2 Lo oo 2
UL+ o VP4 W [ (o) (g (o) dsda +
0 JO

+/O 0/00272(5) |€x(5)l2dsda:+/0 1023(3)!(%—67))(5”%3(13; < Ol IFl,. (499)

Doravante, neste trabalho, C' ird denotar uma constante positiva, que pode ser diferente em

diferentes lugares. Anotemos também:

By = /Ooogl(s)ds, By = /Ooogg(s)ds e Byim /Ooogg(s)ds. (4.99)

Lema 4.2. Sob as notagcbes acima, para cada € > 0, existem constantes C, C. > (0 tais que:

Lo
p;/O O 2de < C [l + 8"+ | a0y + 193] oo | A1 IF IR +
2
+ Ce [Ully 1Pl +e

bo(Lo) + / T 02(5)6u (Lo, )ds
0

o0

Demonstracdo: Multiplicando (4.85) por / 92(5)€(s)ds, e usando (4.90), obtemos:
0

@sz/ % | dr = k/L/ 92(8)E(8) (@l +9p' +-Lw )dsdx+b/L7 92(8)Ex(s) Y dsda +

+/0 </0 91(8) (e +E+Lu)(s)ds )(/O;Q(s)@ds)dwrp;/ / 92(5)E(5) U dsdz +
+/OLO /Oozlz(s)fx( )ds da: — pg/o /0022 (s)f14(s)Wtdsdx — pQ/Ly 92(8)E() fodsdz +
- {W}”(LOH/OO (5)8(Los5) H/OOZ’? £(Lo;5) } (4.100)

Mas, usando (4.20) e (4.98), encontramos:

Fo ﬂQP% Fo 112
Re |ps g2 $)E,(s)Uldsdr| < 5 (U da + C U5, 1 F 5, - (4.101)
0
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Além disso, usando (4.98), concluimos que, para cada ¢ > 0, existe uma constante C. > 0 tal que:

[ee) 2
Pl < e [bE0) + [ oa(o)6alLo,ds| + Co el [Pl (4.102)
0
e também:
Lo
Re[ / / 02(5)E(5) (@2 4+ 0t )dsdm] < Ot | oo 1 B IFI,
(4.103)
to 1/2 1/2
Re 92 8)&(s)vpdsdz| < C ||vr 220,20 141327 1E 115 (4.104)
e

re | ( [ tois) ( [noesis )i < e, @)

Tomando a parte real em (4.100) e usando (4.101)-(4.105), obtemos a conclus&o desejada. [

Lema 4.3. Para cada ¢ > 0, existem constantes C,C. > 0 tal que, para todo \ € R*, vale:

Lo
p%/o ‘(I)1|2d$ < C[Hwﬂlf_'_wl—i_gwl”LQ(O,Lo)—i_Hwﬂlﬁ”LQ(O,Lo)—i_ku’lv_&plnLQ(O,Lo ]HUHUZHFHID
2
_l’_

o0

Ul Flly + & |0+ ) (L) + / 91(5) (na+-€ +u)(Lo, 5)ds

2

+ Al + 5z 15+

 byl(Lo) + / 02(5)€2 (Lo, )ds

|A|2 |A|2

2
+

k(! — o) (0) + / " 05(5) (pte — (0, 5)ds

o

Demonstragcdo:  Multiplicando (4.83) por / g1(8) <n(s) —|—/ (f—l—é,u)(y,s)dy) ds e usando
0 0
(4.89)-(4.91), obtemos:

Lo Lo oo d x
ok [0t ae = of [ a0t (0 + [ €T B sian) asda +
Lo px e Lo [e%¢] 2
— Bup! /0 /0 ST+ W) (y)dydz + /O /0 01(5)(ne + €+ €1)(s)ds

dx +
Lo oo
ok / / 1() (6} + 91 + V) (e + € T G2)(s)dsder +

—e /L/ 1(6) (o261 + [ “9) 0~ en)(s)tse ) (o) + [ €y s+
o [ (560 + € i Jaso +

Lo T
- / / 91(s <f13 s) + /0 (f14+€f15)(y78)dy>dsd:c+P2 (4.106)
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onde

o oo Lg
P, :=—[k(<pi+wl+£w1)(Lo)+/o 91(8)(nm+€+€u)(Lo,S)d8}/O91(8) (n(Lo,S)Jr/O (E+Lu)(y, S)dy>ds-

Mas, usando (4.98), obtemos que, para cada ¢ > 0, existe uma constante C. > 0 tal que:

2

+ O Ul [1EN,  (4.107)

o0

1P| < e |k(gy+ip'+Lw')(Lo) +/ 91(8) (N +E+Lp) (Lo, s)ds
0

e também:

Lo proo d x
Re o} [ ot L (76 + [ @it dsas]| < 22 o HLZOLO+0||MHH||T||H,)
4.108

Lo
Re[ / / 01 () (0L 4 ) T E T ellpn) (5 )dsdw] < Clloh ot oo I IFI,
(4.109)

e

Re| ¢ L%“fql(s) (1ot )+ [ o) o i (ehas ) (67 + | € Gy s | <

1/2 1/2
< Cllwg = 6| oo,z U NF I3 + C Uy, | Flly, - (4.110)

(07L0

Além disso, usando (4.87) ndo ¢ dificil ver que:

Lo px 1
Re {—/31,)} /0 /0 <I>1(\I/1+€W1)(y)dydx} < DOy, L Ol g+
o 2

Ko (w! 6901)(0)—{—/ 93(8) (e —1n).(0, s)ds| . (4.111)

0

C

!

UG+ FI] +

C
[A[2
Finalmente, tomando a parte real em (4.106), e usando (4.107)-(4.111) e o Lema 4.2, obtemos a

conclusao desejada. |

Lema 4.4. Para cada ¢ > 0, existem constantes C,C. > 0 tais que, para todo \ € R*, vale:

/ |W1{ dr < G[H%ﬂb +&UIHL20LO+H¢ ||L2(0L0)+Hw — 0t Hmuoﬂ UM A2+
2
+

o0

+ C Ul Flly+ € k(¢i+¢1+€wl)(Lo)+/0 91(8) (e +E+Lp) (Lo, s)ds

2
+

o0

km@—ww@@ﬁé%@mMJm@mwm

2
C C
T Ml i I I

+ €

+ €

b@@@ﬁ[;@@wmww
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Demonstragdao: Multiplicando (4.87) por / g3(s) <,u(s)
0
e (4.91), obtemos:

ol [ = o [ ot & (6~ [ s+
+53€p1/ / Ol(y dydx—l—/LO / —fn()ddex—F
Lo
+ko/ / ga(s) (w2 — 60" (a — ) (s)dsda +
o] / 0s(s ( (et rta ) (et in)(6)d5) (55— [ 51y ) dsco +
— pi/Lo/ 93(8)W1<f”’(8)— ﬁ/xfl‘%(?mdy> dsdx +

Lo
— p%/ / g3(s)f1 ( ﬁ/ n(y, s dy> dsdx + P3 (4.112)
onde

Py ::—{ko(wi—ﬁwl)(Lo)ﬂL/OO;z(S)(ux—Kn)(LOa WS]/ 3(5) < (Lo, s) LO )

Mas, usando (4.98), obtemos que, para cada ¢ > 0, existe uma constante C. > 0 tal que:

dy) ds, e usando (4.89)

2

|Ps| < ¢ kO(Wi—éwl)(Lo)Jr/O 93(8) (e — In) (Lo, s)ds| + Ce U]l | Fly » (4.113)
e também:
1 Lo oo 1 d N 53P% 1112
Re [p! / / ga(syWt L u(s)—f/ . dy)dsdz| < PP IWR, .+ C Wl lIFlL.
o Jo ds 0 4 (0.Lo)

(4.114)
Lo
Re {k / / 93(5) (wy— ") (1 — ) (s >d5d4 < Cllwr = oo I I Pl (4.115)

Re{ / 793 ( (phrvtrtst)s [ 021(5)(77m+€+fﬂ)(8)d8)<@—€/0 xm@dsdx} <

< Ol @+ 00 | oo py I NF I3 + C Al [ Flly - (4.116)
Além disso, nao é dificil ver que:
1 Fo 1 xl— B3P% 1(|2 1]]2
Re | Bslp; i w i Ol (y)dydr| < T”W HLQ(OLO)—I—C’H@ HLQ(O,LO). (4.117)

Finalmente, tomando a parte real em (4.112), e usando (4.113)-(4.117) e o Lema 4.3, obtemos a

desigualdade desejada. |
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Lema 4.5. Para cada ¢ > 0, existem constantes C, C. > 0 tais que, para todo \ € R*, vale:

Lo Lo Lo
k;/ {go;wlwwlfdﬁb/ {¢;\2dx+k0/ wl— o [P de < CoU]ly, |1 F Il +
0 0 0 )
+

ekl + 0t 4 ) (Lo) + / T0u(8) (e + € + 1) (Lo, )ds
0

2
-+

+ & |biby(Lo) +/0092(5)§x(L073)d3
0

2
+

[e.o]

e o(w! — eob)(Lo) + /0 05(5) (1t — ) Lo, 5)ds

[e’e) 2

Folw!—£0Y)(0) + / 03(5) (12— 1) (0, 5)ds

0

[IIUIIH+||FIIH]

C
TP [A[2

Demonstracdo: Multiplicando (4.83), (4.85) e (4.87) por ¢!, ¢! e w!, respectivamente, e usando
(4.77), (4.79) e (4.81), obtemos:

Lo Lo Lo Lo
k:/ \goi—l—wl%—ﬁwlﬁdx—i-b/ |w;]2d$—|—ko/ \wi—&ol]de = p%/ ]@1\2(195 +
0 0

Lo Lo Lo @
+p2/ rwdzm/ W de — / / 01(8) (PTT O TG (£ +€p1)(s)dsdr +

/Ly 92 (8)V1EL (s dsdx—/L(y 93(8) (WL =0 (e — ) (s)dsdx +

+/ [plfb TV P pt W ot pr fTo! +p2f9w1+p1f”wl]dw + Py + Ps + P (4.118)
0

onde

[e.9]

Py = _k(¢i+w1+€w1)(Lo)+/o 91(8) (e +E-+Lp) (Lo, )dS} ¢'(Lo),

P = _bzﬂ}c(Lo) +/Ooog2(s)§x(Lo,s)ds] (L) e

Py = | ko(w! — £0Y)(Lo) + /0 gg(s)w—en)(Lo,s)ds} (L),

Mas, usando (4.98), nido é dificil ver que:

Lo k
Re |- [ a0+ CIITTENss| < et g, +
0 JO

+ CllUl 1Fll, (4.119)
Lo poo
0 o b )
e H / 92<5>fz<8>¢id5dx] < I10alla0 T C WA I F (4.120)
L
0 k: ,
Re[ // lgs(s)(pe—0n)(s)(w %—Egol)dsdx} < ZOHwﬂl”_&lem(o,zo)"i"CHUHH HFHH

(4.121)
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Além disso, como

' L) < N6l money < V2IUE oy 9200 00

segue de (4.77), (4.79) e (4.81) que, para cada § > 0, existe uma constante Cs > 0 tal que:

k
51" Lo < 7 llen+ 0t [ ) + W 5 25, + 1FIE]
e, procedendo analogamente, temos também:
b Cs
S < g 1eillao ) + T3 [nunwnFnH] e

Sl Lo* < 22t~ b

ianan+ e (RIS

o que nos da:

2
+

oo

P < e|k(pl+ut + ) (Lo) + / 01(5) (o + €+ 1) (Lo, 5)ds

k
+ g lleb vt g g + i DA IFIR] (4.122)

2
P < e bw;(Lo)+/ 2(5)€(Lo, 5) —Hw 20,000+ WQ[HUHHH\FHH} (4.123)
0o 2
R < & kol =)L)+ | a9 pes—tn) L. 5)ds| +
k
o= g gy 13 IR (4.124)

Finalmente, tomando a parte real em (4.118), e usando (4.119)-(4.124) e os Lemas 4.2, 4.3 e 4.4,

obtemos a desigualdade desejada. |

Lema 4.6. Existe uma constante C' > 0 tal que:

0o 2

(i) \¢1(Lo)|2+‘k(¢i+wl+£w1)@o)+/0 91(8) (e +E+Lp) (Lo, s)ds| < ClUly, [|Flly, +

Lo 2 2 2 2 2
+o/ (1074 |24 [P b+ [+ [k~ ]
0

2
< ClUlly [1Fl, +

i) |0 (Lo)[*+ \bwiwo) + [ tas)as

Lo
w0 [P et o]
0
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2
+

(e}

k‘o(Wi—Ewl)(Lo)Jr/ 93(8) (e —n) (Lo, 8)ds

0

(iii) |W'(Lo)|"+

2

< Ol ]Il +

o0

T ko(wl— ") (0)+ / 93(5) (1) (0, 5)ds

L
n c/ 10 [P kot ! k]
0

x=Lg

Demonstracao: Multiplicando  (4.85) por {p (bl/z_}ﬁr/ gg(s)gm(s)ds)] onde
0
p € C([0, Ly]; R), encontramos:

2

|
=0

b [ o [ + [ € s [g vt [l s
- 1% /OLOP (bw_i +/Ooogz<8)€x(8)d8> flde =

1 [Fo

=~ [Cofutet v+ e o] (5 oG (8129

bt + /O 4a(5)64(5)ds

Agora, usando (4.79) e (4.90) em [, obtemos, de (4.125):

xr=Lg
] _ b1 t
0

2 0 ,
1
2/, pz|\If‘d:c+

b1psp(Lo) |- 1 2
RPR0) gyl g
5 | ( 0)‘ +

1 [Fo

+ /OLOp|:k(90;:+w1+£wl)+/()O;1(3)<77x+5+fu)(8)d8} (b_;+/0022(3)§x(5)d3)dx n

oz + [Cmoreoas

2 Lo poo
dz + p, / / 92(8)pW € (5)dsdr +
0 0

bl + /0 4a(5)64(5)ds

o0

Lo poo Lo o
_ p%/o /0 g2(8)p\111f;4(5)dsd:c—p§/0 D (b%lc—i-/o 92(8)€$(8)ds> Pdr +
Lo
— bpy / P f3d. (4.126)
0

Com isto, obtemos a desigualdade (i) tomando p € C'([0, Lo]; R) tal que p(Ly) = —p(0) = 2 em
(4.126) e usando (4.98).

As provas de (ii) e (7i7) s3o inteiramente andlogas, e sdo obtidas multiplicando-se as equagdes

(483) e (487) por p (/{:(goi—kwl—l—fwl) —i—/ooogl(s)(nm—i—é—kéu)(s)d% e  por

P (ko(w}g—ﬁwl) +/ gg(s)(ux—ﬁn)(s)ds), respectivamente. [ |
0
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Lema 4.7. Existe uma constante C' > 0 tal que:

L

[ [P B P+ g W2P i+ b |24 o o= o <
L
O Lo 2 2 2 2 2 2
< Ol Fllt € 10+ 0P [ ottt P 2P od =06
0

Demonstracdo: Para cada n € N, considere a fun¢go ¢, : [Lo, L] — R definida por:

L
qn(T) ::/ e "ds =

Multiplicando (4.84) por [qn(go%—i—W—l—ﬁwz)} e usando (4.78), (4.80) e (4.82), obtemos:

(e—nx _ e—nL) ]

S|

L
[P b+ Pl = au(Lo) o 1030+ (247 + 2)(Lo) P+
0
L L
— 26/52/ G (w2 —00%) (P2 + Y2+ lw?)dz — 2pf/ G ®*(V2+(W2)dx +
Lo Lo
L

L
- 2p§/ @@ (f2+ f1+0f%)dx — 2,0%/ G [ (P2 + Y2+ lw?)dx. (4.127)
L

0 Lo

Analogamente, multiplicando (4.86) por ¢,12 e usando (4.80), obtemos:

L
/L e | [0 4 b |02 de = ga(Lo) [0 |93 (Lo)[*+ b [U2(Lo) "] +

L L

4 V2 fida — 2p? / @2 f 0z, (4.128)

Lo

L
+ 2]{32/ Gn (P2 4+ + ) p2da — 2p§/
L

0 Lo

Do mesmo modo, multiplicando (4.88) por g, (w? — £y?) e usando (4.78) e (4.82), obtemos:
L
iz 2 2 2~ 2
/ e [p% ‘W2| + ko ’wi — 6902’ } dr = qn(Lo) [pf ’WZ(LO)’ + ko ‘(wi — €¢2)(L0)‘ } +
Lo

L L

+ 2€k32/ Gn (P2 + 1 +0w?) (W2 —Lp?)dx + ZEp%/ G W ®2dx +
L L
L - L ’

- 20 [ WA (TP -2 [ @ EA e (4129)

L

0 Lo

Destas ltimas trés igualdades, segue que existe uma constante C' > 0 tal que:
c\ [ _ 2 2 2 2 2~ 2
(_n)/ e 024 g3 [ 02 W2y |2 2 b 2y [ 007 e <
Lo

< a(Lo) [z |62+ 42 + ) (Lo) | + ba [2(Lo) "+ Rz | (w2 = £7) (Lo) ] +

+ an(Lo) |93 @2(Lo)[* + g3 [W3(Lo) " + o3 [W2(Lo)[*] + C [l 1Flly - (4.130)
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Entdo, tomando n € N suficientemente grande, usando o Lema 4.6, e lembrando que U € D(A),

obtemos a desigualdade desejada. |

O préximo lema é crucial para garantir que o decaimento exponencial ocorre também no caso
em que d; = dy = d3 = 0. Com efeito, ele fornece uma estimativa para os termos envolvendo
|U%, [V|? e |IW]? que podem ser obtidos de (4.98) apenas quando d;, dy e d3, respectivamente,

sao positivos.

Lema 4.8. Existe C' > 0 tal que:
2 2 2 2 2 2
M ul” + 72 [0 + 35 [w]” +ma U]+ ma [V +ms W™ < CllUd]l[[Flly, +
L
2 2 2 2 2 ~ 2
+ c/ 302"+ 3 [ 02" 2 W2 g o202 [ by [ 2]+ oy a2 02
Lo

Demonstragcdo: Por um lado, multiplicando (4.84) por [(x—Lg)(gpi—Fw?%—wa)}, e usando

(4.78), (4.80) e (4.82), obtemos:

L
AP (L)[ + ks [(22+4*+ ) (L) = L;LO 10307+ ko [ 2+ 0] da +
I, ).

QP% L 2 s 2€152 L ) R
_ I—Lo J, (x—Lo) (V2 +LW?2)dx — I—Lo /, (z— Lo) (w2 —£0*) (2 +1p2 +Lw?)dz +
v 0

2p2 L - 2p2 L -
“ I / (x—Lo)®*(f2+ f*+ (f)dw — —— / (z—Lo) (2 +¥2+0u?) fodz
L—LO Lo L_LO Lo

e disto, lembrando que ®*(L) = U, segue que existe C' > 0 tal que:

2

AU+ ke | (@49 +) (L) < ClUlly I Fll,, +

L
+C/ [p%\<1>2|2+p§Wfﬂﬁ|W2|2+k2\¢i+w2+£w2\2+/52|w§—egp2]2}dx. (4.131)
Lo

Analogamente, multiplicando (4.86) por [(:L‘—Lo)lﬂ_%}, usando (4.80) e lembrando que
U%(L) =V, obtemos que existe uma constante C' > 0 tal que:

PV I+ by |2(L)

L
< OHuHHHF”H+0/ [Pg ’\1’2‘2+ ko |90§+¢2+&u2|2+ bo }¢§|Q]dx

L

i (4.132)
e, do mesmo modo, multiplicando (4.88) por [(x—Lo)(wg—Egﬁ)}, usando (4.78), (4.82) e

W?2(L) = W, concluimos que existe uma constante C' > 0 tal que:
2
W + ko (@R =)D < ClUlly IF ], +

L
+C/ [p?}W2|2+k2\soi+w2+€w2|2+l€2\wg—&oﬂdx. (4.133)
Lo
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Por outro lado, multiplicando (4.95) por @ e usando (4.92), temos que:
2 2 — — 2 2 2 =19 16
7 lul® = my |U|" — diUu — kou(py + ©° 4+ 0w*) (L) + miaf” + mU f
o que nos d&, usando (4.131):
yilul® < ClUl I, +
L
+ C/ [,0? {@2‘2—% P |\I/2’2+ 7 ‘W2‘2+ ko {4,0325+@/12+€w2{2+ ko ‘wi—&pﬂz] dz. (4.134)
Lo
Similarmente, multiplicando (4.96) por T e usando (4.93) e (4.132), obtemos:
L
lolt < O NF o+ C [ [+ 0|2 + s 2047 o, (@135)
Lo
e, do mesmo modo, multiplicando (4.97) por W e usando (4.94) e (4.133), encontramos:
L
v lwl? < Cul, HFHH+C/ [pf W22+ ky | 2402+ 02|+ Ky \wi—e¢2}2]dx. (4.136)
Lo
Finalmente, de (4.131)-(4.136) segue a conclusdo desejada. [ |

Com este ultimo lema, estamos prontos para estabelecer o resultado principal desta secao.

Teorema 4.2. Suponhamos que as condicées (4.19)-(4.21) sobre ¢y, go € g3 sdo verificadas. Ent3o

o semigrupo (e);>o € exponencialmente estavel.

Demonstracao: Tendo em vista o Lema 4.1, basta mostrarmos que existe C' > 0 tal que:

(i — A < C, VYAeR (4.137)

)" e

Como o operador resolvente é holomorfo, é suficiente estabelecer a desigualdade acima para ||

suficientemente grande. Para isto, note que, por um lado, os Lemas 4.8 e 4.7 nos permitem escrever:
By(t) < C U]y, IF ]l + CEw(h) (4.138)

Por outro lado, usando (4.98) e os Lemas 4.2-4.5, concluimos que, para cada ¢ > 0, existe uma

constante C. > 0 tal que:

2
—+

[e9]

B(oh + ! + f')(Lo) + / 01(5) (e + € + €2) (Lo, 5)ds

E(t) <e

2 00 2

+ € bwi(Lo)—i-/ g2(8)&x (Lo, s)ds| + ¢ ko(wi—ﬁgpl)(l}o)—i-/ 93(8) (e —1n) (Lo, s)ds| +
0 0
C. C.
+ Culltly 1Pl + i A1 + 725 I (4.130)
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Agora, de (4.138) e (4.139), usando o Lema 4.6, e escolhendo ¢ > 0 suficientemente pequeno,

encontramos:

Al < CNUla Il + 1y U117+ i 115 -

IAI2 IAI2

Ent3o, para |\| suficientemente grande, temos:
2 2
Uz, < ClFI,

o que implica em:

|G = )T F ||, = (il < CHF,.

Logo, o semigrupo (e);>( é exponencialmente estavel. |

4.4 A Falta de Estabilidade Exponencial

Nesta secdo, iremos provar que, na auséncia da dissipacdo provocada pelo efeito de memdria,
existe uma falta de estabilidade exponencial do sistema. Para isto, consideremos o problema sem

efeito de memdria, isto é:

prog — ki(ph + Pt + Lwh), — Eil(wy — Lot

p%¢tt bld)x:ﬂ + kl(@m + w + E(A}l

0 em |0, Lo[x]0,+o0|

o

em |0, Lo[x]0, 00|

e}

prwd — ky(w! — lpb), 4 ki l(pl 4 ot + Lt em |0, Lo[x]0, +00[
P — ka(9h + 07 + 0w?)s — kal(w] — (¢

) = (4.140)
) = (4.141)
) = (4.142)
) =0 em ]Lo, L[x]0,+oo[ (4.143)
Pt — bat, + ka9 + 0 +0w?) = 0 em Lo, L[x]0,+oo[  (4.144)
) = (4.145)
) = (4.146)
) = (4.147)
) = (4.148)

)

Pl — ka(w? — €0%)0 + kol (@2 + 0% + L em ]Lg, L[x]0, +oo]

(e}

Mty + diug + y1u + k(02 + ¥ + Lw?)(L em 0, 4o00|

MoV + davy + Y2v + b2¢ (L 0 em |0, +oof

)

mawy + dswy + ysw + kay(w? — %) (L em |0, +oof
com condicoes de fronteira:

©'(0) = (0) =w'(0) =0, ©*(L)=u, ¢*(L)=v, w*(L)=w em ]0,+oo[ (4.149)
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e condi¢des de transmiss3o:

¢'(Lo) = ¢*(Lo), ¥'(Lo) = ¥*(Lo), w'(Lo) = w?(Lo)
k(g + 9!+ L) (Lo) = ka(pl + 9% + (w?)(Lo)

b1ty (Lo) = baypz(Lo)  em 0, +00]
Fi(wy — 60")(Lo) = kol — £9%)(Lo)

em |0, +o00]

em |0, +o0|

em |0, +o00]

e dados iniciais:

1,241 452 1, 2 1, 2 41 4,2 1 2 _
(QO ¢ 71/} 71/} W, W 7¢t7§0t7wt7wt7wt7wt7uav7w7utavt7wt)}t:0 -

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 Y
= (9007 ©0, Yos Yo, Wy, Wos P15 901,%,%,%7%,UO,vo,wo,ul,vbwl) eH (4.154)

onde pg, ki, ki, biy iy, e (comi,j € {1,2} er € {1,2,3}) sdo exatamente os mesmos de antes, e

d; (com i € {1,2,3}), agora, sdo constantes positivas.
Além disso, para este problema, consideremos o espaco de fase:

7:'[ '_ Z/{ :: (<p17()027¢1)1/}2)w17w27¢17®27\1117\I}27W17W27U7U7w7 U?‘/;W)T7
ol Ue HPxLPxC L) =u, WAL)=v, W (L)=w |

A energia total associada ao sistema (4.140)-(4.154) é definida por:

E(t) = E (¢ % ¢! 02 wh o u,v,w) =

1L0112112112 1,51 p 1|2 112, 41,1 112
=3/ (Ot + o3t "+ et |+ b ! [P [+ o eod = €0 | o +
1L222222222 2 .02 p 2|2 212, 71,2 p 2|2
R A L e B e B T e e e e e S W s
0
1
5 P lul 2 o s fwl® + ma fuel” + ma [l + s [ (4.155)

e nao é dificil ver que, para todo U € H, vale:

d -
EE(t) = —d1|Ut|2 - d2|Ut|2 - d3|wt|2. (4156)
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Denotemos por B o operador linear nao-limitado de H dado por:

com dominio:

q)l
(I)Q
\1,1
\1,2
Wl
W2
(L + P+ Lty + — (wh — L)
1 1
(P2 + PV + lw?), + =5 (WP — 0?)
1 1
b
_11 x:c__i( i"‘iﬂl—i-ﬁwl)
P2 2
_ b
b= %, = = (92 + U7 + ) ,
1%5) 2
]51 1 1 1 1 1 1
—(wy — LYy — — (g + U 4 L)
P1 P1
k. kol
(W2 ), — (P2 P+ L)
P1 1%
U
1%
W
d k
—m—llU o —2 (92 + 2 + Lw?)(L)
_21/ — ﬁv — b_2 Q(L)
o mo Mo v
d k.
— By - By - 22 )L
3 ms ms

(U= (o, 2 0 g W W2 B, B2, U U2 W W2, w0, w, UV, W)
U € [H! N ERP x [HI x C°,

(L) =U, WXL)=V, W2 (L)=W,

k1(ph+0 0w ) (Lo) = ko(p2+1*+0w?)(Lo),

b1y (Lo) = byy2(Lo),

151 (W; - W)(Lo) = k}(wi - 5902)@0)

68
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E facil ver que:
Re (BU,U);, = —di|UP? — do| VI? — ds| W2 (4.157)
Além disso, n3o é dificil ver que o operador B é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de

contracdes sobre H, que denotaremos por (T'(t)),>0- Isto estabelece a boa-colocagdo do problema

(4.140)-(4.154).

Para provar que este sistema n3o é exponencialmente estavel, a principal ferramenta que usamos
é o Teorema de Weyl sobre a invariancia do raio espectral essencial por perturbacées compactas.

Com isso em vista, consideremos o seguinte sistema conservativo:

Ao — k(L + ot + 00Y), — k(@ — egh) = 0 em 0, Ly[x]0, +o0]

) (4.158)
Pyl — bl + k(@) + 9 + DY) = 0 em 0, Lo[x]0,+00[  ( )
praot, — k(@) — 0@, 4+ ki l(PL 4+t + 00 = 0 em 0, Lo[x]0,400]  ( )
Pr@a — k(B + 0 +40%), — kal(@] —£@%) = 0 em ]Lo, L[x]0,+0c[  (4.161)
PRV — byh? 4 ko(@2 + 92 + 427 = 0 em ]Lo, L[x]0,+oo[  (4.162)
PRG — ka(@) — 03%)a + kol (@2 + 47 +40%) = 0 em Lo, L[x]0, 00 ( )
Mty + i+ k(@2 + 02 + L% (L) = 0 em ]0,+o0] ( )
Maly + Y20 + bath?(L) = 0 em 0,400 ( )

) (4.166)

mdwtt+’}’3w+/€2(w —(G*)(L) = 0 em 0, +o0|

verificando as mesmas condicdes de transmissao e de fronteira, e com os mesmos dados iniciais que
consideramos anteriormente, onde p!, k;, ki, b;, m,,y, (com i,5 € {1,2} e r € {1,2,3}) sdo como

antes; isto é, com condicdes de fronteira:
oH0) =H0) =&Y 0) =0, F*L)=1a, ¢*L)=o, &*(L)=w em ]0,4+00[ (4.167)
e condi¢des de transmiss3o:

P (Lo) = ¢*(Lo),  ¥'(Lo) = ¥*(Lo), @' (Lo) = @*(Lo) em J0,+oo[  (4.168)
ki (@l 4 ot + 00N (Lo) = ko(@2 + 02 4+ £0%)(Ly)  em |0, +oo[  (4.169)

bl (Lo) = bot02(Lo),  ki(@! — bV (L) = ko(@? — €@*)(Lo)  em ]0, 400 (4.170)
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e dados iniciais:

~1 ~2 71 72 ~1 ~2 ~1 ~2 71 72 ~1 ~2 ~ ~ ~ ~ ~
(90 y P 715 ﬂﬁ W, w 78075790,:77/},:, tawtawmuav?w?utavtawt)

t=0

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 ¥
= (SDOa 90071/)071/]07("}07("}079017 w17¢17¢17w1aw17u07U07w07u1avl7w1) eH (4171)

A energia total associada ao sistema (4.158)-(4.171) é definida por:

Et) = E(t; ¢4, @ ¢4, 92, oY, &% 4,0, 2) (4.172)
e ndo é dificil ver que:

—E(t) = 0. (4.173)
Agora estamos prontos para estabelecer o resultado principal desta sec3o.

Teorema 4.3. O semigrupo (T(t)),s, associado ao sistema (4.140)-(4.154) ndo € exponencial-

mente estavel.

Demonstracdo: Vamos mostrar que (7'(t)),., tem o mesmo tipo essencial wess(7") que outro

>0
semigrupo associado a um sistema conservativo; a saber, do semigrupo (7o(t)),-, definido pelo
sistema (4.158)-(4.171). Aqui, usaremos o Teorema de Weyl (teorema 2.8). Assim, vamos mostrar

que, para cada t > 0, a diferenga [T'(t) — Ty()] é um operador compacto; de onde segue que:

Wess (T) = wess(TO) .

Mas, como (Tp(t)),, € unitério, temos que w,s(7p) = 0. Denotando por w(T') e w,(B) o tipo
do semigrupo (7'(t)),, € a cota superior do espectro o(B), respectivamente, temos que (veja o
corolario 2.2):

W(T) = max {WU(B)a wess(T)} == 07 (4174)
e isto implica que (7'(t)),-, ndo é exponencialmente estavel.

Vejamos. Sejam (o', 02, ¢!, 2w, w? u,v,w) e (@Y, @2, Y, 0%, &, &2, @, 9, ) solucdes dos sis-

temas (4.140)-(4.154) e (4.158)-(4.171), respectivamente. Anotando:

Hl — gpl—gbl, d2 .= @2—@2, wl= ?/11_2/;17 U2 = ¢2_1;27

I
g
|
£

Wh=uw'—a! W2 =uw-3? U:==u-—1, Vi =v-—u, W
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temos que (®!, &2 P! T2 W! W2 U, V, W) é solugdo do sistema:

Pr®L — k(B + W+ W), — B (WL — ¢ P!

0 em |0, Lo[x]0, 00|
UL — bWl + k(@ + T+ AW =0 em 10, Lo[x]0, +o00]

PIWL — k(WL — 1@1), 4 kyf(®L 4+ B! + (W!

0 em |0, Lo[x]0, +o00]

P2D? — ey (B2 4+ W2 + IW?), — kpl (W2 — (®?) = 0 em |Lg, L[x]0, 4+o0]

PPW2 — [y(W2 — (®?), + kol (D + B2 + (W2

0 em |Lg, L[x]0, 00|
mi Uy + 71U + ko (®2 + U2 + I W?)(L) = —dyuy, em 0, +o0]

)

)

)

)

W2 — byW2 4 k(P2 + W2 + I W?)
)

)

My Vi + 72V + by W2 (L)

)

(4.175)
(4.176)
(4.177)
(4.178)
0 em ]Lo,L[x]0,+00]  (4.179)
(4.180)
(4.181)
(4.182)
(4.183)

= —dyv; em 0, +o0|

msWy + 13 W + ko (W2 —(®?)(L) = —dsw; em ]0,400]

com condicdes de fronteira:

B1(0) = W'(0) = WI(0) =0, ®XL)=U, TXL)=V, W3L)=W em |0, +o0]
(4.184)

e condicbes de transmissao:

& (Ly) = ®*(Lo), W'(Lo) =P*(Ly), W' (L) = W?(Ly) em ]0,+oc[ (4.185)
k(@) + W + E W) (Lg) = k(P2 + U2 + A W?)(Ly) em ]0,+oo] (4.186)
bWl (Lo) = bW (L), k(WL —£®Y)(Lo) = ko(W2 — £ ®?)(Ly) em ]0,+oo[ (4.187)

e dados iniciais nulos; isto é:

(@', @ ¢' > W' W2 &/ & ¥, ¥ W/ W; UV WU,V W)|_ =0¢ct.
(4.188)
A energia total associada ao sistema (4.175)-(4.188) é dada por:
E(t) := E(t; ®', &, ' ¥2 W! W2 U, V, W) (4.189)
e é facil verificar que:
d — — —
—E(t) + d1|U)? + do| Vi |* + ds|W,|* = —d1@,U; — dot V — d3iis W, (4.190)

dt
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de onde segue:

t t t t t t

E(t) +d1/ |Ut|2da+d2/ |Vt|2do+d3/ (W, |°do = —dl/ﬂtﬁtda—dg/ @ttha—dg/ W W do.
0 0 0 0 0 0

(4.191)

Agora, consideremos para dados iniciais uma sequéncia limitada (U ), de elementos do espaco de

fase 7—2 da forma

(1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 T
Z/{O,n = (‘pO,nJSOOm,?q/}O,n?wO,n7w0,n7w07n7¢1,n7<p1,n7¢17n71/]17n7w17n7w1,n7u0,n7v0,n7w0,n7u1,n7v1,n7w1,n) .

Além disso, denotemos por (®. &2 w! w2 W! W2 U, V,, W,) a sequéncia correspondente
de solugGes do sistema (4.175)-(4.188). Mostraremos que a sequéncia (U4,,), dada por:

1 2 1 2
‘Iln,t ’ ‘I’n,t 7Wn,t ﬂWn,t )

U, = (®. &2 ¥l ¥2 Wl w2 &! &2

n,t» *n,t»

UnaanwnaUn,tvvn,taWn,t)T

possui uma subsequéncia que converge fortemente em H.

Inicialmente, note que (T'(t)Uon),, e (To(t)Uo,)n sdo limitadas em H, e isto implica que

(Pre+ 00 +LD)(L))ny (DR )(L))ny (@50 = LP2) (L)),
(®re+ T+ LWI(L))n, (L)L), & (Wh, —27)(L))n

s3o limitadas em L?(0,T), para todo T' > 0. Disto, usando (4.164)-(4.166) e (4.181)-(4.183),
segue que

(&n,t)na (f)n,t)nv (@n,t)m (Un,t)na (Vn,t)n € (Wn,t)n

sdo limitadas em Hl(O,T). Portanto, existem subsequéncias que denotaremos do mesmo modo,

tais que:

Ty — Ty, Ty — Uy, e W, —> W  forteem L*(0,T), e (4.192)

Un,t — Ut, Vn,t — Vt, (S Wn,t — Wt forte em L2(0, T) (4193)
Das convergéncias acima segue que:
T e T e T e T e T o T o
/ athUthdt —>/ ﬂtUtdt7 / ﬁnﬂgvn,tdt —>/ f)ttht € / @n7twn7tdt —>/ IDtWtdt
0 0 0 0 0 0

Usando estas convergéncias em (4.191), encontramos que (||[T(¢)—To(t)Uonll;;), converge, e isto
implica que ([T'(t) —T(t)|Uo,n),, converge forte em H. Isto significa que T'(t)—Ty(t) é um operador

compacto em 7, e portanto a prova estd completa. [ |
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4.5 Decaimento Polinomial

Nesta secdo, nosso objetivo é mostrar que as solu¢des do sistema (4.140)-(4.154) decaem polino-
mialmente para zero como ¢~'/2. Aqui, usaremos o Teorema de Borichev-Tomilov (teorema 2.7) .
Vale lembrar que, no Lema 4.1, j& mostramos que o eixo imagindrio estd contido no resolvente do

operador A. Assim, vamos provar que a solucdo I/ da equacdo resolvente
IANXU—-BU=F (4.194)

satisfaz a primeira desigualdade do Teorema 2.7 (com /3 = 2) para |A| suficientemente grande. Para

isto, reescrevemos (4.194) em termos de componentes, obtendo:

ixpl — @ = f! (4.195)
iXp? — &% = f? (4.196)
ixpl — ol = 3 (4.197)
i? -2 = (4.198)
idol — Wt = 5 (4.199)
ido? —W? = 5 (4.200)
k kil
X! = (o 0 ) = Sy — ) = fT (4.201)
iD? p%(gog + P+ lw?)y — = (W2 — lp?) = f° (4.202)
1 1
b k
AU — 2L+ (L + Yt ) = f0 (4.203)
P2 P2
b
IND? — 2 4+ (02 4?4 lw?) = f1 (4.204)
2 2
_ k kil
! p%(w; Y, + %(QP:}: Pl gty = 1 (4.205)
~1 pl
. ko kol
AW? =5 (W~ 67 + 72%(%25 + 2+ lw?) = f12 (4.206)
iu—U = f13 (4.207)
ixw—V = fi (4.208)
iw—W = f19 (4.209)
dy I I B 2 _ 16
U+ —U + + —(pz +¢*+w*)(L) = f (4.210)
mq mi
d b
Aok 2V 2y 2y = p17 (4.211)
2 2 ma
W+ W g (02— pp?) (L) = 1 (4.212)
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Note que, tomando o produto interno com U e usando (4.157), segue que:

QU+ do| VI + ds| WP < ClUIlIE]. (4.213)

Lema 4.9. Existe uma constante C' > 0 tal que, para |\| suficientemente grande, vale:

L
/ [ﬂf}<I>2\2+p§\\I’2|2+,0?|W2\2+k2\@i+w2+£w2\2+b2\¢§|2+152 \wﬁ—&ﬁﬂdw <
0
< CPPIUIIEN+ClIFE|®.

Para cada n € N, seja ¢, : [Lo, L] — R a fungdo definida por:

— xns _l nr __  nkL
qn(:c).—/Le ds = n(e eo).

0

Demonstracao:

Multiplicando (4.202), (4.204) e (4.206) por [qn(wi—i—z/ﬂ—l—fw?)}, [qnw_a%] e [qn(w2—£<p2)],

respectivamente, e usando (4.196), (4.198) e (4.200), encontramos:

L
/L Gn |03 [0 + 03 [02° + 03 [W2* + ko | @202 002 4 b [ 2]+ 2= | dar =
0
Lo (L) P+ a2 - 00 (D)] ] +

= au(L)| AU P + 3|V P+ o3 WP+ o (92 + 0%+ ) (L)
L

L L _
+2p?/ gn®* (V2 +0W2)dx — 25[)?/ g W2 02w — 2kz | qu(03+9°+0?) (P2 +L(w2 — L) )d+
L L L
N L - ’ L 07 -
+2hal | qn(w;—Cp®) (92497 +Hw?)dz + 29} / 4o |Q2(FZH FHHT0) + [H (2407 +0) | da +
L L
P L L
4208 [ (VT 1O o+ 268 [ a0 WA + £T T o
LO LO

Tomando a parte real e usando (4.213), segue dai que:

0

(4.214)

L
< _f;)/ & 0319724 3102+ g3 W2 e |24 02 by 024 e — 5% ) e <

< CIUNIE] +C [ka| (2 402+ (L) "4 o [02(L) "+ o | (w2 - 62 (D]

Mas, de (4.210)-(4.212) e usando (4.213), temos que, para todo |[A| > 1, vale:

o [ (2402 0 (D) [+ o |[Q2(L) [+ ko | (W2 —£22) (L)|* < CIAPUN|F||+C|F|)?. (4.215)

Finalmente, voltando com (4.215) em (4.214), e escolhendo n € N suficientemente grande, nossa

conclusao segue.
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Lema 4.10. Existe uma constante C' > 0 tal que, para |\| suficientemente grande, vale:
Lo 3
| [P + U W 4 hafh 1 02+ 1 d <
0

< CPIUIIEN+CIF).

Demonstracao: Procedendo de modo andlogo ao que fizemos no teorema anterior, e usando as
condicdes de transmissao, encontramos:
Lo B
[T AU + W g b2+ Bl ] <
0
2 2 2

< CIIIEN+C [ |02 Lo) + 03 [W3(Lo) [ + o W2 (Lo) ] +
+ C[kz ‘(‘Pi+¢2+€w2)(Lo)‘2+ by ‘wi(Lo)‘Q‘i‘ ko |(W§—£¢2)(Lo)|g]- (4.216)

Agora, seja q : [Lo,L] — R a fungdo definida por ¢(z) := L — x, para cada = € [Ly, L].
Multiplicando (4.202), (4.204) e (4.206) por [q(gzz?C + 9?2 + &u?)], (qw_:%) e [q(w% - 6902)}, respec-
tivamente, e usando (4.196), (4.198) e 4.200), obtemos:

2| ®2(Lo) |4+ P3| W2 (Lo) |+ 02 | W2 (Lo) [+ ko | (924002 +00?) (Lo) | “+ba| 02 (Lo) |+ Fa| (w2 — %) (Lo)|* =

1 L .
= q(LO)/ [p%\<I>2|2+p§\\112|2+p%\W2\2+k2\¢i+w2+ew2\2+b2\w§|2+k2 ‘wz—&pzﬂdx—i—
Lo
L 2 /L [@2(w2+zw2) ew%?} / a(P2+1) +zw)[¢2+£( i )}dx +
q(Lo) (L )
2kot L 2 -
+ 2 [ gt (R )+ ”2 “ [T +
Q(LO) L Lo
2% r 2.2 2\ 8 1 H2( 721 14 6 27 2\ r12 276 _ /2
+ LoV, q | (2 +2 +0w?) fE+O7(f2+ fAHLfO) + (w2 —Lp?) f 2+ WA (fS—Lf?) |dv.  (4.217)
0

Tomando a parte real, segue que:
P3| @2(Lo) |+ p3| W (Lo) |+ 03| W2(Lo) |+ ko (93 +42+€w0?) (Lo) |+ ba| 2 (Lo) |+ Fa | (w? —£?) (Lo) | <
<C|[u||||F||+ C/LL [pf B2+ 03 |02+ 03 (W2 + ko |2+ 02+ + by [02° + oo |w§—£¢2’2}dx.
0
Combinando esta dltima desigualdade com (4.216) e aplicando o Lema anterior, nossa conclusdo

segue. |

Agora estamos prontos para estabelecer o resultado principal desta secao.

Teorema 4.4. O semigrupo (T(t)),- associado ao problema de transmissao (4.140)-(4.154) decai

polinomialmente como t='/2. Além disso, se Uy € D(Bk), ent3o:

(0ol < s W e
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Demonstracao: A prova de iR C p(B) é analoga a prova do Lema 4.1. E, dos Lemas 4.9 e 4.10,

concluimos que, para |A| suficientemente grande, vale:

U115 < CIMP A 1PNl + CIE I,
de onde segue que:
Il < CINIFI
o que nos da, para || suficientemente grande:
|GAT = B) " Fl|,, = Ul < CIARIFlly

E isto encerra a prova. |



Capitulo 5

Problema de Transmissao para uma Viga
de Bresse Parcialmente

Viscoelastica-Elastica com Carga Pontual

Neste capitulo, consideramos um problema de transmissao para uma viga de Bresse constituida
de dois componentes: uma parte formada por um material parcialmente viscoelastico (com visco-
elasticidade do tipo memdria agindo apenas sobre o0 momento fletor), e a outra parte formada por
um material eldstico (sem efeito dissipativo atuando sobre este componente). Além disso, consi-
deramos também a acdo de um efeito dissipativo provocado por uma carga presa na extremidade
da viga que é constituida pelo material elastico. O principal resultado obtido é que o modelo é
exponencialmente estavel quando o efeito da memdria ocorre efetivamente sobre o momento fletor
da viga e as velocidades de propagacao de ondas da parte viscoelastica da viga sdo iguais. Final-
mente, enfraquecendo um pouco as hipdteses de igualdade das velocidades de ondas, num sentido
que tornaremos preciso mais adiante, mostramos que a solu¢cdo do sistema decai polinomialmente

para zero como ¢~ /4.

I
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5.1 O Modelo

Consideremos um problema de transmiss3o para uma viga de Bresse constituida de dois compo-
nentes: uma parte formada por um material viscoeldstico (com viscoelasticidade do tipo meméria
agindo apenas sobre o momento fletor da viga), e a outra parte formada por um material eldstico
(sem efeito dissipativo atuando sobre este componente); sendo que a extremidade da parte vis-
coelastica estd presa, e na outra extremidade ha um recipiente contendo material granular®, provo-
cando um efeito dissipativo no sistema.

Denotemos por ¢ = ¢(z,t), w = w(z,t) e ©» = ¥(x,t), respectivamente, o deslocamento
transversal, o deslocamento longitudinal, e o 4ngulo de rotacdo de um filamento da viga. Usaremos
as seguintes notacoes:

o' em 10, Lol Pl em )0, L[ w' em )0, L[

©= , Y= e w= , (5.1)
©* em |Lg, L[ ¥? em |Lo, L] w? em |Lo, L]

onde L é o comprimento da viga e Ly € |0, L[ é o ponto de transmissdo. O modelo que consideramos

é dado por:
pron — k(s + 9"+ lw)s — lha(wy — Lp') =0 em 0, Lo[x]0, +oo[  (5.2)
pytby, — bl + ki (ph + 9t + W) —|—/tg(t —s)t (., 8)ds =0 em ]0, Lo[x]0,+oco[ (5.3)
prwp, — ki (wh — o), + Chy (0l + 3! +0€w1) =0 em 0, Lo[x]0, +oo] (5.4)
Plon — k(93 + 0% + (), — Chy(wF — £p%) = 0 em ]Lg, L[x]0, +oo[ (5.5)
Pt = batbg, + ka0 + ¥ + (w?) = 0 em ]Lo, L[x]0, +-00[ (5.6)
prwpy — ka(wl — £9)g + Lha(0) + ¥* + lw?) = 0 em Lo, L[x]0,+oo[ (5.7)

Aqui, g : [0,4+00) — R é a fungcdo de relaxamento (ou, nicleo da memdria), e pé,ki,l%i,bi
(1,7 € {1,2}) s3o constantes positivas que refletem propriedades fisicas da viga. As condi¢Ges

de fronteira sdo dadas por:

©'0) = (0) =w'(0) =0, ¢*(L)=u, Y*(L)=v e w?(L)=w em ]0,+oo[ (5.8)

Mecanismo do tipo tip load.
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e as condicOes de transmissao s3o:

0! (Lo, t) = ¢*(Lo,t), ¥'(Lo,t) = ¢*(Lo,t), w'(Lo,t) = w?(Lo,t), (5.9)
k(@ + 0 + ) (Lo, t) = ko(@2 + 0% + €w?) (Lo, t), (5.10)
bethant) = [0t = )0k (Losshds = bt (Lov 1), (5.11)
Fr(wy — oY) (Lo, 1) = ka(w? — €0%) (Lo, 1), (5.12)

onde t € [0, +o0o[. O efeito da carga pontual sobre o sistema é modelado como:

miuy + dyug + 1w+ k(05 + 97 + lw?) (L) = 0 em 0, 4o0| (5.13)
Moy + davy + Yov + batp2(L) = 0 em |0, +o0| (5.14)
mawy + daw; + y3w + lzrg(wi —1*)(L) =0 em 0, +o0| (5.15)

onde os parametros m;,; (i € {1,2,3}) sdo constantes positivas e d; (i € {1,2,3}) sdo constantes

ndo-negativas que refletem propriedades fisicas da carga pontual. Finalmente, os dados iniciais s3o:
P (0= 0 (0)=w1, ©'(0)=v5, ¥ (0)=¢7, w'(0)=wy, w;(0)=w; em]0,Lo[ (5.16)
P*(0)=p5, ¢ (0)=pi, ¥*(0)=15, ¥/ (0)=v}, w(0)=uwj, wi(0)=wi em]Lo,L[ (5.17)
w(0)=ug, w(0)=uy, v(0)=vy, v:(0)=v1, w(0)=wy, w(0)=w; em C. (5.18)

Estamos considerando o niicleo de memdria decaindo exponencialmente; isto €, assumimos as

seguintes hipdteses sobre a funcdo de relaxamento g:

g(t) >0, Vt>0, e g>0 quase sempre em [0, 4+00]; (5.19)

Jep,e0>00 —c19(t) < g'(t) < —eag(t), t €[0,400]; (5.20)

0<b:=b — 0, onde  f:= / g(s)ds (5.21)

0
Além disso, anotaremos:
ki by -
X1:=——— e Xo = k1 — k1. 5.22
Yot o e (5:22)

O principal resultado deste capitulo é mostrar que o modelo acima é exponencialmente estavel
quando as velocidades de propagacao de ondas da parte viscoeldstica da viga sao iguais, isto €, no
caso em que x; = X2 = 0. Em seguida, vamos mostrar que, se admitirmos apenas que x, = 0,

entao a solucdo do sistema decai polinomialmente para zero, a saber, como =174,
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5.2 Existéncia e Unicidade de Solucoes

Para usar uma abordagem baseada da Teoria de Semigrupos, introduzimos o problema com

histdria, obtido substituindo-se a equag¢do (5.3) pela equagdo com histdria:

t

patht — brpt + k1 (oL +pt +lwt) +/ gt —s)pl (., 8)ds =0 em ]0,Lo[x]0,+o0] (5.23)

e a condigdo de transmissdo (5.11) por:

t

byt (Lo,t) — / g(t — s)YL(Lo, 8)ds = borp? (Lo, t), t € [0, +oo| (5.24)

— 00

Seguindo as ideias de Dafermos [11], [12] e Fabrizio [15], introduzimos a seguinte notagdo:
E(a,t,8) ==t (w,t) — P (z,t — 5) (5.25)

com s € [0,+00); de modo que o sistema (5.2), (5.4)-(5.10), (5.12)-(5.18), (5.23)-(5.24), pode

ser reescrito como:

prot, — k(oL et Hlwh), — kl(wl—tpt) =0 em 10, Lo[x]0, +00[  (5.26)
Pothey — Wy + ki (0 0! +Hlw') —/wg(S)ém(s)ds =0 em ]0, Lo[x]0, +oo[  (5.27)
prwl — (Wl —lph), + kle(@wliml) =0 em 10, Lo[x]0,+oc[  (5.28)
P22 — ko (@242 +0w?), — kpl(w? — L) = 0 em |Lo, L[x]0,4+00]  (5.29)
PAYE — botp? 4 ko (@2 +% Hlw?) =0 em ] Lo, L[x]0,+0o]  (5.30)
PRt — Ea(w2—Lp?), + kol (P20 +40?) = 0 em |Lo, L[x]0,4+00[  (5.31)
& +&— =0 em |Lg, L[x]0, +00[x]0, 400  (5.32)

onde b é definido em (5.21), com ' ¢? ! ¥? w' w? u,v e w satisfazendo as condi¢des

(5.8)-(5.10), (5.12)-(5.18) e & verificando a condi¢&o inicial:

£(2,0,8) = &, 5) =: Yg(x) — ' (z, —s), (x,s) €10, Lo[%]0, 00f (5.33)
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e as condicdes de fronteira:

&(x,t,0) =0, (x,t) € 10, Lo[x]0, +00],

£(0,t,5) = 0, (t,s) € 10, +-00[x]0, +00].

A condi¢do de transmissdo (5.24) é agora reescrita, para ¢ € [0, +00[, como:

bl (Lo t) + / 02(8)€ (Lo, $)ds = bat?(Lo, ).
0

Definimos a energia total do sistema por:

E(t) == Ei(t) + Ex(t)

81

(5.34)
(5.35)

(5.36)

(5.37)

onde:
1 [lo
Ey(t) = 5/0 [p o+ 03 [0r |+ ot |wi |+ [+ ! | +0 [+ [wh — b ]daH—
+ %/ g(s) & (s | dsdz
0 0
e

1
2

L
Ey(t) := —/L [pl ]got\ +p2\wt] +p? ]wt} +k2|c,0x+1/12+€w2| +by [ \ oy |w2—0p?] }d:cju

1
5[’}/1 IU| +”)/2"U’ + 3 ’U}’ + my |ut\2—|—m2 ]Ut|2+m3\wt]2}.

Introduzimos também os seguintes espacos:

H™ .= H™0, Ly) x H™(Lo,L), m € N;
H = {(U,U) S Hm7 U(O) = 07 U(LO) = U(LO)}v m € N7

*

L% := L2(0, Ly) x L*(Lo, L);
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HM0, Lo) :={f € H™(0, Lo); f(0) =0}, meN;

oo Lo
L= {gp Rt — Hj(O,LO);/g(s)/ e (s)| dads < oo} :
0 0

Recordamos que o espaco de histéria Lg € um espaco de Hilbert quando munido do produto interno

dado por:

[es) Lo
(ovdsy = [ 906) [ paloiulidads.
0 0
Com estas notacgoes, consideramos o seguinte espaco de fase:

H I Z/[ : (9017 ¢27¢17w27w17w2a ¢17 @27 \Ijlﬂ \1127 Wl’ W27€?u7?’}7w7 U) ‘/'7 W)T7
' UeHPx[LPxL2xC, @*(L)=u, ¢*(L)=v, *(L)=w |

Note que H é um espaco de Hilbert quando munido do produto interno que induz a norma da
energia; isto é, aquela que, em cada

u = (9017S02’¢17¢27w1’w27 ¢17 (b27 qjl? W27W1’ W2’§7u7 U? w7 U? V? W)Te H)

¢é dada por:

2 2 2 2
||u||’H = p% ||CI)1||L2(0,LO) + p% ||\I/1||L2(0,L0) + p% HW1||L2 +

(0,Lg)
2 2 ~ 2 2
+ k1 Hgoglc + 2/}1 + gleL2(O,LO) +0 Hr(/}:}:HLQ(O,LO) + ki Hwals - €S01HL2(O,LO) + H£HL§2 +
2 11H2I12 2 122 2 212
+ 1 ||(I) ||L2(LO,L) + P ”\Il ||L2(L0,L) + P “W ||L2(LO,L) +

2 2 ~ 2
+ ko HSOE: + 2/}2 + £w2”L2(LO,L) + b ||w§HL2(LO,L) + ks Hw?c - &OQHLQ(LO,L) +

+ ™ |u|2 + Y2 \v!Q + 73 |w!2 +my |U|2 + ma \Vl2 + ms |W|2 )



Capitulo 5 - Viga de Bresse Parcialmente Viscoelastica-Elastica com Carga Pontual

Introduzimos também o operador linear ndo-limitado A em H dado por:

AU

q)l
(1)2
\Ill
\1/2
Wl
W2

k kot
(P ) = (wh — L)
P1 P1

k kol
(P2 4 P+ )y + — (WP — )
P1 P

b k 1 >
ﬁ%—%@wwuwM+7/g@@@@
P3 P 0

2 P2
by 2 ks 2 2
"o Wxx T T o x+77Z) +€w2
1% p%( )
/-51 1L pol 1 1 1 1
(W=l )e— — (pp+! +lw?)
P1 1
@W—M) 5 (02 + 2 + (w?)
2 z x 2 T
P1 P1
\111_55
U
Vv
%4
d
SOy - Dy - P22 4?4 00?)(L)
m ma
—@V—ﬁv 2 i(L)
mo mao mo
d k.
— L = D — (02— ) (L)

83
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com dominio:

(

U= (o' ' v*w' W, @ o2 U w2 W W2 & u,v,w, UV, W) e H;
(gol, Pt [ o)) vt w2) S, (@,0% Wl w2, W, W) € [HY]Y,
0
D(A)= L) =U, W(L)=V, WL)=W, & €L2  €ly=0
ki (oh + ot 4+ wh)(Lo) = k(92 + ¢* + tw?)(Lo)

o0

bwi(LOH/O 92(8)&(Lo, s)ds=b"02(Lo), F(wh—Le")(Lo) = k(w2 —lp?)(Ly)

/

Usando as hipéteses que assumimos sobre a funcao g, um célculo simples nos mostra que:
1 Lo poo
Re (AU, UY,, = —dy U] —dy |V[" —ds |W|* + 5/ / g (s)|€(s)Pdsdz < 0 (5.38)
0o Jo

o que significa que A é um operador dissipativo.

Com isto, o sistema (5.26)-(5.36), (5.8)-(5.10), (5.12)-(5.18), é equivalente a:
U =AU, U(0) = Uy, (5.39)

onde anotamos U(t) = (!, p? ! ¢? wt w?, &L &2 Ul W2 W W2 & u,v,w, U, V,W)L(t) e

1,291 21,2 1,2 g1 2 12 T
Uy = (@0, 08, Yo, Vi, Wo, Whs 1, 9T, Y1, V1, wi, wi, &o, Uo, Vo, Wo, U, V1, W)

Teorema 5.1. O operador A € o gerador infitesimal de um Cy-semigrupo de contracdes (S(t)),
em H. Assim, para cada dado inicial Uy € H, o problema (5.39) possui uma tnica solug3o fraca
U € C[0,00[,H). Além disso, se Uy € D(A), entdo U é uma solucdo forte de (5.39), e tal que
U € CH{[0,00[,H) NCO([0,00[, D(A)).

Demonstracao: A prova é feita, mutatis mutandis, como no teorema 4.1, e por isso sera aqui

omitida. ]

5.3 Estabilidade Exponencial

Nesta secdo, o nosso objetivo é mostrar que se a fungdo ¢ verifica as hipdteses (5.19)-(5.21)
e se as velocidades de propagacdo de ondas da parte viscoeldstica da viga sdo iguais (isto é, se

X1 = X2 = 0), entdo o semigrupo correspondente é exponencialmente estavel.
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A estratégia, novamente, é langarmos mao do Teorema de Priiss (teorema 2.6). Além disso, a
prova da primeira condigcdo desse teorema (isto €, que iR C p(.A)) é inteiramente andloga aquela
apresentada no capitulo anterior, e por isso sera omitida. Passaremos, entdo, a estabelecer a
validade da segunda condi¢do, ou seja, que o operador resolvente é uniformemente limitado sobre

o eixo imagindrio. Para esta tarefa, reescrevemos a equagdo resolvente :

(iN[— AU =F (5.40)
(onde \eR, U € D(A) e F = (f!, f%, ..., f*)T € H) em termos de componentes, o que nos d4:
ixp! =@ = 1 em H(0,Lo)

iXg? —®? = 2 em HY(
ixpt — ot = 3 em HY0, Lo)

ixp? — 0% = 1 em HY(
ot =W = 5 em HY(0,Lo)

HY(

i —W? = f5 em Lo, L)

APl — — ( 316 + ol + Zwl)x — —l(wi — Egol) = f7 em LZ(O,LO) 5.47
P P1
a2 K2, o 2 2 kol o 2 8 2
IAPT — S (pp + "+l )e — —5 (wy —Lp7) = [ em L*(Lo, L) (5.48)
P1 P1
. b k 1 [
NV — s+ (o0 ) = 5 [ g(8)&a(s)ds = 7 em L2(0, Lo) (5.49)
P3 P3 P2 Jo
b k
A2 — p% 2o (2 ) = 0 em L*(Lo, L) (5.50)
2 2
. 1 kjl 1 1 klﬁ 1 1 1 11 2
W _E&ux—w )o + 1 (pp + ¢+ ') = fH1em L2(0, Lo) (5.51)
1 1
oo Ky, 2 kot o 2 2 12 2
1 1
IN-TU +& =[P em L2 (5.53)
i —U = f em C (5.54)
-V =f% em C (5.55)
iw—W = f1¢ em C (5.56)
d k
iU+ LU+ Ly 2P+ 92+ (L) = f7 em C (5.57)
m mi mi

Q
—~~
o
o1
(=)
~—~

da
IV 4 2V 4 2y —i——wx( ) = f1® em
mo mao

MW+@W+— +k—(w — 0o (L) = Y em C (5.59)
ms3 ms3 ms3
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Note que as propriedades dissipativas do operador A implicam na existéncia de uma constante

positiva C' tal que:

Lo
WPV WE s [ g6 dsde < CIUl Pl (560)

Doravante, (' ird denotar uma constante positiva, que pode ser diferente em diferentes lugares.

Lema 5.1. Sob as notacbes acima, existe uma constante C' > 0, tal que:

Lo

|\1f Pdae < ClU|lul | Flls+ C (940" +0w | 20,10y + 102 12 0.20) ) U F 132 + C| Ry ,

onde Ry := (bw;(Lo) + /0 Oog(s)ﬁz(LO,s)ab) < /O oog(s)mcls).

o0

Demonstragdo: Multiplicando (5.49) por / g(s)&(s)ds, e usando (5.54), obtemos:
0

BPQ/ o | dx =k /LO/ £(s) (oL +ept + 0wt )dsda:+b/LO/ $)&,(s)Yldsdz+  (5.61)

+p2// \Ifdsdw/m/oo()sx() 2
—pQ// ) f13(s)Wldsdx — pz/LO/ &(s)fOdsdx — Ry.

Mas, usando (5.20) e (5.60), encontramos

Lo 6p1 Lo 9
Re [pz/ / e ()T dsdx} < 72/ O P e+ C Ul IFlL,. (5.62)
0
Novamente usando (5.60) concluimos que
Lo
Re [k / / () (ph 9" +tw >dsd:c} < Cles 0+ | oo 115 I Pl (5.63)

e também:
Lo
Re[ | [ et wldsdw} < O ooy 1IN IF L2, (5.64)

Tomando a parte real em (5.61) e usando (5.62)-(5.64), obtemos a conclusdo desejada. [ |
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Lema 5.2. Para £1,e9 > 0 dados, existem C,C.,,C., > 0, tais que, para |\| > 1, vale:

Lo Lo
kl/ o+t +lw' Pdr < C\Xﬂ/ U'PLdy
0 0

1/2 1/2
+ el W 122 0.00) + Coa 192 220,20) + w0k = €0l 120,10) ] 1NN F Il +

+ Cey Ul Fllae + |2 220,10y +

+—(7‘@ <L0}‘¢’ Lo }%—(jlﬁ’ L0|} wx——€¢> LO ‘+‘Ckaﬁ’4—C”fb’

r=Lg

onde Ry := ((p};l—i/}l—ir&ul) (bw}ﬁ +/OO;(8)§x(s)ds>

=0

Demonstracdo:  Multiplicando (5.49) por (pl+v¢'44w!), e usando (5.41), (5.42) e (5.43),

obtemos:
Lo Lo - Lo Lo .

kl/ |l +pt+lwt Pdr = pé/ \I’I(I);dfb-f-p%/ |\I/1|2dx+,0§€/ U'Widey +  (5.65)
0 0 0 0

Lo 00
-/ @%+/g@&®%)%FW7%MMx+
N 0 0

=1

Lo

Lo __
s [T + o) [ (RO fde + Re
0 0

Usando (5.43), (5.47) e (5.53), podemos reescrever I; como:

1 Lo Lo
L = b;flxp (Lo)®1(Lg) — b}fpl ULPLdy — / (8)€sn(s) D dsdr +
1 1
k Lo Lo
+ —pllﬂl PL(wl — )dw +— / / §)&a(s) (Wl — lpl)dsdr +
N 1 0

Iz

pi 3 $)F13(5)ds | Dlde + PL 1 oos s)ds | fTdx
; MA Ga+Agmn<m)@d-+hA Q%+Ag<mxm)fw.

E ainda, usando (5.43) e (5.51), podemos reescrever [ como:

bk b __ bol (Lo
L = —1¢ (Lo) (Wl — 0o))(Lo) + ]fl \Iflwld:r+%/ FWide +
1Jo

1Jo

W oS SRS R bt " 1
— bl @D (pl+pl+Llwl)dr + . ' fidr.
0 1 J0
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Retornando com I; e I, em (5.65), encontramos:
plpl Lo o Lo b Lo L
!wﬁwlﬁw Pde = ,2 : / Wl@;dx+p%/ !\Ifl\zdwr( s+t )/ VW hdz +
0 1 /Jo
Loy poo Lo
- / g gsx (I)ldeﬂf — bl w (gpm+¢1 +€w1)d +
0 0
kl = bpi 37T bor ("
+ - 9(8)&(s) (wh — bph)dsdr + —— f Wide + 2L [ o flide +
k1 0 JO k1 0 ky 0
p Lo [e’e) o Lo
+ 2 (bf;” + / g(s)f;3(s)) Sldsdr + py | (Pl 9T+ lwl)da +
0 0 0

1 Lo o s L
w2 [ (oo [otorcaterds ) To s o [ WO+

k1
blp% 1 1 b]€~1 1 1 1
+ e U (Lo) P (Lo) + . V7 (Lo)(wk — L) (Lo) + Ro. (5.66)
1 1

Mas, de (5.60), vemos que, para cada €1 > 0, existe C, > 0 tal que:

1 L() o0
p — €
Re [‘kf / / g(s)@(s)@ldsdﬂ < I aq0,0) + Cesl Il F e (5.67)

e também:

A Lo poo S
2 et = tenasas

Além disso, usando (5.43), obtemos:

1/2 1/2
Re < Cllwt = o 2o U IFILE. (5.68)

bl

z)\/ (\I’+f3)(90915+¢1+€w1)d35 <

Re{ bﬁ/ Y gox—i—@bl%—&ul)d:ﬂ} = Re{

o / b0+ il o 19 0+ T Wl Pl (5.69)

Tomando a parte real em (5.66) e usando (5.67)-(5.69) e o Lema 5.1, obtemos a desigualdade
desejada. |

Lema 5.3. Existe uma constante C' > 0, tal que:

o [Cdfar < ORMF L+ Cllek 48+ 6 i IARPIFIR +
0

+ Cllos + ¥ + | 20,0 |1V 22(0,20) + C|Ra| + C| R3]

onde 1t = (v04(0) + [ "o(6)eu (Lo, 5)ds ) L)
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Demonstracdo: Por um lado, multiplicando (5.49) por 1! e usando (5.43), obtemos:

Lo Lo Lo s Lo foo s
b/ [ [Pde = p;/ \foly?dw—kl/ (¢;+w1+£wl)w1d:p—/ / g(s)&x(s)ldsdr +
0 0 0 0 0

v (5.70)

+ f9w1dx+p;/ U f3dz + Rs.
0 0
Mas, de (5.60), segue que:
Lo poo — b Lo
Rel=) | 9(8)&a(s)¥adsdr | < Sl¥allzao,e) + ClUlll Fll-

Tomando a parte real em (5.70) e usando (5.71) e o Lema 5.1, obtemos a conclusdo desejada. W

(5.71)

Lema 5.4. Para cada 5 > 0, existem C,C., > 0 tais que, para |\| > 1, vale:
+ CllUlall Fllze + e2C1W 20,10y +

Lo o
/ Ul Pldy

0
+ Coy [0 2 0,20) + 10k — €081 c20,0)) WU NF 1327 + C [ @M (Lo)| |9 (Lo)| +
+ C 16 Bx0.00) + 18 W) + 10" 20,0y + € 67 (L) | (3 = €61 (Lo)] +

Lo
o / ®Pde < Clal
0

+ C o' (Lo)| | () + 9" + €w') (Lo)| + C |w' (Lo)| |¢' (Lo)| + Cc,|Ri| + C|Ral.

Demonstracdo: Multiplicando (5.47) por ¢!, e usando (5.41), encontramos:

Lo Lo o Lo o Lo
ol / P ?de = kl/ (L + ' + lwh)pldr —klé/ (wl — Lo plda —p%/ o' flder +
0 0 R 0 ) 0

1P

Lo
= pif STz — ki, + 9"+ L) (Lo)g' (Lo)- (5.72)
0

Mas, note que, integrando por partes, podemos escrever:

~ Lo ~ Lo ~ Lo

kle/ wh(pL + b + bwh)dr — kle/ whptds — l<:1£2/ |w! [Pdx +
0 0 0

5 Lo ~
+ k’1€2/ o' Pde — kylw' (Lo)g' (Lo)
0

I =

de onde segue que:

Re(l) < Cllgg+v' +0w'|Z2¢010) + C |:||901||2L2(0,L0) + 19 N 2020y + 10 200,00y | +

+ Clw'(Lo)| e (Lo)] -
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Além disso, é facil ver que:
Lo o

Re {k‘l/ (p o'+l pldr| < Cllog+9 +0wt[72(0,1e) + C |10 12200,0) + 10 72(0.10)
0

Tomando a parte real em (5.72), usando as duas Ultimas desigualdades, e escolhendo &; > 0 sufi-

cientemente pequeno no Lema 5.2, obtemos a conclusdo desejada. |

Lema 5.5. Existe uma constante C' > 0 tal que, para |\| > 1, vale:

Lo ) Lo Lo
kl/ |wi—€gpl‘ d:Eer}/ W Pde < C|xel / OLWldx
0 0 0

+ CllU|l[ Fllae + C [HSDlH%%o,LO) + Hw1H%2(O,L0) + ”W1||%2(0,L0)} +
+ C |0 (Lo)| [|W!(Lo)| + [W'(Lo)|] + C [0 (Lo)| [(wy — £ )(Lo)| +

1/2 1 2
+ Ol 2 0.0 141521 F I,

+C |§01(L0)| |(¢i+¢1+€wl)(lzo)‘ + C|Ri| + C|Ry| + C|Ry]

x=Lg

onde Ry:=—k (go}c+w1+€w1> (wh — )

x=0

Demonstracdo: Multiplicando (5.47) por (wl — ¢¢') e usando (5.41) e (5.45), obtemos:

Lo Lo Lo
kil | |wl—tp'Pde = pi/ @;Wldx+k1/ (P! ") (Wl —Llpt)dr + (5.73)
0 0 _Jo )

'

I3

Lo _
+ e / ! 2dz — p! / \F=Tde =t | @I o — ol (Lo)TTEa) + R
0

Mas, usando (5.51), seguida de (5.41), (5.43) e (5.45), podemos reescrever I3 como:

o'k Lo Lo Lo k0
I, — _nt {/ @iwld$+/ q;lWlderg/ |W1|2d pl | ;+¢+&u1|2dw +
0 0 0 0

1
o Lo L Lo L
- Aar [/ (fr Pl f>YWidx +/ (go;wwwl)flldx] .
0 0
Indo com I3 em (5.73) e tomando a parte real, encontramos:
- [ 1 1|2 1 fo 12 fo 17171

k1 |wi— o' d + p} (WHdz < C|x2f O Whdx

0 0 0

+ CloY (Lo)[[W (Lo)| + C [H‘Plllia(o,m + 120,10y + 1o+ 12 0,1) | + CIR|

+ CllU]l5 ) Fll +

de onde obtemos a conclusao desejada usando os Lemas anteriores. |
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Lema 5.6. Existe uma constante C' > 0, tal que:

\@1<Lo>\2+]bwi<Lo>+ /j()fw(Lo,) 2 ‘bwu /Ooog(s)fx(o,s)ds

+ Cle B0y + Clob 0+ 20,0y |63 li20.00) + MBI FISE] (5.74)

2
< ClltdllllFlla +

e

2 2 2
@' (Lo)|” + |(wp + 0 +0w!) (Lo) | + |z (0)]" < ClUlallFlle + CllR NZ20,1,) +

[0 o) + W B0 + o0 400! a0 1y + 1k = €6 320,y (5:75)

e ainda:

2 2 2
[WHLo)|" + [(wa =) (Lo)|” + [0a(0)]" < CllUllell Fllae + CIR I Z20.1) +

+C [||W1||%2(0,L0) + lor+ ot + 0w | 2 (0.1) + ||Wi—€901||%2(o,L0)] : (5.76)

Demonstracdo: Multiplicando (5.49) por {p (bz/z_; —|—/ g(s)fx(s)dsﬂ ,onde p € C*([0, Lo|; R),
0
e usando (5.43) e (5.53), encontramos:

2 z=Lo

b blpz

1 00
p
Mt + B ot + (o) | = 22 (e +

1 [fo
w5 [ et [ d:c+p2/ ¥ [ g8 sds +
L() LO
—l—kl/ p(pr+y+lw') (bzb_; / g(s)&(s ds)d:c—pz/ p\If/ ) f13(s)dsdx +
0
LO - LO
~ b} /0 PV dz — ! /O p(b¢; / 9()Erls >ds)f9d:c (5.77)

Tomando a parte real em (5.77), usando (5.60) e escolhendo p € C([0, Lo);R) tal que
p(Lo) = —p(0) = 2, obtemos a desigualdade (5.74).

As provas de (5.75) e de (5.76) sdo andlogas e sdo obtidas multiplicando-se as equagdes (5.47) e

(5.49) por p(pL+1t+Llw) e p(wl—Lpl), respectivamente. [ |

Lema 5.7. Existe uma constante C' > 0 tal que:
L
/ [/)f 92"+ p2 | 02|+ o2 [W2"+ ez | @202+ 00? |+ ba |02+ Ko ]wﬁ—&ozﬂ dr <
Lo

Lo
< ClUN|4I1F ]+ C’/ [‘®1|2+‘\111|2+‘W1|2+‘90;+¢1+€w1‘2+Wifﬂwi—&plﬂdm
0
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Demonstracao: Para cada n € N, considere a fun¢do ¢, : [Lo, L] — R definida por:
L
qn(x) ::/ e "ds =

Multiplicando (5.48) por [qn(wg—l—dﬂ—i—&u%} e usando (5.42), (5.44) e (5.46), obtemos:

(e—na: _ e—nL) )

S|

L
[0k g2+ e = 0000 [0 [9 Lo +ha (2207 + ) o)

Lo

L L
- 2€/~c2/ G (w2 —00%) (P2 + Y2+ lw?)dz — 2p§/ G ®*(V2+IW2)dx +
L

0 Lo

L L
iy / 4O (TZT T d — 2,2 / o (P ) d. (5.78)
L

0 Lo

Analogamente, multiplicando (5.50) por ¢,%2 e usando (5.44), obtemos:

L
/L e | [0 4 b |02 de = au(Lo) [0 [W3(Lo)[*+ b [U2(Lo)[*] +
L

L
0 Vs~ 263 [ .02 0ds. (579)

Lo

L
+ 2k, / (P2 + 02+ 02 2d — 22 /
L

0 Lo

Do mesmo modo, multiplicando (5.52) por g, (w? — ¢p?) e usando (5.42) e (5.46), obtemos:

[ e R I bl - 62 do = (ko) [ WAL+ e (2 - 6220 ] +

0

L L
+ 2€k:2/ Gn (P2 + 1 +0w?) (W2 —Lp?)dz + ZEp%/ G W2 ®2dx +
LQ LO
L

L
-2 [ W (TP -2 [ @ T (580)
Lo Lo

Destas dltimas trés igualdades, segue que existe uma constante C' > 0 tal que:

L
<‘S>/ e |03 197" +03 |02 7 [ W2 b [0 00”2 R o] — 002 o <
Lo
< a(Lo) [kz |62+ 42 + €?) (Lo) [ + ba [2(L0) "+ Rz | (w2 = £%) (Lo) ] +

2 2 2
+ an(Lo) [0} @%(L0) " + g3 [W3(Lo) [ + 03 [W2(Lo)[*] + C [Uhlly |1 Fllp . (5:81)
Ent3o, tomando n € N suficientemente grande, usando o Lema 5.6, e lembrando que U € D(A),

obtemos a desigualdade desejada. [ |

O préximo lema é crucial para garantir que o decaimento exponencial ocorre também no caso

em que d; = dy = d3 = 0. Com efeito, ele fornece uma estimativa para os termos envolvendo
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|U%, [V|? e |IW]? que podem ser obtidos de (5.60) apenas quando d;, dy e d3, respectivamente,

Sao positivos.

Lema 5.8. Existe C' > 0 tal que:

7 lul 52 [l 33 [wl* + my (U] +ma [V +mg WP < ClU 1], +

L
4O [[ 10+ BN R W |20 07 b o2+ 2 7o
Lo

Demonstragcdo: Por um lado, multiplicando (5.48) por [(x—Lg)(gpg,—Fw?%—EwQ)}, e usando
(5.42), (5.44) e (5.46), obtemos:

L
AR OF+ k0 = = [0+t i +
=

201 (" 2 (HT T TE 2k, (" SR Y oy
~ 77 (x—Lo) (V2 +(W?2)dx — 7 (x—Lo)(w; =) (@2 +?+Lw?)dx +
—L0 JLg —L0 JLg

202 [* T 20t [* ST
~ Il /(ﬁ—Lo)<I>2(f§+f4+ff6)d$— 1 /(:U—Lo)(soi+¢2+£w2)f8dx
L—Ly Jp, L—"Lo Jg,

e disto, lembrando que ®*(L) = U, segue que existe C' > 0 tal que:

2

AU+ ke |(@2 407+ D) < ClUll I Fll, +

L
+0/ (10 3|92+ 2 (W24 by 240 104 B 207 e, (5.82)
Lo

Analogamente, multiplicando (5.50) por [(:L‘—Lo)_%}, usando (5.44) e lembrando que
U2(L) =V, obtemos que existe uma constante C' > 0 tal que:

03 |V|2+ by ch(L)

* < ClullIF N, + C/L [pg (W2 ° 4 Ky |02+ 4+ €2+ by |¢§\2} dz.

" (5.83)
Do mesmo modo, multiplicando (5.52) por [(az—Lo)(W)}, usando (5.42), (5.46) e
W?2(L) = W, concluimos que existe uma constante C' > 0 tal que:

2

PHWI + k(Wi —€*) (D) < CllUlly IFll, +
L

+ C/ [p% }VV2|2 + ko |02 + 07 + €w2|2 + ks |w? — E@Qﬂ dx. (5.84)
Lo

Por outro lado, multiplicando (5.57) por @ e usando (5.54), temos que:

" |u|2 = m1|U|2—dlUﬂ—kgﬂ(tpi—l—d)Q—k&u?)(L)+mlﬂf19+m1Uﬁ



Capitulo 5 - Viga de Bresse Parcialmente Viscoelastica-Elastica com Carga Pontual 94

o que nos da, usando (5.82):

2
mlul™ < Ol [1F]l, +

L
+C/ (0302 3 [ 02 g2 W2 g |2 0% 4?4 Ry |2 — 6% dz. - (5.85)
L

0

Similarmente, multiplicando (5.58) por T e usando (5.55) e (5.83), obtemos:
Yo lvl? < ClU|loy | Flyy + C/LL [pg |\1;2‘2 + by ‘@/Jif + ko ‘¢i+¢2+€w2‘2:| de, (5.86)
0
e, do mesmo modo, multiplicando (5.59) por w e usando (5.56) e (5.84), encontramos:
1l < C Ul |Flly, +C / ' (62 W2+ s [ @2+ + o w2 —0?]dz. (5.87)
0

Finalmente, de (5.82)-(5.87) segue a conclusdo desejada. [ |

Com este ultimo lema, estamos prontos para estabelecer o resultado principal desta sec3o.

Teorema 5.2. Suponha que as hipéteses (5.19)-(5.21) sobre g sejam vdlidas e que as velocidades
de propagacdo de ondas da parte viscoeldstica da viga sejam iguais, isto € que x1 = X2 = 0.

A

Ent3o, o semigrupo e*** é exponencialmente estavel.

Demonstracdo: J3 demonstramos que iR C p(.A). Assim, de acordo com o Teorema de Priiss,

somente precisamos mostrar que existe C' > 0 tal que:
|GAT — A) My < C, VAER. (5.88)

Como o operador resolvente é holomorfo, é suficiente estabelecer a desigualdade acima apenas para
|A| suficientemente grande. Para isto, note que, por um lado, os Lemas 5.7 e 5.8 nos permitem
escrever:

Ey(t) < ClUlsllFlla + CEL(?). (5.89)

Por outro lado, tomando x; = 0 nos Lemas 5.2 e 5.4, fazendo x5 = 0 no Lema 5.5, e usando

(5.60) e os Lemas 5.1 e 5.3, concluimos que, para cada € > 0 existe uma constante C. > 0, tal
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Bi(t) < CullUllballFlla+C (1632020 + 19" 20,200 + 16 Mo | +

+ e[l T + |6k + 9+ ) (Zo) [+ O] +
+ Clo(Lo)? + [0 (Lo)|” + [wh(Lo)[?] +
(%) 2 00 2
+ C. || (Lo)|* + ’b@b;(Lo) +/ 9(8)&: (Lo, s)ds| + ‘b@D;(O) +/ 9(8)&:(0,8)ds| |+
0 0
G| WNE) [+ [(wh — ") (Lo)[* + b 0)] (5.90)
Dai, usando (5.75) e tomando ¢ > 0 suficientemente pequeno, obtemos:
Bi(t) < CIAIwllFlle+ C [0 W00y + 19" 13200.00) + 1 300,00 + (5.91)
+ O le"(Lo)l* + [9' (Lo)|? + lw' (Lo) ] +
00 2 00 2
b C (WAL + ko) + [ )6 o s)is| + puz0)+ [ators0.5is] | +
0 0
+ O [WHL)[ + [(wh = ) (Lo)|* + [£HO)] (5.92)

Agora, segue de (5.74), usando os Lemas 5.3 e 5.1 que, para cada ¢ > 0, existe Cs > 0 tal que:

2 2

o0 [e.9]

\‘Ifl(Lo)\2+’bwi<Lo)+ / 9(8)€(Lo, s)ds +‘bwi<0>+ / 9(5)&:(0, s)ds
0 0
< GsllU|l3)| Fllae + 0Ex (8) + Csll¢' 720,10y + Calto' (Lo) > (5.93)

<

e, analogamente, de (5.76), usando os Lemas 5.2 e 5.5, (5.93) e (5.74), obtemos:
WHLo)|" + [ @h = ) (Lo)|* + [22 O < ColUtllal Fllse + 0B (1) +
+ s 16" 200,20y + 10 200,20y + N 200,000 +
+ Cs [[@' (Lo)* + [ (Lo) |* + [w' (Lo) 7] - (5.94)

Ent3o, indo com (5.93) e (5.94) em (5.91) e escolhendo 6 > 0 suficientemente pequeno, encontra-

mos:

Bit) < CRUlslFlle+ € {6 a0 + 16 a0y + 1904 30,20y +
+ Ol (L)l + [ (L) + [} (L)) (5.95)

Mas, de (5.41), (5.43) e (5.45) resulta que:

C
e 17 2(0,20) + 19 1 72(0,00) + 10 1 20,20) < i\ [H‘I’1”%2(0,L0)+|‘I’1H%2(0,L0)+”W1H2L2(0,L0) + HFH%{} :

(5.96)
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Por outro lado, observando que:

1/2 1/2
" (Lo)l < Ntz < Clle lato.o0) I en 100 Loy

e usando (5.41), é facil ver que, para cada § > 0, existe Cs > 0, tal que:

Cs
Cle! (Lol < Bllel+ " a0 + 01 a0y + 1y (19" Wy + 113

e, analogamente, usando (5.43) e (5.45), obtemos também:

Cs

CH L < s + 1y (19 oy + 11

Cs
CLMLOP < S12Exosy + s (1M lExoy + IFIR]

Assim, usando (5.95)-(5.99) e escolhendo ¢ > 0 suficientemente pequeno, encontramos:

C

c
pEBO+

Ey(t) < CltdllallFlix+ WHFH%
Logo, decorre dai que, para || suficientemente grande, vale:

Ei(t) < ClUlwlFlly + ClIFI3-
Finalmente, de (5.89) e (5.100) resulta que:

ld]l3, < CIIFI5,

o que implica em:
IGA = AT Flly = Ul < ClIF |l

Portanto, o semigrupo (e!);>o é exponencialmente estavel.

5.4 Decaimento Polinomial

96

(5.97)

(5.98)

(5.99)

(5.100)

Nesta secdo, vamos estabelecer a estabilidade polinomial da solugdo para um caso mais geral

do que o que tratamos na se¢do anterior. Provaremos que, quando x; # 0 e xo = 0, o sistema

(5.26)-(5.36), (5.8), (5.9), (5.10), (5.12), (5.13)-(5.15), (5.16)-(5.18) decai polinomialmente como

1/+/t. Para mostrar isto, usaremos novamente o Teorema de Borichev-Tomilov (teorema 2.7) .
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Teorema 5.3. O semigrupo (T'(t));>o decai polinomialmente como t~'/* quando x, = 0. Além
disso, se Uy € D(A¥), entdo

Cy
| T () Ul < WHUOHD(A’“)-

Demonstragdo: De (5.60) e dos Lemas 5.1-5.5, concluimos que:

Lo o
/ UlPldy
0

+ C1OY(Lo)| [T (Lo)| + [WH(Lo)[] + Cl' (Lo)| [(wy — €p")(Lo)| + Cleo* (Lo)||w' (Lo)| +
+ Cle' (Lo)ll(gy + ¢! + Lw")(Lo)| + C|Ry| + C|Rs| 4 C|Rs| + C|Ryl. (5.101)

E(t) < Clxl

+ CllU ||| Fll+ C|:||901||2L?(0,L0)+||77Z)1||2L2(0,L0)+HWIH%Q(O,LO) +

Agora, a fim de estimar o primeiro termo do segundo membro de (5.101), usamos (5.41), (5.43) e

(5.45) para encontrar:
Oy = iAoy + 0+ wh) = (f3 + 2+ %) — (U o)
o que nos permite concluir que, para |\| suficientemente grande, vale:

Lo o
/ U'dlde
0

De (5.101) e (5.102) segue que:

ky Pl
< Z||¢i+wl+fwllliz(o,m+jIIWlII%Q(O,LO)+CI>\I2||‘1’1||%2(0,L0)+CIIUIIHIIFIIH-
(5.102)

Ev(t) < CIMNPIN|Z20 20y CHUNIF 2+ O[||¢1|\%2(0,L0>+le|I%z(o,Lo)+IleHiz(o,Lo)]+
+ C|O"(Lo)| [[W" (Lo)|+[W' (Lo)|] + Cl" (Lo)]| [(wh— L") (Lo)| + Clo' (Lo)||w' (Lo)| +
+ Clp (Lo)|[(pL + ' + €w)(Lo)| + C|Ry| + C|Ry| 4+ C|Rs| + C|Ryl. (5.103)

Dai, usando o Lema 5.1, concluimos que para cada € > 0 existe uma constante C. > 0, tal que:

Ei(t) < CoN Ul Fllze + C (19 0.0y + 10 30,0y + 19 B0 +
+ Gl (L) + 91 (Lo) P + W} (Lo) "] +

e[| B L)+ (0 + 9t + ) L)+ [ O] +

e |\1/1<Lo>|2+'b¢;<Lo>+/o 9()6 (Lo, s)ds +'b¢;<0>+/0 ()60, 5)ds| |+

+ C. [|W1(Lo)|2+\(w; —ﬁgol)(Lo)\Qﬂw;(O)ﬂ . (5.104)
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para |A| suficientemente grande. Dai, usando o Lema 5.6 e escolhendo ¢ > 0 suficientemente

pequeno, encontramos:

Ev(t) < CINUUNllFlle + C {22 0,00) + 19122 0,10) + 190 [E20,00) | +

£ Ol L) + [N (Lo + ! (Lo) 2] (5.105)

Agora, usamos novamente (5.96)-(5.99) escolhendo § > 0 suficientemente pequeno, para concluir

que, para |\| suficientemente grande, vale:
Ei(t) < CIMNHIUN] Flly + CIFI,:
Finalmente, juntando isto com (5.89), concluimos que:
)iz, < CIAPIES
para |\| suficientemente grande, o que nos da:

[GA — A) 7 F |l = U]l < CINYF s

encerrando a prova. [ |



Capitulo 6

Consideracoes Finais

No primeiro sistema hibrido considerado, estabelecemos a insuficiéncia da dissipa¢do fornecida
pela carga pontual, para a estabilidade exponencial do sistema. Entretanto, essa dissipagcao se

mostrou eficaz para produzir uma taxa polinomial de decaimento.

No segundo sistema, verificamos claramente a necessidade (restrita a este contexto, sem levar
em conta outros mecanismos dissipativos) quanto a suficiéncia da dissipacdo dada pelo efeito de
memoria para se obter a estabilidade exponencial. De fato, na auséncia de tais termos, mostramos
que o que ocorre é uma falta de decaimento exponencial. E, se os termos de memdria atuam
efetivamente sobre a parte viscoelastica da viga, entdo o sistema é exponencialmente estavel. Além
disso, as propriedades dissipativas provocadas pela carga pontual se mostraram irrelevantes pra
esse decaimento; ou seja, a estabilidade exponencial acontece, mesmo quando desprezamos a a¢ao
dissipativa da carga. Entretanto, assim como ocorreu com o primeiro modelo, quando consideramos

apenas a dissipacao fornecida pela carga, esta acarreta uma taxa polinomial de decaimento.

No terceiro sistema, quando consideramos a viga de Bresse em balan¢o com o efeito de meméria
agindo apenas sobre o momento fletor, esta dissipagdo, embora necesséria, nao se mostrou suficiente
para estabilizar exponencialmente o sistema; e, para atingir esse objetivo, uma hipdtese adicional
precisou ser acrescentada: de que as velocidades de propagacao de ondas das equac¢des da parte
viscoeldstica da viga sejam iguais. Retirando-se parte desta hipdtese adicional, obtivemos o decai-

mento polinomial do sistema; mas faltou concluir sobre a necessidade desta hipétese, uma vez que,

99
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na falta dela, ndo conseguimos mostrar a falta de estabilidade exponencial do sistema. Assim, esta

€ uma questao que continua em aberto.

As dissipacoes introduzidas pelas cargas pontuais nos trés modelos estudados ndo se mostraram
relevantes para a estabilidade exponencial, uma vez que esta se dd mesmo quando tais dissipacoes
ndo estdo presentes. Além disso, elas também n3o se mostraram fortes o bastante para, sozinhas,
produzirem estabilidade exponencial dos sistemas, o que ficou claro, por exemplo, quando mostra-
mos a falta de estabilidade exponencial na auséncia dos termos de memdria, no segundo modelo.
Contudo, quando essas foram as tnicas dissipacoes efetivas sobre os modelos, elas se mostraram

suficientes para provocar uma taxa polinomial de decaimento.

A seguir, listamos algumas sugestdes para possiveis trabalhos futuros.
1. Analisar o comportamento assintético do sistema hibrido de Bresse, mas desta vez com uma
Gnica memdria agindo apenas sobre a tensao cortante ou sobre a tensdo longitudinal.
2. Considerar outras condicdes de contorno para a viga de Euler-Bernoulli.
3. Considerar problemas de transmissdo para a viga de Euler-Bernoulli.
4. Estudar se ha relagao entre o decaimento do nicleo de cada memdria com o tipo da taxa de
decaimento dos sistemas; por exemplo, analisar o comportamento assintdtico dos sistemas para
funcdes de relaxamento decaindo apenas polinomialmente.
5. Considerar outros tipos de dissipacao agindo sobre a viga de Bresse, como por exemplo, do tipo
Kelvin-Voigt.
6. Considerar problemas hibridos para vigas constituidas por trés ou mais componentes. Uma
situacdo interessante seria, por exemplo, considerar a viga formada por trés materiais fisicamente
diferentes, um viscoeldstico (com meméria ou de Kelvin-Voight), outro eldstico e um terceiro, com
dissipacdo dada por um mecanismo de atrito. Aqui, além do interesse do papel de cada dissipacao
na estabilidade do modelo, ha ainda o interesse em se verificar a influéncia que as possiveis posi¢oes
de cada material na viga eventualmente teriam nas taxas de decaimento.
7. Considerar sistemas hibridos para outros tipos de estruturas, tais como placas de Mindlin-
Timoshenko, por exemplo, com cargas anexadas as suas extremidades.
8. Considerar problemas de transmissdo com outros tipos de materiais dissipativos, tais como

materiais termoeldsticos, por exemplo.
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