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Resumo

Propriedades assintéticas de modelos de misturas e sistemas

hibridos

Resumo da Tese de Doutorado submetida ao Programa de Pés-graduacao em Ma-
tematica do Instituto de Matematica, da Universidade Federal do Rio de Janeiro - UFRJ,

como parte dos requisitos necessarios a obtencao do titulo de Doutor em Ciéncias.

Neste trabalho investigamos o comportamento assintético das solugoes dos pro-
blemas de valor inicial e fronteira da teoria unidimensional para mistura de sélidos ter-
moelastica. Também consideramos a mistura de n sélidos com dissipacao friccional em
dominios limitados e nao limitados (R). Finalmente, estudamos um problema de contacto
constituido por um material com duas partes, sendo a primeira parte viscoelastico e a se-
gunda parte possui uma extremidade livre ligada a um corpo rigido, o modelo matematico
é uma equacao diferencial parcial acoplado com uma equacao diferencial ordinaria , tais
sistemas sao chamados de hibridos. Em cada caso, mostramos a existéncia e unicidade de
solugoes globais fortes. Nosso principal objetivo é apresentar as condigoes que asseguram
a estabilidade exponencial do semigrupo correspondente aos modelos de mistura. Para
o modelo hibrido mostramos a estabilidade polinomial. Os resultados que consideramos
relevantes para a teoria de mistura de sélidos esta na caracterizacao da estabilidade ex-
ponencial que apresentamos nos capitulos 2 e 3, tais resultados sao novos e descrevem de

forma completa o comportamento assintético das solucoes destes modelos.

A ferramenta utilizada é a teoria de semigrupos e operadores dissipativos em espacos
de Hilbert. Especificamente o resultado de Pruss [33] sobre estabilidade exponencial de

um semigrupo e o Teorema de Borichev e Tomilov para o decaimento polinomial [9].

palavras-chave:Semigrupo Cj; Estabilidade linear; Estabilidade Exponencial; Misturas

termoeldstica e com dissipacao friccional; sistemas hibridos.



Abstract

Asymptotic properties of models for mixture and hybrid systems

In this work we investigate the asymptotic behaviour of solutions to the initial boun-
dary value problem for a one-dimensional theory of mixtures of thermoelastic materials.
We also consider the mixture of n materials in the presence of a frictional damping in
bounded and unbounded domains (R). Finally we study hybrid systems, which consists
of a compost material with a tip load. In each case, we show the existence and unique-
ness of global strong solutions. Our main goal is to present conditions which insure the

exponential stability and Polynomial stability of the corresponding semigroup.

The main result about the solids mixture is the characterization of exponential stability
presented in Chapters 2 and 3, these results are new and fully describe the asymptotic
behaviour of the solutions. The tool used is the theory of semigroups and dissipative
operators in Hilbert spaces. Specifically the result of Pruss [33] on exponential stability

of a semigroup and the Borichev-Tomilov theorem on polynomial stability [9)].

keywords: Cy-semigroup; Linear stability; Exponential stability; frictional and thermo-

elastic mixtures; hybrid systems.



Notacoes

e C'([0,00[, H ) éoespaco das fungdes continuas de [0, co[ em um espago de Banach

H.

e L(H) é o espaco dos operadores lineares e continuos em H e K(H) denota o su-

bespaco dos operadores compactos.

e o(A)={\eC; (M — A~ € L(H)} é o conjunto resolvente do operador fechado
A.

e o(A) = C\p(A) é o espectro de A.

e R(\ A) = (M — A)~! é o operador resolvente.

* T

o w=w , w=(w,ws,...,w,) € C". Transposta do conjugado.

n
o 2 W =wz= 5 z;w; € o produto interno em C".
i=1

e A > 0 denota a propriedade de A ser uma matriz definida positiva.

e A > 0 denota a propriedade de A ser uma matriz semidefinida positiva.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste Capitulo estabeleceremos alguns resultados e notagoes que utilizaremos no decorrer
deste trabalho. Os detalhes podem ser encontrados em Roger A. Horn [36], Bernstein [7],
Brezis [8], Adams [1], Yosida[38], Rudin [37], Pazy[32], Priiss [33], Renardy [35], Huang
[13], Borichev e Tomilov [9], Liu e Zheng [22].

1.1 Matrizes

Definicao 1.1.1. Uma matriz A = (a;;) € C™™ é chamada hermitiana se A = A

~ -~ , .
Usaremos a notagao A* = A . Desta forma vemos que, se A é uma matriz real

hermitiana é equivalente a que A seja uma matriz simétrica.

Lembremos que as matrizes hermitianas possuem autovalores reais
A=A = o(A)CR.

A continuacao apresentamos algumas propriedades que sao relevantes para o desenvolvi-

mento de este trabalho.

Teorema 1.1.2. Seja A € C™™", entao as sequintes afirmacoes sao verdadeiras
(i) z*Az € R para todo z € C" se, e somente se A* = A.

(ii) z*Az € iR para todo z € C" se, e somente se A* = —A.

10



(111) z*Az =0 para todo z € C" se, e somente se A = 0.

Teorema 1.1.3. Seja B € R™*"™. Entdo sao equivalentes as sequintes afirmacgoes
(i) B € simétrica,

(ii) z*Bz € real para todo z € C",

(iii) B € normal (BB = B'B) e todos seus autovalores sdo numeros reais,

(iv) existe uma matriz ortogonal P € R™™ e uma matriz diagonal D € R™ " tal que

B = PDP'.

Definigao 1.1.4. Seja A = (a;;) € C"*" uma matriz hermitiana.

(i) Definimos a forma complexa associada, sendo como

n
ZAw = g ajziw; 5 z,w e C"

1,j=1

que se reduz ao produto interno de C" se A =1.
(i) A € chamada definida positiva (A = 0), se

Z*Az>0 , VzeC"\{0}.

(111) A € chamada semidefinida positiva (A = 0), se
Z*Az>0 , VzeC"

Teorema 1.1.5. (Caracterizagao) Seja A € C™™ uma matriz hermitiana. A € semi-
definida positiva se, e somente se todos seus autovalores sao nao negativos. A é definida

positiva se, e somente se todos seus autovalores sao positivos.
Teorema 1.1.6. (Rayleigh-Ritz)

Seja A € C" uma matriz hermitiana e Xy = M < Ao < .0 <Ay = Amag seus

autovalores. entao

Amin 12> < 2*Az < Apag |22 V 2z e C

11



Demonstra¢ao. Ver Roger A. Horn [36].

Uma conseqiiéncia do Teorema acima é o fato de que a forma complexa
1
/ U*AVdx, U,V € [L*(0,])]"
0

é um produto interno que induz uma norma equivalente & norma de [L?(0,1)]" se A = 0.

Teorema 1.1.7. Sejam A, B € C™*" positivas semidefinidas, entao todos os autovalores
de AB sao nao negativos. Se A e B sao positivas definidas, entdo todo autovalor de AB

€ positivo.

Demonstragao. Ver Corolario 8.3.6. Bernstein [7].

Teorema 1.1.8. (Diagonalizagao simultinea) Seja F C F"*", suponhamos que todo
elemento de F € uma matriz normal (A*A = AA*). Entao, eriste uma matriz unitdria

U € F™*" tal que UAU ¢ diagonal para todo A € F se, e somente se F satisfaz
AB=BA, VA BeF.

Onde F =R ou C.

Demonstragao. Ver Bernstein [7].

Teorema 1.1.9. Sejam A, B € F"*" matrizes hermitianas e A = 0. Entdo, existe uma

matriz nao singular S € F**" tal que SAS* =1 e SBS* ¢ diagonal.

Demonstracao. Ver Bernstein [7].
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1.2 Espacos de Sobolev

Seja 2 um aberto de R" dotado da medida de Lebesgue com fronteira 0€2. Suponhamos
conhecidos os conceitos de fungao integravel, mensuravel, conjunto de medida nula, etc.;
ver, por exemplo, [37]. Definimos, para 1 < p < 0o, o espago LP(£2) como o espago das

fungoes reais u, mensuraveis em €, tais que |ulP é integravel a Lebesgue em (2, isto é,
LP(QY) = {u :Q—R; / |u(x) P dx < —l—oo}.
Q

Em LP(Q) definimos a norma

ellZo e —/Q|U($)\pdl‘; 1<p<oo

com a qual LP(£2) resulta ser um espago de Banach. No caso p = oo, LP(f)) representa o

espaco de todas as funcoes essencialmente limitadas em ) com a norma

|w||Loe () = supess|u(z)| .
z€eQ)

Também neste caso L>=(2) é um espago de Banach. Quando p = 2, L*(Q) é um espago

de Hilbert com produto interno

(u,v) 12(0) :/Qu(x)v(x)dx

e norma induzida

fulfi0) = [ luta) P
Teorema 1.2.1. (Desigualdade de Hoélder) Sejam f € LP(2) e g € LY(2) comp e q
satisfazendo 1 < p,q < oo e 14— 1 1. Entio fge L*(Q) e

p q
/Q F@g(@)dz < |y lglzoe.

Demonstracao. Ver [8].

Lema 1.2.2. Seja Q) um subconjunto aberto do R™.

(i) Sel < p < oo, entio LP(2) é um espago de Banach reflexivo. Entretanto, L'()
e L>(9) sao espagos de Banach nao reflexivos.

(i) Sel<p< oo, entao LP(S2) € separdvel. Entretanto, L>(2) nao € separdvel.

13



Demonstracao. Ver [8].

Seja o = (a1, 9, ...,a) € N", 2 = (21,29, ...,2,) € R", |a] = Y"1 | ;. Denotamos
por D® o operador derivacao de ordem |a| definido por

glal

D% =
aq a2 Oy
0x ' 0x5?...0xon

Quando a = (0,0...,0), definimos D*u = u.

Com estas notagoes definimos o espago de Sobolev W™P(£2) como o espago de todas

as fungoes reais u € LP(2) tais que a derivada D%u € LP(Q2) para todo |a|] < m, isto é,

WmP(Q) ={ue LP(Q); De LP(Q), V|a|<m}.

A derivada é considerada no sentido das distribui¢oes definidas sobre o espago C§°(£2).

Definimos, em W™P(Q)), a norma
[l = 32 [ ID"u(o)ds
la|<m
com a qual W™P(Q)) é um espago de Banach. O espago W™P(Q2) é chamado espaco de

Sobolev de ordem m.

Teorema 1.2.3. W™P(Q) é um espaco de Banach separdvel se 1 < p < +o0, e reflexivo

e uniformemente convexo se 1 < p < +00.
Definimos o espago de Banach W;""(€2) como o fecho do espago C§° em W™P (), isto

m e W ()
W) = cr@) .

Quando p = 2, W™2(Q) é denotado por H™(£2) e este espago ¢ um espaco de Hilbert com
produto interno definido por
(u, U)Hm(Q) / D%y Da )d
|a|<m

e norma dada por

iy = 32 [ 1D"uta) e

la|<m

14



No caso particular em que m = 1 , tem-se o espaco H*(f2) definido por
Ju
S

HY(Q) == {uel*Q); oz,

também é possivel identificar via teorema do trago, os espacos
HY(Q) == {uec H(Q); u=0 em 0Q }.
Ver [8].

Em H'(2) temos o seguinte produto interno:

(w0 = [

Qu(x)v(x)dx—i-/Vu(x)Vv(x)dx

Q

e a norma induzida

ey = [ fute)Fdo+ [ [Vu(o)Pda

Teorema 1.2.4. (Imersoes de Sobolev) Seja Q C R™ um aberto limitado com fronteira

0%) de classe C™.

(i) Se mp < n, entdo a sequinte inclusao € continua

. 1
WmP(Q) — LT (), onde — = — —

1 m
q n

i~

Além disso, a inclusao é compacta para qualquer q, com 1 < q < q*.
(ii) Se mp =n, entdo a sequinte inclusio é continua e compacta
WmP(Q) — LYQ) , para todo 1< q < 0.
Além disso, se p=1 e m = n, entao vale a mesma relagao acima para ¢ = 0.

(111) Sek+1>m—%>k,kEN, entao escrevendo m — 2 = k+a, com 0 < o <1,

temos que a sequinte inclusao é continua
W™P(Q) — CF*(Q) ,

onde C**(Q)) representa o espaco das funcées em C*(Q) cujas derivadas de ordem

menor ou iqual a k sao a— Hélder continuas, isto €,
|DMu(z) — DMu(y)| < L(u)||lz —y[|*; Vz,y€Q e VyeN", 7] < k.

Além disso, sen=m—k—1, a=1 ep =1, entao a inclusao vale também para

a =1, e a inclusio W™P(Q) — C*B(Q) , é compacta para todo 0 < 3 < .

15



Demonstragao. Ver [1].

Teorema 1.2.5. (Desigualdade de Poincaré) Seja §2 um aberto limitado do R™. Entdo

existe uma constante positiva ¢, que depende univocamente de §) e n tal que
||u||Lp(Q) < Cp||Vu||Lp(Q) , Yu e Wol’p(Q) (1.1)

onde ¢, € a constante de Poincaré.

Seja Q2 C R™ um aberto limitado com fronteira de classe C* . Entdo existe uma constante

positiva ¢, que depende univocamente de §) e n tal que

ull 2 < ¢ (||Vu||L2(Q) + | /u dx |> , Yu € Hl(Q)_ (1.2)
Q

(1.1) e (1.2) sao conhecidas como desigualdade de Poincaré.

Demonstragao. Ver [1], [8].

Observagao 1.2.6. Se u =0 em I' C 022 uma parte aberta de OS2, entdo a desigualdade

de Poincaré também € vdlida.
Em particular, ||V (-)||zr() é uma norma em Wy”(2), equivalente & norma || - |[y1.r(q); em
H{ () a expressao ||V (+)||r2(q) ¢ uma norma equivalente & norma || - || z1(q)-

No Capitulo 5 usamos um tipo de desigualdade de Poincaré, que enunciamos a conti-

nuacgao:

Lema 1.2.7. Seja (a,b) C R um intervalo aberto limitado. Entdo existe uma constante

positiva ¢ tal que

lull2@ap) < clltel|L2@p) , Yu € Hl(a,b), u(a) = 0. (1.3)

1.3 Transformada de Fourier

A transformada de Fourier fornece um 1til instrumento no estudo das equacoes diferenciais

parciais.

Definig¢ao 1.3.1. (Espago de Schwartz S) Ou espago das fungoes rapidamente decres-

centes, € o subespago vetorial formado pelas fungoes p € C°(R™) tais que:

16



lim {[a]|*D%p(x) = 0

||2||—o00

para todo k € N e o € N™.

Introduzimos em S(R™) uma topologia localmente convexa, considerando a familia
enumerével de seminormas {p,, ;(-)} definida por

Pri(0) = sup sup (1 +||z|[*)*| D%(2)| (1.4)

|a|<m x€R™

Definimos a seguinte nogao de convergéncia: wuma sucessio {¢,} de fungoes de S(R™)
converge para zero, quando para todo k,m € N a sucessio {pmr(¢,)} converge para zero.
A sucessao {y,} converge para ¢ em S(R") se {p,, (¢, — ¢)} converge para zero para

todo k,m € N.

As formas lineares definidas em S(R™), continuas no sentido da convergéncia definida
em S(R™), sdo denominadas Distribuicoes temperadas. O espago vetorial de todas as

Distribuicoes temperadas com a convergéncia pontual de sucessoes sera representado por
S'(R™). Assim
lim 7, =T em S'(R") se lim(7T,,9)=(T,¢), ¥V peSR").

V—r00 V—00

Qualquer fungao LP(R™), 1 < p < 400 define uma distribui¢do temperada. Além disso,

LP(R") — &’ é uma inclusao continua.

Para ¢ € S a transformada de Fourier ¢ é definida por

p(&) =

{1/12_7T /n e p(r)dr
Teorema 1.3.2. Seja ¢ € S. Entao
o (D2¢) (&) = (1©)°3(©), Y a e "

o lim 3(¢)=0.

llz||—o00

O Teorema anterior diagonaliza o operador diferencial D¢ agindo em S no operador

de multiplicagao por (i£)* no espago {p; ¢ € S}. Isso nos permite transformar equagoes

17



diferenciais ordinarias em equacoes algébricas e nos permitira mais tarde, reduzir EDP’s

a equacoes diferenciais ordinarias.

Teorema 1.3.3. Seja ¢ € S. Entio ¢ € S e a aplicagdo

F: 8§ =5 S
o = @

€ um 1somorfismo.

O seguinte Teorema é uma extensao (por continuidade) da transformada de Fourier

para o espaco L?(R")

Teorema 1.3.4. (Plancherel) Eziste uma tnica bijecao isométrica F : L*(R") —

L*(R") tal que F(f) = f. para todo f € S.

1.4 Desigualdades e resultados importantes

Lema 1.4.1. (Desigualdade de Young) Sejam 1 < p,q < +00 com % + é = 1. Entao

P e
abga——i-—, Va,b>0
p q

Lema 1.4.2. (Desigualdade de Young com ¢) Sejam 1 < p,q < +oc com }D +% =1
e e > 0. Entao
ab<ea? +Chb?*, Ya,b>0

onde C. = (ep)fgqfl.

No caso particular em que p = ¢ = 2 , a desigualdade de Young com € se resume em
1
ab§6a2—|—4—b2, Yab>0,
€

esta desigualdade sera utilizada em todos os capitulos seguintes da tese. O proximo

resultado também é de fundamental importancia no anélise dos seguintes capitulos.

Defini¢ao 1.4.3. Seja H um espago normado com norma || - ||. A aplicagao denotada
por
a(-,-): Hx H—C

é chamada

18



(i) Sesquilinear se, para todo oy, s, By, B2 € C e para todo u,v,w € H, se verifica
alaqu + agv, w) = ara(u, w) + aza(v,w) e

a(ua 517} + ﬁQw) = ECL(’U,, U) + Ea(ua w)

(ii) Continua se existe uma constante c tal que |a(u,v)| < ¢||ul|||v||, para todo u,v € H.

(iii) Positiva ou coerciva se existe uma constante o > 0 tal que a(v,v) > «fv||?

todo v € H.

, para

Observacao 1.4.4. Se
a(+,-) : Hx H— R,

entao o conceito de sesquilinearidade é equivalente a bilinearidade.
Além disso, dizemos que a aplicacao denotada por
o(-): H—C

é Anti-linear, se p(au) = ap(u), para todo a € C e para todo u € H.

Lema 1.4.5. (Lax-Milgran) Seja a(-,-) uma forma sesquilinear, continua e positiva.

Entao, para toda aplicagcao anti-linear ¢ : H — C, existe uma unica uw € H tal que

a(u,v) = (p,v), YveH

Demonstragao. Ver [38].
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1.5 Teoria de Semigrupos e algumas definicoes

De modo geral, um sistema dinamico ¢ uma familia {7'(¢) };>¢ de mapeamentos sobre um

espaco de fase H satisfazendo

Tt+s) = THT(s) YVit,s>0,
T0) = 1.

Aqui H é o conjunto de todos os estados de um sistema, ¢ € RT representa o tempo e T'(¢)
representa o mapeamento que descreve a mudanca de um estado uy € H para o estado
T(t)up no tempo t. No contexto linear o espago de fase H é um espago vetorial e cada
T'(t) é um operador linear em H, logo {T'(t)}:>0 é chamado um semigrupo de operadores.
A situagao em que tais semigrupos de operadores aparecem sao os chamados problemas

de Cauchy abstrato,

ey = Ault) V>0,

w(0) = up,

onde A é um operador linear em um espago de Banach H. Em geral a relacao entre 7'(t)

e A é dada pelas férmulas

T(t) = e

d
= 2T,

Definigao 1.5.1. (Semigrupo fortemente continuo) Uma familia parametrizada T'(t)
(0 <t < o0) de operadores lineares limitados num espa¢o de Banach H, é chamado

semigrupo fortemente continuo se
(i) T(0) =1, (I € o operador identidade em H ),
(i) T(s+1t) =T(s)T(t) para todo t,s > 0 (propriedade de semigrupos),

(iii) Para cada ug € H, t — T(t)ug € C([0,+o00[; H).

Chamaremos de semigrupo de classe Cy ou simplesmente semigrupo Cy a um semi-

grupo fortemente continuo. Algumas vezes denotaremos 7'(t) por et

20



Defini¢ao 1.5.2. Um semigrupo Cy, T(t) , de operadores lineares limitados em H ¢é dito

semigrupo Cy de contragoes se

| T()||zmy <1 para todo t > 0.

Conhecido o semigrupo Cy, T'(t), definimos

Defini¢ao 1.5.3. Diz-se que A é o gerador infinitesimal de um semigrupo Cy, T(t), se

T(t)x — drT(t
Az = lim Wz = e = (t)z para todo x € D(A),
=0+ t dt  li=0

em que

D(A) = {z € H : lim Ttz =

existe }
t—0t

é o dominio de A.

Definicao 1.5.4. Um operador linear A definido em um espaco de Hilbert H, € dito
dissipativo se, para todo x € D(A),

Re(Az,x)g <0, (1.5)
onde (., .)g denota o produto interno de H.
Apresentamos a seguir as condicoes necessarias e suficientes para que um dado operador

A seja gerador infinitesimal de algum semigrupo Cjy. Isto é, o Teorema de Hille-Yosida.

Teorema 1.5.5. (Hille-Yosida) Um operador linear (ndao limitado) A € o gerador infi-

nitesimal de um semigrupo Cy de contracoes T(t), t > 0 se, e somente se,

raYaruURLL:

(i) A € um operador fechado e D(A) =H.
(ii) O conjunto resolvente p(A) de A contém R e, para todo \ > 0,

RN Alley <

> =

Demonstragao. Ver [32].

Corolario 1.5.6. Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy, T(t),
de contracoes. Entao o conjunto resolvente de A contém o semiplano positivo, isto €,

Ct:={X: ReA>0} C p(A). Além disso, para todo Re\ > 0, temos que
1
A —A)7! < —.
IO = A ey < s
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Demonstragao. Ver [32].

Teorema 1.5.7. Um operador linear A € o gerador infinitesimal de um semigrupo de

classe Cy, T(t), satisfazendo | T(t)| zcm) < Me*" se, e somente se,

(1) A € fechado e D(A) = H.

(ii) O conjunto resolvente p(A) de A contém o semiplano Re\ > w e

M

. A\ < R
IROAY e < pox =y

VRel >w, VYn=1,2, ..

Demonstragao. Ver [32].

Teorema 1.5.8. (Lumer-Phillips) Seja A um operador linear com dominio denso D(A)

em H.

(1) Se A € dissipativo e existe um Ao > 0 tal que a imagem de \gI — A € todo o espago
H, isto é, R(AI — A) = H, entdo A € o gerador infinitesimal de um semigrupo de

classe Cy de contragcoes em H.

(ii) Se A € gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy de contragoes em H,

entio R(AN — A) = H para todo A > 0 e A € dissipativo.

Demonstragao. Ver [32].

Um gerador infinitesimal de um semigrupo Cp, é dissipativo se, e somente se, o semi-
grupo et é de contracdes. Como corolario do teorema acima, obtemos o seguinte resultado
que serd freqiientemente usado neste trabalho para mostrar a existéncia e unicidade de

solugoes.

Corolario 1.5.9. Seja A um operador linear (ndao limitado) densamente definido em H
espaco de Hilbert. Se A € dissipativo e 0 € p(A), entao A é o gerador infinitesimal de um

semigrupo de contragoes T(t), t >0 em H.

Demonstragao. Ver [32].

Teorema 1.5.10. Seja T'(t) um Semigrupo Cy em um espago de Banach H e seja A seu

gerador. Entdo a aplicagio u := T(t)x € a unica solu¢do para o problema de Cauchy

22



abstrato

du
@ - (1.6)
u(0) = =z
Satisfazendo
ue C([0,00);H), z€H (1.7)
u € C([0,00); D(A)) N C*([0,00); H), =€ D(A). (1.8)

Teorema 1.5.11. Seja T'(t) um semigrupo de classe Cy. Entao existem constantes w > 0
e M > 1 tais que

I T(E) ey < Me* para todo t > 0.

Demonstragao. Ver [32].

Defini¢ao 1.5.12. Dizemos que um semigrupo Cy, T(t), é exponencialmente estdvel se

existe uma constante positiva w e M > 1 tal que
T ey < Me " Vt>0. (1.9)

Definicao 1.5.13. Seja e um semigrupo de classe Cy gerado por A. Diz-se que wy(A)

€ o tipo do semigrupo gerado por A se
i g1 At N At
wo(A) = lim ¢ Inle™leemy = nft™ In fle™| ).

Observacao 1.5.14. E importante notar que wo(A) € o infimo das constantes w € R que
satisfazem
Ty < M e*" para todo 0 <t < oo.

Portanto proporciona informagao sobre o crescimento de etd. Se wo(A) < 0, entdo o

At

semigrupo e”* € exponencialmente estavel com uma tara de decaimento determinada por

WO(A).

De fato, aplicando a defini¢ao 1.5.13 para 0 < € < |wo(A)| , obtemos

In ||| 2y

wo(A) + € > = ewo(A)+at > HeAt||£(H), vt > N,

logo, usando a continuidade do operador e sobre o intervalo compacto [0, N], concluimos

que existe uma constante M, > 0 tal que
e iy < Meo@Tt -y >0
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escolhendo —p = wp(A) + € < 0, da definigdo 1.5.12, obtemos a estabilidade exponencial

do semigrupo e“*.

Definicao 1.5.15. Seja A um operador linear em H. Definimos, e denotamos por w,, a

cota superior do espectro de A, isto €,
wy(A) = sup{ Re(A) : A€o(A)}.

Observagao 1.5.16. Se A ¢ um operador nao limitado com resolvente compacto, isto
é, R(\o; A) € K(H) para algum Ao, entdo o(A) estd composto s6 por autovalores (com

multiplicidade finita)de A (0(A) = 0,(A)).

Defini¢ao 1.5.17. Seja T'(t) um semigrupo de classe Cy gerado pelo operador A. Entdo

dizemos que T(t) satisfaz o principio de estabilidade linear, se

wo(A) = wy(A).

Em geral, sabemos que a desigualdade wy(A) > w,(A) se verifica para todo gerador
A (ver [12],[28], [33] ), mas tal desigualdade pode ser estrita. No entanto, existem vdrias
classes de geradores A para os quais e’ satisfaz o principio da estabilidade linear. Por

exemplo, se

(i) A ¢ limitado,

(ii) H é um espaco de Hilbert e A é um operador normal, isto é, A e seu operador

adjunto comutam,

(iii) e?* é continuo em L(H) para todo t > to > 0. (et é uniformemente continuo)

Em (iii) estao incluidos os semigrupos que possuem extensoes analiticas (Semigrupos

analiticos).

O préximo resultado nos da uma condigao necesséria e suficiente para determinar quando

a taxa de crescimento do semigrupo (wp) é determinada pela cota superior do espectro
(wo)-

Corolario 1.5.18. Seja H espaco de Hilbert e seja e

Y um semigrupo de classe Cy em H

t

gerado por A. Entao et satisfaz o principio de estabilidade linear se, e somente se,

Ve>0 : IM.>1 tal que ||(M —A) e < Me V Re(N) > wy(A) +¢
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Demonstragao. Ver [33].

Como conseqiiéncia do resultados acima, Renardy [35] estabeleceu condigoes suficientes
para que o semigrupo, 7'(t), gerado pela perturbacao continua de um operador normal,
Ay, satisfaca o principio de estabilidade linear. Este resultado sera aplicado no estudo do

sistema de mistura de sélidos. Enunciamos a seguir o resultado de Renardy.

Teorema 1.5.19. Sejam H um espaco de Hilbert e A := Ay + B gerador infinitesimal
de um semigrupo Cy em H. Supomos que Ay € um operador normal e B € limitado. Se

existem M > 0 e n € N satisfazendo as sequintes propriedades:

(a) Se A € 0(Ay) e |\ > M — 1, entao N\ € um autovalor isolado com multiplicidade

finita.

(b) Se |z| > M, entao o nimero de autovalores de Ay no disco D(z,1), com suas multi-

plicidades, nao excede n.

At

Entao e satisfaz o principio de estabilidade linear, isto é, wy(A) = wy(A).

Demonstragao. Ver [35].

Observacao 1.5.20. Os corolarios (1.5.18) e (1.5.19), nos dizem que basta determinar
a cota superior do espectro para encontrar a melhor tara de decaimento. Quando esta
propriedade € vdlida, diz-se também que o semigrupo possui a propriedade do crescimento

determinada pelo espectro (PCDE).
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1.6 Semigrupos () gerados por operadores dissipati-

vos nao limitados

Para continuar com o estudo da estabilidade de sistemas dissipativos consideramos a
equagao de evolugao linear (1.6) com dado inicial u(0) = up no espago de Hilbert H.
Suponha que A gera o semigrupo Cy de contragoes T'(t). Agora apresentamos defini¢oes

relevantes a estabilidade de tais sistemas.

Definigao 1.6.1. Dizemos que o semigrupo Cy, T'(t), € fortemente estdvel se
lim ||T(t)uo||z =0 (1.10)
t—o0

para cada ug € H.

Definigao 1.6.2. Dizemos que o sistema (1.6) é uniforme exponencialmente estdvel se o

semigrupo T(t) for um semigrupo exponencialmente estdvel.

Observamos que

Exponencialmente estavel = Fortemente estavel
Existem muitos semigrupos Cy que sao fortemente estaveis mas nao de forma uniforme
0
exponencial. Nesse caso, outros tipos de decaimento foram introduzidas.

Definicao 1.6.3. Dizemos que a solugio de (1.6) decai a uma taza de f(t), se f(t) é

uma funcao positiva com

B /6 =0
tal que
lu@)|[r < f(®)lluollpay, >0, (1.11)

para todos os uy € D(A).

Observagao 1.6.4. A norma sobre o lado direito de (1.11) ndo pode ser a norma de
H. Caso contrdrio, temos decaimento uniforme com taza f(t) e por propriedades de

semigrupo, (1.11) implica que o sistema (1.6) seja uniforme exponencialmente estdvel.

decaimento uniforme para zero = uniforme exponencialmente estdvel
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De fato, por hipdtese temos que
i 170 lean = 0= o € R [1T(k) ey < 1.
Denotemos por « a constante definida como
a=||T(to)||lc < 1.
Pelo algoritmo da divisao, todo nimero t pode ser escrito na forma
t=mity+r

onde m € Ne 0 <r <t5. Como T(t) é um operador continuo, encontramos que existe
M > 0, tal que
T (|| ey < M, Vit e[0,t].

Seja t € R, usando as propriedades de semigrupos, obtemos
T @) ey = [T )™ T ()] ey

De onde temos

T ey < Ma™.

Lembrando a definicao de m, encontramos
T (O)|ey < Mia™,

onde M, = Ma % e v = % Lembremos também que

o) = eYinle) — e*ﬁ’ B>0
pois a < 1, assim,
1T Olleq) < Mie™™.
Isto é, T'(t) é exponencialmente estével.

Teorema 1.6.5. (Huang) Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo Cy de opera-
dores T'(t). Se iR C o(A) , entao T(t) € Fortemente estdvel.
Demonstragao. Ver [13].

Tais definicoes e resultados sao importantes para o estudo do comportamento as-

sintético das solugoes do problema (1.6) e serdo aplicados no estudo da estabilidade de
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sistemas relacionados a mistura de sélidos e o problema de transmissao viscoelastica com
tip load (Sistema hibrido). Em particular se f(¢) é a inversa de un polinomio em ¢, a
Definic¢ao 1.6.3 é conhecida na literatura como Decaimento Polinomial (ou semigrupo Poli-
nomialmente estdvel). O seguinte teorema é uma ferramenta eficiente para a determinagao

da taxa polinomial do sistema (1.6).

At

Teorema 1.6.6. ( Borichev - Tomilov ) Seja e um semigrupo Cy de contragoes em

H Hilbert tal que iR C o(A). Entao para todo o > 0 fizado:

IGA = A) M ean = O(IA®), M — 00 <= [e™A g = O ), t— 0.

Demonstragao. Ver [9].

O decaimento exponencial é o decaimento mais rapido de todos os apresentados até
agora, a continuacao segue uma caracterizacao dos semigrupos exponencialmente estaveis

em espacos de Hilbert.

Teorema 1.6.7. ( Priiss ) Seja et um semigrupo de classe Cy de contragoes num espago

de Hilbert. Entdo et € exponencialmente estdvel se, e somente se,
(i) iR C p(A).

(ii) limsup||(iBI — A) | cem) < oo
8] =00

sao verdadeiras.

Demonstragao. Ver [22] ou [33].
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1.7 Modelos matematicos para mistura de sélidos

Os sistemas de mistura de sélidos ¢ um assunto que tem recebido muita atengao nos
ultimos anos. Os primeiros trabalhos sobre este tema foram as contribuigoes de Truesdell
e Toupin (1960), Green e Naghdi (1965,1968) ou Bowen e Wiese (1969). Apresentagoes
dessas teorias podem ser encontradas nos artigos de Atkin e Craine [2] ou Iesan D. [7]. Nos
ultimos anos, um crescente interesse tem sido dirigido para o estudo das propriedades qua-
litativas das solucoes de este tipo de modelos. Em particular, podemos encontrar varios
resultados sobre a existéncia, unicidade, dependéncia continua e estabilidade assintotica,
ver [8] ,[9] ,[20] ou [21] . Queremos enfatizar o estudo do comportamento das solugoes
para o caso de uma viga unidimensional composta por uma mistura de n sélidos eléstica e
queremos saber que tipo de dissipacao podemos dotar ao sistema para obter estabilidade
exponencial das solucoes. No contexto mecanico o decaimento exponencial significa que
depois de um certo periodo de tempo os deslocamentos mecanicos sao muito pequenos
e podem ser desprezados; em caso contrario os deslocamentos podem ser apreciados no
sistema apos algum tempo, portanto, a natureza das solugoes determina o comportamento

temporal do sistema e é importante ser capaz de classifica-los.

Consideremos uma viga configurada no intervalo 2 = |0, [[, conformada pela mistura
de n solidos. Os deslocamentos verticais das particulas no tempo t serao denotados
por (ul,u? ..., u")T = U, onde v/ = w/(xz,t), z € Q e seja § = O(z,t) a diferenca de

temperatura em cada ponto x € {2 e no tempo t.

Denotamos por p; a densidade de massa de cada material constituinte no tempo ¢ = 0,
seja 0 = (07) a tensao do material associado com os constituintes, seja = a densidade de
entropia e por () denotamos o vetor fluxo do calor. Na presenca de forcas externas e

aplicando as leis de Newton, a equacao do movimento é dada pela seguinte expresao
RUy —o0, =F (1.12)
onde R = diag(p1, p2, ..., pn). Pela lei de Hooke a tensao do material (o.) é dado por
. = AU,

sendo A = (a;;) a matriz de coeficientes de elasticidade do material e por condicoes de

simetria temos que A = AT,
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Definimos a continuacao diferentes tipos de dissipagao para o material €2

e Dissipagao friccional. Considera-se uma forca externa F,
F=-BU, , o=o0,

e substituindo em (1.12) obtemos o modelo matemético para a mistura de n sélidos

com dissipagao friccional

RU; = AU, — BU; (1.13)
e Dissipacao Termoelastica A tensao do material é dada pela expresao
oc=0.—-05,
considerando a equagao de energia
CN) (ipg‘) E=Qq
j=0

leis constitutivas

E = U, +0
Q = Kb, )
onde 5 = (B, Ps,...,Pn) é um vetor coluna nao nulo de R™. Assim, obtemos o

sistema acoplado para a mistura de n sélidos termoelasticos

RUtt = AUxx_exﬁ

(1.14)
§9t = K/exz_BTU:pt

onde Kk = KO,"' <Z?:1 ,oj> 71.

Assumimos que as constantes ¢ e k sdo positivas, que as matrizes R , A = (a;;) sdo

definida positivas e a matriz B semidefinida positiva.
Estudaremos os problemas (1.13)-(1.14) com condigoes iniciais
U(z,0) = Uy(x), Ugz,0)=Ui(x), =€ (1.15)
0(z,0) =6y(x), ze€ (1.16)

e condicoes de fronteira

U0,t) = U(l,t) =0 (1.17)

0(0,1) = 0(1,t) = 0. (1.18)
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Capitulo 2

Mistura de solidos com dissipacao

friccional

Estudaremos o sistema (1.13) que modela uma mistura de n sélidos unidimensional con-

figurada no intervalo (0,[) com dissipacao friccional. Neste capitulo assumimos que:
R>0,A>~0eB>0

para caracterizar as propriedades asimptoticas das solugoes.

2.1 Existéncia e Unicidade

Nesta secao mostraremos a boa colocagao do problema

RU; = AU, — BU; (2.1)
com condigoes iniciais
U(x,0) =U,(x), Ux,0)=U(x), ze(0,]) (2.2)
e condigoes de fronteira
U(0,t)=U(l,t)=0. (2.3)

Consideremos o espaco vetorial
H = [Hy(0,D)]" x [L*(0,1)]"
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que, munido com o produto interno

l N l .
- / UrAU,dz + / V*RVdzx
0 0

(@7, @)

H

¢ um espaco de Hilbert com a seguinte norma induzida
1 !
(U5, = / UrAU,dx + / V*RVdz,
0 0
onde U = (ul,--- ,u")T e V= (v},--- ,o")". Desde que R, A = 0 obtemos
nooa
[CASTEED Y TSRS
i=1 70
a notagao ”a < b "significa que existem constantes positivas cq e ¢; satisfazendo
cob < a < 1D,

logo tal norma induzida é equivalente a norma usual de H.

Introduzimos o operador A, dado por

U 1% 0
A = + (2.4)
1% R AU, ~R'BV
— AU —5U

com dominio

D(A) = [H}(0,1) 1 H2(0,1))" x [H}(0,1)]"

Usando as notagoes acima o problema de valor inicial e fronteira (2.1), (2.2), (2.3) pode
ser reescrito como
d

—U=AU, U(0)=U
dt A ) (0) 0

onde U(t) = (U(t),V(t))" e Uy = (Up, Uy)".

Teorema 2.1.1. O operador A € gerador infinitesimal de um semigrupo Cy de contragaoes,

denotado por S,(t) = e*t.

Demonstrag¢ao. Usando as imersoes dos espagos de Sobolev, temos que D(A) é um

subespaco denso de H. Como B > 0 o operador A é dissipativo, isto é

Vv U
(AU, U),, = )

R-!AU,, — BV] v
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l l
_ / U*AV,dz + / V*AU,, — V*BVdx
0 0
l l l
- / UsAV,dz — / VAU, dx — / V*AVda
0 0 0

! !
= / U:AV, — (U;AV,)" dx —/ V*AV dx.
0 0
Como Re (UfAV, — (UfAV,)*) =0, temos que

!
Re (AU, U),, = — / VBV dz < 0. (2.5)
0

Agora provaremos que 0 € p(A) e a conclusao segue usando o Lema 1.5.9. Com efeito,
dado F = (F,G) € H, mostraremos que existe um tnico U = (U, V) em D(A) tal que

AU = F. Em termos das componentes temos

V=F in [H0,0)]" (2.6)
AU,, — BV =RG in [L*(0,0)]" (2.7)

logo o problema acima se reduz a encontrar U € [H? N H}|" tal que
AU,, = BF + RG.
Consideremos a forma sesquilinear 8 positiva e continua definida por

l
BU.0) = [ AU, do s ¥ (U.0) € [HO.0]" x (HO.)]
0
Definimos a aplicagao anti-linear J : [H}(0,1)]" — C,

l l
I(P) = — / ®*BFdx — / ®*RGdx
0 0

Aplicando o Lema 1.4.5 de Lax-Milgran obtemos a existéncia de U em [H}(0,1)]" tal

que

B(U, ) =J(®) Vb eH.
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Entao

I I
/ O*AU, dx = —/ ¢*[BF + RG|dx.
0 0

Consideremos a base canonica de R™ , {e;};=12. . n, logo definimos ®* = ge; onde ¢ €

D(0,1) para obter

! I
/ ore; AU dx = —/ ve;[BF + RG]dx
0 0
ou
I
(0, e; AUz )pxpr :/ ve;[BF + RG]dz.
0

Onde e;AU,, representa a j—ésima linha de AU,, e ;[ BF + RG] representa a j—ésima
linha de [BF + RG]. Entao AU,, € [L*(0,1)]" e

AU,, = BF + RG.

Como A = 0 temos U € [H?(0,1)NH}(0,1)]™ e as equagoes (2.6) e (2.7) sao verificadas.

Por outro lado, multiplicando as equagoes (2.6) e (2.7) por V* e U* respectivamente ,

integrando em (0,1) e somando obtemos

[ l
[0]}3, < / V*V 4+ UAU, dx = / V*F — U*BV — U'RG
0 0
e Como
l
/ \V*F| + |U*BV| + |U*RG| dz < C||U||%||F||x
0

concluimos que [|A7'F||y = ||U||x < C||F||%, para uma constante positiva C'. Por tanto

A~t € L(H) ou equivalentemente 0 € g(A).

2.2 Estabilidade Exponencial

Primeiro vejamos que S(t) satisfaz o principio da estabilidade linear.

Lema 2.2.1. Seja Su(t) = e dado pelo Teorema (2.1.1), entdo o semigrupo verifica

wo(A) = wo(A).
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Demonstragao. De (2.4) observamos que A pode ser reescrito como
A=A+ B.

Onde B € L(H). Para obter o resultado verificamos a hipdtese do Teorema 1.5.19 de

Renardy.

Da demonstragao do Teorema 2.1.1 temos que A~! € L(H), agora mostraremos que
Al € K(H). Como A ¢ fechado e densamente definido com 0 € p(A), vemos que

A1 € K(H) se, e somente se a injegao candnica

T : (D(A), | lpeay) — (Ho || - )
é compacta.

Suponha que {U,},en é uma sequéncia limitada em D(A), entao
AU, [|5, < C

e em termos das componentes implica que

I
Va2 = / VAV, dr < C,
0
I
|AU, — BV,|P = / AUy, —BV,[>dz < C,
0
I !
1Uraall” = / AUa|” do < 2/ [AUsee = BV,[* + BV, [" de < C,

0 0

como as imersoes Hj(0,1) N H?(0,1) — H}(0,1) — L*(0,1) sao densas e compactas,
existe uma subsequéncia que ainda denotaremos por U, = (U,,V,) que converge em H.

Portanto Y é compacta e A~" possui resolvente compacto (,(A) = o(A)).

Para verificar as hipéteses de Renardy, denotamos por A um autovalor de Ay e por

U € D(A) = D(Ap) o correspondente autovetor (U # 0)
AU — AU = 0. (2.8)
Em termos das componentes obtemos

AU-V =0
ARV —AU,, = 0
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eliminamos V' para obter
MRU — AU,, = 0.
Por outro lado todo autovetor pode ser escrito como U = Ysen (uz), onde Y € C" é um

™m

7+ em € N. Usando estas notacoes em (2.8) obtemos

vetor coluna, p =

AR + p2A]Y =0

g, (\) = det[\’R + p*A] = 0
entao

o(Ao) = J{reC; gV =0} (2.9)

Como R e A sao positiva definidas, aplicando o Teorema 1.1.7, obtemos que R™*A possui

autovalores positivos. De (2.9) obtemos

JM@:LJ{imTﬁi;TGdRAA%.

meN

Por tanto o(Ag) CiR.

Por outro lado, para todo U = (U, V') € D(A), temos que

WV U

(14U, U), = ,
iR'AU,, V

H

! !
= z/ U;Adex—i—i/ V*AU,, dx
0 0
! l
= z/ U;‘A‘/}cdx—z'/ VAU, dz
0 0
! l
= —i/ VAU, dx—i—i/ U;AV, dx
0 0
! !
= —i/ VAU, dx—z'/ U, AV dx
0 0

l l
:/ﬁWM%M%/MW%@Jm%x
0 0

- U WV
v |\ irAu,
— (U,iAU),,
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entao i.4y é um operador simétrico em H. Além disso, como 0 € p(iAy) e o(iAp) é um

conjunto aberto, existe A > 0 tal que (&iA —iAg)~" € L(H). Em particular , temos
Im(iAy £ i) = H. (2.10)

Um resultado do analise Funcional diz que todo operador simétrico satisfazendo (2.10) é
auto-adjunto (ver por exemplo [2], Capitulo IV), logo 4y é um operador auto-adjunto,

portanto Ay é um operador normal.

Logo A = Ay + B satisfaz as condigoes do Teorema 1.5.19. Portanto obtemos o resultado.

O

Observacao 2.2.2. Sem perda de generalidade podemos assumir que B € uma matriz
diagonal. Pois do contrario fazemos a substituicio S™1U = (7, onde S € uma matriz nao

singular dada pelo Teorema 1.1.9, que diagonaliza R e B simultaneamente.

Denotamos por Rank(B) = J o posto da matriz B, isto é
B = diag (b1, -+ ,bs,0,---,0)
Para uma matriz A = (aij)nxn estabelecemos a seguinte notagao
Ay =(aij)ixs

logo definimos Ag e Ay, tais que

A; Ag
Al A,

Seja U um vetor coluna de ordem n. Definimos U” e U* tais que

=UJ ::VUk
usando as notagoes acima estabelecemos a equagao resolvente. Seja U = (U, V) € D(A)

a solucao de

iNU—- AU =F (2.11)

onde F = (F,G) € He A € R. Entao, i\U =V + F e
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: 1 _ 1 J J+1 n 1 1
IAPIV = Q11U + o+ AU, + Qe Uy T+ AU, — b + pig

: 2 _ 1 J J+1 n 2 2

IAPVT = A1y, + o Aoyl + oUW, . Gy, — DavT + pag

: J o _ 1 J J+1 n J J

IAPJVT = AUy, + o+ Ay, + Qg U, o+ agply, — bjvt 4+ prg
' J+1 1 J J+1 n J+1
IADI+1V = Q41 Upy T oo A1) T Uy T AT+ (J+1) Uy T oo T QT+ Ugy T PI+19

. n 1 J J+1 n n

AP = AUy + oo+ AUy, + Qp(J4+1)Upy T oo F AppUy, + Png

usando a notacao estabelecida temos n = J + k,

apnn Q2 - Q1g ay(Jj+1) Qi+2) - Qin
Qg1 QA2 -~ Q2g Ag(J+1) Q2(J42) -+ Q2qn
AJ - ) AS = )
ajp Gy - Agyg Tx ajJ+1) Gj+2) 0 Qn Txh
A(J+1)(J+1) AJ+1)(J+2) “°° AJ+Dn
Ag+2)(J+1)  AI+2)(J+2) 7 AJ+2)n
Ak - )
a a DY a
n(J+1) n(J+2) nn exck

RJ = diag(ﬂlyﬂ% "'7pJ)7 Rk = diag<pJ+17pJ+Qa >pn) € BJ = diag(b17b27 ooy bJ) LOgO

iU = V+F (2.12)
R,V A, A U’ B, 0|V’

ix| - o — | +RG (2.13)
R,V AL A, || U 0 0| vk

Trx

definimos as Matrizes M =R, 'A' e N =R 'Ag,

a1(Jj+1) a1(J+2) . aln
p1 P1 P1
a2(Jj+1) a2(j4-2) . [
N — P2 P2 P2
aj(Jj+1) ayg+2) . ajn
PJ PJ PJ Jxk
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O seguinte Lema caracteriza a condicao necesséaria para a estabilidade do semigrupo

gerado por A.
Lema 2.2.3. iIRNo(A) # 0 se, e somente se
dim Span {/\/}, NiM, NGM?, - - ,/\/}Mk_l; ji=12--- ,J} <k (2.14)
onde Nj € a j-ésima linha de N, N = R;'Ag, M=R;'Ay ek=n—J.
Demonstragao. Suponhamos que existe Uy # 0 no dominio de A satisfazendo (2.11) com
F = 0. De (2.5) obtemos que
! !
/ V7 |2dx x/ V*BVdx = 0. (2.15)

0 0

e substituindo em (2.12) obtemos U7 = 0. Logo (2.12)-(2.13) se reduz a seguinte equagio

-\UF = MUE, (2.16)
NU* = 0 (2.17)

Das equacgoes acima e as condigoes de fronteira tipo Dirichlet obtemos
NMUE =0 = NMU*=0.

multiplicando por /"M na equacao (2.16) concluimos que N M2U* = 0. Logo N M™U* =
0 para todo m € {0,1,--- ,k}. Se

dim Span {/\/}, N M, ./\/}MQ, ,/\/}Mk_l; j=1,2,--- ,J} >k
entdo concluimos que U* = 0, isto contradiz nossa hipétese, portanto (2.14) é verdadeiro.

Reciprocamente, suponha que (2.14) é verdadeiro. Entao, existe um vetor nao nulo
Y," € C* tal que
NM™Yy=0,Vm=0,1,2,--- ,k— 1. (2.18)

Agora, seja py € C[z] o polinomio de menor grau tal que
po(M)Yy = 0. (2.19)
Observe que py nao é um polindémio constante e detM # 0, entao

1 <degpy <deg pm <k
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onde ppq € o polindmio minimal de M.

Por outro lado, sejam 7 € C tal que py(7) = 0 e ¢ € C[z] tal que py(z) = (7 — 2)q(z)
para todo z € C. Desde que deg q < deg py obtemos

Yo i= q(M)Yo #0.
Além disso, aplicando (2.18) e (2.19) obtemos

T1-M

N Yo =0 (2.20)

A hipétese A,R = 0 e o Teorema 1.1.7 implica que o(M) C (0,00), logo da equagao

acima concluimos que 7 > 0. Para cada v € N definimos

U/ =0
v, =0

Ut = %sen(mlr—x)

VE = i\ Ygsen (#)

N mrl\/F

Entao U, := (U,,V,) € D(A)\{0} e de (2.20) obtemos
iU, — AU, = 0.

Portanto i), € iR N o(A), logo obtemos o resultado. U

O resultado principal do trabalho é obter a estabilidade exponencial do semigrupo asso-
ciado quando o eixo imaginario esta contido no conjunto resolvente. Primeiro vejamos
as desigualdades que podem ser obtidas com os multiplicadores usuais. Multiplicando a
equacao (2.13) por U* e aplicando integragdo por partes, obtemos
! ! l
/0 U;AU,dx + i)\/o U'BUdx = /0 V*RVdzr + R,

onde R satisfaz |R| < C||U||y||F||% , para alguma constante positiva C. Considerando a

parte real obtemos

l l
/U;AUmdxg/ VRV dz + C|[U| | |F 1. (2.21)
0 0
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Por outro lado, multiplicando a equagao (2.13) por V* obtemos
A /l V*RVdr = i\ /l U:AU,dx — /l V*BVdx + R.
0 0 0
Tomando a parte imaginaria da identidade acima, obtemos
/l V*RVdr = /l U;AU,dx + g (2.22)
0 0

Observagao 2.2.4. Se det B # 0 entao V*BV < [0} + - + |v"|> = |V|2. Aplicando
(2.5) e (2.21) obtemos

! !
/ \U,|?dx < / UrAU,dx < €||U|3, + c||F| 3, (2.23)
0 0

devido a desigualdade acima concluimos que ||U||y < C||F||y para € > 0 suficientemente

pequeno. Logo aplicando o Teorema 1.6.7 obtemos a estabilidade exponencial de S4(t).

A metodologia neste trabalho consiste em obter uma desigualdade do tipo (2.23). Os

seguintes lemas sao essenciais no caso B seja singular. Devido a desigualdade (2.5) temos
! 1
/ VY |Pdx < / V*BVdr < ||U||n||F||n (2.24)
0 0
Lema 2.2.5. Para cada ¢ > 0 existe c. > 0 tal que

l
/ V7P 4+ U7 Pde < €||U| 2 + c||FI 2. (2.25)
0

Demonstragao. De (2.11) temos que

RNV = AU+ AgUF — BV +R,G7 (2.26)
iRAVFE = ALU + AUE + RGH (2.27)

Multiplicando (2.27) por AgA; " obtemos

IASAL RGAVE = AgATTALUY + AsUE + AgA 'R G*
Subtraindo a equagao acima com a equacao (2.26) obtemos
iRAV? —iAgA R AVE = C,U — BV — AgA'RGY + R,G7 (2.28)

onde C; = A; — AgA;'A} é uma matriz ndo singular, pois o posto da matriz A é

igual ao posto da matriz obtida pela multiplicagao da segunda linha de A por —ASA,;1
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e logo somando-la a primeira linha. Isto é

A, A A, — AAT'AT 0
Rank | ~ 7 7% | =Rank | 7 77k W

Logo o posto da matriz C; é J. Pois em caso contrario A resulta ser matriz singular, que
é contrario & hipétese. Multiplicando a equacdo (2.28) por (U7)*C;' e aplicando (2.12)

obtemos
—(VI)CIR VI + (V)" C ASAL R VY = (U7)* U], — (U7)*C;'B, VY + R

onde R satisfaz ||R|| < C||U||»||F||# e integrando por partes obtemos

!

/0 U] * dz < U]Vl + CIIU|3 ]| F |5
usando (2.24) e a desigualdade de Young obtemos
[ 2 o < U+ e R

logo obtemos o resultado.

O

Lema 2.2.6. Para todo € > 0 existe um numero positivo ¢, com a sequinte propriedade
!
| WMPVEE + WMnUPde < dUIR, + c [FIR (2.20)
0

Vm<k.

Demonstragao. Da equagao (2.26) obtemos

iV = RAUL+RPASUE, —R;'B, V7 +GY.
=N

Observe que NU* é um vetor coluna de C’, multiplicando a equacao acima por NU*

obtemos
—(IANUM)* V! = (NUF*RA U)o F(NUR) (NUF) 1o = (NUR) (RSB V) +(NTUF)*G7
logo, usando a integracao por partes e a desigualdade de Poincare concluimos que
/Ol INUF2de = /OZ(NV’“)*VJ — (NUMLRG'A U, do
- /OZ(NU’“)*(leBJvJ) dr+ R
< OOVl + CITI NN U + CIVIIN T + | R
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onde R satisfaz |R| < C||U||||F||%. Aplicando o Lema 2.2.5 obtemos

l
/OINUfIle“ < OOVl + CITLIE + CIVII? + ClU I F 15

Isto é,

/Ol INUZPde < €l[U[[3, + c|[F[3,. (2.30)
Por outro lado, multiplicando a equagao (2.27) por N/ R,;l obtemos
IWVE = NRIAIU! + NMUF, + NG* (2.31)
onde M = R,;lAk.

Multiplicando a equacao acima por NU* temos

—(IMNTMNVE = (NU* ) (NRTAGU)an + NUF) WMUY) g + (NTUF)" (NG

l l
/|NVk|2d:Jc = /(NUf)*(NR,;lAng)+(NU§)*(NMU§) dx
0 0

- / NURY (N GH) + (N FSY (NVF) da

l
0

< O NINUZI + CIOIINT + ClU 3 F
< ellUll5 + clIFI,
Logo concluimos que
!
/ INVF]? + INUE P < €| [U[[5, + c| [F]]3,. (2.32)
0

Portanto o Lema ¢é verdadeiro para m = 0.
Vejamos que o Lema é verdadeiro para m = 1.

De fato, multiplicando a equacgao (2.31) por NMU* obtemos

—(IMNMUNNVF) = (NMUNNRALUT) e + (NMUR(NMUP),,
+ (NMUR*(NGF)

entao
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l
/0|NMU§I2de < CIUll NV + CITL P + +ClO [ F 15

isto é,
l
/ INMUFPdz < €||U||3, + c||F|[3,- (2.33)
0

Multiplicando a equagao (2.27) por N MR, obtemos

IWMVE = NMRIAIU + NMPUE 4+ NMGE (2.34)

logo, multiplicamos (2.34) por N’MU?* para obter

—(IMWNMURNMVE) = (NMURNMRALUY ) w + (N MU NMPUP),,
+ (N MU NMGH),

integrando por partes
/Ol INMVFPde = /Ol(NMUf)*(NMR,leEUj) + (NMUM (N M2UF) dx
- /0 MUY NMGY) + (WM (N MV di
e usando (2.33) concluimos que

l
/ INMVH? + INMUFPdz < e |UI2, + c||F2,. (2.35)
0

Portanto o Lema é verdadeiro para m = 1. Agora seguiremos um processo indutivo,

suponhamos que (2.29) é verdadeiro para as poténcias 0,1,....m — 1 de M e m < k.
Multiplicamos N M™ 'R, ! & equacio (2.27) para obter
INMTWVE = NMTIRIALUS + NM™UE, + NM™IGF
e multiplicando por NM™U* temos
~ (AN MU NMVE) = (WMTUR (NMTTIRIALU ),
+ (NMUR N MTUR) e + (N MTUR (N MTIGF)
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integrando por partes e usando a desigualdade de Young obtemos

l l
/ NMPUE2dy = — / N MPUR (N M RAALUY e
0 0

l
+/ NM™ VI NM™ VY + R
0
CIIN MU || + CI[U[[[IN M™ V| + | R]

IN

< CUIIP + el|Ul* + C[INM™TVE2 + | R

onde R satisfaz |R| < C||U||%]|F||3. Aplicando a hipotese indutiva concluimos que

[ waruras < ol + e 2:30)
Multiplicamos N M™R, " & equagdo (2.27) para obter
INM"VE = NMTRIIALUS + NM™PUE + NM™GH
e multiplicando por NM™U* temos
—~(NM™VF L NMTFRY (N M™VE) = (NMTURNMTRIALUY),,

+ (NMPURY (N MR (NMPUR) (N MTGR)

integrando por partes e usando a desigualdade de Young obtemos

l l
/ INM™VFPde = / (NM™U NM™RTALU Y d
0 0

l
+ / N MU N MU + R
0
< CINMTURNU]| + ClUJ[[INM™UY| + |R)
< CIUJIP? + €l|U|]* + CINM™UE|)? + |R] |

Aplicando a hipotese indutiva e a equagao (2.36) concluimos que

l
/ INM™VER 4 INM™UEPde < €||U)3, + CJ|F|Z, , Ym <k
0
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Teorema 2.2.7. S4(t) € exponencialmente estdvel se, e somente se iR C p(A). Caso

contrario o operador A possui infinitos autovalores imagindrios.

Demonstragao. Do Lema 2.2.3. iR C p(.A) se, e somente se
dim Span {Nj, \JM, NGM?, - NMMY =12, J} >k

Nesse caso, a seguinte matriz

N
NM
NM?

NMk—l

J4 J(k)xk

tem posto k. Logo existem k linhas linearmente independentes as quais denotamos por
L={N; M™ NM"™ .. N M"™}
agora definimos os vetores coluna W = (wy, we, ..., wg) € Z = (21, 22, ..., 2k)-
wy = Nj M™UF | wy = NjyM™UE | wy = Ny M™UF
2 = NjM™MVFE | zg = NjuM™VE D 2 = NG M VE
Do Lema 2.2.6 obtemos

l
/ WP +|2Pdz < |Ulls + CIF
0

pela independéncia linear de L podemos escrever UF = M ='W e V¥ = M~'Z onde M ¢é

a matriz formada pelos vetores linha L.
!
U Ve < U + G
e aplicando o Lema 2.2.5 concluimos
l
0L+ VP < U+ CII,
Entao existe uma constante positiva C' tal que
10l < C[IFln
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logo aplicamos o Teorema 1.6.7 para obter a estabilidade exponencial do Semigrupo.
Em caso contrario, (2.14) é verdadeiro, pela demonstragao do Lema 2.2.3, existe uma

sequéncia de autovalores imaginarios determinados por 7 € o(M) (2.20).

vITN/T
l )

assim, obtemos uma seqiiencia infinita de autovalores imagindrios do operador A. O

A\, =1 veN

2.3 Exemplo: Matrizes Observaveis

Nesta secao veremos que existe uma familia de matrizes que satisfazem nossas hipoteses

sobre estabilidade exponencial.

Definigao 2.3.1. Um par de matrizes (M, N) € R¥** x R/** sqo chamados observdveis

se o posto da matriz O, definida como

NM
O=| NM?2 (2.37)

NMkz—l

L 4 Jkxk

é k =nimero de colunas de O.

As defini¢oes e propriedades associadas com matrizes observaveis podem ser encon-

tradas no Capitulo 12, D. Bernstein [7]. (Ver Lemas 12.3.2 e Corolario 12.3.18)

Exemplo 1. Consideremos o seguinte sistema de equagoes
1,1 _ o1 1 2
qUe = Upy — Up — Uy
1,2 _ .2 1 2
Ut = Uz — Uy — Uy

(x,t) € (0,m) x (0, +00) com condi¢oes de contorno

u'(0,t) =0 =u'(m,t) ;i=1,2
Logo as matrizes sao:
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R = B =

, A=
01 11

2x2 2x2 2x2

(e BN
O

Podemos diagonalizar simultaneamente R e B usando a transformacao

g 1 4 9
VI3 \ 6 —6
2%2
isto é ,
1 0 1 97 =30 13 0
SRS™ = , SAS" = — , SBS* =
0 1 I3\ 30 72 0 0
2X2 2X2 2X2
Note que

R=SRS*>0, A=SAS*-=0 ¢ B=SBS*>0.

e o sistema transformado é da forma

~1 _ 9751 _ 30752 ~1
Uy = ﬁux:r 13u:m: 13ut
~2  _ 3071 3072

utt - 13uz33 + 13“3333

onde

S* (@, @) = (u',u?)

Usando a notacao estabelecida na secao anterior, temos J =k = 1,

A, Ag 1 97  —30 R, 0 10
Al A, 13\ —30 7 "\ o R, 0 1
2%2 2%2 2%2 2%X2
Logo,
. 72 . 30
=R,'Ay == =R;'A —
M=R Ay =13 N =R; As 13
Neste caso
0= [ 1% ] £0
1x1

e aplicando o Teorema 2.2.7, obtemos que o Semigrupo associado ao sistema é exponen-
cialmente estavel. Como S é nao singular, temos a estabilidade exponencial do sistema

inicial.
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Exemplo 2.  Por outro lado, Consideremos o seguinte sistema

2upy, = Bul, +3ul, +ul, —u
ud = Tul, + 8ud,

(x,t) € (0,m) x (0, +00) com condicoes de contorno

u'(0,t) =0 =u'(m,t) ;i=1,2,34.

Usando a notagao estabelecida na se¢ao anterior, temos

8 3 0 1 1000
3 10 7 1 0000
A= 7B: )

0 7 8 0 0000

1 1 01 0000
4x4 4x4
2000
0100

R = ,
0010
0001
4x4
logo, J=1,k=3,A,=(8), R;=(2)
10 7 1 100
A,=1 7 80 ., Rk=010 ,As=(301).
1x3
1 01 00 1
3x3 3x3
Entao
10 7 1
M=R,'Ay=| 7 8 0 : N=R}1As=(1.5 0 o.5>13.
X
1 0 1

3x3
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N 1.5 0 0.5
—= 0= | MM = 155 105 2
NM? 230.5 192.5 17.5

3x3 3x3

Como detO = —20.125, (M, N') sdao observéveis e aplicando o Teorema 2.2.7, obtemos

que o Semigrupo associado ao sistema é exponencialmente estével.

Exemplo 3.  Consideremos o sistema:
(
2uf, = 8ul, +Tu, —2u
uf = Tul, +10uZ, +ud, +ul, —u?

(x,t) € (0,m) x (0, +00) com condigoes de contorno

u'(0,t) =0 =u'(m,t) ;i=1,2,3,4.

Usando a notagao estabelecida na se¢ao anterior, temos

8 7 0 0 2 000
7 10 1 1 01 00
A= 7B: )
0 1 3 0 0 0 0O
0 1 01 0 00O
4x4 4x4
2 0 00
0100
R = ,
00 3 0
0001
4x4
logo, J =k =2,
8 7 3 0 0 0
A; = ;o A= ,  Ag=
7 10 01 1 1
2%x2 2Xx2 2x2
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RJ_ ) Rk’_
0 1 0 1
2x2 2x2
Entao
1 0 0 0
M=R;'A; = , N=R;'Ag=
0 1 11
2x2 2x2
00
N 11
e O: =
NM 00
4x2
1 1

4x2

Como o posto de O é 1, (M, N) ndo sao observdveis e aplicando o Teorema 2.2.7,
obtemos que o Semigrupo associado ao sistema nao é exponencialmente estavel. Como
o(M) = {1} temos que

{iv; veN} Co(A)

e os autovetores correspondentes sao U, = (U,,V,), definidos por

0 0
0 0
LL:: s v@::
senvx wsen ve
—sen v —ivsen v

€ vernos que

wy, — AU, = 0.

51



Capitulo 3

Mistura de solidos termoelasticos

Estudaremos o sistema (1.14) que modela uma mistura de n sélidos termoelasticos unidi-

mensional configurada no intervalo (0,1). Neste capitulo assumimos que:
R>0, A>0epeR"\{0}

para caracterizar as propriedades asimptoticas das solugoes.

3.1 Existéncia e Unicidade

Nesta se¢ao mostraremos a boa colocacao do problema para os modelos de mistura de

solidos termoeldasticos.

RUtt = AUzz_emﬁ

(3.1)
ggt = /iea::c - BTUxt
com condigoes iniciais
U(z,0) =Uy(x), Ulx,0)=U(z), =€ (0,1 (3.2)
0(z,0) = bp(x), =€ (0,0) (3.3)
e condicoes de fronteira
U,t)=U(,t)=0 (3.4)
6(0,t) = 6(l,t) = 0. (3.5)
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Assumimos que as constantes ¢ e k sdo positivas e as matrizes R = diag(p;) e A = (a;)

sao definida positivas.

Consideremos o espago vetorial
H = [Ho (0,0)]" x [L*(0,)]" x [L*(0,1)]

que, munido com o produto interno

o l " l _ l_~
((U,V,Q),(U,V,@))H:/ U*AT, dx+/ VRV dx+g/ 90 dx
0 0 0

é um espaco de Hilbert, com a seguinte norma induzida

l l l
||(U,V,9)||;=/ U;‘Adex+/ V*RVd:zH—g/ 0|%dz,
0 0 0

onde U = (ul,--- u®)T e V= (v},--- ,0")". Desde que R, A >~ 0 temos
nooA . !
IV =Y [ i+ oo+ [ (6P
i=1 70 0

Agora introduzimos o operator A dado por

Vv
= RilAsz - Rilﬁez (36)

gilﬁexa: - §716T‘/x

b
> < g

com dominio
D(A) = [Hy(0,1) 0 H*(0,1)]™ x [H(0,1)]™ x [H3(0,1) N H?(0,1)].

Sob estas condi¢oes o problema de valor inicial e fronteira (3.1)-(3.5) pode ser reescrito
como
d

—U=AU, U(0)=U
dt A ) (0) 0

where U(t) = (U(t),V(t),0(t))" and Uy = (Uy, Uy, 0p) "

Teorema 3.1.1. O operador A € gerador infinitesimal de um Semigrupo Cy de contragoes,

denotado por Su(t) = e
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Demonstragao. Devido aos teoremas de imersao de Sobolev temos que D(A) é denso em

‘H. Vejamos agora que o operador A é dissipativo,

% U
(AU, U),, = R'VAU,, — 86, | - | V
§71[K0xw - /BT‘/J}:I 0

H

l l l
= / U*AV, dx + / V*AU,, — (V*B)0, dx + / K00, — 0(BTV), da
0 0 0

l l l l l
:/ Ur AV, da:—/ VAU, dx—/ 0.(V*B) d.%—/i/ 10| da:+/ 0.(8TV) dx
0 0 0 0 0

l l l
= / UrAV, — (U AV,)* dx —/ 0,V*B — (0,V*B)* dx — f;/ 10, dx

0 0 0

Desde que Re ((UfAV,) — (UrAV,)*) =0e Re ((6,V*3) — (6,V*5)*) = 0, temos que

l
Re (AU, U),, = —/1/ 0,)%dx < 0. (3.7)
0

Agora mostraremos que 0 € p(A) e nossa conclusdo seguird por uma aplicagao do
Lema 1.5.9 . Com efeito, dado F = (F, G, h) € H, mostraremos que existe um unico vetor

U= (U,V,0) em D(A) tal que AU = F que em termos das componentes se escreve

V=F in [H0,])" (3.8)
AU,, — 86, = RG in [L2(0,0)]" (3.9)
KO — BTV, =ch in L*(0,1) (3.10)

logo o problema se reduz a encontrar § € H* N Hy e U € [H* N H,]" tal que

Remx - §h + BTFm

AU,, =RG + 36, .
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Consideremos o seguinte problema

/{Qxx = gh_"BTFx € L2(Oa l)
600) = 6(l) = 0.

Seja b a forma sesquilinear definida por

[
b(0,6) = /0 B2, da 3V (6,6) € H(0,1) x HL(0,1)

a qual é positiva e continua. Definimos a aplicagio antilinear j: H}(0,1) — C,

l l
i(6) = = /0 oh dz — /0 58T F), dr.

Aplicando o Teorema de Lax-Milgran obtemos a existéncia e unicidade de 8 em H}(0,1)

tal que

b(0,¢) =j(¢) ¥ ¢ € Hy(0,1).
Entao

m/ol ¢:0, dv = —¢ /Ol h¢*dx — /Ol (BT F,) dx.

Em particular para ¢ € D(0,1) temos,

l l
/ Gz (K0)dr = — / o[ch + BT F,] du.
0 0

ou

l
<¢7 Rema)DX’D’ :/0 ¢[§h+6TFx] dx.

Entao 0,, € L*(0,1) e

K0y = ch+ B F,.

e concluimos que 6 € H?(0,1) N H}(0,1). Logo estabelecemos o seguinte problema:

AU,, = RG+ B0, € [L2(0,1)]"
Uu) = U() = o.
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Neste caso consideramos a forma sesquilinear 28 positiva e continua definida por
1
BU.0) = [ AU, do s ¥ (U.0) € [HO.0]" x (H0.D]
0
e definimos a aplicagao antilinear J : [H}(0,1)]" — C,

! I
J(®) = —/ 50, d:x—/ ®*RGdx
0

0

Aplicando o Teorema de Lax-Milgran obtemos a existéncia de U em [H; (0, 1)]" tal que

B(U, @) =J(®) Ve [Hy0,0)]"

Entao

l l
/ AU, dr = — / ®*[80, + RGdx.
0 0

Consideremos a base canonica de R™ , {e;};=12. . n, logo definimos ®* = ge; onde ¢ €

D(0,1) para obter

! !
/ pre; AU dx = —/ ve; |80, + RG]dx
0 0
ou

!
(p, ;AU ) pxpr = / ve; [0, + RG|dx.
0

Onde e;AU,, representa a j—ésima componente de AU,, e €;[30, + RG] representa a
j—ésima componente de [36, + RG|. Entao AU,, € [L*(0,1)]" e
AU, = (0, + RG.
Desde que A = 0 temos U € [H?(0,1) N H(0,1)]". Portanto, existe um tnico vetor

U= (U,V,0) € D(A) satistazendo AU = F.

Agora mostraremos que A~! € L(H). Usando a dissipagao (3.7) e a desigualdade de

Poincaré temos

16]1* < cl|0:1* < CIIU|x|F | (3.11)

26



multiplicando as equagoes (3.8) e (3.9) por V* e U* respectivamente obtemos

[ l
||V||2=/0 Vv da::/o V*F da < O|[U] ]| F

l l
0,12 = / UrAU, dr < / U"RG| + [U°B]16,] dz < CI[U|sl|F |l + CI[U] sl 16 ]

e aplicando (3.11) concluimos que
Uz + [[oll + 116]] = [[U[x < Cl[F]]x

isto é,
AT F| |3 < C||F] |

Por tanto A~ € L(H) ou equivalentemente 0 € o(.A) obtendo o resultado.
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3.2 Estabilidade Exponencial

Consideremos a equacao resolvente

iAU— AU = F (3.12)

que em termos das componentes se escreve

iU = V4 F (3.13)
iV = R1'AU,, - R 'p0,+G (3.14)
i = ¢ kO, — <18V, 4+ h (3.15)

O primeiro resultado para o operador termoelastico afirma que o espectro correspon-
dente esta composto s6 por autovalores, a seguir enunciamos tal propriedade na forma

equivalente,

Lema 3.2.1. A™' € K(H)

Demonstragdo. Da demonstragao do Teorema 3.1.1 temos que A~ € L(H), agora mos-

traremos que tal operador possui resolvente compacto, isto é, A™! € K(H).

Desde que A é fechado e densamente definido com 0 € g(A), vemos que A™! € K(H)

se, e somente se a inje¢ao canonica

T o (DA, lpay) — (H, || - Iln)
é compacta.

Suponha que {U,},en é uma seqiiéncia limitada em D(A), entao

AU, < C
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e em termos das componentes implica que
l
||Vm||2 = / Vi AV, de < C|
0
l
HAUuzx - ﬁeuxH2 = / |AU1/xz - ﬁeuxP dz < C>
0

l
H’ieyacm_ﬂ—rvaz = /|’i‘91/x:p_ﬁ—r‘/:p|2 dz < C7
0
entao

l
B2 < c /0 K6yae — BTVinl? + |8 Vil dz < C,

l !
||quac||2 = /O ‘AUuacz|2 dz S C/Ov ‘AUuzx_ﬁeux|2+|ﬁ9wc|2 dx S C?

como as imersoes Hj(0,1) N H2(0,1) — H}(0,1) — L*(0,1) sao densas e compactas,
concluimos que existe uma subsequéncia que ainda denotaremos por U, = (U,,V,.,0,) €

D(A) que converge em H. Portanto T é compacta e A~! possui resolvente compacto

(0p(A) = o(A)).
O

O seguinte Lema caracteriza a primeira condi¢ao necessaria para la estabilidade expo-

nencial do semigrupo gerado por A.

Lema 3.2.2. iIRNo(A) # 0 se, e somente se
dim Span {BT, BTM, BT M, - ,ﬂT./\/lnfl} <n (3.16)
onde M =RA.

Demonstragao. Suponhamos que existe U € D(A)\{0} tal que (3.12) é verdadeiro com
F = 0. De (3.7) temos que

l
/ 10, 2dz = 0 (3.17)
0

entao 6 = 0, portanto (3.13)-(3.15) é reduzido as seguintes equagoes
U = MU, (3.18)
B'U = 0. (3.19)
De tais equagoes e as condigcoes de Dirichlet associadas ao problema obtemos
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multiplicando por 3" M a equagao (3.18) concluimos que 3" M?2U = 0. Portanto fT M™U =
0 para todo m € {0,1,--- ,n —1}. Isto é

51’
BTM
BTM2 |U=0.

BTMn_l

Se
dim Span{ﬁT, BTM7 ﬁTM27 .. 75TM7L—1} Z n

entdo U = 0, e isto e contrario a nossa hipétese, portanto (3.16) é verdadeiro.

Reciprocamente, suponhamos que (3.16) é verdadeiro. Entao, existe um vetor nao
nulo Y;" € C" tal que
BTM™Yy=0, Ym=0,1,2,--- ,n. (3.20)

Seja pg € Clz] o polinémio de menor grau tal que
Po(M)Yo = 0. (3.21)
Note que py nao é o polinomio constante, entao
1 < degpy < degpm < n

onde py € o polindmio minimal de M.

Seja 7 € C tal que po(7) = 0. Definimos ¢q € C[z] tal que py(z) = (7 — 2)q(z) for all
z € C. Desde que degg < degpg , segue que

Yo i= q(M)Yo # 0.
Além disso, aplicando (3.20) e (3.21) obtemos

I—- M

" Yo =0 (3.22)

logo 7 € 0(M) e aplicando o Teorema 1.1.7 obtemos que 7 > 0.
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Para cada v € N definimos

U, = Ypsen (mlr_x)
vV, = i)\y?osen (?)
6, = 0

I mrl\/F

logo U, := (U,,V,,6,) € D(A)\{0}. Devido a (3.22) obtemos
iU, — AU, = 0.
Portanto i\, € iRNo(A).

O

Mostraremos que existe estabilidade exponencial do semigrupo se , e somente se 0 €ixo

imaginario esta contido no resolvente. Aplicando a propriedade (3.7) obtemos

l
/0 6, dz < U] 3|l (3.23)

Lema 3.2.3. Para cada € > 0 existe c. > 0 tal que
! !
/ 187U, |*dx +/ BTV |2dz < €|[U|[5, + c| [F]|3,- (3.24)
0 0
Demonstra¢ao. Definimos ¢ satisfazendo

~0aa =BV, 9(0)=¢()=0. (3.25)

Multiplicando a equagao (3.15) por ¢f obtemos

I ! l l
i)\g/ wr0dz —/ Ky Oppdx +/ 0B Vode = g/ o hdx
0 0 0 0

logo

l I o !
/ BTV |2dx = kpl0,]h + i)\g/ prfdr + m/ B'V0,dr — q/ orhdx
0 0 0 0

portanto obtemos

l l
/ BTVPdz < | ketbuls | + | ide / o0de |+ cll6.| + ULl IFlle (3.:26)
0 SN—— 0

=1
=1

61



usando (3.25) e interpolagao entre espagos de Sobolev vemos que

L < sVIBOP+ BO0RY e O+ 20
< d0llzllell 3
< el 1ol 0ual 3
< cllfu] B0, 1 BTVIEIBTVIE
entao
Ll < c(IBTVIN? (18 lllI87VI]1)? (3.27)

Usando (3.13) na equacao (3.15) obtemos
16221 < clMN161] + clA18T Ul | + ¢l |- (3.28)
Por outro lado, da equagao (3.14) temos

| _n-l
z/\V_R_MAUm R180, + G (3.29)

multiplicando por 3" e usando a norma de H~*(0,1) vemos que
BTV -1 < (18T MU|| + ¢l[8]] + | [F |3 (3.30)
De (3.28) e (3.30) obtemos
102|187V < ellBTUs|* + ¢l | BT MU * + ¢l [U 3] [F[3¢ + ][5,
logo substituindo em (3.27) obtemos
L] < elBTULP +ellBTVIP + el | 8T MU + c|[Ul ¥ [ + cl[FI 3,
ou
! !
k0l < e [ 15TV e [ 18TV + U1+ el P
Similarmente
ni=lixs [ woarl < e [ 1T MUPar +OIR, + PR
aplicando as desigualdades acima em (3.26) obtemos
[ 1TV < Ui + e 331)
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Multiplicando (3.29) por BTUBT M~! temos
I
/0 18" UslPdz < [|BT MTVIBT VI + cllba][|8 U + el Ul F ]2
usando a desigualdade de Poincaré e (3.31) obtemos

l
[ 187U de < U, + I
0

(3.32)

O

Lema 3.2.4. Para todo € > 0 existe uma constante positiva c. com a sequinte propriedade

l
/ BTMPULP + |87 MV Pde < c||UIE, + c.||FIE,.
0

Vm<n.

Demonstracdo. Multiplicando a equacdo (3.29) por ST MUBT vemos que
!
/ BT MU, PP dz < ||BTMV[[|8TV| + c|l6.]1]18T MU|| + ¢l[Ul[s] ||
0
usando a desigualdade de Poincaré e (3.31) obtemos
!
[ 187 MU e < U1+ el P
Similarmente , multiplicando a equacdo (3.29) por 3T MUBTM obtemos
!
/0 BT MV Pde < [[8T MU MU || + cl|61]18" MUI| + ¢l[Ul|5] |5
aplicando desigualdade de Poincaré e (3.34) vemos que

l
[ 15T MU 4 187 MV o < [UIR, + < FI
0

seguindo um processo indutivo, repetindo o procedimento acima, obtemos

l
| 15T MPUL 48T MV s < U+ e I
0

param=20,---,n—1.

Teorema 3.2.5. Sy(t) € exponencialmente estdvel se, e somente se iR C p(A).

contrario, O operador A possui infinitos autovalores imaginarios.
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Demonstra¢ao. Do Lema 3.2.2. iR C p(.A) se, e somente se
dim Spa’n {ﬂTa 5TM7 BTM27 e >6TMTL71} >n
Nesse caso, a seguinte matriz

61’
BTM
M = 5TM2

ﬁTMn_l

4 nXn
tem posto n. Logo existem n linhas linearmente independentes , definimos os vetores

coluna W = (wi,wy, ..., w,) " e Z = (21,22, ..., 2,) .
w =B"U,, we=8"MU,, ..., w, =B MU, .
=BV, =MV, . .., z,=8"M"V.
Do Lema 3.2.4 obtemos
!

W 127 ds < Ul + CF
desde que detM # 0 podemos escrever U, = M~'W eV =M-12 .

[ 10+ VP < Ul + e
Entao existe uma constante positiva C' tal que

Ul < ClIFln

logo aplicamos o Teorema 1.6.7 para obter a estabilidade exponencial do Semigrupo. Caso
contrario, (3.16) é verdadeiro, pela demonstra¢ao do Lema 3.2.2; existe uma sequéncia de

autovalores imagindrios determinados por 7 € (M) C (0, +00) (3.22).

vITN/T
l )

assim, obtemos uma seqiiencia infinita de autovalores imaginéarios do operador A. O

veN

A\, =1
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3.3 Exemplos:

Nesta secao veremos alguns exemplos de matrizes que satisfazem nossas hipoteses sobre

estabilidade exponencial.

Exemplo 1.  Consideremos o seguinte sistema de equacoes
1.1 1 2
§U’tt — 5“11 + 6“11 - QJ?
1,2 _ 1 2
Uy = Ouy, + 10ug,
_ 1
et — eazx - ugct

(x,t) € (0,7) x (0,400) com condigbes de contorno

u'(0,t) =u'(m,t) =0, 6(0,t)=0(m,t)=0 ;i=1,2.

Logo as matrizes sao:

jen)

5 6 .
L A= , BT =(1,0) .
6 10

2x2 2x2

R:

[esREN NI
wl=

Usando a notagao estabelecida na se¢ao anterior, temos

. 10 12
M=R A=
18 30
2%2
Neste caso
T 1 0
O pr— /6 p—
BT M 10 12
2X2

o posto da matriz O ¢é 2, e aplicando o Teorema 2.2.7, obtemos que o Semigrupo associado

ao sistema é exponencialmente estavel.

Exemplo 2.  Por outro lado, consideremos o seguinte sistema
(41 1 4
du, = 8uy, +4u,,
2 _ 2 3 4
utt - ]'OU:mv + uwx + 2“9:36
3,2 3
utt - u;r;t + 3ux;t

uf, = 4dul, +2u?, +6ui, —0.16,
925 == Gm - 01Uit
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(x,t) € (0,7) x (0,400) com condigbes de contorno

u'(0,t) =0 =u'(m,t), 0(0,t)=0(r,t)=0 ;i=12,3,4.

Usando a notacao estabelecida na secao anterior, temos

8 0 0 4 0
0 10 1 2 0
A = s B = 5
01 30 0
4 2 0 6 0.1
4x4 4x1
4 0 0 0
0100
R = ,
0010
000 2
4x4
Entao
2 0 0 1
) 0 10 1 2
M=R 1A= ,
0 1 30
2 1 0 3
4x4
BT 0 0 0 01
BTM 02 01 0 0.3
e O e —
BT M? 1 13 01 13
BT M3 46 144 16 75
L d 4x4 4x4

Como detO = —0.0014, (M, 3") sao observéveis e aplicando o Teorema 3.2.5, obtemos

que o Semigrupo associado ao sistema é exponencialmente estavel.

Exemplo 3. Consideremos o sistema de equagoes
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uy, = 0.2ul, +0.1u}, —ab,
u = 0.2u2, +0.1ul,

3uy, = 0.9u3, — bo,
uf = 0.1ul, +0.1u?, + 0.3ul,

_ 1 3
0, = 0 —auy, —buy,

(x,t) € (0,7) x (0,400), onde (a,b) = (1,1) ou (0,1). Com condi¢oes de contorno

u'(0,t) =0 =u'(m,t), 0(0,t)=0(r,t)=0 ; i=1,2,3,4.

Usando a notacao estabelecida na secao anterior, temos

02 0 0 0.1 a
0 02 0 0.1 0
A= aB: )
0 0 09 0 b
01 01 0 0.3 0
4x4 4x1
1000
01 00
R = ,
00 30
0001
4x4
Entao
02 0 0 0.1
» 0 02 0 01
M=RT"A=
0 0 03 0

0.1 01 0 0.3

4x4

Se (a,b) = (1,1),
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[ g ] 1 0 1 0
.
M 0.2 0 0.3 0.1
BT =(1,0,1,0) = ) =
BT M? 0.05 0.01 0.09 0.05
BTM3 0.015 0.007 0.027 0.021
L d 4x4 4x4

e a determinante da matriz acima ¢ diferente de zero, logo os vetores linha formam um
conjunto Linearmente independente e aplicando o Teorema 3.2.5, obtemos que o Semi-

grupo associado ao sistema é exponencialmente estavel.

Se (a,b) = (0,1)

BT 0 0 1.0000 0
5T = (0.0.1,0) = BT M _| 0 0 03000 0
BT M? 0 0 0.0900 0
BT M3 0 0 0.0270 0
L d4x4 4x4

e a determinante da matriz acima é zero, logo os vetores linha formam um conjunto
Linearmente dependente e aplicando o Teorema 3.2.5, obtemos que o Semigrupo associado

ao sistema nao ¢é exponencialmente estavel.
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Capitulo 4

Mistura de solidos com dissipacao

friccional em R

Estudaremos a seguinte equacao hiperbdlica de segunda ordem:

Assumimos que:

R>=0, A-0eB>0
para caracterizar as propriedades asimptéticas das solucoes. Consideramos

estudaremos o problema dado acima com condigoes iniciais

U(z,0) = Up(x), Ulx,0)=U(z). (4.2)

Consideramos A = 0, D = 0, R = diag(p1, p2, ..., pn) = 0e B =diag(by, ba, ..., b,,0,...,0) =
0.

Nosso principal resultado é mostrar que o semigrupo associado é exponencialmente estavel

se os coeficientes satisfazem a relacao (4.14)
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4.1 Existéncia e Unicidade

Consideremos o espago de Hilbert H
H=H"x L2
onde H* = [H*(R)]" = H*(R) x H*(R) x --- x H*(R), com produto interno
(U, V), (U,V))y = / U*AU, + U*DU + V*RV dz

R

e norma induzida || - [|3,
CARIE / U:AU, + UDU + V*RV dx
R
onde U = (ul,--- ,u")T e V = (v},--- ,o")". Desde que A,D,R = 0 temos

II(U,V)II%X/RIUIIM|U|2+|V|2dx-

Definimos o operador A,

U \%4
A = (4.3)
1% R '[AU,, — DU — BV]

com dominio

D(A) = H? x H'

Sob estas condi¢oes o problema de valor inicial e fronteira (4.1)-(4.2) pode ser reescrito

Ccomo
d
ZU=AU. U(0) =T,

onde U(t) = (U(t),V(t))" and Uy = (Uy, Uy)".
Teorema 4.1.1. O operador A € gerador infinitesimal de um semigrupo Cy de contragoes,

denotado por S,(t) = e*t.

Demonstracao. Pelas imersoes dos espacos de Sobolev é facil ver que D(A) é denso em

‘H. Agora vejamos que o operator A é dissipativo, isto é

V U

(AU, U)H — )
R[AU,, — DU — BV] 1%

H
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:/U;Avx dx—l—/U*DV d:r—i—/V*AUm—/V*DU dx — V*BVdz

= /U;AVI dx+/U*DV d:v—/Vx*AUx—/V*DU d:v—/V*BVd:)s

_ /U;AV$ ~V*AU, da + / U"DV — VDU dz — /V*BV dx
Desde que Re (UXAV, —VAU,) =0, e Re (U'DV — V*DU) = 0 temos que

Re (AU, U), = — / V*BVdz < 0. (4.4)
R

Agora mostraremos que 0 € p(.A) nossa conclusao segue do Lema 1.6.7. Com efeito,
dado F = (F,G) € H, mostraremos que existe um tnico vetor U = (U, V) em D(A) tal

que AU = F| que em termos das componentes se escreve

V=F in H (4.5)
AU,, — DU —BV =RG in L? (4.6)

portanto o problema se reduz a encontrar U € H! tal que
AU,, — DU =BF +RG .
Consideremos a forma sesquilinear 8 coerciva e continua definida por

B(U, ) = / ®*AU, + DU dzx ; ¥ (U, ®) € H' x H!
R

Definimos a aplicacio antilinear J : H' — C,

J(D) :—/CD*BFd:L'—/CI)*Rde
R R

Aplicando o Teorema de Lax-Milgran obtemos a existéncia de U em H! tal que

B(U,®) =J(O) V& e H.
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Entao

!/@A%+@DUMZ—/¢HW+RQM.
R R

consideremos a base canonica de R", {e;}7_,, e definimos ®* = e;¢ onde ¢ € S(R) para

obter
/(pxepAUm—l—/goejDU dx = —/gpej[BF—i-RG]dx
R R R

ou

(0, €;AU ) sxs — (@, e;DU) sxsr = / ve;[BF + RG]dx
R

<%%mmf4mm&&:/¢%mF+qu.
R

Entao AU,, € L% e

AU,, — DU = BF + RG.

Desde que A = 0 temos U € H? e as equacoes (4.5) e (4.6) sao verificadas.

Por outro lado, multiplicando as equagoes (4.5) e (4.6) por V* e U* respectivamente ,
integrando em R e somando obtemos
U5, < / V'V +U;AU, +U"DU dx = / V*F —-U'BV —U'RG
R R
e desde que
[ V4 0BV + [URG] do < C[U]julFll
R

concluimos que || A™'F||» = ||U||x < C||F||x, para uma constante positiva C. Por tanto

A~ € L(H) ou equivalentemente 0 € o(A).
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4.2 Estabilidade exponencial

Para o estudo da estabilidade do Sistema, consideramos as Matrizes R = I,D = [
identidade e B uma matriz diagonal de posto J.
Seja U = (U,V) € D(A) a solucao da equagao resolvente

iAU— AU =F (4.7)

onde F = (F,G) € H e A € R. Entao

iU = V+F (4.8)
iV = AU+ AsUY U BV + G (4.9)
iINVF = AU + AUE, - U+ GF (4.10)
Devido a (4.4) temos
/|VJ|2 dr < /V*BVda; < 10| |F )% (4.11)

Agora estabelecemos uma desigualdade que serd usada quando o sistema (4.8)-(4.10)

seja bem colocado.

Lema 4.2.1. Suponha que a equagao espectral (4.8)-(4.10) esta bem colocado. Para cada

e > 0 existe C. > 0 tal que

/ VIR 4 (U712 + U7 2 de < €] [UI, + CL|[FI%. (4.12)

Demonstragdo. Multiplicando (4.10) por AgA; " obtemos

INGATVY = AGATTALUS + AsUF, — AgATUR + AgAPGF

Tomando a diferenca destas equagoes e (4.9) vemos que

NV +id [FAGA | VE = C UL, — U7 + AgA'UF — B,V
Q
=Rs

+G7 — AsA'GH
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ou

IV +iAQsVF = CUY, — U7 + AsAL' TR =BV — AGANGR+ G (413)

onde C;=A;— ASA,;lAg ¢ uma matriz nao singular, pois o posto de A e o posto da
matriz obtida pela multiplicacao da segunda linha de A por —ASA,;1 somada a primeira

linha sao iguais. Isto é

A; A A;—AcA'AL 0
Rank / = Rank ! STk RS

Logo o posto de C; é J, pois do contrario a matriz A resulta singular contradizendo nossa

hipétese.

Multiplicando a equagao (4.13) por U’ *le e integrando obtemos

U de <e | U de+e | |[VFPde+C. | (U de + C||U||ly||F||5.
U, |7 dx < e[| : 1| F |l

O seguinte Lema proporciona a primeira condi¢ao necessaria para a estabilidade ex-

ponencial de A.

Lema 4.2.2. Se
dim Span {Nj, NyM, NGM?, - NGMETY = 1,2+ T} >k, (4.14)

entao

iR C o(A). (4.15)

Onde M = A, e N = Ag

Demonstracao. Para a demonstracao do Lema seguimos os seguintes passos:

I. Desde que 0 € o(A) e do Teorema das aplicagoes de contragao seque que para A com

I\ < ||A_1HZ(1H), o operador

N —A=AGNAT -T)
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é invertivel. Além disso, || (iA] — A) ™" || z() é uma funcio continua de A no intervalo
(1A Nzt 1A Nzh)

II. Se sup {|| AL —A) M leen 5 N < ||A_1||Z(1H)} = M < oo, aplicando novamente o

Teorema das aplicagoes de contracao, temos que o operador
ML — A = (iAI — A) (T4 (A= Xo) (iIAI— A7)

com |N\g| < ||A’1||Z(1H) ¢ invertivel para |A — Ag| < 7. Logo concluimos que

i 1
{0 < 1Ay + 7 € o

e || GAT — A) " || ) é uma fungdo continua de A no intervalo

1 1
—1(-1 11
(14 b — 57+ 147 b + 57 )

ITI. Entao , segue do argumento II, que se (4.15) nao é verdadeiro, existe w € R com

||A*1||Z(1H) < |w| < oo tal que

{iA 5 Al < Jwl} C o(A)

sup {|| (GAL— A) " lzag 5 1A < |w]} = oc.

Logo existe uma seqiiéncia A\, € R com A\, = w, |A,| < |w| e uma seqiiéncia de vetores

U, € D(A) com ||U, || =1 tal que
liA, U, — AU, || — 0

quando v — o0.

IV. Denotamos U, = (U,,V,) e F, =i\, U,—AU,, aplicando o argumento III, obtemos

iU -V — 0 em [H'(R)]’ (4.16)

iNUF —VF — 0 em [H'(R)] (4.17)

NV — AU -~ NUE, + U +B;V) — 0 em [L*(R))/ (4.18)
iNVE-NTU!  — MUF +UF — 0 em [L*(R)]* (4.19)
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e usando a dissipagao do sistema, (4.11), temos

Re((ix, — AU, U,)y = /VV*BJVVJ dxx/\v,;’y de — 0.

Das equagoes (4.16)-(4.19) e (4.12) temos

Jv2p e+ e — o (4.20)
Observagao 4.2.3. Sejam {¢"} C L*(R) uma seqiéncia limitada e {f"} uma seqiiéncia

convergente a zero em L*(R),

f"—0 em L*R),

logo uma aplicacao direta da desigualdade de Holder implica a sequinte convergéncia
/ frfo" de — 0 .

Como {NU*} é uma seqiiéncia limitada em [L?*(R)]’, podemos multiplicar com (4.18)

e aplicar a observacao anterior , para obter a seguinte convergencia

i/\y/(NUf)*VVJ dz + /(Nfo)*AJij dz + / INUE |? do + /(NUf)*U,;f dr — 0

e usando (4.20) obtemos

/|NUfm|2 dr — 0
Aplicando NV a (4.19), obtemos

iNNVE-NNTUL  — NMUE

vxxr vrx

+NUF — 0 em [L*(R)]’ (4.21)

agora multiplicamos por NU* para obter

— /(MVNUL“)*NVV’“ dx + /(NUf)*(NUf) dr — 0
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ou

— /(z‘)\,,NUf —~ NVEYNVE do — / INVF2 4 % /(z'/\VNUf)*(Z‘)\,,NUf) dz — 0

entao

——1 /|NVk2dx—>O
Como A, é uma sequéncia convergente concluimos que

/WVfP dx + / INUE 1> do — 0 (4.22)

Como {NMUF} é uma seqiiéncia limitada em [L?*(R)]’, podemos multiplicar com

(4.24) e uma aplicacao direta da desigualdade de Holder implica que

—(IANNMUNNVE - (NMUFVNNTUL - INMUE |2+ (NMUSNUF — 0

usamos as convergéncias (4.20) e (4.22) para obter

/WMU;;P dx — 0 (4.23)
Aplicando N M a (4.19), obtemos
INNMVF = NMNTUL, — NMPU

vxx vxx

+NMUY — 0 em [LA(R)]’ (4.24)
agora multiplicamos por N MUF para obter

— /(z‘A,,NMUj)*NMVV’f dx + /(NMUf)*(NMUf) dr — 0

ou

—/(i/\VNMUf—NMVV’“)*NMVV’“ dx—/|NMVV’“\2+% /(i)\VNMUf)*(i)\VNMUf) dr — 0

entao

——1 /|NMV’“]2 dr — 0
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Como A, é uma sequéncia convergente concluimos que
/!N’MVV’“F dx + / INMUE 1> do — 0 (4.25)

realizando um processo analogo, indutivamente, podemos obter

Z/|./\f./\/lp\/',,’“|2 de + I NMPUF |2 de — 0.

Desde quedim Span {Nj, NjM, NjM?2, o NMETL =12+ J} > k, conclui-
mos

1= ||Uy|rix/|vy|2+|Uu|2+|Um|2 dr — 0

que é uma contradi¢do. Portanto iR C p(.A).
O

Antes de enunciar a condicao suficiente para a estabilidade exponencial calcularemos
as estimativas correspondentes usando multiplicadores usuais. Multiplicando (4.9)-(4.10)

por U* e aplicando integracao por partes obtemos

/U;‘AUzdx+/|U|2dm+z‘>\/U*BUda: = /|V|2d93+R,

onde R satisfaz |R| < C||U||%]||F||3. Usando a parte real temos

/U;AUmd:z:+/\U|2d:1: g/]V!de+C]]U]|H|\FHH. (4.26)

Por outro lado, multiplicando a equacao (4.9)-(4.10) por V* temos
z’)\/|V|2dx - z’)\/U;Adex+i)\/|U\2dx—/Ol V'BVdz + R
usando a parte imaginaria temos
/|Vy dx = /U*AU dm+/]U|2d +@ (4.27)

Observagao 4.2.4. Se detB # 0 entio J = n e VBV =< [} + - + |v"|> = |V]?,
usando (4.4) e (4.26) obtemos

/ U >+ |U|? dmx/U;‘Adem+/|U|2dm < €||U|[5, + c||F|]3,, (4.28)

devido a equagao acima obtemos que ||Ul|y < ¢.||F||3 para e > 0 suficientemente pequeno.

Aplicando Teorema 1.6.7 obtemos a estabilidade exponencial Sy(t).
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Nossa metodologia consiste em obter uma desigualdade do tipo (4.28). O seguinte

Lema ajuda a esse propdsito quando B é uma matriz singular ( rank B = J < n).

Lema 4.2.5. Para cada € > 0 existe uma constante positiva C. com a sequinte propriedade
m m 05 - j
/|NM VE2 4 INM™UR? de < €| |U|2, + C|F| 2, + ﬁ/z INMIVF]? da |
§=0
para todo m < k .

Demonstragao. Multiplicando a equagao (4.9) por N/ UF e integrando en R obtemos

/|J\/Uf|2 dr = /VJ.NW—AJU;-NU_fdx
J NTTk VI

]

< ClUlV7Il + CITLNINTE + CIVINT®| + Ro

onde Ry satisfaz

IRo| < C|U||3||F |5,

e usando o Lema 4.2.1 vemos que

/|NU§;]2da: < €|U||3 + cl|F|f3 - (4.29)

Por outro lado, multiplicamos N a (4.10) depois por N’ U* para obter

[INVF2 dz = [NALIUJ-NUF + NMUENUF + INU*? do

— [NG* NUF dz — [ NVF-NFF dz

CITIINNUEN + CHU | INUZ |+ [INUF|P + Cl[U || 34
< €l[Ulf5 + C|F|I3, + [ INU*Pdz

IN

onde M = A;. Portanto obtemos

/|NV’“|2 + INUF2 doe < €| |U|[3, + C||F||3, + / INU*2dz . (4.30)

Agora, aplicamos N a (4.10) e multiplicando por N MUF obtemos
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/WMUf|2d:lf < ClUll NV + CITL Tl + CHU N INUF] + Ry

< e\|U||§{+ceHF||§{+CG/INU’“\2d:c.

Multiplicamos a equagao (4.10) por N'”M para obter

IWMVE = NMALU! + NMPUE, — NMUY + NMG* (4.31)

logo multiplicamos (4.31) por N. MUF e obtemos

/|Nka|2+|NMU5\2dx < e||U||§{+cEHFH§{+CE/|NU’“|2+\NMU’“|2 do. (4.32)

Com um procedimento indutivo, aplicamos N’M™! a (4.10) e multiplicamos por N'M™U*,

obtemos

m—1
[ INMPUEE do < UIR, + e [EIE + €. [ S WMUME do (4.33)
=0
e aplicando N'M™ a (2.27) , multiplicando por N’M™U* obtemos
/\J\f./\/lka|2 + INM™UE? do < €||U|[3, + c| [F||3, —l—Ce/Z INMIU*? do . (4.34)
=0

Portanto

C. [ .
/|Nvak|2+ INM™UR? dx < 6||U||3.[—I—Cs||F||3{+ﬁ/Z INMIVE? do | (4.35)
7=0

param =20,---  k— 1. 0
Teorema 4.2.6. Se
dim Span{/\/},N}M,N}MQ, ,N}‘Mk_l; 1=12--- ,J} > k.

entiao Sa(t) é exponencialmente estdvel.

Demonstrag¢ao. Do Lema 4.2.5 obtemos a existéncia de uma constante C' > 0 tal que
103 < C[[F]lx

Portanto o semigrupo é exponencialmente estavel.
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Capitulo 5

Um Sistema Hibrido

Uma das primeiras contribuicoes na area da estabilizacao de sistemas elasticos hibridos
pode ser encontrada em Littman and Markus [20]. Da mesma forma, a interagdo de um
meio eldstico com uma massa rigida (sistema hibrido) tem sido estudada na literatura
matematica por varios autores. Na area de controle do sistema, por exemplo, pode ser
encontrada em C.M. Castro e E. Zuazua [10]. Além disso, modelos de equagoes de onda,
com dissipagao fraca (ou Maxwell) , em vez de dissipagao de tipo Kelvin-Voigt, tém sido
considerados por A. Freiria Neves, H. de Souza Ribeiro e O. Lopes [11], principalmente

com o objetivo de estudar o decaimento das solugoes.

Por outro lado, é conhecido que a dissipacao viscoelastica de tipo Kelvin Voigt é eficaz
quando esta presente em todo o dominio. FEste mecanismo de amortecimento nao so
implica estabilidade exponencial, mas também transforma o correspondente semigrupo em
um semigrupo analitico, que, em particular, implica que o sistema seja exponencialmente
estdvel entre outras propriedades importantes, ver o livro de Zheng-Liu [22]. Mas quando
a dissipacao esta localizada é mais fraco do que a dissipacao friccional, no sentido de que o
semigrupo correspondente nao é exponencialmente estédvel como demonstrado no [21]. Um
resultado recente de J. E. M. Rivera e outros [3] mostram que o semigrupo correspondente
do problema de transmissao da equacao de onda com viscoelasticidade localizada do tipo
kelvin Voigt nao é exponencialmente estavel, mas a solugao decai polinomialmente para

zero 1/(1+t)? e que tal taxa é Stima.

Neste capitulo consideraremos o problema de transmissao localizada viscoelastica de tipo
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Kevin Voigt hibrido.

PrlUy — O Ugy — Qoligz, = 0 in ]0, 1] X ]0, 00] (5.1)
PoUy — Q3 = 0 in o, [ x |0, 00[ (5.2)
p3wy + dwy + pw + azv,(l) = 0 in ]0, 00| (5.3)

onde u = u(x,t) e v = v(x,t) representam as duas partes do corpo. «ai,as e a3 sdo

constantes positivas e § > 0. p1, p2 € p3 sao as densidades de massa.
As condigoes fronteira

uw(0,t) =0, w(l,t) =w(t)
U(l(), t) = ’U(lo,t) s t Z 0 (54)
Oélux(lo, t) -+ CYQUm(lo, t) = Oég’l)x(lo, t)

e dados iniciais

u(z,0) = ug(x) , wu(z,0) =wus(xz) in |0,
v(z,0) =vo(x) , wvi(z,0)=wvi(x) in [l,I[ (5.5)
w(0) =wy € C, w(0)=w; €C

Denotamos por £ a energia

1

lo
E(t) = 5 {/0 (p1]we]® + ca|ug|?) dz

lo
4 [ (el + o) o+ pafu? + |
0

logo, nao ¢ dificil ver que

d o
d—é’(t) = —042/ s |2 da — §|wq|>.
t 0

Aqui mostraremos que as solucoes decaem polinomialmente a zero com uma taxa t 2.

82



5.1 Existéncia e Unicidade

Em esta se¢ao mostraremos a boa colocagao do problema. Para a formulagao do problema

(5.1)-(5.5) em uma equagao de evolugao , consideramos

H™ = H™(0,1o) x H™(lo, 1), L2 = L*(0,1y) x L*(lo,1)

H} = {(u,v) € H"; w(0) =0, u(ly) = v(l)}

Usando tais espagos vemos que o espaco da energia (espago de fase) esta dada por

H = {(u,v,U,V,w,W) € H: x L? x C?, v(l) = w}

aqui consideramos a norma

lo !
||(u,v,U,V,w,W)||72LL = / 041|ugc\2—|r,01|U|2 dr + /ag\vxl2+p2|V|2 dx
0

lo

+ plw]® + ps| WP

Agora, definimos o operador A : D(A) C H — H como

U U
v %4
U p_ll (aluzz + Oézwa)
\%4 BV

P2
w
w

w
;—31 (pw 4+ W + azv,(1))

com dominio

= {U=(uo, UV, W)eH ; (UV)eH, V()=W,

(ozlu + OCQU U) S H s ozluw(lo) -+ OZQUQJ(Z(D = Oégvm(l(])} .

usando as notagoes acima, reescrevemos (5.1)-(5.5) no seguinte problema abstrato

d
ZU=AU. U(0)=U,

onde U(t) = (u(t),v(t),U(t),V(t),w(t), W (t))" and Uy = (ug, vo, u1, v1, Wo, w1) .
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Teorema 5.1.1. O operador A ¢ gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy de

contracoes em H.

Demonstragao. Vejamos primeiro que D(A) é denso em H. De fato, é conhecido que
H=D(A) @ D(A)*,
seja f € D(A)* e pela representacio de Riesz, existe (f1, f2, f3, f4, f°, f%) € H tal que
(fs 0 wn = ((FL 12 12 1L P 0, (01,97, 0%, 0%, 07, 69)),, = 0

para todo ¢ = (¢!, ¢?, ¢, ¢, #°, ¢°) € D(A). Entao

lo - o I o o o o
/ afe 9l + prfP0% dv + / asfod?, + pafiot de + pf°d° +psfeS =0 (5.7)
0 lo
para todo (¢', ¢%, ¢*, ¢*, ¢°, ¢°) € D(A).
Em particular, para os vetores (¢!,0,0,0,0,0), (0,¢%0,0,0,0) € D(A), onde ¢' €
D(0,1y) e ¢* € D(lg, 1), obtemos (f', f?) € H? e as derivadas distribucionais satisfazem
(faur f2u) = (0,0). (5.8)
Analogamente, tomando os vetores (0,0, ¢, 0,0,0), (0,0,0,¢* 0,0) € D(A), onde ¢* €
D(0,1o) e ¢* € D(ly,1), obtemos
(f% 1) = (0,0). (5.9)

Considerando (0, ¢5,0,0, ¢5(1),0) € D(A), onde ¢j = 0 quase sempre tal que ¢j(lp) = 0 e
P3(1) # 0 , em (5.7) para obter

fP=rm=o (5.10)
analogamente, usamos (0, 0,0, ¢3,0,63(1)) € D(A), onde ¢§ = 0 quase sempre tal que

da(lo) =0 e ¢a(l) # 0, de (5.7) obtemos que

=0 (5.11)

Logo podemos realizar integracao por partes em (5.7) para obter

[ fr(lo) — s fr(lo)]6'(lo) + [asf2(1)]¢%(1) = 0. (5.12)
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Agora tomamos (0, $2,0,0,1,0) € D(A), onde ¢?(x) = ((f__ll;’))j , assim de (5.12) obte-

mos que
f2(1) =0. (5.13)

Do fato (f', f?) € H? — C'([0,1y]) x C'([lp,1]), (5.8), (5.13) e pela desigualdade de

Poincaré temos:

e f2 =0, portanto f3(lo) = fZ(I) =0
e Aplicamos tais resultados em (5.12) para obter f1l(lo) = 0

e Usando novamente a desigualdade de Poincaré obtemos || f1|| < ¢||fH]] < c||fL]|=0

Finalmente concluimos que (f', f2, f3, f4, f°, f%) = 0. Desta forma concluimos que

D(A)* = {0}, portanto H = D(A).

verificamos que o operador ¢é dissipativo

lo

Re (AU, U),, = —042/ U, |*dx — 6|W]* < 0. (5.14)
0

Agora mostraremos que 0 € p(A) e nossa conclusdo segue do teorema 1.5.9. De
fato, seja F = (f,q9,F,G,h,H) € H, mostraremos que existe um tunico vetor U =

(u,v, U, V,w,W) in D(A) tal que AU =F. Que em termos das componentes se escreve

U=f €HY0,1l) (5.15)
V=g ¢H,I (5.16)
W=h=g(l) €e€C (5.17)
Uy + Uy = ;i € L*(0, 1) (5.18)
Q3Vze = PG € L*(lp, 1) (5.19)
pw + W + azv,(l) = —psH € C (5.20)

usando (5.15) nas outras equagoes, temos
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A Ugy = PIF - a2fx2 €1 H—1(07 lO)

a3V = PG em L2(ly,1)
§ —asvy(l) — pv(l) = psH + dg(l) (5.21)
u(0) = 0,u(ly) = v(lp) condigao de D(A)

a1uz(lo) — aszve(lo) = —az fu(lo) condi¢ao de D(A)

\

Seja o espaco

H! = {(u,v,w) € H, x C, w=1v(l)}

*

CcOo1m norma

lo l
vl = [ aulde + [ asfe,f do + ()
0

lo

entao ¢ claro que a forma sesquilinear B em H! x H! definida por

B((u, v,v(1)), (¢, ¢, (1)) I/Ooalux%dwr/ azv: @, dr + po(l)e(l)

lo

é positiva e continua. Definimos a aplica¢ao antilinear 7 em H! como

lo . o ! -
T (W, , (1)) = —/0 pFo + asfu), do —/ p2GP dx — (psH + dg(1))p(1)

lo
Aplicando o Lema de Lax Milgram, obtemos a existéncia e unicidade de (u,v) € H. tal
que

B((u,v,v(l)), (¥, ¢, (1)) = T (&, ¢, (1))

para todo (v, ¢) € HL.

Isto é,

lo _ ! L lo _ lo _
/ alux@bxdx—i—/ a3z, @, dr + pu(l)p(l) = —/ p1FY dx—/ o fr), dx
0 0 0

lo

— / p2GP dx — (psH + 5g(1) (1) . (5.22)

lo

Em particular , para ¢ € D(0,1y) temos (,0,0) € H! e

lo lo lo
/ Uy dx +/ s foty do = —/ p1 ) dx
0 0 0
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ou
lo
(Ot + O s V) > = / P da
0

entdo iUy, + aol,, = ;1 F € L?(0,1y). Agora consideramos ¢ € D(ly,1) e (0,¢,0) € H!

em (5.22) para obter:

l l
/ A3V Py dr = — / pQGQO dx
lo lO

l
<a3vx:r7 §0>D’><D = / ,02G80 dl’,

lo

ou

entao azvy, = poG € L2(ly,1).

Com as regularidades obtidas até agora, podemos realizar integracao por partes em

(5.22) para obter

lo B !
—/ (1Uge + Uz )Y dz + (aqug(ly) + aoUs(lo)) (1) — / A3V P dr =
0 lo

- - lo o l
— pv(l)p(l)+aszve(lo)e(lo) —asv (1) e(l) —/0 p1EFY dx— /l p2Gp dx—(psH +0g(1))
0 (5

para todo (v, ¢) € HL.

Consideramos a funcao s € C*([ly.l]), tal que ps(x) =0, x € [ly,l — ] e ps(l) = 1,

entao (0, s, 1) € HL.

Se ¥ € L?*(ly, 1) pela desigualdade de Holder temos
I
/z [Des| d < l@sl| 2 -sn 191|200y < 0191|200
0

87



entao

6—0

l
lim/ Vps dr =0 ; Vo9& L*(ly,l). (5.24)
lo

aplicando (5.24) e substituindo (0, ¢s, 1) na equagao (5.23), obtemos

po(l) + azvg(l) + 0g(l) = —psH

Analogamente, consideramos (5, 0§, 1) € HL tais que (15, ©§) € C°([0, lo]) x C>([lo, 1]),
(wév (‘0(%) =0em [0, lo — 5] X [lo + 5, l] (S wé‘(lo) = QD(lg(lg) = 1.

Entao, para todo (x,) € L? temos que

lo
/ |ks| do < ||Ws]| L2 (o-si0) | 1Bl 22 (0,00) < OllE|2(0,00) — 0
0

l
[Wos| dv < |]os||2(oto+a) 191 22000y < 0119|2100y — 0

lo

aplicando os resultados acima e substituindo (15, ¢}, 0) na equacao (5.23), obtemos

arug(lo) + Uy (ly) = asvy(lp).

Além disso, (u,v) é solucao de (5.21). De (5.15), (5.18) e (5.19) temos que (aqu +
axU,v) € H?. Portanto obtemos a existéncia e unicidade de um vetor U = (u, v, U, V,w, W) €

D(A) tal que AU =F.

Por outro lado , o operador A™! € £L(H). Com efeito, a primeira estimativa é obtida

multiplicando (5.16)-(5.19) por poV, psW, —7 e —v respectivamente, somando

lo ! !
—/ laqu, + U], u de — a3/ VgD d + ,02/ \V|* dz + ps|W|?
0

lo lO
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! lo !
= Pz/ngx—pl/ Fﬂdw—pg/Gﬁdx+p3hW

lo 0 lo

e integrando por partes temos

o ! I
al/ | |? d:c+a3/ v, 2 dx—l—pg/ \V|? dx + ps|W|?
0 lo lo

= —Q9 /0 i Uxﬂx dx + [O[lux(l0> + OZQUI(Z())]E(Z()) + Oégvx(l)ﬁ(l) - 0[31}33([0)@@0) + R

lo
= — Uty dx + asv(D)o(l) + R,
0

onde R satisfaz |R| < C||U||»||F||%. Aplicando (5.15) e (5.20) na equagao acima, obtemos

lo l l
041/ |1 d:c+a3/ || dm+p2/ \V|?* dz + ps|W?
0

lo lo

= —[psH + pw + oWlw + R

ou

lo [ l
a / a2 detas | ool daps / VI de WP +EJuf? < COIIW I+ CU )
0 lo

lo

pela propriedade dissipativa do operador

lo
- / U, de + 6|W < CU [ Fls. (5.25)
0

e aplicando a desigualdade de Poincaré , obtemos

lo l
| bl P do b [ sl palVE dot pWE o+l < OO Bl
0 lo

isto é, | U||% < C||F||%. Logo A~! € L(H) ou equivalentemente 0 € o(A).

Como conseqiiéncia da existéncia do semigrupo , obtemos o seguinte teorema.
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Teorema 5.1.2. Para todo Uy € H existe uma solugcdo U = (u, v, us, vy, w,wy) of (5.1)-
(5.5) satisfazendo
(U, U, Ut, Vg, W, wt) € C<[07 OO), H)

Se Uy € D(A), entao

(u, v, ug, v, w,wy) € CH([0,00); H)NCO([0,00); D(A))
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5.2 Estabilidade Polinomial

Nesta se¢cao mostraremos o decaimento polinomial das solugoes. para conseguir o objetivo

usaremos o resultado de A. Borichev and Y. Tomilov [9]

Teorema 5.2.1. Seja S(t) um semigrupo Cy limitado num espago de Hilbert H gerado
por A tal que iR C o(A). Entao

WH(W—A) Yegy <C . VAER = [SMOA ow < 575 -

Consideremos a equacao resolvente

INWU—AU=F, \eR, (5.26)

que no caso de boa colocagao, em termos das componentes, obtemos

iu —U = f in HY0,l) (5.27)
iw—V = g in H',I) (5.28)
idw—W = h in C (5.29)
priAU — gy — Uy = piF in L*(0,1p) (5.30)
poiV — a3y, = poG in L*(lp, 1) (5.31)
P3IAW + W + pw + azv, (1) = psH in C (5.32)
De (5.14), note que
lo
Re ((i\ — A)U, U)y = —Re (AU, U)y, = a2/ U, |dz + 5|W|?
0
Entao
lo
s [ U ds + 6P < U] (5.33)
0
De (5.27) e (5.33) obtemos
lo
AR [ e < CIUY Pl + CIFIE, (5.34)

Agora mostraremos que o eixo imaginario esta contido no resolvente.
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Lema 5.2.2. Seja A o operador definido em (5.6), entdo

iR C o(A) (5.35)

Demonstragao. Para a demonstracao do Lema seguimos os seguintes passos:

I. Desde que 0 € g(A) e do Teorema das aplicagoes de contragao seque que para A com

IA| < HA_lHZ(lH), o operador
iIN—A=AGNAT -T)
é invertivel. Além disso, || (iA] — A) ™" || z3) ¢ uma fungio continua de A no intervalo

(1A Nzt 1A Nzh)

II. Se sup {|| GAL— A) o 5 [N < ||A_1||Z(1H)} = M < oo, aplicando novamente o

Teorema das aplicagoes de contracao, temos que o operador
iIML— A = (iAI = A) (T4 (A=) (iIAI— A7)

com |N\g| < ||A’1||Z(1H) ¢ invertivel para |A — Ag| < 7. Logo concluimos que

1
{A N < AL, + M} C o(A)

e || GAI—A)7 £y ¢ uma funcao continua de A no intervalo

1 1
—1y-1 11
(14 ko = 7+ 147 Ik + 7 )

ITI. Entao , segue do argumento II, que se (5.35) nao é verdadeiro, existe w € R com

||A_1||Z(1H) < |w] < oo tal que

{ix; A < wl} C o(A)

sup {[| (AT = A) " g0 5 1A < |w|} = oc.

Logo existe uma seqiiéncia A\, € R com A\, — w, |A,| < |w| e uma seqiiéncia de vetores

U, € D(A) com ||U,|3 =1 tal que

[iA U, — AU, ||y — 0
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quando n — oo.

IV. Denotamos U, = (u", 0", U™, V" w", W") e F,, = i\, U, — AU, aplicando o

argumento III , obtemos

iMu" —U" — 0 em HY0,l) (5.36)

M0 — V" — 0 em L*(ly, 1) (5.37)

iw" —W" — 0 em C (5.38)

prid U™ — aqul — apU, — 0 em L*(0,1lp) (5.39)

p2id, V" —azv”, — 0 em L*(lp,1) (5.40)

p3iA W™ + W™ + pw™ + azvi(l) — 0 em C (5.41)

Desde que a sequencia {\,, } é convergente e aplicando as desigualdades (5.33) e (5.34),

obtemos

au™ + apU™ — 0 em H'Y(0,l) — C([0, 1))

Considerando o fato U™ — 0 em L?*(0,1y) e usando (5.39), obtemos

au” + apU" — 0 em H?(0,1ly) — C*([0,1]) (5.42)

entao

p2|Un(l0)|2 + Oélu;b(lg) + OZQU;L(ZO) — 0 (543)

Observacao 5.2.3. Devido a uma aplicacdao direta da formula de integracdao por partes ,

para todo (v, V) € H?(0,1y) x H*(0,1y), temos as sequinte identidades

I I
2Re/ (2 — Dgey do + [ |v]? do

lo lo

(1= lo)lvs(lo)?

l l
236/(93—1)1/% de+ [ [VPde = (1—1)|V()P

lo lO

Observagao 5.2.4. Sejam {¢"} C L?*(a,b) uma seqiiéncia limitada e { f™} uma seqiéncia

convergente a zero em L*(a,b),

f"—0 em L*a,b),
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logo uma aplicagcao direta da desigualdade de Holder implica a sequinte convergéncia
b
/ ffo" de — 0 .

Desde que {(z—1)v"} é uma seqiiéncia limitada em L?(ly,[) , podemos multiplicar com
(5.40), usar as identidades da Observacao 5.2.3 e considerar (5.37) para obter as seguintes

convergencias

I l
pg/ (z — D)V (idm = V), + (z — )VV, do + a3/ (x — Dol vy doe — 0

lo lo

logo

! I
,02/ (z — V"V, dx + ag/ (x — vy, vy de — 0

lo lO

entao

l l
Rn = Q3 |U;L|2 dx -+ P2 ‘Vn|2 dr — (l — lo)pQ‘Vn(lo)F — (l — lo)a3|’U;L(l0>|2 —0

lo lO
e usando (5.43) conclui mos que
I l
ag | JorPdz+ps [ VPP dz =R, + (1= lo) (p2|V™(lo)]* + as|vi(lo)]?) — 0
lo lO

ou
l

I
as [ [P dr+py [ |V dzr —0 (5.44)

lo lo

como a sequéncia {\,} ¢ limitada e V" — 0 em L?(ly,1), de (5.40) , obtemos
v — 0 em H'(ly, 1) — O([ly,1])

portanto,

(1) — 0 (5.45)

Agora multiplicamos w", que é uma seqiiéncia limitada, a equagao (5.41) para obter a

seguinte convergencia
—p3 (iAW — WnYW™ — pa|W"? + 60" W™ + p|w"|* + azw™v(l) — 0

94



entao

—ps|[W™ 2+ 0w W™ + plw"? — 0 (5.46)

Se 6 > 0, entao da propriedade de dissipagao do operador (5.33) e a convergéncia anterior,

temos

plw™> — 0

Desta forma , obtemos que
lo l
L= (1O = [ Pl ot [ alul+pulV7 dat WO gl P 0
0 lo
que é uma contradicao.

Por outro lado, se 6 = 0 nao temos dissipacao na componente W™, logo consideramos
o seguinte multiplicador (x — ly)v%} na equagao (5.40). Como a seqiiéncia {(z — ly)vl} é

limitada em L?(ly, 1), obtemos

I I
pg/ (z — l) V(@ — V), + (x — L)VV, dx + 043/ (x —lo)vl, vy doe — 0

lo lO

e usando (5.37), segue que

I I
p22Re/ (x —DV"V, dx + a32Re/ (x —lo)vl, vy doe — 0

rxx T
l() lO

e aplicando (5.44), obtemos

AV () + aslup (DF — 0

como V™(I) = W™, (5.46) implica que |w"| — 0. Desta forma , obtemos que
lo !

1= [[U,[[} = / anlu[* +p1 [U"? d9€+/ as|vg[*+pa V[ dat ps|W"* +pw™[* — 0
0 lo

que é uma contradi¢do. Portanto iR C p(.A).
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Lema 5.2.5. Usando as notacoes descritas em (5.27)-(5.32), é possivel encontrar uma

constante positiva C, com a sequinte propriedade,

hu%ww%x<mMW(mwam+wwﬁme“wm%)

lo

Demonstragao. De (5.30) temos
MU=+ < e (el + 1Tl + 1Fllw) < CIUIIFI5* + ClIF e

Usando interpolagao e a desigualdade (5.33) obtemos

0P < clul vl
< 757 (IOBLTRIE + 1P lec) 101,
< 57 (IO Pl + U1 P
entao
MU < CIU sl + CIU 5 [ F 15, (5.47)

Multiplicando a equagao (5.30) por x(aju, + aU,) e tomando a parte real temos

lo 1 lo d
p1Re z')\/ 2U(aqug + apUy,)dr — = / r— |ayu, + alU,|Pde
0 2 )y dx

lo
= p1Re / rF(aqu, + axU,)dz.
0

Usando (5.27) temos

lo lo l lo _
proaRe z'/\/ 2Ul,dx = plgq / \U|*dz — 0p1061 |U(lo)|* — praiRe / 2U f dzx.
0 0 0

Denotamos o funcional

{
Ju:= 5 (pealUW)P + lavus(lo) + 02U (o))

logo
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lo o p]_Oé]_ lo 1 lo
Ju = prasRe i/\/ xUU dx + 5 / \U|?dx + 5/ |, + U, [*da
0 0 0

l() _ lO
—plalRe/ foxd:B—lee/ rF(au, + aU,)dx
0 0
lo
< C/O IMIUNU| + |Ue]? + |uel? dz + C|[U]J3[|[F|l% + C|[F I3,

lo
< / U] (IA2[U]) de + Cl[U | Fll + CJIE .

Using (5.47) entao

T < CINV (I3[ Fllze + OIS IR + 11, (5.48)

para A suficientemente grande. por outro lado, multiplicando a equacao (5.31) por (z—1)v,

obtemos

l

! !
inA/ (x = )VU,dx — ag/ (x — 1)V Updx = p2/ (x — )G, dz.

lo lo lo
Tomando a parte real e usando (5.28) obtemos

l
VI 4 2o, 2de =
lo P2

l
(1= 1)V (lo)|* + %(Z — lo)[vz(lo)|* + 2Re /lo (z — 1) (Gv, +Vg,) du.

agora, considerando que (u,v,w,U,V,W) € D(A) e usando convenientemente as estima-

tivas segue

l
o Q;
VP + s < (-1 [|V(lo)l2 ; —p:|vx<zo>|2} + CIJU 5 [Fe
lo

< ClIU)P + |arua(lo) + a2Us(lo) ] + C U] F |2

< CJu+ ClU[[)IF |3

Usando a desigualdade (5.48) obtemos

l
VI + Joaf2de < CINY2 (1UIlF e+ [UI RIS +IFIE) . (5:49)

lo
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Observacao 5.2.6. Com um proceso andlogo, multiplicamos a equagao (5.31) por (v —

lo)v, e obtemos que

l
wwﬁw%+%mwﬂs -+ L, Pa,
2

lo 2

entao

W + fee (D < CIAM2 (Ul Bl + ORI + P2 )

Multiplicando a equagao (5.32) por w e usando (5.29) obtemos que

—p3|W | — psWh + oW + plw|? + azv,()w = psHw € C

ou

plw]? + ps|W[* = 2p3|W [* — agv, (1) — 0WW + psWh + psHw

entao

w]* + [W[* < CIWI* + Clos()I* + Cl Ul F 15

e aplicando (5.50) obtemos

3/4 5/4
plwf? + psl W12 < CINM2 (Ul e + OIS I + 113,

De (5.33), (5.34), (5.49) e (5.51) concluimos que

3/4 4
[UIE, < CIA2 (IOl il + U1 IFIS + I3, )

e considerando

a,ba,>0 and a+=1 = a°t’ <aa+pb;

com a = €||Ul|, b = e 3 A\*°||F||5, o = 3/8 e 3 = 5/8 obtemos
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5/4
[T (IAPPIR]l5) " < El1U1[5, + Ce AR5,

Entao

Ul < CINM2(IF 5 (5.52)

para A suficientemente grande.

Desta forma terminamos enunciando o seguinte resultado

Teorema 5.2.7. et

C
le* Tolla <

< ;!IUHD(A)-

Observacao 5.2.8. Acreditamos que o resultado sobre decaimento Polinomial obtido
neste capitulo é étimo devido ao resultado de M. Alves, J.E. Munoz Rivera, M. Sepilveda

e O. Vera Villagran [4] , que provaram a otimalidade para o problema de transmissdo.
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Capitulo 6

Consideracoes finais

6.1 Conclusoes

e Em dominios limitados mostramos que, quando o acoplamento do sistema para

mistura de sélidos ¢ de segunda ordem, basta provar que
iR C o(A)

para obter o decaimento exponencial do semigrupo associado. Esta propriedade foi

obtida nos casos de

Dissipagao friccional — Capitulo 2

l
Re(AU,U)y = — / U BU, dx
0

Dissipacgao termo elastica — Capitulo 3

I
Re(AU,U)y = —/@/ 0, dx
0

e Mostramos também que, no caso nao limitado, com dissipagao friccional é possivel

obter decaimento exponencial do semigrupo associado.

Dissipacao friccional em dominio nao limitado — Capitulo 4
“+o0o

Re(AU, U)y = — / Uy BU, da

—00
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apresentando as hipdteses suficientes para o decaimento exponencial, quando a ma-

triz de dissipacao B ¢é singular.

e Mostramos que, no sistema hibrido associado ao problema de transmissao, o semi-

grupo associado possui decaimento de tipo polinomial.

Dissipagao de tipo Kelvin Voigt no problema hibrido — Capitulo 5

lo
Re(AU,U)y = —a2/ uge| dz — olv (D>, §>0.
0

6.2 Perspectivas e trabalhos futuros
e Consideraremos o caso de mistura de n sélidos termoelédsticos em R}

Dissipacao termo eléstica

+o0
Re(AU,U)y = —/{/ 0, dx

—0o0
e estenderemos os resultados para R

e Estudaremos a relagao do decaimento com respeito a ordem do acoplamento em

forma abstrata.

e Estudaremos a falta de decaimento exponencial para o problema hibrido.
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