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Resumo

Em 1989, Valery Lunts [15] mostrou que um polindmio homogéneo genérico define
uma hipersuperficie involutiva minima. No entanto, até o presente momento, um
tinico exemplo concreto de uma tal variedade ¢ conhecido; veja [2].

Neste trabalho, apresentaremos dois critérios para determinar se uma superficie
em P? é involutiva minima. A partir do primeiro critério, construiremos exemplos
explicitos de familias infinitas de superficies involutivas minimas de graus 3 e 4.
Enquanto o primeiro critério se restringe a variedades de grau 3 ou 4, o segundo se
aplica a variedades de grau maior ou igual a 5, mas requer que a variedade possua
nimero de Picard igual a 1. Usando este segundo critério, mostraremos que as

variedades de Shioda
ZwF+a(z+y)" T+ (o +y)F 4 22

sao involutivas minimas para k =5e k = 7.

Palavras-chave: Geometria algébrica; Geometria projetiva; Variedades.
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Abstract

In 1989, Valery Lunts [15] proved that a generic homogeneous polynomial defines a
minimal involutive hypersurface. However, up to now, only one concrete example
of this variety is known; see [2].

In this work, we present two criteria to determine if a surface in P is minimal
involutive. The first criterion is used to construct explicit examples of an infinite
family of minimal involutive surfaces of degree 3 and 4. While the first criterion is
restricted to varieties of degree 3 or 4, the second one applies to varieties of degree
higher or equal to 5, but only applies to surfaces of Picard number equal to 1. Using

this second criterion, we prove that Shioda’s varieties
ZWf +a(z+y) T+ (o y) 2

are minimal involutive if k =5 or k= 7.

Keywords: Algebraic geometry; Projective geometry; Varieties.
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Introducao

Seja A,, a n-ésima algebra de Weyl, ou seja, a C-subélgebra de Endc(Clzy, ..., x,])
gerada pelos operadores &1,...,%, € 01,...,0,, definidos por Z;(f) = x;f e por
0;(f) = 0f/0x;. Considerando a filtracao de Bernstein B = {By}, em que By ¢é
o espago vetorial de base {z%0° : |a| + |8 < k} e B_; = {0}, temos a élgebra

graduada:

grA, = €D Be/Bi1 = P =k

k>0 k>0

e as aplicagoes simbolos 0y : By — Xx = By/Br_1. Denotando x; = o1(%;) e
Tnii = 01(0;), podemos verificar que z1, ..., xq, geram gr.A, como uma C-algebra

comutativa livre |7, Theorem 7.3.1, pg. 58|. Logo, grA, ~ Clxy,..., Ta,].
1. A,-MODULOS NAO HOLONOMOS.

A um A,,-moédulo a esquerda finitamente gerado M, podemos associar seu ideal
caracteristico Z(M) C Clzy, ..., x9,] e, portanto, sua variedade caracteristica Ch(M);
veja |7, Chapter 11 §1]. No caso particular em que d € By, e M = A,/ A,d, temos
que Z(M) é o radical de C[xy, ..., x9,]-0k(d) e, portanto, Ch(M) = Z(o(d)) é uma
hipersuperficie em C?".

Até 1985, acreditava-se que se um A,-moédulo M era irredutivel, entao M era
holénomo; isto ¢, dim(Ch(M)) = n. Contudo, J. T. Stafford [23| construiu um
contra-exemplo concreto de um modulo irredutivel nao holénomo. Especificamente,

supondo que d € By gera um ideal maximo a esquerda I = A,d, entdo, por um
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lado, M = A,,/I ¢ irredutivel. Por outro, Z(M) é gerado por ox(d). Em particular,
dim(Ch(M)) = 2n — 1. Dessa forma, se n > 1, segue-se que M ¢ irredutivel e nao ¢é

holénomo. Stafford mostrou que se
=2 =2

em que Ao, ..., \, € C sdo linearmente independentes sobre Q, entao A,,d é um ideal
maximo a esquerda.

Em 1988, J. Bernstein e V. Lunts [5| mostraram que se n =2,k >4 e F € ¥ é
um polindémio genérico, entao, para cada operador d € By, tal que oy (d) = F', temos
que o ideal A,d ¢é maximo a esquerda. Na verdade, eles mostraram um resultado

um pouco mais forte usando geometria simplética.
2. GEOMETRIA SIMPLETICA.

Seja C?" munido da 2-forma simplética
w = Z dx;i, N dx;.
i=1

A cada polinémio F' € Clzy,...,2y,], podemos associar um campo de vetores hp
através da equacdo w(-, hp) = dF. Em termos algébricos, este campo corresponde
a derivagao dp € Derc(Clzy, ..., x,]) definida por

"/ OF 0 OF 0
o = Z (axi—f—n Ox; - Ox; a’EHn) '

=1

Uma variedade V' ¢é involutiva, se seu ideal é fechado para o colchete de Poisson.
Em outras palavras, se para todo F' € Z(V), verifica-se que dp(Z(V')) C Z(V). Se
V' é involutiva e nao admite subvariedade involutiva propria, entao V' é involutiva
minima.

Variedades involutivas minimas tém uma estreita relacao com moédulos nao hold-

nomos. Especificamente, se oy (d) é irredutivel e Z(oy(d)) é minima, entao d gera um
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ideal & esquerda maximo |7, Proposition 11.3.1, pg. 105]. Em particular, A,/ A,d é
irredutivel e nao holénomo, se n > 1. O interessante é que a maioria das superficies
em C?" sao minimas. De maneira mais precisa: em 1989, Lunts [15] generalizou o

resultado obtido em [5], provando o seguinte teorema.

Teorema Sejam n > 2, k > 4 e F € ¥y um polindmio genérico. Entao (F) € o

unico ideal homogéneo nao trivial de dimensao positiva que € preservado por Op.

Vejamos o que significa um polinémio ser genérico. Seja .(2n, k) o conjunto dos

polindémios homogéneos de grau k em 2n variaveis. De forma natural, .7 (2n, k) esta

2n+k—1

i ) Agora, tome N o conjunto dos

identificado com o espaco afim de dimensao (
polindmios F'’s para os quais 0z preserva algum ideal nao trivial de dimensao positiva
alem de (F'). O teorema afirma que N estd contido em uma unido enumeravel de
hipersuperficies de . (2n, k).

Como consequéncia deste teorema, um polin6mio homogéneo genérico define uma
variedade involutiva minima. Apesar disto, s6 ha na literatura um exemplo explicito
de variedade minima; exibido por L. C. Almeida e S. C. Coutinho em [2]. O objetivo
deste trabalho é construir exemplos concretos de familias de superficies involutivas
minimas em P3. Para tanto, apresentamos dois critérios que determinam se uma
superficie em P? é involutiva minima.

No capitulo 1, fazemos um breve estudo sobre bases de Grobner. Além disso,
reunimos alguns resultados sobre derivagoes, campos e a relagao entre eles. No
capitulo 2, exibimos um critério para determinar se um polinomio F' € Q|u, z,y, 2|
de grau 3 ou 4 define uma variedade minima. Ao polindémio F', podemos associar
um campo de retas pr a partir da desomogenizagao do hamiltoniano de F'. Uma das
condigoes do critério apresentado é que as singularidades de pp estejam todas na
parte afim D, (u), que sejam em nimero finito e estejam em posi¢ao u-normal. Para
verificar essas duas tultimas condicoes, precisamos calcular uma base de Grébner

para o ideal das singularidades de 6,,, em que 6, ¢ um campo vetorial que representa



prem D, (u). Para o calculo desta base, usamos o sistema de computagao algébrica
Singular. Contudo, duas outras condigoes do critério nao sao, de maneira imediata,
verificaveis computacionalmente. Para contornar esta questao, determinamos, na
secao §2.3, condigoes equivalentes as do critério e que podem ser verificadas pelo

Singular. Aplicando o critério, temos, por exemplo, que
y® 4+ ulr + 22%u + 32°

define uma variedade involutiva minima.

Nas se¢oes seguintes, a partir de um ntimero primo ¢, definimos uma relagao de
equivaléncia entre polindomios com coeficientes inteiros, cujas bases para os ideais
das singularidades apresentam certas caracteristicas. Usando esta relacao de equi-
valéncia, estendemos o critério apresentado inicialmente e exibimos condi¢oes para
determinar toda uma familia de variedades involutivas minimas. Mostramos, por

exemplo, que

{* +u?r+22%u+ (3+7Tn)z* :ne€Z} e
{y* + wdz + 22%u + (3 + 61n)2* + 2%y* + udy : n € Z}

determinam familias infinitas de variedades involutivas minimas.

No capitulo 3, apresentamos um critério que se aplica a polindbmios de grau
maior ou igual a 5. Porém, este segundo critério requer que Z(F') possua ntmero
de Picard igual a 1. Através deste critério, concluimos que, se k =5 ou k = 7, entao

a variedade de Shioda
ZWr +a(z+y) T+ (@ y) 2 (1)

é involutiva minima.
T. Shioda [20] mostrou que as variedades como em (1) tém namero de Picard
igual a 1, sempre que k for primo. No entanto, por limitagoes computacionais no

calculo da base de Grobner do ideal das singularidades, nao pudemos verificar as
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condicoes do nosso critério, para £ > 11. Esperamos, no futuro, otimizar o critério,
de forma que as limitacoes computacionais possam ser contornadas.

Como observagao final, lembre-se que se oy(d) é irredutivel e Z(oy(d)) é invo-
lutiva minima, entao d induz um modulo irredutivel e nao holénomo. Assim, as
familias de variedades involutivas minimas citadas anteriormente nos dizem que, se

d € A, é da forma:
B+2789+22581+(3+Tn)03+P  ou O} +3722+2253 1 +(3+61n)0y +230; +370,1+Q,

em que n € Z e P e @) sao operadores em By e Bs, respectivamente, entdao As/Axd

¢ um A,-modulo irredutivel e nao holénomo.



Capitulo 1

Preliminares

Nesta capitulo, reunimos alguns resultados sobre bases de Grébner, campos e deri-

vagoes que serao uteis ao longo de todo o texto.

1.1 Base de Grobner

Nesta secao, faremos um breve estudo sobre um tipo especial de sistema de geradores
de um ideal.

Sejam A = Q[z1,...,x,) e f € A. Considerando a ordem lexicografica para a
qual ; > x9 > ... > x,,, denote por lt(f) o termo lider de f. No caso em que [ é
um ideal de A, definimos 1t(/) como o ideal gerado por {1t(f) : f € I'}. Seja, agora,
G ={g1,...,9,} C I. Dizemos que G é uma base de Grébner para I, se 1t([) é
gerado por {lt(g1),...,1t(gs)}. Neste caso, I = (G); veja [8, Corolario 5.2, pg. 144].

Bases de Grobner tém uma estreita relagao com divisao de polinémios em varias

variaveis. Para entendermos essa relacao, comecamos com o seguinte resultado:

Teorema 1.1.1 Sejam ¢, g1,...,9, € Q[x1,...,2,]. Entao existem polindmios
qis---5Qn, T, tais que

©=qg1+ +qpgn + T, (1.1)

6



em que:
a) nenhum termo de r pertence ao ideal gerado por 1t(g1),...,1t(gn);
b) 1t(p) = max{lt(qig1), . ..,16(qngn), 1t(r)}.
Demonstragao. |8, Teorema 4.5, pg. 135]. [

O teorema acima generaliza a divisao de polin6mios em uma tnica variavel.
No entanto, no caso de varias varidveis, nao hé unicidade em (1.1). Porém, se
G = {g1,...,9n} ¢ uma base de Grobner para I = (G), entao temos a unicidade
do resto r; [8, Corolario 5.4, pg. 147|. De forma equivalente, ¢ € I se, e somente
se, 7 = 0. De agora em diante, uma decomposi¢ao de ¢, como no teorema, seré
chamada de uma divisao de ¢ por g1, ..., gn.

Entre as bases de Grébner de um ideal, destacamos a base reduzida. Especi-
ficamente, dizemos que uma base de Grébner G = (g1, ..., g,) € reduzida, se g; é
monico, qualquer que seja i, e se 1t(g;) ndo divide nenhum termo de g;, sempre que
i # j. E importante destacar que todo ideal de Q[z, ..., x,] admite uma tnica
base de Grobner reduzida; veja [8, Proposigao 5.9, pg. 163|.

Bruno Buchberger descobriu, em sua tese de doutoramento [6], um algoritmo
que nos fornece uma base de Groébner para o ideal I usando, como ponto de partida,
um conjunto gerador de I. Se I = (g1, ..., gn), definimos o S-polinémio de g; e g;

como sendo

1t(gj)g, _ lt(g
s S

S(9i,95) = i)gj, em que § = mdc(lt(gi),lt(gj)).

O algoritmo de Buchberger, baseia-se no seguinte critério.

Critério de Buchberger. G = {g1,...,9,} € uma base de Grobner para I = (G)
se, e somente se, para toda divisao de S(gi, g;) por G, temos que r = 0, quaisquer

que sejam i,5 € {1,...,n}.



Demonstragao. (8, pg. 154]. [ ]

Nao faremos aqui um estudo do algoritmo de Buchberger, mas usaremos o seu
critério para exibir uma base de Grobner que terd um papel central no decorrer do

texto.

Exemplo 1.1.2 Sejam f,g,h € Q[y] polindmios em uma tnica variavel y. Consi-
derando a ordem lexicografica em que = > z > y, temos que G = {f,x — g,z — h}
¢ uma base de Grobner para o ideal I = (G) de Q[z,y, z]. De fato, seja ¢ = 1t(f) e

suponha que
z-f—c(r—g)=q -f+e - (t—9) +q-(z—h)+r (1.2)

é uma divisao de S(f,x —g) =z - f —c- (z — g) por G. Pelo item (a) do teorema
1.1.1, nem z, nem z, dividem algum termo de r, ou seja, r € Q[y|. Além disso,
degr < deg f, pois ¢ = It(f) também nao divide nenhum termo de r. Agora,
tomando z = g e z = h em (1.2), segue-se que = - f = q1(g,y, h) - f +r. Portanto, f
divide r. Assim, de degr < deg f, obtemos que r = 0.

No caso de uma divisao por G do S-polinémio S(f,z — h), temos que a demons-
tragao de que r = 0 é inteiramente analoga ao caso S(f,z — g), pois ndo usamos em
nenhum momento a relagdo = > z. Usamos apenas que x > y e que z > y. Quanto

aSx—g,z—h)=2z-(r—g)—x-(z—h), suponha que
z@—g)—r-G-h=q f+ta (@-g+ae-(z-h+r (13

¢ uma divisdo. Como antes, r € Q[y] e degr < deg f. Tomando z = ge z = h
em (1.3), segue-se que 0 = ¢1(g,y,h) - f +7r. Se ¢1(g,y,h) = 0, entdo r = 0. Se
¢1(g,y,h) # 0, entao f divide r, de modo que r = 0. Em qualquer dos casos, temos
que r é nulo. Dessa forma, todos os S-polinomios tém resto zero, quaisquer que
sejam as divisoes por G. Aplicando o critério de Buchberger, obtemos que G é uma

base de Grobner para I = (G). O



No exemplo acima, temos que (G) N Q[y] é gerado por f. Isto pode ser demons-

trado diretamente ou como consequéncia do seguinte resultado mais geral.

Proposicao 1.1.3 Seja I um ideal de Qlyy, ..., Ym,x1,...,2T,]. Se G € uma base
de Grébner para I, com respeito a ordem lexicogrifica em que y; < -+ < Yy < 11 <

s <y, entao GNQyy, ..., Ym| € uma base de Grobner para I N Q[y1, ..., Ym)-

Demonstragao. |8, Proposigao 6.13, pg. 210]. [

1.2 Derivacoes e Campos

Sejam A uma K-dlgebra, M um A-moédulo e § : A — M uma aplicagao K-linear.
Dizemos que 0 é uma K-derivacio de A em M se satisfaz a regra de Leibniz, ou
seja,

d(ab) = ad(b) + bé(a),Va,b € A.

O conjunto das K-derivagoes de A em A sera denotado por Derg(A). Sejam I ideal

de A e d € Derg(A). Dizemos que I é invariante por ¢ se 6(1) C 1.

Proposigao 1.2.1 Sejam A uma K-dlgebra e § € Derg(A). Se I é um ideal de A

invariante por 8, entio seu radical /I também € invariante.
Demonstragdo. Sejam a,b € A. Se k € N, entao §(a**1) = (k + 1)a*d(a) e
8" (aFb) = 8F 1 (8(a" b)) = 0" ((k + 1)a"6(a)b + a"t1(b)).

Em particular, §*(a*™1b) ¢ da forma 6*~!(a*b;), para algum b; € A. Aplicando
recursivamente este argumento, 6%(a**1b) = §(a’by_1) = a®5(byp_1) + br_1ad(a) e

concluimos que a divide 6*(a*'b). Suponha, agora, que a € v/I. Tome n € N*, tal



que a” € I. Se 0 <i < n, entao

" (a" 6 (a)’) = 6" (6(a"0(a)?))
= §(n=1)- 1((n —4)a" )15 (a) "t + a"‘i5(6(a)i))
= (n — )07 (aD715(a)*!)  mod VI,

pois §=9~1 & K-linear e a divide 591 (a”*ié(é(a)i)). Com isso, em A/V/1,

§"(a") =né" Ha"0(a) = ... = (n — Z) " (a" " 5(a)) = ... = nld(a)"

Contudo, pela invariancia de I, temos que 6”(a") € I. Logo, n!é(a)" € v/I. Assim,

§(a) € VT e provamos a invariancia de v/T por . u

Proposicao 1.2.2 Sejam A uma K -dlgebra, § € Derg(A) e I = Nyeapyr um ideal de
A, dado por uma intersegao de ideais primos. Se, para cada A € A, vale I C NgxAPr,

entao o preserva I se, e somente se, preserva cada py.

Demonstragao. Se § preserva I e a € py, entdo, tomando b € Nyz\py \ I, segue-se

que ab € I. Portanto, 6(ab) € I C py e
bd(a) = 0(ab) — ad(b) € p,.

Como b ¢& p,, temos que d(a) € py e py € invariante. Reciprocamente, se d(py) C pa,

para todo A € A, entdao §(I) C Nyeapar = 1. |

Se I é um ideal de A invariante por §, temos uma derivacio ¢ induzida no
quociente B = A/I,
B>aw d(a) € B.

Além disso, se m é um ideal primo de B, entdo, é de facil verificacdo, que § passa

localizagao,
Om : Bmn — Bnm
) Sy gx
b s6(b) — bo(s)
s 52
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e temos Oy € Derg(By). Suponha, agora, que a imagem de J,, esteja contida no
ideal maximo m := mB,, de B,. Entao, J, induz uma K-derivacao A de B, em

m/m?. Especificamente,

A: By, — m/m?

T (1.4)
f= onlf)

Exemplo 1.2.3 Sejam A = Clz1,..., %) e = Y_1" | hiz>- um campo vetorial em

C™. De maneira natural, identificamos 6 com a derivagao

g: A — A

Se I é um ideal invariante por 6, tome X = Z(I) e B = A/V/I. Por 1.2.1, VI ¢&
invariante por 6. Além disso, se p € X é tal que h;(p) =0, para todo i = 1,...,m,

entdo, tomando m como sendo o ideal de B associado a p, temos que im (#) C m.

Portanto, im (6,,) C m. Tomando A como em (1.4), temos uma derivagao

A: By, — m/m?

Tof (1.5)
I L
do anel local de p no dual de seu espago tangente. 0

Sejam 6 = Y ", hia%i um campo em C™ e p € C™. Dizemos que p é uma
singularidade de 0, ou um ponto singular de 6, se h;(p) = 0, para todoi =1,...,m.
O conjunto de todas as singularidades de 6 seré denotado por Sing(f). Além disso,
dada uma subvariedade X de C™, dizemos que 6 preserva X se 6 é tangente a X

em todo ponto nao singular de X.

Proposigao 1.2.4 Sejam 0 =", hi£ um campo vetorial em C™, I um ideal de
A = Clxy, ..., 2y invariante por 0 e X = Z(I). Se p € Sing(0) N X, entdo T, X €

subespago vetorial de C™ invariante pelo jacobiano J,(0) do campo no ponto p.

11



Demonstracao. Sejam f € I e § € T,X. Tomando B = A/\/T e m o ideal méaximo
que corresponde a p, defina A como em (1.5). Por um lado, A(f) = 0, pois f =0

m

em By. Por outro, denotando por d,(g) = >_i1, 8a:

L (p)dx; a diferencial de g no
ponto p e considerando a identificagio g + d,g entre m/m? e (7,X)*, temos que

A(f) agindo em & se da por:

A)E) =d, (fj n ! ) (€
o f

Z(g o ®) g, ()de; + hilp >—5$iaxj<p>dasj> (&)

=1

> (Z 5o gf w >) i, (€),

=1

pois p é ponto singular do campo. Assim,

Zaxz ( o 0 ) Z% T0)8) = du T (J(6)8).

Sendo f e £ arbitrarios, J,(0)(1,X) C T,X. u

Proposigao 1.2.5 Sejam A = Clxy, ...,z e = > ", hi£ um campo vetorial
em C™. Se X C C™ ¢ subvariedade, entdo 6 preserva X se, e somente se, Z(X) é

invariante por 0.

Demonstragao. Seja X = U 1 X; a decomposigao de X em irredutiveis. Para cada
i, tome o aberto a; = X; \ (Sing(X) N X;) nao vazio de X;. Pela irredutibilidade dos

X;’s, temos, para todo 7, que a; é denso em X;. Assim,
X\ Sing(X) = (UL, X;) \ Sing(X) = UL, q;

é denso em X. Consequentemente, uma func¢ao regular se anula em X se, e somente

se, se anula em X \ Sing(X). Portanto,

0(Z(X)) ¢ Z(X) «— If € Z(X) epe X\ Sing(X), tais que 0(f)(p) # 0.

12



Por outro lado,

m m

0B =Y )5 Z

=1 Z

p)dz:(0(p)) = dy(£)(0(p))-

Logo, Z(X) nao é invariante por # se, e somente se, existe um ponto p nao singular

de X, em que 0(p) ¢ T,X. E o resultado segue. [ |

Corolario 1.2.6 Sejam 0 = ", hi£ um campo vetorial em C™ e X uma sub-
- 7
variedade de C™. FEntao, 0 preserva X se, e somente se, preserva cada um dos

componentes irredutiveis de X .

Demonstracao. Seja X = X; U ...U X, a decomposicao de X em irredutiveis.
Denotando p; = Z(X;), com ¢ = 1,...,n, temos que Z(X) = N ,p; satisfaz as
condigoes da proposi¢ao 1.2.2. Portanto, Z(X) é invariante por 6 se, e somente
se, cada Z(X;) também é invariante, que por sua vez, equivale a 6 preservar cada

componente de X. n

1.3 Campo de Retas

Passemos agora ao caso projetivo. Um campo vetorial § = > 7" h;»— 75, em cm

é homogéneo de grau d, se todos os h;’s sao homogéneos de grau d. Neste caso, 6
induz naturalmente um campo de retas p em P™ de grau d. Especificamente, dado
um aberto Dy (z;) C P, defina a desomogenizacio de 6 em relacao a D (z;) como

o campo de vetores

0
9] = Z (h h xz)|m]_18_
z:z(l);é:j:,m

em D_(x;), que esta identificado, da maneira usual, com C™. E tome p a colagem

dos 6;’s, cujas mudancas de coordenadas sao dadas por 0; = (xj/xk)_d“Gk. Dizemos
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que p € D, (x;) é uma singularidade de p se p é uma singularidade de §;, para algum
j. De forma equivalente, se 6(p) é proporcional a E(p), em que E = Y " xia%i é
o campo vetorial de Euler e p € C™*! ¢ um representante de p. O conjunto das
singularidades de p sera denotado por Sing(p). Uma singularidade p € D, (x;) de p
¢ nao degenerada, se o determinante de .J,(#;) é ndo nulo. Se toda singularidade de
p € nao degenerada, entao dizemos que p € nao degenerado.

Dada uma subvariedade X C P, dizemos que p preserva X se p é tangente a X
em todo ponto nao singular de X. Observe que, se p € D, (x;), entdo p é tangente
a X em p se, e somente se, ; é tangente a X N Dy (z;) em p, pois p é justamente a

colagem do 60,’s. Para futuras referéncias, vamos destacar esta observagao:

Proposigao 1.3.1 Sejam X C P™ uma variedade projetiva, 6 um campo vetorial
homogéneo em C™ e p o campo de retas induzido por 0. Entdao p preserva X se,

e somente se, 0; preserva X N Dy (z;), para cada j =0,...,m

Proposicao 1.3.2 Sejam X C P™ uma variedade projetiva e 6 = Y ", hl-% um
campo vetorial homogéneo em C™t. Se p é o campo de retas induzido por 6, entao

p preserva X se, e somente se, Z(X) € invariante por 0.

Demonstragcao. Pela proposicao anterior e por 1.2.5, p preserva X se, e somente
se, para cada j = 0,...,m, o ideal I; de X N D, (z;), como subvariedade de C™,
¢ invariante por ;. Assim, ¢ suficiente mostrarmos que esta tltima condicao ¢é
equivalente a §(Z(X)) C Z(X). Dado f € I;, denote por f¥ sua homogenizagio em
relagao a x;. Antes de provarmos a equivaléncia propriamente dita, calculemos a

derivacio 6 em xz; f*:

8fti o ft
0(x; ") = Zh <xj E)x) thja +hjxj%+hjfﬁ.
1 J
lsﬁj
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Usando a igualdade " x; gf = f¥.deg f*, obtemos que

of

xZ;

0(x, ") = Zh%a +hy | ff-deg f* - sz + hy f*.
1#]

175]

Assim, desomogenizando a expressao acima em relacao a x;, segue-se que

g(wjfﬁ)szl = Z%g(hz - hjxi)hj:laa_é + hﬂwj:l - (deg fﬁ + 1) (1 6)
= 6,(f) 4 By - - (deg f5 4 1),

Para provarmos a equivaléncia
BZ(X)) C I(X) < 6,(I;) C I,,V).

comece supondo que §(Z(X)) C Z(X). Dado f € I;, tome F € Z(X), tal que a
desomogenizacao Fj, de F', em relagao a x;, ¢ igual a f. Se F' = fo, em que ; nao
divide H, entdo (z;H), = f. Além disso, x;H € Z(X), pois Z(X) é radical. Assim,
sem perda de generalidade, podemos supor que k = 1. Como f# = H, temos que
z;if* = F. Mas, 0(F) € Z(X). Assim, 0(z;f*), € I; e (1.6) nos diz 0;(f) € I,.
Reciprocamente, suponha que Z(X) ndo ¢é invariante por . Tome F € Z(X)
e p € X, tais que 0(F)(p) # 0. Fixe j, tal que p € D, (x;) e considere a j-ésima
coordenada de p igual a 1. Escreva F' na forma F = fo , em que x; nao divide H.
Mostraremos que 6;(F},) € I,;. Denote f = F,. Como F € Z(X), entao f € I; e (1.6)

nos diz que
0(x;f*)s(p) = 0;(f)(p).
Por outro lado, de F(p) = 0, segue-se que H(p) =0 e
0(F)(p) = (7 - 0(H))(p) + (H - 0(5)) (p) = O(H)(p)-
Contudo, f* = H. Logo,
0(;f%)s(p) = O(H)s (p) + Hy (p)0(;)s(p) = O(H) (p) = 0(F)(p) # 0.
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Dessa forma, 6;(f)(p) # 0 e I; nao é invariante por ¢;. O que conclui a demonstragao

da reciproca. m

Corolario 1.3.3 Sejam X C P™ uma variedade projetiva e 8 um campo vetorial
homogéneo em C™*L. Se p € o campo de retas induzido por 0, entio p preserva X

se, e somente se, preserva cada componente irredutivel de X .

Demonstrag¢ao. Decompondo X = U, X; em irredutiveis e tomando p; = Z(X;), te-
mos, repetindo exatamente os mesmos argumentos do corolario 1.2.6, que p preserva
X se, e somente se, cada p; é invariante por . Mas, de acordo com a proposi¢ao
1.3.2, esta ultima condicao é equivalente a p preservar cada componente X;. Com

isto, obtemos a equivaléncia desejada. [ ]

16



Capitulo 2

Variedade Involutiva

Neste capitulo, exibimos, através do teorema 2.2.15, um critério para determinar
se um polinébmio homogéneo F' € Q[u,z,y, z] de grau igual a 3 ou 4 define uma
variedade involutiva minima. Na secao §2.3, determinamos condigoes equivalentes
as do critério, de forma a podermos verifica-las no sistema de computacgao algébrica
Singular. Posteriormente, estendemos este critério e exibimos exemplos de familias

infinitas de variedades involutivas minimas.

2.1 Variedades Involutivas

Seja w : C* x C?" — C a forma simplética canonica de C*". Especificamente,

0 -1,
w(u,v) = u', em que Q = , (2.1)
I, O

com I, sendo a matriz identidade n x n. E de facil verificacio que w ¢é bilinear,
anti-simétrica e nao degenerada.

Dado V um subespaco vetorial de C?*, definimos seu complemento w-ortogonal
por:

Vi ={ueC™:wl,u)=0VYveV}
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Nao é verdade que C?* ¢ a soma direta de V e V1. No entanto, as dimensoes
de V e V* sdo complementares. Antes de provarmos esta afirmacio, fixemos um
isomorfismo entre C*" e seu espago dual. Seja ® : C*" — (C?")* a aplicagao C-linear
definida por

O (u)(v) = w(v,u). (2.2)

Como w ¢ nao degenerada, ® ¢ injetiva. Sendo dim C** = dim(C?")*, segue-se que

® é um isomorfismo.
Proposicao 2.1.1 Se V' ¢é um subespaco vetorial de C**, entdo
dimV+t 4+ dimV = 2n.

Demonstragao. Seja T : C*" — V* definida por T(u) = ®(u);y. Como ® é sobre-
jetiva e todo funcional em V* se estende a um funcional em (C**)*, temos que Y ¢é

sobrejetiva. Por outro lado, ker Y = V+. Assim,
2n = dim(ker Y) + dim(im T) = dim V*+ + dim V* = dim V* + dim V.
Como queriamos demonstrar. [

Se V+ C V, entao dizemos que V & involutivo. Uma subvariedade X de C™ ¢é

wnvolutiva se T, X ¢ involutivo, para todo p nao singular em X.
Corolario 2.1.2 Se X C C** ¢ involutiva, entdo dim X > n.

Demonstragao. Seja p € X um ponto nao singular. Sendo X involutiva, temos que

(T,X)* C T,X. Assim, pela proposicio anterior,
2n = dim(7,X)* + dim 7, X < 2dim7,X = 2dim X.

Logo, n < dim X. [
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Seja agora a 2-forma simplética candnica de C*"
n
i=1
e note que, se p € C*", entao, identificando-se T,,C*" com C*", segue-se que w = @,
A cada polinéomio F', temos associado um campo de vetores através da equacao
(-, hp) = dF. Especificamente, dado F' € Clxy, ..., z3,], definimos o hamiltoniano
de F' como o campo vetorial:

"/ OF 0 OF 0

i=1

Observacao 2.1.3 Sejam p € C* e u 2 w(+,u) o isomorfismo entre C*" e seu dual.

Entao @&, (-, hr(p)) = d,F nos diz que ®(hp(p)) = d,F, ou seja, hp(p) = ®71(d,F).

Proposicao 2.1.4 Seja F € Clxy,...,x2,] um polinémio homogéneo. Se pr € o

campo de retas associado a hg, entdo
Sing(pr) C Z(F).

Demonstragao. Seja p € Sing(pr). Se hp(p) = (0,0,0,0), entdo da identidade
F-degF = Z?ng—z, obtemos que F(p) = 0 e, portanto, p € Z(F). Considere,
entdo, hr(p) # (0,0,0,0). Por definigao, existe A € C*, tal que hr(p) = AE(p),
com E ="/ a:ia%i. Por um lado, d,F (E(p)) = F(p) - deg F. Por outro, sendo @,

anti-simétrica, @, (AE(p), hp(p)) = 0. Assim,
0= X, (E(p), hr(p)) = MdyF (E(p)) = A\F(p) - deg F.
Logo, F(p) = 0 e Sing(pr) C Z(F). u

Sejam, agora, F,G € C[xy,...,x,]. Definimos o colchete de Poisson de F e G
por:

{F> G} = (D(hF7 hG)
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Mostraremos que uma variedade é involutiva se, e somente se, seu ideal é fechado

para o colchete de Poisson. Comecemos com um resultado auxiliar:

Lema 2.1.5 Sejam X C C?" uma subvariedade e p € X. Se ¢ € (C*)* com
o,x =0, entao existe I' € I(X) tal que ¢ = d,F.

Demonstragdo. Sejam Fi, ..., F,, geradores de Z(X) e ¥ : (C*")* — (T,X)* indu-
zida pela inclusao T,X — C**. Se d,F,, é combinagao linear de d,Fi,...,d,F,, 1,
entdo 1,X = Z(dpFy,...,dpyFy,) = Z(dpFy, ..., dyF,—1). Portanto, reordenando os
geradores, podemos supor que 1, X = Z(d,F,...,d,Fy), com d,F}, ..., d,F; linear-
mente independentes.
Afirmacgao. d,[7,...,d,F; geram ker V.
Demonstracao da Afirmacao. Seja v : C** — C® a aplicacao linear definida por
(&) = (dpFi(§),...,dpF,(€)). Aplicando o teorema do nicleo e da imagem a 7,
temos que 2n — dimg (kery) = dime(im~y) < s. Logo, dim¢(7,X) = dimg/(kery) >
2n — s. Por outro lado, como todo funcional linear em T, X se estende a C*", entao
U & sobrejetiva. Assim, dimc(im V) = dime(7,X)* = dime(7,X) > 2n — s. Logo,
dimg(ker U) < s. No entanto, d,F1,...,d,F, sdo L.I. e pertencem ao ker W. Dessa
forma, dimg(ker V) = s e d,F, ..., d,Fs geram ker U. O que prova a afirmacao.
Voltando a demonstragao do lema, como ¢, x = 0, entdo ¢ € ker . Assim,
pela afirmacdo acima, existem ay,...,as € C, tais que ¢ = > a;d,F;. Tomando

F =" a;F;, segue-se que p = d,F, com F' € Z(X). ]

Proposigao 2.1.6 Seja X C C?* uma subvariedade. Entao X € involutiva se, e

somente se, Z(X) € fechado para o colchete de Poisson.

Demonstra¢ao. Suponha X involutiva e tome p € X um ponto nao singular. Se
F € Z(X), entao
wp (-, hF(p))|TpX = d,Fir,x = 0.
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Ou seja, hp(p) € T,X*. Como X é involutiva, T,X*+ C T,X e hr(p) € T,X.
Portanto, se G € Z(X), entao

{F,G}(p) = & (he(p), ha(p)) = dpG (hi(p)) = 0.

Sendo p € X um ponto nao singular arbitrario, obtemos que {F, G} € Z(X). Logo,
Z(X) é fechado para o colchete de Poisson.

Reciprocamente, suponha Z(X) fechado para o colchete de Poisson. Se p € X
e u € (T,X)*, entdo ®(u);,x = 0. Aplicando o lema anterior, ®(u) = d,F, para
algum F € Z(X). Assim, pela observagao 2.1.3, u = ®'(d,F) = hp(p). Dessa

forma, se G € Z(X), entdo
dyG(u) = d,G (hr(p)) = {F.G}(p) =0,

pois {F,G} € Z(X). Portanto, u € T,X e temos que (7,X)* C T,X. Sendo p

arbitrario, concluimos que X é involutiva. [

Como exemplo inicial, afirmamos que toda hipersuperficie em C?* é involutiva.
Antes de verificarmos esta afirmagao, observe que, se F,G € Clxy, ..., z,], entdo
2n

(F,G} = dG(hp) = 3 ngme) -y (aG or _ od¢ or ) — he(G).

— JTi -y 01 0%iyn  OTipy Ox;
1= 1=

Em particular, {F,GH} = hp(GH) = Ghp(H) + Hhp(G) = G{F,H} + H{F,G}.

Exemplo 2.1.7 Se X C C?" é uma hipersuperficie, entdao X ¢ involutiva. De fato,

se Z(X) = (F) e G1,Gy € I(X), com G; = FH;,i = 1,2, entao
{G1, Gy} = F{Hy, FH,} + H\(F{F, Hy} + H){F, F}) € (F),
pois {F, F'} = hp(F) = 0. Assim, Z(X) ¢ fechado para o colchete de Poisson. [

Uma variedade involutiva é minima se nao contém subvariedade prépria invo-

lutiva. Note que se Y C Z(F) é involutiva, entdo, para todo G € Z(Y'), temos
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hr(G) = {F,G} € Z(Y). Ou seja, Y ¢ invariante por hp. Assim, para mostrar
que Z(F') ¢é involutiva minima, ¢ suficiente provar que Z(F') nado contém subvari-
edade invariante pelo hamiltoniano. Esta é justamente a estratégia que usaremos
na préxima sec¢ao, no contexto projetivo, para obtermos o principal resultado deste
capitulo. Dizemos que uma variedade projetiva X C P*"~! & involutiva se seu ideal
é fechado para o colchete de Poisson; isto é, se seu cone é involutivo no sentido afim.
De agora em diante, se F' for homogéneo, denotaremos por pg, tanto a derivagao
hr, quanto seu campo de retas associado. De forma anéloga ao caso afim, dizemos
que uma variedade projetiva involutiva é minima se nao contém subvariedade pro-
jetiva propria involutiva. Como antes, se Z(F) C P?"~! nio contém subvariedade
projetiva propria, invariante por pg, entao Z(F') é minima.

Tanto no caso afim como no caso projetivo, dizemos que uma curva C' é uma
solugao algébrica de um campo se C' é preservada por este campo. No caso em que C'
é irredutivel e Z(C') é gerado por polindmios com coeficientes em Q, dizemos entao

que C' é uma solucao definida sobre QQ, ou simplesmente, uma solug¢ao sobre Q.

2.2 Variedade Involutiva Minima

O objetivo desta secao é demonstrar o teorema 2.2.15 que determina condig¢oes
sobre F' que garantem que Z(F) C P? seja uma variedade involutiva minima. Nossa
estratégia serd supor que pr admite uma solugao algébrica C' e estudar propriedades
relacionadas as singularidades de pp. Antes de passarmos efetivamente a P2, temos

o seguinte resultado em P".

Proposigao 2.2.1 Seja F € Qlxo,...,x,| um polinémio homogéneo. Se Z(F) C
P™ contém uma subvariedade de dimensdo d > 1 invariante por pp, entio Z(F)
contém uma subvariedade irredutivel definida sobre Q, invariante por pr e de mesma

dimensao d.
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Demonstracao. Seja Z(J) uma subvariedade de Z(F’) invariante por pr de dimensao
d, em que J = (F,¢1,...,g,) ¢ um ideal radical de C[z, ..., z,]. Tome L a extensao
de Q por adjungao dos coeficientes dos g;’s. Como L/Q é finitamente gerada, existe
uma extensao K = Q(ay, . .., a,,) puramente transcendente, tal que L/K é algébrica.
Sem perda de generalidade, considere aq, ..., a,, algebricamente independentes. Se
I = J N K[x], onde x representa x, ..., Z,, entdao dim [ = dim(J N L[x]); veja |13,
Corolary 2.13 (b), pg. 47]. Além disso, pr(I) C I, pois pr(J) C J e pp contém
apenas coeficientes em Q C K. Como F € [ e a dimensao de uma variedade

independe do corpo de definicao de seu ideal, entao
dim IK[x] = dlm(J N L[X])L[x] = dim Z(J) =d

e ainda temos um subvariedade Z(I) C Z(F') invariante e de dimensao d, com a

vantagem de estarmos trabalhando sobre uma extensao K puramente transcendente.

Se I = (F, f1,...,fs), entao, eliminando os denominadores, podemos supor que
f17 .- wfs € Q[ala s ,CLmHX].
Seja, agora, Q[T1,...,T,][x] o anel dos polinémios em m + n variaveis. Para

cada b= (by,...,b,) € C™, defina

oy : Q[T1, ..., Tollx] — Q[br, - .., bl [x],

o homomorfismo sobrejetivo dado por ¢,(7;) = b;. No caso particular em que
a=(ay,...,a,), temos que p, é isomorfismo, pois os a;’s sdo algebricamente inde-
pendentes. Podemos entao definir, M = {¢ 1 (f1), ..., 0. (fs)}

Afirmagao 1. [, :== ¢(M) - C[x| é um ideal de C[x] invariante por pp, qualquer
que seja b € C™.

Demonstracao da Afirmagao. Sendo ¢, um isomorfismo, pp induz naturalmente
uma derivagao § em Q[T1, ..., T,,][x], especificamente § = ¢, ' prp,. Como pr tem
apenas coeficientes em Q, entao pr(z;) € Q[x], para todo i. Sendo Q[x] fixado tanto

por ¢, quanto por @, segue-se que (6(331)) = pr(z;), para todo i. Usando a regra
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de Leibniz, temos ¢, (8(x7)) = pr(x?), para qualquer multi-indice j. Portanto, dado

9=, (f;) € M, com g =3 a;(T)x3, obtemos:

pr(u(9)) = pr (Z Oéj(b)xj> = a;(0)pr (x7) = a;(0)es((6(x7)) = @u(6(9))-

Contudo, d8(9) = v, prea(g) = ¢, 'pr(fi) € ¢, '(I) = (M). Consequentemente,
pr(eu(9)) € eo((M)) C 1. Sendo I, gerado por ¢,(M), concluimos que pp(1y) C I

e temos a invariancia por pg.

Segue da afirmacao, que ¢ suficiente encontrarmos by,...,b0, € Q, tais que
dim (Z(I,)) = d. Comecemos com um caso mais simples.

Afirmacgao 2. Se by, ..., b, sdo algebricamente independentes, entao

Demonstracao da Afirmagdo. Segue da hipdtese, que ¢, induz naturalmente um
isomorfismo ¢, @ Q(T1,...,T)[x] — Q(by,...,bn)[x], tal que @p(M) = wu(M).

Assim,
Q(Tl,...,Tm)[X] -~ Q(bl,,bm)[X]
(M) (M)

Como os a;’s também sao algebricamente independentes, vale o mesmo resultado.

Dessa forma, de (goa(M)) = I, segue-se que

Qlay, .- an)lx] QT4 Tw)lx] @(bl,...,bm)[x].

1 B (M) (son(M)

Portanto, d = dim I = dim (y,(M)) = dim Z(,). O que prova a afirmagao.

A partir da afirmag@o 2, mostraremos que existem by, . .., b,, € Q satisfazendo o
desejado. Seja

U Z(M)cCrt— Cm

homomorfismo dado por \IJ((b, X)) =0b. Se by,...,b, sao algebricamente indepen-

dentes, entao U~!(b) ~ Z(I,) tem dimensao positiva, em particular, b € im W.
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Além disso, como a topologia usual de C é mais fina que a de Zariski, segue-se que
todo aberto (de Zariski) em C™ possui elemento b = (by,...,b,) com by,..., b,
algebricamente independentes. Dessa forma, ¥ é um morfismo dominante entre
variedades quasiprojetivas. Por [19, Theorem 6, §5, pg. 63|, existe um aberto U
de C™ contido na imagem de W. Aplicando o teorema da dimensao das fibras a
Yyy-1(y) : WHU) — U, obtemos um aberto V C U, tal que dim ¥~'(v) = d, para
todo v € V. Finalmente, pela densidade de Q em C, existe ¢ = (q1,...,¢n) € V
com qi, ..., qm € Q. Assim, dim Z(I,) = dim ¥ *(¢) = d. Como I, é gerado pe-
los polindmios com coeficientes racionais F, ¢,(f1), ..., ¢q(fs), concluimos, com o
auxilio da afirmac@o 1, que Z(1,) ¢ uma subvariedade de Z(F') definida sobre Q,
invariante por pr e de dimensao d. Dessa forma, pelo coroléario 1.3.3, qualquer ideal
primo P de Q[x], minimo sobre I,, define uma subvariedade irredutivel satisfazendo

o desejado. [

Passemos agora a P2. Com o intuito de ndo sobrecarregarmos a notacao, tra-
balharemos sobre o anel Clu, z,y, z] ao invés de C|xy, 29, x3, x4]. Nesta notagao, se

F € Clu, z,y, z] é um polindmio homogéneo, seu hamiltoniano tem a forma:

oF o OF 0 O0F O O0FO0

e =G out 9200 oudy  oros

Ainda com F' como acima, denotamos por ¢, r a desomogenizagao de hp em relacao

a Dy (u) C P3. Ou seja,

0. . — 8_F _ a_F — 3_F + a—F — @_F + 8—F
=\, oy s ou  oy”) ox oy e )

Quando nao houver ambiguidade quanto a F', denotaremos 0, r por ¢,. Sendo 6,

um campo de vetores em D, (u), temos, em particular, que Sing(6,) C D (u) ~ C3.

Proposicao 2.2.2 Sejam F € Q[u, x,y, z] um polindmio homogéneo, C uma solu-

¢ao sobre Q de pp em Z(F) ep=1[1:a: 7] € Sing(d,) um ponto nao singular
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de Z(F). Sep € ponto nao singular de C, entao T,Z(F) € subespago invariante
pelo jacobiano J,(0,,) do campo em p e, se A1, Ay sao os autovalores de J,(0.)i1,2(F),

entdo A1, Ay pertencem a K, = Q(a, 5,7).

Demonstragao. Por 1.3.1, as desomogenizacoes de C' e de Z(F') em relagao a u s@o

invariantes por 6,. Assim, por 1.2.4,
J(6.)(T,0) C T,C e J,(0.)(T,Z(F)) C T,2(F).

Quanto aos autovalores, comecamos afirmando que existe v € T,C, cujas coorde-
nadas pertencem a K,. De fato, tome v = (v, v9,v3) € T,C nao nulo. Suponha,
para fixar as ideias, v3 # 0. Multiplicando v por v; ', podemos considerar vs = 1.
Sejam, agora, f a desomogenizagdo de F' em relagdo a u e g € Kp[z,y, 2|, tal que
Z(C) = (g9) em Ox,. Como v ¢ ortogonal tanto a V f(p) quanto a Vg(p), temos que

(v1,v9) satisfaz o sistema

Ouf(p) Oufp) | | | _ | —0:S() | (2.3)
Oa9(p) yg(p) | | ¥ ~0.9(p)
Denotemos por A a matriz 2 x 2 & esquerda da igualdade. Como dim 7,C' = 1,
segue-se que (vq,v2) é a unica solugao de (2.3). Logo, det A # 0 e, como f e g tém
coeficientes em K, 0 mesmo vale para as suas derivadas parciais. Assim, resolvendo

o sistema, verificamos que

1

ayf : azg - ayg : azf)(p) € U= —<8mg ’ 8zf - awf : azg)(p)

17 det A det A

v
pertencem a K,. O que prova nossa afirmagao.

Seja, agora, w = (wy,ws,ws) € T,Z(F) ortogonal a v, em que pelo menos uma
de suas coordenadas é igual a 1. Para fixar as ideias, suponha w3 = 1. De maneira

semelhante a (2.3), (wq, wy) satisfaz o sistema

%uf(0) Oyf(0) | | @ | _| —0:f) | (2.4)

U1 (% Yy —Us

26



Como o espago ortogonal a v em 7, Z(F') tem dimensao 1, entdo (wy, wsy) é a unica
solucdo de (2.4) e, pelos mesmos argumentos expostos anteriormente, concluimos
que wy, ws € K,. Com isso, no novo sistema de coordenadas {v,w, V f(p)}, a matriz
M associada a J,(6,) tem todas as entradas em K, pois a matriz de mudanca de
base tem esta propriedade. Por outro lado, sendo (v) = T,C e (v,w) = T,Z(F)

invariantes por J,(6,), temos que M é da forma

)\1 * *
M = 0 /\2 *
0 0 =
Portanto, A1, Ay € K. [

Nosso proximo passo sera estabelecer condigoes sobre F', de forma que se C' é
uma solugao sobre Q em Z(F'), entdo C' contém todas as singularidades de pp. Seja
F € Clu,x,y, z] um polinémio homogéneo de grau k. Nossa primeira exigéncia é
que a quantidade de singularidades de pg seja finita. Nesta situagao, o numero de
singularidades de pr é dado pela formula classica de Baum-Bott [17, Theorem 1,

pg. 70],
S oy =(k=1"+ (k-1 +(k-1)+1, (2.5)

peSing(pr)
em que n, = dime (O, /(f1, ..., fn)) € Yoiy f0x, representa pr em um aberto afim

contendo p. De agora em diante, denotaremos esta quantidade por m(k), ou seja,
mk)=(k—1%+(k-1°+(k—-1)+1. (2.6)

Para fixar a notacao, se F' € Q|u, z,y, z], entdo denotamos por S(6,) o ideal de

Q[z,y, z] gerado pelos menores da matriz
oOF OF _9F _ OF
dy 0z ou o ) (27)
1 =z Y z
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Como as singularidades de 6, sdo os pontos [1 : xg : yo : 20] € Dy(u), em que o

hF((l,aso,yo, zo)) é proporcional a (1, xg, yo, 20), entao Sing(d,) = Z(5(0,)).

Lema 2.2.3 Sejam X uma variedade algébrica afim irredutivel com anel de coorde-

nadas R e I um ideal de R. Se Z(I) € finito, entao

R/I= ] Ox./10x..

zeZ(I)

Demonstragao. |16, Proposition-Definition VI.1.6, pg. 103]. ]

Lema 2.2.4 Se F' € Q[u, z,y, z] € um polindmio de grau k, tal que Sing(pr) € finito,
entao
Clz,y, 2]

Q[x7 y7 Z]
5(0.)Clz. y. 2 =

(6u)  —
Demonstragao. Para cada p € Sing(d,), tome m, seu ideal méaximo associado em

Clz,y, z]. Por 2.2.3,

dim¢ = dimg m(k).

_ Clz, vy, 2] , Clz, vy, 2]
dim¢ — = Z dimc — = Z n, < m(k).
Logo, o resultado segue da igualdade dimg ng(i)z L = dimc %; veja apéndice
B. ]

Proposicao 2.2.5 Seja F' € Qu,z,y, z] um polinémio homogéneo de grau k, tal
que Sing(pr) € finito. Se S(0,) N Qly| € gerado por um polinémio f de grau m(k),

entao existem fi, f3 € Qly|, tais que
S(bu) = (f.z— f1,2 = f3).

Em particular, Sing(6,) = {(f1(3), 8, f3(B)) : B € C e f(B) =0} e, se f € reduzido,
entdo #Sing(6,) = m(k).
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Demonstra¢ao. Comegamos afirmando que Q[y] — Q|x, y, z] induz um isomorfismo
de Q[y]/(f) em Q[z,y,z]/S(6.). De fato, seja ¢ : Qy] — Q[z,y, 2]/S(.) o homo-
morfismo canonico de Q-dlgebras. Se g € ker ¢, entao ¢(g) € S(0,)NQ[y] e g € (f)-

Portanto, ¢ induz um homomorfismo injetivo

Qly]  Qlz,y, 7]
) SO,

Analisando as dimensbes como Q-espagos vetoriais,

v

m(k) = deg f = dimg Q[y]/(f) < dimg Q[z,y, 2]/S(6..).

Mas, por 2.2.4, dimg Q[z, y, 2]/S(6,) < m(k). Dessa forma, as dimensoes sao iguais
e U, sendo uma aplicacao Q-linear injetiva, é sobrejetiva. Logo, ¥ é um isomorfismo
(de algebras) e a afirmacdo segue. Tomando fi, f3 € Q[y], tais que U(f)) = T e
U(f3) = %, temos, em Q[z, v, 2], que x — f1, 2z — f3 € S(#,). Portanto, S(6,) contém
oideal (f,x— f1,2— f3). Mostraremos que também vale a reciproca. Seja h € S(0,,).
Definindo A como o polindémio obtido, a partir de h, substituindo-se z e z por f; e
f3, respectivamente, segue-se que (f,z — f1,z — f3,h) = (f,z — f1,2 — f3, B) Como
h e 8(6,) N Qly] = (f), concluimos que (f,x — f1,2 — f3,h) = (f, 2 — f1,2 — f3).
Assim,

S(QU) - (f7x - f17Z - f3>
Como queriamos demonstrar. [ ]
Na proposigao anterior, a condigao S(0,) N Q[y] = (f), em que f é reduzido,

implica que se p,q € Sing(f,), tais que p # ¢, entdo a primeira coordenada de p é

distinta da primeira coordenada de q.

Proposicao 2.2.6 Seja G € Qlu,z,y, z] um polinémio homogéneo de grau k, tal

que Sing(pg) € finito. Se S(0,) = (9,2 — 91,2 — g3), com g,g1,93 € Q[y|, entdo
deg g < m(k).
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Demonstragao. Definindo ¢ : Clz,y, 2] — Cly]/(9) por p(y) = y,p(z) = g1 e
©(z) = g3, temos que @ é sobrejetivo com S(6,) C kerp. Afirmamos que ker ¢ é
S(0,). De fato, seja h = > a; jxx'y’2" € Clz,y,2]. Tome s € S(6,), tal que h =
S aijkgiy’ gi+s. Sep(h) = 0, entdo, de S(6,) C ker p, segue-se que > a; ; gy g5 €
(9). Portanto, h € (g,s) C S(0,)C[z,y, z]. O que prova nossa afirmagao. Assim,
por 2.2.4, obtemos

Clz, vy, 2] — dime Clz, y, 2] — dime Cly] = deg g.

S(0.)Clz, y, 7] ker ¢ (9)

Como queriamos demonstrar. |

Nossa proxima exigéncia sobre F' é que S(6,) NQ[y] seja gerado por um polindmio

irredutivel de grau m(k). Comecemos com um lema:

Lema 2.2.7 Seja F' € Clu,z,y, z] um polindomio homogéneo de grau k > 2, tal que
Z(F) € nao singular. Se C' é uma solug¢ao algébrica irredutivel de prp em Z(F),

entao C N Sing(pr) # 0.

Demonstragao. |2, Lemma 3.2, pg. 305]. [ ]

Proposigao 2.2.8 Seja F € Qlu,x,y, z] um polinémio homogéneo de grau k, tal
que Sing(pr) € finito e Z(F') € nao singular. Seja ainda C C Z(F) uma solugdo
sobre Q do campo pp. Se S(0,) N Q[y| € gerado por um polinémio irredutivel f de
grau m(k), entio Sing(pr) C C N Dy (u).

Demonstragao. Por (2.5), pp contém no maximo m(k) singularidades. Mas, por
2.2.5, Sing(#,) contém exatamente m(k) pontos. Dessa forma, Sing(pr) C D, (u).
Resta mostrar que se C' é solucao sobre QQ, entao C' contém todas as singularidades de
pr. Primeiramente, por 2.2.7, C' N Sing(pr) # () e podemos fixar p € C' N Sing(h,,).

A partir de uma agdo de grupo em Sing(6,), mostraremos que todas as outras
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singularidades também pertencem a curva. Tome L o corpo de decomposicao de f
e sejam fi, f3 € Qly], tais que S(0.,) = (f,z — f1,2 — f3). Se G ¢é o grupo de Galois
de L/Q, entdo sua agdo em L induz naturalmente uma acdo de G em Sing(f,).

Especificamente, se ¢ € G e [ é uma raiz de f, entao

a((f1(8), 8. f3(8))) == (a(f1(B)), 0(B), o(f3(B))) = (fila(B)),o(B), f5(c(B))),

em que a ultima igualdade segue de fi, f3 serem polindémios com coeficientes em Q,
que é o corpo fixo de G. Sejam, agora, g1, ..., gm € Q[u,z,y, 2] geradores de Z(C)

€ ﬁp € L, tal que p = (fl(ﬁp)uﬁzhfi’)(ﬁp))' Se q = (fl(ﬁq)uﬁqaf?)(ﬁq)) € Sing(eu)a
entdo, pela transitividade de G, existe 0 € G, tal que o(8,) = f,. Logo, o(p) =q e

9i(@) = gi(a(p)) = 0(¢:(p)) = 0(0) = 0,Vi=1,...m.
Portanto, ¢ € C. Sendo ¢ uma singularidade arbitraria, segue o resultado. [ ]

A proposigao acima, nos da condigdes que garantem que uma solugao C' sobre Q
de pr contenha todas as singularidades do campo. No entanto, para podermos fazer
uso da proposigao 2.2.2, precisamos garantir que pelo menos uma das singularidades
de 0, r seja um ponto nao singular de C'. Comecemos com um resultado que M.
G. Soares provou em |22, Lema 5.1, pg. 156|, cuja demonstragdo reproduzimos a

seguir.

Proposigao 2.2.9 Seja p o germe em 0 € C? de um campo vetorial holomorfo, em
que 0 € C? ¢ uma singularidade isolada de p. Sejam ainda, A\, e Ay 0s autovalores de
Jo(p). Se \i/Ay & Q, entao nenhum germe em 0 de uma curva analitica, irredutivel

e singular pode ser invariante por p.

Demonstragao. Como A\;/Ay € Q, temos que os autovalores sao nao-ressonantes,

ou seja, se ¢ = 1 ou i = 2, entao nao existe solugao para \; = aA; + bAg, com
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a,b € Nya+ b > 2. Assim, pelo teorema de Poincaré |3, Theorem, §22.B, pg. 178|,

temos, através de uma mudanca formal de coordenadas, que

0

0
p=MTo= + Ay~
dy

ox

Agora, suponha, por absurdo, que I' ¢ o germe em 0 € C? de uma curva analitica,
irredutivel, singular e invariante por p. Tome 7 : D, — C? uma parametrizacio de
I, em que D, = {z € C: |z| < e}. Se v* corresponde a 7 pela mudanga formal de
coordenadas, entao podemos supor, sem perda de generalidade, que v* é da forma
y(t) = (t1,at? +---), em que 1 < I3 < ly. Sendo I' invariante por p, segue-se que

dvy*/dt = v(t)p(y*(t)), em que v(t) ndo é identicamente zero. Com isso,
L't =v)Mth e alot® 4+ = v(t) (gat™ -0,

Eliminando-se v, obtemos:

lltllil algtbil + -

)\ﬂfll a /\QCUfl2 + - .

Portanto, l; dgath 12 ... = Nalyth T2~ ... Logo, hAe = Mily e
Ay o
Z=ZcQ
AL Q
Contradizendo as hipoteses. [

Corolario 2.2.10 Seja F' € Q[u, z,y, z] um polindmio homogéneo, tal que Sing(pr)
¢ finito e Z(F') € nao singular. Sejam ainda p € Sing(6,) e A1, A2 0s autovalores de
Jp(0u) 1,27y Se Ai/Aa € Q e C € solugdo algébrica de pp singular em p, entio p €

um nd de C.

Demonstra¢ao. Como Z(F') é ndo singular, entao existe vizinhanga aberta de p em
Z(F) analiticamente isomorfa a um aberto de C?. Além disso, p ¢ singularidade

isolada, pois a quantidade de pontos singulares é finita. Assim, se C' é solugao
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algébrica de pp, entao, por 2.2.9, C' é analiticamente redutivel em p, pois, por
hipotese, C' é singular em p. Por outro lado, pelo teorema de Poincaré, podemos
supor que o germe de pp é dado por p = Alx% + )\gya%. Sendo o germe I" de C' uma
solugao de p, segue-se que I' é definida por uma das seguintes equagoes: = =0,y =0
ou xy = 0; veja proposicao C.3. Como C' é analiticamente redutivel em p, entao C'

é dada localmente por Z(zy). Portanto, p é um né. [ |

Sejam F' nas condi¢oes do corolério anterior e C' uma solugao de pp. Usando

teoria de indices, T. Suwa |24, Theorem 2.1, pg. 2994] mostrou que
> indy(pr, C) = C*. (2.8)
pESing(pr)NC

Além disso, se p € Sing(pr) também esta nas condigoes do corolério, entao podemos
considerar o germe do campo como sendo igual a /\ﬂa% + )\gya% e, aplicando [24,

Example 1.6, pg. 2992, obtemos que
indp(pp, O) = (/\1 + )\2)2/)\1)\2. (29)

Usaremos esta tltima igualdade juntamente com (2.8) para exibir as condigbes que

garantem que Sing(C') esta propriamente contido em Sing(pr).

Lema 2.2.11 Seja F € Clu,z,y, z] um polinémio homogéneo, tal que Z(F') é nao

singular. Se Sing(pr) € finito e C' é uma solugdo algébrica de pr, entao
Sing(C') C Sing(pr).

Demonstragao. Seja p € C, tal que p & Sing(pp). Tome U um aberto afim de Z(F)
contendo p e © um campo vetorial que define pr em U. Como Sing(pg) é finito,
podemos supor que © nunca se anula em U. Sendo Z(F') nao singular, entdo U é
localmente difeomorfo a um disco D aberto em C2. Identificando U com D e usando

coordenadas u e v em C?, podemos supor, pelo teorema da vizinhanca tubular, que
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p=1(0,0) e ©® = 0/0u. Com isso, C' é localmente definida por Z(v). Logo, C' é nao

singular em p e concluimos que Sing(C') C Sing(pr). u

O proximo lema e sua demonstragdo encontram-se essencialmente em [2]. A

unica diferenca é uma sutil adaptagao das hipoteses.

Lema 2.2.12 Seja F € Qlu,z,y, z] um polinémio homogéneo de grau k, tal que
Sing(pr) € finito, Z(F') € nao singular, pr é nao degenerado e S(0,,) NQ[y] € gerado
por um polinémio irredutivel de grau m(k). Além disso, suponha que, para todo
p € Sing(6,), os autovalores A\, Agp) de Jp(0u)1,z(r) satisfazem Aﬁp)/Agp) Z Q. Se

C' é uma solucao algébrica de pp em Z(F'), tal que Sing(C) = Sing(pr), entao
29 + (4 — k)d = —2k> + 4k* + 2,
em que d = deg(C') e g € o género da normaliza¢ao de C.

Demonstragao. Pelo corolario 2.2.10 e por (2.8) e (2.9)

(p) (P)\2
2 Z (A A7)
pESing(pr)NC 1 72

Agora, por [4, 115, pg. 8], C? = 2p, —2—C- K, em que p, ¢ o género aritmético de
C' e K & o divisor canonico de Z(F'). Por [19, I11, §6.4, pg. 210], K = (k —4)L, em
que L é segao hiperplana de Z(F'). Portanto, C' - K = d(k — 4). Além disso, 2.2.10
nos diz que toda singularidade de C' é um né, enquanto de 2.2.5 e de Baum-Bott
(2.5), segue-se que #Sing(C) = m(k). Assim, aplicando [12, Exercise 1.8, pg. 298|,
temos que p, = g + m(k), em que g é o género da normalizagdo de C. Portanto,
C?* =29+ 2m(k) — 2 — d(k — 4). Por outro lado, |2, Theorem 3.4, pg. 305] nos diz
que o lado direito de (2.10) ¢ igual a 4k. Logo,
29+ (4 —k)d =4k —2m(k)+2
= -2k + 4k* + 2.

E isto conclui a demonstracao do lema. [
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Corolario 2.2.13 Seja F € Qu, x,y, 2], tal que F e pp satisfazem todas as condi-

coes do lema anterior. Se F tem grau k igual a 3 ou a 4, entao
Sing(C') € Sing(pr),
qualquer que seja C' C Z(F) solugao algébrica de pr.

Demonstra¢ao. Suponha, por absurdo, que Sing(C') = Sing(pr). Pelo lema anterior,
29+ (4—k)d = —2k3+4k?+ 2. Agora, se k igual a 3 ou a 4, entao 2g+ (4 —k)d > 0,

enquanto que —2k® + 4k? +2 < 0. E temos uma contradicao. [

Observagao 2.2.14 Se Sing(pr) é finito, entao F' é irredutivel. De fato, se F = GH,
em que G e H ndo sdo constantes, entao 0, F = G-0,H+H-0,G se anulaem Z(G, H).
Procedendo de maneira analoga com as outras variéveis x,y e z, concluimos que o
hamiltoniano de F' se anula em Z(G, H). Em particular, Z(G, H) C Sing(pr). Mas
isto contradiz a finitude de Sing(pr), pois dim Z(G, H) > 1.

Como consequéncia das proposi¢oes acima, temos:

Teorema 2.2.15 Seja F € Qlu,x,y, z] um polinémio homogéneo de grau k = 3
ou k = 4, tal que Sing(pr) € finito, Z(F') € nao singular e pp € nao degenerado.
Se S§(6,) N Q[y] € gerado por um polindmio irredutivel de grau m(k) e, para todo
p € Sing(0,), os autovalores Ay, Ay de J,(0.)i1,2z(r) satisfazem A\i/Xy & K, entdo

Z(F) é involutiva minima.

Demonstra¢ao. Suponha, por absurdo, que X = Z(F') contém uma subvariedade
involutiva propria Y. Como pr(G) = {F,G} € Z(Y), para todo G € Z(Y'), segue-se
que Y ¢ invariante por pr. Além disso, sendo F' irredutivel, dim X > dimY. Por
outro lado, como o cone C(Y) de Y é uma variedade afim involutiva em C*, temos,

por 2.1.2, que dimC(Y") > 2. Com isso,
2=dimX >dimY =dimC(Y)—-1>2-1=1.
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Logo, dimY =1 e Y é uma solucao algébrica de pr. Aplicando a proposicao 2.2.1,
podemos tomar uma solucao C' sobre Q contida em X. Por um lado, 2.2.8 nos diz
que Sing(pr) C C' N Dy(u). Por outro, por 2.2.13, Sing(C) C Sing(pr). Assim,
Sing(C) N Dy (u) € Sing(#,) C C'N Dy (u) e podemos tomar p € Sing(6,,) um ponto
nao singular de C'. Por 2.2.2, se A\; e \y sao os autovalores de Jp(ﬁu)‘Tpg(F), entao \;
e A\g pertencem a K. Em particular, \; /Ay € K),, contradizendo a hipétese. Com

isso, Z(F') é involutiva minima. u

De agora em diante, se p € Sing(6,,r) e A1, A2 sdo os autovalores de J,(0.,) 7, z(r),

entao iremos nos referir a A\; e Ay, simplesmente como os autovalores associados a p.

2.3 Um Critério Pratico para a Minimalidade

Nesta secao, veremos como substituir as condi¢oes do teorema 2.2.15 por critérios
verificaveis computacionalmente. Para tanto, investigaremos condigoes equivalentes
ao campo ser nao degenerado e as exigéncias do teorema quanto aos autovalores
associados aos pontos singulares. De acordo com a proposicao 2.3.3, estas condigoes
podem ser verificadas através de dois polindémios 1 e 4 em uma tnica variavel que
serao definidos nesta secao.

Seja F' € Q[u, x,y, z] um polindmio homogéneo de grau k, tal que Z(F') é nao
singular. Seja ainda p =[1: « : f : 7] uma singularidade de pp. V. Lunts mostrou,
em [15, §2.3.4, pg. 536, que a matriz J,(f,) assume uma forma bastante pratica
quando o ponto singular se encontra em [1 : 0 : 0 : 0]. Assim, comegaremos nossa

investigacao fazendo a seguinte mudanga de coordenadas: tomando as matrizes

1 0 00 00 -1 0 1 0 0 0

a 0 01 00 0 -1 1 y 0 0 -1
Mp = aQ = e Mp — ’

6 a 1 10 0 O -8 —v 1 «

v~ =1 0 0 01 0 O —a 1 0 0



temos que M QM, = Qe M (p) =[1:0:0:0] = ¢g. Com isso, se M, é a matriz
de passagem para um novo sistema de coordenadas, entao, neste novo sistema, F se

escreve como
P=F(M,W 2" y,2)) =F au + 7, pu +ar’ +y + 2,y —2').

Note que P depende da singularidade p e, caso seja necessario enfatizar a singulari-
dade, usaremos a notacao F,.

Inicialmente, verificaremos que ¢ é uma singularidade do campo 6,/ p € que os
autovalores associados a p nao se alteram pela mudanca de coordenadas. Seja ¢ :
C* — C* o isomorfismo linear cuja matriz associada é Mljl. Se hrp e hp sao os
hamiltonianos de F' e P, respectivamente, entao, pelo teorema de Jacobi [1, Theorem
3.3.19, pg. 194], o diagrama

ct e et (2.11)
Tk
ct 5 7
comuta. Seja, agora, p € C* pertencente a fibra de p em relacao a aplicacao canonica
de C* em P3. Sendo p um ponto singular de pp, existe A € C*, tal que hp(p) = AE(p),

em que E denota o campo de Euler. Além disso, dsp = ¢, pois ¢ € linear. Assim,

he(q) = dyp(he (D)) = dgp(NE(D)) = Mo (E(D)) = AE(G),
e ¢ ¢ uma singularidade de pp.

Lema 2.3.1 O campo pp € nao degenerado em q se, e somente se, pp € nao de-

generado em p. Além disso, os autovalores de Jq(9u17p)|qu(p) coincidem com o0s de

Jp(0u,F) 1, 2(F)-

Demonstragdo. Sejam 7 : C* — P3 a projecao canonica e p € 7 (p). Sendo p
um ponto singular de pg, temos que hp(p) é proporcional a E(p), em particular,

(OF/0y)(p) # 0. Dessa forma, podemos tomar uma vizinhanga aberta V' de p, tal
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que V C Dy (u)NZ(0F/dy) C P. Seja, agora, E =V x C* o fibrado vetorial trivial.
Nosso primeiro passo sera construir um morfismo de E no fibrado tangente TV de
V. Em fungao do isomorfismo [1: z : y : 2] = (z,y, 2z) entre V e um aberto de C3,
podemos supor que TV =V x C3. Sev=[l:z:y:2] € Ve&=(&E&,5,8)

pertence a fibra F, de v, denote

&= (& — &, & — oy, & — &oz).-
Defina, entao,
v:E =TV
(v,8) + (v, &)
Defina ainda,
he:V —E
l:z:y:z] — ([1 RN TE z],hp((l,:rz,y,z)))
e note que, se v € V, entdo 0, #(v) = U(hg(v)). Portanto, 0, pv = ¥ o hp. Repe-

tindo a mesma construgao para o polinémio P, tomamos W C D, (u) vizinhanga

aberta de ¢, definimos Q = W x C* e construimos um morfismo
S:Q —TW,

tal que 0, pw = ® o hp. Reduzindo as vizinhancas V e W, podemos supor que
o(r (V) = 7= Y(W). Agora, se 91,0y € 7 '(v), entdo, pela linearidade de ¢,
segue-se que ¢(U1) e @(¥y) sdo proporcionais. Portanto, 7(¢(1)) = m(p(ta)) e
podemos definir

o:V =W d:E —Q
v (p(0)) (v,6) = (@(v),¢())

morfismos induzidos por ¢ e dp, em que ¥ € 7 !(v). Por (2.11), obtemos que o lado
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esquerdo do diagrama

Ou,F|v

L EYTV (2.12)

wN

Q—2-TW

~_ 7

0u’,P|W
comuta. Definiremos um morfismo de fibrados vetoriais I' : TV — T'W, de forma que
Lob, pyy = Oy pop. SejaT : C* — C* ainclusdo dada por 7(¢1, G2, G3) = (0, (1, (2, G3).
Sev=/[1:xzvy,z2] €V, denote v = (1,,y, z) e tome

1: TV — FE
(0,0) = (0.7 + %) 0).

Defina I' = ® o d o2. E de facil verificacio que, se w € W, entdo 7~} (w) C ker ®,,.

Assim, se ( € T,V temos que

Ly(0) = By (w(T(C)) ; a—ywm(m) By 090 7(0),

pois p(¥) € 7 (p(v)). Logo, I, é uma composicao de aplicagdes lineares e I ¢ linear
nas fibras. Para mostrarmos que I' 0 0, pjy = 6, p 0 @, note que se v =[1:x: y : 2]

e hi(v) = (€0, &1, €2, &), entdo G0 (0) =& e
1 0 W(hp(v)) = 0,(€) = (0,& — &0z, & — oy, & — 02) + &o(1, 2,9, 2) = he(v).
Assim, 1o U o hp = hp e
Lol pyv=(Podor)o(Vohp)=Podohp=Pohpop=~0,po0¢p.

Ou seja, o diagrama

uF\V

V—TV

Our W

W —=TW

39



comuta. Com isso,
Jo(I') 0 Jy(Ou,r) = J)(Ow.p) © Jo(@), Vv € V. (2.13)

Para determinar d,p, considere o isomorfismo canénico entre C* e D, (u) e tome
V, C C? identificado com V. De maneira analoga, tome W, C C? identificado com

w.

(17%972) C\lefl(v)#cfnfl(w) (P((]-?:EI?%Z))
[1:2,y,] ‘v : VHV m(e((1,2,y,2)))
(z,y,2) Vom---- =W, (ﬁ;,%,ﬁ) (1, z,y,2)

Se ¢ = (@0, 1, P2, ¥3), entao

o: Ve =W,
Pl P2 67 83
(,y,2) — (SDO oT, Zor, S0007').

Logo, dp = M odt, em que

©o - Vir 1+ Vo
1
M = o Vs | = | w2 Vg T
20
o - Vs w3 - Vo

Como ¢y(7(v)) = 1, para todo v € V,, temos que a primeira coordenada de d,o(()

¢ dada por
(1 07)(C) = p1(7(v)) - (0 0 7)(C)-

Note que, se w = ¢(v), ou mais precisamente, se w = w(¢(7(v))), entdo I',(() =
@w((go oT)(C )), cuja primeira coordenada é igual & primeira coordenada de d,o(().
Repetindo a analise para as outras coordenadas, concluimos que I';, = d,®. Assim,

(2.13) nos diz que J,(0u,r) € Jzw) (0w, p) sdo conjugadas. Em particular, tomando
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v = p, segue-se que zero é um autovalor de J,(0, r) se, e somente se, é um autovalor
de J, (0. p). Ouseja, pr é nao degenerado em p se, e somente se, pp ¢ nao degenerado
em q.

Agora, como F' = P o g, entdao ¢ se restringe a VN Z(F) - WnN Z(P). Em
particular, d,@(T,Z(F)) = Tz Z(P) e

dv@|TUZ(F) : T'UZ<F) — T@@OZ(P)

é um isomorfismo. Além disso, no caso em que p = v, a proposi¢ao 1.2.4 nos diz que

T,Z(F) é invariante por J,(6, ). Dessa forma,

do@i1,2(F) © Jp(Oup) i1, 2(7) © (do@) i1 20p) = Ja(Ouwr,P) 1, 2(P)-

Sendo J,(0u, )1, 2(r) € J4(0u,p),2(P) conjugadas, temos que seus autovalores coin-

cidem. ]

Em vista do lema anterior, é suficiente estudarmos os autovalores de J, (6, p) e,

o1 ~ c 2 : : Z !/ / / / 4
para facilitar a nota¢ao, usaremos as variaveis u, x, y, z ao invés de u’, 2,3/, 2. Além
disso, P, representa a desomogenizagao de P, ou seja, By(x,y,z) = P(1,z,y, 2).
Lembre-se que ¢ = [1: 0: 0 : 0] e, considerando ainda a desomogenizac¢do em u, se

G € Clu, z,vy, 2], entao Gy(q) = G(1,0,0,0). Nesta notagao, temos que

. _((oP_op oP 0P oP 0P
wh 0z 83/96 . ou 8yy b Ox 8yz va

Note que
()0 (o
~((G) )@ (5 w0)
~((5),) 0 -~ (oFw)

Assim,

Jq(euvp)zjq(@]: 3_1:7 ap)b) 8Pb ) - Idsys. (2.14)
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Lema 2.3.2 Nas condigoes acima, %(q) #0e

0F, oP 0P,

V(P =1(0,—1(q),0 VI|—=— =10,(k—1)—I(q),0).
(5)(a) ( 3y (9) ) e (<8u>b) (9) ( ( )8y (9) )
Demonstrag¢ao. Denote ¢ = (1,0,0,0) e escrevendo P como polindémio em u, temos:
P = (u" + (ax + by + cz)u"" + (termos de menor grau em u),

em que (,a,b,c € K,. Como 6, p singular em ¢, entdo 0, p(q) =0 e

0P, oP 0P,
(g = | =— =—(q) =0. 2.1
0= (50) @= G0 (215
Sendo a = 28(g) = %(q) e ¢ = 2L(g), segue-se que a = ¢ = 0. Com isso,
o*pP 0? ((ax + by + cz)uF1)
j) = 7) = (k—1)a=0.
L Suds (@) =(k=1a=0
De maneira anéloga, %((j) = (k —1)c = 0. No caso da variavel y, (2.15) nos diz
que
o?P oP
))=(k—-1)b=(k—-1)—(q 2.1
g (D = (k= Db = (k= 15 (0) 0. (2.16)
pois, sendo ¢ um ponto nao singular de Z(P), temos V P(¢) # 0. Consequentemente,
vV ((50),) (@) = (0. (k = 1)b,0) e, por (2.15), V(B)(q) = (0,,0). .

Seja b = %—?(q). Se J, ((%—5, —%, —%)b) = (b;;), entdo, por (2.14) e 2.3.2,

big—0b bip b13
Jy(Oup) = 0 —kb 0 : (2.17)
b3 1 bs2 b3z —0b
com b # 0. Ainda por 2.3.2, temos que T,Z(P) é gerado por 0/0x e 0/0z. Assim,

finalmente, obtemos

O*P P
@ —-b  —5(q)
920 822
J(Oup)mziry = | 7° aﬂ b, 82; (2.18)

—W(qv) —(%az(f?) —b
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Para reescrever J, (0, p)‘Tq z(p) diretamente em fungao dos coeficientes de P, denote

POT a9, A2 4, A4 4 08 coeficientes de 22u*~2 z2uF~2 22u*~2 respectivamente, e observe
que

9?’P ’P 9*P

w(Q) = 2az., %(Q) =G24 € W(Q) = 2a44.
Portanto,

a4 — b 2(1474
Jq(Ou,p) T, 2(P) = , (2.19)
—2&272 —Q24 — b
cujo determinante é igual a _G%A + 0%+ 4ag0a4,4. Por razoes que ficarao claras a

seguir, preferimos escrever o determinante na forma:
det (Jq(9u7p)|qu(p)) = b2 — (a%A — 4&2,2614’4).

Proposicao 2.3.3 Seja F' € Q|u,x,y, z] um polindmio homogéneo de grau k, tal
que Sing(pr) = Sing(6,) e Z(F) € nao singular. Seja ainda G a base de Grébner
reduzida de S(0,), com respeito G ordem lexicogrdifica em que x > z > y. Se G €

da forma {f,x — fi1,2 — f3}, em que f, f1, fs € Qly| e f € irredutivel de grau m(k),

entao existe um polinémio n € Q[y], tal que
pr € nao degenerado <= n#0 mod (f). (2.20)

Além disso, se pp € nao degenerado, entao existe u € Q[y], tal que sao equivalentes:

1. para todo p € Sing(0,), os autovalores A1, Ay de Jp(0.),2z(r) satisfazem a

condi¢io A\ /As & K.
2. h? # p mod (f), para todo h € Q[y].

Demonstracao. Faremos a demonstragao em trés etapas.
Passo 1 - Construcao de n e p. Considere «, 8 e v como variaveis independentes

e defina
P=F(u,au+z pu+ar+y+yz,vu—x) € Qlo, B,79][u, z,vy, 2]. (2.21)
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Considerando P como polinémio em u, z,y, z, com coeficientes em Q[«, 3, 7], tome
B € Q[a, 3,7] o coeficiente de yu*~1 e, As o, Ags, Ass € Qla, 8, 7] os coeficientes de

22uF2 x2uF? e 22uF 72, respectivamente. Se

A=A, —4A044, ¢ &=B"—A, (2.22)
entao definimos 7, u € Q[y] por:

M:A(fl(y)7yaf3(y)) € Uzé(fl(y),yafs(y))- (2.23)

Passo 2 - Equivaléncia em (2.20). Por hipotese, S(6,) = (f,z — f1,2 — f3). Em
particular,

Sing(0u) = {(f1(£).&, f3(6)) : £ € Ce f(€) = 0}.

Assim, dado p € Sing(6,r), tome 3, a raiz de f associada a p e note que os nimeros
b, a2, 024,044 em (2.19) correspondem aos valores dos polinémios B, Ag o, As 4, Ass
avaliados em (fl(ﬂp),ﬁp, fg(ﬁp)). Dessa forma, se ¢ = [1: 0: 0 : 0], entao, por (2.17)
e (2.18),

det (Jq(gu,Pp))

- (2.24)

n(Bp) = ®(f1(6p)76p: f3(6p)) = det (Jq(euapp)quZ(Pp)) =

Por outro lado, como fi, fs € Q[y], entao f1(5,), f3(8p) € Q(B,) e K, = Q(5,).

Com isso, ¢, : Q[y]/(f) = K,, definido por ¢,(h) = h(5,), é um isomorfismo.
Sendo ¢,(17) = n(f,), temos, por (2.24) e 2.3.1, que pp é ndo degenerado em p se,
e somente se, p,(7) # 0, que por sua vez, equivale a 7 # 0. Sendo p um ponto
singular arbitrario em Sing(é,, r) = Sing(pr), segue a equivaléncia em (2.20).

Passo 3 - Equivaléncia entre (1) e (2). Suponha pp nao degenerado. Dado

p=1[1:fi(B): Bp: f3(Bp)] € Sing(0u,r),

tome b, ass, as s, ass as avaliagoes de B, Ass, Asys, Ass em (f1(By), By, f3(58p)) res-

pectivamente. Assim, de acordo com 2.3.1 e (2.19), os autovalores \j, Ao associados
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a p sao as raizes de
((12,4 —b— )\) . (—a274 —b— )\) —+ 2&474 : 2&2’2 = )\2 + 2bA\ + (b2 — GSA + 4&27261474).

Tomando A, = a3, — 4asza44 ¢ /A, uma das raizes de 2> = A, temos, por

Bhaskara, que a razao entre os autovalores é:

A 204D, b4 /A, B =20 /A, A,

X —2b— AN, —b— /A, - A,

Como A, € K, e b € K}, segue-se que

M/A € K, <= /A, € K,. (2.25)

Por outro lado, ¢,(7) = w(B,) = A(fi(By), By, f3(Bp)) = Ap. Assim, \/X € K,
se, e somente se, A, = &%, para algum ¢ € K, que, por ¢, equivale a existéncia de
h € Q[y| satisfazendo 71 = 7’ em Q[y]/(f). Sendo p uma singularidade arbitraria,

temos a equivaléncia entre (1) e (2). ]

Para futuras referéncias, destacaremos duas observagoes. Antes contudo, fixemos
a notagao: se f é um polinomio em Clu, z, y, z], entao le(f) denota o coeficiente lider
de f com respeito a ordem lexicografica para a qual u >z > z > y.
Observagao 2.3.4 Na demonstragdo acima, A e ® sdo polinomios em Q[a, 3, 7]
cujos coeficientes pertencem ao subanel de QQ gerado pelos coeficientes de F'. Por-
tanto, os coeficientes de p e n pertencem ao subanel de Q gerado pelos coeficientes
de F, fi e fs.
Observagao 2.3.5 Seja F' um polindmio com coeficientes inteiros satisfazendo as
condicoes da proposicao anterior. Se {f,nx — fi,mz — f3}, com f, fi, fs € Z[y] e
n,m € Z, também é base de Grébner para S(f,), em que deg fi.deg f3 < deg f,
entdao {f/lc(f),z — fi/n,z — fs/m} é a base reduzida de S(6,). Portanto,
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Além disso, pela observagao acima, se ¢ € um numero primo que nao divide n nem

m, entao e 1 tem seus coeficientes em Z localizado em ¢Z.

A proposicao 2.3.3 é peca fundamental na construcao de exemplos de variedades
involutivas minimas, pois, juntamente com o teorema 2.2.15, nos fornece um crité-
rio que pode ser implementado em sistemas de computacao algébrica. De agora em
diante, denotaremos por ng e pr os polinomios construidos na demonstragao da pro-
posigao, e além disso, em vista dos isomorfismos ¢,’s, escreveremos /i1 € Q[y]/(f)
para representar a afirmacio: h? #Z p mod (f), para todo h € Q[y]. Como aplicagio

inicial de 2.3.3, temos:

Exemplo 2.3.6 F' = 3® +u2x +22%u+ 323 define uma variedade involutiva minima.
Mostraremos que F' satisfaz as hipoteses de 2.2.15. Comecemos verificando que
Z(F) ¢ nao singular e que Sing(pr,) ¢ finito. Como este exemplo sera util mais
adiante, mostraremos que F, em uma forma um pouco mais geral, satisfaz duas
condicoes.

Afirmagao 1. Se Fy = y® +u?x + 22%u + dz3, entao Z(Fy) é nao singular, qualquer
que seja d € Z*.

Demonstragao da Afirmagao. Suponha, por absurdo, que p = [ug : xg : Yo : 20] € um
ponto singular de Z(F;). De maneira imediata, yo = zp = 0. Multiplicando por u a

derivada parcial em relacao a u e aplicando em p, temos que

0= u%(p) = 2uizo + 225up = uizo + (udTo + 23U0).
Como p € Z(Fy), udxo+2x2up = 0. Assim, udro = 0 e uy = 0 ou xg = 0. Se uy = 0,

oF,

5.2(p) = 0 nos diz que xy = 0. Analogamente, se o = 0, entao uy = 0,

entao 2z =
pois %(p) = 0. Dessa forma, ug = 9 = yo = 20 = 0, que é uma contradicao.
Portanto, F,; é nao singular e a afirmacao segue.

Afirmacao 2. Sing(6, r,) C Dy (u), para todo d € Z*.

Demonstragao da Afirmagao. Suponha, por absurdo, que p = [0 : zg : Yo : 20| € uma
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singularidade de pg,. Tome p = (0,z9,¥o,20) € C*. Sendo hp,(p) proporcional a
E(p) = (0,20, Y0, 20), segue-se que 3y*(p) = 9,Fy(p) = 0. Logo, yo = 0. Por 2.1.4,
p € Z(F) e zyp = 0. Novamente pela proporcionalidade entre hp(p) e E(p), temos,
de 0.F,;(p) = 3d2%(p) = 0, que zp = 0. Com isso, 19 = Yo = 20 = 0, 0 que nio é
possivel. Dessa forma, Sing(0,, r,) C D4 (u).

Voltemos a F. Com a ajuda do sistema de computacao algébrica Singular,
calculamos a base de Grébner de S(6,) com respeito a ordem lexicografica para

a qual u > x > z > y, obtendo:
S(0.) = (9y"® + 386y° — 96y> + 6,2 — f1,2 — f3), (2.27)
em que f; = (—216y' — 9y + 576y5 — 9240y + 382) /3074 e
f3 = (6903y"® + 864y' + 3697 + 293758y* — 36672y)/9222.

Pelo critério de Eisenstein, para o primo p = 2, f = 9y' + 386y° — 96y> + 6 ¢
irredutivel de grau 15 = m(3). Como S(6,) N Q[y] = (f), entdo S(6,) satisfaz uma
das condigoes do teorema 2.2.15. Além disso, pela afirmagao (1), Z(F') é nao singular
e, pela afirmacao (2), Sing(pr) = Sing(f, r) que, por (2.27), é finito. Resta mostrar
que pr é nao degenerado e que a condigao sobre os autovalores é satisfeita. Para
isto, usaremos as equivaléncias em 2.3.3. Definindo P como em (2.21), e calculando

nF € ip como em (2.23), obtemos:

nr = (81540y" 4 10314y 4 3888y" + 3538821y* — 437772y)/1537 mod (f) e

pr = (—81540y" — 10314y"° — 3888y" — 3524988y* + 437772y) /1537 mod (f).

Sendo nr #Z 0 mod (f), segue-se que pp é nao degenerado. Quanto a up, denote
Qly]/(f) por L e note que a condicio v/fir € L é equivalente a T? —Jir ser irredutivel
em L[T]. Mas, usando o Singular para fatorar T2 — fip em L[T], temos como saida

que T? — Tip ja é irredutivel. Assim, /lir € L e a condicao sobre os autovalores
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é satisfeita. Com isso, concluimos a verificacao de todas as hipoteses de 2.2.15 e

temos que Z(F') é de fato uma variedade involutiva minima. O

2.4 Polinémios g-equivalentes

Nesta secao, fixado um nimero primo ¢, definiremos uma relacao de equivaléncia
entre polindmios em Z[u, x,y, z]. Veremos no coroléario 2.4.3 que, sob certas condi-
¢oes, se Z(F) é involutiva minima e G ¢é equivalente a F, entdao Z(G) também é
involutiva minima. Com isso, a partir de uma tunica variedade involutiva minima,
poderemos, na proxima se¢ao, exibir toda uma familia de variedades minimas.

Seja F' € Z[u,x,y, z] um polindmio homogéneo. Se {h; € Q[x,y,z] :i € I} é a
base de Grobner reduzida de §(6,), tome, para cada i € I, o inteiro positivo z;, tal
que z;h; € Z[x,y, z] tem conteudo igual a 1. Dizemos que {z;h; : ¢ € I} é a base
Z-reduzida de S(0,). Note que esta base é uma base de Grobner e esta univocamente
determinada, pois a base reduzida, de S(6,) em Q|z, y, z], & unica; veja [8, Proposi¢ao
5.9, pg. 163]. De agora em diante, a menos de mengao em contrario, toda base de
Grobner refere-se a ordem lexicografica para a qual u > x > z > ¥y, que, na auséncia
da variavel u, restringe-se a x > 2z > y.

Sejam, agora, ¢ € N um ntamero primo e F € Z[u, x,y, z] um polinémio homo-
géneo de grau k, tal que Z(F') é nao singular e Sing(pr) é finito. Dizemos que F' ¢é
q-compativel se a base Z-reduzida de S(0,, r), em relagao a ordem lexicografica para

a qual x > z >y, é da forma

{f.nx— fi,mz — f3}, (2.28)

em que f, f1, f3 € Z[y] s@o polindmios com coeficientes inteiros em uma tnica variavel

Yy, tais que:
1. f éirredutivel de grau m(k);
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2. ¢ nao divide n - m - le(f).

Note que, pela unicidade da base Z-reduzida, os coeficientes n,m e lc(f) estao
univocamente determinados.

Ainda com ¢ € N primo, sejam F, = Z/qZ, q = qZ e Z, a localizacao de Z em
seu ideal primo q. Tomando ¢ : Z — F, a aplicacdo canonica, temos que ¢(z) tem
inverso para todo z € q. Assim, ¢ induz uma aplicagao de Zy em F,, que por sua
vez, induz

T Zgly] — Fyly]. (2.29)

A aplicacao acima sera ingrediente chave na definicao da relagao de equivaléncia.
Sejam F,G € Z[u,x,y, z] polinomios homogéneos g-compativeis, tais que as bases

Z-reduzidas de S(0,.r) ¢ S(0u.c) sejam

{finrpr — fiympz — f3} e {g,ner — g1,maz — g3},

respectivamente. Dizemos que F e G sao g-equivalentes se as seguintes condigoes se

verificam:
1. F=G mod q e deg F' = deg G
2. w(f) e m(g) s@o associados (em F,[y]);

3. w(fi/nr) = w(g1/nc) e 7(fs/mr) = 7(g3/mc).

Neste caso, escrevemos F' ~, (. Vale ressaltar que nosso interesse reside exclu-
sivamente sobre os polindémios F’s, com coeficientes inteiros, cujos ideais S(6,,r)’s
apresentam uma boa base de Grébner em relacao a ¢, ou seja, estamos interessados
apenas nos polindmios g-compativeis. E é somente neste universo de polindmios
g-compativeis que a relacao de equivaléncia acima esta definida.

A partir de uma variedade minima Z(F'), queremos mostrar, sob certas condi-

¢oes, que se F' ~, G, entdo Z(G) também ¢ minima. Assim, as equivaléncias na
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proposigao 2.3.3 motivam nossa proxima defini¢ao. Seja F' € Z[u, x,y, z] um polino-
mio homogéneo g-compativel, com { f, nz — fi,mz — f3} sendo a base Z-reduzida de
S(6,). Pela observagao 2.3.5, up e np tém seus coeficientes em Z,. Logo, pr e np

pertencem ao dominio de 7. Dizemos entao, que F' é g-minimo se:

1. w(f) é irredutivel de grau m(k);

2. w(nr) #Z 0 mod 7(f);

1/2

3. w(ur) " & Folyl/ (w(f)).

Lema 2.4.1 Sejam q um nimero primo e F,G € Z[u,x,y, z] polindmios homogé-
neos q-compativeis. Se F' ~, G, entao

m(pr) =7(pe) e w(nr) =7(na).

Demonstragao. Sendo F' e G polindémios g-compativeis, tome

{finpx — fi,mpz — f3} e {g,ngz — g1,maz — g3},
as bases Z-reduzidas de S(0,, ) e S(0,.¢), respectivamente. Tome ainda,
Pr=F(u,oau+z pu+ar+y+yz,yu—2x) e
Po =Gu,ou+ z,fu+ ax +y + vz,yu — x),

polinémios em Z[«, 3, v][u, x,y, z]. Como F' = G mod ¢, temos que Pr = Pg mod q.
Em particular, considerando-se Pr e Pg como polindmios em u, z,y, 2, temos que
seus coeficientes sao polinomios em Za, 3,7] congruentes modulo ¢. Portanto, se

Ap,Ag,®r e g sao obtidos de acordo com as construgoes em (2.22), entao
Ar=Agmodgq e Pp=d;modq. (2.30)

Por outro lado, de acordo com (2.26),

HF :AF (ﬁaya £) ¢ Ha :AG (£7y ﬂ)

nep Y mp ng ” mag
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Assim, calculando 7(up) e usando a congruéncia em (2.30), segue-se que

M )

Sendo F' ~, G, temos que (fi/nr) = 7(g1/na) e ©(fs/mp) = 7T(93/mc)- Logo,

oo ()0 () 2o () = (2) o0

E provamos a primeira igualdade 7(ur) = m(pug). Aplicando o mesmo raciocinio

aos n’s, temos, por (2.26), que

nr = (I)F (£>y7 ﬁ) € Ng = (I)G <£7y £> .

nrg mpr ng ’ mag

Novamente, por (2.30) e pela relagdo F' ~, G, segue-se que

T(np) =7 (@G (7{—;,% mf—:;)> =& (W (%) Yy T (%)) = (1)

Dessa forma, a segunda igualdade também se verifica. ]

Proposicao 2.4.2 Sejam q um nimero primo e F,G € Z[u,x,y, z] polinémios ho-
mogéneos q-compativeis de mesmo grau k. Seja, ainda, {g,ngr — g1,mgz — g3} a
base Z-reduzida de S0, ). Se F ~, G e F ¢é g-minimo, entio v/Tic & Q[y]/(g) e
ng Z0 mod g.

Demonstracao. Tome

{f.nrx — fr,mrz — f3}
a base Z-reduzida de S(6, r). Mostraremos inicialmente que /i € Q[y]/(g). De
F ~, G, obtemos, por definicdo, que 7(f) é associado a 7(g). Logo, a aplicacao
identidade de F,[y] em F,[y] induz um isomorfismo ¢ : F [y]/(7(f)) —= F,[y]/(7(g)),

tal que o diagrama

Foly] —=Fylyl/(=(f)) (2.31)



comuta. Além disso, como F' é g-minimo, temos que 7'('([1,1:’)1/2 & F,ly]/(m(f)); isto

Fq[y]
(w(f))

m(ur) = m(pg). Portanto, T? — m(ug) é irredutivel em (]frq([gy)]) [T]. Dessa forma, o

¢, o polinémio T? — w(up) é irredutivel em [T]. Contudo, pelo lema anterior,

homomorfismo
ZLqg[y] Fy[y]
q [y]

induzido por 7, nos diz que T? — fig ¢ irredutivel em Z(g) [T]. Agora, por A.3,

Zqly]/(g) € um dominio fatorial, cujo corpo de fracoes é Q[y]/(g). Assim, pelo Lema
de Gauss, T? — Jig ¢ irredutivel sobre Q[y]/(g), ou seja,

VTG € Qlyl/(9).

Resta mostrar que ¢ # 0 mod g. Como F é g-minimo, m(np) # 0 em F,[y]/(7(f)).

Pelo lema anterior, m(nr) = m(ng) e, usando a identificagdo em (2.31), temos que

m(ng) # 0em Fyly]/(m(g)). Ouseja, 7(7g) # 0. Em particular, g # 0 em Zg[y]/(g).

Portanto,

na # 0 em Q[y]/(9);

veja observacao A.4. [

Corolario 2.4.3 Sejam q um nimero primo e F,G € Zlu,x,y, z] polinémios ho-
mogéneos q-compativeis de grau k igual 3 ou 4, tais que F' ~, G. Se F' € g-minimo,

entio Z(G) € involutiva minima.

Demonstragao. Para provar que Z(G) é involutiva minima, é suficiente verificarmos
as hipoteses do teorema 2.2.15. Como G é g-compativel, entao, por defini¢ao, Z(G)
é nao singular e pr contém apenas uma quantidade finita de singularidades. Além

disso, a base Z-reduzida de S(0,, ) é da forma:
G ={g9,ncr — g1,mcz — g3},
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em que g € Z[y] é irredutivel de grau m(k). Como g € S(6,.¢) N Q[y] e Q[y] é um

dominio de ideais principais, segue da irredutibilidade de g que

S(0uc) NQly] = (9).

Assim, verificamos trés das hipoteses do teorema 2.2.15. Resta provar que o campo
Y
pa € nao degenerado e que vale a condi¢ao sobre os autovalores associados as singula-

ridades de pg. Contudo, pela proposicao 2.3.3, estas duas hipoteses sao equivalentes

afg #0em Qy]/(g9) e Viig € Qly]/(g). Portanto, pela proposi¢ao anterior, Z(G)

¢é variedade involutiva minima. ]

Exemplo 2.4.4 Seja

F = + vz + vy + vz + 2ua® + 2uy® + 2uz? + 82°
+ 2%y + 2%z + 2uy” + 222 + P + yPz + 2y + 825,
Em [2], L. C. O. Almeida e S. C. Coutinho mostraram que F' define uma variedade
involutiva minima. Este é o primeiro, e até o momento, o tinico exemplo concreto

de uma variedade involutiva minima encontrado na literatura. Vejamos que F' é

29-minimo. De fato, calculando a base de Grobner para S(6,) no Singular, obtemos

que S(0,) é gerado por {f,nx — f1,mz — f3} com f, f1, f3 € Z]y], em que

f = 8008437601600y + 78249430071040y™* + 366986878364864y">
+1101180576025792y'2 4 2385157428197184y " + 398875259463644 8y
+ 5362037277684144y° + 5930160900133088y® + 54687510147706361"
+ 4229126908379472y° + 27374025054132441° + 14726469786893361"

+ 642752946860013y° + 222497314188384%> + 54676874408130y + 9051833473125

é irredutivel. Nao exibiremos f; nem f3, pois seus coeficientes contém muitos di-

gitos. Pelo mesmo motivo, nao explicitaremos n nem m. Contudo, verificamos

93



computacionalmente que 8008437601600 - n - m = 24 -26 - 14 mod 29. Assim, F' é

29-compativel. Além disso,
ﬂ_(f) — _5yl5+6y14+11y12+12y11+6y10+6y9_y8+13y7_5y6+8y4_6y3_6y2+9y+13

¢ irredutivel em Fog[y] e

7(n) = =Ty — 119" + 6y + 129" + 3" — 119° + 79® — 147

— 11y — P+ 5y + Ty — 5y  +3#£0 mod m(f).

Como T? — 7(p) & irredutivel sobre Fagly]/(m(f)), em que

m(p) = —y"® — 129" — 4y" + 139" + 49° + 129° — 109" — 9y/°

+ 3y° + Tyt + 5y + 149? + 4y — 13,

entao F' é 29-minimo. Dessa forma, provamos, através do corolério 2.4.3, o resultado
obtido em [2], sem utilizar as aproximagoes necessarias ao enfoque adotado naquele

artigo. 0

2.5 Familias Involutivas Minimas

De acordo com o corolario 2.4.3, para construirmos uma familia de variedades invo-
lutivas minimas, precisamos, a partir de um polinémio ¢g-minimo F', construir uma
familia de polinomios g-equivalentes a F'. Para tanto, usaremos parametros t,...,
e estudaremos condigdes sobre um polinomio H € Z[ty, ..., t]u, z,y, 2], de tal ma-
neira que, atribuindo valores aos ts, produziremos, conforme o teorema 2.5.2, uma
familia de polinémios g-equivalentes a F'. Para facilitar a notagao, t representaré o
conjunto de parametros tq,...,1;.

Dado d = (dy,...,d;) € Z', tome o homomorfismo de anéis

Vg Qlt][z,y, 2] = Qlz,y, 2]
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definido por W4(t;) = d;, 1 <i <1, e que fixa z,y e z. Tome ainda

Wy : Q[t][u, 2, y, 2] = Qlu, z,y, 2]

estendendo Wy com Wy(u) = u. Seja, agora, H € Z[t][u,z,y, z] um polinémio ho-
mogéneo em u, ., y, z, com coeficientes em Z[t]. Sob certas condi¢oes, mostraremos
que, se Uy (H) é g-minimo e d = dy mod ¢, entéo Z(\ifd(H)) é involutiva minima,
em que a notagao d = dy mod ¢ significa que a i-ésima coordenada de d é congru-
ente, modulo ¢, a i-ésima coordenada de dy, para todo i € {1,...,l}. Comecemos

fixando a notagao. Sejam My e Ly os ideais gerados pelos menores 2 X 2 da matriz

OH 0OH __9H _ OH
oy 02 ou ox 7 (2.32)
1 =z Yy z =1
em Q(t)[z,vy,z] e Q[t][z,y, 2], respectivamente. Observe que My é um ideal do
anel de polindmios em z,y e z, com coeficientes no corpo Q(t), enquanto o anel de

polinomios referente a Ly tem seus coeficientes apenas em um anel, a saber Q[t].

Estamos interessados no caso em que My admite uma base de Grobner da forma
G ={h,rx — hy,sz — hg}, com h, hy, hs € Z[t][y] e 0 # r, s € Z]t], (2.33)

em que deghy,deghs < degh, como polindmios em y com coeficientes em Z]t].
Neste caso, se c¢(t) € Z[t] é o coeficiente lider de h, tome a subvariedade B = Z(rsc)

de C.

Lema 2.5.1 Seja H € Z[t|[u, x,y, z] um polindmio homogéneo em u,x,y, z, tal que

My admite uma base de Grébner G como em (2.33). Se G C Ly, entao
S(Guj,d(H)) = (\I/d(h), Uy(re — hy), Va(sz — hg)),

para todo d € 7'\ B.
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Demonstragao. Sejam d € Z! e Py, . .., Ps os menores da matriz em (2.32). Para cada
i=1,...,6,definap;, = Wy(P;). Comoh € Ly, existem g1, ..., gs € Q[t][x,y, 2], tais
que h = > g;F;. Em particular, Va(h) = > Va(g:)pi € S(0,,4,(mr))> POIS P1,-- -, Pe
sao justamente os polindomios que definem S (9u,\ild( ) como ideal de Q[z, vy, 2]; veja

(2.7). Aplicando os mesmos argumentos a rx — hy e sz — hsz, concluimos que
(\Ild(h), Uy(re —hy), Ya(sz — hg)) C S(@u@d(m).

Note que nao ha restricdes a d € Z' para a relacao de inclusao acima.

Vejamos a reciproca. Seja P um dos menores da matriz em (2.32). Nosso pri-
meiro passo seré determinar um polinomio § € Q[t], tal que P pertence ao ideal
gerado por G em Q[t|[z, y, z]. Comecemos tomando a;; € Z[t][y], com 0 < 7,5 < m,
tais que

P(t,z,y,2) = Z a; ;32

0<i,j<m

Multiplicando por r™s™, temos, em Z[t][x, y, 2], que
rmsmP =% "a;;- rmh (rx)t e s (s2)
=Y a7 ((re — hy) + hl)i - s™70 - ((sz — hg) + hg)j.

Definindo ¢ = S a;; - ™% - hi - s™7 - b}, podemos escrever r"s™P na forma:
r™ms"P =¢+ - (re — hy) + $y - (sz — hs), (2.34)

com ¢ € Z[t]|[y] e D1, Py € Z[t][z,y, z]. Lembrando que P, (rz—hy), (sz—hs3) € My,
segue-se que ¢ € My N Q(t)[y]. Contudo, G é uma base de Grébner para My com
relagdo a ordem lexicografica em que x > z > y. Assim, My NQ(t)[y] é gerado por
h e existem a = Y1, «;(t)y" € Q[t][y] e b € Q[t], tais que ¢ = (a/b)h. Sem perda
de generalidade, podemos supor que m.d.c.{a,b} = 1. Tomando & = br™s™, temos,

por (2.34), que
br's™P = ah 4+ b®y - (rz — hy) + 0Dy - (sz — h3) € G - Q[t][x, v, 2]. (2.35)
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E concluimos nosso primeiro passo.

Afirmagao. Z(b) C Z(Ic(h)).

Demonstracao da afirmacao. Denote ¢ = lc(h) e suponha, por absurdo, que
Z(b) ¢ Z(c). Com isso, b nao divide ¢ e podemos tomar w um fator irredutivel de
b que nao divide ¢. Por outro lado, fixado i € {1,...,n}, a equagao (2.35) nos diz
que Z(b) C Z(a;c). Assim, pelo Nullstellensatz, a;c pertence ao radical de b - Clt].
Como b, o, ¢ € Q[t], temos, na verdade, que «;c pertence ao radical de (b) como
ideal de Q[t]. Dessa forma, w divide a;c, para todo i. Como w nao divide ¢, segue-se
que w divide o m.d.c.{a, b} que é igual a 1. Absurdo. E isto conclui a demonstracao
da afirmagao.

Seja agora d € Z'\ B. Sendo W 4(br™s™) diferente de zero, obtemos
1

B U y(brmsm)

Com isso, W4(P) pertence ao ideal de Q|z,y, z] gerado por Vy(h), Vy(rz — hy) e

U, (P) y(ah +b®; - (re — hy) 4 by - (sz — hs)).

U,4(sz — h3). Sendo P um menor arbitrario de (2.32), segue-se que
SO, 5,0m) = (Wa(Pr), ., Wa(Fs)) C (Va(h), Va(ra — ha), Ta(sz — hy)),
para todo d € Z'\ B. O que conclui a demonstracdo do lema. [

Se H satisfaz as condicoes do lema anterior e d € Z'\ B, entao podemos explicitar

a base Z-reduzida de S(qu\i,d(H)). De fato, pelo lema,
Go = {Yy(h),r(d)x — W4(hy),s(d)z — U4(hs)}

gera o ideal S(0, g, s))- Como Wy(h), U4(hy) e W4(hs) sdo polindmios apenas em y,

entao Gy € uma base de Grobner, em que
deg Uy(hy) < deghy < degh =degWUyu(h) e degWUy(hs) < degW,(h).

No entanto, Gy nao é necessariamente Z-reduzida, porque os polindmios podem nao

ter contetidos iguais a 1. Assim, denotando os contetidos por:
¢ = cont(Vy(h)), ¢ =cont(r(d)z — Vy(hy)) e c3=cont(s(d)z — ¥y(hs)),
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e definindo f = W4(h)/c, f1 = Wq(h1)/c1 e fs = W4(hs)/c3, temos que

G4, = {f,nz — fi,mz — f3} (2.36)

¢ a base Z-reduzida de S(0, g,r)), em que n = r(d)/c; e m = s(d)/cs.
Para o proximo teorema, usaremos a seguinte notagao: se dy = (dy, ..., d;) € 7

e ¢ € N ¢ um nimero primo, entao
do +qZ' = {(dy + qna, ..., dy +qng) i ny,...,n € Z}.
Além disso, se d € dy + qZ!, entao escreveremos d = d; mod g.

Teorema 2.5.2 Seja H € Z[t|[u,x,y, z] um polinémio homogéneo em u,z,y,z de
grau k igual a 3 ou 4, tal que My admite uma base G = {h,rx — hy, sz — hg} como

em (2.33), de forma que G C Ly. Se dy € Z! € tal que
1. q nao divide r(dy) - s(do) - g, (lc(h));
2. Uy (H) € g-minimo.
Entao,
F = {Z(‘ild(H)) 1 d € (dg+qZ") com Z(\f/d(H)) nao singular e Sing(pg,, ) finito}
€ uma familia de variedades involutivas minimas.

Demonstracio. Tome F = W, (H) e seja n € Z!, tal que Z(\i/d0+qn(H)) e F.
Denote G = \id0+qn(H ). De acordo com o corolario 2.4.3, para mostrarmos que Z(G)
¢ involutiva minima, basta provarmos que F' ~, GG, pois, por hipétese, F' é g-minimo.
Como o polindmio rs-lc(h) avaliado em dy é congruente modulo g a rs-lc(h) avaliado
em dy + gn, temos, pela hipotese (1) do teorema, que dy,dy + gn & Z(TS . lc(h)).

Portanto, pelo lema 2.5.1,

Slur) = (\Ildo(h), r(do)x — Wa,(h1), s(do)z — \I/do(hg)) e
S(‘gu,G) = (qjdo+qn(h)> r(dy +qn)x — \I’do+qn(h1)a s(do + qn)z — \deoJrqn(hB))'
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E, como visto em (2.36), dividindo cada gerador pelo seu contetido, obtemos as bases

Z-reduzidas

Gr = {f, npT — f1,mpz — f3} e Gg= {Q;HGI’ —g1,Mgz — 93} (237)

de S(0,.7) € S(0uc), respectivamente. Verificaremos, agora, cada uma das condigdes
para termos I’ ~, G. Comecemos mostrando que G é g-compativel. Sendo Z(G)
um membro de F, temos que Z(G) é nao singular e Sing(pg) é finito. Seja, agora,
T Zqly] — Fyly] como em (2.29). Sendo Wy 1q,(h) da forma Wy (h) + ¢R, para

algum R € Z|x,y, z|, temos que

T(Vagrqn(h)) = (Vo (h)). (2.38)

Além disso, por hipotese, ¢ ndo divide W4, (1c(h)). Logo, (W4, (h)) # 0 e, por (2.38),
g nao divide o contetido de W g4, (h). Assim, cont(Wq,(h)) e cont(¥gy1qn(h)) tém

inversos em Zg €

- Wy, (h> — \Ildo+qn(h> — . cont (\I’do+qn(h))
m(f) = (cont(llfdo(h))> N <Cont(\lld0(h))> =(9) ( Cont(\I/do(h)) ) .

Dessa forma, 7(f) ¢ associado & m(g). Além disso, como f = W, (h)/cont (¥4, (h)),

temos que ¢ nao divide le(f). Logo, deg(n(f)) = deg(f). Portanto,

deg(g) > deg(m(g)) = deg(n(f)) = deg(f) = m(k).

Por outro lado, como G¢ gera S(6,.¢), podemos aplicar a proposigao 2.2.6 e concluir
que deg(g) < m(k). Logo, deg(g) = deg(m(g)) = m(k) e ¢ ndo divide lc(g). Agora,
como F' é g-minimo e 7(f) é associado a m(g), temos que 7(g) é irredutivel. Assim,
deg(g) = deg(m(g)) nos diz que g é irredutivel em Zy[y|. Portanto, g é irredutivel
em Qy]. Com isso, verificamos as condigoes: ¢ é irredutivel de grau m(k) e ¢ ndo
divide lc(g).

Veremos agora que ¢ nao divide ng - mg. Por hipotese, ¢ nao divide r(dp) - s(dp).

Contudo, r(dy) = r(dp + gn) mod q e s(dy) = s(dy + gn) mod ¢. Logo, ¢ ndo divide
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r(do 4+ qn) - s(dy + gn). Como ng e mg sao divisores de r(dy + qn) e s(dy + gqn),
respectivamente, segue-se que ¢ nao divide ng - mg. E isto conclui a verificagao de
que G é g-compativel.

Quanto & g-equivaléncia entre F' e G, ja vimos que 7(f) e m(g) s@o associados.
Agora, como Vg, gn(H) = Uy (H) + qP para algum P € Z[u, x,y, 2], entdo G = F
mod ¢. Além disso, deg (@dO(H)) — deg H ou Wy (H) = 0. Se F = Wy (H) =0,
entdo hr = 0 e Sing(pr) = P? ndo é finito. Mas isto contradiz o fato de F ser
g-minimo. Assim, deg F' = deg H. Da mesma forma, sendo Sing(pg) finito, temos

que deg G = deg H. Portanto,
deg F' = deg G, com G = F mod q.

Resta mostrar apenas que w(f1/nr) = w(g1/ng) e 7(f3/mp) = 7(gs/m¢). Pelas
construgoes de fi e np, se ¢; = cont(r(do)z — Vg4, (1)), entdo fi = Wy,(hy)/c; e
ng = r(dy)/c1. Logo,

fi/np = Way(h1)/r(do).

E, de forma semelhante, g1/ng = VYay4qn(h1)/r(do + gn). Assim, usando as con-

gruéncias Wy, (h1) = Ygyiqn(h1) mod q e r(dy) = r(dy + qn) # 0 mod ¢, temos que

() = Ca) - G - ()
De forma andloga, de m(W4,(h3)) = m(Vayrqn(hs)) e w(s(do)) = 7(s(do + qn)),

concluimos que 7(fs/mp) = m(g3/m¢). Com isso, F' ~, G e, por 2.4.3, Z(G) é

involutiva minima. ]

No caso de uma familia de variedades minimas de grau igual a 4, o calculo
direto da base G de My, tal que G C Lp, mostrou-se inviavel na prética. Por isto,
precisamos da proxima proposicao que, através do calculo de uma base para Ly em
Q[t, z,y, 2], nos da uma forma indireta de obtermos G satisfazendo as condigoes do

teorema 2.5.2.
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Proposicao 2.5.3 Seja H € Z[t][u, z,y, z] um polinémio homogéneo em w,x,y, z.

Se existem h,hs € Z[t,y],hq € Z[t,y,z] € 0 # r,s € Z[t], tais que
{h,rx — hy,sz — hg} C Ly,

em que h € irredutivel em Q(t)[y], entao My admite uma base de Grébner G =
{h,7'x — h},s'z — hi} como em (2.33), de forma que G C Ly. Além disso, v’ e s

podem ser tomados nas formas v’ = le(h) s™r e s' = lc(h)'s, com i,j,m € N.

Demonstragao. Seja m o grau de h; como polinémio em z. Substituindo sz por hs
em s™(rz — hy), temos um polindémio da forma rx — hy € Ly, em que 7 = s"r e 1

depende apenas de t e y. Nosso primeiro passo sera mostrar que
My = (h,7x — hi, sz — hs3).

Seja P(x,y,z) € My. Defina P como o polindmio obtido, a partir de P, substituindo-
se x e z por le/f e hs/s, respectivamente. Em Q(t)[x, y, z|, temos que o ideal gerado
por {h,7x — hi,sz — hs, P} éigual ao ideal gerado por {h, 7z — hi,sz — hs, ]5} Por
outro lado, P € Q(t)[y] N My que é gerado por h, pois Q(t)[y] é dominio de ideais
principais e h € Q(t)[y] N My ¢é irredutivel. Portanto, P € (h, 7z — hy, sz — hg) e
My = (h,7x — hy, sz — hg).

Resta mostrar que é possivel obter k) e hj de forma que os graus sejam menores
que deg h como polindémios em y. Se deghg > deg h, entao tomando hs o resto da
divisdo, em Q[t][y], de lc(h) - hg por h, temos que My = (h, 7z — hy,lc(h) - sz — hs),
com a vantagem de lc(h) sz — hs ainda pertencer a Ly e deg hy < deg hs. Repetindo
o processo um nimero suficiente de vezes, obtemos que My = (h,7x — }Nll, s’z —hj),
em que s’ = lc(h)'-s, para algum i € N, s'2—h}; € Ly e deg hy < degh. Aplicando a
mesma estratégia no caso de deg by > deg h, obtemos G = (h, 'z —h’,s'z—hj) C Ly

satisfazendo as condigoes em (2.33), em que v’ = lc(h)?s™r, para algum j € N. =

Para podermos usar a proposicao acima, precisamos manter o controle sobre os

zeros de 1/ e s'. Além disso, também ¢é necessério saber se ¢ divide Wy (r's" - lc(h)).
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Esse controle é garantido, de maneira imediata, pela forma como 7’ e s’ foram

construidos.

Corolario 2.5.4 Nas condicoes da proposicao anterior,
Z(r's" - le(h)) = Z(rs - le(h)).

Além disso, se q € um nimero primo e d € Z, entdo q divide \Pd(r’s/ . lc(h)) se, e

somente se, q divide Wq(rs - lc(h)).

Demonstra¢ao. Como 1’ e s’ s@o produtos de r,s, e lc(h), entdo os conjuntos dos
zeros sao iguais. Além disso, para provar a equivaléncia: “q divide Wy (r’ s - lc(h))

se, e somente se, ¢ divide ¥, (7’5 . lc(h))”, basta usar a primalidade de g. [ |

2.6 Exemplos

A partir do teorema 2.5.2, podemos exibir um teste para determinar familias de
variedades involutivas minimas.

Entrada: H € Z[t|[u, x,y, z] um polinémio homogéneo em u, z,y, z de grau 3 ou 4,
¢ um namero primo e dy € Z.

Saida: Uma mensagem de erro ou uma familia de variedades involutivas minimas.
Passo 1: Calcular uma base de Grobner de Ly, com respeito a ordem lexicogréfica
para a qual x > z > y > t, e verificar se existem geradores h,rz — hy, sz — hs

satifazendo as condic¢oes da proposicao 2.5.3. Caso nao existam, imprima
“G nao é da forma correta.”

e pare.
Passo 2: Tomar F := U, (H), calcular Gp = {f, nz— fi,mz— fs} a base Z-reduzida

de §(0,.r) e verificar se:
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1. Z(F) é nao singular;
2. Sing(pr) é finito;
3. f tem grau m(k) e é irredutivel;
4. g nao divide r(dy) - s(dp) - ¥q, (Ic(h)).
Caso nao sejam satisfeitas as 4 condicoes, imprima
“U 4 (H) pode nao ser g-compativel.”

e pare.
Passo 3: Seguindo o algoritmo no passo 1 da demonstracao de 2.3.3, construir up
e Nr.

Passo 4: Sendo f calculado no passo 3, verificar se

1. 7(f) é irredutivel em F,[y];

2. 7(np) #0 mod (7(f));

IE‘q [?/]
()L

Caso nao sejam satisfeitas as 3 condicoes, imprima

3. T? — 7(ur) é irredutivel em

“Uy(H) nao é g¢-minimo.”

e pare.

Passo 5: Determinar elementos d € dy+¢Z!, de forma que Z (\i/d(H )) é nao singular
e Sing(pg, ) C D+ (w). O

O passo 1, com o auxilio da proposicao 2.5.3, permite verificar se existe uma
base G = {h,rx — hy, sz — hs} satisfazendo as condigoes iniciais do teorema 2.5.2.
O passo 2 permite verificar a condigao (1) do mesmo teorema e se @dO(H ) é q-

compativel. Note que, se Gr = {f,nx — fi,mz — f3} é a base calculada no passo 2,
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entdo nao é necessario verificar se ¢ divide le(f) - n - m. De fato, de acordo com a
demonstracgao do teorema 2.5.2, {W,, (h),r(do)x — W4, (h1), s(do)z — W, (hs)} € uma
base de S(f,, ). Assim, dividindo cada gerador pelo seu contetdo, obtemos a base
Z-reduzida de S(0, r), que ¢ justamente Gp. Em particular, le(f) - n - m divide
Uy, (le(h)) - r(do) - s(dp). Com isso, se o item 4 do passo 2 se verifica, entdo ¢ nao
divide le(f) - n - m.

Quanto aos passos 3 e 4, eles nos dizem se ‘ifdo(H ) € ¢-minimo. No passo 3,
devemos tomar o cuidado de usar f; = fi/n e f3 = f3/m no calculo de nr e up,
pois, na demonstragdo de 2.3.3, os polinomios na base de (6, ), usados para a
construcao de ng e pup, tém os coeficientes de = e z iguais a 1. No passo 5, a
principio deveriamos verificar se Sing(p@d( H)) é finito. Mas, em vista da observagao

2.6.1 abaixo, & suficiente verificarmos se Sing(pg,, ) C D+ (u).

Observacao 2.6.1 Seja I’ g-compativel. Por defini¢ao, Sing(pr) é finito. Como
S(6,) admite uma base da forma (2.28), em que f ¢ irredutivel de grau m(k), entao
Sing(6,) contém m(k) pontos e, por (2.5), Sing(pr) C Di(u). Reciprocamente,
se ' ¢é tal que Sing(pr) C Di(u), com S§(0,) = (f,nx — fi,mz — f3), em que
f, f1, f3 € Z[y], entédo os pontos de Sing(pr) estao em bijegdo com os zeros de f, em

particular, Sing(pr) € finito.

Exemplo 2.6.2 Sejam H = y3 + uz + 22%u + 123, ¢ = T e dy = 3. Usando o

Singular, obtemos:
G = {h,4z + 3zy* + 1,(1024¢> + 2t*)2 — h3} C Ly,
em que h = 27y® + (1282 + 2t)y® — 32t%y® + 212, e h3 é dado por:
(6912t — 27)y'3 + 864ty'® 4 36ty” + (32768t> — 38412 — 2t)y* + (—4096t> + 64t%)y.

Pelo Singular, h ¢é irredutivel em Q(t)[y]. Assim as condigdes do passo 1 estao

verificadas, em que r(t) = 4 e s(t) = 1024t> + 2t*>. Para o passo 2, tomando
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F = U3(H) e calculando a base Z-reduzida do ideal das singularidades de 6, r,

obtemos:
S(6.) = (9y™ + 386y° — 96y° + 6,3074x — f1,9222z — f3),
em que f; = —216y*2 — 9y° + 576y — 9240y> + 382 e
fs = 6903y + 864y'° + 36y" + 293758y* — 36672y.

Pelo critério de Eisenstein, para o primo p = 2, f = 9y' + 386y° — 96y> + 6 ¢
irredutivel e verificamos o item 3 deste passo. Quanto ao item 4, basta observar que
r(3)-s(3)- ¥s(le(h)) =4-(1024-27+2-9)-27 =6 mod 7. Ainda no passo 2, resta
mostrar que Z(F') é nao singular e Sing(pr) € finito. Preferimos verificar estas duas
condigbes para todos os membros da familia {Ws, 4, (H) : n € Z}, pois isto seré ttil
no passo 5. Mas isto ja foi demonstrado nas duas afirmacoes contidas no exemplo

2.3.6. Ainda neste exemplo, obtivemos que:

nr = (81540y™ 4 10314y + 3888y" + 3538821y* — 437772y)/1537 mod (f) e

pr = (—81540y" — 10314y"° — 3888y" — 3524988y* + 437772y) /1537 mod (f).

Note que ja exibimos ng e up reduzidos por (f), pois estamos interessados em suas
imagens em Fr[y]/(7(f)). Para o passo 4, construindo o anel F;[y] no Singular e
fatorando 7(f) = 2y + % + 2y> — 1, temos como resultado que 7(f) é irredutivel.

Além disso, calculando a redugao de m(nr) temos:

mnr) =y -y —y" —2y* + 2y  mod (n(f)).

Finalmente, construindo o corpo L = Fr[y|/(7(f)) e fatorando T? — 7(pur) em L[T],
temos também como resultado que T? — w(up) é irredutivel. Para o tltimo passo,
lembre-se que ja verificamos que as duas condigoes exigidas sao satisfeitas para todo

d € 3+ 77Z. Dessa forma,
F={Z2(F):n€ZF,=y"+ur+22°u+ (3+7n)"}
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é uma familia de variedades involutivas minimas. O

Note que o calculo de G independe de ¢ e de dy. Assim, o exemplo acima pode
ser estendido observando-se o seguinte: sejam ¢ primo e dy € Z \ {0}, tais que ¢ ndo
divide

27 - 4 - (1024d} + 2d3),
ou de forma equivalente, que ¢ nao divide 3 -2 - dy - (512dy + 1). Pelo lema 2.5.1,
Fudo i= y° + vl + 22%u + do2° & tal que S(O,,r, , ) tem base Z-reduzida da forma
{f,nx — fi,mz — f3} com ¢ nao dividindo lc(f) - n - m. Pelas duas afirmagoes do
exemplo 2.3.6, temos que Z(F, 4,) é nao singular e PFy 4, admite apenas um namero
finito de singularidades. Assim, para provar que Fj 4, ¢ g-minimo, basta verificar se

f € irredutivel de grau 15 e executar os passos 3 e 4 do teste acima. Verificando tais

condigoes, temos, na tabela abaixo, pares (g, dy) satisfazendo as exigéncias.

q |7[13]19 31374361 |67|73|79|97
do |34 151112424295 |3 |7 |4

Portanto, para cada par acima, concluimos, por 2.5.2, que
Fado ={Z(F,) :n € L, F, = y* + v’z + 22°u + (do + qn)2"}

¢ uma familia de variedades involutivas minimas. Note que o tnico caso em que
nao provamos que V;(H) é nao singular e seu campo de retas admite apenas um
numero finito de singularidades, foi o caso d = 0. Mas este caso nao é relevante,

pois 0 € dy + ¢Z, qualquer que seja (g, dy) na tabela acima.

Exemplo 2.6.3 Sejam H = y* +ulz+223u+tzt+22y* +udy, ¢ = 61 e dy = 3. Usando
o Singular, obtemos que Ly é gerado por uma base de Grobner com seis elementos,
entre os quais podemos escolher trés que sao da forma h, rz — hy, sz — hs satisfazendo

as condigoes da proposigao 2.5.3. Nao escreveremos explicitamente tais polindmios,
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pois seria de pouca valia, j4 que possuem uma grande quantidade de termos!. No
entanto, podemos destacar que r = 1875965850 e s = 185315271772840448 - t - w,

em que w é um polinémio irredutivel em Z[t] de grau 74. Além disso,
h = 65536(t — 16)*y* + (termos de menor grau em y)

¢ irredutivel em Q(t)[y], de grau m(4) = 40.

Para o passo 2, com F = \ifg(H), calculamos Gr = {f,nx — fi,mz — f3} e
verificamos computacionalmente que 7(3) - s(3) - Us(le(h)) nao ¢é divisivel por g e
que f é irredutivel de grau m(4) = 40. Quanto a F' ser nao singular e Sing(pr) ser
finito, faremos, como no exemplo anterior, uma demonstracao mais geral, pois sera
util no passo 5.

Afirmagao 1 Se d # 0, entdo W4(H) é nao singular.
Demonstra¢ao da afirmagao. Seja I o ideal de Qlt][u,z,y, z] gerado por H e por

suas derivadas parciais. Calculando a base de Grobner para I, temos que
y el (2.39)

Além disso, denotando G = Wy(H), temos que o ideal das singularidades de G é
y(I), pois Wy(d,H) = 8,G e valem igualdades semelhantes para z,7y e z. Assim,
se p = [up : o : Yo : 2] ¢ uma singularidade de G, entdo, por (2.39), yo = 0.
Portanto, de 0 = 9,G(p) = 4y + 222y + u, temos que ug = 0. Consequentemente,
0 = 0,G(p) = 3udro+2x3+3uiyo nos diz que zo = 0. Por fim, de 0 = 9,G(p) = 4d=},
segue-se que zy = 0, o que é um absurdo. Com isso, \Tld(H ) € ndo singular, para
todo d # 0.

Afirmagao 2 Se d # 0, 16, entdo Sing(pg, ;) € finito.

Demonstracao da afirmacao. Pelo lema 2.5.1,

S(Qu,\i/d(H)) = (‘I’d(h)a Wy(r'e — hy), Wa(s'z — hé))’

10O programa para o calculo de h,rx — hq, sz — hs e os proprios polinémios podem ser obtidos

no endereco eletronico www.dcc.ufrj.br/"collier/Folia.html.
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em que ', §', b} e h} s@o obtidos através da proposigao 2.5.3. Assim, para mostrarmos
que Sing(pg, ) € finito, ¢ suficiente que tenhamos Sing(pg, ;) C D+(u). Denote
U4(H) por G e suponha, por absurdo, que p = [0 : ¢ : yo : 29| é uma singularidade

de pg. Tomando J como sendo o ideal gerado pelos menores da matriz

oG 909G _9G _ 909G
oy 0z ou ox

0 =z Yy z o

temos, usando o Singular, que y®(d—16) € J. Contudo, os zeros de J sdao justamente
os pontos singulares de pg contidos no complementar de D, (u). Logo, p € Z(J) e
yo = 0, pois d # 16. Sendo o hamiltoniano de G em p = (0, xg, Yo, 29) proporcional
a E(p), segue-se que 0 = —9,G(p) = 2z e temos zp = 0. Consequentemente,
0=0,G(p) = 4dz} e zy = 0, que é uma contradigao, o que prova a afirmagao.

Para os passos 3 e 4, calculamos uma base de Grobner para o ideal das singula-
ridades do campo associado a F = Wy (H) e, de acordo com a demonstracio da
proposicao 2.3.3 em seu passo 1, construimos pur e nrp. Da mesma forma que no
exemplo anterior, efetuando as fatoragoes sobre Fg; e L = Fg;[y]/(7(f)) dos respec-
tivos polindmios, temos que as exigéncias do passo 4 sao cumpridas.

Para o passo 5, usando as afirmacoes 1 e 2 acima, temos que se d # 0, 16, entao

W,4(H) é nio singular e Sing(pg,(m)) € finito. Como 0,16 & 3 + 61Z, segue-se que
F={Z(F,):n€ZF,=y"+u’s + 2% + (3 +61n)z* + 2%y* + u’y}
¢ uma familia de variedades involutivas minimas. O

Como no exemplo de grau 3, podemos estender o exemplo acima para os casos

em que 0,16 # dy e q satisfazem:
1. ¢ ndo divide 7(do) - s(dp) - lc(Wq,(h));
2. Wy (H) é g-minimo.
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Assim, efetuando a busca para 0 < g < 100, obtemos que
Fodo = {Z(F,) :n € Z, F, = y* + 0w + 20 + (do + qn)z* + 2%y* + vy}

¢ uma familia de variedades involutivas minimas, para os pares (q,dy) na tabela

abaixo:

qg |43 ]61|67|79]|83 |89
do| 6 | 3 |51|32] 4 |48

Exemplo 2.6.4 (Mualtiplos parametros) Seja
H = t1y3 + toulx + tyxPu + tyuz? + tsxyz.
Calculando uma base de Grobner para Ly, obtemos
G = {h, tow + 2193, (729t t5t3 — 2t5¢3t5) 2 — hs} C Ly,
em que h3 € Q[y] com deghy =14 e

h = 16t3tstey™® — 16152y + 4t3tatsy™ — 16t5t5tstatsy” + 9totatsy”

+ Attt atsy® — titgtatsy® + At totstiy® — 15t

¢ irredutivel em Q(t1,...,%5)[y]. Mantendo a notacao ja estabelecida, temos que
s = T20t1t5t3 — 253 e r = ty e le(h) = 16¢5t3t2. Agora, tomando ¢ = 101 e
do = (1,5,1,1,1), segue-se que Vg, (r-s-1c(h)) =16-5-45 = 65 mod 101. Além
disso, tomando

F =0, (H) =y + 50’z + 2%u + u2® + zyz
e aplicando as rotinas dos passos 3 e 4 do algoritmo da pagina 63, concluimos que,
se Z(F') é nao singular e Sing(pp) é finito, entdo F' é ¢-minimo. Como de costume,
a verificacao, desta duas tltimas condi¢oes sobre F, seré feita de forma mais geral

por ser tutil no passo 5 do algoritmo da pagina 63. Assim, para obtermos uma
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familia de variedades minimas, precisamos determinar para que parametros d € Z°,

o polinémio G = W4(H) define uma variedade nao singular em que Sing(p¢) ¢é finito.

Afirmagao 1. Seja d = (dy,dy,ds,dy,ds) & Z(s), em que didadsdyds # 0. Se
G = W4(H), entdo Sing(pg) ¢ finito.

Demonstragio da Afirmagao. Note que d & Z(s-ty-titsts) = Z(s-r-1c(h)). Assim,
o lema 2.5.1 e a proposigao 2.5.3 nos dizem que as singularidades de p¢, contidas em
D, (u), estdo em bije¢ao com os zeros de W,(h). Portanto, é suficiente mostrarmos
que toda singularidade de pg € afim. Seja, entao, J o ideal de Ql[t1, ..., t5][u, z,y, 2]

gerado por u e pelos menores da matriz

OH 9H _OH _oH
y 0z ou ox

U x Y z
Calculando uma base de Grobner para .J, com respeito a ordem lexicografica para

aqualu >z >z2>y>1t; >...> 15 obtemos que
N = {t1y3, tatzzt — 13227 + Otitayt b + tyw2® + t5:py2} CJ

Agora, suponha por absurdo que p = [0 : z : Yo : o] € Sing(pg). Como Wu(J) é o
ideal que define as singularidades de G no infinito (u = 0), temos que ¥,(g)(p) = 0,
para todo ¢ € N. Sendo d; # 0, segue-se que 3y, = 0, pois t;5° € N. Com
isso, o segundo polindmio em N nos diz que 2y = 0, pois dyd? # 0. Finalmente,
d3 # 0 implica, com o auxilio do terceiro polinémio em N, que zy = 0. Logo,
To = Yo = 20 = 0, que é um absurdo. Dessa forma, pg nao admite singularidade no
infinito e a afirmacao segue.

Afirmacdo 2. Sejam b = 110592t3t5t3 — 3125t,t4% e G = Wy(H), com d € Z°. Se
d=(dy,...,ds) & Z(b) e dydadsdsds # 0, entdo Z(G) é nao singular.
Demonstra¢ao da Afirmagao. Seja I o ideal de Q[t, ..., ts5][u, x,y, z| gerado pelas

derivadas parciais de H em relacao a u, x,y e z. Calculando uma base de Grobner
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para I, obtemos que

T = {by’, t1t22° + (9t3tstaz — Iitatsy)y*, 3t52° + 3tstswz® — Btatszzy,

tou? + 2tguzw + tszy} C I

Agora, suponha, por absurdo, que p = [ug : o : Yo : 2] ¢ um ponto singular
de Z(G). Como Wy(I) ¢ o ideal que define as singularidades de Z(G), temos, da
igualdade Wq(by®)(p) = 0, que 3 = 0. Assim, ¥y aplicado no segundo polindémio
de T e calculado em p, nos diz que didzz5 = 0. Como os d;’s sdo todos nao nulos,
segue-se que zo = 0. Aplicando a mesma estratégia para o terceiro polinémio em
T, concluimos que zy = 0 e, de forma analoga, a partir do quarto polinémio em T,
temos que ug = 0. Portanto, ug = x9g = yo = 290 = 0, 0 que nao é possivel. Dessa
forma, Z(G) é nao singular e provamos a afirmagao.

Como tltimo passo, mostraremos que (do + 101Z%) N Z(b - s - t1tatststs) = 0.
Denote g = b - s - tytotststs e suponha, por absurdo, que d = dy + 101 € Z(g), com
¢ € Z°. Como g(d) = g(dy) mod 101, segue-se que 101 divide g(dp). Ja sabemos
que 101 nao divide s(dy) e 101 nédo divide 1-5-1-1-1. Portanto, 101 divide b(dp).
Contudo, b(dy) = 110592 — 3125 - 5* = 20 mod 101. O que é uma contradigio.
Assim, de fato, (dg + 101Z°) N Z(b - s - t1tatstats) = 0. Com isso, pelo algoritmo da

péagina 63 e pelas afirmacoes acima, temos que
F ={U4(H):d e dy+101Z%}
é uma familia de variedades involutivas minimas. 0

Vale destacar que as familias de exemplos anteriores sao todas infinitas. No
entanto, mesmo que apresentassemos enumeraveis familias deste tipo, nao esgota-
riamos todas as variedades involutivas minimas, de grau 3 ou 4, na medida em que

sua quantidade é nao enumeréavel; veja [15, Theorem 1, pg. 532].
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Capitulo 3

Variedades Minimas e Grupo de

Picard

No capitulo anterior, vimos um critério que nos diz quando um polinémio de grau 3
ou 4 define uma variedade involutiva minima. Neste capitulo, determinaremos um

novo critério que aplicaremos a polinémios de grau maior ou igual a 5.

3.1 Grupo de Picard

Nesta secao, reuniremos alguns resultados envolvendo o grupo de Picard que serao

lteis para a construcao do critério de minimalidade exibido na préxima secao.

Proposicao 3.1.1 Sejam X C P" uma variedade projetiva com anel de coordenadas
homogéneas A e H um hiperplano de P™ que nao contém X. Entao A € um dominio

de fatoracao unica se, e somente se, sao satisfeitas as sequintes condigoes:
1. A é um dominio integralmente fechado;

2. Pic X ~7Z, em que Pic X € gerado pela classe de X.H.
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Demonstracao. [12, Exercise 11.6.3(c), pg. 147]. u

Se X C P? é uma variedade satisfazendo as condicoes da proposicdo anterior, en-
tao, como veremos a seguir, toda curva irredutivel em X é uma intersecao completa.
Esta propriedade sera fundamental para a demonstracao do critério de minimalidade

no teorema 3.2.2.

Observagao 3.1.2 Seja X C P? uma superficie cujo anel de coordenadas homoge-
neas A = Clu,z,y, 2]/Z(X) é um dominio de fatoracdo tnica. Se C' C X é uma
subvariedade irredutivel de dimensao igual a 1, entdo seu ideal Zx(C') em A ¢é primo
de altura 2 — 1 = 1. Sendo A um dominio fatorial, Zx(C') é um ideal principal,
digamos Zyx(C) = (G), com G € Clu,z,vy, 2] homogéneo. Assim, o ideal de C
em Clu,x,y, z] é gerado por Z(X) e G. Consequentemente, se Z(X) = (F), entao
Z(C) = (F,G) e C & uma interse¢ao completa.

Seja X uma variedade projetiva e nao singular. Definimos o grupo de Néron-
Severi NS(X) de X, como o quociente de Pic X pelo subgrupo Pic” X dos divisores

algebricamente equivalentes a zero; isto €,
0 — Pic’ X — Pic X — NS(X) — 0

¢ exata. Pelo teorema da base de Néron-Severi [14, Proposition 1.1.16, pg. 18|,
NS(X) é um grupo livre de posto finito. O posto de NS(X) é chamado de nimero

de Picard de X. Para futura referéncia, destacamos que:

Observagao 3.1.3 Se X ¢é uma variedade projetiva nao singular com ntmero de
Picard igual a 1, entdo NS(X) ~ Z.
Veremos agora que, se F' € Clu, z,y, z] ¢ um polindmio homogéneo e irredutivel

de grau primo, tal que Z(F) C P? tem ntimero de Picard igual a 1, entao a condicao

(2) de 3.1.1 é satisfeita.
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Lema 3.1.4 Seja F € Clu,x,y,z] um polinémio homogéneo e irredutivel. Seja
ainda X = Z(F) C P2. Se h é uma secio hiperplana propria de X, entdo
h-h =degF.

Demonstra¢ao. Sejam hy, hy se¢oes hiperplanas proprias de Z(F'), definidas pelos
hiperplanos H, = Z(G,) e Hy = Z(G5) de P?, respectivamente. Se g1, g» sdo as ima-
gens de Gy, Gy no anel de coordenadas de X, entdo hy — hy = Div (g1/g2) € hy = hs
em Pic X. Em outras palavras, quaisquer duas se¢oes hiperplanas de Z(F') definem
o mesmo elemento em Pic X. Assim, h-h = hy - hy e, sem perda de generalidade,

podemos supor que h; e hy 820 curvas que se interceptam transversalmente, em que

a reta Hy; N Hy se encontra em posicao geral em relagao a Z(F'). Portanto,

Como queriamos demonstrar. [ ]

Lema 3.1.5 Seja X C P™ uma hipersuperficie com Z(X) = (F). Se0 <i<n—1,
entao H'(X,Ox) € nulo.

Demonstra¢ao. Sejam k o grau de F' e S = Clxo,...,x,] 0 anel de coordenadas
homogéneas de P*. Se j : S(—k) — S ¢é dado por j(G) = FG, entdo temos a

sequéncia exata de anéis graduados
0— S(—k) = S — S/(F) =0,
que induz a sequéncia exata de feixes sobre P,
0 — Opn(—k) = Opn — 1,.0x — 0,

em que 2 : X — P" ¢é a inclusao. Passando a sequéncia exata de co-homologia,

temos:

oo = H" (Opn) = H' (1.0x) = H' (Opn(—k)) — ...
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No entanto, se 0 < i < n — 1, entao H* (Opn(d)) = 0, qualquer que seja d € Z; veja
[16, Theorem VIL.4.1(b), pg. 122]. Portanto, H' (1,0x) =0,se 0 <i<n—1. Eo
resultado segue da existéncia de um isomorfismo entre H'(P",1,0x) e H' (X, Ox);

veja [16, Proposition VIL.2.11, pg. 121]. [ ]

Proposicao 3.1.6 Seja F' € Clu, z,y, z] um polinémio homogéneo e irredutivel de
grau k. Se X = Z(F) C P? ¢ ndo singular e tem nimero de Picard igual a 1, entdo
Pic X ~ Z. Além disso, se k € primo e h € uma secao hiperplana de X, entao Pic X

€ gerado pela classe de h.

Demonstragao. Sejam 2 a variedade analitica associada a X e exp : Oyp — O
definido por exp(U)(p)(x) = €*#@)_ Sendo ker(exp) igual ao feixe constante Z,

temos a sequéncia exata
0—=>Z—= 0Oy — 0% —0.
Passando a sequéncia de co-homologia, obtemos:
o HY(Z,09) = H(Z,0%) — H}(X,Z) — ...

Por GAGA (18], H/(Z,04) ~ H'(X,0x) e H(Z,0%) ~ H'(X,0%) ~ Pic X.

Assim, usando o lema 3.1.5,
.= 0—=PicX B HN(Z,Z)— ....

Por outro lado, [11, Lemma §3.5, pg. 462] nos diz que ker(c;) = Pic’ X. Dessa
forma, Pic’ X = 0 e PicX = NS(X) ~ Z, na medida em que NS(X) tem posto
igual a 1; veja observacao 3.1.3.

Para o caso em que k£ é primo, resta mostrar que se h & uma se¢ao hiperplana
de X, entao sua classe, que também sera denotada por h, gera Pic X. Sejam g um

gerador de Pic X e a € Z, tais que h = ag. Pelo lema 3.1.4,
k=h-h=ag-ag=a*(g-g).
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Com isso, a? divide k e, sendo k primo, segue-se que a € {—1,1}. Portanto, h = —g

ou h = g. Em qualquer dos casos, h gera Pic X. [ ]

Coroléario 3.1.7 Seja X = Z(F) C P3, em que F é um polindmio homogéneo
e irredutivel de grau primo. Se X tem numero de Picard igual a 1 e o seu anel
de coordenadas homogéneas A € integralmente fechado, entao A é um dominio de

fatoracao unica.

Demonstragao. Basta verificarmos as duas condig¢oes da proposicao 3.1.1. A condi-
¢ao (1) é satisfeita por hipotese. Se h é uma se¢ao hiperplana propria de X, entao

a proposic¢ao anterior implica que vale a condigao (2) de 3.1.1. [

3.2 Critério de Minimalidade

Seja X C P? uma variedade projetiva complexa nao singular. Se seu anel de coorde-
nadas é um dominio de fatoracao tnica, entao toda curva irredutivel C' C X é uma
intersecao completa. A partir disto, poderemos estudar o grau de C' e demonstrar o
principal teorema deste capitulo, a saber, o teorema 3.2.2.

Comecemos com duas definigoes. Sejam A = Clu,x,y,z] e M um A-moddulo
graduado. Dizemos que p é um ideal primo de M, se p é um ideal primo de A
contendo o anulador de M. Se p é um primo minimo de M, entao definimos a

multiplicidade p,(M) de M em p como o comprimento de M, sobre A,.

Lema 3.2.1 Seja C' C P? uma curva irredutivel. Se Z(C) = (F,G) com F,G €

Clu, x,y, z] polinémios homogéneos, entao deg(C) = deg(F) - deg(G).

Demonstragao. Denote X = Z(F), Y = Z(G) e p = Z(C). Inicialmente, mostrare-

mos que ji,(A/p) € igual a 1. De fato, se s € p, entdo 1/s € A, e a agdo de 1/s em
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5 € (A/p)y nos diz que 1 € (A/p),. Consequentemente, 5 gera (A/p),, qualquer que
seja 0 # 5 € (A/p)y. Dessa forma, (A/p), ¢ simples, ou seja, sua multiplicidade é
igual a 1.

Por outro lado, por [12, Theorem 1.7.7, pg. 53|,
pp (A/(Z(X) + Z(Y))) - deg C = deg X - degY = deg F - deg G,

onde a segunda igualdade segue de [12, Proposition 1.7.6(d), pg. 52|. Contudo,
temos que Z(X)+Z(Y) = (F,G) = p. Assim, p1, (A/(Z(X)+Z(Y))) = pp(A/p) =1
e deg(C) = deg(F) - deg(G). |

Teorema 3.2.2 Seja F € Qlu, z,y, z] um polindmio homogéneo de grau k > 5, tal
que Sing(pr) € finito, Z(F) € nao singular, pp € nao degenerado e Clu, x,y, z]/(F)
¢ um dominio de fatoragao unica. Se S(0,) N Qly] € gerado por um polindmio irre-
dutivel de grau m(k) e, para todo p € Sing(6,), os autovalores Ay, Ay de J,(0,)1,z(F)

satisfazem A\ /Ao & K, entao Z(F) € uma variedade involutiva minima.

Demonstra¢ao. Suponha, por absurdo, que X = Z(F') contém uma subvariedade
involutiva propria Y. Por 2.2.14, F' é irredutivel e, pelos mesmos argumentos iniciais
da demonstracao do teorema 2.2.15, temos que Y ¢ invariante por prp e dimY = 1.
Aplicando 2.2.1, existe uma curva C' C X irredutivel, definida sobre QQ e invariante
por pr. Agora, sendo Z(X) = (F'), temos que Clu, z,y, z]/(F') é o anel de coordena-
das homogéneas de X C IP? e, por 3.1.2, C' ¢ uma intersecao completa. Em outras
palavras, existe um polindomio homogéneo G € Clu, z, v, 2], tal que Z(C) = (F,G).
Assim, por 3.2.1,

deg(C) = deg(F) - deg(G). (3.1)

Por outro lado, afirmamos que Sing(C) = Sing(pr). De fato, 2.2.11 nos diz que
Sing(C') C Sing(pr). Além disso, se p € Sing(pr), entao p € Sing(6,) e, pela propo-

si¢ao 2.2.2, p € Sing(C'), pois, por hipétese, o quociente dos autovalores associados
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a p nao pertence a K,,. Portanto, Sing(pr) C Sing(C') o que prova nossa afirmagao.

Dessa forma, as hipoteses de 2.2.12 sao satisfeitas e, portanto,
29 + (4 — k) deg(C) = —2k> + 4k* + 2,

em que g é o género da normaliza¢do de C'. Além disso, [10, Theorem 1.6, pg. 212|
nos diz que deg(G)+deg(F') < k—1+3, ou seja, deg(G) < 2. Por (3.1), deg(C) < 2k
e, como k > 5, concluimos que
29 = —2k*+4k* + 2 + (k — 4) deg(O)

< 283+ 4k2 4+ 2+ (k— 4)2k

= —2k% + 6k* — 8k + 2

< 0.
O que é um absurdo. Dessa forma, X = Z(F') nao contém subvariedade involutiva

propria, ou seja, ¢ involutiva minima. [ |

3.3 Exemplos

Nesta secao, mostraremos que se k =5 ou k = 7, entao
F=u+az@+y)" '+ (x+y)"" + 225! (3.2)

satisfaz as condi¢oes do teorema 3.2.2. Para tanto, verificaremos cada uma das

hipoteses do teorema separadamente.

Lema 3.3.1 Se F =u* + z(x + y)* ' + (x + y)2"1 + 2%, em que k > 3, entdo

VF nunca se anula em Z(F) C P3.

Demonstra¢ao. Suponha, por absurdo, que p = [ug : o : Yo : 20] € Z(F) é tal que
as derivadas parciais de F' se anulam em p. De imediato, (OF/0u)(p) = 0 implica

em uy = 0. Como p € Z(F), entao
zo(To + y0)" = — (0 + yo) 26 — 2oz . (3.3)
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Além disso, 0 = (OF/0z)(p) = (k — 1)(x0 + yo) 262 + xf~* nos diz que

0= (k—1)z- aa—];(p) = (k —1)*(wo +yo) 28" + (k — V) zozf ™. (3.4)

Enquanto de 0 = (OF/0y)(p) = (k — 1)xo(20 + y0)* 2 + 257, obtemos que

oF

0= (zo+wo) - 8_y(p) = (k—1) - mo(zo + y0)" " + (zo + yo)z§ "

Desta tltima equagao e de (3.3), concluimos que

0= (k—1) [—(xo + yo)zg_l — zoxlg_l} + (zo + yo)zg_l
= (=k+2)(xo+ yo)zg_l — (k- 1)2093]5_1.

Ou seja, (k — 1)zozh = (—k 4+ 2) (w0 + yo)25 . Aplicando em (3.4):
0= (k=124 (—k+2))(zo +yo)z§ "

Com isso, (g + yo)20 = 0, pois (k — 1)* + (—k + 2) nao tem raiz real. Dessa forma,
xo = 0, pois (0F/0z)(p) = 0. Portanto, zy = 0, pois (0F/0y)(p) = 0. Finalmente,
de 0 = (OF/0x)(p) = ya~ "', temos que yo = 0. Sendo assim, uy = 2o = 3o = 2 = 0,

0 que nao é possivel. Logo, VF nao se anula em ponto algum de Z(F). [ ]

Proposigao 3.3.2 Se F = u* + x(z + )1+ (2 + y)2F 1 + 22571, em que k > 3,

entdo F € irredutivel e Z(F) C P? € nao singular.

Demonstragio. Sejam G, H € Clu, z,v, 2], tais que F' = GH. E de facil verificacio
que VF se anula em Z(G)N Z(H) C Z(F). Assim, o lema anterior nos diz que
Z(G)NZ(H) = (. Pelo teorema da dimenséo projetiva [12, Theorem 1.7.2, pg. 48],
temos que G ou H é invertivel. O que prova a irredutibilidade de F. Agora, sendo
F irredutivel, temos que Z(Z(F)) = (F) e as singularidades de Z(F) sdo os pontos

que anulam VF. Pelo o lema anterior, segue-se que Z(F') é nao singular. [ ]
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Proposigao 3.3.3 Se ' = v +z(x +y)* '+ (x + y)zF 1 + 22", em que k > 3,

entdo pr nao admite singularidade em u = 0.

Demonstragao. Suponha, por absurdo, que p = [0 : xg : yo : 20] € um ponto singular
de pr. Sendo o hamiltoniano de F' em p = (0, xg, 4o, z0) proporcional ao campo de

Euler em p, entao existe A € C*, tal que

OF OF OF OF\ ,.
A+ (0,20, Y0, 20) = ( > (p).

Ay’ 9z du Oz
Como OF/0u = ku*~!, entdo (OF /Ou)(p) = 0 e temos que yo = 0. Consequente-
mente, 0 = (OF /0y)(p) = (k — 1)z~ + 2871, Ou seja,

—(k — 1)af™t =251 (3.5)

Usando esta identidade, obtemos:

OF
—Azg = %(]5) = (k— 1):17’5_1 + 93’5_1 + zg_l + (k— 1)zox’5—2 = xlg_l + (k— 1)z0x’g_2.

Dessa forma,
—Azz0 = 26 4+ (k — 1) 20271 (3.6)

Por outro lado, (3.5) também nos diz que

oF
200 = 20— (P) = (k — Dozl ' +af 20 = —(k — 1)%xf + 2§ 2.

0z

Logo, esta ultima igualdade e (3.6) implicam em

0= (1 — (k- 1)2)1’]5 + kzongl
= {L‘Ig_l( — (]{32 — 2]{?)1‘0 + k?Z()) (37)
= kag (= (k—2)zo + 2).

Como p = [0 : 2o : 0 : 2z, entdo, por (3.5), necessariamente o # 0. Portanto,

—(k —1) = (29/z0)* L. Por outro lado, (3.7) nos diz que k — 2 = z5/xq. Assim,
0>—(k—1)=(z0/20)" ' = (k—2)*" >0,
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o que é um absurdo. Consequentemente, Sing(pr) C Dy (u). u

Para o nosso préximo resultado, faremos uso da seguinte versao simplificada de

[12, Proposition 11.8.23, pg. 186]:

Proposicao 3.3.4 Se Y C C" € uma intersecio completa, entao Y € normal se, e

somente se, € regular em codimensao 1.

Proposicao 3.3.5 Seja F = u*+x(z+y)" '+ (x+y)2" 1 +22", em que k > 5 ¢

um nimero primo. Entdao, A = Clu,x,y,z]/(F) é um dominio de fatora¢ao unica.

Demonstragdo. Verificaremos que X = Z(F) C P? satisfaz as condigoes de 3.1.7.
Por 3.3.2, Z(F) C P3 é ndo singular. Assim, seu cone afim C C C* ¢ nao singular em
todo ponto diferente de (0,0,0,0). Portanto, o conjunto de pontos singulares de C
tem codimensdo 2, ou seja, C é regular em codimensao 1. Além disso, C = Z(F) c C*
¢ uma intersecao completa. Aplicando 3.3.4, temos que C é normal. Sendo C uma
variedade afim e A seu anel de coordenadas, segue-se que A é integralmente fechado;
veja |12, Exercise 1.3.17(d), pg. 23|. Quanto ao numero de Picard, T. Shioda
mostrou em [20, Theorem 4.1, pg. 312] que Z(F) tem numero de Picard igual a
1. Finalmente, a condicao de irredutibilidade de F' é dada por 3.3.2. Dessa forma,

3.1.7 nos diz que A é um dominio de fatoragao tnica. ]
Proposicao 3.3.6 Sejam g e k > 5 numeros primos e
F=u+zx+9)" 1+ (x4+9)" 1 + 221

Se F' € g-minimo, entio Z(F') é uma variedade involutiva minima.

Demonstracao. Basta verificarmos cada uma das condigoes do teorema 3.2.2. Sendo
F um polindémio g-minimo, segue-se que a base Z-reduzida de S(0,) é da forma

{f,nz — fi,mz — f3} com f irredutivel de grau m(k). Como a proposi¢ao 3.3.3 nos
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diz que Sing(pr) C Dy (u), entdo, pela observagao 2.6.1, Sing(pr) € finito. Quanto
as condigoes: Z(F') é nao singular e Clu,z,y, z|/(F) ¢ um dominio de fatoracao
lnica, temos que elas sao verificadas pelas proposicoes 3.3.2 e 3.3.5, respectivamente.

Quanto a pr ser nao degenerado e a condigao sobre os autovalores, temos, tomando

G = F na proposigao 2.4.2, que viir € Qly]/(f) e nr Z 0 mod f. Portanto, por
2.3.3, pr € nao degenerado e A\;/\y € K,, para todo p € Sing(pr), em que A, A
sdo os autovalores associados a p. Concluimos, assim, que Z(F') é uma variedade

involutiva minima. ]
Com base nesta tltima proposigao, fixados um nimero primo k > 5 e
Fy=u" +a(e+y)" "+ (@ +y)2" 22t

precisamos encontrar um ntmero primo ¢, tal que Fj seja um polindbmio ¢-minimo.
Relembrando a defini¢do, precisamos encontrar ¢, de forma que, se 7 : Z[y] — F,[y]

é como em (2.29) e pip,, Np, s@o como em 2.3.3, entao

1. 8(0,.r,) admite uma base da forma { f, nx— f1, mz— f3}, em que f, f1, f5 € Z[y]

e f é irredutivel de grau m(k);
2. ¢ nao divide le(f) - n - m;
3. w(f) é irredutivel de grau m(k);

4. w(ng,) # 0 mod 7(f);

Fq[y}
()

Para efetuar esta busca, usamos o sistema de computagao algébrica Singular. Pri-

5. T? — m(up, ) € irredutivel em

meiramente calculamos a base Z-reduzida de Grobner de S(6,, 5, ) e verificamos se o
item (1) é satisfeito. Em caso afirmativo, iniciamos com ¢ = 2 e testamos se todas

as condigoes de (2) a (5) sao satisfeitas. Caso alguma destas ultimas condigdes nao
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se verifique, tomamos o préximo nimero primo maior que ¢ e testamos novamente
as condigoes de (2) a (5). Seguimos com este procedimento até encontrarmos um

primo g adequado.

Exemplo 3.3.7 Z(F}) é involutiva minima para k = 5,7. De fato, aplicando o al-
goritmo acima nos casos k = 5 e k = 7, obtemos que Fj5 é 1373-minimo e que F% é

1103-minimo. Com isso, a afirmacao segue de 3.3.6. U

Para k£ > 11, ndo foi possivel obter a base Z-reduzida de (6, 5, ) devido a limi-
tagoes computacionais. Por exemplo, para k = 11, espera-se que S(6,, ;) contenha
em sua base um polinémio de grau m(11) = 1111. Além disso, um outro aspecto
é¢ o tamanho dos coeficientes. No caso k = 5, os coeficientes de cada termo dos
polinémios f; e f3 da base Z-reduzida de S(0, ) contém cerca de 1.200 digitos.
Mas, no caso k = 7, esta média ja salta para mais de 11.970 digitos! Dessa forma,
nao é uma surpresa que os computadores de que dispomos nao sejam capazes de
manipular os polinémios para o calculo da base de Grobner G, nos casos em que
k > 11. No entanto, para fins praticos, a base explicita serve apenas para verificar
se Sing(#, ) € finito. Todas as outras verificacoes podem ser feitas sobre F,, ou
seja, usando-se a imagem de G pela aplicagao 7 : Zg[y] — Fq[y].

Como objetivo futuro, pretendemos investigar se a teoria pode ser generalizada de
forma que seja suficiente calcularmos a base reduzida diretamente sobre o corpo finito
F,, ao invés de Q. Isto reduziria drasticamente o uso da memoéria do computador,
permitindo provarmos que Fj define uma variedade minima para alguns k’s maiores
que 7. Se de fato for suficiente calcular S(0,, r, ) diretamente sobre F,, entéo teremos,
por exemplo, que Fj; é 3391-minimo e que F3 é 10343-minimo. Vale ressaltar que
T. Shioda generalizou seu resultado obtido em [20], provando que F} possui ntimero
de Picard igual a 1, sempre que k é um nimero impar nao divisivel por 3; veja |21,

§4]. Dessa forma, podemos generalizar a proposigao 3.3.6 e buscariamos variedades
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minimas quando k é impar, satisfaz k£ Z 0 mod 3 e é livre de quadrados. Esta
altima condicao se deve a uma generalizacao da proposicao 3.1.6, pois, em sua
demonstragio, a condigao efetivamente usada foi: se a® divide k, entdo a € {—1,1}.

Um outro aspecto a ser explorado, é aplicar deformagoes em Fj, no sentido de po-
linémios g-equivalentes como visto no capitulo 2. Aqui, o ponto crucial é determinar

se a deformagao preserva o nimero de Picard.
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Apéndice A
Spec Z[y|

Dado p € Z um ntimero primo, denote por F, o corpo Z/pZ.

Proposicao A.1 Os ideais primos de Zly| sao da forma

{0}, (), (9) ou (h,p)

em que p € Z € primo, g € Zy| € wrredutivel e h € Zly| € irredutivel em F,ly].

Demonstragio. E de facil verificacdo, que se g € Z[y] é um polinoémio irredutivel,
entao (g) é um ideal primo. Note que permitimos que g seja constante, igual a um
primo de Z. Reciprocamente, se I ¢ um ideal primo, principal e nao nulo, entao
I = (g), para algum g irredutivel.

Seja, agora, I € Spec Z[y] um ideal nao principal. Tome g € [ irredutivel e
f eI\ (g). Sendo Q[y]/(g) um corpo, existem a,b € Q[y], tais que af + bg = 1.
Eliminando-se os denominadores, existem a,b € Z[y], tais que af + bg = n, para
algum n € N*. Como f,g € I, entao 1 # n € [ e algum fator primo p de n pertence
a I. Em particular, (p) C I. Tome ¢ : Z[y] — F,[y] a aplicagdo canonica. Como
¢ ¢ sobrejetiva e ker(¢) = (p) C I, entdao ¢(I) é¢ um ideal primo. Sendo F,[y] um
dominio de ideais principais, ¢(I) = (¢(h)), com ¢(h) irredutivel. Por um lado,
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(1)~ é gerado por h U ker(¢), ou seja, ¢(I)~! = (h,p). Por outro, ¢(h) € ¢(I)
nos diz que existe £ € I, tal que ¢(§) = ¢(h) e £ — h € ker(¢). E como ker(¢) C I,
temos que h € I. Assim, (p,h) C I C ¢(I)™' C (p,h). Logo, I = (p,h) é da forma
desejada. Reciprocamente, sejam p € Z primo e h € Z[y], tais que ¢(h) é irredutivel.
Sendo J := (¢(h)) um ideal primo de F,[y], temos que (p, h) = ¢(J)~! & ideal primo

de Z[y|. E isto conclui a demonstragao. n
Dado ¢ € Z um ntimero primo, denote por Z, a localizacao de Z em ¢Z.

Lema A.2 Sejam g € Z[y| irredutivel e ¢ um nimero primo. Se g € irredutivel em

F,ly], entao Zly]/(g) localizado em (§) € isomorfo a Z4[y]/(g)-

Demonstragao. Seja ¢ : Z[y]/(9) — Zqly]/(g) o homomorfismo induzido pela inclu-
sao de Zly| em Zgy[y]. Se p(a) = 0, entao existe h € Z4y|, tal que a = gh. Como g

é irredutivel, entao g tem contetido igual a 1. Assim,
cont(a) = cont(g)cont(h) = cont(h)

e h € Z[y]. Logo, @ = 0 e ¢ ¢ injetiva. Além disso, afirmamos que se f € Z[y]/(g)
é tal que f & (7) = (q,9), entdo o(f) possui inverso. De fato, tome ag, by € Q[y]
tais que fag + gbp = 1. Eliminando-se os denominadores, existem a1, b; € Z[y], tais
que faj + gby = nq, para algum n; € Z. Se ¢ divide nq, entdao fa; € (q,9) e, sendo
(¢, g) um ideal primo, a; € (q, g). Se a1 = qcy + gdy, entao fqey + g(fdy+b1) = qno,
em que gny = ny. Como (q) é ideal primo de Z[y] e ¢ ndo divide g, entao ¢ divide
(fdy + by). Simplificando por ¢, existem ag, by € Z[y| tais que fas + gby = ns.
Se ¢ divide no, entao, repetindo o processo um nimero finito de vezes, obtemos
ar, by, € Zlyl, tais que fay + gby = ny & qZ. Assim, @;/ny é o inverso de ¢(f) em

Zqly]/(g). E segue a afirmacao. Dessa forma, pela propriedade universal, existe um
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homomorfismo ¥ : (Z[y]/(g))@ — Z4ly]/(g), tal que o diagrama

Zly)/ (9)(—@>__Zq [/ (9)

comuta. Como ¢ & injetivo, v é injetivo. Além disso, sendo Z,[y]/(g) gerado, como
anel, por im () e {¢(u(s)™') : s € qZ}, segue-se que ¢ é sobrejetivo. Portanto,

(Z[)/(9)) ) = Zaly)/ (9)- =

)

Proposicao A.3 Sejam g € Zly] irredutivel e ¢ um nimero primo. Se g € irre-

dutivel em F,ly], entao Z4yl/(g) € um dominio fatorial, cujo corpo de fragoes €

Qly]/(g)-

Demonstragao. Seja I um ideal primo de Z[y]. Por A.1, I ¢ da forma

{0}, (), (h1) ou (p;ha),

em que p € Z é primo, hy € Z[y] é irredutivel e hy é irredutivel em F,[y|. Sendo g
irredutivel, temos, pelo teorema da correspondéncia, que os ideais primos nao nulos,
em Zly]/(g), sao imagens de ideais, em Z[y|, da forma (p,g). Ou seja, todo ideal
primo nao nulo de Z[y|/(g) ¢ da forma (p), para algum p € Z primo. Em particular,
todo ideal primo de Z[y]/(g) ¢ principal. Logo, Z[y]/(g) tem dimensao igual a 1.
Portanto, (Z[y]/ (g))@ ¢ um anel local regular (de dimensao 1). Mas, todo anel
local regular é um dominio fatorial; veja [9, Teorema 19.19, pg. 487]. E como A.2
nos diz que Zg[y]/(g) é isomorfo a (Z[y]/(g)) () temos que Zg [y]/(g) é um dominio
fatorial.

Para determinar o corpo de fracoes de Z4[y|/(g), comece tomando ¢ : Z4[y|/(g9) —
Qly]/(g) o homomorfismo induzido pela inclusdo de Z,[y] em Qy]. Se a € ker ¢,

entao existe h € Q[y|, tal que a = hg. Sendo g irredutivel, g tem contetdo 1 e
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cont(a) = cont(h). Logo, h € Z4[y] e @ = 0. Com isso, ¢ é injetiva. Dessa forma,
se F é o corpo de fracoes de Z4[y]/(g), entdo, pela propriedade universal, existe um
homomorfismo injetivo ¥ de F em Qly]/(g), tal que o diagrama

Zqly)/ (g)CL.Q[y]/ (9)

7 h

comuta. Sendo Q[y]/(g) gerado, como anel, por im (¢) e ¥(2(g)™"), temos que ¥ ¢
sobrejetivo e F ~ Q[y]/(g)- |

Observacao A.4 Sejam ¢y : Zgly] — Zq[y]/(9) € ¢2 : Zgly] — Qly]/(g) os homo-
morfismos canénicos. Como ¢, na demonstragao acima, ¢ induzido pela inclusao de

Zqly] em Qly|, ent@o o diagrama

comuta. Em particular, se n € Zy[y] € tal que 7 = 0 em Z,[y|/(g), entdo 77 = 0 em
Qlyl/(9)-
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Apéndice B
Extensao de Escalares

Seja I um ideal de Q[x], onde x representa o conjunto de variaveis xy, ..., z,. Nesta
segao, veremos que dimg(Q[x]/I) = dim¢(C[x]/IC[x]). Para facilitar a notacao se
i = (i1,...,1,), entdo x’ representara ZL‘ill ...z Além disso, se V é um espago

vetorial e B = {b;} ¢ uma base de V, entdo b; denota o funcional linear que satisfaz

bi(bj) = 0;j, em que 6;; é o delta de Kronecker.

Lema B.1 Sejam V e W dois Q-espacos vetoriais e eq,...,e, € W linearmente

independentes. Se Y . (v; ®e;) =0 em V @g W, entao v; =0, parai=1,...,n.

Demonstragao. Suponha, por absurdo, que v; # 0, para algum j € {1,...,n}.
Tome f um funcional linear de V, tal que f(v;) = 1 edefinan : V xW — Q
por n(v,w) = f(v)ej(w). Sendo n bilinear e Q-balanceada, temos que 7 induz a

aplicacao linear
C: VW —Q
vRw = f(v)e;(w).
Aplicando ¢ a Y ", (v; ® ¢;), obtemos que

0=¢ (Z(Uz’ ® 60) = Zf(vi)e}f(ez‘) = flvy) =1

=1
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O que é um absurdo. Sendo assim, v; =0, parat=1,...,n. [

Proposicao B.2 Se V' é um Q-espaco vetorial, entao
Em particular, dimg(Q[x]/I) = dim¢ (Q[x]/1 ®¢ C).

Demonstragao. Seja B uma Q-base de V. Mostraremos que f ={b®1:b € B} é
uma C-base de V ®g C. Sejav®@ A € V ®g C. Como
A=Y PhA=) bW (be1),
beB beB
temos que (3 gera V ®gp C. Note que as somas acima sao finitas, pois b*(v) # 0
apenas para um numero finito de b’s.
Resta mostrar a independéncia linear. Suponha que ), Ap(b ® 1) = 0, com
Ay € C quase todos nulos e tome E uma base de C como Q-espago. Escrevendo os
Ay’s em funcao da base E, temos que
0=> Nba1) =) (Z e*(Ab)e> bel)=>" (Z e (M) ® e) .
beB beB \ecE e€cE \beB
Pelo lema anterior, ), 5 e*(Ay)b = 0, para todo e € E. Sendo B uma base de
V', temos, para cada b € B, que e*()\,) = 0, para todo e € E. Dessa forma,
Mo = e € (Xp)e =0, para todo b € B, e temos a independéncia linear. Portanto,

B é uma C-base de V ®g C que possui a mesma cardinalidade de B. Assim sendo,

De maneira geral, se R ¢ um anel, J é um ideal de R e M ¢ um R-mo6dulo, entao
¢:R/J®r M — M/JM, definido a partir de ¢(F ® m) = 7m, é um isomorfismo

de R-modulos. Dessa forma,
Q[x]/I ®qpx Clx] ~ C[x]/IC[x]. (1)
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Note que este isomorfismo é na verdade C[x]-linear. Em particular, é um isomorfismo
de C-espacos vetoriais. Assim, para nossos propositos, é suficiente mostrarmos que
Q[x]/I ®q C ¢ isomorfo a Q[x]/I ®gpy Clx| como C-espacos. Comecemos com a
aplicagao bilinear ¢ : Q[x]/I x C[x] — Q[x]/I ®¢ C dada por

O(f, Y Ax) =) fre.

Mostraremos que ® é Q[x]-balanceada. Se g = Y a;x’ € Q[x], entao

o (?,g : Z /\ixi> = <7, Z %! Z )\ixi> = ZW@@W = Z Fax i@,
i j i i i

pois os «;’s pertencem a Q. Assim,

¢ <7ag Z/\lxz> = Z?Zajxjxiéb)\i = ZW@/M = (f_g,ZAZXZ> ,

e temos que @, de fato, é Q[x]-balanceada. Com isso, ® induz uma aplicagdo no

produto tensorial, que, por abuso de notagao, ainda denotaremos por
® : Q[x]/I gy Clx] = Qlx]/I ®q C.

Seja, agora, ¥ : Q[x|/1 ®g C — Q[x]/I ®qx Clx| a aplicacdo linear, tal que
U(f®))=f®\ Como

Uod <7®2Aixi> — v (ng )\Z-> — S T en=3 Taxii,
segue-se que W o ® = id. Por outro lado, P o U(f @ \) = ®(f®@N) = f® A
e oV = id. Com isso, U é uma bijecao. Como ¥ é C-linear, entao ¥ é um

isomorfismo de C-espagos e obtemos:

dimg % = dim¢ (% Rq C) = dim¢ (% ®qx] C[x]) = dimc %,

em que a primeira igualdade segue da proposicao B.2, enquanto que a terceira igual-

dade segue do isomorfismo em (1).
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Apéndice C
Completamento

Sejam A um anel e m um ideal de A. Definimos o completamento de A com respeito
a m por:
A= @A/mi ={9=1(9,,09,--.) € HA/mi]gj =g; mod m' sej > i}.

Em A, tome o ideal th = {(7,,7,,...)| g, = 0}. No caso em que m é maximo, temos
que A é local. De fato, seja ¢ : A — A/t dada por ¢(a) = (@,a,a...). Note que ¢ ¢
sobrejetiva, pois (@, g, 75 --.) = (@,a,a@,...) mod m. Assim, de ker p = m, segue-se
que A/tﬁ ~ A/m é um corpo. Em outras palavras, m é um ideal maximo. Resta
mostrar, que f é o tnico ideal maximo. Seja g = (g, 7y, ...) € A\ m. De imediato
79, #0eg; € m(A/m?), para todo i. Comegamos mostrando que cada g; tem inverso
em A/m’. Fixado i, tome 9 : A/m’ — A/m a proje¢ao canonica, ou seja, 1(a) é
a classe de a em A/m. Como g, € m(A/m’), entdao g; € m e existe b € A, tal que
g:b — 1 € m. Logo, (g;b — 1) € m*. Contudo,

-1y =3 (1) @01 = (1) 4 g 5 (1)t

k=0 k=1
Dessa forma, h; = (—=1)*137, _ (})gF'b"(—1)'""% & o inverso de g; em A/m’. De
g; = g; em A/m’, segue-se que seus inversos sdo iguais, ou seja, hj = h; mod m’.

Assim, h = (hy, hy,...) € A e h é o inverso de g. Portanto, (A,ﬁl) ¢ um anel local.
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Proposicao C.1 Seja (A,m) um anel local noetheriano. Entao A € reqular se, e

somente se, seu completamento m-ddico € regqular.

Demonstrag¢ao. Denotando A/m por K e identificando A/ﬁ‘t com K, temos um iso-
morfismo natural entre m/m? e m/m? como K-espacos. Além disso, A e A possuem
a mesma dimensao. Dessa forma, m/m? ¢ um espago vetorial de dimensao igual a
dim A se, e somente se, m/m? ¢ um espago de dimensao igual a dim A. E o resultado

segue das equivaléncias em |25, Theorem VIII.25, pg. 301]. [

Sejam B uma K-algebra, 6 : B — B uma derivacao e m um ideal maximo de B

preservado por §. Passando & localizac@o, temos a derivacao induzida

Om : Ba — Bn
b o s(b) — bé(s)‘
s 52

Como 0 preserva m, entao 6, preserva m = mB,, e, portanto, 5m(mi) C mi, para
todo ¢ € N. Com isso, dy, induz uma derivagao no completamento

~

A: By — Ba
@172 = (39, 0ulg2); )

Exemplo C.2 Sejam X C C? uma superficie nao singular, C' C X uma curva e p
um ponto singular de C. Sejam, ainda, B o anel de coordenadas de X, m o ideal
maximo de B associado a p e § : B — B uma derivagao com uma quantidade finita
de singularidades. Se § preserva Z(C'), entdo, pelo teorema da vizinhanga tubular,
p € Sing(d); vide lema 2.2.11. Assim, §(m) C m. Aplicando a construcdo anterior,
0 induz uma derivacao A : Bm — Bm. Sendo X nao singular, temos que By, = Ox,
é regular e, por [25, Corolario VIII §12, p. 307|, @Xp ~ C[[t,v]]. Dessa forma,
podemos considerar,

A C[[t,v]] — C[[t,v]].
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Além disso, |19, Teorema II.1, pg. 108] nos diz que existe g € Oy, tal que a imagem

de Z(C) em Oy, € o ideal (g). Como 0 preserva Z(C'), entdo A preserva (g). O

Proposicao C.3 Nas condigoes do exemplo anterior, se

0 0
A= Alta + )\2@%,

em que \1/Ae & Q, entio (g) = (t) ou (g) = (v) ou (g) = (tv).

Demonstragao. Como 0y, preserva (g), entdo existe h € Ox,, tal que 0n(g) = hg.
Se h, § € C[[t,v]] sdo as imagens de h e g pela composicao Ox, < Ox, =~ C|[t, v]],
entao

hi=A(g) = Alt% + sz@.

Afirmacao 1. § é da forma t'v7g com ¢ invertivel.
Demonstracao da Afirmagio. Se h = S dast®v? e g =3 cit'v?, entdo
Zdagto‘vﬁ : Zcijtivj =A(g) = Z(i)\l + jAg)cit' v (1)
af ij ij
Sejam N = {(4,j) : ¢;; # 0} e m = min{i + j : (i,j) € N}. Tome (io,j0) € N,
tal que ig + jo = m. Por (1), doo = ipA1 + joA2. Suponha, por absurdo, que
exista outro par (ip, jo) # (i1,71) € N que também satisfaca i; + j; = m. Como
antes, dog = 11A1 + J1A2 e obtemos que igA; + joAo = i1 A1 + j1Ao. Dessa forma,
M/ = (j1 — Jo)/(io — 11) € Q. Contradizendo as hipoteses. Logo, o termo de
menor grau de § é tv/°. Seja, agora, k > m e suponha, por inducdo, que todo
termo de ¢ de grau menor que k é divisivel por t°v%. Sejam r,s € N, tais que

r+s==kecs#0. Por (1),

Z daﬂtavﬁcijtivj = ((7’/\1 + sAg)Crs — doocrs)trvs.
(a+i4,8+5)=(r,s)
(4,4)#(r,s)
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Por hipétese de inducao, a lado esquerdo da igualdade acima é divisivel por t*v’0. E
como dgy # rA;+8)g, segue-se que 0070 divide t"v*. Assim, tv% divide todo termo
de g e concluimos que § = v (¢;j, + .. .). Sendo ¢;yj, # 0, temos que (¢igjo + - - -)

é invertivel e a afirmacao segue.

Afirmacgao 2. g é reduzido.

Demonstracao da Afirmagdao. Denote A = Ox, e seu ideal (g) por I. Sendo A um
anel local e noetheriano, temos, por [25, Theorem VIII.11, pg. 264], que a sequéncia
exata 0 - I - A — A/I — 0 induz a sequéncia exata

~ ~ —

0—-1—-A—(A/I)—0.

Sendo ¢ irredutivel, segue-se que A/l é um dominio noetheriano e, portanto, a
topologia de A/I, com rela¢do ao seu ideal méximo, é Hausdorff. Aplicando |25,
Theorem VIIL.5, pg 256/, concluimos que I = AI. Dessa forma,

—

(A/1)

12

Asf = Ajar
Contudo, [25, Lemma VIIIL.1, pg 314] nos diz que @ nao possui elementos nil-
potentes, a menos do zero. Assim, C[[¢,v]]/(g) € livre de nilpotentes. E isto garante
que g é reduzido. De fato, se § = a?b, entao (ab)> = 0 mod (g). Logo, ab = gc, para
algum ¢ € C[[t,v]]. Portanto, ab = a®bc e 1 = ac. Dessa forma, a é invertivel e § é
reduzido. O que prova a afirmagcao.

Pelas afirmacoes 1 e 2, o ideal gerado por § ¢ também gerado por t‘v7, em que
i,j € {0,1}. Como p pertence a curva de germe g, entdo nao é possivel que i e j

sejam ambos nulos. Portanto, (g) = (¢) ou (g) = (v) ou (g) = (tv). n

Observacao C.4 Na demonstracao acima, para provar que o completamento de
Ox,p/(g) € livre de nilpotentes, é exigido uma condigao técnica sobre Ox,/(9g).

Condigao esta que é satisfeita segundo o comentario de [25] no item (a) da pagina

318.
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