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RESUMO

Neste trabalho, consideramos o comportamento assintético das solugoes para os siste-
mas de Timoshenko e Bresse com um mecanismo de dissipacao viscoelastica. Analisamos
se tal efeito dissipativo dado pela viscosidade elastica seria forte o suficiente para obter
estabilidade exponencial. Provamos que o modelo de Bresse ou Timoshenko é exponenci-
almente estavel se, e somente se, todas as leis constitutivas que definem a tensao cortante,
momento fletor e tensao longitudinal, sao viscoelasticas, do tipo Kelvin-Voight. Ou seja,
se qualquer uma das leis constitutivas é do tipo conservativa, entao nao importa a escolha
dos coeficientes, o sistema nao é exponencialmente estavel. Este resultado é diferente
de todos os outros, no sentido de que quando outro mecanismo de dissipacao parcial,
diferente de amortecimento Kelvin-Voight, é introduzido no sistema de Timoshenko ou
Bresse, o semigrupo correspondente é exponencialmente estavel, em geral, quando as ve-
locidades de propagagao de ondas sao iguais.

Em relagao ao decaimento polinomial do sistema de Timoshenko, provamos que o me-
canismo viscoeldstico parcial sempre produz um decaimento polinomial de taxa t~/2,
independentemente de onde o mecanismo viscoelastico age efetivamente. Provamos que o
mesmo resultado também é vélido para o sistema de Bresse, quando dissipagao age efetiva-
mente em duas leis constitutivas, mantendo a terceira lei constitutiva constante. Quando
o amortecimento Kelvin-Voight é eficaz somente em uma lei constitutiva do modelo de
Bresse, provamos o decaimento polinomial sob certas condicoes para os coeficientes. Para
o modelo Timoshenko esta situacao nunca acontece. Além disso, no caso de estabilidade

1/2 ¢ 4tima, sobre quaisquer dados iniciais tomadas

polinomial, mostramos que a taxa t~
no dominio do operador infinitesimal.

O método que usamos é baseado em resultados de Priiss e Borichev e Tomilov.

Palavras-chave: Estabilidade exponencial. Estabilidade polinomial. Taxa 6tima. Vigas

de Timoshenko. Vigas de Bresse. Viscosidade eldstica. Semigrupos Cy.



ABSTRACT

In this work, we consider the asymptotic behavior of the solutions to Timoshenko and
Bresse systems with a viscoelastic dissipative mechanism. We analyze whether such dis-
sipative effect given by the elastic viscosity would be strong enough to get exponential
stability. We prove that the Bresse or Timoshenko model is exponentially stable if and
only if all the constitutive law are of viscoelastic, Kelvin-Voight type. That is to say,
if any of the constitutive law is of conservative type, then no matter the choice of the
coefficient of the system, the system never is exponentially stable. This result is different
to all others in the sense that when other partial dissipative mechanism, different from
Kelvin-Voight damping, is introduced on the Timoshenko or Bresse system, the corres-
ponding semigroup is exponentially stable in general when the wave speed are equals.

Concerning the polynomial decay of Timoshenko system we prove that partial viscoelastic

/2 no matter where the viscoelastic

mechanism produce always a polynomial decay as ¢~
mechanism is effective. We prove that the same result is also valid to Bresse system even
when the dissipation is effective in two constitutive laws. When the Kelvin-Voight dam-
ping is effective only in one constitutive law to Bresse system, we prove the polynomial
decay on certain conditions for the coefficients. For Timoshenko model this situation
never happens. Moreover, in case of the polynomial stability we show that the rate ¢~/2
is optimal over any initial data taken on the domain of the infinitesimal operator.

The method we use is based on Priiss and Borichev and Tomilov result.

Keywords: FExponential stability. Polynomial stability. Optimal rate. Timoshenko

beams. Bresse beams. Viscoelasticity. Cy-semigroup.



“O Coelho Branco colocou seus dculos.
‘Por onde devo comecar Vossa Majestade?’ ele perguntou.
‘Comece pelo comeco’, o Rei respondeu rapidamente,

”

‘e continue até vocé chegar ao final: entao pare’.

Lewis Carroll

Alice no Pais das Maravilhas
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Introducao

O objetivo principal deste trabalho é investigar o comportamento assintotico das solugoes

dos sistemas de vigas de Timoshenko e de Bresse.

O estudo dos modelos para vigas com cargas atuantes interna ou externamente é de grande
importancia para o desenvolvimento da alta engenharia, ja que a viga é um modelo de
estrutura flexivel amplamente utilizado em projetos de estrutura e mecanicos, tais como

projetos de pontes, estradas, edificios, avides, robos, plataformas de petréleo, dentre mui-

tos outros.

(a) Vigas de um
em construcao

www.comiteobrasbr116.blogspot.com.br)

(c) Vigas em uma
forma de petrdleo
www.petrobras.com.br)

viaduto

(fonte:

plata-
(fonte:

(b) Vigas da estrutura
de um avido (fonte:
www. creaform3d.com)

(d) Vigas da estrutura
de um caminhdo  (fonte:
www.lme.ep.usp.br)
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Para o sistema de vigas de Timoshenko, consideramos uma viga reta de comprimento
L em sua posicao de equilibrio, constituida de material isotrépico e linearmente elastico.
Consideramos também, que a area da secao transversal da viga é simétrica com respeito

a0 eixo z.

..... [ | o

7577 L

Figura 1: Viga reta

O modelo de Timoshenko é dado por

p1¢tt - k(Qboc + 1/1)93 = O €m (07 L) X (07 OO) (1)
prtt - waz + k(¢z + ¢) = O em (07 L) X (07 00)7 (2)

em que ¢(xz,t) e P(x,t) descrevem o deslocamento transversal de uma se¢ao plana da viga
e o angulo de rotacao de um filamento da viga na posi¢ao x e no tempo t, respectivamente.

Com essa notacao, definimos a energia total da viga por

1

L
B(t) = 3 / (014l + paltl” + bl | + k|g, + 0] da.

Se ao modelo (1)—(2) acrescentamos condigbes homogéneas de contorno, temos que

d

—FE(t) =0em (0,00).

SE(t) = 0 em (0,00)

Portanto, o sistema (1)-(2) é conservativo, o que significa que a solu¢ao nao decai.
Contudo, nos ultimos anos, varios autores tém dedicado-se a estudar o comportamento
assintotico de sistemas de Timoshenko com algum tipo de mecanismo dissipativo.
Soufyane [21] estudou o sistema de vigas de Timoshenko com atrito presente somente na

equagao da deformacao angular, e mostrou que o sistema

X
~~
=
8
~—
-
oo

1o — k(¢ +¢), = 0em (0,L)
ptht — wax + k(¢x + Q,ZJ) + dwt = 0em (0, L) X (0, OO)7 (4)

com d = d(x) positiva, possui estabilidade exponencial se, e somente se,

No caso em que nao hé decaimento exponencial, Racke e Rivera [17] provaram que o
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sistema (3)-(4) é polinomialmente estavel.

O sistema com memoria

p1¢tt - k<¢z +1/1)x = O €m (07L) X (0,00)

X
~—~
=
8
:_/

foi estudado por Ammar Khodja, Benabdallah, Rivera, e Racke [4], onde concluiu-se a
estabilidade exponencial para memoéria com ntcleo do tipo exponencial se, e somente se, a
condigao (5) é satisfeita, e a estabilidade polinomial para meméria com ntcleo polinomial.
Raposo [20] estudou a estabilizagdo uniforme para o correspondente problema de trans-
missao com memoria com componentes elasticas e viscoelasticas. Mostrou-se neste tra-
balho, que a dissipacao produzida pela parte viscoelastica sempre produz decaimento
exponencial, independente de quao pequena seja a parte viscoelastica.

Em trabalhos mais recentes, Rivera e Sare [10] investigaram a estabilidade do sistema
de vigas de Timoshenko, acrescentando um termo de histéria [~ g(t — $)¢ue(, s)ds na
equagao (1), e concluiram que a dissipagao dada pela histéria é suficientemente forte para
produzir estabilidade exponencial, novamente se, e somente se, as equagoes tém as mesmas
velocidades de onda, e caso contrario, o sistema correspondente possui estabilidade poli-
nomial. Os mesmos autores, em [9], estudaram o comportamento assintético de sistemas
de Timoshenko com memoria de nicleo nao dissipativo, atuando apenas sobre a segunda
equacao do sistema, onde, novamente (5) aparece com condigdo necessaria e suficiente
para a estabilidade exponencial. Nessa direcao, podemos citar também os trabalhos de
Fatori, Garay e Rivera [7], e Ma, Rivera e Silva [11].

Para o modelo de vigas circulares de Bresse, consideramos um arco circular de raio R e
comprimento L em sua posicao de equilibrio, constituida de material isotrépico e linear-

mente elastico.

Figura 2: Arco circular
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O sistema de Bresse é dado por

10w — k(¢z + 0+ lw), — lko(wy — 1) = 0em (0,L) x (0,00)
P2y — bbyy + k(¢ + 0 +lw) = 0em (0,L) x (0,00)
prwy — ko(we —10), + kl(¢pr + ¢ +1lw) = 0em (0,L) x (0,00),

em que w(x,t), ¢(x,t) e 1(x,t) representam, respectivamente, os deslocamentos tangen-
cial, transversal e angular de um filamento da viga na posicao x e no tempo t.

Para o sistema de Bresse, a energia total é dada por

1

L
E(t) = 5/0 [p1|del® + p2lthel® + prlwel® + bloa|® + ks + 9 + lw]? + kolw, — 1] da.

Neste caso, temos que

%E(t) =0, em (0, 00).

Isto significa que a energia se mantém constante ao longo do tempo, e portanto, a solucao
do sistema nao decai. Entretanto, acrescentando termos dissipativos ao sistema, podemos
encontrar algum tipo de decaimento nas solugoes. Recentemente, pesquisadores da area
tem dedicado-se a investigar esses problemas.

Liu e Rao [12] estudaram o decaimento do sistema de Bresse termoelastico, e mostraram
que o sistema é exponencialmente estavel se, e somente se, a velocidade de propagacao
de ondas da equacao de tensao por corte coincidir com a velocidade de propagacao de
ondas referente ao deslocamento tangencial, ou de tensao por flexao. No caso contrario,
os autores provaram que o sistema possui decaimento polinomial. Fatori e Rivera [8]

também deram sua contribuicao para o modelo termoelastico. Neste trabalho, os autores

provaram que o sistema possui decaimento exponencial somente no caso em que

L
P2

% (§ k= ]{30, (6)
e provaram a existéncia de decaimento polinomial no caso geral, em que as taxas de
decaimento dependem das velocidades de propagacao de ondas e das condigoes inici-
ais. Também foi provado a otimalidade das taxas encontradas. Almeida Junior, Bous-
souira e Rivera [2] investigaram o sistema de Bresse com dissipagao de atrito, presente
somente na equagao do deslocamento angular. Neste problema, as igualdades (6) também
apresentaram-se como condi¢oes necesdarias e suficientes para o decaimento exponencial
do sistema, sendo o sistema polinomialmente estavel no caso geral. Alves, Fatori, Jorge
Silva, e Monteiro [3] estudaram o problema acrescentando duas dissipagoes de atrito no
sistema. Foi verificada estabilidade exponencial se, e somente se, k = kg, com decaimento
polinomial no caso geral. O problema da otimalidade da taxa de decaimento polinomial

também foi investigado.
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Neste trabalho, estudamos o efeito dissipativo causado pela viscosidade elastica do tipo
Kelvin-Voight nos modelos para vigas retas de Timoshenko e vigas circulares de Bresse.
Usamos técnicas multiplicativas e resultados recentes da teoria de semigrupos.
Mostramos que a dissipacao causada pela viscosidade elastica agindo de forma parcial
no sistema nao ¢ forte o suficiente para estabilizar o sistema de forma exponencial, para
ambos Timoshenko e Bresse. Esse resultado é nossa contribuicao deste trabalho, visto
que os modelos ja estudados com outros mecanismos dissipativos apresentaram decai-
mento exponencial sob certa condi¢ao para os coeficientes do sistema. Mostramos que os
sistemas possuem decaimento do tipo polinomial, em normas nao uniformes, em todos
0s casos, exceto para o sistema de Bresse com uma tunica viscosidade eldsticas. Nestes
casos, o sistema decai polinomialmente desde que os coeficientes do sistema satisfacam
certas condicoes. Além disso, mostramos que a taxa otima para o decaimento polino-
mial, independe da quantidade de dissipagoes consideradas e das equacoes sobre as quais
atuam. Este resultado é outra contribuicao relevante para os modelos. No caso em que a
viscosidade age totalmente nos sistemas, ou seja, no caso em que consideramos o niimero
de dissipagoes igual ao nimero de equagoes, mostramos que os sistemas de Timoshenko e
de Bresse sao analiticos. Em particular, possuem decaimento exponencial.

O trabalho esta estruturado da seguinte forma:

No capitulo 1, apresentamos os principais resultados que serao utilizados no decorrer do
trabalho.

No capitulo 2, estudamos o sistema de Vigas de Timoshenko viscoelastico, com dissipagoes
agindo de forma total e parcial sobre o sistema.

No capitulo 3, estudamos o modelo de Bresse viscoelastico. Definimos os operadores as-
sociados ao sistema e seus respectivos espagos de energia. Mostramos que os operadores
diferenciais associados ao problema sao geradores infinitesimais de semigrupos de classe
Co.

No capitulo 4, mostramos a analiticidade do sistema de vigas de Bresse sob a acao de trés
dissipagoes viscoeldsticas.

O caso de sistema de Bresse com duas dissipagoes viscoelasticas foi estudado no capitulo
5.

E no capitulo 6 investigamos o comportamento assintético do sistema de Bresse sob a

acao de uma tnica viscosidade eléstica.



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo introduziremos alguns conceitos e resultados sobre semigrupos de classe
Cp. Apresentaremos os principais teoremas que caracterizam o decaimento de um se-
migrupo Cy de contracoes. Tais teoremas sao as ferramentas principais utilizadas no

desenvolvimento deste trabalho.

1.1 Espacos de Sobolev e Resultados Basicos

Seja €2 um subconjunto aberto e limitado de R™, com medida de Lebesgue dzx.

Para 1 < p < oo, definimos
LP(Q) = {u : Q — C;u é mensuravel e / |ulPdz < oo} .
Q

No espago LP(£2) definimos a norma

1
ol = ( | )
Q

LP(€2) munido da norma ||.||» ¢ um espago de Banach.
Se 1 < p < oo, LP(R2) é reflexivo e separdavel.

Para p = oo, definimos o espago
L*(Q) = {u: Q — C;u é mensuravel e existe constante C' tal que |u(z)| < C ¢.t.p. em Q}.
L () munido do produto interno dado por

|u||Le = inf{C € R;|u(z)| < C q.t.p. em Q}
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é um espaco de Banach.

O espago L*(2) dotado do produto interno

(u,v) 2 :/uidas
Q

¢ um espaco de Hilbert, e

lullZz = {u, u)re.

As demonstragoes dos préximos resultados podem ser encontradas em [5].

Teorema 1.1.1 (Desigualdade de Young) Sejam 1 < p < oo e p' € R tais que

1 1
-+ — = 1. Entao,
p P

1 1.
abg—ap—i——/bp,
p p

para todos a >0 e b > 0.

1 1
Teorema 1.1.2 (Desigualdade de Holder) Sejam 1 < p < oo ep' tais que 5 +—-=1

p
Sewu € LP(Q) ev € L (Q), entdo uv € L*(Q). Além disso,

/ juoldr < fJulloo[oll -
Q

Teorema 1.1.3 (Laz-Milgram) Seja H um espago de Hilbert. Se a : H x H — C €
uma forma bilinear, continua e coerciva, entao para cada ¢ € H', existe unico u € H tal
que

a(u,v) = ¢(v), para todo v € H.

Agora, introduziremos os espacos de Sobolev e suas principais propriedades.

Diremos que uma funcao u tem derivada fraca em LP(£2), se existe uma funcao v; tal que
0
/u qbda:z —/vigbda:,
o 0z Q
para toda ¢ € Ci°(12).

Para simplificar a andlise, para a = (aq,...,ay,) € N e x = (21, ..., z,) € R, denotaremos

|Oé| = Z?:laja
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WO\ o™
) (6n)

Sejam m um nimero inteiro nao negativo e 1 < p < co. Definimos o funcional ||.||,,, por

1
ullmp = (Bosjaj<ml D ullfs)? se 1 <p < oo, (1.1)
(§]
e = s [|D%u] 1, (12)

para cada funcao u para a qual as igualdades acima fagam sentido.
O espago de Sobolev W™P(Q) é definido como

Wme(Q) = {u € LP(Q); D*u € LP(Q), ¥V |a| < m},

em que D“u é a derivada no sentido fraco.

Definimos também o espaco
WP (Q) = fecho de C§°(€2) no espago W™P(Q).

O espago de Sobolev W™?((2), equipado com a norma ||.||,,, dada por (1.1) ou (1.2) é
um espaco de Banach separavel, reflexivo e uniformemente convexo.

Quando p = 2, usualmente denotamos W™P(Q) por H™(f), e este é um espago de Hilbert
com o produto interno correspondente.

Um espacgo importante é o espago que denotaremos por

Hmj’(Q) = {U & Cm(Q)’ HuHm,p S oo}“-llm,p.

A conjectura
H™P(Q) = W™P(Q)

foi demonstrada por Meyers e Serrin em [14], ap6s ficar muitos anos em aberto.

Agora, apresentaremos os principais teoremas de desigualdades de Sobolev.

Teorema 1.1.4 (Sobolev, Gagliardo, Niremberg) Sejam 1 < p < n e p* € R tais

1 1
que — = — + —. Entao, temso que

Whe(R™) C L (R™).
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Além disso, temos que existe constante C' > 0 tal que
|[ull e < ClIVullo, Yu € WH(R™).

Demonstracao: A demontragao pode ser vista em [16]. 0

Teorema 1.1.5 (Morrey) Seja p > n, entao temos que
WH(R") C L®(R"),
com imersao continua. Além disso, se verifica
u(x) —uly)| < Clz —y|"[[Vull s,

n p
em que vy =1—— e C é uma constante.

Demonstragao: A demonstracao deste resultado, bem como as demonstragoes dos

coroldrios que seguem, também pode ser vista em [5]. 0]

Corolario 1.1.5.1 Seja m > 1 um inteiro e 1 < p < 0o, entao se verifica

1 1 1

- n >0 = W™(R") C LYR") em que — = — — @,
pn qg p n
1 m

D0 5 wmRY) C LR Ve e fp, o,

p n

1

2o = WmP(R") C L=(R"),

p n

) - , , . n -, , . .
com as imersoes continuas. Além disso, se m — — > 0 ndo € um nimero inteiro, deno-
p

tando por

k:{m—ﬁ} el=m—-"_k 0<8<1,
p p

e

verificamos que, para toda uw € W™P(R™), € vdlido
[1D%ul|poe < [|tiflmp, Vo€ R, [af <E,

e ainda, temos
|D%u(x) — D*u(y)| < Cla —y|’||ullm.p-

Em particular, temos que W™P(R™) C C*(R").
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Corolério 1.1.5.2 Seja Q um aberto de classe C* com fronteira limitada, ou Q = R'.

Seja 1 < p < 00, entao se verifica

11 1
1<p<n = WYQ)cCLYQ) em que — = — — —,
qg p N
p=n = WYWQ)cCLYQ) Vg€ [p, o,
p>n = WW(Q)C L),
com as imersoes continuas. Além disso, se m — n > 0 nao é um numero inteiro, deno-
p
tando por

n n
k:[m——} ed=m———k 0<0<1,
p p
verificamos que, para toda w € W™P(Q), é vdlido
[D%u|zee < [Jullmp, Vo €R", |af <k,

e ainda, temos
[D*u(z) — Du(y)| < Cla — y|°[|ullm,p-
Em particular, temos que W'P(Q) C C(9).

Teorema 1.1.6 (Rellich-Kondrachov) Suponhamos Q limitado de classe C*. Entao,

se verifica

1 1 1
p<n = WWQ)CLY(Q) VYgecll, p*[, em que — = — — —,
p p n
p=n = WWQ)CLYQ) Vqgell, oo,
p>n = WWQ)cCCOW),
com as 1mersoes compactas.
Demonstracao: Veja [5]. O

Uma desigualdade muito importante, e que sera utilizada de forma recorrente nesse texto

é a desigualdade de Poincaré.

Lema 1 (Desigualdade de Poincaré) Suponhamos que Q2 é um aberto limitado, pelo

menos em uma direcao. Entao, existe uma constante C, dependente de €2 e de p, tal que
|wllr < C||Vu|e, YueW,P(Q) 1<p< oo.

Em particular, a expressao fQ VuVuvdr é um produto interno em H(SY), que induz a

norma |Vul|r», equivalente a norma usual de H}(Q).
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Demonstracao: A demonstragao desta desigualdade pode ser vista em [5]. O

1.2 Semigrupos () Gerados por Operadores Dissipa-

tivos

Definicao 1 Seja X um espaco de Banach. Uma familia de operadores lineares limitados

Tt): X — X,0<t<o0o éum semigrupo fortemente continuo ou de classe Cy se
(1) T(0) = I, em que I representa o operador Identidade,
(i1) T(t+s) =T(t)T(s), para todos t,s > 0,

(111) T(t)x € continuo na varidvel t em [0, 00), para cada x € X.
Diremos que um semigrupo 7'(t) de classe Cy é limitado, se existir constante M > 0 tal
que

|T(t)|| < M, paratodo 0 <t < oco.

Além disso, se M = 1, diremos que T'(t) é um semigrupo de classe Cy de contragoes.

Seja T'(t) um semigrupo de classe Cy. Consideremos o conjunto

D(A) = {x € X; lim Tz -

t—0t

existe em X }

O operador linear A : D(A) — X, dado por

T _
Az = lim —(t)x *

t—0t+ t

¢ chamado de gerador infinitesimal do semigrupo T'(t). Muitas vezes, denotamos T'(t) =

et

Seguem das defini¢oes que
t T(t)z € C°([0, 00); X), paracadaz € X,
e além disso, se A é o gerador infinitesimal de T'(t), temos que

t T(t)z € C°([0, 00); D(A))NCH[0, 00); X), para cada z € D(A).
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Seja A um operador linear sobre o espaco de Banach X. Definimos o conjunto resolvente

de A por
o(A)={\eC;(\[ - A)": X — X existe e é limitado},
e o espectro de A por

o(4) = C\ g(A).

O conjunto o(A) é formado por trés subconjuntos disjuntos:

e 0 espectro discreto o4(A), formado pelos A € C tais que A\l — A néo é injetivo;

e 0 espectro continuo o.(A), formado pelos A € C tais que A\l — A ¢é injetivo, tem
imagem densa em X, mas (Al — A)~!: R(Al — A) — X ¢ ilimitado;

e 0 espectro residual 0,.(A), formado por A € C tais que AI — A é injetivo e o conjunto

imagem nao ¢ denso em X.

Observagao 1 No caso de dimensao finita temos que o.(A) =0 e 0,.(A) = 0. De fato,
se (M — A) for injetivo, entdo serd sobrejetivo, e portanto, existird o operador linear
A7t X — X. Como todo operador linear € limitado em dimensdo finita, teremos A~

operador limitado.

Observagao 2 No caso em que A € um operador linear nao limitado, se existe Ny € C
tal que (NI — A)™' é um operador compacto, entio o(A) serd composto apenas pelos

autovalores de A, ou seja, o(A) = oq4(A).

Lema 2 Sejam X wum espagco métrico completo e S : X — X um operador linear e

continuo com inversa continua. Seja B € L(X) em que

1

I Bll< T
IS~

entdo S + B € um operador linear continuo e inversivel.

Demonstragao: Temos que S + B € bijetivo. De fato, seja w € X e denotemos por P

o operador dado por

P(z) = S~ (w) — S B(x).

Assim, P é um operador linear limitado, por hipdtese, e ainda
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| P(z) = Ply) Ix<allz—yl,

em que a =|| S~ ||| B ||< 1. Pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, segue que existe

tnico z € X tal que P(z) = z, ou seja, existe unico z € X tal que

z=8"Yw) - S'B(z) & (S+ B)(z) =w.

Logo, temos que S + B é um operador bijetivo, e portanto, inversivel.
Agora, como S + B é continuo, segue do Teorema do Grafico Fechado que (S + B)™!

também um operador continuo. O

O préximo lema serd frequentemente usado durante o texto.

Lema 3 Seja A um operador linear tal que 0 € o(A). Se iR € o(A), entdo existe w € R

com || A7 ||< |w| < oo tal que

{iB; 18] < lwl} € o(A) e sup{|| (iBT — A)~" [I;]B] < |w|} = 0.

Demonstragao: Como 0 € p(A), segue do lema anterior que
il — A= A(GiBA™ — 1)

possui inversa continua para || <|| A_; ||7"
Se sup{|| (i8I — A)~! ||;18] <|| A7! |71} = M < oo, entdo, segue novamente do lema

anterior que o operador

il — A= (ifol — A)(I +i(B — Bo)(ifol — A)™,)

com |By] <|| A7! |71, possui inversa continua para |8 — G| < Mt e | (i8I —A)7' ] ¢é
uma aplicacao continua de 8 no intervalo (— || A7! || =M~ || A7V || +M 7).

Segue que, se iR ¢ p(A), entdo existe w € R com | A7 ||< |w| < oo tal que
{iB; 18] < |wl} € p(A) e sup{|| (iBI — A)" [|;B] < |w|} = oco. B

O préximo teorema, de Hille-Yosida, nos fornece uma caracterizagao dos geradores infini-

tesimais de semigrupos Cj de contragoes.

Teorema 1.2.1 (Hille-Yostda) Um operador linear nao limitado A € gerador infinite-
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simal de um semigrupo Cy de contracoes T'(t), t <0, se, e somente se,
(i) A é um operador fechado e D(A) € denso em X,

1
(ii) RT C o(A) e |[(AM[ — A)7| < T para todo A > 0.

Demonstracao: A demonstragao deste teorema pode ser vista em [18]. O

Outra caracterizagao de geradores infinitesimais de semigrupos Cj de contracoes é dada

no teorema Lummer-Phillips. Para essa caracterizacao, introduziremos o conceito de

operador dissipativo.

Definigao 2 Seja H um espago de Hilbert, equipado com produto interno (, )y, que induz
em H a norma ||.||g. Seja A um operador linear densamente definido sobre H. Dizemos

que A € um operador dissipativo se
Re(Az,z)y <0, para cada x € D(A).

Teorema 1.2.2 (Lummer-Phillips) Seja A um operador linear com dominio D(A)

denso no espaco de Hilbert H.

(i) Se A € dissipativo e existe Ao > 0 tal que o conjunto imagem, R(Aol — A), de Aol — A

¢ H, entao A ¢ o gerador infinitesimal de um semigrupo Cy de contragoes sobre H.

(i1) Se A é o gerador infinitesimal de um semigrupo Cy de contragoes sobre H entdo
A € dissipativo e R(AN — A) = H, para todo A > 0.

Demonstracao: A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [18]. 0]

O préximo resultado, corolario do teorema de Lummer-Phillips, sera frequentemente usado

neste trabalho.

Corolario 1.2.2.1 Seja A um operador linear dissipativo com dominio D(A) denso no
espago de Hilbert H, tal que 0 € o(A). Entao, A é o gerador infinitesimal de um semigrupo

Cy de contragoes sobre H.

Demonstragao: Por hipdtese 0 € o(A), portanto, existe e é limitado o operador A~1.

Recorrendo ao lema 2, é facil ver que A\I — A é invertivel para 0 < A\ < ||A™||71. Assim,
pelo teorema de Lummer-Phillips, segue que A é o gerador infinitesimal de um semigrupo

Cy de contragoes sobre H. 0
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1.3 Resultados sobre propriedades assintéticas de um
semigrupo

Nesta secao, apresentamos os resultados fundamentais sobre o comportamento assintético

de um semigrupo dissipativo.

Teorema 1.3.1 Seja S(t) = e um semigrupo de classe Cy sobre o espago de Banach

X. Entao existem constantes w >0 e M > 1 tais que
le|] < Me™, ¥V 0<t< 0. (1.3)

Demonstragao: A demonstragao deste resultado pode ser vista em [18]. O

Se a desigualdade acima é valida, entao
ledt] < Me™ v aeR.

Assim, um resultado interessante é encontrar o menor valor de w € R que verifique (1.3).

Definigao 3 Seja A o gerador infinitesimal de semigrupo Cy. Definimos o tipo do semi-

grupo e denotado por wy(A), como

At|| At||

wp(A) = lim In e = inf In fle

t—o0 t t—o0

(1.4)
Lema 4 Seja A o gerador infinitesimal de semigrupo Cy. Entao
wo(A) = inf{w € R; ||| < Me®', V 0<t< oo}
Demonstragao: De fato, se @ € {w € R; [|e|| < Me**, V 0<t < oo}, entdo
le|| < Me™, ¥V 0<t< oo,
o que implica

InfjeAt]  InM
n”: I - nt Y@, Y t>0.

Logo,

1 At
wo(A) = inf I fle™] < .

t—o0 t
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Portanto,
wo(A) < inf{w € R; [le|| < Me*', V 0<t< oo}

Por outro lado, dado € > 0, existe N, > 0 tal que

In [|e®]
t )

wo(A) +€> vV t> N, (1.5)
ou seja,
0TIt > 1Aty ¢ > N
Pelo Teorema 1.3.1, existem constantes o > 0 e C > 1 tais que
et < Ce®, ¥V 0<t< o0,
assim,
et < CeNe < Melwo+at vyt ¢ [0, N,

CleNe
max{eo(A)+)t: () < ¢ < N}

em que M =
Tomando M = min{1, M}, temos que
e < MelroFat >,
para todo € > 0, e logo,
e < Meo@™t v ¢ >0.
Portanto,
wo(A) > inf{w € R; [|e?|| < Me*, ¥V 0<t< ool (1.6)

Das desigualdades (1.5) e (1.6) segue o resultado. O

Definigao 4 Um semigrupo S(t) = e ¢ exponencialmente estdvel se existirem constan-
tesa>0eM >1 tais que

le] < Me™®, ¥ t>0.
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Observagao 3 E importante notar que se wo(A) < 0, entdo o semigrupo {e?t} é expo-

nencialmente estdvel, com taza dtima determinada por wy(A).

O préximo teorema, devido a J. Priiss, [19], carateriza a estabilidade exponencial de um
semigrupo Cy de contragoes. Este serd o resultado utilizado no trabalho para investigar

o decaimento exponencial dos sistemas.

Teorema 1.3.2 Seja S(t) = et um semigrupo de classe Cy de contragoes sobre um

espago de Hilbert H. Entao S(t) € exponencialmente estdvel se, e somente se,

o(A) D {if; B € R} = iR (1.7)

¢
limys) o0 | (181 — A)7H| < 0. (1.8)
Demonstragao: Veja [13] e [19]. O

Observagao 4 Se ||S(t)|| — 0, entdo S(t) = e € exponencialmente estdvel. Em par-
ticular, se ||S(t)u|lg < é(t)||ullm, para todo u € D(A), em que ¢(t) — 0, entao S(t) é

exponencialmente estdvel.

Para semigrupos que nao decaem exponencialmente, podemos analisar o decaimento do

tipo polinomial com normas nao uniformes.

Definigao 5 Um semigrupo S(t) = et é polinomialmente estdvel se existirem constantes

C >0 e~ >0 tais que
At ¢
le™ullr < Zllullpey, Vue D(A).

O préximo teorema, de A. Borichev and Y. Tomilov, [6], caracteriza a estabilidade poli-
nomial de semigrupos Cy limitados sobre espacos de Hilbert. Usaremos uma reformulagao

desse resultado para analisar o decaimento polinomial dos modelos deste trabalho.

Teorema 1.3.3 Seja S(t) = et um semigrupo Cy limitado sobre um espaco de Hilbert

H, tal que iR C o(A). Entao, para o > 0 fizado, as sequintes condi¢des sio equivalentes:
(D |GA = A7 = O(JA]), A — o0

(I) ||S() A~ | = Ot~ =), t— oo.
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Demonstracao: Ver [6]. O

O teorema acima pode ser reescrito por:

Teorema 1.3.4 Seja S(t) = e' um semigrupo Cy limitado sobre um espaco de Hilbert

H, tal que iR C o(A). Entao, para o > 0 fizado, as sequintes condi¢des sdo equivalentes:
. L. 1
(i) sup g5 @H(zﬁf — A)7 || < C, para alguma constante 6 > 0

1
(i1) Eziste constante C' > 0 tal que ||S(t)Upll < CF||U0||D(A), V Uy e D(A).

Demonstracao: A equivaléncia entre a condigao (i) e a condic¢ao (I) do teorema 1.3.3
¢ imediata.
Dado F € H, existe Uy € D(A) tal que F' = AU,.

Suponhamos que valha (ii). Entao,

IS AT F Iy 15 () Vol

1
< Cxlllolloey

1
CFHAUO”’H

1
= CF||F||H.

Logo,
ISEA| =0t =), t— oo.

Por outro lado, se vale a condi¢ao (II) do teorema anterior, entdo temos que

1S®Uolln = [ISE)ATFx
1
< CFHFHH
1
= CF\’AU0’|H

1
= CFHUOHD(A)-

Portanto, (ii) e (II) sdo equivalentes. O

At ¢ analitico quando admite uma ex-

Definicao 6 Diz-se que um semigrupo S(t) = e
tensao S(N), para A € Ng = {\ € C;|arg(\)| < 8}, para algum 6 > 0, tal que A — S(N)

é analitica e
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(1) limp,5a0 |S(AN)u —u|| =0, Yu € H,
(i) S(A+ ) = S(N)S(1), VA, € Dy
Para analisarmos analiticidade, usaremos o seguinte resultado:

Teorema 1.3.5 Seja S(t) = et um semigrupo Cy de contracoes sobre um espago de

Hilbert H. Entao S(t) € analitico se, e somente se,

o(A) D {if; 8 € R} = iR (1.9)

e
i g o | (BT — A) 7| < 0. (1.10)
Observagao 5 As condi¢oes do teorema acima implicam que, se S(t) = et é um se-

At 4

migrupo Cy de contragoes analitico sobre um espaco de Hilbert H, entdo S(t) = e é

exponencialmente estdvel.

Definicao 7 Seja A um operador sobre um espaco de Banach X. A cota superior do

espectro de A € o valor
wy(A) =sup {Re{A\}; A € 0(A)}.

Definicao 8 Dizemos que o semigrupo Cy S(t) = e possui a propriedade da estabilidade

linear, se
wo(A) = U)O-<A).

Verificar que um semigrupo possui a propriedade da estabilidade linear é importante pois
permite calcular de forma mais simples o tipo do semigrupo. Assim, quando wg(A) =
wy(A), basta determinar a cota superior do espectro para encontrar a melhor taxa de
decaimento. Por isso, quando esta propriedade é valida, dizemos que o semigrupo possui

a propriedade do crescimento determinado pelo espectro (PCDE).

Observagao 6 A propriedade da estabilidade linear se verifica quando A € um operador

normal, ou quando A € gerador infinitesimal de um semigrupo analitico.



Capitulo 2

Vigas Viscoelasticas de Timoshenko

2.1 O modelo de vigas de Timoshenko viscoelastico

Neste capitulo, estudamos o comportamento assintotico de sistemas de vigas de Ti-
moshenko viscoelastico.

Consideramos uma viga de comprimento L em sua posicao de equilibrio, constituida de
material isotropico e linearmente elastico.

Consideramos também, que a area da se¢ao transversal da viga é simétrica com respeito ao

eixo z. A teoria de Timoshenko para o movimento das vibracoes transversais em uma viga

Figura 2.1: Viga em posicao de equilibrio

elastica leva em consideracao tanto o efeito do cisalhamento quanto o efeito da rotacao.
Se ¢(x,t) e P(z,t) descrevem o deslocamento transversal de uma se¢ao plana da viga e o
angulo de rotacao de um filamento da viga na posicao x e no tempo t, respectivamente,

a equacao do movimento nos da

pAdy = S em (0,L) x (0,00) (2.1)
plyy = M, — S em (0,L) x (0,00), (2.2)

23
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em que

M = FEIy, + Deformacao por flexao

S

= KAG(¢,+1¢) <« Deformacao por corte.

Os coeficientes pA, pl, FE, I, KAG representam massa por unidade de comprimento,
momento polar, médulo de elasticidade de Young, momento de inércia da segao transversal

e modulo de cisalhamento, respectivamente. Denotando p; = pA, po = pI, b = El e

secdo transversal

configuragdo atual
atual

4 .
o e i 2
movimento y i =
”Y — gp
X

e S
I
\ =
5 = § P B
configuragdo referencial = teeeoees K
—=i ke secdo tranversal

referencial

Figura 2.2: Viga em movimento

k = KAG, obtemos de (2.1)-(2.2) o sistema hiperbdlico e acoplado de Timoshenko

pron — Koy +v), = 0em (0,L) x (0,00) 23)

Com essa notagao e considerando condigoes de contorno homogéneas, definimos a energia

total da viga por

1

L
E(t) := 5 /0 [o1]@e)* + palte|” + bla | + k|dy + 7] da.

De fato, multiplicando (2.3) por ¢, e integrando em relacdo a x de 0 a L, obtemos que

L L
Pl/o ¢ttadl’+k’/0 (¢ + 1) ar dz = 0 em (0, 00).

Multiplicando (2.4) por 1, obtemos que

L L L
pg/o Q,Dtt%dx—i—/o b@bx%dx%—k/o (¢ + V) dz =0 em (0, 00).
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Somando as duas ultimas expressoes, obtemos que

d
%E@) =0, em (0,00).

Portanto, o sistema (2.3)-(2.4) é conservativo, o que significa que a solu¢do nao decai.
Vamos investigar o sistema de vigas de Timoshenko viscoeldstico do tipo Kelvin-Voigt
com dissipacgao agindo de forma parcial e total sobre o sistema.

Investigaremos, portanto, o comportamento assintético da solugao (¢, ) do sistema

P1ow — k(dw + ), —71(0x + V) = 0em (0,L) x (0,00)
prtt - waz + k((bx + w) - Vszxt + ’Yl(é% + w>t 0 em (07 L) X (O, OO),

nos casos em que:
o v >0ey >0,
e 71 >0evy =0,
o 131 =0ey >0.

Além disso, estudaremos o sistema com dissipacao viscoelastica

=
g

S~—
[N}
ot

P10 — k(dp + ), — Vizer = 0em (0,L) x (
Pt — by + k(dr + 1) — Y9tue = 0em (0,L) x (0,00), (2.6)

nos seguintes casos:
o vi>0en, >0,
7 >0er=0,
e 7y =0e~,>0.

A andlise do sistema (2.5)-(2.6) serd feita exclusivamente do ponto de vista matemaético,
com a finalidade de comparar com os resultados obtidos para o sistema de vigas de Ti-
moshenko viscoeldstico do tipo Kelvin-Voigt (2.5)-(2.5).

Primeiramente, vamos considerar

= ElYy +vtu (27)
S = KAG(¢y + ) +7(ds + ¥ (2.8)

Assim, obtemos o sistema de vigas de Timoshenko viscoelastico

pl(btt - k(¢x + w)m - 71(@25:10 + ¢)mt = 0Oem (07 L) X (07 OO) (29)
P2l — Doy + k(00 + ) — Y2Vaar + 71(d0 + U 0 em (0,L) x (0,00). (2.10)
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Consideramos condigoes de contorno mistas, do tipo Dirichlet-Neumann

#(0,t) = (L, t) = 1, (0,t) =, (L,t) =0, Vt>0. (2.11)
e condigoes iniciais
¢(x,0) = do(x), o(x,0) = d1(x), (x,0) = tho(x), ti(x,0) = Pu(x),2 € (0,L). (2.12)

De (2.4), temos que

f(t) = /0 [0z (1) +(x, )] do satisfaz  f"(t) + af'(t) + 0f (t) =

Se as condigoes iniciais f(0) = f/(0) = 0 sao satisfeitas, f(¢) se anula para todo ¢ > 0.

Por isso, assumimos que os dados iniciais satisfazem as condigoes

/OL bolw)dz = /OL i (z)dz = 0. (2.13)

Denotemos
L

2.0 = {7 e 0. [ =0l e H0.L)=H0.0)0L0.D)
0

A condigao (2.13) nos garante que L2(0,L) e H(0, L) estao bem definidos.

Assim, para o problema

P1ow — k(e + ), —71(dx + ) = 0em (0,L) x (0,00)
ptht - bwmz + k((bx + ’l/}) - Vszxt + Vl(gbx + w>t = 0Oem (07 L) X (O, 00)7

com condigoes de contorno mistas Dirichlet-Neumann, consideramos como espaco de ener-

gia o espago dado por
H, = Hy(0,L) x L*(0,L) x H}(0, L) x L2(0, L),

com produto interno

(6,8, 6, ), (3,8, 8, 9))p, = / Sddr 1 ps / Wds + b / o Bade

¢m+¢ (60 + ) da
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O produto interno em H; acima induz a norma da energia

2
10N, = [l(6 .9, 9|5, (2.14)
= |1+ o2 1[5 + bllvall: + K e + ¢ll72

Definimos o operador linear A; : H; — H1, por

0 1 0 0
ko2 mp2 k. ot
p1 % p1 T p1 % p1 %
A = (2.15)
0 0 0 I
=20, 1Y, LR LI 2oI-1n]
P2 P2 P2 p2- A

P2

com dominio
D(A;) = {U" € H1|® € H)(0, L),V € H!(0,L), k¢ +v1® € H*(0,L),bp, + 1V, € H)(0,L)} .

Assim, o sistema de vigas de Timoshenko viscoeldstico apresentado acima pode ser rees-

crito como um sistema de primeira ordem sobre o espaco de Hilbert H;:
U(t) = AU (1), U(0) = Uy € D(A), (2.16)
correspondendo as condigoes de fronteira (2.11), em que Uy = (¢g, d1, o, ¥1)".

Teorema 2.1.1 O operador Ay, dado em (2.15), é o gerador infinitesimal de um semi-

— 6./411‘,

grupo Cy de contragoes T(t) sobre o espaco de Hilbert Hyi, para v > 0 e v > 0.

Demonstragao: Primeiramente, vejamos que A; dissipativo.

De fato, seja U = (¢, D, 1, ¥)! € D(A;), entao
L k ’)/1 —
AUy, = o [ LG+ 0+ (@4 )T da
0o P P1

L b k —
0o P2 P2 P2 P2

L L
+b/0 U, dr + k/o (@, + V][, + ¢] du.

Portanto,

L L
Re{A,U,U),, = —’yl/ |, + U? do — "}/2/ |W,|? dz <0, para v,y > 0. (2.17)
0 0
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Portanto, A; é dissipativo.
Agora, mostraremos que 0 € g(.A;). Para isto, devemos verificar a existéncia do operador

inverso —A; ! e mostrar que este é limitado em H;.

(i) —A; bijetivo.
Dado F' = (f1, fa, f3, f1) € H1, devemos encontrar tnica U = (¢, @, v, V)" € D(A;)
tal que

- AU = F.
Considerando as condigcoes de contorno Dirichet-Neumann, devemos ter

o = flEHé(OvL) (
[ (s e+ p( ++ V)] = f,eL’0,L) (
—VU = f3€ H(0,L) (220
(

_[ﬁ%;m - (cbx + 1) + \Ilm — ﬂ(cbx + )] fa€ L0, L).
P2 P2

De (2.18) e (2.20) segue que

® = —f € Hy(0,L)
U = —fse€ H,(0,L).

Entao, nos resta mostrar que existem ¢, ¢ solucoes de

{ k(s + ) = 1= m(f)ea+ (i) + prf € HZOL) 5 g9

0 + k(e +0) = g:=%(f3)ee —nl(fr)z + fs] +p2fs € H0,L)

satisfazendo

$(0) = ¢(L) = 1h5(0) = ¢h(L) =0

Consideremos o espago Wy = H}(0,L) x H!(0, L), e denotemos por a(.,.) a forma
bilinear a; : W7 x W7 — C dada por

i (00.6D) = [ Gt @aDdrss [ wdiar

Tem-se que a; € bilinear, coerciva e continua no espaco de Hilbert W; x Wy, e logo,

pelo teorema de Lax-Milgram, existe solug¢ao para o problema variacional

a1 ((6.4). (6,9)) = ((£,9), (8. 9)), V(,9) € W,
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em que (f,g) € H*(0,L) x H7*(0, L).
Portanto, existe tnica solucao (¢, 1) € Wi do sistema (2.22).
Logo, existe tnica U € D(A;) que satisfaz —A,U = F.

(ii) —A; é um operador limitado em H;

Multiplicando (2.18) por ® e integrando de 0 a L em relacdo a x, obtemos
L L L
/ B dov < C’q/ |f1]? dz + C’el/ || dw
0 0 0
_ L _ L L
< 061 / |(fl)a: + f3|2 dr + Cel / |(f3)a:|2 dr + 061/ |(I)|2 dm,‘v’el > 0.
0 0 0
Tomando ¢; > 0 suficientemente pequeno, temos que
L ~
o [ 10f s < GulFIE, (2.23)
0
Multiplicando (2.20) por ¥ e ntegrando de 0 a L em relacdo a x, obtemos
L L L
/ W2 dr < CQ/ | f3? dx + 062/ |W|? dz,¥ € > 0.
0 0 0
Assim, tomando €5 > 0 suficientemente pequeno, obtemos
L ~
p [0 s < GilFI,. (2.21)
0

Multiplicando (2.19) por ¢ e (2.21) por 1, obtemos que

L L L L
k/ |¢x+¢|2dx+b/ Gl de < 0/ |f2|2dw+063/ 6] da
0 0 0 . 0 .
+Ce4/ | f4]? d$+064/ 1v]? dz
P ° .
m/ By + Ul + o dxw/ W, ||| da.
0 0

Usando (2.17) na desigualdade acima, e tomando €3, €, pequenos o suficiente, temos

que

L L
[ e+ ol do v [l e < G + G0 Pl (225
0 0
Finalmente, das desigualdades (2.23)-(2.25) segue que

1Ull, < KN F |3, (2.26)
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para constante positiva K que independe de U. Portanto, ||A;!|| < K.

Como 0 € o(A;), segue da identidade do resolvente que, para A pequeno, R(AI—A;) = H,
(teorema 1.2.4 em [13]). Pelo teorema de Lummer-Phillips, A; é o gerador infinitesimal
de um semigrupo Cj de contracoes sobre o espaco de Hilbert Hq, para v; > 0 e v > 0.
O

Sob estas condicoes, temos o seguinte teorema:

Teorema 2.1.2 Suponhamos que os dados iniciais (¢o, d1,%0,Y1)" € D(A1), entdo eriste

unica solugdao (¢, ®, 1, V) para o sistema,

P1¢tt - k(¢x + ¢)x - ’71(¢x + ,lvz))ﬂCt = 0Oem (07 L) X (O’ OO)
Ptht - waa} + k(¢x + ZZJ) - ")/2w:r:a:t + 71(¢x + w)t = 0em (Oa L) X (Oa OO),

satisfazendo
(6. @,9,7) € C([0,+00]; D(A1)) N C* ([0, +00]; Ha) -

Agora, se acrescentarmos a dissipacao viscoelastica diretamente na equacoes do modelo

original, obtemos

plgbtt - k(¢x + @D)x - ’yigba:xt = 0Oem (07 L) X (07 OO) (227)

Novamente consideramos condi¢oes de contorno do tipo Dirichlet-Neumann

#(0,t) = (L, t) = ¢,(0,t) = (L, t) =0, Vt >0, (2.29)
e condigoes iniciais
¢(x,0) = ¢o(x), du(2,0) = ¢1(x), ¢(x,0) = Yo(x), ¥u(2,0) = d1(x),x € (0,L),

e o espago de fase H;.
Assim, o sistema de vigas de Timoshenko viscoeldstico apresentado em (2.27) — (2.28)

pode ser reescrito como um sistema de primeira ordem sobre o espaco de Hilbert H;:

Uy(t) = AU (1), U(0) = Uy € D(A),
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correspondendo as condigoes de fronteira (2.29), em que Uy = (¢o, ¢1, %0, 1), €

[0 I 0 0 ]
kgp Mgz kg, 0
. p1 P1 P1
Ay = (2.30)
0 0 0 I
=k 0 Lp2_ky 2 82
L p2 7% p2 T P2 p2 T

com dominio
1) ={U € H4|® € Hy(0,L),¥ € H!(0,L), k¢ +y1® € H*(0, L), bp, + 4V, € Hy(0,L)}.

De forma anéloga aos caso anterior, temos o seguinte resultado:

Teorema 2.1.3 O operador jl dado em (2.30), é o gerador infinitesimal de um semi-

grupo Cy de contragoes T(t) = et sobre o espago de Hilbert Hq, para vy >0 e 75 > 0.

Demonstragao: Seja U = (¢, P, ¢, V) € D(.Zl). Entao

s ¢
k n
<AV1U, U> _ < p1 (¢x + ngjx + o1 <I>x:c : ;{; >

- /0[ (6 + 0+ 20,8 o

/

L
+p /0 [ Yz — _(¢m + 1/)) rz]\ll dx

P2

L L
+b / U, dr + k / (@, + U)[¢, + ] dx
0 0

Assim,

L L

R6<A1U, U> = —%/ D, |* do — Vé/ |W,|? dz <0, para~v;, v, >0. (2.31)
Hi 0 0

Portanto, mostramos que o operador .Zj é dissipativo.

Para completar a demonstracao, é suficiente mostrar que 0 € Q(ﬂl). Para isto, vamos

verificar a existéncia do operador —A;" e mostrar que este é limitado em H;.

(i) —A; bijetivo.
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Seja F' = (f1, f2, f3, f1)" € H;. Vamos mostrar que existe tnica U = (¢, ®, 9, V) €
D(A,) tal que

~AU=F.

Considerando condigoes de contorno Dirichet-Neumann, devemos ter

—® = f1 € Hy(0,L) (2.32)
k /
_[p_(qu + w)x + %q)xa:] = f2 € L2(O’ L) (233)
1 1
~VU = f3e€ HX0,L) (2.34)
b k ;
[t = — (6 + )+ 2Wy] = i€ L0, L). (2.35)
P2 P2 P2
De (2.32) e (2.34) obtemos que
® = —f € Hy0,L)
U o= —fye HY0,L).
Assim, basta mostrarmos que existem ¢, 1 solugoes de
—bur + k(e +¥) = g:=7(f3)ee +p2fs € H—1(07 L)
satisfazendo

$(0) = ¢(L) = ¥2(0) = ¥u (L) = 0.

Consideremos o espago Wi = H}(0, L) x H}(0,L).
Seja a; : Wy x W; — C dada por

L =
0

a0 ((60).6.9) =k [ (6t )6, +0) do+ b/OL Vet da.

Temos que a; é uma forma bilinear, coerciva e continua no espaco de Hilbert W; x

W1i. Logo, pelo teorema de Lax-Milgram, existe solucao para o problema variacional

@ ((6,0),(3,9)) = {(£.9). (6,0, ¥(,5) € Wi,

em que (f,g) € H*(0,L) x H (0, L).
Portanto, existe tnica solugao (¢,) € Wy do sistema (2.36).
Logo, existe tnica U € D(jl) que satisfaz —A,U = F.
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(ii) — A, é limitado em H;
Do produto de (2.32) por ®, obtemos que

L L L
/ D do < C’q/ | f1]? dx—l—C’el/ || du.
0 0 0

Logo, para €; > 0 suficientemente pequeno, temos que
L —~
o [ 10Fde < GiIFIE,. (2.37)
0
Do produto de (2.20) por ¥ segue que

L L L
/ U|?dr < CEQ/ | f3|? dx + 062/ |U|? d, Ve, > 0.
0 0 0

Assim, tomando €, > 0 suficientemente pequeno, obtemos
L A~
p [ 1P e < GallFI, (2.38)
0

Somando o produto interno dem L?*(0, L) de (2.33) por ¢ com o produto interno
dem L?(0,L) de (2.35) por 1, obtemos que

L L L L
k/ ]¢x+w|2dm+b/ [|? do < 063/ |f2|2d$+063/ |p|* dx
0 0 0
’ L L
+cz4/ \f4!2dw+Ce4/ [ do
0 0
L L
st [l doas [ (0 o
0 0

Logo, por (2.31), e tomando €3, €, pequenos o suficiente, obtemos que

L L
K / 6o+ 9 do +b / o de < CF|Z, + CeslUIE,,  (2.39)
0 0

para todo €5 > 0.
Portanto, das desigualdades (2.37)-(2.39) segue que

1Ulls, < K[ Flf3,, (2.40)

para constante K > 0 que independe de U.
Logo, | AT < K.

Como 0 € Q(jl), segue da identidade do resolvente que, para A pequeno, R()\[—.ZQ) =H,.

Assim, pelo teorema de Lummer-Phillips, concluimos que le é o gerador infinitesimal de
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um semigrupo Cy de contragoes sobre o espago de Hilbert #H;, paray; > 0e 5, >0. O

2.2 Viscoelasticidade agindo totalmente no sistema

Nesta secao, investigaremos o efeito dissipativo o sistema totalmente dissipativo de Ti-
moshenko, ou seja, acrescentaremos viscoelasticidade tanto na equacao da deformacao
por corte, quanto na equacao de deformagcao angular. Na primeira subsecao, estudaremos
o modelo acrescentando as viscosidades na leis contitutivas do modelo. J& na subsecao
subsequente, estudaremos o caso em que acrescentamos as viscoelasticidades diretamente
no sistema. Mostraremos que, em ambos os casos, a dissipacao é suficientemente forte
para estabilizar o sistema de forma analitica.

A demonstracao do resultado terd como alicerce a caracterizagao de semigrupos analiticos
dada no teorema 1.3.5. Pelo teorema 1.3.5, para concluirmos que o sistema ¢é analitico,

basta mostrarmos que

o(A1) D {if; f € R} = iR

limg o0 || B(IBT — A1) 7' < 00, BER.

Por simplicidade, empregaremos o mesmo simbolo C' para diferentes constantes positivas.
Além disso, muitas vezes faremos uso sem mencao explicita das desigualdades de Poincaré,

de Young e de Cauchy-Schwarz.

2.2.1 Dissipacao nas leis constitutivas

Vamos considerar o sistema

prou = K(bx + ), = 71(bx + ) = 0em (0,L) x (0,00) (2.41)
p2¢tt - wa:c + k(¢:{: + Q/}) - 72wscrt + 71 (qu + 77b)t 0 em (07 L) X (Oa 00)7 (242)

em que y; > 0 e 1 > 0.

Para este problema, consideramos condigoes iniciais

¢($,0) = gbo(%), Qst(x’ 0) = gbl('r)? ¢($70) = ¢0($)a ¢t($»0) = ¢1<x)7 LS (OvL)v
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e condigoes de contorno do tipo Dirichlet-Neumann.

Temos, entao, o seguinte resultado:

Teorema 2.2.1 O semigrupo gerado pelo operador Ay dado em (2.15), em que v; >0 e

Yo > 0, € analitico.

Demonstragao: Pelo teorema 1.3.5, é suficiente mostrarmos que

1R C ,Q(.A1), (243)

lim 500 | B(i81 — A1) 7Y < 00, BE€R. (2.44)

Inicialmente, vamos mostrar, por contradi¢ao, que iR C o(A1).

Vamos supor que

1R g Q(.A1).

Como 0 € o(A;), entao, pelo lema 3, existe w € R com
AL < Jw] < oo,
tal que
{iB; 18] < Jwl} € (A1) e sup{[|(iBT — A1) " [[;[8] < [w]} = oo

Portanto, existem sequéncias (8,), C R com £, — w quando n — oo, |5,| < |w| e

(Yn)n € D(A;) com ||ly,||ln, = 1 para todo n, tais que

180T — A1)ynll2, = 0 quando n — oo,

ou seja,
iBap1®" — k(" + ™)y — 1 (" +U™), — 0em L*(0,L) (2.45)
iBap2 V™ + k(P! + ™) — b+ 1 (O + U™) — 0" — 0em L*(0,L) (2.46)
Bl — W — 0em L*(0,L) (2.47)
iBpd” — O+ i, 0" — U — 0em L*(0,L), (2.48)

em que y, = (¢", ®", ¢, "),

Tomando o produto interno de (3,1 — A1)y, com y, em H;, obtemos

L L
Re(iByn — ArYns Yn)p, = —Re(Ajln, Yn)yy, = ’71/ | @ + U *d + 72/ [V |*dz — 0,
0 0
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portanto,

®" + U™ — 0 em L*(0, L), (2.49)

U” — 0em L*(0,L). (2.50)
Pela desigualdade de Poincaré, podemos concluir que

U™ — 0em L*(0,L),

12" |z2 < PFle = 1|97 + T — W[z < [|0F + |2 + [ ¥3]|z2: — 0 em L*(0, L).
Das convergeéncias (2.47) e (2.50) segue que
Y7 — 0 em L*(0, L),
Finalmente, por (2.49) e (2.48), temos que
" + ™ — 0 em L*(0,L).

Assim, acabamos de mostrar que ||y, ||z, — 0, 0 que é uma contradicao, ja que ||y, ||z, = 1,
para todo n.
Portanto, iR C o(A;).

Agora, devemos mostrar que
Ty | BGBT — A1)~ < 00, § € R. (2.51)

De fato, se nao vale (2.51), devem existir sequéncias (U,), C D(A;), com ||U,ll3, = 1,
(Bn)n C R com f,, — oo, tais que

lim (|8, (iB,] — A)Unlls, — 0, j=1,2,
n—oo
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isto ¢, valem em L?(0, L) as seguintes convegéncias:

B {iBupr @ — k(&) + 00 — (@ + U7, ) — 0, (252)

B {iBnp2 V" + k(@ + ") + 71 (Ph + U") — b, — 7205, — 0, (2.53)
By i — WY = 0, (2.54)

B {iBud" — @7 4+ iBp" — U} — 0. (2.55)

1
Tomando o produto interno em H; de —(i8,1 — A;)U,, com U, temos que

1 1 1
Re<—zﬂnUn - —AU,, Un> = ——Re(AU,, Un>H1

/Bn /BTL Hl n

L 1 L 1
= ’Yl/ |Bn 2 (®F + U™ 2dx + ’}/2/ |Bn 20" 2dw — 0,
0 0
portanto,
_1
B 2 (®" + ™) — 0 em L*(0, L),

e

_1
2

Bn 2 (¥") — 0 em L*(0,L). (2.56)
o que implica, pela desigualdade de Poincaré, que

ﬁ;%(\lﬂl) — 0em L*(0,L).
Temos também que

183 @)z < 185 (@3 + ™)z + 182 * (7))l 2 = 0 em L2(0, L),

e logo, novamente pela desigualdade de Poincaré,

ﬁ;%(cbn) — 0 em L*(0,L).
Tomando o produto interno em L2(0, L) de 3, * {iB,¥" — "} por ¥7, obtemos, por (2.54),

L, !
izl - [ (s TR > o

€ como

B (U7) 5 0 em L2(0, L),



CAPITULO 2. VIGAS VISCOELASTICAS DE TIMOSHENKO
temos que
lvzlz — 0,
e logo, pela desigualdade de Poincaré
Iz — o
Usando as convergéncias acima em (2.55), podemos concluir que
g2 — 0 em L*(0, L),
e portanto, temos que
¢" — 0 em L*(0,L).
O produto interno em L?(0, L) de (2.52) com ®", e de (2.53) com ¥, implicam que

ipr || @™ |22 + kB MO8 + |2 4+ vi By | @8+ U2 408, pa T2

L
4 [, T 8, 9 0
0
e portanto , pelas convergéncias ja encontradas, temos que

®" — 0 em L*(0, L),

U™ — 0em L*(0,L).
Logo, mostramos que
|Unll%, — 0 quando n — oo,

o que contradiz o fato de que ||U,||», = 1.

Portanto,
iy ooll (81 — A1) < 00, BER.

Concluimos, entao, que o semigrupo é analitico.

38
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Corolario 2.2.1.1 O semigrupo gerado pelo operador Ay, dado em (2.15),

Yo > 0, € exponencialmente estdvel.

Corolario 2.2.1.2 O semigrupo gerado pelo operador Ay, dado em (2.15),

Yo > 0, possui a propriedade da estabilidade linear.

2.2.2 Dissipacao no sistema

Nesta subsecao, vamos analisar o comportamento assintotico do sistema

plgbtt - k(¢x + ¢)x - 71¢xa:t = 0Oem (07 L) X (07 OO)
p2¢tt - b"vaa: + k(¢x + ¢) - 7é¢xxt = 0 €1 (07 L) X (07 OO),

em que y; > 0 e 75 > 0, com condigoes iniciais
¢(2,0) = do(x), ¢u(2,0) = d1(z), P(x,0) =vo(z), ¢u(x,0)=¢1(z),

e condicoes de contorno mistas do tipo Dirichlet-Neumann.

Nesse caso, obtemos um resultado similiar ao obtido na subsecao anterior:

39

comy; >0ce

comy; >0e

xz € (0,L),

Teorema 2.2.2 O semigrupo gerado pelo operador .Zl dado em (2.30), com v} > 0 e

vy > 0, € analitico.

Demonstragao: A demonstracao seguird os mesmos passos da demonstragao do teorema

anterior.

Vamos mostrar que

iR C Q(“Z(l)a

Timyg ool BGBT — A)7Y| < 00, B €R.

Se
iR o(A).

Como 0 € g(A;), entdo pelo lema 3, existe w € R com
AT < Jwl < oo,
tal que

{i8;18] < |wl} € p(A1) e sup{||(iB] — A1) [ [B] < |w]} = oc.
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Logo, devem existir sequéncias (3,), C R com (8, — w quando n — oo, |B,] < |w| e

(Yn)n C D(A;) com ||yn|lz, = 1 para todo n, tais que
(80T = A)yn 2, — 0 quando n — oo,

ou seja, valem as seguintes convergéncias em L*(0, L):

iBupr®" — k(97 + ¥")e — NP,
iBap2 V" + k(07 +¥") — by, — VY,
WPnthy — W

WPy — Py 1" — W

L 4

€m que yTL = ((bn’ (I)n’ wn7 \Pn)t

Tomando o produto interno de (if,1 — jl)yn com ¥, em Hj, obtemos

o O o O

L L
R6<iﬁnyn — A1Yn, yn> = _R6<A1yn7 yn> = / |®" 2dx + yg/ U ?dx — 0,
Ha Ha 0 0

de onde segue que,
®" — 0 em L*(0, L),

U" — 0em L*0,L).

Usando a desigualdade de Poincaré, obtemos, também, que

®" — 0 em L*(0,L),

U™ — 0em L*0,L).

As convergéncias acima, juntamente com (2.62), implicam que
¢ + " — 0 em L*(0, L).

De (2.61), segue que
Y — 0 em L*(0, L).

Portanto, ||y.|l%, — 0 quando n — 0o, 0 que ndo pode acontecer, pois, por hipdtese,

|Ynll2, = 1, para todo n € IN.
Assim, provamos que iR C o(A, ).
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Para completarmos a demonstracao, devemos mostrar que
T 500 |B(BT — A1) ! < 00, BER, j=1,2 (2.63)

Novamente, usaremos argumento por contradicao.
Suponhamos que (2.63) ndo seja verdadeiro. Entdo, existem sequéncias (Uy,), C D(A;),

com [|Uy|ln, =1, (Bn)n C R com §, — oo, tais que
lim 18, (iB,] — A1)Vl — 0,

isto é, seguem em L?(0, L) as seguintes convegéncias:

B {iBupr @ — k(o + 9" — Py} — 0, (2.64)

B {iBup2 ¥ + k(h + ") — by, — %P5t — 0, (2.65)
B iButy — W3 — 0, (2.66)

B HiBudy — @ +iBy" ="} = 0 (2.67)

1 ~
Do produto interno em H; de B—(Zﬂnl — Ay)U,, por U, segue que

n

1 1
Re<—i5nU - —

5 i0nUn anTlUn,Un> - —%Re<ﬁ1Un,Un>

H1 Ha

L 1 L a1
= 71/ Iﬂn2<1>;‘|2d:r+7§/ |Bn 2" |?dx — 0,
0 0
portanto,

Bn 2®" — 0 em L*(0, L),

Bn 2W" — 0 em L*(0, L). (2.68)

o que implica, pela desigualdade de Poincaré, que

_1
Bn2®" — 0 em L*(0, L),

_1
Bn 20", — 0 em L*(0, L).
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Assim, pela convergéncia (2.67), obtemos que
o8+ Y™ — 0 em L*(0, L).
Das convergeéncias (2.68) e (2.66) segue que
Y™ — 0 em L*(0, L).
Tomando o produto interno em L?(0, L) de ®" por
B {iBapr @ — k(7 +¥")a — DL, ),
obtemos, por (2.64),

1 — 1
1/2 o3 E

@772 — 0,

L

portanto, usando as convergéncias anteriormente encontradas, temos que
®" — 0 em L*(0, L).
J& o produto interno em L?(0, L) de U™ por
B {iBup2V" + k(67 +47) = bUil, — 00}
implica, por (2.65),

1 1
— —5 7

!
P do+ 2| wn|[2, — 0,

LA Loy 2
Zng\If HL2+W/O ((ﬁx-i-w ) dx+W/0 7/{7;

portanto, podemos concluir que,
U™ — 0em L*(0,L).

Portanto, acabamos de mostrar que ||U,||l3, — 0 quando n — 0, o que contradiz o fato
de que ||U,||3, = 1, para todo n € IN.

Logo, temos que
Iim 500 [|B(i8I — A1) 7! < 00, B E€R.

Assim, acabamos de mostrar que o semigrupo é analitico. 0
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Corolario 2.2.2.1 O semigrupo gerado pelo operador levl, dado em (2.30), com vy >0 e

v, >0, € exponencialmente estdvel.

Corolario 2.2.2.2 O semigrupo gerado pelo operador .Zl, dado em (2.30), com ~; >0 e

¥4 >0, possui a propriedade da estabilidade linear.

2.3 Viscoelasticidade agindo apenas na deformacao

por corte

Vimos, na secao anterior, que o sistema de vigas de Timoshenko viscoelastico, com dissi-
pao presente tanto na tensao por corte, quanto no momento fletor, é forte o suficiente para
estabilizar todo o sistema de forma analitica, em particular, o sistema é exponencialmente
estavel e sua taxa 6tima de decaimento é dada pela cota superior do espectro do opera-
dor correspondente, ja que, neste caso, o semigrupo possui a propriedade da estabilidade
linear.

Na presente se¢ao, nosso objetivo ¢ estudar o comportamento assintotico das solugoes do
sistema de vigas de Timoshenko com viscosidade elastica parcial, presente somente no
estresse cortante. Novamente iremos investigar o caso em que a dissipagao aparece nas
leis constitutivas do modelos e o caso em que a dissipacao é acrescentada diretamente na
primeira equacao do sistema.

Veremos que, nos dois casos investigados, independentemente dos coeficientes, o sistema
nao possui estabilidade exponencial, para condig¢oes de contorno mistas do tipo Dirichlet-
Neumann. Contudo, o sistema é polinomialmente estavel, tanto para condicoes de con-
torno Dirichlet-Neumann. Finalmente, como principal resultado desta secao, mostraremos
que as taxas de decaimento polinomial encontradas, que sao a mesma em ambos 0s casos,
sao as taxas 6timas, no sentido de que nao podem ser melhoradas sobre os dominios dos
respectivos operadores.

Novamente, para simplificar o texto, empregaremos o mesmo simbolo C' para diferentes
constantes positivas, e muitas vezes faremos uso sem mencao explicita das desigualdades

de Poincaré, de Young e de Cauchy-Schwarz.

2.3.1 Dissipacao nas leis constitutivas

Acrescentando uma viscosidade eléstica do tipo Kelvin-Voight v (¢, +1%) 4, com 77 > 0, na
deformagao por corte, obtemos, pelas leis constitutivas do modelo de vigas de Timoshenko,

o seguinte sistema:

P1Pw — k(¢x + @Z))gg - 71(¢z + ,lvb)a:t = 0Oem (07 L) X (07 OO)
02¢tt - b¢xw + k(¢x + ¢) + 71(¢x + w)t = 0Oem (07 L) X (O? OO)
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Foi provado, na secao 2.1, que o sistema é dissipativo e seu operador diferencial corres-

pondente A; é gerador infinitesimal de um semigrupo Cjy de contragoes.

Falta de estabilidade exponencial

Pelo teorema 1.3.2, o semigrupo S(t) = e serd exponencialmente estavel se, e somente

se,

o(Ar) D {if; B € R} = iR

Tim gy 0| (18T — Ay) Y| < 0.

A

Assim, para que o semigrupo S(t) = e nao seja exponencialmente estavel, é suficiente

que existam uma sequéncia numérica (A,), C R com

lim |[\,| = o0
n—oo

e sequéncias (Uy,), C D(Ay), (F,), C H; limitada em #H;, tais que

(iAy — ANU, = F, (2.69)

limsup ||Upl[,,, = oo.
n—oo

Isto significa que devemos mostrar que as funcgoes U, formam uma sequéncia ilimitada,
enquanto (F,), é uma sequéncia limitada em ;.

Aqui, consideraremos condicoes iniciais

QS(:E?O) = ¢0(x)7 ¢t<m70) = gbl(‘r)v ¢($’O) = ¢0(x)7 ¢t(‘r>0) = ¢1(£E) cm (OwL)a

e condigoes de contorno mistas Dirichlet-Neumann

gb(o,t) = ¢(L7t) = ww(oat) = d)x([ﬁt) =0em (O’ OO)

Teorema 2.3.1 O semigrupo {et““l}t>0, gerado pelo operador Ay do sistema

P11 — k(e + ), = 71(dz +9)er = 0 em (0, L) x (0, 00) (2.70)

com condigoes de contorno Dirichlet-Neumann, dado em (2.15), nao € exponencialmente

estavel.
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Demonstragao: Para este caso, escolhemos fungoes F},, dadas por

F, =(0,0,0, p;" cos 3,7)",
em que (3, = n%
A sequéncia (F},),, C H; escolhida é limitada em H;. De fato,

1L

E |3 =
1Enll, P

A solugao U,, = (¢", @™, ™, U™)* de (i), — A1)U, = F, deve satisfazer

A" — B = 0
(¢Z + W)z - %(‘Dg + \Ijn)m = 0
Ny — T = 0

k
A, P" — —
P1

k b
P2 P2 P2

De (2.72) e (2.74) segue que
2)‘n¢n = (I)na

A" = U

Substituindo as dltimas igualdades em (2.73) e (2.75), obtemos que

k Avi,
k b A\n B
N () — =+ DG, ) = pytcos B
P2 P2 P2

Devido as condigoes de contorno consideradas, as funcoes
¢"(x) = A, sin Bz, V" (&) = By cos Bz

resolvem o sistema (2.76)-(2.76) para valores apropriados de A, e B,,.

45

(2.76)

(2.77)

(2.78)

Temos que ¢"(x) = A, sin Sz, ¥"(x) = B, cos B,z formam solugao do sistema acima, se

A,, e B, satisfazem

(KBn + iv1 A Bn) An + (= A2p2 + bB2 + imiAn + k) B, = 1.
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Somando a equagao resultante do produto de —/,, por (2.80) com equagcao (2.79), obtemos

um sistema equivalente a (2.79)-(2.80), dado por

(_)\2 ) A, + (A2p26n - bﬁ?)) = —bn
(KBn + iv1 A Bn) An + (= A2p2 + bB2 + imiAy + k) B, = 1.

Introduzindo as notagoes

o sistema anterior pode ser escrito como

( )\2/)1)14 +Bnp< )B = _Bn
Bug(A) A, + (—p(Mn) +q(0n)) B, = 1.

Resolvendo o sistema acima, obtemos que

" PINED — p1\2q — B2pq
B — —\op1+ Big
" pINED — piA2q — B2pg
Tomamos
bp1 bp1
P P2
Sob estas condigoes, temos que
bp?
PARD = piAnd — Brpg = —Aip—; — (m s+ Bip)g
g (tng )
P2 p2 " P% P2
bp? 1 b2 p?
P2 P2 P2
Portanto, temos que,
_)2 2 - 3
B — 2pi+ Bl Vs 71/)2 S5

pIAZD — pX2q — B2pg b2”lﬁ2 T
p3
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Assim,

2 2
1Unllye, = p2 19" [I72

= p2 |i/\an|2 HCOSanEHi?

L
> Cﬁi? (2.81)
Calculando o limite quando n tende ao infinito, obtemos que

T ([0, = oc.

Logo, o semigrupo nao é exponencialmente estavel. 0

Estabilidade polinomial

Apesar da dissipacao, presente no sistema de vigas de Timoshenko viscoelastico

P1P1 — k(¢x + w)x - ’Yl(¢z + w)a:t = 0Oem (0, L) X (Oa OO)
prtt - bwmz + k<¢x + ¢) + 71(¢x + w>t = Oem (07 L) X (Oa 00)7

nao ser forte o suficiente para estabilizar o sistema de forma exponencial, ela é capaz de
estabilizar o sistema de forma polinomial com normas nao uniformes. Mais precisamente,

mostraremos a existéncia de constantes C' > 0 e > 0, tais que
Aqt C
le™ Ulls, < 5Ullpeany, ¥V € D(A)

Consideraremos novamente condigoes de contorno Dirichlet-Neumann, e faremos uso do
teorema 1.3.4, que caracteriza a estabilidade polinomial de semigrupos Cq limitados sobre

espagos de Hilbert.

Lema 5 Seja Ay, o operador diferencial do sistema de Timoshenko

P10 — k(de + V), —711(¢e +V)ae = 0 em (0,L) x (0,00)
p21/)tt - bqvbmz + k(¢z + ¢) + Vl(gﬁr + ¢>t = O em (0; L) X (O, 00)7

dado em (2.15), para condi¢oes de contorno Dirichlet-Neumann.
Entao
iR C Q(.Al).

Demonstragao: Faremos uso de argumentos de contradicao.

Suponhamos que iR ¢ o(A;). Como 0 € g(A4;), entdo pelo lema 3, existe w € R com
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AT < Jw| < oo tal que

{i6; 18] < lw[} C o(Ay),

sup{[|(iB1 — A1) [I; [B] < Jw|} = oo.

48

Segue, entdo, que existem sequéncia numérica (f,), C R, com (3, — w quando n — oo,

|6n| < Jw]| e sequéncia de fungoes (U,), C D(A;), com ||U, |3, = 1, para todo n, tais que

||(Zﬁnl - A1>Un||'H1 —0 quando n — oo,

ou seja,

Bupr1®" = k(@) + ") — () + "), — 0em L*(0, L)
iBpa U™ + k(" + ") — byT + %(@; L") 0em L0, L)
B — W — 0em L*(0,L)

iBpd” — O + i, 0" — ¥ — 0em L*(0,L),

em que U, = (¢™, ®" ™ W),
Tomando o produto interno de (i, — A;)U,, com U, em H;, obtemos que
L
Re(if,Un — A1Up, Up)yy, = —Re{ AUy, Uy) gy, = 71/0 |®" 4+ " |2 dz — 0,

portanto,

d" + U™ — 0 em L*(0,L).
De (2.86) e (2.85), obtemos que

" 4" — 0 em L*(0, L).
Do produto de ®" pela expressao

iBnp1®" — k(0 +9")e — 11(P7 + ¥")e

segue, pela convergéncia (2.82), que

L L
Bt | 272 + & / (67 + ™7 dz + 7 / (" + U")IT d — 0,
0 0

(2.86)
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portanto,
®" — 0 em L*(0, L).

Como ||Uy,|l3, = 1 para todo n € N, temos que (¢7), é limitada uniformemente em

L*(0, L), e portanto, por (2.84), a sequéncia (¥"),, também ¢ limitada uniformemente em
L*(0,L).
Assim, multiplicando (2.85) por ¥" e integrando de 0 a L, concluimos que

U™ — 0em L*(0,L).
Finalmente, do produto interno em L?(0, L) de 1 por

B W™+ k(60 + Y7 — by, + }(@: + ),
2

obtemos, por (2.83), que

Y — 0 em L*(0, L).

Assim, acabamos de mostrar que ||U,|l3, — 0 quando n — oo, o que contradiz o fato de

1Unlly = 1.
Portanto, iR € o(A;).
U

Teorema 2.3.2 Suponhamos que Uy = (¢o, ¢1, ¢, 1)t € D(A1). Entdo, a solu¢io do

problema

Pl¢tt - k(¢x + ¢>x - ’71(¢x + ,lvb)m = 0Oem (07 L) X (0’ OO)
prtt - wa:c + k(¢r + ZZJ) + ’yl(gbx + w)t = 0Oem (07 L) X (Oa 00)7

decai polinomialmente a zero, isto €, existe constante C' > 0 tal que
tAL C
e Uolla, < t—%lonllmAl)- (2.87)
Além disso, se Uy € D(AY), entao existe constante Co, > 0 tal que

Ca
e U3, < t—%HUoHD(A%)- (2.88)
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Demonstragao: Pelo teorema 1.3.4, devemos mostrar que

1R C Q(.A1),

1
sup — /(i8I — A;)"'|| < C, para alguma constante C' > 0.

B1>1 52

J& provamos, no lema anterior, que iR C o(A;).
Para completar a demonstracao, devemos verificar a existéncia de constante positiva C,

independente de § € R, com |B] > 1, e F' € H; tais que
Ly, _
7 (i8I — Ay) lFHﬂ1 < C||Fll,, , para todo |B] > 1.
Sejam F' € Hy e U = (¢, P,9, V) € A;, tais que
U — AU = F,

entao, em termos das componentes, temos

iB6-® = f (2.89)

B ® — k(e +¢¥)e —(Pe + V) = [ (2.90)

B -v = fy (2.91)

B0 + k(60 + 0) + 71 (0 + U) — by = fy (2.92)

Tomando o produto interno em H; de iU — AU por U, temos, pela propriedade dissi-

pativa do sistema, que
@0 + W72 = 71 " Re(iBU — AU Uy, < ClU [, [1F 134, (2.93)
Das equagoes (2.89) e (2.91), obtemos
iB(¢s + 1) — (Px + V) = fiz + f,
o que implica
Bllds + ¥l < Cl®o+ ¥z + ClIF|I,,
e logo, usando a estimativa (2.93), obtemos que

Blée + ol < ClUlwu I Fll + ClIFIG,- (2.94)
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Agora, tomando o produto interno em L?(0, L) de (2.90) por ®, temos que

L L L
iBorl|® 2. + k / (60 1+ 0)(@5) do + / (B, + ) (@) dr = / f2(®) dz.

assim,

L L
BB = —k/ (60 + ) (@, 7 0) dx+k/ (60 +)(T) da
0 0
L o L o
—mn@mwn%/ (@, + T)(T) da:+/ £2(@) d.
0 0

Tomando a parte imaginaria da equagao acima, e usando as estimativas (2.93) e (2.94),

obtemos que
p1Bl @72 < U5, + ClUlw I Flla, Ve > 0.

Integrando o produto de (2.92) por v, temos que

L L L L
iBps / VY e+ k / (60 + )0 dz + m / (B + )T da -+ bl|i, |22 = /0 fiib da,

logo, por (2.91), obtemos

L L
—pal V=g [ UF ok [0 0T do
0 0
L _ L
b [ @ 0T do 4 bl = [ fi e
0 0
o que implica
pallP1I72 < ClU N 1 F ey + Clltba 3, -
Por outro lado, da equacao
Zﬁ(¢w+¢) - (CI)$+\I]> - f1w+f3

segue que

/O$\Pdm:i6/0$(¢x+¢) dw—/oz% dw—/oz(f1x+f3) do

ou seja,

T 1 1
|| wdel < CIOI P, +CIF b
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Integrando a equagao (2.92), obtemos

eate) < [ 1filde + Bl [ ol ok [ jon + vldn o [0+ Wi
e logo,
blia(2)| < CAIU I, I FI, + CBullFlla,
o que implica
bllvozlz2 < CBU | Fllae + CB2(IF |13, -
Assim, mostramos que
1 2 2
@HUHH1 < ClFl,,
ou seja,
% H(zﬁ] - Al)_lFHm <(C ||F||7_[1 , para todo |G| > 1.
Portanto, a solugao do problema

p1¢tt - k(gbx + @Z))x - '71(¢x + ¢)mt = 0Oem (07 L) X (0’ OO)
P2t — e + k(Px + ) + 11(¢e +¢)e = 0em (0, L) x (0, 00),

decai polinomialmente a zero, e

, C
e Tollas < lUllocay,  Uo = (G0: 1, 60, v1)" € D(A.

Otimalidade

Na subsec¢ao anterior mostramos que o sistemas de vigas de Timoshenko com viscosidade
elastica parcial presente apenas no estresse por corte, inserida nas leis constitutivas do

R . 1., ,
modelo, decai polinomialmente a uma taxa de t~2, isto é, mostramos que

C
e Ul < t—%HUoHD(Am (2.95)
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para constante positiva C' e Uy = (¢, ¢1, do, ¥1)" € D(Ay).

Nesta subsecao, vamos mostrar que a taxa de decaimento polinomial encontrada ¢é a taxa
6tima de decaimento.

E importante notar que, se S (t) = !B

de Hilbert H satisfazendo

é um semigrupo Cy de contragoes sobre um espaco

C
1S@ollyr = 7 1Wollps)
para algum [ > 0, entdo S(t) também satisfaz

Ch

1S@)ollzy = 5 NWollpsny » Y € N.

A desigualdade acima nos diz que a taxa de decaimento polinomial depende da regulari-
dade dos dados iniciais. Por consequéncia, a otimalidade do decaimento depende também
da regularidade.

Uma vez fixado o dominio D(B*), vamos provar que a taxa de [k nao pode ser melhorada
para os dados iniciais sobre este dominio.

A relagao (ii) = (i) do teorema 1.3.4 nos diz que, se a taxa de decaimento 3 sobre D(A),

encontrada no teorema 2.3.2, puder ser melhorada, isto é, se existir € > 0 tal que

HetAlUOHHl <

HU0||D(A1)>

_1
t2—e

entao teremos

1
P |(GAT — AN 7H| < Ce, VA > 1

Portanto, para mostrar a otimalidade da taxa de decaimento encontrada, é suficiente
mostrar que existem sequéncias de nimeros complexos |A\,| > 1, fungoes F,, € H; e
solugbes U, € D(A;) de

U, — AU, = F,,

tais que

e H(Mnf - Al)ianHHI — 00, quando n — 0o, Ve > 0.

Teorema 2.3.3 A taza de decaimento polinomial encontrada no teorema 2.3.1 € a taza

otima.



CAPITULO 2. VIGAS VISCOELASTICAS DE TIMOSHENKO

- i b b
Demonstracao: Sejam )\, = —ﬁi — %, com 3, = T’ e
P2 P2 L

ot = Apsin(Bhx)
YY" = Byjcos(B,1)

O" = N Q0"
Ut = g\,
em que A, e B, sao dados por
" PINZD — piA2q — B2pq
B _ —A2p1 + Big
" PINED — piA\2q — B2pq’
e
— _ 2 2 _ bp
q(An) = imAn + K, p(An) = =Aop2 + 08, = _p_
2

Da demonstracao do teorema 2.3.1, temos que
Up = (¢n, q)n7wn, \Dn>t S D(Al)
é solucao da equagao

Z)\nUn - AlUn = Fn;

Y

54

em que F, = (0,0, p;* cos (B,1), O)/ € H1, e além disso, vale a seguinte desigualdade

2 2
1Unllye, = 2 19" [I7

= p2[iXBal” [[cos Buzll7.

L
> 47
L
> 4=
> ON

Seja € > 0. Da desigualdade acima, temos que

1

L
2 2e
WHUnHHl > NS

Tomando o limite quando n tende ao infinito, obtemos

|)\n‘2—e

| (iAd — A1) Fy Iy, — 00, quando n — oo, Ve > 0.

(2.96)
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Portanto, a taxa de decaimento polinomial 2 nao pode ser melhorada sobre D(A;). O

2.3.2 Dissipacao viscosa parcial no sistema

Nas sec¢oes anteriores, estudamos o problema de vigas de Timoshenko viscoelasticas em que
a dissipagao foi acrescentada nas leis constitutivas do sistema. Nesta secao, investigaremos
o comportamento assintético das solucoes do sistema de Timoshenko com uma dissipacao
viscoeldstica acrescentada diretamente na primeira equacao do sistema.

Estudaremos, entao, o sistema

p1¢tt - k(¢x + dj)x + ’ﬁgwat = 0 cm (Oa L) X (07 OO)
P2l/}tt — b¢xa} + k(¢x + ¢) = (Oem (O, L) X (0, OO)

Veremos que, considerando condigoes de contorno do tipo Dirichlet-Neumann, esse sistema
nao é exponencialmente estavel, porém, apresenta estabilidade polinomial.

Concluiremos a secao mostrando que a taxa de decaimento polinomial encontrada é a
melhor possivel, no sentido de que nao pode ser melhorada sobre o dominio do operador,
e é a mesma encontrada para o sistema com dissipacao viscoelastica introduzida nas leis
constitutivas do modelo.

A demonstracoes serao feitas com argumentos andlogos aos usados na secao anterior, e
baseadas nos mesmo teoremas.

Falta de estabilidade exponencial

Counsideremos o sistema

pl(btt - k(¢x + ¢)x - "Yi¢th = 0 em (07 L) X (07 OO) (297)
p2wtt - wam + k(¢x + w) = 0Oem (07 L) X (07 00)7 (298)

com condigoes de contorno Dirichlet-Neumann
¢(0,8) = O(L, 1) = 12(0,) = ¢ (L, 1) = 0, Vi >0,
e condigoes iniciais
d(x,0) = do(x), ¢(x,0) = 1(x), ¥(x,0) =1(x), U(x,0) = ¢1(z), para x € (0, L).

Sob estas condicoes, temos o seguinte resultado:
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Teorema 2.3.4 Seja (¢, 1, V) a solugdao do problema determinado pelo sistema (2.97)—

(2.98), com condigoes de fronteira mista do tipo Dirichlet-Neumann e condi¢des iniciais

¢<I,0) = ¢0($>7 gbt(xvo) = ¢1($), Q/J(%O) = ¢0<I>7 ¢t<x70> = ¢1<LL’>
Se o0s dados iniciais satisfazem a condi¢ao fOL Yo(z)dr = fOL Yy (x)dx = 0, entdo o semi-
grupo gerado pelo operador A, associado ao sistema, dado em (2.30), nao é exponencial-

mente estdvel.
Demonstragao: Seja
F, =(0,0,0, p; " cos Bp,x)",
nmw
em que (3, = —.
que S = —

A sequéncia (F,,) C H; dada acima ¢ limitada em H;. De fato, temos que
2 1L
P2
Se U, = (¢™, ®", 4", ¥™)! é solucao de

(Z)\n - Al)Un = Fna

entao as fungoes ¢", ", Y" e U" devem satisfazer

iIM@" — @ = 0 (2.99)

1@ = k(dp + ") =Py, = 0 (2.100)
MY — U = 0 (2.101)

iIMpp2 0" + k(o2 + ) — b, = pytcos BT (2.102)

Das equagoes (2.99) e (2.101), obtemos que

dg” = "
" =

e logo, por (2.100) e (2.102), temos que

k XY
—A5¢" — E(cb;‘ +gm), — - m% =0 (2.103)
2. n k n n b n —1
-\ +E(¢$ + ") — o, Vs = py cosB,. (2.104)

Como consideramos as condicoes de contorno Dirichlet-Neumann, as fungoes

¢"(x) = Apsin Bz, " (x) = By, cos By (2.105)
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sao solugoes das equacoes acima, para valores de A, e B,, que satisfazem

(=221 + k2 + iV AB2) A, + (k) By = 0 (2.106)
(kBn)An + (N2py + b2+ k)B, = 1. (2.107)
2
Escolhemos \,, = bB + k.
P2
Assim, de (2.107), obtemos que
1
A, = —.
kB

Substituindo o valor de A,, encontrado em (2.106), temos que

A kB

B, = R252 i (2.108)
Assim,

1Uallze, = p2llWallZ

= P2|i)\an|2§
(;pljZf (bB% + k)2 (2.109)
Logo, Tomando o limite na estimativa acima, obtemos que
|\Unll1, — o0 quando n — oo.

Portanto, o sistema nao é exponencialmente estavel. 0

Estabilidade polinomial

Lema 6 Seja jl o operador associado ao problema

P10 — k(do + ), — Vitzar = 0 em (0,L) x (0,00)
P — by + k(e +1) = 0 em (0,L) x (0,00),

para condicoes de contorno do tipo Dirichlet-Neumann.
Entao

1R C Q(./Zl).
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Demonstragio: De fato, se iR € o(A;), entdo pelo lema 3 existe w € R com || A7Y] <

|w| < oo tal que
{iB: 18] < lwl} € p(Ar) e sup{[|(iBI — A1) 7" 5] < fw]} = oo.

Portanto, nesse caso, existem sequéncia (3,), C R com 8, — w quando n — oo, |3,| <

lwl, e sequéncia (U,), C D(A;) com ||U, ||, = 1, para todo n, tais que

1(i8.1 — A)Un|l2, — 0 quando n — oo, (2.110)
ou seja,
iBup1®" — k(" + "), — 1@, — 0em L*(0, L) (2.111)
iBap2V" + k(oI + ™) — by, — 0em L*(0,L) (2.112)
iB Y — W — 0em L*(0,L) (2.113)
iBaglt — @ +if, " — V" — 0 em L*(0, L), (2.114)

em que U, = (¢™, ®" ™ W)L,
Tomando o produto interno de (i5,1 — /TI)Un com U, em H; e tomando a parte real,

obtemos que

Re<z’ﬁnUn — AU, Un>H1 — —Re<2(1Un, Un>H1 — /OL "2,
Segue de (2.110) que
RN Re(i8,Us = AU V) < (38,05 = AUl |l = 0.
isto é,
®" — 0 em L*(0, L),
e logo, pela desigualdade de Poincaré,
®" — 0 em L*(0, L).
Da convergéncia (2.113) e pela desigualdade de Poincaré, obtemos que

iB ™ — W™ — 0em L*(0,L), (2.115)
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e portanto, de (2.114), podemos concluir que
#" — 0em L*(0,L).

xT

Tomando o produto interno em L?(0, L) de (2.111) por %™, obtemos que
L Ly L
ion [ T+ [ Lo [ pnpas
0 0o M 0
71 k n,in 1 nH”\,/,n |L
Pt Jo P1

A convergéncia (2.112) nos diz que a sequéncia (") é limitada em L%(0, L), assim, de

(2.116) segue que

L
/ [ 2de — 0.
0

Usando a desigualdade de Poincaré, temos que

/L "2 de — 0. (2.116)
0
Portanto,
1P + 9" |2 < llozlle> + 19"z = 0.
Finalmente, as convergécias (2.116) e (2.115) implicam que
U™ — 0em L*(0,L).

Portanto, mostramos que

1Unllrs = {11197 122 + pall 07|22 + kg + v 22 + bllw2:}? — 0, (2117)

o que contradiz o fato de [|U, ||, = 1.
Portanto, iR € o(A;).
U

Teorema 2.3.5 Se Uy = (o, ¢1, Po, 1)" € D(.Z(l), entao, a solug¢ao do problema

p1ow — k(dy + ), — V1P = 0 em (0,L) x (0,00) (2.118)
poy — by + k(o +¢) = 0 em (0,L) x (0,00), (2.119)
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decai polinomialmente a zero. Mais precisamente, existe constante C' > 0 tal que
i C
A
e Uplla, < t—%HUOHD(,Zl)-

Além disso, se Uy € D(A?), entdo existe constante C > 0 tal que

- C
tA @ ~
e Upllp, < /2 ||U0||D(A‘1")'

Demonstracgao: Temos, pelo lema anterior, que :IR C Q(.ZQ).
Assim, para completar a demonstracao da estabilidade polinomial do sistema, mostrare-
mos que existe constante positiva C' independente de 5 € R com |5| > 1 e F € H; tal

que

L,. ~
2 H(Zﬁf — Ai) 1F‘ ” < C||Fll,, , para todo |3] > 1.
Sejam F= <f17f27f37f4>t € Hl elU = (¢7‘I)>¢a‘l’)t € ,D(“Zl) tais que

iBU — AU = F,

que em termos das suas componentes, é dada por

- = fi (2.120)

P1 1
=T = f3 (2.122)

P2 P2

Temos que
WL = Re(iBU — AUU) < [[Flly, Uy,
e, por Poincaré, segue também que
127172 < CHIF llgy, ULy, -
Da equagao (2.120), temos que

Zﬁgbx - (I)a: = flxa
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de onde segue

1Bl ¢2llz < 19all 2 + [|frell 2,

e logo,

BEN6allZ2 < [19allZ2 + 20 ®oll2ll frallzz + I frallZz < ClU N [ F Il + ClIE 3, -

Do produto interno em L?(0, L) da equagao (2.121) por 1, obtemos

l

L L
i / BT+ / %%dz——nwznp L e = /0 Jotade,

entao, de (2.122) e (2.123), segue que

L

/Oq>x<f_3+\1/>dx+£ %{5’” <¢x+w>——4}da:——||w$||m
’Yi L 5P2
+E/o o, {T‘I’WL (¢x+¢)——4}d$—/ fothpda,

e logo,

IWellZ < Cll@alllz + Ul + CBalbulliz + ClIF I, + CBlI 2|72
< C{1+ B Ul Fll + el Ul + ClIFI,

e, pela desigualdade de Poincaré,

[9ll7: < Clal* +ellUl7, + CBlldall72 + ClIFI3, + CBlI2a |72
< C{1+ B Ul | Fllaw, + €U, + ClIF I3,

Observando que

6o +¥ll7: < Cligallze + Cllvlz
< C{1+ B Ul Fll, + el U3, + ClIF I3,

Finalmente, do produto interno em L?(0, L) de (2.123) por v, segue que

' L k L . b - L
Zﬁ/o \I’wdl’+,0—2/0 (¢x+¢)wdl‘+lg—2“wx|’L2—/o fahdx,

61
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logo, usando (2.122) e as desigualdades obtidas acima, temos

L L L

. < c / W[ Tldz 4+ C / 162 + 9l[Blde + C / FlBlde + Clls 2
0 0 0
< C{L+ B2 Ul | Fllse + U, + CIFIE, -

Logo, acabamos de mostrar que

HUH;l < opt HFHil , para todo |3] > 1,

e portanto,
3 (1pI — .Z1)*1F‘ N < C||Fll,, , para todo |3] > 1.
1
Concluimos, entao, que o sistema é polinomialmente estavel. ([l
Otimalidade

Vamos mostrar que a taxa de decaimento polinomial do sistema

P10y — k(¢z + ), — V1dexe = 0em (0,L) x (0,00)
P2¢tt - bl/}mr + k(Qbat + ¢> = 0Oem (07 L) X (07 OO)?

encontrada na subsecao anterior, nao pode ser melhorada sobre D(ﬂl).

Mais precisamente, temos o seguinte resultado:

1
Teorema 2.3.6 A taza — de decaimento polinomial encontrada no teorema 2.3.5 € a taxa
otima.

bp2 + k nm

Demonstragao: Consideramos \, = ,e B = T
P2

Sejam

ot = Apsin(Bux)
YY" = Byjcos(B,x)

i — /\n¢n
Ut = /\n¢n7
em que A, e B, sao dados por
1
A, = —
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¢,

A —kBr i

B, = 25 sz.

Da demonstragao do teorema 2.3.4 segue que
Up = (¢, B, o, W) € D(Ay)
é solucao de
MU, — AU, = F,
para
F, = (0,0,0, p; ! cos B,z)".
Segue, também do teorema 2.3.4, a estimativa

1Unll3, = p2llallZs

] L
= p2|z)\an|2§

(1)L
2p2k4

(bB2 + k)%

Portanto,

1

(v1)*Lpy
‘An¢4726

2
LA

(bﬁi + k‘)e, Ve > 0,

Tomando o limite quando n tende ao infinito, temos que

‘(z’)\nl —A)E,

1 2 1 )
B w " A= [Unll3, — o0, quando n — oo, Ve > 0.

Portanto,

(A — A)7'E,

— 00, quando n — oo, Ve > 0.
1

1
|ﬁ%J2—e

1
Isto significa que a taxa de decaimento polinomial 5 nao pode ser melhorada sobre o

dominio D(A;). O
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Observacao 7 A taxa otima de decaimento polinomial que encontramos € igual a taxa
otima de decaimento polinomial encontrada para o sistema com dissipag¢do apenas na
tensao de corte e introduzida no sistema pelas leis contitucionais do modelo de vigas de

Timoshenko.

2.4 Viscoelasticidade agindo somente sobre o momento
fletor

Nesta secao estamos interessados em analisar o comportamento assintotico das solugoes
do sistema de vigas de Timoshenko com viscoelasticidade agindo de forma parcial no
problema, somente sobre o momento fletor.

Ao introduzirmos a dissipacao viscoeldstica no problema através das leis constitutivas
do modelo, ou simplesmente adicionando um termo viscoelastico diretamente na segunda

equacao do sistema, obtemos o seguinte sistema de vigas de Timoshenko viscoeldstico:

p1ow — k(¢e + 1), = 0em (0,L) x (0,00)
ptht - wax + k(¢x + ¢) - fYwa:ct = 0Oem (07 L) X (07 OO)

Veremos que, para v, > 0, o sistema nao decai exponencialmente, independentemente
dos coeficientes, para condicoes de contorno Dirichlet-Neumann. Contudo, a dissipacao é
suficientemente forte a ponto de estabilizar o sistema de forma polinomial.

No final da secao, encontraremos a melhor taxa de decaimento polinomial do sistema,
para condicoes de contorno mistas do tipo Dirichlet-Neumann, e vamos mostrar que a
taxa oOtima encontrada é igual a taxa 6tima de decaimento polinomial do sistema com
viscoelasticidade presente somente no estresse por corte.

Empregaremos o mesmo simbolo C' para diferentes constantes positivas, e muitas vezes
faremos uso sem mencao explicita das desigualdades de Poincaré, de Young e de Cauchy-

Schwarz, para simplificar o texto.

2.4.1 Falta de estabilidade exponencial

O objetivo desta subsecao é mostrar que o efeito dissipativo adquirido pelo sistema de
Timoshenko viscoelastico, considerando a vicosidade agindo apena sobre o momento fletor,
nao é forte o suficiente para estabilizar o sistema uniformemente de forma exponencial.
Para isto, usamos fortemente o fato de que a condicao de contorno considerada é do tipo

Dirichlet-Neumann.
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Consideramos, entao, o sistema de Timoshenko (2.9) — (2.10) com 73 =0 e 2 > 0,

P16 — k(¢ +¢), = 0em (0,L) x (0,00) (2.124)
pathy — Dy + k(dp +U) — Yothuwe = 0em (0, L) x (0, 00). (2.125)

Consideraremos as condicoes de fronteira do tipo Dirichlet-Neumann, dadas por

¢(0,1) = ¢(L, 1) = 12(0,1) = ¢=(L,t) = 0 em (0, c0).

Na demonstracao, novamente faremos uso da caracterizacao de estabilidade exponencial

de semigrupos dissipativos dada no teorema 1.3.2.

Teorema 2.4.1 Seja (¢, @, 1), V) a solugao do problema determinado pelas equagoes (2.124)

e (2.125), com condigoes de fronteira do tipo Dirichlet-Neumann e condigdes iniciais
¢(x70) = qbo(iﬂ), gbt(xa()) = ¢1(I), ¢($70) = ¢0(x>’ wt(xvo) = ¢1(x) Se os dados
iniciais satisfazem a condi¢cao fOL Yo(z)dr = fOL U (z)dx = 0, entdo o semigrupo gerado
pelo operador Ay associado ao sistema, dado em (2.15) com v = 0 e v9 > 0, ndo é

exponencialmente estdvel.

Demonstracao:  Pelo teorema 1.3.2, ¢ suficiente mostrarmos a existéncia de uma
sequéncia (A,), C R com lim, . [\,| = oo e sequéncias (U,), C D(A1), (F,), C Hi

limitada em H;, tais que

(iAg — AU, = F,,

limsup [|U,],,, = oo.
n—oo

Reescrevendo a equagao espectral em termos de suas componentes, obtemos

iNp—® = f€Hy0,L)
iA@—pﬁ(gbﬁ@b)x = f,€ L*0,L)

1
iN)—U = fye HY(0,L)

k b
AT+ (1) — e — 20, = fy€ L2(0, L)
P2 P2 P2

Escolhemos F,, como

F, = (07 pl_l sin (ﬁnl’), 0’ 0>t’
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nm .
em que 3, = — e 0 representa a funcao nula.

L
A sequéncia (F},), C H; escolhida é limitada em H;, pois

1L
|F5, = —=, VYnel.
p1 2

[ k
)\n:ﬁn )
1

entdo, a solu¢ao U, = (¢", d" ", U™t de (i), — A1)U, = F, satisfaz

Seja

A" — D" = 0 (
Ad" — o (r 4 gy = prlsin B (2.127
[z)'lAnw —U" = 0 (

(

. k b
P2 P2 P2

Das equagdes (2.126) e (2.128) segue que

D" = "
" = I

Substituindo as igualdades acima em (2.127) e (2.129), obtemos que

X"~ k(¢ +U"), = sinfua (2.130)
N2t k(A ") — b, — Al = . (2.131)

Observando as condicoes de contorno consideradas, temos que as funcoes

¢"(x) = Apsin Bz, V" (x) = By, cos Bpx

resolvem o sistema (2.130)-(2.131) para apropriados valores de A,, and B,, que serao
determinados a seguir.
Substituindo as fungoes ¢"(z) = A, sin B,z e Y™ (x) = B, cos B,z nas equagoes (2.130),

(2.131), encontramos que A, e B,, devem satisfazer

(=A2p1 + kB2) A, + kBB, = 1 (2.132)
kBnAn + (—A2ps + 032 + k + i\ B82) B, = 0. (2.133)
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Como —A2p; + kB2 = 0, concluimos de (2.132) que

1
B,=—, 2.134
vy (2.134)
e entao, pela equacao (2.133), concluimos que
Assim,
2 n ny2
[Unllz, = klloz 4+ ¢"(%2
= k|AuB, + Byl ||cos /an”ig
1 [ —X2p, k 1 °L
= k|l—— L b+ — + iy, | B+ —| =
‘ kQ( g it E A )t | g
1 °L
> kl——=m\b. =
= ‘ 12 YoAn 9
Portanto,
L1
WUall, > 5757360 (2.136)
e tomando o limite quando n tende ao infinito, obtemos que
Tim (U], = oo.
Logo, o sistema nao possui decaimento exponencial. 0

2.4.2 Estabilidade polinomial

Apesar da viscoelasticidade, presente apenas no momento fletor no sistema de Timoshenko,
nao ser suficientemente forte para estabilizar exponencialmente todo o sistema, nessa se¢ao
provamos, que nesse caso, o sistema decai polinomialmente.

Vamos utilizar a caracterizacao dada no teorema 1.3.4 para mostrar que o sistema

prou — k(e +1), = 0em (0,L) x (0, 00) (2.137)
P2t — 0ur + k(Pr + ) — Y2thawe = 0em (0, L) x (0, 00). (2.138)

¢é polinomialmente estavel, para condicoes de fronteira Dirichlet-Neumann.

Lema 7 Seja Ay o operador do problema viscoeldstico (2.137) — (2.138) para condigoes
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de contorno mistas Dirichlet-Neumann, dado em (2.15).
Entao,

iR C o(A1)

Demonstragao: Vamos supor que iR ¢ p(A;). Como 0 € o(A;), segue do lema 3 que

existe w € R com ||A]!|| < |w| < oo tal que

{i6; 18] < lwl} C o(A),

sup{||(iB1 — A1) 7|5 18] < wl} = oo

Portanto, existem sequéncia (3,), C R, com 3, — w quando n — oo, |5,| < |w| e

sequéncia de fungoes (Uy,), C D(A;), com ||U,||%, = 1, para todo n, tais que

(i8I — A1)Uy |3, — 0 quando n — oo, .

Logo, temos que

iBup1 Phi™ — k(¢" +¢™), — 0em L*(0,L) (2.139)

Bup2 V" + k(¢ +9") — by, — 2P, — 0em L*(0,L) (2.140)
iB Yt — W — 0em L*(0,L) (2.141)

iBu @ — ®" +if, " — ¥ — 0em L*(0,L), (2.142)

em que U, = (¢", ®" " W)
Tomando o produto interno de (i3, — A;)U,, com U, em H; e tomando a parte real,

obtemos

Re(iB,U, — AU, Updyy, = —Re(A1U,, Uy, = 2 /L U ?dx — 0,
0
portanto,
U™ — 0em L*0,L), (2.143)
o que implica, pela desigualdade de Poincaré,
U™ — 0 em L*(0,L).
Das convergéncias (2.143) e (2.141) segue que

Y — 0 em L*(0, L),
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e logo, novamente pela desigualdade de Poincaré, podemos concluir que
Y™ — 0 em L*(0, L).

Por (2.139), temos que (¢”,), é uma sequéncia uniformemente limitada em L?(0, L).

Observando que

1621122 = (87, Sn)r2 = —(8", Ona)rz < 167220 2,

temos que (¢") também é uma sequéncia uniformemnte limitada em L?(0,L). Assim,

tomando o produto interno em L*(0, L) de ¢ por
iBrp2V" + k(o7 +9") — b, — 1V,
obtemos, por (2.140) e pelas convergéncias ja encontradas, que
¢" — 0 em L*(0,L).
Usando a tultima convergéncia em (2.142), segue que
®" — 0 em L*(0, L),
e logo, por Poincaré,
®" — 0 em L*(0, L).
A desigualdade triangular e as convergéncias acima implicam
167 + ¥ (|22 < 1@z + 19l — 0,
e portanto,
"+ ™ — 0 em L*(0,L).

Assim, acabamos de mostrar que ||U,|l3, — 0 quando n — oo, o que contradiz o fato de

[Unll3, = 1.
Portanto, temos que iR C o(A;).
[

Teorema 2.4.2 Suponhamos que Uy = (¢o, ¢1, ¢, 1)t € D(Ay). Entdo, a solu¢io do

problema viscoeldstico (2.137) — (2.138) decai polinomialmente a zero, isto €, existe cons-
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tante C' > 0 tal que

C
HetAlUOHHl < t_%HUOHD('Al)

Além disso, se Uy € D(AY), entao existe constante C,, > 0 tal que

C
e Ui, < t—%"‘HUoHD(A‘f‘).

Demonstragao: Pelo lema anterior, temos que iR C o(A;).

70

Agora, mostraremos que existe constante positiva C' independente de 5 € R com || > 1

e F'€ H, tal que

1
@H(

Sejam F = (fy, fa, f3, f1)' € H1 e U = (¢, ®,1, V)" € D(A;) tais que

iU — AU = F,

que em termos das suas componentes, é dada por

iB6-® = fi
k
iBP — —(pz + 1) = fo
P1
iBY - = fy
P2 P2 P2

Pela propriedade dissipativa do sistema, temos que

L
v;/°|wa2dxfsnfwﬂlnvuﬂl
0

Do produto de (2.147) por (¢, + ) segue que

L L L
i@é@@?@w+£l<%+w@?%w—ﬁ Ve (30 0)de

P2 Jo

L L

P2 Jo

i8I — .,éll)_lFHH1 < C||Fll4, , para todo |B] > 1.

(2.148)
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Fazendo uso da equagdo (2.145), obtemos que

L
k/o 60+ Odr = /f4¢z+¢ ) da /wmcb 72) da
L
_ A @x(m) dx—zﬂpg/ U (¢, + ) dz
ko Jo 0
Entao,
L L b L
kz/ 6o+ V2 de < pQ/O |f4||—¢x+¢|dw+ﬂ/ i, ] de
L
ﬂ/ |¢m||f2ldl’+%pl/ 0, 159| de
Wl/ v, ||fz|dx+p2/ U|[iBs + iBY| da.

Por (2.147) e (2.146) obtemos que

f[ o tar < g [ 10T a4 [ ol
Lo / ullfo] e + 221 / 50,0 da
72”1/ 1, 1fo dx+p2/ Ul frs + ol d
+p2/0 |\I'||<I>x]dx+p2/0 D2 da.

Entao,

L
/f/o (6o + ¥ dz < ClUly,, [1F 1y, + CQ+ 18D 1Wall2 Ul

2
+C Vel g2 [ Flly, + o2 (W] 7- -

Por (2.148), podemos concluir que
t 2 2
’f/ |60 + Y1 dz < Ce(1+ 18D |Ully, [1Flly,, + € C U, + Ce | Flly, , Ve > 0(2.149)
0

Multiplicando (2.145) por ¢ obtemos que

L Lol _ L
w/o %dm—a/g(d)ﬁwmdm:/o 125 da.
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De (2.144) segue que

k

1 /0L<¢x +)() do = /Osza dz.

L
—/ O 7 D) dr +
0 p

Entao,

L L L
pl/ |®* de = —pl/ fop dx — pl/ O f dx
0 0 0

L L
+k/0 60 + 01 dm—k/l B(n +0) da.

Agora, de (2.146), obtemos que

L L L
pl/ P> de = —pl/ fo dx — pl/ O f dx
0 0 0

L LTt 1 7
+k/0 60+ 0P da — k/ [(%fg T \1;)] (60 + ) da

Usando (2.148) e considerando || > 1 concluimos que
L L
pl/ 10° dz < C Uy, 1 Fllyy, + k‘/ ¢z + 0| dx + €C ||U||§{1 ,Ve > 0. (2.150)
0 0

A multiplicacdo de (2.147) por ¢ implica que

L

L L L L
iﬁm/@ wdx+k/0 <¢z+w>ﬂdx+b/o a2 d:c+’yz/0 \Ifx%dxzpz/o 140 de.

Por (2.146), temos que

L L L
b/ [V.|? dz = pg/ fath dx — 72/ U, d
0 0 0

L 1
0

+p2/0Lq,de—k/ (¢x+w)[w(f3+\p)] dz.

Da desigualdade (2.148), e considerando || > 1, obtemos que
g 2
b/o [af? o < Co|U g, [ Fllg, + € C U2, Ve > 0. (2.151)

Integrando o produto de (2.146) por ¥, obtemos em

L L L
iﬁ/ YW da:'—/ |W|? dx:/ f3W dx.
0 0 0
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De (2.147) segue que

L L L
o2 /0 O do = /0 S = (Ga + 0) b +720ma) der — po /0 £ da.

Entao, usando a equagao (2.146), obtemos que

L ) B B L . Li
,oQ/O WP dr = /O¢f4dx+k‘/0 (G5ta+ V)0 +0) da

L L L -
0 0 0

Considerando |3| > 1, concluimos que

L L
pz/ WP dx < C. Uy, [ Flly + € C U, +b/ al? do, Ve > 0. (2.152)
0 0
Tomando € suficientemente pequeno, por (2.149)-(2.152), concluimos que
1
7 [Ull3, < C|IFlly, , para todo |8] > 1,

e portanto,

1
HetAlUO < Ct_% ||U0”D(A1) ’

(M

Assim, provamos que o sistema

p1¢tt - k<¢z + 1/1);,; = O €m (07L> X (07 OO)
P2y — byy + k(br + ) — Y2tuey = 0em (0,L) x (0,00)

é polinomialmente estavel. O

2.4.3 Otimalidade

Na se¢ao anterior, vimos que o sistema de vigas de Timoshenko com viscosidade elastica
do tipo Kelvin-Voight presente somente no momento fletor possui decaimento polinomial.

Mais precisamemte, provamos que

1
HetthO”Hj < Ct_% 1Uoll peay) -

. 1 . . .
Nesta secao, vamos provar que a taxa 3 de decaimento polinomial encontrada é a melhor

possivel, no sentido de que nao pode ser melhorada sobre o dominio do operador.
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1
Teorema 2.4.3 A taxa — de decaimento polinomial do sistema de vigas de Timoshenko

viscoeldstico

p1éw — k(py +1), = 0em (0,L) x (0,00)
Plett - bwmm + k(¢m + 2/}) - Vmext = O em (07 L) X <07 00)7

encontrada no teorema 2.4.2, € a taxa otima.

~ : . nm
Demonstragao: Consideramos \, = i3, /p—kl, com (3, = T e

ot = A,sin(Bux)
YY" = Bjcos(B,r)
o = )\, 0"

U™ = A\,

em que A, e B, sao dados por

1 [=Np ko
An:—ﬁ( e 2+b+@+z~mn>

1
kB

B,
Da demonstragao do teorema 2.4.1 segue que
U = (¢, Py U, )" € D(A)
é solucao de
iU, — AU, = F,
em que
F, = (0, p; *sin (B,7),0,0)" € H;.

Seguindo os mesmo passos da demonstragao do teorema 2.4.1, encontramos, como em

(2.136), a estimativa

L1
2
[Unll3, = 5@73 -
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Portanto,

1 9 .
= 1Unllz, = KB, Ve > 0,

em que K, é uma constante positiva que depende de e.

Tomando o limite quando n tende ao infinito, obtemos

1 . _ 2 1
-2 | (iAnd — A1) 1Fn||H1 = o= ||Un||§_[1 — 00, quando n — oo, Ve > 0.
Portanto,
1 , .
M—‘g,e H(Mnf —Ay) FnHHl — 00, quando n — oo, Ve > 0.

1
Isto significa que a taxa de decaimento polinomial 3 nao pode ser melhorada sobre o
dominio D(Ay). 0O

Observacao 8 Encontramos que T = % € a taxa otima de decaimento polinomial tanto
para o sistema de vigas de Timoshenko com disssipa¢ao viscoeldstica presente apenas na
tensao por corte, quanto para o sistema com dissipacao presente apenas no momento

fletor.



Capitulo 3

Vigas Viscoelasticas de Bresse

3.1 O modelo viscoelastico de vigas de Bresse

Neste capitulo, vamos investigar o comportamento assintético das solugoes do sistema
viscoeldstico de vigas de Bresse, também conhecido como o problema do arco circular.
Consideramos um arco circular de raio R e comprimento L em sua posi¢ao de equilibrio,

constituida de material linear, isotropico e linearmente elastico.

Figura 3.1: Arco circular

Se w(z,t), ¢(x,t) e P(z,t) representam, respectivamente, os deslocamentos tangencial,

transversal e angular de um filamento da viga na posicao x e no tempo t, resulta, da

76
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equacao de movimento,

pAdy = Sp+ RN (3.1)
pAwy = N,— RS, (3.3)
em que
N = BEA(w,— R'¢) + Deslocamento tangencial
M = FEIy, < Deslocamento angular
S = KAG(¢,+ v+ R 'w) < Deslocamento transversal.

Os coeficientes pA, pl, E, A, I, KAG representam massa por unidade de comprimento,
momento polar, médulo de elasticidade de Young, secao transversal, momento de inércia
da secao transversal e modulo de cisalhamento, respectivamente.

Introduzindo as notacoes p; = pA, ps = pI, | = R kg = EA, b= EI e k = KAG,

obtemos de (3.1)-(3.3), o sistema hiperbdlico e acoplado de Bresse, para vigas circulares,

p1dw — k(Pe + 0 +lw), — lko(wy —lp) = 0em (0,L) x (0,00) (3.4)
pathy — Dbgy + k(dp + 9 +lw) = 0em (0,L) x (0,00) (3.5)
P1W — ko(wx - l¢)x + kl(¢x + w + lw) = 0 €m (07 L) X (Oa OO) (36)

Observacao 9 Se tomarmos a curvatura l = 0, entao, desacoplamos a equacao da tensao
longitudinal do sistema, e as duas primeiras equagoes, referentes da temsao por corte e

tensdao por flexao, formam o sistema de vigas de Timoshenko.

Para o sistema de Bresse, com condigoes de contorno homogéneas, a energia total é dada

por

1

L
E(t) = 5/ [p1|del* + p2lhe]® + prlwel® + blepa|® + k| + 0 + lw]? + kolwe — 1] da.
0

Tomando o produto de (3.4), (3.5), (3.6), por ¢, ¢ e Wy, respectivamente, obtemos
L L o L o
0 0 0

L L L
p2/0 wttwwb/o %%tderk/O (60 + 0+ )i de = 0

L L L
p1 / wyr dr + ko / (wy — lp)wy dr + k:l/ (¢p + 9 + lw)iy dx = 0.
0 0 0
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Da soma das trés equacoes acima segue que

L L L L
o / bude dz + po / bty dz+ py / W d + b / T
0 0 0 0

L L
+kr/0 (Pz + ¥ +1w)(Pur + bt + lwy) d:s+/<o/0 (e — 10)(wer — Iy) dz = 0,

ou seja,

d
%E@) =0, em (0,00).
Isto significa que a energia se mantém constante ao logo do tempo, e portanto, a solugao
do sistema nao decai. Entretanto, acrescentando termos dissipativos ao sistema, podemos
encontrar algum tipo de decaimento nas solugoes. Recentemente, pesquisadores da area
tem dedicado-se a investigar esses problemas.
A contribuicao deste trabalho para o modelo estd em investigar o comportamento as-
sintético das solucoes do sistema de Bresse viscoelastico, com dissipacao do tipo Kelvin-
Voight agindo parcialmente ou totalmente sobre o sistema, no caso em que o mecanismo
dissipativo ¢ inserido no sistema através das leis constitucionais do sistema, bem como no
caso em que a viscosidade elastica ¢ simplesmente adicionada nas equagoes.
Mais precisamente, estudaremos o comportamento assintético das solugdes (¢, %, w) do

sistema, em (0, L) x (0,00), dado por

P11t — k(¢m + 9+ lw)x - lkO(wx - l¢) - 71(¢x +v+ lw)xt - ’73l(wa; - léb)t = 0
p2wtt - bd}xa; + k(¢x + ZD + l(.U) + 71(@5:5 + d} + lw)t - IVZQZJ:L‘M =0
prwi — ko(we —1@)s + kl(Pp + 0 + lw) — y3(we — 1)zt + {71 (02 + ¥ + lw)y = 0,

nos seguintes casos:

"71>0772>0673>0;

e 11 >0,7%2=0ev=0,

Nn=0,7%>0ev =0,
e 11 =0,7%=0e~ >0,
‘71>0772>0673:0;e

11 >0,72=0e>0;

e também o sistema

1o — k(de + ¥ +1w), — lko(we — 19) — Vizee = 0em (0,L) x (0,00)
ptht - bwm: + k(qﬁx + 2/} + lw) - Véwxwt = O em (07 L) X (07 OO)
prwi — ko(we — 1) + kl(dr + ¢ +1w) — Y3weee = 0em (0, L) x (0, 00),
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NOS Casos em que:
o 1 >0,7 >0e~ >0,
e >0,7=0e7=0,
71 =0,7%>0e7;=0,
7 =0,7%=0e9>0,
7 >0,7%>0ev=0,¢€
e 71 >0,7=0evy; >0

com condicgoes iniciais

¢(x70) = ¢0(x)7 ¢t(x70> = ¢1<x>7 w(l’,O) = ¢0($), wt('r? 0) = wl(x)v
w(z,0) =we(x), wix,0)=wi(x)em (0,L). (3.7)

Consideraremos condigoes de contorno mistas do tipo Dirichlet-Neumann-Neumann
#(0,t) = ¢(L,t) = 1, (0,t) = (L, t) = w,e(0,t) = wy(L,t) = 0 em (0, 00). (3.8)
Consideramos o espaco Hs, dado por
Ho = H}(0,L) x L*(0,L) x HX(0, L) x L2(0, L) x H}(0,L) x L2(0, L). (3.9)
O espaco Hs é equipado de produto interno, que induz a norma da energia

UG, = (62,0, 0.0, W)ll3,
2 2 2 2 2 2
= 2@l + o2 [¥Le + o0 (WL + bl[allze + K ll@e 4+l + Pl + ko llwe — 1917 -

Lema 8 A norma |.|,,, definida acima, ¢ equivalente a norma usual de Hy, dada por
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1Ulz = [Iollz2 + l9allzz + 19022 + (101172 + [[¢allz2 + 19172 + lwllze + llwsllz2 + WL -

Demonstragao: De fato, usando a desigualdade de Young, temos que

1Ul5, = ol + o2 19072 + o1 W52 + D1l + k[l de + o + ©[I72 + ko llws — 1072
< @17 + P2 19172 + o1 (WL + bllwallzs + 26 el + 4K w2 + 4K |97
+2ko ||ws |72 + 2kl (| 61122
< C|U|3, em que C = max {py, ps, b, 2k, 4k1?, 4k, 2k¢, 2kol>}.
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Por outro lado, sejam F' = ¢, + lw+ 1Y e G = w, — ¢, entao

g +lw = F—2 (3.10)
we —lp = G, (3.11)

de onde segue que
L . L _
/ ¢m(1‘¢)d$+l/ w(zp)dr =
0 0
L L
/ w_z(xw)dx—l/ d(aw)dr =
0 0

o que implica, aplicando integracao por partes,

_%/OL|¢|2d:v+l/0Lw(x$)dx = /O(F—w)(xa)dw
_%/OL |w|2dx_z/0L$(xw)da: = /0

logo,

1 L 1 L L L L
5/ |p|*dx + 5/ lwlPdr < Ce/ |p|*dx + Ce/ |w|?dz + C’e/ ) *dx
0 0 0 0 0

L L
+CE/ |F\2dx+05/ |G |dz.
0 0

Tomando e > 0 suficientemente pequeno, obtemos

L L L L
/ |¢|2d5‘7+/ wi*dz < 0/ |1/)|2d90+06/ |6 + lw + [z
0 0 °o 0
+C’E/ |w, — 1¢|*da. (3.12)
0
Das equagoes (3.10) e (3.11) segue que
L L L L L
/ |gz5$|2dx+/ wo2de < 0/ |1/1|2dx+0/ |gz5|2dx+0/ w|2de
0 0 0 0 0
L L
—l—C’/ |F|2dx+C'/ |G|d,
0 0

e usando a desigualdade (3.12), obtemos

L L L L L
/ |¢$|2dx—|—/ |w,|2dz < O/ |¢|2dx+(§/ |¢$+lw+wl2da:+0/ |w, — 1o d.
0 0 0 0 0
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Assim,

1U1l3

IN

IN

<

81

2 2 2 2 2 2 2 2 2
161172 + 1 @allz + 19N> + 91172 + 1Welze + 1172 + @l + [lwallzs + WL

L L
1972 + Cu llallze + H‘I’HimLHWHimLCl/O |¢!2d93+01/0 |60 + lw + ¢|*d

L
—1—01/ |w, — 1p|*dx
0

19172 + Colleallze + [1N7: + IWIIZ2 + Call¢s +lw + W72 + Callws — 6|7

ClUI,

em que C' = max {1,Cy}.

Logo, as normas |||, e [|.[[, em Ha sdo equivalentes.

O

Portanto, Hs munido do produto interno induzido pela energia é um espaco de Hilbert.

Para o sistema com viscosidade eldstica inserida nas leis constitutivas do modelo

P10 — k(Pr + P + lw), — lho(we — 19) — 11(Pe + ¥ + 1w)ar — V3l (wWz — 19):
p2¢tt - b¢xz + k<¢m + ¢ + lw) + ’71(¢x + w + lw)t - Vszzt
prw — ko(wy — 10)x + kl(dr + U + lw) — y3(we — D)t + {71(Pr + U + W),

definimos o operador linear A, : Ho — Ho por

As

l(k+ko)
p1 Ox

com dominio

I

map2
Pla’”

1%v3 I
p1
7

p2 Oz

U(v1+73)
ot g
o1

0

_kT

p1

n
p1 Ox

Y2 92
P2 a’”

_ng
p2

_my

p1

I(k+ko)
p1 Os

_ky

P2

ko2 _ BkT

P17 P1

l(’71+’73)a

p1

g

P2

BH2 _
Plax

0 (3.13)
0 (3.14)
0,(3.15)

(B.16)

Py I
p1

D<A2) = {U € H2|(I) € H(%(()?L)? \Ija W e Hi<07 L)a wa + ’72\11:1:7]{00‘-)1 + ’73Wz S HS(OaL)a

k(b"—’}/lq) € HZ(O,L)}
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Portanto, o sistema de vigas de Bresse viscoelastico (3.13)-(3.15) pode ser reescrito como

um sistema de primeira ordem sobre o espago de Hilbert Ho:
Ui(t) = AU(t), U(0) =U € D(Ay), (3.17)
correspondendo as condigoes de contorno (3.8), respectivamente, em que Uy = (¢, ¢1, Yo, U1, wo, w1’

Teorema 3.1.1 O operador As, dado em (3.16), é o gerador infinitesimal de um semi-

— e.Azt

grupo Cqy de contragoes T'(t) sobre o espaco de Hilbert Ha, para v1 > 0, v >0 e

v3 > 0.

Demonstragao: Primeiramente, vamos mostrar que A, é um operador dissipativo.
Seja U = (¢, ®,¢,¥,w,W)" € D(A;y), entdao, denotando S = k(¢ + ¢ + lw) e N =
ko(wz — l9), temos que

(AU, U>H2 =
® 0
S+ Py + W HIW)y + 1N +1B(W, — 1) )
b 1 3
W w
_lg_ g 1 oE} _
S = 12 (P + U AHIW) + N, + B(W, — D), w)o.
L 1 T 1 Y3 _
= p1/ [—Se + — (P, + YV + W), +—N +1—=(W, —1D)]|D dx
0o P1 P1 P1 P1

L
b 1 _
0o P2 P2 P2 P2

Lo 1 —
—I—p1/ [—l—S—lﬂ(®x+\IJ+lW)+—Nx—I—E(Wx—ld))x]W dx
0 P1 P1 P1 P1

L L _ L .
+b/ U, 1, dr +/ [, + IW + VU][S] dz + / (W, — [®][N] dx.
0 0 0
De onde segue que

L L
Re(AU,UY,,, = —%/ |<I>m+lW+\Il|2d:c—72/ 0, [2da
0 0

L
n / W, — 10|2dz < 0. (3.18)
0
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Portanto, A, é dissipativo.

Para completarmos a demonstragao do teorema, devemos mostrar que 0 € o(As).

(i) —A3 é bijetivo.
Seja F' = (f1, f2, [3, f1, [5, f6)! € Ha, vamos mostrar que existe inica U = (¢, ®,v, ¥, w, W) €
D(A,) tal que

— AU = F.

Escrevendo a equagao acima nas componentes, para condigoes de cortorno do tipo Dirichlet-

Neumann-Neumann, devemos ter

-® = f, € Hy0,L), (3.19)
1 7 [ 3 . 2
——S, — — (P, +V+ W), — —N—-I—=(W,—1®) = foeL(0,L), (3.20)
1 P1 P1 P1
b 1
P2 P2 P2 P2
1
L@, 4w iw)— LN, — B, —18), = Sy e I20,L).  (3.24)
p1 p1 p1 P1
Do sistema acima, segue que
® = —f; € Hy(0,L),
v —fs € HN(0, L),
W = —fs€HN0,L).
Entao, nos resta mostrar que existem ¢, 1, w solugoes de
_k((bm + 1/} + lw)x - lkO(wz - l¢) = fa (325>
fo= pifo—7nfie+ f3+1f5)e — 1y3(fse — Lf1) € H (0, L)
g = pafi—afsee +n(fra+ f3+1f5) € H'(0,L)
lk(dr + 9+ lw) — ko(wz — 1), = h, (3.27)

h = pife+1n(fie + fs+1fs5) —1(fse — Uf1)e € H (0, L),

satisfazendo

$(0) = ¢(L) = ¥2(0) = ¢u (L) = w,(0) = wa(L) = 0. (3.28)
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Consideremos, entao, a forma bilinear ay = Wy x W5 — C, definida por

as((6,9,0), (6, 6,5) = K / (60 + 0 +10)(G0 + O + 1D)d

L L __
+ko /O (wo — 1) (g — ld)dz + b /0 Vpthedz,  (3.29)

em que Wy = H}(0,L) x HX(0,L) x H}(0, L).
Temos que as é continua e coerciva no espaco de Hilbert W5 x Ws, logo, pelo teorema de

Lax-Milgram, existe nica solugao para o problema variacional

em que (f,g,h) € H1(0,L) x H'(0,L) x H'(0, L).
Portanto, existe tnica U € D(Ay) tal que

—AU = F.

(ii) —Ay é um operador limitado em Hs.

Integrando de 0 a L, em relacdo a x, o produto de (3.21) por ¥ obtemos

L L L
/ |U|2dr < Cq/ |f3|2d:v+061/ |U|?dx, Ve > 0. (3.30)
0 0 0

Assim, tomando €; > 0 suficientemente pequeno, obtemos
L A
p [ 10Pds < PR, (3.31)
0

Do produto de (3.20), (3.22), (3.24) por ¢, ¢ e @, respectivemente, obtemos que

1 L 1 L L o L
E/ |S|2d:v+k—/ |N|2dx+b/ [elfde = =% [ (@4 U IW)(S)de
0 0Jo 0 0

L o ’}’ L o
_72/ v, dr — 13 (W, —1®)(N)dx
0 kO 0
L N L B
o / foddz + pa / fidde
0 0

L
+p1 / fﬁwdl’
0
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Logo, por (3.19), (3.21) e (3.23), temos que

1 L 1 L L " L .
R R R e AV S R
0 0Jo 0 0
L
412 [ 1fulfdildo
0
v [* -~ L -
2 [\ = 11l Nlde + o [ 1117l
0Jo 0
L . L
ton [ 1Bl + o1 [ Vil
0 0

Portanto,

1 L 1 L L L
F[1spae s [VPae s [CnPe < Co [l st
0 0Jo 0 0
L L
c, / faul?d + C., / fou— L P
0 0
L L
+C’62/ |f2|2dI+C@/ | falPd
0 0

L L
., / foPdz + C., / faal?de
0 0

L L
+€2/ \S|2dx+62/ ]wx\2dx
0 0

L L
+62/ |N|*dx + 62/ |p|*dx
0 0

L L
+62/ W!de@/ |w|*da.
0 0

Usando a equivaléncia entre a norma ||.||3, e a norma usual de Hz, e tomando €5 > 0

suficientemente pequeno, temos

L L L
k/ \¢x+w+lw\2d1’+b/ \wxfdxjtko/ we — lg]Pdz < Col|[F3,-
0 0 0
Portanto,
U3, < K| Fll3,

para constante positiva K que independe de U, de onde segue que [|A;'] < K.

Como 0 € o(As), temos que R(AI —As) = Ho, para A pequeno. Pelo teorema de Lummer-
Philips, As é gerador infinitesimal de um semigrupo Cj de contragoes sobre o espaco de
Hilbert Hs, para v; >0, v > 0 e y3 > 0. O
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Sob estas condigoes, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.1.2 Se os dados iniciais (Pg, b1, %0, 1, wo, w1)t € D(Ay), entdo existe iunica
solugdo de (3.36), satisfazendo

(¢, ®,2h, U, w, W) € C([0, +00]; D(A2)) N C*([0, +o0]; Ha).

Para caso em que a viscosidade elastica é inserida diretamente nas equacoes, obtemos o

sistema
p1ou — k(dy + 1 +lw), — lho(we —1§) = Y1buee = O (3.32)
ptht - b¢xw + k(¢a¢ + @/J + lw) - ’yéqu%xt =0 (333)
P1We — kO(waz - l¢)a: + kl(gbw + ,4/} + lw) - /Yfliwaca:t = 0. (334)

Seja .Zg : Ho — Ha 0 operador linear definido por

[ 0 I 0 0 0 0 ]
kgp_Chp digz kpoo g MRy g
p1 p1 p1 p1 o1
0 0 0 I 0 0
Ay = . (3.35)
=5} 0 L hp vy _kp g
P2 P2 p2 p2 p2
0 0 0 0 0 I
Mkl g —kp g kg2 Pkp Jag
- pr 7 p1 pL T p1 pr T

com dominio

D(Ay) = {U €H|® € Hy(0,L), ¥, W € HN0, L), bib, +v4W,, kow, +v4W, € Hy (0, L),
k¢ ++1® € H*(0,L)} .

Com as notagoes acima, o sistema de vigas de Bresse viscoeldstico (3.32)—(3.34) pode ser

reescrito como um sistema de primeira ordem sobre o espago de Hilbert Ho:
Uy(t) = AU(t),  U(0) = Uy € D(Ay), (3.36)

correspondendo as condigoes de contorno mistas Dirichlet-Neumann-Neumann dada em

(38)7 €n que UO - <¢07 ¢17 ¢07 whw(]a wl)t'
Seguindo os mesmo passos da demonstragao do teorema 3.1.1, obtemos o seguinte resul-
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tado:

Teorema 3.1.3 O operador ./2(2, dado em (3.35), € o gerador infinitesimal de um semi-

grupo Cqy de contragoes T(t) = eA2t sobre o espago de Hilbert Ho, para v; >0, 75 >0 e

752 0.

Demonstracao: Temos que o operador Ay é um operador dissipativo.

De fato, seja U = (¢, D, 1, U, w, W)t € D(.%Tg),

Denotando S = k(¢, + ¢ + lw) e N = ko(w, — l¢), temos que

(AUU) =

Ho

)
1 v 1
ESgE + p—ifbm + lp—lN

< v
b 1 Vs )
W
l 1 75
~L18+ LN, + 2w,

L /
1 1
- pl/ (=S, + 2d,, + = NI® da
0o M P1 P1

L /

b 1 _

+p2/ (thyy — —S + 20, 1T da
0o P2 P2 P2

bl 1 Vavr T
+p1 [—Z—S + —N, + —Wm]W dx
0 P1 P1 P1

S e e e e

Ho

L L L
+b/ xpx@dﬁ/ @, + W + ][9] dx+/ (W, — 19][N] da.
0 0 0

De onde segue que

L L L
Re(AUU) = —%/ |(I>z|2da:—7§/ |\If$|2dx—7§/ W, [2dx < 0. (3.37)
0 0 0

2

Logo, A, é dissipativo.
Temos também que 0 € o(Ay).
De fato:

(i) —Ajy é bijetivo.

Seja F' = (f1, f2, [3, f1, [5, J6)' € Ha, vamos mostrar que existe tnica U = (¢, ®, v, ¥, w, W) €
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D(A,) tal que

~AU = F.
Entao, devemos ter

—-® = f1 € Hy0,L),

1 M 2
__Sx__q)xx__N = f2 €L (OvL)y
P1 P1 P1

~U = fy€ H(0,L),

b 1 !
__77b$$ +—5 - E\Ija:a: - f4 € LE(Q L)7

P2 P2 P2
—W - f5€Hi(O,L),

! 1 ge 2
—S ——N, — =W, = fe€ L(0,L).
P1 P1 P1

Do sistema acima, segue que

® = —f € Hy(0,L),
U = —fye HY0,L),
W = —fs€ H0,L).

Entao, nos resta mostrar que existem ¢, 1, w solugoes de

—k(py + U+ lw)y — lho(wy — 1)) = f,
f = pifo—fiee € H (0, L)

—bpe + k(P +0 +lw) = g,
9 = pafs—Vofsee € H'(0, L)

h(¢e + ¥+ lw) = ko(we —18), = h,
h = pife—Vsfsee € H(0,L),

satisfazendo

$(0) = ¢(L) = 12(0) = 12(L) = wx(0) = w,(L) = 0.

Seja ay = Wy x Wy — C, a forma bilinear definida por

(0 w), (6, 6,0) = / (60 + 0+ 1) + 0+ B)da

L _ L
tho [ (e = 10)(B—19)da + b /0 $otd,

38

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)
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em que Wy = H}(0, L) x H(0,L) x H}(0, L).

Temos que as é continua e coerciva no espago de Hilbert Wy x Wj. Logo, pelo teorema

de Lax-Milgram, existe tinica solucao para o problema variacional

(6, ¥, w), (6,9, @) = ((f. 9, h), ($,0,@)), (b, ¥, @) € Wh,

em que (f,g,h) € H7*(0,L) x H7*(0,L) x H71(0, L).
Logo, existe tnica U € D(A,) tal que

~ AU =F.

(ii) —./12 ¢ um operador limitado em Hs.

Do produto de (3.40) por ¥ segue que

L L L
/ |U)2dr < Cel/ ]f3\2dx—|—061/ |U|*dz, Ve > 0.
0 0 0

Assim, tomando €; > 0 suficientemente pequeno, obtemos
L A
p [ WP <GP
0
Do produto de (3.39), (3.41), (3.43) por ¢, ¢ e @, respectivemente, obtemos que

1 L 1 L L /yl L _
—/ yS\2dx+—/ yNde+b/ [ Pdr = ——1/ d, ¢ dx
k 0 kO 0 0 k 0

L . ,y/ L
0 ko Jo
L L
o / fobda + ps / fibda
0 0
L
+p1/ fﬁwdl‘.
0

Logo, por (3.38), (3.40) e (3.42), segue que

1 L 1 L L 7/ L o
%/ \S|2dx+k—/ \N\2dx+b/ [ Pdr < ?1/ | fie||de|da
0 0J0 0 0

L
495 [ 1fulBulda
0
7/ L L N
2 [ leslds + [ RlfElds
0Jo 0

L L
02 / Fulllde + pr / fol[@lda.
0 0
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Portanto,

L L L
k/ \¢x+w+lw\2da¢+b/ \wxy2dx+k0/ w, — Pdr < Cof|F||3,
0 0 0
Assim, mostramos que

||UHH2 < K||F||H27

para constante K > 0 que independe de U. Portanto,
A < K.

Como 0 € Q(./ZQ), temos que R(AI — jg) = H,, para A\ pequeno. Portanto, pelo teorema
de Lummer-Philips, Ay é gerador infinitesimal de um semigrupo Cjy de contragoes sobre
o espago de Hilbert #H,, para v; > 0, 75 > 0 e 74 > 0.

O



Capitulo 4

Vigas de Bresse com treés

viscoelasticidades

Neste capitulo, vamos analisar o decaimento das solucoes do sistema de Bresse vis-
coelastico em que o mecanismo dissipativo age efetivamente em todas as equagoes do
sistema. Estudaremos o caso em que as viscoelasticidades sao introduzidas nas leis cons-

titutivas do modelo, ou seja, estudaremos o sistema

P10 — k(z + 0 +lw), — lko(wy — 10) — 11 (P0 + ¥ + W)z — Y3l(we — 19)y = 0
p2¢tt - bdjmaz + k(¢x + ¢ + ZW) + 71(@259[: + 1/) + lw)t - 721/):1:1% - O
prwy — ko(we — 10) e + kl(pp + 1 + lw) — v3(we — 1@zt + 11 (Pr + ¥ + lw),

I
o

COl'Il’}/1>0,’)/2>Oe’}/3>0.
Também estudaremos o sistema obtido acrescentando-se as trés dissipacoes viscoelasticas

diretamente nas equagoes, que é dado por

p1ou — k(dn + ¢ + lw), — lko(wy — 1) — Vit = 0
P1W — kO(Wz - l¢)x + kl(gbz + 77Z} + lw) - Véwmct = 07

em que com y; > 0, 75 > 0 e v5 > 0.

J& vimos, no capitulo anterior, que os operadores diferenciais associados aos sistemas da-
dos acima sao geradores infinitesimais de semigrupos Cy de contracoes sobre os espacos
de Hilbert H,. Portanto, os problemas estao bem postos.

Vamos mostrar que, neste caso, o efeito dissipativo produzido pelas trés viscosidades
elasticas é forte o suficiente para gerar um semigrupo analitico. Em particular, as solugoes
do sistema decaem exponencialmente.

Observamos que obtivemos o mesmo resultado quando também consideramos viscoelasti-

cidades agindo efetivamente em todas as equagoes do sistema de Timoshenko.

91
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4.1 Viscoelasticidades nas leis constitutivas

Vamos considerar o sistema de Bresse dado por

P11 — k(Pz +lw + ), — lho(wy — 1) — 11(dy +lw + ¢)sr — Wl(we — lP)y = 0

sobre (0, L) x (0,00), com 7 > 0, 72 > 0 e 3 > 0, e seu respectivo operador Ay dado em
(3.16).

4.1.1 Analiticidade
Lema 9 iR C o(As).

Demonstragao: Vamos supor que iR € o(Az). Como 0 € g(Az), temos pelo lema 3,

que existe w € R com || A;' [|< |w| < oo tal que

{i8; 18] < |wl} € p(Az) e sup{|| (iBT — A2)™" ;18] < |w]} = o0.
Segue entao, que existem sequéncias (/3,), C R com 3, — w quando n — oo, |f,] < |w|

e (Yn)n C D(Az) com || yy, |l,= 1 para todo n, tais que

| (P8l — A2)yn |3~ 0 quando n — oo,

Assim, seguem as seguintes convergéncias em L?(0, L):

ip1Bp®" — ST —IN™ — 0 (
PP V" — bibgy, — 720, + 5" =0 (

ip1 B W 418" — N — 0 (

iPnthy — Wy — 0 (

iBn(Pf + " + lW™) — (O + U™ + W) — 0 (
iy — 1) — (W = 12") = 0 (

com y, = (@™, ®", ", W™ " W")! em que
y <¢7 ) ) ) ) ) q

S" = k(¢ + 9" + 1) + (P + V" +IW™),

N™ = ko(wy — 19") + (W) — 1D").
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Tomando o produto interno em Hy de (i3, — As)y, por y,, obtemos que

R6<Z6n] - AQy'm yn>7-[2 - _R6<Ajynu yn>7'[2
= NP2+ U™ + IW"|| 12 + Y |V |72 + 3| W) — 19|12 — 0.

Logo,
O + "+ IW™ — 0 em L*(0, L), (4.7)
W —1®" — 0 em L*(0, L). (4.8)
e7
U” — 0em L*(0,L), (4.9)

e portanto, pela desigualdade de Poincaré, obtemos que
U™ — 0 em L*(0,L). (4.10)

Utilizando as dltimas convergéncias em (4.4), (4.5) e (4.6), obtemos, respectivamente,

"+ " +lw™ — 0 em L*(0, L), (4.11)
Y — 0 em L*(0, L), (4.12)

e?
W — 1" — 0 em L*(0, L), (4.13)

De (4.1), segue que

L L
ip1 80| D" 32 +/ S"P,dx — l/ N"®,dx — 0.
0 0
Logo, pelas convergéncias anteriores, temos que

|®"[|32 — 0.
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Por (4.3), temos que
L L
101V |72 + 1 / S"Wrdz + / N"Wrdz — 0.
0 0
Logo,

Portanto, ||y,|l%, — 0 quando n — oo, o que contradiz o fato de ||y, |3, = 1.
Logo, temos que iR C o(Az).
U

Teorema 4.1.1 O semigrupo gerado pelo operador Ay dado em (3.16), em que v; > 0,
Yo >0 e y3 >0, € analitico.

Demonstragao: Pelo teorema 1.3.5, é suficiente mostrarmos que

iR C o(Ay) (4.14)

limys 00| |B(IBT — A2) 7| < 00, B €R. (4.15)

Temos que iR C o(As), pelo lema (9).

Agora, devemos mostrar que
limyg 00 || B(IBT — Ag) 7| < 00, BE€R. (4.16)

De fato, se nao vale (4.16),entao existem sequéncias (U,), C D(Az), com ||U,||ln, = 1,

(Bn)n C R com f3,, — oo tais que
lim |8, (i8] — A2)Us||,,, — 0. (4.17)
n—00 2

Neste caso, valem em L?(0, L) as seguintes convergéncias:

By Hip1 @ = S; —IN"} = 0 (4.18)

By a2 " — by, — 12V5, + 8" — 0 (4.19)

B HiprBuW™ 4 1S™ — N} — 0 (4.20)

BB — T} — 0 (4.21)

B HiBn (0 + " +1w™) — (P + 0" +IW™)} = 0 (4.22)
BHiBp (Wl — ") — (W —1d™)} — 0 (4.23)
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com U, = (¢™, @™, "™, ", W™ W"), em que

S" =k(pr + " 4+ W) + (D + U™ 4+ [WT)

N™ = ko(w" — 16") + 73 (W — 1D").

Tomando o produto interno em H, de 3, (i8,I — A3)U, com U, obtemos que

R6<ﬁ;11ﬁnUn — 6;1"42[]”’ Un>7—L2 = —ﬁ;1R€<A2Un, Un>7_[2

= 71llBn* (@ + 0" + W)L + 2]l B0 * Tr 12
_1
+33l18n * (W = 10")|[7> — 0.

Portanto,
B (@7 + W+ IW™) =5 0 em L(0, L), (4.24)
B (WP — 1") — 0 em L2(0, L), (4.25)
e,
6;%\11: — 0 em L*(0,L). (4.26)

Usando as trés tltimas convergéncias em (4.21), (4.22) e (4.23), obtemos, respectivamente,

que

"+ " +lw™ — 0 em L*(0, L),

W' — 1" — 0 em L*(0, L),

Y — 0 em L*(0, L).

Da convergéncia (4.18) segue que

1 L 1 L -
ipr || @32 + B 2 / S™(By 2 ") dx — lﬁgl/ N"®ndr — 0.
0 0



CAPITULO 4. VIGAS DE BRESSE COM TRES VISCOELASTICIDADES 96

1
De (4.24) segue que (3, 2®"),, é uma sequéncia uniformemente limitada em L?(0, L).

Portanto, obtemos que
®" — 0 em L*(0, L).

De (4.19) obtemos que

L1 1 L _
ipal| U712 + b/ Bty (Bt W)z + B | 072 + B;l/ S"Tdx — 0,
0 0
e portanto,
U™ — 0em L*(0,L).

Pela convergéncia (4.20), obtemos que

L . rL .
ipy||[W |32 + lﬁ;l/ S"Wndx + B, 2 / N(Bn >Wn)dx — 0.
0 0

1
De (4.25) concluimos que a sequéncia (S, 2W),, ¢ uniformemente limitada em L?(0, L).

Portanto, temos que
W™ — 0em L*0,L).

Assim, mostramos que ||y, ||z, — 0 quando n — oo, o que contradiz o fato de ||y, ||, = 1.

Logo, temos que
mw_wonﬁ(iﬁf - Az)_ln < oo, BeR. (427)

Portanto, o semigrupo ¢é analitico. 0

Em particular, seguem os seguintes resultados:
Corolario 4.1.1.1 O sistema € exponencialmente estdvel.

Corolério 4.1.1.2 O semigrupo gerado pelo operador Ay, dado em (3.16), com v, > 0,
Yo > 0 e v3 >0, possui a propriedade da estabilidade linear.

4.2 Amortecimento viscoelastico no sistema

Aqui, vamos estudar o sistema de Bresse com trés dissipagoes viscoelasticas adicionadas

diretamente nas equagoes do sistema. Neste caso, obtemos o mesmo resultado da se¢ao
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anterior: o semigrupo do sistema com treés viscoelasticidades é analitico.

4.2.1 Analiticidade

Neste caso, vamos considerar o sistema

P101t — k(Pr + 1w + ), — lho(wy — D) = Vi Gzar = O
P1W — k0<wx - l(b)z + kl(¢x + lw + ¢) - PYZI’)w:mt = 07

sobre (0, L) x (0,00), com v > 0, 75 > 0 e 74 > 0.

Lema 10 Consideremos o operador Ay dado em (3.35), para 7, > 0, v, > 0 e 74 > 0.

Entao, temos que

1R C Q(./Z(Q).
Demonstragao: Suponhamos que iR ¢ o(Ay). Ento, como 0 € o(As), segue do lema
3, que existe w € R com || A" [|< |w| < oo tal que
{iB:18] < [w|} € o(Az) e sup{[| (iBT — Ao)7" [; ] < [w[} = 0.
Segue entdo, que existem sequéncias (/3,), C R com 8, — w quando n — oo, |f,] < |w|

¢ (Yn)n C D(As) com || yn |l,= 1 para todo n, tais que

| (iBnd — .Zz)yn l,— 0 quando n — oo.

Neste caso, seguem as seguintes convergéncias em L?(0, L):

ip1B,®" — ST — IN™ — 0 (
ipa B V" — by, — Wy, + 5" =0 (

ip1 B W™ + 18" — N™ = 0 (4.30
WPntby — Wy =0 (
1B (@7 + U™ + lw™) — (D7 + U + IW™) — 0 (
iBa( — 167) — (W —127) — 0 (

com 1y, = (@™, ®", ", U™ ", W', em que
y <¢7 ) ) ) 7 Y q

S™ = k(" + " + ") + v, 0",
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N™ = ko(w — 167) + AW

Tomando o produto interno em Hy de (if,1 — ﬂg)yn por y,, obtemos que

Re(if, 1 — ~’2(2ymyn>?{j = —Re(A2Yn, Yn)ms
= Nl lee + V72 + W |2 — 0.

Logo,

®" — 0 em L*(0, L),

W" — 0em L*0,L).

U" — 0 em L*(0, L),

e logo, pela desigualdade de Poincaré, obtemos que

®" — 0 em L*(0, L),

W™ — 0 em L*(0, L),

U™ — 0em L*(0,L).

Assim, das convergéncias (4.31), (4.32) e (4.33) obtemos, respectivamente, que

Y2 — 0 em L2(O,L),

"+ Y+ lw™ — 0 em L*(0, L),

W’ — 1" — 0 em L*(0, L).

98

Portanto, acabamos de mostrar que ||y, |3, — 0 quando n — oo, o que contradiz o fato

de |[ynlls, = 1.
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Logo, concluimos que iR C Q(.Zg).
O

Teorema 4.2.1 O semigrupo gerado pelo operador Ay dado em (3.35), em que vy > 0,
v5 >0 e~} >0, € analitico.

Demonstragao: Assim como no teorema anterior, faremos uso do teorema 1.3.5.

Pelo teorema 1.3.5, o semigrupo gerado pelo operador ./12 ¢ analitico se, e somente se,

iR C o(A) (4.34)

T g1y || (BT — A3) 7| < 00, BER. (4.35)

J4 mostramos, no lema anterior, que iR C o(As).

Para completarmos a demonstracao, devemos mostrar que
T gy 0| B8] — A3) 7| < 00, S €R. (4.36)

Vamos supor que (4.36) nao seja verdade. Entao, existem sequéncias (U,), C D(.Zg),

com ||Up|lz, =1, (Bn)n C R com B, — oo tais que

BBl — AU, || — 0. (4.37)

lim ’
n— 00 Ho

Assim, valem as seguintes convergéncias em L?(0, L):
By Hip18,@" — Sy —IN"} — 0 (4.38)
B HipaBu " — by, — W5, + 8" = 0 (4.39)
B H{ip1 W™ +1S™ = N} — 0 (4.40)
BBty — T3} = 0 (4.41)
B HiBn (@ + 4" + 1w") — (P + U™ +IW™)} — 0 (4.42)
By H{iBa(wy — 16") — (W —10")} =0 (4.43)

com U, = (¢, ®", ™, U™ " W™")! em que novamente

S = k(" + " + L") + 4|0

N™ = ko(wy —1¢") + Wy
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Do produto interno em Hy de 8, (8,1 — ,Zg)Un com U, segue que

Re<67:12ﬁnUn - 6;12(2(]7‘“ Un> - _67:1R6<AV2U717 Un>
Ho Ho
= NBn> @72 + /180> Vil
_1
5018 W72 — 0.

Portanto,

_1
B 2@ — 0 em L(0, L),

_1
B W — 0 em L*(0, L),

_1
Bn 2W" — 0 em L*(0, L).

Assim, da desigualdade de Poincaré, resulta que

_1
B 2®" — 0 em L*(0, L),
B W™ — 0 em L*(0, L),
Bn U™ — 0 em L*(0, L).

Usando as convergéncias acima em (4.41), (4.42) e (4.43), concluimos que

Y — 0 em L*(0, L),

"+ " +lw™ — 0 em L*(0, L),

w! — 1" — 0 em L*(0, L).

100

(4.44)

(4.45)

(4.46)
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Da convergéncia (4.38) segue que

1 L D L o
ol + it [ w15 [N o
0 0
logo,
®" — 0 em L*(0,L).

Ja da convergéncia (4.39), obtemos que
2 - [t ~3Gn o [F 2 Y
iU+ vt [ un (e vy [ s [ s o
0 0 0
de onde segue que
U™ — 0 em L*(0,L).

Por (4.40), temos que

L 1 L 1
W+ 05 [ s T 60 [N W o,
0 0
e logo,
W" — 0em L*(0,L).

Assim, mostramos que ||y,|lx, — 0 quando n — o0, o que é uma contradigao, ja que
||yn||'H2 = 17 para todo n.

Portanto, temos que
Iim 500 [|B(iBI — A3) 7! < 00, B €R.

Logo, o semigrupo ¢ analitico. 0

Corolario 4.2.1.1 O sistema € exponencialmente estdvel.

Corolario 4.2.1.2 O semigrupo gerado pelo operador ,12, dado em (3.35), com ] > 0,
v, >0 e 5 > 0, possui a propriedade da estabilidade linear.



Capitulo 5

Vigas de Bresse com duas

viscoelasticidades

Vamos investigar, neste capitulo, o comportamento assintético das solugoes do sistema de
vigas de Bresse com duas viscosidades eldsticas agindo sobre o sistema.

Assim como no capitulo anterior, vamos analisar o sistema com dissipagoes introduzidas
no problemas através das leis constituivas do modelo, bem como introduzidas diretamente
nas equacoes.

Portanto, vamos estudar os sistemas de Bresse viscoelasticos dados por

P1Pw — k’(@c +¢+ lw)x - lk’o(wx - l¢) - '71(¢x ++ lw)xt - 'YSZ((«% - l¢)t = 0
P2y — bgy + k(dz + 0 4+ lw) + 71 (dp + 0 + W)y — Yoy = 0
prwi — ko(we —10)s + kl(dp + 0 + lw) — y3(we — 1) at + {71 (0 + ¥ + lw)y = 0,

em que y; > 0,79 >0eq =0, para i, 5, k € {1,2,3} distintos, e também os sistemas

p1¢tt - k<¢z + 1/} + lw)x - lk(](ww - l¢) - 71¢aczt = 0
P1W — kO(Wz - l¢)x + kl(gbz + 77Z} + lw) - Véwmct = 07

com 7; > 0,795 > 0e -, =0, para i,j,k € {1,2,3} distintos.

Pelos teoremas 3.1.1 e 3.1.3, temos que os operadores A, e As, associados aos sistemas
acima, dados respectivamente, por (3.16) e (3.35) s@o geradores infinitesimais de semigru-
pos Cqy de contragoes sobre o espaco de Hilbert Hs.

Vamos provar que o sistema com duas dissipacoes, independentemente sobre quais equagoes
agem efetivamente, nunca decai de forma exponencial. Mostraremos também, que neste
caso, o mecanismo dissipativo serd capaz de produzir decaimento polinomial com taxa

Otima igual a 7 = 5 em todos os casos.

102
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5.1 Viscoelasticidade sobre estresse cortante e mo-

mento fletor

Esta secao trata-se do estudo do comportamento assintotico do sistema de Bresse sob
a acao de duas viscosidades elasticas que agem efetivamente no estresse cortante e no

momento fletor.

5.1.1 Viscoelasticidades nas leis constitutivas

Vamos analisar o efeito dissipativo causado por duas viscosidades elasticas inseridas no
sistema de vigas de Bresse através das leis constitutivas do modelo, considerando as
dissipagoes agindo sobre o estresse por corte e no momento fletor.

Vamos estudar entao, o sistema

P10 — k(P +lw + ), — lho(wy —19) = Y1 (dy + 1w+ 1)y = 0 (5.1)
p1wie — ko(wy —10)s + kl(¢s + lw + ) + I (¢e +lw +9)y = 0, (5.3)

em (0,L) x (0,00), em que 3 > 0 e 72 > 0.

Falta de estabilidade exponencial

Teorema 5.1.1 Seja (¢, 1, w) a solugdo do problema determinado pelo sistema de Bresse
(5.1)-(5.8) com condigoes de contorno do tipo Dirichlet-Neumann-Neumann, e condi¢oes
iniciais (3.7). Se os dados iniciais satisfazem a condigdo fOL Yodxr = fOL Yrdxr = fOL wodx =
fOL widz = 0, entdo o semigrupo gerado pelo operador Ay, dado em (3.16) com ~; > 0,

Y2 >0 e v3 =0, nao é exponencialmente estavel.

Demonstracao: Vamos mostrar a existéncia de uma sequéncia numérica (\,), C R

com lim,,_,, |A\,| = 00 e sequéncias (U,), C D(As), (F,), C Hs limitada em Hs, tais que

(idy — AU, = F), (5.4)

limsup ||Up|[,, = 0.
n—oo
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Reescrevendo a equacao espectral em termos de suas componentes, obtemos

k
M@—;%%+w+m% Z%¢+m+nm
1

1

2

Escolhemos

Mt — B
ko
(
iMw—W

IAyw — W

: k 7 ko

iNW + lp—(qzﬁx + 9+ lw) + lp—(cbx +U+IW) — —(w, —
1 1

1

+ (@, + T+ 1)
P2

fi € Hy(0,L), (5.
f2€ L*(0,L), (
fs € HA0,L), (5.
fo€ LX(0, L), (
(
5)

F, = (0,ap;*sin (B,2), 0, upy* cos (B,z),0,vp;* cos (B.7))Y,

nm
em que (3, = T e 0 representa a funcao nula.

A sequéncia (F},), escolhida limitada em Ho.

De fato,

Oé2 ,U/2
1R, = (p P2

De (5.5), (5.7) e (5.9), obtemos que

Substituindo as igualdades acima em (5.6), (5.8) e

—Anp16 = k(e + ¥ +1w)e — id1 (G0 + ¥ + lw)s —
—Anp2t) + k(b + 4 +lw) + X1 (e + U+ lw) —
~ 221w + k(¢g + 0 + lw) + A1l (dp + 1 + lw) —

P2

O =i\, 0,
U= Z./\n¢7
W =i\w.

(5.10), obtemos

lk’o (wx -

k‘o(wx —

= asin (f,x) (5.11)

= pcos(fpr) (5.12)
= wvcos(B,x).(5.13)

Devido as condigoes de contorno que estamos considerando, vamos supor que

Pn
Un

Wn

Ay sin (Baz),
By, cos (B,x),
C,, cos (Bnx).
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Assim, ¢, ¥, e w, satisfazem o sistema (5.11) - (5.13) se, e somente se, A,, B, e C,

satisfazem

An(=X2p1 + kB2 + idgm1 B + UPhio) 4 Bu(kBn + idgv18n) + Cu(lkBn + idnlBy, + lhoB,) = a
An (kB + id718n) + Bu(—=A2po +idgy1 + k + 082 +iXy7282) + Cn(kl + idgmil) = p
An(TkBy + i1l Bn + kol Bn) + By (lk 4+ idyyil) + Cp (=X py + Pk 4 idgil? + koB2) = v

Vamos denotar
p1 = —A2py + Pk,

b2 = _>\3sz + bﬁ737

ps = —Aop1 + kof3:

Com essas notagoes, o sistema acima pode ser reescrito por

A, «
M| B, |=]|p]|, (5.14)
c,, v
em que
[ p1+qf? q5n alBn + lkoB, ]
M= g8, P2+ q + A2 ql | - (5.15)
| qlBn + ko ql ps +ql? |
Temos que

det {MY = (p1 + qB2)(p2 + q + iAa12B2) (p3 + q12) + 21282 (q + ko)
—1B2(q + ko) (p2 + q + iMy2fBy) — Bad’ (ps + ql*) — PPq*(p1 + 4B7)
= (p2 4 q+id2B0) s + a(Ppy + Bips — 2kol*B;) — 12 52k3)
+2kol*Biq” — Bnd’ps — 12¢°p1.

Escolhemos )\, tal que

pP3 = 3l2k0 = )\ipl = koﬁg — 3[21{30.
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Neste caso,

Ppy+ Bips — 2kol* 5 = 41k,
o que implica que

det {M} = (p2+ q+ir72B2)[31%k0(—koB2 + 41%ko) + 4l*kogq — 1252K2)
+2kol?B2¢* — Bnd’ps — 12¢°1
—i4P kN Y2 52

Q

Tomamos a = p=0ev =1.

Calculando os valores de A,,, B,, e C,,, encontramos

(p1 =+ B2¢) (p2 + q + iA1282) — B2
det {M}
B ikoy172/5°
4p1 Pk N2 B
= —iKp,, K > 0.

C, =

Portanto,

U3, = ;W3
= pullidCh cos (Bnz) |2

Calculando o limite quando n tende ao infinito, obtemos
iy U, = .

Logo, o sistema nao possui decaimento exponencial.

O

Estabilidade polinomial

Lema 11 Seja As o operador linear do sistema

P10 — k(Qp +lw + 1), — lho(wy —1@) — N1(pp +lw + 1Y) = 0 em (0,L) x (0,00)
P2 — gy + k(dp + 1w + ) + Y1(¢s +lw + 1)y — 120 = 0 em (0,L) x (0,00)
P1Wy — k0<wa¢ - lgb)w + kl(¢$ + lw + 770) + l71(¢x + lw + ¢)t = 0em (07 L) X (07 OO)?
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dado em (3.16), com v1 >0, 72 >0 e 3 = 0.
Entao
iR C Q(.AQ).

Demonstragao: Vamos supor, por contradi¢ao, que iR ¢ o(Ay), entdo, pelo lema 3,

existe u € R com || Ay ]| < |p| < oo tal que

{iB: 18] < |ul} € p(A2) e sup{||(iBT — Az) 7' 18] < |ul} = oo

Logo, existem sequéncia (f,) C R com (3, — p quando n — oo, |5,| < |u| e sequéncia

(yn) C D(A2) com ||y,|lz, = 1 para todo n, tais que

1(iBn] = A2)ynll3, = 0 quando n — oo,

Da equivaléncia entre a norma induzida pela energia ||.||3, € a norma usual de Hy ||.|2,

seguem as seguintes convergéncias em L?(0, L):

A" — " =0 (5.17)

i\t — @ — 0 (5.18)

iINY" =0T =0 (5.19)

iINT =0T — 0 (5.20)

A" — W™ =0 (5.21)

iNwir =W =0 (5.22)

imA P — k(o + " +lw"), — (DL + U™ + W™, — lko(wl —10") — 0 ( )
ipa AU — DY — U 4 k(O7 + "+ L") + (BT + U IV = 0 (5.24)
iAW 4 L (@7 + Y™ + 1w™) + Iy (B + U™ + IW™) — ko(w” — 16"), — 0,  (5.25)

em que Yn = ((bn, o, ", W W, Wn)t

Tomando o produto interno em Hs de (iA,I — As)y, por y,, e depois tomando a parte
real, temos que

Re(idd — Agtn, Yn) o = —Re(Aoyn, Yn)r, = 11O + U+ IW"| 12 + 72| U3 |7 — 0,

ou seja,

P’ + U™ + W™ — 0 em L*(0, L), (5.26)
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€,

¥" - 0em L*(0,L),
o que implica, por Poincaré,

U™ — 0 em L*(0,L),
Usando as convergéncias (5.18), (5.19), (5.21) e (5.26), obtemos

"+ Y+ lw™ — 0 em L*(0,L).

Agora, usando (5.27), (5.28) em (5.19) e (5.20), respectivamente, obtemos

Y™ — 0 em L*(0,L),

Y™ — 0 em L*(0, L).
As convergéncias acima implicam, em (5.25), que
ip AW — ko(w? — 1¢™), — 0 em L*(0, L).
A convergéncia (5.23) implica que
(Sn)n = (k[dp + 0" + 1"y + 1 [0 + U+ IW)),

é uma sequéncia uniformemente limitada em L?(0, L).

Tomando em L?(0, L) o produto interno de S, por
Zpl)\nq)n - Sn — lko(wg - l¢n)7

obtemos, por (5.23), que

L
—iplz\n/ DU [k(Pn + Y 4 lwn) + 71 (@7 + U + IW")]d
0
1817

L
+ lko/ (W = 19" ) (k(@n + Y + lw™) + 1 (P2 + WU 4 [Wn))dx — 0.
0
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(5.27)

(5.28)

(5.29)

(5.30)

(5.31)

(5.32)
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Pelas convergéncias (5.26) e (5.25) temos que as sequéncias (®7) e ([w? — l¢™],) sdo

uniformemente limitadas em L?(0, L), logo,
1Sallz> — 0,
e portanto, de (5.23), obtemos também que
ip1 A ®" — lko(wW" — 1¢™) — 0 em L*(0, L). (5.33)
Tomando o produto interno em L?(0, L) de
iAW — Eo(wl — L"),

por lw", e de

por wy, obtemos por (5.32) e (5.33), respectivamente,

L L
ipl / Whedz + kol / (W — Ig")aTdz — 0 (5.34)
0 0
e
L L
in / M BT — Lo / (" — 16" dz — 0, (5.35)
0 0
logo,
v 1 1 L —
ipl)\nl/ wn {w” - —W"+ —W”| dx + k:ol/ (Wi — ") wide — 0 (5.36)
0 1\ 1\ 0
e
L I I L _
ipl/ A @ wt — — W+ — W de — lkO/ (W — lp™)widx — 0, (5.37)
0 1 An 1 An 0
e logo, por (5.21) e (5.21),
L
—pl||W|3 2 dx + kol/ (wy —lp")widr — 0 (5.38)
0

L L
—p1 / dWrdx — lk‘o/ (Wi — 1™ )widx — 0.
0 0
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Somando as duas ultimas convergéncias, obtemos
L —
—p W3 2dx — pl/ dWrdx — 0,
0
que implica

L L
—pl | W32 + ,01/ (@ + " + IW™ Wndx — ,01/ (U™ + W™ Wndz — 0. (5.39)
0 0

Como
" + U 4+ IW™ — 0 em L*(0, L),
e
U™ — 0 em L*(0,L),
temos que

W72 — 0. (5.40)
Logo, por (5.32),
(W' —1¢™), — 0 em L*(0,L).
Assim, da desigualdade de Poincaré, segue que
W' — 1" — 0 em L*(0, L).
Como
ip1 A ®" — lko(W" — 1¢™) — 0 em L*(0, L),
obtemos que
®" — 0 em L*(0, L).

Assim, mostramos que ||y,||x, — 0, 0 que é uma contradicdo, ja que ||yn||z, = 1.

Portanto, temos que iR € o(As).
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Teorema 5.1.2 Suponhamos que Uy = (¢g, ¢1, do, U1, wo, w1)" € D(Az). Entdo, a solugao

do problema

1o — k(b + 1w + ), — lko(wy — 1) — y1(pe +lw+ )y = 0 em (0,L) x (0,00)
,021/}# - bd}:m: + k((bx + lw + ¢) + 71(¢x + lw + ¢)t - 721/}3315 = 0em (07 L) X (07 OO)
prwy — ko(wy —1d)y + kl(dy + lw + ) + Iy (e +lw + 1), = 0 em (0,L) x (0,00),

decai polinomialmente a zero, isto €, existe constante C' > 0 tal que
tAs C
€2 Upll2, < t_%HUOHD(Ag)- (5.41)

Além disso, se Uy € D(AS), entao existe constante C,, > 0 tal que

Co
€2 Up |3, < t—%HUOHD(Ag)- (5.42)

Demonstragao: Pelo lema anterior, temos que iR C o(As).

Para completarmos a demonstracao, consideremos a equacao
iU — AU = F,

em que F' = (f1, fo, f3, fa f5, f6)' € Ha e U € D(A).

Em relagao as componentes, temos que

Po— = f (5.43)

B ® — k(dy + 0+ lw)y — 1 (P + U +IW), — lko(w, —l9) = p1fe (5.44)
= = f; (5.45)

i8p2V — 0bpy — YoVar + k(dp + 0 +1lw) + 11 (Pp + U +IW) = pofs  (5.46)
iBw—-W = f; (5.47)

iBpW + kl(¢e + ¢ +1w) + l(Py + U +IW) — ko(we —19)s = p1fe.  (5.48)

Temos que Re{(AU, U)z,} = —71||Ps + U + IW |3, — 72| ¥,]32, logo,

MNP + 0 +IW|* < Re{(=AsU, Uy, } = Re{(iBU — AU, Uz, } < ||U 341 F [13245.49)

Yl Wallze < Re{(= AU, Uhn,} = Re{(iB,U — AU, Uy} < |Ullpia | Fllae- - (5.50)
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Pela desigualdade de Poincaré, a estimativa acima implica que

Pl ClIZ: < ClU N[ F I, (5.51)
Temos que
iY== fs,
e
iB(dr + 0 + ) = (D0 + W+ IW) = fro + f5 +1f5,
portanto,
Blalie < Cl¥alze + Cllfsl7e < ClUl | Flla, + ClIFI, (5.52)

Bl be+ 00+ w2 < C|®y+ U +IW|2 + || fra + f5 + Lfs||%
< C|Ul,|IF |l + ClIF |13, (5.53)

Tomando o produto interno em L?(0, L) de (5.153) por ¢, e usando a identidade (5.152),

obtemos que

L L L
@3 = —p1/ (I)Edas+k/ (¢z+¢+lw)gbxdx+’yl/ (®p + U + IW) ¢ dx
0 0 0

L L
—lko/ (we — 19) {%(I) + %ﬁ] dr — p /0 fogdz,
0 n

assim,

C

pl@lz: = CIIUI\H2||F||H2+C||F||3{2+@

U113, (5.54)

O produto interno de (5.153) por (w, — l¢) implica em

L —_—

L —
lholws — 16|22 — iﬁpl/o @(wx—l¢)d:c+k/0 (60 + 1 + 1) (@ —T9)ud

L L L
+71 /0 (O + U+ IW) (wy — @) dx — py /0 folw, — lp)dz.
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Logo, pelas igualdades if,¢ — ® = fi, if,w — W = f5 e (5.48), temos

hollws — 162 = —py / W)z — py / fo(@ = T@)dx + Iy 0]
0
- / (f5x lf1) dw-l—k— (ZﬂW—i—lS p1fe)dx
0 0
em que S = k(¢ + ¢ + lw) + 7 (P, + U + [W).
Temos que
L L L
pl/ @(Wx)dmz—m/ o, (W / (@, + U + IW)(W)dz
0 0 0
wpr [ W)+ 1o W
Logo,

I |W 7 + lkollwe — 19|72 < ClU oI Fllae + Cll @72 + CI|F I3,
+CB| @, + ¥ + W |72 + Ce| U3,

< ClUllF I, + ClI@lze + ClIF I3,
+COB| U | F ll . + CellU 5, (5.55)
Assim, acabamos de mostrar que
Ly, _
e |@81 — A)"'F|,,. < C||Fly, , para todo || > 1. (5.56)
Portanto, o sistema é polinomialmente estavel e
tAz O
[ Usllp., < t_%HUOHD(fb)- (5.57)

Otimalidade

Teorema 5.1.3 A taza de decaimento polinomial encontrada no teorema 5.1.2 € a tazxa

otima de decaimento.

Demonstracao: Na demonstracao do teorema 6.1.1, mostramos que as funcoes

(Un)n - (¢n7 (I)na ¢n> anv Wn, Wn)a
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dadas por

¢n - An sin (6n$)7

O, = i\,
U, = Bycos(Bur),
U, = i\,
w, = Cycos(B,x),
W, = tl\w,

formam, para determinados valores de A,,, B, e C,,, uma sequéncia de solu¢oes da equagao
Z)\n - »AZUn = Fna
-1 t nmw '
em que F,, = (0,0,0,0,0, p; " cos(B,x)), e B, = e valores de A, tais que
)‘721p1 = kgﬁi — 3[2]{30.

Nesses termos, obtivemos que

_ ikoy17205
4p1l2k3)\n72ﬁ;1l
= —iKp,, K >0,

Ch

de onde segue a seguinte estimativa:

10N, = pallWalli:

= pl[idCh cos (Bnz) |2
~ CB:, (>0 (5.58)

1
Se a taxa de decaimento polinomial 7 = > encontrada no teorema 5.1.2, puder ser

melhorada sobre D(Ay), entao, pelo teorema 1.3.4, entao existe € > tal que

1
e 1A =) < G vin = 1

Contudo, da estimativa (5.58), obtemos que, para qualquer € > 0, vale

1 €
|)\|W||Un||f2ﬂ2 > KM\ K >0
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Tomando o limite quando n tende ao infinito, obtemos

WH(MTJ — Ay) ' Fy |3, — 00, quando n — oo, Ve > 0.

1
E portanto, a taxa 7 = 3 ¢ a taxa 6tima de decaimento polinomial do sistema.

5.1.2 viscoelasticidades no sistema

Nesta subsecgao iremos investigar o efeito dissipativo causado por duas viscoelasticidades
agindo efetivamente sobre o estresse por corte e momento fletor do sistema de Bresse, em
que as dissipacoes so adicionadas diretamente nas equagoes do modelo.

Assim, estudaremos o sistema de Bresse viscoelastico dado por

p1ow — k(s + 1w+ ), — lko(wy — 1) — Yippee = 0em (0,L) x (0,00) (5.59)
P2 — bbay + k(e + 1w + 1) = Yotheee = 0em (0,L) x (0,00) (5.60)
P1Wy — kO(wx - lqb)x + kl(¢x + lw + w) O em (07 L) X (07 OO)? (561)

para 7y > 0 e 75, > 0. Veremos que as viscosidades eldsticas adicionadas ao problema
dessa forma causarao o mesmo efeito sobre o sistema de Bresse que no caso em que sao
inseridas no problema através das leis constitutivas.

Assim, veremos que, neste caso, o sistema nao possui decaimento exponencial, indepen-
dentemente dos coirﬁcientes. Entretanto o sistema decai de forma polinomial, com taxa

6tima igual a 7 = 3

Falta de estabilidade exponencial

Teorema 5.1.4 Seja (¢, 9, w) a solugcdo do problema determinado pelo sistema de Bresse
(5.59)-(5.61) com condi¢oes de contorno do tipo Dirichlet-Neumann-Neumann dadas em
(3.8) e condigoes iniciais (3.7). Se os dados iniciais satisfazem a condigdo fOL odr =
fOL Pdr = fOL wodx = fOL widx = 0, entio o semigrupo gerado pelo operador Ay, dado em

(3.35) com v} >0, v5 >0, 74 = 0, ndo é exponencialmente estdvel.

Demonstragao: Vamos mostrar a existéncia de uma sequéncia (\,), C R com lim,,_, [A,| =

oo e sequéncias (U,), C D(j(g), (F,)n C Hz limitada em Hs, tais que

(iAn — A3)U, = F, (5.62)



CAPITULO 5. VIGAS DE BRESSE COM DUAS VISCOELASTICIDADES 116

limsup ||Up|[,, = 0.
n—oo

Reescrevendo a equagao espectral em termos de suas componentes, obtemos

i —® = fL € Hy(0,L), (5.63)
k 1 k
M@ — — (¢ + 0+ L)y — 2y — -2 (w, — I) = fo € L2(0,L),  (5.64)
P1 1 P1
b ; k
P2 P2 P2
i —W = fs€ HY(0,L), (5.67)
k k
IV + lp—(gbr + 9+ lw) — p—o(wx —1l¢), = feeL?(0,L).  (5.68)
1 1
Sejam
F, = (0,0,0,0,0,vp; " cos (Bu1))",
em que (3, = n%r e 0 representa a funcao nula.
2
L
A sequéncia (F},), apresentada limitada em H,. De fato, ||F,|3, = (Z—) 5
1
De (5.63), (5.65) e (5.67), obtemos que
b =i\, 0,
U= Z./\711/}7
W =i\w.
Substituindo as igualdades acima em (5.64), (5.66) e (5.68), obtemos
—N2p1d — k(¢ + 0 + lw), — lkg(wy — 1) — iXY ¢y = 0 (5.69)
_)‘ip2¢ + k(¢x + @Z} + lw) - (b + iAnVé)wwx =0 (5'70)

~ N piw + 1k(¢p + b + lw) — ko(wy — 1d), = vcos(Bux).  (5.71)

Como estamos considerando condicoes de contorno Dirichlet-Neumann-Neumann, as funcoes

¢n = Aysin(B,2),
¢n = BnCOS<5n5L’),

w, = Cycos(Byx),
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formam solucao para o sistema acima, para valores apropriados de A,,, B, e C,. Neste

caso, devemos ter

Ap(=X2p1 + kB2 + ko + i, 82) + Bu(kB,) + Co(lkB, + lkoB,) = 0 (5.72)
Ap(kBn) + Bu(=Xopa + k + 0535 +idg587) + Co(kl) = 0 (5.73)
An(IkBn + kolBn) + Bu(lk) + Co(=X2py + 1Pk + ko) = v, (5.74)

Denotando
p = —Npy 4 Pk koS?,
g1 = k + ZAnVi»
G2 = b + Z)\n’yé,

o sistema acima pode ser reescrito pela equagao

A, 0
M| B, |=1]0],
C, v
em que
[ —\2py + 2ko + B¢ kB, 18,k + 18,ko ]
M = | kB, N2y 4k + B2q, k| . (5.75)
| 1Buk + 1Bnko Ik P |

Com as notagoes anteriores,

det {M} = (=Xpi+Pko+ B2q)(=Npa+k+ B2q)p
+-2k218, (1Bnk + 1Buko) — (18K + 1B8uko)* (= N2 pa + k + B2qy)
—k26%p — KPP (= N2 py + ko + BPqn).

Tomamos A\, tal que
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Assim,

det {M} = 2K%B,(18.k + 1B,ko) — (18,k + 1Bnko)*(—N2pa + Kk + B2qy)
k2P (=Anp1 + Pho + Bran)
il%(k + ko) V582 M.

Q

Resolvendo o sistema para A,,, B, e C,,, e escolhendo v = 1, obtemos que

(=A2p1 + ko + B2q1) (= N2pa + k + B2q2) — kBn(lkBy, + ko)

Ch

det { M}
e (e Lt
Tl (k + ko)27284,
-
2(k + ko)?
Portanto,
U3, = pllW

= pullidCh cos (Boz)||2
- ot (5.76)

Logo,
T [V, = .

Portanto, o sistema de Bresse

1w — k(da + 1w + 1), — lho(wy — 1d) = V1¢eer = 0em (0,L) x (0,00)
p2¢tt - bd)mx + k(¢x + lw + ¢) - 7§¢mt = 0Oem (07 L) X (07 OO)
P1Wit — kO(wx - lqb)z + k’l(qu + lw + w) = (Oem (07 L) X (07 00)7

com condig¢oes de contorno do tipo Dirichlet-Neumann-Neumannn, nao é exponencial-

mente estavel.

0
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Estabilidade polinomial

Lema 12 Seja ./2(2 o operador diferencial do sistema

p1¢tt - k(¢r + lw + d})r - l/{ig(wx - l(b) - ’Yiqﬁxwt = 0Oem (07 L) X (07 OO)
P2t — Opr + k(¢z +lw + 1/}) - Vézﬁzmt = 0em (07 L) X (07 OO)
prwy — ko(wy —19), + kl(pp +lw+ 1) = 0 em (0,L) x (0,00),

dado em (3.35), com v} >0, v >0 e~ =0.
Entao
1R C Q(./ZQ).

Demonstracao: Supondo que iR ¢ g(jg), segue do lema 3 que existe w € R com

| Ay [[< || < oo tal que

{i8; 18] < |ul} € p(As) e sup{||(iB — Ao) 78] < |u]} = oo.

Logo, existem sequéncia (\,), C R com 5, — u quando n — oo, |A\,| < |u| e sequéncia

(Yn)n C D(As) com ||yn|lz, = 1 para todo n, tais que

1GAnT = A2)yall, — 0 quando n — oo,

Portanto, relembrando a equivaléncia entre a norma induzida pela energia ||.||3, € a norma

usual de Hy ||.||2, seguem as seguintes convergéncias em L?(0, L):

iA@" — B — 0 (5.77)

A — O™ = 0 (5.78)

A" — T 5 0 (5.79)

Ay — Uy — 0 (5.80)

A" — W™ = 0 (5.81)

A — W™ = 0 (5.82)

i A @ — k(o + " + W), — 7P, — lho(wy —19") — 0 (5.83)
ipo AU — by, — Wy, + k(e + 9" +1w™) — 0 (5.84)

ip AV + k(7 + ™ + lw™) — ko(w™ — 16™), — 0, (5.85)
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em que y, = (¢", ", ", U, w", W)L,
Do produto interno em Hs de (iA,I — .Zg)yn por y,, obtemos que

Re(idnd — Agyn, Yn)a, = —Re(Agyn, yn) Ha = 71197l 22 + 5] W2 172 = 0,
assim,

®" — 0 em L*(0, L), (5.86)

U" - 0em L*(0,L), (5.87)
e portanto, pela Desigualadade de Poincaré,

®" — 0 em L*(0, L), (5.88)

U™ — 0em L*(0,L). (5.89)
Por (5.78) e (5.80) temos também,

¢" — 0 em L*(0, L), (5.90)

Y — 0 em L*(0, L). (5.91)
Observando a convergéncia (5.83), concluimos que

é uma sequéncia uniformemente limitada em L?(0, L).

Como

ipa AU — DT, — U+ k(o + " + lw™) — 0 em L*(0, L),
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temos que

L

ipahn /L U [k(on + om + ) + 7, 0] da + b/ U Snda + A, /L U"S, dr
0 0 0
+E||o8 4+ " + "7z + kA1 /OL(gb;‘ + " + lw")Prdr — 0,
e logo,
Ell¢" +¢" 4+ 1w"||32 — 0. (5.92)
Segue, entao, que
ol < (ldp + 9™ + 1wl e + 105l 2 + [ 2 = 0, (5.93)
logo, de (5.81), temos também que
W™ — 0em L*0,L). (5.94)
Tomando o produto interno em L?*(0, L) de (w? — [¢™) por
ip A" — k(O + ¢ + 1w")y — NPy, — lho(wy — 19"),

obtemos, por (5.83),

L L
im)\n/ " (wp — l¢")dx + k/ (@) + 0" + ") (wyt — 1¢")2da
0 0

L
it [ el e — o ~ 1973 > 0
0
e como,

®" — 0 em L*(0,L),
®" — 0 em L*(0, L),

" 4 Y 4 lw™ — 0 em L*(0, L),

e ([w? — 1¢"];)n é uma sequéncia uniformemente limitada em L*(0, L) por (5.85), con-

cluimos que,

l? = 16"]|72 — 0.
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Acabamos de mostrar, assim, que ||y,|/%, — 0 quando n — oo, o que contradiz o fato de

ol = 1. ~
Portanto, temos que iR € o(As).
O

Teorema 5.1.5 Suponhamos que Uy = (¢o, ¢1, Po, V1, wo,w1)" € D(.Zg).

Entao, a solucao do problema

p1¢tt - k(¢x + lw + %Z))x - lkﬂ(wx - l¢) - 71¢x1‘t = 0Oem (07 L) X (07 OO)
ptht - bw:m: + k(¢az + l’LU + W - Véwxxt = O em (07 L) X (07 OO)
prwy — ko(wy — 19), + kl(¢pe +lw+1) = 0 em (0,L) x (0,00),

decai polinomialmente a zero, isto €, existe constante C' > 0 tal que

C
ey, < L (5.95)

Além disso, se Uy € D(.Z?), entao existe constante Cy > 0 tal que

C
tA o ~
"2 Upll, < t_%HUOHD(Ag)- (5.96)

Demonstragao: Ja mostramos, no lema anterior, que :R € Q(AVQ).
Agora, devemos mostrar a existéncia de uma constante positiva C' independente de 5 € R
com |B] > 1e F € H,y tal que

62

(GBI — jg)—lFH < C||Fly, , para todo | > 1. (5.97)
Ha
Consideremos a equacao

iBU — AU = F,
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em que F' = (fi, fo, f3, f1, fs, f6) € Ha e U € D(Ay).

Em relacao as suas componentes, a equacao iU — AU = F é dada por

ipop—P = fi

iBp1® — k(de + 1 + W)y — lho(we —19) =11 Poe = p1fo
Y=V = f3

iBp2V — 0y + k(dy + 0 +1lw) — 5 Ver = pafa
iPw—W = [

Z.Bplvv + kl(¢x + w + lw) - kO(wx - l¢)x = plfﬁ-

Temos que
Re{(AU. Uz} = =71 [1 @22 — nl[PellZ2,

logo,

YillPelZe + %1 Tellze = Re{(—AU. U)o}
= Re{(ifU — AU, U, } < U3 Fll s,

o que implica, pela desigualdade de Poincaré,

12172 < CllU 3. | Fllaes

1122 < ClU a1 F [l

Das equagoes (5.99) e (5.100), obtemos, respectivamente,

C

C
IgllZ < ﬁl@llé + @IIFH% < ClNU eI Fllaee + CIF N,

C

C
oIz < @H‘I’xlliz + @IIFH?@ < Ol | Fllae, + CIF N3,

pois || > 1.

123

(5.104)
(5.105)

(5.106)

(5.107)

(5.108)

(5.109)

Segue, do produto interno em L?*(0, L) de S = k(¢, + ¢ + lw) + 7P, por (5.101), que

L L L
zﬂpQ/ USdr + / [0, + Y50 ,]Spdx + k:2/ |pe + 1 + lw]|?
0 0 0

L L
—l—k:/o (p + 0+ lw)[ﬁ]dm = pg/o fiSdz,
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e logo, por (5.99) e pelas desigualdades anteriores,
6o + v +lwlz: < COL+ B Ul Fllaee + ClIF I3, + €l U3, (5.110)

Do produto interno em L?*(0, L) da equagao (5.103) por S = k(¢ + 1 +Iw) +7; P, resulta

L L L L
i8p1 / W Sdx + kl/ (e + ¥ + lw)Sdz + ko / (wz — 1) Spdx = py / feSdz,
0 0 0 0

e logo, por (5.99) e (5.102),

, L — - 1— 1 —
25,01/0 w {k‘ (% ++1 [ﬁWﬂL ﬁﬁ]%]) +%<I>x] dx

L
+k:l/ (g + 1 + ) [, D )dz + k21| pp + 0 + lw]|?-
0

L L
+k0/ (wz — l¢) [Zﬁplq) — lko((ﬂm — l¢> — plfg]dl’ = pl/ fﬁs’dx
0 0
Portanto,

pllWl[Ge + thollws = 19l72 < CIW1B¢allre + ClIW (22|89 2 + ClIIW | 2] F |3
+CO[W 2| BRa |2 + Cllds + v + lwl|7: + C| 222

+C0lws = 19| 12| ®]] 12 + Cllws — 18]l 2| Fllaee + ClIF |17,

< CA+NUlFlla, + CIFIR, + el Ul (5.111)

Acabamos de mostrar, portanto, que

1
32

(i8I — ,12)—1F‘

< C|Fll,, para todo [3] > 1. (5.112)
Ha
Portanto, o sistema

p1¢tt - k(gbx + lw + ?/))x - lko(wx - l¢) - 71¢azwt = 0Oem (07 L) X (07 OO)
prtt — wa:c + k(¢x + lw + w) - ’)éw:r:xt = 0Oem (0, L) X (0, OO)
,Olwtt - ko(wm - l¢)x + kl<¢w + lw + w) = O €m (07 L) X (07 OO>7

¢é polinomialmente estavel e

= C
€42 U0 |34, < t_%HUOHD(ﬂg)‘
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Otimalidade

Teorema 5.1.6 A taza de decaimento polinomial encontrada no teorema 5.1.5 € a tazxa

otima de decaimento.

~ 1 . i :
Demonstragao: Se a taxa 7 = 3 de decaimento polinomial encontrada no teorema

anterior puder ser melhorada sobre D(,Z(Q), entao, pelo teorema 1.3.4, existe € > 0 tal que

N (A — Ay) ™"

<C., VA > 1.

Entretanto, tomando U,, = (¢n, Pp, ¥n, Yy, wy, W) € ’D(ﬂg), em que

¢n = An sin (an)v

d, = i\,0,
v, = By,cos(Bnz),
U, = i\,
wp, = C)cos(Bpx),
W, = itl\w,

provamos na demonstracao do teorema 5.1.4 que U, é solucao da equagao
iU — AU = F,
para
F, = (0,0,0,0,0, p; " cos (Bnx)) inH

e A\, tal que
—)\ipl + l2k + ]ﬂoﬁg = O,

nm
em que (3, = T para valores apropriados de A, B, e C,,.

Calculando os valores de A,,, B,, e C,,, obtemos que

i1 \

C, ~ — .
2(k + ko)’

E portanto, temos que

1Vl = ol Wall?e
= 101 H'l)\ncn COS (ﬁnw) ”%2
~ C’x\i,
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de onde segue que

1 €
MTQGHUnH?{Q > KX, K >0,

para todo € > 0.

Tomando o limite quando n tende ao infinito, obtemos que

WH(MRI — Ay) 'Ry, — 00, quando n — oo, Ve > 0.

1
E portanto, a taxa 7 = 3 ¢ a taxa 6tima de decaimento polinomial do sistema.
O

5.2 Viscoelasticidades sobre estresse cortante e tensao

longitudinal

Nesta secao mostramos que o mecanismo dissipativo produzido por duas viscosidade
elasticas agindo sobre o estresse por corte e tensao logitudinal do sistema de Bresse nao é

capaz de estabiliza-lo de forma exponencial. Entretando, tal efeito dissipativo sera forte

o suficiente para gerar decaimento polinomial do sistema, com taxa 6tima de 7 = —, a

2

mesma encontrada na secao anterior, com viscosidades elasticas agindo somente sobre o

estresse cortante e momento fletor.

5.2.1 Viscoelasticidades nas leis constitutivas

Vamos analisar o comportamento assintotico das solugoes do sistema de Bresse vis-

coelastico dado por

p1ou — kSy — tho(wy — 10) — 11 Su — lys(wy —19)y = 0 (5.113)
p2th — bay + S + 115 = 0 (5.114)
prwge — ko(wy — 1)y + kLS — y3(wy — 1)y + 11 Sy = 0, (5.115)

sobre (0, L) x (0,00), com v; > 0 e v3 > 0, em que S = ¢, + lw + 1.

Falta de estabilidade exponencial

Teorema 5.2.1 Seja (¢, 9, w) a solugao do problema determinado pelo sistema de Bresse

(5.113)-(5.115), com condigoes de contorno do tipo Dirichlet-Neumann-Neumann dadas
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em (3.8) e condigoes iniciais (3.7). Se os dados iniciais satisfazem a condi¢ao fOL Yodx =
fOL Yrdr = fOL wodx = fOL widx = 0, entao o semigrupo gerado pelo operador Ay, dado em

(3.16) com 1 >0, v3 > 0 e o = 0, nao € exponencialmente estdvel.
Demonstragao: Vamos mostrar a existéncia de uma sequéncia numérica (\,), C R

com lim,,_, |\, = 00 e sequéncias (U, ), C D(A3), (F,), C Ho limitada em Hs, tais que

(iA — A2)U, = F, (5.116)

limsup ||Up|[,, = 0.
n—oo

Reescrevendo a equagao espectral em termos de suas componentes, obtemos

o —P = fi, (5.117)
Y =V = f3, (5.119)
l)\npg\lf - b¢x$ + S = ,02f4, (5120)
Nw—W = fs, (5.121)
ANgpt W +1S — N, = pifs, (5.122)
em que
S =k(¢s+ U +w)+7(Py + U +Q)
e
N = ko(wy — (p) + v3(W, — 1D).
Escolhemos

F, = (0,ap;*sin (B,2), 0, upy* cos (B,z), 0, vp; * cos (B.x))Y,

nm .
em que 3, = — e 0 representa a funcao nula.

A sequéncia (F},), escolhida limitada em Hs.

De fato,
o o A\ L
E3, = (—+—+—) =
[1Fnll3u, PR b
De (5.117), (5.119) e (5.121), obtemos que
O =i\,0,
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W =i\,w.

Substituindo as igualdades acima em (5.118), (5.120) e (5.122), obtemos

_/\iplgb - [k + i/\n'Yl](Qba: + ¢ + lw)x - [lkO + i)‘nl73]<ww - l¢) = asin (an)
~ Mot + [k + idgy] (00 + 10+ lw) — by = pcos (Bur)
— A2 p1w + [lk 4 i\l ] (@ + 0 + 1w) — [ko + idnys](we — 1), = vcos(Baz).

Devido as condigoes de fronteira consideradas, vamos supor que

¢n = An sin (6nx)>
wn - Bn COsS (ﬂnx)a
wp, = Cycos(Byx).

Aqui é conveniente introduzir as seguintes notacoes:

p2 = —Nip2+ 0B,
@ = ki,
qs = ko + Z)\n’}/g

Assim, ¢,, ¥, e w, satisfazem o sistema acima se, e somente se, A,, B, e C, satisfazem

An(=X2py + Biqy + Pkas) + Bu(Buqr) + Co(lBuln + @3]) = «
A, (Boqr) + Bu(lp2 +q1) + Co(lgn) = p
An(1Bular + @3]) + Bullqy) + Co(=X2p1 + PPkqy + betaqs) =

O sistema acima pode ser reescrito pela equacao matricial

An
M| B, |=
Ch

(5.123)

R ®E O
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em que
[ —X2p1+ B2q1 + s B 1Balq +q3) |

M= | B.q D2+ ¢ lgy | - (5.124)
L 1Bnlq1 + a3) lan  —Xopr+ Pa+ B |

Calculando o determinante da matriz M, obtemos,

det {M} = (=Nop1+ B+ 1Pas) (02 + ) (= Aopy + Py + Bhas) + 2060
—[1Bn(q1 + @3)P (D2 + 1) — PBL(=A2p1 + Loy + 1Pg3)
—B2q; (= Nop1 + Py + Blgs)
= (=Xop1+ Pqu + Bg) [= A2 pip2 + a{ = A2 p1 + Bapa} + Paspa + Paaqa]
+2128247 — [18n(q1 + 43))* (02 + 1) — PBL(=Nop1 + Bagn + Pas).

Vamos considerar A, tal que

b b b
p=t s =gy
P2 P2 P2

Neste caso, temos que
2 bpi
—\2p1 + Bipy = — -
P2
Assim,

b b bpy
det {M} = (=Nop1+Pq+ Blgs) {—)\2% + ﬂ ¢ +l2q p_ + P
2

Pz

bpy
L9282 — [B(as + )] (pi+ )—1252( 2,0 4 52, + Cs)

b /b
—1 {’73— <pﬁ1 + I’n ’73) + 12’71] AnfBh.
2

P2

Q

Resolvendo o sistema para A,,, B, e C,,, e considerando o = v =0 e u = 1, obtemos

(=A2p1 + B2q1 + Pqs) (= A2p1 + Py + BRas) — [1Bn(a1 + ¢3)]?
det{ M}

B, =

Q

iCB,,  C#£0.
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Portanto,

U, > p2ll¥)7a
palliX, By cos (Bnz) H%Q
~ Cp! C > 0.

n’

Tomando o limite quando n — oo na estimativa acima, obtemos que
[Unll32, — 0.

Portanto, o sistema nao é exponencialmente estavel. O]

Estabilidade polinomial

Lema 13 O operador As, dado em (3.16), com vy, > 0, v3 > 0 e v = 0, satisfaz
iR C Q(.AQ).

Demonstragao: Novamente usaremos argumentos por contradigao.
Vamos supor que iR ¢ o(A,), entdo, pelo lema 3, existe u € R com || A" < |u] < oo
tal que

{iB; 18] < |pl} € p(Az) e sup{||(iBT — Az) 7" [I; 8] < |u|} = oo

Logo, existem sequéncia (5,), C R com 8, — u quando n — oo, |5,| < |u| e sequéncia

(Yn)n € D(Az) com ||ly,||ln, = 1 para todo n, tais que

(i8I — A2)yn||2, = 0 quando n — oo,

Portanto, relembrando a equivaléncia entre a norma induzida pela energia ||.||%, € a norma

usual de Hy ||.||2, seguem as seguintes convergéncias em L*(0, L):
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A" — O = 0 (5.125)
A" — D" = 0 (5.126)
A" — T 0 (5.127)
A" — T 0 (5.128)
A — W™ = 0 (5.129)
A — W = 0 (5.130)
ipAP" — S —IN" — 0 (5.131)
ipo A U™ — b + 5" = 0 (5.132)
ip AW + 18" — N™ — 0, (5.133)
para yn = ((bn’ (I)n, ’l/}n7 \Ijn7 wn7 Qn)t, em que
S" = k(dy + 9" +1w") + I (O + " +IW"),
N™ = ko(wy — 1o") + (W) — 1D").
Tomando o produto interno em Hs de (i\,I — As)y, por y,, temos que
Reidad — Asyn, Yn)r, = —Re{(Asyn, Yn)rs
= nll®F + W+ IV 2 + 3| Wy — 12772 — 0,
ou seja,
O’ + U™ + W™ — 0 em L*(0, L), (5.134)
e7
W —1®" — 0 em L*(0, L). (5.135)
Usando as convergéncias (5.126), (5.127), (5.129) e (5.134), obtemos
¢ + " + 1™ — 0 em L*(0, L). (5.136)

Agora, de (5.130), (5.125) e (5.135), segue que

W' —1¢™ — 0 em L*(0,L). (5.137)
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Do produto interno em L?(0, L) de ip; A\, ®" — S? — IN™ por ®", e do produto interno de
ip1 A W™ 4 1S™ — N} por W", obtemos

O+ iAW+ [ ST [T o
e logo, pelas convergéncias anteriores,
P @772 + pr A [W][72 — 0. (5.138)
Ja vimos que
Q" + " + W™ — 0 em L*(0, L),
logo,
! !
—/0 O"Wndy + || U7 +l/0 W™Unds — 0,
e portanto,
9772 — 0.
Considerando esta tltima convergéncia em (5.132), obtemos que
[Nz — .
Acabamos de mostrar que ||y,||%, — 0, o que contradiz o fato de ||y, ||», = 1.

Logo, iR C o(A2).
U

Teorema 5.2.2 Suponhamos que Uy = (¢g, ¢1, Po, ¥1,wo, w1)" € D(Az). Entdo, a solugao

do problema

P10 — k(pz + 1w + 1), — lho(we — 19) — Y1(Pe + lw + )t — lyz(wz —19)y = 0
P1Wy — kO(ww - l¢>m + kl(¢x +lw + ¢) + l71(¢m +lw + ¢)t - ’}/3(1023 - l¢)xt = 0,

em (0, L) x (0,00), decai polinomialmente a zero, isto é, existe constante C > 0 tal que

C
le™2 Ul < t—%HUoHD(Ag)- (5.139)
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Além disso, se Uy € D(AS), entdo existe constante C,, > 0 tal que
tAs CO‘
e Unllaa < o IUollpias). (5.140)

Demonstragao: Pelo lema acima, temos que iR C o(Ay).
Para completar a prova do teorema, devemos provar a existéncia de uma constante positiva
C' independente de § € R com || > 1 e F € H, tais que

1. _
@ H(zﬁ[ —Ay) 1FHH2 <C HF||H2, para todo |B] > 1. (5.141)

Consideremos a equacao

iBU — AU = F,

em que F' = (fi1, fo, f3, fa f5, f6)' € Ha e U € D(Ay),

que em relagao as componentes se apresenta como

iBo—Pd = f (5.142)
iBp1® = S; —IN = pifa (5.143)
By —TU = fy (5.144)
iBw—-—W = fs (5.146)
iBW +1S =N, = pife, (5.147)
em que
S =k(¢s + ¢ + lw) + (P, + U + W)
€
Temos que
Re{(AU, Uz, } = =71 || @ + U + IW |32 + 43]| W, — 197,
logo,

Nl ®s + W+ IWL2 < Re{(= AU, U, } = Re{(iBU — AU, U) bty < Ul | Fllaes, (5.148)

1| Wo — 12|72 < Re{(=AU, U)po } = Re{(iBU — AU, Uz, } < (U I3, |1 F 34, (5.149)
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Das equagoes (5.142), (5.144) e (5.146), obtemos

iBlwz —1p) = (Wy —1®) = f5u — f,
portanto, temos que

Bllds + v +lwlze < ClU | Flla, + ClIFIf3,,., (5.150)

B llws = 18l|7> < CllUl | Fllae, + ClIF |13, (5.151)

A soma do produto interno em L?(0, L) de (5.143) por ¢, com o produto interno de (5.147)

por w resulta em

iﬁp1/0L®$dx+iﬁnp1/oLWde = —/L (¢x—|—wda€—/ N(w, — ¢)dx

/ fodbda + ps / fswd,

o que implica, por (5.142) e (5.146),

plol + ol = [ oRdr—p [ Whis+ [ s@ D
/N Wy — 1) da:—pl/ fgqbda:—pg/ fswdzx.
Logo,
pil|®l7: + oW 3, < ClUlw, || Flla, + ClIF - (5.152)

Das igualdades apresentadas em (5.142), (5.144) e (5.146), obtemos que

/L\Pdac:iB/L(qbz+¢+lw)dx—/LCI>xdx—/Llex—/OL(f1a:+f3+lf5)dx

0 0 0 0

assim,

1 1
< ClUlNENz, + CllE |- (5.153)

L
/ Udx
0
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Integrando a igualdade (5.145) de 0 a L, obtemos que

L
z,@/ Wdx
0

[Ye(z)] < + CIUNG I F I3, + CllF [,

logo,
[ba(@)72 < CBUIslIFlle + CBIF |3y, + CIU e | Fllaee + CIIF 15, (5.154)
Acabamos de mostrar, entao, que
% GBI — As) ' F|l,, < C||Flly, , para todo 8] > 1. (5.155)

Portanto, o sistema é polinomialmente estavel e

C
le" 2T, < t—%HUoHD(AQ)- (5.156)

Otimalidade

Teorema 5.2.3 A taza de decaimento polinomial encontrada no Teorema 5.2.2 € a taza

otima.

Demonstragao: Sejam F, = (0,0,0, p;* cos (8,7),0,0)t, em que 3, = % e 0 repre-
senta a funcao nula.
Na demonstracao do teorema 5.2.1, provamos que as fungoes U,, = (én, P, U, Uy Wi, Wa ),

dadas por

an = An sin (an)7

O, = i\,
v, = Bycos(Br),
U, = i\,
w, = Cycos(Byx),
W, = itl\w,

satisfazem a equagcao

iU, — AU, = F,,
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para valores apropriados de A,,, B, e C,, em que A, é dado por
b
N2py = b2+ 2
P2

Neste caso, resolvendo o sistema para A,, B, e C,, obtivemos que
B, =~ iCB,, C +0.

1
Temos, pelo teorema 1.3.4, que se a taxa de decaimento polinomial 7 = 27 puder ser

melhorada sobre D(A;), entdo existe € > tal que

1
e [(GAT — A9)7Y| < €., WA > 1.

Porém, para as fungoes U,, = (¢, @, 1,1, w, W)t € Ay dadas acima, obtemos que

U5, = pallWallie

~ Cp, C>0.
Logo, para qualquer € > 0, temos que

—1 €
A |4—25”UHH%LQ > KXY, K > 0.

Tomando o limite quando n tende ao infinito, obtemos

1

WH(MRI — Ay) ' Fy |3, — 00, quando n — oo, Ve > 0.

1
E portanto, a taxa 7 = 3 ¢ a taxa 6tima de decaimento polinomial do sistema.

5.2.2 Viscoelasticidades no sistema

Assim como nas segoes anteriores, vamos comparar os resultados obtidos sobre o meca-
nismo dissipativo adquirido pelo sistema de Bresse com viscosidade elastica introduzida
no sistema através das leis contitutivas do modelo, com o problema resultante da adicao

das viscoelasticidades diretamente nas equagoes.
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Portanto, nesta subsecao, vamos estudar o sistema de Bresse viscoeldstico

p1éw — k(ds + lw + 1), — lko(wy — 1) — View = 0em (0,L) x (0,00) (5.157)
P2 — bbos + k(s +lw+1p) = 0em (0,L) x (0,00) (5.158)
prwy — ko(wy —10) s + kl(¢p + lw + ) — Yhwaer = 0em (0,L) x (0,00),(5.159)

para v; > 0 e 74 > 0.
Neste caso, obtemos exatamente os mesmos resultados do problema equivalente com dis-

sipagoes inseridas nas leis constitutivas.

Falta de estabilidade exponencial

Teorema 5.2.4 Seja (¢, 1, w) a solugdo do problema determinado pelo sistema de Bresse
viscoeldstico (5.157)-(5.159), com condi¢oes de contorno do tipo Dirichlet-Neumann-
Neumann e condigoes iniciais (3.7). Se os dados iniciais satisfazem a condigdo fo Yodr =
fo Yrdr = fo wodx = fo widx = 0, entao o semigrupo gerado pelo operador Ag, dado em

(3.35) com v >0, v5 >0, 74, = 0, ndo é exponencialmente estdvel.

Demonstragao: Assim como nas secoes anteriores, mostraremos a existéncia de uma
sequéncia (A,)n C R com lim, o0 |An| = 00 e sequéncias (Uy), C D(As), (F,)n C Ha

limitada em Hs, tais que

(iXy, — A)U, = F, (5.160)

limsup ||Up|[,, = oo.
n—oo

Reescrevendo a equagao espectral em termos de suas componentes, obtemos

iMp—® = fi € HNO,L), (
A = (0, v 1), = Do, — 1w, —10) = e ron),
P1 P1 P1
M=V = fy3€H(0,L), (
P2 P2
Mw—W = fse H(0,L), (
ko (

P1

zAW+#4@+w+Z> <x—wn—%wm=:ﬁeﬁm¢)
1

Escolhemos
F, = (07 0,0, MP;l COS (ﬁnx)a 0, 0)t7
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em que 3, = % e 0 representa a fungao nula.
2
L
A sequéncia (F,), escolhida é limitada em Hs, pois, ||F,|3, = (V—) 5
P1
De (5.161), (5.163) e (5.165), temos que

W =i\w,

que substituidas em (5.162), (5.164) e (5.166), fornece

~ N2t + k(dp + U +1w) — bihyy = pcos(Buz)  (5.168)
221w + k(¢y + 1 + lw) — ko(we — 1¢) s — iNYswee = O. (5.169)

Como estamos considerando condi¢oes de contorno Dirichlet-Neumann-Neumann, as funcoes

¢n - An sin (ﬁnx)v
¢n = Bn COs (67155)’
wp, = Cycos(Brx),

resolvem o sistema acima, para valores apropriados de A,,, B,, e C,,. Neste caso, devemos

ter

An(=Anp1 + kBL A+ Pho + iM1 82) + Bu(kBn) + Cu(lkBy + lkoB,) = 0 (5.170)
An(kBo) + Bu(=N2py + k +b82) + Ca(kl) = p (5.171)
An(lkBy + kol Bn) + Bu(lk) + Co(=N2p1 + Pk + koB2 + iM% = 0, (5.172)

ou, equivalentemente,
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em que
T \2p+ Pho+ B2y KB 8ok + 1B,ko ]

M= | kB, s Ik |, (5.173)
| 180k + 1B,ko Ik —=X2p1 + 1Pk + B2qs |

e, pai=—MNpo + k+b6% q :=k+i\Y; e qz3:= ko + i\,7%. Temos, entao, que

det {M} = (=N2p1+ Pko+ B2q1)(—A2p1 + Pk + B2q3)pe
—K2B2(=N2py + Pk + Bqz) — K (= N2py + Pko + B2q1).

Tomamos )\, tal que

I
i3

D2 No=—+ /2
Assim,

det {M} = 2K%B,(1.k + 1Buko) — K*B2(=N2py + 1Pk + 52q3)
—K* (= N2 p1 + Pho + B2q0)
~ —ik* B .

Resolvendo o sistema para A,,, B, e C),, e tomando pu = 1, obtemos que

(=A2p1 + ko + B2q1) (—A2p1 + Pk + B2q3) — (IkB + lkof5n)?

B, =
det M
~ TG
_im
Logo,
U7, = pal W7

e p2||2)\an COS (ﬁnm) H%2
~ CB, C>o. (5.174)
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Concluimos, entao, que

nh_{lolo [Unll3, = oo

Portanto, o sistema de Bresse

p1¢tt - k(¢:c + lw + ¢>z - lko(wm - l¢) - 71925:0:51% = 0Oem (07 L) X (Ov OO)
P2y — bbyy + k(¢ +lw+1v) = 0em (0,L) x (0,00)
prwy — ko(wy — 19)s + kl(¢py +lw + 1) — Ysweee = 0em (0,L) x (0,00),

com condigcoes de contorno do tipo Dirichlet-Neumann-Neumannn, nao é exponencial-

mente estavel.

0

Estabilidade polinomial

Lema 14 O operador Ay, dado em (8.85), com vy >0, 74 >0 e~y =0, € tal que
iR C Q(./ZQ).

Demonstragao: Suponhamos que iR ¢ Q(.Zg). Como 0 € g(jg), temos pelo lema 3,
que existe w € R com || Ay ||< || < oo tal que

{i;16] < |ul} C p(As) e sup{||(iB] — A2) [ B] < |ul} = oc.

Logo, existem sequéncia (\,), C R com f, — u quando n — oo, |\,| < |u| e sequéncia

(Yn)n C D(As) com ||yn|lz, = 1 para todo n, tais que

|(iN T — ,Zg)ynHHj — 0 quando n — oo,

Portanto, relembrando a equivaléncia entre a norma induzida pela energia ||.||3, € a norma

usual de Hy ||.||2, seguem as seguintes convergéncias em L?(0, L):



CAPITULO 5. VIGAS DE BRESSE COM DUAS VISCOELASTICIDADES

A" — P — 0

Ay — O — 0

A" — U — 0

Iy — V2 — 0

AW — W™ =0

Ay, — W' —0

ip A @ — k(7 + ™ +1w")y — @7, — lko(wl — 19™) — 0
ipo AU — b2+ k(o) + " +lw™) = 0

iV + TR(G + 4+ 1™) — koWl — 16™), — AW, — 0,

em que yTL = ((bn’ (I)n’ wn7 \Pn’ wn’ Wn)t
Do produto interno em H; de (i\,I — Zj)yn por y,, obtemos que

R€<i/\nl - A2ymyn>7-t2 = _R€<A2ym yﬂ)%z = ViH(I)ZHLZ + 'YQHW:;LH%Q — 0,
assim,

®" — 0 em L*(0, L),

W" —0em L*(0,L),

e portanto, pela desigualadade de Poincaré,

®" — 0 em L*(0,L),
¢,
W™ — 0em L*0,L).
Como
iAg@®" — ®" — 0 em L*(0, L),
€

A — W — 0em L*(0, L),

141

(5.184)

(5.185)

(5.186)

(5.187)
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temos, também, que

¢" — 0 em L*(0, L),

w! — 0 em L*(0, L),
e logo,
W — 1" — 0 em L*(0, L).

Vamos denotar S™ = k(¢ + " + lw™) + 7, 2.
De (5.183) segue que

L L
iph / WSde + 2] + 4" + "% + Tk / (67 + " + L") [T D7) dz
: L - L
+k0/ (Wi — lo™)Sndx + vg/ Wy Srdx — 0.
0 0

Observando as convergéncias anteriores e o fato de (S7),, ser uma sequéncia uniformemente

limitada em L0, L), por (5.181), concluimos que

67 + 9" + 1™ ||22 — 0. (5.188)
E logo,
[0 |2 < [log + 9" + w12 + |97 |22 + U|w" (|2 = 0, (5.189)
o que implica, por (5.177),
U 5 0 em L2(0, L). (5.190)

Finalmente, da convergéncia (5.182) e do produto interno em L*(0, L) de ¥™ por
P2 W™ = b, + K¢ + 9" 4 1W"),
obtemos que
Y" — 0 em L*(0, L).

Acabamos de mostrar, portanto, que ||y,||%, — 0 quando n — oo, o que contradiz o fato

de [[ynlla, = 1.
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Assim sendo, temos que 1R € Q(./Zlv2>.
O

Teorema 5.2.5 Suponhamos que Uy = (¢, ¢1, do, t1, wo, w1)" € D(ﬂg). Entao, a solucdo

do problema

Plﬁbtt - k(¢m +lw + ¢)z - lk()(wl’ - ld)) - ’Vigﬁa:wt = 0em (07 L) X (07 OO)
Pl — by + k(¢ +lw+1) = 0 em (0,L) x (0,00)
prwy — ko(wy — 10)s + kl(¢e + 1w + 1) — Yawewe = 0 em (0,L) x (0,00),

decai polinomialmente a zero, isto €, existe constante C' > 0 tal que

C

Além disso, se Uy € D(AS), entdo existe constante C > 0 tal que

Cq
HetAQUQHHQ < t_%HUOHD(ﬂg‘)‘ (5.192)

Demonstragao: Mostramos, no lema anterior, que R C g(.,zg).
Portanto, basta mostrarmos a existéncia de uma constante positiva C' independente de
fe€Rcom |B] >1eF € Hy tal que

ﬁQ

(GBI — fL)’lFHH < C||Fly, , para todo |3 > 1. (5.193)
2

Consideremos a equacao

iBU — AU = F,

em que F' = (f1, fo, f3, f1, [5, fs) € Ha e U € D(Avg). Em relagao as suas componentes, a
equagao iU — AU = F é dada por

iBo—d = f (5.194)

iBp1® — k(dp + 0¥ +lw)y — lho(wy —19) =11 Puw = p1fo (5.195)
By -V = fy (5.196)

iBpaV — bbyy + k(b + ¥ +lw) = pafs (5.197)

Bo—W = f5 (5.198)

iBoW 4+ kl(¢r + 10 +lw) — ko(we —19)e —V3Wau = p1fs. (5.199)
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Temos que Re{ (AU, U} = —4 |84 2 — %IWo 122, logo,

N @e 22 + W22 = Re{(iBU — AU, Uy, }

o que implica, pela Desigualdade de Poincaré,

IWIZ> < ClIU a1 F I3

Das equagoes (5.194) e (5.198), obtemos, respectivamente,

C C

IgllZ> < @chlliz + ﬁHFHiQ < CllU eI Fllae, + CIE [
C C

lwallZ2 < @IIWmHiz + @HFH?{Q < CllUIhlIF s + ClIF N,

pois || > 1.
Logo,

lws = 18]72 < Cllwsllzo + CllolZ2 < ClUl | Fllaee + ClIF (13,
Tomando o produto interno em L*(0, L) de k(¢, + ¢ + lw) + @, por
iBpIW + k(¢ + ¥ + lw) — ko(wy — 1)z — Vs Woa,
obtemos, pelas equagoes (5.199) e (5.195),

oo+ + w72 < [iBpiW |2 l|k(ds + ¥ + lw) + 7Pyl 12 + C|| P, |7

144

(5.200)

(5.201)

(5.202)

(5.203)

(5.204)

+0Hk0(ww - l¢) + ’Y:/’,Wx’|L2|’iﬁq) - lk0<wx - l¢) - 01f2“L2

< CO+B)NU sl Fllses + ClIF I3,

Do produto interno em L?(0, L) de 1, por (5.195), temos que

L

L L
iBp / Do, dr + / (kw + 11 P2)redr — K||10]|72 — Kl / wythyd
0 0 0

L L
lky /0 (w5 — 16)adz = pr /0 fotad,
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logo, por (5.197),

[a]l72 < CliBpi®|72 + Cllkds + V1 Pull22[iBp2¥ + k(e + ¥ + lw) — pafal|r2
+Cllwz |72 + Cllws — 18172 + C| foll 72
< C(1+ U Fllss + ClIF |30, + €l Ul -

Assim, de
segue que
1)17: < CA+ B0l | Flle + CUE 3, + el U,
Portanto, temos que
1,. ~
kB H(lﬁf — Ay) FHHQ < C||F|l,, , para todo |B| > 1.
Logo, o sistema

1o — k(b + 1w + ), — lko(wy — 1) — Videee = 0em (0,L) x (0,00)
pothyy — 0y + k(dp +lw+1) = 0em (0,L) x (0,00)
pr1wy — ko(wy — 19)s + kl(¢y + lw + 1) — Yawewe = 0em (0,L) x (0,00),

é polinomialmente estavel e

i C
HGMZUOH”Hz < t—%HUOHD(,ZQ)-

Otimalidade

Teorema 5.2.6 A taza de decaimento polinomial encontrada no teorema 5.2.5 € a tazra

otima de decaimento.

- 1 . . :
Demonstragao: Pelo teorema 1.3.4, se a taxa 7 = 5 de decaimento polinomial encon-

trada no teorema 5.2.5 puder ser melhorada sobre o dominio D(Ay), entdo existe ¢ > 0

tal que

’)\|276

(M — ZQ)—lH <C, VA > 1



CAPITULO 5. VIGAS DE BRESSE COM DUAS VISCOELASTICIDADES

Seja 3, = %

Consideremos as fungoes U, = (¢, Pp, U, Yy, wpn, W,,) € D(jg), em que

$n = Apsin(Baz),

O, = i\,
v, = Bycos(Bhz),
U, = i\,
w, = Cycos(B,x),
W, = iA\w.

Provamos na demonstracao do teorema 5.2.4 que U, é solucao da equagao
MU — AU = F,,
em que
F, = (0,0,0, p5 ' cos (B.z),0,0) inH,

e \, satisfaz

para valores apropriados de A, B, e C,.

Calculando os valores de A,,, B,, e C,,, obtemos que

_im

Logo,
1Uall5, > pall )7

= paliAy By cos (Buz)||72
CXt, O >0

Q

Portanto, dado € > 0, temos que

1 €
mHUnH%Z > KA\X, K >0.

Tomando o limite quando n tende ao infinito, obtemos que

WH(MHI — Ay)'Fy |3, — 00, quando n — oo, Ve > 0.

146



CAPITULO 5. VIGAS DE BRESSE COM DUAS VISCOELASTICIDADES 147

1
E portanto, a taxa 7 = 5 ¢ a taxa 6tima de decaimento polinomial do sistema.
O

5.3 Viscoelasticidades sobre momento fletor e tensao

longitudinal

Considerando viscoelasticidades agindo efetivamente somente sobre o momento fletor e
tensao longitudinal do sistema de vigas de Bresse, obtemos um sistema que nao possui
estabilidade exponecial, assim como nos casos em que consideramos as viscoelasticidades
somente no estresse por corte e momento fletor, ou somente sobre o estresse cortante e
tensao longitudinal. Em todos os casos, a dissipagao é capaz de estabilizar o sistema de

forma polinomial, com taxa 6tima de 7 = 7

5.3.1 Viscoelasticidades nas leis constitutivas

Nesta secao vamos estudar o comportamento assintotico do sistema de Bresse com duas
viscoelasticidades agindo o momento fletor e tensao longitudinal, através das leis contitu-
tivas do modelos.

Falta de estabilidade exponencial

Teorema 5.3.1 Seja (¢, 9, w) a solugdo do problema determinado pelo sistema de Bresse

P10 — k(pe + 1w + 1), — lko(wy — 1) — ly3(wy — 1@)y = 0 (5.205)
p1wy — ko(wy —19)e + kl(dp + lw +1p) — y3(wy —1P)2e = 0, (5.207)

em (0, L) x(0,00), com condigoes de contorno do tipo Dirichlet-Neumann-Neumann dadas
em (3.8) e condigoes iniciais (3.7). Se os dados iniciais satisfazem a condi¢ao fOL Yodx =
fOL Pdr = fOL wodx = fOL widz = 0, entao o semigrupo gerado pelo operador Ay, dado em

(3.16) com 2 >0, v3 >0 ey, =0, nao € exponencialmente estdvel.

Demonstragao: Vamos mostrar a existéncia de uma sequéncia numérica (\,), C R

com lim,,_, |\, = 00 e sequéncias (U, ), C D(A3), (F,), C Ho limitada em Hs, tais que

(iAo — AU, = F, (5.208)
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limsup ||Up|[,, = 0.

n—oo

Reescrevendo a equagao espectral em termos de suas componentes, obtemos

i —® = fi, (5.209)
i, P — [pﬁ(qbz + )+ lw), + l?( —l¢) + ﬂ?’( —1D)] = fo, (5.210)
1 1 P1
MO —T = fs, (5.211)
iU — [ @bm + 2y, - ﬁ(gbx ++lw)] = f4, (5.212)
P2 P2
I — W = fs, (5.213)
W =[G4 04 )+ = 10+ 2W = 18] = fo (5214)
1 1
Escolhemos

F, = (0,ap;*sin (B,2), 0, upy* cos (B,x), 0, vp; * cos (B.x))Y,

nm
em que (3, = T e 0 representa a funcao nula.

N e ) o pr v\ L
A sequéncia (F,), escolhida ¢ limitada em H,. De fato, ||F,||5, = | — +— + — 3
P1
De (5.209), (5.211) e (5.213), obtemos que

W =i\w.

Substituindo as igualdades acima em (5.210), (5.212) e (5.214), obtemos

~ X210 — k(dp + 0 + lw)y — lho(we — 19) — iAply3(we — 19) = asin(B,z) (5.215)
22 poth 4+ k(¢ + U +lw) — idgYolse — bbee = pcos(Baz) (5.216)
~ N p1w + k(¢ + U+ lw) — ko(we — 10)r — idny3(we — @), = vecos(Baz). (5.217)

Devido as condigoes de fronteira consideradas, vamos supor que

¢n - An sin (ﬁnx>7
1/}71 - Bn COs (6711;)’
wp, = Cycos(Byx).
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Assim, ¢, 1, e w, satisfazem o sistema (5.215) - (5.217) se, e somente se, A,, B, e C,

satisfazem

An(18n(k + ko) + idgy3lBn) + Bu(lk) 4+ Co(=A2p1 + Pk + ko2 + idy1382) = v

Denotando
po= =N+ kB2
pe = —Alpy+ 0B+ k,
b3 = _Aipl + klzv
qs = ko+i\,ys,

o sistema acima pode ser reescrito pela equagao matricial

A, o
M Bn = K ?
C, v
em que
[ D1+ g kB 1Bk + 180 |
M= | kB, P2 + iy y2 /52 Ik |. (5.218)
L lﬁnk + lﬁnQiﬂ [k p3 + 6121Q3 |
Temos que

det {M} = (p1+1q3)(p2 +iM2B;) (p3 + Brgs)
22232 (k + q3) — (IBnk + 180q3)* (D2 + idn72/52)
—k*B2(ps + Bags) — K*P(p1 + Pqs)
= (p2 + 07280 [p1ps — PBEE? + gs{Bapr + Pps — 2122k}
+2K* PGk + q3) — K255 (ps + Brgs) — K1 (p1 + PPgs).

Escolhemos \,, de forma que

p =3k & ~Np, = 31%k — k2.
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Neste caso,
ﬁipl +1%ps — 2l26,,21k = Al

Logo,

det {M} = (p2+ i \2B2)[31%kps — IPB2k* + 4l'kqs)
221252 (k + q3) — k2% (ps + B2qs) — K*12(31%k + q3)
~ —Z(4l2k2’}/2 + ICQ’yg)ﬂi)\n

Escolhemos a =1e p=v =0.

Determinando os valores de A,,, B, e C,,, obtemos que

(p2 + 1A 728;) (P3 + Bias) — k1P
det {M}
7273@?\%
i(412k2ye + k273) BiN,
= —iCB,, C>0.

A, =

~

Portanto,

U3, > mll®ll
= pillid A, sin (8,)]
~ Cp, C > 0.

Calculando o limite quando n tende ao infinito, obtemos
i U], = o0,

Portanto, o sistema nao possui decaimento exponencial.

O

Estabilidade polinomial

Lema 15 Seja As o operador diferencial do sistema de Bresse

1o — k(dy + lw + ), — lko(wy, — 1) — lys(w, — lp)y = 0 em (0,L) x
p2wtt - bw;t:c + k(¢x + lw + @Z)) - 72¢zt = 0em (07 L) X
prwy — ko(wy — 19)s + kl(dyp + lw + 1) — y3(we — @) = 0 em (0, L) X

150
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para condicoes de contorno Dirichlet-Neumann-Neumann, em que o > 0, v3 > 0 ey, = 0.
Entao
iR C Q(.AQ).

Demonstragao:  Suponhamos iR ¢ o(Az). Entdo, pelo lema 3, existe w € R com

| A" ||< |w| < oo tal que

{iB: 18] < |w|} € p(A2) e sup{]| (iBI — A2)™" [;18] < |w]} = o0.

Logo, existem sequéncia (A,), C R com /3, — w quando n — oo, |A\,| < |w| e sequéncia

(Yn)n € D(Az) com || y,, ||%,= 1 para todo n, tais que

| iAI — A2)yn ||2,— 0 quando n — oo,

Portanto, relembrando a equivaléncia entre a norma induzida pela energia .||, € a norma

usual de Hy ||.||2, seguem as seguintes convergéncias em L*(0, L):

i@ — @ — 0 (5.219)

i@l — O — 0 (5.220)

i) — U =0 (5.221)

il — U2 =0 (5.222)

A" —W" =0 (5.223)

Ml =W =0 (5.224)

Pt A @ — k(Q7 + Y™ + 1)y — Iys(W —10™) — Tko(w? — 1¢") — 0 (5.225)
ipa AU — b, — 7V 4+ k(P + " 4+ lw™) = 0 (5.226)

i AWV 4 Lk (QF + Y™ 4+ 1w™) — Y3 (WP — 1D"), — ko(w” — 1¢™), — 0,  (5.227)

€nm que Y, = ((bn, q)n, wna ‘Pna wn’ Wn)t

Tomando o produto interno em Hy de (i\,I — As)y, por y,, obtemos que
Re(idg] — Asyn, Yn)rz = —Re( Aoy, ), = 1|Wo — 19|12 + 72| ¥7]|72 — 0,
ou seja,

W — 19" — 0 em L*(0, L), (5.228)
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€,

¥" - 0em L*(0,L), (5.229)
e logo, pela Desigualdade de Poincaré,

U™ — 0em L*(0,L), (5.230)
Das convergéncias (5.219), (5.224) e (5.228), obtemos que

W' —1¢™ = 0 em L*(0,L). (5.231)

Agora, usando (5.229), (5.230) em (5.221) e (5.222), respectivamente, obtemos

Y — 0 em L*(0, L), (5.232)

Y™ — 0 em L*(0,L). (5.233)

De (5.226) segue que

L L
ipain / U (pn 4 o + lw™)dz + b/ Yr(Pn 4+ Yn + lwn)dx
0 0

L
+72/ U (g + pn + lwn) pdx + k|| + 9™ + [w"||72 — 0.
0

Observando a convergéncia dada em (5.225), concluimos que a sequéncia ([¢Z+y™+lw™],),

é limitada uniformemente em L?(0, L), logo, temos que
@™ 4 ™ + 1w"||35 — 0.

Do produto interno em L?(0, L) de (5.227) por W, e das convergéncias encontradas, segue

que
W™ —0em L*(0,L).

Finalmente, toamndo o produto interno de (5.225) por ®, concluimos que
®" — 0 em L*(0, L). (5.234)

Logo, acabamos de mostrar que ||y,|», — 0, o que contradiz o fato de ||y,||x, = 1.
Portanto, iR C o(A»).
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O

Teorema 5.3.2 Suponhamos que Uy = (¢q, P1, do, 1, wo, w1)" € D(As). Entao, a solugdo

do problema

P10u — k(¢p + lw + 1), — lko(wy —1@) — lys(wy — lp)y = 0 em (0,L) x (0,00)
pg@btt — b¢:{;x + k(¢az + lw + 'QD) — ")/2¢ggt = 0 em (0, L) X (0, OO)
prwy — ko(wy — @)z + kl(py + lw + ) — y3(we — 1)y = 0 em (0,L) x (0,00),

decai polinomialmente a zero, isto €, existe constante C' > 0 tal que
tA2 C
€2 Uoll7, < t_%HUOHD(Ag)- (5.235)

Além disso, se Uy € D(A%), entdo eziste constante C,, > 0 tal que

Ca
€2 U0l < t_%”UOHD(Aaz)' (5.236)

Demonstragao: J& mostramos, no lema acima, que iR C o(As).

Consideremos, agora, a equagao
iU — AU = F,

em que F' = (f1, fa, f3, fa, f5, f6)' € Ha e U € D(Az),

que em relagao as componentes se apresenta como

iBo—® = fi  (5.237)

iBp1® — k(dy + ¢ + lw)y — lho(wy — 1) — lyz(W, —1@) = pifa (5.238)
iBh— = f, (5.239)

iBpaV — 0yy — Y2 Var + k(de + 0 +lw) = pafs (5.240)

Bo—W = f (5.241)

BV + k(b + 0 + 1) — ko(ws — 16)s — 13 (Wa — D)y = pifs.  (5.242)

Temos que

Re{(A;U,U)p, } = =721 Wall72 — 73l We — 122,

o que implica,

Wl WallZe < Re{(=AU, U, } = Re{(iBU — AU, Uy} < Ul | Flla,,  (5.243)



CAPITULO 5. VIGAS DE BRESSE COM DUAS VISCOELASTICIDADES 154
e?
W3l We = 12|72 < Re{(=AU, Uy, } = Re{(iBU — AU, sy} < ||U |l | F 120, (5.244)

Da desigualdade encontrada em (5.243) e pela Desigualdade de Poincaré, temos que

Yl ClIZ: < ClU N [ Flla.. (5.245)
Temos que
i =W = fs,
e
iB(wy —1p) — Wy —1®) = fo, — Uf1,
portanto,

Bllaliz < Cl¥llz> + Cll 50z
< ClUIlIF I, + ClIF |3, (5.246)

Bllws —lgl: < CIWe =107 + || fso — LAlIZ2
< OlUNInlIFll, + ClIF - (5.247)

Do produto de (5.242) por @ segue que

L L
W2 = —,01/ Wﬁderkl/ (60 + 0 + )@
0 0
L L
+/ Nw_mdﬂi—ﬂl/ Jewdz,
0 0
em que N = ko(wy — lp) + v3(W, — IP). Logo,

1
plWlL. < C||U||H2||F||H2+C||F||f2+¢2+Cll¢x+¢+lwllL2BIIWllL2+C€||U||3¢2

C
< ClUlhIF Il + ClIF I3, + @IIUIIHQ + Cel|U |3, (5.248)
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Do produto de (5.240) por ¢, + 1 + lw, obtemos que

L L
+k||pp + 1 + |3 = —zﬂpQ/O \I/(¢$+1/)+lw)dx—b/0 Vo (g + U + lw) da

L L
y / U, (6 + 0+ w)ada + po / (6 ¥ O T lw)da,
0 0

de onde segue que

L
Fllds + 00+ |2 = p2/ U [@ T W)+ (e + Jo + 1)) do
0

L
~ [ ) [ TN = ) de
o -
+/32/ fa(pe + ¥ + lw)dz.
0
Logo,

klge + ¢ +lwllz: < ClUlFlla, + CellUlly, + CBA Ul | Fllae + ClIF I,

Tomando o produto interno de (5.238) por ¢, obtemos que

L L L
p1||q)||%2 = _pl/ (I)fldl’ — k’/ (Cbz + 'QD + ZW)QSJ;CZZL' - ”{30/ (wx — lqb)gbdx
0 0 0
L B L
b [ (V.= 10)3ds — py [ pide
0 0
Portanto,
[2]: < ClUlellFlle + CelUIR, + COU Il F Iz + CIE I,
Assim, acabamos de mostrar que
Ly, _
7 |(iBI — Ay) 1FHH2 < C||Flly,, para todo [3] > 1. (5.249)
Logo, o sistema possui decaimento polinomial, e

C
le™ 2Tl < t—%HUoHD(AQ)- (5.250)
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Otimalidade

Teorema 5.3.3 A taza de decaimento polinomial encontrada no Teorema 5.3.2 € a tazxa

otima de decaimento do sistema.

~ . . . 1
Demonstracao: Se a taxa de decaimento polinomial 7 = 2 encontrada no teorema

5.3.2, puder ser melhorada sobre D(Az), entdo, pelo teorema 1.3.4, existe € > tal que

1
AP

(A — Ap) M| < Ce, VA > 1.

Contudo, provamos no teorema 5.3.1 que as fungoes U, = (¢n, Pp, Vn, U, wn, W)t €
DA,, dadas por

an - An sin (an)7

D, = iAo,
v, = Bycos(Br),
U, = i\,
w, = Cycos(Byx),
W, = i1\w,

formam, para determinados valores de A,,, B, e C,,, uma sequéncia de solu¢oes da equagao
Z)\n - AQUn = Fna
-1 - t nmw .
em que F,, = (0, p; sin (8,2),0,0,0,0)", e 3, = e valores de )\, tais que
Npy = =31k + k2.
Calculando os valores de A,,, B,, e C,,, obtemos que

7273&#\%
i(412k%y2 + k2y3) Ba s
= —iCB,, C>0.

A

Logo, neste caso,

1Ual3, > ool ®nll7
= pllid A, sin (B,)]7
cpt, C>o.

Q
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Assim, para qualquer € > 0, temos que

]' €
MTQG”UnH?m > K\, K>0.

Tomando o limite quando n tende ao infinito, obtemos

1

WH(M,J — A2) 'Fy|ly, — 00, quando n — oo, Ve > 0.

1
E portanto, a taxa 7 = 3 é a taxa 6tima de decaimento polinomial do sistema.

5.3.2 Viscoelasticidades no sistema

Aqui, vamos investigar o sistema de Bresse sob acao de duas viscoelasticidades agindo
no momento fletor e tensao longitudal adicionadas diretamente nas equagoes do modelo.
Observamos o mesmo comportamento assintético das solugoes do sistema com dissipagoes
equivalentes, introduzidas no modelo através de suas leis coonstitutivas, estudado na

subsecao anterior.

Falta de estabilidade exponencial

Teorema 5.3.4 Seja (¢, 1, w) a solugdo do problema determinado pelo sistema de Bresse

viscoeldstico

P16 — k(dp + 1w+ 1), — lko(wy, —1lp) = 0 em (0,L) x (0,00) (5.251)
P2ty — g + k(dr + 1w +¥) — Y90pee = 0 em (0,L) x (0,00) (5.252)
prwy — ko(wy — 1d)s + kl(dy + 1w + ) — Yhwewr = 0 em (0, L) x (0,00),(5.253)

com condi¢coes de contorno do tipo Dirichlet-Neumann-Neumann e condicoes iniciais
(3.7). Se os dados iniciais satisfazem a condi¢ao fOL Yodr = fOL dr = fOL wodr =
fOL widr = 0, entdo o semigrupo gerado pelo operador Ay, dado em (3.35) com ~; = 0,

v, >0, v5 > 0, ndo € exponencialmente estdvel.

Demonstracao: Mostraremos a existéncia de uma sequéncia (\,), C R com lim,_, [\, =

00 e sequéncias (Uy)n C D(As), (F,), C Hs limitada em Ha, tais que

(iAo — A)U, = F, (5.254)
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limsup ||Up|[,, = 0.
n—oo

Reescrevendo a equagao espectral em termos de suas componentes, obtemos

i —® = f1 € Hy(0,L),

k
—lp—o(wm—lgzﬁ) = fye L*0,1L),
1
i) — ¥ = fye H(0, L),

b k ;
P2 P2 P2

ki
N — p—(qbz + 1+ lw),
1

iMw —W = fs€ H0,L),

k k 4
X W + lp—((bx P W) — Dw, — 16, — %Wm — fs e L2(0,L).
1 1

P1

Escolhemos
F, = (0,ap; ' sin (B,7),0,0,0,0),

nm
em que (3, = T e 0 representa a funcao nula.

2
L
A sequéncia (F,), escolhidada limitada em H,, pois, || F,[3, = (a_) 5
P1
Por (5.255), (5.257) e (5.259), temos que

O =i\, 0,
U =i\,
W =i\w,

que substituidas em (5.256), (5.258) e (5.260), implicam que

—)\iplqﬁ — k(¢ + ¢ + lw), — lko(wy —lp) = asin(B,7)
—Arp2th 4 k(e + U + lw) — bipog — iXVithge = 0

Devido as condigoes de contorno consideradas, temos que as fungoes

¢n = An sin (ﬁnx)7
l/Jn - Bn COs (5711:)7

wp, = Cycos(Bux),

158

(5.261)
(5.262)
(5.263)
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sao solucao do sistema acima se, e somente se, A,,, B, e C, satisfazem

An(=X2p1 + kB2 + ko) + Bu(kBy) + Co(lkBy + ko) = o (5.264)
An(kBp) + Bu(—X2ps + k + bB2 + idaB2) + Cu(kl) = 0 (5.265)
An (kB + kol Bn) + Bu(lk) 4+ Cp (=N p1 + Pk + koB2 +id382) = 0, (5.266)
que pode ser reescrita como
A,
M| B, | = ,
Cn
em que
B2 kB 1Bk + 1Buko |
M= | kp, —N2po +k+ B2ge Ik |, (5.267)
| 1B,k + 1Buko Ik ~\2py + 1k + B2qs3 |
e?
pr = _)‘ipl + kﬁi + Ik,
g2 = b + ZAn/y;7
gz = ko +il,s

Temos, entao, que

det {M} = pi(=N2pa+k+ B2q)(=N2py + Pk + B2g3)
+2k21 B, (18, k + 1Bnko) — (18nk + 18nko)* (= N2 ps + k + B2¢0)
—kQﬂZ(—)\ipl + le + ﬁiq;g) — ]€2l2p1.

Escolhemos )\, tal que

>\721p1 = kﬁi + lzko.

I
)

P

Assim,

— kB2 (=N py + Pk + B2gs)
r~ —i(k*Y, + Pk + ko2 75) BN,
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Resolvendo o sistema para A,, B, e C,, e considerando o = 1, obtemos que

(=A2p2 + k + Bage) (=Aop1 + 1Pk + BRgs) — PR
det M
—5 5 An
—i(k2y5 + 2[k + kol*v5) BaAn
B 575
k2% + 12[k + ko2,

A, =

Q

Portanto, temos que

U3, > il @3
~ OB, C>o (5.268)

n’
Logo, segue que
lim ||U, = 00.
Tim (U],
Acabamos de mostrar, entao, que o sistema de Bresse viscoeldstico dado por

P1¢s — k(b + 1w + ), — lko(w, —l¢) = 0em (0,L) x (0,00)
p2¢tt - bwmc + k(¢x + lw + 1/1) - Vé@bx:ct = 0Oem (07 L) X (O, OO)
prwy — ko(wy — 19)y + kl(pp + lw + 1) — Ysweee = 0em (0,L) x (0,00),

com condigoes de contorno do tipo Dirichlet-Neumann-Neumann, nao é exponencialmente

estavel.

Estabilidade polinomial
Lema 16 Seja JZ(Q o operador diferencial associado ao sistema de Bresse viscoeldstico
p1du — k(¢z +lw + ), — lko(w, —lp) = 0 em (0,L) x (0,00)

path — bap + k(dz + 1w + 1) — Y9tane = 0 em (0, L) x (0, 00)
prwy — ko(wy — 19)s + kl(¢e + 1w + 1) — Yawewe = 0 em (0,L) x (0,00),
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para condigoes de contorno Dirichlet-Neumann-Neumann, em que v5 > 0, v4 > 0 e~} = 0.
Entao
iR C Q(./Zz).

Demonstragao: Se iR ¢ Q(,ZQ), entdo, pelo lema 3, existe w € R com || 12_1 1< |p] <

oo tal que

{i8;18] < |ul} C p(As) e sup{||(iBT — A2) ™[ B] < |ul} = oo.

Logo, existem sequéncia (\,), C R com /3, — p quando n — oo, |\,| < |p| e sequéncia

(Yn)n C D(As) com ||lyn|lz, = 1 para todo n, tais que

H(Z)‘n] - AVQ)yn“Hz —0 quando n — oo,

Como a norma induzida pela energia ||.||3, e a norma usual de H, ||.||2 sdo equivalentes,

seguem as seguintes convergéncias em L?(0, L):

A" — " = 0 (5.269)

iAnd — " = 0 (5.270)

A" — " 5 0 (5.271)

At — U™ = 0 (5.272)

iAw™ — W™ = 0 (5.273)

A — W = 0 (5.274)

i A®™ — k(¢ + 0" + L")y — Lho(w! — 1¢™) — 0 (5.275)

ipoAn U™ — b, + k(¢ 4 "+ 1) — AUT, = 0 (5.276)

i AV + (87 + ™ + lw™) — ko(w! — 10™)y — YW — 0, (5.277)

€nm que Y, = ((bn, q)n, wna ‘Pna wn’ Wn)t

Tomando o produto interno em Hy de (i\, I — ./ZQ)yn por y,, temos que
Re(id T — Agyn, Yn)r, = —Re(Agtn, Un)r = 1l Welle + W72 = 0,
logo,

U™ = 0 em L2(0, L), (5.278)
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W" —0em L*(0,L).
Da desigualadade de Poincaré, segue que

U™ — 0 em L*(0,L),

W™ — 0em L*0,L).
Das convergéncias (5.272) e (5.274), obtemos que

Y™ — 0 em L*(0,L),

w!’ — 0 em L*(0,L).
Novamente, por Poincaré, temos também que

Y™ — 0 em L*(0,L),

w" — 0 em L*(0,L).
Do produto interno em L?(0, L) de (¢? + ¢™ + [w™) por

obtemos, por (5.276), que

L L
ip2n /0 U (g + pm + lw™)dx + /0 (b + W) (08 + Y + lwn)],da

+k|oh + " + lw"||72 — 0.

162

(5.279)

(5.280)

(5.281)

Temos, por (5.275), que a sequéncia de fungoes ([¢} + " + lw"],), é limitada uniforme-

mente em L?(0, L), logo, a convergéncia acima implica que

o2 + " + lw"||32 — 0.

(5.282)
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Assim,

[dzlle < (1@ + ¢ + 1|2 + [[¢"]| 22 + U|w"[| 22 — O, (5.283)
e por Poincaré,

1™ |12 — 0. (5.284)
De (5.269) e (5.284) obtemos que
®" — 0 em L*(0, L).
Finalmente,
lwy = 19" |2 < llwyllze + U™ 2 = 0.

Portanto, temos que ||y,|3, — 0 quando n — oo, o que contradiz o fato de ||y, ||, = 1.
Logo, concluimos que iR € o(As).
U

Teorema 5.3.5 Suponhamos que Uy = (¢o, 41, o, t1, wo, w1)" € D(AVQ).

Entao, a solu¢ao do problema

p1ow — k(dp + 1w+ ), — lko(wy, —1lp) = 0 em (0,L) x (0,00)
P2t — gy + K¢y + 1w + 1Y) — Yot = 0 em (0,L) x (0,00)
prwy — ko(wy — 10)s + kl(¢e + 1w + 1Y) — Yywee = 0 em (0,L) x (0,00),

decai polinomialmente a zero, isto €, existe constante C' > 0 tal que

C
e Upll, < Tl0lo,. (5.285)

Além disso, se Uy € D(AS), entdo existe constante C > 0 tal que

Ca
le“2Uollses < 5 1Uollpz) (5.286)

Demonstracao: Pelo lema anterior temos que iR € Q(.Z(Q).

Agora, vamos mostrar que existe uma constante positiva C' independente de § € R com
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|| > 1e F € H,tal que

1
5 [jsr - A2) 1zﬂ‘ < C||F|l, » para todo 3] > 1.

Consideremos a equacao

iBU — AU = F,

em que F' = (f1, fa, f3, fa, f5, f6)' € Ha e U € D(-Z2)'
Em relacao as suas componentes, a equagao iU — AU = F é dada por

iBp—P = fr
iBp1® — k(dy + ¥ +lw)e — lho(we —19) = pife

Y=V = f3
B2V — by + k(dy + ¥ + lw) — Vo = pafy

ifw—W = f5

iBoIW + k(g + ¢ + lw) — ko(wy — 19)r — VisWae = pife.

Temos que Re{ (AoU, U)n,} = —4 W22 — %[ Wa122. entdo,

164

W22 + Y| Wel2e = Re{(— AU, Uy} = Re{(iBU — AU, U)aiy} < Ul | F |31

Assim, pela desigualdade de Poincaré, obtemos que

1122 < ClU a1 F [l

IWIIZ> < CllU a1 F I3

Seguem das equagoes (5.289) e (5.291), respectivamente, que

oIz < <, 122 + =3 ||F||H2 < CllUNsall Fllree + CIF N1,

S 5

S IwL. + 2||F||i2 < CllUIhlIF s + ClIF N,

lwallZ2 <

S 3

(5.293)
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para |3] > 1.
Do produto interno em L?(0, L) da equagao (5.290) por (¢, + 1 + lw), segue que

L
Elde + 0+ lwl2s = —ifps / V{6, T+ I)de
0

L L
— / (bhe + 79V2) (G0 + 1 + lw)dx + p2f4/ (fp + 1 + lw)dx.
0 0
Logo, por (5.288), obtemos que

l¢e + 0+ lwlli < ClliBp2¥|72 + Cll fallZ2
+C |0ty + VoV, || 12]|iBp1 @ — lko(wy — 1@) — p1fal| 2
< C(1+ B)UlsllFllaes + CIE NG, + €llU |3,

Temos entao, que

Cll¢allz2
Clids + 1 + WwllZz + CllY|IZ2 + Cllwll 22
C(1+ B)NU o | Fllaey + CUIFII3, + €l Ul

117
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IN

e portanto,

lwe = 18ll7: < CllwallZz + Cligll7:
< C+ BNVl Fllaes + ClIF 3, + €l U3, (5.294)

Tomando o produto interno em L?(0, L) de ¢ pela equagao (5.288), obtemos

L L L L
o0l =1 [ Tk [ (6t vt g~ thy [ s~ 10)ods = pr [ fida,
0 0 0 0
Logo, pelas desigualdades encontradas anteriormente, concluimos que
[2l7: < C+B)NUlslIFlle; + ClF 7, + U3,

Portanto, temos que

1

ﬁQ

(GBI — fL)’lFHH < C||Fly, , para todo |3 > 1. (5.295)
2
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Assim, o sistema de Bresse, dado por

P16 — k(pr + lw + 1), — lko(w, —l¢) = 0em (0,L) x (0,00)
p2¢tt - b¢:mc + k(¢x + lw + ¢) - ’yé@bxmt = 0Oem (0: L) X (0a OO)
prwy — ko(wy — 19)s + kl(¢y + 1w + 1) — Ysweee = 0em (0,L) x (0,00),

possui decaimento polinomial, e

_ C
||etA2UO||’H2 < t_%HUOHD(jQ).

Otimalidade

Teorema 5.3.6 A taza de decaimento polinomial encontrada no teorema 5.3.5 € a taza

otima de decaimento.

1
Demonstragao: Pelo teorema 1.3.4, se a taxa 7 = 5 de decaimento polinomial en-

contrada no teorema anterior puder ser melhorada sobre D(.Zg), entao existe € > 0 tal
que

1 -
o H(M—Az)*l <C, VN> L

’A|27E

) nm
Consideremos (3, = T

Seja Uy = (6, @ ns Uy, W) € D(Ay), tal que

$n = Apsin(Bnz),

O, = i\,
v, = Bycos(Bhz),
U, = i\,
w, = Cycos(f,x),
W, = ii\w.

Na demonstracao do teorema 5.3.4 provamos que, para determinados valores de A,,, B,, e

C,, a funcao U, é solucao da equacao

iU — AU = F,
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em que
F, = (0, py " sin (B,2),0,0,0,0) inH,

e \, satisfaz
/\121p1 = kﬁg —f- lzk}g.

Neste caso, calculando os valores de A,,, B, e C,, obtemos que

4 o~ 973
! R+ P+ kolPys ™

Portanto, temos que

1Unlidee > pallalle
= pillid A, sin (Buz) |22
~ é)\i, C > 0.

Assim, dado € > 0, temos que

1

‘)\ |4—2€”UHH§'[2 2 K)\721€7 K > O

Tomando o limite quando n tende ao infinito, obtemos que

WH(MNI — Ay) 'Ry, — 00, quando n — oo, Ve > 0.

167

(5.296)

1 /7 3 . . . .
Logo, concluimos que a taxa 7 = 5 €8 taxa 6tima de decaimento polinomial do sistema.

O



Capitulo 6

Vigas de Bresse com uma

viscoelasticidade

Neste capitulo analisamos o efeito dissipativo adquirido pelo sistema de Bresse viscoelastico,
supondo que apenas uma viscosidade age sobre o sistema. Assim como nos capitulos

anteriores, a viscosidade elastica é introduzida no modelo de duas formas diferentes: pri-

meiramente analisamos o modelo com tunica viscosidade elastica introduzida no problema

através das leis constitutivas, em seguida, analisamos o problema com a dissipacao adici-

onada diretamente em uma das equagoes do sistema.

Portanto, neste capitulo, estamos interessados no comportamento assistotico das solugoes

do sistema

P1Pw — k(%« +Y+ lw)x - lko(wx - l<i5) - ’Yl(éf):p + 1+ lw)zt - 731(0% - léb)t = 0
P21/1tt - b7~/)ra: + k(ﬁbz + ¢ + lw) + ’71((;51 + w + lw)t - /7277bmzt = 0
0

prwi — ko(we — 10)e + kl(pp + ¥ + lw) — v3(we — 1)t + 1 (e + ¥ + lw)y = 0, (6.1)

nos casos em que 7, > 0, para algum n € {1,2,3}, e 7 = 0, para k # n; bem como do

sistema

p1¢tt - k<¢m + ¢ + lw)x - lkﬁ(wx - l¢) - 71¢mzt = 0
prwy — ko(we — 10)s + kl(de + ¥ + lw) — Yweee = 0, (6.2)

em que 7, > 0, para algum n € {1,2,3}, e 7, = 0, para k # n; com condigdes iniciais

gb(I,O) = ¢0(5E)7 gbt(x?O) = ¢1<m>7 1/)(%0) = 1/)0(1‘)7 ¢t(x’ 0) = 77/)1(ZE),
w(z,0) = wo(z), wi(z,0)=wi(r)em (0,L).

168
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J& foi provado, no capitulo 3, que os operadores diferenciais Ay e A, associados aos
sistema (6.1) e (6.2), respectivamente, sdo geradores infinitesimais de um semigrupo Cy

de contragoes sobre o espaco de Hilbert
Ho = H}(0, L) x L*(0,L) x HX(0,L) x L?(0, L) x HX(0,L) x L(0, L),

para condicoes de contorno mistas do tipo Dirichlet-Neumann-Neumann. Portanto, o
problema esta bem posto.

Veremos que os sistemas de Bresse viscoeldsticos acima, sob a acao de uma tunica vis-
cosidade elastica, nao possuem decaimento exponencial, independentemente dos coefici-
entes do sistema. Porém, a dissipacao é forte o suficiente para estabilizar os sistemas
de forma polinomial em todos os casos, desde que os coeficientas de sistema satisfacam
certas condicoes. Nos casos em que os sistemas sao polinomialmente estaveis, analisamos
também a otimalidade das taxas de decaimento encontradas. Mostramos que 7 = E é a
taxa otima de decaimento em todos os casos em que houve decaimento polinomial. Essa
taxa otima coincide com a melhor taxa encontrada no capitulo anterior, para o sistema
de Bresse sob a acao de duas viscosidades elasticas, bem como com a taxa o6tima de

decaimento polinomial do sistema de Timoshenko com apenas uma viscoelasticidade.

6.1 Viscoelasticidade somente sobre o estresse cor-

tante

6.1.1 Viscoelasticidade nas leis constitutivas do modelo

Nesta subsecao, investigaremos o efeito dissipativo adquirido pelo sistema de vigas de
Bresse com uma viscosidade elastica agindo efetivamente somente sobre o estresse cor-
tante, inserida nas leis constitutivas do modelo.

Estudaremos, entao, o sistema

p10u — k(¢s + 1w + ), — lho(wy —19) —1(Px +lw+ ) = 0 (6.3)
prwy — ko(we — 1) + kl(dp + lw + ) + 171 (¢ + lw + 1))y = 0, (6.5)

em (0, L) x (0,00), para 7, > 0.

Vamos mostrar que, para condicoes de contorno

$(0,1) = H(L, 1) = 1,(0,1) = (L, 1) = wy(0,8) = wy(L,t) = 0 em (0,00),  (6.6)
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o sistema nao ¢é exponencialmente estavel, independentemente dos coeficientes do sistema.

Quando os coeficientes do sistema satisafazem

b
(ﬂ - ko) <0,
P2

entao o sistema possui decaimento polinomial em normas nao uniformes, ou seja, mos-
tramos que, sob estas condigoes, se Uy = (¢g, ¢1, ¢o, 1, wo, w1)" € D(Az), entdo, existe

C > 0 tal que

| Q

E(t) < <UDy

~+
(SIS

Além disso, mostramos que a taxa de decaimento polinomial encontrada nao pode ser

melhorada sobre D(A;), para condigoes de contorno (6.6).

Falta de estabilidade exponencial

Teorema 6.1.1 Seja (¢, 1, w) a solugdo do problema determinado pelo sistema de Bresse

P10 — k(dg + lw + ), — lho(wy — 19) = 11(¢x + W+ Y)s = 0 (6.7)

em (0,L) x (0,00), com condi¢oes de contorno do tipo Dirichlet-Neumann-Neumann e

condicoes iniciais

gb(l‘,O) = ¢0(ZL’), qbt([E,O) = qbl(z)? 1/1(%’,0) = ¢0(x)7 'lvz)t(I’ O) = ¢1($)’
w(z,0) =w(x), wi(x,0)=wi(x) em (0,L).

Se os dados iniciais satisfazem a condi¢ao fOL Yodx = fOL UYrdr = fOL wodx = fOL widxr =0,
entao o semigrupo gerado pelo operador As, dado em (3.16) com vo =3 =0 ey > 0,

nao € exponencialmente estdvel.

Demonstragao: Vamos mostrar a existéncia de uma sequéncia numérica (\,), C R

com lim,, o, |A\,| = 00 e sequéncias (U,), C D(As), (F,), C Hz limitada em H,, tais que

limsup ||U, |],, = oo.
n—oo
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Reescrevendo a equacao espectral em termos de suas componentes, obtemos

i\ —® = f1 € Hy(0,L),(6.10
k k

e = (6 4+ L)~ %@x FU W), — 1p—°<wx —1¢) = foeL¥0,L),
1 1 1

M — T = f3€ HY0,L),

b 2
i)\n\II—p—@bm-kp—(¢x+w+lw)+%(¢x+\ﬂ+lW) — fie X0, L),
2 2 2

A1

A2

14

6.10)
6.11)
6.12)
6.13)
6.14)
6.15)

(
(
i\ — W = fs€ H(0,L),(
iV + lpﬁ(qbz + ¢+ lw) + l%(@x + U+ W) — @(wm —1¢), = fs€ L*0,L).(
1

1 P1
Escolhemos
F, =(0,0,0,cos (B,x),0,0)",

nm .
em que 3, = T ¢ 0 representa a funcao nula.

L
A sequéncia (F,), escolhida limitada em H,. De fato, ||F, |5, = p2=

5
De (6.10), (6.12) e (6.14), obtemos que

U= i)\nwa
W = i\,w.

Substituindo as igualdades acima em (6.11), (6.13) e (6.15), obtemos

— X2 poth + k(b + U + lw) + i\ Y1 (P + 0 + lw) — Dby = pycos (B,2)(6.17)
— N p1w + 1k(¢p + 1 + lw) + A1l (Pr + ¥ + lw) — ko(wy — 16), 0. (6.18)

Devido as condigoes de contorno que estamos considerando, vamos supor que
¢n = An sin (5nx)7

Un = By cos (B,1),

wy, = C, cos (Bnx).
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Assim, ¢, ¥, e w, satisfazem o sistema (6.16) - (6.18) se, e somente se, A,, B, e C,

satisfazem

An(llk + kol By 4+ iAam1lBn) + Bu(lk + iXyyil) + Cn(—)\im + Pk + il + koﬁi) =0

Vamos tomar )\, € R tal que —\2py + 032 = 0.
Neste caso, fazendo (6.19)-(6.20)0,, e (6.21)-(6.20)l, obtemos, respectivamente,

An(=X2p1 + Pko) + Cn(lkoBy) = —pabn (6.22)
An(kolBy) + Co(=X2p1 + ko82) = —pal, (6.23)
ou seja,
_)\72101 + l2k0 lk()ﬁn An ﬁn
= —po : (6.24)
kol 5y, —X\2p1 + kof3? Ch l

k
Se 21— 70, entao —A\2p; + ko2 = 0, e assim

P2
An 0 _lkﬂﬁn ﬁn
P2
= . 6.25
BER (6.2
Cn —kolﬂn —)\%pl + leO )
Portanto,
P2
A, =— , 6.26
koﬂn ( )
e
b [
C, =Pz 2Py (6.27)

ke 1R " koB2
Substituindo os valores de A,, e C,, encontrados em (6.20), temos

P2 p2  bpr  pal P2
_ LB, + |20 =P
kb TP T T T s T R

(6.19)
(6.20)
(6.21)
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e logo,

B, —>2&+&quandon—>oo.

ko =k}

k b
Agora, suponhamos que P #* ?0. Seja ¢ = 2P ko # 0, entao
P2 P2

—)\2/)1 + l2k0 Hi]oﬁn

b b
D = det =gl 2 plkoﬁ
2 2 p2
kol 3y, = Ao+ ko3,
e
An _/\201 + k062 _lkOBn Bn
—c
D )
Cn —kolﬁn —)\2,01 + l2]€0 l
e portanto,

A= L2 [2X2p1B, + koS — PhoB,]

Co = =52 [=lko B2 = X2p1l + k]

Logo,
2

AnBn — L2 quando n — oo
bp

C,l — 0 quando n — oo.

Finalmente, de (6.20) temos que
2
B,, - —2% quando n — oco.
bpr

Assim

2 n |2
1Ualles = P2l
= 2 [iMBal? [[cos B2
L
- /02|/\an|2_

173

(6.28)

(6.29)

(6.30)

(6.31)

(6.32)

(6.33)

(6.34)

(6.35)
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Calculando o limite quando n tende ao infinito, obtemos
lm (U, = o0,

e portanto, pelo teorema 1.3.2, o sistema nao posssui decaimento exponencial. 0

Estabilidade polinomial
Lema 17
Seja A o operador associado ao sistema
P11 = k(bz + 1w + 1), = lho(we —19) = (02 +lw +¢)ey = 0

p2ie — D + k(dp + 1w + ) + y1(¢p +lw + )y = 0
prwy — ko(wy — 19)s + kl(pp + 1w + V) + 1y (¢e +lw + ), = 0,

com condigoes de contorno mitas do tipo Dirichlet, Neumann-Neumann.

Se os coeficientes do sistema satisfazem
b
(ﬂ - k()) S 07
P2

iR C o(A2)

entao

Demonstragao: Vamos supor, por contradi¢ao, que iR € o(A2). Segue, entao, pelo

lema 3, que existe € R com || Ay < |u| < oo tal que

{iB; 18] < |pl} € p(Az) e sup{||(iBI — A2) " [I; 8] < |u|} = oo

Logo, existem sequéncia (5,), C R com £, — p quando n — oo, |5,] < |u| e sequéncia
(Yn)n C D(Az) com ||y,||n, = 1 para todo n, tais que

[1(i6nd — A2)Ynll2, = 0 quando n — co.
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Lembrando que a norma ||.||3, é equivalente a norma usual em Hs, obtemos as seguintes

convergéncias em L%(0, L):

iB,d" —®" =0 (6.36
iBad" —®" — 0 (6.37
B — U =0 (6.38

(6.36)
(6.37)
(6.38)
Bty — Uy — 0 (6.39)

iBaw — W™ =0 (6.40)

B — W =0 (6.41)

ip1Bn®" = k(0 + 0" + lw")y — 1 (P + W+ W), — lho(wy — 19") = 0 (6.42)
102 Bn U™ — b7 A k(P " A 1w™) + Y (BT F U IV = 0 (6.43)

ip1 B W™ + Lk (P% + " + 1W™) + Iy (P8 + U™ + IW™) — ko(wl — 1¢"™), — 0,  (6.44)

em que y, = (¢", ", Y7, W W, W)
Tomando o produto interno em Hy de (i3,I —.A3)y, por y,, obtemos, devido a propriedade

dissipativa do sistema,
Re(ifl — Asyn, Yn)p, = —Re(Aoyn, Yn)ry = 1[5 + 0" +IW"[[2. = 0, (6.45)
o que implica, pelas convergéncias (6.37), (6.38) e (6.40),
¢ + ¢ + 1|7 — 0. (6.46)

Por questao de simplicidade, vamos denotar S = k(¢” + " + lw™) 4+ 1 (P2 + U™ + [W™).

Com a notagao acima, por (6.42), temos
ipaBp®" — Sy — Tko(w” — 1¢™) — 0 em L2(0, L).

Multiplicando ips3,®" — S, — lko(w? — 1¢™) por S,, segue, da convergéncia acima, que

L L
—iplﬁn/ S dr — ||S, |32 + lkg/ (Wl —1¢™),S dx — 0.
0 0

Observando as convergéncias apresentadas em (6.37) e (6.44), podemos concluir que as
sequéncias de fungoes (®7), e ([w" — l¢"],), sao uniformemente limitadas em L?*(0, L),
logo, temos

18172 — 0,

de onde segue que
1018, ®" — lko(w” — 1¢™) — 0 em L*(0, L).
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Denotando F,, = ip;3,P" — lko(w) — l¢"), da convergéncia (6.44), temos que
ip1Bn(®" — IW™) — 12S — (F,,) — 0 em L*(0, L),
o que implica,
ip1Bn([®7 + U™ + (W] — U™ — 2IW™) — IS — (F,), — 0 em L*(0, L),

e entao,

—ip1 B (U + 2AW™) — IS — (F,)p + ip1 Ba[ @ + U™ +1W"] — 0 em L*(0, L).

Multiplicando (™ + 2lw™) por
—ip1 B (U + 2AW™) — 128 — (F,)y + ip1 fu[@F + U + I,
resulta, da ultima convergeéncia,
L .
|8 202, — 12/ S + 20w dr + / (F) (0" + 2lw), dx
0 0
L —
+ip16n/ (7 + U™ + IW") (¢ + 2lw™) dz — 0.
0
Como S — 0 em L*(0,L) e F,, — 0 em L?(0, L), concluimos que
U™ + 21W"™||32 — 0,
e logo, pelas convergéncias (6.38) e (6.40), temos, também, que
[ + 20w™||22 — 0.
Assim, pela convergéncia (6.47), podemos concluir, também, que
(Fn)e = ip18a @ — lho(w! — 1¢™), — 0 em L*(0, L).

Usando (6.43) e (6.44) temos que

176

(6.47)

(6.48)

(6.49)

20 1
n ool —if, (@qf" + 2zﬂwn> — %g" — (— + 3) S — 0 em L2(0, L),

b ]fo kO



CAPITULO 6. VIGAS DE BRESSE COM UMA VISCOELASTICIDADE 177

que multiplicada por ¥ + 2[lw™ implica, usando (6.38) e (6.40),

" b S
/ |5 + 20w | d — / 22y 4 QZ?W”][\I/” T 2W"] dx
0 0

b
L T 20 1\
w2 [ o {.—(w ; QZW")J dr + (— " —) S[F + 28] da — 0,
0 16n ko b
de onde segue que
[ 4 20w”]|22 — 0. (6.50)

Tomando o produto de (6.49) e (6.44) por @, obtemos que
L L L
—pl/ (@ + IW™) T dar + 2o ™ |2 + 2l2k:0/ $1 dz — 0,
0 0
de onde segue que
L o L
—p1 / (O7 + U™ + IW™)Wn dx + py / UWn da + 21k ||w!||?
0 0
L L
+212k:0/ (" + ™ + lw™)w™ dx — 212k0/ (Y™ 4 20w™)W" dw + 2Pk ||w™||* — 0.(6.51)
0 0
Do produto de @ por (6.43), segue que
L L
—pg/ Uryn dx 4 b/ (Y2 4 2wk — 2w} )w? dx — 0,
0 0
e como Y7 + 2lw™ — 0 em L?(0, L), temos que
L L
—p2/ Uryn dx — 2lb/ W™ dx — 0.
0 0
Logo, de (6.51) e das convergéncias ja encontradas, obtemos que,

bp1 r n|2 3 n||2
2 0

b
Assumindo que (ﬂ — ko) < 0, temos

P2
L
/ W dz — 0,
0

e logo, por (6.40),
L
/ W™ dz — 0.
0
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Da convergéncia (6.48), segue que
L
/ [W™|? dx — 0,
0
e portanto, de (6.38), obtemos que
L
/ "% doe — 0.
0

Tomando o produto interno em L?(0, L) de ¥™ por ips3,¥" — by" + S, obtemos, por
(6.43), que

L
/ |2 * do — 0. (6.53)

0
Como [|®F + U™ +IW"[|2, — 0 e ||¢F +¢™ +Iw"||7, — 0, as convergéncias acima implicam
que

L
/ |®"|* do — 0,
0

e

L
/ 6P da — 0,

0

e logo, pela desigualdade de Poincaré,

L
/ |®" % dox — 0,
0

L
/ |¢"|* dz — 0.
0

Finalmente, as convergécnias (6.50) e (6.53) implicam que

L
/ |w™|* dz — 0.
0

Assim, mostramos que ||y,||x, — 0, 0 que contradiz o fato de ||yn||x, = 1.

Portanto, temos que iR C 0(As), para o caso em que os coeficientes do sistema satisfazem

b

(ﬂ - k0> <0.
P2

O

Teorema 6.1.2 Suponhamos que Uy = (¢o, @1, Po, U1, wo,w1)" € D(Az). Se os coeficien-



CAPITULO 6. VIGAS DE BRESSE COM UMA VISCOELASTICIDADE 179

tes do sistema de Bresse wviscoeldstico

P11 — k(P + lw + ), — lko(w, — 19) — i (by + 1w+ 1)y = 0 (6.54)
pathy — Dga + k(¢ + 1w + 1)) + 11(¢e +lw +4)y = 0 (6.55)
prwy — ko(wy —19)s + kl(¢z + lw + ) + Iy (¢ +lw + ), = 0, (6.56)

em (0, L) x (0,00), satisfazem

entao, a solugao do problema decai polinomialmente a zero, isto é, existe constante C' > 0

tal que

C
le2 U]l < 1ol

Além disso, se Uy € D(AS), entao existe constante Cy, > 0 tal que

Ca
1420|130, < “= [1Uollpag)-

Demonstragao: Pelo teorema 1.3.4, devemos mostar que

sup (iBI — Ay) || < C, para alguma constante C' > 0.

I81=1

1
i

b
Pelo lema anterior, temos que iR C o(A;), se (ﬂ — k0> <0.

P2
Para completar a demonstracao, devemos verificar a existéncia de constante positiva C,
independente de 5 € R, com || > 1, e F' € H tais que

1. _
@ H(zﬂ[ —As) 1FHH2 < CHFH%, para todo |3] > 1.
Sejam F € Hy e U = (¢, P,0, ¥, w, W)" € Ay, tais que

iBU — AU = F,



CAPITULO 6. VIGAS DE BRESSE COM UMA VISCOELASTICIDADE 180

que em relagao as suas componentes, é dada por

iBo—® = fy (6.57)

M) — T = fy (6.59)

g — P, + s = (6.60)
P2 P2

iBu—W = fs (6.61)

em que
= k(¢ + ¢ +lw)+ (P + Y+ W), M=0bp,, N =ko(w,—10).
Observe que, devido a propriedade dissipativa do sistema, temos que
N ®a + W+ IW][T2 < Ul | F 90,
Multiplicando a equacgao (6.58) por @, temos
L L L 1
ipl/B/ dw, dr — / Sy, dr —1 Nw, dx = / fot, dx,
0 0 0 0
de onde segue que
L L L
—z',olﬁ/ d,w dx—/ Sy, dr — kol/ |w,|? dx
0 0 0
L L
+kol? / G, dr = / fow, de. (6.63)
0 0

Multiplicando as equagoes (6.60), (6.62) por w, temos que
L
—iplﬁ/ Vw dr — —/ Ve, dr — —1 Sw dr = —/ fawo dz(6.64)
0
L L L
—z'pllﬂ/ Ww dx — kol/ |w,|? dz + k0l2/ P, dr — l2/ Swdr = —l/ few da(6.65)
0 0 0 0 0
Somando as identidades (6.63)-(6.65), obtemos que

L L L
—z’plﬂf Sw dr — 2k0l/ |w,|* dx + 2kol2/ P, dr — —b/ Ve, dx
0 0 0

L
= (% +1?) / Swdr + R, (6.66)
2 0
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em que R é tal que
|R| < CllUl34 | F [l -

De (6.58) e (6.62) obtemos
ip1B(Py — IW) — Spp — IS = fo, — Lfs,
o que implica que
imB([@r + U +IW] — U —2AW) — Sy — I2S = fo, — Ifs.
Entao, temos que
—ip1B(V + 20W) — Spp — I2S = fou — lfs — ip1 B[®@s + ¥ + IW].

Multiplicando a equagao acima por (¢ + 2lw), nés temos

L L L
2 dx — 2
pl/o |+ 2IW | dx /0 S+ 2lw),, dx —1 /0 S+ 2lw) dx
L
= / [for — Ufs —ip1 (P, + ¥ + IW)] (¢ + 2lw) dz.
0

Usando (6.58) e (6.62) mais uma vez, concluimos que

L L
o[ 12V de < Ol [ IS|(] 4 (W) do+ R
0 0

em que

| R < Ul [ F' |32

Assim, temos que para cada € > 0 existe C. tal que
L
oo [ 10+ 20V do < CIBPIU | Flls + €U
0

Usando (6.60) e (6.62), obtemos que

A P , 1. 2 26 1
Y + 2w zﬁ(b + kOW>+ 0 qﬁ+bf4+k0f6+(k0+b

que multiplicada por ¢ + 2lw resulta em

181

L L l
/ |y + 21w, |2 dxg/ y%xpwz%wuwwzm dx+/ é(Wy + 2lw,) dz + R,
0 0 0 0
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de onde segue que
/ |1 + 2w, |* dv < / |52 \If+2lp1W\|\If + 20| d:c+/ ¢V, + 2lw,) dr + R.

Portanto, para cada € > 0 existe C, tal que

L
/0 e + 2l ? d < CABPIT | Fllra + €U 20,

Denotando B = ¢ 4 2lw obtemos, por (6.66), que

b b
—2l(ky — ’l / lwgl? da + 2k012/ ¢y dr — ppl " B, dr
2

:z'plﬁ/ Swdx+(p—1+12)/ Sw dr + R. (6.67)
0 2 0

b
Assumindo que ko — P # 0, obtemos que
P2

l
/ wl? die < CBIU | Fllres + el U2,
0

Assim, concluimos que

[
/0 ol da < CBRIT | Fllses + €U 2,

Usando a desigualdade de dissipagao, concluimos que

[
/0 1622 dz < CUBPIU sl F s + €U,

Logo, por (6.58), (6.60) e (6.62), concluimos, respectivamente, que

l
/ B2 dv < CIBPIT all Fllses + U1,
0
l
/ WP do < CIBPNU | Flls + €U,
0

l
/0 WP de < CBPIU | Fllses + <|U2,.

Portanto, temos que

U152, < CelBENU llpea | Fllae, + €Ul
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o que implica
U3, < Cel B F I3,

b
(ﬂ — k’o) < 0,
P2

p10u — k(dz +lw + ), — lko(wy, — 1p) — V(e +lw+ 1)y = 0em (0,L) x (0,00)
P2y — byy + k(dp + 1w + ) + y1(dp +lw+ )y = 0em (0,L) x (0,00)
P1We — kO(wx - lgb)z + kl(¢$ + lw + ?/)) + l’71 (¢a: + lw + w)t = 0Oem (07 L) X (07 OO),

Portanto, se

entao o sistema

com y; > 0, é polinomialmente estavel. 0

b
Vimos que se (ﬂ — ko) < 0, entao iR C o(Ay).
P2

b
Para o caso em que (ﬂ — ko) > 0, existem coeficientes para os quais iR € o(As).
P2

Teorema 6.1.3 Suponhamos que Uy = (¢g, d1, do, 1, wo,w1)t € D(As), e suponha que

0s coeficientes do sistema satisfazem
L kopol?
— L c IN.
7\l bp1 — kopa

P10t — k(Pe + 1w + ), — lko(wy — 1) —1(¢2 +lw + )z = 0 em (0,L) x (0,00)
P2 — gy + k(¢p + 1w + ) + 71(¢e +lw+v), = 0 em (0,L) x (0,00)
prwy — ko(wy — @)z + kl(pp + lw + ) + Iy (py +lw + )y = 0 em (0,L) x (0,00),

Entao, a solucao do problema

com 1 > 0, nao decai polinomialmente.

Demonstragao: Mostraremos que, neste caso, iR ¢ o(As), com condigdes de contorno
Dirichlet-Neumann-Neumann.

Consideremos, inicialmente, a equagao

iU — AU =0,
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que nas suas componentes é dada por

N —P = 0 (6.68)
iIMep1® — k(¢ + 0 + lw)y — (P + U+ W), — lko(w, —lp) = 0 (6.69)
N — V¥ = 0 (6.70)
iMpp2V — 0yy + k(G + ¥ +lw) + (P + Y +IW) = 0 (6.71)
Aw —W = 0 (6.72)
iIMipIW + El(pp + 0 + lw) + 1l(Py + ¥+ IW) — ko(w, — ), = 0. (6.73)
Temos entao que,
iNnp = D,
Ny = U,
Aw = W.
Substituindo as igualdades acima em (6.69), (6.71) e (6.73), obtemos

Derivando a expressao (6.76) em relacao a x, e subtraindo do resultado o produto de 6.76,

obtemos
(=X2p1 4 Pho)(we — 16) — ko(we — 1) ze = 0. (6.77)
Escolhemos A\, € R por
Aapr = Ko(By +17), (6.78)
em que 3, = %, n € IN. Consideremos

¢ = Asin(B,x)
¥ = Becos(B,x)
w = Ccos(Bpx),
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entao o sistema (6.74) — (6.76) pode ser reescrito por

A(=N2py + kB2 4 idg 1 B2 4 Pho) + B(kBn + iAg718n) + C(1kBy + id1lBn + lkoBn) =
A(kBy + iday1Bn) + B(=X2py + idgy1 + k + bB2) + C(kl + idgml) =

Resolvendo a sistema para A e C', obtemos

B
ST
B

Substituindo os valores de A e C' encontrados na equagao (6.79), obtemos
k
B (—O—m(ﬁi + 1)+ bﬁg) =0.
P1
Portanto, se os coeficientes satisfazem

kopal?

L kopal?
P1 bpr — kopa 7\l bp1r — kop2

k
NP2 g2 2y g2 —

entao, tomando B # 0, temos que

B .

¢ = Top, S (Bn),
w = =08 (Bnz),
Y = Becos(fnx),

O = i\,0,

U = i\,
W = i\w.

formam solucao nao nula de
AU — AU =0,

e logo, i\ € 0(Az), o que implica iR ¢ p(Aj).

L k 2
_ LQZ c ]N,
m\ bp1 — kopo

Portanto, se
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entao, a solugcao do problema viscoeldstico

p1ou — k(dz +lw + ), — lko(wy, — 19) — V(e +lw+ 1)y = 0em (0,L) x (0,00)
P2y — bbyy + k(¢ +lw + V) + 1(¢pp +lw+ 1)y = 0em (0,L) x (0,00)
prwy — ko(wy — 19) e + kl(pp + 1w + ) + Iy (¢ +lw+ 1), = 0em (0,L) x (0,00),

com y; > 0, nao possui decaimento polinomial. ([l

Otimalidade

Na subsecao anterior, mostramos que, sob certa condi¢ao entre os coeficientes, o siste-
mas de vigas de Bresse com viscosidade parcial presente apenas no estresse por corte,

, . . . . . . 1.
através das leis constitutivas do modelo, decai polinomialmente a uma taxa de t~z, isto

b
(ﬂ — ko) < 0,
P2

entdo o semigrupo e**? associado ao sistema satisfaz

é, mostramos que, se

C
e Usllr, < 7751100 llpar), (6.80)

para constante positiva C' e Uy = (o, ¢1, Yo, U1, wo, w1)" € D(Ay).

Nesta secao vamos mostrar que a taxa de decaimento polinomial encontrada nao pode ser
melhorada sobre D(.As).

A demonstracao de tal fato serd decorrente da relagao (ii)=-(i) do teorema 1.3.4, ou seja,

mostraremos a existéncia de uma sequéncia de nimeros complexos |\,| > 1, e sequéncias
(Fn)n C Ha e (Uy), C As, tais que

)\nUn - AZUn - Fn7 €

1
|)\n ’276

(AT — A2) " F|3, — 00, quando n — oo, Ve > 0.

Observamos que, diferentemente do problema de vigas viscoelasticas de Timoshenko, a
sequéncia de funcoes encontrada para a demonstragao da falta de decaimento exponencial
nao prova a otimalidade da taxa de decaimento polinomial, pois a estimativa encontrada

com tal sequéncia de funcoes é da forma

H()‘n] - A2)_1Fn||?-t2 > C|)‘n|'
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Teorema 6.1.4 Seja v, > 0. Suponha que os coeficientes do sistema

P11 — Kby + 1w + ), — lko(wy — 1) — Y1 (e +lw + )y = 0 em (0,L)
P2y — bbyy + k(¢p +lw + V) + 71(¢p +lw+ 1), = 0 em (0,L) x (0,00)
P1We — k0<wx - lgb)x + kl(¢m + lw + %D) + l71(¢x + lw + w)t = 0em (07 L) X (07 OO)?

b
(ﬂ - ko) < 0.
P2

Entao, a taza de decaimento polinomial encontrada no teorema 6.1.1 € a taxa otima.

X
s
g

satisfazem a condi¢ao

Demonstracao: Reescrevendo a equagao espectral em termos de suas componentes,

obtemos
i\ — @ = f1 € Hy(0,L),(6.81)
iIA® — %(@ +1h + lw)y — 2(% + U+ IW), — l%(wx —1¢) = fo€ L*0,L),(6.82)
i\ — U = fy€ H0,L),(6.83)
i\ U — éwm + %(% + ¢+ lw) + %(cbx + U +IW) = f,€L¥0,L),(6.84)
idw —W = fs € HY(0,L),(6.85)
MW+ z%((px U+ lw) + %(cpx + U+ IW) — %(wx 1), = fo€ L0, L). (6.86)

Escolhemos F,, = (0,0,0,0,0, p; " cos (8,7))!, em que 3, = n% e 0 representa a funcao
nula.

L
A sequéncia (F},) escolhida limitada em #,. De fato, | F, |3, = =—-

2p1
De (6.81), (6.83) e (6.85), obtemos que

O =i\, 0,
W =i\,w.

Substituindo as identidades acima em (6.82), (6.84) e (6.86), segue que

X1 — k(gy + 4+ lw)y — iAoV (P + U + W)y — lho(we — @) = 0 (6.87)
~ 221w + 1k(pp + b + lw) + iAoyl (dp + 1 + lw) — ko(wy — 1@), = cos(Buz). (6.89)
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Devido as condicoes de contorno que estamos considerando, vamos supor que

¢n = Ay sin (B,x),

tn = By, cos (B,x),

wy, = C, cos (Bnx).

Assim, ¢, ¥, e w, satisfazem o sistema (6.87) - (6.89) se, e somente se, A,, B, e C,

satisfazem

An(_/\ipl + kﬁi + i/\n%@% + l2k0) + B (kBn + iAam18n) + Co(IkBn 4 iA 1By + ko) =
An(kBn + iA7180) + Bu(=Aip2 + idgm1 + k 4+ b532) + Cp(kl + idgnl) =

que um sistema equivalente a

A (=X p1 + Pko) + Bu(A2pafBn — bB2) + C(lkoB,) = 0 (6.90)
A (kBn + iXg718n) + Bu(=A2pa + idg 1 + k + b82) + Co(kl +iXymil) = 0 (6.91)
A (kolBn) + Ba(Nopal = 0331 + Co(=Xopr + koBy) = 1.(6.92)

Para simplificar, vamos denotar ¢ = k + i\, 71, pa = —A2pa + B2 € p3 = —A2py + ko3>,

Com as notagoes acima, o sistema linear anterior pode ser reescrito matricialmente por

A, 0
M| B, |=1]01],
C, 1
em que
—N2py + ko —Bnp2 [Brko
M = | Buq p2+q lq
L [Brko —lpo b3 |
Temos que

det {M} = (=Aip1 +Pko)(p2 + q)ps — 21 Brkoqpe
— B2k (p2 + @) + Bapaaps + Ppag(— N1 + ko)
= p2q[—20°Bko + Biaps + P(=Aop1 + ko)
+(p2 + @) [(=\2p1 + Pko)ps — P B2KG).
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Escolhemos A, tal que
—20B2ko + B2ps + P(—A2p1 + IPko) = 0

isto é, tal que
)\2 _ ko(ﬁi B 12)2.
oG+ P)

Com essa escollha, temos que

3lol2 2 — kolt

p3 = ﬁQ P ~ 3]{30[2.

Logo,

det {M} = (p2+q)[(=Nopr + Pko)ps — I*Brk3)

Q

P1 P1

Se —kops + bp1 < 0, temos que

dm{ﬂ4}a:—4ﬂk§[(—Eﬂé—+b)}ﬁﬁ
P

1
Resolvendo o sistema, obtemos que

(=A2p1 + PPko)(p2 + q) + Biaps
det {M}

m&%{(%”+06}
P1

~ k
—4pk3{<——%2-+b>]5g
P1

iK B,

c, =

Q

em que K # 0.
Portanto, para —kgps + bp; < 0, temos que
1Uall, = palWall?
L
= 35 A Ch ?
9 Iz |
Cp.

Q

Logo,
1

|/\ |4 QEHU H?—Lz Z Kﬁ2€7

k 2kl
{( 0y )62 °m+q}}y%&ﬁ+%@ﬂ

189
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em que K, é uma constante positiva que depende de e.

Portanto, segue que

1

1
W—_QEH(

Ml — A) |3, > ‘>\’4—_26HUnH§{2 — 00, quando n — co, Ve > 0.

Assim, mostramos que

1
|)\|—2_6H()\n[ — A2) ' Fy, |, — 00, quando n — oo, Ve > 0.

1/2

Isto significa que a taxa de decaimento polinomial t7*/* nao pode ser melhorada sobre o

dominio D(A,), se os coeficientes do sistema satifazem a condigao —kgps + bp; < 0.

6.1.2 Viscoelasticidade no sistema

Nesta subsegao, estudaremos o comportamento assintético das solucoes do problema de-

terminado pelo sistema de Bresse viscoelastico

prdu = k(dz +lw + 1), — lho(we — 19) = Ybzar = 0 (6.93)
P2 — Wbur + k(¢p +lw+¢) = 0 (6.94)

em (0, L) x (0,00), com ~; > 0.

Neste caso, mostraremos que o sistema nunca decai exponencialmente.

Veremos também que o sistema possui estabilidade polinomial desde que seus coeficientes
satisfacam certa condicao, assim como ocorreu na secao anterior, em que tamb m con-
sideramos a viscoelasticidade agindo efetivamente somente no estreese cortante, porém
inserida no problema através das leis constitutivas do modelo.

Para os casos em que foi provada a estabilidade polinomial, encontramos estimativativa

C
E(t) < 1 1Uollog
para uma constante positiva C e todo Uy € D(jg).

. . . . 1
Além disso, mostramos que a taxa de decaimento polinomial encontrada 7 = 3 é a taxa

Otima.
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Falta de estabilidade exponencial

Teorema 6.1.5 Seja (¢, 9, w) a solugdo do problema determinado pelo sistema de Bresse

proow — k(o + lw + 1)), — lho(we — 19) = Y1z = 0 (6.96)
pathy — bpe + k(e +lw+v) = 0 (6.97)
P1Wet — kO(w:L’ - l¢)m + k:l(gbx + lw + ¢) = 07 (698)

em (0, L) x(0,00), com condigoes de contorno do tipo Dirichlet-Neumann-Neumann dadas
em (3.8) e condigdes iniciais (3.7). Se os dados iniciais satisfazem a condi¢ao fOL Yodx =
fOL Ydx = fOL wodr = fOL widr = 0, entao o semigrupo gerado pelo operador ./12, dado em

(3.35) com vy, =~5 =0 e, >0, nao € exponencialmente estdvel.

Demonstragao: Vamos mostrar a existéncia de uma sequéncia numérica (\,), C R

com lim,, o, |A\,| = 00 e sequéncias (U,), C D(.%Tg), (F)n C Ho limitada em Hs, tais que

(iAn — As)U, = F, (6.99)

limsup ||Up|[,, = oo.
n—oo

Reescrevendo a equagao espectral em termos de suas componentes, obtemos

i —® = f1 € Hy(0,L), (6.100)
k ! k
An® — (W) — Db, — 10w, — 1) = foe L0,L), (6.101)
P1 1 P1
i — U = fy€ HY0,L), (6.102)
b k
iU — p—wm + p—(d)z +41lw) = foeL*0,L), (6.103)
2 2
iNw —W = fs€ HN0,L), (6.104)
iINW A+ lpﬁ(cbx + 1+ lw) — %(% —1¢), = fs€ L*0,L). (6.105)
1 1

Escolhemos
F, = (0,0,0,cos (3,2),0,0)",

em que (3, = % e 0 representa a funcao nula.

L
A sequéncia (F},), escolhida limitada em H,. De fato, || F, |3, = Py
De (6.10), (6.12) e (6.14), obtemos que

O = i\,o,
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U= i)\nwa
W =ilw.

Substituindo as igualdades acima em (6.101), (6.103) e (6.105), obtemos

“A2p16 — k(dy + P + lw)y — iAY Puw — Lhio(we — 19) = 0 (6.106)
~A2p0th 4+ K¢y + 1 + lw) — by = pacos(Bux)  (6.107)
—N2p1w + Uk(dy + 1 + lw) — ko(w, — 1d), = 0. (6.108)

Devido as condigoes de contorno que estamos considerando, vamos supor que
¢n = An sin (5nx)7

¢n - Bn CcOos (an)a
wp = C, cos (Bnr).

Assim, ¢, 1, e w, satisfazem o sistema (6.106) - (6.108) se, e somente se, A,, B, e C,

satisfazem

A (=X p1 + kB2 + idgy1 B2 + 1Pko) + B (kBy) + Co(lkBn + lkofBn) = 0
An(kBo) + Bal=N2ps + k+bB2) + Co(kl) = po
An(IkBy + kol Bn) + Bu(lk) + Co(—X2p1 + Pk + ko82) = 0.

O sistema acima pode ser reescrito como

A2y + kg + id, B kB 18k + ko) | [ An 0
kB —Aop2 + b3+ k ki B, | = po
kLB, (k + ko) kl —A2p1 + ko382 + 1Pk Cp 0
b 0 N
Se — # —., entao escolhemos A, tal que
P2 P

~A2py + 032 +k=0.
Nesse caso, temos que

det {M} = 2K°PB%(k + ko) — K*IP(=Nop1 + Pho + i\ ) — KB (= Nopr + kofj + 12k)

2
™
o
—N
(=
=3
|
T~
S
——
SR
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Resolvendo o sistema, obtemos que

(=A2p1 + ko + iAa71 B2) (= A2p1 + ko 82 + 1k) — IPB2(k + ko)?

B, =
det M
T lb
~ L — B
K2\ pe
b ko .
Agora, se — = —, entao escolhemos \, tal que
P2 M

—)\iPQ + bﬂi = 0.
Sob estas condigoes, obtemos que

det {M} = (=Aop1 + Pho +i\y1 )R + 2k° 150 (k + ko) — k1255 (K + ko)
—k*P(=N2p1 + Pho + N1 B2) — K2 BE(1PK)
= —PPkk2B2.

Resolvendo o sistema, obtemos que
(=Moo + Pho + ida1 B2) (PK) — B2 (k + Ko)?

det M
Vb
k§/p2

Logo, para ambos os casos, temos que

B, =

Q

2 2
1Unllye, = p2 19712

= P2 |i)‘an|2 ”COS anHi?

= Kp, K > 0.
Tomando o limite quando n tende ao infinito, concluimos que
Tim (U], = oo

Portanto, o sistema nao é exponencialmente estavel.
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Estabilidade polinomial

Lema 18 O operador Ay dado em (2.50), para v, > 0 e 7, =+, = 0 satisfaz
iR C o(Ay),

se poky — p1b < 0.

Demonstragao: Primeiramente, iremos mostrar que :R C Q(AVQ).
Vamos supor, por contradigao, que iR ¢ Q(./Zg), entao, pelo lema 3, existe p € R com

I A" 1< |l < oo tal que

{iB; 18] < |ul} € o(A) e sup{[|iBI — A3) 7|5 8] < |ul} = 0.

Logo, existem sequéncia (5,), C R com 8, — u quando n — oo, |5,| < |u| e sequéncia

(Yn)n C D(A5) com llynllz, = 1 para todo n, tais que
“(Zﬁn[ - JZZ)ynH?-& —0 quando n — 00.

Portanto,

i3,¢" — ®" — 0 em L*(0,L)  (6.109)

iBp — ®" — 0 em L*(0,L)  (6.110)

B ™ — W™ — 0em L*(0,L) (6.111)

B — W™ — 0em L*0,L) (6.112)

iBpw™ — W™ — 0em L*(0,L)  (6.113)

iBwt — W' — 0em L*(0,L)  (6.114)

i01Bn®" — k(" + " + ™), — YO, — lko(w! — 1¢") — 0 em L*(0,L)  (6.115)
ipa B V" — bl 4 k(o + ™ +1w™) — 0 em L*(0,L)  (6.116)

i1 BaW™ + Lk(" + "™ + ™) — ko(w! — 1¢™), — 0 em L*(0,L),  (6.117)

em que g, = (¢, ", ", U, W, WO,
Tomando o produto interno em Hsy de (i3, 1 —.Zg)yn por y,, obtemos, devido a propriedade

dissipativa do sistema,
Re(iBI — Astn, yn) 1, = —Re(Asy, Yn)a, = 1[92 ]172 = 0, (6.118)
o que implica, pela convergéncia (6.110),

l¢zllz> — 0, (6.119)
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e logo, pela desigualdade de Poincaré, concluimos que

172> — 0,

l¢™l1Z. — 0.

Vamos denotar S" = k¢l + v, P} Entdo, pela convergéncia (6.115), temos que (SZ) é
uma sequéncia uniformentente limitada em L?(0, L).

Tomando o produto interno em L?(0, L) de S™ pela expressao
ip1Pn®" — k(97 + ¢ +1w")e — NP, — lko(wy — 17),
obtemos, por (6.115),
L L o L o
ipmB, / S5 d + k / (" + 1) 57 d — [|S™|25 + Uho / (" — 16"),57 dz — 0.
0 0 0

Como S™ — 0 em L?(0, L), e (47, +1w™,),, ¢ uniformemente limitada L?(0, L), por (6.116)

e (6.117), obtemos, da convergéncia acima, que
1S3 11Z2 = 0.
Das convergéncias ja encontradas, e de (6.115), segue que
k4 1k + ko)w™ — 0emL?(0, L), (6.120)
e logo, pela desigualdade de Poincaré, temos também que
kY™ 4+ 1(k + ko)w™ — 0emL?(0, L). (6.121)
Do produto de w™ pelas expressoes

2B — b, + k(6% + U + 1)

ip B W™ + 1E(PL + "™ + lw™) — ko(wly — L"),

segue, por (6.116) e (6.117), que

L L L
ipzﬁn/ U"w” dr + b/ YT d + k;/ (@7 + " + lw™)w™ dx — 0,
0 0 0



CAPITULO 6. VIGAS DE BRESSE COM UMA VISCOELASTICIDADE 196

L L L
915 / WG da + Ik / (67 + 4 + 1™ da + ko / (W — 16™)@T da — 0.
0 0 0

Pelas convergéncias (6.120), (6.121), (6.111), (6.113) e também por ¢* — 0 em L*(0, L),

obtemos que

k+k k+k
{mﬁﬂ - 0)—zko}||w”||%2+{—bz( 0)}Hw:|liﬁo,

k k

{=p18: = Pho} w72 + kollwi 17> — 0.

Logo, temos que

k+k k+k
(o a2 ) R g o o

ou seja,
{B2(K + ko) (p2ko — p1b) — kko — blPko(k + ko) }H|w™[|72 — 0.

Considerando que (p2ko — p1b) < 0, temos que
{B2(k + ko) (pako — pr1b) — kko — bl®ko(k + ko) } - 0,

e portanto, devemos ter
w™ — 0 em L*(0,L).

Logo,
w!’ — 0 em L*(0,L).

Assim, de (6.120) e (6.121), segue que

Y — 0 em L*(0, L),

Y" — 0 em L*(0, L),

e de (6.111) e (6.113), temos que

U™ — 0 em L2(0, L),

W™ — 0 em L*(0, L).
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Logo, mostramos que ||y, ||%, — 0, o que é uma contradicao, pois, por hipdtese, ||yn||2, = 1
para todo n.
Portanto, se (poko — p1b) < 0, entdo, iR C o(As,).

Teorema 6.1.6 Suponhamos que Uy = (¢, ¢1, do, t1, wo, w1)" € D(ﬂg). Entao, a solucao

do problema

p1¢tt - k(¢a¢ + lw + ¢)x - lko(wz - l¢) - fﬁgbzxt = 0em (07 L) X (07 OO)
P2y — bbyy + k(e +lw+1) = 0 em (0,L) x (0,00)
prwy — ko(wy — 1), + kl(¢py +lw+1) = 0 em (0,L) x (0,00),

em que

pako — p1b <0,

decai polinomialmente a zero, isto €, existe constante C' > 0 tal que

C
le**2 Ul < t—%||Uo||D(A2)- (6.122)
Além disso, se Uy € D(AS), entdo existe constante C > 0 tal que
Uil < 2100l (6.123)
0llH2 = t% 0 D(A2)" .
Demonstragao: Pelo lema (18), temos que iR C Q(./ZQ) se os coeficientes do sistema

satisfazem (poko — p10) < 0.

Consideremos, agora, a equacao

iBU — AU = F,
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em que F' = (fi1, fo, fa, f1, fs: f6)' € Ha e U € D(Ay),

que em relagao as componentes, é dada por

iBo—® = f, (6.124)

iBp1® — k(¢p + 0+ lw)y — lko(we — 19) — V1 Pue = p1fo (6.125)
R (6.126)

18V — by + k(dp + 0 +lw) = pafs (6.127)

iBw—W = f (6.128)

B W + k(e + 0+ lw) — ko(we — 1) = pifs. (6.129)

Temos que Re{ (AU, Uy} = —1 12122, 0 que implica,
Vil @all72 < Re{(= AU, Uy} = Re{(iBuU — AU, Uy} < Ul | Fllpez; (6.130)
e logo, por (6.124), temos
Ballallze < ClU sl Fllss + CIIF |13, (6.131)
Da Desigualdade de Poincaré, obtemos também

Yill@lze < Ul 1 F e, (6.132)

B0l < ClU e Fllwe + ClIF I3, (6.133)

Tomando o produto interno em L?(0, L) de (6.125) por ¢, obtemos

L - L -
@)+ k / (60 4+ + 1) (s T 0 T Tw)da — k / (60 + 1 + 1) (P T Tw)da
0 0
L L L
1k [ s = 10)oda +9 [ @dide = py [ b

assim,

L 1 1 1 1
El|gp 4+ + lw|2 = p1||<I>H%2+k/ (g + 1 + lw) {—\If+—f3+l—W+l—
0

54 B B 5
L L L
—l—lk’o/ (we — lgb)adx — ’yi/ @wadx + p1 / fgq_bdx,
0 0 0

f5| dx
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e logo,

C
6o+ + |7 < CIIUIIHQHFHHQ+@HUH§¢2-

Tomando o produto de (6.127) por @, e o produto de (6.129) por 1, obtemos, respectiva-

mente, que
L e b L k‘ L L
—/ YW dx + — wzw_mdx—l——/(ﬁbz—l—zﬁ%—lw)wdx:/ faw dx
0 P2 Jo P2 Jo

L
/wa_@ i T ds w—x%dx—@/ oot do — — /fﬁwdx
0 P1 Jo P1

Somando as duas identidades acima, temos que

L L
<p___>/ ety dr = —E/ (¢x+¢+lw)wd:v—|—/ faw dx
k:l

p1 (¢z+1/1+lw)wd:c+—/ qﬁxwd:c—/ et de,

logo, se — — = # 0, entao
P2 P

< ClU a1 F 14 + €ll U3, (6.134)

o, dx

Do produto interno em L?(0, L) de (6.125) por w, segue que
L L L
—ifp / W dx + / (kpg + 11 Py) g dr — k/ Vol da
0 0 0
L L
—1(k + ko) ||wz]|72 + l2k0/ Py dr = p; / folo dz,
0 0

e pela equagao (6.129), obtemos que

L L
l(k+k0)|]wx\|%2 = —zﬂpl/ @mwdx—k/ Yoy dx
0 0
L ) i Ik 1
+/ (k¢z + 7 Ps) ﬁplWJr (g + ¢ +lw) + — ¢, — —fo
0 kO kO ko ko

L L
s [ da—py [ pde
0 0
e portanto,

Uk + ko) lwallZ2 < C(L+ BTl | Fllaes + ell U5,
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Do produto interno em L?(0, L) de (6.125) por 1, segue que

L L
iy [ et [ (hon 0 di — H]
0 0
L o L o L o
(ks + ko) / ity da + Phy / 0 dz = pr / f2s d,
0 0 0

e pela equagao (6.127), obtemos que

L o L . L
ol = =it [ @B dot [ o+ 10| D204 Lot v+ 10) - 1) do

L L L
—l(k:+k:0)/ Wyl das+l2k‘o/ N dfl?—pl/ fothy dz,
0 0 0
de onde segue que
klvallze < O+ BTl Flle, + el U3,

Assim, tomando o produto interno em L2(0,L) de (6.127) por 1, e de (6.129) por w,

obtemos, respectivamente, que

1172 < CA+ AU ol Fllae, + €l U1l

IWIZe < CA+ Ul Fllaee + €l U3,

b
Portanto, se — — USS 0, entao
P2 P1

U3, < CBYIF I3,

Portanto, neste caso, o sistema ¢é polinomialmente estavel.

b ko

Vimos que se — — — > 0 entao 1R C Q(./Z‘.VQ). Caso contrario, hé coeficientes para os
P2 M

quais iR Z o(As).

Teorema 6.1.7 Suponhamos que Uy = (¢g, P1, do, 1, wo, w1)" € D(.,Zg), e suponha que

0s coeficientes do sistema satisfazem

—l2l€0[,02(l€ + ko)] — plkko L cN
(k +ko)[bp1 — kopa] 7 '
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Entao, a solugcao do problema

plgbtt - k<¢z +lw + ¢)x - lkﬂ(wm - l¢) - Viqbzmt = 0em (07 L) X (07 OO)
P2 — bbyy + k(e +lw+1) = 0 em (0,L) x (0,00)
prwy — ko(wy —19), + kl(pp + 1w+ 1) = 0 em (0,L) x (0,00),

com vy > 0, nao decai polinomialmente.

Demonstragao: Mostraremos que, neste caso, iR € Q(AVQ) (condigoes de contorno
Dirichlet-Neumann-Neumann).

Consideremos, inicialmente, a equacao
iU — AU =0,

que nas suas componentes é dada por

Mo —® = 0 (6.135)
iMp1® — k(g + 0 +lw)y — Y Pus — lko(we — ) = 0 (6.136)
N =¥ = 0 (6.137)
iMp2V — bbey + k(de + 9 +lw) = 0 (6.138)
ANpw —W = 0 (6.139)
it W + kl(pp + 0 + lw) — ko(wy — 19), = 0. (6.140)
Temos entao que,
Z>\n¢ =9,
Ay = W.
Substituindo as igualdades acima em (6.136), (6.138) e (6.140), obtemos
— X201 — (k +iAaY)) Puw — k(Y + W)y — lho(we — 19) = 0 (6.141)
N2 o) — by + k(¢ + 1 +1lw) = 0 (6.142)

22 1w + k(g + 0 + lw) — ko(wy — 1d), = 0. (6.143)
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Observemos que, tomando o produto interno em L?(0, L) de (6.141), (6.142), (6.143) por

@, ¥ e w, respectivamente, obtemos que

—Apillollze + A llallze — Anpall¥ll7e + Bllvbz |72 + Klldo + 0 + lw]l7
—Anprllwllze + Kollws — 18|72 = 0,

e portanto, para A, # 0, devemos ter ||¢.||z2 = 0.

Counsideremos

6 = 0
v = Becos(B,x)
w = Ccos(fpr).

Entao, as fungdes ¢ = 0, ¢ = Bcos (f,x) e w = C cos (5,x) satifazem o sistema (6.141) —

(6.143) se, e somente se, B e C' formam solucao de

B(kBa) + C(IkBy + lkoBy) = 0 (6.144)
B(=Xpy +k+b32)+C(kl) = 0 (6.145)
B(IEk) + C(=N2py + Pk + koB2) = 0. (6.146)

Resolvendo a primeira equacao, obtemos que

I(k + ko)

B=—
k

C (6.147)

e logo, da segunda equagao segue que,

\2 bBE(k + ko) + kko
" pz(k —+ ]fo)

Sustitutindo a igualdade (6.147) na terceira equagdo, obtemos que A, deve satisfazer

também

_ koBR — ko

>\2
n o

Portanto, devemos ter

pulbBL(k + ko) + kkol = (koB; — ko) [p2(k + ko),

ou seja,

52[501 (k + ko) - kgpz(k + ko)] = —l2k0[p2(k + ko)] — plkko.
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Assim, se bp; — kopo < 0, a igualdade acima é satisfeita para determinados valores de py,

P2, b, ko, k e l. De fato, p1, po, b, ko, k e | satisfazem a identidade acima quando

(k+ko)bpr — kopa] 7

_J2 _
\/ Pholpa(k + ko)l = prkko L _

E para esses valores, i)\, dado por

_ Koy — Pk
P1 ’

)\2

n

é autovalor do operador Ay, e portanto, i\ € O'(Avg). O

Otimalidade

1
Teorema 6.1.8 A taza de decaimento polinomial T = 3 encontrada no teorema 6.1.6 €

a taxa otima do decaimento.

~ . . ) 1
Demonstragao: Se a taxa de decaimento polinomial 7 = 3 encontrada no teorema

6.1.6 nao for a taxa otima do decaimento, entao, pelo teorema 1.3.4, existe € > 0 tal que

IM% |Gxr— &) < e a2 1.

Contudo, para
F, =(0,0,0,0,0,cos (B,7))" € Hs

temos, pelo teorema 6.1.5, que U, = (¢n, Pp, ¥y, Vo, w, W) € D(.Zg), dado por

¢n - An sin (an)7

d, = i\,0,
v, = Bj,cos(Bnz),
U, = i\,
wp, = Ccos(Bpr),
W, = itl\w,

¢ solucao da equagao
iU — AU = F,
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nm
em que (3, = T para valores apropriados de \,, A,, B, e C,.

b k
Para o caso em que — # —0, escolhemos A, tal que
P2 P1

—A2p2 + 032 +k=0.

Resolvendo o sistema para A,, B, e C, com essa escolha, obtemos que

Portanto, temos a seguinte estimativa

10, = pallPsiall3:
~ CM, 0>0.

De onde segue que

1

mHUnH%z > KXX, K >0,

para todo € > 0.

Tomando o limite quando n tende ao infinito, obtemos que

WH(MnI — Ay)'Fy|l3, — 00, quando n — oo, Ve > 0.

1
Assim, a taxa 7 = g¢a taxa Otima de decaimento polinomial do sistema.

6.2 Viscoelasticidade somente sobre a deformacao por

flexao

Vamos estudar, nesta se¢ao, o sistema de Bresse com uma tinica viscoelasticidade, presente
apenas no momento fletor. Neste caso, o sistema obtido introduzindo a dissipagao nas
leis contitutivas do modelo coincide com o sistema resultante da adi¢ao da dissipagao
diretamente na segunda equacgao. Veremos que o sistema nunca decai exponencialmente.

Mostraremos também que o sistema é polinomialmente estavel, se k& = ky, com taxa

Otima de 7 = 3 Observamos que a taxa otima de decaimento polinomial encontrada
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neste caso, coincide com a taxa étima encontrada em todos os casos em que foi constado
decaimento polinomial, para os sistemas viscoelasticos de Bresse e Timoshenko, em que

as viscosidades elasticas nao agiam efetivamente em todas as equagoes.

6.2.1 Falta de estabilidade exponencial

Teorema 6.2.1 Seja (¢, 9, w) a solugao do problema determinado pelo sistema de Bresse

P10 — Kby + lw + ), — lko(w, —1¢) = 0 em (0,L) x (0,00)  (6.148)
P2t — bpe + k(Pr + 1w + ) — Y2 = 0 em (0,L) x (0, 00) (6.149)
prwy — ko(w, — 1), + kl(pe +lw+1) = 0em (0,L) x (0,00), (6.150)

com condig¢oes de contorno do tipo Dirichlet-Neumann-Neumann dadas em (3.8) e condigoes
iniciais (3.7). Se os dados iniciais satisfazem a condigdo fOL Yodx = fOL Ydr = fOL wodr =
fOL widx = 0, entao o semigrupo gerado pelo operador Ay, dado em (3.16) com vy, = v3 =0

e v2 > 0, nao é exponencialmente estdvel.

Demonstracao: Vamos mostrar que existe sequéncia numérica (\,), C R com lim,,_, [A,| =

oo e sequéncias (Uy,), C D(Ay), (F,)n, C Hs limitada em H,, tais que

limsup ||Up|[,, = 0.
n—oo

Reescrevendo a equagao espectral em termos de suas componentes, obtemos

i\ —® = f1 € H0,L), (6.151)
i ® — pﬁ(@ + 9 +lw), — l%(ww —1¢) = fye L*0,L), (6.152)
1 1
i — VU = fyc HN0,L), (6.153)
iU — 3% + ﬁ(qsx b lw) — 20, = fie LX0,L), (6.154)
P2 P2 P2
idw —W = fs€ HY0,L), (6.155)
iN W + zpﬁ(qzﬁx + 9+ lw) — ?(wx —1¢), = fse€ L*0,L). (6.156)
1 1

Escolhemos

F, = (0,ap;*sin (B,2), 0, upy* cos (B,z), 0, vp; * cos (B.x))Y,



CAPITULO 6. VIGAS DE BRESSE COM UMA VISCOELASTICIDADE 206

nm
em que 3, = T e 0 representa a fungao nula.

a? 2\ [,
A sequéncia (F,), escolhida é limitada em Hs,. De fato, ||F, |3, = (— +—+ ) 5
P 1%
De (6.151), (6.153) e (6.155), obtemos que

W =i\w.

Substituindo as igualdades acima em (6.152), (6.154) e (6.156), obtemos

~ X1 — k(gy + 10+ lw)y — lko(wy — 19) = asin(B,7) (6.157)
~ Aot + k(dy + 0 +1w) — (b4 iAY2)Vee = pcos (Bur) (6.158)
~ N p1w + k(¢ + 0 +lw) — ko(wy — @)y = vcos(Bur). (6.159)

Devido as condigoes de fronteira consideradas, vamos supor que

¢n - An sin (ﬁnx)v
¢n - Bn COs (67156)’
wp, = Cycos(B,x).

Assim, ¢, 1, e w, satisfazem o sistema (6.157) - (6.159) se, e somente se, A,, B, e C,

satisfazem
Ap(=N2p1 + kB2 + ko) + Bu(kfBy) + Cu(1Bu(k + ko)) = « (6.160)
An(kBa) + Bu(=N2pa + k + b2 + iAyaB2) + Cullk) = 4 (6.161)
An(18n(k + ko)) 4 Bu(lk) + Co(=X2py + Pk + ko 52) = v, (6.162)

que pode ser reescrita matricialmente por
A, o
M Bn = K )
C, v
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em que
[ —\2p1 + k32 + 12ky kB 13, (k + ko) |
M= | kB, —A2py + Kk + bB% +id, 7252 Ik
| 1B (K + ko) Ik —N2p1 + Pk + ko2 |
Temos que
det {M} = [(=\2py + kB2 + ko) (= N2p1 + 12k + kofB2) — I2B2(k + ko)?]

(= N2y + K+ bB2 + idyaB2) +
+2K212 B2 (k + ko) — PK*(=N2py + kB2 + IPho) — K2B2(=N2py + 1Pk + koB2).

Para o caso em que k # kg, escolhemos )\, tal que

~N2p + kB2 4 Pky = 0.

Assim,
det {M} ~ —i\,l?(k + ko)? B2
Temos que
[ My My Mg |
M1 ! M. M. M.
det {M} 21 22 23 )
i M3, M3, M i
em que

My = (=A2pg + k 4+ bB2 + iXg12B2) (= A2py + Pk + koB2) — IPK?.
Assim, tomando o = 1, 4 = v = 0, obtemos

(=X2p5 + k + B2 + iN7282) (= A2 py + 1Pk + ko32) — 12K?

ATL - )
det {M}

ou seja,

C eR. (6.163)
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Portanto,

2 2
1Unllye, = pr 19"

= M |i/\nAn|2 ||sin Bnl‘”i?

o k) L
SR k2| 2
~ Cp% C>o0. (6.164)

Calculando o limite quando n tende ao infinito, obtemos
i [, = o0,

Agora, vamos considerar k = k.

Neste caso,

det {M} = [(—=Nip1 + k5 4 Pk)? — AP G| (= Nopa + K + % + idnm2f37) +
HAR P Bk — PR (= Anp1 + kB, + IPR) — K262 (=A\2p1 + Pk + k).

Escolhemos )\, tal que
(=\2py + kB2 +1Pk)* — 4I*B2K* = 0
ou seja,
~Xpy + kB2 4 I’k = 216,k.
Entao, temos que
det {M} ~ —21k*33.

Calculando os valores de A,,, B, e C,, e considerando novamente a« = 1, p = v = 0,

obtemos que

(—=N2py + k + 082 + i\, 2 82)2Kk1 3, — 12K?
det M

Y2
_Zﬁ)\n

Q
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Portanto,
1Unll3, = o1 1971172
= P |i/\nAn|2 ||Sinﬁn$||iz
Y2\ 2 2L
~ =\ =
PrE2 | 9
~ Cp:, C>0. (6.165)
Logo,
nh_{lolo [Unll3, = oo
Assim, provamos que o sistema nao é exponencialmente estavel. 0]

6.2.2 Estabilidade polinomial

Lema 19 O operador As, associado ao problema

P10 — k(dp + 1w + 1), — lko(w, —Ip) = 0 em (0,L) x (0,00)
prtt - bwzx + k(¢:c + lw + ¢) - Vchcazt = O em (07 L) X <07 OO)
prwy — ko(w, — 1), + kl(py +lw+1) = 0em (0,L) x (0,00),

com condigoes de contorno Dirichlet-Neumann-Neumann, e v, > 0, satisfaz
iR C Q(.AQ).

Demonstragao: Vamos supor, por contradi¢do, que iR ¢ o(Ay), Como 0 € o(As),
entdo pelo lema 3, existe p € R com || A" ||< 1] < oo tal que

{iB:; 18] < |ul} € o(Az) e sup{||(iBT — Az)"[[; 8] < |u|} = oo

Logo, existem sequéncia (5,), C R com f, — u quando n — oo, |5,| < |u| e sequéncia

(Yn)n C D(Az) com ||y,||n, = 1 para todo n, tais que

(i8I — A2)ynll2;, — 0 quando n — oo.
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Portanto,

iA@" — ®" — 0 em L*(0, L) (6.166)
i@ — ®" — 0 em L*(0, L) (6.167)
X" — U™ — 0 em L*(0, L) (6.168)
iXg — U — 0 em L*(0, L) (6.169)
iAgw" — W™ — 0 em L*(0, L) (6.170)
A — W — 0 em L*(0, L) (6.171)
i A @™ — k(@8 + " + 1w™), — lko(w? — 1¢™) — 0 em L*(0, L) (6.172)
ipa A U — bl — WU 4 k(P + ™ + lw™) — 0 em L*(0, L) (6.173)
i AW 4 LE(QF + ™ + 1w™) — ko(w? — 1¢™), — 0 em L*(0, L), (6.174)
em que yTL = ((bn’ (I)n’ wn7 \Pn’ wn’ Wn)t
Tomando o produto interno em #H, de (if,1 — As)y, por y,, temos que
Re(idI — Astn, Yn) 1o = —Re( Ay, Yn)r, = 12/|V3[I72 — 0. (6.175)
Assim, pela tesigualdade de Poincaré, temos que
U™ — 0em L*(0,L). (6.176)
Usando a convergéncia (6.175) em (6.169), obtemos
Y — 0 em L*(0, L). (6.177)

Temos, por (6.172), que a sequéncia ([¢? + ¥™ + lw"],) é limitada em L?*(0, L). Assim,
tomando o produto interno em L*(0, L) de (6.173) por ¢ + 9" + lw™, e usando as con-

vergéncias encontradas acima, obtemos, que
" 4 Y 4 lw™ — 0 em L*(0,L). (6.178)

Como 9™ — 0 em L*(0, L), concluimos que
¢ 4 lw™ — 0 em L*(0,L). (6.179)

Integrando o produto de (6.174) por ¢7, obtemos

L L L
iP1 A / W"éndx + lk / (P8 + " + lw™)prdx — Ky / (W — 1¢™)ondz — 0,
0 0 0
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o que implica
L — L L o
z'pl)\n/ W (¢pn + lw™)dx — ipl)\n/ Whlwrdr + lk/ (oh + " + ™) pndx
0 0 0
L L L o
—ko/ (W = 1") o7 + lw"]dx + k:o/ (Wi —1¢") lwrdr — 0,
0 0
e usando as convergéncias anteriores, obtemos
L L L
pll/ WrWnrdx — k:o/ wilwrdx + l3k:0/ w'wdx — 0. (6.180)
0 0 0
Agora, integrando o produto de (6.172) por w?, obtemos
L L L
—i,ol/\n/ Orwnhdr + k:/ (o + " + lw™ )Wl dx — lko/ (Wi — " )widx — 0
0 0 0
o que implica
L L L
ipih / (®" + W™ d + ipih / W + k / (60 + " + I da
0 0 0
L L L
ko / T — Pk / (67 + L™ dx + Pk / L Tdr — 0,
0 0 0
e assim, utilizando as convergéncias ja encontradas, obtemos
L L L L
—,01/ IW"Wndx — lkzo/ wrwidr + lgko/ w'whdr — 0, (6.181)
0 0 0
Da diferenga entre as convergéncias (6.180) e (6.181), concluimos que
[W™|32 — 0. (6.182)
A tltima convergéncia e a convergéncia (6.178) em (6.174), implicam
(W' —1¢™), — 0 em L*(0, L),
e logo, por Poincaré,
W’ — 1" — 0 em L*(0, L). (6.183)

Tomando o produto em L?*(0, L) de (6.172) por ®", e usando as convergéncias (6.178) e

(6.183), concluimos que

®" — 0 em L*(0, L). (6.184)
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Assim, acabamos de mostrar que ||y,||%, — 0 quando n — 0o, o que contradiz o fato de

[Ynll2e = 1.
Logo, temos que iR C o(A3).
O

Teorema 6.2.2 Suponhamos que Uy = (¢g, P1, do, 11, wo, w1)" € D(As). Entao, a solugdo

do problema

1w — k(dp +lw + ), — lko(wy, — 1) = 0 em (0,L) x (0,00)
ptht - bwzx + k(¢:c + l’LU + ¢) - P)/Zw:c:):t = O em (07 L) X <07 OO)
prwy — ko(w, — 1), + kl(py +lw+1) = 0em (0,L) x (0,00),

em que k = kg, decai polinomialmente a zero, isto é, existe constante C' > 0 tal que
C
A
1€ Ul < FHUOHD(AQ)-
2
Além disso, se Uy € D(AS), entdo existe constante C,, > 0 tal que

Co
HetAQUOHHQ < t—%HUOHD(Ag)

Demonstragao: Pelo lema acima, temos que iR C o(Az).
Para completar a demonstracao do teorema, devemos provar a existéncia de uma constante
positiva C' independente de § € R com || > 1 e F' € H tal que

Loy, _
7 |(iBI — Ay) 1FHH2 < C||Fll,, , para todo |3] > 1. (6.185)

Consideremos a equacao

iBU — AU = F,
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em que F' = (f1, fa, f3, f1, f5, f6) € Ha e U € D(Ay).

A equagao acima em relagdo as componentes se apresenta como

iBo—d = f (6.186)

iBp1® — k(ds + 9 +lw)y — lho(wy —19) = pife (6.187)
B - = f (6.188)

iBp2V — byy + E(fp + U+ lw) —12We = pafs (6.189)
iBo—W = f (6.190)

iAW + kl(py + ¢+ lw) — ko(we — 1) = pifs. (6.191)

Temos que Re{(AU,U)3,} = —72||V.||3., logo,
1l Pelle = Re{(=AU, Uy, } = Re{(iBU — AU, U)s} < ||U |lggo| Fllezs - (6.192)
o que implica, pela desigualdade de Poincaré,
11122 < CllU3 | F I3 (6.193)
Da equagao (6.188), obtemos
BYallze < CllWallZe + ClIFIR, < ClU [ Fllae + ClIF |3y, (6.194)

Tomando o produto interno em L?(0, L) da equagao (6.189) por ¢, + ¢ + lw, e usando
(6.187), segue que

. L
Kllgo + ¢ +lwlz = —if /0 U(b, + ¢ + lw)dw + py /O i@ T4 + lw)da

L Ik
_/ (72 W, + b)) {iﬁ%@ — ?O(wx — o) — % 2] dzx
0
< OS2V [72 + CB2N a7z + el|UN3y, 4+ ClU 3ol Flla + ClIF |3,
< CANUlallFllas + CNU N2l Fllag, + CIE |13, (6.195)

J& o produto interno em L?(0, L) de (6.187) por ¢, e a equacao (6.186), implicam que

L L
1B]2, = —/ (I)fld:z;—/ Fobdz + Cillén + 0 + lw|%
0 0

L - CS L —
—02/0 (¢z + ¢ + lw) (Y + lw)dz + E/0 (W, — 1§)[® + fi]dx

IN

C
CBNU Nl F NIz + CIF W, + ellU N, + @IIUII?HZ- (6.196)
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Da equagao (6.187), segue que

L L
lhollws — 16|22 = / (60 + 1 + lw)(wy —T9)udz + iBpr /0 S (w, —19)ds

L
n /0 fo(, —19)dz

o que implica, por (6.191),

iBp1

W4 = (gbx+¢+lw)—% 6} dz
0

L
.~ 1615 = & [ (oot [
0
L
) —1 d — —1
‘Hﬂpl/o ®(w, — 1p)dx Pl/ fo(w, — 1@)dx

Usando as equagoes (6.186), (6.188) e (6.190), na igualdade acima, obtemos que

liollwg — 10]° = k’”/ et AW+ fra+ fo+1f5) [W] doe

0

L
—Pl/o OW, — 1O+ f5, — Ufs d33—P1/ fa(w ¢)

Considerando que k = kg, temos que

L
—pl/ W, dx e /@de—()
0

e assim,

IN

ClI®ll2lW 2 = WL + CllU o | Fllag, + Cllg + 9 + lw Lz
—CUW|L2 + CA+ B)NU e | Fllaey + ClIF I3, + el Ull3,., (6.197)

lhol|we — 1917

IN

e logo,

lhollwz = 16l172 + prlIW T2 < CA+ B)NUlo I Fllae, + ClIF I3, + €l Ul13,6.198)

Assim, acabamos de mostrar que

1 i _ )
E H(zﬁ[ — As) 1F||H2 <C HFHH2 , para todo || > 1,5 =1,2. (6.199)

Portanto, o sistema é polinomialmente estavel e

C
2 U ||, < EHUOHD(A2)'
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6.2.3 Otimalidade

Na secao anterior mostramos que o sistemas de vigas de Bresse com viscosidade parcial
. . _1
presente apenas no momento fletor decai polinomialmente a uma taxa de t~2, se k = kg,

isto é, mostramos que, neste caso,
Aot C

para constante positiva C' e Uy = (o, ¢1, Yo, U1, wo, w1)" € D(Ay).

Nesta secao vamos mostrar que a taxa de decaimento polinomial encontrada nao pode ser
melhorada sobre D(Az). A demonstracao de tal fato serd decorrente da relacao (ii)=(i)
do teorema 1.3.4, assim como na demonstragao do teorema 77, ou seja, mostraremos a
existéncia de uma sequéncia de nimeros complexos |A,| > 1, e sequéncias (F,), C Ha e
(Un)n C As, tais que

MU, — AU, = F,, e

WH()WI — A2) 'Fy|ly, — 00, quando n — oo, Ve > 0.
Teorema 6.2.3 A taza de decaimento polinomial encontrada no teorema 6.2.1 € a taza

dotima.

Demonstragao: Na demonstracao do teorema 6.2.1, mostramos que para k = kg as
funcoes
(Un)n = (¢na (I)na %Un, qjm Wy Wn)a



CAPITULO 6. VIGAS DE BRESSE COM UMA VISCOELASTICIDADE 216

dadas por

¢n - An sin (6n$)7

O, = i\,
U, = Bycos(Bur),
U, = i\,
w, = Cycos(B,x),
W, = i\w,

formam, para determinados valores de A,,, B, e C,,, uma sequéncia de solu¢oes da equagao
i\, — AU, = F,,,
-1 - t nmw .
em que F,, = (0, p; sin(8,2),0,0,0,0)", e 3, = T valores de A, tais que
Npy = kB2 — 2Bk + k.
Nesses termos, obtivemos que

-~ 12
A, = _ﬁ)‘na

de onde segue a seguinte estimativa:

1Ul3, = pll®all3e
~ CB:, (>0, (6.201)

n

1
Se a taxa de decaimento polinomial 7 = 5 puder ser melhorada sobre D(Az), entdo, pelo

teorema de Borichev e Tomilov, existe € > 0 tal que

1 . _
e (A — A) 7| < Ce, VA > 1.

Contudo, da estimativa (6.201), obtemos que, para qualquer € > 0, vale

1
||V |3, > KX\¢, K >0

|>\n |4—2€

Tomando o limite quando n tende ao infinito, obtemos

WH(MTJ — A2) 'Fy|ly, — 00, quando n — oo, Ve > 0.



CAPITULO 6. VIGAS DE BRESSE COM UMA VISCOELASTICIDADE 217

1
E portanto, a taxa 7 = 5 é a taxa 6tima de decaimento polinomial do sistema. 0

6.3 Viscoelasticidade somente sobre o estresse longi-

tudinal

Nesta secao, investigaremos o sistema de Bresse sob a acao de uma tnica viscosidade
elastica, que age efetivamente somente na tensao longitudinal.
Introduzindo a viscoelasticidade através das leis constitutivas do modelo, obtemos o sis-

tema

P10 — k(P + lw + )y — lho(wy — 19) — y3l(wy —1d)y = 0em (0,L) x (0,00)
pothyy — byy + k(dp +lw +1) = 0em (0,L) x (0,00)
prwy — ko(wy —19), + kl(py + 1w + ) — y3(wy — @)y = 0em (0,L) x (0,00),

para 3 > 0. J& no caso em que viscosidade eléstica ¢ adicionada diretamente no sistema,

obtemos

P10 — k(dy + lw + ), — lko(w, —lp) = 0em (0,L) x (0,00)
P2y — byy + k(dr +1lw+1) = 0em (0,L) x (0,00)
prwy — ko(wy — 19)s + kl(¢py + lw + 1) — Y3weey = 0em (0, L) x (0,00),

para 4 > 0.

Em ambos os casos, mostraremos que o sistema nao possui decaimento exponencial, in-
dependentemente dos coeficientes do sistema. Mostraremos também que a dissipacao
viscoelastica, presente apenas na tensao longitudinal, serd forte o suficiente para estabili-
zar o sistema de forma polinomial, independentemente dos coeficientes, se a dissipacao é
inserida através das leis constitutivas, e para determinada condigao sobre os coeficientes
do sistema, se a viscoelasticidade ¢é inserida diretamente na terceira equacao do sistema.
Além disso, provaremos que 7 = % ¢ a melhor taxa de decaimento polinomial para o sis-
tema. Esta taxa 6tima coincide com a melhor taxa de decaimento polinomial encontrada
em todos os outros casos estudados neste trabalho, onde foi verificado decaimento poli-
nomial, com viscosidades eldsticas agindo parcialmente sobre os sistemas de Timoshenko

e de Bresse.
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6.3.1 Viscoelasticidade nas leis constitutivas

Nesta subsecao iremos estudar o comportamento assintético do problema de vigas de
Bresse viscoelédstico, com viscoelasticidade agindo efetivamente somente sobre a tensao
longitudinal, através das leis constitucionais do modelo.

Falta de estabilidade exponencial

Teorema 6.3.1 Seja (¢, 1, w) a solugao do problema determinado pelo sistema de Bresse

P10 — k(b + 1w + ), — lho(w, — 1¢) — y3l(we — 1)y = 0 (6.202)
P2 — 0y + k(o +lw+¢) = 0 (6.203)
prwy — ko(we —10) + kl(dg +lw + 1) — v3(we — @)y = 0, (6.204)

em (0, L)% (0,00), com condigdes de contorno do tipo Dirichlet-Neumann-Neumann dadas
em (3.8) e condigoes iniciais (3.7). Se os dados iniciais satisfazem a condi¢do fOL Yodx =
fOL Udr = fOL wodx = fOL widr = 0, entdo o semigrupo gerado pelo operador Ay, dado em

(3.16) com v1 =2 =0 e y3 > 0, ndo € exponencialmente estavel.
Demonstragao:  Mostraremos a existéncia de sequéncia numérica (\,), C R com

lim,, o0 |An| = 00 € sequéncias (U,),, C D(Az), (F,)n, C Hs limitada em Ho, tais que

limsup [|U,|],, = oo.
n—oo

Reescrevendo a equacao espectral em termos de suas componentes, obtemos

i —® = f1 € Hy(0,L), (6.205)

iA® — %(qu + 1+ W), — z%(wz —1¢) — l%(Wx —1®) = f, € L*0,L), (6.206)
i — VU = fyc HN0,L), (6.207)

Pl = bt (G404 ) = i€ 20D, (6208

i\ — W = fs € H0,L), (6.209)

iV + l%(% + 1+ lw) — %(% —1¢), — %(Wx —1®), = fo€ L*0,L). (6.210)

Escolhemos
F, = (0, oz,ol_1 sin (5,x), 0, upgl cos (f,x), 0, O)t,
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nm
em que 3, = T e 0 representa a fungao nula.

2 2
L
A sequéncia (F,), escolhida é limitada em H,. De fato, || F, |12, = (O‘— + “—) >
p
De (6.205), (6.207) e (6.209), obtemos que

O =i\, 0,
U =i\,
W =i\w.

Substituindo as igualdades acima em (6.206), (6.208) e (6.210), obtemos

X201 — k(¢ + U + lw)y — Lo (wy — 10) — ly3idn(we — l9) = asin (B,x) (6.211)
~ N2 poth 4+ k(dp + U +lw) — bihyy = pcos(Bx)(6.212)
221w + k(¢p + 1 + lw) — ko(we — 16) s — V3idn(we — 19)r = 0. (6.213)

Devido as condigoes de fronteira consideradas, vamos supor que

¢n - An sin (ﬁnx)v
¢n - Bn COs (67156)’
wp, = Cycos(B,x).

Entao, temos que ¢, ¥, e w, satisfazem o sistema (6.211) - (6.213) se, e somente se, A,

B,, e C,, satisfazem

An(kBn) + Bu(—=X2py + k +b82) + Co(lk) = (§215)

Vamos tomar A, € R tal que —A2py + b2 = 0 e escolher a = p = 1.
Assim, fazendo (6.214)-(6.215)0,, e (6.216)-(6.215)l, obtemos, respectivamente,

A(=N2p1 + Pho + iX3) + C(lkoBn + iAl38,) = —B,
A(kol B + idalyfa) + C(=Nopr + kol +idfins) = —1,
ou seja,
_)‘ipl + l2k0 + Z)\n1273 lk()ﬁn + Z)\nlf)/Sﬂn An _6n

kol B + idnly3fn —N2p1 + koB2 + 1M 273 Ch —1
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Considere
_)\721/)1 + l2k0 + Z)\lefVB lkOﬁn + 'l)\nlfY?)/Bn
M = :
entao,
det {M} = Xyp1 — \ppiko(B; + %) — Xy prys(B; + 1) # 0,
assim,
An 1 _)‘%pl + ko@% + ZAnﬁ?fYS _lkoﬁn - Z)\nl’}/BBn _671
~ det {M}
Cn —kolﬁn — Z/\nl’736n —A%pl + l2]€0 + Z)\nl2’73 -1
o que implica
1 )
A, = W[Aiﬁnm — k’oﬁz — Anﬁ?ﬁs + ko + Mnﬂnlz’)’BL e
1 ) )
c, = W[ﬂgkol + iMB2ly3 + N2l — Pl — i\ [P73],
e portanto,

A, (B, — , e
B+ 72

—lps
bpr

Cu(B7)

Usando as convergéncias acima em (6.215), temos que

Portanto,

2 2
HUnHHQ > p2||¥ HL2
= p2[iAaBal® [[cos Buz|7a
L
= pZ‘)‘anFE

_ 1 Py \ L,
- (k2 i p%192> 2

220
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Calculando o limite quando n tende ao infinito, obtemos
i (Ul = o

Portanto, o sistema nao possui decaimento exponencial. 0

Estabilidade polinomial

Lema 20 Seja Ay o operador diferencial associado ao problema

P1P1 — k’(@: + lw + w)x - lkﬂ(wx - l¢) - ’Y3l(wa: - l¢)t = 0
patby — bibpe + k(e +lw+v) = 0
P1Wy — kO(wx - l(z))x + kl((bx + lw + w) - 73(("-)1 - l(b)mt = 07

em que v3 > 0 e condi¢oes de contorno Dirichlet-Neumann-Neumann.
Entao
iR C Q(.Az).

Demonstragao: Vamos supor que iR € o(Ay), entdo pelo lema 3 existe y € R com

l42 1] < ] < oo tal que
{iB; 18] < |pl} € o(Az) e sup{||(iBI — Az)7"[I; 8] < |u|} = oo

Portanto, existem sequéncia (A,), C R com A\, — u quando n — oo, |\, < |u| e

sequéncia (U,), C D(As) com ||U, ||, = 1 para todo n, tais que

|(iN I — A2)U, |3, — 0 quando n — oo,
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que pode ser reescrita, utilizando a equivaléncia entre as normas ||.||z, € ||.||2, por

M —®" =0 (6.217)

i@l — @ — 0 (6.218)

iMth — ¥ =0 (6.219)

APl — 0" -0 (6.220)

I —W" =0 (6.221)

Ml — WP =0 (6.222)

ipA®™ — k(P8 + " + ")y — Iys(WD —10") — Tko(w™ — 1¢") = 0 (6.223)
ipa AU — b 4 k(P + " 4 lw") — 0 (6.224)

ip AWV 4 Lk (OF + Y™ + 1w™) — y3(WD — 1D™), — ko(w” — 1¢™), — 0,  (6.225)

em que todas as convergé acima sao em L?(0, L), e U, = (¢", ", ", T", ", W)L,

Tomando o produto interno em Hy de (i\,I — As)U,, por U,, temos que
Re(id I — AUy, Upday, = —Re( AU, Uy, = 3] |WE — 10|72 — 0,
e logo, por (6.222) e (6.217),
W' —1¢"™ — 0 em L*(0,L).
Por praticidade, iremos denotar N = ~3[W» — [®"] + ko[wl — l¢™].

Da convergéncia apresentada em (6.225), concluimos que a sequéncia de fungoes (N,) é
limitada em L?(0, L), logo, tomando o produto de (6.225) por (N,), obtemos

L L
—z'pl)\n/ WI'N dx—lk:/ (" 4+ " + lw™) N dz — ||N,||32 — 0.
0 0

As convergeéncias (6.222) e (6.223) implicam que (W), e ([¢p2+1Y™+Iw"],), sdo sequéncias

uniformemente limitadas em L?(0, L), e logo, da convergéncias acima, obtemos
IN:[172 = 0,
e portanto, por (6.225), temos também que

ip A W™ + 1k(¢2 + " + lw™) — 0 em L*(0, L).
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Denotando F,, = ipt A, W™ + lk(¢} + Y™ + lw"), temos que
ip A (W= 1D™) + ip Ml @" + Lk (@7 + " + lw™), — (F)x — 0 em L*(0, L).

Do produto da expressio acima por ®" segue que
L —
i [ (OV2 =190 de -+ ip 07
0
L - L
—lk:/ (oh + " + lw"™)Pn dx +/ F,®" dr — 0. (6.226)
0 0

Do produto de (6.223) por ®" e do produto de (6.225) por ®7, obtemos que

L L
—iA\pp1 / (W — 1®™)dn dx + 2lk:/ (" + ™ + lw™) P dx — 0,
0 0
de onde segue que,
L
/ (@™ + ™ + lw™)P" dz — 0.
0

Usando a convergéncia acima em (6.226), temos
|6"]|72 — 0.

Assim,
WilZa < W) —19"||7 + l19"]|7. — 0,
H T HL T

o que implica, pela desigualdade de Poincaré,
W™ — 0em L*0,L).
Como
ip AW 4 1k(¢2 + ™ + 1w™) — 0 em L*(0, L),

concluimos que,
" 4P+ lw™ — 0 em L*(0,L).

Portanto,
L o L L
—/ M ndr + |72 +l/ wPrdz — 0,
0 0

e logo,
[ (172 — 0.

A tltima convergéncia implica, por (6.219), que

9" 2. — 0,
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e portanto, por (6.224),
[0z 1172 — 0.

Assim, acabamos de mostrar que ||U,||3, — 0 quando n — oo, contradizendo o fato de

1Unll3, = 1.
Portanto, concluimos que iR C o(Ay).
O

Teorema 6.3.2 Suponhamos que Uy = (¢, b1, o, V1, wo,w1)" € D(Ay). Entdo, para

v3 > 0, a solugao do problema

p1¢u — k(¢y + lw + ), — lko(wy — 1P) — y3l(wy — 1d)y = 0
prwg — ko(wy — 1d)g + kl(dg + 1w + 1)) — y3(we —1P)s = 0,

sobre (0, L) x (0,00), decai polinomialmente a zero, isto €, existe constante C' > 0 tal que

C
le**2 Ul < F||U0||D(A2)- (6.227)
2

Além disso, se Uy € D(AS), entao existe constante Co, > 0 tal que

Co
€2 U3, < t—%HUoHD(Ag)- (6.228)

Demonstracao: Pelo lema anterior, temos que iR C o(As).
Assim, para completar a demonstracao do teorema, devemos verificar se existe constante

positiva C' independente de § € R com |f| > 1 e F € H, tal que

1
32 |81 — A2)_1FHH2 < C||Fll, , para todo |3] > 1.

Consideremos a equagao

iBU — AU = F,
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em que F' = (f1, fa, f3, fa, f5, f6)' € Ha e U € D(Ay).

A equacao acima pode ser reescrita por

ip—0 = fi ( )

iBp1® — k(pr + 0 + W)y — lyz(We —19) — lho(we — 1) = pifo ( )
Y - = f3 (6.231)

iBp2V — biyy + k(¢p + ¥ + lw) = pafs ( )

Pw—-W = f5 ( )

iBpIW + k(¢ + 1 + lw) — ko(we — 10)s —13(We —1®) = pife.  ( )

Da propriedade dissipativa do sistema obtemos que
Re{{AU, U), } = —3]|Wo — 19|72
Logo,
1| Wo = 1®]72 = Re{(= AU, U, } = Re{(iBU — AU, U)pi} < |U 3, || Fll3,(6.235)
Das equagoes (6.229) e (6.233), obtemos que
B llws = 16]172 < CllUI [ F Iy, + ClIF N,

A partir daqui, serd conveniente denotar N = ko(w, — l¢) + y3(W, — D).
Com a notagao acima, derivando em relacao a x a expressao (6.234), e multiplicando o

resultado por N, obtemos que

L L L L
zﬂpl/ (W,—1®)N da:—l—zﬂpll/ dN dx—lk/ (p+p+Hw) N, do+|| N, |2 =p1f6/ N, dx
0 0 0 0
de onde segue, por (6.232), que

Nzl < ClBIIW: — 1@l [N|z2 + CIBI @] 2 [N ]] 2
+C[iBpr® — IN = pufallz2||N |2 + Ccll foll7
< CA+ Ul Fllre, + U, + ClIF I, (6.236)

Do produto de (6.230) por ¢ e do produto de (6.234) por ¢, segue que

L

L o L N
,01/0 (Wm—l<I>)<I>dx+21k/0 (¢z+¢+ZW)¢xdx—l/0 N dz

L L L
+ / Nows dz = pr / 13 de + pr / fodn da.
0 0 0
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o que implica, novamente por (6.230),

L L L
pl/ (Wx—l<1>)5dx+2lk;/ (b + 0+ 1)y dr —1 | Nodx
0 0 0

1 L : L N L o
2 / NipnB® — kb, — koo — IN — p1 o] da = py / f28 dz 4 py / fobs d,
0 0 0

e, portanto,

L
/ (g + 1) + lw) by da
0

< CL+ U1 Pl + ellU 3, + CIEF N,

para todo € > 0.

Analisando, novamente, o produto de (6.230) por ¢, conclufmos que

'/Ngbdx 1/0Lf2$dx

L
ol < \ [ ettty aa] 4
0

para todo € > 0.

Portanto,

W12 < C|[W, — 1|2 + C||I®]||2
< C(1L+ B)Ul|Fllws + €U, + CllF N3

para todo € > 0, que nos permite concluir, pela desigualdade de Poincaré,
W72 < C(L+ BNl | Fll, + €ll U, + ClIF |3,

Do produto da expressao dada em (6.234) por (¢, + ¢ + lw), obtemos que

L L L
,01/ W,® dx — pl/ WU dv — pil|W][32 — p1/ Wipifrz + pafs +1pifs] dx
+lk| o + ¥ + 1] + / N(¢s + 9 + lw), / Jo(¢o + ¢ + lw) da
de onde segue, mais uma vez usando a equagao (6.230),

I6a + ¥ + lwlze < CA+ B)UlheulIF lloee + el Ull3, + CIF I3,

226

< O+ BNUIo M Fllae, + el Ull3, + ClF I, (6.237)
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para todo € > 0.

Assim, da equagao (6.234), podemos concluir que

FIWi: < Cligs + ¢ + w7 + ClINLIZ2 + ClIFIf3,
< O+ Ul Fllre, + el U, + ClIF I3,

Do produto interno, em L?(0, L), de (6.234) por v, segue que
L L B L I
oo [ Wids ki [t vrlides [ Nido=p [ 56 de
0 0 0 0

de onde segue, usando as estimativas (6.237) e (6.238),

Iz < ClUW Il ¥llzz + CIW |z foll 22 + Clld ] 2l 2
+Cwlll9llzz + ClIN 292l 22 + Cll foll 2 1] 22

C
< CIWlel¥llze + ClIW = £l 22 + WIHCI) + pufill el
C
+WIIW +pufsllzll9lle + ClIN 21l 2 + Cl fell 2191l 2

€
< COlUlselFllxe + @HUHEHZ + Ol F 3,
e logo, por (6.231),

1)z < CBWIIL: + Cllfslz
< CBNUI 1 F Iz + €llU 3, + CB Fll3,-

Resulta da estimativa acima, juntamente com a equagao (6.232), que
102172 < CBU s, | Flloez + €l U, + CB2(IF |13,
Portanto, mostramos que

IR _
7 (i8I — As) IFHH2 < C||Fll,, , para todo |3] > 1.

Logo, concluimos que o sistema é polinomialmente estavel e

C
€42 Up||3, < t_%HUOHD(A?)’

227

(6.238)

(6.239)
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Otimalidade

Na secao anterior mostramos que o sistemas de vigas de Bresse com viscosidade parcial

—1/2

presente apenas na tensao longitudinal decai polinomialmente a uma taxa de t~/<, isto

¢, mostramos que
C
tA;
1€ Uslla; < =< 1Uollpas),

J 3
para constante positiva C' e Uy = (o, ¢1, Yo, U1, wo, w1)" € D(Ay).
Nesta secao vamos mostrar que a taxa de decaimento polinomial encontrada nao pode ser
melhorada sobre D(Az). Assim como na demonstracao dos teoremas anteriores envolvendo
otimalidade do decaimento polinomial, mostraremos a existéncia de uma sequéncia de

nimeros complexos |A,| > 1, e sequéncias (F},), C Hs e (U,)n C Ay, tais que

)\nUn — AQUn = Fn, (&

1

WHO\HI — A2) 'Fy|ly, — 00, quando n — oo, Ve > 0.

Teorema 6.3.3 A taza de decaimento polinomial encontrada no teorema 6.3.1 € a taza

otima.

Demonstragao: Reescrevendo a equacgao espectral em termos de suas componentes,

obtemos

i —® = f1 € Hy(0,L), (6.240

k k
z')\n@—p—((bm+z/1+lw)x—lp—o( —g) — 173( —1®) = fye L*0,L), (6.241
1 1 P1
i\ — U = fy€ HN0,L), (6.242
b k
\If—p—wm+p—(¢x+w+lw) = f,€L%0,L), (6.243
2 2

i\ —W = fs€ HY0,L), (6.244

Ko —(we — @), — E(Wx —1®), = fe€ Lf(O, L).
P1 P1

(
(
(
(
(
(6.245

)
)
)
)
)
i\ W+l—(¢x+¢+l ) — )

Seja F, = (0,ap; " sin (B,z),0, upy ' cos (B,x),0,0)!, em que 3, = n%’ e 0 representa a
funcao nula.

. PR ) o A\ L
A sequéncia (F,), ¢ limitada em Hsy. De fato, ||Fy||5, = | — + — 5
P1
De (6.240), (6.242) e (6.244), obtemos que
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W =i\,w.
Substituindo as igualdades acima em (6.241), (6.243) e (6.245), obtemos
~A2p1p — k(gp + U + 1w)y — lho(wy — 19) — I3idn(wy — @) = asin(B,x) (6.246)

2N pgt) + k(dp + U +lw) — by = pcos(Buz) (6.247)
~ M2 p1w + k(¢p + 1 + lw) — ko(we — 10)s — V3idn(we — 10)s = 0. (6.248)

Devido as condigoes de fronteira consideradas, vamos supor que
¢n = An sin (ﬂnx)>

77Z)n - Bn COs (/an)u
wp = C, cos (Bnr).

Entao, temos que ¢, ¥, € w, satisfazem o sistema (6.246) - (6.248) se, e somente se, A,

B,, e (), satisfazem

An(pr + M Py3) + Bo(kBn) + Crn(1B,(k + ko) + iduly3B,) = « (6.249)
A, (kBy) 4 Bu(pa) + Cu(lk) = p (6.250)
An(18n(k + ko) + idly38n) + Bu(lk) + Cp(ps +iXB2y3) = 0, (6.251)
em que
po= _)‘ipl + kﬁg + ko,
P = —Nop2+ b8+ k,
ps = —App+ Pk + ko2

O sistema acima pode pode ser escrito matricialmente por

A, «
M| B, |=]|np],
Cy 0
em que
[ D1 + i)\n1273 kﬁn lﬁn(k + kO) + Z)‘nlfyiiﬁn ]

| 180(k + ko) + idnly3 B, lk P34+ iAa 273 |
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Temos que

det {M} = (p1+iAal?y3)(p2) (D3 + iAnSi3)
+2k213, 18 (k + ko) + iAnl7s)
—pa(IBnlk + ko] + iAnlysBn)? — k2B (ps + iAnfB2y3)
—PE(p1 + iMl*33)
= (pip2 — K82) (ps + 1M Bis)
+pa{iAnl®y3(ps + M Biys) — (IBalk + ko] + iAnly36,)%}
+2K*1PB2[(k + ko) + i3]
—IPE*(py + i\ [%3)

Escolhemos A, tal que

palD1B2 + Dy + Pz\/ Dy — Do + 4275
2

— k32 =0 & =
P1p2 5n D2 20, )

b k
emqueDlzﬂ—k:eDgzﬂ—le:o.

P2 P2
Se Dy < 0, escolhemos A, tal que

p2[D18; + Ds] + P2\/[—D1@3 — Dy)? + 4%/@‘252
2

b2 = )
’ 2p1

o que implica
b
M~ —B2+o(n).
P2

Para o caso em que D; > 0, escolhemos A, tal que

p2[ D157 4+ Ds] — 02\/[—D15§ — D)% + 4%74252
2

2p1

D2 =

Y

e neste caso, segue também que

b
)\i ~ Eﬂg + o(n).
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Assim, em ambos os caso, temos que

det {M} = po{idl®v3ps — PB2[k + ko)® — 2iM\ >3 82k + ko) }
+2K212 B2 [(k + ko) + i3]
—lzk’Q (pl + Z.)\nlz’}/g)
bp1

—iAnl273ﬁ2p2 {Zk + ko + p—}
2

Q

Resolvendo o sistema, e tomando o = 0 e . = 1, obtemos que

(p1 + iAl2y3) (p3 + A B2y3) — PB2[(k + ko) + i\ y3)?
det {M}
iMBays(=Aap1 + kB2)
det {M}
~ IA(B”, K # 0,

B, =

ja que, para nossas escolhas, py =~ o(n).

Agora, vamos supor que L - 0.

P2
k
p1:&p2+ <l2 o—ﬂ);
P2

Neste caso, temos que

D3 = %m + (lQ]f + ko3 — k3 — b) .
2

Assim, obtemos que

det {M} = (pip2 — k°B2)(ps + i\nB273)

+p2{i}‘nl2’y3(p3 + Z>‘n6273) - (lﬁn[k =+ kO] + ZAnl’Y?)ﬁn)Q}

+2K* 1 B2 (K + ko) + idn3]
—lsz(pl + i)\nl2’}/3)
= iNYs{Bipip2 — KB 4 pspal® — 20 B2k + ko)p2 }
+(p1p2 — K*B2)ps — p2(1Bak + ko))®
+2K2P2B2(k + ko)idnys] — PR (p1 + iAnlv3).

Neste caso, vamos escolher A, tal que

B2p1pa — K*BE + papal® — 21232 (k + ko)py = 0.

231
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Igualdade acima é equivalente a
P {%[55 + 12]} +pa {=31%kB; — b[B2 + 1P| + I'k} — k*B, = 0.
2

Vamos denotar I' = —312k3% — b[32 + I?] + I'k.

Escolhemos
—pol + PQ\/F2 + 4%[@3 + PIk*B,,
2
b2 = 2p1(B2 +12)
P1
Assim,

det {M} = (pip2 — K*B7)ps — p2(IBn[k + ko))®
+2K212B2[(k + ko)idnys) — P> (p1 + idal?73)

([l2/€0 - b]&\/ﬁ) Bups — @m/@n(lﬁn[k + ko))?

Q

P1 P1
+2k2 12 B2[(k + ko)iAnys) — P2 (p1 + idal*73).

Determinando os valores de A,,, B, e C,, com o =0 e = 1, obtemos que

(p1 + iA2y3) (p3 + A B2y3) — PB2[(k + ko) + i\ y3)?
det {M}
i)\nﬂg%lh — 1253)\%73
det {M}
A IA(BH, K # 0.

B, =

1
Pelo teorema 1.3.4, temos que se a taxa de decaimento polinomial 7 = 3 puder ser

melhorada sobre D(Ay), entao existe € > tal que

1
e [(GAT — A9) 7Y < €., WA > 1.

Porém, para as fungoes U, = (¢, P, U, ¥n, wn, Wy)' € D(As) dadas acima, obtemos

que

1Vl = pollWall?s
= paliry By cos (Buz) |72
~ O C>0.
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Logo, para qualquer ¢ > 0, temos que

]' €
MTQG”UnH?m > K\, K>0.

Portanto,

WH(MnI — Ay) ' Fy |3, — 00, quando n — oo, Ve > 0.

1
Concluimos, entao, que 7 = 5¢a taxa Otima de decaimento polinomial do sistema.
O

6.3.2 Viscosidade no sistema

Iremos investigar, nesta subsecao, o comportamento assintético das solugoes do sistema
de Bresse sob a acao dissipativa de uma viscosidade elastica presente somente na tensao

longitudinal, adicionando-a diretamente no sistema.

Falta de estabilidade exponencial

Teorema 6.3.4 Seja (¢, 9, w) a solugao do problema determinado pelo sistema de Bresse

p1ou — k(Qp + lw+ 1), — lko(wy, —lp) = 0 em (0,L) x (0,00) (6.252)
pothu — by + k(¢ +lw+1) = 0em (0,L) x (0,00) (6.253)
prw — ko(wy — 10), + kl(¢y +lw + ) — Yawzee = 0 em (0,L) x (0,00), (6.254)

com condigoes de contorno do tipo Dirichlet-Neumann-Neumann dadas em (3.8) e condigoes
iniciais (3.7). Se os dados iniciais satisfazem a condigdo fOL Yodx = fOL Ydr = fOL wodr =
fOL widx = 0, entdo o semigrupo gerado pelo operador A, dado em (3.16) com~; =~5 =10

e 5 > 0, nao € exponencialmente estavel.

Demonstracao:  Mostraremos a existéncia de sequéncia numérica (\,), C R com

lim,, o0 || = 00 € sequéncias (U,), € D(As), (F,)n C Mo limitada em s, tais que

(iXy — As)U, = F,

limsup ||Up|[4, = 0.
n—oo
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Reescrevendo a equacao espectral em termos de suas componentes, obtemos

i —® = f1€Hi(0,L), (

z‘An@—pﬁ(¢x+w+lw)x—z%(wx—z¢) = f,e L*0,L), (
1 1

Z)\nw_\p = f3€Hi<0>L>7 (

@'An\l;—ﬁzperﬁ(gbﬁwHw) = f1€L20,L), (

P2 P2
iMw—W = fse H(0,L), (
(

i ki /
iX W + zp—(@ P W) — 2w, — 16, — %Wm = fse LX0,L).
1 1

P1

Escolhemos
Fo = (0,apy " sin (8,),0, ppy ' cos (Brz),0,0),

nm .
em que 3, = —, e 0 representa a funcao nula.

L
2 2
L
A sequéncia (F},), escolhida é limitada em H,. De fato, || F,[|7, = <— + —) 5
De (6.205), (6.207) e (6.209), obtemos que

O =i\, 0,
U =i\,
W =i\w.

Substituindo as igualdades acima em (6.256), (6.258) e (6.260), obtemos

N1 — k(¢y + 0+ lw)y — lko(wy —1¢) = asinfB,z (6.261)
_)\ZP2¢ + k(¢z + 1/} + lw) - b¢$$ = Hcos (an) (6'262)
~ N2 p1w + 1k(¢p + 1 + lw) — ko(wy — 10) s — Vaidwee = O. (6.263)

Devido as condicoes de fronteira consideradas, vamos supor que

gbn = An sin (5711')7
¢n = Bn COs (671,1:)7
wp, = Cpcos(Bux).
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Entao, temos que ¢y, ¥, € w, satisfazem o sistema (6.261) - (6.263) se, e somente se, A,

B,, e (), satisfazem

An(=X2p1 + kB2 + Pko) + Bu(kBy) + Co(IBulk + ko)) = a  (6.264)
An(kBn) + Bu(=X2po + k+b82) + Co(lk) = p (6.265)
An(1Bulk + ko)) + Bu(lk) + Co(=N2p1 + PPk + koS82 + i\ B2ys) = 0. (6.266)

O sistema acima pode ser reescrito por

—A2p1 + kB + Pho kB, 1Bn(k + ko) A,
kB, ~X2py+ k +bB2 lk B, | =
18, (k + ko) Ik —X2p1 + Pk + ko 82 + iX, B2, Chp
Denotando
—Aop1 + kB + Pho kB 180 (K + ko)
M= | kB, —A\2py + k + b3 k|,
lﬁn(k’ + k’o) lk —)\2p1 + l2k' + koﬁZ + Z)\nﬁn’)/:;
temos que,

det {M} = (=A2p1+ kB2 + Pko)(=\2py + k +bB2)(=A2p1 + Pk + ko B2 + i\, B27%)
12K212 B2 (k + ko) — PB2(k + ko)X (= N2 ps + k + bB2)
—k2B2(=X2py + Pk + koS 4 iMuB2A%) — P2 (=N py 4 kB2 + Pky).

Observando que
(=A2p1 + kB2 + Pho) (= Xopa + k + bB2) — KB = 0,

se, e somente se,

(p1b + pak) B2 4 \/[(prb — pak) B2 + (prk — pal®ko)]? + 4p1pak B2
2p1p2

A2 =

n

ou

(p1b + pak) B2 — \/[(p1 — pak) B2 + (prk — pal®ko)]? + 4p1pak B2

A=
" 2p1p2
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As duas expressoes acima fazem sentido para [, suficientemente grande. Se p1b— pok > 0,

escolhemos A, tal que

(p1b+ pak) B2 — \/[(p1b — p2k) B2 + (prk — pal?ko)]? + 4p1pak 52

No=
" 2p1p2

A £B2
"

No caso em que p1b — p2k < 0, escolhemos A, tal que

(p1b + p2k) B2 4+ /[(p1b — pak) B2 + (p1k — p2lPko)]? + 4p1p2k 32

A2 =
" 2p1p2

Q

ﬁ 52
pr "
vamos considerar « =1 e p = 0.

Nos dois casos, obtemos que

(=A2pa +k +082) (= Nop1 + Pk + ko + i\ Bons) — PR

A, =
det {M}

—i73
N3 )
P(k+ ko) "
— ik,

T P

12/p1(k + ko)

Agora, se p1b — pok = 0, tomamos \,, tal que

(p1b + p2k) B2 + \/ (p1k — palPko)? + 4py pak 52
2p1p2

P

n

(p1b + p2k) o
2p1p2 "

e logo, para este caso, temos que

(=A2pa +k+082) (= Nop1 + Pk + ko + i\ Bons) — PR

A, =
det {M}

Pk +ko)2 ™"
—iky3v/p1b + pak
\/2p1p2l2(k + k0)2

Q

Bn-
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Portanto, independentemente do valor da expressao p;b — p2k, temos que

2 |2
[Unllz, = p1l19"]|72
= p1liAn A, [lsin Bz,
L
2

= Kp2, K > 0.
E, calculando o limite quando n tende ao infinito, obtemos
i (U, = ox.

Portanto, o sistema nao possui decaimento exponencial. U

Estabilidade polinomial

Lema 21 Seja Ay o operador diferencial dado em (3.35), com ~4 >0 e v}, =~4 = 0.
Entao,
iR C 9(12)7
ek _JE
pa(k+ko) —

Demonstragao: Suponhamos que os coeficientes do sistema satisfazem

S

k 12
- >
pa(k+ ko) ~ p1

Vamos supor, por contradigao, que iR ¢ o(A;). Como 0 € o(Ay), segue do lema 3 que
existe € R com || Ay ||< |p| < oo tal que

{i;16] < |ul} C p(As) e sup{||(iB] — A2) 78] < |ul} = oc.

Logo, existem sequéncia (5,), C R com 8, — u quando n — oo, |5,| < |u| e sequéncia

(Yn)n € D(Az) com ||ly,||ln, = 1 para todo n, tais que

“(ZBTLI - A2)yn||?-l2 —0 quando n — oQ.

Portanto,
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iB,¢" — ®" — 0 em L*(0, L)

i3, — ®" — 0 em L*(0, L)

i3 — U™ — 0 em L*(0, L)

iBatb™ — W™ — 0 em L*(0, L)

iBw™ — W™ — 0 em L*(0, L)

B — W™ — 0 em L*(0, L)

ip1 B ®" — k(" + " 4 1)y — lko(w? — 1¢™) — 0 em L*(0, L)
ipa B, U™ — b 4 k(P + ™ + 1w™) — 0 em L*(0, L)

ip1 B W 4 k(0 + 0" + 1) — ko(w]y — 1¢")0 — 15 W3, — 0 em L*(0, L),

em que yTL = ((bn’ (I)n’ wn7 \Pn’ wn’ Wn)t

238

Tomando o produto interno em Hs de (i3, 1 —jg)yn por y,, obtemos, devido a propriedade

dissipativa do sistema,
Re (il = Agyn, yn)r, = — RelAgyn, yn)as, = %IWI (172 — 0,
o que implica, pela convergéncia (6.272),
)2 = 0,
e logo, pela desigualdade de Poincaré, concluimos que

IW™[Z2 — 0,

Hw"||2L2 — 0.

Do produto interno em L?(0, L) de (6.275) por kow?, — VW™

T

obtemos que
kow?, — YW — 0 em L*(0,L).
Logo, novamente por (6.275), otemos que
k(¢ + ™) + lkophi — 0 em L?*(0, L).
Tomando o produto interno de (6.273) por ¢", obtemos, por (6.267), que

—piBill¢" |72 + Kll @z lI7: — kuporde + Pholllg"||7: — 0.

(6.276)

(6.277)

(6.278)
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Logo, por (6.278), segue que
(=15 + Pho)l|¢"][72 — Koll &7 |22
Do produto interno de (6.274) por ¢™, obtemos, por (6.269), que
—p2BullU" |72 + W31 72 + kdfgnda + k[[¢"||72 — 0.

Assim, de (6.278), obtemos que

kE
2 0 2 2
- "|I72 + bl|Yy]|72 — 0.
(—past o o) o + ooz -
kk ~
Se (—pi1p? + PPko) > 0 e —pop® + . +(;€0 < 0, entdo,
kko I’k

< —,
pa(k +ko) — m

0 que nao ocorre, por hipdtese.

kk
Assim, devemos ter que (—pipu? + ko) < 0 ou —pop? + ’ +(;€ > 0.
0
Se (—p1p? + 1*ko) < 0, entao, de (6.279) segue que

¢ — 0 em L2(0,L),

e logo,

¢" — 0 em L*(0, L),

Y™ — 0 em L*(0,L).

Assim, de (6.273), (6.274) e (6.269) segue também que
®" — 0 em L*(0,L),
¢ — 0 em L*(0, L),

U™ — 0em L*0,L).

kko

k+ ko

Agora, se —popu?® + > 0, entao, de (6.280) obtemos que

Y — 0 em LQ(O, L),
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(6.279)

(6.280)
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e logo,
Y™ — 0 em L*(0, L),

¢ — 0 em L*(0,L).

Assim, de (6.273) e (6.269) segue também que

®" — 0 em L*(0, L),

U™ — 0em L*0,L).

Portanto, mostramos que ||y,|/%, — 0, o que contradiz o fato de ||y,||x, = 1.
Portanto, temos que :R C o(Asz), para o caso em que os coeficientes do sistema satisfazem
kkq < ko

pa(k+ko) — m
]

Teorema 6.3.5 Suponhamos que Uy = (¢, ¢1, o, t1, wo, w1)" € D(./Zg). Entao, a solucao

do problema

prdu — k(pe + lw + ) — lko(w, — @) = 0 em (0,L) x (0,00)

pothy — by + k(dp +lw+1v) = 0 em (0,L) x (0,00)

prwy — ko(we — 19)s + kl(ds + lw + ) — Yaweee = 0 em (0, L) x (0, 00),
2

> —, decai polinomialmente a zero, isto €, existe constante C' > 0 tal

em que ———
T sk + ko) = o

que

C
le"2 U, < t—%HUoHD(,zQ)- (6.281)

Além disso, se Uy € D(AS), entdo existe constante C > 0 tal que

C,

tA a ~
e Ualls < = 100lloigy (6.252)

2
Demonstragao: Mostramos, no lema anterior, que se ———— > —, entao iR C

~ p2(k+ ko) — m
o(As).

Agora, vamos mostrar que existe uma constante positiva C' independente de 5 € R com
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|| > 1e F € H,tal que

62

(i8I — A/z)lFHHQ < C||Fll, , para todo |8] > 1.
Consideremos a equacao
iBU — AU = F,

em que F' = (f1, fa, f3, fa, f5, f6)' € Ha e U € D(-Z2)'
Em relacao as suas componentes, a equagao iU — AU = F é dada por

iBo—® = f (6.283)
iBp1® — Koy + 9 +lw)y — lho(wy —19) = pife (6.284)
B —T = fy (6.285)
iBpaV — bihyy + k(e + 0 +lw) = pafs (6.286)
iBw—W = f; (6.287)
iBW + El(py + ¢ + lw) — ko(we — 1) — visWaw = p1fs. (6.288)
Temos que Re{ (AU, U)s,} = —74||We |2, entdo,
WIWelZe = Re{(= AU, U)ns} = Re{(iBU — AU, Uy} < U |3 | -
Assim, pela desigualdade de Poincaré, obtemos que
W72 < ClU 3l F e
Segue da equagcao (6.287), que
2 C 2 c 2 2
lwallZe < @HW:EHLQ + @HFHHQ < ClUle 1 Fllaee + ClIF N3, (6.289)

para |5| > 1.
Vamos denotar N = kow, +v3W, e S = ¢, + 1 + lw.
Tomando o produto interno em L?(0, L) de (6.288) por S, obtemos que

L L L L
zﬂpl/ WSdz + Kl|| S| 2 + lk:o/ ¢, Sdx +/ NS, dx = pl/ feSdu.
0 0 0 0
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Assim, das identidades (6.284), (6.285), segue que

i3

L L

L L 71 1 —
iﬁpl/ WSdx + I(k + ko)||S|| 2 —lkzo/ <—\I/+%f3+lw) Sdzx
0 0

Portanto,
C
18172 < CB2NU I3, | Fllez + ClIF I3, + @HUH?{Q'

Do produto interno em L?*(0, L) de (6.288) por ¢,, segue que
L L
iBp1 [ Wosde+ 11 | SBda + thol.
0 0

L o L o
+ / Nowadz = pr / fodada.
0 0

Novamente por (6.284), temos que

L L
iBp, / Wénde + Kl / Sad + kol 22
0 0

1 [E b
+E/o N[iBp1® — k(Y + lw;) — lko(we — @) — p1fo]dz = pl/o Je@adz.

Logo,
C
921172 < CBU 3l Fll3e, + CUF I, + @IIUH%

Portanto, temos também que

[WlI7: < Clige + ¢+ lwllze + Cligell 2 + Cllw]| 2
C
CBNU N, |1 Fllag; + CUFIIR, + @IIUH?{]»

IN

Do produto interno em L?(0, L) de (6.284) por ¢, e por (6.283), obtemos que
12l7: < CBNUNslIFllae + ClIF I3, + %HUH%-
Do produto de (6.288) por 9, obtemos
L
0

L L L L
iBp1 /0 Wipdx + ki / (g + 1 + lw)pdr — Lk /0 O dr + /0 Nidr = py /0 fetbdz.
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Usando a identidade (6.288), temos que

i i3

L1 1 L L L
1k + ko) /0 (ﬁwﬁfl) Uada + /0 Nudz = py /0 foddz.

L L
L / WO ol + ki / (Lw N if5) Tde + K[|
0 0

Logo,
2 2 € 2
[0l < CllUls[|Flloe, + ClIF 3, + @HUHHQ-
Assim, do produto interno em L*(0, L) de (6.285) por 1, obtemos que

10z < CBIWIZ + 11501z
< OBl Flle + CA I Fll3, el Ul -

Finalmente, tomando o produto interno em L?*(0, L) de (6.286) por v, obtemos que

[allz < CIPIZ: + Clids + ¢ + lwll 2|9l 22 + || fall 211l 2
< OB Ul | Flley + CB (I Fll3, €l U3,

Portanto, mostramos que

62

Logo, o sistema

- J(Q)—lF‘

< C||Fll4, , para todo |B] > 1. (6.290)
Ha

prdu — k(pe + lw + 1), — lko(w, — lp) = 0em (0,L) x (0,00)
oty — byy + k(dp +lw +1) = 0em (0,L) x (0,00)
prwy — ko(wy — 19)s + kl(¢pr + 1w + 1) — Ysweee = 0em (0,L) x (0,00),

kky ko
pa(k+ko) —

em que , possui decaimento polinomial, e

~ C
||6tA2UO||'H2 < EHUOHD(“E?)

Teorema 6.3.6 Suponhamos que Uy = (¢q, ¢1, do, t1,wo, w1)" € D(.Zg), e suponha que
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0s coeficientes do sistema satisfazem

L 2
L (l_ _ k ) kop1p2 eN.
T P1 pg(k + ko) bp1 + kopg

Entao, a solucao do problema

p1ou — k(dp + 1w+ ), — lko(wy, — 1) = 0 em (0,L) x (0,00)
pothyy — 0y + k(e +lw+1) = 0 em (0,L) x (0,00)
prwy — ko(wy —10), + kl(dr + lw + ) — Yywewe = 0 em (0, L) x (0,00),
com 4 > 0, nao decai polinomialmente.

Demonstragao: Mostraremos que, neste caso, IR Q Q(./Zz), com condigoes de contorno
Dirichlet-Neumann-Neumann.

Consideremos, inicialmente, a equagao
iU — AU =0,

que nas suas componentes é dada por

iMp—D = 0 (6.291)
iIAgp1® — k(¢ + 0 + lw), — lko(wy — ) = 0 (6.292)
iy —VU = 0 (6.293)
i —W =0 (6.295)
It W + k(b + U + lw) — 5Waw — ko(we — 19). = 0. (6.296)
Temos entao que,
IAw = W.

Substituindo as igualdades acima em (6.292), (6.294) e (6.296), obtemos
~M2p1p— k(¢p + U +lw)y — lho(wy — 1) = 0 (6.297)
—N2pot) — Dby + Ky + 9 +1lw) = 0 (6.298)

— N p1w + 1k(py + 1 + lw) — ko(wy — 10) s — Vaidpwee = O. (6.299)
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Seja (3, = %, n € IN.

Consideremos

¢ = Asin(B,7)
v = Becos(B,x)
w = Ccos(Bpr),

entdo o sistema (6.297) — (6.299) pode ser reescrito por

An(kBp) + Bu(=X2py + k+b82) + Co(lk) = 0 (6.301)
Ap(1Ba[k + ko)) + Bp(lk) + Co(—=X2py + Pk + koB2 4+ idn5275) = 0. (6.302)

n

Tomando C' = 0, obtemos de (6.302) que

Substituindo a expressao acima em (6.300) e (6.301), obtemos, respectivamente

k
B (—m[—)\im + kB 4 Pho) + k‘ﬁn) =0
k2
Assim, para B # 0, devemos ter
A = _@52 4 Fﬁ
n n n 0
2 o k N b k2

P2 gﬁn ok + ko)’

0 que ocorre se, € somente se,

L <l2 k ) kop1p2
— — = € IN.
™ P1 pz(k + k’o) bp1 + kopg
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Portanto, tomando B # 0, temos que

= —i sin (B,z),

Bk + ko)
= 0,
= Becos(B,x),
AR O,
= I\,
= 0.

S e e = g o
I

formam solucao nao nula de
MU — AU =0,
e logo, iX € o(Ay), o que implica iR ¢ o(As).

L ( I? k ) kop1p2
— — € IN.
T rhoy  pa(k + ko) ) bpr + kope

entao, a solugao do problema viscoelastico

Portanto, se

p1éw — k(¢y + lw + ), — lko(w, —1l¢) = 0em (0,L) x (0,00)
P2y — bbyy + k(dr +1lw+1) = 0em (0,L) x (0,00)
p1we — ko(wy — 19)s + kl(e + 1w + 1) = Y3weee = 0em (0,L) x (0,00),

com ~4 > 0, ndo possui decaimento polinomial. [

Otimalidade

1
Teorema 6.3.7 A taxa 7 = oL encontrada no teorema 6.5.5, € a taxa otima de decai-

mento polinomial do sistema.

~ : ) . 1
Demonstracao: Se a taxa de decaimento polinomial 7 = 3 encontrada no teorema

6.3.5, puder ser melhorada sobre D(./ZQ), segue do teorema 1.3.4, que existe € > tal que

!A!% [CYE

<O, YA > 1.
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Porém, provamos no teorema 6.3.1 que as fungoes U, = (¢, @y, ¥, ¥,y wyp, W)t € DAVQ,

dadas por

¢n = An sin (ﬁnx)a

b, = i\,
v, = By,cos(Bnz),
U, = i\,
wp, = C)cos(Brx),
W, = il\w,

formam, para determinados valores de \,, A,, B, e C,, uma sequéncia de solucoes da
equacao
i)\n - -’42Un = Fna

em que Fn = (Oapl_l Sil’l (6nx)7070a070)t € ﬁn = nfﬂ-

Para o caso em que p1b — pok # 0, escolhemos \,, conveniente tal que
k
J& para o caso p1b — pok = 0, a escolha de A, foi feita de tal forma que

o _ pib+ pok

)\n
2p2p1

Br-

Em qualquer caso, resolvendo o sistema para A,,, B, e C,, obtemos que
A, = —iCB,, C>0.

Portanto, neste caso, temos que

1Unll3, > 1l P72
= pil[ira Ay sin (B,2)]?
~ CN\, C > 0.

Logo, para qualquer € > 0, temos que

1
HUHH?H2 > K\ K >0.

|)\n|4—2€ -

Tomando o limite quando n tende ao infinito, obtemos

WH(Z’)\TJ - Zz)_an||H2 — 00, quando n — oo, Ve > 0.
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1
Portanto, a taxa 7 = 5 é a taxa 6tima de decaimento polinomial do sistema.



Conclusao

No trabalho apresentado, analizamos o efeito dissipativo produzido por mecanismo vis-
coeldstico de Kelvin-Voight nos modelos para vigas de Timoshenko e de Bresse.
Mostramos que a energia associada aos sistemas de Timoshenko e Bresse decai exponen-
cialmente somente no caso em que o mecanismo viscoelastico age efetivamente em todas
as leis constitutivas dos modelos. Quando o amortecimento de Kelvin-Voight nao age
efetivamente em todas as leis constitutivas, mostramos que o sistema correspondente nao
possui decaimento exponencial, independentemente dos coeficientes. Este resultado pos-
sui um carater excepcional, visto que nao ha na literatura resultado semelhante para os
modelos de vigas de Timoshenko e de Bresse, investigados com outros mecanismos de
dissipagao, diferentes de Kelvin- Voight.

Apesar do efeito dissipativo da viscoelasticidade parcial presente no sistema de vigas
de Timoshenko nao ser forte o suficiente para estabilizar o sistema de forma exponen-
cial, a dissipacao é capaz de estabilizar polinomialmente o sistema. Verificamos o mesmo
resultado para o modelo de Bresse com viscoelasticidade agindo em apenas duas leis cons-
titutivas do modelo. No caso em que uma unica dissipacao viscoelastica age no modelo
de Bresse, encontramos decaimento polinomial se os coeficientes do sistema satisfazem
certas condigoes.

A estimativa para a estabilididade polinomial encontrada em todos os casos em que ha

esse tipo de decaimento foi

. C
le Ul < t—%IIUIIDm), v € D(A),

em que et é o semigrupo associado aos sistemas, sobre o espaco de Hilbert H.
) . _1 " . : .
Além disso, mostramos que t~2 é a taxa étima de decaimento polinomial, em todos os

casos, tanto para sistema de Timoshenko quanto de Bresse.
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