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RESUMO

Um dos principais problemas em aberto na Teoria de Operadores em espacos de Hilbert é o
Problema do Subespaco Invariante, que questiona o seguinte: "Todo operador atuando sobre
um espaco de Hilbert complexo, separdvel de dimensao infinita, possui um subespaco inva-
riante nao-trivial?” Muitos mateméaticos trabalharam nesse problema ao longo de décadas
e encontraram respostas parciais afirmativas para varias classes de operadores. O objetivo
desse trabalho é apresentar uma nova classe cujos operadores também admitem subespacos
invariantes nao-triviais. Tais operadores estao associados a uma nova classe de transfor-
macoes, que denominamos transformacoes de classe C. Com esta nova classe, mostramos
nesse trabalho que é possivel obter respostas parciais afirmativas para cinco perguntas em
aberto na teoria de operadores (que sdo perguntas particulares do Problema do Subespago

Invariante), além de respostas parciais interessantes envolvendo apenas essa nova classe.
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ABSTRACT

One of the main open problems in the theory of operators in Hilbert spaces is the In-
variant Subspace Problem, which asks the following: "FEwvery operator acting on a Hilbert
space complex, separable, with infinite dimensional, has a nontrivial invariant subspace?”
Many mathematicians have worked on this problem for decades and found partial affirma-
tive answers to several classes of operators. The aim of this paper is to present a new class
whose operators also admit nontrivial invariant subspaces. Such operators are associated
with a new class of transformations, which we call transformations of class C. With this
new class, we show in this work it is possible to obtain partial affirmative answers to five
questions in the theory of operators (which are particular questions of the Invariant Subspace

Problem), plus interesting partial answers involving only this new class.
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INTRODUCAO

Este trabalho foi motivado pelos resultados obtidos, até o presente momento, na teoria
de operadores com relagao a existéncia de subespacgos invariantes nao-triviais para classes
de operadores atuando em espagos de Hilbert complexos, separaveis e de dimensao infinita.
Vérias respostas parciais afirmativas foram encontradas ao longo desses anos para classes
particulares de operadores (como, por exemplo, para os operadores compactos, os operadores
normais e as contragoes de classe (7). No entanto, a pergunta geral em espagos de Hilbert,
conhecida como Problema do Subespaco Invariante, ainda permanece em aberta, a qual
questiona o seguinte: "Todo operador atuando em um espaco de Hilbert complexo, separdvel
e de dimensao infinita possui algum subespaco invariante nao-trivial?"”

O objetivo principal dessa tese é apresentar alguns resultados que fornecerao condigoes
suficientes para garantirmos a existéncia de subespacos invariantes nao-triviais para classes de
operadores atuando em espacos de Hilbert. Tais condi¢oes foram motivadas, principalmente,
pelos resultados contidos em |[KUBI, Capitulo 4], no qual foi verificado que, sob certas
condicoes, a densidade e a dimensao dos subespacos lineares de um espaco de Hilbert nos
fornecem respostas afirmativas para casos particulares do Problema do Subespago Invariante.

Desse modo, dividimos esse trabalho em quatro capitulos. O primeiro capitulo contém
conceitos gerais e resultados basicos da teoria de operadores em espacos de Hilbert, que
serao necessarios no decorrer do texto. No segundo capitulo, expomos um pouco da historia
das perguntas que serao analisadas no decorrer do texto. Como todas as perguntas sao
casos particulares do Problema do Subespaco Invariante, dividimos esse capitulo em duas
secoes. Na primeira se¢ao, apresentamos um pouco da histéria e alguns dos resultados no
contexto geral dos problemas da teoria de operadores. J& na segunda segao, expomos um
pouco da histéria dos problemas que serao trabalhados ao longo dessa tese, juntamente com
algumas das respostas parciais obtidas ao longo dessas tltimas décadas. No terceiro capitulo,
apresentamos os principais conceitos e afirmacgoes que motivaram os questionamentos que
originaram esse trabalho. No quarto capitulo, que ¢ o principal dessa tese, apresentamos uma
classe de transformacoes que, juntamente com os resultados citados nos capitulos anteriores,
nos fornece resultados que garantem a existéncia de subespacos invariantes nao-triviais para

algumas classes de operadores. Para tal objetivo, dividimos esse capitulo em quatro secgoes.
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Na primeira segao, mostramos exemplos de casos particulares que respondem alguns dos
questionamentos apresentados no Capitulo 3. Ja na segunda se¢ao, consideramos o conceito
de transformacoes de classe C, juntamente com algumas das suas propriedades e aplicagoes.
Na terceira se¢ao, mostramos como essa classe fornece respostas parciais e afirmativas para
cinco perguntas que estao em aberto na teoria de operadores em espagos de Hilbert. E na
quarta e altima secao, finalizamos nosso trabalho com alguns resultados adicionais relevantes

para o contexto da teoria de operadores.



Capitulo 1

PRELIMINARES

Nesse capitulo, apresentaremos alguns conceitos basicos e alguns resultados conhecidos
sobre existéncia de subespacos invariantes para operadores atuando em espacos de Hilbert
que serao utilizados no texto. Em todo o texto, H e K denotardo espacgos de Hilbert com-
plexos, separaveis e de dimensao infinita, a menos de especificagao contraria. Iniciaremos
nossa apresentacao com alguns conceitos que serao necessarios ao longo do trabalho. Tais

defini¢oes sdo baseadas em [KUBI|.

Definicao 1.1 Um subespaco linear M em H é um subconjunto nao-vazio de H que
satisfaz as sequintes propriedades com relagao as operagoes de adi¢ao vetorial e multiplicacao

por escalar:
(i) Para todos x,y € M, tem-se x +y € M;

(ii) Para todo x € M e todo o € C, tem-se a.x € M.

Definigao 1.2 Um subespacgo de H ¢é um subespaco linear que € fechado na topologia da

norma.

Definicao 1.3 Seja M um subconjunto de H. O span M é o subespaco linear formado

por todas as combinacgoes lineares finitas de elementos de M.

Definigao 1.4 Considere uma transformacao linear e limitada (isto é, linear e continua )
T:H — K. Como IC é completo, o conjunto dessas transformacoes é um espago de Banach
e serd denotado por B[H,K]. Quando H = K, dizemos que T é um operador sobre H e
denotaremos B[H,H] apenas por B[H)].



Na observacao abaixo, apresentaremos uma notacao que serd adotada para todo espaco
de Hilbert durante esse trabalho.

Observacao 1.5 Em todo contexto, o produto interno em um espaco de Hilbert serd deno-

tado por (., .).

Outro conceito importante que sera necessario, principalmente no Capitulo 4, ¢ o conceito

de adjunto, como veremos abaixo.

Definigao 1.6 Seja T € B[H,K]. O adjunto T* de T é a aplicagio
T K —H
tal que para todo x € H e todo y € IC, vale

(Tx,y) = (x, T"y).

Observacao 1.7 Pode-se mostrar que T* existe e € unico para todo T. Além disso, T* €
BIK, H], ou seja, T* € uma transformagao linear e limitada, T** =T e ||T*|| = ||T|| (ver,
por exemplo, [KRE, p. 196]).

Até agora, apresentamos conceitos basicos da teoria de operadores em espacos de Hilbert
que serao utilizados ao longo desse trabalho. Os préximos conceitos sao, de fato, os de maior

importancia para o decorrer do texto.

Definigao 1.8 Um subespago linear M de H € invariante para o operador T € B[H],
também chamado de um subespacgo linear T-invariante, se T(M) C M. Dizemos que

M é nao-trivial se M ¢ {{0} , H}.

Observacao 1.9 Se M é um subconjunto de H, entao o conjunto dos pontos aderentes a

M serd denotado por M~ e é chamado de fecho de M.

Observacao 1.10 Seque da continuidade do operador T € B[H] que se M é um subes-

paco linear T-invariante, entao M~ é um subespago T-invariante (ver, por exemplo,
[KUBS, p. 2 ¢ 7]).



Outra definicao tao importante quanto a de subespaco invariante é a no¢ao de subespaco

redutor, que apresentamos abaixo.

Definigao 1.11 Seja M um subespaco de H. Dizemos que M é um subespaco redutor
para um operador T € B[H)] se M e o seu complemento ortogonal M+ = {y € H; (z,y) =0, Vo € M}
(que também é um subespaco de H) sao T-invariantes. Nesse caso, dizemos que M reduz

T ou que M é um subespaco T-redutor.

E relevante destacar que existem operadores que, mesmo quando possuem subespacos in-
variantes ndo-triviais, podem nao possuir subespagos redutores ndo-triviais (ver, por exem-
plo, [KUBI1, Observagao 2.8|). Quando um operador possui um subespago redutor nao-

trivial, ele recebe um nome especial, o qual definimos abaixo.

Definicao 1.12 Seja T € B[H]. Dizemos que T é um operador redutivel se existe um

subespaco T-redutor nao-trivial M C H.

A proxima definicao nos fornece dois subconjuntos importantes em espacos de Hilbert H

e IC que estdo associados a cada transformacao T € B[H, K].

Definigao 1.13 Seja T € B[H,K]. O nicleo e a tmagem de T sao, respectivamente, os

conjuntos

N(T)={zeH; Tx=0} C H
R(T)={Txz; x € H} C K.

Observagao 1.14 Para todo T € B[H,K], temos que N(T) é um subespaco de H e que
R(T) € um subespago linear de K que nao € necessariamente fechado (ver, por exemplo,
|[KUBI1, p. 2]).

No decorrer do texto, precisaremos de alguns resultados sobre subespacos lineares M e
seus complementos ortogonais M+ e ML, Para apresenta-los, serdo necessarias as seguintes

proposi¢oes (cujas demonstragdes podem ser encontradas em |[KUB7|).



Proposicao 1.15 ([KUB7, Proposicio 5.12]) O complemento ortogonal M* de todo sub-
conjunto M de um espacgo de Hilbert H ¢ um subespaco de H. Além disso,

M* = (MT)F = (M)™ = (span M)*

e se M~ =H, entio M+ = {0}.

Proposigao 1.16 ([KUB7, Teorema 5.13]) Seja x um vetor arbitrdrio de H.

(a) Se M é um subconjunto fechado, convero (isto €, para todos y,z € M, vale que ty +
(1 —t)z € M, para todo t € [0,1]) e nao-vazio de H, entdo existe um tnico vetor u, € M

tal que
|z — ue|| = d(z, M) :=inf{[|lz —yl|; y € M}.

(b) Se M ¢é um subespaco de H, entio o unico vetor u, € M para o qual ||x — u,|| = d(z, M)
0

€ o unico vetor em M tal que a diferenca v — u, estd no ortogonal de M, ou seja, tal que

T —u, € Mt

Com as duas proposicoes acima, pode-se mostrar o seguinte resultado que sera utilizado

ao longo desse trabalho (para detalhes da demonstracao, ver [KUBT7]).

Proposicao 1.17 ([KUB?7, Proposicdo 5.15]) Se M um subespago linear de H, entdo M*+ =
M~ e
ME={0} & M =H.

Em particular, se M é um subespaco, entio M+ = M.

Agora, com a proposi¢ao acima, juntamente com os conceitos vistos até o momento,
pode-se mostrar os seguintes resultados que serdo necessarios nos proximos capitulos (que
podem ser encontrados também em [KUBS5, p. 35| ou [HALL, p. 40]).

Proposigao 1.18 ([KUBJ5, p.35 e 39]) Sejam M um subespago de H e T € B[H|. Entdo

M € T-invariante se, e somente se, M+ é T*-invariante.

Como consequéncia, temos o seguinte resultado.



Proposicao 1.19 ([KUBJ5, p.35 e 37]) Sejam M um subespaco de H e T € B[H|. Entao

M reduz T se, e somente se, M é invariante para T e para T™.

Note que as proposicoes acima garantem que um operador atuando sobre um espago de
Hilbert possui subespaco invariante nao-trivial se, e s6 se, o seu adjunto possui subespaco
invariante nao-trivial, e que um operador tem subespago redutor nao-trivial se, e s6 se,
o seu adjunto tem subespacgo redutor nao-trivial. Desse modo, garantir a existéncia de um
subespaco invariante (respectivamente, redutor) para um operador T' é equivalente a garantir

a existéncia de um subespaco invariante (respectivamente, redutor) para o adjunto 7* de T

Para os proximos capitulos, precisaremos da notacao de ortogonalidade dada na obser-

vacao abaixo.

Observacao 1.20 Sejam M e N subconjuntos de H. A notacio MLN significa que M e

N sao ortogonais, o que é definido como

(r,y) =0, Ve eM eVyeN.

Outros conceitos necesséarios para o decorrer desse trabalho sao os seguintes.

Definicao 1.21 Seja M um subespaco de H. Dizemos que M é um subespaco hiperin-
variante para um operador T € B[H] se M € um subespago invariante para todo operador
que comuta com T, ou seja, M é invariante para todo operador L € B[H] tal que TL = LT.

Nesse caso, escreveremos: M ¢é T-hiperinvariante.

Definigao 1.22 Uma transformac¢ao X € B[H,K] é quaseafim (também chamada qua-
setnvertivel) se X ¢ injetiva e tem imagem densa em K, ou seja, se o nicleo de X €
N(X) ={0} e a imagem de X € tal que R(X)™ = K. A transforma¢io X € B[H,K] é dita
invertivel se N (X) = {0} e R(X) = K (equivalentemente, se existe uma transformagao Y,
chamada de inversa de X, tal que XY = I, YX =13 e Y € B[K,H|, onde Iy e I sao
0s operadores identidade em H e IC, respectivamente - ver, por exemplo, [KUBI1, p.3]).

Definigao 1.23 Seja T' € B[H]. O espectro de T, denotado por o(T), € o conjunto dos

A € C tais que T — N\.I nao € invertivel, isto é,
o(T)={\eC; N(T —\1I)#{0} ou R(T —\.I)#H}.
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O raio espectral de T' ¢ dado por
r(T) = maz{[A[; A € o(T)},
e também pode ser escrito como
r(T) = limosoe [ T

onde esta igualdade é a formula de Gelfand-Beurling para o raio espectral (ver, por exemplo,

[KUBL, p. 6)).

Pode-se mostrar que o espectro de todo operador é um conjunto nao-vazio e compacto em
C (ver, por exemplo, [BEA, Capitulo II, Proposigao 1.4] ). Além disso, veremos no proximo
capitulo que o espectro de um operador também pode garantir a existéncia de subespacos

invariantes nao-triviais, caso satisfaca algumas condigoes.

Em todas as classes de operadores (atuando em espagos de Hilbert) conhecidas, existem
operadores que possuem subespacos invariantes nao-triviais, por exemplo, a classe dos ope-
radores normais, como veremos abaixo. Mas para apresentarmos os proximos resultados,

precisaremos da seguinte definicao.

Definicao 1.24 Um operador T € B[H] é:

~

auto-adjunto quando T = T*.

2. normal quando T' comuta com o seu operador adjunto T* € B[H], ou seja, quando
TT* =T"T.

3. escalar quando T € um muiltiplo do operador identidade I € B[H], ou seja, quando

T =M, para algum \ € C.

Caso contrdrio, dizemos que T' é nao-escalar.
4. unitdrio quando T ¢é invertivel e T* = T~!, ou seja, quando

TT* =TT = 1.

5. mao-negativo (notagio T > O) quando é auto-adjunto e

0 < (Tx,x), para todo x € H.



10.

11.

12.

uma tsometria quando
T =1.

hiponormal se
™T-TT" > O.

compacto se
{TeeH,zeH e |z <1}

€ um conjunto compacto em H.

polinomialmente compacto se existe um polinémio nao-nulo p : C — C tal que p(T')

é compacto.

polinomialmente limitado se existe uma constante k tal que

(D)} < k- |lpll
para todo polinémio p: C — C, onde ||p|| = sup{|p(z)|; |z| < 1}.
quasenilpotente se o raio espectral r(T) = 0.

idempotente se T?> =T.

Desse modo, pode-se mostrar o seguinte resultado (que, de fato, é consequéncia do Te-

orema Espectral - ver, por exemplo, [KUBI, p. 21]) que sera utilizado no decorrer desse
trabalho.

Proposicao 1.25 Se dimH > 1, entao todo operador normal nao-escalar tem um subespaco

hiperinvariante nao-trivial que reduz todo operador que comuta com ele.

Em outras palavras, a proposicao acima garante que todo operador normal 7" nao-escalar

possui um subespaco redutor nao-trivial que também é redutor para todo operador que

comuta com 7. Claramente, se T é escalar, entao T é normal e, além disso, possui subespaco

redutor nao-trivial. Logo,

Todo operador normal possui subespago redutor nao-trivial, ou seja, € redutivel.

Esse resultado sera importante no Capitulo 4.

Outro conceito importante que serd necessario no decorrer do texto é o seguinte.



Definicao 1.26 Dizemos que dois operadores T € B[H] e L € B[K] sdo quasesimilares
se ezistem duas transformagoes quaseafins X € B[H,K| e Y € BIK, H] tais que

XTI'=LX eTY =YL.

Com os conceitos vistos até o momento, pode-se mostrar o seguinte resultado (que pode
ser encontrado em [RADI1, Teorema 6.19], [KUBI1, Lema 4.7 e Corolario 4.8], [BER, Lema
2.1] ou [HOO, Teorema 2.1]).

Teorema 1.27 Se dois operadores sao quasesimilares e um deles possui um subespaco hipe-

rinvartante nao-trivial, entao o outro possut um subespaco hiperinvariante nao-trivial.

A ideia da demonstracao sera apresentada no Teorema 4.29. Nesse caminho, é interes-
sante destacar uma das perguntas que permanece em aberto com relacao a esses conceitos,
a qual pode ser encontrada em [RADI, p.194] e em [KUBI, p.68|:

"Quasesimilaridade preserva subespacos invariantes nao-triviais?"
Em outras palavras,

"Se dois operadores sao quasesimilares e um deles possui um subespaco invariante

nao-trivial, entao o outro operador possui um subespaco invariante nao-trivial?"

Apresentaremos agora mais alguns resultados conhecidos sobre subespacos invariantes,
que serao necessarios neste trabalho, que referem-se as contragoes. Para apresenta-los,

precisamos dos seguintes conceitos.

Definicao 1.28 Dizemos que uma sequéncia {T,},  em B[H] converge fortemente para

um operador T € B[H] se
(T, — T)z|| = 0 quando n — oo, para todo x € H.

S
Nesse caso, denotamos T,, — T.

Definigao 1.29 Um operador T € B[H] é uma contragao se |T|| < 1, onde

1T = sup{[[Tz|l; € H e || =1}



Observacao 1.30 Pode-se mostrar (ver por exemplo [KUBI, Capitulo 3]) que a cada con-
tracao T € B[H], associa-se uma contrag¢io nao-negativa A € B[H| e wma isometria linear
V:R(A)™ — R(A)™ tais que
T 25 A
e

AT = VA2,

Além disso, N(A) = {x € H; T"x — 0}, o qual sempre é um subespago T-invariante (ver,
por exemplo, [KUBI1, Proposicio 5.1(i)]). Agora, como T é uma contracio se, e somente
se, T* € uma contracao, entao para cada contracao T também temos outros dois operadores
associados, a saber, uma contracio nao-negativa A, € B[H] e uma isometria linear V, :

R(A.)™ = R(A.)™ tais que

T 23 A,
e

AVPpe — A2,

Observacao 1.31 Com a notacdao da observacdo acima, note que
N(A) = N(AV?), R(A) C R(AV?)

e que

R(A)™ = R(AV2)" = N(AV2)E = N(A),

pois A é nao-negativo (ver, por exemplo, [KUBI, p. 55] ou [KUB7, Proposi¢ao 5.86]).

Definigao 1.32 Um operador T' € B[H] ¢ fortemente estdvel se {T"}. ", converge forte-

mente para o operador nulo, ou seja, se

|T"z|| — 0, quando n — oo, Vz € H.

Em todo nosso trabalho, consideraremos as seguintes classes de contracoes T' € B[H], as

classicas classificagoes de Nagy-Foias (ver, por exemplo, [SNA, p. 72|):

e (. representa a classe das contragoes fortemente estaveis.

e (' representa a classe das contragoes 1" tais que T™ é fortemente estavel.



e (. representa a classe das contracoes T tais que {T"z} _, ndo converge para zero,
para todo x € H, x # 0.

e (') representa a classe das contragoes T tais que {T*"x} ~ j ndo converge para zero,
para todo x € H, x # 0.

Observacao 1.33 Todas as combinagoes sao possiveis e portanto, temos as classes: Cog, Co1, Cio
e Cy1. Além disso, pode-se mostrar (ver, por exemplo, [KUBI, p. 68/, ou [KUBY4, p. 2]) que

se T € B[H] é uma contragdo, entdo:

T eCyp+=A=A,=0,
TeCy+=A=0 e N(A,) = {0},
T €Oy e NA) ={0} e A, =0,
T € C = N(A) =N(A,) = {0}.

E importante destacar que existem contracoes que nao pertencem a uniao Coy U Cpp U

CioU Ch1. Um exemplo trivial seria:

T:<Oo)m@%C2
0 1

em B[C?|, que € tal que | T|| =1 (ou seja, T é uma contragio) e, além disso:
e I =T eT"™ =T para todo n € N.
o [ =T=AT"T""=T=A, = A:A*:T#O:>T¢000U001U010.

o N(A) = N(A) = N(T) = Cx {0} # {(0,0)} = T ¢ Ch.

Com essas observacoes, finalizaremos esse capitulo com mais dois resultados sobre a
existéncia de subespagos invariantes, a saber, a Proposicao 1.36 e a Proposicao 1.37. Para

tal objetivo, vamos utilizar a seguinte proposi¢ao (cuja demonstra¢ao pode ser encontrada,

por exemplo, em [KUBI1]).

Proposicao 1.34 ([KUB1, Teorema 4.10]) Toda contracao de classe Cyy € quasesimilar a

um operador unitdrio.
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Observacao 1.35 Na prova da proposicao acima, mostra-se que quando a contracao T €
Ch1, entao a wsometria V associada a T, definida na Observacao 1.30, é o operador unitdrio
ao qual T € quasesimilar. Além disso, lembramos que no caso em que T € Ciy, temos
N(A) = N(AY?) = {0} (ver Observagio 1.31 e Observacio 1.33). Essas informagdes serdo

relevantes na demonstracao da Proposicao 1.36 abaixo.

Agora estamos em condigcoes de apresentar os resultados sobre existéncia de subespacos

invariantes nao-triviais para contragoes que serao utilizados no decorrer do texto.

Proposicao 1.36 ([KUB1, Coroldrio 4.11]) Se dim(H) > 1, entdo toda contracio T de

classe C11 tem subespaco invariante nao-trivial.

Demonstragao:
Como T € (', pela Proposicao 1.34 e pela Observacao 1.35 acima sabemos que T' é quase-
similar ao operador unitario V' associado a 1. Vamos analisar dois casos:
1° caso: V nao-escalar.
Como operadores normais nao-escalares (em particular, operadores unitarios nao-escalares)
possuem um subespaco hiperinvariante nao-trivial (ver Proposicao 1.25) e como T é quase-
similar ao operador unitario V', entao segue do Teorema 1.27 que 71" possui um subespaco
hiperinvariante nao-trivial.
2° caso: 'V escalar:
Se V' é escalar, digamos V' = A\.I, para algum A € C com || =1 (pois V é unitario), entao
segue da igualdade

AVPT = VAY? = N AY?

que T = X.I, pois N'(AY?) = {0} (ver Observacio 1.35 acima). Logo, T é um operador
escalar unitario e portanto, T' possui um subespago invariante nao-trivial (pois estamos
assumindo que dim(H) > 1). Portanto, em qualquer caso, T possui subespac¢o invariante

nao-trivial.

Outro resultado importante para as contragoes é o seguinte (que pode ser encontrado
também em [KUB10, Corolario 2]).

Proposicao 1.37 ([KUB1, Coroldrio 4.13]) Se uma contra¢ao T' € B[H] nao tem subespaco

invariante nao-trivial, entao T € Coo U Crg U Coy.
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Demonstracao:

Seja T uma contragao sobre H. Se {0} # N(A) # H, entdo N(A) é um subespago T-
invariante nao-trivial (ver Observacdo 1.30). Similarmente, se {0} # N (A,) # H, entdo
N (A,) é um subespago T*-invariante nao-trivial. Logo, pela Proposi¢ao 1.18, N'(A,)* é um
subespaco T-invariante nao-trivial.

Portanto, se 7' nao possui subespaco invariante nao-trivial, entao deve ocorrer:

N(4) = N(A.) = {0}

N(A) = N(A,) = H
NA) =H e N(A,) = {0}

N(A) = {0} e N(A)=H.

Mas se N(A) = N(A.) = {0}, segue da Observacio 1.33 que T" € Ci; e, nesse caso, a
Proposicao 1.36 garante que 7' possui subespaco invariante nao-trivial. Logo, se T' nao

possui subespaco invariante nao-trival, entao deve ocorrer um dos trés casos abaixo:

1° caso: "N(A) = N(A,) = H". Nesse caso, temos que A = A, = O. Logo, a Observacao
1.33 garante que T € Cyp.

2° caso: "N(A) = H e N(A.) = {0}". Nesse caso, segue que A = O e N (A,) = {0}. Assim,
pela Observacao 1.33 temos que T € Cp;.

3° caso: "N (A) = {0} e N(A.) = H". Nesse caso, temos que N(A) = {0} e A. = O. Logo,
a Observacao 1.33 garante que T € (.

Portanto, se T' ¢ uma contragao que nao possui subespaco invariante nao-trivial, entao 1" €
Coo U Cro U Cpy.

Nesse momento, baseado nos resultados acima, também é relevante destacarmos uma per-
gunta classica que permanece em aberto com rela¢ao as contracoes (que pode ser encontrada

em [KUBI, p. 72]), que é a seguinte:
"Se uma contragdo T € B[H] nao tem subespago invariante ndao-trivial, entao T € Cyy?”

Equivalentemente,
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"Se T € B[H] é uma contracao e T ¢ Cy, entao T possui subespago invariante

nao-trivial?"

Para mais detalhes sobre condicoes que garantem a existéncia de subespacos invariantes
nao-triviais para contragoes, sugerimos por exemplo |BER|, [CHE, Secao 4|, [KER1,2 e 3],
[HALI1, p. 249-259|, [HAL3, Capitulo 1-3] e [KUBI, Capitulo 3|.

Nesse capitulo, apresentamos os conceitos e alguns dos resultados basicos que serao ne-
cessarios nessa tese, com relacao aos problemas que serao trabalhados no decorrer do texto.
No proximo capitulo, vamos expor um pouco da historia das principais perguntas em aberto
existentes, e que analisaremos durante esse trabalho, juntamente com algumas das suas

respostas parciais que motivaram o desenvolvimento dessa tese.
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Capitulo 2

RESULTADOS ANTERIORES

Nesse capitulo, apresentaremos um pouco da histéria do Problema do Subespaco Invari-
ante e dos problemas que estao em aberto em espacos de Hilbert que serao analisados no
decorrer deste trabalho, juntamente com algumas das suas principais respostas parciais. O
mais famoso desses problemas refere-se as contragoes, como comentamos no final capitulo

anterior, a saber,

Pergunta 2.1 "Se T € B[H| € uma contracio e T ¢ Cy, entio T possui subespaco invari-

ante nao-trivial?"

Veremos ao longo do texto que essa pergunta esté relacionada diretamente com as seguin-
tes perguntas também em aberto da teoria de operadores em espagos de Hilbert (o conceito
de tranformada quaseafim, que aparece nas perguntas abaixo, serd apresentado com detalhes

no proximo capitulo):

Pergunta 2.2 "Uma transformada quaseafim de um operador redutivel possui subespaco

nvariante nao-trivial?”

Pergunta 2.3 "Uma transformada quaseafim de um operador normal possui subespaco in-

variante nao-trivial?"

Pergunta 2.4 "Uma transformada quaseafim de um operador unitdrio possui subespaco in-

variante nao-trivial?”
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Pergunta 2.5 "Quasesimilaridade preserva subespagos invariantes nao-triviais?"”

Todas essas perguntas sao casos muito particulares de um dos principais problemas que
estao em aberto na teoria de operadores, a saber, o Problema do Subespaco Invariante. Desse
modo, dividimos esse capitulo em duas secoes. Na primeira secao, expomos um pouco do
contexto histérico geral do Problema do Subespaco Invariante com alguns dos principais
resultados obtidos desde 1930, e na segunda secao apresentamos algumas das principais
respostas parciais obtidas para as cinco perguntas em aberto que foram listadas acima, as

quais serao analisadas com mais detalhes no decorrer do texto.

2.1 Respostas Parciais para o Problema do Subespaco

Invariante

O Problema do Subespaco Invariante questiona a existéncia de um subespaco invariante
nao-trivial para operadores atuando em espacos de Banach complexos, separédveis e de dimen-
sao infinita. A questao da existéncia de subespacos invariantes nao-triviais para operadores
atuando sobre o espago de Hilbert ¢* (das sequéncias quadrado somaveis, ver por exemplo,
|[KUBI, p.2]) foi considerada por von Neumann na década de 30 (1930-1940), o qual apre-
sentou uma resposta afirmativa para operadores compactos em espacos de Hilbert, mas esse
resultado nunca foi publicado.

Em 1950, Aronszajn descobriu independentemente a mesma prova e, em 1954, ele e Smith
generalizaram esse resultado de von Neumann para espacos de Banach, ou seja, provaram
que todo operador compacto atuando sobre um espaco de Banach admite um subespaco
invariante nao-trivial (ver [ARO|). Muitos anos se passaram até se obter uma extensao
desse resultado para operadores polinomialmente compactos. A primeira demonstragao foi
apresentada por Bernstein e Robinson em 1966. Eles provaram que todo operador polino-
mialmente compacto admite um subespago invariante nao-trivial (ver [ROB]). Nesse mesmo
ano, Halmos trabalhou nessa prova e, fazendo pequenas modificacoes apropriadas, publicou
esse mesmo resultado apresentando uma demonstra¢do mais simples (ver [HALZ2|).

Mais resultados parciais foram obtidos logo apo6s essa extensao. Por exemplo, combi-
nando dois resultados em [SNA| (Teoremas VI.5.2 e I11.6.5) temos que: se T € B[H] ¢ uma
contracdo de classe Cyg tal que as dimensoes de R((I —T*T)?)~ e de R((I —TT*)"/?)~ sdo
finitas, entdo T" possui subespago invariante nao-trivial. Esses resultados sdo de 1967 (na
edi¢do em francés de [SNA]).

Embora essas respostas particulares sejam importantes, um dos principais resultados

gerais conhecidos para operadores que possuem subespaco invariante nao-trivial foi obtido
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por Lomonosov em 1973 (ver [LOMI]). Ele provou que um operador atuando sobre um es-
paco de Banach possui um subespaco invariante nao-trivial se ele comuta com um operador
nao-escalar que comuta com um operador compacto nao-nulo. Esse resultado é conhecido
como Teorema de Lomonosov (também chamado de Teorema do Subespaco Invariante de
Lomonosov). Para provar esse teorema, Lomonosov utilizou varios resultados importantes
da teoria de operadores, a saber, o Teorema de Mazur, o Teorema do Ponto Fixo de Schau-
der e o Lema de Lomonosov, para enfim provar o Teorema de Lomonosov. Para detalhes
da demonstracdo desses resultados, ver por exemplo [CON, Secao VI.4|, [KUBG6|, |[KUBS5,
Capitulo 12|, [PEA1, Capitulo 7| ou [RAD1, p. 156-158].

Desse modo, tendo em vista a complexidade da argumentagao na demonstracao de Lomo-
nosov, ainda em 1973, H. M. Hilden simplificou a demonstracao desse teorema. Utilizando
resultados com nogoes elementares, a saber, a Alternativa de Fredholm (que afirma que todo
elemento do espectro de um operador compacto, exceto o zero, € um autovalor) e a Formula
de Gelfand-Beurling (apresentada na Definicao 1.23). Essa prova simplificada de Hilden
para o Teorema de Lomonosov pode ser encontrada em [KUB6| ou [MIC]. Apesar da grande
generalidade desse teorema, em 1980 foi mostrado em |[RAD3| que existem operadores que
nao satisfazem as hipoteses do Teorema de Lomonosov.

Logo apo6s, em 1974, Pearcy, Ringrose e Salinas obtiveram novas reformulacoes para
o Problema do Subespago Invariante em espacos de Hilbert. Uma delas garante que um
operador T possui subespaco invariante nao-trivial se, e s se, existe um operador compacto
K tal que p(T)K é quasenilpotente para todo polinomio p. Tais reformula¢oes podem ser
encontradas com detalhes em [PEA2, Teorema 1.1 e Corolario 1.2].

Em 1975 surgiu a primeira extensao do Teorema de Lomonosov. Nesse ano, mostrou-se
que se T é um operador atuando sobre um espaco de Banach complexo e existe um operador
compacto K tal que a dimensao da imagem de T'K — K'T' é menor ou igual a 1, entao o
operador 71" possui um subespaco invariante nao-trivial. Esse teorema e sua demonstragao
podem ser encontradas em [DAU2, Teoremal, [PEA3]|, [PEA4, Teorema A| e [KUB5, p.
134]. Também nesse periodo, Daughtry prova que existem classes de operadores (que ele
denomina "approximately idempotent") atuando em espagos de Banach que admitem subes-
paco hiperinvariante nao-trivial e essa classe contém, em particular, a classe dos operadores
idempotentes (ver [DAU1, Teorema 1]).

Ainda em 1975, foi apresentado um dos principais resultados para a teoria de operadores
atuando em espacos de Banach. Nesse ano, Enflo construiu um espacgo de Banach no qual
existe um operador que nao possui um subespago invariante nao-trivial (ver [ENF1]). No
entanto, o artigo final (com aproximadamente 100 paginas) s6 foi publicado em 1987 (em
|[ENF2|). Alguns anos apos essa construcao de Enflo, mais contra-exemplos foram apre-

sentados por Read. O primeiro foi publicado em 1984 [REA1]. Nesse artigo, Read também
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construiu um espaco de Banach que possui um operador que nao admite subespaco invariante
nao-trivial.

De 1985 a 1988, Read refinou seus métodos e provou que existem mais classes de espacos
de Banach, incluindo o espago ¢! (ver [REA2|), que possuem operadores que nao admitem
subespacos invariantes nao-triviais. Mais do que isso, Read provou que existem espacos de
Banach que possuem operadores com uma propriedade mais forte, a saber, operadores que
nio possuem subconjunto fechado invariante ndo-trivial (ver [REA3]). E relevante destacar
que todos esses contra-exemplos sao em espacos de Banach que nao sao espacos de Hilbert,
e o0 Problema do Subespaco Invariante permanece sem resposta para operadores atuando em
espacos de Hilbert.

Mesmo com essas respostas negativas para operadores atuando em espacos de Banach
obtidas a partir de 1975, em espacos de Hilbert foram encontradas mais respostas afirmativas
para algumas classes particulares de operadores (além das respostas afirmativas envolvendo
operadores compactos vistas anteriormente). Por exemplo, em 1978, S. Brown provou que
todo operador subnormal T (que é um operador que é parte de um operador normal, ou
seja, se T' é a restri¢ao de um operador normal a algum subespago invariante) atuando sobre
um espago de Hilbert separavel, admite um subespaco invariante nao-trivial (ver [BROI,
Corolario 4.8]). Ja em 1987, S. Brown provou em [BRO2| que todo operador hiponormal
atuando sobre um espaco de Hilbert complexo, separavel de dimensao infinita, cujo espectro
tem interior nao-vazio, possui subespaco invariante nao-trivial.

Outro resultado importante utilizando espectro de operadores foi dado por Riesz. Ele
provou que se o espectro de um operador atuando sobre um espaco de Banach pode ser
decomposto como uma uniao de dois subconjuntos fechados e disjuntos, entao o operador
admite subespago hiperinvariante nao-trivial. Tal resultado pode ser encontrado em |[BEA,
Capitulo IT - Teorema 3.1].

Ja em 1994, Abramovich, Aliprantis e Burkinshaw desenvolveram novos teoremas de su-
bespagos invariantes nao-triviais para operadores positivos em espagos de Banach em [ABRI,
Teorema 4.1, 4.2 e 4.4] e no ano seguinte apresentaram em |[ABR2| uma caracterizagao do
problema do subespaco invariante para operadores atuando sobre um espaco de Banach com-
plexo. Logo apoés, em 1996, Simonic¢ obteve um resultado que generalizou essa caracterizagao
de [ABR2] para espagos de Banach reais e complexos. Tal resultado pode ser encontrado em
[SIM1, Teorema 3.2| (ndo descrevemos as caracterizagoes citadas pois elas fogem do contexto
ao qual a tese sera trabalhada).

Ainda em 1996, Simonic estendeu para operadores nao compactos as técnicas de Lomo-
nosov e provou um resultado para uma classe de operadores (envolvendo operadores auto-
adjuntos) atuando sobre um espago de Hilbert complexo de dimensao infinita (para mais

detalhes, ver [SIM2, Proposi¢ao 2.2.1 e Coroléario 2.2.2]). Nesse mesmo periodo, Prunaru
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apresenta mais um resultado no qual o espectro pode garantir a existéncia de subespagos
invariantes nao-trivias para adjuntos de operadores atuando sobre um espago de Banach (ver
[PRU1, Teorema 2.1|) e também mostra que todo operador polinomialmente hiponormal T
(que significa que p(T") é hiponormal para todo polinémio p) atuando sobre um espago de
Hilbert admite um subespaco invariante nao-trivial (ver [PRU2, Corolario 1|).

Em 1997, Read apresentou mais exemplos de operadores atuando em espacos de Banach
que ndo possuem subespago invariante nao-trivial. Na verdade, Read construiu em [REA4|
operadores quasenilpotentes atuando no espaco de Banach ¢! que nio admitem subespaco
invariante nao-trivial.

No periodo de 1997 a 2003 também foram obtidas varias respostas parciais para casos
particulares do Problema do Subespago Invariante como, por exemplo, em [KER4, 5 e 7],
|[KUBI, Capitulo 4] e [KUB5, Capitulos 1, 4 e 7|. Como a maioria das respostas que envolvem
o contexto em que estamos trabalhando sao com respeito as cinco perguntas em aberto que
listamos no inicio desse capitulo, optamos por apresentéi-las na préxima secao, juntamente
com as demais respostas parciais para as Perguntas 2.1 a 2.5.

Em 2004, Ambrozie e Miiller provaram que se T, atuando sobre um espago de Banach,
¢ um operador polinomialmente limitado tal que o seu espectro contém o circulo unitéario,
entao o adjunto de T possui um subespago invariante nao-trivial (ver [MUL, Teorema A],
generalizando parte dos resultados ja obtidos em espagos de Hilbert por [BRO3|). Em par-
ticular, se T' ¢ um operador polinomialmente limitado atuando sobre um espaco de Hilbert
e é tal que o seu espectro contém o circulo unitario, entao 7" possui um subespaco invariante
nao-trivial (pela Proposi¢ao 1.18). Nesse mesmo periodo, Atzmon, Godefroy e Kalton apre-
sentaram um resultado que garante a existéncia de subespacos invariantes nao-triviais para
operadores atuando sobre um espaco de Banach real, utilizando aplicagdes exponenciais (ver
|[ATZ, Teorema 1]).

Outro resultado importante obtido para o Problema do Subespago Invariante é a recente
construgao (de 2011) de Argyros e Haydon em [ARG, Teorema 7.4]. Nesse artigo, eles
construiram um espaco de Banach de dimensao infinita tal que todo operador atuando nesse
espaco é a soma de um operador compacto e um multiplo da identidade. Desse modo, em
particular, todo operador nesse espaco possui subespaco invariante nao-trivial.

Mais recentemente, Kim e Lee apresentaram alguns resultados que garantem a existén-
cia de subespagos invariantes nao-triviais para algumas classes de operadores atuando em
espacos de Hilbert, como por exemplo, para operadores de classe #, que sao operadores T’
tais que T*T e T'+ T comutam. Em todos esses resultados, ¢ necessario que o espectro dos
operadores envolvidos satisfaca alguma condicao para poder garantir a existéncia de subes-
pacos invariantes, como o leitor pode conferir em [KIM1, Teorema 2.2|, |[KIM2, Teorema 2.1|
e |[KIM3, Teorema 2.5|.
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Essas sao algumas das respostas obtidas desde 1930 com respeito ao Problema do Subes-
paco Invariante e suas versoes para classes particulares de operadores. Para mais detalhes
com relacao a historia e as respostas parciais do Problema do Subespaco Invariante e seus
casos particulares, sugerimos por exemplo [BRO1|, [HAL3 e 4|, |[KUBI, 2, 5 e 6], [LOM2 e
3], INOR] e [RAD1 e 2].

Na proxima secao, vamos centralizar nossa atencao nas respostas parciais obtidas para

as cinco perguntas listadas no inicio desse capitulo.

2.2 Resultados para Contracoes em Espacos de Hilbert

Inicialmente, observemos que o Problema do Subespaco Invariante é invariante por mul-
tiplicagao escalar, pois T' e o1 possuem os mesmos subespacos invariantes, para todo o € C
nao-nulo. Logo, temos a seguinte equivaléncia: todo operador atuando sobre um espacgo de
Hilbert possui subespaco invariante nao-trivial se, e somente se, toda contracao atuando so-
bre um espaco de Hilbert possui um subespaco invariante nao-trivial. Desse modo, podemos
analisar o Problema do Subespaco Invariante para operadores que sao contragoes, caso seja,
conveniente.

Notemos também que uma resposta afirmativa para a Pergunta 2.2 implica em respostas
afirmativas para as Perguntas 2.3 e 2.4, pois todo operador normal é redutivel, ou seja, possui
subespago redutor nao-trivial (ver Proposi¢ao 1.25) e todo operador unitéario é normal. O
objetivo dessa secao é expor alguns dos principais resultados obtidos nas tultimas décadas para
casos particulares das Perguntas 2.1 a 2.5, principalmente os casos envolvendo contragoes.
Embora muitos desses resultados nao sejam utilizados no decorrer do texto, eles contribuiram
diretamente para a busca de uma nova direcao de pesquisa e questionamentos que foram de

fundamental importancia para o desenvolvimento desse trabalho.

Como vimos na se¢ao anterior, alguns resultados envolvendo contragoes ja existiam desde
1967 em [SNA] e tais resultados envolviam-se diretamente com a finitude da dimensdo das
imagens dos operadores (I —TT*)Y/2 e (I —T*T)'/? onde T é uma contracio. Desse modo,
nota-se que a existéncia ou nao de subespacos invariantes para determinadas classes de
operadores pode depender, de alguma maneira, da dimensao de alguns subespacos lineares.

Em 1973 ja existia um resultado importante relacionado & Pergunta 2.5 em [RAD1, Te-
orema 6.19], o qual garante que se dois operadores sdo quasesimilares e um deles possui
subespaco hiperinvariante nao-trivial, entao o outro operador também possui um subespaco
hiperinvariante nao-trivial. Essa é uma das respostas mais gerais envolvendo quasesimilari-
dade e subespacos invariantes para operadores atuando em espacos de Hilbert.

No periodo de 1975 & 1987, como apresentado na secao anterior, foi o auge das constru-
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coes de contra-exemplos para o Problema do Subespaco Invariante em espacgos de Banach
gerais. No entanto, nesse periodo também foram obtidos resultados com respeito as pergun-
tas listadas, como por exemplo, com relacao aos subespacos invariantes para contracoes T’
de classe C}; que possuem a propriedade (P) (que significa que: todo operador injetivo X
que comuta com T é quaseafim - para mais detalhes, ver [KER1]|). Para mais resultados
envolvendo contragoes nesse periodo, sugerimos [WU1 e 2.

Em 1987, Kérchy trabalhou com contracoes de classe '}, completamente nao-unitéarias
(isto é, contragbes tais que nao existe subespago M que é T-invariante nao-trivial e tal que
T|m € unitario). Nessa classe de contragoes, ele constroi uma extensao de T' tal que, se
essa extensao possui uma determinada condicao, entao 1" possui subespaco invariante nao-
trivial e no caso de T' ser de classe Cy, entao T possui muitos subespacos hiperinvariantes
nao-triviais. Para detalhes, ver [KER2, Teorema 1 e 2| ou [KER3, Secoes 6 e 7|.

Logo apos, em 1988, Brown, Chevreau e Pearcy mostraram em [BRO3| que toda con-
tragao cujo espectro contém o circulo unitario possui um subespaco invariante nao-trivial.
Esse resultado pode ser encontrado também em [BER, Teorema 1.9] e em [KUB3, Lema
2|. Assim, temos mais um caso em que o espectro pode garantir se uma contragao possui
um subespaco invariante nao-trivial. Em 1990, Takahashi caracteriza as contracoes que nao
possuem subespacos invariantes (ndo-zero) disjuntos, no seguinte sentido: dois subespacos
M £ {0} e M’ # {0} sdo ditos subespacos disjuntos se M N M’ = {0} (para mais detalhes,
ver |TAK, Teoremal).

Ja em 1997, Kubrusly apresentou algumas respostas parciais para as perguntas apresen-
tadas no inicio desse capitulo. Por exemplo, em [KUB1, Observagao 1.5] foi mostrado que
se trocarmos "subespaco invariante" por "subespaco redutor" na Pergunta 2.5, ou seja, se
questionarmos: " Quasesimilaridade preserva subespacos redutores nao-triviais?", a resposta
¢ negativa, ou seja, quasesimilaridade nao preserva subespacos redutores nao-triviais.

Ainda em [KUBI1, Corolario 4.4], foi mostrado que se T' € B[H] esta entrelacado den-
samente & L € B[K] (tal conceito serd apresentado no proximo capitulo) e L possui um
subespaco redutor nao-trivial de dimensao finita, entao 1" possui subespaco invariante nao-
trivial. Essa é uma resposta afirmativa para um caso particular da Pergunta 2.2 e este foi
um dos resultados principais que contribuiu de maneira significativa para o desenvolvimento
dessa tese. Esse mesmo resultado também nos fornece uma resposta afirmativa e imediata
para um caso particular da Pergunta 2.5, a saber, temos que se T' € B[H| e L € B[K] sao
quasesimilares e se L possui um subespaco redutor nao-trivial de dimensao finita, entao T’
possui subespaco invariante nao-trivial.

Também em [KUBI1, Corolario 5.9] foi obtido um resultado referente a um caso particular
da Pergunta 2.1, no qual mostrou-se que se 7' € B[H] é uma contracdo e T nao possui

subespaco invariante nao-trivial, entao ou 7' é um contragao de classe Cyy, ou uma contragao
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de classe Cy; tal que ||A.z|| < ||z||, para todo x € H ndo-nulo, ou uma contragao de classe
Cho tal que |Az|| < ||z||, para todo x € H nado-nulo (onde A e A, sdo os operadores definidos
na Observagao 1.30). Nesse mesmo periodo, Kubrusly também mostrou que a Pergunta 2.1

¢ equivalente as seguintes perguntas:

o Pergunta 2.1°: Uma contragao, que € uma transformada quaseafim de um operador

unitdrio, tem subespaco invariante nao-trivial?

e Pergunta 2.17: Uma contracao que estd entrelacada a uma contracao de classe Cf.

possui subespaco invariante nao-trivial?

Tais equivaléncias podem ser encontradas em [KUBI, p.72-74] e em |[KUB2|, e ambas as
perguntas acima também permanecem em aberto. Além disso, pode-se notar facilmente
que, com essas equivaléncias, para o caso particular das contracoes temos que as Perguntas
2.17 e 2.4 também sao equivalentes. Desse modo, uma resposta afirmativa para a Pergunta
2.4 (que é um caso particular das Perguntas 2.2 e 2.3) nos fornece uma resposta também
afirmativa para a Pergunta 2.1.

Logo apds, em 1999, provou-se em [KUB3, Teorema 1| que se T' é uma contragao de classe
(1., entao o espectro de T contém o espectro da isometria V' (definida na Observagao 1.30).
Além disso, se o espectro da extensao unitaria de T' é o circulo unitario, entdao 7T possui um
subespaco invariante nao-trivial. Essa é uma resposta afirmativa para um caso particular da
Pergunta 2.1 e nos mostra mais um exemplo de um resultado no qual o espectro pode nos
fornecer condicoes para obter subespacos invariantes nao-triviais.

Em 2001, Kubrusly e Levan provaram um resultado sobre contracoes hiponormais que
nao possuem subespaco invariante nao-trivial (ver [KUB9, Teorema 2|). Desse teorema,
segue como consequéncia imediata que se uma contragao hiponormal 7" nao é uma contragao
propria (isto é, nao vale ||Tz| < ||z|| para todo = # 0), entao T possui subespaco invariante
nao-trivial.

Ja em 2003, Kérchy também obteve uma resposta afirmativa para um caso particular
da Pergunta 2.1 utilizando operadores quasenilpotentes. No artigo [KER7, Teorema 1] ele
mostrou que se T € B[H]| é uma contragao de classe C;. que comuta com um operador
quasenilpotente nao-nulo, entao T possui subespaco invariante nao-trivial.

De 2003 a 2005, foram apresentadas outras respostas afirmativas com relacao as con-
tragoes. Nesse periodo, Duggal, Jeon, Kubrusly e Levan mostraram que algumas classes
particulares de contragoes possuem subespagos invariantes nao-triviais (para detalhes dessas
classes, ver [DUG2, Teorema 2.2|, [DUG3, Teorema 1] e [DUG4, Teorema 1]). Em todos
esses casos, assim como no resultado de contracoes hiponormais de 2001 comentado acima,

as contracoes tém uma caracteristica comum, que é o fato de nao serem contragoes proprias.
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Entre 2012 e 2013, Duggal, Jeon, Kim, Gao e Li apresentaram mais resultados con-
tendo algumas propriedades de classes particulares de contracoes que possuem subespaco
invariante nao-trivial (ver [DUGL, Teorema 2.2] e [GAO, Teorema 2.2|). Assim como nos
casos apresentados em [DUG2, 3 e 4] (de 2003 a 2005), a condigao dessas classes especificas
de contragdes possuirem um subespaco invariante nao-trivial também esta ligada ao fato da
contragao ser ou nao uma contracao propria. Desse modo, nota-se que as contragoes proprias
possuem algumas particularidades que devem ser analisadas com maior cuidado.

Mais recentemente, Kubrusly apresentou mais alguns caminhos para responder a Per-
gunta 2.1. No artigo [KUBS|, ele mostra que se algumas perguntas envolvendo classes par-
ticulares de contragdes (por exemplo, contragoes biquasetriangulares e contragdes que estao
no fecho do conjunto dos operadores nilpotentes N - que sao operadores N tais que alguma
poténcia positiva N™ & o operador nulo O) tem resposta afirmativa, entdo a Pergunta 2.1
também possui uma resposta afirmativa (para mais detalhes dessas classes, ver [KUBS]).

Essas sao algumas das respostas parciais obtidas ao longo dessas ultimas décadas com
relacao as perguntas em aberto citadas no inicio desse capitulo, que utilizam os conceitos
que serao trabalhados no decorrer dessa tese. Para mais detalhes sobre a histéria desses
problemas e alguns resultados parciais, sugerimos [HAL3|, [KER6], [KUBG6], [YAD] e [RAD2],
juntamente com as suas referéncias.

Vimos ao longo desse capitulo que varios caminhos foram utilizados para obter respostas
parciais para as perguntas apresentadas, como por exemplo, utilizando operadores quase-
nilpotentes, espectro, os operadores A e A, associados a uma contracao T, a finitude da
dimensdo da imagem dos operadores (I —TT*)'/? e (I —T*T)'/? associados a uma contragio
T, e operadores compactos. O que veremos nos proximos capitulos é outra direcao para a
busca de respostas para aquelas perguntas. Esse outro caminho, juntamente com alguns
resultados ja existentes, nos conduzird para respostas parciais afirmativas para as cinco per-
guntas citadas acima (Perguntas 2.1 a 2.5). Apesar da grande abrangéncia que essa outra
direcao nos fornece, esse caminho envolve conceitos elementares e resultados relacionados
com a dimensao dos subespacos e com a densidade de subespacos lineares em espacos de Hil-
bert complexos, separiveis e de dimensao infinita, como veremos explicitamente no Capitulo

4.
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Capitulo 3

SUBESPACOS INVARIANTES

Diferentemente do primeiro capitulo, que continha resultados gerais em teoria de ope-
radores que serao utilizados ao longo do texto, nesse capitulo apresentaremos os principais
conceitos e afirmacgoes que foram as motivacoes para os resultados que serao desenvolvidos
no Capitulo 4. Como veremos abaixo, a maioria dos resultados para existéncia de subes-
pacos invariantes, de algumas classes de operadores, esta diretamente ligada a dimensao
de subespacos especificos. Todas as definicoes e resultados deste capitulo sao baseados em
[KUB1].

Definigao 3.1 Uma transforma¢io X € B[H, K] entrelaga o operador T € B[H] ao ope-
rador L € B[K] se
XT = LX,

e nesse caso dizemos que T estd entrelagcado ao operador L. Se R(X)™ = K, dizemos
que X entrelaca densamente o operador T ao operador L e que T estd densamente

entrelacado ao operador L.

Definigao 3.2 Um operador T € B[H] é uma transformada quaseafim de um operador
L € BIK] se eziste uma transformagao quaseafim (isto €, uma transformagao quaseinvertivel)

X € B[H,K] que entrelaga T & L, ou seja, tal que

XT =LX.

Definigao 3.3 Dois operadores T € B[H| e L € B[K] sdo ditos similares se existe uma
transformacao invertivel W € B[H, K] tal que

WT = LW.

23



Com esses conceitos, estamos em condi¢oes de apresentar os principais resultados que
motivaram esse trabalho (que podem ser encontrados em [KUB1]). Iniciaremos apresentando

um lema que é uma das principais ferramentas que precisaremos no proximo capitulo.

Lema 3.4 ([KUBI, Lema 4.1]) Sejam T € B[H|, L € B[K] e X € B[H, K] tais que
XT =LX.
Suponha que M C K é um subespaco L-invariante nao-trivial. Se
R(X)" =K e R(X)nM # {0},
entao X (M) € um subespaco T-invariante ndo-trivial.

Demonstragao:

Como X : H — K ¢ linear e continua, entdao X (M) é um subespaco de H. Além disso,
como X[XH(M)] € M, temos que LXX (M) C L(M). Logo, LXX (M) C M (pois
L(M) C M). Entao, como XT = LX, segue que

XTX ' (M) =LXX (M) M

e portanto,
XIXTX (M) S X (M) (D)

Agora, como N’ C X1 X (N) para todo subconjunto ' C H, entao
TX ' M)C X 'XTX (M), (1)
De (I) e (II), temos que
TX ' (M) C X7 (M),

ou seja, X '(M) é um subespago T-invariante. Resta agora mostrar que X ~'(M) é nao-
trivial.

Primeiramente, mostraremos que X ~'(M) # {0} . De fato, seja y € R(X)NM. Entao existe
u € H tal que y = Xu. Se X '(M) = {z € H; Xz € M} = {0}, entdao u = 0 e portanto
y =0 (pois X ¢ linear). Logo,

X~H(M) = {0} = R(X) N M = {0}

Equivalentemente,

R(X) N M # {0} = X~ (M) # {0}
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Agora mostraremos que X ~1(M) # H. De fato, se X (M) = H, entdo R(X) = X(H) =
X[X~1(M)]. No entanto, como X[X1(M)] C M, teremos que

R(X)" C M~ =M#£K.

Portanto,

X' M)=H=R(X) #K.

Equivalentemente,

R(X)” =K = X"1M)#H.

Portanto, X '(M) é um subespaco T-invariante nao-trivial, o que conclui a demonstragao

do lema.

Segue como uma consequéncia imediata do lema acima o seguinte resultado.

Corolario 3.5 ([KUBI, Coroldrio 4.2]) Se T € B[H| e L € B[K] sao similares e um deles
possui um subespaco invariante nao-trivial, entao o outro possui um subespaco invariante

nao-trivial.

Observacgio 3.6 E importante notarmos que a hipdtese R(X)NM # {0} no enunciado do
Lema 3.4 nao ¢ redundante. Existe exemplo em que M € um subespaco de dimensao 1 e M

nao satisfaz a condi¢cdo acima (ver, por exemplo, [KUBS, p.5]).

De fato, seja R um subespaco linear arbitrario de K tal que R~ = K, onde K é um es-
paco normado arbitrario de dimensao maior do que 1. Se dim(R) < oo, entdo R~ =
K implica que R = K (pois subespacos lineares de dimensao finita sdo fechados). Logo,
RNM=KNM=M # {0} sempre que M & um subconjunto de K tal que M # {0}.
No entanto, se dim(R) = oo e R~ = K, entdo, claro, pode ocorrer que R # K. Nesse caso,
existe y € K tal que y ¢ R (e portanto, y # 0). Tomando M = span {y}, temos que M é
um subespago nao-trivial de I com dimensao 1. Agora, como R N M é um subespago linear
(pois intersecao de subespagos lineares é um subespaco linear), segue que: se R N M # {0},
entdao M C R (pois dim(M) = 1) o que implicaria que y € R, contradizendo o fato de
y ¢ R. Portanto, R N M = {0}.

Outro resultado importante de [KUB1| que utilizaremos no decorrer do trabalho é a

seguinte proposi¢ao (que pode ser encontrada também em [WEI, p.34]).
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Proposicao 3.7 ([KUB1, Proposicao 4.3]) Seja M um subespaco de dimensao finita do
espago de Hilbert IC e seja R um subespaco linear de IC. Se R~ = K, entao

(RAMY™ = M-
E, portanto, se dim(K) = oo, entdo R N M* # {0},

Demonstracao:
Se KL é um espaco de Hilbert de dimensao finita, o resultado vale trivialmente pois, nesse
caso, R = K e portanto

ROAM-=KN M= M~

O resultado também vale trivialmente se dim(M) = 0, pois nesse caso temos que M = {0},
o que implica que M+ = K e temos que (RN ML)~ = (RNK)" =R~ =K = M+,

Vamos assumir agora que I é um espaco de Hilbert de dimensao infinita e que dim(M) > 1.
Seja m = dim(M). A prova é feita por indugao sobre m.

Primeiramente, vamos mostrar que o resultado vale para m = 1.

Se dim(M) = 1, entao existe e € K, e # 0, tal que M = span {e}. Como R é denso em K,

entao existe x € R tal que

(e;x) # 0,
(de fato, se (e,z) = 0 para todo x € R, entao e € R+ = {0}, pois R~ = K).
Tomando z € M* arbitrario, como R~ = K e z € K, entdo existe uma sequéncia (2;);>1 em

R tal que
zj — z quando j — 00.
Para cada 57 > 1, defina

<Z',€>
Yi=Ee <gj ey "

Como z,z; € R, para todo j > 1, e como R é um subespaco linear, entao

y; € R, paratodo j > 1.

Além disso,
Y; € M*, paratodo j>1,
pois
(zj,€) (e, zj)
<€7yj> = <€7 ZJ> - <€7 <{L‘j 6) T )= <672j> - <€ xj> <€ l’> = 07
e

yj_>27

pois z; — z e (e, z) = 0.

Logo, para cada z € M, existe uma sequéncia (y;);>; em R N M- tal que y; — 2. Portanto,
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R N M= é denso em M, o que prova que o resultado vale para m = 1.

Suponhamos agora que o resultado vale para algum m > 1, ou seja, suponha que
(ROMY)™ =M+ (%)

para qualquer subespago M de K tal que dim(M) = m.
Seja N um subespago de K arbitrario tal que dim(N) = m + 1. Tome uma base ortonormal

para N, digamos {e;; 0 < i < m}, ou seja,
N =span{e; 0 <i<m}.
Para cada k € {0,1,...,m}, defina
My =span{e; 0<i<me i#k}.
Desse modo, para cada k € {0,1,...,m}, temos que dim(My) = m e de (x) segue que
(ROAME)™ = Mg,
Note que, para cada k € {0,1,...,m}, existe 7 € R N My tal que
(ex, mx) # 0,

(de fato, se (ex, z) = 0, para todo 2 € RN Mj, entdo e, € (RNMP)T = (RNM;) ")t =
Mt = M. = My, o que contradiz o fato de e LMy).

Tome z € Nt arbitrario. Como R~ = K e z € K, entao existe uma sequéncia (z;);>1 em R
tal que

zj — z quando j — 00.

Para cada 7 > 1, defina

yi =z — Xm: <Zj7€k?> T
’ ! k=0 <xk7€k>
Como zy,2; € R, para todo 0 < k < m e todo j > 1, e como R é um subespaco linear,

entao

y; € R, paratodo j > 1.

Além disso,

y; € M, paratodo j > 1.

De fato, como z; € M3 C (span {e,})*, para todo n # k, onde n € {0,1,...,m}, entdo
(e;, ) =0 para todo i #k, onde i € {0,1,...,m}.

Portanto, para todo j > 1 e para todo i € {0, 1, ..., m},

<€i7yj> _ <€i72j> _ <€iaz <Zj7€k> xk> _ <€iazj> _ Z <ek72j> <€i7xk> _ O,




ou seja, y; € N, para todo j > 1. Além disso, temos que
y; — z quando j — oo

pois quando j — 0o, temos (e, z;) — (ex,2) =0 (pois z € N'1).
Logo, para cada z € N'* arbitrario, existe uma sequéncia (y;);>; em R NN convergindo

para z. Portanto, R VA" é denso em N1, ou seja,
(ROANH) ™ =N

Conclusao: o resultado vale para m + 1 sempre que o resultado vale para m, o que completa

a prova por inducao.

Desse modo, combinando o Lema 3.4 com a Proposicao 3.7, temos a seguinte consequén-

cia.

Corolario 3.8 ([KUBI1, Coroldrio 4.4]) Sejam T € B[H|, L € BIK] e X € B[H,K] tais
que
XT =LX.

Se M é um subespaco L-redutor nao-trivial de dimensao finita e R(X)™ = K, entdo

X=YM™L) é um subespago T-invariante nao-trivial.

Demonstragdo: Como M é um subespaco de dimensdo finita e R(X)™ = K, entdo a

Proposicao 3.7 garante que

(R(X)N M)~ = M+~
Sendo M um subespago nao-trivial, entao ML # {0} e, em particular,
R(X)NM*#£{0}. (%)
Agora, como M é um subespaco L-redutor nao-trivial, entao
ML é L-invariante ndo-trivial.  (*x)

Pelo Lema 3.4, de (x) e (xx) segue que X '(M™*) é um subespago T-invariante nao-trivial,

como queriamos demonstrar.

Em outras palavras, o Corolario 3.8 nos garante que:
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Se T estd densamente entrelacado a L e se L tem subespaco redutor nao-trivial de

dimensao finita, entao T possui subespaco tnvariante nao-trivial.

Note que essa afirmacao ¢ uma resposta afirmativa para um caso particular da Pergunta
2.2 (apresentada no capitulo anterior) quando L possui um subespago redutor nao-trivial
de dimensao finita, pois se T' é uma transformada quaseafim de L, entdo claramente T esté
densamente entrelacado & L. Desse modo, temos como caso particular do Coroléario 3.8 o

seguinte resultado.

Corolario 3.9 (/[KUBI, Coroldrio 4.5]) Se um operador T € B[H| é uma transformada
quaseafim de um operador L € BIK| e L tem um subespaco redutor de dimensdo finita

nao-trivial, entao T possui um subespaco tnvariante nao-trivial.

Isso nos motiva a fazer os seguintes questionamentos (que sdo cruciais nesse
trabalho):

Pergunta 3.10 Serd que os Coroldrios 3.8 e 3.9 continuam wvalendo sem a hipotese da

finitude da dimensao?

Isto é,

Pergunta 3.11 Serd que se T € B[H]| estd densamente entrelagado & L € BIK] e se L
tem um subespaco redutor (de dimensdo arbitrdria), entao T possui subespaco invariante

nao-trivial?

E importante destacarmos que o Corolario 3.8 segue diretamente do Lema 3.4 e da Pro-
posicdo 3.7, sendo que a densidade da intersecao R(X )N M+ em ML dada pela Proposigao
3.7 s6 foi utilizada para garantir que R(X)NM=* # {0}, para podermos aplicar o Lema 3.4.

Desse modo, poderiamos questionar:

Pergunta 3.12 A condi¢ao R(X)NM # {0} dada no Lema 3.4 € necessdria para a con-

clusao do lema?
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Resposta Parcial: Se dim(M) = 1, a resposta é: sim, é necessaria. De fato, vimos na
Observacao 3.6 que a condicao R(X) N M # {0} pode nao ser satisfeita se dim(M) = 1.

Assim, poderiamos questionar:

Pergunta 3.13 Se dim(M) = n > 1, onde n € N, entdo a condicio R(X) N M # {0}

dada no Lema 3.4 € necessdria para a conclusio do lema?

Estas sao as questoes centrais desta tese. Veremos no préximo capitulo que a condigao
R(X)N M # {0} dada no Lema 3.4 é necessaria também no caso em que dim(M) = n,
para todo n € N, ou seja, veremos que a interse¢ao R(X)NM # {0} pode ndo ser satisfeita
mesmo se M possuir dimensao finita maior do que 1 arbitréaria, a saber, no Exemplo 4.2 -
esse exemplo estende a resposta parcial acima para subespacos de dimensao finita (maior do
que 1). Além disso, vamos obter condicoes sob as quais poderemos estender os Corolarios
3.8 e 3.9 para o caso geral (incluindo o caso de dimensao infinita) e portanto, responderemos

afirmativamente as perguntas que estavam em aberto (que foram colocadas acima).
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Capitulo 4

TRANSFORMACOES DE CLASSE C E
RESULTADOS PRINCIPAIS

Este capitulo contém os resultados originais desta tese e, portanto, é o capitulo principal
desse trabalho. Aqui respondemos as perguntas levantadas no final do Capitulo 3, estendendo
os resultados dos Corolarios 3.8 e 3.9 para subespacos de dimensao arbitraria para uma

determinada classe de operadores e desenvolvemos algumas consequéncias importantes.

Para tais objetivos, dividimos esse capitulo em quatro secoes. Na primeira, apresentamos
alguns exemplos particulares que respondem a Pergunta 3.13. Na segunda secao, definimos
uma classe de transformacgoes, juntamente com algumas das suas propriedades. Na terceira
secao, mostramos como essa classe pode fornecer respostas parciais importantes para diversas
perguntas em aberto na teoria de operadores. E na quarta e tltima secao, finalizamos nosso

trabalho com alguns resultados adicionais importantes.

4.1 Exemplos Particulares

Nessa se¢ao, veremos que a hipotese dim(M) = n > 1 é relevante na Pergunta 3.13, bem
como a hipotese sobre o fechamento de M. Como vimos na Observacao 3.6, no caso em que
dim(M) = 1, pode ocorrer que: R(X) N M = {0}.

Mostraremos no Exemplo 4.2 abaixo que
R(X)nM = {0}

pode ocorrer para um caso mais geral, a saber, quando M tem dimensao finita qualquer.

Para provarmos o exemplo citado, lembraremos alguns resultados importantes (que podem
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ser encontrados, por exemplo, em [KUB7, p.92-94, 193]).

Observacao 4.1 A colecio de todas as classes de equivaléncia das funcoes escalares x -

[0,1] — C tais que
1
/ |lz(t)]* dt < oo,
0

(onde a integral € a integral de Lebesgue) é um espaco de Hilbert complexo, separdvel e
de dimensao infinita que é denotado por L?[0,1], onde o produto interno e a norma sao,

respectivamente, para x,y € L?[0,1],

<awzl?wymmenm=(lﬁwwwf@

As classes de equivaléncia sao definidas da sequinte maneira (ver, por exemplo, [KUBT,

Ezemplo 8.E, p.94-95]): x,y € L?[0,1] estdo na mesma classe de equivaléncia se

A|ﬂw—waﬁ=o

Além disso, o conjunto C[0,1] = {y :1[0,1] = C; y € continua} (que é definido em termos
das classes de equivaléncia) é um subespaco linear nao fechado de L?[0,1], que é denso em
L?[0,1] (ver, por ezemplo, [KUB7, p. 193]).

Agora estamos em condicoes de apresentar nosso primeiro exemplo original. Este exemplo
estende a afirmacao em [KUBS, p.5] (desenvolvida na Observagao 3.6) de dimensao 1 para

dimensao n, para todo n € N.

Exemplo 4.2 FExiste um espaco de Hilbert separdvel, complexo e de dimensao infinita K e
existe um subespaco linear R proprio e denso em K tal que, para todo n € N, existe um

subespaco M,, de dimensao n satisfazendo
RNOM, ={0}.

De fato, consideremos K = L?[0,1] ¢ R = C[0,1]. Sabemos que R ¢ um subespaco linear
(nao fechado, logo, proprio) de K tal que R~ = K (ver Observacao 4.1).
Dado n € N, vamos construir subespagos M,, de dimensdo n tais que R " M,, = {0} .

1° caso: n =1.
Seja y; € K dado por
1, sete[0,1/2]
yi(t) =
0, sete (1/2,1].
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Note que 7; é descontinua em t = 1/2 e é facil verificar que y; nao pertence a classe de uma
fungao continua (basta notar que os limites a esquerda e a direita no ponto de descontinuidade

existem mas sao diferentes). Logo, y; ¢ R.

Afirmacao 1: Se My = span{y} = {a.y1; a € C}, temos que M; é um subespaco de
dimensao 1 tal que RN M; = {0}.

Prova da Afirmacao 1: De fato, todo elemento y € M; é da forma y = ay;, para algum
a € C. Se a # 0, entdo y ¢ uma funcao descontinua da forma y = ay; onde os limites &
esquerda e & direita no ponto de descontinuidade existem mas sao diferentes. Portanto, y

nao pertence a classe de uma func¢ao continua. Logo,
a#0=y=ay ¢R,
donde segue que
y=ayy ER=>a=0=y=0.

Logo, R N My = {0}, o que conclui a Afirmacao 1. [

2° caso: n = 2.

Tome yy,y2 € K tais que:

(

1, setel0,1/2]

0, sete(1/2,1]

\

1, setel0,1/4]
ya(t) =

0, sete(1/4,1].
Claramente as funcoes acima sao linearmente independentes e (pela mesma razao do 1° caso)
elas ndo pertencem a classe de uma fungao continua (portanto, nao pertencem a R). Assim,

tomando

My = span{y1,y2} = {a.y1 + B.y2; a, B € C}
temos que My é um subespaco de dimensao 2.
Afirmacao 2: RN My = {0}.

Prova da Afirmagao 2: Suponha que y € M,. Entao y = a.y; + 5.y2, onde «, f € C. Temos
4 casos a considerar:

(I) Se a« # 0 e =0, entdo y = a.y; e portanto, y nao pertence a classe de uma funcao
continua (pela mesma razao do 1°caso). Logo, y ¢ R.

(IT) Se a« = 0 e § # 0, entdo y = [.yo e portanto, y nao pertence a classe de uma fun¢ao
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continua (pela mesma razao do 1°caso). Logo, y ¢ R.
(III) Se a« # 0 e B # 0, entdo

;

a+p, setel0,1/4]

a, sete(1/4,1/2]

0, set e (1/2,1]

Logo, y é descontinua da forma acima e é facil verificar que y nao pertence a classe de uma
fung¢ao continua (pelo mesmo argumento utilizado nos pontos de descontinuidade do 1° caso).
Portanto, y ¢ R.

(IV)Sea=0e =0, entdo y = 0.

Portanto, de (I)-(IV) segue que R N My = {0}, o que prova a Afirmacao 2. O

Caso geral:

Para cada nimero inteiro ¢ > 1, defina

1, setel0,1/2
yi(t) =
0, sete(1/241].

Pode-se mostrar que essas fungoes sao linearmente independentes (tais que elas nao perten-
cem a classe de uma funcao continua). Observemos inicialmente que o argumento utilizado
no 2° caso vale de maneira geral com y;, e y;,, com ndimeros inteiros positivos i; # is. De

fato, suponhamos sem perda de generalidade que i; < i5. Desse modo, definindo

My = span {yiuym} = {a'yil + B-yiz; 0‘76 € (C}
temos que um elemento y € M, é da forma

(a+p3, sete 0,1/2%]

y(x) = a, sete (1/221/24]

0, set e (1/21,1]

\
Logo, o mesmo argumento utilizado no 2° caso (sobre os limites laterais nos pontos de
descontinuidade) mostra que R N My = {0}.

Agora, dado n € N arbitrario, definimos
My = span{yiy, Yigs - Yin } = {1y + @2.yi, + o Fanyi; o €CVI<j<n} (4
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com i1 < ip < ... < i, € N. Como essas funcoes yi; sao linearmente independentes, M, é
um subespaco de dimensao finita n.
Vamos mostrar que R N M,, = {0} para todo n € N, para qualquer subespaco M,, que tem

a forma (A) acima. Para tal objetivo, precisaremos da seguinte afirmagao.

Afirmagao 3: Se y = aq.yi, + Q2. + ... + .y, € M, € uma combinacao linear nao-nula
(isto €, existe 1 < j < n tal que a; # 0), entdo y € descontinua nos pontos do conjunto
nao-vazio {1/2'; 1< j<mn e «a; # 0} e como, além disso, o limite & esquerda e o limite &
direita nos pontos de descontinuidade existem e sao diferentes, entdo y nao pertence a classe

de uma fungao continua (pelo mesmo motivo dos casos anteriores).

Prova da Afirmacao 3: Provaremos fazendo inducao sobre n. J& vimos nos casos anteriores
que a afirmacao é verdadeira para os casos n =1en = 2.

Tome n € N arbitrario tal que n > 2.

Suponhamos que a afirmagao R N Mj, = {0} seja verdadeira para todo subespaco M;, (da
forma (A)) de dimensao k£ < n. Tome um subespago arbitrario M, ,; da forma (A) de

dimensao n + 1, ou seja,
Mii1 = 5pan {Yi,, Yigs s Yinsr } = {0100 + 02.Yiy + oo+ g1 Wiy s @, €CV1I<j<n+1},

com iy < ip < ... < i7L+1 € N.

Tome y € M, arbitrério, ou seja,

Y =1yt 02y + ot Qg1 Yi g = Z 5-Yi; + Qg1 Yigys -
j=1

Se algum dos escalares em {ozj}?:ll for zero, entdao y € M,, para um subespago M,, (da
forma (A)) de dimensao n e o problema esté resolvido (pois supomos que R N M,, = {0}).

Entao suponhamos que «; # 0 para todo j = 1,...,n 4 1. Desse modo, teremos que

( a1+ ag + ..+ g, se t €0,1/20+1]

ar+ag+ ...+ a,, sete (1/2m+11/2n]

ary, set e (1/2%2,1/21]

0, se t € (1/2 1]
Pelo mesmo argumento utilizado no 2° caso, obtemos que se y # 0, entdo y ¢ R, o que

conclui a indugao e prova a Afirmacao 3. [J
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Logo, para cada n € N, existem subespacos M,, de dimensdo finita n (logo, fechados) tais
que RN M,, = {0}, o que conclui o Exemplo 4.2. (J

Observacio 4.3 E importante destacar que o exzemplo acima é um caso particular de um
resultado de [ERD] no espaco de Hilbert ¢, que abordaremos com mais detalhes na Segdo
4.4 (pois L* e (* sio isomorfos - existe uma transformagao invertivel de L* sobre (*, com
inversa continua, que preserva o produto interno - na verdade: "Dois espacos de Hilbert

sao isomorfos se, e sd se, suas dimensées sao iguais" - wver, por exemplo, [DOU, Teorema

3.39]).

Com o Exemplo 4.2 estendemos para subespacos de dimensao n (para qualquer n € N) o
exemplo de dimensao 1 em [KUB5, p.5| que foi desenvolvido na Observagao 3.6. Além disso,
esse exemplo responde na afirmativa a Pergunta 3.13 apresentada no capitulo anterior ("Se
dim(M) =n > 1, onde n € N, entdo a condicdo R(X) N M # {0} dada no Lema 3.4 é

necessaria para a conclusao do lema?").

Desse modo, poderiamos questionar:

Pergunta 4.4 E possivel obter um subespaco M de dimensao infinita tal que RN M = {0},

onde R € um subespaco linear denso em K?

Como vimos no Exemplo 4.2 acima, se considerarmos M na Pergunta 4.4 com dimensao
finita, a resposta é afirmativa. Veremos com mais detalhes na Se¢ao 4.4 (no Exemplo 4.51)
que a pergunta acima tem resposta afirmativa. No entanto, inicialmente apresentamos
alguns exemplos originais referentes a essa pergunta. Aqui notaremos que a hipotese de que

M seja fechado na Pergunta 4.4 é importante.

Exemplo 4.5 Sejam K = L?[0,1] e R = C|0, 1]. Consideremos as fungoes y; definidas como

no Fxemplo 4.2, para 1 > 1, ou seja,

1, setel0,1/2
yi(t) =
0, sete(1/2',1]

e defina o sequinte subespaco linear de K:
N = span{y; i > 1}.
Entao RNN = {0}.
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De fato, note que N é um subespaco linear de dimensao infinita, pois o conjunto de fun-
¢oes geradoras {y;; i > 1} é um conjunto linearmente independente. Além disso, ' néo é

Yi

fechado, pois tomando a sequéncia (z, = > | %),>; em N, temos que

o0

y = % ¢ N (pois a soma é infinita) com z, =y

e y € L*0,1] pois

Logo,y € N” masy ¢ N.

Afirmagdo: RNN = {0}.

De fato, seja y € RNN. Como y € N, temos que y é uma combinacao linear finita de y;s.
Tomando ng como sendo o maior indice ¢ dos y; que aparecem na expressao de y, teremos
que

Y € span{y1, ..., Yno I -

Mas M,,, = span{y1, ..., Yn, } € um subespaco de K da forma (A) do Exemplo 4.2.
Logo,
y € RNM,,

e pela demonstracao realizada no Exemplo 4.2, temos que:
yeERNM,, =y=0.

Como y € RNN foi escolhido arbitrariamente, temos que R NN = {0}, o que conclui a

prova da afirmacao. [

Esse exemplo nos mostra que:

"Existe espaco de Hilbert complexo, separdvel e de dimensao infinita K tal que existe um
subespaco linear proprio R que é denso em K e existe um subespaco linear N' ndo

fechado de dimensao infinita em K tais que RNN = {0}.”

Isso nos motiva a fazer o seguinte questionamento:

Pergunta 4.6 Sejam K um espaco de Hilbert separdvel, complexo e de dimensdo infinita e
R um subespaco linear de K tal que R~ = K. Se considerarmos agora M = N, onde N
¢ um subespaco linear nao fechado de dimensao infinita tal que RN = {0}, teremos que

M € um subespaco (fechado) de dimensdo infinita. Vale
RNOM={0}7
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Apresentaremos agora um exemplo que mostra que a pergunta acima tem resposta ne-

gativa, ou seja, existem K,R e N como na pergunta acima tais que R NN = {0} mas

RAN™ #{0}.

Exemplo 4.7 Sejam K = L*[0,1] e R = C[0,1]. Seja N = span{x;; i > 1}, onde para

cada natural i > 1, definimos

0, setel0,1/2%)
zi(t) =
1, setel[l/21].

Entao, N é um subespaco linear de dimensao infinita que nao € fechado e ¢ tal que
RNAN ={0} mas RNN~ #{0}.
De fato, para cada n € N, defina
N = span{zy, Tiyy ooy, } = {12, + @224 + oo + @2y o € C,V1 <5 <n}

com i1 < iy < ... <1, €N.

Pode-se mostrar que o conjunto {z;; ¢ > 1} é um conjunto linearmente independente (tal que
nenhum dos x; pertence a classe de uma funcao continua, de maneira similar ao argumento
utilizado no Exemplo 4.2) e, portanto, que cada conjunto N,, é, na verdade, um subespago
de dimensao n. De maneira similar & Afirmacao 3 do Exemplo 4.2, pode-se mostrar que:
"Se r = aj.xy, + as.wi, + ... + @1y, € N, é uma combinagdo linear nido-nula (isto é,
existe 1 < 7 < n tal que a; # 0), entdo x ¢ descontinua nos pontos do conjunto nao-vazio
{1/24; 1 <j<n e a; #0} e como, além disso, o limite & esquerda e o limite a direita nos
pontos de descontinuidade existem e sao diferentes, entao x nao pertence a classe de uma
funcao continua."

Desse modo, podemos concluir que
RNON, = {0}
para todo n € N. Considerando agora
N = span{x;; i > 1},

temos que N & um subespaco linear de dimenséo infinita (pois o conjunto de fungoes gera-
doras {x;; i > 1} é um conjunto linearmente independente) e, de maneira similar ao desen-

volvido na Afirmacao do Exemplo 4.5, obtemos que
RNN ={0}.
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Resta mostrar que N nao é fechado e que RN N~ # {0}.

Tomando a sequéncia das fungoes geradoras (z,),>1 em N, temos que
Tp — T,

onde
z(t) = 1, paratodo t € (0,1] e z(0)=0.

Logo, z e N~ e x #0.

Afirmagdo: x ¢ N masz e RNN .

De fato, claramente temos que z € R pois x esta na classe de y € R dada por y(t) = 1, para
todo t € [0,1]. Desse modo, se z € N, entdao x € RNN = {0}, o que é um absurdo.

Logo, x € N~ mas = ¢ N.

Portanto, N nao é fechado e

r€RNN™ #£{0},

o que conclui o exemplo. [J

Com esse exemplo, temos que:

"Existe espaco de Hilbert complexo, separdvel e de dimensao infinita K tal que existe um

subespaco linear proprio R que é denso em K e existe um subespaco linear N nao fechado

de dimensao infinita em K tais que ROAN = {0} mas RNN~ # {0}.”

Observacao 4.8 Também € interessante destacar aqui que a Proposicao 3.7 também nos
fornece mais alguns exemplos onde a interse¢io R N M # {0} € verdadeira, que ocorre nos
casos em que o subespaco M tem dimensdo infinita e o seu complemento ortogonal M+ seja

um subespaco de dimensao finita.

De fato, se I é um espago de Hilbert separavel, complexo e de dimensao infinita, R é um
subespaco linear de K tal que R~ = K e M é um subespago de K de dimensao infinita tal

que o seu complemento ortogonal M+ tem dimensao finita, entao
(RAM)” = (RAM*)™ = M+ = M,

onde a primeira e a tultima igualdade seguem da Proposicao 1.17 e a igualdade intermediaria
¢ devida a Proposicao 3.7. Consequentemente, como M # {0} (pois M tem dimensao
infinita), entdo

RAM #{0}.
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Desse modo, os exemplos e a observacao acima nos motivaram a considerar uma nova
classe de transformacoes, que denominaremos de classe C. Como veremos nas proximas
secoes, essa classe serd uma ferramenta muito util para se trabalhar no contexto da teoria

de operadores em espacos de Hilbert complexos, separaveis e de dimensao infinita.

4.2 Transformacoes de Classe C

Nessa secao, apresentaremos o conceito de transformacoes de classe C, juntamente com
algumas das suas propriedades e aplicacoes no contexto da teoria de operadores. Veremos
também nessa secao, que algumas das perguntas em aberto listadas no Capitulo 2 possuem
respostas afirmativas se trocarmos as transformacoes "quaseafins" envolvidas por transfor-

macoes de "classe C."

Definigao 4.9 Seja X € B[H,K]. Dizemos que X é de classe C se para todo subespago
M C K com dim(M) = oo vale

R(X)NM # {0}

Nesse caso, denotaremos: X € C.
Abaixo apresentamos um exemplo trivial de uma sub-classe contida em C.

Exemplo 4.10 Todas as transformacoes sobrejetivas de B[H, K|, em particular as inverti-

veis, pertencem a classe C.

Veremos ao longo do texto mais alguns exemplos importantes dessa classe de transfor-
magoes (a saber, Exemplo 4.35 e Proposicao 4.37). Apresentaremos agora uma propriedade

natural da definicao de transformagoes de classe C.

Proposicdo 4.11 Se X € B[H,K] € de classe C, entao dim(R(X)) = occ.
Demonstracao: Vamos fazer a contrapositiva, ou seja, vamos mostrar que:
dim(R(X)) <o = X ¢C,

o que é equivalente a

XeC = dimR(X))= .
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Suponha que dim(R(X)) < oo (logo, R(X) é fechado). Como K = R(X) + R(X)* (ver, por
exemplo, Teorema 5.20 em [KUB7]) e K tem dimensdo infinita, entao dim(R(X)*) = oo, ou

seja, R(X)+ é um subespaco de K com dimensao infinita tal que
R(X)NR(X)* = {0},

o que implica que X ¢ C, como queriamos demonstrar.

Desse modo, temos em particular um exemplo de transformacgoes que nao pertencem a

classe C.

Exemplo 4.12 Se X € B[H, K] tem imagem de dimensao finita, entao X ¢ C.

Outro conceito importante e necessario no decorrer do texto é o seguinte.

Defini¢ao 4.13 Considere X € B[H,K], T € B[H] e L € B[K]. Dizemos que X C—

entrelaca o operador T ao operador L se X € de classe C e
XT=LX.

Nesse caso, dizemos que T e L estao C—entrelacados.

Observacio 4.14 E importante destacarmos que o conjunto formado pelos operadores que
sao C-entrelacados € nao-vazio, pois como vimos no Exemplo 4.10, transformacaoes invertiveis
sao de classe C, e dois operadores serem entrelacados por uma transformacgao invertivel quer
dizer que eles sao similares (ver Defini¢ao 3.8). Outro exemplo de transformacgao de classe
C que € importante em diversas situagoes € o operador shift que apresentaremos no Exemplo

4.35 (para mais detalhes sobre shifts, ver por exemplo [KUB1, Capitulo 2/).

Com esse novo conceito, poderiamos questionar a existéncia de subespagos invariantes
nao-triviais para operadores que satisfazem a relagcao X7 = LX de maneira semelhante a
Pergunta 2.3 trocando "transformada quaseafim" por "C-entrelacado", ou seja, poderiamos

questionar:
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Pergunta 4.15 Se T' € B[H] estd C-entrelagado a um operador normal N € B[K], entdo

T possui subespaco invariante nao-trivial?

Note que o questionamento acima foi motivado pela pergunta em aberto que listamos no
Capitulo 2:

"Pergunta 2.3: Uma transformada quaseafim de um operador normal possui

subespaco invariante nao-trivial?".

E importante observar que a Pergunta 2.3 requer a densidade da imagem da transforma-
¢ao que entrelaga os operadores envolvidos (como na Definigao 3.2). Ja a Pergunta 4.15 nao
requer densidade mas, em contrapartida, necessita de transformacoes de classe C e, conforme
veremos no Exemplo 4.35, nem toda transformacao de classe C tem imagem densa.

Veremos agora que a Pergunta 4.15 tem resposta afirmativa e que decorre como uma

consequéncia do seguinte resultado.

Teorema 4.16 Sejam X € B[H,K| de classe C e N € B[K] normal. Entao eziste um
subespago N -redutor nao-trivial M de dim(M) = oo tal que R(X) ¢ M.

Demonstragao: Seja N € B[K] normal arbitrario. Faremos a prova por absurdo, ou seja,

vamos supor que: para todo subespaco N-redutor ndo-trivial M de dim(M) = oo, vale
R(X)CM (¥

e vamos chegar em uma contradicao.

Afirmagao 1: Como N é normal e K tem dimensao infinita, entdo existe um subespaco

N-redutor nao-trivial M com dim(M;) = occ.

Prova da Afirmacao 1: De fato, pela Proposicao 1.25, o operador normal N possui subespaco
redutor nio-trivial M. Logo, M e M= sio N-redutores ndo-triviais e pelo menos um deles
tem dimensdo infinita, jA que X = M + M* (pelo Teorema 5.20 em [KUBT]) e K tem

dimensao infinita, o que conclui a prova da Afirmacao 1. [J

Por (%), temos que R(X) C M. O que implica que
R(X)N M ={0}.

Como X € C, entdo a igualdade acima garante que dim(M7) = n; < co. Logo, existe uma

base ortonormal finita para M7, digamos
My = span{e; 1 <i<n}.
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Agora, como M; é um subespaco N-redutor, entdo (N|a,)* = N¥|py 0 My — My (ver
[KUB7, Corolario 5.75]). Logo, Ny := N|ax, : My — M; é normal. Desse modo, pela
Afirmagao 1, como N; é normal e dim(M;) = oo, existe um subespago Nj-redutor nao-
trivial My C M (logo, N-redutor) com dim(Ms) = oc.

Novamente por (x), temos que R(X) C Ms. Logo,

R(X)N My = {0}.
Como X € C, isso implica que M3 tem dimenséo finita. Desse modo, como
My C My & My D MY,
podemos estender a base de M7 para obter uma base ortonormal para Mj, digamos:
My = span{e;; 1 < i< ny},

com n; < ns.

Como My é subespago N-redutor nao-trivial, entdo (N|p,)" = N m, + Mo — My (ver
[KUBY, Corolario 5.75]). Logo, Ny := N|um, : My — My é normal, com dim(Ms) = oo.
Assim, obtemos por uma inducdo simples que, para todo k > 1, existe um subespaco N-

redutor nao-trivial M, tal que:
1. dim(My) = oo;
2. R(X)C My;
3. R(X) N Mt = {0};
4. M3 = span{e;; 1 <i <ny},comny <ng< ...

Prova por inducao: Ja vimos anteriormente que para k = 1, temos que M; é um subespaco
N-redutor nao-trivial que satisfaz as quatro propriedades acima. Vamos mostrar agora que:
se as quatro propriedades acima valem para o subespaco N-redutor nao-trivial My, para
algum k£ > 1, entao as quatro propriedades continuam valendo para um subespaco N-redutor
nao-trivial M.

De fato, como M, é um subespago N-redutor ndo-trivial, entao(N |, )* = N¥|aq, : My —
M. (ver [KUBT, Corolario 5.75]). Logo,

Nk ::N|Mk2Mk—>Mk

é normal. Desse modo, pela Afirmacao 1, como Nj é normal e dim(M}) = oo, existe um

subespago Nj-redutor nao-trivial My.,1 C M, (logo, N-redutor) com
dim(My41) = 00, o que satisfaz 1.
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Novamente por (), temos que
R(X) € M1, o que satisfaz 2.

Logo,
R(X)N M, = {0}, o que satisfaz 3.

Como X € C, isso implica que /\/l/,irl tem dimensao finita. Desse modo, como
M1 C My & M, D M,
podemos estender a base de Mj- para obter uma base ortonormal para /\/lﬁﬂ, digamos:
Mgy = span {e;; 1 <i <npya},

com ny < ngy1, 0 que satisfaz 4, como queriamos demonstrar. Isso conclui a prova por

inducao. [J
Considere agora o subespaco
M’ = span{e;; i > 1} C K.

Afirmacgdo 2: dim(M’') = oo e R(X) N M’ = {0}.

De fato, claramente dim(M') = oo pois o conjunto gerador {e;; i > 1} é ortonormal. Resta
mostrar que R(X) N M’ = {0}.

Primeiramente, note que todo y € M’ pode ser representado de maneira tinica (pelo Teorema
da Série de Fourier em [KUB7, Teorema 5.48|) como

y= (yee.
i=1

Se existir yo € R(X) N M’ com yo # 0, entdo existe iop > 1 tal que

<Z/0,€z‘o> #0. (A)

Por outro lado, pela defini¢do dos €js (ver (4)), existe um ko € N tal que ¢;, € M. . Logo,
por (2), temos que yo € R(X) C My, e portanto,

(Yo, €i0) = 0. (AA)

Desse modo, (A) e (AA) nos levam a um absurdo, que decorreu do fato de supormos que
Yo € R(X)N M’ com yg # 0. Logo, R(X) N M" = {0}, o que conclui a prova da Afirmacao
2. 0

No entanto, com essa afirmacao, temos:
dim(M') =00 e RIX)NM ={0} = X ¢C
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o que contradiz nossa hipotese e conclui a demonstracao do teorema. O]

Como uma consequéncia desse teorema, obtemos o seguinte resultado.

Corolario 4.17 Sejam X € B[H,K], T € B[H] e N € B[K] tais que
XT=NX.
Se X € C e N € normal, entao T possui subespaco invariante nao-trivial.

Demonstracao: Pelo Teorema 4.16, sabemos que existe um subespaco N-redutor nao-

trivial M com dim(M) = oo tal que
R(X) £ M. (%)

Afirmagao: X' (M) é um subespago T-invariante nao-trivial.

De fato, como visto na demonstra¢ao do Lema 3.4, sabemos que X (M) é um subespaco T-
invariante. Resta mostrar que ¢ nao-trivial, ou seja, temos que mostrar que X (M) # {0}
e X' (M) #£H.

Como X € C e dim(M) = oo, entao R(X)NM # {0}. Pelo mesmo argumento utilizado no
Lema 3.4, temos que

R(X)NM # {0} = X (M) # {0}.

Por outro lado, também vale que X ' (M) # H, pois em caso contrério, teriamos que

o que contradiz a hipotese (x).

Logo, X *(M) é um subespa¢o T-invariante nao-trivial.

Esse corolario responde de maneira afirmativa a Pergunta 4.15 apresentada acima. Em
particular, esse corolario também responde na afirmativa a seguinte pergunta (que é mo-

tivada pela Pergunta 2.4 trocando "transformada quaseafim" por "C-entrelacado"):

Pergunta 4.18 Se um operador T estd C-entrelacado a um operador unitdrio, entao T

possui subespaco invariante nao-trivial?

45



Como as Perguntas 4.16 e 4.19 (que foram motivadas pelas Perguntas 2.3 e 2.4, respec-
tivamente) possuem respostas afirmativas quando utilizamos "transformagoes de classe C"
em lugar de "transformacoes com imagem densa', é natural questionar se é possivel obter
respostas afirmativas para casos particulares utilizando "transformacoes de classe C" em
lugar de "transformacoes com imagem densa", motivados pelas Perguntas 2.1, 2.2 e 2.5.
Assim como foi comentado anteriormente, as Perguntas 2.1, 2.2 e 2.5 requerem densidade
da imagem das transformacoes envolvidas, enquanto que as transfomacoes de classe C nao
necessitam da densidade da imagem, mas, em contrapartida, nem toda transformacao de
classe C tem imagem densa, como veremos no Exemplo 4.35.

Veremos agora que respostas afirmativas podem ser dadas para casos particulares. Para

tanto, precisaremos de alguns conceitos e resultados que apresentaremos abaixo.

Definigao 4.19 Sejam T € B[H] e M um subespago de H. Dizemos que M é um subespaco
T-hiperredutor se M é um subespaco T-hiperinvariante que reduz todo operador que comuta

com T

Pela Proposicao 1.25, todo operador normal nao escalar possui um subespaco hiperredu-

tor nao-trivial (se a dimensdo do espaco em que ele atua é maior do que 1).

Observacao 4.20 Segue diretamente da definicao acima, da defini¢ao de subespago redutor

e da definicao de subespaco hiperinvariante (pelas Proposicies 1.18 e 1.19) que:

M é T-hiperedutor < M e M= sao T-hiperredutores

& M e Mt sdo T-hiperinvariantes.

Com este conceito, podemos obter um resultado semelhante ao Teorema 4.16 com subes-
paco "hiperredutor" em lugar de subespaco "redutor". Na verdade, a mesma demonstracao
do Teorema 4.16 vale se adicionarmos uma condicao extra sobre o operador normal, como

apresentamos abaixo. Para tanto, vamos utilizar o seguinte conceito.

Definigao 4.21 Um operador T' € B[H)| ndao possui parte escalar se nao existe subespaco

invariante M para T tal que T|p € escalar. Em particular, T nao é escalar.

Agora temos condigoes de enunciar outro resultado importante que decorre do Teorema

4.16 e da definicao acima.
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Teorema 4.22 Sejam X € B[H,K] e N € B[K]. Se X € C e N é um operador normal que
nao possui parte escalar, entao existe um subespaco N -hiperredutor nao-trivial M tal que

dim(M) = o0 e R(X) ¢ M.

A demonstracao é idéntica a do Teorema 4.16, a hipotese de que N nao possui parte
escalar é para garantir a existéncia de subespacos M; que sao hiperredutores nao-triviais.

Em particular, temos o seguinte corolério.

Corolario 4.23 Sejam X € B[H,K| e N € B[K]. Se X € C e N é um operador normal
que nao possui parte escalar, entao existe um subespaco N -hiperinvariante nao-trivial M tal
que dim(M) = o0 e R(X) ¢ M.

Agora apresentaremos mais um conceito e um resultado necessarios para as proximas

propriedades dos operadores de classe C, que serao baseados em [KUBIJ.

Definicio 4.24 Seja T € B[H]. O comutante de T, denotado por {T}, é o conjunto de

todos operadores C' € B[H| que comutam com T, isto é,

(T} = {C € B[H]; CT = TC}.

Observacio 4.25 F fdcil verificar (ver por exemplo, [KUBI, p. 66]) que {T} ¢ um subes-

pago linear em B[H], isto é,

i 01702 € {T}/, YVae C= () +02,a.01 S {T}/

Proposigao 4.26 ([KUBI1, Proposicio 4.6]) Consideremos T € B[H|, x € H e M, =
{C’x; Ce {T}/}. Entao M, é um subespaco linear em H tal que M, é um subespago

T-hiperinvariante.

Demonstragcao: Primeiramente, vamos mostrar que M, ¢ um subespaco linear em H.
Sejam y1,y, € M, e a € C. Entao existem C;,Cs € {T}/ tais que y; = Cix e ys = Cox.
Logo,

y+ye=(C1+C)x € M, e

ay = a.Cix € M,,
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pois C; + Cy, a.C; € {T}. Segue dai que M, é um subespaco linear, o que implica que M
¢ um subespaco de H.
Resta mostrar que M é T-hiperinvariante.

Seja C' € {T} arbitrario. Se y € M., entdo existe Cy € {T'}’ tal que y = Cyx. Logo,
Cy=CCyx € M,, pois CCyc {T} .
Segue dai que C'(M,) C M, e, pela continuidade dos operadores, obtemos
C(M;) S M.

Como C € {TY} é arbitrario, segue que M & um subespaco T-hiperinvariante.

Agora estamos em condicoes de apresentar alguns resultados relacionados a casos parti-

culares motivados pela Pergunta 2.5, ou seja, casos relacionados com a seguinte pergunta:

Pergunta 4.27 Se existem operadores T € B[H|, L € B[K], X € B[H,K] eY € B[K, H]
tais que XT = LX, TY = YL e L possui subespaco hiperinvariante (respectivamente,
invariante) nao-trivial M, que condig¢oes devemos impor as transformagoes envolvidas (X
ou YY) para garantir a ezisténcia de um subespaco T-hiperinvariante (respectivamente, T'-

invariante) nao-trivial?

No primeiro resultado abaixo, apresentamos uma resposta parcial para a Pergunta 4.27
no caso em que o operador L € B[K] é normal sem parte escalar. A ideia é baseada na
demonstracao do Lema 4.7 de [KUB7].

Teorema 4.28 Sejam T € B[H], N € B[K], X € B[H,K] e Y € BIK, H] tais que
XT=NXeTY =YN.

Suponha que X € C e que N é normal sem parte escalar. Se'Y € injetivo, entao T possui

subespaco hiperinvariante nao-trivial.

Demonstragao: Pelo Corolario 4.23, sabemos que existe um subespago N-hiperinvariante

nao-trivial M tal que dim(M) = oo e

R(X) ¢ M. (%)
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Pela Proposicao 4.26, sabemos que
M, = {Cx; Ce {T}/}f

é T-hiperinvariante para cada x € H. Vamos mostrar que M, é nao-trivial para cada
r €Y (M) com x # 0.
Como Y é injetivo e M ¢é nao-trivial, existe z # 0 em Y (M). Portanto, segue diretamente

da definicao de M, que
M, #{0},
pois I € {T} e 0 # x = Ix € M,. Resta mostrar que
M, #H.
Primeiramente, note que XCY € {N}' para todo C € {TY}', pois
(XCY)N = XC(YN) = XO(TY) = X(CT)Y = (XT)CY = N(XCY).

Como M é N-hiperinvariante, segue que M é X CY -invariante, para todo C € {T'}. Agora
tome x € Y/(M) — {0}, isto é, tome u € M tal que x = Yu # 0.
Se y € M,, entdo existe C € {T}' tal que y = Cx = CYu. Segue dai que

Xy = (XCY)u € M
pois u € M e M é XCY-invariante. Logo,
X(M;) e M
e pela continuidade de X, temos que
X(M;) S M.
Como, por (%), X(H) = R(X) ¢ M, a inclusdo acima garante que
M, #H

como queriamos.

Observacao 4.29 Note que na demonstracao do teorema acima, o Coroldrio 4.23 foi utili-
zado para garantir que o subespaco M que estdvamos utilizando nao continha R(X). Desse
modo, se tiwermos que XT = LX, TY =YL e M é um subespago L-hiperinvariante que é
nao-trivial tal que Y (M) # {0} e R(X) ¢ M, entio a mesma demonstracio anterior ga-
rante que M € um subespaco T-hiperinvariante nao-trivial, para todo x € Y (M) — {0}. E
importante observar também que em [KUBI] € utilizado "densidade” da imagem das trans-
formacoes envolvidas para provar os resultados semelhantes aos apresentados acima, pois,

obviamente, nao sao utilizadas transformagoes de classe C em [KUB1].
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Desse modo, temos os seguintes resultados relacionados a Pergunta 4.27.

Teorema 4.30 Sejam T € B[H], L € B[K], X € B[H,K] eY € B[K,H] tais que
XT=LX eTY =YL.

Suponha que X € C, 'Y € injetivo e que M é um subespaco L-hiperredutor nao-trivial. Entao

T possui subespaco hiperinvariante nao-trivial.

Demonstragcao: Como M ¢é L-hiperredutor nao-trivial, entao
M e Mt (*)

sao L-hiperinvariantes nao-triviais (ver Observacdo 4.20). Sem perda de generalidade, po-
demos supor que dim(M) = oo (pois K = M + M* e dim(K) = o). Vamos analisar 2

Casos:

1° caso: dim(M?t) = oco.

Nesse caso, como X € C, entdao R(X) N M=+ # {0}, o que implica que
R(X) & M.

Como Y éinjetivo, entdo Y (M) # {0}. Como M ¢é L-hiperinvariante (ver (x)), a Observacao
4.29 garante que
M, ={Cx; Ce{T}}"

¢ T-hiperinvariante nao-trivial, para todo = € Y/ (M) — {0}.

2 caso: dim(M*) < .
Nesse caso, temos que M= é um subespago L-hiperinvariante nao-trivial tal que Y (M) #
{0} (pois Y é injetivo) e R(X) ¢ M=, pois dim(M™1) < oo e a Proposigao 4.11 garante que

X eC=dim(R(X)) = oc.

Agora, como M= ¢ L-hiperinvariante nao-trivial (ver (x)), a Observacao 4.29 com M* em

lugar de M, garante que M ¢é T-hiperinvariante nio-trivial, para todo x € Y (M=) — {0}.

Portanto, em qualquer caso, T" possui subespaco hiperinvariante nao-trivial.

Como consequéncia imediata das idéias apresentadas, temos o seguinte resultado.
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Corolario 4.31 Sejam T € B[H], L € BIK], X € B[H,K] e Y € BIK, H] tais que
XT'=LX eTY =YL,

e M C K um subespago L-hiperinvariante ndao-trivial tal que Y (M) # {0}. Se X € C e

dim(M*) = oo, entio T possui subespaco hiperinvariante nao-trivial.
Demonstracao: Como dim(M=*) =00 e X € C, entdo
R(X) N M+ #£{0}.

Mas isso implica que

R(X) ¢ M.
Como Y (M) # {0} e M ¢é L-hiperinvariante ndo-trivial, segue da Observacao 4.29 que T’

possui subespaco hiperinvariante nao-trivial.

U

Outro resultado que é consequéncia do Lema 3.4 e das transformacoes de classe C é o

seguinte corolério.

Corolario 4.32 Sejam T € B[H], L € BIK| e X € B[H,K] tais que
XT =LX.

Se X € Ce M C K é um subespaco L-invariante nao-trivial tal que dim(M) = oo e

dim(M™*) = oo, entdo T possui subespaco invariante nao-trivial.

Demonstracao: Pelo Lema 3.4, sabemos que X (M) é um subespago T-invariante. Resta
mostrar que X ~!(M) é ndo-trivial.

Como X € C, entao:
o dim(M) =00 = R(X)NM#{0} = X Y(M)#{0};

o dim(Mt)=00 = R(X)NML#£{0} = X(H)=R(X)¢M = XY M)#H,
(pois X(X~1(M)) C M).

Portanto, X (M) é um subespago T-invariante nao-trivial.

U

Note que a hipétese dim(M=*) = oo no Corolario 4.32 foi utilizada apenas para garantir

que R(X) ¢ M. Portanto, temos o seguinte caso mais geral:
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Corolério 4.33 Sejam T € B[H], L € BIK| e X € B[H,K] tais que
XT =LX.

Se X € C e M C K € um subespaco L-invariante nao-trivial tal que dim(M) = oo e

R(X) ¢ M, entao T possui subespaco invariante nao-trivial.

Como vimos até o momento, algumas perguntas em aberto relacionadas a "transforma-
¢oes com imagem densa" possuem respostas afirmativas se considerarmos as "transforma-
coes de classe C" em lugar de "transformacgoes com imagem densa'". Desse modo, é relevante

perguntarmos:
Pergunta 4.34 Serd que toda transformacao de classe C tem imagem densa?

A resposta para essa pergunta é negativa, como mostraremos no préoximo exemplo, ou

seja, existem transformacoes de classe C que nao possuem imagem densa.

Exemplo 4.35 Eziste uma transformacao de classe C que nao tem imagem densa. Con-
sideremos o espaco de Hilbert (? das sequéncias de nimeros complexos que sao quadrado-

somduveis, ou seja,
oo
2= {(an);;ol; > ol < oo} :
n=1
Considere o operador S, : (> — (% definido por
S+(Of1, g, ) . (0, a1, A9, ),

chamado de shift unilateral & direita. Afirmamos que Si nao tem imagem densa mas € uma

transformacao de classe C.

De fato, seja {ey, es, ...} a base canonica unitéria de 2. Claramente, temos que
R(S;) = span{e;; i > 2}

e portanto, S; nao tem imagem densa (pois R(S;) ¢ um subespaco fechado e e; ¢ R(S,)).
Por outro lado, S, é uma transformacao de classe C, como mostraremos agora.
Suponha, por absurdo, que Sy ¢ C. Entao existe um subespago M com dimensao infinita
tal

R(S ) NM={0}. (x)

52



Pelo Teorema da Série de Fourier (ver Teorema 5.48 em [KUBT|), sabemos que todo z € ¢>

pode ser escrito de maneira tinica como

oo
x = Z - = ()0 .
n=1

Como vale (x), entdo dados dois elementos distintos = = (,)% 1,y € (8,)22, € M, temos
que oy # 0 e ;1 # 0. Como dim(M) > 1, podemos supor que z e y sdo linearmente

independentes (LI). Desse modo, temos que:
. O#x—%yej\/l, pois x e y sao LI e M é um subespaco; e
e 0#x— %?/ = (Mm)oz1 € R(S+), pois v = oy — %-51 =0,

o que contradiz (x).
Portanto, S, é uma transformacao de classe C que nao tem imagem densa, o que finaliza o

exemplo. []

De maneira similar, poderiamos perguntar se a reciproca é verdaderia, ou seja:
Pergunta 4.36 Serd que toda transformacao com imagem densa € de classe C?

Essa pergunta serad analisada com mais detalhes na Secao 4.4.

Continuando com as transformacoes de classe C, e baseado na ideia utilizada no Exemplo
4.35, apresentaremos agora um resultado que nos fornece uma condi¢ao necesséria e suficiente

para uma transformacgio (com imagem fechada) pertencer a classe C.

Proposigao 4.37 Seja X € B[H,K]. Entao

(a) Se X € C, entio dim(R(X)') < .
(b) Se R(X)™ = R(X) e dim(R(X)*) < oo, entao X € C.

Demonstracao:
Prova de (a): Se X € C, entdo dim(R(X)1) < oo, pois em caso contrario, R(X)* seria

um subespaco de K com dimensao infinita tal que
R(X)NR(X)* = {0},

o que contradiz o fato de X € C.
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Prova de (b): Suponhamos agora que dim(R(X)') < oo e que R(X) ¢é fechado. Vamos
mostrar que X € C.
Se dim(R(X)*) =0, entdo R(X)* = {0} o que implica que

ou seja, X é sobrejetivo e portanto X € C.
Suponhamos entdo que dim(R(X)*) = n > 1. Seja M um subespaco arbitrario de K com

dimensao infinita. Temos que mostrar que
R(X)N M #{0}.

Tome n + 1 vetores linearmente independentes 21, ..., 2,11 € M. Como M C K = R(X) +
R(X)* (pelo Teorema 5.20 em [KUB7| e R(X)™ = R(X)), entdo existem 21, ..., T, €
R(X) e yi, ..., yns1 € R(X)* tais que

Como dim(R(X)%) = n, entdo o conjunto {y;; i =1,...,n + 1} é linearmente dependente,

ou seja, existem escalares nao todos nulos ay, ..., a1 € C tais que

n+1

Zai.yi =0. (k)
i=1

Agora, como {z; i=1,...,n+1} & um subconjunto de M linearmente independente e
{a;;i=1,...,n+ 1} # {0}, entdo:

LO0#AY " aiz e M e

por (*) por (sx)

2. 0 Y M vz =Y s+ X iy o S s € R(X).

Logo,
n+1

0#> a;z € R(X)NM,
i=1

como queriamos demonstrar. Portanto, X € C.

Observacao 4.38 Lembrando que a codimensao de um subespaco M C IC, denotado por

codim(M), € a dimensio de qualquer complemento algébrico de M em K (complemento
algébrico de M C K é um subespago N C K tal que MNN = {0} e K= M+ N ), entdo

0 QUE @ Proposicao GCIMa nos mostra € que:
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(a) Se X € C, entdo dim(R(X)*) < co.
(b) Se R(X) € fechado de codimensdo finita, entio X € C.

E isso nos mostra que a hipotese X € C € forte.

Finalizaremos essa secao com um resultado que nos fornece uma caracterizacao dos ope-

radores de classe C.

Teorema 4.39 Seja X € B[H,K]. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(i) R(X)NM # {0} para todo subespago M de dimensao infinita em I, isto é, X € C.
(ii) dim(R(X) N M) = oo para todo subespago M de dimensao infinita em K.

Demonstrag¢do: Trivialmente (i7) = (7).

Mostremos que (i) = (ii). Faremos a prova por absurdo: provaremos que (i) e a negacao
de (i7) nos levam a um absurdo. Suponha a negacdo de (i), isto é, suponha que existe um
subespaco M de K tal que dim(M) = oo e dim(R(X) N M) =n < oo.

Suponha que (7) seja verdade. Entao
R(X) N M # {0},

logo dim(R(X)NM) =n > 1. Como R(X)NM & um subespaco linear (pois é a interse¢ao
de subespacos lineares) que é fechado (pois tem dimensao finita), entdo existe uma base

ortonormal {ey, ..., e, } para R(X) N M, ou seja,
R(X)NM = span{ey,...,e,} .

Agora, como R(X) N M é& um subespago contido no subespago M e dim(M) = oo, entao
podemos estender essa base de R(X) N M para uma base ortonormal {e;;i > 1} para M,
isto é,

M = span{e;;i > 1} .

Considere o subespaco
M’ = span{e;i>n+1}" .

Claramente, M’ C M e M’ é um subespaco de dimensao infinita de . Logo, por (i), existe
r € R(X)NM com z # 0.
Como M’ C M, entao

reR(X)NM CR(X)NM = span{ey,....,en},
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o que é um absurdo pois

x#0

re M =span{e;i >n+1},

que é ortogonal & span{ey,...,e,}. Essa contradi¢do conclui a prova do teorema.

Combinando os resultados até entdao apresentados, mostraremos na proxima segao que
todas as perguntas em aberto listadas no Capitulo 2 possuem respostas afirmativas se supu-

sermos o caso particular onde as transformacoes envolvidas pertencam a classe C.

4.3 Subespacos Invariantes e Transformacoes de Classe

C

Nessa secao, veremos como as transformacgoes de classe C podem colaborar positivamente
para a busca de respostas parciais para problemas em aberto existentes na teoria de ope-
radores em espacos de Hilbert complexos, separaveis e de dimensao infinita. Iniciaremos
apresentando um teorema que resulta da combinacao do Lema 3.4, do Corolério 3.8 e da

Definicao 4.9, do qual temos uma extensao do Corolério 3.8.

Teorema 4.40 Suponha que T € B[H] estd densamente entrelacado ¢ L € BIK], ou seja,
eriste X € B[H,K] tal que R(X)™ = K e XT = LX. Se L possui um subespaco redutor

nao-trivial e X € C, entao T possui subespaco invariante nao-trivial.

Demonstracao: Seja M é um subespaco nao-trivial de I que é L-redutor. Temos dois

casos a considerar:

1° caso: Se dim(M) < oo, entdo o Corolario 3.8 garante que X '(M™) ¢ um subespago

invariante nao-trivial para 7.
2° caso: Se dim(M) = oo, como X € C, entdo
R(X)N M #{0}.

Logo, como M ¢é L-invariante nao-trivial e R(X)~ = K, segue do Lema 3.4 que X 1 (M) é

um subespaco T-invariante nao-trivial.

Portanto, em qualquer caso, T' possui subespaco invariante nao-trivial.
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Segue diretamente do 2° caso da demonstragao do Teorema 4.40 o seguinte corolério.

Corolario 4.41 Suponha que T' € B[H]| estd densamente entrelacado & L € B[K], ou seja,
eriste X € B[H,K] tal que R(X)” = K e XT = LX. Se L tem um subespago invariante
nao-trivial M de dimensao infinita e X € C, entao existe um subespaco invariante nao-trivial

para T'.

Como caso particular do Teorema 4.40, temos também o seguinte resultado (que genera-

liza o Corolario 3.9).

Corolario 4.42 Suponha que T € B[H] é uma transformada quaseafim de L € BIK], ou
seja, existe X € B[H,K] quaseafim tal que XT = LX. Se L tem um subespaco redutor

nao-trivial e X € C, entao T possui um subespaco invariante nao-trivial.

Esse corolério responde de maneira parcial e afirmativa, para o caso particular de
transformagoes de classe C, a seguinte pergunta em [KUBI, p. 68|, que foi apresentada no
Capitulo 2:

Pergunta 2.2: "Uma tranformada quaseafim de um operador redutivel tem

subespaco invariante nao-trivial?"

Em [RADIL, p. 194] e em |[KUBI, p. 68| existe a seguinte questao (que também foi

exposta no Capitulo 2):

Pergunta 2.3: "Uma tranformada quaseafim de um operador normal possui um

subespaco invariante nao trivial?"

Vimos que a Pergunta 2.2 acima tem resposta parcial afirmativa para o caso particular de
transformacoes de classe C pelo Corolario 4.42. A Pergunta 2.3 acima é um caso particular
da Pergunta 2.2, pois todo operador normal é redutivel (isto é, tem subespago redutor nao-
trivial, caso atue em espaco de dimensdo maior do que 1, (ver Proposi¢do 1.25)). Desse
modo, para o caso particular de transformacoes de classe C, obtemos como consequéncia o

Teorema 4.40 e respondemos de maneira parcial, mas afirmativamente, a Pergunta 2.2 e, em
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particular, respondemos parcialmente também a Pergunta 2.3, tudo para o caso particular

de transformacoes de classe C. Ambas as perguntas no caso geral permanecem em aberto.

Desse modo, temos mais um caso particular imediato do Teorema 4.40.

Corolario 4.43 Suponha que T € B[H]| estd densamente entrelacado a um operador normal
N € BIK], ou seja, existe X € B[H, K] tal que R(X)” =K e XT = NX. Se X € C, entao

T possui um subespaco invartante nao-trivial.

Observacao 4.44 Note que o Coroldario 4.43 também é um caso particular do Coroldrio
4.17. De fato, observe que a hipdtese R(X)~ = K no enunciado do coroldrio acima é

desnecessdria pelo Coroldrio 4.17.

Apresentaremos agora mais uma consequéncia imediata dos resultados acima. Para tal
objetivo, lembremos que: como todo operador unitario é normal (isso segue da propria
definigao), e como respondemos a Pergunta 2.2 de maneria parcial afirmativa (claro, supondo
transformagoes de classe C), entdo segue como um caso particular imediato da Pergunta 2.2

a seguinte afirmacao:

Se T € B[H| é uma transformada quaseafim de um operador unitdrio U € B[K],
ou seja, se existe X € B[H, K| injetivo tal que R(X)" =K e XT =UX, e se

X €C, entao T possut um subespaco invariante nao-trivial.
Note que essa afirmacao responde de maneira parcial afirmativa a Pergunta 2.4 apre-
sentada no Capitulo 2, para o caso particular de transformacoes de classe C:

Pergunta 2.4: "Uma transformada quaseafim de um operador unitdrio possui

subespaco invariante nao-trivial?"
Portanto, temos o seguinte caso particular para contragoes:

Se uma contragdo T € B[H] é uma transformada quaseafim de um operador
unitdrio U € BIK]|, ou seja, se existe X € B[H,K]| injetivo tal que R(X)” =K e

XT=UX, e se X €C, entao T possut um subespaco invariante nao-trivial.
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Claro, como caso particular, isso também responde de maneira parcial afirmativa,
para transformacoes de classe C, a seguinte pergunta de [KUB1, p. 73, Pergunta 2| que

apresentamos no segundo capitulo desse trabalho:

Pergunta 2.1°: "Uma contragcao que é uma transformada quaseafim de um

operador unitdrio, possut subespaco invariante nao-trivial?"

No entanto, essa pergunta é equivalente a seguinte pergunta de [KUBI1, p.72, Pergunta

1] e [IKUB2] que foi exposta no Capitulo 2:
Pergunta 2.1: "Uma contragdo T ¢ Cy tem subespago invariante ndo-trivial?"

Como respondemos de forma parcial, para o caso particular de transformacoes de classe
C, e afirmativamente a Pergunta 2.1°, e as Perguntas 2.1 e 2.1 sao equivalentes, entao temos

também uma resposta parcial afirmativa para a Pergunta 2.1.

Finalizaremos essa secao com mais duas consequéncias dos resultados vistos até o mo-
mento, a saber, o Teorema 4.48 e o Teorema 4.49. Como caso particular e imediato do

Corolario 4.42, temos o seguinte corolério.

Corolario 4.45 Suponha que T € B[H] e L € B[K]| sao quasesimilares, ou seja, se existem
transformacoes quaseafins X € B[H,K] e Y € B[K, H| tais que

XT'=LX e TY =YL.

Se X € C (respectivamente, Y € C) e L (respectivamente, T') possui um subespaco redutor

nao-trivial, entao T (respectivamente, L) possui um subespaco invariante nao-trivial.

Na verdade, vale um resultado mais geral, a saber, o Teorema 4.48 abaixo. Para provar tal

teorema, precisamos da seguinte proposicao que pode ser encontrada em [KUB7, Proposicao
5.76].

Proposicao 4.46 Se X € B[H, K], entao:
(a) N(X) = R(X*)t = N(X*X).

(b) R(X)™ = N(X*)t = R(XX*)".

(@) N(X*) = R(X)t = N(XX™).

(b*) R(X*)™ = N(X)t =R(X*X)".
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Observagao 4.47 Seja X € B[H,K]. X € injetiva se, e somente se, N(X) = {0}. Além

disso, a Proposicao 4.46 garante que:
R(X*)™ = N(X)" = {0} = H.

Portanto,

X injetiva = X* tem imagem densa.

Agora estamos em condicoes de apresentar outra consequéncia envolvendo transformagoes

de classe C.

Teorema 4.48 Suponha que T € B[H] e L € BIK]| sao quasesimilares, ou seja, se existem
transformacoes quaseafins X € B/H,K] e Y € B[K, H] tais que

XT'=LX e TY =YL.

Se X € C e M é um subespaco de K que € L-invariante nao-trivial, entao T possui um

subespaco invariante nao-trivial.

Demonstracao: Temos dois casos a considerar:

1° caso: Se dim(M) = oo, como X € C, entao
R(X)N M #{0}.

Como XT = LX, R(X)” =K e R(X) N M # {0}, o Lema 3.4 garante que X (M) é um

subespaco invariante nao-trivial para 7T

2° caso: Suponha dim(M) < oc.

Como Y ¢ injetiva, segue da Observacao 4.47 que Y* tem imagem densa, ou seja,
RY" ) =K. (1)
Pela Proposi¢ao 3.7, como dim(M) < oo, temos que
RY* )N M+ £{0}. (1)
Agora, como TY = Y L, entdo (ver, por exemplo, [KRE, Teorema 3.9-4])
YT =L"Y*. (III)

Além disso, como M & L-invariante nao-trivial, entdo segue da Proposicao 1.18 que Mt é
um subespaco L*— invariante nao-trivial.

Desse modo, de (1), (/1) e (I11), juntamente com o Lema 3.4, obtemos que
Y*—l(ML)
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¢ um subespaco T*—invariante nao-trivial. Portanto, segue da Proposicao 1.18 que T possui

um subespaco invariante nao-trivial, a saber,
[V (M)
Logo, em qualquer caso, T possui subespaco invariante nao-trivial. [

Com esse resultado, mostramos que:

Se T € B[H] e L € BIK] sdo quasesimilares, X € B[H, K| é quaseafim e de classe
C, tal que XT = LX, e L possui subespacgo invariante nao-trivial, entao 7" admite

um subespaco invariante nao-trivial,

o que responde de maneira parcial, para transformacoes de classe C, e afirmativa a Per-
gunta 2.5, que pode ser encontrada em [RAD1, p. 194] e em [KUBI, p. 68|, que apresentamos
no Capitulo 2:

Pergunta 2.5: "Quasesimilaridade preserva subespacos invariantes

nao-triviais?"

Note que na demonstragao do Teorema 4.48 nao utilizamos a injetividade do operador X.
Além disso, a injetividade do operador Y foi utilizada apenas para garantir que R(Y*)~™ = IC,
e a densidade da imagem de Y nao foi utilizada.

Desse modo, a mesma demonstracao do Teorema 4.48 vale para um resultado mais geral,

a saber, o Teorema 4.49 abaixo.

Teorema 4.49 Sejam T € B[H|,L € BIK|, X € B[H,K] e Y € B[K,H] tais que
XTI'=LX e TY =YL.

Se M € um subespaco de K que € invariante nao-trivial para L, entdo:

1. Se dim(M) = oo, basta que X € C para obtermos que X (M) é um subespaco

invariante nao-triwvial para T'.

2. Se dim(M) < oo, basta que R(Y*)™ = K para garantirmos que [Y*"{( ML) é um

subespaco invariante nao-trivial para T'.
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Estas sao as principais consequéncias encontradas utilizando transformacoes de classe C,
juntamente com os resultados vistos nos capitulos anteriores. Como comentamos anterior-
mente, combinando os resultados existentes com essa nova classe, obtemos respostas parciais
afirmativas para todas as cinco perguntas em aberto na teoria de operadores em espagos de

Hilbert que enunciamos anteriormente, para o caso particular de transformacao de classe C.

Na proxima secao veremos mais alguns resultados com respostas parciais para as per-
guntas listadas nos Capitulos 2 e 3, além de analisarmos o caso em que a imagem das

transformacoes envolvidas satisfaz uma determinada condigao.

4.4 Resultados Adicionais

Nessa secao, finalizaremos esse capitulo apresentando alguns resultados parciais com rela-
¢ao as perguntas em aberto listadas anteriormente, que foram motivados pela Pergunta 4.36
(Sera que toda transformacdo com imagem densa é de classe C7). Tal pergunta é um caso

particular da seguinte questao:

Pergunta 4.50 Se R ¢ um subespaco linear denso em IC e M é um subespaco de dimensao
infinita em KC, vale que

RNAM £ {0}?

Essa pergunta possui resposta negativa, como apresentaremos agora. De fato, se
R = coo := {(a,)221; a, # 0 somente para finitos n's}

(o espaco vetorial das sequéncias com apenas um nimero finito de coordenadas nao-nulas),

entao sabemos que R é denso em

= {<an>;:°1; S Jol” < oo}

n=1
para todo 1 < p < oo. Em 1964, foi construido em [ERD, Corolario do Teorema 4] um
subespaco M C £? tal que dim(M) = oo e

N M={0},

para todo p < 2. Em particular,
RN M = {0},

o que responde a Pergunta 4.50 na negativa, ja que ¢? ¢ um espaco de Hilbert e M ¢ um

subespaco de dimensao infinita de ¢2. A referéncia [ERD| nos foi encaminhada por Paulo

62



César M. Vieira. Apresentaremos abaixo uma simplificacdo do exemplo de [ERD| que nos

foi sugerida por Nilson da Costa Bernardes Junior (N. C. Bernardes Jr.).

Exemplo 4.51 Consideremos K = (*, R = ¢y e {N1, No,...} uma particio infinita de

N ={1,2,3,...} em subconjuntos infinitos e dois a dois disjuntos. Para cada m € N, defina

(m)

onde x; (m)

=0 para j & Ny, € ; = 55 para j € Np,.

E facil verificar que 2™ € ¢2, para todo m € N e que
<x(m)7x(n)> -0

sempre que m # n. Desse modo, o conjunto {x(m); m=1,2, } é ortogonal em K e, por-

tanto, o conjunto
{fimym=1,2,..}

z) (||.]] representa a norma usual de ¢?). Considere agora

z(m)

é ortonormal, onde f(™ :=

|
M = span {f(m); m=1,2, }7 )
Claramente, M é um subespaco fechado de I com dimensao infinita.

Afirmacao: RN M = {0}.
De fato, dado y € M, como {f(m); m = 1,2,...} ¢ uma base ortonormal para M, pelo
Teorema da Série de Fourier aplicado ao espaco de Hilbert M, podemos escrever y de maneira
Ginica como -

=y, fm) fom.

m=1

Se y # 0, entdo existe ao menos um mg € N tal que

<y7 f(m0)> £ 0.

Como os f™ foram construidos a partir de uma particdo de N, nenhuma das coordenadas
de y associadas ao termo <y,f(m0)> fmo) pode ser anulada pelos demais termos da série
acima. Logo, como cada f(™ possui infinitas coordenadas nio-nulas, entdo y possui infinitas

coordenadas nao-nulas, ou seja, y ¢ R. Portanto,
RNM = {0},

o que prova a Afirmacao e conclui o exemplo. [J
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Fazendo pequenas modificacoes, o mesmo argumento acima pode ser utilizado na cons-

trucao realizada em [ERD] para concluir que
RNM ={0}.

Desse modo, como comentado na Secao 4.1, esse exemplo responde na afirmativa a Pergunta
4.4. Além disso, esses exemplos nos levam a intuir a possibilidade da Pergunta 4.36 ("Sera
que toda transformacdo com imagem densa é de classe C?") possuir resposta negativa. No

entanto, nao conseguimos responder a essa pergunta.

Como vimos acima, a Pergunta 4.50 possui resposta negativa. O que aconteceria se
enfraquecermos um pouco as hipoteses sobre o subespaco M naquela pergunta, no seguinte

sentido:

Pergunta 4.52 Se R ¢ um subespaco linear denso em I e M é um subespaco arbitrdrio

em K, vale que

RNM# {0} ou RNM*E #£{0}?

A Proposicao 3.7 apresentada anteriormente garante que essa pergunta (Pergunta 4.52)
tem resposta afirmativa nos casos em que M ou M+ tem dimensdo finita. Desse modo, a

principal questao é:

Pergunta 4.53 A Pergunta 4.52 tem resposta afirmativa quando os subespacos M e M=+

tém dimensao infinita?

Mostraremos no exemplo abaixo que, além dos casos em que M e M tem dimensio
finita (como comentado acima), temos mais um caso afirmativo para a Pergunta 4.52, que

serd baseado no Exemplo 4.51.

Exemplo 4.54 Consideremos K = (?, R = cop e {N1, No, ...} uma particio infinita de

N ={1,2,3,...} em subconjuntos infinitos e dois a dois disjuntos. Para cada m € N, defina

(m) _ » (m) _ 1 ~
onde x; " =0 para j ¢ Ny, e x; " =57 para j € Ny,
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Como vimos no Exemplo 4.51, temos que

M = span {f™; m =1,2,..} |

onde f(m) .= z(™) , ¢ um subespaco fechado de K com dimensao infinita tal que
RNM = {0}.

Vamos mostrar que dim(M*) = oo e que
RN M+ #£{0}.

Como RN M = {0}, segue da Proposi¢ao 3.7 que
dim(M™*) = oo.

Suponha, sem perda de generalidade, que Ny = {1 < j; < jo, ...}, ou seja,

o—(ro. .0t 0t
T = 57 yoeeny 7277 g eeny 7@, y oen .

Considerando a sequéncia y := (¥, )n,>1 tal que

1 1

Y1:= 57 Y = 75

o 5 € Un= 0 para todo n # 1, jy,

ou seja,

1 1
Yy = (yn)n>1 - (ﬁ,o, ...,O, —5,0,0, ) € Cop = R,

vemos facilmente que
1
W = — (20 4} = 0. I
(fD.y) 120 (=W, y) (1)

Além disso, para todo m > 2 (pela definicdo dos f(™)) segue que
(f™. yy=0. (II)
Como {f(m); m=1,2, } é uma base para M, segue de (I) e (I1) que
y e M™*.
Logo, 0 # y € RN M+, o que conclui o exemplo, isto é
RN M+ #{0}.

Fazendo pequenas modifica¢oes, o mesmo argumento acima pode ser utilizado na cons-

trugdo realizada em |[ERD] para concluir que
RNAM={0} mas RNM*+#{0}.
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Note que o Exemplo 4.51 (assim como o resultado em [ERD]) exibe uma situagido em que
RNM = {0},
e mostramos no exemplo acima que nesses casos, vale que

RN M+ #{0}.

No entanto, N. C. Bernardes Jr., em comunicacao pessoal, nos sugeriu um exemplo que
mostra que as Perguntas 4.52 e 4.53 possuem respostas negativas. Na verdade, ele sugeriu

um resultado mais geral, como apresentaremos no exemplo abaixo.

Exemplo 4.55 Seja X um espaco de Banach separdvel e sejam M e N subespacos de X

de codimensao infinita. Entao existe um subespaco linear R que € denso em X tal que
RNM={0} e RNN = {0}.
Para a demonstracao, necessitamos das seguintes afirmacoes:

Afirmacgao 1: Se M é um subespago proprio de X, entdo interior de M (que denotaremos

por int(M)) é vazio.
Prova da Afirmacao 1: Se existisse x¢ € int(M), entdo existiria € > 0 tal que
B(zg,e) ={x € X; ||z — x| < e} C M.
Como M é um subespaco, entao teriamos que
B(0,¢) = B(xg,€) — {xo} = {x — xo; © € B(xo,€)} C M.

Mas seguiria dai que
nB(0,e) C M, Vn €N,

o que implicaria que
X C M,

pois todo x € X pertence a algum nB(0,¢). Assim, teriamos que X = M, o que é um

absurdo. Portanto, int(M) = ), o que conclui a prova da Afirmacao 1. O

Afirmacao 2: Se M e N sao subespacos lineares proprios de X, entao M U N tem interior

vazio.
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Prova da Afirmacao 2: Se M é um subespaco contido propriamente em A, entao M UN = N

e a Afirmacao 1 nos garante que
int(MUN) = int(N) = 0.

O caso em que AN é um subespaco contido propriamente em M é andlogo. Logo, podemos
supor que

MZgN e Ng M. (I)
Suponhamos que exista xq € int(M UN). Entao existe ¢ > 0 tal que
B(zg,e) C MUN.
Temos 3 casos a considerar:

1° caso: Suponhamos xy € M mas x¢ ¢ N.
Tomando yo € N, com yo ¢ M (tal yo existe por (1)), temos que a sequéncia (,)52,; dada
por

xn:xo—k%yo, Vn >1
é uma sequéncia em X tal que
T, ¢ MUN, para todon > 1. (II)
Note que x, — x¢ quando n — oo. Logo, existe ng > 1 tal que
Tn € B(xg,e) CMUN, ¥V n > ng,
o que contradiz (I7). Logo, esse caso nao pode ocorrer.
2° caso: Se supusermos que o € N mas zg ¢ M, temos um caso anilogo ao anterior.

3° caso: Suponhamos que 7o € M NN
Como M e N sao subespacgos e g € M NN, dado y € B(xg,e) C MUN, temos que

y—1x90 € MUN.
Mas isso implica que
B(0,€) = B(xg,€) —{xo} = {y — xo; y € B(xo,€)} C MUN.
Como M e N sao subespagos e B(0,¢) C M UN, entao
nB(0,e) C MUN, Vn > 1,

o que implica que

X=MUN,

pois todo = € X pertence a algum nB(0,¢). Mas isso é um absurdo pois como M e N

satisfazem (I), existe z € M com z ¢ N e existe y € N tal que y ¢ M e dai segue que
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r+yeX masz+y ¢ MUN.

Logo, esse caso também nao pode ocorrer.
Portanto, nenhum dos casos pode ocorrer e, desse modo, também nao pode existir xg €

int(MUN), o que conclui a prova da Afirmacéo 2. [

Agora estamos em condicoes de provar o exemplo. Como X é separavel, entdo existe uma,
sequéncia (2,)32; que é densa em X. Agora, como M UN tem interior vazio, existe y; €
B(xq;1) tal que

y1¢MUN.

Sendo M e N subespacos de X de codimensao infinita, entao M+ span {y;} e N +span {y, }

sao subespacos lineares proprios de X' e, pela Afirmacgao 2, sabemos que
int (M + span{y1}) U (N + span{y,})) = 0,
donde existe y € B(x9;1/2) tal que

Y2 & (M + span{y1}) U (N + span {y:}).

Novamente, utilizando o fato de que M e N sdo subespacos de X de codimensao infinita,
entdo int (M + span{y1,y2}) U (N + span{y1,y2})) = 0. Logo, existe y3 € B(x3;1/3) tal

que
ys ¢ (M + span{yi,y2}) U (N + span {y1,y2}).

Prosseguindo dessa maneira, obtemos uma sequéncia (y,)°° ; que tem as seguintes proprie-

dades, para todo n > 2:

(1) yn € B(xn; 1/n);
(2) yn & (M + span{yi,...;yn-1}) U N + span{y1, ..., yn_1});
(3) e como (z,)52, é densa em X, entdo segue de (1) que (y,)5°; é densa em X.
Logo, de (3) segue que
R = span {y1, Yo, Y3, ...}

é um subespaco linear que é denso em X. Note também que R # X, pela seguinte afirmacao.

Afirmacao 3: Espacos de Banach de dimensao infinita ndo possuem base de Hamel enu-

meravel.

Prova da Afirmacao 8: Suponha que o espaco de Banach X’ de dimensao infinita tenha uma

base de Hamel enumeravel

{61, €9, } .
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Para cada inteiro n > 0, considere o subespaco linear
M, = span{eq,....,e,} .

Como M,, tem dimensao finita, ¢ fechado em X. Agora, como X tem dimensao infinita,
entdo M,, é um subespago proprio de X', donde tem interior vazio (pela Afirmagao 1). Sendo
{e1, ey, ...} € uma base de Hamel de X, temos que X é a uniao dos M’ s. Mas isto contradiz
o Teorema de Baire (ver, por exemplo, [KUB7, Teorema 3.55|), o que conclui a prova da

afirmacao. [

Afirmacao 4: Pela forma como os ¥/, s foram construidos, temos

RNM={0} e RNN = {0}.
Prova da Afirmacao 4: De fato, se y € RN M ey # 0, entao y é da forma

y:iaiyi € RNM

=1

com «,, # 0. Mas isso implicaria que

n—1
1 1
n = —Y — — Y € M s Yy ooy Yn—
Un = an;ay + span{y1, Y2, -+ Y1}

o que contradiz (2). Portanto,

RNM = {0}.
Analogamente, mostra-se que

RNN = {0}

o que conclui a prova da Afirmagao 4 e finaliza o exemplo. [

Esse exemplo nos mostra, em particular, que tomando X = H um espaco Hilbert sepa-
ravel e AV = M+, onde M ¢é um subespaco que tem dimensao e codimensdo infinitas, temos

o contra-exemplo para as Perguntas 4.52 e 4.53.

Conforme vimos acima, se pensarmos em subespacos lineares e densos de maneira geral,
entao Bernardes deu respostas para as Perguntas 4.52 e 4.53 na negativa. O que apre-
sentaremos agora sao algumas observacoes que obtemos se supormos que a transformacao

X € B[H,K] tem imagem densa em K e satisfaz as condigoes da Pergunta 4.52.

Observacgao 4.56 Seja X € B[H,K]|. Diremos que R(X) satisfaz a Pergunta 4.52 se R(X)
€ densa em K e

R(X)NM # {0} ou R(X)NM* #£ {0},
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para todo subespaco M do espago K. Suponha que T € B[H] estd densamente entrela¢ado
a L € B[K], ou seja, existe X € B[H,K] tal que R(X)” =K e XT = LX. Se L tem um
subespago redutor nao-trivial e R(X) satisfaz a Pergunta 4.52, entdo T possui um subespago

movariante nao-trivial.

De fato, seja M é um subespaco nao-trivial de K que é L-redutor. Temos trés casos a

counsiderar:

1° caso: Se dim(M) < oo, entdo o Corolario 3.8 garante que X (M%) ¢ um subespago
T-invariante nao-trivial.
2° caso: Se dim(M™) < oo, entao o Corolario 3.8 aplicado a M* garante que X 1(M) ¢
um subespaco T-invariante nao-trivial.
3° caso: Se dim(M) = oo e dim(M+) = oo, como R(X) satisfaz a Pergunta 4.52 e
R(X)™ =K, entao

R(X)NM # {0} ou R(X)NM* +#{0}.

Logo, pelo Lema 3.4, segue que
X IM) ou XYM
é um subespaco T-invariante nao-trivial.

Portanto, em qualquer caso, 1" possui subespaco invariante nao-trivial.

Como casos particulares do caso acima, temos também as seguintes observagoes (a pri-

meira abaixo generaliza o Corolario 3.9).

Observacao 4.57 Suponha que T' € B[H]| é uma transformada quaseafim de L € B[K], ou
seja, existe X € B[H, K] quaseafim tal que XT = LX. Considere o conterto da observagao
anterior, ou seja, suponha que X € tal que R(X) satisfaz a Pergunta 4.52. Se L tem um

subespaco redutor nao-trivial, entao T possui um subespaco invariante nao-trivial.

Observacao 4.58 Suponha que T' € B[H| estd densamente entrelacado a um operador nor-
mal N € B[K], ou seja, existe X € B[H, K] tal que R(X)™ =K e XT = NX. Considerando
o contexto da Observagio 4.56, ou seja, supondo que X € tal que R(X) satisfaz a Pergunta

4.52, temos que T possui um subespago invariante nao-trivial.
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Essas observagoes também respondem parcialmente, para o caso particular de R(X)
ser um subespaco linear denso como na Observacao 4.56, na afirmativa as Perguntas 2.2
e 2.3, apresentadas anteriormente. Outros casos particulares das observacoes apresentadas

acima sao as seguintes:

Suponha que T € B[H] é uma transformada quaseafim de um operador uni-
tdrio U € B[K], ou seja, existe X € B[H,K] tal que R(X)” = K e XT = UX.
Considere o contexto da Observagdo 4.56, ou seja, suponha que R(X) satisfaz a

Pergunta 4.52. Entao T possut um subespaco invariante nao-trivial.
Claro, também como caso particular, temos a seguinte afirmacao:

Suponha que uma contra¢cio T € B[H] é uma transformada quaseafim de
um operador unitdrio U € B[K], ou seja, existe X € B[H,K] tal que R(X)" =K e
XT =UX. Considere o contexto da Observacgao 4.56, ou seja, suponha que R(X)

satisfaz a Pergunta 4.52. Entao T possui um subespaco invariante nao-trivial.

Desse modo, analogamente ao que vimos na secao anterior, essas observagoes respondem
também de maneira parcial, para o caso particular em questao, mas afirmativa as Pergun-
tas 2.4, 2.17 e 2.1 citadas nos capitulos anteriores. Essas sao as respostas que obtivemos com
relacao as perguntas citadas no Capitulo 2 quando supomos o contexto de transformacoes

de classe C.

Assim, finalizamos esse trabalho observando que, nessa tese, analisamos basicamente as
Perguntas 2.1 - 2.5 (juntamente com outras perguntas mais particulares) de forma que as
hipoteses adicionais foram impostas nas transformagoes X € B[H, K] que estavam envolvidas
(as transformagoes que definimos como transformagoes de classe C). O que pretendemos
trabalhar posteriormente, ¢ analisar novamente as perguntas apresentadas nessa tese mas
agora sobre um outro ponto de vista, a saber, ao invés de impor condic¢oes nas transformacgoes
X € B[H,K]eY € BIK,H] (como vimos nesse trabalho), vamos adicionar hipoteses apenas
nos operadores T' € B[H] e L € B[K] envolvidos.

Por exemplo, o que aconteceria se supormos que L pertence a classe dos operadores com-
pactos? Ou se T ou L pertence a classe dos operadores hiponormais? Ou se T ou L pertence
a classe dos operadores biquasetriangulares (para detalhes dessa classe, ver [KUBS|)? Que
resultados obteriamos?

Além destas perguntas, pretendemos voltar a analisar a Pergunta 4.36 ("Sera que toda
transformacao com imagem densa é uma transformagao de classe C?") com base em resulta-

dos que se relacionam com uma classe de subespacos lineares chamados "operator range" (que
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sao subespacos lineares M C H - que nao sao fechados necessariamente - tais que existe um
operador T' € B[H] cuja imagem de T' é M, isto é, R(T') = M). Conforme observamos logo
apos o Exemplo 4.55, se pensarmos em subespacos lineares e densos de maneira geral, entao
Bernardes deu respostas para as Perguntas 4.52 e 4.53 na negativa. No entanto, nao sabemos
se 0 mesmo ocorre quando os subespagos densos (que estao sendo considerados) sao "opera-
tor ranges", ou seja, nao sabemos o que ocorre quando os subespacos densos sao imagens de
alguma transformacao linear limitada. Para mais detalhes sobre "operator range", ver por
exemplo |[FIL| e suas referéncias.

Estas sao algumas das perguntas e caminhos que sao motivacoes para futuras pesquisas no
contexto apresentado no nosso trabalho, que se relacionam com os problemas de subespacos

invariantes da teoria de operadores em espacos de Hilbert.

72



Referéncias Bibliograficas

[ABR1| Y. A. Abramovich, C. D. Aliprantis and O. Burkinshaw, Invariant subspaces theo-
rems for positive operators, J. Funct. Anal. 124, 95-111, 1994.

[ABR2| Y. A. Abramovich, C. D. Aliprantis and O. Burkinshaw, Another characterization
of the imvariant subspace problem, Operator Theory in Function Spaces and Banach
Lattices, Operator Theory: Advances and Applications 75, 15-31, Birkhduser Verlag,
1995.

[ARG] S. A. Argyros and R. G. Haydon, A hereditarily indecomposable Ly, -space that solves
the scalar-plus-compact problem, Acta Math. 206(1), 1-54, 2011.

[ARO] N. Aronszajn and K. T. Smith, Invariant subspaces of completely continuous opera-
tors, Ann. of Math. 60, 345-350, 1954.

[ATZ| A. Atzmon, G. Godefroy and N. J. Kalton, Invariant subspace and the exponential
map, Positivity 8, 101-107, 2004.

IBEA] B. Beauzamy, Introduction to operator theory and invariant subspaces, North-
Holland, Amsterdam, 1988.

|IBER]| H. Bercovici, Notes on invariant subspaces, Bull. Amer. Math. Soc. 23, 1-36, 1990.

[BRO1| S. W. Brown, Some invariant subspaces for subnormal operators, Integral Equations
Operator Theory, 1/3, 310-333, 1978.

[BRO2| S. W. Brown, Hyponormal operators with thick spectra have invariant subspaces,
Ann. of Math. (2)125, 93-103, 1987.

[BRO3| S. W. Brown, B. Chevreau and C. Pearcy, On the structure of contractions operators
11, J. Funct. Anal. 76, 30-55, 1988.

|[CHE] B. Chevreau and C. Pearcy, On the structure of contraction operators with applicati-
ons to invariant subspaces, J. Funct. Anal. 67, 360-379, 1986.

[CON] J. B. Conway, A course in functional analysis, 2nd ed., Springer, New York, 1990.

73



[DAU1| J. Daughtry, Hyperinvariant subspaces for approxzimately idempotent operator, Proc.
Amer. Math. Soc., 48, 262-263, 1975.

[DAU2| J. Daughtry, An invariant subspace problem, Proc. Amer. Math. Soc. 49, 267-268,
1975.

[IDOU| R. G. Douglas, Banach algebra techniques in operator theory, Academic Press, New
York and London, 1972.

[DUG1| B. P. Duggal, I. H. Jeon and I. H. Kim, On quasi-class A-contractions, Linear
Algebra Appl. 436, 3562-3567, 2012.

[DUG2| B. P. Duggal, C. S. Kubrusly, and I. H. Jeon, Contractions satisfying the absolut
value property ]A|2 < |A?|, Integral Equations Operator Theory 49, 141-148, 2004.

[DUG3] B. P. Duggal, C. S. Kubrusly and N. Levan, Paranormal contractions and invariant
subspaces, J. Korean Math. Soc. 40, 933-942, 2003.

[DUG4| B. P. Duggal, C. S. Kubrusly and N. Levan, Contraction of class Q and invariant
subspaces, Bull. Korean Math. Soc. 42, 169-177, 2005.

|ENF1| P. Enflo, On the invariant subspace problem in Banach spaces, in: Seminaire Maurey-
Schwartz (1975-1976) Espaces LP, Applications Radonifiantes et géométrie des espaces
de Banach, Exp. Nos. 14-15, Centre Math., Ecole Polytech, Palaiseau, 7 pp., 1976.

|[ENF2| P. Enflo, On the invariant subspace problem for Banach spaces, Acta Math. 158,
213-313, 1987.

|[ERD]| P. Erdés, H. S. Shapiro and A. L. Shields, Large and small subspaces of Hilbert spaces,
Michigan Math. J., 12, 169-178, 1965.

|[FIL] P. A. Filmore and J. P. Williams, On operator ranges, Adv. Math. 7, 254-281, 1971.
|[GAO| F. Gao, X. Li, On *-class A contractions, J. Inequal. Appl., 2013, 2013.

[HAL1] P. R. Halmos, Introduction to Hilbert space and the theory of spectral multiplicity,
2nd. ed., Chelsea, New York, 1957.

[HAL2| P. R. Halmos, Invariant subspaces of polynomially compact operators, Pacific J.
Math. 16, 433-437, 1966.

[HAL3|] P. R. Halmos, Invariant subspaces, 7° Coloquio Brasileiro de Matemaética, Pogos de
Caldas, 1969.

[HAL4] P. R. Halmos, Selecta research contributions, Springer, New York, 1983.

74



[HOO| T. B. Hoover, Hyperinvariant subspaces for n-normal operators, Acta Sci. Math, 32,
109-119, 1971.

[KER1| L. Kérchy, On invariant subspace lattices of Cyy -contractions, Acta Sci. Math.
(Szeged) 43, 281-293, 1981.

|[KER2| L. Kérchy, Invariant subspaces of Cy. - contractions with nonreductive unitary ezx-
tensions, Bull. London Math. Soc. 19, 161-166, 1987.

|[KER3| L. Kérchy, On the residual parts of completely non-unitary contractions, Acta Math.
Hungar. 50, 127-145, 1987.

|[KER4| L. Kérchy, Hyperinvariant subspaces of operators with non-vanishing orbits, Proc.
Amer. Math. Soc., 127, 1363-1370, 1999.

|[KERS5| L. Kérchy, Isometries with isomorphic invariant subspaces lattices, J. Funct. Anal.
170, 475-511, 2000.

|[KERG6| L. Kérchy, Shift-type invariant subspaces of contractions, J. Funct. Anal. 246, 281-
301, 2007.

[KER7| L. Kérchy and V. Q. Phong, On invariant subspaces for power-bounded operators of
class C., Taiwanese J. Math., 7, 69-75, 2003.

[KIM1] J. Kim, On invariant subspaces of operators in the class 6, J. Math. Anal. Appl.
396, 562-568, 2012.

[KIM2| J. Kim, Invariant subspaces for operators whose polynomials satisfy the (G1)— con-
dition, J. Math. Anal. Appl. 401, 554-559, 2013.

[KIM3] J. Kim and W. Y. Lee, Invariant subspaces for operators whose spectra are Carathéo-
dory regions, J. Math. Anal. Appl. 371, 184-189, 2010.

|IKRE| E. Kreyszig, Introductory functional analysis with applications, Wiley, New York,
1989.

[KUB1| C. S. Kubrusly, An introduction to models and decompositions in operator theory,
Birkh&user, Boston, 1997.

[KUB2| C. S. Kubrusly, Equivalent invariant subspace problems, J. Operator Theory 38,
323-328, 1997.

[KUB3| C. S. Kubrusly, Invariant subspaces for a class of C1.— contractions, Adv. Math.
Sci. Appl. 9, 129-135, 1999.

i)



[KUB4| C. S. Kubrusly, Invariant subspaces and quasiaffine transforms of unitary operators,
Progr. Nonlinear Differential Equations Appl. 42, 167-173, 2000.

[KUB5| C. S. Kubrusly, Hilbert spaces operators - A problem solving approach, Birkhauser,
Boston, 2003.

[KUBG6| C. S. Kubrusly, Three decades of the Lomonosov invariant subspace theorem, Adv.
Math. Sci. Appl. 14, 267-277, 2004.

[KUBT7| C. S. Kubrusly, The elements of operator theory, 2nd ed., Birkh&user, New York,
2011.

[KUBS| C. S. Kubrusly, Contractions T for which A is a projection, Acta Sci. Math. (Sze-
ged), to appear, 2014.

[KUB9| C. S. Kubrusly and N. Levan, Proper contractions and invariant subspaces, Int. J.
Math. Math. Sci. 28, 223-230, 2001.

[KUB10| C. S. Kubrusly, P. C. M. Vieira, and D. O. Pinto, A decomposition for a class of
contractions, Adv. Math. Sci. Appl. 6, 523-530, 1996.

[LOM1]| V. I. Lomonosov, Invariant subspaces for operators commuting with compact opera-
tors, Funkcional Anal. i. Prilozen 7, 55-56 (Russian), 1973; Functional Anal. Appl. 7,
213- 214 (English), 1973.

[LOM2| V.I. Lomonosov, An extension of Burnside’s theorem to infinite dimensional spaces,
Israel J. Math. 75, 329-339, 1991.

[LOM3| V. I. Lomonosov, On real invariant subspaces of bounded operators with compact
imaginary part, Proc. Amer. Math. Soc. 115, No. 3, 775-777, 1992.

[MIC| A. J. Michaels, Hilden’s simple proof of Lomonosov’s invariant subspace theorem, Adv.
Math. 25, 56-58, 1977.

[MUL| V. Miiller and C. Ambrozie, Invariant subspaces for polynomially bounded operators,
J. Funct. Anal. 213, 321-345, 2004.

INOR] E. A. Nordgren, H. Radjavi and P. Rosenthal, A geometric equivalent of the invariant
subspace problem, Proc. Amer. Math. Soc., 61, 66-68, 1976.

[PEA1] C. M. Pearcy, Some recent developments in operator theory, CBMS, Regional Con-
ference Series in Mathematics, No 36, American Mathematical Society, Providence,
1978.

76



[PEA2| C. Pearcy, J. R. Ringrose and N. Salinas, Remarks on the invariant-subspace pro-
blem, Michigan Math. J. 21, 163-166, 1974.

[PEA3| C. Pearcy, A. L. Shields and H. W. Kim, Rank-one commutators and hyperinvariant
subspaces, Michigan Math. J. 22, 193-194, 1975.

[PEA4] C. Pearcy, A. L. Shields and H. W. Kim, Sufficient conditions for rank-one commu-
tators and hyperinvariant subspaces, Michigan Math. J. 23, 235-243, 1976.

[PRU1| B. Prunaru, K-spectral sets and invariant subspaces, Integral Equations Operator
Theory, Vol. 26, 367-370, 1996.

[PRU2| B. Prunaru, Invariant subspaces for polynomially hyponormal operators, Proc. Amer.
Math. Soc., 125, 1689-1691, 1997.

[RAD1] H. Radjavi, and P. Rosenthal, Invariant subspaces, Springer-Verlag, New York, 1973.

[RAD2| H. Radjavi, and P. Rosenthal, The invariant subspace problem, Math. Intelligencer
4, 33-37, 1982.

[RAD3] H. Radjavi,P. Rosenthal, D. Hadwin and E. Nordgren, An operator not satisfying
Lomonosov’s hypothesis, J. Funct. Anal. 38, 410-415, 1980.

[REA1] C. J. Read, A solution to the invariant subspace problem, Bull. London Math. Soc.
16, 337-401, 1984.

[REA2] C. J. Read, A solution to the invariant subspace problem on the space {;, Bull.
London Math. Soc. 17, 305-317, 1985.

[REA3] C. J. Read, The invariant subspace problem for a class of Banach spaces, II. Hy-
percyclic operators, Israel J. Math. 63, 1-40, 1988.

[REA4] C. J. Read, Quasinilpotent operators and the invariant subspace problem, J. London
Math. Soc. 56, 595-606, 1997.

[ROB| A. Robinson, A.R. Bernstein, Solution of an invariant subspace problem of K. T.
Smith and P. R. Halmos, Pacific J. Math. 16, 421-431, 1966.

[SIM1] A. Simonic¢, A construction of Lomonosov functions and applications to the invariant
subspace problem, Pacific J. Math., 175, 257-270, 1996.

[SIM2] A. Simonié¢, An extension of the Lomonosov techniques to non-compact operators,
Trans. Amer. Math. Soc. 348, 975-995, 1996.

7



[SNA] B. Sz. - Nagy and C. Foias, Harmonic analysis of operators on Hilbert space, North-
Holland, Amsterdam, 1970.

|TAK] K. Takahashi, On contractions without disjoint invariant subspaces, Proc. Amer.
Math. Soc., 110, 935-937, 1990.

[WEI] J. Weidmann, Linear Operators in Hilbert Spaces, Springer, New York, 1980.

[WU1| P.Y. Wu, Contractions with constant characteristic function are reflexive, J. London
Math. Soc., 29, 533-544, 1984.

[WU2| P.Y. Wu, Contractions with a unilateral shift summand are reflexive, Integral Equa-
tions Operator Theory 7, 899-904, 1984.

[YAD]| B. S. Yadav, The invariant subspace problem, Nieuw Arch. Wiskd. 6, 148-152, 2005.

78



