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Resumo

Neste trabalho fazemos uma andlise do comportamento dinamico do fluxo magnético
através da teoria de indices de caminhos de simplectomorfismos lineares. A par-
tir de uma condicao pingante sobre a curvatura seccional e a intensidade da forca
Lorentz estimamos a evolugao do indice simplético do fluxo magnético linearizado
ao longo de trajetdrias periddicas. Utilizando da chamada férmula de Bott para
indices de caminhos simpléticos, inferimos sobre a dinamica do fluxo magnético
para trajetorias magnéticas fechadas que possuam determinados indice e periodo e
da condicao pincante, concluimos que o fluxo magnético é nao-hiperbdlico ou ainda
eliptico-parabdlico.

Como aplicacao reobtemos um teorema de [5] para geodésicas fechadas em varie-
dades de curvatura positiva e descrevemos uma versao deste resultado para campos
magnéticos exatos em niveis elevados de energia.

Palavras-chave: Fluxo geodésico twisted, trajetérias magnéticas fechadas, condigao
pincante, indice de caminhos simpléticos, teorema de comparacao de Sturm.
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Abstract

In this work we study the dynamical behavior of a magnetic flow using the index
theory for symplectic paths. Under a pinching condition on the secctional curva-
ture and the Lorentz force we estimate the index of iterates of a periodic orbit.
Using these estimates and Bott’s formula we obtain results on the spectrum of
the linearized Poincaré map. In particular, we get conditions to ensure that the
periodic orbit is non-hyperbolic or elliptic-parabolic.

As an application, we prove the existence of closed magnetic orbits of certain
dynamical type on sufficiently high energy levels, provided that the magnetic fi-
eld is exact and the Riemannian metric satisfies some pinching conditions. This
generalizes classical results due to Ballmann-Thorbergsson-Ziller concerning the
existence of non-hyperbolic closed geodesics on positively curved manifolds.

Key Words: Twisted geodesic flow, closed magnetic trajetory, pinching condition,
index for symplectic paths, Sturm comparison theorem.
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Introducao

Uma trajetéria magnética é definida como uma érbita do fluxo geodésico twisted.
Ou seja, numa variedade riemanniana M equipada com uma métrica g, se {2y denota
a forma simplética em T'M obtida pelo pull-back da forma candnica de T*M via g
em:TM — M é aprojecao canonica, o fluxo magnético ou fluxo geodésico twisted
é o fluxo hamiltoniano em T'M da hamiltoniana

1
E:TM —»R,  E(z,v)==]|v|?
2

com respeito a forma simplética €2 = )y — 7*w para alguma 2-forma fechada w €
Q?(M). Para w = 0, trata-se do caso geodésico.

E um resultado bem conhecido que o fluxo geodésico em variedades de curva-
tura seccional negativa é hiperbdlico (cf. por exemplo [2]). Por outro lado, quando
a curvatura ¢ positiva é possivel concluir em alguns casos a existéncia de geodésica
nao-hiperbdlica ou mesmo eliptico-parabdlica, o que significa que todos os autova-
lores do mapa de retorno de Poincaré linearizado estao no circulo unitario. Mais
precisamente, se a curvatura seccional K de uma variedade riemanniana compacta
for limitada inferior e superiormente por constantes positivas - e a menos de uma
normalizacao na métrica podemos escrever 0 < 6 < K < 1 - um resultado de Ball-
mann, Thorbergsson e Ziller [5] nos diz que sempre hé geodésicas nao-hiperbdlicas
em variedades homeomorfas & esfera tais que 6 > 1/4. Além disso, a partir do valor
de § estima-se um numero minimo de autovalores unitarios do mapa de Poincaré
linearizado P, concluindo que todos tém médulo 1 quando 6 > 9/16, o que signi-
fica que a geodésica é eliptico-parabdlica. Ou seja, quanto menor for o intervalo
[0, 1] que contém os valores assumidos pela curvatura K, menos hiperbdlica é a
geodésica.

Em [5] as conclusoes sao obtidas a partir de uma andlise do indice geodésico de
uma trajetoria c e de seus iterados. Por um lado, uma condigao pincante o sobre
a curvatura e o valor do periodo 7 da trajetéria implicam numa estimativa do
indice geodésico pelo teorema de comparacao Morse-Schoenberg. Por outro lado,
os trabalhos de Bott em [7] relacionam o indice dos iterados ¢? da geodésica ¢ com
a linearizagao P do mapa de Poincaré e seus autovalores. Uma vez que a variedade
é homeomorfa a esfera, via teoria de Morse observa-se que M sempre admite uma
geodésica com determinado indice e além disso o seu periodo pode ser controlado
a partir da estimativa do raio de injetividade. Assim, o resultado principal pode
ser expresso da seguinte forma: Se ¢ é uma geodésica fechada com certas condigoes
sobre seu indice e periodo (a saber, indice < dim M e perfodo > 27), a dinamica
ao longo de ¢ pode ser expressa a partir da condigao pingante sobre a curvatura.



Sempre existe uma geodésica nestas condigoes se a variedade for homeomorfa a
esfera e tiver curvatura entre 1/4 e 1.

No presente trabalho nos propomos a obter conclusoes andlogas para trajetorias
magnéticas. Ocorre, no entanto, do fluxo magnético diferir do geodésico em diver-
sos aspectos. Primeiramente, no caso geodésico o funcional de acao definido no
espaco de curvas fechadas dado pela energia cinética total de uma trajetoria é sem-
pre limitado inferiormente e satisfaz a chamada condicao de Palais-Smale, o que
nos permite definir o indice de pontos criticos do funcional de agao, estabelecendo
assim o indice geodésico, e recorrer a teoria de Morse a fim de obter a existéncia
de geodésicas fechadas e com determinados indices. No entanto, para campos
magnéticos que nao sdo exatos (monopolos magnéticos) ndo podemos considerar
um funcional da mesma maneira. No caso exato o fluxo magnético pode ser obtido
como um fluxo de Euler-Lagrange. Ainda assim o funcional de acao associado pode
ser ilimitado inferiormente ou ainda nao satisfazer a condi¢ao de Palais-Smale (cf.
[11]). Outra importante diferenga reside no fato do fluxo geodésico ser homogéneo
e assim sua dinamica ser essencialmente a mesma em todos os niveis de energia.
Por sua vez o fluxo magnético assume em geral um comportamento dinamico que
depende do nivel de energia considerado (vide por exemplo o fluxo horociclo em
superficies, [17]). Dessa forma, os métodos utilizados por Ballmann, Thorbergsson
e Ziller precisam ser reconsiderados. Recorremos entao a teoria de indices de cami-
nhos simpléticos. Tais indices sao invariantes homotodpicos associados a caminhos
de simplectomorfismo lineares que partem da identidade, desenvolvidos nos traba-
lhos de Ekeland, Conley, Zehnder, Robbin, Salamon, Long, Viterbo, entre outros
(cf.[14], [15], [23], [24], [29], [33])-

A relagao entre os indices dos iterados de uma trajetéria com os autovalores
do mapa de Poincaré linearizado P é baseado nos trabalhos de Bott em [7]. Bott
estende o indice de Morse para uma familia a um parametro w no circulo unitario
S c C de tal forma que o indice do g-ésimo iterado de uma geodésica ¢ é dado
exatamente pela soma dos w-indices de ¢ para w variando entre todas as ¢-ésimas
raizes da unidade. Tal relacao é chamada de féormula de Bott. Além disso, para
uma geodésica fechada c, a aplicacdo que associa a cada w € S* o w-indice de ¢ é
localmente constante no complementar do espectro de P no circulo. Isso significa
que se uma tal funcao deixar de ser constante em algum ponto de S! entao este deve
ser um autovalor unitario de P. Esta propriedade é a principal ferramenta utilizado
em [5] para estimar a intersegao do espectro de P com S*. Long (cf. [21] e [23])
generaliza estas ideias para caminhos simpléticos v : [0,7] — Sp(2n) definindo,
analogamente, uma familia de indices i,(y) com w € S' de modo a satisfazer a
formula de Bott e que as possiveis descontinuidades de w + i,(7y) ocorram na
intersegao do espectro de (7) com S*.

Tomada uma trajetéria fechada v do fluxo magnético numa variedade rieman-
niana orientada, consideramos uma trivializacao do fibrado tangente ao longo de
~ e a partir desta descrevemos o fluxo linearizado em v através de um caminho de
simplectomorfismos lineares de R?*" que parte da identidade e no qual aplicamos a
teoria de indices.

O teorema de comparagao de Morse-Schoenberg relaciona o indice de uma
geodésica com o seu comprimento e com a curvatura seccional da variedade. Para



lidar com indices de caminhos simpléticos recorreremos a um resultado da teoria de
Sturm (cf. [3]) que chamaremos de teorema de comparagao de Sturm. Este teorema
nos diz que se ®° e ®! sdo as solucdes fundamentais do sistema hamiltoniano

%qﬂ' =JS'®', i=0,1,

onde S? é um caminho de aplicacoes autodjuntas em R?" e J ¢ a estrutura complexa
de R?", a evolucao de um subespaco lagrangiano L C R?" ocorre mais rapidamente
pelo fluxo ®' do que por ®° se a diferenca S' — S for nao-negativa. A partir
deste resultado ¢ possivel comparar o indice de Robbin-Salamon p,, de caminhos
simpléticos (cf. [29]) que, de certa forma, é expresso pelo nimero de intersegoes do
caminho lagrangiano ®(L) com o lagrangiano fixado L. Assim, utilizando de com-
paragoes veremos que o valor do indice y1,, do caminho simplético em R?" obtido
a partir de uma trajetoria magnética pode ser estimado pelos valores assumidos
pela curvatura seccional, pelo comprimento da trajetéria e ainda pela intensidade
do campo magnético e de sua derivada. Estes elementos sao os termos que ocorrem
na chamada equacao de Jacobi magnética, a partir da qual descrevemos o fluxo
magnético linearizado.

Para utilizarmos o teorema de Sturm precisamos encontrar um fluxo ®° que nos
sirva de modelo de comparagao e cujo indice saibamos calcular. Todavia podemos
enfrentar dificuldades para definir ®° devido & direcao determinada pela trajetéria.
Por exemplo, em uma variedade de curvatura positiva se considerarmos a aplicacao
que num ponto da trajetéria relaciona cada direcao u a curvatura seccional deter-
minada pelo plano gerado por u e pela direcao v tangente a trajetéria, entao tal
aplicagao é sempre nula na direcao de v e positiva fora desta. Entao o fluxo modelo
deve também de alguma maneira expressar esta propriedade, o que pode ser dificil
estabelecer. Podemos contornar este ponto através de uma reducao isotrépica do
caminho simplético na direcao determinada pela trajetoria. Com isso induzimos
um novo caminho simplético definido no espaco quociente - que chamamos simples-
mente de caminho reduzido - em relacao ao qual mais facilmente construimos um
modelo que sirva de comparagao para aplicarmos o teorema de Sturm. Em seguida
descrevemos de que forma se relaciona o indice do caminho simplético com o indice
do seu caminho reduzido.

No caso geodésico o fluxo G; no fibrado T'M deixa invariante o subespago
E@® E C TTM onde E é o complemento ortogonal da direcao da trajetoria -~y
em T,M. Com isso, basta nos restringirmos a este espaco para estudar a dinamica
de G;. O mesmo pode nao ocorrer no caso magnético. Além disso, para trajetorias
nao-degeneradas (o que significa que a multiplicidade geométrica do autovalor 1 de
dG ., é exatamente igual a 1) a dire¢ao de vy em T'M compoe um subespago simplético
invariante bidimensional F' C T )T'M onde o fluxo linearizado pode ser escrito

como (cf. [20]). Neste caso, podemos encontrar érbitas periédicas em

1 ¢
0 1
todos os niveis de energia suficientemente préximos ao de v e o termo ¢ da com-
ponente nilpotente corresponde a taxa de variacao dos periodos quando elevamos
o nivel de energia (cf. [26]). O sinal de ¢ determina a contribuicdo do subespago

F' no célculo do indice de 7 e este sinal é chamado de fator de correcao. No caso



geodésico o fator de correcao é sempre —1 o que, como veremos, significa que o
fluxo no subespago F' nao altera o calculo do indice. Ocorre contudo do fator de
corre¢ao poder ser positivo no caso magnético (ou mesmo 0 se estendermos a de-
finicdo para o caso degenerado), o que modifica o estudo do indice e nos leva a
enunciar nossos resultados levando em considerecao este termo.

Para estudarmos as iteragoes v¢ de um caminho simplético « : [0, 7] — Sp(2n)
que parte da identidade, consideraremos o indice médio p,, () dado por

o (Y
um(v)zkgrfoo 5{ )

Y

onde p, (y) é o chamado indice de Long de . A férmula de Bott nos diz que
w, (%) é a soma dos i,(y) com w variando sobre todas as k-raizes da unidade.
Em particular, se nao existirem autovalores unitérios de v(7) entdo w — i,(7) é
uma funcao constante, portanto %ﬂ/}c) =, () e assim p,, () e p, () coincidem.
Seguindo este raciocinio, o estudo da quantidade de autovalores unitarios de y(7)
em termos do indice médio pode entao ser determinado por uma eventual distancia
entre os indices p, () e p,,(v) de modo que quanto maior for a diferenca, maior
deve ser a intersegao do espectro de (1) com S

Nosso primeiro resultado é entao uma estimativa para indices em termos do
periodo e de uma condigdo pingante, especialmente para o indice u, (7). Ou seja,
obtemos constantes positivas ¢y e ¢; tomadas a partir respectivamente do minimo e
do maximo da curvatura seccional e da for¢a de Lorentz e sua derivada ao longo da
trajetoria magnética fechada v de periodo 7 > 0 a partir das quais temos a relagao
(cf. teorema 4.1.3 e seu coroldrio, a seguir)

— < ( ) < c—
C 1% C .
Dessa forma, o resultado principal deste trabalho nos diz que quando tivermos uma

das desigualdades
-

-
() < Cop— Ou 5 < p (), (1)

comecaremos a inferir sobre o nimero de autovalores unitarios do fluxo magnético
linearizado dyG, ao longo v e quanto mais estritas for a desigualdade, maior serd
este nimero.

O caso em que j, (77) < co5- pode ser enunciado mais precisamente da seguinte
forma: Sejam Y a forga de Lorentz, VY sua derivada covariante e o a curvatura
seccional, ¢y = (n — 1)4/b3 + 4ag para ag e by duas constantes tais que

ao [lv'” < o (3, 0') K [||]” + {(VurY ', 9),

bo vl < [IYoll,

para todos vetores v e v’ tangentes a M ao longo da trajetoria T-periédica v de
velocidade ||¥|| = k com v' L 5 e b3 + 4ay > 0.



Teorema 1. Se p, (v) < d para algum d >0 e ¢y > d% 27”, onde p € N, entao
2d
#o(y(r)ns' = —.
p

Aqui #0(v(7))NS! denota a quantidade de autovalores unitdrios da diferencial
do fluxo magnético no ponto ~y(7) contadas as multiplicidades algébricas. Este
nimero é no minimo 2 devido a direcao da trajetoria periddica, caso supere 2 a
trajetéria é nao-hiperbdlica e vale no maximo 2n, o que significa que a trajetoria é
eliptico-parabdlica, onde n = dim M.

Veremos que o fator de correcao ser —1 significa que nao ha interferéncia da
diregao da trajetoria no calculo do indice e portanto uma diferenca entre os indices
p, (v) e w,,(v) deve ser atribuida necessariamente as demais dire¢oes. Neste caso
o teorema acima pode ser melhorado:

Teorema 2. Suponha que o fator de corre¢io de v seja —1. Se p, (v) < d para

algum d > 0 e ¢y > d% 27”, onde p € N, entao v é nao-hiperbolica e

#o(y(r)) NSt > QTd + 2.

Em particular, v é eliptico-parabdlica se

() <n—1 e ¢o> M%
2 T

Em outros termos, em nosso resultado principal partimos de uma trajetéria
fechada de indice u, () e periodo T e passamos a controlar ¢y a fim de aumentar a
diferenca co5-—p, (7y) para concluir sobre a dinamica ao longo de . Melhoramos as
conclusoes se o fator de correcao for —1. Observe que neste caso é conveniente que
7 tenha um indice u, () que nao seja grande e um periodo 7 que nao seja pequeno.
(Se analisarmos f1, () — c15- as condigdes sobre o indice e o perfodo devem ser
opostas e a conclus@o serd melhorada se o fator de corregao for diferente de —1).
Dessa forma, se consideramos a condi¢ao pingante ¢y e ¢; reduzimos a analise
sobre o tipo dinamico do fluxo magnético a existéncia de trajetérias fechadas com
determinados periodo e indice.

Os resultados enunciados acima sao tratados com mais abrangéncia a seguir, te-
oremas 4.3.2 e 4.3.3. A partir destes reobtemos como um caso particular o resultado
de [5] sobre o fluxo geodésico em variedade de curvatura positiva.

O caso particular em que o fluxo magnético é exato pode ser estudado como
um fluxo de Euler-Lagrange. Como foi mencionado acima, a dinamica em um nivel
de energia {E = k} depende de k. Sabemos que em niveis de energia acima do
chamado valor critico de Mané ¢(L) o fluxo magnético é préximo ao geodésico a
menos de uma reparametrizacao (cf. [4], [11], [12]). Seguindo esta ideia, numa
variedade completa m-dimensional M tal que m,_1(M) # 0 utilizamos da teoria
de Morse para obter em um nivel de energia k > ¢(L) uma trajetéria magnética
fechada com indice limitado por n. A medida que k se torna cada vez maior, mais
nos aproximamos do caso geodésico e usamos da estimativa do raio de injetividade



para extrair informacoes sobre o periodo da trajetéria. Dessa forma, obtemos um
resultado andlogo ao de [5] para o fluxo magnético exato em niveis de energia
elevados.

Nosso trabalho estd organizado da seguinte forma: No capitulo 1 definimos o
fluxo magnético e consideramos uma trivializacao do fibrado tangente ao longo
de uma trajetéria, o que fornece um caminho de simplectomorfismos munido das
informacgoes sobre o fluxo linearizado. Definimos o caminho reduzido obtido pela
reducao isotropica na direcao determinada pela trajetéria. Além disso, o expressa-
mos como uma familia a 1-parametro de simplectomorfismos lineares de R?"~2 de
modo conveniente para que possamos mais facilmente aplicar o teorema de com-
paragao de Sturm.

No segundo capitulo expomos a teoria de indices de caminhos simpléticos se-
gundo Long [23]. Abordamos o estudo de indice de caminhos iterados através
do indice médio. Enunciamos as férmulas de Bott e entao mostramos como as
relacoes entre o indice de Long e o indice médio implicam na existéncia de auto-
valores unitarios. Além disso, analisamos a interferéncia do fator de correcao para
o calculo do indice e estabelecemos uma relagao entre o caminho simplético e seu
caminho reduzido.

No terceiro capitulo consideramos o indice de Robbin-Salamon segundo [29] a
fim de estabelecer o teorema de comparacao de Sturm. Apresentamos uma série
de resultados de [22] que nos permitem relaciond-lo ao indice de Long. Por fim
provamos o teorema de Sturm e o generalizamos para caminhos degenerados em
termos do indice de Long.

Comecamos o ultimo capitulo considerando um caminho simplético como mo-
delo: um caminho cujo indice possamos calcular facilmente e que esteja em condicoes
adequadas para o compararmos com o caminho simplético obtido da trajetoria
magnética. Com isso, enunciamos o principal resultado deste trabalho: A partir de
condigoes sobre a curvatura seccional e a intensidade do campo magnético ao longo
de uma trajetéria com determinados indice e periodo estimamos a quantidade de
autovalores unitarios para o fluxo linearizado. Em particular, definimos sob quais
condicoes as trajetérias sao necessariamente nao-hiperbdlicas ou mesmo eliptico-
parabdlicas. Ainda neste capitulo enunciamos e provamos um teorema de [5]. Por
fim, como um exemplo simples onde aplicamos nosso teorema, analisamos fluxos
magnéticos exatos em niveis altos de energia. Para isso seguimos como em [11] e
tratamos o fluxo magnético como um fluxo de Euler-Lagrange. Assim como em
[6], utilizamos da teoria de Morse para mostrar a existéncia de trajetérias fechadas
com certo indice e generalizamos um teorema de [5] para um tal fluxo magnético.



Capitulo 1

Preliminares

Comecamos nosso trabalho introduzindo o conceito de fluxo magnético em uma
variedade como uma variagao do fluxo geodésico. A fim de estudar o tipo dinamico
de uma trajetéria fechada, consideramos uma trivializagao do fibrado tangente
ao longo da mesma e obtemos uma familia a 1-parametro de simplectomorfismos
no espaco euclidiano, que chamaremos apenas de caminho simplético. Como a
trajetoria é fechada, a extremidade de tal caminho sempre possui o autovalor 1 e
o autovetor correspondente determina um subespaco isotrépico em relagao ao qual
podemos considerar um reducao e induzir o simplectomorfismo no quociente. Na
secao 3 mostramos como expressar em R?"~2 a aplicacao induzida.

1.1 Fluxos Magnéticos

Sejam M™ uma variedade riemanniana completa suave orientada e m: TM — M a
projecao canonica. Denote por €1y a forma simplética em T'M obtida pelo pull-back
da foma simplética candnica dp A dg de T*M via a métrica Riemanniana. Seja
H : TM — R definida por

H(p,v) = 5{0,0).

O fluxo hamiltoniano de H com respeito a )y gera o fluxo geodésico de M.
Considere w uma 2-forma fechada em M e uma nova forma simplética €2 definida
por

Q=Q)—1'w. (1.1)

Tal forma é chamada de forma simplética twisted e o fluxo hamiltoniano G; :
TM — TM de H com respeito a €) é chamado de fluro magnético. Ou seja, Gy

satisfaz i
EGt:XOGt, Go =1,

onde X é o campo vetorial em T'M tal que
ANX,{)=—-dH-¢ YEeTTM.

O fluxo G; modela o movimento de uma particula de massa unitaria sujeita
a um campo magnético cuja forca de Lorentz Y : TM — TM ¢é a aplicacao no



fibrado tangente unicamente determinada por

wp(“? U) = <Y;0(u)7 U>

para u e v em TM.
Considere na variedade riemanniana M o tensor curvatura R e o mapa de
conexao K : TTM — TM definido por

D

Ko(§) = —(r 0 2)(0)

onde Z : (—¢,¢) = T'M ¢é uma curva suave tal que Z(0) =6, Z'(0) =& e L(m o Z)
¢ a derivada covariante do caminho 7o Z.

Passemos a decomposicao em subfibrados de TTM. Para 0 € TM o subespago
vertical em 6 é definida por

V(6) = ker dym
e o subespaco horizontal em 6 é dada por
H(0) = ker Kj.

Assim, TyTT pode ser identificado com T M @ Ty )M e escreveremos

5 = (517 62)

onde & = dym(&) € TryM e & = Ky(§) € TriyM para cada & € TyT'M. Dessa
forma a estrutura simplética 0y em T'M induzida pela métrica riemanniana se
escreve

Q&) = (&o,m) — (&1, m2)
= (K(&),dn(n)) — {dr (&), K(n))

e a forma simplética twisted 2 = Qy — m*w se escreve

Q&) = Em) — Em) — V(&) m)
= (K(§),dn(n)) — (dn(£), K(n)) — (Y (dn(£)), dr(n)).

Sendo X : TM — TTM, X(0) = (X1(6), X2(f)) o campo hamiltoniano de H
com respeito a {2, a identidade

—dgH (&) = Qo(X(0),§) — (Y (dom(X(0))), dom())
vale para todo & € TyT M, logo
—(&,0) = (X2(0),&) — (X1(0), &) — (Y(X41(0)), &)

se verifica para todos &1, &, €T M, donde

X(0) = (6,Y(0))
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para todo € em T'M. Segue desta ultima equacao que as trajetorias de X sao as
curvas da forma t +— (y(t),%(t)) € TM e que satisfazem a equagao

D
—. pu— A .
dt’Y Y (7)

No que segue, v : t — (t) € M serd chamada de trajetéria magnética.
Seja Gy : TM — TM o fluxo gerado por X. Considere Z : (—e,€) — TM
uma curva no fibrado tangente de M com condigoes iniciais Z(0) =60, Z'(0) =€ e

f(s,t) =7m(Gi(Z(s))). Sendo Je(t) = %(O,t) evs = f(s,t), temos

D
- ‘s =Y ’s
el (7s)

que junto com a identidade

DDof DDOf  ,(0f 0f\9f
dsdt Ot  dt dt Os ot’ ds ) Ot

fornece

/, . . D .
T+ RO, TV = Y (),

onde Jé = V5 Je e V € a conexao riemanniana induzida pela métrica. Tomando
a derivada covariante de Y, obtemos

Y () = (Vo)) + Y ()

a partir da qual deduzimos a equacao de Jacobi

J¢+ R(Y, Je )y = Y (Jg) — (V4 Y)(§) = 0. (1.2)
Neste caso dizemos que J; é um campo de Jacobs.
Por outro lado, observe que

of

dﬂ'Gt(g) . th . f = %(O,t) = Jg(t)

D of
K(dG;- &) = ——=(0,t) = J:(¢
( Gt g) s Os (Oa ) Jf( )7
logo a decomposicao horizontal e vertical da diferencial do fluxo magnético é da
forma

dGy - & = (Je(t), Ji(t))
sendo Jg o tinico campo de Jacobi ao longo da trajetéria ¢ — moGy(v) com condicoes
iniciais (J¢(0), J¢(0)) = &.
Por fim, estabelecamos importantes equacoes satisfeitas pela forca de Lorentz
Y:

Proposicao 1.1.1. Para cada p € M, o operador Y =Y, : T,M — T,M ¢ an-
tissimétrico com respeito a métrica Riemanniana e valem as sequintes identidades
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para quaisquer w, v e w em T,M:

(VuY) (), w) + (v, (VuY)(w)) = 0

(VuY)(),w) + (VoY) (w), u) + (V) (u), v) = 0.

Demonstracao. Sejam U, V e W campos de vetores em M. A primeira igualdade
é uma consequéncia imediata da antissimetria de Y:

0 = U(YV,W)+(V,YM))
= (VuY)V. W) + (Y (VyV), W) + YV, Vy W)
+(VoV,YW) +(V, (Vo Y)W) + (VY (VuW))
= (VoY)V,W) + (V. (VyY)W).

Uma vez que a 2-forma w = (Y-, ) é fechada, temos

0 = dw(U,V,W)
= Vu(w(V,W)) + Vy(w(W,U)) + Vw(w(U,V))
+w([U, V], W) +w([V,W],U) +w([W,U],V).

Usando identidades da forma
Vy(w(V,W)) = (VuY)V, W) + (Y (VyV), W) + YV, Vy W),

w([U,V],W) = (YUV = YVU,W) = (Y(V5V), W) + (Y(VyU), W)

e a antissimetria Y, provamos a segunda parte. ]

1.2 Trivializacao do fibrado ao longo de uma tra-
jetoria

Sejam M™ uma variedade riemanniana completa orientada, 2 = Qy — 7*w uma
forma simplética twisted e Y : TM — TM a forca de Lorentz do campo magnético
w. Considere uma curva t — (t) em M tal que t — ((¢),5(t)) seja uma trajetéria
fechada do fluxo magnético de velocidade ||4(t)|| = 1 e sejam 7 > 0 o seu periodo
e 8 = (v(0),7(0)). Considere X;(t) = ¥(t) e X2 um campo de vetores unitarios ao
longo de ~ tal que

YA(t) = (1) Xa(?) (1.3)
onde b(t) € R varia continuamente com t. Sendo M orientada, podemos estender
{X1, X5} a uma familia Xi,..., X, de campos ao longo de 7 de modo a formar

uma base de T,y M, Vt € [0,7], com X;(7) = X;(0). Utilizando do processo de
Gram-Schmidt e mantendo X; fixo, podemos admitir que X;(¢) forme um conjunto
ortonormal.
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Sejam 1"‘2 ;= F(t)f, ; aplicagoes reais obtidas por

Vi, X; =) T X
k=1

A aplicacao
At : Tw(t)M — R”

n

i=1
define um isomorfismo linear entre cada fibra de v*T'M e R" e que preserva a
métrica com respeito ao produto interno canonico de R”.

Sejam R o tensor curvatura em M e I'y a aplicagdo X; — > 7, Flf’iXk. Pas-

semos a representd-los segundo a trivializacao A;. Definimos as aplicagoes lineares
R, Y:, Y/ eI em R" de modo que os seguintes diagramas comutem:

R(Y(1),)7(t)

TynM ToM — TyM ———=TuM
y R -
R" fi R" R" I R"

(VaV)G®) ry
TynyM —ToM  ToM TyyM

R

R™ i R™ R" L R™

Estas aplicacoes gozam das seguintes propriedades:

Proposicao 1.2.1. (i) e; € ker R;.
(11) Y; € antissimétrica.

(iii) (Y/z,e1) =0, VaeR"™

(iv) T}, = —ngk. Em particular, T' é antissimétrica.
(v) Tey = Yie;.

Demonstracao. As trés primeiras propriedades decorrem do fato de A; ser uma
isometria com A;(§) = e; juntamente com a proposigao 1.1.1. As duas tultimas
vem de Viy =Y e de

0= Xi(X;, Xp) = (Vx,X;, Xp.) + (X;, Vx, Xp) =[F, + T
O

Daqui pra frente iremos denotar da mesma maneira as transformacoes lineares
em R" ou R?" e suas matrizes na base candnica.

Passemos a descrever a equacao de Jacobi segundo a trivializacao A;. Dado um
campo J ao longo da trajetéria y(t), seja u(t) = Ay - J(t) € R™ o campo J segundo
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a trivializacao A;. O operador V em R", via A;, passa a ser calculado como % + T
isto é,
AyJ =14+ Tu,
onde u denota a derivada % em R". Dai
AyJ" =i+ 2T 4 (I? + D)u,
AY J =Y, (i +Tu)

e a equacao de Jacobi (1.2) assume a forma

i+ (2 = Y)u+ (M2 + T+ R, — Y,I' — Y/)u = 0. (1.5)

Por abuso de notacao ainda denotaremos por A; a aplicacao que trivializa o
fibrado v*T'M:

A TGt(Q)TM = T'y(t)M @T,y(t)M — R2?
2n 2n

(Z AiXi(t), Zm&(ﬂ) 5 (Ao A [l s )

Considere B; : R?" — R?" dada por

I I
B - ( I ) .
Temos A; : (J,J') = (u,u + Tu) e a aplicacdo ¢, : R — R?*" que expressa dyG

segundo B; o A;
dth

T,TM Tey0)TM .
/| !
R2n RQn

! k
R2n Y RQn

¢ da forma 1y : (zo,y0) — (4(t),u(t)), onde u satisfaz a equagao de Jacobi (1.5)
em R*" com condigoes iniciais (u(0),u(0)) = (x¢,%0); ou seja, 1; é a solucao fun-
damental da equagcao diferencial

d
%% = Zy oy

onde Z; é o campo tempo-dependente em R?" dado por

Y,— 20 L
= (0

eL=-T?-T-R+YI+Y].
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Considere agora o isomorfismo linear C; : R*® — R?" dado por

I iy, 4T
_ 2
ct_(o f )

Sendo wy : ((x1,22), (y1,y2)) — (x1,y2) — (z2,91) a forma simplética canoénica de
R?", a composicao F, = Cyo B, o A, define uma trivializacao simplética do fibrado
A*T'M e um caminho simplético ¢; em (R?",wp) dado segundo o diagrama

T,TM —2 Ty, ) TM .
BpoAp l l BioA;
R2" fad R2"
J X
R2" bt R2"

Enunciamos este resultado através da seguinte

Proposicao 1.2.2. A aplicagdo composta £, = Cyo Byo Ay @ (Tg,oTM,Q) —
(R wy) é um simplectomorfismo e transforma o subespacgo lagrangiano vertical
V(Gi(9)) = ker dg, )7 de Tg,9)T M no subespago lagrangiano horizontal R™ x 0 de
R2",

Demonstracao. Considere as seguintes formas simplética em R?":

= (z1,92) — (Y1, 22) + (2T = Y)za, yo)
= (y1,®2) — (x1,y2) — (Y1, 1) = wolz,y) — (Y1, y1).

onde z = (z1,22) e y = (y1,%2). Um calculo direto mostra que:

Ciwo(z,y) = (w14 (0= 3Y)22,42) — (22,11 + (L — 3Yy)yo) = me(z, y),
Bin(z,y) = (y1,22) — (w1,92) — Yiwr, y1) = @, y),
AI(Dt == QGt(O)-

Ou seja, (CyBiAy) wy = L.
O segundo resultado é imediato pois Cy o By o A; : (X;, X;) — (e; + (I' —
%K&)eh ei)- O

Vamos agora obter uma expressao explicita do campo magnético nas coordena-
daS Et = CtBtAt c1m RQn.
Temos %@Dt =Zyoy e ¢y :Ctowtoco_l com

e (VTR (1T

Um célculo direto mostra que %(bt = X, o ¢; para

d 1y _
)(t:EC'tOC'tl‘i‘c’tOZtOC'tl:(2)/;f I A >,

I ly,-r
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onde —A = —1Y, + J(Vi[ - TY,) — R, + Y/ + 1V
Passemos ao calculo de %Y}. Usaremos o simbolo * para denotar a adjunta de
uma aplicacao linear.

Lema 1.2.3. 4Y, =Y/ - Y/* + Y,I' - I'Y,.
Em consequéncia,
1 1 .
A:Rt_z t2_§( P+ Y.
Demonstracao. Sejam V' (t) e W (t) campos ao longo da trajetéria y(t) ev = A;-V (t)
ew=A; - W(t). Temos A, - V' =v+Tve A - W =w+ Tw.
Usando a proposigao 1.1.1, vem
d
%<YV, W) = (VsY)V, W)+ YV W)+ (YV,.IW)
= (WY)W, 9) = ((VwY)3, V) + YV, W) + YV, W)
= ((VvY)3, W) = ((VwY)3,V) + YV, W) + (YV, W)
= (Y/v,w) = (Yw,v) + (Yy(0 + Tv), w) + (Yiv, 00 + Tw).

Por outro lado,

d d .
E<YV7 W> = %<mvuw> = <nvaw> + <}/tU,UJ> + <}/1;/’U,'U'J>,

e portanto '
(Yoo, w) = (Y] = ¥{* + Vil + I*Y,)v, w).

Disto e da antissimetria de I' segue a primeira parte do lema. A segunda parte é
imediata. O]

Em resumo, a partir da trivializacao E;, = C}; o B; o A;, obtemos um caminho
simplético ¢, = B, - dyGy - Ey' em R?" tal que

(1.6)

2

d iy, - T —A
— ¢, = — 27t
dt(bt Xt o ¢t7 Xt ( T 1}/; -T > )

onde A é a aplicagao linear tempo-dependente em R™ dada por

1, 1 )
A=n—7 t2—§(Yt'+Yt/ )-

1.3 Reducao isotrdpica

Nesta secao verificamos que a dinamica de uma trajetéria magnética fechada pode
ser estudada a partir do caminho simplético obtido através da reducao isotrépica
do fluxo linearizado na diregao da trajetéria e o descreveremos em coordenadas de
(R2n—27 WO) .

Dada uma trajetéria 7-periddica v do fluxo magnético Gy : (T M, Q) — (T'M, ),
podemos restrigir G; ao nivel de energia E7'(k) em que 7 se encontra e considerar
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uma segao N de E7(k) transversal a ¥ e o mapa de retorno de Poincaré P : N — N
de v num ponto 6 = (v(0),4(0)) € TM. A linearizagao de P em 6 é dada por

P=dP : T,N — TyN
£ w— (Je(r), Ji(7))

onde J é um campo de Jacobi magnético ao longo de v com condicoes iniciais
(Je(0), JL(0)) = €.

A direcao da trajetoria magnética determina uma familia de subespacgos V; =
span{(¥,Y%)} C Tg,0TM que sao Q-isotrépicos e invariantes pelo fluxo. Além
disso, o espaco tangente a E71(k) em 0 é T,E~ (k) = Vi = TyN & V,. Consi-
derando o espaco quociente V;/V;, induzimos uma familia de simplectomorfismos
G, : Vit /Vy — VE/V, tal que Ty o dpGy = G, oy, onde my : Ve — VRV, é a
projecao quociente. Assim, se ¢ : TyN — V¥ é a aplicacdo de inclusdo, o mapa de
Poincaré linearizado corresponde a G, pela composicio ¢ o my:

T,N P T,N

doG

Q it Q

% %

Ty l l Viave
V2 Gy Ve
Yo 7T Vr
Vo Vi

O espectro de P descreve a dinamica do fluxo ao longo da trajetéria v e coin-
cide com o espectro de G, com as mesmas multiplicidades algébrica e geométrica.
Nosso objetivo nesta secao sera expressar o caminho G, como um caminho de sim-
plectomorfismos lineares do espaco euclidiano com respeito a forma canonica.

Chamaremos uma quadrupla (Hy,wy, Vi, ¢;) de configurag¢ao isotrdpica, onde
(H;,wy) ¢ um espago vetorial simplético, V; é um subespaco isotrépico de Hy,
¢ © (Ho,wo) — (Hy,wy) é um simplectomorfismo linear, ¢,(Vp) = V; et € R é
um parametro. Toda configuracdo isotrépica (Hy,wy, Vi, ¢;) gera uma familia de
simplectomorfimos ét : Vo Vo — Vi1V, entre espagos quocientes com a forma
simplética induzida tal que o diagrama

bt

wo wt
Vo Vi

Wvl lwv
Yo bt yet

Yoo % W
Vo Vi

comuta, onde 7y denota a projecao quociente. O caminho ¢; serd chamado sim-

plesmente de caminho reduzido.

Para duas configuragdes isotrépicas (Fy,wy, Vi, &) e (Hy,ne, Wi, ), escrevere-
mos

(Ft>wt>‘/t7¢t) =A (Htﬂlty thwt)
quando existirem simplectomorfismos A; : (Fy, w;) — (Hy,m;) tais que Aoy = Ay
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e AV, = W,. Neste caso, A, induz simplectomorfismos A, : Vi /V;, — W} /W, nos
espacos quocientes de modo que vale a comutatividade em

V0 lon v/t
Vo Vi
N f
WO e Wt
Wo Wi

Nestes termos, para 7 uma trajetéria magnética com |%| = 1, obtivemos na
secao anterior as seguintes configuracoes isotrépicas:

o G = Tg,0)TM,Q,V,,dgGy), onde V; = span{ (¥, YY)} e 2 é a forma simplética
twisted dada em (1.1).

o & = (R* wy, Wy, d), onde wy é a forma simplética canonica, W; = E(V}),
o = EydpGiEy e E, é como na proposicao 1.2.2. O caminho simplético ¢,
satisfaz (1.6).

Uma vez que G ~p @, podemos estudar o caminho reduzido de G a partir do

caminho reduzido de . Para isto consideraremos um caminho simplético ¢; em
R?"~2 dado por

w0 ¥ W,
Wo We
EO L jEA‘t

2m—2 bt 2n—2
R R

onde F; : W /W, — R?2 é uma familia de simplectomorfismos conveniente.
Note que, se E, = Ej, temos as igualdades entre espectros

0(6,) = 0(d,) = o(Cy) = o (P). (L.7)

Antes de obtermos as aplicagoes E., facamos mais uma consideracao. Seja
P R” — RD* o operador que associa a cada matriz n X n a sua submatriz
(n — 1) x (n — 1) obtida eliminando sua primeira linha e sua primeira coluna.
Escreveremos Diag(ay,...,a,) para representar a matriz diagonal de elementos
(a1,...,ap).

Proposicao 1.3.1. Na notagao acima, E, pode ser tomado de modo que qAbt sa-
tisfaca
d, o - ; Py, —T) —A
—¢py =X de X = 2t
ai % = oo onde < Lo PYi-T) )

A = PA + Diag(b?/4,0,...,0), A = R, — YR LY/ +Y/) eb=10b(t) ¢ dado em
(1.3). A

Além disso, E; = Ey e Ef(my(W° N (R™ x 0))) = R x 0 € o subespago
lagrangiano horizontal de R?"2.
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Antes de demonstrarmos esta proposi¢ao, convém mencionar a sua aplicagao
para o caso particular de superficies. Em dimensao 2 a forca de Lorentz Y :
TM — TM pode ser descrita por Y = fJ onde f : M — R é uma fungao real
e J: TM — TM é a estrutura complexa da superficie M. Assim, a aplicagao
Ay o TypyM — R? dada em (1.4) é simplesmente 4 — €; € J¥ — ey e com isso as
aplicagoes Ry, Y;, T, Y, : R? — R? sao expressas por

0 0 0 —b p 0 0
e(59) - (33 ()

onde b, 7, f1 e fo sao fungoes de t dadas por
b(t) = f(v(1)), r(t) = (R(Y, JV)V, JV),

L) = (V)7 e falt) =(Vf(v), Jh).

Por (1.6), o fluxo magnético linearizado em coordenadas de R* ¢ dado por ¢;
com %qﬁt =X;00¢; €

b fi
Vg on b
1
x,=| 290 5 r—1-Fh
1 0 0 2
0 1 -2 0

A proposigao anterior nos diz que se restringirmos o fluxo magnético linearizado

ao espaco tangente ao nivel de energia e tomarmos o quociente pela direcao da

trajetoria, obtemos um caminho simplético gzﬁt no espago quociente que ¢ conjugado
2

ao caminho simplético qbt em R* que satisfaz 3 qbt X, o0 gf) para

5 0 —r—2 + fo
X, = 2 .
! ( 1 0
Demonstracdao. Seguindo a notacao da secao anterior, a trivializagao E; de v*T'M

foi tomada a partir da composicao E; = C,B;A;, onde as aplicagoes B;A; e C; sao
expressas pelas matrizes

T I I -1y, +T
BtAt:(I 0) e Ct:<0 2;. )

escritas na base {(X;,0), (0, X;)} de Tg, )T M e na base canénica de R*". Para es-
tudarmos a redugao de ® = (R*", wy, W, ¢;), inicialmente consideraremos a redugao

de \D = (R2n777t7 Uta wt)7 Onde
ne((z,y), (@', y) = (2, y") — (y,2") + (2T = Yi)y, %),
U, = BiAV; e Yy = BtAtdthAngO_l. Observe que

GrpaV e U,
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Estas configuracoes isotrépicas possuem as seguintes propriedades:
(¥) O caminho v, satisfaz

d Y, -2 L
E%:Ztowty onde Zt:< t] O)

el =-T?-T—-R,+YI'+Y/ SendoV, = span{(¥,Y#)}, o subespaco
isotrépico Uy = B;A:(V;) e seu ortogonal simplético sao dados por

Uy =span{(0,e1)}, U = {(z,y) € R*: (x + Yiy,e1) = O}.
Ademais, U; C ker Z;.
(®) O caminho ¢, satisfaz

d ly, -1 —A
— ¢, = — 27t
dtgbt Xio¢y, onde X < I %Y; T )

e A=R— Y2 —3(Y/+Y/*). O subespaco isotrépico W; = C;B,A,(V}) e seu
ortogonal simplético sao dados por

Wi = span{(1/2Vjer,e1)},  Wi° = {(z,y) € R : (z +1/2Vyy,e;) = 0}.
Ademais, W, C ker X;.

Determinemos uma expressao em R?"~2 para o caminho reduzido de .
Seja p: R™ = R™ (z1,...,2,) — (0,29,...,2,). Observe que

Zy(z,y) = Zy(z,py), V(z,y) € R,

(5)-(o ®") (%) veweu

Isto decorre de (0,¢;) € ker Z; e de
(x,y) e U & (x+Yy,e1) =0z =px+ (p—1)Yy.

Se ¢y = ((t),y(t)), sob a condi¢ao 1y = (x(0),y(0)) € Uy® podemos escrever

%(é) N Zt(P:U?J)
()

(R ) ()

Entao para P o operador do enunciado da proposi¢ao, T = (z2,...,2,) € § =
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(Y2, - - - Yn), teremos
£(0) - (0 PSR ) ()

(P —-2T) PL T

- (7))
j& que P é linear, P((Y; —2I)(p—1)) = 0 e P(p— 1) = 0, pois p — I =
Diag(—1,0,...,0) e I'e; = Yye; = b(t)ey pela proposi¢ao 1.2.1.v.

Sejam 1, : UJ® /Uy — UM /U, o caminho reduzido de U e 7, a forma simplética
induzida no quociente. ¥ facil verificar que aplicacio F, : (U /Uy, ;) — (R**2 ;)
dada por )

B ()] > (@5) = (@0 Bt ),

estd bem definida e é um simplectomorfismo, onde 7, é a forma simplética

n((z,y), (2 y) = (&, y) = (y.2") + (P2T = Y1)y, ).

Com isso o caminho simplético 1, em (R2"~2 #,) dado por
n

W"O @Z’t tht
WO Wt
-2 Yt 2n—2

R — >R

satisfaz a equacao diferencial %1/)7: = Z; o1y, onde

. ( p(;;tn_fr) POL ) ' (1.8)

Agora vamos obter uma expressao do caminho reduzido de ® em R?**~2, Para
isto, basta utilizar da relacao ¥ ~¢ @, considerar um simplectomorfismo entre
(R?=2 5;) e (R?*™2, wy) e tomar as composigoes correspondentes. De fato, podemos
verificar facilmente que

v Inr P(=5Yi+ 1)
ct_( ; i (1.9)

¢ um simplectomorfismo de R?"~2 tal que C’f wo = 7). Assim obtemos o caminho
simplético ¢, = Cy);Cyt em (R?"~2 w) tomando E; = C,FiCy "

WSO - C U £ n—2 A C n—
( ugo 7w0) - (UL07770) : (RQ 27770) - (RQ 2’(")0)
@L zﬁtl zﬁt\ Jn\
wo C, o F AP o’ -
(uljlt/t 7(*}0) t (%7”0 : (RQn 2777t) t (R%z 27w0)

Observe que E, = Ey e Ey(myw (W2 N (R™ x 0))) é o subespaco lagrangiano
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horizontal de R?"2:

A

Ey(mw (W N (R" % 0))) = CECy! (mw (W N (R™ % 0)))
CiEymy (U N (R™ % 0))
Cy(R™™ % 0)

= R x0.

Por fim, vamos determinar o campo X; tal que %gbt = X, o ¢y, ou seja,

. d . . A .
Xt:£0t~0;l+ct~Zt-Cgl,

onde Z, e C; sdo dadas em (1.8) e (1.9). Denote D = P(I’ — 1Y;). Uma conta
direta mostra que

v _(-D D+ D?>+PL
t — _[ _D )

onde L = —T? — T — R, + Y;I' + Y. Usando que Y; = Y/ — Y/* + ;' = TY; pela
proposicao 1.2.3, temos
. .1
D+PL = P(F—§Yt+L>
1 / % 1 2
= PR+ Y/ +Y, )+§(YtF+FYt)—F

2

1 1

onde A = R, — 1Y? — 1(Y/ + Y/*). Se denotarmos Q(A, B) = PAPB — P(AB)
para A e B duas matrizes n X n quaisquer, teremos

1 1
D? = 73(1—‘—5}/;) P(F—§Y2)
1 1
= Z(PYt)Q — 5(73Yt PT +PL PY,) + (P2

1 1
= P (ZYf — oM+ TV + FQ) +

1 1
Segue que D + PL + D> = —P(A) + f3, onde

B = iQ(Yt, Y,) - %Q(Yt, r) - %Qﬂ“a ¥+ Q.1

cujo valor passamos a calcular. Se representarmos uma matriz A por [a; ;| para
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i,j€{l,...,n}, entdo PA = [a;+14+1] parai,j € {1,...,n —1}. Assim,

P(AB) = P([a,][bis]) =P ( [Z ai,kbk,j] > = [i ai+1,kbk,j+1]

=1
(&
n—1
PAPB = [ai1,j+1] [bit1,j+1] = Z ai+1,k+1bk+1,j+1] = [aiy11b1,501] + P(AB),
k=1

ou seja, Q(A, B) = [ait1,1b1,j+1]. Uma vez que I'e; = Yje; = bey e tanto I' quanto
Y, sdo antissimétricas, temos [a;41,1b1 j4+1] = Diag(—b%,0,...,0), sempre que A, B €
{T",Y;}. Dessa forma o termo (3 é dado por § = iDiag(—bz, 0,...,0) e concluimos
que _
v _(-D D+D*+PL\ _(PGY.~T) —PA+p
T -D - I PRy, -T) -



Capitulo 2

Indices de caminhos simpléticos

Neste capitulo tratamos de indices de caminhos simpléticos em R?" seguindo o tra-
balho de Long desenvolvido em [23] (ou, alternativamente, em [21]). Comegamos
considerando uma familia a 1-parametro w € S* de indices i, para caminhos
simpléticos e descrevemos alguns fatos basicos. Na segunda secao estabelecemos
a formula de Bott que consiste em expressar o indice do iterado de um caminho
a partir de seus w-indices e consideramos o indice p,, que expressa o valor médio
dos w-indices. Na terceira secao vemos que a medida que a funcao w +— i, varia,
maior se torna a intersegao do espectro de v(7) com o circulo unitario em C, onde
7(7) é uma das extremidades do caminho simplético. Quando v(7) admitir um
1 ¢
0o 1)
associaremos um numero x a um autovetor de 1 que nos auxiliard no estudo das
descontinuidades de w +— 1,. Trataremos casos mais gerais em que FE, possui
dimensao maior do que 2 e verificamos x em alguns exemplos. Na tultima secao
associamos aos chamados caminhos simpléticos degenerados um novo caminho que
chamamos de reduzido e, de certa forma, é obtido pela reducao do anterior na
direcdo em que este se degenera. A partir da dimensao de E,. e do valor de Yy,
relacionamos um tal caminho com o seu caminho reduzido.

plano simplético invariante F, restrito ao qual seja escrito da forma

2.1 Indice de Long

Nesta secao apresentamos o w-indice de um caminho simplético para w € S' C C,
sendo o caso particular 1-indice chamado de indice de Long. Para cada caminho v
consideraremos uma familia vs que chamaremos de perturbacao rotacional de v e
que nos ajudara a tratar de caminhos degenerados. As principais referéncias que
utilizarmos nesta se¢ao e na segao seguinte sao [21] e [23].

Considere o conjunto dos simplectomorfismos lineares de (R*",wy) dado por

Sp(2n) = {M € GL(2n,R) : MT J M = J},
0 —1I,

I, 0
de M visto como uma matriz na base canénica. Tomaremos em Sp(2n) a topologia

onde J = ( ), I,, é a matriz identidade em R”, M7 denota a transposta

23
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induzida de R*"*,
Para cada 7 > 0, seja

P.(2n) = {~:]0,7] — Sp(2n) continua;v(0) = I, }.

Denotaremos por S' = {w € C : |z] = 1} o conjunto dos nimeros complexos
unitarios. Para cada w € S!, definimos

P:.,(2n) = {7 € P, (2n); ker(x(r) — wI) = 0},

Pro(2n) = Prou(2n)\P;,(2n)
v, (v) = dimckerc(y(1) — wi).
Caminhos v € P7;(2n) sdo chamados de nao-degenerados. Quando a dimensao
envolvida estiver clara, escreveremos apenas P, PBW e Pr,.
A topologia de P,(2n) é definida pela C°([0, 7], Sp(2n))-topologia induzida pela
topologia de Sp(2n).

. o~ . o Al AZ / _ Bl B2
Definicao 2.1.1. Sejam A = (A3 A4) € Sp(2n') e B = (33 B4) €

Sp(2n”). Definimos o ¢-produto entre A e B por

A 0 Ay O
. 0 Bl 0 B2 / "
Ao B = A, 0 A 0 € Sp(2n + 2n").
0 By 0 By

Naturalmente se define ygoy; € P-(2no+2n1) quando v; € P,(2n;),i =0, 1. E facil
verificar que ¢ é associativo e entao podemos escrever sem ambiguidade A< B¢ C
ou oy, =0 v =719+ ¢, Pomos ainda A" =o' | A.

Cada aplicacdo M € Sp(2n) possui uma unica decomposi¢ao polar M = AU
onde A = (MM)'/? é simétrica, positiva e simplética e U é ortogonal e simplética.
Uy —U2

Assim, U tem a forma
U2 U

), onde u = uq + tus é uma matriz unitaria e

i = v/—1. Dessa maneira, para cada caminho v € P,(2n) podemos associar um
caminho u : [0,7] — U(n) no grupo das matrizes unitarias U(n). Se A(t) é uma
funcao real continua satisfazendo Det u(t) = exp(iA(t)), a diferenga A(7) — A(0)
depende apenas de vy e nao da escolha da fungdo A(t). Podemos portanto definir
o nidmero de rotagao de v em [0, 7| por

Ar(7) = A1) —A(0) e R.

Sendo D(+2) = +diag(2,1/2) € Sp(2), sejam M,” = D(2)°" e M, = D(-2) o
D(2)°"=1) matrizes 2n x 2n diagonais. Pelo teorema 2.4.1 de [23] (teorema 7.1 em
[21]), o conjunto Sp(2n)? das matrizes simpléticas que ndo tém w por autovalor
possui exatamente duas componentes conexas, cada uma das quais contendo M-
e M, . Assim, para todo caminho v € P; (2n) sempre podemos conectar sua
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extremidade v(7) a M;" ou a M,  por um caminho § inteiramente contido em
Sp(2n)f. Tomado o caminho justaposto

_ 2, e0<t<3
B*V(t)_{ B2t —7) s ggtgi

0 numero %AT(B % 7) é um inteiro e independe da escolha do caminho  (cf. lema
5.2.6 de [23] ou teorema 1.3 de [21]).

Definicao 2.1.2. Seguindo a notagao acima, definimos o w-indice de um caminho
de simplectomorfismos partindo da identidade da seguinte forma:

- Caso nao-degenerado: Se v € P; , definimos como o nimero inteiro

1
iou(0) = 2O, (B 5 7).

- Caso degenerado: Para vy € PY

W)

seu w-indice é dado por
i,.(y) =inf{i_ (a): a € P:(2n) estd C’-préximo o suficiente de v}. (2.1)

Em alguns casos denotaremos o w-indice apenas por i,(7y). Para w = 1, tal
indice sera chamado de indice de Long e escreveremos

iy (v) =i, (7)-

A nocao de caminho C%-préximo é proveniente da topologia de P,(2n), que é
a induzida de C°([0, 7], Sp(2n)). Equivalentemente podemos definir o w-indice de
um caminho degenerado ~ por

irw(y) = sup inf{i,(8): B€UNP;,(2n)},
UeN(v)

onde N () é o conjunto de todas as vizinhangas de v em P, (2n).

Dados v € P.(2n) e ty € (0,7) préximo de 7, utilizando de pequenas per-
turbacoes rotacionais do caminho v proximo a extremidade ¢ = 7, Long mostra em
[21] e [23] que é possivel construir caminhos 74 para s € [—1,1] com as seguintes
propriedades:

Pl v ="

P2 Ysisg = Mowgr VS € [—1,1];
P3. v, € P}, (2n) para s # 0;

P4. v — 7, quando s — 0;

P5. irw(71) = drw(v-1) = vrw();

P6. iru(7) =irw(y-s), V0O<s <L
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Sp(2n)

Figura 2.1: Perturbagao rotacional de um caminho v € P.(2n).

As propriedades acima nos dizem que 75 é uma variacao continua de v (P1 e
P4), idéntica a v para t € [0,to] (P2) e formada por caminhos nao-degenerados
(P3) que em s = 1 atinge o maior dos indices entre os caminhos nao-degenerados
C%préximos de 7y (cf. teorema 6.1.8 de [23] ou teorema 2.6 de [21]) (P5) e em
s < 0 atinge o menor (P6), ou seja, é exatamente o indice de ~y (cf. coroldrio 6.1.9
de [23]).

Portanto o infimo dos indices de caminhos nao-degenerados em (2.1) é efetiva-
mente atigindo e isto pode ser feito apenas tomando uma pequena perturbacao na
proximidade de um dos extremos de 7. No que segue, o indice de um caminho qual-
quer v € P, (degenerado ou nao) ¢é igual ao indice do caminho nao-degenerado
v_s com y_y — v quando s — 07. Chamaremos os caminhos 75, s € [—1,1],
simplesmente de perturbacoes rotacionais de . Estes resultados sao estabelecidos
em [23], teorema 5.4.1 e coroldrio 6.1.12 e também em [21], teorema 2.5 e corolario
2.7.

Convém observar que a convergéncia na propriedade (P4) pode ser tomada da
topologia C'. De fato, a equagao (5.4.6) de [23] (ou (2.6) em [21]) fornece uma
expressao explicita para a perturbacao rotacional:

() = V()P Ryny (3p(t)0o) -+ Rin,24(5p(t)00) P.

Aqui Ry(0) = Io_o ¢ R(0) © I, 2, é um o-produto entre aplicagdes identidade

. cosf) —siné
Iy, € Sp(2k) e a rotagao R(0) = sind  cos
mudanca de base para uma base simplética conveniente, os indices my, ..., m,194
somam 2n, ¢ é um nimero no intervalo (0,g-) e p : [0,7] — [0,1] é uma fungao
de classe C? que se anula em [0, to], possui derivada p > 0 e na extremidade t = 7
satisfaz p(7) = 1 e p(1) = 0 (cf. segdo 5.4 de [23] ou capitulo 2 de [21]). Desta
forma, temos também a seguinte propriedade:

, P € Sp(2n) é uma matriz de

P4'. Se v € P,(2n) N C*([0,7],Sp(2n)) entdao v, é um caminho de classe C' e
vs — 7 quando s — 0 na topologia C''([0, 7], Sp(2n)).
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Definigao 2.1.3. Para 7 > 0 e w € S', dados dois caminhos 7y e v, € P,(2n), se
existir uma aplicagao continua 6 : [0,1] x [0,7] — Sp(2n) tal que §(0,-) = o(-),
0(1,-) =m(:), 8(s,0) =T ewv, (6(s,-)) é constante para 0 < s < 1, entdo vy e 11
sao chamados de w-homotdpicos em [0, 7] e escrevemos Yy ~, 1. Se Yo ~, Y1 em
[0, 7] para todo w € St entao 7y e v, sao homotdpicos em [0, 7.

O w-indice é aditivo com respeito ao ¢-produto e é invariante por homotopia e
pelo conjugado de w:

Teorema 2.1.4 (Lema 5.3.1' e Teorema 6.2.7 de [23], teorema 2.11 de [21]). Para
todos >0 ew € S, i,, satisfaz:

(i) (Invariancia pelo conjugado) ~ € P.(2n), =
ira(7) = irw(7)-
(i1) (Invariancia homotdpica) 7o, 71 € Pr(2n).
Yo~e N = drw(V0) = drw(m)-
(111) (Aditividade simplética) ~; € Pr(2n;), i=0,1 =
irw(700 M) = trw(Y0) +irw(n).

Note que da invariancia homotépica se vé que o indice de Long é também
invariante por pequenas perturbagoes que mantenham os extremos fixos.

2.2 Formulas de Bott e caminhos iterados

Nesta segao fazemos um estudo da fungao w € S +— i,(y) para um caminho
v € Pr(2n). A partir de quatro resultados de [23] (ou [21]) que apenas enun-
ciamos, veremos que esta ¢ uma funcao localmente constante no circulo unitario
St cujos saltos de descontinuidade sao dados pelos chamados splitting numbers e
ocorrem precisamente nos autovalores de y(7) (cf. lema 2.2.4) e portanto em um
nimero finito. A seguir introduzimos um indice que exprime a média dos w-indices
quando w varia no circulo unitario. A partir de comparagoes entre o indice médio
e o indice de Long, poderemos concluir sobre os autovalores de uma das extremi-
dades do caminho simplético.

O teorema abaixo nos diz que os saltos de descontinuidade de w + i, (7y) de-
pendem apenas da extremidade ¢ = 7 de 7.

Teorema 2.2.1 (Lema 9.1.5 de [23], lema 4.5 de [21]). Sejam M € Sp(2n) e
w € St. Tomados um nimero T > 0 e um caminho v € P, (2n) tal que v(1) = M,
definimos
+ T . .
SM(("J) - eli%i Z7',exp(e\/771)w (7) —lrw (7)

I Apesar deste lema ser enunciado apenas para caminhos nao-degenerados, obtemos o resultado
para o caso geral simplesmente tomando uma perturbacao rotacional.
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Estes niumeros serao chamados de splitting numbers de M em w e nao dependem
da escolha do caminho .

Os splitting numbers sao aditivos com respeito ao o-produto e se alternam pelo
conjugado de w, conforme o lema a seguir:

Lema 2.2.2 (Lema 9.1.6 de [23], lema 4.6 de [21]). Para M € Sp(2n) e w € S*,
Si(@) = Si(w).
Além disso, para todo M; € Sp(2n;), 1 = 0,1, vale
Sitvorr; W) = Siz, () + 83y, (w),  Vw e S

Para um caminho simplético v € P,(2n), definimos sua extensao ao intervalo
[0, +00) através da expressao

(t) =t —jr)y, Vir<t<(j+1)r,jeN
A m-ésima iteragcao y™ de v é definida por

,ym = 7|[0,m7’]-

O préximo teorema fornece duas identidades. A primeira relaciona o indice
de Long dos iterados de um caminho simplético com os w-indices do caminho
e a segunda diz o mesmo em termos das multiplicidades geométricas v, (v) =
dimc kerc(y(7) — wl) das extremidades desses caminhos, como definido na segao
anterior. Tais identidades sao conhecidas como formulas de Bott.

Teorema 2.2.3 (Férmulas de Bott — Teorema 9.2.1 de [23], teorema 1.4 de [21]).
Para todos 7 > 0,7 € P(2n) e k € N, valem

p () =Y iw(),

wk=1

wk=1
Escreveremos o(A) para denotar o conjunto de autovalores de uma aplicacao
linear A : R?" — R,

Lema 2.2.4 (Lema 9.1.1 de [23], lema 4.1 de [21]). Fizado um caminho vy € P.(2n),
a aplicagio definda no circulo w — i, () € localmente constante em S*\o(v(7))
e portanto constante em cada uma de suas componentes coneras. Além disso,

v, (7) =0 para w em SN\o(y(7)).

Observe que este lema nos fornece um mecanismo de deteccao de autovalores
unitdrios da extremidade y(7) do caminho 7: Sempre que ocorrer uma desconti-
nuidade na aplicagdo w — i,,(7Y), necessariamente haverd uma intersecao entre
o(y(7)) e o circulo unitdrio S, dada exatamente no ponto de descontinuidade.

Reciprocamente, se o(y(7)) NS for vazio entao w + i, ,(7y) é continua e por-
tanto é constante:
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Corolério 2.2.5. Se a extremidade (1) de um caminho v € P.(2n) ndo tiver
autovalores em S entio a fungao w s i,(y) € constante no circulo unitdrio e

(V") = k()
para todo k inteiro

Demonstracao. De fato, nao havendo autovalores em S!, nao héa descontinuidade
para w — i,(7y) que é uma fungao constante. Pela férmula de Bott,

p () = () =D 1, () = kp, (7).
0

Passemos a defini¢do de indice médio (cf. [23], definicao 8.0.1, ou [21], teorema
1.5):

Definigao 2.2.6. Para todos 7 > 0 e v € P-(2n), definimos o indice médio (mean
index) como o limite

o (Y)
Fom (7) o kzgr-?oo k

Proposicao 2.2.7. Para todos T > 0 e v € P.(2n),

1) = 5= [ el

2

Segue que o limite acima sempre existe, ¢ um numero real finito e se justifica a
nomeclatura adotada.

Demonstracao. Pelo teorema 2.2.3,

wk=1

Do lema 2.2.4; a func¢do w + 1i,(7) é localmente constante exceto numa quantidade
finita de pontos. Assim, o lado direito da igualdade acima é uma soma de Riemann
e converge para a integral correspondente quando k£ — oo. [

Segue de imediato da definicao de indice médio e da férmula de Bott que para
um caminho v € P.(2n) fixado, se a fungdo w +— i,(7y) for constante, o indice
médio serd igual ao indice de Long. Portanto uma diferenca entre os indices im-
plica numa descontinuidade desta fungao, como estimado no teorema a seguir. Na
secao seguinte utilizaremos deste resultado para inferirmos sobre a cardinalidade

de o(y(7)) N St

Teorema 2.2.8. Sejam 7 > 0 e v € P;(2n) um caminho simplético. Se p, () #
w,, (v) entao para qualquer d > 0 e para algum zy = €' € S* com a € (0, 7], valem
as sequintes implicagoes:
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(i) Se p,(v) < d < p,(7), sejam Iy = Sup{p>0 mnteiro : p<2“m(7) d} e
l; = inf {P € N: p < Hn (Y )} inteiros. Entdo

. . 1
iy (7) —i1(y) > dsup{ll,l }
2
(11) Se p,, (v) <d < p, (), sejal = inf {p eEN:p> d’_l;”—(”()w)} Entao

Zl(’y) - 7:20 (’7) >

~I

Antes de provarmos este teorema, precisamos do seguinte lema técnico:
Lema 2.2.9. Denote |x| = sup{y inteiro:y <z} e [z] = inf{y inteiro: y > x}.

(i) Se @ > 1 entao

sup{];_;i]:p,qGN,1<§§9}2 |20 — 2] .

(i) Se 1l < 6 <2 entao

sup{u:p,qu,1<£§9}:
q—1 q

(111) Se 0 < 6 <1 entdo

—_

>

Sup{u:p,qEN,9§1—7<1}:
q—1 q

=1

Demonstracao. Suponha 6 > 1 e considere para cada n € N o conjunto

A, = n q€N1<1—|— <4 L:qEN,Q’Sg ,

q—1 q q—1 n
ondeG’ZG%l. Observe que n = 5% € A, & § <0 -1 n < |20 - 2] e neste
caso sup A,, = n. Portanto sup{ﬁ 'p,g e N1 < § < 0} = supUA, < [26 — 2],
0 que prova O primeiro item.

No item (ii), 1 < 0 < 2e @ = ﬁ > 1. Temos que sup 4,, = [m — pois

(n0'] =inf{geN:0' <L} cassim

b—q n
—_— 1 N — A, = _— .
sup{q 1 :p,qg €N, <q< } supU SuP{an}—l}

neN

Escreva ¢ = [§'] — p com p € [0,1) e observe que [nf'] = n[0] + [—np]| e
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inf,, {%} = —1 = primeiro termo da sequéncia, pois

[—np] -1

O<p<l=-n<-np=>-n+1<[-np|l=-1<
n

e para p = 0 é evidente. Dessa forma,

S AE W Y S

n
e portanto

n 1 1 1 1
Sup = — = —

o [OT=1 " g, (o1 = T-1 7 [ —1] [T

A prova do terceiro item é andloga. Seja 0 < # < 1 e tome para cadan € N o
conjunto

By=4—"  _peNg<-L_ ql=)_" ,enZ>gl
n+p—1 n-+p n+p—1 n

TTTiTe Pois (nd] =inf{peN:L>¢} Es

[0'] — p com p € [0,1), vemos, assim como no caso anterior, que

onde ¢ = %. Temos sup B,, =

crevendo 0’
[n0'] = n[0'] + [-np] e inf, {%} = —1 e portanto

q—2p p n 1
L ipgeNOI<ST <1} = =,
Sﬁp{q—l b g } S%p{n—lﬂne']} [a

]

Demonstracao do teorema 2.2.8. Considere € tal que 0 < ¢ < p, (y) —d. Pela
definicao de indice médio, existe N € N tal que

1, (V")

< €.

. Sendo@’:% > 1,t0mep,qENtaisque1<§S%coquN.
ntao
(V) > alp, () — €) = pd.

Usando a formula de Bott dada pelo teorema 2.2.3 temos

> () = p, (7)) = () > pd — d.

z#1

Dessa desigualdade concluimos que deve existir algum zy € ST\ {1} tal que i ,(y) >
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%l (e podemos supor que I'm(zq) > 0, pois i,(y) = iz(7),Vz € S') e portanto

. , p—1 P—q
. — >d—— —d=d——:.
iz (7) — 11(7) =) 1
Como [} < ZW, podemos admitir que € > 0 seja tomado de modo que

€< $ (2w —1ly) e assim [; < 2(0" —1). Usando o item (i) do lema anterior
conclulremos que

i(y) —i1(7) > d|20 — 2] > dl,.

Vamos mostrar que também vale i () — i1(7) > . Se “ md( 7) > 2. podemos
assumir que 0" > 5 se € > 0 for pequeno, logo 20" — 2j >1> zl Suponha que

Em(Y) ~ 3 lo+2 um () la42 .
o+ < 5. Sendo 1 < , também vale 1 < 0" se € > 0 for pequeno. Assim

9 <lye ( o J <. Agora usando o item (ii) do lema anterior vemos que

iz () —i1(y) =

=Y
&

A demonstracgao do item (ii) é inteiramente andloga. Tome 0 < e < d — i (7),
N € N grande o bastante para que

k
keN k>N = ‘%—um(v)‘<e

(7)4‘6 <

e p e ¢ inteiros positivos tais que 0 < LmPT< < 1 com g > N. Entao

(7)< qle+p,, (7)) < pd,

i) =, (v = () <pd—d

z#1

SRS

e para algum 2y (com Im(zy) > 0) vale

(1) = i) > A5

g—1
Sendo [ > JFmFs :’;:()7 7, temos 1+L1 > L md(V). Podemos tomar ¢ > 0 de modo que
e <d(5 - umd(v ). Com isso 0’ < 5 e [%5 = < 1. Usando o item (iii) do tltimo
lema concluimos que
. . 1 1
() —i0(Y) = = 2 7
=2

2.3 Caminhos simpléticos e autovalores

Nesta secao mostramos como o w-indice de Long pode ser utilizado para concluir-
mos sobre a posicao dos autovalores em relagao ao circulo unitario da extremidade
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de um caminho de simplectomorfismos.

Escreveremos, como antes, o(M) para indicar o conjunto de autovalores de
uma aplicacdo M € Sp(2n) e # A para a cardinalidade de um conjunto A. No caso
particular em que A C o(M), a menos que mencionado o contrario, ao escrevermos
# A estaremos nos referindo a quantidade de autovalores de M em A contadas as
multiplicidades algébricas.

O teorema a seguir justifica nosso interesse em aumentarmos a diferenca i, (y) —
i1(7y) ou d1(7y) — iy,(7y) (cf. teorema 2.2.8): Na medida em que i,(7y) se afasta de
i1(7), aumenta a interse¢ao de o(y(7)) com S'.

Teorema 2.3.1. Sejam v € P.(2n) um caminho simplético partindo da identidade
e i,(7) seu w-indice. Para todo w € S* com w # 1, vale

#a(y(1) NSt > 2(iw(y) —ir(y))

#o(1(r)) N ST > 2(ia(7) —iu(y)) +457(1)

contadas as multiplicidades algébricas. Em particular,

iw(y)—i(7) <n e a(y) —iu(y) Sn—257(1)
e se em alguma valer a igualdade entdo o(vy(7)) C St

Passemos as defini¢oes necessarias a fim de estabelecer este resultado. Uma
apresentacao completa dos objetos abaixo pode ser encontrada em [21] e em [23].
Sejam M € Sp(2n) uma aplicagao simplética e A € S*. Considere

E\(M) = | J kere(M — AI)F c C*

k>1

o autoespaco generalizado de M com respeito a A. A multiplicidade algébrica de X
é igual a dim¢ E\(M).
Seja G o automorfismo em C** dado por

G=il,

0 -1,
I, 0
G|k, () é nao-degenerada sempre que A € o(M)NS*. Nestas condigoes, definimos
o Krein type number de A € o(M) N S* como o par

(pu q) = (m+(G|EA(M))7 m_(GlE,\(M)))v

onde m*(S) = sup{dim K : K C C?", +S|x > 0} para um operador simétrico
S : C*" — C?". Evidentemente, dim E\(M) = p + .
Para A € C\{0}, as seguintes matrizes sdo chamadas de formas normais bdsicas

de \:
+2 0 .
<O i%)’ para \ ¢ S°;

onde J = ( ) O operador G ¢ autoadjunto e pelo corolario 1.3.4 de [23],
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(3 i), para A = £1, onde b = +1,0;
cos(f) —sin(f) by by
[ cos(f) —sin(6) sin(f)  cos(0) b3 by
R(9) = ( sin(6)  cos(6) ) ¢ 0 0 cos(f) —sin(6) |’
0 0 sin(f)  cos(0)

para A = e £ +1,onde b; € R, by # bs.

Uma forma normal bésica M é dita trivial se para a > 0 pequeno, M R((t —
1)a)°" nao tiver autovalores em S! parat € [0,1), e é dita nao-trivial caso contrério.

Para uma forma normal basica M de A € S!, definimos seu ultimate type e
denotamos por (p,q) como sendo seu Krein type number se M for nao-trivial e
sendo (0,0) se M for trivial.

Segundo o teorema 1.8.10 de [23] (teorema 7.8 de [21]), para todo simplecto-
morfismo M € Sp(2n) sempre existe um caminho f : [0, 7] — Sp(2n) com imagem
contida no conjunto (M) dado por

{N €Sp(2n) : o(N)NS' =a(M)N S, vA(N) = vA(M), YA € (M) N S}
e que liga M a uma matriz da forma
Ml(UJl) G o Mk(wk) < Mo,

onde M;(w;) é uma forma normal bésica de w; € S! para 1 < i < k e M, satisfaz
O'(M(]) M Sl - (Z)

Assim, o wultimate type de uma matriz M é definido como (p,q), onde p =
Zlepi, q= Zle g € (pi,q;) é o ultimate type da forma normal basica M;(w;).
A proposigao 1.8.13 de [23] (proposicao 4.9 de [21]) garante que (p,q) estd bem
definido.

Em resumo, para cada matriz simplética M e A € S* definimos o Krein type
number de M em A como um par de inteiros nao-negativos (p(A), q(\)) cuja soma
p(A) + q(A) = dim E\(M) ¢é a multiplicidade algébrica de A e consideramos o
ultimate type de M em A como um par de inteiros (p(A), ¢(A)) de modo que

0<p\) <p() e 0<q(A) <q(N).

O papel do ultimate type no estudo do indice de caminhos simpléticos é expresso
no seguinte

Teorema 2.3.2 (Teorema 9.1.7 de [23], teorema 4.11 de [21]). Para todos w € S*
e M € Sp(2n),

Suw)=p e Syw) =q,

onde (p,q) € o ultimate type de w para M.

Corolario 2.3.3. A soma dos splitting numbers em w nao supera a multiplicidade
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algébrica de w:
St (w) + S~ (w) < dim U kere(M — wI).

k>1

Demonstragao. dim E,(M) = p(w) + q(w) > p(w) 4+ ¢(w) = ST (w) + S~ (w).

Passemos agora a demonstracao do teorema 2.3.1.

Demonstracao do teorema 2.3.1. Escreveremos simplesmente #0 NSt para indicar
#o(v(1))NSY, B\ = Ex(y(7)) e SE(\) = Sfm(/\). Tome w = €. Como i,(7y) =
i(7Y), podemos admitir que u € (0, 7.

Sejam (p()), q(\)) o krein type number e (p(\), ¢(A)) o ultimate type de A € S*
para (7). Temos

>

dim Bx = p(A) +q(A) = q(A) +p(\) = dim B,

dim By = 2p(1) = 2q(1) e dimE_; = 2p(—1) = 2q(—1).
Dessas igualdades e do lema 2.2.2 teremos

#ons' = ) dimE,

AeSt
= dimEy +dimE_ + »  (dim E.o + dim E,-«)
0e(0,7)

= 2p(1) +2p(=1) +2 Y (p(e”) +q(e”))

0e(0,m)

(p(e”) +a(e"))

v

=
=
+

[\
(]

(2.2)

vV
DO
=
N
+
DO
=
o
=

e analogamente

#onS' = (1) +2p(-1)+2 Y (p(e”) +q(e”))
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Por outro lado, segue da definicao de splitting numbers e do lema 2.2.4 que

(1) =1 (7) + ST+ 30 (SHE) = S () — S (")

0€(0,u)
logo
i1(7) +8T(1) = > S7(€”) < dan(y) < ia(y)+ST(1 Z S*(e”).
0€(0, ] )
Assim,
#on St > 2(SHL)+ D ST(E?))
0e(0,1)

> 2iein(y) —ia(7))

e também

#onsS' > 297(1)+2 ) S

0€(0,u]
> 28T(1) +2(ia (7) = dew(y) +ST(1))
= 2(ix(7) — Qe (7)) + 457(1).

As desigualdades i,(y) —i1(7) <n e i1(y) —iu(y) < n—257(1) decorrem
de #0 N St < 2n e se em alguma ocorrer igualdade, significa que #o N St = 2n,
isto é, o C S1.

O

2.4 Fator de correcao

Os caminhos simpléticos ¢ com que lidaremos sao aqueles obtidos a partir do
fluxo magnético linearizado ao longo orbitas T-periddicas e portanto a extremidade
¢, possui sempre 1 como autovalor e com um autovetor definido pela direcao da
trajetéria. Em alguns casos especiais este autovetor estd contido em um plano

. e . : . 1 ¢
simplético invariante onde ¢, possui a expressao ( 01/ Nestes casos chamamos

o sinal de ¢ de fator de corre¢ao e o denotamos por xy € {—1,0,1}. Este termo
nos permitira determinar cotas inferior ou superior para o splitting number de ¢,
no autovalor em 1. Mais geralmente, dada uma matriz M € Sp(2n) e uma diregao
u € R?" tal que Mu = u, sempre podemos tomar um subespaco simplético M-
invariante F, que contém u e associar um valor y que expresse a interferéncia da
componente nilpotente de M|g, no calculo do splitting number de M. A fim de
estabelecer este termo, facamos algumas consideragoes preliminares.
Seguindo [21] e [23], uma forma normal para o autovalor 1 é uma matriz

NL(LB) = ( f(l)k Bgib) )
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k>1eb=(by,...,b) € R* formada pelos blocos k x k

1 1 0 . 0 0
011 0 0
0 01 0 0
Ak_ )
00 0 . 11
00 0 . 01
b1 0 0o ... 0 0
by —bs 0o ... 0 0
b —b bs ... 0 0
Bk: 3 3 3 '
bp—1 —br_1 bp_1 ... (—1)k72bk_1 0
by —bk bk ce (—1)k_2bk (—1)k_lbk
(§]
1 0 0 0 0
—1 1 0 0 0
1 —1 1 0 0
Oy = )
(-1 S(C1F? (- 10
S R U

Uma verificagdo mostra que 1 é o tinico autovalor de uma forma normal Ny (1, b)
e sua multiplicidade geométrica é

1 ,seby#0

dim ker(Ny(1,b) — Ipg) = .
imker(Ny(1,b) — Iy) {2 Cse by =0

Pelo teorema a seguir, a menos de uma mudanca de base simplética, toda matriz
simplética é um o-produto de formas normais de 1 com uma matriz que nao possui 1
como autovalor. Assim podemos entender tais matrizes como uma versao simplética
de blocos de Jordan associados ao autovalor 1.

Teorema 2.4.1 (Teorema 1.4.1 de [23], teorema 7.6 de [21]). Suponha que 1 seja
autovalor de M € Sp(2n). Entdo existem P € Sp(2n) e M; € Sp(2k;) tais que

P'MP=Mo- oM, oM, (2.3)

onde M; = N, (1,0") (i=1,...,m) é uma forma normal de 1 e 1 ¢ o(Mj).

Para M € Sp(2n), considere como antes o conjunto (M) dado por
{N €Sp(2n):a(N)NS' =a(M)N S, vA(N) = vA(M), YA € (M) N S}
e o conjunto Q°(M) definido por

Q°(M) = componente conexa de Q(M) que contém M (2.4)
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que sera chamado de componente homotdpica de M. Ou seja, Q°(M) é a compo-
nente conexa das matrizes que tém seus autovalores unitarios e suas respectivas mul-
tiplicidades geométricas (mas nao necessariamente as multiplicidades algébricas)
iguais aos de M .

Se M for uma forma normal de 1, entao M sempre pode ser deformada dentro
de sua componente homotépica Q°(M) em um o-produto de uma forma normal
bdsica

c

N(1,¢) = < o ) €Sp(2),  ce{-1,0,1},

com uma matriz que niao possua autovalores em S, (cf. teorema 1.8.10 de [23] ou
teorema 7.6 de [21]). Além disso, pela Lista 9.1.12 de [23], o splitting number de
N(1,c¢) é dado por

S*(1) = 1 ,sec:louO.
0 ,sec=-—1

Lema 2.4.2 (Lema 9.1.5 de [23], teorema 4.11 de [21]). Fizado w € S*, o splitting

number S*(w) € constante em Q°(M). Isto é,

Sr(w) = S (w), VN eQ'(M).

Seguindo este lema, toda forma normal M € Sp(2n) de 1 é conectada por
um caminho f : [0,1] — QM) a um produto N(1,¢) o N tal que 1 ¢ o(N).
Assim, S5(1) =0e S (1) = Sﬁ(lyc)(l), que ¢ determinado pelo valor de c¢. Nestas
condigoes, o procedimento para o calculo de Sﬁ(l) segue os seguintes passos:

1. Pelo teorema 2.4.1, para algum P € Sp(2n), P~' M P é um produto de formas
basicas M; ¢ --- o M, © My de 1, com excecao de M, que nao tem 1 como
autovalor.

2. Como P'MP € Q°(M) e pela aditividade de S* (lema 2.2.2), vale
Sir(1) = Sioiyp(1) = D Sy (1),
i=1

3. Cada forma basica M; ¢ deformada dentro de Q°(M;) em uma matriz N (1, ¢;)o
N; com 1 ¢ o(N;), logo a parcela S]T/[i(l) ¢ determinada pelo valor de ;.

Seja M uma matriz simplética cuja fatoracao dada pelo teorema 2.4.1 fornece
apenas uma forma normal M;. Podemos deformar M; dentro da componente ho-
motépica Q°(M) num o-produto entre uma forma normal bédsica N(1,c¢) € Sp(2)
e uma matriz Ny tal que 1 ¢ o(Np). O termo ¢ é o que chamaremos de fator
de corregao. Do que vimos acima segue que o par (Sy;(1), (1)) composto pelos
splitting numbers e pela multiplicidade geométrica de M em 1 é dado por (1,1),
(1,2) ou (0, 1) conforme ¢ seja 1, 0 ou —1, respectivamente. Com isso o termo c esta
associado & matriz M sem ambiguidade pois as fungoes N +— Sx(1) e N = v;(N)
sdo fungoes constantes na componente homotépica Q°(M). Além disso, se duas



39

matrizes M e M’ em Sp(2n) estiverem associadas respectivamente a c e ¢ e satis-
fizerem

Su(1) = 8n(1) e (1) =var(1)

entao necessariamente ¢ = ¢’. Passemos agora a uma formulacao mais geral para o
fator de corregao.

Sejam M : (E,w) — (F,w) um simplectomorfismo num espago vetorial simplético
(F,w) e u € F um vetor nao-nulo tal que Mu = u. Consideraremos um subespaco
simplético F, que contém u, € invariante por M e tem dimensao minima. Para
isso, tome uma sequéncia de subespagos encaixados em | J, ker(M —I)* C E e com
estas propriedades:

U.ker(M —I)¥ DBy D Ey D -
(2.5)

tal que F; é simplético, M-invariante e u € E;.

Admitindo que as inclusoes acima sejam préprias, uma tal sequéncia deve ser finita
e denotaremos seu ultimo termo por E,. Diremos que E, é um menor subespaco
simplético M-invariante que contém u. Considere a matriz

M, = Q_1M|EuQ7

onde @ : (R¥ wy) — (Ey,,w|g,) é um simplectomorfismo linear entre £, e o espaco
euclidiano com a forma canonica. Ou seja, M, é uma maneira de escrever em
coordenadas euclidianas a aplicagao M restrita a FE,,.

Proposicao 2.4.3. Toda decomposicao de M, em um o-produto de formas normais
como em (2.3) fornece apenas um fator:

P~ M, P = M,.
Além disso, dim E,, Sy; (1) e var, (1) dependem apenas de M e w.
Deixaremos a demonstragao desta proposi¢ao para o final da secao.

Definicao 2.4.4. Seja M um simplectomorfismo num espago vetorial simplético
(E,w) tal que Mu = u, para algum u € E, u # 0. A direcao u estd associado um
nimero ¢ € {—1,0,1} obtido da seguinte forma:

1. Considere M, como acima a restricao de M ao subespaco invariante F, escrita
em coordenadas euclidianas.

2. Pela proposi¢ao acima, escreva P~! M|g, P = M, forma bésica do autovalor
1.

3. Conecte a forma normal M; a uma matriz N(1,c) o Ny por um caminho
contido em Qo(M7) com 1 ¢ o(Ny).

O numero ¢ sera chamado de fator de correcao de M em u e serd denotado por
X(M,u), ou apenas x(M) se u estiver clara no contexto.
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Segue da proposi¢ao anterior que para M, = Q"' M|g Q' onde E!, ¢ o ltimo
termo de uma sequéncia encaixada de subespagos préprios que satisfaz (2.5) e
Q : Sp(2l') — E! é um simplectomorfismo linear, M, e M/ tém os mesmos splitting
numbers e mesma multiplicidade geométrica em 1. Assim, se M, estiver conectado
a N(1,c") o N dentro de sua componente homotépica, ¢ = ¢’ e portanto o fator de
corregao ¢ estd bem definido.

Proposicao 2.4.5. O fator de correcao x(M,u) possui as sequintes propriedades:
(i) x(M, Au) = x(M,u), VAeR\{0}.

(iii) x(P M P~', Pu) = x(M,u), para todo simplectomorfismo linear P : E — F.

(iv) Se Mu = v e Mv = Au+ v para algum v € E tal que w(u,v) = 1, entao
X(u) = signA, ou x(u) =0 se A = 0.

A proposicao acima nos diz que o fator de correcao depende somente da direcao
determinada pelo vetor u, inverte de sinal sob a inversao de M, é invariante por
conjugagoes e se u compuser um plano simplético span{u,v} com w(u,v) = 1

1 . <
restrito ao qual M é da forma ( 0 i\ ) entao o fator de corregao é o sinal de A

(sendo ¢ = A no caso nulo).
Demonstragao. (i) Imediato de E, = E\,.

(ii) Basta observar que N(1,¢)™! = N (1, —c) e que se f conecta M, a N(1,c)o Ny
em Q°(M,) entdo g(t) = f(t)~* conecta Mt a N(1,c) Lo Nyt em QO(M ).

u

(iii) Denote N = PMP~! e v = Pu. Se verifica facilmente que F, = PE, é o
ultimo termo de uma sequéncia encaixada de subespagos simpléticos proprios
N-invariantes e que contém v. Se Q : F, — R?* ¢ um simplectomorfismo e
M, = Q 'M|g,Q entdao tome K = Q(P|g,) ' : F, = R¥e N, = K 'N|p K
para concluir que x(M,u) = x(N,v).

(iv) Sob tais hipdteses podemos tomar E, = span{u,v}. Entdo a matriz M, se

0 1
em N(1,sign)\). O

Uma vez estabelecido o fator de correcao, teremos informagoes prévias sobre o
splitting number no autovalor 1 de uma matriz, como nos diz o proximo resultado.

escreve nesta base como ( ), que claramente é deformada em Q°(M,)

Proposigao 2.4.6. Se M € Sp(2n), (p(1),q(1)) € o seu Krein type number em 1
e Mu = u para algum u € R®" entao
()
X(M,u) = -1 = Sy(1) <p(1)— 1.
(i)
x(M,u) =0 oul = Si(1)>1.
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Demonstrag¢ao. Considere como acima o subespaco simplético e M-invariante E),
que contém wu. Aplicando o teorema 2.4.1 as restricoes de M a cada um dos su-
bespagos da decomposi¢ao R*® = E, ® E*° onde E*° denota o ortogonal simplético
de E,, obteremos uma aplicagdo P € Sp(2n) tal que

P IMP =Moo M, oM,

onde M; € Sp(2k;) é uma forma normal de 1 para i = 1,...,m, 1 ¢ o(M),
E, = P(R® @ 0) e M|g, corresponde a M, via P. Pela aditividade de S3; temos

Sin (1) 4 -+ 5y, (1) = S5 (1) < p(1).

Assim, a condigao x(M,u) = —1 significa que a parcela S]El(l) se anula, logo a
desigualdade deve ser estrita e portanto Si (1) < p(1) — 1. Por outro lado, se valer
X(M,u) =1 ou 0 entdo Sj; (1) = 1, logo S3;(1) > 1.

]

Sob a condigdo x(M,u) = —1 melhoramos o teorema 2.3.1 e o corolario 2.2.5:

Corolario 2.4.7. Seja ¢ € P,(2n) tal que x(¢r,u) = —1 para algum u € R*".
Entao
(1)
#o(d-) NS > 2(in(d) —i1(¢) +2, Ywe S

(ii) Se o tunico autovalor de ¢, que estd no circulo € 1 e com multiplicidade
algébrica 2, entdo w +— i,(¢) € uma funcao constante e

py(¢") = kp,(¢), VkeN.

Demonstra¢ao. Como vimos, p(1) > ST(1) +1 = p(1) + 1 se x(¢r,u) = —1.
A demonstracao do item (i) é a mesma do teorema 2.3.1 apenas substituindo a
expressao em (2.2) por

No item (ii), por hipétese, 2 = dim Ey = p(1) +q(1) = 2p(1), logo 0 < ST(1) <
p(1) —1 =0 e assim w — i, (¢) ndo possui descontinuidade em w = 1. Como nao
ha outros autovalores de ¢(7) em S, esta funcao ¢ constante e o resultado segue

agora da férmula de Bott.
O

Exemplo 2.4.8 (Fluxos hamiltonianos nao-degenerados). Para um fluxo hamil-
toniano ao longo de uma érbita periddica v, se o fluxo for transversalmente nao-
degenerado entao o termo () é determinado pelo crescimento ou decrescimento
dos periodos das orbitas em niveis de energia préximos quando variamos a energia.

Mais precisamente, seguindo o trabalho de Merry e Paternain em [26], considere
uma hamiltoniana H numa variedade simplética M e sejam X o campo hamilto-
niano associado, ®; seu fluxo e v, uma érbita periddica de periodo 7 = 7(k), onde
k = E(v) é o nivel de energia em que se encontra a érbita. Dizemos que 7y, admite
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um cilindro de orbitas se existirem um € > 0 e uma familia (suave em s) 45 de
érbitas periodicas com s € (—¢,¢€) e

Vigs : ST = TM, de energia H (Yx+s) = k + s.

Uma condigao suficiente para que v = v, admita um cilindro de érbitas é que o au-
tovalor 1 do fluxo linearizado d.()®, tenha multiplicidade geométrica exatamente
igual a 1 (cf. [20], proposi¢ao 4.2). Neste caso, o cilindro de érbitas é fortemente
nao-degenerado, o que significa que a fungao vxys — 7(k + s) que associa a cada
érbita ao seu periodo satisfaz 7/(k) # 0. Se N denota a secao em H (k) que
¢ tranversal a 4(0) e tal que seu espaco tangente TN seja igual ao ortogonal
simplético ao autoespago bidimensional associado ao autovalor 1 e se P, denota o
mapa de Poincaré em ~(0) entdo obtemos uma decomposi¢ao simplética de T’y ) M
tal que d. )P, é escrito da forma?

1 7(k) 0
do®, = [0 1 0 :
0 0 dyh,

com d (o) Py restrito a 7% )N e ker(d,oyP — I) = 0. Portanto

X(®-, ) = sign(7'(k)).

Exemplo 2.4.9 (Caso geodésico). No caso particular do fluxo geodésico G :
TM — TM temos que x(G;) = —1 na direcao de uma geodésica y 7-periodica. De
fato, sendo 4(t) e t¥(t) campos de Jacobi cujos levantamentos (7,0) e (t7,%) em
Ta, )T M formam uma base (2yp-simplética, temos

deG - (7(0),0) = (7(7),0) e doGy-(0,5(0)) = 7(¥(7),0) + (0,%(7)).
Denotando u = (¥,0) e v = (t7,75), temos que dpG, é da forma u — u, v —
Tu + v. Contudo, Q(u,v) = —1, logo dyG, na base simplética {u, —v} é dado por

( (1) _17 ) Assim, pela proposicao 2.4.5.iv,

x(v) = sign(=7) = —1.

Exemplo 2.4.10 (Fluxo magnético com x nulo). Considere T? o toro flat de
dimensao 2 e w = (J+,-) a forma de area. Entao o fluxo magnético G; com respeito
a w possui forga de Lorentz Y = J tal que VY = 0 e a equagao de Jacobi (1.2) ao
longo de uma trajetoria T-periddica v se escreve

V"' —JvV'=0.

2Convém mencionar que em [20] ocorre um equivoco na expressao da matriz d+0)®-- O bloco

1 —(k) ) . 10 i
0 1 (cf. equagdo (1.5), pg 4) deveria ser (k) 1 (cf. segao 2.5, pg 16), o que

/
corresponde, via uma mudanga de base simplética, a (1) 4 gk) )
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Assim, 4 e J¥ sao campos de Jacobi que geram um subespago simplético e

doGr - (7(0),0) = (¥(7),0) e doG; - (J7(0),0) = (J¥(7),0),

ou seja, dpG, é da forma u — u, v+— v com Q(u,v) = 1. Portanto

x(y) =0.

Exemplo 2.4.11 (Fluxo magnético com x positivo, [26]). Usaremos do exemplo
2.4.8 para mostrar um caso de trajetérias magnéticas em que y = 1. A ideia
serd considerar uma forca de Lorentz em R?\{0} cuja intensidade seja uma fungao
radial decrescente e as trajetérias sejam circulares com periodo 7 inversamente
proporcional a esta intensidade. Com isso teremos y = sign(7’') = 1.

Sejam i a estrutura complexa em R? wy = do Ady = rdr Adf = (i-,-) a
forma de drea canodnica, f : (0,00) — R uma funcdo suave, w = F(r)wy = f/ff)wo
uma forma fechada, Y = F'i a forca de Lorentz associada ao campo w-magnético e
e 1 [0, 7(k)] — R*\{0} uma trajetéria 7(k)-periédica de energia E(7¥) = k.

Escreva y(t) = 7(t)e®. Entdo 4 = rel? +r6ic?, 4 = (7 —r0%)e 4 (270 +10)ic?

e Yy = —Froe? + Frie’, logo

=ré é trajetéria < = r0® = —Fré & = 9(r0 =1
T ) 2 + ) = F (r26—f) =0
Seja ¢(t) um campo de vetores ao longo de . Como {¥,i§} forma uma base
para 7*T(R?*\{0}), existem fungoes reais x e y tais que

¢(t) = z()3(t) + y()iy (1)

e estas sdo unicamente determinadas. A equagao de Jacobi (1.2) se escreve J” —
FiJ' — (VF,J)iy =0, logo

, | & —yF —jF =0
¢ é um campo de Jacobi < { j+iF —(VFijy=0"

Como
dG, - (¢, () = (@y +yiy, (& — Fy)i + (§ + Fa)iy) € E7'(k) & &—Fy=0,
temos que

¢ é um campo de Jacobi no nivel & < { Z;ly(]; zg ;
onde K(t) = F(r(t))* — (VF(r(t)),i¥(t)).
Admitindo que K (t) seja constante e positiva, vemos que ( é periédico com

VK VK

periodo ¥*. Se o periodo 7(k) de v nao for um multiplo de %>, entao o fluxo

magnético G; é transversalmente nao-degenerado e, pelo exemplo 2.4.8, x(¥) =
: dr
sign(—9r).
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Estudemos trajetérias 4y (t) = p(k)e ™ no nivel k com a(k) > 0 e p(k) € (0,4).
Do que vimos acima e pelos valores da energia e do periodo, temos

pURJalk) = F(o) = 0. k= ZalkPo(R} e 7(k) = .
logo o periodo 7(k) = 27 f,p((pk()k) tem derivada em relacao a k dada por
(k) = o PRV (p(R)) — p(k) " (p(K)) P/ (K)
T =2 TP

e o termo K sobre campos de Jacobi ao longo de vy é

K = F(p(k))* = (VF(p(k)), —p(k)a(k)e ™)
= F(p(k))* + F'(p(k))p(k)a(k)
(k)" (p(k))-

Vamos agora nos restringir ao nivel k = 1. Ponha p(3) =2e¢ f'(p(3)) = f/(2) =

1. Entéao a(3) =1 e

k
k

)

7(1/2) = 2mp'(1/2)(1 — 2/"(2)).
Este valor ¢ positivo se tivermos p/(3) > 0 e f”(3) < 3. Além disso, K é constante

positiva se f”(3) > 0. Ou seja, obtemos 7/(3) > 0 tomando uma fun¢ao f :
(0,00) — R tal que
(i) f(2)=1
. " 1 1
(i) 0< f"(2) < ze \/W¢N7
o que conclui o nosso exemplo.

Observe que este exemplo pode ser considerado numa variedade compacta. Para
isto, tome f com a condicao adicional f|(1ju,e0) = 0 € um mergulho ¢ : D — S?
do anel D = {z € R? : 1 < 2| < 3} na esfera S%. Assim ¢,w se estende de modo
nulo a S%. Por fim tome em S? uma métrica ¢ que seja uma extensao da métrica
induzida por ¢ em ¢(D).

E possivel mostrar que neste caso o chamado nivel critico de Mané (cf. segao
4.6 a seguir) é menor do que 1/2 (cf. exemplo 3 de [26]) e portanto temos y =
1 para érbitas acima de um tal nivel. Como o fluxo magnético exato® é uma
reparametrizagdo de um fluxo geodésico de alguma métrica Finsler (cf. corolario
2 de [11]), este exemplo ainda mostra que uma tal reparametrizagdo pode nao
preservar o fator de correcgao.

Concluiremos esta secao com a demonstracao da proposigao 2.4.3. Precisaremos
de dois lemas.

Lema 2.4.12. Sejam M um simplectomorfismo linear num espago vetorial simplético

3Um fluxo magnético é dito exato quando a forma simplética twisted Q = Qy — 7*w de (1.1)
é considerada com w € Q%(M) uma forma exata.
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(B ,w) e{&, -, &) e{&,- .., &} dois subconjuntos de E tais que

Mg =&+ &1, M =&+ onde& =& =0.

Entao para todo i € {1,...,p} valem

(1) W& &G1) +wl(&i1,&)) +w(&i-1,&51) =0, Vjie{l,....p'}
(i) (€, €) =0, Vje{l...p—i};
(iii) sep=p" entdo w(§p—it1, &) = (=1)w (&, &).
Em particular,

() w(&i;§j-1) + w(&i-1,§) +w(&i-1,§-1) =0, Vie{l,....,p}.
(v) w(&, &) =0, Vie{l,....p—i};

(vi) w(&p-it1,&) = (1) w (5;0751)

Demonstra¢ao. O item (i) é uma consequéncia de

w(&, &) = w(ME&, ME&;) = w(&;, &) +w(&i, &y) +w(éiz1, &) +w(&im1, &)

O segundo item decorre de um argumento de inducao em i: Parai=1¢e j €
{1,...,p  — 1}, o resultado segue de (i); supondo (ii) valido para i € {1,...,p—1}
e todo j € {1,...,p — i},

0= w(gi-‘rl?é;) + w(£i7£;'+1) + W(&,g;) = w(gi—i-lug;‘)?

o que prova (ii).
Para (iii) também utilizamos de indugao. Para i = 1 é imediato. Supondo

(gp z+17€/) = ( )ZH (gpafl) temos w(gp—ﬂgz{—i-l) + W(gp—i—klaf ) + W(gp uf) =0
por (i) e w(&—i,&;) = 0 por (ii), logo

W(fp—i7le‘+1) (— )Z+2 (5?751)
O

Lema 2.4.13. Sejam M € Sp(2n), M’ € Sp(2n’) e bases {&1, ..., &an} e {1, ., &b}
de R?" ¢ R?" tais que

M&G=6+8&1 e MG=E+E ., &=§=0.
Se sign(wo(&n, Env1)) = sign(wo(&u, Ew+1)), entao
Sy(1) = Su(1) e x(M,&) = x(M',€]).

Demonstracao. Observe que a multiplicidade geométrica de autovalor 1 ¢é igual 1
para M e para M’. Nesta condicoes, como discutido no inicio da secdo, teremos
Sa(1) = S7,(1) se e 6 se x(M, &) = x(M',€). Verificaremos a igualdade para
o splitting number como definido e calculado em [5] (cf. nesta referéncia o teo-
rema 2.1 e as observagoes que seguem o teorema 2.7 e o lema 2.10). Neste caso
para um simplectomorfismo P € Sp(2n), seu splitting number SJ\jf[ em 1 é definido
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observando-se separadamente o valor de S]jf/[ obtido em cada restricdo M| p,0)
onde J(1,p, o) é um subespago de R*" de dimensao p restrito ao qual P se escreve
como um bloco de Jordan e o € {0,1} é um nimero obtido a partir do sinal

signwo(NIX, NIT1X),

para Ny = M — I, [ dado por p = 2l ou p = 2l — 1 e X um vetor tal que
span{X, N, X,...,N’"' X} = J(1,p,0) (cf. Normal forms for symplectic mappings,
pg 220 de [5]). Pelo teorema 2.13 de [5], sendo p par, o splitting number Sj; em
J(1,p,0) é 1 ou 0 conforme o = 1 ou 0, respectivamente. Em nosso contexto temos
J(1,2n,0) = R, X = &, e o valor de S3;(1) fica entdo determinado pelo sinal de

WO(N{X? N{_lX) = w0(€n7 gn-l—l)'

No entanto, segundo o corolario 12.2.4 de [23], ambas defini¢oes de splitting num-
bers coincidem:

Sir(1) = Sy (1).
Assim, teremos S3;(1) = S37,(1) se e 56 se wo(&n, Entr) = wo(Ely, by O

Demonstracao da proposicao 2.4.3. Seja P~*M,P = M- - -oM,,oM, uma decom-
posi¢ao como em (2.3) para M,. Primeiramente observamos que podemos admitir

que P seja tomado de modo que Pu =¢e; = (1,0,...,0). De fato, a demonstragao
do teorema 2.4.1 (teorema 1.4.1 de [23]) consiste primeiramente em decompor R?"
em subespagos simpléticos invariantes F1,..., F,, tais que M|g, se escreve como

um ou dois blocos de Jordan associados ao autovalor 1 e em seguida obter uma
base simplética para F; de modo que a restrigao M |g, seja uma forma normal. Uma
vez que Mu = u e Mye; = e, basta notar que a decomposicao F; de R?" pode ser
tomada de modo que v € F} e assim Pu = e;.

Agora mostremos que m = 1. Sendo M; € Sp(2k;) uma forma normal, temos
que QP(span{ey,--- ,eq, ) C F, é um subespaco simplético M-invariante que
contém u, logo da minimalidade de E, devemos ter F, = QP(span{ey,--- e, })
e portanto P~'M,P = M, o que prova a primeira parte.

A segunda parte da proposi¢ao consiste em mostrar que se £/, é o dltimo termo
de uma sequéncia encaixada de subespagos préprios E] D E) D --- que satisfaz
(2.5) e M, = Q' 'M|g, Q onde Q : Sp(2l') — E!, ¢ um simplectomorfismo linear,
entao

dim E, = dim E/ , S]ﬁu = Si& e Vn, = Vi,
onde S* e v sdo calculados em 1 € S*. A prova deste fato seré feita em trés etapas:
11
1

(I) Seja B = um bloco de Jordan. Entao s6 hé duas possi-

11
1
bilidades para a forma canoénica de Jordan de M|g,:
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(L.1) Existe uma base {i,...,&,} C E de E, tal que & = u, w(&,6,) #0 e

ME& =6 +&-1, =0,

ou seja, M|g, é expresso nesta base por B.
(I.2) Existe uma base {&1,...,&,m,...,np} C E de E, tal que & = u,
W(£17 np) ?A O €

ME& =&+ &1, Mn; =mn;+ni—1, o =m0 =0,

0 B

(II) E, e E satisfazem simultaneamente (I.1) ou (1.2).

. , B
ou seja, M|g, é expresso nesta base por ( 0 )

(III) E, e E, tém dimensdes iguais, Sy, = Sf% e Vn, = V-

No que segue, as indicagoes (i) a (vi) referem-se ao lema 2.4.12.

Provemos o item (I). A primeira parte da proposi¢ao estabelece que a menos
de uma mudanca de base simplética, M, é uma forma normal. Em particular,
vy, = dimker(M, — I) é igual a 1 ou 2. Segue dai que M|, escrito na forma
canonica de Jordan nao admite trés ou mais blocos, pois cada bloco contribui em
uma unidade para a multiplicidade geométrica de 1. Se tivermos apenas um bloco,
entdo vale (I.1) faltando apenas verificar que w(&1,&,) # 0. Ora, por (v), w(&1,&;) =
0,Vje{l,...,p—1}, logo w(&,&,) deve ser nao-nulo pois £, é simplético.

Suponha que M|g, seja dado por dois blocos de Jordan para alguma base
&, &, m, -y} de By com & = u, ouseja, M& = §+&_1, Mn; = n;+n;_1,
& = no = 0. Mostraremos que p = p’ e w(&1,7ny) # 0. Admita inicialmente que
w(gla fp) =0.

(p = p') Suponha p < p/. Por (ii), (v) e de w(&,&,) = 0 temos w(&y,&') = 0,
Ve e{&,. . &, m, .. y—1}. Além disso, por (ii),

p<p = w&m)=0,Vie{l,...,p},

e também de (ii), w(m,n;) =0, V7 € {1,...,p'—1}. Assim, o ortogonal simplético
de {&, ..., &, m, ..., ny—1} em E, contém & e 1y, o que é um absurdo pois este
deve ser um subespaco unidimensional. Portanto p = p’. Chegaremos a mesma
conclusao se supusermos p’ < p.

(w(&,my) # 0) Sob a condigao w(&;,€,) = 0temos w(&y,§;) =0, Vjie{l,...,p}
por (v) e por (ii). Além disso também temos w(&y,n;) =0,V € {1,...,p  — 1},
donde w(&y,ny) # 0 pois E, é simplético.

Finalmente, verifiquemos que w(&;,§,) se anula. Suponha por contradigdo que
w(&1,&p) # 0 esejam F = span{¢y,...,&,} e I o ortogonal simplético de F' em E,,.
Caso fosse F“ # 0, entdo para algum i € {1,..., p} deveriamos ter w(&;,&p—i+1) =0
e w(&,&y) seria nulo por (vi). Entdo F* deve ser igual a {0} e assim F' é um
subespaco simplético préprio M-invariante de F, e que contém u, o que contradiz
a minimalidade de E,. Com isso concluimos (I).

Passemos agora ao item (II). Suponha que {&1,...,&,,m1,...,7,} seja uma base
para E, como em (1.2) e E, admita uma base {{j,...,£,} como em (I.1) com
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&1 =& = u. Temos os seguintes casos:

0,Vie{l,...,p'}, por (ii).
0,Vie{l,...,p}, por (ii).
(—=1)PHw(&,, &), por (iii).

Todos esses casos geram um absurdo. No primeiro por w(§,, &) # 0, no segundo
por w(&;,1m,) # 0 e no terceiro devido ao membro da esquerda da igualdade ser
w(é],&,) # 0 e o da direta ser (—1)P"'w(&p, &) = 0 por (v). Ou seja, E, e E;, nao
podem ser descritos por diferentes casos entre (I1.1) e (1.2).

Analisemos o tdltimo item. Suponha que E, ¢ E! satisfagam (1.2) e sejam
N(1,¢) e N(1,() suas respectivas matrizes associadas como na defini¢ao do fator
de corregao. Havendo dois blocos de Jordan para M, e M, temos que dim ker(M, —
I) = dimker(M; — I) = 2 e portanto necessariamente ¢ = ¢’ = 0, pois nos demais
casos a multiplicidade geométrica do autovalor 1 é igual a 1. Como os splitting num-

pP<p = wl&)=
p<p = wmn,&)
p=p = w(,¢,)

bers em 1 de N(1,0) sdo S* = 1, concluimos que S]j\}u =55, =lewvy, = vy, = 2.
Para ver que dim F,, = dim E!, basta considerar bases «f{l, B O 7 PR 5 Sy
{15 &smy - my } como (1.2) e observar que se p < p’, podemos utilizar (ii) e

& = & para contradizer w(&;,1n,) # 0.

Por fim, suponha que F, = span{&;,...,&§,} e EI, = span{{y,. .., &, } satisfacam
(I.1). Se p < p' entao w(&,&)) = 0, Vi € {1,...,p} por (ii), um absurdo com
w(&1,€&p) # 0. Pela mesma razdo nao podemos p > p’ e portanto p = p’. Evi-
dentemente p é um numero par, pois F, é um subespaco simplético. Temos que
dimker(M, — I) = dimker(M, — I) = 1 e falta apenas verificar que os splitting
numbers Sa0 08 Mesmos.

Sejam (; = Q& e ( = Q& vetores de (RP,wy), onde @ e @' sdo os simplec-
tomorfismos lineares tais que M, = Q'M|p,Q e M, = Q'"'M|g, Q'. Temos que
{Ciy G} e, -+, ¢} sdo bases de RP e

M,G = G+ Gi—1, M{LQ/ = C£ + Cz{—lﬂ Go = C(l) =0.

Seja 2l = p. Pelo lema 2.4.13, vale SjE = Si, se wo(Q, Q1) = wol({], ¢j4q)s € esta
ultima igualdade equivale a wy((1,(p) = wo(Cl, C’ ) devido ao item (vi). Mas de (iii)
e da paridade de p temos

wo(G1, Gp) = w(81,6) = (=P w(§y, €1) = (=1 Pw(ér, &) = wo(Gi, G),

o que conclui a demonstracao.

2.5 Caminho simplético reduzido

Nesta secdo estudaremos a relacéo entre os indices p, (@) e p1, (¢) onde ¢ € P,(2n)
¢ um caminho simplético tal que ¢,(u) = w para algum vetor nao-nulo u e QAS €
P(2n — 2) é o caminho induzido por ¢ na redugao isotrépica span{u}*°/span{u}
e descrito em R*"~2. Veremos que seus indices y, sao iguais ou diferem em uma
unidade dependendo do valor do fator de corre¢ao x(¢,,u). Para todo n € N
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usaremos a mesma notacao wy para denotar a forma simplética canonica de R?".

Seja ¢ € P-(2n) um caminho simplético tal que ¢.(u) = u, para algum u €
R*\{0}. Sejam W, = ¢;(span{u}), W;°/W; o espaco quociente com a forma
simplética induzida @, Ty : W — W& /W, a projecio candnica e ¢ : W0 /Wy —
W /W, simplectomorfismo linear induzido por ¢;. Considere E; : (W /W;, &) —
(R2"2, 1) uma familia de simplectomorfismos lineares e ¢ € P,(2n—2) o caminho
simplético dado por

¢ =By~ ¢ Byt € Sp(2n — 2). (2.6)
w bt w

( 007w0> (Wt07w0>

TW, Wy
(Wg’o - > Pt (W;"O ~)

Wo , Wo W, , Wi

EO Et
(RQn—27 wo) bt (RQn—Q’ wo)

Veremos mais a frente (proposigao 4.1.1) que o indice de gg nao depende da
escolha das aplicagoes F; se estas satisfizerem as condicoes

Ey=FE, e E(my(W™N(R"x0)))=R""x0. (2.7)

Definicao 2.5.1. Seja E. um menor subespaco simplético ¢, -invariante que contém
a direcao u, isto é, E, é o ultimo termo de uma sequéncia encaixada

R DOFE, DEyD---

onde FE; é um subespago simplético ¢.-invariante tal que u € E; e as inclusoes
acima sao proprias, conforme (2.5). O nimero dim E, serd chamado de grau de
degenerescéncia de ¢ em u e serd denotado por g(¢,,u).

Como vimos na proposicao 2.4.3, dim F, depende apenas de ¢, e do vetor u e
portanto estd bem definido. Seguindo a notagao das secoes anteriores, para cada

(1t L (%2 0 - .
t € R, N(1,t) = (0 1> e Mj _< 0 :l:1/2)' O objetivo desta secao é

estabelecer o seguinte resultado:

Teorema 2.5.2. Seja ¢ € P,(2n) um caminho simplético tal que para algum vetor
nao nulo u vale ¢-(u) = u. Entdo existe uma homotopia (cf. defini¢io 2.1.3)

o~ ok,
onde ¢ € Pr(2n—2) ¢ expresso em (2.6) e & € P-(2) € o caminho dado da sequinte

forma:

(i) Se o grau de degenerescéncia for g(¢,,u) = 2 entdao &(t) = N(1,tx(¢p-,u)),
onde x(¢r,u) € o fator de correcao (cf. defini¢ao 2.4.4).

(ii) Se o grau de degenerescéncia for g(¢,,u) > 2 entio £(t) = (1—t/7) Lo+t /T M.
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Em particular,

(B = {uL<¢>+1 . se g(pru) = 2 e X(ér,u) = 0 ou 1,

i, (@) , caso contrdrio,

~

P (D) = 1, (9)-

A ideia da demonstracao da primeira parte do teorema consiste em construir um
simplectorfismo entre R*" e W° /W; & E, tal que em cada componente ¢; ¢ dada
por ggt e £ como acima. Na segunda parte a ideia sera considerar deformacoes de ¢,
e de ¢, em produtos N (1, x(¢;))o Ny e N(1, x(¢,)) o N} dentro de suas respectivas
componentes homotépicas e mostrar que x(¢,) = X(qu), concluindo dai que Ny e
Nj o M devem estar na mesma componente homotdpica. Precisaremos de mais
alguns conceitos como definidos em [23].

Defini¢ao 2.5.3. Seja M € Sp(2n). O indice hiperbolico a(M) de M é definido
como o (mod 2) nimero de autovalores reais de M menores do que —1 contadas as
multiplicidades algébricas.

Consideraremos para cada n € N uma aplicacao continua
pn : Sp(2n) — S*

que possui as seguintes propriedades:

(i) pu(B7'AB) = p,(A), VA, B € Sp(2n),

(i) pn(Ao B) = pp(A)pr(B), VA€ Sp(2k), B € Sp(2h), k+h=n,
(iii) pp(M) = (—=1)*™M se o(M)N S' =0, M € Sp(2n),

: 0 [ cos(f) —sin(8)

(iv) p1(R(9)) =€, VO € R, onde R(0) = ( sin() cos() )

Segundo os lemas 2.4.3, 2.4.4 e 2.4.7 de [23], existe uma tnica aplicagao p, com as
propriedades acima. Tal aplicagdo induz um isomorfismo entre grupos fundamen-
tais

(pn). : T1(SD(20)) = T ().

Sua expressao explicita é dada por

(= 1)o@ o (st e AP se o1 (M) # 0,
0

pu(M) = {1 ,se o_ (M) =

Y

onde (pr(M), qr(M)) é o Krein type number de M em relagio a A € o(M) N S,
2mo(M) é multiplicidade algébrica do autovalor —1 de M e o_ (M) denota o
conjunto o(M) N ((—oo,0) U (ST\{1})).

Proposigao 2.5.4. Sejam M € Sp(2n) e Q°(M) sua componente homotdpica de-
finida em (2.4). As restricoes de o : N + a(N) e p, ao conjunto Q°(M) sdo
funcaoes constantes.
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Demonstragdo. Considere um caminho 7 : [0, 1] — Q°(M). Uma vez que o espectro
o(7y(t)) varia continuamente com ¢ € [0, 1], tome um caminho A : [0, 1] — o(7(?)).
Para provar que a em Q°(M) é constante, basta mostrar que se to € [0,1], A(ty) €
(—o0,—1) et € [0, 1] estd préximo de £y, entdo (mod 2) as multiplicidades algébricas
de A\(t) e A(to) sdo iguais. De fato, isso significa que a contribuigao de A(t) no calculo
de a(v(t)) é a mesma de A(tp) para a(v(ty)) e portanto a(v(t)) = a(v(ty)). Dessa
forma a fungao « oy é localmente constante e portanto é constante.

Se A(t) € (—o00,—1) o resultado é imediato. Suponha A(t) ¢ (—oo,—1).
Para ¢t préximo de ty temos A(t) ¢ S' e portanto A(t) € {w,w,w !0 '} C
a(v(#))\(S* UR) tem por multiplicidade algébrica um multiplo de 4. Isso im-
plica que a multiplicidade algébrica de A(ty), que é a mesma de A(tg)~!, deve ser
um numero par.

Analisemos agora a fungao p, o~ : [0,1] — S*. Como o(v(t)) NS nao depende
de t, segue da definicao de p, que s6 hd um quantidade finita de valores possiveis
para p,(v(t)) quando ¢ varia em [0, 1]. Mas p,, 0y é continua e portanto esta fungao
deve ser constate. ]

Dividiremos a demonstracao do tereoma 2.5.2 em alguns lemas.

Lema 2.5.5. ¢, o N(1, x(¢r,u)) € 2%(¢,), se g(¢r,u) = 2.

Demonstragdo. O subespago FE, define uma decomposigio E*° & E, = R?*" em
subespagos simpléticos tal que

(i) P(¢rip,) P~ = N(L, x(dr,u)) e
(i) Q(rip) Q' = ¢,

para dois simplectomorfismos P e () convenientes. O item (i) segue do fato de

¢-(u) = u e das definicdes de E; e do fator de corregao. No item (ii) basta
considerar () como a restri¢ao de E; - my, ao subespago E* C Wi, Disto se
conclui que ¢, o N(1, x(¢-,u)) € Q(¢,). O

Lema 2.5.6. ¢, o M;" € Q%(¢,), se g(¢r,u) > 2.

Demonstragao. O subespago simplético E; define uma decomposicao E, @& E¥° de
R?". Como W, C E,, a demonstracao consiste primeiramente em notar que o
quociente W /W, é isomorfo a E, @ E onde E, = (E. NW)/W,. Isto é, para
tomar o quociente basta analisar o termo FE, da decomposicao E, & E“° = R?".
Entao passamos a estudar a relacao entre as restrigoes

M = ¢;E,, MZQET@T-

Seja 2k = dim E; > 2. A menos de uma mudanca de base simplética, podemos
considerar M € Sp(2k) com M(e1) = ey e x(M,e1) = x(¢r,u) ¢ M € Sp(2k — 2)
com M (e1) = e1 ja que M possui o autovalor 1. Sendo E, um menor subespaco
simplético ¢ -invariante, podemos conectar M ao produto N(1,x(M, e1)) ¢ Ny
dentro de sua componente homotépica Q°(M) para algum Ny € Sp(2k — 2) tal
que 1 ¢ o(Ny). Analogamente, M pode ser conectada em Q°(M) no produto
N(1,x(M,e1)) o N} com 1 ¢ o(N}). Mostraremos que y(M,e;) = x(M,e;) e
N} o M; € Q(Ny), donde se conclui que ¢, o M;F € Q°(¢,).
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Provemos inicialmente que N} o M;" € Q°(Ny) ou Njo M; € Q°%(Ny) e a igual-
dade entre os fatores de corregao. Suponha que x(¢,,u) seja nulo. Pela proposi¢ao
2.4.3, a restricao de ¢, a E, pode ser escrita, a menos de uma mudanca de base
Ae By (b) ), onde Ay, Bi(b), Ck sdo

0 Ck

as matrizes definidas na secao anterior e b € R¥. Nesta base a reducao isotrépica
consiste em restringirmos M a 0 x R*~! e tomarmos o quociente na diregao de ey1.
Alél Bé’kl_(lb) )7 onde b = (by,...,bx—1) =
(bg, ..., b) para b = (by,...,by). Sendo x(M,e1) = x(ér,u) = 0, temos by = 0 e
portanto bx_; = 0. Segue que a multiplicidade geométrica do autovalor 1 de Mé2
e seu fator de correcio é x(M,ey) = 0. Assim, conectando M dentro de Q°(M) a
um produto N(1,0)o N/ tal que Nj € Sp(2n—4), 1 ¢ o(N{), temos que N| satisfaz
Njo M € Q°(Ny) ou Njo M| € QO(NO).

Suponha agora que o fator de correcao seja nao-nulo. Neste caso ao invés de
considerar M escrita como uma formal normal de 1, a expressaremos na forma
canonica de Jordan. Denote por M a restrigdo de ¢, a E.. Sendo x(M,e;) #0, a
multiplicidade geométrica vy,(1) é 1 e M pode ser escrita como um dnico bloco de
Jordan, isto é, existe um base {{;,...,&x} de E, tal que M (&) =&+ &1, & =0
(cf. item (I) da demonstracao da proposicao 2.4.3). Como M (&) = &, necessa-
riamente §; = e;. Pelo lema 2.4.12, wy(&,€;) = 0, Vj € {1,...,2k —1}. Sendo
§~i = m(&), onde 7 é a proje¢ao no espago quociente, M é dada por 51 — él + éi,l.
Em outras palvavras, tanto M quanto M sdo expressas como um bloco de Jordan
quando escritas respectivamente nas bases {&1,...,&u%} € {52, . ,5%_1}. Como
vimos na secdo anterior, os fatores de correcdo y(M, &) e x(M,&) sio deter-
minados respectivamente pelos pares (vy(1),S3;(1)) e (VM(l),S]jé[(l)). Contudo,
vp(1) = v (1) = 1 e S5(1) = S]j\i(l). De fato, esta tultima igualdade decorre
do lema 2.4.13: Sendo w a forma simplética induzida no quociente, os splitting
numbers S3;(1) e Sjj\;[(l) serdo iguais se wo(Ex, Epr1) = O(Ek, Eprr), 0 que segue da

simplética, como uma forma normal M = (

Assim, a aplicacao M é dada por

definicao de @. Portanto x(M, &) = x(M,&). Uma vez que M e M tém apenas o
autovalor 1 e com a mesma multiplicidade geométrica, necessariamente ocorre

Njo M € Q°(Ng) ou NjoM; € Q°(Ny).

Por fim, provemos que Njo M; ¢ QO(NO) o que concluird a demonstracao.
Com efeito, no caso contrario teremos ng o My € Q%¢,). Observe que o espectro
de ¢T é 0o mesmo de (bT com as mesmas multiplicidades, que por sua vez é o mesmo
de ¢,, com excecao do autovalor 1. Segue entao da definicao de indice hiperbdlico
que a(¢,) = a(é,). Usando a proposicio 2.5.4 vemos que () +a(My) =
a(dr 0 My) = a(N(1,x) o Nyo My ) = a(N(L,x) o No) = al@,) = a(dr), 0 que é
um absurdo pois a(M; ) = 1. O

Lema 2.5.7. Sejam N* € P,(2) dado por N*(t) = N(1,%t) e I o caminho
constante igual a identidade Is. Entdo

p(NT) =p,(I)=-1 e p,(N7)=0.
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Demonstragao. A demonstracao de p, () = —1 serd feita mais a frente, lema
4.2.8. Por simplicidade, vamos supor 7 = 1. Considere ¢ € {—1,1}, 0(s,t) =
( e (11:32" ) st € [0.1]. Como Det(6(s,1) — I) = —s2/2, 5(~ 1) ndo
possui 1 como autovalor e ¢ define uma homotopia entre d(e, ) e A = 4(1,-) para
e € (0,1). O caminho \ satisfaz A(1) = M;" e possui um nimero de rotagao
A1(A) =0, logo p, (A) = 0. Assim, (¢,-) é um caminho arbitrariamente préximo
de 6(0,-) = N* tal que
p,(0(e, ) = 0.
Considere agora ~(s,t) = N(1,(1 — s)ct)R(—cst), s,t € [0,1], onde R(#) é
cos(f) —sin(6) P : _

sin(0) cos(0) ) E facil verificar que Det(y(s,1) — I5) = —(1
s)esin(—es) — 2cos(—cs) +2 > —(1 — s)esin(—es) > 0, se 0 < s < 7/2, e assim
v define uma homotopia entre (e, -) e v(1,-) para ¢ € (0,1). Assumiremos que
o indice p, da rotacao y(1,-) = R(—ct) seja —1 ou 1 conforme ¢ > 0 ou < 0,
respectivamente. Este fato serd estabelecido no lema 4.2.8. Dessa forma (e, -) é
um caminho arbitrariamente préximo de (0, ) = N* de indice

p(v(e, ) = {_1 ,sec=1

1 ,sec=—1

a matriz (

O teorema 6.1.8 de [23] garante que todos caminhos nao-degenerados «, 5 €
P;(2) que estiverem C°-préximos de N devem satisfazer

|, (B) = g (@)] < dimker(N (L, ¢) — L) = 1.

Como o indice de um caminho degenerado é dado pelo infimo dos indices de ca-
minhos nao-degenerados suficientemente préximos, segue da desigualdade acima e
dos valores de p, (6(e,-)) e de p, (v(€,+)) que p, (N*)=—1epu, (N7)=0.

O

Demontracdo do teorema 2.5.2. Pelos lemas 2.5.5 e 2.5.6, ¢. o0& € 0%¢,), onde
& = ( (1) tX(¢1T’€1) ) ou & = < 1+Ot/T 1 _2/27 ) conforme g(¢,,e1) seja 2
ou > 2, respectivamente. Considere v : [0,7] — Q°%¢,) tal que v(0) = ¢, e
(1) = &T ¢ &, e n o caminho q@of percorrido no sentido contrario.

Afirmamos que o caminho n % v % ¢ é contratil. Para provar esta afirmacao
observe que

(@0 (1) = pa-1(D(8))p1(E(1)) = pa-1(D(1)) = pal6(1))-

A primeira igualdade é uma propriedade da funcao p,, na segunda usamos que
p1(&(t)) = 1, como se verifica facilmente, e na ultima igualdade recorremos ao
fato de, com excecao do autovalor 1, os espectros de ¢; e ggt serem iguais e terem
autovalores com as mesmas multiplicidades algébrica e geométrica e mesmo Krein
type number, em vista da definigdo de p,. Pela proposigao 2.5.4, pi(7(t)) nao
depende de t. Assim, (p,).([n*~*¢]) consiste num caminho em S que comeca em
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1, torna-se constante e retorna a 1 pelo mesmo trajeto, logo é igual a [1] € m(S?).

Sendo n*y* ¢ um caminho contratil, yx¢ e $0£ sao homotopicos com extremos
fixos. Como o caminho v estd contido em Q°(¢,), a multiplicidade geométrica dos
autovalores unitérios de (¢) ndo depende de t e portanto ¢ ~y, 7 * ¢ ~y G o &,
Vw € St. Assim,

~

Ky (gb) = Hg (Qb) + (5)

e agora falta apenas determinar p, (£). O caso g(¢,,e;) = 2 jé foi calculado no
lema 2.5.7. Se g(¢;,e1) > 2 entao u, () = 0, pois £ é um caminho nao-degenderado
cujo numero de rotagao A, (&) é zero. O



Capitulo 3

Indice de Robbin-Salamon e
Teorema de Sturm

Neste capitulo fazemos uma exposicao do indice de Robbin-Salamon para caminhos
simpléticos reais e complexos. Comecamos definindo o indice de Maslov para cami-
nhos lagrangianos. Prosseguimos tratando de indice de caminhos simpléticos que
partem da identidade seguindo as linhas de [29], o que descreve o indice de Conley-
Zehnder no caso nao-degenerado. Na terceira secao mostramos que os indices de
Long e de Conley-Zehnder coincidem neste caso particular. Por fim apresentamos
o teorema de comparacao de Sturm que fornece condicoes suficientes para compa-
rarmos os indices de dois fluxos hamiltonianos.

0 —
I 0
R?" e Sp(2n) o conjunto de simplectomorfismos lineares em R?*" com a estrutura
simplética canonica wy = (J-,-).

No que segue, denotamos J = a estrutura complexa padrao em

3.1 Indice de Maslov

Nesta secao recapitulamos a definicao de indices para caminhos lagrangianos con-
forme Robbin e Salamon, [29].

Denote por £(n) a variedade diferencidvel suave $n(n+1)-dimensional dada pe-
los subespagos lagrangianos de (R*", wy) e por S?(V') o espaco das formas quadraticas
definidas num subespago V' de R*". Para cada A € £(n) definimos um isomorfismo

() que identifica vetores tangentes a L(n) em A com as formas quadradicas em A:

Q : TAL(H) — SQ(A)
A — QMA) A = R
v %|t:0w0(v,w(t))

onde w(t) é tomado da seguinte forma: Seja A(t) um caminho em L(n) tal que
A(0) = A e A(0) = A. Para W € L(n) um complemento lagrangiano de A,
w(t) € W é tomado de modo que v+ w(t) € A(t). Pelo Teorema 1.1 de [29], () nao
depende da escolha de W e possui as seguintes propriedades:

95
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- Para A(t) = (X(t),Y())-R" € L(n), tem-se Q(A(0), A(0))(v) = (X (0)u, Y (0)u)—

(Y(0)u, X(0)u), onde v = (X (0),Y(0))wu.

- A aplicacao QQ é natural no sentido de
Q(UA, UA) o U = Q(A, A)

para qualquer aplicacao simplética ¥ de R?",

Cada subespago lagrangiano V' € £(n) determina uma decomposi¢ao do espaco
de subespacos lagrangianos como uma uniao disjunta

i) = |J =)

onde Y (V') é a subvariedade formada pelos subespagos lagrangianos cuja intersegao
com V é um subespaco de dimensao k. O Ciclo de Maslov determinado por V' é a
variedade algébrica

(V) =51 (V) = [ Sk(V).

k=

1
O espago tangente a ¥(V') num ponto A € ¥(V) é dado por
TaXk(V) = {A € TaAL(n) : Q(A, A)|xny = 0}

Seja A : [a,b] — L£(n) uma curva suave de subespagos lagrangianos. Um crossing
para A é um nimero ¢ € [a, b] para o qual A(t) intersecta V' nao-trivialmente, i.e.,
para o qual A(t) € A(X). O conjunto dos crossings é compacto. Para cada crossing
t € [a,b] definimos o crossing form em t por

DALV, 1) = QAW AL [acy-

Uma curva A : [a,b] — L(n) é tangente a (V) num crossing ¢ se e s6 se
A(t) € Xg(V) e a crossing form I'(A, V,t) = 0. Um crossing ¢ é chamado de regular
se o crossing form I'(A, V. t) é ndo-singular. Para uma curva cujos crossing sao todos
regulares definimos o Indice de Maslov do caminho A(t) em relagao ao lagrangiano
V' como sendo o seminteiro

1 1
py (A) = isignF(A, V,a) + Z signl'(A, V) t) + §signF(A, V,t)
a<t<b
onde o somatorio é feito sobre todos os crossings de t e sign é a assinatura da forma
quadratica.
Caminhos lagrangianos possuem as seguintes propriedades:

Lema 3.1.1 (Lema 2.1 de [29]). Sejam A, Ay : [a,b] — L(n) caminhos com ez-
tremos fizos, Ao(a) = Ai(a) e Ag(b) = A1(b). Se Ay e Ay sao homotdpicos com
extremos fizos, entdao possuem o mesmo indice de Maslov.
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Lema 3.1.2 (Lema 2.2 de [29]). Todo caminho lagrangiano A : [a,b] — L(n) €
homotdpico com extremos fixos a um caminho que possui apenas crossings requlares.

Os lemas permitem que definamos o indice de Maslov de um caminho langran-
giano continuo via homotopia.
O indice de Maslov possui as seguintes propriedades:

Teorema 3.1.3 (Teorema 2.3 de [29]). 1. (Naturalidade) Para V € Sp(2n),

Hyyv (qu> = My (A>

\S)

. (Concatenagao) Se Ao, Ay : [0,1] — L(n) sdo dois caminhos tais que
Ao(1) = A1(0), entao o caminho Ag A Ay : [0,2] — L(n) dado por

_ Do), se0<t<1
Ao/\Al(t)_{ At —1), sel<t<2’
satisfaz ju, (Ao A Av) = p, (Ao) + 1, (A1)

3. (Produto) Se n' +n" = n e identificamos L(n') x L(n") como uma subvari-
edade de L(n) do modo usual, entdo

/'LV’@V” (A/ @ A,/) = /’LV/ (A,) + /’LV// (A,/>‘

4. (Localizagao) Se V. =R" x 0 e A(t) = grif(A(t)) entdo o indice de Maslov
de A € dado pelo fluxo espectral

py (A) = %signA(b) - %signA(a).

5. (Homotopia) Dois caminhos Ao, A1 : [a,b] — L(n) com Ag(a) = Ai(a) e
Ao(b) = A1(b) sd@o homotdpicos com extremos fixos se e somente se eles tém o
mesmo indice de Robbin-Salamon.

6. (Zero) Todo caminho A : [a,b] — (V') possui indice de Maslov u,, (A) = 0.

3.2 Indice de Conley-Zehnder

Considere o espago vetorial simplético (R?" x R?", ) com @ = (—wp) X wp. O
grafico

graf ¢ = {(z, ¢x) : v € R*™}

de qualquer simplectomorfismo linear ¢ : R?® — R?" ¢ um subespaco lagrangiano
de R?" x R?". Um caso particular de subespaco lagrangiano é a diagonal

A = grdf I = {(z,x) : v € R*}.

Definicao 3.2.1. O indice de Robbin-Salamon de um caminho simplético ¢ :
[a,b] — Sp(R?*") ¢ definido como sendo o indice de Maslov do caminho lagran-
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giano graf ¢ : [a,b] — L£(2n) em relacdo ao lagrangiano diagonal:

Hrs (¢) = Ha (gréf(gb)).

Teorema 3.2.2. O indice de Robbin-Salamon possui as sequintes propriedades:

1. (Naturalidade) Para ¢, : [a,b] — Sp(2n) dois caminhos simpléticos, vale
Pos DOV ™) = fins(9).

2. (Concatenagao) Se ¢o, ¢ : [a,b] — Sp(2n) sdo dois caminhos tais que
®o(b) = ¢1(a), entdo o caminho ¢y A ¢1 : [a,2b — a] — Sp(2n) dado por

) o(t) sea<t<b
¢0/\¢1(t)—{¢1(t_1) seb<t<2b—a

satisfaz
fy (Mo A A1) = g, (Ao) + gy (Ar).

3. (Produto) Se n' + n" = n e identificamos Sp(n') x Sp(n”) como uma subva-
riedade de Sp(n) do modo usual, entao

Hrs <¢/ S ¢N) = Hgs (¢/) t Hps <¢//)'

4. (Homotopia) Dois caminhos ¢o, ¢1 : [a,b] — Sp(2n) com ¢o(a) = ¢1(a) e
¢0(b) = ¢1(b) sao homotopicos com extremos fixos se e somente se eles tém o
mesmo indice de Maslov.

5. (Zero) Se ¢ : [a,b] — Sp(2n) € um caminho simplético com dimker(¢(t) —
I) =k para todo t € |a,b], entao p,.(¢) = 0.

Demonstracao. As propriedades de homotopia, concatenacao e produto sao imedi-
atas das propriedades equivalentes para caminhos lagrangianos conforme enunciado
no 1dltimo teorema. Para a propriedade zero, basta observar que graf o, NA = {u €
R?*™ : ¢pyu = u}, logo dim(graf ¢, N A) =k se e s6 se dimker(¢; — I) = k.

Para estabelecer a naturalidade, observe que graf (Ygy=1) = {(z, v 1a) 1 z €
R} = {(y, vdy) - y € B2} = (4 x )grdf 6 e que (4 x ) A = A, logo ty € [a, 8]
é um crossing para graf ¢ se e s6 se t, for um crossing para ¥ @ ~1. Por homotopia
com extremos fixos podemos supor que todos os crossings de graf sejam regulares
e que este caminho lagrangiano seja constante ao redor dos crossings de graf ¢.

Assim, £ (o) (to) = w%w_l |1, € o crossing form fica

D(grafvoy™' Aty) = Q(grafyey ™ (grafl/}m/) ) |arat (wdw-1)nA
= Q((¢ x w)graf ¢ graf¢)| (o x)graf $NA

= Q(graf¢, graf ®)lgrat pnan
= TI'(grafo, A, to),
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onde a pentltima igualdade se deve a naturalidade do isomorfismo @ : Ty L(2n) —
S%(A) como feito na se¢ao anterior. Isso prova que fi,. (V™) =, (6). ]

Diremos que os crossings e os crossing forms de um caminho simplético ¢ serao
os correspondentes crossings e crossing forms do caminho lagrangiano graf ¢.

Convém notar que caminhos simpléticos ¢(t) em R?*" de classe C* satisfazem a
equacao

d
—o(t) = JS(t)o(t
9() (t)o(t)
onde S(t) é um caminho de aplicagoes lineares autoadjuntas. Ainda denotando

por S(t) as formas quadraticas associadas, tais aplicagoes restritas ao autoespago
associado ao autovalor 1 de ¢(t) coincide com os crossing forms de ¢, conforme a

Proposicao 3.2.3. Para L¢(t) = JS(t)p(t) e t um crossing regular, tem-se

L(grafe, A,t) = S(t)|ker(o(t)—1)-

Em particular, se os crossings forem todos regulares, entao

1 ) .
fips (@) = 5 > signS()keron-n + Y signS () |eroo -

t=a,b t crossing
a<t<b

Demonstrag¢io. E um céleulo direto. Seja to um crossing. Temos v — (v, ¢(to)v)
um isomorfismo entre ker(¢(tg)—1) e graf(o(to))NA. Se (v, p(tg)v) € graf(p(ty))NA
entao (v, ¢(t)v) € graf(¢(t)) para ¢ proximo de ¢y, logo

D(eréf(6), A, to) v, 0lt0)0) = dtm (v 6(t0)0), (v, 6(1)0)
= Slu(-w(0,0) + w(6t0)0, 6(0)0)

= w6l (o))

= w(o(to)v, JS(to)9(to)v)
= (S(to)o(to)v, d(to)v)
= (S(to)v,v).

]

Proposicao 3.2.4. Caminhos simpléticos de R** que preservam o subespaco la-
grangiano vertical 0 X R™ ou o subespaco lagrangiano horizontal R™ x 0 tém indice
de Robbin-Salamon nulo.

Demonstracao. Se «(t) é um caminho que preserva o lagrangiano vertical entao

at) = ( ggg t())* ) com A*B matriz n x n simétrica. Tomando «a(s,t) =

A :
( sB(E ) com s € [0, 1], obtemos uma homotopia com extremos fixos
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entre a(-,0) A a(l,-) e a(0,-) A a(-,7), logo por homotopia e concatenagao

MRS(Q('v 0)) + uRs(O‘(la )) = :uRs(a(O’ )) + :uRs(a('v T))

Como dim ker(a(s,0)) = dim ker(a(s, 7)) = 0 paratodo s € [0, 1], . (a(-,0)) =
pps(a(-,7)) =0ea(t) = a(l,:) e @ = a(0,-) tém o mesmo indice. Falta apenas
A 0
0 (A%

Perturbando a aplicacao A se necessério, podemos supor que os crossings de &
sao todos regulares. O caminho & satisfaz

id:JSd, ondeS:( 0 _XA)

mostrar que o caminho & = _1 ) tem indice zero.

dt —Xa 0

e Xy =AA", logo seus crossing forms sao as restrigoes a ker(@—1I) da aplicagao S :
R - R, (z,y) — —2(Xaz,y) = =1 | Xaz + y|* + L | Xaz — y||* cuja assinatura
¢é zero. Basta entao mostrar que tomada a restricao a assinatura permanece nula.
Ora, R?" se decompde nos subespacos ST = {(FXay,y) : y € (ker X4)*} e SO =
{(z,y) : (Xaz,y) = 0} tais que S|g: é positiva, negativa ou nula conforme i = +, —
ou 0, respectivamente. Como dim S*Nker(a—1I) = dim S™Nker(a—1I), concluimos
que SignS|ker(&—I) = 0.

Se B é um caminho que preserva o lagrangiano horizontal entao basta considerar

a =KK™ onde K = ( ? é Temos fi,(6) = pne() por naturalidade
(teorema 3.2.2) e p,.(a) = 0 pois « preserva o lagrangiano vertical. O

A defini¢ao que fizemos do indice de Robbin-Salamon para caminhos simpléticos
pode ser naturalmente estendida para o caso complexo. Escreveremos ainda J =

0 —I .

, (+,-) e w = (J-,-) para denotar a estrutura complexa, o produto in-

I On J denot trut 1 dut
n

terno hermitiano canonico e a estrutura simplética de C?", respectivamente. Con-
sidere
Sp(2n,C) ={M € Gl(2n,C) : M*JM = J}

o conjunto dos isomorfismos C-lineares que deixam w invariante. De modo inteira-
mente analogo ao feito acima, podemos tomar o Ciclo de Maslov determinado por
um subespaco lagrangiano de (C*",w), crossings e crossing forms para um caminho
lagrangiano I'(¢), definindo seu indice de Maslov. Para um caminho simplético
¢ : la,b] — Sp(2n,C), faz sentido, pois, considerar seu indice de Robbin-Salamon.
Todo simplectomorfismo M em (R?",w) pode ser naturalmente estendido para
(C*,w) via M -i =1i- M. Com isso, o indice de Robbin-Salamon ¢ o mesmo seja
tomado em R*" ou em C*". Este é o contetido da proposicio seguinte.

Proposicao 3.2.5. Se ¢ : [a,b] — Sp(2n) for um caminho de simplectomorfismo
em (R**,w) e ¢ : [a,b] — Sp(2n,C) sua extensio para os nimeros complexos por

(b(t) =1 ¢(t)7 entao flpg ((b) = Hgs ((b)

Demonstragao. Tomando um caminho simplético C! suficientemente préximo de
¢ e com extremos fixos, se necessario, podemos supor que ¢ é de classe C! e
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que seus crossings sao todos regulares. Temos que ¢ e ¢ possuem os mesmos
crossings, dimg ker(¢(t) —I) = dimg ker(¢(t) —I) e satisfazem as equacoes Lo(t) =
JS(t)o(t) e %gzg(t) — JS(t)¢(t) para aplicacdes autoadjuntas S(t) e S(t) tais que
S(t)(u+iv) = S(t)u+1iS(t)v, Vu,v € R?". Assim, seus crossing forms possuem as
mesmas assinaturas e o resultado segue da proposicao 3.2.3. O]

Terminamos esta se¢ao com a definicao do indice de Conley-Zehnder para ca-
minhos nao-degenerados.

Definigao 3.2.6. Seja ¢ € P;;(2n) um caminho nao-degenerado, i.e., ¢ ¢ uma
aplicagao continua [0,7] — Sp(2n) de simplectomorfismos em (R*",w) tal que
#(0) = I e ker(¢(r) — I) = 0. O indice de Conley-Zehnder p,(¢) de ¢ é simples-
mente o indice de Robbin-Salamon de tal caminho:

ez () = figs (D).

3.3 Relacao entre os indices de Robbin-Salamon
e de Long

Nesta segao relacionamos os indices de caminhos simpléticos segundo [21] e esta-
belecemos o seguinte teorema:

Teorema 3.3.1. Se v : [0,7] — Sp(2n) € um caminho simplético partindo da
identidade, entdo

. (3) = bs () = 5 i kex( () = D).

Em particular, se v for nao-degenerado, entdao

Ky, (’7) = Hez (7)

Provaremos este teorema introduzindo mais duas nocgoes de indices associados
a caminhos simpléticos em C?*. Em ambas definicdes consideraremos o fluxo es-
pectral de um caminho de operadores Fredholm autodjuntos. Enunciaremos os re-
sultados que os relacionam e obteremos o teorema acima. Todas as demonstragoes
encontram-se em [8], [21], [22] e [29].

Inicialmente retomemos a defini¢do de fluxo espectral como exposto em [26] e
[30]. Considere W e H espacos de Hilbert separaveis com W C H = H* C W* e
tais que a inclusdo W — H seja compacta com imagem densa. Denote por S(W, H)
o conjunto de operadores lineares W — H limitados e autoadjuntos (considerados
como operadores ilimitados em H com dominio W denso).

Sejam A(W, H) o conjunto de aplicagdes R — S(W, H) continuas (com a topo-
logia da norma) tais que existem os limites

AT = lim A(s)

s—too
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e pertencem a S(W, H). Denote por Ao(W, H) o subconjunto composto pelos
elementos de A € A(W, H) cujos operadores limite A* sao bijetivos sobre W. O
fluxo espectral é uma aplicagao

pse - Ag(W, H) = Z

caracterizada pelas seguintes propriedades:
(i) psr é constante em cada componente conexa de Ag(W, H).
(ii) Se A(s): W — H nao depende de s entao pugp = 0.
(iil) pusr(Ao ® A1) = psr(Ao) + psr(Ar).
)

(iv) Se W = H e s@o de dimensao finita entao

1. 1. _
psr(4) = ssign(A*) — Ssign(4°),

onde sign(C) ¢é a assitura de C.

Toda matriz complexa M € Sp(2n, C) estd associada a um operador de Fredholm
audtoadjunto D(M) definido da seguinte forma:

Lema 3.3.2 (Lema 2.1 de [22]). Considere os conjuntos W'2([0,1]; M) o comple-
tamento de Sobolev de
{¢:]0,1] = C*" suave : ¢(1) = Mp(0)}
com a norma de Sobolev ||¢HI2,V1,2 = fol((cb, o) + (%, %))dt e
L*([0,1]; C**) = L*-completamento de {¢ : [0,1] — C** suave}.

Entao

(i) —J% define um operador complexo autoadjunto
D(M) : W+2(]0,1]; M) — L*([0, 1]; C*™)

que € ilimitado, Fredholm e seu espectro nao admite pontos de acumulacao.

(ii) O nicleo de D(M) é dado pelo espago das aplicacoes constantes ¢ : [0,1] —
kerc(M — I); em particular, € isomorfo a kerc(M — I).

Desta forma, para todo caminho complexo v : [a,b] — Sp(2n,C) podemos
considerar o caminho D : ¢t — D(~(t)) de operadores Fredholm autoadjuntos e
tomar seu fluxo espectral psr{D(y(t)) : t € [a,b]}.

Definigao 3.3.3 ([22], defini¢ao 2.2). Para um caminho complexo 7 : [a,b] —
Sp(2n, C), definimos seu indice analitico iq,(7y) por

ian(7) = —pse{=D(/(1)) : t € [a,8]}.
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Considere uma familia B(t) de operadores em C** autoadjuntos com ¢t € R/7Z
e o sistema linear Hamiltoniano

i=JB({t)x, z¢&C™ (3.1)
Denote
L, = LQ([O, 7], Czn) e B ,={zr¢ Wl’Z([O, 7], C2”) cx(7) = wz(0)}.

Temos dois operadores A e B autoadjuntos em L, definidos pelas formas bili-
neares

(o) = [ (~Jadr e (Bry)= [ (B
0 0
para todos x,y € E.,.

Definigao 3.3.4. Sejam 7 a solugao fundamental de (3.1) e w € S'. Definimos
w-indice complezo i, (7y) de v por

iT,w<7) = _,U/SF{A + Bs};

onde By, s € [0,1], é uma curva de operadores Fredholm autoadjuntos tal que
Bo =0e B1 = —B.

No caso em que 7 satisfaz (3.1) para J e S(t) operadores em R?*" isto é, v ¢
um caminho simplético real, tomamos J e S(t) em C?" via comutacao com i e ¥ a
solucao fundamental da equacao hamiltoniana correspondente. Pomos entao

irw(V) = trw(7)
Passemos agora aos resultados que relacionam as quatro defini¢oes de indice

que fizemos até entao.

Lema 3.3.5 (Coroldrio 2.2 de [22]). Seja v : [0,7] — Sp(2n,C) um caminho
simplético de classe C* tal que v(0) = I. Entao

/[:T,LU (7) = ian(@’y)'

Lema 3.3.6 (Corolario 2.1 de [22]). Seja~y : [0, 7] — Sp(2n) um caminho simplético
em R?*" tal que v(0) = I. Entao

onde

0 caso contrdrio

(5%1:{1 sew =1

Lema 3.3.7 (Corolario 3.1 de [22]). Sejam ~v : [a,b] — Sp(2n,C) um caminho
simplético e v(t) = dimc ker(y(t) — I). Entao

s (1) = fan(2) + 5 ((8) — (a).



64

Estes lemas relacionam 4 com 4y, ft, cOm ¢ € [i,, COM iy, Nesta ordem. Dai
relacionaremos os indices p, e p,., provando o teorema 3.3.1.

Demonstracao do Teorema 3.3.1. Seja v € P,. Como os indices de Long e de
Robbin-Salamon sao invariantes por pequenas perturbacoes que mantenham os
extremos fixos, podemos supor que 7 seja de classe C*. Denote por 4 o caminho
simplético complexificado de . Dos trés lemas anteriores temos

p () = ira(y) = g7',1(7) -—n= g‘r,l(:Y) — N =ig(y) —n

e

S - T . -

tan(7) = pps(7) = 5 (dimeker(5(7) — 1) — 2n)

1.
= fe(7) — 5 dimg ker(y(7) — I) + n,
logo
L.
e (1) = bins (7) = 5 dimg ker(y(7) — 1).

O caso particular é imediato. O

3.4 Teorema de Sturm

Nesta se¢ao provaremos o teorema de comparacao de Sturm para o indice de Long.
Para uma aplicacao simétrica .S : R™ — R", denotaremos ainda por S sua forma
quadratica associada. Retomemos algumas notagoes sobre formas quadraticas:

m*(S) = sup{dim W : W C R", S|y > 0},

m~(S) =sup{dim W : W C R", S|lw < 0},
m®(S) = dimker S e
sign(S) = m*(S) —m~(S).

Um importante passo na demonstracao do Teorema de Sturm é estabelecido no
seguinte resultado:

Proposigao 3.4.1. Seja t € [to, t1) — S(t) uma curva de classe C* de aplicagies
simétricas tal que S(lo)|kersty) € n@o-degenerada. Entao existe € > 0 tal que para
todo t € (to,to + €) a aplicacao S(t) é nao-degenerada e valem

m*(S(t)) = m* (S(to)) +m* (S(to) ler sieo)):

m~(S(t) = m”(S(to)) +m~ (S(to) er s(to))-

Demonstracao. Consideraremos a norma de S(t) dada por

1S(@)]| = sup S(£)(v,v).

lv]=1
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Suponha inicialmente que S(#y) seja ndo-negativa e S (t0) |ker s(to) S€ja positiva.
Sejam N = ker S(tp) e W um subespago complementar a N. Temos

Slto)yw >0 = co=inf{S(to)(w,w) : w € W, |w| =1} >0,
S(to))n >0 = ¢ =inf{S(ty)(n,n) :n € N,|n| =1} >0,

Como S é continua,

de > 0; inf{S(t)(w,w) : w e W, |w| =1} > 62—0 >0, Vte [ty to+e).

Seja r(t) tal que S(t) = S(to) + (t — t0)S(te) + r(t). Sendo S diferencidvel em t,

temos limy_,, — = ( ti] 0 e, diminuindo € se necessario,

[r@)| < E(t_to) Vit € [to, to + €).
Assim,

inf{S(t)y(n,n) : |n| =1}

inf{[0 + (¢ — o) S(to) + ()] (mm) < [n] = 1}

c
> (t—to)ey — §1<t — to)
(&1
= -t
1o
> 0
e portanto
t e (to,to+€) = S(t)y >0eSt)w > 0.
Agora vamos mostrar que S(t)|yew > 0. Para isto, considere ¢z = HS (to)|| + &

Temos Yw € W,n € N com |w| = |n| =1,
S (w,m)| < (£ = to) [S(to) (1w, m)| + r(B)w, m)] < (¢ = to)es.
Supondo 0 < € < 25, obtemos Vt € (to, to +¢€),w € W,n € N, |w| = |n| =1,

S(t)(wﬂ%)2

IN A AN
/\/;Q.\A
|
S"

Assim, se w € W e n € N nao sao nulos, entao

St)(w—=mn,w—n) = S)(w, )—25()( )+ S5(t)(n,n)
> S(t)(ww —2\/5 w) S(t)(n,n) + 5(t)(n, n)
S S
> 0, VwEW,nEN,
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o que mostra que S(t) > 0em V =W @ N e prova a proposigao no caso particular
em que S(tg) > 0 e S(to) |ker sto) = 0.

Consideremos agora o caso geral. A forma S(ty) determina uma decomposi¢ao
R® = V@V~ @& N em subespagos onde S(ty) é respectivamente positiva, negativa
enulaem VT, V™ e N. Por outro lado, S(ty) é nao degenerada em N, o que define
uma decomposicao N = Nt & N~ tal que S(to) é positiva em N7T e negativa em
N~. Terminamos a demonstracao se para algum e > 0 valer

m*(S(t)) = dim V* + dim N7,
t € (to,to+e€) = { m~(S(t)) =dimV~ +dim N~.

Para isto, basta aplicar o que ja provamos nas restrigoes S(t)|y+an+ € —=S(t) |y -an--
[

Dadas SY e S* duas aplicacoes simétricas de R", escreveremos S* > S° quando
a forma quadrddica S!' — S° for nao-negativa. Escreveremos ainda S' > S° se
St — SO for positiva.

Se S(t) : R*" — R?" ¢ um caminho de aplicagoes simétricas definido no intervalo
[0, 7], chamaremos fluzo hamiltoniano associado a S(t) ao caminho simplético ¢ +—
®(t) que é solucao fundamental de

b(t) = JSD(1).

Teorema 3.4.2 (Teorema de comparagao de Sturm). Sejam S* = S'(t) : R*" —
R?" aplicacoes simétricas tempo-dependentes e ® o0s fluros hamiltonianos associa-
dos, 1 = 0, 1.

S'> 80 = (B >, (90).

Demonstrac¢ao. Comecaremos supondo os caminhos nao-degenerados - caso em que
os indices de Long e Robbin-Salamon coincidem.

Sejam S*(t) = (1 — 5)S°(t) + sS'(t), s € [0,1], ¢t € [0,7] e P*(¢) o fluxo hamil-
toniano associado a S*(t). Considere, para cada t € [0, 7], o caminho ¥* : [0, 7] —
Sp(2n) dado por W'(s) = ®%(¢). Como se vé facilmente, ®' e ®° A U7 sao ho-
motdpicos com extremos fixos, logo da propriedade de concatenacao de p,, basta
mostrar que fi,,(¥V7) > 0.

Podemos supor que S° e S' sejam de classe C' satisfazendo S' — S° > 0.
De fato, perturbando-os se necessario obtemos, para cada ¢+ = 0,1 um caminho
de classe C* de aplicacoes simétricas S? e fluxo hamiltoniano associado @ tais
que ST — 5% > 0 e & estd préximo de ®F de modo que estes caminhos tém a
extremidade em ¢ = 7 na mesma componente conexa de Sp*(2n). Tomando um
caminho o/ : [0, 7] = Sp*(2n) ligando ®(7) a ®*(7), temos & e & Ao’ homotépicos
com extremos fixos e portanto

Hrs (CI)Z) - :uRs(ci)i A O‘i) = MRs(éZ) + Hgs (O‘Z) - /‘LRS<¢Z)7

onde na tltima igualdade usamos a propriedade do zero de ..
Seja K'(s) a aplicagao linear autoadjunta tal que £ W!(s) = JK'(s)¥(s). Ad-
mitindo que os crossings de p,(VU7) sejam todos regulares, para que .., (V7 (s)) >
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20 Sp(2n)
1 k.
Dl
Pr
ol I
5
a0
t

| |

\ w *

0 T

Figura 3.1: Caminhos simpléticos.

0, basta que K7(s) > 0, Vs € [0, 1], conforme a proposi¢ao 3.2.3.

Fixe s € [0,1] e examinemos o caminho t € [0,7] — K'(s). Observe que
K°(s) = 0, pois ¥°(s) = ®%(0) = I,Vs € [0,1]. Podemos supor que {t € [0,7] :
ker K*(s) # 0} é finito, digamos, igual a {0 =ty < t; < --- < t}. Se provarmos
que 21, K*(5) |ier Kti(s) > 0 para um t; arbitrario entao pela proposicao anterior
teremos m*(Kt(s)) = m*(K"(s))+ dimker K" (s) para todo t perto e a direita de
t;. Mas como ker K°(s) = R?", concluiremos que K'(s) > 0, para todo ¢ € (0, 7].

da
0-+ 22 K5

a

0 ti
Figura 3.2: Caminhos de aplicagoes simétricas.

Denote 9, = 4 e 9, = L. Derivando 0,9°(t) = JS*(t)®*(t) em relacdo a s
obtemos

D0,%(t) = JOSH(H)D(t) + JS* ()9, ()

(t
J(SH(t) = S°(£))@°(t) + JS*(£)(JK'(5) (1))
JI(S™(t) = S7(t) + S°(1) T K" (5)]@*()
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Agora derivando 9,¥*(s) = JK*'(s)U!(s) em relagao a t obtemos

0,0,V (s) = JO,K'(s)V'(s) + JK'(5)0,¥"(s)
= JOK'(s)U'(s) + JK"(s)JS*(t)V'(s)
= J[O.K"'(s) + K'(s)JS*(t)]¥!(s)

De 9,0,9%(t) = 9,0,V (s) vem
O K'(s) = S'(t) — SU(t) + S*(t) JK'(s) — K'(s)JS*(2).

Como x +— {((S*(t)JK'(s) — K'(s)JS*(t))x,x) = 2<JK’5(3)$, S5(t)x) e sendo
S5(t) e K'(s) autoadjuntas, temos que 8th(s)|keth,-(s) = (S'(t) = S°(1)) lxer i (s)
0, o que conclui a demonstracao no caso nao-degenerado.

Passemos ao caso geral.

Por simplicidade denotaremos apenas ®! > ®° para dizer que S* > S° e também
¢! > ¥ para S > S° Conforme a notacio da segio 2.1, seja P* = Pr(2n) =
{a € C°([0,7], Sp(2n)) : a(0) = I e ker(a(r) — I) = 0}.

Suponha inicialmente que ® > &9,

Tome 3 € P um caminho de classe C!' que esteja C'-préximo de ®° e tal que
®! > 3. Considere os conjuntos

A={a €P!:aests C'préximo de &'} e

B={acP:NnCY[0,7],Sp(2n)) : a estd C'-préximo de ®' com a > S}.
Observe que BC A e

inf{y, (o) : a € A} <inf{y, (a): a € B},

sendo que valerd a igualdade se mostrarmos que existe € B tal que p,(§) =
w, (@), pois inf{u, (@) : « € A} = p, (®'). Mas para isto basta considerar §
¢! uma perturbagdo rotacional de ®! como feito na pagina 25. Assim, p, (6) =
, (®1) pela propriedade P6 e, se s > 0 for tomado suficientemente pequeno, pela
propriedade P4’ teremos § > /3 e portanto ®!_ € B. Isso mostra que ju, (®!) =
inf{y, (a) :a € A} = inf{y, (a) : @ € B}.

Pela primeira parte ja provada,

NL(ﬁ) :Mcz(ﬁ) S:U'oz(O‘) :ML(a>7 Va € B,

donde p, () é uma cota inferior de {u, (o) : @ € B} e p, () < inf{u,(a) : a €
B} = 1, ().

Dessa forma,

inf{u, (a) : @ € PF estd CO-préximo de d°}
()
e (1),

1, (2%

IA A
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o que conclui o caso ®! > ¢°,

Considere agora o caso em que ®' > ®° Tome 8 € P: N C'([0,7],Sp(2n))
um caminho C'-préximo de ®° tal que ' > ®° > 3. Temos pu, (P°) < pu, (B) por
definigao e y, (8) < p, (®') pelo o que acabamos de provar. Concluimos entao que
1, (2%) < py (24,

U



Capitulo 4

Dinamica de trajetodrias
magnéticas

Neste capitulo fazemos um estudo do indice de trajetorias magnéticas fechadas. A
ideia serd tomar o caminho simplético em R?" como feito no capitulo 1 e estimar
seu indice via o teorema de comparacao de Sturm. Para isso, consideramos um
novo caminho simplético que servira de modelo para a comparacao e cujo indice
estimamos na secao 2. Assim, obtemos uma relacao entre o indice da trajetoria
magnética e o seu periodo e, em particular, uma relacao para o indice médio.
Utilizando dos resultados desenvolvidos no capitulo 2, inferimos sobre a posicao
dos autovalores da linearizacao do mapa de Poincaré em relagao ao circulo unitario
e portanto concluimos sobre o comportamento dinamico ao longo da trajetéria.
Uma hipdtese chave que faremos, além das limitacoes sobre a curvatura da
variedade e a intensidade da forca de Lorentz, serd a existéncia de uma trajetéria
magnética fechada com indice que nao seja grande e periodo nao seja pequeno.
Com isso reduzimos a analise do tipo dinamico a existéncia de tais trajetdrias.

4.1 Trajetéria magnética em R*"

Como desenvolvido no capitulo 1, consideremos M uma variedade riemanniana
suave completa orientada e G; : TTM — T'M o fluxo magnético tomado a partir da
forma simplética twisted 2 = Qy — 7*w.

A uma trajetéria fechada v do fluxo magnético associaremos o indice de Robbin-
Salamon da seguinte forma: Seja § = (7(0),%(0)) € TM e tome E; : (T, 09T M, Q) —
(R?", wy) uma trivializacao qualquer do fibrado 4*T'M que transforma o lagrangi-
ano vertical V(G¢()) = ker dg, g™ no lagrangiano horizontal R" x 0. Considere o
caminho de simplectomorfismos ¢(t) = E; - dgG; - Ey*.

Definimos o indice de Robbin-Salamon de v como sendo

Hrs (7) = Hgs (¢)

De modo analogo definimos o indice de Long e o indice médio de ~ por

p,(v) = p(d) e p,(v) = u,(0) (4.1)
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Diremos que o fator de corregao e o grau de degenerescéncia vy sao

xX(7) = x(¢r,u) e g(v) = g(ér,u), (4.2)

onde u = E;(7(0),%(0)) e x e g sao introduzidos nas definigdes 2.4.4 ¢ 2.5.1. As
proposigoes 2.4.5.iii e 2.4.3 asseguram que x(7) e ¢g(y) ndo dependem da escolha
de E,.

Como visto nas segoes 1.3 e 2.5, além do caminho ¢ € P,(2n), a trajetéria v de-
fine um caminho simplético ¢ € P, (2n—2) obtido via a reducio isotrépica do fluxo
magnético linearizado na direcao de 7, cuja extremidade QAST possui um espectro que
coincide com o espectro do mapa de Poincaré linearizado e portanto determina a
dindmica de G; ao longo de 7. Mais precisamente, sejam V; = span{(¥,Y %)} o
subespago (2-isotrépico da direcao da trajetéria e

e Vo' Vo —= ViV (4.3)

a familia de simplectomorfismos induzida por dyG; no espago quociente, que cha-
mamos de caminho reduzido de . A fim de descrever 4, em R?"~2 considere
E; a trivializagao e o caminho ¢ como acima, os subespacos wg-isotropicos W; =
E,(V,) C R* ¢ as aplicacoes ¢ induzidas por ¢,

Ot (WSJO/WWQO) - (Wtwo/Wh(Dt)'

Tome simplectomorfismos E; : (Wi /W, &) — (R?"2,w) tais que E, = Ey e
Ey(mw (W N (R* x 0))) = R™ ! x 0 e seja ¢, = By ¢y Ey* o caminho simplético
em R?"—2,

w50 bt w,’t

Wo W

RQn—Q ‘Z)t RQn—Q

Definimos o indice de Robbin-Salamon do caminho reduzido v por

~

Hps (’7) = Mgs (925) (4'4)

De modo anélogo definimos respectivamente o indice de Long e o indice médio do
caminho reduzido v por

~ ~

p (V) = (o) e p,(7)=p, ()

Proposigao 4.1.1. Sejam & € P,(2n) e A :[0,7] — Sp(2n) tal que A(T) = A(0) e
A (R™ x 0) =R" x 0, Vt € [0,7]. Sen(t) = A(t)-&(t) - A(0)™L, entdo

frs(§) = pps(m)s 1, (§) = p,(n) e p, (&) = p, ().

Esta proposigao garante que as defini¢oes de indices de v e ¥ nao dependem da
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escolha dos simplectomorfismos FE; e E, que satisfazem

E, =Ey, FEykerdg,@gm) =R"x0, (4.5)

E, = Ey, Ef(my (W N (R" x0))) =R x 0.
De fato, se E| : TyTM — R*" satisfaz E. = E| e E,(kerdg,m) = R" x 0 e ¢/
é o caminho em Sp(2n) dado por ¢, = E! - dyG, - E)~}, entdo ¢} = A, Ay" para

A, = F,- E; ', que satisfaz as condicdes da proposicio e portanto os indices de ¢ e
¢’ sao os mesmos. De modo andlogo se verifica esta propriedade para ¢.

Demonstracao. A aplicacao

d . [0,1] x [0,7] — Sp(2n)
(s,1) — A(t) &(st) A(0)7T

define uma homotopia com extremos fixos entre os caminhos 6(-,0)Ad(1, ) e 6(0, -)A
d(+, 7). Pelas propriedades de homotopia e concatenacao, temos

Hrs (5(7 0)) + MRS<5(17 )) = Mprs (6(07 )) + MRS(é('7 T))

- (-,0) = A(0) £(0) A(0)™! é um caminho constante, logo i, (d(-,0)) = 0 pela
propriedade zero.

- 6<]~7 ) - A§A<O)_1 =1

- 6(0,-) = A A(0) é um caminho que preserva R™ x 0, logo seu indice é zero pela
proposicao 3.2.4.

- 0(-,7) é uma reparametrizagao de A(7)& A(0) = A(0) & A(0), cujo indice é
igual a p1,,,(€) pela naturalidade de g.

Conelufmos que f1,(€) = fins (n):
Para as demais igualdades, basta invocar o teorema 3.3.1 e notar que ker(n(7)—

I) = ker(A(7) £(T)A(0)™r — I) = ker(&(7) — I), portanto

1y (0) = () — = dime ker(n(r) — I)

2
L.
= Hgs (6) o 5 dlmC ker({(T) - I)
= Mg (6)
A igualdade pu,, (§) = u,,(n) é entdo imediata. O

Nas secoes 1.2 e 1.3, obtivemos uma trivializagao E; de ¥*T'M e aplicacoes E,
que satisfazem as condicoes (4.5) e (4.6). Daqui pra frente iremos estudar o indice
de v a partir destas aplicacoes.

As aplicacoes E; e E, induzem caminhos simpléticos ¢ em Sp(2n) e &t em
Sp(2n — 2) que, segundo (1.6) e a proposicao 1.3.1, satisfazem

Yo - —A ) (4.7)

d
Egﬁt = Xt © ¢t7 para Xt = < T %}/t -T
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e
d. o o _ ([ PAY,-T) —A
a@ = X;o0¢;, para X;= ( 7 PAY,—-T) ) (4.8)
onde ] ]
A= R — Y7 =S/ +Y)), A=PA)+5, (4.9)

3 = Diag(b*/4,0,...,0), b é dado em (1.3) e PA é a matriz obtida de A retirando
sua primeira linha e primeira coluna. Dessa forma,

MRS(’V) = MRS(¢)7 ML(’Y) = /'LL(¢)7 /‘Lm(’y) = /"I/m(¢)7 (4'10)

frs(V) = brs(@), 1, (7) = 1 (@), w,.(7) = p,.(0) (4.11)
e, COmo vimos em (1.7), o espectro do mapa de Poincaré linearizado coincide com
o de ¢,. Ademais, pelo teorema 2.5.2,

N ML(¢>+1 7seg(¢776):26X(7):OOU17
1 (9) = { w, (¢) , Caso contllrério (4.12)

~

Hon (D) = 11, (€), (4.13)

onde g(¢,,e1) =2 é o grau de degenerescéncia da definigao 2.5.1.
Para estimar o indice de ¢, a ideia sera compara-lo, via o teorema de Sturm,
com o indice de um caminho ; tal que

d
%ﬂ)t - Zt o 1/%; Zt - < [nfl P(%K o F)

para algum escalar A > 0. De fato, sendo S = —-J X, e T = —JZ;, temos S — T =

( 0 A 02 ) Assim, o teorema de comparagao de Sturm nos dird que
0 A=XN1,

(A, z) > No(z,2), Ve eR" = u,(0) > p,(¥),

(Az,z) < Xz,z), Ve eR" = p,(0) <p, ()

O teorema a seguir fornece uma estimativa para o indice de ;. Deixaremos sua
demonstracao para a préxima sec¢ao.

Teorema 4.1.2. Seja ¢ € P.(2n) um caminho tal que %wt = Z; 0 para Z; =
A —\N]
I A

positiva. Entao

, A = A(t) uma matriz n X n antissimétrica e X\ uma constante

@) =n(2A-| -1)| < o,

onde [x] = inf{y inteiro: y > x}. Ademais, se A(t) =0 entdo

() =20 | A~ | = .

2
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Munido deste teorema podemos estimar o indice de Long do caminho reduzido
$ obtido pelo fluxo magnético trivializado. Para isso basta comparar a aplicacao
A=A+ f dada em (4.9) com um miltiplo da identidade, o que pode ser feito
a partir de uma condicao pingante (pinching) sobre a curvatura, a intensidade do
campo magnético e sua derivada, o que faremos agora.

Admitimos inicialmente que a trajetéria tenha velocidade ||¥(¢)|| = 1. Sejam
v a componente perpendicular a 4(t) de um vetor v € T, ,)yM, x = E;(v) € R" e
¥ = E; (V), 2/ L e;. Entao

(Ar.z) = <(Rt - 2% —%(Y{+Yt’*)) m>

= (R’ 2"y + =Yz, Yiz) — (Y2 o)

| =

0.0) + 51V el ~ (Tu¥)3(0), o)

—~

= (R(Y(®),v)y
- %HYUH2 + o (3(8), ) V1P + (VoY )0 4(8),

onde o(u, v) representa a curvatura seccional do plano gerado pelos vetores u e v e
na segunda igualdade usamos a proposicao 1.2.1.

Dessa forma, se a curvatura seccional de M junto com a forca de Lorentz Y e
sua derivada covariante satisfizerem

ao |[V'|I*,

bo [[v]

o(3,0) [I']]* + (VoY )V, )

>
1Yl >

para duas constantes by > 0 e ag com b2 + 4ag > 0, entdo
1 ) 2 )
(Az,z) = ZIIYUH2 + o (3,0 k2 [V + (VoY )0 )
1 2 2
> Zbﬁ [o]l” + ao [[v']]

1 2 2
= Zb3 [z ]|” + ao [12”]]
= <AOZE,I>,

onde Ag é a matriz Diag(b3/4,b3/4 + ag,...,b%/4 + ap). Em relagdo ao caminho
reduzido temos

AN=PA+3>PA = (B34 + ag) s

e do teorema 3.4.2 comparamos os indices de ¢ e do caminho ¢ dado em (4.14)

com A = /b3 /4 + ag, obtendo
000) 2 1, (0) 2 200~ 1) | B+ don | = 300 - 1),

onde na segunda desigualdade usamos o teorema 4.1.2.
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Analogamente valera

(Az,z) < (A, x)

se
Yo < bl

o(3,0) K 07 + (VoY )0 4) < an [/

e A; for dado por Diag(b?/4,b3/4 + ay,...,b%/4 + a;) para constantes b; > 0 e
ar.Assim, 8 = (b*/4,0,...,0) < b3/4I, ;e

A=PA+B<PA +02/41, 4 = 03)2+ a1) ], 1.

Se 2b% + 4a; > 0, fazendo A = 1/b3/2 + a; concluimos que

() < 200 - 1) |2+ dar | 4 0= )

Com isso estabeleceremos o seguinte teorema:

Teorema 4.1.3. Sejam v uma orbita T-periodica do fluro magnético em M com
respeito a forca de Lorentz Y de velocidade ||§(t)|| = k e 5 o caminho simplético
reduzido definido em (4.3). Valem as sequintes implicagoes:

(i) Se existirem constantes by > 0 e ag tais que bg +4ag >0 ¢

a |[V]|*,

bo [|v]l,

(4,0 B |[V]* + (VoY )V, )

1Yol (4.15)

>
>
Yo, v € Ty(t)M, v L ”Y(lf), t e [O,T],

entao
1, (3) > 2(n—1) L/bg + 4a0£—‘ —3(n—1).

(ii) Analogamente, se existirem constantes by > 0 e a; tais que 2b3 +4a; > 0 e

o(1, ) R 1P+ (VoY )04 < an [l

4.16
Vol < b, (4.16)

Yo, v € Ty(t)M, v L "')/(t), t e [O,T],

entao
() < 2m—1) L/%f + 4a1%—‘ +(n—1).

Demonstracao. A argumentacao feita acima prova este teorema no caso particular
em que a velocidade de v é k = 1 faltando apenas verificar o caso geral. Para isto,
fixada a trajetéria 7-periddica y de velocidade ||¥|| = k tal que V4 = Y4, considere
A(t) = y(t/k). X é um trajetéria fechada de periodo 7/ = k7, velocidade |[A| =1 e
tal que V X)" = Z\, onde Z = %Y. Sejam v e X os caminhos reduzidos relativos a ve
A. Tome ¢ € P-(2n—2) e ¢ € P,(2n—2) os caminhos obtidos pela trivializacio dos

respectivos espagos quociente tais que pu, () = u, (gbA) e p, (N = /JJL<'¢A), conforme
(4.11). Como A : t — A(t) = y(t/k) se trata apenas de uma reparametrizacao de v,
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o pode ser tomada satisfazendo 1h(t) = ¢(t/k), isto 6, como uma reparametrizacao

~ ~

de ¢, e assim p, (¢) = p, (V). Se

o(3,0) K [V )* + (VoY) 5) > ao |||,

Yo > b lvll,

entao . ) . )
oA V) V7 + (Ve Z)0',A) = ap|[V]]7,

| Zv|| > by vl

para ay = ag/k? e by = by/k, logo

My (:}/) = Hg (>‘)

> n—1) [ ()2 + 4aj, Z—J —3(n—1)

= 2n—1) [\/Mﬁw —3(n — 1),

o que prova o item (i). Da mesma maneira obtemos o item (ii).

]

Usando as desigualdades = < [z] < x4+ 1 para todo ntimero real z, a expressao

(M)
Fom (7) o kgr-i{loo k

para o indice médio e a identidade

proveniente de (4.10), (4.11) e (4.13), obtemos o seguinte corolario:

Corolario 4.1.4. Nas condigoes do teorema anterior - valendo (4.15) e (4.16) - e
denotando cg = (n — 1)\/b3 + 4ag e ¢c; = (n — 1)\/202 + 4ay, temos

—3n—1)+cy5 < i, (%) < g +3(n—1),

0z < 1, (¥) = p,(0) S ag
Para estabelecer o teorema 4.1.3 recorremos ao teorema 4.1.2. Este ultimo
fornece um valor preciso para o indice no caso particular em que a matriz antis-
simétrica A(t) = P(%Yt—l“) é nula. Esta condicao é satisfeita, por exemplo, quando
o fluxo for geodésico! e no caso do fluxo magnético sobre superficies. De fato, se
n =2 entdo 3Y; — I' ¢ uma matriz antissimétrica 2 x 2 e portanto P(3Y; —I') = 0.
Dessa maneira melhoramos o teorema no caso particular de superficies:

1Com efeito, para o fluxo geodésico temos Y; = 0 e podemos tomar uma trivizalicio do fibrado
Y*TM como feito no capitulo 1 a partir de campos X; que sejam paralelos, logo I' = 0.
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Corolario 4.1.5. Nas hipdteses do teorema acima e denotando co = (n—1)4/b3 + 4ag
e c; = (n—1)\/2b% + 4ay, se M tiver dimensao 2, entao

T _ T
2 ’VCOE-‘ -1 < pu,(¥) <2 {clﬂ—‘ —1.

4.2 Calculo do indice num caso particular

O objetivo desta secao é demonstrar o teorema 4.1.2. A ideia seguird o seguinte
roteiro: Decompomos o fluxo ¢ como um produto E-H (Lema 4.2.1), estabelecemos
uma homotopia entre 1 e a concatenacao do fator £ com o fator transladado
E(7)-H (Lema 4.2.3), introduzimos um novo indice i, a fim de termos aditividade
de indices com respeito a concatenagao (Proposigao 4.2.5.ii), mostramos que o
indice de E(7) - H pode ser limitado apenas pela dimensao 2n (Lema 4.2.6) e
por fim concluimos sobre o indice ¥ a partir do indice de E, cujo valor pode ser
determinado (Lema 4.2.9).

Sp(2n)

Figura 4.1: Decomposicao do fluxo ¢.

Considere a decomposi¢ao do campo Z da forma Z = Z; 4+ Z,, onde

0 —\2I A 0
Zl:(] 0 ) eZZ:(O A)'
Sejam F, H : R?" — R?" os fluxos de Z; e Zs:

d d
“FE=27E “H=2%H
dt Y 2

Uma conta simples mostra que E é dado por E(t) =e(t) o---oe(t), onde

(1) :( cos(At)  —Asin(At) )

$sin(At)  cos(At)
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que por sua vez se decompoe da forma e(t) = C(\)~! - r(\t) - C()\) para

0 —XX) (4.17)

cos(At) —sin(At)
) = ( sin(At)  cos(At) ) (4.18)

a rotacao em R? em torno da origem no sentido anti-horario com velocidade angular
A

Lema 4.2.1. v = F - H.

Demonstragdo. E um céleulo direto. 4(E-H)-(E-H) ' = EE-'+ EHH'E~
=71+ EZ,E~' =7, + Zy = Z. Aqui usamos o fato de E e Z, comutarem uma

vez que Zy é antissimétrica e E é formado por 4 blocos n X n que sao multiplos da
matriz identidade. O

Retomemos a defini¢ao (segundo Long) de caminhos concatenados:

Defini¢ao 4.2.2. Sejam 7g,7; : [0,7] — Sp(2n) dois caminhos simpléticos. Se
Y(7) = 71(0), a concatenagao de vy e 71 é o caminho

_ 70(275) , S€
1% 0(t) = { m2t—71) | se

~

IN IA
RN

ol O
IAIA

Denote E, = E(T).
Lema 4.2.3. ¢ ¢ E x (E,H) sdo 1-homotdpicos.

Demonstragao. Considere § : [0,1] x [0, 7] — Sp(2n) dada por

B B21) - H(2ts)  tef0.7]
&&w_{EﬁyH@@—UU—Q+ﬂ L temA).

d estd bem definida: (s, ) = E(7) - H(s7) por ambas expressoes.
d é homotopia com extremos fixos: 0(-,0) =1, 6(-,7) = E(7)H(7).
- 6(0,) = E % [E, H.
- 0(1,) = () * .
Temos F x (E;H) = §(0,-) ~1 §(1,-) = (7) * ) ~q 1. O

Como £, nao ¢é aditivo com respeito a concatenacao * (pois esta definido ape-
nas para caminhos que partem da identidade), introduzimos um novo indice para
caminhos simpléticos com extremos livres como desenvolvido em [23], defini¢ao
6.2.9.
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Defini¢ao 4.2.4. Seja f : [0,7] — Sp(2n) um caminho simplético. Definimos

IELL(f) = H’L(f*a) _:uL(a)7

onde a € P.(2n) é um caminho conectando I a f(0).

Estendemos a definicao de homotopia para caminhos com extremos livres: Dois
caminhos f,¢ : [0,7] — Sp(2n) serdo chamados de homotdpicos, e denotaremos
f ~ g, se existir § : [0,1] x [0,7] — Sp(2n) tal que §(0,-) = f, §(1,:) = g e
dimker(d(+-,0) — I) e dimker(d(-,7) — I) sao constantes. Quando f(0) = ¢g(0) = 1,
f ~ g éomesmo que f ~; g da definicao 2.1.3.

Proposicao 4.2.5. (i) A defini¢io de i, nao depende do caminho « escolhido.
(i) f~g9 = n,f)=n9).
(i) f(1) =9(0) = p (g% f)=n,(f)+n.(9)

Nas demonstragoes que seguem utilizaremos da notacao a : A> B para dizer que

a é um caminho [0, 7] — Sp(2n) que liga A a B e escreveremos por simplicidade
apenas A(«a) no lugar de A, («).

Demonstragao. y_4 ird denotar a perturbagao rotacional (como apresentado antes
da definigao 2.1.3) de um caminho v € P,(2n).
(i) Sejam
a:Iof(0), B°:f(r)oMF e ~*:a_(r)>MF .

Entao 1, (f) = p,(f *a) — p,(a) = 2(A(B* * fos * a) = A(y* * a_y)) =
F(AB) +A(f=s) + Ala) = A(y*) — Ala—s)) = 2(A(B) + A(f) — A(7)), que
nao depende de o mas apenas de f (e seus extremos).

Sp(2n)

£(0)

Figura 4.2: Demonstragao da proposi¢ao 4.2.5.1.

(ii) Sejam § : [0,1] x [0,7] — Sp(2n) a homotopia entre f e g, o : I > f(0) e
B(t) = o(rt,0). Note que 8 ~ f(0), logo fxa ~ f*x f(0)xa~g*xfBxae
portanto :U'L(g> ML(Q*ﬁ*Oé) /’I’L(/B*a):ML<f*a>_/’l’L<a>:lD’L(f)'

(i) Tome a: It £(0) e observe que i, (f) + /i, (9) = (1, (f * @) — 1, ()] + 1 (9 %
fra)—p, (fxa)l=p (g% f*xa)—p, () =qa,(f*g)

]
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Lema 4.2.6. |, (E.H)| < 2n.

Precisaremos do resultado abaixo que nos diz que caminhos simpléticos 7 inte-
ramente contidos em Sp(2n)’ com uma extremidade em M, ou M, possuem um
nimero de rotagio A,(7y) (cf. secdo 2.1) inferior a nm em valores absolutos.

Proposigao 4.2.7. Sejam 7 > 0, w € S' ey : [0,7] = Sp(2n), um caminho tal
que y(T) = M ou M . Entao
[Ar(7)] < na.

Demonstracao. Este resultado encontra-se no corolario 2.4.8 em vista do lema 5.2.1
em [23]. O

Demonstracao da lema 4.2.6. Primeiramente observamos que
/]L(ETH) = ﬂL(RTH)7

onde i = r(A, 7)o ---or(\ 7). De fato, como E. = e(r)o---oe(T) e e(r) =
A7) - C(A ) o caminho

n(s) = [C(1—=s)A+s)-r(\,7)-C((1=8)A+3s) o0
[C((1=8)A+38)-7(A\,7)-C((1—s)A+ )]
conecta E; a R, e v(n(s)) = dimker(n(s) — I) = dimker(R, — I) ndo depende de
s. Assim 0(s,t) = n(s)H(t) define uma homotopia entre E.H e R.H e portanto

ult
:aL(ETH> /’LL(R H)
Seja h = h(t) : R" — R" o caminho de aplicagoes tais que

d
—h=Ah,  h(0)=1.
o (0)

h é ortogonal pela antissimetria de A e H = < fo 0 )

0 h
RT,I _RT,2
RT,Q RT,I
Diag(sin(A7), ...,sin(A7)), temos

_ RT,I _R’T,2 . h 0 _ RT,lh _RT,Qh
fir H = ( Ry R ) ( 0 h ) - < Rosh Ry >

Det(R;1h + V—1R.2h) = Det(R;1 + V—1R;2) - Det(h) = Det(R.1 + vV—1R;5)

Como R, = ) para R = Diag(cos(A7), ...,cos(A7)) e R.o =

(S

que nao depende de t. Segue dai que A(R,H) = 0.

Denote H' = R, H.

Considere, como na notagao acima, « : I > H'(0) e H' , e a_s perturbagoes
rotacionais de H e a. Tome v* : a_4(7) > M* e 3° : H (1) > M* caminhos
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contidos em Sp(2n)*. Concluiremos que

A (BH)| = |p,(RH)|
= |p, (H')]
=y (H' #0) — p, (0)]
_ %’A(ﬁs*}]’_s*a)—A(vs*Oé—sﬂ
= |A) + AMHL) + Ala) — AY) - Ala)
< UM + AL+ 1A@) - Al +1A0)
< %(m+0+0+n7r)
= 2n,

e na ultima desigualdade usamos que A(H”,) — A(H') = 0 e Ala—s) = Aw)
quando s — 0 e o ultimo lema. [
Antes de calcular o indice de E, calculemos o indice para as rotacoes.
Proposicao 4.2.8. Seja ry = r(A,+) : [0,00) = Sp(2) a rotagao como em (4.18)
dada por
~( cos(At) —sin(At)
r(A1) = ( sin(At)  cos(At) )

A restrigao vy, ao intervalo [0, 7] tem indice

onde [x] = inf{y inteiro : y > x}. Em particular, o caminho constante igual a
identidade Iy tem indice igual a —1.

Demonstracao. Suponha A #£ 0. Temos que ) satisfaz
- (1) €Sp(2) & T#£EI ke,
() = (-1)'h, keZ,
- Ar(raz) =T

Suponha que 7 nao seja um multiplo de 27” Divida 7 por 27” obtendo 7 = 27”16 +p
com p € (0,%) e k inteiro e tome 7y : [0,7] — Sp(2)* o caminho que conecta
ra(1) a —I ao longo de ry, ie., y(t) = ra((1 — £)p+ £5). Entdo v 7y, é uma
reparametrizacao de (PYCESIERE portanto A, (v *ry,) = (2k 4+ 1)7. Segue que

pp(ry) = %AT(B RETSVES %AT(V *7)) + %AT(ﬁ) = (2k +1) +0,

onde 8 : [0,7] — Sp(2)*, B(t) = Diag(t — 2, %) ¢ o caminho que conecta —I5 a
My com A,(B) = 0.
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Antes de examinarmos o caso em que 7 é miltiplo de ZT“, vejamos o que ocorre
quando A = 0. Pelo teorema 6.1.8 de [23], todos os caminhos nao-degenerados
a, 3 € P*(2) que estiverem C%-préximos de um caminho degenerado v € P?(2)
satisfazem

|1, (B) = p ()] < vi(y) = dimker(y(7) = I).
Tomando «(t) = r(—e,t) e B(t) = (e, t), cujos indices sao respectivamente —1 e 1
para € > 0 pequeno, e observando que v1(I) = 2, vemos que o indice de caminho
identidade é p, (I) = pu,(r(0,-)) = inf{u, (d) : § € P*(2n) e C’-préximo v} =
My (Oé) = -1
No caso em que 7 = %va r) consiste em k voltas completas em torno da origem,
logo A, (7)) = 2kw. Como r) termina na identidade, ficamos com g, () = 2k — 1.
Concluimos que p, (1)) = 2 (%ﬂ -1
[

Para determinar o indice de F, basta observar que E é homotdpico a um <-
produto de rotagoes, conforme o lema que segue:

Lema 4.2.9. O caminho E é homotdpico a ry<o---ory. Em particular,

pu,(E)=n (2 ’V%T—‘ - 1) :
Demonstragao. Temos E(t) = e(t)o---oe(t) ee(t) = CA\)"t-r(A\t)-C(N)~!, onde

C(\) = ( g _(\)/X ) e r(A\,t) é a rotacao dada em (4.18). Entado basta notar

VA
que e(t) é homotépico a C'(1)~! - ry - C(1) = r pela homotopia
(5,8) = C((1 = s)A+8) 1 -7y - C((1 = )\ + s).

O resultado agora segue da aditividade simplética de p, . O]

Demonstracao do teorema 4.1.2. Basta reunir os resultados acima: Pelo lema 4.2.3
hé uma homotopia entre E x (E.H) e 1 e das propriedades de homotopia e conca-
tenagao conforme a proposicao 4.2.5, temos

fi () = i, (E) + i, (E-H).

Os caminhos 9 e E partem da identidade, logo da definicao de zi, tem-se

ﬂL<¢>:ML(¢)_ML(I)7 ﬂL(E):ML<E)_uL(I)

e portanto
p, (V) = pu (B) + i, (E-H).

O resultado segue de |fi, (E;H)| < 2n pelo Lema 4.2.6 e do valor de p, (E) calculado
no Lema 4.2.9.
Para o caso particular em que A(t) = 0, temos Z = Z; e portanto ¢, = E(t). [
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4.3 Dinamica de trajetérias magnéticas

Nesta secao vamos apresentar o principal resultado deste trabalho que diz, a
grosso modo, que caso exista numa variedade riemanniana orientada uma trajetoria
magnética periddica com indice nao muito grande e periodo que nao seja pequeno,
podemos descrever o comportamento dinamico do fluxo magnético a partir de li-
mitagoes sobre a curvatura seccional e a forca de Lorentz. Antes de apresentar este
resultado, facamos mais uma definicao.

Sejam M" variedade riemanniana orientada sujeita a uma forca de Lorentz Y,
~v uma trajetoria magnética T-periédica, 7 > 0, e P a linearizacao do mapa de
Poincaré de v em 0 = (v,7)(0) € TM em relagao ao fluxo magnético restrito ao
nivel de energia que contém .

Definicao 4.3.1. Diremos que a trajetéria v é hiperbdlica se P nao possuir auto-
valores unitarios. Se todos os autovalores de P estiverem em S*, diremos que 7 é
eliptico-parabolica.

Se denotarmos por o((7)) o espectro da linearizagdo do fluxo magnético G, :
TM — TM, entao o(y(7)) = o(P)U{l} e

#o(y(7)) = #o(P) + 2,

contadas as multiplicidades algébricas.

Como vimos na primeira se¢cao deste capitulo, a trajetéria v podemos associar
indices simpléticos p, () e ., (7). Para isto consideramos um caminho ¢ € P.(2n)
obtido a partir de uma trivializacdo adequada de ¥*T'M e pomos pu, (7) = u, (¢) e
w, (v) = p,, (¢). Tal caminho possui a propriedade de ¢, ter o mesmo espectro de
dyG, com as mesmas multiplicidades.

Uma maneira de inferir sobre a intersecao do espectro de ¢, com S ¢ analisar
o comportamento de seus indices p, e p,,. O corolario 4.1.4 nos diz como evolui o
indice u,, () = u,,(¢) com respeito ao periodo 7 e a uma condi¢ao pingante: se ~y
tiver velocidade ||§|| = k e a forga de Lorentz Y : TM — T'M satisfizer junto com
a curvatura seccional o de M as desigualdades

bo [l

ao ||/

vl < bl
o) R P + (VoY 3) < an o,

Vo, v € TypyM, v LA(t), t € [0,7], com constantes a; e b; tais que b§ +4ag > 0 e
202 + 4a; > 0, entao vale

<
<

T T
CO 27T — /’Lm ((b) — Cl 27T ?

onde ¢g = by + (n — 1)\/b3 +4ag e ¢ = (n — 1)/2b% + 4a;.
Dessa forma, se d > 0 for uma constante tal que p,(¢) < d, conseguimos
assegurar as hipoteses do teorema 2.2.8

p(¢) < d < p,(9)

(4.19)
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se, por exemplo, valer d 27” < ¢p. Com isso concluiremos que
is(9) —i1(0) > dl

para algum z, € S'\{1}, onde | = sup {ll,i} e l; e ly sao os inteiros dados

porll—sup{p>01ntelro p<2“m(¢) d}eZQZinf{peN gﬁ<“m } No

entanto um salto como este na fungao w +— i,(¢) significa que existem autovalores
de ¢, em S'. Mais precisamente, pelo teorema 2.3.1,

d

#o(p;) NS > 2 7

Podemos analisar de modo andlogo desigualdades opostas: para p, (¢) > d > 0,
teremos

t (@) < d < ()

se valer ¢ < d27”. Dai

21(¢) - izo(¢) >

~|

para algum zy € S'\{1} e para [ = {p eN:p> d“z(%)}. Assim, pelo teorema
2.3.1,

d
#o(p,) NSt > 27 + 45*(1).
A discussao que fizemos nos leva ao principal teorema deste trabalho, enunciado
abaixo.

Teorema 4.3.2. Sejam v uma trajetoria magnética T-periodica na variedade rie-
manniana orientada M™ com ||¥|| = k e tal que a for¢a de LorentzY e a curvatura
seccional o satisfazem

ao [V]I* < o (3 ) R I+ (VY ), 5) < a1,
bo vl < bl < bl

Vo, o' € TyyM, v LA(t), t €0,7],
para constantes a; e b; tais que b + 4ag > 0, 2b% + 4a; > 0.
Denote ¢cg = (n—1)\/b3 +4ag e ¢ = (n—1)4/2b} + 4a,. Entao

T

T o< (y) <
Wop = HaW) = Gop

e para todo d > 0 valem as sequintes implicagoes:

(i) Se pu,(v) <deco>d=, entdo

p+1 27 d

ondel:inf{ eN: 2 ic—o}.
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(ii) Se p,(v) <decoy>d% (1+ %), onde k €N, entdo

H#o(y(1)) NSt > 2kd.

(iti) Se p,(v) > decy <d2, entio vy € ndo-hiperbdlica e
2d
#o(y(r)nS' = —+2,

ondel:inf{peN:ﬂ<2—”i}.

p T C

Este teorema pode ser melhorado se tivermos informacoes sobre o fator de
corregao x(y) ou o grau de degenerescéncia g(y) de v definidos em (4.4) e (4.2).
Assim poderemos concluir sobre a intersecao do circulo unitario diretamente com
o espectro do mapa de Poincaré linearizado P.

Teorema 4.3.3. Nas condicoes e notacoes do teorema acima, para todo d > 0
valem as sequintes implicagoes:

(I) Suponha x(v) = —1 ou g(v) > 2.
(i) Sep,(v) <decy>d3, entdo vy € ndo-hiperbdlica e

2d
#a(P)ﬂSl > T,
: . 2 T C
ondel:mf{pEN.% ﬂg‘)}
(it) Se p,(y) <decy>d%E (1+%), onde k €N, entdo v € nao-hiperbdlica

e

#o(P)N S > 2kd.

Em particular, v € eliptico-parabdlica se

3(n—1) 27
<n-—1 > 7
ML(’}/)_TL € Co 2 -
ou +1 9
n e
<1 > —.
ILLL(’Y)— € C 9 -

(II) Suponha x(v) # —1.
(i) Se p,(v) >dec; <d*, entdo vy € ndo-hiperbdlica e

#o(P)nsSt > T+2

T C1

ondel:inf{peN:%<2—”i}.

Em particular, P possui pelo menos 2d + 2 autovalores unitarios contadas as
multiplicidades algébricas se

p(y) 2d e e <g—.
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Os teoremas acima nos fornecem um método para inferirmos sobre a quantidade
de autovalores unitarios do fluxo magnético linearizado a partir da diferenca entre
o indice p, e o indice médio p,, de . Partimos das informagoes ¢y ou ¢; sobre o
minimo e maximo atingidos pela curvatura e a intensidade do campo magnético ao
longo da trajetdria para, junto com o periodo 7, obter estimativas para p,,.

Por um lado, para p, > p,, tomamos uma cota superior d > 0 para p, e
observamos os valores de ¢y e 7 a fim de determinar o crescimento do indice médio
i, . Quanto maiores forem cg e 7, maior podera ser a diferenga p,, —p, . Observe que
¢ portanto desejavel que a trajetoria nao seja “rapida”, isto é, 7 nao seja pequeno.
Além disso, melhoramos a estimativa da quantidade de autovalores unitarios se,
por exemplo, a trajetéria v possuir o fator de correcao igual a —1. Uma maneira
disto ocorrer é se em algum plano simplético que contém a direcao de v o fluxo

c . o
0 1 com ¢ < 0. Assim, para uma trajetéria com este
fator de correcao e com um indice que nao seja grande - digamos, nao supere n — 1
-, basta que ¢y ultrapasse (n — 1)277r para concluir que a dinamica ao longo de v é
nao-hiperbélica; teremos que v ¢ eliptico-parabdlica se ¢y superar % de (n — 1)277r

Por outro lado, teremos conclusoes andlogas quando p,, < p,. Neste caso
tomamos uma cota inferior d > 0 para o indice e analisamos ¢; e 7. Estes valores
determinam um méaximo para o indice médio p , e portanto nos permite inferir
sobre a diferenca entre os indices. E portanto desejavel que a trajetdria nao seja
“lenta”, isto é, que o periodo 7 nao seja grande. A estimativa para o numero de
autovalores unitarios é melhorada no caso particular em que o fator de correcao
¢ # —1. Neste caso, se, por exemplo, o indice p, for positivo, quanto menor for
c1 > 0 em comparagao com ,uL27”, maior é a diferenga p, — 1, e assim menos

hiperbdlica deve ser a trajetoria.

linearizado é da forma (

Demonstragao dos teorema 4.5.2 e 4.3.3. Os indices p, e p, de v sao os mesmos
do caminho simplético ¢ € P,(2n) obtido a partir de dyG; via uma trivializacao de
A*TM. Ou seja, pu, () = pu, (o) e i, (7) = p,,(¢), onde ¢ € P,(2n) é o caminho
simplético dado em (4.7). Além disso, dyG, e ¢, tém os mesmos autovalores e com
as mesmas multiplicidades e por (4.2) o fator de corre¢ao de ¢ é x(¢,) = x(v). Em
relagao ao caminho reduzido 4 definido em (4.3), temos um caminho ¢ € P (2n—2)

dado em (4.8) tal que p,(7) = p,(¢) e p, () = p,,(¢). Ademais, por (4.12) e
(2.5.2), 1, () = p,,(9) €

1, (¢) =

w, (¢) , caso contrario,

{mqﬁ) +1 ,seg(y)=2ex(7) # 1,

e pelo coroldrio 4.1.4, ¢co = < p., (¢) = p, (9) < & Z.

2r
Provemos (i) e (ii). Nestes itens temos

1, (8) < d < cog— < 1, (9)
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logo pelo teorema 2.2.8 existe zy € S'\{1} tal que
. . 1
il0) = 1) = dsup {1, ],
2

onde [, = sup{pz()inteiro:p<2W} e ly = inf{pGN gﬁ < “m(¢)}.

Pelo teorema 2.3.1, vale

#0(o(1)) NSt > 2(is (0) —11(9))-

Provamos o item (i) observando que de £ ’"d(d’) > 4= vem
: p+2 u, (o) ) p+2 a7
ly = inf N: < == < inf N: <= —r=1
2= {pE p+1 d s mhpe p+1 d 2w

e portanto p
#0(6(7)) NS > 2(izy(¢) = ir(9)) = 27

No item (ii), se tivermos ¢y > d 2= (1 + %) com k € N entéo 2“*”(
[y > k. Dessa forma,

$0(9(7)) N S > 2(iy(6) — ir(6)) > 2kd.

9)=d - I o assim

Em ambos itens, se x(7) = —1 ou g(7) > 2, temos 1, () = 1, (6) e 4, (3) = 1,,(9),
logo podemos repetir todos os passos anteriores apenas substituindo ¢ por ¢ que
obteremos as mesmas cotas inferiores para #CT(QB(T)) NSt = #o(P)N S'. Como
tais cotas sao positivas, em particular temos que v nao pode ser hiperbdlica.

Em (iii), g, () > p,(¢) > d e ¢y < d 2%, logo

(0) < e < d <y (6)

Pelo teorema 2.2.8 existe zg € S'\{1} tal que

~ - d
(¢) Zzo(¢) l_
I um . 1+p d
onde [ —1nf{p€N P> } { <um(¢)}‘ Como um(¢3)2
£, temos I < inf {p eN: 1+p < 2: Cdl} = [ e portanto zl(cﬁ) — 1y (0) > %l. Agora

aplicando o teorema 2.3.1 conclmmos que

d

#a(0(1) N ST > 2(i1(9) — () + 457 (1) > 27

>

Em particular,

#o(o(r)N S =o(d(r) NS +22 27 12
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Ja que p,(¢) > d, c; < d27” e ,uL(gb)Ag C15-, podemos repetir os mesmos passos
acima para o caminho ¢ ao invés de ¢, obtendo

N N d
#0(p(1)) NSt > 2(i1(9) — iz, (9)) + 45, (1) > 27 485,(1).
Sob a condigao x(v) # —1, pela proposi¢ao 2.4.6.ii, o splitting number S*(1) de
¢(7) é no minimo 1. Portanto

#o(P)YNS' = #o(o(r))N St —2

> 251 + 457

I ¢(T)(1) —2

X

v

As demais afirmacoes do enunciadas no teorema 4.3.3 sao apenas casos parti-
culares.
Suponha x(7) = =1 ou g(y) > 2. Se p,(y) <n—1ecy > 3 (n—1)2, temos

d:n—lel:inf{pEN:% %%’}zl,logopor(i)
2(n—1)

#o(P)N St > .

=2(n—-1)
e 7 ¢ eliptico-parabdlica.
Se p,(v) < lecy > "THQTW, temos d = 1 e ¢ >d277r(1—|—§) para k = n — 1.
Pelo item (ii),
#o(P)NS' > 2(n—1)

e v ¢ eliptico-parabdlica.

Suponha agora que x(7) # —1. Se u, (7) >dec; < &

$ <% entao pelo item (iii)

#o(P)NSY > 2d+2
umavezqueinf{pEN:%<27”§}:1.
O

Observagao: Note que na demonstragao do item (I) do teorema 4.3.3 utilizamos a
condicao sobre o fator de correcao ou grau de degenerescéncia apenas para passar
de uma cota superior do indice de v para o indice do caminho reduzido 5. Assim,
vale 0 mesmo resultado se substituirmos a condi¢ao x(y) = —1 ou g(v) > 2 por

py(7) < d.

Terminamos esta secao observando que os teoremas 1 e 2 da introducao estao
contidos nos dois tltimos resultados. De fato, se p, (v) < de ¢y > d % 2r | entao

p = inf {q eN: ¥ < L c—o} e pelo teorema 4.3.2.1, tem-se #a(y(r)) NS > 2.

e+l S 27 d
p+2 21

Analogamente, se conclui do teorema 4.3.3.1 que se u, () < d, ¢g > de -~

X(7) = =1 entdo #o(y(r)) N S' > 2 +2.

(S
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4.4 O caso geodésico

Nesta secao particularizamos para o caso geodésico os resultados que obtivemos
acima. Assim reobtemos um teorema de Ballmann, Thobergsson e Ziller sobre
geodésicas em variedades de curvatura positiva (cf. [5]).

Sejam M uma variedade riemanniana completa e orientada, V a conexao de
Levi-Civita, R o tensor curvatura e 7 : [0,7] — M uma geodésica T-periédica. O
indice geodésico ind(7y) é definido como sendo o indice da forma simétrica

7 : VxV — R
(VW) = [ (VV,VW) — (R(%, V)3, W) dt,

onde V = {V campo ao longo de 7 suave por partes : V(0) = V(7)}.

Uma geodésica nada mais é do que uma trajetéria do fluxo magnético com
forca de Lorentz Y nula. Para tais trajetorias associamos indices que podem ser
calculados a partir de (4.10). A préxima proposi¢do, que é apenas uma aplicagao
do teorema 7.2.1 de [23], nos diz que os indices ind(7y) e u, () sdo iguais.

Proposicao 4.4.1. O indice geodésico ind(y) de uma geodésica fechada 7y coincide
com o indice de Long u, () dado em (4.1).

Demonstracao. Conforme desenvolvemos na se¢ao 1.2, fazendo ¥ = 0 e tomando
os campos X7, ..., X, ao longo 7 paralelos, temos I' = 0, o fluxo dado em (4.7) se
resume a

d 0 —R
%th:XtOCbu Xt:<[ Ot)a

e, conforme (4.1), g1, () = p, ().
O indice da forma Z definida acima ¢é igual ao indice da forma

K : HxH — R
(p.q) — [, (0,@) — (Rep,q) dt,

onde H = {q : [0,7] — R" suave por partes : ¢(0) = ¢(7)} e R, : R* — R" ¢é
a curvatura como obtivemos no capitulo 1. Pelo teorema 7.2.1 de [23], ind(K) =
1, (6), ou sefa, ind(y) = ind(T) = ind(K) = g, (6).

[

Teorema 4.4.2 (Teorema 3.3 de [5]). Seja M uma variedade riemanniana. Se M
for homeomorfa a S™, entao uma existe uma geodésica fechada com indice < n—1.

Seja Gy : TM — TM o fluzo geodésico. Se a curvatura seccional o de M
satisfizer 0 < o < 1 e se v for uma geodésica fechada de velocidade 1 e indice
<n—1, entao

(i) 6 > = c € nao-hiperbdlica.

(i) 6 > 3 = c € eliptico-parabdlica.

2(1+1)

2 (”T_W autovalores unitdrios contadas as multiplicidades algébricas®.

2
(i1i) 6 > <l+—2> , 1 >1 = O mapa de Poincaré linearizado P possui ao menos

2Como antes, [z] denota o menor inteiro > .
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Demonstracao. A existéncia de uma geodésica de indice < n—1 é uma consequéncia
da teoria de Morse em vista de m,_1(A(S™), A°(S™)) # 0 3.

Podemos supor que o periodo 7 seja maior do que 27. De fato, sob as condigoes
}1 < § < 1, pela estimativa do raio de injetividade temos 7 > 27. Se 7 = 27, a
curvatura seccional o deve ser constante igual a 1 (cf. Teorema A de [32])%.

Pelo exemplo 2.4.9, x(v) = —1. Na notacdo do teorema 4.3.2, temos § = 1,
k’Zl, bOZO, &025660:2(71—1)\/3.

Entao, pelo teorema 4.3.3,

(i) 6§ > 1 = ¢ >n—1>p,(y)% = ~ énao-hiperbdlica.

(i) 6§ > % = ¢ > (n—1)32>(n—-1)32 = 5 éeliptico-parabdlica.

2
+2 +2 +2 1 -1
(i) 5> (%) = Fr = £E > > #o(P)ns' > 22 Como

#0(P)NS' € N, vale #0(P) NS >2[2-].

]

4.5 Fluxo magnético exato em niveis altos de ener-
gia

Nesta secao fazemos uma aplicacao simples do teorema 4.3.2.

Na discussao que fizemos na secao 4.4 vimos que a partir de uma condigao
pingante sobre o campo magnético e a curvatura seccional podemos inferir sobre a
dinamica do fluxo magnético ao longo de uma trajetéria fechada, desde que esta
trajetéria nao tenha indice grande e nem periodo pequeno. Assim, por exemplo, se
existir uma trajetoria fechada + de indice inferior a n, periodo superior a 27 e além
disso admitir um fator de correcao —1 entao v é nao-hiperbdlica se cg > n — 1 ou
mesmo eliptico-parabdlica se ¢y > g(n — 1), onde ¢g = (n — 1)y/b3 + 4ag e ag e by
sdo constante escolhidas de modo a satisfazer as limitagoes dadas por (4.15) sobre
o campo magnético e a curvatura seccional ao longo de . Mostraremos nesta se¢ao
que quando o fluxo for exato e M for uma variedade completa orientada tal que
(M) # 0 (por exemplo, M = S™) entdo, assim como no caso geodésico, podemos
obter uma trajetoria fechada de indice < n e periodo > 27 se o nivel de energia for
suficientemente elevado.

E um fato bem conhecido que fluxos magnéticos exatos sempre possuem tra-
jetorias fechadas em niveis altos de energia ou, mais precisamente, acima do cha-
mado valor critico de Mané ¢(L) (cf., por exemplo, [13]). De fato, podemos estudar
0 caso exato como pontos criticos para uma lagrangiana que em tais niveis satisfaz a
chamada condigao de Palais-Smale e é limitada inferiormente. Assim, podemos uti-
lizar de teoria de Morse para encontrar 6rbitas periddicas e ainda obter informagoes
sobre seu indice. Por outro lado sabemos também que fluxos magnéticos exatos sao
cada vez mais préoximos de fluxos geodésicos em niveis de energia cada vez maiores
(cf. por exemplo a discussao feita em [16]). Assim como podemos obter uma cota

3Discutiremos este fato mais detidamente na préxima secio.
4Observe que a demonstracio serd andloga para 7 > 27 se as desigualdades envolvendo § no
enunciado forem estritas.
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inferior para o periodo no caso geodésico via estimativa do raio de injetividade, o
mesmo ocorrera para o caso magnético em niveis de energia elevados. Contudo, nao
podemos garantir que o fator de correcao seja —1 como ocorre no caso geodésico,
ainda que o nivel de energia seja maior do que ¢(L) (cf. exemplo 2.4.11). Este fato
pode ser compensado se remanejarmos a condicao pingante. Seguindo estas ideias
estabeleceremos a seguinte versao magnética do teorema 4.4.2.

Corolario 4.5.1 (Campos magnéticos exatos em niveis altos de energia). Seja
M uma variedade riemanniana completa e orientada tal que m,(M) # 0 sujeita a
um fluro magnético exato Gy e cuja curvatura seccional o satisfaz }l <d<o<
1. Entao em todo nivel de energia suficientemente elevado existe uma trajetoria
fechada ~ tal que valem as sequintes implicagoes:

(i) Sen>2ed > (55)* entdo v € nao-hiperbdlica.

(i) Se 6 > 9/16 entao G em 7y possui ao menos 2n — 2 autovalores unitdrios.

2
(i1i) Se d > (21;%22) entdo G em y possui ao menos 2 ["le-‘ autovalores unitdrios.

Neste enunciado o nimero de autovalores é contado levando em consideragao a
multiplicidade algébrica. As conclusoes acima podem ser melhoradas se tivermos
informacao sobre o fator de corregao:

Corolario 4.5.2. Nas mesmas condicoes do resultado acima, se em niveis al-
tos de energia as trajetorias fechadas tiverem fator de correcao igual a —1 entao
para alguma trajetoria fechada v valem conclusoes andlogas ao teorema 4.4.2 sobre
geodésicas:

(i) 6 > 1 = ~ € ndo-hiperbdlica.

(it) 0 > 5 = ~ € eliptico-parabdlica.

2
(11i) & > (%) ,p>1 = G em~ possui pelo menos 2 ["le-‘ + 2 autovalores

unitdrios.

A demonstracao destes resultados segue as mesmas linhas do resultado corres-
pondente para geodésicas riemannianas provado acima. A maior parte do trabalho
fica por conta do problema da existéncia de uma trajetéria magnética fechada sobre
a qual tenhamos informagcoes a respeito de trés de seus atributos: indice, periodo
e fator de correcao. Para resolver este ponto, passaremos a estudar trajetorias
magnéticas através de uma abordagem variacional como solucoes da equacao de
Euler-Lagrange. Em niveis de energia acima do chamado nivel critico de Mané
teremos uma correspondéncia entre trajetérias fechadas e pontos criticos da agao
do Lagrangiano e a partir dai buscaremos informacao sobre o indice. A medida
que o nivel de energia se torna maior, compararemos com caso o geodésico e ob-
teremos informacao sobre o periodo. Com isso estabelecemos o primeiro corolario.
No segundo deixamos a informacao sobre o fator de correcao como uma hipdtese.

Sejam M™ uma variedade Riemannian compacta sujeita ao campo magnético
exatow = —df € Q*(M) e Gy : TM — T'M o fluxo magnético associado. Considere
o Lagrangiano

1
L:TM =R,  L(z,v) = 0] 4 0, (v).
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Temos que L é estritamente convexo e superlinear (lagrangiano Tonelli), ou seja,
satisfaz as condicoes

(i) dwLl(z,v) >0, V(x,v)eTM,
(ii) limyy|—eo L”(QCHU) “+00.
Assim, a equacao de Euler-Lagrange em coordenadas locais

% (B, L(v(1),4(1))) = Bu L(x(t), (1))

é sempre satisfeita e define um fluxo em T'M dado exatamente pelo fluxo magnético
Gy:TM — TM.
A partir da transformada de Legendre

L
L:TM —T*M, (z,v)— (x, g—v(m, v)) (4.20)

retomamos a abordagem hamiltoniana. De fato, sendo

oL

E:TM — R — —
’ (z,v) ov

(x,v)-v— L(z,v)

o funcional de energia associado ao lagrangiano L, a hamiltoniana H=FEo(L':
T"M — R induz um fluxo hamiltoniano G; em T*M com a estrutura simplética
canonica. Assim, Gy : TM — TM e Gy : T*M — T*M sao conjugados via
L:TM —T*M.

TM £ T*M

o ’
TM £ T*M
R %

R

Seja A(M) o completamento de Sobolev do conjunto C*°(S*, M) composto pelas
curvas suaves 1-periddicas em M com respeito & W'2-norma de Sobolev. A(M) é
uma variedade de Hilbert com a W1'2-métrica definida por

(¢, ¢y = /0 (6, ¢) + (V¢ VYt

onde V ¢ a conexao riemanniana em M. Para k € R, considere o funcional Ay :
R* x A(M) — R dado por

Apn(b,z) = /0 1 bL(x(t), @ (t)/b) + bk dt.

O par (b,x) é um ponto critico de Ay se e s6 se y(t) =
da equacao de Euler-Lagrange de L com energia k (cf. [12],
trajetéria magnética b-periddica no nivel de energia k.

x(t/b) é uma solugao
[13]), isto é, v é uma
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O walor critico de Mané de L ¢é definido por
c¢(L) =inf{k € R :inf Ay, > 0} .

Assim, se k > ¢(L), o funcional Ay, é limitado inferiormente.

O indice de Morse m~(b,x) de um ponto critico de A, é a dimensdo maxima
de um subespagco W C Wh2(S' z*T M) x R no qual d%b’m)ALJrkC, -) é negativo (cf.
[25], [26]). Sendo L um lagrangiano Tonelli, m~ (b, z) é sempre finito.

Proposigao 4.5.3. Se 7, (M) #0 e k > c¢(L) entdo Arir possui um ponto critico
(b,z) de indice m~(b,x) < n.

Provaremos este fato seguindo as mesmas ideias utilizadas em [6] para provar
a existéncia de geodésica fechada de indice < n. No caso geodésico basta aplicar a
teoria Morse como em [27] seguindo as seguintes etapas:

(i) (§16 de [27]) No espago A(p, q) de curvas suaves por partes em M conectando
dois pontos p a ¢ consideramos o subconjunto B composto por geodésicas
quebradas que tém energia cinética E < ¢ e o equipamos com uma estrutura
de variedade diferenciavel. O conjunto B aproxima A(p, ¢) no seguinte sentido:
Todo ponto critico de E|g é um ponto critico de E (ou seja, é uma geodésica)
e tem o mesmo indice de Morse. Ademais, B é um retrato de deformacao de

A(p, q).

(ii) (§1 de [6]) Existe um isomorfismo entre 7, (M) e o grupo de homotopia relativo
Tn_1(A(M),A°(M)) onde A(M) é o espago das curvas fechadas e A°(M) é o
espaco das curvas constantes.

(iii) (Lema 22.5 de [27]): Seja f: N — [0, 4+00) uma fungdo suave numa variedade
N tal que N¢ = f71[0,¢| é compacto para todo ¢ € [0,+0c). Se todo ponto
critico de f em N\N? tiver indice > X entdo m\(N, N°) = 0. Em particular,
se m,(N) # 0 entao deve existir um ponto critico de f|y de indice < n.

Para a caso magnético vamos fazer o mesmo substituindo a energia FE pelo
funcional Apyx : RT x A(M) — R definido acima, em vista do nivel de energia k
estar acima do nivel critico de Mané.

Demonstracao. Analisemos o primeiro passo descrito acima. Devemos mostrar que
A(M) pode ser “aproximado” por uma variedade diferencidvel B no mesmo sentido
de (i). Para isso, adaptaremos para o contexto lagrangiano as demostragoes dos
lemas 16.1 e 16.2 de [27] através dos resultados estabelecidos em [10] e [12] para
lagrangianos em niveis de energia k acima do valor critico de Mané ¢(L). Por
simplicidade, denotaremos Ay, apenas por A.

Sendo G; o fluxo magnético, definimos a aplicagao exponencial de G,

exp, : TyM — M

da seguinte forma: Se v € T, M\{0}, entdo exp,(v) = m(G:(q,v/ |v])) onde t = |v]
en:TM — M é a projecao canonica; exp,(0) = ¢. Esta ¢ uma aplicacao suave e
dexp,(0) = I (cf. [10]). O teorema D de [12], nos diz que se k > ¢(L) e go € M
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nao tem pontos conjugados® entdo para todo ¢ € M, existe uma tnica trajetéria
magnética de energia k que conecta gy a q. Assim, tomando uma bola fechada
S em Ty, M centrada na origem e de raio suficientemente pequeno, todo ponto de
exp,, (9) é conectado a gy por uma tnica geodésica magnética. Sendo exp,, (S)
compacto e exp, um difeomorfismo local (cf. coroldrio 1.18 de [10]), existe ¢ > 0
tal que se p, q € exp,, () distam entre si menos que € entao hd uma tinica geodésica
magnética em exp,, (S) conectando p a q.

Como feito em [27], o espago A(p, ¢) das curvas suaves por partes que ligam dois
pontos p a g de M pode ser “aproximado” pelo espaco de geodésicas magnéticas
quebradas. Escolha uma particao 0 =tg < t; < --- < t; = 1 de [0, 1] e um niimero
¢ > 0tal que A1 (—o00, c] # 0 e considere o conjunto B C R™ x A(p, q) das “curvas”
(b, x) tais que A(b,x) < c e para y(t) = x(t/b), V|pt,_, pt;) € solugao da equagao de
Euler-Lagrange para a lagrangiana L, isto é, v|p,_, »,] € uma trajetoria magnética.
Para uma particao suficientemente fina, x|y, , ;) ¢ minimizante (isto é, minimiza a
acao A em relagao as curvas que conectam suas extremidades), ndo admite pontos
conjugados (cf. corolario 4.2 de [10]) e é unica e suavemente determinada pelos
seus extremos. Assim, os elementos (b, z) de B podem ser vistos como geodésicas
magnéticas quebradas e a correspondéncia

(b,x) € B s (y(bt1), ..., y(bti1)) € M x -+ x M

define um homeomorfismo entre B e um certo aberto de M x ---x M, o que induz
uma estrutura de variedade diferenciavel em B. Ademais, repetindo os passos de
[27], vé-se que B é um retrato de deformagao de A(p, q).

Iremos agora verificar que se (b, ) for um ponto critico de A|p entao serd um
ponto critico de Alg+xa(pq). A férmula da primeira variacao de A : R* x A(p, ¢) —
R, isto é, a expressao de sua diferencial, é dada como segue (cf. lema 4 de [12]):
Sejam (bg, z9) € R x A(p,q), s — (bs, zs) uma variagao suave partindo de (bo, zo),
(00, €(1)) = (22, %2 o(1) © g(s) = A(b, 2.). Entio

5=05 g

1 1 '
dpo) Ao, §) = a/o k —E(x,z/b)dt + /0 bL,(x,%/b)¢ + L,(x,&/b)Edt.

Desta expressao e da definicao de B segue que se (b, z) for um ponto critico de A|p
entao (b, z) é um ponto critico de A|g+xa(p,q)- Em particular, v(t) = x(t/b) ¢ uma
geodésica magnética, ou seja, ¢ uma trajetéria que nao é quebrada. Falta apenas
verificar que seu indice é o mesmo.

O espago tangente T,A(p,q) para um ponto critico (b,z) é composto pelos
campos & € Wh2([0,1],z*T M) tais que £(0) = £(1) = 0. Podemos decompor
T A(p, q) nos subespagos V* dos campos V' que se anulam em cada t € {t1,...,¢_1}
e V™ dado pelos campos £ que sao de Jacobi magnético em cada uma das restrigoes
aos subintervalos [t;_1,t;]. Desta forma, com respeito & hessiana de A, V' é positiva
e VT e V~ sao ortogonais. Isso decorre da férmula da segunda variacao de A que
na notagao acima é expressa por (cf. lema 7 de [12] ou mais geralmente a expressao

5Dois pontos (z1,v1), (z2,v2) € TM sao ditos conjugados se (72, v2) = G¢(x1,v1) para algum
t #0e dG;V(x1,v1) encontra V(za,vy) ndo trivialmente, onde V' denota a fibra vertical ker dr.
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(5) de [10])

2 b
%(6, §) = /0 {nLaa (v, 9)1 4 1 Lao (v, 3)1) + 1 Lwa (v, )0 + 1 Loo (7, 7)1} d,
onde n(t) = £(t/b) e ~(t) = x(t/b). Podemos identificar o espaco tangente 7T{; ) B
num ponto critico (b, z) com R x V~. Segue dai que o indice de Morse m™~ (b, x)
de A|r+xa(p,q) € Alp sd0 os mesmos, o que conclui a etapa (i).

Na etapa (ii), como no caso geodésico obtemos um isomorfismo 7,(M) =~
Tt (A(M),A°(M)) (cf. [6]). Sendo RT contratil, teremos m,_1(A(M), A°(M))
~ 1, 1 (RT x A(M),R" x A°(M)) ~ m,_1(B, B%), pois B pode ser tomado um
retrato de deformacao do espaco de curvas fechadas.

Sob a hipétese m,(M) # 0, basta aplicar o resultado enunciado em (iii) para
a restricao A|p para concluir a existéncia de uma trajetéria magnética fechada de
indice <n — 1. O

Considere agora Ay(M) o completamento de Sobolev com respeito a W3-

norma de C*(S}, M) do conjunto das curvas suaves b-periédicas. Evidentemente,
A (M) = A(M). Considere também o funcional Ay, : Ay(M) — R dado por

b
Apinlr) = / Ly(t), 4(1)) + k dt

e defina o indice de Morse m~(y) de um ponto critico v de modo anélogo ao feito
para o funcional Af,. Para todo (b,x) € Rt x A(M) temos Ay x(b,x) = Arix(7)
onde ~y(t) = z(t/b). Assim, vale a desigualdade m~(vy) < m~(b, ) para indices de
pontos criticos.

Como vimos no inicio da secao, se v é uma trajetéria do fluxo magnético G, :
TM — TM, via a transformada de Legendre (4.20) « corresponde a uma trajetéria
I em T*M do fluxo hamiltoniano G, : T*M — T*M. A trajetéria I' podemos
associar o indice de Long p, (I') como feito em (4.1) como o indice p, de caminhos
obtidos pela diferencial do fluxo Gy ao longo de I' via uma trivializacao simplética
de T*(T*M) que leve o subfibrado vertical kerdr,m7 C TT*M em um subespago
lagrangiano fixado de R*", onde 7w : T*M — M ¢é a projecao canonica. Pelo
teorema 2.3.5% de [25], este indice de T e o indice de Morse de vy coincidem:

p (T) = m= (7).

Uma vez que tenhamos definido o indice de Long para a trajetéria v em T'M e os
fluxos G; e G; sao conjugados pela transformada de Legendre, teremos

i, (7) = p, (L) =m™ (7).

Dessa forma, se (b, x) é ponto critico de Ay de indice m~(b,z) < n dado pela

SEm [25] o fndice de Maslov de caminhos degenerados é definido na expressio (2.11) pelo
infimo dos indices de caminhos nao-degenerados suficientemente préximos. Usando o teorema
3.3.1 e a equagdo (2.1) deste trabalho, verifica-se que esta definicao de [25] coincide com o indice
de Long apresentado aqui.
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proposigao 4.5.3, para 7(t) = x(t/b) teremos

(7)) =m=(y) <m”(b,x) <n.

Ou seja, em um nivel de energia k > ¢(L) para uma variedade completa M tal que
Tn—1(M) # 0, sempre existe uma trajetéria v do fluxo magnético exato em M com
indice p, () < n.

Munido deste fato, provamos os corolarios enunciados no inicio desta secao.

Demonstracao dos coroldrios 4.5.1 e 4.5.2. Pelo o que vimos, em todo nivel de
energia superior ao nivel critico de Mané ¢(L), obtemos uma trajetéria magnética
~ segundo a forga de Lorentz Y com indice < n—1. Sendo k = ||¥|| e nr o caminho
em M dado por n,(t) = (%), verifica-se facilmente que 7, tem velocidade |7 = 1
e é uma trajetéria magnética fechada segundo a forca de Lorentz %Y cujo indice e
dinamica sdo os mesmos de v, isto é, i, (nx) = p, (7) e o(ne(7:)) NSt = a(y(7))NS?
com as mesmas multiplicidades. Vemos assim que estudar trajetorias em niveis de
energia cada vez maiores ¢é equivalente a examinar trajetoérias no fibrado tangente
unitario de M e progressivamente diminuir a forca de Lorentz Y. Dessa forma
consideraremos um parametro A > 0 e v uma trajetoria magnética fechada com
respeito a forga de Lorentz AY que tenha velocidade ||%|| = 1, periodo 7 > 0 e
indice p1, (7) < n — 1 e examinaremos a interse¢ao do espectro de v com S' para
A—0.

Se A = 0, a trajetoria se trata de uma geodésica 7y, de periodo 7. Sob a condigao
1/4 < o < 1 para a curvatura seccional, a estimativa do raio de injetividade implica
em 79 > 27 e pelo teorema A de [32] vale a igualdade se e s6 se 0 = 1. Para A — 0,
o periodo 7 de v tende a 7y > 27.

No que segue, usaremos a notacao do teorema 4.3.2. Uma cota inferior ¢y para =y
segundo a forca de Lorentz \Y pode ser obtida da seguinte forma: Seja hy € R uma
constante tal que para v" variando em T M com v" L 4(t), t € [0, 7], tenhamos

ho [V/|I* < (VY )0, 4).

Entao , ,
(0 4 Aho) V]I < o (4, 0) |0'I” + (Vo Y)V', )

e podemos tomar ¢y > 2(n — 1)y/0 + AN ed=n—1.
Quando A — O temos 7 — 79 > 2w e ¢y — 2(n—1)\/3, logo 5~ — 2\/_;—?r > 1,
pois 0 > 1/4. Assim, o item (i) deste teorema nos diz que para A > 0 pequeno,

temos

n—1

#o(y(r))N St > 2 >

— . pt2 T
ondel—mf{pEN.m<ganl}

Suponha que 79 > 2n. Entao para A > 0 suficientemente pequeno podemos
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admitir 5--- > 2v/6 e daf | < inf{p € N: 222 < 2/§}. Dessa forma,

2 n— p+1 —

2
5> <2];:r22> = #o(y(r) NSt > 2”“; L (4.21)

Se 79 = 27w entao como foi mencionado acima a curvatura seccional deve ser
0 = 1. Neste caso 5--“ — 2 quando A — 0 e portanto [ =1 e

n—1

#o(y(r))N St > 2(n—1).

Em todo caso, a implica¢ao em (4.21) é verdadeira.

Para que tenhamos o caso nao-hiperbdlico precisamos que #o(v(7)) NSt > 2,
5n—3
que (4.21) nos oferece se dd quando p = 1 e para isto basta ter § > 1%,. Neste caso,
#o(y(r)) NSt > 2(n—1).

Observe que a partir da condi¢ao adicional x(y) = —1 sobre o fator de correcao
chegaremos a conclusao

o que ocorre fazendo p < n—2, ou seja, 6 > ( )2 se n > 2. A melhor estimativa

p+2 2 n—1
> L — .
d > <2p—|—2) = #o(y(r))NS* >2 p +2

Sendo assim, ~y é eliptico-parabdlica se § > %. Sob a condigao menos geral § > 1/4
o caso nao-hiperbdlico deve valer pois como vimos acima § > 1/4 implica em

7--45 > 1 e em particular co > pu, (7)27” O resultado segue do teorema 4.3.3. [
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