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Resumo

Nesse trabalho fazemos o estudo do desdobramento de uma tangéncia homoclinica
acumulada por pontos periddicos contida na ferradura com tres faixas que foi intro-
duzida por [Ki96] e estudada por [Ri01]. Mais precisamente, iremos mostrar que
depois de desdobrar a tangéncia, ndo apenas temos hiperbolicidade frequente (existén-
cia de intervalos abertos de parametros onde ha hiperbolicidade e que se aculumam
em zero, c.f. [Ri01]), como também outros resultados obtidos no caso da tangéncia
continuam valendo para os difeomorfismos no bordo desses intervalos de parametros;
com certa frequéncia (arbitrariamente préximo da primeira bifurca¢ao, hé paramétros
exibindo tangéncias - homoclinicas e heteroclinicas - nos quais) obtemos as seguintes
propriedades: existéncia de variedades estaveis e instaveis; toda medida invariante tem
exponente de Lyapunov nao-nulo; estados de equilibrio inicos para potenciais Holder-
continuos e estado de equilibrio para —tlog J“, t > 0; e estabilidade estatistica.

Palavras-chave: Hiperbolicidade nao-uniforme, tangéncia homoclinica, estados de equi-
librio, estabilidade estatistica.
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Abstract

In this work we study the unfolding of a homoclinic tangency accumulated by peri-
odic points contained in horseshoe with three bands that was introduced by [Ki96]
and studied by [Ri01]. More precisely, we show that after unfolding the tangency
not only do we have frequent hyperbolicity (existence of open intervals of parameters
where there hyperbolic that goes to zero, as [Ri01]) but other results in the case of
tangency remain valid for diffeomorphisms on the border of these intervals; frequently
(arbitrarily close to the first bifurcation, there are parameters showing tangencies -
homoclinic and heteroclinic - at which) we get the following properties: existence of
stable and unstable manifolds; every invariant measure has non zero Lyapunov expo-
nent; unique equilibrium measures for Holder-continuous potential and existence of
equilibrium state for —tlog J*, t > 0; and statistical stability.

Keywords: Non-uniform hyperbolicity, homoclinic tangency, equilibrium states, statis-
tical stability.
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Introducao

O tema que se propoe neste estudo “formalismo termodinamico e estabilidade estatis-
tica no desdobramento de tangéncia homoclinica”, mostra-se relevante na atualidade,
tendo em vista que é bem conhecido que os desdobramentos de érbitas homoclini-
cas nao-transversais de difeomorfismos podem originar sistemas incrivelmente ricos
em comportamentos complexos. Um programa foi proposto por Palis [PT93], que
visa compreender todas as complexidades dinamicas além da hiperbolicidade uniforme
através do estudo de bifurcagoes homoclinicas.

Este programa tem origem no trabalho de Newhouse e Palis [NP76], sobre a fre-
qiiéncia de conjuntos de bifurcacao no desdobramento de tangéncias homoclinicas.
Nesse artigo, difeomorfismos antes da primeira bifurcagao sao Morse-Smale. Palis e
Takens [PT85, PT93], inspirados pelos trabalhos de Newhouse, estudaram a prevalén-
cia de hiperbolicidade uniforme em arcos de difeomorfismos para os quais o conjunto
nao-errante do difeomorfismo na bifurcacao é a uniao de um conjunto bésico nao-
trivial do tipo sela e uma 6rbita de tangéncia. A freqiiéncia de nao-hiperbolicidade foi
estudada por Palis e Yoccoz [PY94, PY09].

Teoremas que mostram a abundancia de hiperbolicidade nao-uniforme, ou de atra-
tores cadticos, foram obtidos por Jakobson [Ja81] para transformagoes em dimensao
um com pontos criticos e por Benedicks e Carleson [BC91] para a aplicagao de Hénon.
Mora e Viana [MV93], Diaz, Rocha e Viana [DRV96] foram além e provaram a existén-
cia de atratores cadticos em bifurcagoes globais bastante gerais de difeomorfismos. Veja
Wang e Young [WYO01] para propriedades mais avangadas destes atratores. Para outros
desenvolvimentos subseqiientes na teoria de dinamicas nao uniformemente hiperbdlicas
para aplicagoes tipo-Hénon, veja [BV01, BV06, BY93, BY00, Vi93, WYO08].

Nesse trabalho fazemos o estudo da familia (f.).c(-zz) de desdobramento de uma
tangeéncia homoclinica acumulada por pontos periédicos contida na ferradura com trés
faixas fy que foi introduzida em [Ki96] e estudada em [RiO1].

Rios [Ri01] demonstrou que a familia (f.).c(—zz) ¢ formada por difeomorfismos
hiperbdlicos quando ¢ € (—¢,0) e, para os parametros ¢ € (0,%), mostrou que fre-
quentemente ha tanto hiperbolicidade uniforme como também a presenca de tangeéen-
cia.

Também em [Ri01], foi provado que a ferradura fy pertence a fronteira do conjunto
de sistemas uniformemente hiperbdlicos e foi construida uma decomposicao hiperbdlica
para os pontos fora da 6rbita de tangéncia. Em [CLRO6] os autores mostram que toda
medida fo-invariante tem exponente de Lyapunov nao-nulo. Leplaideur e Rios [LRO6]
fazem a construgao de variedades estaveis e instaveis para fy e mostram a existéncia
e unicidade de estados de equilibrio associados a pontenciais Holder-continuos. Mais
tarde, os mesmos autores em [LR09] apresentam a existéncia e unicidade de estados
de equilibrio para o potencial —tlogJ", onde J* é o jacobiano da aplicacao na dire¢ao
instavel E*. Ainda para a aplicacao fy, Leplaideur em [Lell] provou a analiticidade
das fungoes pressao em todo conjunto R e, com isso, mostrou a auséncia de transi¢oes



de fase.

Aqui, iremos mostrar que depois de desdobrar a tangéncia, encontramos intervalos
abertos de parametros acumulando em zero onde hé hiperbolicidade (c.f. [Ri01]) e,
além disso, o bordo desses intervalos é formado por difeomorfismos exibindo tangéncias
homoclinicas ou heteroclinicas. Para estas aplicagoes provamos resultados similares
aos da aplicacao fp, tais como: a existéncia de uma decomposicao hiperbdlica e de
variedades estaveis e instaveis para os pontos fora das orbitas de tangéncia, o fato que
toda medida invariante tem exponente de Lyapunov nao-nulo, a existéncia e unicidade
de estados de equilibrio associados a pontenciais Holder-continuos e a existéncia de
estados de equilibrio para o potencial —tlogJ".

Demonstramos também que em cada um destes intervalos de parametros a familia
(fe)ee(—z7) € estatisticamente estével, no sentido que todo ponto limite fraco* de estados
de equilibrio para difeomorfismos no interior do intervalo é um estado de equilibrio para
um difeomorfismo no bordo do intervalo.

Agora vamos exibir alguns motivos pelos quais fazemos o estudo de estados de
equilibrio associados a —tlogJ*. Primeiramente, note que devido a presenca de dérbitas
de tangéncia, o jacobiano instavel dos sistemas nos bordos dos intervalos de parametros
deixa de ser continuo e, por isso, € necessario uma atencao especial. Para qualquer
t # 0, o estado de equilibrio associado ao potencial —tlog J" é usualmente referenciado
como medida t-conforme. Na dinamica hiperbélica, esta familia de medidas é muito
significativa e carrega bastante informacao. De fato, quando a medida SRB existe,
ela tem que ser a medida 1-conforme. Além disso, no caso de codimensao um, se P(t)
denota a pressao da medida t-conforme, existe um valor especial ¢y tal que a aplicagao
t — P(t) satisfaz P(ty) = 0; este ¢y é a dimensdo Hausdorff do conjunto hiperbélico
na direcao instavel. Estes resultados sao bastante gerais e valem para varias classes
de sistemas dinamicos hiperbdlicos.

Em [MMS83], as medidas t-conforme foram estudadas para o caso Axioma A.
Elas também foram estudadas no contexto da dinamica complexa (ver, por exem-
plo, [DU91]). Existe uma grande literatura a respeito dessas medidas para os casos
unidimensional e nao-uniformemente hiperbélico (por exemplo, em [DNU95, BK9Sg]).
Em [PS08], Pesin e Senti estudam o caso unidimensional e uma classe de sistemas
multi-dimensionais admitindo torres de Young.

Gostarfamos de ressaltar que até onde sabemos, nao existe uma teoria geral para
lidar com as diferentes causas de perda de hiperbolicidade uniforme. A maioria dos
resultados existentes baseiam-se em exemplos ou modelos. Embora o modelo com que
estudamos representa uma situacao de certo modo simplificada, ele ilustra muitas das
dificuldades que aparecem no cenario geral.

Resultados obtidos

Apresentaremos aqui os resultados que desenvolvemos com o estudo da familia ( f;).c(—z )
de desdobramento da tangencia homoclinica.

Em [Ri01], podemos encontrar condigdes suficientes que garantem a existéncia de
intervalos de parametros € se acumulando em 0, onde o conjunto limite de f. é hiper-
bolico. Mas era um questionamento em aberto que intervalos seriam estes. Assim, com
o objetivo de responder esta pergunta, concluimos o Teorema A, onde conseguimos dar
uma resposta parcial sobre esses intervalos e também sobre os sistemas cujos paramet-
ros pertencem ao bordo destes intervalos.
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Teorema A. Existe uma sequéncia de intervalos abertos e limitados (1,,)n>3 de para-
metros tal que f. € um difeomorfismo hiperbolico e transitivo para todo € € I,,. Além
disso, os intervalos I,, se acumulam em 0 quando n — 400 e, para cada n > 3, no
bordo de I,, := (_(n),e(n)) existe um difeomorfismo com a presenca de uma Jrbita
de tangéncia homoclinica (em £_(n)) e um difeomorfismo com a presen¢a de uma
orbita de tangéncia heteroclinica (em 4 (n)).

Nos Teoremas B — D demonstraremos algumas propriedades para as aplicagoes
fei(m) com n > 3 cujo parametro £, (n) pertence ao bordo do intervalo I,, dado pelo
Teorema A. Tais resultados sao similares as propriedades da aplicacao f apresentadas
em [CLRO6, LR06, LR09, Ri01]. Denotaremos o conjunto limite de f., ) por A., (),
onde existe uma Orbita de tangéncia que passa pelo ponto (0,7) e se acumula nos
pontos fixos hiperbdlicos (0,0) e (1,1).

Teorema B. Sejan > 3. Para todo ponto X ¢ O(0,7), A., () admite a decomposicao
invariante Tx Ao, ny = E*(X) @ E*(X) do espaco tangente nas direcoes estdvel e ins-
tdvel.

Teorema C. Para todo n > 3, todos os expoentes de Lyapunov de todas as probabili-
dades f. (n)-tnvariantes sao uniformemente afastados de zero.

Teorema D. Sejan > 3. Para todo X ¢ O(0,r), existem variedades estdvel e instdvel
Ws(X) e W*(X). Além disso, as variedades locais Wi _(X) e W.(X) sdo localmente
o grafico de aplicagoes de E>“(X) em E"*(X), respectivamente.

Nos Teoremas F e F' discutiremos a existéncia e unicidade de estados de equili-
brio para f., ) associados a potenciais Holder-continuos e a existéncia de estados de
equilibrio associados ao potencial —t log Jg+(n), respectivamente.

Teorema E. Para todon > 3, dado qualquer potencial Hélder-continuo ¢ : Az, () —
R, existe um tnico estado de equilibrio ergédico p para f., () associado ao potencial

@.

Teorema F. Sejam n > 3 et > 0 tal que P(t) > —t3logp, onde P(t) denota a
pressao do potencial —tlog J;‘+(n). Entao, eriste um estado de equilibrio i n) de
Jei(n) associado ao potencial —tlog Jg+(n).

Nos Teoremas GG — J, apresentaremos as hipoteses necessarias para garantir a esta-
bilidade estatistica para a familia (f.).c(—zz. Mas, primeiramente, precisamos definir
o que entendemos por estabilidade estatistica.

Iremos dizer que um difeomorfismo g é estatisticamente estavel quando existe um
aberto V tal que g € 0V e para qualquer sequéncia (g.).>o nessa vizinhanca tal que

g- = g, todo ponto limite fraco® de uma sequéncia (p.).~o de estados de equilibrios
de g. associados a um potencial p. é um estado de equilibrio de g associado a um

potencial ¢ tal que @, “—3 .

Teorema G. Eziste uma vizinhanca aberta V™~ de (f:)zc(-z0) tal que fo := f € OV,
onde f € estatisticamente estdavel para potenciais Hélder-continuos.

Teorema H. Para cadan > 3, existe uma vizinhanca aberta V' (n) de (f2)ec(-— (n)es ()
tal que f., (ny € OVT(n), onde f., () € estatisticamente estdvel para potenciais Holder-
continuos.
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Teorema 1. Na vizinhanca V™=, f € estatisticamente estdvel para o potencial —tlog J*

comt >0, desde que a pressao associada a esse potencial seja maior que —t§ log p.

Teorema J. Seja n > 3. Na vizinhanga V' (n), fo,m) € estatisticamente estdvel para

o potencial —tlog J;:.(n) comt > 0, desde que a pressao associada a esse potencial seja

maior que —t§ log p.

Estrutura da tese

No Capitulo 1 iremos estabeler algumas nocgoes preliminares e apresentar resultados
da teoria classica de sistemas dinamicos que utilizaremos ao longo do texto.

No Capitulo 2 introduziremos a aplicagao ferradura e familia de perturbagoes com
as quais iremos trabalhar. Para esta familia a um parametro mostraremos a existéncia
de intervalos de parametros onde as aplicagoes possuem propriedades que irao garan-
tir a existéncia e unicidade de estados de equilibrio associados a potenciais Holder-
continuos.

No Capitulo 3 o objetivo é mostrar que as aplicacoes no bordo dos intervalos encon-
trados no Capitulo 2 possuem certas propriedades que a aplicagao ferradura também
possui para podermos concluir a existéncia e unicidade de estados de equilibrio.

No Capitulo 4 demonstraremos a estabilidade estatistica para a familia de desdo-
bramento da tangéncia homoclinica definida no Capitulo 2.



Capitulo 1

Nocoes preliminares

Neste capitulo serao estabelecidas algumas nocoes preliminares e apresentados alguns
resultados da teoria cléssica de sistemas dinamicos que utilizaremos ao longo do texto.

1.1 Definicoes e conceitos basicos

Seja M uma variedade Riemanniana compacta e sem bordo, onde dist denotara a
métrica em M.

Iremos considerar || - || como a norma euclidiana em R™ para n > 2 e | - | indicara
a distancia em R.

Denotaremos por

Diff"(M) := o espago dos difeomorfismos de classe C" em M

e por
C°(M,R) := {¢o: M — R | ¢ é continua}

o espaco das funcoes continuas em M.

Definigao 1.1. Seja f € Diff"(M) e tome A C M um conjunto compacto. Dizemos
que A € hiperbolico se f(A) = A e cada espago tangente TxM com X € A pode ser
escrito como uma soma direta

TyM = E°(X) ® E“(X)
de subespacos que satisfazem:
(i) DF(X)E*(X) = E*(f(X)) e DF(X)E"(X) = E*(f(X));
(1) existem constantes ¢ >0 e 0 < X <1 tais que
[Df*(X)vl| < eX[oll e [DfT(X)w] < A [Jwl],
para todo n > 0, todo v € E°(X) e todo w € E*(X).
Chamaremos E*(X) de espago estavel de X e E*(X) de espago instdvel de X.

Proposicao 1.2. Seja A um conjunto hiperbolico para o difeomorfismo f. Entao,
as dimensoes dos espacos E*(X) e E*(X) sao localmente constantes e estes espacos
variam continuamente com X.

Demonstragao. A prova segue da Proposigao 6.4.4 em [KH95]. O

6



Para cada X € M, iremos considerar

We(X) = {Y e M| dist(f*(X), f"(v)) "==° 0}

Wi (X) = {Y e M |dist(f"(X), f(Y)) <e¢ Vn >0}
WX) = {Y eM|dist(f"(X),f(Y)) "==°0}
WHX) = {Y eM|dist(f™(X), f™(Y)) <e Vn >0}

que chamaremos de variedade estavel de X, variedade estavel local de X, variedade
instavel de X e variedade instavel local de X, respectivamente.

Teorema 1.3. Seja A um congunto hiperbdlico para f € Diff"(M). Se € > 0 € sufi-
cientemente pequeno, entao:

(i) para cada X € A, W2(X) e WHX) sdo discos C", TxW?(X) = E*(X) e

€

TxWH(X) = EY(X) e f(W2(X)) C We(f(X)) e [THWHX)) € WA(SHX)):

(i) dist(f7(X), f1(Y)) < eAndist(X,Y), VY € W*(X) e
dist(F(X), f™(Y)) < eArdist(X,Y), VY € W*(X);

(i11) W2(X) e W*(X) variam continuamente com X.

Demonstracao. A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [KH95] ou

[R095]. O

Definicao 1.4. Um homeomorfismo f : M — M ¢ dito expansivo quando existe uma
constante €g > 0 (chamada constante de expansividade) tal que dados x,y € M com
x # vy, entao exviste n € Z tal que

dist(f"(x), f"(y)) = €o-
Seja f : M — M um homeomorfismo. Para cada X € M, denotaremos por
e OX):={f"(X)|ne€Z} aodrbita de X;
o OF(X):={f"(X)|n >0} adrbita positiva de X;
e O (X):={f"™X)|n>0} adrbita negativa de X;

Definicao 1.5. Seja f: M — M um homeomorfismo. Dizemos que [ € topologica-
mente transitivo quando existe X € M cuja orbita é densa em M.

Lema 1.6. A aplicacao f € topologicamente transitiva se e somente se para quaisquer
conguntos abertos nao-vazios U,V C M, existe n € N tal que

)NV #@.
Demonstragao. Este lema segue do Lema 1.4.2 em [KH95]. O

Definicao 1.7. Seja f: M — M um homeomorfismo. Dizemos que [ € topologica-
mente misturador (topologicamente mixing) quando para quaisquer conjuntos abertos
nao-vazios U,V C M, existe k € N tal que para todo n > k

FO)NV £ 2.

Claramente, toda aplicacao topologicamente mixing é topologicamente transitiva.
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Definicao 1.8. Um ponto X € M € chamado ponto nao-errante de f quando para
toda vizinhanca U de X, existe n € N tal que f™(U) NU # &. Denotaremos por

Q(f) :=={X e M| X € nao-errante}.
o conjunto dos pontos nao-errantes de f.
Denotaremos por

Per(f):={X eM|aIneN; f(X)=X}

o conjunto dos pontos periédicos de f. Claramente, Per(f) C Q(f).
Proposicao 1.9. Se A é um conjunto hiperbolico para f € Diff"(M), entdo

Q(fla) = Per(f]a)-
Demonstragao. Veja [BS02], Teorema 5.3.3. O
Definicao 1.10. Dizemos que f € Diff"(M) € azioma A quando Q(f) € hiperbdlico e
Q(f) = Per(f).

Os difeomorfismos axioma A possuem uma decomposicao de Q(f) em subconjun-
tos que chamaremos de pecas basicas, satisfazendo algumas propriedades. Tal decom-
posicao é dada pelo teorema a seguir.

Teorema 1.11 (Decomposicao Espectral). Seja f um difeomorfismo axioma A. En-
tao, existe uma decomposicao

Q(f):QlLJQQUUQS,
onde:

e ()i, sao conjuntos fechados e dois a dois disjuntos;

o f(%) =%, e flg, € topologicamente transitiva.

Demonstracao. A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [Bo75] (Teo-
rema 3.5). O

No Teorema acima, cada elemento €2; é chamado de conjunto bésico.
Destacaremos outras duas propriedades dos difeomorfismos axioma A.

Proposigao 1.12. Seja f um difeomorfismo axioma A e A um conjunto basico. Entao,
A admite uma particio de Markov com diametro arbitrariamente pequeno.

Demonstragao. A demonstragao pode ser encontrada em [Bo75], Teorema 3.12. O]

Proposicao 1.13. Seja f um difeomorfismo axioma A. Se A é um conjunto bdsico
C?, entdo a aplicacao ¥, : A — R dada por

Uy(X) == —tlog || Df(X)|pu(x)l
¢ Hélder-continua para todo t € R.

Demonstragao. Esta proposi¢ao segue do Lema 4.6 em [Bo75]. O

O 1ultimo teorema desta secao mostrara a persisténcia de conjuntos hiperbdlicos
para pequenas perturbagoes.

Teorema 1.14 (Continuacao Hiperbdlica). Seja A C M um conjunto hiperbdlico para
f € Diff"(M). Entao, para todo difeomorfismo g que é C"-préximo a f, existe uma
unica conjugagdo © entre g e f tal que A(g) := O(A) € um conjunto hiperbdlico para
g. Além disso, © é Hélder-continua.

Demonstracao. Este teorema segue do Teorema 3 do apéndice 1 em [PT93]. [



1.2 Elementos de teoria ergddica

Seja S um espago métrico compacto. Denotaremos por B a o-algebra de Borel de S.

Definicao 1.15. Dizemos que f: S — S € uma transformacao mensurdvel quando
f~YB) € B para todo B € B.

Definicao 1.16. Seja f : § — S uma transformagao mensurdvel. Dizemos que
B — R é uma probabilidade f-invariante quando:

w(B) = pu(f1(B)), para todo B € B.
Denotaremos por
M (f) := o espago das probabilidades f-invariantes

e, 1remos dizer que uma propriedade vale para p-quase todo ponto quando o conjunto
dos pontos onde a propriedade é verdadeira tem probabilidade i igual a 1.

Segue imediatamente da Definicao 1.16 o seguinte lema.
Lema 1.17. Seja f: S — & uma transformag¢ao mensuravel. Sao equivalentes:

LINTNS Ml(f), e

° /gpdu = /gp o fdu, para toda funcgao integrdvel p : § — R.

Definicao 1.18. Sejam f1 : S1 — St e fo : S — Sy transformacioes mensurdveis
nos espagos métricos compactos 81 e Sy. Dizemos que @ : §; — Sy € uma conjugagao
entre f1 e fo quando

(1) ® € uma bijegdo mensurdvel;
(ZZ) ®Of1 :f2o®.

Lema 1.19. Sejam f; : S — 851 e fo : So — Sy transformagoes mensurdveis nos
espacos métricos compactos 81 e Sy, e seja ® 1 S — Sy uma conjugacao entre fi e
fa. Entao, existe puy uma probabilidade fi-invariante se, e somente se, existe jo uma
probabilidade fs-invariante.

Demonstracao. Seja p; uma probabilidade fi-invariante. Entao, pelo Lema 1.17,

/901dl$1 =/<,010f1d/t1,

para toda funcio integrdvel ¢; : S — R. Dai, tomando s = ;0 @1 e py = ®*py
(onde ®*py (B) := uy (P~ B) para todo B na o-dlgebra de S,) obtemos

/90161#1 =/<P2Oq)dﬂl =/<p2d<1>*u1 Z/SOQd,uz-

Por outro lado, como ® o f; = f50 P,

/¢1Of1d,u1 I/(%O‘Dl)ofzo@d,ul :/902Of2d(1)*,u1 =/<P20f2d,uz-
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Logo,

/802d/~b2 = /@2 o fadps,

Para completar a demonstracao, observe que como ¢ ¢ uma conjugacao entre S; e Sa,

existe uma correspondéncia biunivoca entre as fungoes integraveis em S; e em So.
Quando supomos que py é uma probabilidade fr-invariante, a demonstragao é

andloga; basta tomar py = (P~ 1)*ug e p; = @y 0 P. O

O proximo resultado relaciona a o limite da integral de uma sequéncia de fungoes
com a integral do limite desta sequéncia.

Teorema 1.20 (Convergéncia Dominada). Seja p uma probabilidade em M. Con-
sidere (n)nen : M — R uma sequéncia de fungoes mensurdveis e ¢ : M — R
uma fungao p-integravel tal que |0, (X)| < |o(X)| para p-quase todo X € M. Se para

p-quase todo X € M ¢, (X) masey o(X), entao ¢ € uma fungao p-integrdvel e

lim Ond p = /(pd,u.

n—-+00
Demonstracao. O resultado segue do Corolario 0.9.1 em [Wa82]. O
Na defini¢ao abaixo, apresentaremos o conceito de convergéncia no espago M (f).

Defini¢ao 1.21. Seja (pn)nen uma sequéncia em My(f). Dizemos que p, converge
. * n—-—+00
para 1 € My (f) na topologia fraca* e escrevemos p, — u quando

lim [ eodu, = /(pdp,, para toda ¢ € C°(S,R).

n—-+4o0o

Proposicao 1.22. Seja f : S — S uma transformacao continua. Entao, o conjunto
My (f) munido da topologia fraca® é compacto, metrizdvel e nao-vazio.

Demonstracao. Veja os Teorema 6.4 e 6.5 em [Wa82]. O
A seguir, enunciaremos o Teorema Ergddico de Birkhoff.

Teorema 1.23 (Teorema de Birkhoff). Seja f: S — S uma transformagao mensu-
ravel e i € My(f). Dada qualquer fungao integrdvel ¢ : S — R, o limite

P(X):= lim —Zso (X

n—-+oo N
existe em p-quase todo ponto X € S. Além disso,

/ odp = / edp.

Demonstragao. A demonstragao pode ser encontrada em [Wa82], Teorema 1.14. [

Definicao 1.24. Seja f : S — S uma transformacao mensurdvel. Uma probabilidade
€ My(f) diz-se ergddica quando

lim - i( d
nirfng@f /tp i,

para toda funcao integrdvel ¢ : § — R e p-quase todo ponto X € S.
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Apresentaremos agora o conceito de entropia métrica.

Defini¢ao 1.25. Sejam f : S — S uma transformagao mensurdvel e p € My(f).
Dada uma particao P enumerdvel de S, definimos

H,(P) ==Y u(P)log u(P),
pPepP

onde se convenciona que 0log(0 = 0.
Considerando

n

P =\ (P):={RNPN-NP_i|Pef P

i=0
definimos a entropia da particao P com respeito a f e p por

h(f.P) = lim (P

n—-+oo n

e, finalmente, a entropia de f com respeito a pu € dada por

h,(f) == sup{h,(f,P) | P particio finita de S}.
P

Observagao 1.26. O limite na defini¢ao acima existe, ja que
H,(P™™) < Hy(P™) + Hu(P")

e, se uma sequeéncia (z,),eny em R satisfaz x,, 1, < z,, + x, € z, > 0, entdo o limite
lim —* existe e é igual a inf ~.
n

n—+oo N

Definicao 1.27. Para cadat = 1,2, seja f; : §; — S; uma transformagao mensurdvel
no espago métrico compacto S; e considere p; € My(f;). Dizemos que os sistemas
(fi,p1) e (fa, p2) sdo ergodicamente equivalentes quando existem conjuntos Ay C Sy e
Ay C Sy com

(S — A1) =0 e (S — Az) =0,

e uma bijecio mensurdvel ® : Ay — As tal que
e 11 (P7Y(B)) = p2(B) para todo B C Ay mensurdvel; e
e Pofi=fr0Q.

Proposicao 1.28. Se (fi, p1) e (fa, u2) sao ergodicamente equivalentes, entao

hHl (fl) = hm(f?)'

Demonstragao. Esta proposi¢ao segue da Proposi¢ao 4.11 em [Wa82]. O
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1.3 Shifts e subshifts de tipo finito

Nesta segao, iremos abordar a aplicagdo deslocamento (shift) e algumas de suas car-
acteristicas.

Definig¢ao 1.29. Dado m € N, considere o conjunto de m simbolos {1,2,...,m}. Seja
Y i =1{1,2,...,m}”*
o espaco das sequéncias bi-infinitas cujos elementos denotaremos por
= (2)iez = (... x_1Bor122 .. . ),

onde z; € {1,2,...,m} para todo i € Z. O ponto sobre o elemento xy em z indica o
elemento central da sequéncia.

O espago X, definido acima é um espaco topolégico compacto na topologia pro-
duto. Além disso, essa topologia possui uma base formada pelos conjuntos

Ch)={z ek, |z =1}
que chamaremos de cilindros.

Definicao 1.30. Para cada x € 3, e cada n € N, definimos o n-cilindro de x por
Cn(z) :={y € X | 7 = ys, V]i] < n}.

Em X2, iremos considerar a métrica d : X, x ¥,, — R dada por

1
d(@a g) = o

on
onde n := min{|¢| | x; # y;}. Tal métrica gera a topologia produto sobre ¥,,.

Definigao 1.31. Definimos a aplicagdo shift a esquerda o : X, — X, por o(z) =y,
onde
Y; = x;11 para todo i € 7,

ou seja,
O'(. .. l’_ll.'ol’lxg .. ) = ( ZE_l.I‘oj/’ll'Q Ce )

A seguir, daremos algumas propriedades da aplicacao o cujas demonstracoes podem
ser encontradas em [DGS76], [KH95], [PM78] e [Wa82].
Propriedade 1.32. Considere o sistema (X,,,0). Entdo:
(i

a aplicacao o € um homeomorfismo;

(ii) para cada n € N, ¢ tem exatamente m"™ pontos fizos;

(iv) o € topologicamente transitiva;

)
)
(1ii) o conjunto Per(o) € denso em %,,;
)
(v) o € topologicamente mizing;

)

(vi) para todo x € ¥,,, W**(z) sdo densas em %,,;
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(vit) o € expansivo.

Agora, descreveremos uma classe de subconjuntos fechados e o-invariantes contidos
em .

Definigao 1.33. Seja A = (a;j) uma matriz m x m tal que a;; = 0 ou 1. Denotaremos
por X4 C Xy, 0 conjunto

Ya={zeX, | ape,, =1, Viel}

que chamaremos de subshift de tipo finito. Neste caso, dizemos que A é a matriz de
transicao de X 4.

O conjunto ¥4 é um subespaco topoldgico compacto de ¥, e, além disso, o(X4) =
Y 4. Denotaremos por o4 a restricao de o ao conjunto X 4, ou seja,

O'A:O'|EA.

Um subshift ¥4 é dito topologicamente transitivo (respectivamente, topologica-
mente mixing) quando o4 é topologicamente transitivo (respectivamente, topologica-

mente mixing).
Propriedade 1.34. Seja X4 C X, um subshift do tipo finito e sejam agy)

da matriz A™, m > 1. Entado:
(1) #Fix(o}y) = tr(A");

(i7) X4 € transitivo se, e somente se, para todos 1 < 1,5 < m existe n > 1 tal que
(n)

as entradas

a;;0 > 0;

(1i1) X4 € topologicamente mixing se, e somente se, para todos 1 < 1,5 < m existe
n > 1 tal que ag) > 0 para todo | > n (se, e somente se, existe n > 1 tal que
AM>0).

Demonstracao. Veja Proposicao 11.6 em [PMT78]. O

Para finalizar a secao, destacaremos duas relagoes entre os subshifts de tipo finito
e os difeomorfismos axioma A.

Proposicao 1.35. Seja f um difeomorfismo axioma A e A um conjunto bdsico. Entao,
existe uma semiconjuga¢ao ® entre (A, f) e um subshift de tipo finito (X4,04), onde
A € a matriz de transi¢ao. Além disso, ® € injetiva sobre o conjunto residual

M FerPuotp),

JEZ

onde O*P e O"P sao os bordos estdvel e instdvel (respectivamente) da particao P dada
pela Proposicao 1.12.

Demonstragao. A prova segue do Teorema 3.18 em [Bo75]. O

Proposicao 1.36. Seja A um conjunto hiperbolico totalmente desconexo e localmente
mazximal para o difeomorfismo f. Entdo, f|a € topologicamente conjugado a um sub-
shift de tipo finito (X4,04), onde A é a matriz de transi¢do.

Demonstragao. Esta proposi¢ao segue do Teorema 18.7.8 em [KH95]. O
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1.4 Pressao topoldgica e Estados de equilibrio

Seja S um espago métrico compacto.
Definicao 1.37. Seja f : S — S wuma aplicacdo continua. Definimos a fungdo

pressio Py : C°(S,R) — R por

Py(p) = Supf){hu(f)vL/sodu},

neEM;y(

onde h,(f) € a entropia de f com respeito a medida pi. Chamaremos a fungao continua
v :S — R de potencial.

Dizemos que p € My(f) é um estado de equilibrio de f associado ao potencial ¢
quando

Pi(o) = hu(f) +/<,0du,

isto é, quando p € um mdximo para a fun¢ao

v € M(f) — ho(f) + / odv.

A funcao pressao satisfaz as seguintes propriedades:

Proposicao 1.38. Parai = 1,2, seja f; : S; — S; uma aplicacdo continua no espaco
métrico compacto S;. Se existe uma semiconjugacao ® : S — Ss, entao

sz(gp) < Pfl (90 © (I))> Vo € CO<S2>R>'
Se ® ¢ uma conjugacao, entao
Pf2<(:0) = Pf1(90 © CI))’ Vo € CO(SQ’R)'
Demonstracao. A demonstragao segue do Teorema 9.8 em [Wa82]. O

Proposicao 1.39. Sejam f : & — S wma aplicagao continua no espago métrico
compacto S e 1,2 € C°(S,R). Se Py(-) < +00, entio

|[Pr(p1) = Pr(ea)l < llor = @allsup,

onde [|o1 = @alsup := sup{|o1(X) — p2(X)|}.
XeS

Demonstracao. Esta proposi¢ao segue do item (iv) do Teorema 9.7 em [Wa82]. O]

Agora, apresentaremos alguns resultados sobre a existéncia e unicidade de estados
de equilibrio.

Proposicao 1.40. Se f : S — S um homeomorfismo expansivo, entao para toda
¢ € C°%S,R) emiste um estado de equilibrio de f associado a .

Demonstra¢ao. A demonstragao desta proposigao segue do Teorema 20.2.10 em [KH95].

[]

Proposicao 1.41. Se f|x € um difeomorfismo azioma A e p : A — R é um potencial
Hoélder-continuo, entao existe um unico estado de equilibrio p de f associado a . Além
disso, | € ergodica.
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Demonstra¢ao. A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [Bo75] (Teo-
rema 4.1). O

Antes de enunciar o préximo resultado, apresentaremos a definicao de medida de

Gibbs.

Definicao 1.42. Seja ¢ : ¥4 — R um potencial Hélder-continuo. Dizemos que
vy € Mi(oa) € a medida de Gibbs quando existem constantes ¢; >0, co >0 e P € R
tais que

voly |y = @i Vi=0,... . k—1}

exp (—Pk + Z ¢>(Ui(£))>

1 > Co

para todo x € X4 e k > 0.

Proposicao 1.43. Sejam ¢ : X4 — R um potencial Hélder-continuo e vy a medida
de Gibbs de ¢. Se (¥4,04) € mizing entdo v, € o tnico estado de equilibrio de o4
associado a ¢.

Demonstracao. A demonstragao segue do Teorema 1.22 em [Bo75]. O

Teorema 1.44. Dado qualquer potencial Holder-continuo ¢ em X, existe um unico
estado de equilibrio ergodico v para o, associado ao potencial .

Demonstracao. Sabemos que Y, é um espaco métrico compacto e que ¢ é uma trans-
formacao expansiva. Além disso, todo shift definido sobre um espago métrico compacto
satisfaz a propriedade de especificagao ([DGST76], Proposigao 21.2).

Portanto, dado um potencial Hélder-continuo ¢ : 3, — R, existe um tinico estado
de equilibrio ergédico v € M (o) para o associado a ¢ ([KH95], Teorema 20.3.7). [

Para finalizar esta secao, daremos o conceito de medida conforme.

Defini¢ao 1.45. Sejam f € Diff (M) e A € M um conjunto hiperbélico. Para cada
t € R, definimos o potencial ¥, : A — R por

U, (X) = —tlog J*(X),

onde J*(X) = || Df(X)|gu(x)|| € 0 jacobiano instdvel de f no ponto X € A.
Chamaremos de medida conforme o estado de equilibrio de f associado ao potencial
U,.



Capitulo 2

Desdobramento da tangéncia
homoclinica

Introduziremos nesse capitulo a aplicacao ferradura e familia de perturbacoes com as
quais iremos trabalhar. Para esta familia a um parametro mostraremos a existéncia
de intervalos de parametros onde as aplicagoes possuem propriedades que irao garan-
tir a existéncia e unicidade de estados de equilibrio associados a potenciais Holder-
continuos.

2.1 A aplicacao ferradura f

Consideremos Q = [0,1] x [0, 1] e seja f : @ — R? um difeomorfismo C* dependendo
dos parametros A (contragao), p (expansao) e ¢ (constante). Para cada escolha destes
parametros satisfazendo certas condigoes, a aplicacao f é transitiva e possui uma
tangéncia homoclinica em (g, 0) que esta associada ao ponto de sela hiperbélica (0, 0).
Além disso, (¢, 0) é acumulado por pontos periddicos (tangéncia interna). Além destes
trés parametros, utilizaremos € para o controle da familia de perturbagoes de f que
definiremos na préoxima segao.

[remos considerar A\ < %, p > 3, ¢ > 0 suficientemente grande e € > 0. Condigoes
mais precisas para estas constantes serao estabelicidas ao longo do texto. A aplicagao
ferradura f serd construida satisfazendo as seguintes condigoes (figura 2.1):

(i) Para os pontos na regiao R; = {(z,y) € Q|0 <y < p~'},
f(z,y) = Az, py).
(it) Para os pontos na regiao Rs = {(z,y) € Q|1 —2p~' <y <1},

flxy) = e+ (1 =A), py = (p = 1)).

(i1i) Existe uma faixa horizontal, denotada por regiao Rj, contida em [0,1] x [4,1]

e dependendo da constante ¢, que é levada de forma afim a uma faixa vertical,
paralela a imagem da regiao Rjs. A derivada de f nos pontos desta regiao é

Df(x,y) = ( _OA _Op )

(17v) Denotaremos por Ry a regido dos pontos de Q que estdao entre R; e R3. Esta
regiao é mapeada por f fora de Q.

16
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(v) Entre as regioes R3 e Rs5 existe uma regiao (denotada por Ry), limitada por duas
curvas disjuntas da forma {y = ¥(z) | x € [0,1]}, na qual f nao é afim. Nesta
regiao temos que:

1. Os lados superior e inferior de R4 sao levados em R,, fora da imagem de
Ry, com distancia maior que € > 0 de [0,1] x {p~'}.
2. f{(0,y) | ¥ € R} N Ry) estd contido no gréfico da aplicacao go(x) =
of
C(Jf - Q)27 com Ha_y(ovy)H 2> P, onde VS (%7 1)

3. Para todo g € [0,1], f({(x0,y) | v € R} N Ry) estd contido no grafico da
aplicagao g, () = c¢(x — q)* — Azg, com

<g—§(m,y),%($79)> =0e

Além disso, queremos que a imagem de {(0,y) | y € R} N R, nao intersecte
o lado direito de Q.

o) -

(vi) Pontos entre as regides R3 ¢ R5 que estao fora de Ry sao levados dentro da regiao
R, com segunda coordenada maior que p~! + . Nestes pontos pedimos que a
aplicacao f seja suave e globalmente um para um.

g . I L]

T ] s 7 R

LT LT LT ] s ¥ THIRR) O
—_—

Ry R} R} K /

Figura 2.1: Aplicacao f

Na figura 2.1, f(R;) = R}, parai = 1,...,5. Observe que f pode ser estendida
a R? de maneira que o ponto (0,0) é um ponto fixo hiperbdlico. Neste caso, o lado
esquerdo e o lado inferior de Q estao contidos, respectivamente, nas variedades instavel
e estdvel deste ponto. Note que o ponto (¢,0) é um ponto de tangéncia homoclinica
de (0,0) cuja pré-imagem denotaremos por

fﬁl(% 0) = (07 7“).

Assumiremos também que

2
€ |-, 1.
e [2]
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Observagao 2.1. Considere uma folheagao F de f(Q) cujas folhas sdo imagens de
linhas verticais em Q pela aplicacao f. Entao, as folhas de F sao verticais nas regioes
", R% e RL e parabdlicas na regiao R)j.

2.1.1 Propriedades de f

O objetivo principal desta segao sera o estudo dos estados de equilibrio para a aplicagao
ferradura f. Com esse proposito, exibiremos uma série de propriedades de f.
Seja
A=) 19
nez
Para obtermos boas propriedades hiperbdlicas para (f, A) iremos considerar que as

constantes \ e p satisfazem
1 log A\

b < _logp

<b (2.1)

para alguma constante b > 1. Entao, segue de [LR06] o seguinte resultado:

Propriedade 2.2 (Lema 2.1). Para todo ponto X ¢ O(q,0), A admite a decomposi¢ao
invariante continua Tx A = E*(X) @ E*(X) do espaco tangente nas diregées estdvel e
instavel.

Note que caso a aplicacao f fosse expansiva, dado qualquer pontencial p : A — R
continuo, como a funcao

p= Py, f) = hu(f) + /wdu

¢ semicontinua superiormente ([LR09, Lema 2.1]) e, como o espago M (f) é compacto,
esta fungao admite um méximo que seria o estado de equilibrio procurado (Proposigao
1.40). Mas o resultado abaixo garante que a aplicagdo f nao goza desta propriedade.

Propriedade 2.3. f ndo € expansiva.

Demonstragao. De fato, seja § > 0 e tome dois pontos X,Y € R) N Ry préximos e em
lados opostos do ponto de tangéncia (g, 0) tais que Y € Wg(X)NW(X) (figura 2.2).
Tal Y existe pois, localmente em R} N Ry, as variedades instéveis sao C*-préximas a
parabolas e existem variedades estaveis que sao retas horizontais. Escolhendo X e Y
suficientemente préximos a (g, 0) teremos que X # Y e d(f"(X), f*(Y)) <4, Vn € Z,
donde concluimos a nao-expansividade. O]

Sy

\NA\/ /1
N

Figura 2.2: Nao-expansividade

Para mostrar a existéncia e unicidade de estados de equilibrio associados a um po-
tencial Holder-continuo, os autores em [LR0O6] demonstram a existéncia de uma semi-
conjugacao entre a ferradura e o shift completo de trés simbolos. A seguir, destacare-
mos alguns dos resultados obtidos em [LRO06].
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Propriedade 2.4 (Particao de Markov). Para cada n € N, definiremos a parti¢do
degenerada P, da sequinte maneira. Sejam R: comi € {1,2,...,3*"} as componentes
conezas de fr(Q*)N f7"(Q*), onde Q* = O\{(z,y) € Q | zy = 0}. Entdo, definimos
a particao de Markov (figura 2.3) por P, := {R_gl,z =1,2,... ,32”}

EpEEE R EREREEEEREEE

100 OO0 000

C ;DD OO0 000
hl:ll:l OO0 OO0

100 OO0 000

O OO0 0O00

OO0 OO0 oOo0Od

OO0 OO0 oO0Od

[1T\/1 TI1MIrN 17117

P Py

Figura 2.3: Particoes de Markov

Para simplificar a notacao iremos considerar que os atomos de P,, sao escritos da
forma R! e, por conveniéncia, R} serd o elemento de P, que contém (0, 0).
A particao P, satisfaz as seguintes propriedades:

(i) Cada dtomo R!, é limitado por arcos das variedades estével e instdvel de (0,0) e
(1,1).
(ii) Para cadan € Ne cadai € {1,2,...,3*"}, f*(R!) é uma faixa cruzando Q de

baixo para cima e f~"(R!) ¢ uma faixa cruzando Q da esquerda para direita.

(171) Existem 2n pares de d&tomos que nao sao disjuntos: eles se intersectam nos pontos
da érbita da tangencia (g, 0).

(iv) Cada dtomo R}, de P,4; pode ser obtido como f~(f(RZ)NRL)N f(f~(RL)N
RE), onde R!_, C Ri. Dal, para cada —n+1 < k < n — 1, a imagem f* de
pontos no mesmo elemento de P,, pertencem ao mesmo elemento de P;.

Note que pelo item (iii) as partigoes P,, nao sao realmente parti¢oes. Além disso,
o bordo dos dtomos de P, satisfazem a seguinte propriedade:

Propriedade 2.5 (Proposi¢ao 6.1 em [LR06]). Existe uma constante K > 0 tal que
o comprimento de OR: é menor do que K(\> 4+ p~32).

Entao, segue o seguinte resultado:

Propriedade 2.6 (Proposicao 6.2 em [LRO06]). Eziste uma semiconjugacio ® Holder-
continua, finita-para-um e sobrejetiva entre (X3,0) e (A, f).

Na Propriedade 2.6 as hipoteses garantem que a semiconjugagao ¢ ¢ injetiva em
um conjunto de medida total. Isto serd suficiente para garantir o proximo resultado
que é o objetivo principal desta secao.
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Teorema 2.7 (Teorema B em [LRO06]). Dado qualquer potencial Hélder-continuo ¢
em Q, existe um unico estado de equilibrio ergodico p para f, associado ao potencial

©.

Para finalizar a se¢do, apresentaremos o resultado de [LR09] que garante a existén-
cia e unicidade de medidas conformes. Para isso, precisaremos da seguinte definicao.

Definicao 2.8. Seja t € R. Definimos o potencial ¥, : A — R por
U, (X) = —tlog J*(X),
onde J* € o jacobiano instavel de f, isto ¢,
JUX) = [IDF(X)] e
Iremos destacar duas propriedades deste potencial.

Propriedade 2.9. O potencial V; nao é continuo em {(0,0)}.

Demonstragao. Primeiramente, note que pela Propriedade 2.2, existem E*(Y') e E“(Y')
para todo Y ¢ O(q,0). Além disso, como a drbita positiva de (g, 0) satisfaz

O+(Qa 0) - VV[ZC(O,O) = [07 1] X {0}7

podemos definir F*(X) para cada X € O(q,0) como o subespaco gerado pelo vetor
(1,0). Dai, B*(X) = E*(0,0).

Por outro lado, como O(g,0) é uma orbita de tangéncia, E*(X) = E*(X) para
todo X € O(q,0), donde concluimos que os subespagos E*(X) e E*(X) sao gerados
pelo vetor (1,_())) para todo X € O*(q,0).

Afirmagao 2.10. A aplicagio X — E"(X) nao € continua em (0,0).

Prova da Afirmagao. De fato, suponha por absurdo que X — E*(X) é continuo
em (0,0). Do fato que (q,0) € W*(0,0), temos que X,, := f"(q,0) — (0,0) quando
n — +o00. Entao, por continuidade,

E*(X,) "=X° E*(0,0).
—
Mas, o espago instavel £*(0,0) é gerado pelo vetor (0,1) e E*(X,,) é gerado pelo vetor
—
(1,0) para todo n > 0, o que é um absurdo. [lpg ]
Segue desta propriedade que ¥, nao é Holder-continuo.

Propriedade 2.11. ¥, ¢ limitado.

Demonstragao. Segue de [CLR06] que para qualquer probabilidade ergddica p,

1
glogp < / log J"dp < log(2p),

ou seja,

1
—tlog(2p) < /\Iftd,u < —t§ log p. (2.2)
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Agora, daremos uma condigao suficiente para a existéncia e unicidade da medida
conforme p; que esta associada a Wy.

1
Teorema 2.12 (Teorema A em [LR09]). Seja t > 0. Se Pp(¥,) > —t§log p, entdao

existe um unico estado de equilibrio p; para f associado a V.

Observagao 2.13. Maiores detalhes sobre a aplicacao f, os parametros A, p, ¢ e tam-
bém sobre os resultados apresentados nesta se¢ao, podem ser encontrados em [Ri01],
[CLRO6], [LRO6] e [LROG].

2.2 Perturbacao de f

Agora, iremos apresentar a familia de perturbacoes da aplicacao f com a qual iremos
trabalhar ao longo do texto.

Definicao 2.14. Seja € > 0. Definimos a familia a wm parametro (f.)-c(—zz) de
difeomorfismos C* de Q por

fs ::Tsof:Q—>R2,
onde T. : R? — R? € um difeomorfismo C? satisfazendo:
(1) Ty € a identidade;

y _J =y ., (zy) e RURZUR;
(Zl) Tg(l’,y) _{ (:E,y—i-é) ’ («T,y) c RQL ; €

(iid) | T. — Id||ce =2 0.

A
[ N

(0.0) \V (0.0) (a.0) (0.0)

e<0 e=0 e>0

Figura 2.4: Pertubacao f.

Segue imediatamente da definigdo acima que fo = f e || fe — f|c2 =8 0. Além
disso, segue por construcao da aplicacao f que:

e para todo X = (z,y) € Ry, %J;E (X) ¢é tangente a pardabola

P:={(z,c(z —q)* — Mz +¢)| 2 € R}. (2.3)

Nesse caso, o valor absoluto da inclinagao de %—J;E(X ) é 2¢/c(Ax +y —¢), onde

fo(X) = (@ y).
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e a familia (f.).c(_zz) desdobra a tangéncia homoclinica (g, 0), que ocorre quando
e = 0.

Observacgao 2.15. Apesar da familia de perturbacgoes definidas acima parecer bas-
tante restrita, nos Teoremas G — J no Capitulo 4 iremos apresentar pertubagoes mais
gerais.

A seguir, apresentaremos outras propriedades da familia (f:).c(—zz)-

Lema 2.16. Se € > 0 € suficientemente pequeno, entio Df.(X) = Df(X) para todo
X € A. e para todo € € (—E,E).

Demonstra¢ao. Quando X € Ry UR3U Ry, T.(X) = X e, dai, o resultado é imediato.
Quando X € R, temos que f(X) ¢ Q, ou seja, f.(X) ¢ Q. Entdo, basta analisar
quando X € Ry;. Neste caso, para € > 0 suficientemente pequeno, como f.(X) =
T. o f(X), f(X) € R} e T. ¢ uma translacdo na regidgo R}, obtemos

Dfo(X) = DI.(f(X)).Df(X) = 1d.Df(X) = Df(X),
o que conclui o lema. O
Definig¢ao 2.17. Para cada X = (z,y) € f-(R4) N Ry, denotaremos por
Inc(X) =2/ e\t +y —¢)

o wvalor absoluto da inclinagdo da reta tangente a pardbola P dada por (2.3), onde
fHX) = (&, 9).

Lema 2.18. Se € > 0 ¢ suficientemente pequeno, entao

max{Inc(X) | X € f.(R) N R} =2y c(A+p 1 —¢)

Demonstracao. Segue da Definigdo 2.17 que quando X = (x,y) € f-.(R4)NRy, Inc(X) =
2y/c(\T +vy —¢), onde f71(X) = (Z,7). Iremos considerar € < \ para garantir que
AT +y —e > 0 para todo y € [0, p '] e todo ¢ € (—¢,2).

Agora, basta observar que a maior inclinacdo que %—J;j
fe(R4) N Ry é obtida nos pontos dados pela intersegao entre a parabola mais baixa em
f-(R4) (que ocorre quando 7 = 1, ou seja, P := {(z,¢(z —q)? = A+¢) |z € R}) e a
reta {(z,p7!) | 2 € [0,1]} (que é o bordo superior de Ry).

Logo,

(X) pode atingir na regiao

pl=clz—q - Ate=z=q+ /' (A+p -2
e as coordenadas dos dois pontos de intersecao sao
Xi=(qg+ Ve A +pt—e)p ) e Xo=(g—Vc ' A+pt—e)p ).

Portanto, se X € {Xj, X5}, entdo Inc(X) é maxima. Além disso, como a reta
tangente a P tem inclinagao 2¢(z — ¢), obtemos

Inc(X) =2cy/c A+ p L —e) =2¢/c(A+p L —e).

Lema 2.19. Se X € Ry U Ry U Ry U Rs entdo || %= (X)]| <X e [|52(X)] > p.
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Demonstracao. Segue do Lema 2.16 que

A0

Df.lr, = Df|r, = ( 0 p

) = Df|R5 = DfE‘R5

- 0
e Dfs|R3:Df’R3:( 0 —p)’

Entao, se X € Ry U R3U Rj,

of:
Oz

ol -+ |-

Vamos analisar agora os pontos X na regiao R4. Observe que por construgao da
aplicagao f, o maior valor de H%(X)H em R4 é atingido nos pontos f.(q,0) + (x,0)
para x € [0, 1], onde pelo item (v) da construgao de f,

A= |0+ o) < | L),

Por outro lado, o valor minimo de || %—’;(X )|| em R, ¢ atingido nos pontos que estao
sobre o eixo y. Dai e pelo item (v) da construgao de f segue que se X € Ry,

Ofe afe
g« ]

No proximo capitulo daremos uma estimativa mais precisa para € > 0.

2.3 A familia de perturbacoes para ¢ < (

Nesta secao iremos mostrar que quando € < 0, a aplicacao f. é um difeomorfismo ax-
ioma A. Além disso, utilizaremos os resultados classicos da teoria de sistemas dinami-
cos para demonstrar algumas propriedades de f, com as quais concluiremos a existéncia
e unicidade de estados de equilibrio para potenciais Holder-continuos. Discutiremos
também sobre o potencial —tlog || D f.(X)|gx || e a medida conforme . ;.

Seja £ < 0 e considere o conjunto

A= m fsn(Q)

neL

Observagao 2.20. Iremos denotar f.(R;) = R}, parai = 1,...,5, utilizando a mesma
notagao da aplicacao f. Quando for necessario distinguir as imagens de f e f. deixare-
mos claro no texto, sem permitir ambiguidades.

A primeira propriedade do sistema (A., f.) que iremos apresentar é a hiperbolici-
dade de A..

Proposicao 2.21. Eziste € > 0 tal que, para todo ¢ € (—¢,0), o conjunto A, €
hiperbdolico e transitivo.
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T T s AN ] i

- e

Figura 2.5: A aplicagao f. com ¢ < 0

Demonstracao. Seja € > 0 suficientemente pequeno tal que a imagem dos lados supe-
rior e inferior de R, ainda estejam contidas em Ry. Entao, segue de [Ri01, Teorema 2.2
que se a constante ¢ é suficientemente grande, entao A, é hiperbdlico e transitivo. [

Segue desta proposicao o seguinte corolario.
Coroldrio 2.22. Para todo € € (—¢,0), a aplicagao f. € um difeomorfismo axioma A.

Demonstragao. Seja ¢ € (—¢,0). Pela Proposigao 2.21 temos que A. é hiperbdlico.
Entao, segue da Proposicao 1.9 que

Q(fslAe) = Per(fa|1\s)'

Mas, como A, = ﬂ f2(Q), concluimos que Per(f.) C Q(f.) C A.. Portanto,

ne”L

Q(fe) = Q(fslA) - Per(fe|/\) - Per(fs)7

ou seja, f. é um difeomorfismo axioma A. n

A seguir, vamos construir uma conjugacao entre f. e o shift de trés simbolos.
Observe que da mesma forma que fizemos para a aplicacao f, podemos definir para
cada € € (—¢,0) e cada n € N, uma partigao de Markov P: para o sistema (A., f)
com o comprimento do bordo de cada atomo R;, indo para zero exponencialmente com
n. Mas existe uma diferenca importante entre as particoes P;, e P,: como nao existe
ponto de tangéncia em A., temos que os dtomos de P; sao 2 a 2 disjuntos, ou seja,
para todo ¢ € (—¢,0) e todo n € N, PZ é realmente uma partigao.
Consequentemente, obtemos o seguinte resultado:

Proposicao 2.23. Para cada € € (—¢,0), eziste uma conjugacio . Hélder-continua
entre os sistemas (X3,0) e (Ae, f2).

Demonstragao. Fixe ¢ € (—£,0). Associaremos os nimeros 0, 1 e 2 com as compo-
nentes de f.(Q)NQ da seguinte maneira: atribuiremos 0 para R/, 1 para a componente
conexa que contém R} e 2 para a componente conexa que contém R (figura 2.5).
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Como consequéncia do item (iv) da construcio da partigao P2, as imagens por f*
de todos os pontos nos atomos R}, pertencem a mesma componente conexa s = 0, 1,2
para todo —n < k < n. Dai, iremos associar a R:, a palavra [s_,,...,s,] de tamanho
2n 4+ 1. Observe que atomos distintos de P definem palavras diferentes, ja que os
atomos de P;, sao 2 a 2 disjuntos.

Seja @, : X3 — A, a aplicagao tal que para cada sequéncia x = (2 )rez € X3,

O (z) = ﬂ ®.(Cp(2)),

neN

onde Cy(z) = {y = (Yr)rez € X3 | yr = xx, ¥V —n < k < n} (n-cilindro definido pela
palavra central de z de tamanho 2n + 1) est4 associado ao tinico elemento R: de P2
que possui a mesma palavra central de C),(z).

Segue por construgao que ®. oo = f. o .. Além disso, como para todo n € N, P:
¢ realmente uma particao, a aplicagao ®. ¢é injetiva.

Note que @, é sobrejetiva. De fato, para qualquer ponto X € A. podemos construir
uma sequéncia z da seguinte maneira: para cada k € Z, xj é o nimero da unica faixa
vertical que contém ff(X ). Isto define uma sequéncia bi-infinita z = (zy)rez em X3
tal que ¢.(z) = X.

Afirmacgao 2.24. . é Holder-continua

Prova da Afirmacdo. Para mostrar que ®. é Holder-continua utilizaremos argumentos
baseados no decaimento exponencial do diametro dos atomos de P;. Como para
quaisquer n € Nez € X3, .(C,(x)) = R, segue por construcao de P¢ e da proposigao
2.5 que ®.(C,(z)) tem didmetro menor que K(A2z 4+ p~2), onde K é uma constante
positiva.

Se y € Cp(z), mas y ¢ Cppa(z), entdo d(z,y) = 57 e P(z) e P.(y) pertencem ao
mesmo atomo de P;.. Logo,

n

1. () = 2(y)ll < KA +p72).

Tomando v = min{—kﬁT\?, l?fg‘éﬁ}, temos que
L DI
log 2
1
LV S
log 2

ou seja, A2 < 27™ e p~3 < 27" para todo n € N. Portanto,

1Pe(z) — @(y)l| < K27 +27") = 2K(27") = 2K (d(z,y))"

=

donde concluimos que ®. ¢ y-Hélder continua. [a¢
A Afirmacao 2.24 conclui a proposigao. 0

Agora, vamos a existéncia e unicidade de estados de equilibrio.

Teorema 2.25. Dado qualquer potencial Hélder-continuo ¢ : A, — R, para cada
e € (—¢,0), existe um wnico estado de equilibrio ergddico u. para f. associado ao
potencial ¢.
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Demonstragao. Fixe € € (—g,0). Vimos na Proposi¢ao 2.21 e no Corolério 2.22 que a
aplicagao f-|x. ¢ um difeomorfismo axioma A transitivo. Logo, pela Proposicao 1.41
segue que para todo potencial Holder-continuo ¢ : A, — R existe um tunico estado
de equilibrio ergddico . para f. associado ao potencial . O]

O dltimo resultado desta segao serd sobre o formalismo termodinamico para a
aplicacao f.. Comecaremos com a definicao do pontencial —tlog J* e em seguida
apresentaremos as propriedades desta funcao.

Definicao 2.26. Sejam ¢ € (—£,0) et € R. Definimos o potencial ¥;. : A, — R
por
U, (X)) = —tlog JX(X),

onde JHX) = [|Df(X)|gx|| € o jacobiano instdvel de f. no ponto X.

Proposigao 2.27. Se ¢ € (—¢,0), entao V,. é Holder-continuo para todo t € R.

Demonstracao. Seja e € (—¢,0). Como f.|5, é um difeomorfismo axioma A, segue da
Proposicao 1.13 que V¥, ¢ Holder-continuo para todo t € R. O]

Para concluir a secao, mostraremos a existéncia e unicidade da medida conforme
,ut,a'

Teorema 2.28. Sejam e € (—¢,0) et € R. Entdo, eziste um unico estado de equilibrio
ergodico . de f. associado ao potencial Wy ..

Demonstragao. A existéncia e a unicidade do estado de equilibrio p;. seguem da
Proposicao 2.27 e do Teorema 2.25. 0

2.4 0O casoec>0

Seja € > 0 e consideremos A, = m f2(Q). Nosso objetivo nessa se¢ao é encontrar

nez
paramentros € > 0 que garantam boas propriedades para o sistema (A, f.), tais como

hiperbolicidade, transitividade, existéncia e unicidade de estados de equilibrio e de
medidas conformes.

Vale ressaltar que o comportamento do sistema (A., f.) pode ser bastante com-
plicado quando desdobramos a tangéncia (q,0) para cima. Como um exemplo destas
dificuldades, em [KKY92] podemos encontrar o seguinte resultado:

Teorema 2.29 (Antimonotonicidade). Em qualquer vizinhanca de um valor de para-
metro onde hd tangéncia homoclinica nao-degenerada para uma familia a um parametro
de difeomorfismos C® dissipativos do plano, deve haver infinitos parametros onde hd
tanto criacao quanto aniquilacao de orbitas periodicas.

Por outro lado, em [Ri01], podemos encontrar condigoes suficientes para a hiper-
bolicidade e transitividade de A. quando € > 0. Apresentaremos estas hipoteses na
Proposigao ?7. Além disso,

Teorema 2.30 (Teorema B em [Ri01]). O parametro e =0 é um ponto de densidade
de Lebesque total para o conjunto de parametros € > 0 para os quais A. € hiperbdlico.
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Logo, podemos concluir que existem intervalos de parametros € > 0 se acumulando
em 0, onde A, é hiperbdlico.

Com esta conclusao, nos fizemos os seguintes questionamentos: Que intervalos sao
estes? B possivel determinar quais sao os sistemas quando o parametro pertence ao
bordo destes intervalos? Existem parametros no bordo destes intervalos onde o sistema
possui 6rbitas de tangéncias?

Conseguimos responder alguns destes questionamentos através do resultado abaixo,
onde mostramos a existéncia de intervalos de parametros cujo bordo é formado por
sistemas que possuem um numero finito de tangéncias homoclinicas e heteroclinicas.

Teorema A. Existem intervalos abertos e limitados (I,)n>3 C (0,+00) de parametros
tais que (Ag, f-) € um sistema hiperbdlico e transitivo para todo € € I,,. Além disso,
os intervalos I, se acumulam em O quando n — +oo e, para cada n > 3, no bordo
de I,, 0I,, = {e_(n),e+(n)}, € tal que (Ac_(n), fe_(n)) Possui uma orbita de tangéncia
homoclinica e (Ac, (ny, [, (n)) possui uma orbita de tangéncia heteroclinica.

Observagao 2.31. No Teorema A, a hipdtese n > 3 é devido ao fato que o bordo de
I,, ird depender A"~ ! e do fato que iremos assumir que os parametros € > 0 satisfazem
e <\

Apresentaremos a prova deste resultado na préxima subsecao. Agora, daremos
algumas defini¢oes e propriedades da aplicacao f..

T & NN T
T T T T T ] s R, Rl
T s r A e AN AN
—_—
A = =

Figura 2.6: A aplicagao f. com ¢ > 0.

(a) Existem subconjuntos Ry, Rs, R3, R4y e Rs de Q exatamente como para a apli-
cacdo f (figura 2.6). Apenas a imagem do conjunto R, é transladada para cima em &
unidades, isto é, para cada xq € [0, 1],

f-({(zo,y) | y € R} N Ry) € {(2, 9 (7)) | gurg () = (2 — q)* — Awo + €}

Além disso, para os numeros g e r (lembre que f(0,7) = (¢,0) e (0,7) e (¢,0) s@o
pontos da orbita de tangéncia de f) temos que

f(0,7) = (g, ).

Iremos considerar f.(R;) = R; para cadai=1,...,5.
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(b) Segue de [Ri01, Pag. 435] que a aplicagao que descreve f. em R, é dada por

(x,y) € Ry — (p(y —71)e* +q,cp*(y —r)* — s) , (2.4)

onde s é tal que
At = c(p(y —1r)e**)? —cp*(y —r)* + s +e. (2.5)

Lema 2.32. f.([0,1] x {r}) ={q¢} x [ — A\, €], onde
f(1L,r)=(g,e —A) e f-(\te,r) =(q,0).

Demonstra¢ao. Sejam x € [0,1] e y = r. Entdo, pela equacdo (2.4) temos que
fe(z,y) = (g, —s) e, pela equagao (2.5), Az = s+ ¢, ou seja, s € [—e, A — ¢|. Logo,
fe(z,y) € {q} x [e — A\, g]. Além disso,

e quando x =1, s = A —e. Dai, f.(1,7) = (¢,e — N\); e
e quando x = A" 'e, s = 0. Portanto, f.(A\"'e,r) = (¢,0),

o que conclui o lema. O

(c¢) Considere uma folheacdo F de f.(R4;) = R} cujas folhas s@o imagens de linhas
verticais em R, pela aplicacao f.. Entao, as folhas de F sdo parabdlicas na regiao R).
Seja P,, € F a pardabola que contém o ponto (q,e — Axg). Dai,

Py C (2,920 (2)) | g () = ez — ¢)* = Azo + €}, (2.6)
onde xq € [0, 1]. Logo, segue do Lema 2.32 que
e quando ro = A 'e, ([0,1] x {0}) NP,, = {(¢,0)} (a na Figura 2.6);
e para todo xy € [0, A7 e), ([0,1] x {0}) N P,, = & (b na Figura 2.6);
e para todo g € (A\7'e, 1], ([0,1] x {0}) N P,, = {X, Y} (c na Figura 2.6), onde

X=(¢g—+Vc ' Arg—¢),0) e Y =(q+c ' (Axg—¢),0);

o {(z,y) |z <qy=p'}NRy=[r1,25] X {p~'} (d na Figura 2.7), onde

T1=q—+clpt+Ad—e) e za=qg—cl(p !l —e), (2.7)

ja que (z1,p7 ') € Py e (z2,p71) € Py;

e {(5,9) | 2> qy=p"} O R, = 15,24 x {p~'} (c na Figura 2.7), onde

r3=q+\/cHpt—¢) e x4:q—|—\/c*1(p*1+)\—€), (2.8)

ja que (z3,p7 ') € Pye (z4,p7') € Py;

e {(x,y)|y=0}NR)=[x5 26 x {0} (f na Figura 2.7), onde

r5=q—\/c ' A—¢) e zg=q+ I (A—¢g),

ja que (z5,0), (z6,0) € Py.
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(d) Seja a € (p~1,r) tal que
[0,1] x {a} := Ry N R3. (2.9)

Para propositos futuros, iremos considerar

1 9
Sca<l 2.10
35953 (2.10)

Como Ry NA, = &, podemos descrever o conjunto
QN fIHQ\Re) = [ (£(Q) N (Q\Ry))

da seguinte maneira (figura 2.7):

v

Figura 2.7: Os conjuntos f.(Q) N (Q\Ry) e QN f71(Q\Ry).

e existem duas faixas horizontais contidas em Rjy:
[0,1] x [0,p7%] e [0,1] x [p~ e, p71],

onde [0,1] x (p72,p*a) C f7'(Ry). Note que para os pontos na regiao R =
{(z,y) € Q[z <A},
fo @ y) = (Al hy);

e cxiste uma faixa horizontal em Rj contendo [0,1] x {a} que é pré-imagem de
R4\ Ry. Denotaremos esta faixa por

[0,1] X [, @ + ], (2.11)

onde ¢ > 0 ¢é dado por
si=(1—-a)p™; (2.12)

e existe uma faixa horizontal em R5 contendo [0, 1] x {1} que é pré-imagem de
R\ Ry. Denotaremos esta faixa por

[0,1] x [1 —¢,1];
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e a pré-imagem de R)\R» é a regiao contida em Q e limitada pelas curvas
fo (e wo) x {p71Y), fo M (s, aa] x {p™'}) e 7 ([ws, 6] x {0}).

Observagao 2.33. Para cada yy € [0,p'], segue das propriedades (c) e (d) e das
equagoes (2.4) e (2.5) que (figura 2.8):

o {f7Y(R,N([0,1] x {yo})) | yo € [0,€]} ¢ uma familia de curvas tal que para todo
yo € [0,¢], F7H(RLN([0,1] x {yo})) é tangente ao segmento {A\"'(e —yo)} x [0, 1]
no ponto (A\~*(e — yo),7);

o {f6—1(R2 N ([0,q] x {yo})) | vo € (e, p‘l]} ¢ uma familia de curvas que estao abaixo
da reta {y = r} e cruzam Q;

o {f{l(RZx N (¢, 1] x {yo})) | vo € (e, p‘l]} ¢é uma familia de curvas que estao acima
da reta {y = r} e cruzam Q;

Em particular, quando yo = p~ ', fo ([, 22) X {p7'}) e fo N ([z3, 4] x {p7'}) sdo
curvas ligando {0} x [0,1] a {1} x [0,1]. E, quando yo = 0, a curva f=!([zs5, z¢] x {0}) ¢
tangente ao segmento {\"'e} x [0, 1] no ponto (A~'e,r) e liga dois pontos de {1} x [0, 1].

Figura 2.8: Folheacdao em f'(R}\Ry).

2.4.1 Intervalos de hiperbolicidade

Definicao 2.34. Seja n > 3 e considere a sequinte equagado:
P(z)=clx —q)> + \" o — X — p "2, (2.13)
Definimos (3 como sendo o menor nimero real tal que P(3) = 0.

Observagao 2.35. Note que o polinémio P(z) da equagao 2.13 é dado pela intersecao
da curva fZ"([x5, 6] x {0}) e a pardbola (mais baixa de R})

P, C {(2,91(2)) | g1(x) = e(a — g)* = A+ <},

Assim, o nimero 3 serd utilizado para garantir que a 6rbita passada do ponto critico
(q,0) pertenga ao gap entre R} e R} (Figura 2.9(b)).
Quando ¢ := A""!3, segue da Definicao 2.34 que
0 = PR =P "Me)=cA"Me—qg)+ec—A—p "
= p " =c(A\"e—qg)P +e— ),
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ou seja, o ponto (A" le, p7"2r) = (3, p~""2r) pertence a parabola Py, onde
P C{(z,01(2)) | g1 (x) = c(w — q)* = A +¢}.

Além disso, como f-!(g,0) =
f-*(q,0) € R} para todo k = 1,
(A~tz, p~ly), obtemos

(M le,r) € R, quando € := A" temos que
2,...,n — 2. Logo, do fato que f7'|g (z,y) =

fomq,0) = (Ae, p ) € Ry

e, portanto,
fo Mg, 0) = (W e p ) = (B, p7 ).
Assim, quando € := \""! 3, concluimos que f-""(q,0) € P; (Figura 2.9(a)).
Por outro lado, note que se £ < A\"7'3 (Figura 2.9(b)), entao
)\—n—i-l

e < xy,

onde (z7,p ""?r) € P; é dado por

T7:=q— /W p2r + X —¢).
Logo, f7 (a7, p~ " 2r) = (\"2z7,7) € Ry e, pelo Lema 2.32,
fg_1($77 p_n+27=) = (Q7 g - An_lx’f)'
Como A\™"e < @7 e fr YA Tle p™"2r) = (¢,0), obtemos

£ — )\n_1$7 < 0.

i ‘
i ke (q,0)
O e
i (A"=227,7) (g, = "ar)
} {K,,,
<n+$ > f71 ()\71‘!”> TT—
|
(/\ n+ 263, p n M’V’) (l]a ()) (/\~n+l:‘ /)—nAZ,.) i
3 (8, p~"+2r) (27, p7"*r)
(a) e:=A""1p (b) e < A3

Figura 2.9: O nimero real (.

Lema 2.36. Para ¢ > 0 suficientemente grande, o numero (3 estd bem definido. Além
disso, 0 < [ < q.
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Demonstra¢ao. Primeiramente, observe que o discriminante da equagao P(x) = 0 é
positivo. De fato,

A = (A1 —2cq)* —de(eq® — N — p ")
= A2 _deg"T + 4P — AP+ deh + dep Py
= N2 de(—gA" T X4 p )

e, como ¢ € [%, lleXe (O, %), obtemos

—1 nz3 —n+2 n—1
g< X < A = g\ < )\,

donde concluimos que A > 0.
Sejam [3; e [y as solugoes da equagao (2.13) tais que (; < 5. Entao,

Al 2

2 —n—+2
cq cqgc — N — r
fir+b=———"—"-¢¢ b= P .
c c
omo ¢q,r € |5,1] e A, p7" € (0, 3) temos que para ¢ > 1,
Como ¢,r € [5,1] e A, p" € (0, 3) que p 1
el g oo
3 q q
e,sec>%7
n>31 1 34
A T2 2 s =2 < ef?
T s 3Ty T g s

ou seja, para ¢ > 0 suficientemente grande, 51 + (35 > 0 e 312 > 0. Logo, basta definir

ﬁizﬁl>0.

Por outro lado, como a derivada segunda de P satisfaz
P'(z)=2c>0VreR

e, além disso,

0<A,g<1
Plg) = \""lg — A — p~+2p <<‘1< 2 <,

concluimos que = 3 < q < (. n

Seja « dado pela equagao (2.9). Dado n > 3, iremos escolher A < %, p > 3 e

37
a € (p7t,r) tal que
a< (Ap)" 1B (2.14)

O Teorema A sera consequéncia do préximo resultado.
Teorema 2.37. Seja n > 3 e considere a satisfazendo (2.14). Se e > 0 € tal que
N4 p " <e < p ", (2.15)
entdo (f.,\e) € um sistema hiperbdlico e transitivo. Sendao, quando:

(1) e=e_:=XN"+p", (f-,\o) possui uma orbita de tangéncia homoclinica externa
associada ao ponto fixo hiperbdlico (1,1);

(it) e = e, == p "o, (f.,A) possui uma drbita de tangéncia heteroclinica interna
que passa pelo ponto (0,7) € W*(0,0) N W*(1,1).
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Demonstracao. Seja
Vo=A(z,y) eR* |z =g}
a reta vertical sobre (¢, 0) e, para cada k € N, considere

k

k
A =((Q), A= (F7(Q) e Ao = AT NAZ,
Jj=1

=0
Segue do Lema 2.32 que
Ven AL C{q} x[e =\ €] (2.16)

para todo & > 1. Além disso, como [0, 1]x {p~*T*1r} C R) paratodo!l =0,1,..., k-2,
temos que
FEHO. 1] > {7 ry) = [0, X1 x {r}

e, novamente pelo Lema 2.32,

FE0.2] x {p™1r}) = {a} x [e = A", €],
ou seja,
{q} x e =Ml CcVonA, (2.17)
para todo k£ > 2.

Fixe n > 3 e seja ¢ > 0 satisfazendo a equacao (2.15). Dai,

(2.14)

8 1
g T g Pt e T2 A (2.18)

e<p

e, entao, segue das equagoes (2.16) e (2.17) que {q} x [¢ — A""1 ¢] é a tnica compo-

+ : 50 nA : + ;
nente de V;, NAZ, ;| que tem intersegao nao vazia com Q. Como (Ve Aa,k)k>1 ¢ uma

sequéncia encaixada, basta analisarmos o que acontece no intervalo {q} x [ — A""! ¢].

Gostarfamos de ressaltar que como ¢ < A" (equagao (2.18)), segue da Obser-
vagao 2.35 que

f7 g, 0) = (W"e, pTEr) € Ri\(R) U RY)
e, portanto, O(q,0) N A, = @.

Afirmacao 2.38. O conjunto V, N Agfn possui trés intervalos compactos disjuntos
contidos em {q} x [ — \"7! g].

Prova da Afirmagao. Seja o conjunto
([0, 1] x {p™""*r}) N fo(Q) € Ry U R,

onde R} U R} C Af, (Figura 2.10). Como

-1
g1 P e

o <p r o< p T,

e<p
concluimos que

(10,1 x {p™*r}) N £(Q) = ([0, N U [71, 73 U [33,3]) x {p "2}
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—————————— ——— n—2 f
€ €
~~~~~~~~~~ i -

Vi
)\n,—l )\n—2 c— )\n—l

Figura 2.10: O conjunto ([0,1] x {p™"™r}) N f.(Q).

com

Tr=q— Vel (B A—e), T=q— el (p o),
T3=q+ el (p2r—¢) e Ta=q+ /e l(p 2+ ) —e). (2.19)

Logo, do fato que [0,1] x {p™""2™*r} C R, para todo k = 0,1,...,n — 3, temos
que

(0,2 x {p™ =) N £(Q)) =
= ([0, AU A2 A" U [mA 7 T ) % {r)
C [0,\" ] x {r} C Ry

e, portanto, segue do Lema 2.32 que
(0,1 x {p™" ) N £(Q)) =

= {gx(e—m\"e—mN\" U -2\ e —TA\" U [e — A" €])
- {Q} X [8 - )‘nila E]? (220)

ou seja, V, N AL, possui trés intervalos compactos disjuntos contidos em [¢ — A"~ ],
o que conclui a afirmagao. [

Afirmacao 2.39. A tnica componente de V; N AZn que intersecta Q € o intervalo

{q} x [e = A" e].

Prova da Afirmagao. De fato, segue da equagao (2.15) que e — A" > p~" > 0, isto é,
{q} X [6 - /\n75] C Q

Além disso, a equagao (2.18) garante que eA\™"" < 3 < ¢. Dai, pela equacao (2.13) e
pelo Lema 2.36,

0 < PEx™"™)=clex™ —g)?+e—X—p "
= (=X > p P r 4N —g)>0
= A" <g— e p i 4 A —¢) (2.1 T
— c-mT\" <0 (2.21)

Como 77 < Ty < T3 < Ty, a equagao (2.20) nos da

{a} x (e—maN" e —mA\" U —A" e —mA" ) NQ =2.
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Logo, pela Afirmagao 2.38, {q} x [¢ — A", €] é o tinico subconjunto de V; N A7, que
intersecta Q. [la¢

Afirmacao 2.40. O intervalo {q} x [e — A", ¢] ndo intersecta Vo N AZ,,.

Prova da Afirmacdo. Com efeito, observe que
([0, 1] x (p7", p™"" 1)) N (V, NAZ,) = 2,
ja que por construcao de f.,
[0,1] x (p7", p7" ) = [T ([0, AT X (p7 @)

0, " x (p7ha) CRye f.(R))NQ=0.
Por outro lado, segue de (2.15) que

[e—=A"elC (p"p " a),

o que conclui a afirmacao (Figura 2.11). Oy

oo \W 1 //]
. pf& M/ /
0 MAN\ 1 // ]

Figura 2.11: Os conjuntos V; N AL, e VN AZ,.

Afirmacao 2.41. A, € hiperbdlico e transitivo para todo € € I,,.

Prova da Afirmagao. A prova desta afirmacao seguird da construgao de um campo de
cones que serd realizada no Capitulo 3 (Proposigao 3.9 e Observacao 3.13). [y

Agora, vamos provar os itens (i) e (ii). Primeiramente, note que as faixas
[0.1] % [0,p7"], [0,1] x [p7" e, p™ Ha+ )] e [0,1] x [p" (L =), 7",
estao contidas em AZ,, jd que
[0,1] > [0, p~"] = L2 1[0, A" x [0, 7)),

[0,1] x [p~a, p7 Ha +¢)] = f7H0, N x [, a +¢]) e
[07 1] X [p_n+1(1 - §), p—n—i—l] = fgn+1([0> /\n_l] X [1 -5 1])a
onde [0, A" x [0, p71], [0, \" 1] X [a, @ + <] e [0, \"7!] x [1 — ¢, 1] estdo contidos em
f=Y(Q) N R} (Propriedade (d)).

Prova de (i). Quando € := A" 4 p~", temos que € — \" = p~™. Dali, os intervalos
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|
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N
nY

Figura 2.12: Caso (i). Na figura, 0°" := W*%(0,0) e 19" := W*"(1, 1).

{a} x[e=A" el e {q} x[0,p7"] (de V;NAZ, e V,NAZ,, respectivamente) se intersectam
no ponto (g, — A") = (g, p™").

Note que (g, p~™) é um ponto de tangéncia homoclinica (figura 2.12), ja que ¢é a
intersecao entre o segmento

[0, 1] > {p™"} = ([0, A"] x {1}) € [7"(W?3(1, 1)) = W*(L, 1)

e o vértice da pardbola gyn-1(x) = c(x — ¢)> — \" — € cujo gréfico contém o conjunto

AN < [0,1) N Ry) = o (27 ({1} > [0, 7)) N Ry)
C fAWHL 1)) = WH(IL ).

E importante ressaltar que como nao hé pontos de R, NA. que estao suficientemente
proximos a (g, p~™), a 6rbita de (g, p~") é uma 6rbita de tangéncia homoclinica externa
a A,

Para concluir o item (7), basta observar que por construcao, (g, p~™) é o tinico ponto
de V; N A., que pertence a A.. Dali, pela linearidade de f. em R;, Rs e R5 e pela
equagao (2.15) concluimos que O(g, p™") ¢é a tnica orbita de tangéncia em A.. O

Prova de (ii). See := p~" ", os intervalos {¢} x[e—=A\", ] e {q} x [p7" e, p7" " ()]
(de VoN AL, e V,NAZ,, respectivamente) se intersectam no ponto (¢,¢) = (g, p~"" )
que é um ponto de tangéncia heteroclinica (figura 2.13), ja que é a intersecao entre o

conjunto

f2(0,] x{1}) N Ry) € [ (W*(1,1)) = W*(1,1)

e o vértice da pardbola go(z) = c(x — q)? + € cujo grifico contém o conjunto
Je ({0} x [0, 1]) N Ry) € fo(W*(0,0)) = W*(0,0).

Podemos notar também que os pontos do gréafico da parabola go(x) que estao
préximos a (g, €) pertencem ao conjunto A, ,, ou seja, a érbita de (g,¢) é uma érbita
de tangéncia heteroclinica interna a A.. Além disso, como f.(0,7) = (¢,¢), O(gq,e) =
O(0,r).

Para concluir a prova do item (i7), note que (V, N A.,) N A. = {(¢,¢e)}, f: é
linear em Ry, R3 e R5 e a equagao (2.15) garantem que existe apenas uma érbita de
tangencia. [ O]

Agora, vamos a demonstracao do Teorema A.
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e
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Figura 2.13: Caso (i7). Na figura, 0" := W*%(0,0) e 15" := W*%(1,1).

Demonstracao do Teorema A. O Teorema A segue do Teorema 2.37 e de (2.14). Basta
considerar o intervalo de parametros I,, como o intervalo aberto

L := (e-(n),e1(n))

onde

e (n):=XN"+p" e ey (n):=p "a

2.4.2 Estados de equilibrio para (f.).cs,

A seguir, daremos algumas propriedades do sistema (A, f.) para e € I, e finalizaremos
o capitulo com os resultados que irao garantir a existéncia e unicidade de estados de
equilibrio associados a potenciais Holder-continuos.

Lema 2.42. Sejan > 3. Para todo € € I,,, a aplicacao f. € um difeomorfismo axioma
A.

Demonstracao. Se € € I,,, segue do Teorema A que A, é hiperbdlico. Entao, podemos
proceder como no Corolario 2.22 para concluir que f. é um difeomorfismo axioma

A. O

Seja n > 3. Segue do Teorema A e do Lema 2.42 que f. é um difeomorfismo
axioma A transitivo, para todo € € I,,. Logo, a Proposicao 1.12 nos garante que para
todo € € I,,, existe uma particao de Markov para A, com diametro arbitrariamente
pequeno.

Para cada k € N, iremos construir uma particao P, da seguinte maneira. Sejam
R} as componentes conexas de

fH(intQ) N f7*(intQ),
onde i < 3% e intQ := Q\JQ. Entdo, definimos Py, := {R_}f} (figura 2.14).
Observagao 2.43. Note que Py satisfaz:

e Quando k < n — 2, existem 2k componentes conexas que contém os segmentos
{N1g} < [0, pPte] e [0, \Te] x {p~t1r} para j = 1,2,... k. Observe que

(N7lq,p 7 e) = f1(0,9) e (A7, p77thr) = f77(q,0),

para todo 3 =1,2,...,k; e
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Figura 2.14: Py e Ps.

e Quando k =n — 1, existem n — 1 componentes conexas que contém o segmento
{N~q} x [0, pPte] para j = 1,2,...,n — 1.

Lema 2.44. Seja n > 3. Entao, para todo k > n, Py € uma particao de Markov para
A, com diametro arbitrariamente pequeno.

Demonstracao. Seja n > 3 e considere k > n. Claramente,

A=) £A(Q) C fE(intQ) N fH(intQ) = UR’

€L

Além disso, note que quando k > n, os atomos de P, nao contém os segmentos de

pontos criticos da Observacao 2.43.
Por outro lado, considere 0Q = 0°Q U 0“Q, onde

rQ = U [0,1] x {j} = Wi (0,0) UW;.(1,1) e
"Q = U {7} % = Wige(0,0) UWE.(1,1) (2.22)

e 3R_}'C = 85R_}'€ U 8“R_}'€, onde
IRy = RN fH0°Q) e 0"R == BN f5(0"Q). (2.23)
Note que
M) o UaSR;C e fF(0"Q) D U@“R’

Logo, segue das equagoes (2.22) e (2.23) que o bordo dos dtomos de Py, é formado
por arcos das variedades estdvel e instével de (0,0) e (1,1). Dai,

: (U aR_) CJoFL e 1 (U aR_> cJoR.

ou seja, o o o o
f(Ry) c | Jo°RL e f'(0"R)) c | Jo"Ry.

J J
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Portanto, para cada k > n, P, ¢ uma particao de Markov e, como para todo i o
bordo de R é formado por arcos das variedades estdvel e instdvel de (0,0) e (1,1),
concluimos que o comprimento de dR: tende a zero exponencialmente com . O

Proposicao 2.45. Seja n > 3. Se ¢ € I, entao existe uma conjugagcao Hélder-
continua entre (Ae, fz) e um subshift de tipo finito (X a(m), 0am)), onde A(n) € a matriz
de transicdo que sé depende de n (ndo depende de € ).

Demonstracao. Fixe n > 3 e tome ¢ € [,. O Teorema 2.37 nos garante que A,
é hiperbodlico e transitivo. Pelos lemas 2.44 e 2.42 e do fato que A, é totalmente
desconexo, a Proposi¢ao 1.36 garante que existem um subshift de tipo finito X4, )
e uma conjugacdo ®. entre os sistemas (X a(n,e); Tam,e)) € (Ae, fz), onde A(n,e) é a
matriz de transicao do subshift, tais que para € X a(,.):

e se k > n, cada k-cilindro de z dado por

Cr(z) ={y [ @i = i, il <k}

estd associado ao tnico atomo Ry da particao Pj que possui a mesma palavra
central de Cy(z); e

o O (z):= ﬂ @, (Cr(x)) define um tnico elemento = € A., ja que (P.(Cy(2)));>,
k>n
é uma sequéncia encaixada de compactos nao-vazios com diametro indo para
zero exponencialmente com k.

Por outro lado, segue da Defini¢ao 2.14 que a familia (f.).c;, varia continuamente
com o parametro . Dai e pela continuagao hiperbélica (Teorema 1.14) temos que
{fc}eer, € uma familia de aplica¢oes duas a duas conjugadas, donde concluimos que
para cada n > 3, existe uma matriz de transicao A(n) tal que Xam ) = Xam) para
todo € € I,,.

Podemos proceder como na Afirmagao 2.24 para concluir que a conjugacao ¢, dada
acima ¢ Holder-continua. O]

Observagao 2.46. Segue da Proposicao 2.45 que para cada n > 3, Ya) & X3n, pois
A;fn ¢é formado por menos de 3" faixas verticais disjuntas.

Teorema 2.47. Seja n > 3. Dado qualquer potencial Hélder-continuo ¢ : A, — R,
para cada € € I, existe um unico estado de equilibrio ergodico p. para f. associado
ao potencial p.

Demonstracao. Se € € I, temos pelo Lema 2.42 e pelo Teorema A que a aplicagao
fela. é um difeomorfismo axioma A transitivo. Portanto, da Proposi¢ao 1.41 segue que
para todo potencial Holder-continuo ¢ : A, — R existe um tnico estado de equilibrio
ergodico p. para f. associado ao potencial ¢. O

Para finalizar o capitulo, discutiremos sobre o formalismo termodinamico para a
aplicagao f., quando € € [I,,. Primeiramente, vamos relembrar a definicao do pontencial
u
—tlog JY.

Definicao 2.48. Sejan > 3. Para cada € € I, et € R, o potencial ¥, : A, — R €

dado por
W, (X) = —tlog JA(X),

onde JX(X) = || Dfo(X)|gux)l| € 0 jacobiano instdvel de f. no ponto X.
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Proposicao 2.49. Sejan > 3. See € I,, entao ¥, é Holder-continuo para todo
teR.

Demonstracao. Seja € € I,. Como f.|p. é um difeomorfismo axioma A, segue da
Proposicao 1.13 que ¥, . ¢ Holder-continuo para todo ¢ € R. m

Agora, podemos concluir a existéncia e unicidade da medida conforme ;.

Corolario 2.50. Sejam n > 3, € € I, et € R. Entao, existe um unico estado de
equilibrio ergddico pu . de f. associado ao potencial W, ..

Demonstracao. A existéncia e a unicidade do estado de equilibrio p;. seguem da
Proposicao 2.49 e do Teorema 2.47. O]



Capitulo 3

Propriedades de f- para ¢ € 91,

No Teorema A do capitulo anterior, vimos que para cada n > 3, se « satisfaz a <

(Ap)" ' (equagao (2.14)) e
cu(n) = g

o sistema (f., (n), Ac, (n)) POssui uma 6rbita de tangéncia heteroclinica associada aos
pontos fixos (0,0) e (1,1), onde A. (, := m ff+(n)(Q). O objetivo nas segoes abaixo
keZ

¢ mostrar que para todo n > 3 a aplicagao f. (n) goza de certas propriedades que a
aplicagao f (quando ¢ = 0) também possui.
Em todo o capitulo iremos considerar n > 3 e fixar

g:=p ", (3.1)

onde « satisfaz (2.14).

Aqui vale relembrar que A < %, p > 3 ec >0 sao os parametros de contragao, de
expansao e constante, respectivamente, dados pela definicao da aplicacao ferradura f
na Secao 2.1.

Observagao 3.1. Ao longo do capitulo, todas estimativas para as constantes A e p
deverdo manter « satisfazendo (2.14).

Definicao 3.2. Seja AZ C A, o conjunto definido por
A=A N\O(0,r).
Note que como f.(0,7) = (g,¢), segue da equacgao (3.1) que

R, YVO<kE<n-2
fak((Lg) S R3 3 k=n-1 ) (32)
R5 N Van

onde

f2(g,e) € 0,1] x {1} C Rs.
Definicao 3.3. Seja g € [0, 1] tal que

f(q,€) == (g, 1).
Observacgao 3.4. Vale ressaltar que quando

ei=e_(n)=N"+p", n>3

41
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temos que
As = Alg U O(Q: pin>7

onde AL é um conjunto hiperbdlico e

O(q,p™") NPer(f.) =2,

!/

ou seja, a dinamica da érbita de tangéncia estd separada da dinamica em A’.

3.1 Campos de cones hiperbdlicos

Considere uma folheacao F de f.(Q) cujas folhas sdo imagens pela aplicagao f. de
linhas verticais em Q. Entao, segue da Observagao 2.1 que as folhas de F sao verticais
nas regioes R}, R; e Ri e parabdlicas na regiao R.

Definicao 3.5. Para cada X € R}, defina Ep(X) como sendo a reta tangente em X
a pardbola P que contém X cuja equacao é dada por y = c(x — q)*> — \T + ¢, onde
JHX) = (7,§) (equacao (2.3)).

Observacao 3.6. Segue do Lema 2.18 que o maior valor absoluto que a inclinacao de
Ep(X) pode atingir na regidao RyN Ry é 24/c(A + p~! —¢). Além disso, esta inclinagao
é obtida pela intersecao entre y = c¢(x — ¢)> — A + € (pardbola mais baixa em R}) e a
reta {(z,p!) | z € [0,1]} e segue das equagoes (2.7) e (2.8) que a distancia entre os
pontos desta intersecao é dada por

Ty — 21 =2/ c LA+ p~L —e).

Note que estamos supondo ¢ < M\ e )\ < %, ou seja, a raiz dada acima estd bem
definida, pois A+ p~ ! —e > p~1 > 0.

Como f. é linear nas regioes Ry, R3 e R, as possiveis dificuldades em construir
campos de cones hiperbélicos aparecem em R préximas aos pontos de tangéncia. Com
o objetivo de abordar a dificuldade principal, iremos considerar que

2¢y/c(A+p~t —¢) < tan (17T_0) : (3.3)

isto é, o angulo entre Fp(X) e uma reta horizontal é menor que 7 para todo X €

10
R, N R;. Observe que fixado ¢ > 0, podemos escolher lambda e p~' suficientemente

pequenos e ¢ > 0 suficientemente grande para que a equagao (3.3) seja verdadeira.
Agora, faremos a construgao dos campos de cones em uma vizinhanca de (g,¢) e
depois apresentaremos uma idéia de como estender os campos para o conjunto AX.

Definicao 3.7. Denotaremos por

U = (Ryn R)\({g} x [0,¢])
a vizinhanga do ponto de tangéncia (q,¢).

Note que pela Afirmacao 2.40 do Teorema 2.37,

AN ({g} < [0,¢]) = {(g,€)}- (3.4)

A seguir, definiremos os campos de cones em .



43

Definigao 3.8. Para cada X = (z,y) € U, definimos o cone instavel C*(X) contido
no espaco tangente a R? em X por

C(X) = {(Ul,w) ere |l < L}

oo = 2¢|lz =g
e definimos o cone estdvel C*(X) contido no espago tangente a R* em X como
C*(X) =R\ C*(X).

O cone instavel acima estd bem definido, ja que para X = (z,y) € U o angulo
0(X) entre Fp(X) e a reta horizontal satisfaz

tan0(X) = 2¢(x — q) (3.5)
Além disso, C*(X) estd centrado na dire¢ao vertical e contém a reta Fp(X).

Proposigao 3.9. Seja X € UNA? e tome k o primeiro inteiro positivo tal que f*(X) =
X' € U. Entao,

k
Dff(X)C"(X) c C*(X) e |[DfE(X)v]| = p2|v]
para todo v € C*(X). Além disso, | Df=*(X)w|| > A2 ||w]|| para todo w € C*(X).

Demonstragao. Sejam X = (z,y) e X' = (2/,y'). Primeiramente, note que por (3.2),
existe Uy C U a componente conexa de f-"(R; N Rs) NU que contém (q,e) (veja
Figuras 3.1 e 3.3).

Afirmacgao 3.10. O primeiro tempo de retorno k satisfaz

log (se) 108 (wtr)
logA—t log p

k > max

Prova da Afirmacdo. De fato, daremos uma estimativa do tempo de retorno k£ para
os pontos em U, (que estao suficientemente préximos de (g, €)) e para os pontos em
U\Up.

Quando X € U, temos que f'(X) € Ry e, como os iterados de X precisam sair
da regiao [0,1] x [1 — %, 1] para retornar em U, existe j € N tal que n < j < k e
P (y —e) > 2. Entao,

Azp>0

piee —q)? > pPlela —q)? = dwo) "=y —e) > Py —e) > = (3.6)

Ol N

Do fato que k é o primeiro tempo de retorno de X em U e pela equagao (3.2)
concluimos que fi(X) € R3U R para todon <i < k— 1. Dai, f71(X’) = fF}(X) €
(RLURL)N Ry (j& que f-%(X') € U), ou seja, ), > A, onde x{, é a primeira coordenada
de f7Y(X') e R} =1[0,A] x [0,1]. Como A~'e < X temos que zj, > A\ le.

Iremos tomar A suficientemente pequeno para garantir que a distancia entre R}
e R seja maior que A (aqui vale ressaltar que precisaremos novamente escolher p~!
suficientemente pequeno e ¢ > 0 suficientemente grande para que a equagao (3.3)
continue sendo verdadeira). Logo, zp—A"'e > ), isto é, Axj—e > A2, donde concluimos

que
n>3 2
ATy —e) > ATS 5
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Assim,
—k (0 2 X'eU y Ky / vz0 | ’ -n / 2
A e(r" —q)" =N Y F Ay —¢e) > AP (Axg—e) > AT (A —¢e) > it (3.7)
onde na pentltima desigualdade usamos & >n e A7! > 1.
Portanto, segue de (3.6) e (3.7) que se X € Uy,
log <#> log <#>
k > max i) , ) (3.8)
log A—1 log p
Por outro lado, se X € U\Uy, temos que y = c(z — q)? — A\rg + ¢ e, dali,
k 2 k 2
pre(z —q)” = p" (Ao +y —¢) > 5, (3.9)

onde na ultima desigualdade:

o se y —e >0 (Figura 3.1(a)) entdo

Py —e) ="y —a >,

onde ¢ = p~""a (equagao (3.1)), ¢ é dado por (2.11) e p" 'y > a+¢, poisy > ¢
e X ¢ Uy. Logo,
Az9>0 k>n  (2.12) L2

POz +y—c) = ply—e) > p = 1-a>z>7

onde na pentltima desigualdade usamos o fato que a < 2 (equacdo (2.10)).

e scy —e < 0 (Figura 3.1(b)), como X ¢ Uy, existe j < k tal que p'y > 3, j& que
para retornar em U os iterados de X precisam sair da regiao [0, 1] x [0, 5]. Além
disso, segue da Afirmacao 2.40 que y < p~". Dal e pelo fato que X € AZ, temos
que X esta fora da regiao determinada pela parabola

Py-1. C {("E:gkfls(x)) | g)xfle(l‘) = C(:L” - Q)2}7
donde concluimos que xy > A~'e (ver equacao (2.6)), ou seja, Azg—¢e > 0. Logo,

k>j 1 2
przo+y—e)>p'y > ply > 2> o

Além disso, como f-*(X") € U, podemos concluir de modo andlogo ao caso anterior
que

2
M Fe(r' — @) = Ny +y —¢e) > 9 (3.10)
onde zj é a primeira coordenada de f(X’).
Logo, segue de (3.9) e (3.10) que se X € U\Uy,
log (%) log <#>
k > max ) ele ) (3.11)

logA\=1 log p
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n—1

Py 1
Lo Y B e e I in bt bty
b b Ry olg

p
/\_/ p"“ly - ,,,,g,,

<

Figura 3.1: Vizinhanca Up.

A afirmagao segue das equagdes (3.8) e (3.11). Dy

Agora, vamos mostrar que D f*(X)C*(X) C C*(X') para todo v € C*(X). Note
que como f. € linear nos primeiros k — 1 iterados obtemos

o ) ) o ) ol é k—1 2
Dfe(X)CH(X) = {( h ek oa] = (p> CVﬂ’?_q’}

que é um cone centrado na diregao vertical e estda contido Tf;1(X,)]R2. Dai e pela
definigao de f. em R, temos que D f*(X)C%(X) é um cone centrado em Ep(X’) (Figura
3.2) tal que o angulo orientado v(X’) entre as linhas do bordo de Df*(X)C*(X) e
Ep(X') satisfaz

(3.12)

Figura 3.2: Cones instaveis em U.

Considere

§(X') := arctan <W)

a largura do cone estéavel C*(X’). Entao, segue de (3.5) que

tand(X') = 111 [tan 6(X")| .
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Para obtermos boas propriedades geométricas para a aplicagao f. iremos mostrar
que v(X') é sucientemente pequeno, nao somente para garantir que D f*(X)C*(X) C

C"(X'), mas também garantir que

tan6(X’) = ;l|tan9(X’)|§Z\tan@(X’ﬂgtan(G(X’)—v(X’))

< tan(6(X') + (X)) < gtan (X)) (3.13)
¢ 1
tan(|0(X")] = [y(X)] = [6(XT)]) = 5[ tan §(X")]. (3.14)
Observe que para as equagoes (3.13) e (3.14) serem verdadeiras, basta provar que
tan [0( X’
[v(X")| < arctan (W) — |6(X7)]. (3.15)

Como estamos considerando |tanf(Y)| < {5 para todo Y € U (equagao (3.3)), temos
que existe uma constante C' > 0 tal que (3.15) é verdadeira se

tan |y(X")| < Ctan |0(X")]. (3.16)

Para obtermos (3.16), segue por (3.12) que é suficiente garantirmos que

(5)k 2 < Ctan|8(X")| = C(2c]2’ — q)
p) clz—q aw

ou seja,
A\
(—) < CP2’ — ql|z — 4 (3.17)
p
seja verdadeiro.

Afirmacao 3.11. A equacgao (3.17) € verdadeira.

Prova da Afirmag¢ao. Com efeito, segue da Afirmacao 3.10 que

 log §e(a’ —q)?

k — [ 2
)\ >\ —log A\ log 3c(z’ —q) A 9 log A—lo.
<— — =e 2log>\ log<;) = elog<5c(ac’—q)2> glog/\gp
p p
l_logp
9 log A
_ ! 2
~ (et -0
(&
N N o
log p —log 5c(z—q) A 9 —(log A\—1 )
<_ N =e 120gp log<;) = elog(ic(x_qF) Oglogpogp
p p

log A

1-1oep
= <gC($ - Q)Q) )

onde na primeira desigualdade de cada equacao usamos o fato que 0 < % < 1.

log A
log p
casos |2’ —q| < |xr—q| e |’ —q| > |x —q|, concluimos que a equagao (3.17) é verdadeira

se

Considerando que 3 < — < b (equagado (2.1)), assumindo ¢ > 1 e analisando os

9 1+3
(§c(x - q)2) < Cc*(z — q)?, para todo z tal que 0 < |z —¢q| < A. (3.18)
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Como 1 + % < 2 temos que (3.18) é verdadeira tomando ¢ suficientemente grande, o
que conclui a afirmagao. ¢

Falta apenas mostrar que a norma dos vetores de C’“( ) cresce, através da agao
de Df¥(X), por um fator de pelo menos p2. Seja v = (v1,v5) € C*(X). Dai,

4+ Az —
ol = v/or + oo 1o |v2|\/ q
e pelo Lema 2.19 temos que || Df*(X)v|| > p*|va|. Logo,
IDFEX)ll o | Ala—a)? pre(z—q)® 5
lRCPAd| RN _ _ > s
T T e = pE/e T p—" p\/— p

onde na ultima desigualdade tomamos ¢ suficientemente grande (mais precisamente,
¢ > 36) e na penultima desigualdade consideramos:

o pre(x —q)? > % para qualquer X € U (equagdes (3.9) e (3.6));

e pela Observagdo 3.6 temos que |z — g| < \/c (A + p~! —¢). Por outro lado, a
equagao (3.3) garante que

2¢/c(A+p~t — )<tan<17:)> < tan (%):1<4,

ou seja, \/c (A +p1 —e) < 2¢7L. Logo, |x — g| < 2¢7! e, portanto,

4+cF(r—q)? <8

e assim,
pre(xr — q)? - 2 1 1
4+AE(xz—q? 9 8 36
As contas para os vetores em C*(X) seguem de modo anélogo. ]

Observagao 3.12. Podemos estender os campos de cones para o conjunto A’ da
mesma maneira que em [LRO06], considerando

e = { () e | 21 < o

e C*(X) como sendo o fecho do complementar de C*(X) em R?, e analisando o conjunto
I(X)={ki € Z| f*(X) e U}
de visitas em U.
Os campos de cones definidos acima nos garantem o teorema abaixo.

Teorema B. Para todo ponto X ¢ O(0,r), A admite a decomposi¢cdo invariante e
continua TxA. = E*(X) @ E*(X) do espago tangente nas diregoes estdvel e instdvel.
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Demonstracao do Teorema B. A construcao dos campos de cones realizada na Propo-
si¢ao 3.9 e na Observacao 3.12, nos garante diregoes instdveis £*(X) para todo ponto
X cujos iterados para tras estdo sempre em Q e diregoes estaveis F*(X) para todo
ponto X cujos iterados para frente estao sempre em Q, lembrando que nao hé campos
de cones na érbita de tangéncia.

Logo, E*(-) nunca ¢é horizontal e E*(-) nunca ¢é vertical, donde concluimos que
existem dois campos de vetores unitarios e*(-) e e*(-) tais que (e“(:),(0,1)) > 0 e
(e*(+),(1,0)) > 0. Logo, Df*¥(X)e*(X) é paralelo a e*(f¥(X)) e Df*(X)e’(X) é
paralelo a e*(f=*(X)). O

Observacao 3.13. Vamos apresentar a demonstragao da Afirmacao 2.41 do Teorema
2.37 (Capitulo 2). Para isso basta observar que a decomposi¢ao dada pelo Teorema B
pode ser estendida para todos os parametros do intervalo I,,. De fato, como a tnica
6rbita de tangéncia O(0,7) de A., () desaparece para os parametros € € I,,, podemos
repetir a construcao dos campos de cones realizada na Proposicao 3.9 e na Observacao
3.12. Isso ira garantir que se € € [,, entao para todo X € A., A, admite a decomposicao
invariante e continua Ty A. = E*(X) @ E*(X) do espaco tangente nas diregoes estavel
e instavel, donde concluimos que A, é hiperbélico para todo ¢ € I,,.

3.2 Expoentes de Lyapunov nao-nulos

Comecaremos esta secao definindo os expoentes de Lyapunov.
Para cada X € Al ev e TxA., v# 0, seja

) 1
X(X,0) = lim_log | DFE(X)o]|

sempre que o limite existir. O Teorema de Oseledet ([Wa82, Teorema 10.2]) garante
que para toda u € M (f:) o limite acima existe para p-quase todo X € A* e é chamado
de expoente de Lyapunov.

Defini¢ao 3.14. Para cada pn € My (f:), definimos o conjunto
() = {x(X,v) | x(X,v) eziste para p-quase todo X € A}
de todos os expoentes de Lyapunov associados a probabilidade fu.
Nosso objetivo é demonstrar o seguinte resultado:

Teorema C. Eziste £ > 0 tal que

min{| sup x(p)|, [ inf x ()]} > €
para toda € My(fs).

Vale ressaltar que em [CLRO6] os autores provaram o mesmo resultado para a
aplicagao ferradura f, isto é, quando € = 0.

A prova do Teorema C' serda consequéncia de trés lemas que apresentaremos ao
longo da secao.

Primeiramente, seja

W = {(z,y) € Q| max{|z —q|,|y — 1|} < 1/c} (3.19)
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Figura 3.3: Vizinhanca I/IA//l

uma vizinhanga de (g, 1) (Defini¢do 3.3), onde ¢ > 0 é a constante da construgao de f
(Figura 3.3). Considere também

Vi=1[0,1] x (7/9,1] e Wy :=W,NA..
Observe que quando ¢ > 0 ¢ suficientemente grande I/If71 C R; C V1.

Definicao 3.15. Para cada X € Wi\([0,1] x {1}) definimos o tempo de fuga 7(X) de
X da vizinhanga Vi por

7(X) :=min{k € N | ff(X) ¢ Vi}.

Antes de enunciar o préximo lema, iremos considerar para cada X = (z,y) sufi-
cientemente proximo de um ponto de érbita de tangéncia, o seguinte cone instavel:

[v2] T 2/c(y + \Z)

CYX) = {(Ul,Ug) € R? | o] < ;} , (3.20)

onde (z,9) = f71(X).

£

Observacao 3.16. Note que o cone instavel definido acima estd contido no cone
instdvel dado pela Definigao 3.8, ja que para X = (x,y) € U,

1 4 4
< = .
2¢/c(y+ A7)  23/cly+ ¥ —¢) 2|z —¢

Lema 3.17. Se c e p sdo suficientemente grandes, entdo

IDEXX)e] e

- 9

o]
para todo X € Wi\([0,1] x {1}) e todo v € C*(X)\{0}, onde 0 := (0,0).

Demonstracao. Seja X = (x,y) € Wi\([0,1] x {1}) e considere 7 := 7(X) o tempo
de fuga de V; (Definigao 3.15). Comegaremos a demonstracdo dando uma estimativa
para 7.
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16
9y

logp
Prova da Afirmagao. Segue por construgao que para todo (z,y) € Rs,

fs(xay) - ()“T + (1 - A)apy - (p_ 1))

Logo, como o tempo de fuga de V; implica no tempo de fuga de Ry e f.(Vi\Rs5) C
Ry, segue que

log

Afirmagao 3.18. 7 >

fi(X) € RyCVy, ¥Vj=0,....,7—1, e

X)) = We+ (A =X),p7y—(p"—1)) ¢ W, (3.21)
isto é,
—(p" — = —_— > — T
S =9 P Ty T oy ~ logp’

onde na desigualdade (*) usamos o fato que

8 2 X€eRs

—<1-=pt <

9 —_ 3p — y?

para p suficientemente grande (mais precisamente, p > 6). Clpf

Agora, para todo v = (v, v2) € C*(X)\{0} temos a seguinte afirmagao:

Afirmagao 3.19. || DfI(X)v|| > p7|val.

Prova da Afirmagao. Com efeito, segue por construcao que f. € linear em Rj5 e que

DfE‘R5:(())\ 2)

Entao, pela equagao (3.21) obtemos
- (A0

IDFZ(X)oll = [(ATvr, pv2) || = pT[ve,

Portanto,

o que conclui a afirmagao.  [a¢

Assim, para todo v = (v, v2) € C*(X)\{0},

1 2
= /|02 2 < 1
o]l = V/[r]? + [v2 _|vz|\/(2\/@) +

e pela Afirmacao 3.19 obtemos

IDECOY . 2%y
v - 1 1+ dey
[[v]] \/E 1V Y
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Como pz > %@7 (Afirmagao 3.18), temos que

IDFEl | Spive
||| — 31+ ey

Do fato que X € W, C W, e por (3.19), obtemos

ly—1<l/c=cy<l+c=1+4cy <5+4c
e, entao,
[DFC] SRy
vl ~ 3vb+ic

Tomando ¢ suficientemente grande (mais precisamente, ¢ > 3—2) concluimos que

IDSE (XYl o

loll -~

Definigao 3.20. Seja VI/Z(]) a componente conexa de

fg(ﬁ//l)ﬂR1 , V—n<j3< =2
)Nk, j=-1
FW)NRs , ¥ji>0

que contém fI(q,€), onde n é dado por (3.2) (Figura 3.4). Considere

W= UMA/;(j—n)

j=>0

\/

Figura 3.4: Os conjuntos V[/Z(j) com j > —n.

Observagdo 3.21. Observe que quando j = 0 segue de (3.2) que Wi(j — n) =
Wi(—n) C Ry e (¢,e) € Wi(—n). Além disso, segue da linearidade da aplicacao
f- nas regices Ry, R3 e R5 que existe v > p~" tal que

Wi(—n) € [0,1] % [E,a + %} .
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O préximo lema nos garante que fora do conjunto W também obtemos uma boa
estimativa para o crescimento da norma dos vetores dos cones instaveis, sobre a agao

de Df..
Lema 3.22. Euxiste p; > 1 tal que, se X € AX\W e v € C*(X)\{0}, entdo

D f-(X)vl| > pafo]].

Demonstracao. Considere os conjuntos

Cl = {(Ul,UQ) €R2 | |U_1’ S 2} (S CQ = {(Ul,UQ) ER2 | :v—l; §7_§}7
V2

|vs]

onde v > 0 é dado pela Observacao 3.21. Seja T : R? — R? a transformacao linear
dada por

T(z,y) = (\z, py).

Note que a cada iterado por T, a norma dos vetores em C; crescem pelo menos por
um fator constante p; > 1, onde p; é a taxa de crescimento da norma do vetor (2,1)
e a norma dos vetores em Cy crescem pelo menos por um fator constante py > 1, onde

_—

p2 ¢ a taxa de crescimento da norma do vetor (y7'/2,1). Seja
p1 := min{py, p2}.
A Afirmacao 3.23 abaixo conclui a prova do lema, lembrando que pelo Lema 2.19,
[IDfe(X)er] <A e ||Dfe(X)e|l = p,

para qualquer X € Ri U R3 U Ry U R;5 .

Afirmagao 3.23. Para todo X € AX\W, C*(X) C C; ou C*(X) C Cs.

Prova da Afirmagao. Seja X € AX\W. Se O(X) NU = &, entao segue da Observagao
3.12 que o cone instavel de X é dado por

1
C*(X) =1 (v1,v,) € R? m<—},
) = { e er) 1<

donde concluimos que C*(X) C C;.

Por outro lado, se O(X) NU # &, iremos assumir sem perda de generalidade que
X = (x,y) € U. Analisaremos os possiveis casos de acordo com a localizacdo de X em
Uu.

Quando |z — ¢q| > %, segue da Definicao 3.8 que

e = { oo e v 0 2]

ou seja, v € Cy.
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Agora, suponha que |z — | < L. Segue de (3.4) que ({¢} x [0,¢)) NA. = @ e, pela
Afirmacao 2.40 do Teorema 2.37, existe 6 > 0 tal que

{Z,9) e ||T—q|<dey<e}nU=0.

Dai, tomando ¢ > 0 suficientemente grande tal que % < 0, temos que y > € e, pela

Observagao 3.21,
v

y>y—€=|y—€|>g-

Além disso, segue de (3.20) que
u 2 |U1| 1
CYX) =< (v,1n) R | — < ———1>,
[v2] T 2/c(y + \Z)
onde (z,7) = f-1(X). Entao, para todo v = (v1,v3) € C*(X)\{0},

£

lv1] 1 AE>0 ] 1 1
TS —F//—= < <= <772,
[v2| T 2¢/c(y + \7) 2ycy 2y
donde concluimos que v € C. [y O

Definicao 3.24. Seja pg > 1 a constante definida por

po := min{p'’?, p1}.

O que vimos com os Lemas 3.17 e 3.22 é que tanto em W\O(0,7) como em AX\W
a norma dos vetores instaveis tém crescimento exponencial pelo fator py, sobre a acao

de Df..

Para os vetores estaveis podemos fazer as mesmas estimativas obtidas nos lemas
anteriores, observando que o campo de cones estaveis é definido no espago tangente de
cada X € Al como

C*(X) :=RA\C*(X)

e, a acao de D f-! sobre esse conjunto é dada por

DfH(X)C(X) = RADf(X)C" (f-1(X))-

€

Dai, para X = (x,y) suficientemente préximo dos pontos de tangéncia, o cone
estavel é dado por

C*(X) := {(vl,vg) c R? | % > 2 c(y—i—)\f)},

onde (7,9) = f-!(X) e, para os pontos suficientemente longe destas tangéncias o cone
estavel é dado por

C/(X) = {(’01,1}2) S R2 ’ |U—1’ 2 \/g} .
Considerando a vizinhanca
Wo = {(x,y) € Q | max{|z, [y — r[} < 1/c} (3.22)

de (0,r) e N
Vo :=10,1/3) x [0,1] e Wy:=WyNA,,

temos que quando ¢ > 0 é suficientemente grande, VIN/O C Ry CW.
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Definicao 3.25. Para cada X € Wy\({0} x [0, 1]) definimos o tempo de fuga 7'(X)
de X da vizinhanca Vi por

7(X) :=min{k € N | f7(X) ¢ Vp}.

Entao, de modo andlogo ao Lema 3.17, temos que para todo X € Wy\{0} x [0, 1],

/(

X)
2 [|v]]

IDS7 (X )wl| = A~

para todo v € C*(X)\{0}.

Além disso, se Wy(—j) é a componente conexa de f-J (V[A//O) N R, que contém
f=7(0,7), definimos
W= U Wo(—j)
j=0

e, de modo andlogo ao Lema 3.22, existe A\; > 1 tal que
IDFZHX )] > AT |||

para todo X € A \W' e todo v € C*(X)\{0}.
Portanto, definindo a constante Ay > 1 por

Ao 1= min{)\l/z, A}

iremos concluir que para todo X € A’ a norma dos vetores estaveis tem crescimento
exponencial pelo fator \; ', sobre a acdo de Df!.

Finalmente, o terceiro e ultimo lema nos dara as estimativas para os expoentes de
Lyapunov.

Lema 3.26. Se X € A%, entao existem uma constante ¢(X) > 0 e sequéncias I, — +00

e jx — 400 tais que para todo v € C*(X)\{0} e w € C*(X)\{0} temos que
1D (Xl > e(X)pif vl e DL (X)wll > e(X)Ag” ||w]].
Em particular,

k k
DI 10, ¢ i PEIDLEN

lim su
p —+00 /{7

k——+o0

< log Ag.

Demonstragao. Fixe X € Al e seja
n(X)={keN| fHX)eW}.

Faremos a demonstracao do lema para os vetores no cone instavel, observando que
com argumentos analogos podemos concluir o resultado para os vetores no cone estavel
considerando o conjunto

W(X) = {k € N | f75(X) € Wo}.
Iremos considerar as seguintes possibilidades para n(X): vazio, finito ou infinito.

Caso 1. Quando n(X) é vazio, temos trés casos:
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e se O(X)NW = &, entao pelo Lema 3.22,
IDFEX)oll > pillvll = ool
para todo k € N;
e se X € W e existe
ko :=1+max{k € N| f*(X) e W},
entao, segue dos Lemas 3.17 e 3.22 que
IDFEX 0] > sy D (Xl = py~* ]

para todo k > ko. Dai, tome ¢(X) := py™;

e se OF(X) C W, entdo f*(X) € Rs paratodo k € N, ouseja, X € W _(1,1)\O(0,r).
Logo, se v = (v1,v2) € C*(X)\{0}, temos que vy # 0 e, como

Df6|R5:<é\ 2)

existe k; € N suficientemente grande tal que
k—k
IDFEX )] > o5~ 0]l
para todo k > k;. Logo, basta tomar ¢(X) := py*'. OCaso 1

Caso 2. Se n(X) é finito, basta tomar ky := max{n(X)}. Dai, utilizando os mesmo
argumentos do Caso 1, obtemos

IDFEX)oll > 5" D2 (X )
para todo k > ky. Assim, o lema é verdadeiro para X tomando

o(X) := pg "2 | DFE(X)fin > 0,

onde || - [/inr ¢ @ norma do infimo sobre os vetores de norma 1. O, qq 2

Caso 3. Quando n(X) é infinito, considere n(X) := {iy,42,143,... } e para cada k € N
seja

I == min{l > iy, | f{(X) ¢ Rs}
Dai, i < lp < ixyq para todo k € N e, como consequéncia dos lemas anteriores,
obtemos

ik 1 Lema 3.17 ik+l_lk lk lk Lema 3.22 lkf’ik ik
D (Xl = pg ™ FDHX ]| e [DHX)]] > pg [ DX )]
Portanto, para todo k € N
1D f2(X)ol| > pi " |D 2 (X)o]

e, tomando ¢(X) := py | D2 (X)[lint > 0, concluimos o lema para este caso.  Hiago 3

Demonstracao do Teorema C. Primeiramente, note que para toda probabilidade u €
M (f:) com suporte em A, temos que p(AX) = 1. Isto segue do fato que a drbita de
(0,7) tem medida nula para toda probabilidade f.-invariante.

Seja i € M1 (f.) e tome A, o subconjunto de A* para o qual existem os expoentes
de Lyapunov. Entao, segue do Teorema de Oseledet ([Wa82, Teorema 10.2]) que
1(A.) = 1 e pelo Lema 3.26 que todos os expoentes de Lyapunov estdo fora do intervalo
(log Ao, log po) para todo X € A..

Logo, basta tomar & := max{|log \o|, | log pol} O
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3.3 Cartas locais e aplicacao induzida

Nosso proximo objetivo serd mostrar a existéncia de variedades estaveis e instaveis
locais para AZ. A estratégia serd a utilizacao de uma aplicacao induzida para a qual
construiremos variedades estaveis e instaveis que estenderemos para f. por iteracao.

Além de definir a aplicacao induzida F de f., apresentaremos nessa secao a definicao
de um conjunto de cartas locais, denominadas cartas k-ergddicas (introduzidas em
[LRO6]). Tais cartas serdao necessirias para a construcao das variedades estaveis e
instaveis para aplicagao induzida F'.

Definicao 3.27. Sejam U; e Us os conjuntos definidos por
U =U\Us e Uy :=UNW(=n),

onde Wy(—n) € dado pela Definicio 3.20 (Figura 3.5).

h Y///X////?Luz

Figura 3.5: A vizinhanga U.

Claramente, Uy NUs = & e U = Uy UUy. Além disso, segue de (3.2) que (g,&) € Us
e como

Wi(0) := W1 = {(z.y) € Q | max{le —q|, [y — 1|} < 1/c},
para c suficientemente grande, VTA/; C RN Rs.

Observagao 3.28. Quando X = (z,y) € U;, temos que para todo j € N tal que
ply <pt, , o

JUX) = (N, p'y) € R
Por outro lado, se X € U, entao f(X) = (7,7) € W, e, para todo j € N tal que
PY— () =1)>1-3p7",

X)) = (VT + (1= N), 05 = (p) = 1)) € Rs.

Definicao 3.29. Para cada X € Uy\([0, 1] x {0}), definimos 171(X) o tempo de fuga
de X da regiao Ry por

71(X) := min{k € N | ff(X) ¢ Ry}

E, para cada X € Us\([0,1] x {e}), definimos m2(X) o tempo de fuga de X da
regiao Rs por
79(X) :=n+min{k € N | (X)) ¢ Rs}.
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Segue da Defini¢ao 3.29 e pela Observacao 3.28 que se X € U,
(X)) e RIN(RyURsURLURs) e fHX)e Ry, YO<k<m(X)-1
e, se X € Uy,
fPX(X) e REN(RyURsURy) e fH(X) € Ry, Yn<k<mn(X)-1

Agora, daremos a definicao da aplicacao induzida F' de f.. Seja W a vizinhanca
de O*(q,¢) dada pela Defini¢ao 3.20.

Definicao 3.30. Seja F' a aplicacao definida em
dom(F) == U U (R\J= (1)) U ((Rs U R)\IV) (3.23)
da sequinte maneira:
e quando X € (R3U R5)\W, definimos F(X) := f.(X);
o quando X € Uy, temos duas possibilidades:
o se [7'Y(X) € (Rs U Rs)\W, definimos F(X) := f7*(X);
o se f[1(X) € f21(U) C Ry, entdo F(X) = 7 (X);
o quando X € Us, temos duas possibilidades:

o se ?(X)(X) € Rs\W, definimos F(X) := (X))

o se [PY(X) € oY U) C Ry, entao F(X) := FET X))
e quando X € R\ 71 (U), definimos F(X) := f.(X).
Note que a aplicagdo F' nao estd definida em [0, 1] x {0} := W _(0,0) e nem em
[0, 1] x {1} := W;.(1,1), e a aplicacdo F~! nao estd definida em {0} x [0, 1] := W (0, 0)

e nem em {1} x [0, 1] := W (1,1).
Denotaremos por Ar o conjunto

Ap = (dom(F)NAZ)\0Q. (3.24)

Observacao 3.31. Com relagdo ao dominio de F' dado em (3.23), mostraremos mais
a frente (Afirmagao 3.46) que todo ponto X € A\ (Ap U 0Q) satisfaz

OYX)NAr#2 e O (X)NAp # 2.

3.3.1 Bolas poligonais

Definicao 3.32. Para cada X € A%, seja v = v,e"(X) + vse®(X) € TxA., onde €"(-)
e €°(+) sao os campos de vetores unitdrios dados pelo Teorema B. Definimos a métrica
|- |x por

[vlx == max{|va|, [vs}

e denotaremos por bola poligonal (Figura 3.6) o conjunto

B(X,6) ={X +v]||v|x <d}.
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X )

Figura 3.6: A bola poligonal B(X, ).

Considere a funcao w : @ — R definida por

W(X) = |z — q| , quando X = (z,y) €U
T sup{w(Y) | Y €U} , quando X € Q\U

Entao, segue do Lema 3.1 em [LR06] que existe uma constante C; > 0 tal que para
todo X € U,
CrwX)]-|x < |- <2[-|x, (3.25)

onde || - || é a norma euclidiana.

Observagao 3.33. Note que os lados direito e esquerdo de B(X,d) sao paralelos a
e"(X). Dai, se § é suficientemente pequeno, esses lados se aproximam da reta tangente
a pardbola que contém X (Figura 3.6).

Definicao 3.34. Sejam Lo(X,0) e Ly(X, ) os lados inferior e superior de B(X,0),
respectivamente, e seja L1(X,0) a intersecao entre B(X,d) e a reta paralela a E*(X)
que passa por X. Para cada i = 0,1,2 e 0 < ¢ < 1, denotaremos por L;(X,d)(s) C
Li(X,0) o segmento de raio <§ e mesmo centro que L;(X,0).

Apresentaremos agora trés resultados cujas demonstracoes sao exatamente iguais
as apresentadas em [LRO6].

Observagao 3.35. A idéia das demonstracoes dos Lemas 3.36, 3.37 e 3.40 se baseiam
no crescimento da norma dos vetores nos cones instaveis (que é exponencial pelos
Lemas 3.17 e 3.22) e no controle da inclina¢ao destes cones, levando em consideracao
a linearidade da aplicacao f. nas regices Ry, Rs e Rs. Além disso, note que o primeiro
retorno k£ a vizinhanca U necessariamente satisfaz £ > 7, onde 7 é o tempo de fuga
dado pela Definicao 3.29.

Para cada constante Cy > 0, iremos considerar
O(X,0) = 0Cw(X)
para todo X € U e todo 0 < 6 < 1.

Lema 3.36 (Proposicao 3.1 em [LRO06|). Eziste uma constante 0 < Cy < 1 tal que
para todo X € U e todo 0 < § < 1 temos que toda pardbola P € F NU que atra-
vessa o segmento Li(X,0(X,9))(1/4) também atravessa os segmentos Lo(X,0(X,0))
e Lay(X,w0(X,0)).

Neste caso, diremos que a parabola P u-atravessa a bola B(X,®(X,0)).
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Lema 3.37 (Proposigao 3.2 em [LRO06]). Existe 0 < 09 < 1 uniforme em U tal que se
Y € B(X,dw(X,0)), entdo a pardbola que contém Y u-atravessa a bola B(X, (X, 0)).

Definigao 3.38. Tome § > 0. Para cada X € U, sejam Fy(X,6) a menor faiza
vertical tal que Fy(X,0) D B(X,0) e Fg(X,d) a menor faiza horizontal tal que
Fy(X,0) D B(X,0). Denotaremos por R(X,0,d") o retangulo (Figura 3.7) dado por

R(X, 5, (5l) = Fv(X, 5) N FH(X, (5/)

Definigao 3.39. Tome X € U e seja k := min{l € N | f{(X) € U}. Diremos que
fE(R(X,6,8)) u-atravessa a bola B(X,d8") quando os lados da componente coneza de
fE(R(X,6,8))NQ que contém f¥(X) sao pardbolas que u-atravessam B(X, ") (Figura
3.7).

B(X,6)

R(X,5,0)

Figura 3.7: B(X,6) C R(X,4,0") e f*(R(X,6,5)).

Lema 3.40 (Coroldrio 3.1 em [LR06]). Se A e p~! sdo suficientemente pequenos, entao
para todo X € U e todo 0 < § < 1, se f¥(X) = X' € o primeiro retorno de X em U
entio fF(R(X,w(X),w(X))) u-atravessa a bola B(X', 6Cow(X")).

A seguir, iremos definir para cada X € A e 0 < 6 < 1 a bola poligonal es-
tavel /instavel que denotaremos por B**(X, ) e escreveremos us-bola poligonal.

Definigao 3.41. Seja 0 < § < 1. Para X € U, definimos a us-bola poligonal B** (X, J)
por
B*(X,0) := B(X,6C5w(X))

onde C3 > 0 € uma constante para a qual daremos uma estimativa mais a frente.
Quando X € A\U e existem ki, ky € N tais que

ki :=min{k e N| f*(X) eU} e
ko :=min{k € N | f¥(X) e U}
definimos
B*(X,6) := (B(X,0Cst,(X)) N E*(X)) x (B(X,6Cst:(X)) N E°(X)),

onde

() = min { 3 (R DL (4 )R (e
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1
LX) = i {3 P CONDL 2 DO -
Quando X € A\U com f7%(X) & U para todo k € N e existe ky € N tal que
ky :=min{k € N | f*(X) e U},

definimos
B*%(X,9) := (B(X, %503) N E“(X)) X (B(X,0C3ts(X)) N E*(X)),

onde ts(X) € definido como acima.

Quando X € A\U com fF(X) ¢ U para todo k € N e existe ki € N tal que
ki :=min{k € N | f7¥(X) e U},

definimos
B*(X,0) := (B(X,Cst, (X)) N E*(X)) x (B(X, %503) N ES(X)) )

onde t,(X) € definido como acima.
Finalmente, quando X € A\U € tal que f¥(X) & U para todo k € Z, definimos

1
B*(X,0) =B (X, g503) .

Por conveniéncia, denotaremos

BY(X,0) := B*(X,0) N E'(X), para i=u,s.

3.3.2 Propriedades de F' e cartas k-ergddicas
Seja I a aplicacao induzida de f. dada pela Definicao 3.30. Entao, note que:

(1) aaplicacao F' é localmente linear, exceto em R4. Dai, segue da Definigao 3.41 que
se X € (R3 U R5)\W, entao F(B"*(X,0)) é uma bola poligonal que u-atravessa
B"(F(X),d); aqui u-atravessar significa que F'(B*(X,¢)) é da forma

(B(F(X),0Ct,(F(X))) N E*(F(X))) x (B(F(X),0Ct(F(X))) N E*(F(X))),
onde t,(F(X)) > t,(F(X)) e t,(F(X)) < t,(F(X)).

(77) analogamente, se X € U é tal que F(X) € (R3 U R5)\W, entao F(B*(X,0)) é
uma bola poligonal que também u-atravessa B**(F(X),0).

(1i1) se X € U é tal que F(X) € U, o Lema 3.40 garante que para todo C3 < Cj e
todo 0 < § < 1, F(B"(X,J)) u-atravessa B*(F(X),0).

Em (i) e (i7), segue da linearidade de F' que F' = DF'.
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Lema 3.42. Seja X € U tal que F(X) € U. Entado, existe uma constante Cy > 0 tal
que para todo Yy e Yy na componente conera de B*(X,0) N F~1(B“(F(X),d)) que
contém X, obtemos

|DF(Y1) o DF™Y(F(Y2)) — Id|px) <

< WW(YO — F(Y3)|rx)

onde Id é a aplicagao identidade,

|DF (Y1) = DF(Y2)|rex) <

< W\F(YO — F(Y2)|rx) e

|IDF~(F(Y1)) = DFY(F(Y2))|x <

Cy
—Ys|x.
w(X) 2lx
Demonstragao. Como a aplicacao f. é de classe C? no compacto R4, temos que existe
uma constante Cs > 0 tal que ||D?f.(Y)|| < Cs, sendo || - || a norma euclidiana. Dai,

Df. e Df-! sdo fungoes Lipschitz. Além disso, segue da Definigao 3.30 que para todo
Y na componente conexa de B“(X,d8) N F~Y(B*(F(X),d)) que contém X,

F(Y)=foo fTHFY)) = feo TH(Y),

onde T : R?> — R? ¢ a transformagao linear dada por T(z,y) = (Az,py) e k € N.
Portanto,

IDF (Y1) o DFH(F(Y)) — Id|| =

= |IDf(fSHF () o T'“ Lo T™M o DTN (F(Ys)) — 1d]|
IDf(f(F(Y1) o DfH(F(Ye)) — Id]
H(Df(fH(F (V) - ng( (F(Y2)))) o D (F(Y2))]
IDf(fH(F M) = Df(fHF @)D (F(Y2)]
Col F(Y1) = F(Y2)

<
<

I

onde (s é uma constante dependendo de Cs.
Temos também que

IDF(Y1) = DF(Ya)|| = | Df(f (F(11))) o T*7' = Df(f7H(F(Ya))) o T
= | (D(fZHFM))) = DE(ZHF(Y)))) o T
IDf(f7HF X)) = DE(STHE@DIT

<
< G7|[F() = F(Ya)|,

onde C'; é uma constante dependendo de Cs.
Analogamente,

IDF~(F(Y1)) = DF~'(F(Y2))| < Gs||Y1 — Yal|,

onde Cy é uma constante dependendo de Cs.
Para concluir o lema, basta utilizar a equagao 3.25 que relaciona as normas || - || e
| - |x e obteremos a constante Cy dependendo das constantes Cy, Cs, C7 e Cs. O

Daremos agora a definicao das cartas k-ergodicas.



Definicao 3.43. Definiremos as cartas k-ergodicas como a familia de mergulhos
Tx : Bx(0,6) C R* — R?
para X € Ap e 0:=(0,0), satisfazendo:
(1) Tx € uma aplicagio afim, Tx(0) = X e
DYx(0)R* C E* ¢ DYx(0)R® C E?,
onde R* :=R x {0} e R*:={0} x R. Sev € R*UR®, entdo
Tx (v)[x = w(X)lvl;
(i) o conjunto Bx(0,9) € definido por
Bx(0,9) := T} (B"(X,0))
e munido da norma do mdximo | - |max dada por

|0||max := max{|v1],|va|}, para v =wv;(1,0)+ v3(0,1).

Chamaremos de aplicagoes k-ergodicas a familia de aplicacoes
ﬁ’X = T;éx) oFoTx.
e, as aplicacoes R
Fel= T;El(x) o F 'oTy,
serao chamadas de aplicacoes k-ergodicas inversas.
As aplicacoes e as cartas k-ergddicas satisfazem as seguintes propriedades:

1. para quaisquer Y7, Y> € Bx(0,9),

1
SITx () = Tx ()] < V1 = Yo < MTx (Y1) = Tx(Y2)lf;

1
Cﬂﬂ(X)
2. para cada X € Ap:

° )\§||v||max > ||DFX(0)U||maX para todo v € R, onde F(X) = f*(X).

o 02]|0]lmax < [|DEx(0)0]|max para todo v € R*, onde F(X) = f*(X);

62

Para X ¢ U, F = f. e as desigualdades acima seguem pela hiperbolicidade
uniforme de f. longe das tangéncias. Quando X € U, as desigualdades acima

seguem da Proposicao 3.9;

3. para todo Y] e Y5 na componente conexa de Bx(0,6) N F;l(BF(X)(O,(S)) que

contém 0, segue que

1Ex (Y1) = Fx (Y2) = DEx(0)(Y = Y2)||lmax < C3.Cal [ DEx(0)(Y1 = Y2) | mas-

Esta desigualdade segue do Lema 3.42 e da estimativa abaixo:

| Fx (Y1) — Fx(Ya) — DEx(0)(Yy — Y2)||max =

/1 (Dﬁx(t(}ﬁ —Y3)) — DFX(O)> (Y1 — Yg)dt‘

04 ~
< WHDFX(O)(K — Y5) |l max -Caw(F(X)).

Observagao 3.44. Note que se F(X) = f¥(X), temos que f. é linear pelo menos em
k — 1 iterados. Logo, qualquer possivel distorcao ¢ devido apenas ao ultimo iterado e,

além disso, é uniformemente limitada.
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3.4 Variedades estaveis e instaveis locais

Agora, iremos mostrar o seguinte resultado:

Teorema D. Para todo X € Af, existem variedades estdvel e instdvel W*(X) e
W*(X). Além disso, as variedades locais W, .(X) e WE.(X) sdo localmente o grd-
fico de aplicagoes de E5"(X) em E“*(X), respectivamente.

Conforme comentamos na secao anterior, a estratégia sera a utilizacao da apli-
cagao induzida F' para a qual construiremos variedades estaveis e instaveis locais que
estenderemos para f. por iteracgao.

Sejam (5 a constante dada pelo Lema 3.36 e (5 a constante dada pela defini¢ao

3.41 tal que B*(X,0) := B(X, C5w(X)).

Proposicao 3.45. Eziste 0 < 6; < 1 tal que se C3 := 6;Cy, entao para todo X € Ap
e todo 0 < § <1, existe um tnico par de curvas, W(X) e W(X), satisfazendo:

o W{(X) é tangente a E*(Y) para cada Y € W (X) N ﬂ F*(dom(F));

keN

o Wi (X) € tangente a E*(Y') para cada Y € WE(X) N ﬂ F~%(dom(F
keN

o W"*(X) € o grifico de uma fungao gy° : B**(X,0) — B*"(X, ) com constante
de Lipschitz menor que 5, onde

BY(X,6) := B*(X,6) N E'(X) = B(X,60,Cow(X)), i=u,s;

o F(W3(X)) D Wi(F (X)) e FH (W3 (X)) D Wi (F~H(X)).

Demonstracao. Como as aplicagoes e as cartas k-ergodicas satisfazem as propriedades
1, 2 e 3 (apresentadas no final da segao anterior), a demonstragao segue exatamente
como a prova em [LR06, Proposi¢ao 5.1]. O

Definiremos as variedades estavel e instavel de X para F' da maneira usual, isto é,

= JF W (F¥(X))) e WX, F):= | FrWF(X))).

k>0 k>0

Como estas variedades herdam a estrutura Riemanmiana de R?, existem duas métricas
que denotaremos por d® e d* de W*(X, F) e de W*(X, F'), respectivamente.
Agora, vamos a prova do Teorema D.

Demonstra¢ao do Teorema D. Seja X € A*\0Q e tome 0 < 6 < 1. Se X € Ap,
definimos as variedades estavel e instavel locais de X para f. por

LVE(}(Jj;);::LV?(}()}7) € VV?()(,];):::VV}()(,I7)

e, portanto,
WX, fo) =W(X,F) e WYX, f.) =W"X,F).
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Afirmacao 3.46. Se X ¢ Ap, existem ki, ky € N tais que
ki :=min{k € N| f7¥(X) € Ar} e ky:=min{k € N| f*(X) € Ap}.
Prova da Afirmagao. De fato, se X ¢ Ap, segue das equagoes (3.23) e (3.24) que
X e (R\U)U YUY U ((R3URs) N W).

Mostraremos a existéncia de k; em cada uma das possibilidades acima; a prova da
existéncia de ko é feita de modo anélogo.

Se X € (R\U), entdo como X € Af temos que X € Ry N R]. Mas, note que por
construgao e pela linearidade de f.|g,,

(RiNR)NAC f.(U uﬂfﬂ (Ry).

Dai, temos duas possibilidades:

e se X € f.(U), f71(X) eU. Logo, f71(X) € Ar; ou

2
e se X € ﬂ fZ(Ry), novamente, note que por construcio e pela linearidade de

=0
fz—:’Rlu

ﬂf”Rl NA; C f2U uﬁfﬂR1

Logo, temos duas p0381b1hdades: se X € ff( ), f7%X) € U e, portanto,
3

f-%(X) € Ar; sendo, X € ﬂ fZ(Ry). Repetindo esse processo, iremos garantir
=0

que existe k € N tal que X € f*(U), j4 que

m fI(Ry) = {0} x [0,p7"] C DQ.

320

Quando X € f71(U), segue que X € R{UR,URY, jdque X € AX. Se X € RyURY,
como f.(W)N f=1(U) = @ concluimos que f71(X) € (R3U R5)\W, ou seja, f-1(X) €
Ap. Por outro lado, se X € R}, entdo f='(X) € R; e o resultado segue do primeiro
caso.

Se X € (R3URs)NW , segue da Definicio 3.20 que existe k € N tal que f-%(X) € R;
e, portanto, a afirmacao segue do primeiro caso. [y

Logo, pela Afirmagao 3.46, definimos W (X, f.) como a bola aberta de raio 0 na
variedade Riemanniana f* (W*(f-*(X))) (considerando a métrica d*) e definimos
W#(X, f.) como a bola aberta de raio § na variedade Riemanniana f=*2(W?(f*2(X)))
(considerando a métrica d*). Neste caso,

WX, fo) = | FOVUHX) e WX L) = £75( (X)))-

k>kq k>ko

Quando X € 909Q\O(0, ), definimos as variedades estaveis e instaveis da seguinte
maneira:
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se X €[0,1] x {0}, W*(X, f.) = W*(0,0);

se X € {0} x [0,1\O(0,r), W*(X, f.) = W*(0,0);

se X € [0,1] x {1N\O(0,r), W5(X, f.) = W*(1,1);

se X € {1} x [0,1], W¥(X, f.) = W*(1,1).
O

Antes de finalizar esta secao, apresentaremos outras trés propriedades da aplicacao

Je-
Definicao 3.47. Seja g uma curva de classe C? definida por

s +— (g(s),s).
Dado n > 0, dizemos que a curva g é C? n-vertical quando
lg'(s)] <n e |g"(s)] <m, Vs € dom(g),

Proposicao 3.48. Ezistem n > 0, 0 < A < 1 e p > 1 tais que se (g(y),y) € uma
curva C? n-vertical contida em Ry el € N € tal que

l:=min{k € N| f¥(g(y),y) N Rs # 2},

entio qualquer curva C? (g(y),y) contida em f(g(y),y) N Ry também é C* n-vertical.

Demonstragdo. Seja (s, h(s)) uma curva C? tal que s € [—1,1], M/(0) =0, e — X <
h(0) :=yp < ee2c—1< h'(s) < 2c+ 1. Dai, h é uma curva convexa com um
unico ponto critico em s = 0, donde concluimos que h admite dois ramos inversos:
goh(s)=s>0egoh(s)=s<0. Suponha que g(y) = s > 0, onde y = h(s) (o caso
g(y) = s < 0 segue de modo analogo).

Entao, como 2¢ — 1 < h"(s) < 2c+ 1 e h'(0) = 0, obtemos

(2c=1)s < h'(s) < (2c+1)s e (2¢— 1)%2 < h(s) —h(0) < (2¢+ 1)%2

Segue da tltima estimativa que

Y—%Y / Y—"%Yo
< <
\/20+1 2+1 || \/ \/20—1

Daremos agora estimativas para ¢’ e ¢”. Como g(y) = s > 0, segue do Teorema da
Funcao Inversa que para todo s > 0,

oo 1 V2Zerli K
IO = e < e—s ~ e view Vi o)

onde K 1= === 26+ ¢é constante. Além disso,

g (h(s))-h(s) =1 = g"(h(s)).B(s).0(s) + g'(h(s)).h"(s) = O

= ¢"(h(s)) = AL (;(l/zi)};:(S)
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e, portanto, segue da primeira igualdade em (3.26) que

_ )2t l) K 327
(Y —yo)? (y —y0)?

19" ()] = (g (y))>.h"(s)|

onde K := (K1)3(2c + 1) é constante.

Considere a curva (A\g(y), p*y) para y € dom(g) e ¢ < p*(y — o) < 1, onde ¢ > 0
¢ dado pela equacao (2.11) e 0 < k£ < n — 1 (Figura 3.8). Note que como yy < ¢,

p>1 .

a+g

Figura 3.8: A estimativa ¢ < pF(y — o) < 1.
Além disso, esta curva é o grafico da funcao

O(y) = Ng(p~"y), para ¢ <y —pyo < 1.
Dai e de (3.26) segue que
ko K\ K\ K\ 2
()] = I\ (™ )™ < —— =~ — < ———, (3.28)
PENP Y =Y P 2NY — P Yo p?
onde na tltima desigualdade usamos y — p*yo > <.
Da mesma forma, pela equagao (3.27) concluimos

Ko)\k
©"(y)| = |Ng"(pFy)p | <
P/ (p~Fy — yo)?
Ko\F Ko\ec=3
= 5= ——— < T (3.29)
P2\ (Y — pPyo) p2

Antes de finalizar a demonstracao, lembre que f.|g, mapeia linhas verticais em
pardbolas de equagao y = c¢(z — q)? — Az + . Iremos escolher > 0 tal que a imagem
de qualquer curva C? n-vertical em R, tenha imagem por f.|r, contida em uma curva
(s,h(s)) satisfazendo 2¢c — 1 < h”(s) < 2c+ 1. Tomaremos A e p~! suficientemente
pequenos tais que os tltimos termos em (3.28) e (3.29) sejam menores que 7 para
k=1.

Vamos concluir a prova da proposicao. Seja (g(y),y) uma curva C? n-vertical
contida em R4 e tome [ € N tal que

l:=min{k € N| f(9(y),y) N R4 # 2},
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Como pelo pardgrafo anterior f.(g(y),y) estd contido na curva (s,h(s)), podemos
assumir (ap6s uma mudanga no parametro s) que o tinico ponto critico de h(s) ocorre
em s = 0. Para finalizar, basta observar que como f.|g, ¢ linear, a imagem de qualquer
curva C? n-vertical em R; continua sendo uma curva C? n-vertical. O

Proposicao 3.49. Seja V C Q um conjunto aberto tal que V N A, # @. Entao,
existem /@, ky, € N tais que

(i) existe Xy € A tal que ff‘t(V) D (W*(X1)NQ), onde W*(X;1)N([0,1] x {0}) # &
e W"(X1) N ([0,1] x {1}) # @;

(77) existe Xy € A¢ tal que £ (V) D (W¥(X2)NQ), onde W¥(X2)N ({0} x [0,1]) #
g eWs(Xo)N ({1} x [0,1]) # @.

Demonstra¢ao. Comegaremos provando o item (). Tome Y € V N A e considere
W*(Y)NV. Enquanto a componente conexa dos iterados de W*(Y) NV estiver con-
tida em R3 ou Rj, seu comprimento cresce exponencialmente. Entao, existe [ € N
tal que fLW*(Y) N V) intersecta os bordos inferior e superior de Rs ou de Rs. Por-
tanto, fIHH(W*(Y) N V) cruza a regiao Ry N Ry ou a regiao Ry N RE, donde conclui-
mos que fIP2(W(Y) N V) intersecta U N ([0,1] x {0}) e U N ([0,1] x {p~}). Assim,
fH3(WH(Y) N'V) passa por R, e intersecta [0,1] x {0} e [0,1] x {1}.

Se a componente conexa de W*(Y) NV estiver contida em R, basta iterd-la por f.
para atingir a regiao R3 U R5 e proceder como acima. Quando a componente conexa
de W*(Y) NV estiver contida em Ry, tome a componente conexa de f.(W*(Y)NV)
contida em U C R; e, entao, itere por f. até atingir a regiao Rz U Rj;.

Para concluir o item (i) basta considerar k), :=1+3 e X € fIB3(W*(Y)nV). O
item (ii) segue de modo andlogo, considerando f=*(V) e trocando as direcoes vertical
e horizontal. ]

Corolario 3.50. A aplicacao f. € topologicamente misturadora.

Demonstrag¢ao. Sejam V; e V, conjuntos abertos contidos em Q e considere k:;;l e ky,
os inteiros positivos dados pela Proposicao 3.49. Logo, para todo k > k:;;l + ky,, temos
que f*(V1) NV, # @, donde concluimos que f. é topologicamente misturadora. m

Observacao 3.51. Segue do Teorema D e da Proposicao 3.45 que existe uma constan-
te Ko > 0 tal que o comprimento de W;"*(X) é menor que Ky para todo X € A \0Q.

3.5 Semiconjugacao e estados de equilibrio

Apresentaremos a seguir a existéncia de uma semiconjugacao entre A, e o subshift da
Proposigao 2.45. Isso sera suficiente para demonstrar o seguinte resultado:

Teorema E. Dado qualquer potencial Holder-continuo ¢ : A, — R, existe um inico
estado de equilibrio ergodico i para f., associado ao potencial ¢.

Para cada k € N, seja P, uma particao degenerada definida da seguinte maneira.
Sejam Si com i < 3%* as componentes conexas de

fH(int(Q)) N f* (int(Q)),
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Figura 3.9: Particao degenerada P; para n = 3.

onde int(Q) := Q\0Q. Entao, definimos a parti¢cao (Figura 3.9) por Py := {S_}C}

Por conveniéncia, iremos considerar que os dtomos de Py sdo escritos da forma S} e
denotaremos por SY e S} os elementos de P, que contém (0, 0) e (1, 1), respectivamente.

Observacao 3.52. Note que:

e quando £ < n — 2, existem 2k componentes conexas que contém os segmentos
{NTg} < [0, pP el e [0, \Pe] x {p~T1r} para j = 1,2,... k. Observe que

(Vg p ) = f2(0.9) e (NepT M) = £7(q,0),
para todo j = 1,2,... k; e

e quando k =n — 1, existem: n — 1 componentes conexas que contém o segmento
[0,\77e] x {p~7*r} para j = 1,2,...,n — 1; n — 2 pares de dtomos que se
intersectam nos pontos (Mg, p’e) para j = 2,3,...,n — 1; e uma componente
conexa que contendo o segmento {q} x [0, ¢].

Considere k > n. Entao, a particao Py satisfaz:

(i) cada &tomo Si ¢ limitado por arcos das variedades estdvel e instdvel de (0,0) e
(1,1);

(i4) para cada k > n e cada i, f*(S!) é uma faixa cruzando Q de baixo para cima e
fF(SE) é uma faixa cruzando Q da esquerda para direita (Proposi¢ao 3.49);

(17) Para k > n, existem 2k pares de dtomos que nao sao disjuntos: suas intersegoes
contém os pontos f7(0,7) com j € {—k, ..., k} da érbita de tangéncia. Note que
devido a este fato, as particoes Py sao particoes degeneradas.

(<v) Cada &tomo S}, de Pry1 pode ser obtido como
F S NS N £ (S N SE),

onde S;,, C S,z. Dali, para cada —k + 1 <i < k — 1, a imagem f! de pontos no
mesmo elemento de P, pertencem ao mesmo elemento de P;.
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Proposigao 3.53. Se k > n, o comprimento do bordo de cada S tende a zero expo-
nencialmente com k.

Demonstragdo. Fixe k >mn e i € N e seja S := Sk € Py. Denotaremos por 9°S e 9“S
as componentes estavel e instavel do bordo de S, respectivamente, cada uma contendo
duas componentes conexas que denotaremos por

0°S_,0°SL C 0°S e 0"S_,0"S; C 0"S.

Segue da propriedade (iv) acima que podemos definir o itinerédrio de S desde —k+1
até k — 1. Observe que devido ao fato da dérbita de tangéncia satisfazer

F200,7) 75 (1,1) e £9(0,7) 7257 (0,0),

as possiveis dificuldades para analisar o itinerario de .S ocorrem quando existem valores
J1,72 € {0,...,k — 1} tais que f#1(S) C S} e f772(S) C SY. Nestes casos, definiremos
as sequéncias (kj1)jen € (k_jo)jen de pré-entradas em S] e em SY, respectivamente,
da seguinte maneira:

e seja ki :=my — 1, onde
my :=min{i € N | f(S) C Si}
e, para j > 2, seja

kjo =min{i > k1 | fIS)NS; =2 e fIF(S) C Stk
e seja k_19:= —mg + 1, onde
mo == min{i € N | f7'(S) C S}
e, para j > 2, seja
kjo=—min{i > ~k_ju0 | f7(S)NSY =2 e f77H(S) C ST}

Iremos considerar todos os casos possiveis para o itinerario de S. Primeiramente,
abordaremos o caso em que

NSt =g, fFHS)NS =2,

—k+17ék_j70 € k‘—l?’ékj,l, VJEN

Entao, segue por defini¢do das sequéncias (k;1)jen € (k—j0)jen que
fAS)YNSi =2 e f9(S)NSY =2 paratodo je{0,...,k—1},

donde concluimos que a norma de todos os vetores instaveis v, (tangentes a 0"S) e
todos os vetores estaveis vs (tangentes a 0°S) tem crescimento exponencial por D ff e
por Df* com fator p'/? e \'/2, respectivamente.

Logo,

E
2

— _k
IDFEX)vall = p2 e DY )usll = X732,
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para todo X € 0“S e todo Y € 0°S. Como o comprimento das variedades estaveis e
instaveis em Q para f. é limitado por cima (Observagao 3.51), existe uma constante
K; > 0 tal que

comp(9"S;) < Kl/fg e comp(0°S;) < Ki\%, parai= —, +, (3.30)

onde comp(-) denota o comprimento do conjunto.

Agora, daremos a prova da afirmacao nos demais casos para 9“5, pois para 0°S a
demonstracao sera analoga.

Se kj1 = k — 1, entao f*1(S) estd contido no dtomo de P; que contém o ponto
(q,1) = f*(q,e), isto é, f*~1(S) C Ry N Rs. Seja Ky > 0 tal que

comp(f*1(9"S)) < K.
Como as estimativas de crescimento em (3.30) sao validas até k;; = k — 1, obtemos

k-1

comp(0"S) < Kyp™ 2 = Kyp~ 2,

NI

onde K3 := Ka\/p.
Quando kj; <k —1<kji11,

FUS) C SY Wk <i<k-—1.

Do mesmo modo que vimos no caso anterior, as estimativas de crescimento em (3.30)
sao validas até o iterado k;;. Por outro lado, segue do item (ii) da construcao da
particao Py que

FE(S) = &5 (f2(9))

¢ uma faixa cruzando Q de baixo para cima. Entao, existe uma parte de ff 1 (omS)
(de tamanho menor que uma constante K, > 0) que escapa de S7, para a qual as
estimativas em (3.30) sdo vélidas até o iterado k. A parte restante de fi'(9vS)
estd contida na faixa horizontal [0,1] x [1 — p~*=*i1) 1] onde pelo Teorema D o

k—k;
. s . . . ’ ’ 7,1 .
comprimento maximo da variedade instdvel ¢ menor que C'y/ #—=. Logo, existe uma
constante K5 > 0 tal que

pkfk‘jyl k.

comp(0"S) < Kiyp 2 +C

]

Proposicao 3.54. Eziste uma semiconjugacao ®. Holder-continua e finita-para-um
entre (f-, ;) e o subshift de tipo finito (o awmy, Xam))-

Demonstragao. Seja @, : ¥4,y — A. a aplicacao definida por:
e se k > n, cada k-cilindro de z dado por
Ci(z) :={y | zi =y |i]| <k}

estd associado ao tnico atomo Sy da particao P, que possui a mesma palavra
central de Cy(x), isto é,
O (Cr(x)) := Sk; e
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o O (z):= ﬂ . (Ck(z)) define um tnico elemento = € A, ja que pela Proposi¢ao
k>n
3.53, (P(Ck(z)))ss, ¢ uma sequéncia encaixada de compactos nao-vazios com
diametro indo para zero exponencialmente com k.

Segue por construcao que ®. oo = f. o .. Além disso, ®. é sobrejetiva, ja que
para qualquer X € A, podemos construir a seguinte sequéncia x em X 4(,): para cada
k € Z, xp é o simbolo de uma das faixas verticais em Q que contém f*(X); desta
forma, obtemos pelo menos uma sequéncia x = (z)rez tal que ®.(z) = X.

Note também que @, é finita para um, pois para k > n, existem 2k pares de atomos
de Py cujas intersegoes contém os pontos fZ(0,7) com j € {—k,...,k} da érbita de
tangéncia, ou seja, os pontos da érbita de (0, ) possuem exatamente duas pré-imagens.

Para mostrar que a semiconjugacao . é Holder-continua, basta proceder da mesma
forma que na Afirmagao 2.24. O]

Demonstracao do Teorema E. Seja ®. a semiconjugacao dada pela Proposicao 3.54.
Primeiramente, note que como O(0,7) é um conjunto enumeravel infinito,

w(O0,1)) =0, Yue My(f.).

Além disso, segue do fato que a semiconjugacao @, é finita para um que ®-(O(0,r))
também é enumeravel infinito e, dai,

v (EA(n)\‘I)a_l(o(Oﬂ"))) =1, Wwe Ml(UA(n))-
Portanto, se v € M1(0a(n)) entao
Ol € My(fe), (3.31)

onde ®*v(-) = v(P1()).

Como ¢ e ®, sao aplicacoes Holder-continuas, temos que a aplicacao ¢. = g o P, :
Yam) — R é um potencial Hélder-continuo. Logo, segue da Proposicao 1.43 que
existe um tnico estado de equilibrio v (Gibbs) de 04,y associado ao potencial ¢..

Tome p := ®*v. Segue de (3.31) que p € My(f2).

Afirmacao 3.55. u € o estado de equilibrio ergodico para f. associado ao potencial

Prova da Afirmacgao. Considere
Ap =S4\ (0(0,7) e Ay = AL

Dali,
V(Sam\A) = (@71(0(0,1))) =0 e u(AN\As) = pu(O(0,7)) = 0.
Além disso, como ®. é uma bijecao entre A; e Ay, concluimos que (o4, V) €
(fe, 1) sao ergodicamente equivalentes. Entao, h,(cawm)) = hu(f:) (Proposigao 1.28).

Por outro lado, do fato que ®. é continua e sobrejetiva, segue que P (¢) < Py, (¢:) =
P,, (po®.) (Proposicao 1.38). Portanto,

T A(n)

Pfs (90) < PUA(n)((;D o (I)E) = hV(UA(n)) + /(SO o <I>a)dV

= ha(f)+ / oy = Py ().

Entao, y maximiza a pressao sobre A., como querfamos demonstrar.  [Ja¢ L]
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: u
3.6 O potencial —tlog J!
Seja ¥, . : A. — R o potencial definido por
U, (X) = —tlog JX(X),

onde J*(X) = || D f-(X)|gx(x)|| € o jacobiano instével de f. no ponto X. Denotaremos
por P(t) a pressao de U, .
O potencial VU, satisfaz as seguintes propriedades:

Propriedade 3.56. ¥, . ndo é continuo em {(1,1)}.

Demonstra¢ao. A demonstragao é analoga a feita para a aplicagao f na Propriedade
2.9, observando que

FE0,7) T (1, ).

Claramente, segue desta propriedade que ¥, . nao é Holder-continuo.
Propriedade 3.57. VU, . ¢ limitado.

Demonstracao. A prova é andloga a da Propriedade 2.11 de f. Basta notar que pelo
Teorema C,

1
3 logp < /log JYdp < log 2p, (3.32)

para todo u € Mj(f:) e, portanto, para todo t > 0

1
—tlog(2p) < / Wiedp < —t5 log p.

O

Agora, daremos uma condigao suficiente para existéncia de medidas conforme. Mais
precisamente:

Teorema F. Sejat > 0 tal que P(t) > —t% log p. Entao, existe um estado de equilibrio
e de f. associado ao potencial U, .

Antes de provarmos o Teorema F', apresentaremos trés lemas. O primeiro ird
garantir a semicontinuidade superior da entropia de f..

Lema 3.58. A aplicacao j1— h,(f.) € semicontinua superiormente.

Demonstragao. Pela Proposicao 3.54 segue que existe uma semiconjugagao @, : X 4¢,) —
A, Holder-continua e injetiva no conjunto de medida total 3 4,)\®-*(O(0,7)). Além
disso, segue da demonstracao do Teorema E que:

e para toda p € My(f:), hu(fe) = h@;l(#)(UA(n)% €
e para toda v € Mi(0am)), M (0am)) = ho.ow)([f2)-

Como a expansividade vale para X ,,), obtemos a semicontinuidade superior da
entropia de 04, €, consequentemente, para a aplicacdo p — hy(fe). O
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Ja que o Lema 3.58 garante a semicontinuidade superior da entropia, iremos destacar
o seguinte resultado sobre a unicidade de estados de equilibrio para potenciais contin-
u0s.

Proposicao 3.59 (Corolario 9.15.1, [Wa82]). Seja T : § — S uma aplicagdo conti-
nua de um espago métrico compacto S e suponha que a aplica¢do p— h,(T) é semi-
continua superiormente. Entao, existe um subconjunto denso W de C°(S,R) tal que
para cada pontencial ¢ € W existe um unico estado de equilibrio p de T associado a

©.

Vimos na Propriedade 3.56 que a aplicagao J* nao é continua. Dai, a convergéen-
cia na topologia fraca* de uma sequéncia vy — v ndo garante que [log J*dy, —
[ log J*dv. O préximo lema nos dard uma condigao para que esta convergéncia seja
satisfeita.

Lema 3.60. Seja (vy)ren uma sequéncia que converge para v na topologia fraca*. Se
v({(1,1)}) =0, entao

lim [ log JYdvy, = /log Jidv.

k—-+o00

Demonstragdo. Para cada m € N, seja S o dtomo da partigao P,, (dada pela
Proposigao 3.54) que contém (1, 1) e considere os conjuntos compactos

E,(1):= S} e E,(2) :=A\E(1).

Tome uma particao da unidade {X1m, X2m} tal que X;m|e,.(j) = 0ij, onde d; = 1 e
0;j = 0 quando ¢ # j.
Denotaremos por L € R e L € R o limsup e o liminf de [log J“dyy, respectiva-
mente. Tome a subsequéncia (v, )ien tal que L = lim / log JYdvy,. Por simplicidade,
1—+00
assumiremos que a convergéncia ocorre para a sequéncia (V4 )ren. Entdo, para todo
k > 0 e para todo m > 0 obtemos

/log Jddyy, = /X1,m log Jduy, —i—/XQ,m log J¥dvy,. (3.33)

Como J* é continuo em A \{(1,1)} (Propriedade 3.56) temos que

klirf X2,m log J'dvy, = /Xg,m log JYdv,

para todo m € N. Dai, como o lado esquerdo da igualdade em (3.33) converge para L

quando k — 400, temos que / X1,m log JZ'dvy, também converge quando k — 4o00.

Além disso, segue de (3.32) que

‘/Xl,m log JXdvy,| < (log 2p)v(Em(1)),

ja que v, "2 ) na topologia fraca*. Note que quando m — +oo, V(FE, (1)) — 0,
pois por hipétese, v({(1,1)}) = 0.

Por outro lado, segue do Teorema da Convergéncia Dominada (Teorema 1.20) e de
V({(1,1)}) = 0 que

lim X2,m log J'dv = /log Jidv.

m——+oo
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Portanto, tomando primeiro o limite quando £ — +o00 e em seguida o limite quando
m — +oo em (3.33), obtemos L = /log Jldv.

Fazendo o mesmo para L, também iremos obter L = / log JXdv, o que conclui o

lema. O
Definigao 3.61. Denotaremos por 61 a medida de Dirac no ponto fixo (1,1).

Lema 3.62. Seja (pu)ren uma sequéncia em My(f.) de probabilidades ergédicas tal
que

k——+o00
. —— 101 + asv

na topologia fraca*, onde az = 1 —ay com a; > 0, v({(1,1)}) =0 e v € My(f.) €
ergodica. Entao,

lim inf / log J* dyuy > % log p + as / log J* dv.

k——+o0

Demonstracao. Sejam E,,(1), En(2) € {X1.m,X2m} como no lema anterior. Dali, para
todo k > 0 e todo m > 0, obtemos

/1og Jddpy, = /Xl,m log Jg‘duk%—/)@,m log JXdpy. (3.34)

Por um lado, a continuidade de xa,, log J* (Propriedade 3.56) nos garante que

klim X2m log JEdpuy = as / Xa2,m log JEdv, (3.35)
——400
para todo m € N.

Falta considerarmos a parte x1,,log J* de (3.34). Para isso, seja ( > 0 pequeno.
Como por hipétese, a; > 0 e v({(1,1)}) = 0, temos que existe m’ > 0 suficientemente
grande tal que para todo m > m/,

1
I/(S;l) < §G1C.

Além disso, para todo m > m/

1

lim sup u,(SL) € [al,al (1 + —C)} e liminf u(Sk) > a.
k—+o0 2 k—+o0

Daqui em diante, iremos considerar m > m/.

Portanto, podemos assumir k suficientemente grande tal que

(1= Qa1 < p(Spyim2) < 1(Sp) < (14 Qan (3.36)

onde S} ., é o dtomo da particdo Py, ym2 que contém (1,1).

Observe que a aplicagao X1, log J* pertence a L' () para todo ¥ € My (f.), pois
log J* é limitado (Propriedade 3.57). Logo, como py é ergédica, segue do Teorema de
Birkhoff que para u; quase todo ponto X,

j—1

lim - Z(Xl,m log J*) o fA(X) = /Xl,m log JXdyuy, (3.37)

I 155
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Seja X satisfazendo (3.37). Note que as possiveis dificuldades para estimar x; ,,, log J
ocorrem nos pontos cujas orbitas futuras estao suficientemente préximas da oOrbita
futura de (0,7). Assim, iremos considerar que OF(X) estd préoxima de O*(0,r) e
analisaremos O"(X) decompondo-a em intervalos de tempo onde h4 visita em S} .

Se OT(X) N (SE\[0,1] x {1}) # @, existem j1, j2,j3 € Z, onde j; < ja < ja, tais
que pela equacao (3.2) obtemos

o fI(X)€EUC Ry e f/1(X) esta proximo de (g, €);

o fTnI(X) e RyN RY;

o fIt"(X) e RyN Ry e fI17(X) estd proximo de (g,1) = f™(q,¢);
o jp:=min{j > ji +n| fI(X) €S, CRsNR};e

o js = minj > js | fI(X) € Ry Ry e f21(X) ¢ R}

Pela equagao (3.36), temos que
i (O(X) N (SL\SL,,,e) < 201C. (339

Portanto, como log J* é limitado (Propriedade 3.57), existe uma contante Cy > 0 tal

que
1 .
lim —> " (x1mlog ) o f1(Y) < Co¢ (3.39)

imte 5

para todo Y € O(X) N (S} \S} . ,2)-

Logo, precisamos apenas analisar quando O(X) N S} +m2 7 9 isto corresponde as
6rbitas que permanecem pelo menos m? iterados em S} .

Suponha que O(X) N SH m2 # @. Nesse caso, vimos acima que a 6rbita de
X passard primeiro préximo de (g,e). Por simplicidade, iremos assumir que X =
(r+q,y) €U com x > 0 e, além disso, iremos supor que X pertence a faixa horizontal

1 1
Fh::{(x,y)EQlaerSyéaer},
para algum inteiro [ > m? onde f"(q,e) = (g, 1) € Rs N Rj. Dali,

F,NR,C f-"(RsNRy) C Ry.

Seja v* € E"(X). Observe que, por construgao, a inclinagdo de E*(X) (com
respeito aos vetores (1,0) e (0,1)) ¢ (1,2C)gcx), onde Cyy ¢ uma constante em [3, 3].
Entao, iremos considerar v* da forma

v = (1, 2C10C.§L’).

Dai, j4 que X € U e a equagao da pardbola que contém X é y = cx? — A\ + ¢, onde
(z,9) = f71(X), obtemos

¥ = <1, 2010\/5\/ Yy—¢€+ KX,A) )

com Ky = AZ. Como X € F}, temos que W <y — ¢, ou seja, podemos tomar

1
vt = (1, 2011\/5\/m + KX,)\) 5
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onde C;; € [3\[,3].

Segue da andlise de O(X) que antes de sair de S}, a dérbita positiva de X estd
contida na uniao Ry U R3 U R5. Entao, observando que apenas o trecho da érbita que
estd contido em S}, é que ird influenciar no valor médio de i, log J¥, basta darmos
uma estimativa para

1D fr e (Xt |
IDf+n(X)oe||

que é a expansao da norma de v" entre o (m + n)-ésimo iterado e o (m + n + [)-ésimo
iterado.
Por construcao, temos que

A0 - 0
Df€|R1:(0 p>:Df6|R5eDf€|R3:< 0 _p)'

Assim,

1
Dfam'*‘"(X)vu = (—)\m-ﬁ—n, —pm+n2011\/6\/—p2m+2n+l + KX)\)
1
= (—)\mML, —2011\/5\/3 + P2m+2"KX,,\>

e, apos [ iterados,

Df:@—i-n—&-l(X)vu — (_)\m—i-n—i-l7 _2011\/2\/pl + p2m+2n+21KX7>\> .

xA>0 2
Note que y/p! + p? T2 +2 Ky > Vol > pF | jdquel > m?, donde concluimos
que para m suficientemente grande,

|)\m+n+l| < ‘2011\/6\/Pl _}_p2m+2n+21KX7>\ .

Escolhendo a norma do méximo (j4 que em R? as normas sao equivalentes), temos
que para m suficientemente grande,

HDf?—i_n—’—l(X)UuHmaX = 2011\/5\/01 + ,02m+2"+21KX7>\.
Afirmacao 3.63. Eziste uma constante C'o > 0 tal que

[D £ (X )0 | ima
1D [+ (X )0 [ max

Prova da Afirmagao. De fato, se ||DfI""(X)v"||max = A™1", para m suficientemente
grande obtemos

||Df€m+n+l<X)UuHmaX B 2011\/_\/0 +p2m+2n+2lKX)\ KX)\>0 2011\/_\/_
D (X0 Amtn Amtn
> 2011\/Ep%)\4\/,

> C’12/0é )\4ﬂ

onde na ultima desigualdade,

()\m+n)71 1> )\4\ﬁ’
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jaAquem+n>0e <1
1
Por outro lado, quando || D fI"(X)v" || max = 2011\/5\/—1 + p?m2n Kk, para m
p

suficientemente grande segue que

||Df€m+n+l(X)vu||max B 2011\/5\/,01 + p2m+2n+2lKX7/\
D fr (X )v" || max

onde:

e na penultima desigualdade, note que

m?2 2m+2n

pr <1<p
ja que p > 3 e, tomando m > n,
\/p—m2 + p2m+2n < \/2p2m+2n < /2p4m — \/§p2m’ e

e na ultima desigualdade, segue da equagao (2.1) que % < —%

< b e, con-

siderando b < 2, obtemos p% < AL Dai,
m 1>m?
p2m < p% < >\f4m < )\74\ﬂ.
Para concluir a afirmacao, basta tomar C}5 := min{2C1;/c, g} Oaf

Logo, como f{(X) ¢ St parai=0,1,...,m+mn,

m-+n

3" (Xtmlog J2) o fi(X) = 0.

=0
Entao, segue da Afirmacao 3.63 que

m4n+l
; 1
Z (X1,m log J2') o f2(X) > log C12 + l§ log p 4 4V1log A,

=0

donde concluimos que para j suficientemente grande

L1 AT
Z'zongr Z\/_zlog%
J

J
, 0,
Z X1 l0g J2) 0 f2(X) + Col 2~ log Cra + 5 ;
=0

onde:

e (; é dado por

{s1,89,....s0,} ={s €[0,5] | f2(X) € Spsmre [2TH(X) &Sk ks
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e [; é tal que
f(_fﬁk(X) € S} paratodo k=0,1,...,l; —1;e

e Cy( segue de (3.39).

Como l; > m? para todo i = 1,...,¢;, temos que
[; < J = E—] < 1 < i
l; j Tl T m?
Entao, assumindo m grande o bastante tal que ‘ 5 log 012‘ < (, obtemos
l; 1
= log C1a| < |— log Cra| < (.
J m
Por outro lado, como j > > ; temos que
j oSk I VA
TP S 3R T DR S
e, tomando m suficientemente grande,
4 l;
> ZT\/_ log A > —(.

Observe que quando j tende a 400,

li | ——+00
ZTJ 2 (L) = (SL) — p(SEASL ).

Entao, segue de (3.36) e de (3.38) que

%li (1=¢) = 2a,¢ =ai(1 —3¢).

Assim, fazendo 7 — 400, temos para todo m suficientemente grande que

J

1 - 1
liminf ~ >~ (umlog J2) 0 f(X) 2 ar(1 = 3¢)=
j—too g

— CoC — 2. (3.40)

i=

0
Logo, segue de (3.37) e (3.40) que para todo m e todo k suficientemente grandes
(k em funcao de m)

lo
[ xumlog T2 = 1= 30257 - Go¢ - .

Dai, por (3.34) e por (3.35), obtemos

Jrog a2 = 1 =30 10p = Cog + a2 [ xamlog T2 -3¢,

para todo m e todo k suficientemente grandes (k em funcao de m).
Portanto, tomando o limite quando k& — +00, em seguida o limite quando m — 400
e, finalmente, fazendo ( — 0, obtemos

llim inf [ log JY duy > % log p + as / log J dv.
——400
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Apresentaremos agora a prova do Teorema F'.

Demonstracao do Teorema F. Seja P(t) a pressao de f. associada ao potencial ¥, . e
considere uma sequéncia (g )rey em Mi(fe) tal que para todo k € N,

1
) =t [ log It d > P(O) - 1.

Tome p € M (f:) tal que py sy 1 na topologia fraca*.
Suponha que
1= a101 + agV,

onde ay,as > 0, a3 +ay =1 e v({(1,1)}) = 0. Note que ay # 0, pois caso contrario,
[ = a0, e, pelo Lema 3.58,

huk(fe) - h,u(fa) = 0.

Dai, por hipdtese e pela equacao 3.32, obtemos

1 1
= — [ — u < — i u < —t=
t2 log p < P(t) kETOO t/log JEdpy, < tﬁefl\flllf(fs) /log JEdy < t2 log p,

o que ¢ uma contradicao.

Agora, segue dos Lemas 3.58 e 3.62 que

k—+o00

Pt) = lim (huk(fg)—t / logJ;‘duk)

IN

limsup Ay, (f:) — tl}im inf / log J¥ dpuy,

k—-+o00 —+oo

ha(f.) —t (% log p + as / log J* du>

IN

= a (hy(fg) —t/log Jgdy> —t%logp
< ay (hl,(fa) - t/log JY du) +a,P(t), (3.41)

onde usamos a hipdtese P(t) > —t% log p na ultima desigualdade. Observe que quando
a; = 0, a tultima desigualdade de (3.41) se torna uma igualdade. Do fato que a; = 1—as
e ag # 0, temos que

P(t) < (h,,(fs) _ t/log I du) |

Por outro lado, sabemos que P(t) > hy(f.) — t [log J*d¥ para qualquer ¥ €
M, (f.). Portanto,

P(t) = h,(f) — t/log JYdv,

donde concluimos que v é um estado de equilibrio de f. associado ao potencial ¥, ,
ap=0epu=v. O



Capitulo 4

Estabilidade estatistica

Nosso objetivo aqui é de demonstrar a estabilidade estatistica para a familia de per-
turbagoes definida no Capitulo 2. Dividiremos o capitulo em duas parte, onde na
primeira, apresentaremos um resultado que sera a ferramenta principal para que na
segunda parte, possamos concluir a estabilidade estatistica para a familia de desdo-
bramento da tangéncia homoclinica.

Antes explicaremos o que estamos considerando por estabilidade estatistica.

Definigao 4.1. Seja g € Diff'(M). Dizemos que g é Ck-estatisticamente estdvel,
k <, (ou, simplesmente, estatisticamente estdvel) quando eziste um aberto V(g) C
Diff*(M) tal que g € OV(g) e para qualquer sequéncia (g.)e0 em V(g) tal que g. = g,
todo ponto de acumulagdo na topologia fraca® de uma sequéncia (ue)e>o de estados de
equilibrios de g. associados a um potencial ¢. é um estado de equilibrio para g associado
a um potencial ¢ tal que @, = ®.

4.1 Teorema Principal

Primeiramente, iremos apresentar as caracteristicas gerais do conjunto de aplicagoes
que satisfazem esse teorema.

(H1) Seja G :[0,1] x M — M wuma aplicagdo continua, onde para cada € € [0, 1],
g-(+) :== G(e,-) € um difeomorfismo C* definido em uma variedade Riemanniana
compacta M.

e—0

(H2) |lg- — gollcr — 0.

(H3) Para cada € > 0, g. € um difeomorfismo Azioma A transitivo com conjunto
hiperbdlico Q(f.) = Ae. E, para e = 0, o difemorfismo go pertence a fronteira do
aberto de difeomorfismos hiperbolicos.

Lema 4.2. Para todo € > 0, existe uma semiconjugacao ®. entre (A., ge) e um subshift
de tipo finito (X4,04), onde A € a matriz de transicao (que ndo depende de ). Além
disso, ®. € injetiva sobre o conjunto residual

AL = AN\ gl(0"Puorp),
JEL
onde O°P e O"P sdo os bordos estdvel e instdvel (respectivamente) da partigao P dada

pela Proposicao 1.12.

80
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Demonstragao. Segue da hipétese (H3) e da Proposigao 1.35 que para cada ¢ > 0

existem um subshift de tipo finito (3 4(.), 0a()) € uma semiconjugagao @, : ¥ p) —

A., onde A(e) é a matriz de transicao do subshift e ®. é injetiva sobre o conjunto

residual AL = A\ U g2 (0P U O*P) (P é a particdo de Markov dada pela Proposicao
JET

1.12).

Além disso, como (g: )co,1] varia continuamente com o parametro ¢ (hipétese (H1)),
segue de (H2) e da continuacao hiperbdlica (Teorema 1.14) que (g.).>o é uma familia
de aplicagoes duas a duas conjugadas. Entao, existe uma matriz de transicao A (que
nao depende de €) tal que ¥ 4(.) := X4 para todo € > 0. Assim, a restricao do shift ao
espaco X4(¢) serd dada por o4. O

Lema 4.3. A semiconjugacao ®. dada pelo Lema 4.2 é Hélder-continua.

Demonstracao. A Proposicao 1.12 garante a existéncia de uma particao de Markov
P =A{Ry,..., R, } com diametro suficientemente pequeno, onde m é tal que X4 C 3,,,.
Além isso, para z = (..., x_1, %9, T1,...) tem-se que

O (z) = ﬂ Cn(z), onde C,(z) := ﬂ 9= (int R,,).

n>0 j=-n

Por construgao, temos que 0"P e 0°P sao formados por variedades instaveis e
estaveis, respectivamente. Dai, o comprimento do bordo de cada C,,(z) vai para zero
exponencialmente com n e, portanto, existem K > 0 e £ > 1 tais que Diam C,,(z) <
K& para todon >0 e todo x € Y 4.

Sejam z,y € X4 tais que ®.(z) = = # y = P.(y) e seja N > 0 menor inteiro
positivo tal que y € Cy(z), mas y ¢ Cni1(z) (pois se y € Cy(x) para todo n > 0
entao x = y). Logo,

(a) v,y € On(z) = [lo -yl < K& e

(b) z; = y; paratodo |i| < N e xni1 #yni1 OU T N1 Y N1 — d(z,y) = o
onde d é a distancia em >,,.

1
08 g . Portanto,

Seja v =

1®-(2) — @-(y)]| = |z —yll < K& = K(27)™" = K27") = Kd(z,y)",
ou seja, ¢, é y-Holder-continua. O

Observagao 4.4. A Proposicao 1.41 nos da a existéncia e unicidade de estados de
equilibrio para a familia {g.}.~o associados a um potencial Holder-continuo. Além
disso, segue da Proposicao 1.43 a existéncia e unicidade de estados de equilibrio para
o subshift de tipo finito o4 associado a um potencial Holder-continuo.

Na demonstracao do Teorema Principal, precisaremos identificar os estados de
equilibrio p. da familia (g.).~o com os estados de equilibrio v, do subshift de tipo
finito (X4, 04). Usando a semiconjugagao ®. dada pelo Lema 4.2, mostraremos existe
uma correspondéncia entre estes estados de equilibrio.

Proposigao 4.5. Seja € > 0 e tome p. : A. — R um potencial Hdélder-continuo.
Sejam . e v. os estados de equilibrio de g. e o4 associados aos potenciais p. e
¢ = - o b, respectivamente. Se Prv.(AL) =1, entao Piv. = p..
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Demonstragao. Fixe € > 0. Primeiramente, como ¢, e ®. sao aplicagoes Holder-conti-
nuas, a aplicagao ¢. = .o ®. é um potencial Holder-continuo. E importante ressaltar
esse fato, pois ele garante a unicidade dos estados de equilibrio tanto para g. quanto
para 4.

Suponha que ®}v.(A) = 1. Note que @ v, := fi, é uma probabilidade g.-invariante,
pois como &, ooy = g. o P, e 1. é oy-invariante, para qualquer boreliano E de A,
temos que

I(9-'(B)) = @v(g-'(B)) = ve(® 0 go ' (B)) = ve(oy' 0 @71(E))
= (P 1(E)) =n.(E).

Agora, considere A; := ®_1(AL) C X4 e Ay := AL Como AL é o subconjunto de A,
sobre o qual ®. é injetiva, . é uma bije¢ao entre A; e Ay. Além disso, 7. (A \Az) =0
e

Ve(Sa\A1) =1 —ve(A) =1 —v(®1(A])) = 1 — i (AD) =0,

ou seja, os sistemas (ge, i.) e (04, V:) sao ergodicamente equivalentes. Logo, segue da
Proposicao 1.28 que hy_(g:) = hy.(04).

Por outro lado, como ®. é continua e sobrejetiva, temos que Py_(¢.) < P, ,(¢:) =
P, ,(p: 0 ®.) (Proposicao 1.38). Portanto,

(o) < Poy(peo®.) = hy(o4) + / (. 0 ®.)d.
=y (ge) + / pedfi. < Py (02), (4.1)

isto é, Ti. ¢ um estado de equilibrio para g. associado ao potencial ..
Mas, do fato que ¢. é um potencial Holder-continuo, o estado de equilibrio de g.
associado ao potencial ¢, é tnico. Assim, fi, = p. e Piv. = pu.. O

Corolario 4.6. Na Proposi¢io 4.5, se trocarmos a hipdtese v (AL) =1 por
d. € uma conjugacao,
entao também concluimos que v, = p..

Demonstragdao. Basta observar que se ®. é uma conjugagao, entao AL = A, e P71 (A,) =
> 4. Portanto,
P v (AL) = v (PTN(AL) = v (Za) = 1.

£

Agora, daremos algumas hipoteses sobre a aplicacao limite gy := g.

(H4) A aplicagao g € nao-uniformemente hiperbolica com Q(g) :== A = A*U U 0(Q"),
jeN
onde:

e Para cada X € N*, o espagco Tx N* pode ser escrito como uma soma direta
TxM = E*(X) & E*(X)

de subespacos satisfazendo as condigoes (i) e (ii) da Defini¢ao 1.1; e
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o {Q;}jen sdo pontos de tangéncia tais que Q; ¢ Per(g) para todo j € N e

J 0(@N\O(@Q’) = {P}ien C Pex(g).

jEN

(H5) Suponha que existe uma particio de Markov P := {Ry,..., Ry} para A com
diametro arbitrariamente pequeno na qual

Jo@)) cS, onde S:= O R, N Ry.

jeN j.k=1

(H6) Além disso, suponha que exista uma semiconjuga¢io ® : ¥4 — A entre os
sistemas (04,24) e (g,\) dada por

b= () () o7 (int R,

n>0 j=—n
tal que

o O ¢ injetiva sobre A’ := A\S; e

o & ¢ finita-para-um sobre A’ U U 0(Q,).

jeN

Antes de enunciarmos o teorema central desta secao, daremos uma ultima ferra-
menta. Nessa proposicao, iremos relacionar os pontos limite fraco* quando ¢ — 0 da
sequéncia (fi.)-~o com os pontos limite fraco* quando e — 0 da sequéncia (v;).~o (dada
pela Proposigao 4.5 ou pelo Corolario 4.6). Para isso, precisaremos de uma hipdtese
que relacione as semiconjugacoes das aplicacoes g. com a semiconjugacao de g.

(HT) ||®.(z) — ®(2)| =2 0 para todo z € X, := ®-1(AL) N d~1(A).

Observagao 4.7. Note que a hipétese (H7) pode ser demonstrada quando para todo
e > 0 temos a mesma particao de Markov para cada A.. De fato, neste caso, basta

observar que como ||g: — gl|ct =22 0 obtemos
ﬂ g-7 (int R, = ﬂ g7 (int R,,),
j=—n j=-n
o que por construcao implica na hipétese (H7).
Observagao 4.8. Quando ®. é uma conjugagaoe S = U O(Q;), temos que v:(X4\X/) =
jEN
0 para todo € > 0. De fato, sob estas hipdteses, AL = A,

ve(7H(AL) = @lve(Ae) = pe(Ae) = 1= ve(Ba\ O (AL) = 0

ve(Ba\@TH(A)) = ve(Ba\@THANS)) < e (Ba\PTH(A)) + v:(27H(S)) =0,
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ja que X4 = ®7(A) (P ¢ sobrejetiva) e como ® é finita-para-um sobre U 0(QY),
i,jEN
temos que ®7!(8S) é uma colegao enumeravel de érbitas nao-periédicas em ¥ 4, ou seja,
tem medida nula para toda probabilidade o 4-invariante.
Por outro lado, quando ®*v.(AL) =1 e v.(P7!(A')) = 1, segue imediatamente das
contas acima que v.(X4\%/,) = 0.

Proposicao 4.9. Para cada € > 0, seja p. uma probabilidade g.-invariante e tome v,
uma probabilidade o s-invariante tal que v, = p.. Suponha que

O v(A)=1 e v (P (N)) =1, (4.2)

Se 1 € um ponto limite fraco* da sequéncia (jic)e~0, entdo p € g-invariante e existe
v uma probabilidade o s-invariante tal que v € um ponto limite fraco® da sequéncia
(Ve)eso € O = p.

Demonstracao. Primeiramente, vamos mostrar que a probabilidade p é g-invariante.
De fato, como p é um ponto limite fraco* da sequéncia (. )0, existe uma subsequéncia

(ek)k>0 com &g, "2 0 tal que fe, oo 1 na topologia fraca*. Dai, dado ¢ > 0, existe
ko > 0 tal que para todo k > ko,

‘/wduak—/@wdu‘{

para toda funcdo continua ¢ : M — R. Por outro lado, segue da hipdtese (H2) que
existe k; > 0 tal que ||g., — g/ < g para todo k > k;. Logo, como ¢ og: M — R é
uma fun¢do continua, obtemos para todo k > max{ko, k1 },

‘/¢Ogakdﬂak_/wogdu‘§
< ‘/wogskdugk—/wogdusk —i—’/ﬁﬂogdu%—/wogdu‘

< /Ilwogek—iﬁoglldueﬁgSng%:C.

Como p. € My(g.) para cada € > 0, temos que /wd,uek = /w 0 ge, djte, para todo

k>0 e, dai,
/¢du=/¢ogdu

para toda funcao continua v : M — R, donde concluimos que p é g-invariante.
Agora, seja v um ponto limite fraco® da sequéncia (v, ), 0. Claramente, v é uma
probabilidade o 4-invariante, ja que as probabilidades v,, sao o4-invariantes para todo

k > 0. Vamos mostrar que ®*v = p.

N . , . . k—4o00
Note que passando a uma subsequen01a Se necessario, podemos assumir que v, ——

v na topologia fraca*, ou seja, dado { > 0, existe ko > 0 tal que para todo k > ko,

’ / by, — / wdv

para toda funcao continua ¢ : ¥4 — R. Além disso, segue de (H7) que existe k3 > 0
tal que ||®., — ®| < § para todo k > k3 em ;. Entdo, como por hipétese ®*v. = pu.

<3
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para todo € > 0, temos que para todo k > max{ks, k3}

‘/Wusk—/l/zdcb*u = ‘/¢d@;ku€k—/¢d¢*u = ‘/Qboq)gkdysk—/zﬁo@dl/
< ‘/@Z)o@gkd%k—/@bo@d%k +‘/¢o®du€k—/zpo<bdl/

< [Iwots, —voldn, +5<5+5=c

onde na penultima desigualdade usamos o fato que ¥ o ® é uma funcao continua e na
ultima desigualdade usamos (4.2) e a Observagao 4.8 para concluir que

v (S4\Z,) =0, Vk > 0. (4.3)

Portanto, segue da unicidade da convergéncia na topologia fraca* que ®*v = y. Em
particular, v, converge na topologia fraca*. O

Corolario 4.10. Na Proposicao 4.9, se trocarmos as hipdteses dadas na equagao (4.2)
por

®, ¢ uma conjugacdao e S = U O(Q;),

i,jEN
entdo também obtemos a mesma conclusao desta proposicao.

Demonstra¢ao. Na demonstracao da Proposicao 4.9, sé utilizamos a equacao (4.2)
para garantir que a equacao (4.3) é verdadeira.
Mas, note que quando assumimos que . é uma conjugacao e S = U O(Q;), a
i,jeN
Observagao 4.8 também nos garante a equagao (4.3). O

Para nossos propoésitos (1), iremos considerar que:

(H8) ®. € uma conjugagao para todo € > 0.

(H9) 8= [ 0@).

ijeN

Observagao 4.11. Ao final da demonstracao do teorema principal, daremos os argu-
mentos necessarios para garantir que trocando as hipéteses (H8) e (H9), respectiva-
mente, por

(H8") ®fv(AL) =1 para todo 0 < € < € e para toda probabilidade v o 4-invariante; e
(H9') ®*v(A’) =1 para toda probabilidade v 0 4-invariante,
o resultado continua sendo verdadeiro.

Finalmente, vamos a prova do Teorema Principal.

Nos capitulos 2 e 3, vimos que cada aplicacdo f. com ¢ € I,,, n > 3, ou é conjugada a um subshift
de tipo finito ou existe uma semiconjugacao finita-para-um com este subshift.
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Teorema Principal. Para cada € > 0, sejam ¢. : A. — R um potencial Hélder-
continuo e p. o estado de equilibrio de g. associado a este potencial. Seja ¢ : A — R
um potencial limitado em A e continuo exceto em um subconjunto enumerdvel D de

A. Se existe uma subsequéncia (e)k=0 com &y "2 0 tal que
(i) $2y 0 Doy (2) =57 0 0 B(z) para todo x € £4\O7(D);
(17) P, (e, 0 Pe) > Py (po®) — % para todo k > 0; e

(i43) p € um ponto limite fraco* da sequéncia (pe, ) k>0 quando k — +oo tal que
p({X}) =0VX €D,

entao p é um estado de equilibrio para g associado a p.

Demonstracao. Sejam ¢, ¢ : X4 — R os potenciais dados por ¢, = ¢., o &, e
¢ = pod. Como ¢, e ®., sao Holder-continuos, ¢, é Holder-continuo para todo
k > 0 e, do fato que ® é continuo e ¢ é descontinuo em D temos que ¢ é descontinuo
em ®~1(D). Pela hipdtese (i), temos que

|on(z) — ¢lz)] "= 0, Vo e 4\07Y(D). (4.4)

Afirmagao 4.12. Se M, é o mdzimo da func¢dao ¢ para cada k > 0, entdao existe
M e R tal que klim M < M.
——400

Prova da Afirmagao. Com efeito, como ¢ é limitada, existe M, € R tal que |¢(z)| <
M, para todo z € X 4. Por outro lado, dado x € ¥ 4\® (D) segue de (4.4) que para
todo ¢ > 0, existe ko > 0 tal que |¢x(z) — ¢(z)| < ¢ para todo k > ky. Entao,

|0k (2)| < |on(z) — d(z)| + |p(z)| <+ Mo, VE> k.

Fixe ¢ > 0 e tome C := max{g“—i—./\/lo, max {]gbk( );z € EA}}. Logo, para cada

1<k<
z € LA\® (D), |¢r(z)| < C para todo k > 0.
Agora, suponha que khm M, = +oo, isto é, para ¢ > 0 existe k; > 0 tal que
——400

M. > ¢+ C para todo k: > ky. Além disso, como ¢y é uniformemente continuo, existe
d > 0 tal que [¢p(z) — ¢r(y)| < ¢ para todos z,y € ¥4 tais que d(z,y) < 6.

Para cada k > 0, seja x, € ¥4 tal que |¢p(z;,)| = My e seja Yy, € Ta\0~ 1(D) tal
que d(zy,y,) < d. Portanto, se k > ki,

C+C < My = ()] < lonlzy) — drly)l + loely,)l <+,
o que ¢ um absurdo. [lpg
Para cada k > 0, seja v o estado de equilibrio de o4 associado ao potencial ¢y.
Entao, segue do Coroldrio 4.6 que @7 v = ., para todo k > 0. Além disso, segue

do Coroldrio 4.10 (*) que existe ¥ um ponto limite fraco* da sequéncia (v,)x>o tal que
®*y = p. Dal, como u({X}) = 0 para todo X € D, obtemos

v({z}) =0, Vz € @_1(17)- (4.5)

—+00 —+00
Considere (1, );>0 a subsequéncia com k: — +o0 tal que vy, 7225 U na topolo-
gia fraca*.

2Aqui podemos assumir tanto as hipéteses (HS8) e (H9) quanto as hipéteses (HS') e (H9') que
obteremos a mesma conclusao. Basta trocar os Corolarios 4.6 e 4.10 pelas Proposigoes 4.5 e 4.9,
respectivamente.
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Lema 4.13. lim /gbkjdukj = /gbdl/

j—+oo

Vamos deixar a prova deste lema para o final da demonstracao do teorema.

Segue da hipétese (ii), do lema anterior e da continuidade superior da fungao
entropia que

P, (9) < hrn Py, (on;) < hrnsuph,,k (04) —|—hmsup/¢k dvy,

Jj—+ j—+o0 j—+oo
< ufon)+ [ 6dv < Puy0)

donde concluimos que v é um estado de equilibrio para o subshift 04 associado ao
potencial ¢ = p o .
Logo, tomando A; = X4\®71(S) e Ay = A\S, obtemos (?)

V(Ba\A1) = v(@7H(S)) = 0 e u(A\As) = u(S) =0,
ja que § = U O(Q;) e ®71(8S) sao colegdes enumerdveis de érbitas nao periddicas
jEN
em A e X4, respectivamente. Além disso, & é uma bijecao entre A; e Ay, donde
concluimos que (o4, v) e (g, ) sdo ergodicamente equivalentes. Logo, h,(04) = h,(g)

(Proposicao 1.28). Note também que como @ é continua e sobrejetiva, Py () < B,, (o
®) (Proposicao 1.38) e, portanto,

Py() < Paslpo ®) = (o) + [ (0o By =hylg) + [ i < Po(o).

Entao, p maximiza a pressao sobre A, isto é, y = ®*r é um estado de equilibrio para
g associado a ¢.

Agora, para concluir a demonstragao do teorema, vamos provar o lema 4.13.

Prova do lema 4.13. Seja ®71(D) = {z!,2?,...}. Para cada m € N, seja

Cpn(2") ={y €Xalyi= (2");, V|i| <m}, neN

e considere os conjuntos FE,, U Cn(z") e En(1) = Y4\En(0). Tome uma

particao da unidade {Xom, X1.m} tal que Xi,m|En(j) = 0ij, onde 0;; = 1 e §;; = 0 quando
i FJ

Denotaremos por L € Re L € Ro limsup e o lim inf de / ®r,;dvy;, respectivamente.

Podemos tomar uma subsequéncia (kj,);~o tal que L = lim Or;, dvy,; , mas por
1—-400

simplicidade, assumiremos que a convergéncia ocorre para a sequéncia (k;);-o. Entao,
para todo 5 > 0 e para todo m > 0 obtemos

/¢kjd7/k;j = /Xl,méﬁkjdykj +/Xo,m¢kjd7/k;j- (4.6)

3Estamos considerando as hipéteses (H8) e (H9). Ao final da demonstragao daremos as alteragoes
na prova quando assumimos as hipGteses (H8') e (HY').
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Afirmacao 4.14. ‘hg—n /legbkjdz/kj = /Xl,mgbdy, para todo m € N.
j—+oo

Prova da Afirmagao. De fato, dado ¢ > 0 temos por (4.4) e por Xi,ml|e,.0) = 0 que
existe jo > 0 tal que se 7 > jy entao

X1, (2) = X1.m(2)| < g

para todo z € ¥4 e para todo m € N. Além disso, como ¢ ¢ continua em $4\® (D)

€ Vg, 127 U na topologia fraca®, existe j; > 0 tal que se j > j; entao

'/Xl,m(bdykj _/Xl,m¢dy
para todo m € N.

Dai, se j > max{jo, j1} entao, para todo m € N, obtemos

‘/Xl,mgbkjdykj —/XLmedV

< )/Xl,mébkjdlfkj _/X17m¢dljk'j
¢ ¢

< =4+ ==
5 T5=G

¢
<_
27

<

+ ‘/Xl,m¢dykj - /XLmQSdV

o que conclui a afirmagao. [

Logo, pela afirmagao 4.14 e pelo fato que o lado esquerdo da igualdade em (4.6)
converge para L quando j — 400 temos que / X0,m Pk, dVy; também converge quando

j — +o00. Além disso, pela Afirmagao (4.12) obtemos

lim mOr.dv. | = lim mOr.dve. | = i duy,.

jj+®/xo’ Oy I j%1+00‘/xo’ Py j— oo /Em(o) P
< lim ldvg, < lim My v, (E,, (0

RS B (0) 9551, oo ks (Em(0)

< Mv(En(0)),

ja que vy, 72 U na topologia fraca*. Segue de (4.5) que quando m — +oo,
v(E,(0)) — 0.

Por outro lado, segue da equagao (4.5) e do Teorema da Convergéncia Dominada
(Teorema 1.20) que

lim X1,m@dv = / odu.

m——+00
Portanto, tomando primeiro o limite quando 7 — 400 e em seguida o limite quando

m — +oo em (4.6), obtemos L = /gbdu.

Fazendo o mesmo para L, também iremos obter L = / ¢dv, o que conclui o

lema. O
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Observacao 4.15. Note que pela Proposicao 4.9 e pela Observacao 4.8, o teorema
continua sendo verdadeiro quando trocamos as hipéteses (H8) e (H9) pelas hip6teses
(H8') e (HY'). Basta observar que os conjuntos A; = Y4\®}(S) e Ay = A\S na
demonstracao do teorema ainda satisfazem

v(Sa\A1) = v(27H(S)) =0 e u(A\Az) = 1(S) =0,
ja que pela hipdtese (H9') e pelo fato que ® é sobrejetiva,
V(A = v(Z\P7HS)) = v(@ HA)\PHS)) = PV (A\S) = P V(N) =1
e, como p = ®*v e A = 71 (Ay), segue que u(Ay) = 1.
Como consequéncia deste resultado, obtemos os seguintes corolérios.

Corolario 4.16. Para cada € > 0, seja . : A, — R um potencial Holder-continuo
e seja e 0 estado de equilibrio de g. associado a este potencial. Se existe uma subse-
quéncia (gx)g>0 com &g "2 0 tal que

(1) @e, 0 D, (2) gmase v o ®(z) para todo x € ¥4 e algum potencial continuo ¢ :

A—R;e
(1) p € um ponto limite fraco* da sequéncia (e, k>0 quando k — +oo,
entao p € um estado de equilibrio para g associado a .

Demonstracao. Primeiramente, observe que como ¢ ¢é continua, D = &. Dali, as
hipéteses (i) e (i7) deste coroldrio implicam as hipé6teses (i) e (iii) do teorema ante-
rior, respectivamente. Além disso, como ¢., e ®., sao Holder-continuos e ® e ¢ sao
continuos, temos que ¢, é Holder-continuo para todo k > 0 e ¢ é continuo e, pela
hipétese (i),

| r — CbHsup = SeuEp {|¢k(§) - ¢(£)|} guare 0,

donde concluimos pela Proposicao 1.39 que

k—+
|Po(ér) = Po(@)] < llfn = Sllawp — 0.
Portanto, a hipé6tese (ii) do teorema anterior também é satisfeita. ]

Corolario 4.17. Seja p : M — R um potencial Hélder-continuo e, para cada € > 0,
seja . o estado de equilibrio de g. associado a este potencial. Se ju € um ponto limite
fraco® da sequéncia (pe)eso quando € — 0, entdo p € um estado de equilibrio para g
associado a .

Demonstrag¢ao. Basta verificar a hipétese (7) no corolario anterior. Note que a sequén-
cia . dada no corolario é constante e igual a ¢. Por outro lado, como

|g-(X) — g(X)]| =% para todo X € Q,
segue por construgao de @, e de & que
|1®.(z) — ®(z)] == 0 para todo z € Tu.
Logo, como ¢ é Holder-continuo, existem v, K > 0 tais que
9o ®(z) — o b(z)] < K[[:(z) — B(2)[" =50

para todo z € ¥4, donde concluimos que a hipdtese (i) é satisfeita. O
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4.2 Os Teoremas G, H, [ e J

Seja (f:)ee(—zz) a familia a um parametro de difeomorfismos C? dada pela Definicao
2.14.

Tomando £ > 0 dado pela Proposicao 2.21, temos que (f:).c(—z0) ¢ uma familia de
difeomorfismos axioma A tal que

e—0
||f€ - fHC2 - 07

onde f = fy é aplicacao ferradura definida na Secao 2.1.

Entao, segue da continuagao hiperbdlica (Teorema 1.14) que para cada € € (—g,0),
existe V. uma vizinhanca C? de f. tal que para qualquer aplicacdo g € V. existe uma
conjugacao O, entre (A(g),g) e (A, fo), onde A(g) = O.(A.) é hiperbdlico. Dai e
pela proposicao 2.23, os sistemas (X3,0) e (A(g),g) também sdo conjugados, donde
concluimos que A(g) = Per(g). Portanto, a aplicacao g|a(y) € axioma A para todo

g € V.. Seja
Vo= U V..
e€(—€,0)

Note que f € 0V, pois f € F\V‘. Iremos denotar por ¢ a semiconjugagao entre
f e o dada pela Propriedade 2.6.
Assim, para o conjunto aberto V™, segue o seguinte resultado:

Teorema G. Sejam (g:)e=0 uma sequéncia em V~ tal que ||g- — fllcn =00, .
A(g:) — R wum potencial Holder-continuo, p. o estado de equilibrio de g. associado
a este potencial e considere . a conjugagao entre g. e o. Se existe uma subsequéncia

k——+o0
(ex)k>0 com g, " — 0 tal que

(1) e, 0 D.,(2) gmase o ®(z) para todo x € ¥4 e algum potencial continuo ¢ :

A—R;e
(79) w € um ponto limite fraco® da sequéncia (iic, k>0 quando k — +o0,

entdo i € um estado de equilibrio para f associado a . Além disso, se @ € Hélder-
continuo, entao . € Uunico.

Demonstrag¢ao do Teorema GG. Como cada g. é um difeomorfismo axioma A e ¢, é
Holder-continuo, a Proposicao 1.41 garante a existéncia e unicidade do estado de equi-
librio .. Dali, segue do Corolario 4.16 que p é um estado de equilibrio para f associado
a . Se ¢ é Holder-continuo, o Teorema 2.7 garante a unicidade do estado de equilibrio
L4 O]

Agora, para cada n > 3, tome I, := (¢_(n),e4+(n)) o intervalo de parametros
dado pelo Teorema A. Logo, pelo Lema 2.42, temos que (f:)ccs, ¢ uma familia de
difeomorfismos axioma A tal que

e—e4(n)

Hfs - fs+(n)”02

onde f., ) ¢ aplicagao estudada no Capitulo 3 com £, (n) := p~"a.

Portanto, para cada n > 3, temos novamente pela continuagao hiperbdlica (Teo-
rema 1.14) que para todo € € I,,, existe V.(n) uma vizinhanga C? de f. tal que para
qualquer aplicacao g € V.(n) existe uma conjugagao O. entre (A(g), g) e (Ae, f-), onde
A(g) = ©:(A.) ¢ hiperbdlico. Dai e pela Proposicao 2.45, os sistemas (Xa(n), 0am)) €

0,
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(A(g),g) também sao conjugados, donde concluimos que A(g) = Per(g). Portanto, a
aplicagao gl ¢ axioma A para todo g € V.(n). Para cada n > 3, seja

= U Ve(n)

Eeln

Note que f-, () € OV (n), pois f. ) € VT (n)\V*(n). Denotaremos por ®_ () a
semiconjugacao entre f. (n) € 04, dada pela Proposicao 3.54.
Logo, para cada n > 3, segue do 4.16 que o conjunto aberto V' (n) sastisfaz:

Teorema H. Seja n > 3 e considere (g:)e~o uma sequéncia em V*(n) tal que ||g. —

Jermllen S22+ 0, ¢ : A(ge) — R um potencial Hélder-continuo, pu. o estado de

equilibrio de g. associado a este potencial e ®. a conjugacao entre g. e oawm). Se existe

k—+00
uma subsequéncia (€x)k>o com e, — e4(n) tal que

(1) e, © De,(2) "2 o b, () para todo x € L awm) e algum potencial continuo
2 AE+(TL — R €
(17) p € um ponto limite fraco® da sequéncia (pe, k>0 quando k — +oo,

entdo p € um estado de equilibrio para f. () associado a . Além disso, se ¢ €
Hélder-continuo, entao p € unico.

Demonstracao do Teorema H. A prova é andloga a do Teorema G, substituindo o
Teorema 2.7 pelo Teorema FE. ]

Para finalizar a secao, exibiremos resultados analogos aos Teoremas G e H para
medidas conforme. Para cada t > 0, consideremos ¥, : A — R o potencial dado por

Uy (X) = —tlog J*(X),

onde J*(X) = ||[Df(X)|gwx)|| (ver Teorema 2.12), e para cada n > 3, seja W, :
A., (n) — R o potencial definido por

\Ijt,@r(n) (X) =—t IOg J;l; (n) (X)u

onde J* (X)) = [|Df-; ) (X)|pu(x) || (ver Teorema F).

Teorema I. Sejam (g:)e>0 uma sequéncia em V=~ tal que ||g- — f|lcr = 0, Uy :
A(g:) — R o potencial dado por V,.(X) = —tlog||Dg.(X)|gu(x)|l, e 0 estado de
equilibrio de g- associado a este potencial e considere ®. a conjugag:do entre g- e o.

, S o k—+o00
Se existe uma subsequéncia (ex)g>0 com e, —— 0 tal que

. 1
(1) Pr(Wy) > —t5logp;
(i1) Py(Pye, 0 ®.,) > Pr(W, 0®) — 2 para todo k > 0; e
(13i) p € um ponto limite fraco* da sequéncia (piz)e>o quando € — 0,

entao p € o estado de equilibrio para [ associado a V,.
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Demonstracao do Teorema I. Como cada ¢g. é um difeomorfismo axioma A e, pela
Proposicao 2.27, ¥, . é Holder-continuo, temos que a Proposigao 1.41 garante a exis-
téncia e unicidade do estado de equilibrio p.. Além disso, a Propriedade 2.11 garante
que o potencial ¥, é limitado em A e a Propriedade 2.9 garante que ¥; continuo em
A\{(0,0)}. Logo, segue do Teorema Principal e do Teorema 2.12 que p é o estado de
equilibrio para f associado a W;. O

Teorema J. Seja n > 3 e considere (g:).>0 uma sequéncia em V*(n) tal que ||g. —
e—e4(n)

feomller — 70, ¥y ot A(g.) — R o potencial Holder-continuo dado por W, (X) =
—tlog || Dge(X)|guix)l, pe 0 estado de equilibrio de g. associado a este potencial e P,

. ~ . ~ . k—-4o00
a conjugagdo entre g. € Oam). Se existe uma subsequéncia (€x)p>0 com e, — €4(n)
tal que

(1) Pr. o (Veerm) > —télog p;
(@) oy (e, 0 Pey) > Poy (Wi (n) © Pey(n) — = para todo k > 0; e
(73i) p € um ponto limite fraco* da sequéncia (pie, k>0 quando k — 400,
entao ji € um estado de equilibrio para f. ) associado a Wi, ().
Demonstracao do Teorema J. A prova é analoga a do Teorema I, substituindo:
e a Proposicao 2.27 pela Proposigao 2.49;
e as Propriedades 2.11 e 2.9 pelas Propriedades 3.57 e 3.56, respectivamente; e

e 0 Teorema 2.12 pelo Teorema F'.
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