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Resumo

Nesse trabalho fazemos o estudo do desdobramento de uma tangência homocĺınica
acumulada por pontos periódicos contida na ferradura com três faixas que foi intro-
duzida por [Ki96] e estudada por [Ri01]. Mais precisamente, iremos mostrar que
depois de desdobrar a tangência, não apenas temos hiperbolicidade frequente (existên-
cia de intervalos abertos de parâmetros onde há hiperbolicidade e que se aculumam
em zero, c.f. [Ri01]), como também outros resultados obtidos no caso da tangência
continuam valendo para os difeomorfismos no bordo desses intervalos de parâmetros;
com certa frequência (arbitrariamente próximo da primeira bifurcação, há paramêtros
exibindo tangências - homocĺınicas e heterocĺınicas - nos quais) obtemos as seguintes
propriedades: existência de variedades estáveis e instáveis; toda medida invariante tem
exponente de Lyapunov não-nulo; estados de equiĺıbrio únicos para potenciais Hölder-
cont́ınuos e estado de equiĺıbrio para −t log Ju, t ≥ 0; e estabilidade estat́ıstica.

Palavras-chave: Hiperbolicidade não-uniforme, tangência homocĺınica, estados de equi-
ĺıbrio, estabilidade estat́ıstica.
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Abstract

In this work we study the unfolding of a homoclinic tangency accumulated by peri-
odic points contained in horseshoe with three bands that was introduced by [Ki96]
and studied by [Ri01]. More precisely, we show that after unfolding the tangency
not only do we have frequent hyperbolicity (existence of open intervals of parameters
where there hyperbolic that goes to zero, as [Ri01]) but other results in the case of
tangency remain valid for diffeomorphisms on the border of these intervals; frequently
(arbitrarily close to the first bifurcation, there are parameters showing tangencies -
homoclinic and heteroclinic - at which) we get the following properties: existence of
stable and unstable manifolds; every invariant measure has non zero Lyapunov expo-
nent; unique equilibrium measures for Hölder-continuous potential and existence of
equilibrium state for −t log Ju, t ≥ 0; and statistical stability.

Keywords: Non-uniform hyperbolicity, homoclinic tangency, equilibrium states, statis-
tical stability.
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colocastes em meu caminho!

A minha amiga, companheira e esposa Lilia Candella de Oliveira Pinheiro, por todo
amor, incentivo, apoio e carinho. Sem você não conseguiria chegar tão longe.
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para que eu pudesse viver esse momento de aprendizado e realizar este trabalho.

v



Conteúdo
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Introdução

O tema que se propõe neste estudo “formalismo termodinâmico e estabilidade estat́ıs-
tica no desdobramento de tangência homocĺınica”, mostra-se relevante na atualidade,
tendo em vista que é bem conhecido que os desdobramentos de órbitas homocĺıni-
cas não-transversais de difeomorfismos podem originar sistemas incrivelmente ricos
em comportamentos complexos. Um programa foi proposto por Palis [PT93], que
visa compreender todas as complexidades dinâmicas além da hiperbolicidade uniforme
através do estudo de bifurcações homocĺınicas.

Este programa tem origem no trabalho de Newhouse e Palis [NP76], sobre a fre-
qüência de conjuntos de bifurcação no desdobramento de tangências homocĺınicas.
Nesse artigo, difeomorfismos antes da primeira bifurcação são Morse-Smale. Palis e
Takens [PT85, PT93], inspirados pelos trabalhos de Newhouse, estudaram a prevalên-
cia de hiperbolicidade uniforme em arcos de difeomorfismos para os quais o conjunto
não-errante do difeomorfismo na bifurcação é a união de um conjunto básico não-
trivial do tipo sela e uma órbita de tangência. A freqüência de não-hiperbolicidade foi
estudada por Palis e Yoccoz [PY94, PY09].

Teoremas que mostram a abundância de hiperbolicidade não-uniforme, ou de atra-
tores caóticos, foram obtidos por Jakobson [Ja81] para transformações em dimensão
um com pontos cŕıticos e por Benedicks e Carleson [BC91] para a aplicação de Hénon.
Mora e Viana [MV93], Dı́az, Rocha e Viana [DRV96] foram além e provaram a existên-
cia de atratores caóticos em bifurcações globais bastante gerais de difeomorfismos. Veja
Wang e Young [WY01] para propriedades mais avançadas destes atratores. Para outros
desenvolvimentos subseqüentes na teoria de dinâmicas não uniformemente hiperbólicas
para aplicações tipo-Hénon, veja [BV01, BV06, BY93, BY00, Vi93, WY08].

Nesse trabalho fazemos o estudo da famı́lia (fε)ε∈(−ε,ε) de desdobramento de uma
tangência homocĺınica acumulada por pontos periódicos contida na ferradura com três
faixas f0 que foi introduzida em [Ki96] e estudada em [Ri01].

Rios [Ri01] demonstrou que a famı́lia (fε)ε∈(−ε,ε) é formada por difeomorfismos
hiperbólicos quando ε ∈ (−ε, 0) e, para os parâmetros ε ∈ (0, ε), mostrou que fre-
quentemente há tanto hiperbolicidade uniforme como também a presença de tangên-
cia.

Também em [Ri01], foi provado que a ferradura f0 pertence a fronteira do conjunto
de sistemas uniformemente hiperbólicos e foi constrúıda uma decomposição hiperbólica
para os pontos fora da órbita de tangência. Em [CLR06] os autores mostram que toda
medida f0-invariante tem exponente de Lyapunov não-nulo. Leplaideur e Rios [LR06]
fazem a construção de variedades estáveis e instáveis para f0 e mostram a existência
e unicidade de estados de equiĺıbrio associados a pontenciais Hölder-continuos. Mais
tarde, os mesmos autores em [LR09] apresentam a existência e unicidade de estados
de equiĺıbrio para o potencial −tlogJu, onde Ju é o jacobiano da aplicação na direção
instável Eu. Ainda para a aplicação f0, Leplaideur em [Le11] provou a analiticidade
das funções pressão em todo conjunto R e, com isso, mostrou a ausência de transições
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de fase.
Aqui, iremos mostrar que depois de desdobrar a tangência, encontramos intervalos

abertos de parâmetros acumulando em zero onde há hiperbolicidade (c.f. [Ri01]) e,
além disso, o bordo desses intervalos é formado por difeomorfismos exibindo tangências
homocĺınicas ou heterocĺınicas. Para estas aplicações provamos resultados similares
aos da aplicação f0, tais como: a existência de uma decomposição hiperbólica e de
variedades estáveis e instáveis para os pontos fora das órbitas de tangência, o fato que
toda medida invariante tem exponente de Lyapunov não-nulo, a existência e unicidade
de estados de equiĺıbrio associados a pontenciais Hölder-continuos e a existência de
estados de equiĺıbrio para o potencial −tlogJu.

Demonstramos também que em cada um destes intervalos de parâmetros a famı́lia
(fε)ε∈(−ε,ε) é estatisticamente estável, no sentido que todo ponto limite fraco∗ de estados
de equiĺıbrio para difeomorfismos no interior do intervalo é um estado de equiĺıbrio para
um difeomorfismo no bordo do intervalo.

Agora vamos exibir alguns motivos pelos quais fazemos o estudo de estados de
equiĺıbrio associados a −tlogJu. Primeiramente, note que devido à presença de órbitas
de tangência, o jacobiano instável dos sistemas nos bordos dos intervalos de parâmetros
deixa de ser cont́ınuo e, por isso, é necessário uma atenção especial. Para qualquer
t 6= 0, o estado de equiĺıbrio associado ao potencial −t log Ju é usualmente referenciado
como medida t-conforme. Na dinâmica hiperbólica, esta famı́lia de medidas é muito
significativa e carrega bastante informação. De fato, quando a medida SRB existe,
ela tem que ser a medida 1-conforme. Além disso, no caso de codimensão um, se P (t)
denota a pressão da medida t-conforme, existe um valor especial t0 tal que a aplicação
t 7→ P (t) satisfaz P (t0) = 0; este t0 é a dimensão Hausdorff do conjunto hiperbólico
na direção instável. Estes resultados são bastante gerais e valem para várias classes
de sistemas dinâmicos hiperbólicos.

Em [MM83], as medidas t-conforme foram estudadas para o caso Axioma A.
Elas também foram estudadas no contexto da dinâmica complexa (ver, por exem-
plo, [DU91]). Existe uma grande literatura a respeito dessas medidas para os casos
unidimensional e não-uniformemente hiperbólico (por exemplo, em [DNU95, BK98]).
Em [PS08], Pesin e Senti estudam o caso unidimensional e uma classe de sistemas
multi-dimensionais admitindo torres de Young.

Gostaŕıamos de ressaltar que até onde sabemos, não existe uma teoria geral para
lidar com as diferentes causas de perda de hiperbolicidade uniforme. A maioria dos
resultados existentes baseiam-se em exemplos ou modelos. Embora o modelo com que
estudamos representa uma situação de certo modo simplificada, ele ilustra muitas das
dificuldades que aparecem no cenário geral.

Resultados obtidos

Apresentaremos aqui os resultados que desenvolvemos com o estudo da famı́lia (fε)ε∈(−ε,ε)

de desdobramento da tangência homocĺınica.
Em [Ri01], podemos encontrar condições suficientes que garantem a existência de

intervalos de parâmetros ε se acumulando em 0, onde o conjunto limite de fε é hiper-
bólico. Mas era um questionamento em aberto que intervalos seriam estes. Assim, com
o objetivo de responder esta pergunta, conclúımos o Teorema A, onde conseguimos dar
uma resposta parcial sobre esses intervalos e também sobre os sistemas cujos parâmet-
ros pertencem ao bordo destes intervalos.
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Teorema A. Existe uma sequência de intervalos abertos e limitados (In)n≥3 de parâ-
metros tal que fε é um difeomorfismo hiperbólico e transitivo para todo ε ∈ In. Além
disso, os intervalos In se acumulam em 0 quando n → +∞ e, para cada n ≥ 3, no
bordo de In := (ε−(n), ε+(n)) existe um difeomorfismo com a presença de uma órbita
de tangência homocĺınica (em ε−(n)) e um difeomorfismo com a presença de uma
órbita de tangência heterocĺınica (em ε+(n)).

Nos Teoremas B − D demonstraremos algumas propriedades para as aplicações
fε+(n) com n ≥ 3 cujo parâmetro ε+(n) pertence ao bordo do intervalo In dado pelo
Teorema A. Tais resultados são similares as propriedades da aplicação f apresentadas
em [CLR06, LR06, LR09, Ri01]. Denotaremos o conjunto limite de fε+(n) por Λε+(n),
onde existe uma órbita de tangência que passa pelo ponto (0, r) e se acumula nos
pontos fixos hiperbólicos (0, 0) e (1, 1).

Teorema B. Seja n ≥ 3. Para todo ponto X /∈ O(0, r), Λε+(n) admite a decomposição
invariante TXΛε+(n) = Es(X)⊕ Eu(X) do espaço tangente nas direções estável e ins-
tável.

Teorema C. Para todo n ≥ 3, todos os expoentes de Lyapunov de todas as probabili-
dades fε+(n)-invariantes são uniformemente afastados de zero.

Teorema D. Seja n ≥ 3. Para todo X /∈ O(0, r), existem variedades estável e instável
W s(X) e W u(X). Além disso, as variedades locais W s

loc(X) e W u
loc(X) são localmente

o gráfico de aplicações de Es,u(X) em Eu,s(X), respectivamente.

Nos Teoremas E e F discutiremos a existência e unicidade de estados de equiĺı-
brio para fε+(n) associados a potenciais Hölder-cont́ınuos e a existência de estados de
eqúılibrio associados ao potencial −t log Ju

ε+(n), respectivamente.

Teorema E. Para todo n ≥ 3, dado qualquer potencial Hölder-cont́ınuo ϕ : Λε+(n) −→
R, existe um único estado de equiĺıbrio ergódico µ para fε+(n) associado ao potencial
ϕ.

Teorema F. Sejam n ≥ 3 e t > 0 tal que P(t) > −t1
2
log ρ, onde P(t) denota a

pressão do potencial −t log Ju
ε+(n). Então, existe um estado de eqúılibrio µt,ε+(n) de

fε+(n) associado ao potencial −t log Ju
ε+(n).

Nos Teoremas G−J , apresentaremos as hipóteses necessárias para garantir a esta-
bilidade estat́ıstica para a famı́lia (fε)ε∈(−ε,ε). Mas, primeiramente, precisamos definir
o que entendemos por estabilidade estat́ıstica.

Iremos dizer que um difeomorfismo g é estatisticamente estável quando existe um
aberto V tal que g ∈ ∂V e para qualquer sequência (gε)ε>0 nessa vizinhança tal que

gε
ε→0−→ g, todo ponto limite fraco∗ de uma sequência (µε)ε>0 de estados de equiĺıbrios

de gε associados a um potencial ϕε é um estado de equiĺıbrio de g associado a um

potencial ϕ tal que ϕε
ε→0−→ ϕ.

Teorema G. Existe uma vizinhança aberta V− de (fε)ε∈(−ε,0) tal que f0 := f ∈ ∂V−,
onde f é estatisticamente estável para potenciais Hölder-cont́ınuos.

Teorema H. Para cada n ≥ 3, existe uma vizinhança aberta V+(n) de (fε)ε∈(ε−(n),ε+(n))

tal que fε+(n) ∈ ∂V+(n), onde fε+(n) é estatisticamente estável para potenciais Hölder-
cont́ınuos.
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Teorema I. Na vizinhança V−, f é estatisticamente estável para o potencial −t log Ju

com t > 0, desde que a pressão associada a esse potencial seja maior que −t1
2

log ρ.

Teorema J. Seja n ≥ 3. Na vizinhança V+(n), fε+(n) é estatisticamente estável para
o potencial −t log Ju

ε+(n) com t > 0, desde que a pressão associada a esse potencial seja

maior que −t1
2

log ρ.

Estrutura da tese

No Caṕıtulo 1 iremos estabeler algumas noções preliminares e apresentar resultados
da teoria clássica de sistemas dinâmicos que utilizaremos ao longo do texto.

No Caṕıtulo 2 introduziremos a aplicação ferradura e famı́lia de perturbações com
as quais iremos trabalhar. Para esta famı́lia a um parâmetro mostraremos a existência
de intervalos de parâmetros onde as aplicações possuem propriedades que irão garan-
tir a existência e unicidade de estados de equiĺıbrio associados a potenciais Hölder-
cont́ınuos.

No Caṕıtulo 3 o objetivo é mostrar que as aplicações no bordo dos intervalos encon-
trados no Caṕıtulo 2 possuem certas propriedades que a aplicação ferradura também
possui para podermos concluir a existência e unicidade de estados de equiĺıbrio.

No Caṕıtulo 4 demonstraremos a estabilidade estat́ıstica para a famı́lia de desdo-
bramento da tangência homocĺınica definida no Caṕıtulo 2.



Caṕıtulo 1

Noções preliminares

Neste caṕıtulo serão estabelecidas algumas noções preliminares e apresentados alguns
resultados da teoria clássica de sistemas dinâmicos que utilizaremos ao longo do texto.

1.1 Definições e conceitos básicos

Seja M uma variedade Riemanniana compacta e sem bordo, onde dist denotará a
métrica em M.

Iremos considerar ‖ · ‖ como a norma euclidiana em Rn para n ≥ 2 e | · | indicará
a distância em R.

Denotaremos por

Diffr(M) := o espaço dos difeomorfismos de classe Cr em M

e por
C0(M,R) := {ϕ : M −→ R | ϕ é cont́ınua}

o espaço das funções cont́ınuas em M.

Definição 1.1. Seja f ∈ Diffr(M) e tome Λ ⊂ M um conjunto compacto. Dizemos
que Λ é hiperbólico se f(Λ) = Λ e cada espaço tangente TXM com X ∈ Λ pode ser
escrito como uma soma direta

TXM = Es(X)⊕ Eu(X)

de subespaços que satisfazem:

(i) Df(X)Es(X) = Es(f(X)) e Df(X)Eu(X) = Eu(f(X));

(ii) existem constantes c > 0 e 0 < λ < 1 tais que

‖Dfn(X)v‖ ≤ cλn‖v‖ e ‖Df−n(X)w‖ ≤ cλ−n‖w‖,

para todo n ≥ 0, todo v ∈ Es(X) e todo w ∈ Eu(X).

Chamaremos Es(X) de espaço estável de X e Eu(X) de espaço instável de X.

Proposição 1.2. Seja Λ um conjunto hiperbólico para o difeomorfismo f . Então,
as dimensões dos espaços Es(X) e Eu(X) são localmente constantes e estes espaços
variam continuamente com X.

Demonstração. A prova segue da Proposição 6.4.4 em [KH95].

6
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Para cada X ∈ M, iremos considerar

W s(X) := {Y ∈ M | dist(fn(X), fn(Y ))
n→+∞−→ 0}

W s
ε (X) := {Y ∈ M | dist(fn(X), fn(Y )) ≤ ε, ∀n ≥ 0}

W u(X) := {Y ∈ M | dist(f−n(X), f−n(Y ))
n→+∞−→ 0}

W u
ε (X) := {Y ∈ M | dist(f−n(X), f−n(Y )) ≤ ε, ∀n ≥ 0}

que chamaremos de variedade estável de X, variedade estável local de X, variedade
instável de X e variedade instável local de X, respectivamente.

Teorema 1.3. Seja Λ um conjunto hiperbólico para f ∈ Diffr(M). Se ε > 0 é sufi-
cientemente pequeno, então:

(i) para cada X ∈ Λ, W s
ε (X) e W u

ε (X) são discos Cr, TXW
s
ε (X) = Es(X) e

TXW
u
ε (X) = Eu(X) e f(W s

ε (X)) ⊂ W s
ε (f(X)) e f−1(W u

ε (X)) ⊂ W u
ε (f−1(X));

(ii) dist(fn(X), fn(Y )) ≤ cλndist(X, Y ), ∀Y ∈ W s
ε (X) e

dist(f−n(X), f−n(Y )) ≤ cλndist(X, Y ), ∀Y ∈ W u
ε (X);

(iii) W s
ε (X) e W u

ε (X) variam continuamente com X.

Demonstração. A demonstração deste resultado pode ser encontrada em [KH95] ou
[Ro95].

Definição 1.4. Um homeomorfismo f : M −→ M é dito expansivo quando existe uma
constante ε0 > 0 (chamada constante de expansividade) tal que dados x, y ∈ M com
x 6= y, então existe n ∈ Z tal que

dist(fn(x), fn(y)) ≥ ε0.

Seja f : M −→ M um homeomorfismo. Para cada X ∈ M, denotaremos por

• O(X) := {fn(X) | n ∈ Z} a órbita de X;

• O+(X) := {fn(X) | n ≥ 0} a órbita positiva de X;

• O−(X) := {f−n(X) | n ≥ 0} a órbita negativa de X;

Definição 1.5. Seja f : M −→ M um homeomorfismo. Dizemos que f é topologica-
mente transitivo quando existe X ∈ M cuja órbita é densa em M.

Lema 1.6. A aplicação f é topologicamente transitiva se e somente se para quaisquer
conjuntos abertos não-vazios U, V ⊂ M, existe n ∈ N tal que

fn(U) ∩ V 6= ∅.

Demonstração. Este lema segue do Lema 1.4.2 em [KH95].

Definição 1.7. Seja f : M −→ M um homeomorfismo. Dizemos que f é topologica-
mente misturador (topologicamente mixing) quando para quaisquer conjuntos abertos
não-vazios U, V ⊂ M, existe k ∈ N tal que para todo n ≥ k

fk(U) ∩ V 6= ∅.

Claramente, toda aplicação topologicamente mixing é topologicamente transitiva.
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Definição 1.8. Um ponto X ∈ M é chamado ponto não-errante de f quando para
toda vizinhança U de X, existe n ∈ N tal que fn(U) ∩ U 6= ∅. Denotaremos por

Ω(f) := {X ∈ M | X é não-errante}.
o conjunto dos pontos não-errantes de f .

Denotaremos por

Per(f) := {X ∈ M | ∃n ∈ N ; fn(X) = X}
o conjunto dos pontos periódicos de f . Claramente, Per(f) ⊂ Ω(f).

Proposição 1.9. Se Λ é um conjunto hiperbólico para f ∈ Diffr(M), então

Ω(f |Λ) = Per(f |Λ).

Demonstração. Veja [BS02], Teorema 5.3.3.

Definição 1.10. Dizemos que f ∈ Diffr(M) é axioma A quando Ω(f) é hiperbólico e
Ω(f) = Per(f).

Os difeomorfismos axioma A possuem uma decomposição de Ω(f) em subconjun-
tos que chamaremos de peças básicas, satisfazendo algumas propriedades. Tal decom-
posição é dada pelo teorema a seguir.

Teorema 1.11 (Decomposição Espectral). Seja f um difeomorfismo axioma A. En-
tão, existe uma decomposição

Ω(f) = Ω1 ∪ Ω2 ∪ · · · ∪ Ωs,

onde:

• (Ωi)
s
i=1 são conjuntos fechados e dois a dois disjuntos;

• f(Ωi) = Ωi e f |Ωi
é topologicamente transitiva.

Demonstração. A demonstração deste resultado pode ser encontrada em [Bo75] (Teo-
rema 3.5).

No Teorema acima, cada elemento Ωi é chamado de conjunto básico.
Destacaremos outras duas propriedades dos difeomorfismos axioma A.

Proposição 1.12. Seja f um difeomorfismo axioma A e Λ um conjunto básico. Então,
Λ admite uma partição de Markov com diâmetro arbitrariamente pequeno.

Demonstração. A demonstração pode ser encontrada em [Bo75], Teorema 3.12.

Proposição 1.13. Seja f um difeomorfismo axioma A. Se Λ é um conjunto básico
C2, então a aplicação Ψt : Λ −→ R dada por

Ψt(X) := −t log ‖Df(X)|Eu(X)‖
é Hölder-cont́ınua para todo t ∈ R.

Demonstração. Esta proposição segue do Lema 4.6 em [Bo75].

O último teorema desta seção mostrará a persistência de conjuntos hiperbólicos
para pequenas perturbações.

Teorema 1.14 (Continuação Hiperbólica). Seja Λ ⊂ M um conjunto hiperbólico para
f ∈ Diffr(M). Então, para todo difeomorfismo g que é Cr-próximo a f , existe uma
única conjugação Θ entre g e f tal que Λ(g) := Θ(Λ) é um conjunto hiperbólico para
g. Além disso, Θ é Hölder-cont́ınua.

Demonstração. Este teorema segue do Teorema 3 do apêndice 1 em [PT93].
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1.2 Elementos de teoria ergódica

Seja S um espaço métrico compacto. Denotaremos por B a σ-álgebra de Borel de S.

Definição 1.15. Dizemos que f : S −→ S é uma transformação mensurável quando
f−1(B) ∈ B para todo B ∈ B.

Definição 1.16. Seja f : S −→ S uma transformação mensurável. Dizemos que
µ : B −→ R é uma probabilidade f -invariante quando:

µ(B) = µ(f−1(B)), para todo B ∈ B.

Denotaremos por

M1(f) := o espaço das probabilidades f -invariantes

e, iremos dizer que uma propriedade vale para µ-quase todo ponto quando o conjunto
dos pontos onde a propriedade é verdadeira tem probabilidade µ igual a 1.

Segue imediatamente da Definição 1.16 o seguinte lema.

Lema 1.17. Seja f : S −→ S uma transformação mensurável. São equivalentes:

• µ ∈M1(f); e

•
∫
ϕdµ =

∫
ϕ ◦ fdµ, para toda função integrável ϕ : S −→ R.

Definição 1.18. Sejam f1 : S1 −→ S1 e f2 : S2 −→ S2 transformações mensuráveis
nos espaços métricos compactos S1 e S2. Dizemos que Φ : S1 −→ S2 é uma conjugação
entre f1 e f2 quando

(i) Φ é uma bijeção mensurável;

(ii) Φ ◦ f1 = f2 ◦ Φ.

Lema 1.19. Sejam f1 : S1 −→ S1 e f2 : S2 −→ S2 transformações mensuráveis nos
espaços métricos compactos S1 e S2, e seja Φ : S1 −→ S2 uma conjugação entre f1 e
f2. Então, existe µ1 uma probabilidade f1-invariante se, e somente se, existe µ2 uma
probabilidade f2-invariante.

Demonstração. Seja µ1 uma probabilidade f1-invariante. Então, pelo Lema 1.17,∫
ϕ1dµ1 =

∫
ϕ1 ◦ f1dµ1,

para toda função integrável ϕ1 : S1 −→ R. Dáı, tomando ϕ2 = ϕ1 ◦ Φ−1 e µ2 = Φ∗µ1

(onde Φ∗µ1(B) := µ1(Φ
−1B) para todo B na σ-álgebra de S2) obtemos∫

ϕ1dµ1 =

∫
ϕ2 ◦ Φdµ1 =

∫
ϕ2dΦ

∗µ1 =

∫
ϕ2dµ2.

Por outro lado, como Φ ◦ f1 = f2 ◦ Φ,∫
ϕ1 ◦ f1dµ1 =

∫
(ϕ1 ◦ Φ−1) ◦ f2 ◦ Φdµ1 =

∫
ϕ2 ◦ f2dΦ

∗µ1 =

∫
ϕ2 ◦ f2dµ2.
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Logo, ∫
ϕ2dµ2 =

∫
ϕ2 ◦ f2dµ2,

Para completar a demonstração, observe que como Φ é uma conjugação entre S1 e S2,
existe uma correspondência biuńıvoca entre as funções integráveis em S1 e em S2.

Quando supomos que µ2 é uma probabilidade f2-invariante, a demonstração é
análoga; basta tomar µ1 = (Φ−1)∗µ2 e ϕ1 = ϕ2 ◦ Φ.

O próximo resultado relaciona a o limite da integral de uma sequência de funções
com a integral do limite desta sequência.

Teorema 1.20 (Convergência Dominada). Seja µ uma probabilidade em M. Con-
sidere (ϕn)n∈N : M −→ R uma sequência de funções mensuráveis e φ : M −→ R
uma função µ-integrável tal que |ϕn(X)| ≤ |φ(X)| para µ-quase todo X ∈ M. Se para

µ-quase todo X ∈ M ϕn(X)
n→+∞−→ ϕ(X), então ϕ é uma função µ-integrável e

lim
n→+∞

∫
ϕnd µ =

∫
ϕdµ.

Demonstração. O resultado segue do Corolário 0.9.1 em [Wa82].

Na definição abaixo, apresentaremos o conceito de convergência no espaço M1(f).

Definição 1.21. Seja (µn)n∈N uma sequência em M1(f). Dizemos que µn converge

para µ ∈M1(f) na topologia fraca∗ e escrevemos µn
n→+∞−→ µ quando

lim
n→+∞

∫
ϕdµn =

∫
ϕdµ, para toda ϕ ∈ C0(S,R).

Proposição 1.22. Seja f : S −→ S uma transformação cont́ınua. Então, o conjunto
M1(f) munido da topologia fraca∗ é compacto, metrizável e não-vazio.

Demonstração. Veja os Teorema 6.4 e 6.5 em [Wa82].

A seguir, enunciaremos o Teorema Ergódico de Birkhoff.

Teorema 1.23 (Teorema de Birkhoff). Seja f : S −→ S uma transformação mensu-
rável e µ ∈M1(f). Dada qualquer função integrável ϕ : S −→ R, o limite

ϕ̃(X) := lim
n→+∞

1

n

n−1∑
j=0

ϕ(f j(X))

existe em µ-quase todo ponto X ∈ S. Além disso,∫
ϕ̃dµ =

∫
ϕdµ.

Demonstração. A demonstração pode ser encontrada em [Wa82], Teorema 1.14.

Definição 1.24. Seja f : S −→ S uma transformação mensurável. Uma probabilidade
µ ∈M1(f) diz-se ergódica quando

lim
n→+∞

1

n

n−1∑
j=0

ϕ(f j(X)) =

∫
ϕdµ,

para toda função integrável ϕ : S −→ R e µ-quase todo ponto X ∈ S.
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Apresentaremos agora o conceito de entropia métrica.

Definição 1.25. Sejam f : S −→ S uma transformação mensurável e µ ∈ M1(f).
Dada uma partição P enumerável de S, definimos

Hµ(P) := −
∑
P∈P

µ(P ) log µ(P ),

onde se convenciona que 0 log 0 = 0.
Considerando

Pn :=
n∨

i=0

f−i(P) := {P0 ∩ P1 ∩ · · · ∩ Pn−1 | Pi ∈ f−i(P)},

definimos a entropia da partição P com respeito a f e µ por

hµ(f,P) := lim
n→+∞

Hµ(Pn)

n

e, finalmente, a entropia de f com respeito a µ é dada por

hµ(f) := sup
P
{hµ(f,P) | P partição finita de S}.

Observação 1.26. O limite na definição acima existe, já que

Hµ(Pm+n) ≤ Hµ(Pm) +Hµ(Pn)

e, se uma sequência (xn)n∈N em R satisfaz xm+n ≤ xm + xn e xn ≥ 0, então o limite

lim
n→+∞

xn

n
existe e é igual a inf

xn

n
.

Definição 1.27. Para cada i = 1, 2, seja fi : Si −→ Si uma transformação mensurável
no espaço métrico compacto Si e considere µi ∈ M1(fi). Dizemos que os sistemas
(f1, µ1) e (f2, µ2) são ergodicamente equivalentes quando existem conjuntos A1 ⊂ S1 e
A2 ⊂ S2 com

µ1(S1 −A1) = 0 e µ2(S2 −A2) = 0,

e uma bijeção mensurável Φ : A1 −→ A2 tal que

• µ1(Φ
−1(B)) = µ2(B) para todo B ⊂ A2 mensurável; e

• Φ ◦ f1 = f2 ◦ Φ.

Proposição 1.28. Se (f1, µ1) e (f2, µ2) são ergodicamente equivalentes, então

hµ1(f1) = hµ2(f2).

Demonstração. Esta proposição segue da Proposição 4.11 em [Wa82].



12

1.3 Shifts e subshifts de tipo finito

Nesta seção, iremos abordar a aplicação deslocamento (shift) e algumas de suas car-
acteŕısticas.

Definição 1.29. Dado m ∈ N, considere o conjunto de m śımbolos {1, 2, . . . ,m}. Seja

Σm := {1, 2, . . . ,m}Z

o espaço das sequências bi-infinitas cujos elementos denotaremos por

x := (xi)i∈Z := (. . . x−1ẋ0x1x2 . . . ),

onde xi ∈ {1, 2, . . . ,m} para todo i ∈ Z. O ponto sobre o elemento x0 em x indica o
elemento central da sequência.

O espaço Σm definido acima é um espaço topológico compacto na topologia pro-
duto. Além disso, essa topologia possui uma base formada pelos conjuntos

C(i) := {x ∈ Σm | x0 = i}

que chamaremos de cilindros.

Definição 1.30. Para cada x ∈ Σm e cada n ∈ N, definimos o n-cilindro de x por

Cn(x) := {y ∈ Σm | xi = yi, ∀|i| ≤ n}.

Em Σm iremos considerar a métrica d : Σm × Σm −→ R dada por

d(x, y) :=
1

2n
,

onde n := min{|i| | xi 6= yi}. Tal métrica gera a topologia produto sobre Σm.

Definição 1.31. Definimos a aplicação shift à esquerda σ : Σm −→ Σm por σ(x) := y,
onde

yi := xi+1 para todo i ∈ Z,

ou seja,
σ(. . . x−1ẋ0x1x2 . . . ) := (. . . x−1x0ẋ1x2 . . . ).

A seguir, daremos algumas propriedades da aplicação σ cujas demonstrações podem
ser encontradas em [DGS76], [KH95], [PM78] e [Wa82].

Propriedade 1.32. Considere o sistema (Σm, σ). Então:

(i) a aplicação σ é um homeomorfismo;

(ii) para cada n ∈ N, σn tem exatamente mn pontos fixos;

(iii) o conjunto Per(σ) é denso em Σm;

(iv) σ é topologicamente transitiva;

(v) σ é topologicamente mixing;

(vi) para todo x ∈ Σm, Wu,s(x) são densas em Σm;



13

(vii) σ é expansivo.

Agora, descreveremos uma classe de subconjuntos fechados e σ-invariantes contidos
em Σm.

Definição 1.33. Seja A = (aij) uma matriz m×m tal que aij = 0 ou 1. Denotaremos
por ΣA ⊂ Σm o conjunto

ΣA := {x ∈ Σm | axixi+1
= 1, ∀i ∈ Z}.

que chamaremos de subshift de tipo finito. Neste caso, dizemos que A é a matriz de
transição de ΣA.

O conjunto ΣA é um subespaço topológico compacto de Σm e, além disso, σ(ΣA) =
ΣA. Denotaremos por σA a restrição de σ ao conjunto ΣA, ou seja,

σA = σ|ΣA
.

Um subshift ΣA é dito topologicamente transitivo (respectivamente, topologica-
mente mixing) quando σA é topologicamente transitivo (respectivamente, topologica-
mente mixing).

Propriedade 1.34. Seja ΣA ⊂ Σm um subshift do tipo finito e sejam a
(n)
ij as entradas

da matriz An, m ≥ 1. Então:

(i) #Fix(σn
A) = tr(An);

(ii) ΣA é transitivo se, e somente se, para todos 1 ≤ i, j ≤ m existe n ≥ 1 tal que

a
(n)
ij > 0;

(iii) ΣA é topologicamente mixing se, e somente se, para todos 1 ≤ i, j ≤ m existe

n ≥ 1 tal que a
(l)
ij > 0 para todo l ≥ n (se, e somente se, existe n ≥ 1 tal que

An > 0).

Demonstração. Veja Proposição 11.6 em [PM78].

Para finalizar a seção, destacaremos duas relações entre os subshifts de tipo finito
e os difeomorfismos axioma A.

Proposição 1.35. Seja f um difeomorfismo axioma A e Λ um conjunto básico. Então,
existe uma semiconjugação Φ entre (Λ, f) e um subshift de tipo finito (ΣA, σA), onde
A é a matriz de transição. Além disso, Φ é injetiva sobre o conjunto residual

Λ\
⋃
j∈Z

f j(∂sP ∪ ∂uP),

onde ∂sP e ∂uP são os bordos estável e instável (respectivamente) da partição P dada
pela Proposição 1.12.

Demonstração. A prova segue do Teorema 3.18 em [Bo75].

Proposição 1.36. Seja Λ um conjunto hiperbólico totalmente desconexo e localmente
maximal para o difeomorfismo f . Então, f |Λ é topologicamente conjugado a um sub-
shift de tipo finito (ΣA, σA), onde A é a matriz de transição.

Demonstração. Esta proposição segue do Teorema 18.7.8 em [KH95].
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1.4 Pressão topológica e Estados de equiĺıbrio

Seja S um espaço métrico compacto.

Definição 1.37. Seja f : S −→ S uma aplicação cont́ınua. Definimos a função
pressão Pf : C0(S,R) −→ R por

Pf (ϕ) := sup
µ∈M1(f)

{
hµ(f) +

∫
ϕdµ

}
,

onde hµ(f) é a entropia de f com respeito a medida µ. Chamaremos a função cont́ınua
ϕ : S −→ R de potencial.

Dizemos que µ ∈ M1(f) é um estado de equiĺıbrio de f associado ao potencial ϕ
quando

Pf (ϕ) = hµ(f) +

∫
ϕdµ,

isto é, quando µ é um máximo para a função

ν ∈M1(f) 7−→ hν(f) +

∫
ϕdν.

A função pressão satisfaz as seguintes propriedades:

Proposição 1.38. Para i = 1, 2, seja fi : Si −→ Si uma aplicação cont́ınua no espaço
métrico compacto Si. Se existe uma semiconjugação Φ : S1 −→ S2, então

Pf2(ϕ) ≤ Pf1(ϕ ◦ Φ), ∀ϕ ∈ C0(S2,R).

Se Φ é uma conjugação, então

Pf2(ϕ) = Pf1(ϕ ◦ Φ), ∀ϕ ∈ C0(S2,R).

Demonstração. A demonstração segue do Teorema 9.8 em [Wa82].

Proposição 1.39. Sejam f : S −→ S uma aplicação cont́ınua no espaço métrico
compacto S e ϕ1, ϕ2 ∈ C0(S,R). Se Pf (·) < +∞, então

|Pf (ϕ1)− Pf (ϕ2)| ≤ ‖ϕ1 − ϕ2‖sup,

onde ‖ϕ1 − ϕ2‖sup := sup
X∈S

{|ϕ1(X)− ϕ2(X)|}.

Demonstração. Esta proposição segue do item (iv) do Teorema 9.7 em [Wa82].

Agora, apresentaremos alguns resultados sobre a existência e unicidade de estados
de equiĺıbrio.

Proposição 1.40. Se f : S −→ S um homeomorfismo expansivo, então para toda
ϕ ∈ C0(S,R) existe um estado de equiĺıbrio de f associado a ϕ.

Demonstração. A demonstração desta proposição segue do Teorema 20.2.10 em [KH95].

Proposição 1.41. Se f |Λ é um difeomorfismo axioma A e ϕ : Λ −→ R é um potencial
Hölder-cont́ınuo, então existe um único estado de equiĺıbrio µ de f associado a ϕ. Além
disso, µ é ergódica.



15

Demonstração. A demonstração deste resultado pode ser encontrada em [Bo75] (Teo-
rema 4.1).

Antes de enunciar o próximo resultado, apresentaremos a definição de medida de
Gibbs.

Definição 1.42. Seja φ : ΣA −→ R um potencial Hölder-cont́ınuo. Dizemos que
νφ ∈ M1(σA) é a medida de Gibbs quando existem constantes c1 > 0, c2 > 0 e P ∈ R
tais que

c1 ≤
νφ{y | yi = xi ∀i = 0, . . . , k − 1}

exp

(
−Pk +

k−1∑
j=0

φ(σj
A(x))

) ≤ c2

para todo x ∈ ΣA e k > 0.

Proposição 1.43. Sejam φ : ΣA −→ R um potencial Hölder-cont́ınuo e νφ a medida
de Gibbs de φ. Se (ΣA, σA) é mixing então νφ é o único estado de equiĺıbrio de σA

associado a φ.

Demonstração. A demonstração segue do Teorema 1.22 em [Bo75].

Teorema 1.44. Dado qualquer potencial Hölder-cont́ınuo ϕ em Σm, existe um único
estado de equiĺıbrio ergódico ν para σ, associado ao potencial ϕ.

Demonstração. Sabemos que Σm é um espaço métrico compacto e que σ é uma trans-
formação expansiva. Além disso, todo shift definido sobre um espaço métrico compacto
satisfaz a propriedade de especificação ([DGS76], Proposição 21.2).

Portanto, dado um potencial Hölder-cont́ınuo ϕ : Σm −→ R, existe um único estado
de equiĺıbrio ergódico ν ∈M1(σ) para σ associado a ϕ ([KH95], Teorema 20.3.7).

Para finalizar esta seção, daremos o conceito de medida conforme.

Definição 1.45. Sejam f ∈ Diffr(M) e Λ ⊂ M um conjunto hiperbólico. Para cada
t ∈ R, definimos o potencial Ψt : Λ −→ R por

Ψt(X) := −t log Ju(X),

onde Ju(X) = ‖Df(X)|Eu(X)‖ é o jacobiano instável de f no ponto X ∈ Λ.
Chamaremos de medida conforme o estado de equiĺıbrio de f associado ao potencial

Ψt.



Caṕıtulo 2

Desdobramento da tangência
homocĺınica

Introduziremos nesse caṕıtulo a aplicação ferradura e famı́lia de perturbações com as
quais iremos trabalhar. Para esta famı́lia a um parâmetro mostraremos a existência
de intervalos de parâmetros onde as aplicações possuem propriedades que irão garan-
tir a existência e unicidade de estados de equiĺıbrio associados a potenciais Hölder-
cont́ınuos.

2.1 A aplicação ferradura f

Consideremos Q = [0, 1]× [0, 1] e seja f : Q −→ R2 um difeomorfismo C∞ dependendo
dos parâmetros λ (contração), ρ (expansão) e c (constante). Para cada escolha destes
parâmetros satisfazendo certas condições, a aplicação f é transitiva e possui uma
tangência homocĺınica em (q, 0) que está associada ao ponto de sela hiperbólica (0, 0).
Além disso, (q, 0) é acumulado por pontos periódicos (tangência interna). Além destes
três parâmetros, utilizaremos ε para o controle da famı́lia de perturbações de f que
definiremos na próxima seção.

Iremos considerar λ < 1
3
, ρ > 3, c > 0 suficientemente grande e ε > 0. Condições

mais precisas para estas constantes serão estabelicidas ao longo do texto. A aplicação
ferradura f será constrúıda satisfazendo as seguintes condições (figura 2.1):

(i) Para os pontos na região R1 = {(x, y) ∈ Q | 0 ≤ y ≤ ρ−1},

f(x, y) = (λx, ρy).

(ii) Para os pontos na região R5 = {(x, y) ∈ Q | 1− 2
3
ρ−1 ≤ y ≤ 1},

f(x, y) = (λx+ (1− λ), ρy − (ρ− 1)).

(iii) Existe uma faixa horizontal, denotada por região R3, contida em [0, 1] × [1
3
, 1]

e dependendo da constante c, que é levada de forma afim a uma faixa vertical,
paralela a imagem da região R5. A derivada de f nos pontos desta região é

Df(x, y) =

(
−λ 0
0 −ρ

)
.

(iv) Denotaremos por R2 a região dos pontos de Q que estão entre R1 e R3. Esta
região é mapeada por f fora de Q.

16
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(v) Entre as regiões R3 e R5 existe uma região (denotada por R4), limitada por duas
curvas disjuntas da forma {y = ψ(x) | x ∈ [0, 1]}, na qual f não é afim. Nesta
região temos que:

1. Os lados superior e inferior de R4 são levados em R2, fora da imagem de
R1, com distância maior que ε > 0 de [0, 1]× {ρ−1}.

2. f({(0, y) | y ∈ R} ∩ R4) está contido no gráfico da aplicação g0(x) =

c(x− q)2, com
∥∥∥∂f

∂y
(0, y)

∥∥∥ ≥ ρ, onde q ∈ (2
3
, 1).

3. Para todo x0 ∈ [0, 1], f({(x0, y) | y ∈ R} ∩ R4) está contido no gráfico da
aplicação gx0(x) = c(x− q)2 − λx0, com〈

∂f

∂y
(x, y),

∂f

∂x
(x, y)

〉
= 0 e

∥∥∥∥∂f∂x (f−1(q, 0))

∥∥∥∥ = λ.

Além disso, queremos que a imagem de {(0, y) | y ∈ R} ∩R4 não intersecte
o lado direito de Q.

(vi) Pontos entre as regiões R3 e R5 que estão fora de R4 são levados dentro da região
R2 com segunda coordenada maior que ρ−1 + ε. Nestes pontos pedimos que a
aplicação f seja suave e globalmente um para um.

Figura 2.1: Aplicação f

Na figura 2.1, f(Ri) = R′i, para i = 1, . . . , 5. Observe que f pode ser estendida
a R2 de maneira que o ponto (0, 0) é um ponto fixo hiperbólico. Neste caso, o lado
esquerdo e o lado inferior de Q estão contidos, respectivamente, nas variedades instável
e estável deste ponto. Note que o ponto (q, 0) é um ponto de tangência homocĺınica
de (0, 0) cuja pré-imagem denotaremos por

f−1(q, 0) = (0, r).

Assumiremos também que

q, r ∈
[
2

3
, 1

]
.
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Observação 2.1. Considere uma folheação F de f(Q) cujas folhas são imagens de
linhas verticais em Q pela aplicação f . Então, as folhas de F são verticais nas regiões
R′1, R

′
3 e R′5 e parabólicas na região R′4.

2.1.1 Propriedades de f

O objetivo principal desta seção será o estudo dos estados de equiĺıbrio para a aplicação
ferradura f . Com esse propósito, exibiremos uma série de propriedades de f .

Seja

Λ :=
⋂
n∈Z

fn(Q).

Para obtermos boas propriedades hiperbólicas para (f,Λ) iremos considerar que as
constantes λ e ρ satisfazem

1

b
< − log λ

log ρ
< b (2.1)

para alguma constante b > 1. Então, segue de [LR06] o seguinte resultado:

Propriedade 2.2 (Lema 2.1). Para todo ponto X /∈ O(q, 0), Λ admite a decomposição
invariante cont́ınua TXΛ = Es(X)⊕Eu(X) do espaço tangente nas direções estável e
instável.

Note que caso a aplicação f fosse expansiva, dado qualquer pontencial ϕ : Λ −→ R
cont́ınuo, como a função

µ 7→ Pµ(ϕ, f) = hµ(f) +

∫
ϕdµ

é semicont́ınua superiormente ([LR09, Lema 2.1]) e, como o espaço M1(f) é compacto,
esta função admite um máximo que seria o estado de equiĺıbrio procurado (Proposição
1.40). Mas o resultado abaixo garante que a aplicação f não goza desta propriedade.

Propriedade 2.3. f não é expansiva.

Demonstração. De fato, seja δ > 0 e tome dois pontos X,Y ∈ R′4 ∩R1 próximos e em
lados opostos do ponto de tangência (q, 0) tais que Y ∈ W s

δ (X)∩W u
δ (X) (figura 2.2).

Tal Y existe pois, localmente em R′4 ∩ R1, as variedades instáveis são C2-próximas a
parábolas e existem variedades estáveis que são retas horizontais. Escolhendo X e Y
suficientemente próximos a (q, 0) teremos que X 6= Y e d(fn(X), fn(Y )) ≤ δ, ∀n ∈ Z,
donde conclúımos a não-expansividade.

Figura 2.2: Não-expansividade

Para mostrar a existência e unicidade de estados de equiĺıbrio associados a um po-
tencial Hölder-cont́ınuo, os autores em [LR06] demonstram a existência de uma semi-
conjugação entre a ferradura e o shift completo de três śımbolos. A seguir, destacare-
mos alguns dos resultados obtidos em [LR06].
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Propriedade 2.4 (Partição de Markov). Para cada n ∈ N, definiremos a partição
degenerada Pn da seguinte maneira. Sejam Ri

n com i ∈ {1, 2, . . . , 32n} as componentes
conexas de fn(Q∗) ∩ f−n(Q∗), onde Q∗ = Q\{(x, y) ∈ Q | xy = 0}. Então, definimos

a partição de Markov (figura 2.3) por Pn :=
{
Ri

n; i = 1, 2, . . . , 32n
}
.

Figura 2.3: Partições de Markov

Para simplificar a notação iremos considerar que os átomos de Pn são escritos da
forma Ri

n e, por conveniência, R1
n será o elemento de Pn que contém (0, 0).

A partição Pn satisfaz as seguintes propriedades:

(i) Cada átomo Ri
n é limitado por arcos das variedades estável e instável de (0, 0) e

(1, 1).

(ii) Para cada n ∈ N e cada i ∈ {1, 2, . . . , 32n}, fn(Ri
n) é uma faixa cruzando Q de

baixo para cima e f−n(Ri
n) é uma faixa cruzando Q da esquerda para direita.

(iii) Existem 2n pares de átomos que não são disjuntos: eles se intersectam nos pontos
da órbita da tangência (q, 0).

(iv) Cada átomo Ri
n+1 de Pn+1 pode ser obtido como f−1(f(Rj

n)∩Rl
n)∩f(f−1(Rj

n)∩
Rk

n), onde Ri
n+1 ⊂ Rj

n. Dáı, para cada −n + 1 ≤ k ≤ n − 1, a imagem fk de
pontos no mesmo elemento de Pn pertencem ao mesmo elemento de P1.

Note que pelo item (iii) as partições Pn não são realmente partições. Além disso,
o bordo dos átomos de Pn satisfazem a seguinte propriedade:

Propriedade 2.5 (Proposição 6.1 em [LR06]). Existe uma constante K > 0 tal que
o comprimento de ∂Ri

n é menor do que K(λ
n
2 + ρ−

n
2 ).

Então, segue o seguinte resultado:

Propriedade 2.6 (Proposição 6.2 em [LR06]). Existe uma semiconjugação Φ Hölder-
cont́ınua, finita-para-um e sobrejetiva entre (Σ3, σ) e (Λ, f).

Na Propriedade 2.6 as hipóteses garantem que a semiconjugação Φ é injetiva em
um conjunto de medida total. Isto será suficiente para garantir o próximo resultado
que é o objetivo principal desta seção.
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Teorema 2.7 (Teorema B em [LR06]). Dado qualquer potencial Hölder-cont́ınuo ϕ
em Q, existe um único estado de equiĺıbrio ergódico µ para f , associado ao potencial
ϕ.

Para finalizar a seção, apresentaremos o resultado de [LR09] que garante a existên-
cia e unicidade de medidas conformes. Para isso, precisaremos da seguinte definição.

Definição 2.8. Seja t ∈ R. Definimos o potencial Ψt : Λ −→ R por

Ψt(X) = −t log Ju(X),

onde Ju é o jacobiano instável de f , isto é,

Ju(X) = ‖Df(X)|Eu(X)‖.

Iremos destacar duas propriedades deste potencial.

Propriedade 2.9. O potencial Ψt não é cont́ınuo em {(0, 0)}.

Demonstração. Primeiramente, note que pela Propriedade 2.2, existem Es(Y ) e Eu(Y )
para todo Y /∈ O(q, 0). Além disso, como a órbita positiva de (q, 0) satisfaz

O+(q, 0) ⊂ W s
loc(0, 0) := [0, 1]× {0},

podemos definir Es(X) para cada X ∈ O(q, 0) como o subespaço gerado pelo vetor

(
−→
1, 0). Dáı, Es(X) = Es(0, 0).

Por outro lado, como O(q, 0) é uma órbita de tangência, Eu(X) = Es(X) para
todo X ∈ O(q, 0), donde conclúımos que os subespaços Eu(X) e Es(X) são gerados

pelo vetor (
−→
1, 0) para todo X ∈ O+(q, 0).

Afirmação 2.10. A aplicação X 7→ Eu(X) não é cont́ınua em (0, 0).

Prova da Afirmação. De fato, suponha por absurdo que X 7→ Eu(X) é cont́ınuo
em (0, 0). Do fato que (q, 0) ∈ W s(0, 0), temos que Xn := fn(q, 0) → (0, 0) quando
n→ +∞. Então, por continuidade,

Eu(Xn)
n→+∞−→ Eu(0, 0).

Mas, o espaço instável Eu(0, 0) é gerado pelo vetor (
−→
0, 1) e Eu(Xn) é gerado pelo vetor

(
−→
1, 0) para todo n ≥ 0, o que é um absurdo. Af.

Segue desta propriedade que Ψt não é Hölder-cont́ınuo.

Propriedade 2.11. Ψt é limitado.

Demonstração. Segue de [CLR06] que para qualquer probabilidade ergódica µ,

1

2
log ρ ≤

∫
log Judµ ≤ log(2ρ),

ou seja,

−t log(2ρ) ≤
∫

Ψtdµ ≤ −t1
2

log ρ. (2.2)
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Agora, daremos uma condição suficiente para a existência e unicidade da medida
conforme µt que está associada a Ψt.

Teorema 2.12 (Teorema A em [LR09]). Seja t ≥ 0. Se Pf (Ψt) > −t1
2

log ρ, então

existe um único estado de equiĺıbrio µt para f associado a Ψt.

Observação 2.13. Maiores detalhes sobre a aplicação f , os parâmetros λ, ρ, c e tam-
bém sobre os resultados apresentados nesta seção, podem ser encontrados em [Ri01],
[CLR06], [LR06] e [LR06].

2.2 Perturbação de f

Agora, iremos apresentar a famı́lia de perturbações da aplicação f com a qual iremos
trabalhar ao longo do texto.

Definição 2.14. Seja ε > 0. Definimos a famı́lia a um parâmetro (fε)ε∈(−ε,ε) de
difeomorfismos C2 de Q por

fε := Tε ◦ f : Q −→ R2,

onde Tε : R2 −→ R2 é um difeomorfismo C2 satisfazendo:

(i) T0 é a identidade;

(ii) Tε(x, y) =

{
(x, y) , (x, y) ∈ R′1 ∪R′3 ∪R′5

(x, y + ε) , (x, y) ∈ R′4
; e

(iii) ‖Tε − Id‖C2
ε→0−→ 0.

Figura 2.4: Pertubação fε

Segue imediatamente da definição acima que f0 = f e ‖fε − f‖C2
ε→0−→ 0. Além

disso, segue por construção da aplicação f que:

• para todo X = (x, y) ∈ R4,
∂fε

∂y
(X) é tangente à parábola

P := {(z, c(z − q)2 − λx+ ε) | z ∈ R}. (2.3)

Nesse caso, o valor absoluto da inclinação de ∂fε

∂y
(X) é 2

√
c(λx+ y′ − ε), onde

fε(X) = (x′, y′).
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• a famı́lia (fε)ε∈(−ε,ε) desdobra a tangência homocĺınica (q, 0), que ocorre quando
ε = 0.

Observação 2.15. Apesar da famı́lia de perturbações definidas acima parecer bas-
tante restrita, nos Teoremas G− J no Caṕıtulo 4 iremos apresentar pertubações mais
gerais.

A seguir, apresentaremos outras propriedades da famı́lia (fε)ε∈(−ε,ε).

Lema 2.16. Se ε > 0 é suficientemente pequeno, então Dfε(X) = Df(X) para todo
X ∈ Λε e para todo ε ∈ (−ε, ε).

Demonstração. Quando X ∈ R1 ∪R3 ∪R5, Tε(X) = X e, dáı, o resultado é imediato.
Quando X ∈ R2 temos que f(X) /∈ Q, ou seja, fε(X) /∈ Q. Então, basta analisar
quando X ∈ R4. Neste caso, para ε > 0 suficientemente pequeno, como fε(X) =
Tε ◦ f(X), f(X) ∈ R′4 e Tε é uma translação na região R′4, obtemos

Dfε(X) = DTε(f(X)).Df(X) = Id.Df(X) = Df(X),

o que conclui o lema.

Definição 2.17. Para cada X = (x, y) ∈ fε(R4) ∩R1, denotaremos por

Inc(X) := 2
√
c(λx̃+ y − ε)

o valor absoluto da inclinação da reta tangente a parábola P dada por (2.3), onde
f−1

ε (X) = (x̃, ỹ).

Lema 2.18. Se ε > 0 é suficientemente pequeno, então

max{Inc(X) | X ∈ fε(R4) ∩R1} = 2
√
c(λ+ ρ−1 − ε)

Demonstração. Segue da Definição 2.17 que quandoX = (x, y) ∈ fε(R4)∩R1, Inc(X) =
2
√
c(λx̃+ y − ε), onde f−1

ε (X) = (x̃, ỹ). Iremos considerar ε < λ para garantir que
λx̃+ y − ε > 0 para todo y ∈ [0, ρ−1] e todo ε ∈ (−ε, ε).

Agora, basta observar que a maior inclinação que ∂fε

∂y
(X) pode atingir na região

fε(R4)∩R1 é obtida nos pontos dados pela interseção entre a parábola mais baixa em
fε(R4) (que ocorre quando x̃ = 1, ou seja, P := {(z, c(z − q)2 − λ + ε) | z ∈ R}) e a
reta {(z, ρ−1) | z ∈ [0, 1]} (que é o bordo superior de R1).

Logo,
ρ−1 = c(z − q)2 − λ+ ε =⇒ z = q ±

√
c−1(λ+ ρ−1 − ε)

e as coordenadas dos dois pontos de interseção são

X1 = (q +
√
c−1(λ+ ρ−1 − ε), ρ−1) e X2 = (q −

√
c−1(λ+ ρ−1 − ε), ρ−1).

Portanto, se X ∈ {X1, X2}, então Inc(X) é máxima. Além disso, como a reta
tangente a P tem inclinação 2c(z − q), obtemos

Inc(X) = 2c
√
c−1(λ+ ρ−1 − ε) = 2

√
c(λ+ ρ−1 − ε).

Lema 2.19. Se X ∈ R1 ∪R3 ∪R4 ∪R5 então ‖∂fε

∂x
(X)‖ ≤ λ e ‖∂fε

∂y
(X)‖ ≥ ρ.
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Demonstração. Segue do Lema 2.16 que

Dfε|R1 = Df |R1 =

(
λ 0
0 ρ

)
= Df |R5 = Dfε|R5

e Dfε|R3 = Df |R3 =

(
−λ 0
0 −ρ

)
.

Então, se X ∈ R1 ∪R3 ∪R5,∥∥∥∥∂fε

∂x
(X)

∥∥∥∥ = λ e

∥∥∥∥∂fε

∂y
(X)

∥∥∥∥ = ρ.

Vamos analisar agora os pontos X na região R4. Observe que por construção da
aplicação f , o maior valor de ‖∂fε

∂x
(X)‖ em R4 é atingido nos pontos fε(q, 0) + (x, 0)

para x ∈ [0, 1], onde pelo item (v) da construção de f ,

λ =

∥∥∥∥∂fε

∂x
(fε(q, 0) + (x, 0))

∥∥∥∥ ≤ ∥∥∥∥∂fε

∂y
(X)

∥∥∥∥ .
Por outro lado, o valor mı́nimo de ‖∂fε

∂y
(X)‖ em R4 é atingido nos pontos que estão

sobre o eixo y. Dáı e pelo item (v) da construção de f segue que se X ∈ R4,

ρ ≤
∥∥∥∥∂fε

∂y
(0, y)

∥∥∥∥ ≤ ∥∥∥∥∂fε

∂y
(X)

∥∥∥∥ .
No próximo caṕıtulo daremos uma estimativa mais precisa para ε > 0.

2.3 A famı́lia de perturbações para ε < 0

Nesta seção iremos mostrar que quando ε < 0, a aplicação fε é um difeomorfismo ax-
ioma A. Além disso, utilizaremos os resultados clássicos da teoria de sistemas dinâmi-
cos para demonstrar algumas propriedades de fε com as quais concluiremos a existência
e unicidade de estados de equiĺıbrio para potenciais Hölder-cont́ınuos. Discutiremos
também sobre o potencial −t log ‖Dfε(X)|Eu

X
‖ e a medida conforme µε,t.

Seja ε < 0 e considere o conjunto

Λε :=
⋂
n∈Z

fn
ε (Q).

Observação 2.20. Iremos denotar fε(Ri) = R′i, para i = 1, . . . , 5, utilizando a mesma
notação da aplicação f . Quando for necessário distinguir as imagens de f e fε deixare-
mos claro no texto, sem permitir ambiguidades.

A primeira propriedade do sistema (Λε, fε) que iremos apresentar é a hiperbolici-
dade de Λε.

Proposição 2.21. Existe ε > 0 tal que, para todo ε ∈ (−ε, 0), o conjunto Λε é
hiperbólico e transitivo.
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Figura 2.5: A aplicação fε com ε < 0

Demonstração. Seja ε > 0 suficientemente pequeno tal que a imagem dos lados supe-
rior e inferior de R4 ainda estejam contidas em R2. Então, segue de [Ri01, Teorema 2.2]
que se a constante c é suficientemente grande, então Λε é hiperbólico e transitivo.

Segue desta proposição o seguinte corolário.

Corolário 2.22. Para todo ε ∈ (−ε, 0), a aplicação fε é um difeomorfismo axioma A.

Demonstração. Seja ε ∈ (−ε, 0). Pela Proposição 2.21 temos que Λε é hiperbólico.
Então, segue da Proposição 1.9 que

Ω(fε|Λε) = Per(fε|Λε).

Mas, como Λε =
⋂
n∈Z

fn
ε (Q), conclúımos que Per(fε) ⊂ Ω(fε) ⊂ Λε. Portanto,

Ω(fε) = Ω(fε|Λ) = Per(fε|Λ) = Per(fε),

ou seja, fε é um difeomorfismo axioma A.

Pula Linha
A seguir, vamos construir uma conjugação entre fε e o shift de três śımbolos.
Observe que da mesma forma que fizemos para a aplicação f , podemos definir para

cada ε ∈ (−ε, 0) e cada n ∈ N, uma partição de Markov Pε
n para o sistema (Λε, fε)

com o comprimento do bordo de cada átomo Rε
n indo para zero exponencialmente com

n. Mas existe uma diferença importante entre as partições Pε
n e Pn: como não existe

ponto de tangência em Λε, temos que os átomos de Pε
n são 2 a 2 disjuntos, ou seja,

para todo ε ∈ (−ε, 0) e todo n ∈ N, Pε
n é realmente uma partição.

Consequentemente, obtemos o seguinte resultado:

Proposição 2.23. Para cada ε ∈ (−ε, 0), existe uma conjugação Φε Hölder-cont́ınua
entre os sistemas (Σ3, σ) e (Λε, fε).

Demonstração. Fixe ε ∈ (−ε, 0). Associaremos os números 0, 1 e 2 com as compo-
nentes de fε(Q)∩Q da seguinte maneira: atribuiremos 0 para R′1, 1 para a componente
conexa que contém R′3 e 2 para a componente conexa que contém R′5 (figura 2.5).
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Como consequência do item (iv) da construção da partição Pε
n, as imagens por fk

ε

de todos os pontos nos átomos Rε
n pertencem a mesma componente conexa sk = 0, 1, 2

para todo −n ≤ k ≤ n. Dáı, iremos associar à Rε
n a palavra [s−n, . . . , sn] de tamanho

2n + 1. Observe que átomos distintos de Pε
n definem palavras diferentes, já que os

átomos de Pε
n são 2 a 2 disjuntos.

Seja Φε : Σ3 −→ Λε a aplicação tal que para cada sequência x = (xk)k∈Z ∈ Σ3,

Φε(x) :=
⋂
n∈N

Φε(Cn(x)),

onde Cn(x) = {y = (yk)k∈Z ∈ Σ3 | yk = xk, ∀ − n ≤ k ≤ n} (n-cilindro definido pela
palavra central de x de tamanho 2n + 1) está associado ao único elemento Rε

n de Pε
n

que possui a mesma palavra central de Cn(x).
Segue por construção que Φε ◦ σ = fε ◦Φε. Além disso, como para todo n ∈ N, Pε

n

é realmente uma partição, a aplicação Φε é injetiva.
Note que Φε é sobrejetiva. De fato, para qualquer ponto X ∈ Λε podemos construir

uma sequência x da seguinte maneira: para cada k ∈ Z, xk é o número da única faixa
vertical que contém fk

ε (X). Isto define uma sequência bi-infinita x = (xk)k∈Z em Σ3

tal que Φε(x) = X.

Afirmação 2.24. Φε é Hölder-cont́ınua

Prova da Afirmação. Para mostrar que Φε é Hölder-cont́ınua utilizaremos argumentos
baseados no decaimento exponencial do diâmetro dos átomos de Pε

n. Como para
quaisquer n ∈ N e x ∈ Σ3, Φε(Cn(x)) = Rε

n, segue por construção de Pε
n e da proposição

2.5 que Φε(Cn(x)) tem diâmetro menor que K(λ
n
2 + ρ−

n
2 ), onde K é uma constante

positiva.
Se y ∈ Cn(x), mas y /∈ Cn+1(x), então d(x, y) = 1

2n e Φε(x) e Φε(y) pertencem ao
mesmo átomo de Pε

n. Logo,

‖Φε(x)− Φε(y)‖ ≤ K(λ
n
2 + ρ−

n
2 ).

Tomando γ = min{− log
√

λ
log 2

,
log
√

ρ

log 2
}, temos que

γ ≤ − log
√
λ

log 2
⇐⇒ 2γ ≤ λ−

1
2 ⇐⇒ λ

1
2 ≤ 2−γ e

γ ≤
log

√
ρ

log 2
⇐⇒ 2γ ≤ ρ

1
2 ⇐⇒ ρ−

1
2 ≤ 2−γ,

ou seja, λ
n
2 ≤ 2−nγ e ρ−

n
2 ≤ 2−nγ para todo n ∈ N. Portanto,

‖Φε(x)− Φε(y)‖ ≤ K(2−nγ + 2−nγ) = 2K(2−n)γ = 2K
(
d(x, y)

)γ
,

donde conclúımos que Φε é γ-Hölder cont́ınua. Af.
A Afirmação 2.24 conclui a proposição.

Agora, vamos a existência e unicidade de estados de equiĺıbrio.

Teorema 2.25. Dado qualquer potencial Hölder-cont́ınuo ϕ : Λε −→ R, para cada
ε ∈ (−ε, 0), existe um único estado de equiĺıbrio ergódico µε para fε associado ao
potencial ϕ.
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Demonstração. Fixe ε ∈ (−ε, 0). Vimos na Proposição 2.21 e no Corolário 2.22 que a
aplicação fε|Λε é um difeomorfismo axioma A transitivo. Logo, pela Proposição 1.41
segue que para todo potencial Hölder-cont́ınuo ϕ : Λε −→ R existe um único estado
de equiĺıbrio ergódico µε para fε associado ao potencial ϕ.

O último resultado desta seção será sobre o formalismo termodinâmico para a
aplicação fε. Começaremos com a definição do pontencial −t log Ju

ε e em seguida
apresentaremos as propriedades desta função.

Definição 2.26. Sejam ε ∈ (−ε, 0) e t ∈ R. Definimos o potencial Ψt,ε : Λε −→ R
por

Ψt,ε(X) = −t log Ju
ε (X),

onde Ju
ε (X) = ‖Dfε(X)|Eu

X
‖ é o jacobiano instável de fε no ponto X.

Proposição 2.27. Se ε ∈ (−ε, 0), então Ψt,ε é Hölder-cont́ınuo para todo t ∈ R.

Demonstração. Seja ε ∈ (−ε, 0). Como fε|Λε é um difeomorfismo axioma A, segue da
Proposição 1.13 que Ψt,ε é Hölder-cont́ınuo para todo t ∈ R.

Para concluir a seção, mostraremos a existência e unicidade da medida conforme
µt,ε.

Teorema 2.28. Sejam ε ∈ (−ε, 0) e t ∈ R. Então, existe um único estado de equiĺıbrio
ergódico µt,ε de fε associado ao potencial Ψt,ε.

Demonstração. A existência e a unicidade do estado de equiĺıbrio µt,ε seguem da
Proposição 2.27 e do Teorema 2.25.

2.4 O caso ε > 0

Seja ε > 0 e consideremos Λε =
⋂
n∈Z

fn
ε (Q). Nosso objetivo nessa seção é encontrar

parâmentros ε > 0 que garantam boas propriedades para o sistema (Λε, fε), tais como
hiperbolicidade, transitividade, existência e unicidade de estados de equiĺıbrio e de
medidas conformes.

Vale ressaltar que o comportamento do sistema (Λε, fε) pode ser bastante com-
plicado quando desdobramos a tangência (q, 0) para cima. Como um exemplo destas
dificuldades, em [KKY92] podemos encontrar o seguinte resultado:

Teorema 2.29 (Antimonotonicidade). Em qualquer vizinhança de um valor de parâ-
metro onde há tangência homocĺınica não-degenerada para uma famı́lia a um parâmetro
de difeomorfismos C3 dissipativos do plano, deve haver infinitos parâmetros onde há
tanto criação quanto aniquilação de órbitas periódicas.

Por outro lado, em [Ri01], podemos encontrar condições suficientes para a hiper-
bolicidade e transitividade de Λε quando ε > 0. Apresentaremos estas hipóteses na
Proposição ??. Além disso,

Teorema 2.30 (Teorema B em [Ri01]). O parâmetro ε = 0 é um ponto de densidade
de Lebesgue total para o conjunto de parâmetros ε > 0 para os quais Λε é hiperbólico.
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Logo, podemos concluir que existem intervalos de parâmetros ε > 0 se acumulando
em 0, onde Λε é hiperbólico.

Com esta conclusão, nos fizemos os seguintes questionamentos: Que intervalos são
estes? É posśıvel determinar quais são os sistemas quando o parâmetro pertence ao
bordo destes intervalos? Existem parâmetros no bordo destes intervalos onde o sistema
possui órbitas de tangências?

Conseguimos responder alguns destes questionamentos através do resultado abaixo,
onde mostramos a existência de intervalos de parâmetros cujo bordo é formado por
sistemas que possuem um número finito de tangências homocĺınicas e heterocĺınicas.

Teorema A. Existem intervalos abertos e limitados (In)n≥3 ⊂ (0,+∞) de parâmetros
tais que (Λε, fε) é um sistema hiperbólico e transitivo para todo ε ∈ In. Além disso,
os intervalos In se acumulam em 0 quando n → +∞ e, para cada n ≥ 3, no bordo
de In, ∂In = {ε−(n), ε+(n)}, é tal que (Λε−(n), fε−(n)) possui uma órbita de tangência
homocĺınica e (Λε+(n), fε+(n)) possui uma órbita de tangência heterocĺınica.

Observação 2.31. No Teorema A, a hipótese n ≥ 3 é devido ao fato que o bordo de
In irá depender λn−1 e do fato que iremos assumir que os parâmetros ε > 0 satisfazem
ε < λ2.

Apresentaremos a prova deste resultado na próxima subseção. Agora, daremos
algumas definições e propriedades da aplicação fε.

Figura 2.6: A aplicação fε com ε > 0.

(a) Existem subconjuntos R1, R2, R3, R4 e R5 de Q exatamente como para a apli-
cação f (figura 2.6). Apenas a imagem do conjunto R4 é transladada para cima em ε
unidades, isto é, para cada x0 ∈ [0, 1],

fε({(x0, y) | y ∈ R} ∩R4) ⊂ {(x, gx0(x)) | gx0(x) = c(x− q)2 − λx0 + ε}.

Além disso, para os números q e r (lembre que f(0, r) = (q, 0) e (0, r) e (q, 0) são
pontos da órbita de tangência de f) temos que

fε(0, r) = (q, ε).

Iremos considerar fε(Ri) = R′i para cada i = 1, . . . , 5.
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(b) Segue de [Ri01, Pag. 435] que a aplicação que descreve fε em R4 é dada por

(x, y) ∈ R4 7−→
(
ρ(y − r)e2cs + q, cρ2(y − r)2 − s

)
, (2.4)

onde s é tal que
λx = c(ρ(y − r)e2cs)2 − cρ2(y − r)2 + s+ ε. (2.5)

Lema 2.32. fε([0, 1]× {r}) = {q} × [ε− λ, ε], onde

fε(1, r) = (q, ε− λ) e fε(λ
−1ε, r) = (q, 0).

Demonstração. Sejam x ∈ [0, 1] e y = r. Então, pela equação (2.4) temos que
fε(x, y) = (q,−s) e, pela equação (2.5), λx = s + ε, ou seja, s ∈ [−ε, λ − ε]. Logo,
fε(x, y) ∈ {q} × [ε− λ, ε]. Além disso,

• quando x = 1, s = λ− ε. Dáı, fε(1, r) = (q, ε− λ); e

• quando x = λ−1ε, s = 0. Portanto, fε(λ
−1ε, r) = (q, 0),

o que conclui o lema.

Pula Linha
(c) Considere uma folheação F de fε(R4) = R′4 cujas folhas são imagens de linhas
verticais em R4 pela aplicação fε. Então, as folhas de F são parabólicas na região R′4.
Seja Px0 ∈ F a parábola que contém o ponto (q, ε− λx0). Dáı,

Px0 ⊂ {(x, gx0(x)) | gx0(x) = c(x− q)2 − λx0 + ε}, (2.6)

onde x0 ∈ [0, 1]. Logo, segue do Lema 2.32 que

• quando x0 = λ−1ε, ([0, 1]× {0}) ∩Px0 = {(q, 0)} (a na Figura 2.6);

• para todo x0 ∈ [0, λ−1ε), ([0, 1]× {0}) ∩Px0 = ∅ (b na Figura 2.6);

• para todo x0 ∈ (λ−1ε, 1], ([0, 1]× {0}) ∩Px0 = {X, Y } (c na Figura 2.6), onde

X = (q −
√
c−1(λx0 − ε), 0) e Y = (q +

√
c−1(λx0 − ε), 0);

• {(x, y) | x < q, y = ρ−1} ∩R′4 = [x1, x2]× {ρ−1} (d na Figura 2.7), onde

x1 = q −
√
c−1(ρ−1 + λ− ε) e x2 = q −

√
c−1(ρ−1 − ε), (2.7)

já que (x1, ρ
−1) ∈ P1 e (x2, ρ

−1) ∈ P0;

• {(x, y) | x > q, y = ρ−1} ∩R′4 = [x3, x4]× {ρ−1} (e na Figura 2.7), onde

x3 = q +
√
c−1(ρ−1 − ε) e x4 = q +

√
c−1(ρ−1 + λ− ε), (2.8)

já que (x3, ρ
−1) ∈ P0 e (x4, ρ

−1) ∈ P1;

• {(x, y) | y = 0} ∩R′4 = [x5, x6]× {0} (f na Figura 2.7), onde

x5 = q −
√
c−1(λ− ε) e x6 = q +

√
c−1(λ− ε),

já que (x5, 0), (x6, 0) ∈ P1.
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Pula Linha
(d) Seja α ∈ (ρ−1, r) tal que

[0, 1]× {α} := R2 ∩R3. (2.9)

Para propósitos futuros, iremos considerar

1

3
< α <

2

3
. (2.10)

Como R2 ∩ Λε = ∅, podemos descrever o conjunto

Q∩ f−1
ε (Q\R2) = f−1

ε (fε(Q) ∩ (Q\R2))

da seguinte maneira (figura 2.7):

Figura 2.7: Os conjuntos fε(Q) ∩ (Q\R2) e Q∩ f−1
ε (Q\R2).

• existem duas faixas horizontais contidas em R1:

[0, 1]× [0, ρ−2] e [0, 1]× [ρ−1α, ρ−1],

onde [0, 1] × (ρ−2, ρ−1α) ⊂ f−1
ε (R2). Note que para os pontos na região R′1 =

{(x, y) ∈ Q | x ≤ λ},
f−1

ε (x, y) = (λ−1x, ρ−1y);

• existe uma faixa horizontal em R3 contendo [0, 1] × {α} que é pré-imagem de
R′3\R2. Denotaremos esta faixa por

[0, 1]× [α, α+ ς], (2.11)

onde ς > 0 é dado por
ς := (1− α)ρ−1; (2.12)

• existe uma faixa horizontal em R5 contendo [0, 1] × {1} que é pré-imagem de
R′5\R2. Denotaremos esta faixa por

[0, 1]× [1− ς, 1];
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• a pré-imagem de R′4\R2 é a região contida em Q e limitada pelas curvas

f−1
ε ([x1, x2]× {ρ−1}), f−1

ε ([x3, x4]× {ρ−1}) e f−1
ε ([x5, x6]× {0}).

Observação 2.33. Para cada y0 ∈ [0, ρ−1], segue das propriedades (c) e (d) e das
equações (2.4) e (2.5) que (figura 2.8):

• {f−1
ε (R′4 ∩ ([0, 1]× {y0})) | y0 ∈ [0, ε]} é uma famı́lia de curvas tal que para todo

y0 ∈ [0, ε], f−1
ε (R′4 ∩ ([0, 1]×{y0})) é tangente ao segmento {λ−1(ε− y0)}× [0, 1]

no ponto (λ−1(ε− y0), r);

• {f−1
ε (R′4 ∩ ([0, q]× {y0})) | y0 ∈ (ε, ρ−1]} é uma famı́lia de curvas que estão abaixo

da reta {y = r} e cruzam Q;

• {f−1
ε (R′4 ∩ ([q, 1]× {y0})) | y0 ∈ (ε, ρ−1]} é uma famı́lia de curvas que estão acima

da reta {y = r} e cruzam Q;

Em particular, quando y0 = ρ−1, f−1
ε ([x1, x2] × {ρ−1}) e f−1

ε ([x3, x4] × {ρ−1}) são
curvas ligando {0}× [0, 1] a {1}× [0, 1]. E, quando y0 = 0, a curva f−1

ε ([x5, x6]×{0}) é
tangente ao segmento {λ−1ε}×[0, 1] no ponto (λ−1ε, r) e liga dois pontos de {1}×[0, 1].

Figura 2.8: Folheação em f−1
ε (R′4\R2).

2.4.1 Intervalos de hiperbolicidade

Definição 2.34. Seja n ≥ 3 e considere a seguinte equação:

P(x) = c(x− q)2 + λn−1x− λ− ρ−n+2r. (2.13)

Definimos β como sendo o menor número real tal que P(β) = 0.

Observação 2.35. Note que o polinômio P(x) da equação 2.13 é dado pela interseção
da curva f−n

ε ([x5, x6]× {0}) e a parábola (mais baixa de R′4)

P1 ⊂ {(x, g1(x)) | g1(x) = c(x− q)2 − λ+ ε}.

Assim, o número β será utilizado para garantir que a órbita passada do ponto cŕıtico
(q, 0) pertença ao gap entre R′1 e R′4 (Figura 2.9(b)).

Quando ε := λn−1β, segue da Definição 2.34 que

0 = P(β) = P(λ−n+1ε) = c(λ−n+1ε− q)2 + ε− λ− ρ−n+2r

⇐⇒ ρ−n+2r = c(λ−n+1ε− q)2 + ε− λ,
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ou seja, o ponto (λ−n+1ε, ρ−n+2r) = (β, ρ−n+2r) pertence a parábola P1, onde

P1 ⊂ {(x, g1(x)) | g1(x) = c(x− q)2 − λ+ ε}.

Além disso, como f−1
ε (q, 0) = (λ−1ε, r) ∈ R′1, quando ε := λn−1β temos que

f−k
ε (q, 0) ∈ R′1 para todo k = 1, 2, . . . , n − 2. Logo, do fato que f−1

ε |R′
1
(x, y) =

(λ−1x, ρ−1y), obtemos

f−n+2
ε (q, 0) = (λ−n+2ε, ρ−n+3r) ∈ R′1

e, portanto,
f−n+1

ε (q, 0) = (λ−n+1ε, ρ−n+2r) = (β, ρ−n+2r).

Assim, quando ε := λn−1β, conclúımos que f−n+1
ε (q, 0) ∈ P1 (Figura 2.9(a)).

Por outro lado, note que se ε < λn−1β (Figura 2.9(b)), então

λ−n+1ε < x7,

onde (x7, ρ
−n+2r) ∈ P1 é dado por

x7 := q −
√
c−1(ρ−n+2r + λ− ε).

Logo, fn−2
ε (x7, ρ

−n+2r) = (λn−2x7, r) ∈ R4 e, pelo Lema 2.32,

fn−1
ε (x7, ρ

−n+2r) = (q, ε− λn−1x7).

Como λ−n+1ε < x7 e fn−1
ε (λ−n+1ε, ρ−n+2r) = (q, 0), obtemos

ε− λn−1x7 < 0.

(a) ε := λn−1β (b) ε < λn−1β

Figura 2.9: O número real β.

Lema 2.36. Para c > 0 suficientemente grande, o número β está bem definido. Além
disso, 0 < β < q.
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Demonstração. Primeiramente, observe que o discriminante da equação P(x) = 0 é
positivo. De fato,

∆ = (λn−1 − 2cq)2 − 4c(cq2 − λ− ρ−n+2r)

= λ2n−2 − 4cqλn−1 + 4c2q2 − 4c2q2 + 4cλ+ 4cρ−n+2r

= λ2n−2 + 4c(−qλn−1 + λ+ ρ−n+2r)

e, como q ∈ [2
3
, 1] e λ ∈

(
0, 1

3

)
, obtemos

q < λ−1
n≥3

≤ λ−n+2 ⇐⇒ qλn−1 < λ,

donde conclúımos que ∆ > 0.
Sejam β1 e β2 as soluções da equação (2.13) tais que β1 < β2. Então,

β1 + β2 = −λ
n−1 − 2cq

c
e β1β2 =

cq2 − λ− ρ−n+2r

c
.

Como q, r ∈ [2
3
, 1] e λ, ρ−1 ∈

(
0, 1

3

)
temos que para c > 1,

λn−1 <
1

3
< q < 2cq

e, se c > 3
2
,

λ+ ρ−n+2r
n≥3
<

1

3
+

1

3
=

3

2
.
4

9
< cq2,

ou seja, para c > 0 suficientemente grande, β1 +β2 > 0 e β1β2 > 0. Logo, basta definir
β := β1 > 0.

Por outro lado, como a derivada segunda de P satisfaz

P′′(x) = 2c > 0 ∀x ∈ R

e, além disso,

P(q) = λn−1q − λ− ρ−n+2r
0<λ,q<1
< −ρ−n+2r < 0,

conclúımos que β = β1 < q < β2.

Pula Linha
Seja α dado pela equação (2.9). Dado n ≥ 3, iremos escolher λ < 1

3
, ρ > 3 e

α ∈ (ρ−1, r) tal que
α < (λρ)n−1β. (2.14)

O Teorema A será consequência do próximo resultado.

Teorema 2.37. Seja n ≥ 3 e considere α satisfazendo (2.14). Se ε > 0 é tal que

λn + ρ−n < ε < ρ−n+1α, (2.15)

então (fε,Λε) é um sistema hiperbólico e transitivo. Senão, quando:

(i) ε = ε− := λn + ρ−n, (fε,Λε) possui uma órbita de tangência homocĺınica externa
associada ao ponto fixo hiperbólico (1, 1);

(ii) ε = ε+ := ρ−n+1α, (fε,Λε) possui uma órbita de tangência heterocĺınica interna
que passa pelo ponto (0, r) ∈ W u(0, 0) ∩W s(1, 1).
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Demonstração. Seja
Vq = {(x, y) ∈ R2 | x = q}

a reta vertical sobre (q, 0) e, para cada k ∈ N, considere

Λ+
ε,k =

k⋂
j=1

f j
ε (Q), Λ−ε,k =

k⋂
j=0

f−j
ε (Q) e Λε,k = Λ+

ε,k ∩ Λ−ε,k.

Segue do Lema 2.32 que

Vq ∩ Λ+
ε,k ⊂ {q} × [ε− λ, ε] (2.16)

para todo k ≥ 1. Além disso, como [0, 1]×{ρ−k+l+1r} ⊂ R1 para todo l = 0, 1, . . . , k−2,
temos que

fk−1
ε ([0, 1]× {ρ−k+1r}) = [0, λk−1]× {r}

e, novamente pelo Lema 2.32,

fk
ε ([0, 1]× {ρ−k+1r}) = {q} × [ε− λk, ε],

ou seja,
{q} × [ε− λk, ε] ⊂ Vq ∩ Λ+

ε,k (2.17)

para todo k ≥ 2.
Fixe n ≥ 3 e seja ε > 0 satisfazendo a equação (2.15). Dáı,

ε < ρ−n+1α
(2.14)
< λn−1β

β<q
< λn−1q

q<1
< λn−1 (2.18)

e, então, segue das equações (2.16) e (2.17) que {q} × [ε − λn−1, ε] é a única compo-
nente de Vq ∩Λ+

ε,n−1 que tem interseção não vazia com Q. Como
(
Vq ∩ Λ+

ε,k

)
k≥1

é uma

sequência encaixada, basta analisarmos o que acontece no intervalo {q}× [ε−λn−1, ε].

Gostaŕıamos de ressaltar que como ε < λn−1β (equação (2.18)), segue da Obser-
vação 2.35 que

f−n+1
ε (q, 0) = (λ−n+1ε, ρ−n+2r) ∈ R1\(R′1 ∪R′4)

e, portanto, O(q, 0) ∩ Λε = ∅.

Afirmação 2.38. O conjunto Vq ∩ Λ+
ε,n possui três intervalos compactos disjuntos

contidos em {q} × [ε− λn−1, ε].

Prova da Afirmação. Seja o conjunto

([0, 1]× {ρ−n+2r}) ∩ fε(Q) ⊂ R′1 ∪R′4,

onde R′1 ∪R′4 ⊂ Λ+
ε,1 (Figura 2.10). Como

ε < ρ−n+1α < ρ−n+1r
ρ−1<1
< ρ−n+2r,

conclúımos que

([0, 1]× {ρ−n+2r}) ∩ fε(Q) = ([0, λ] ∪ [x1, x2] ∪ [x3, x4])× {ρ−n+2r}
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Figura 2.10: O conjunto ([0, 1]× {ρ−n+2r}) ∩ fε(Q).

com

x1 = q −
√
c−1(ρ−n+2r + λ− ε), x2 = q −

√
c−1(ρ−n+2r − ε),

x3 = q +
√
c−1(ρ−n+2r − ε) e x4 = q +

√
c−1(ρ−n+2r + λ− ε). (2.19)

Logo, do fato que [0, 1] × {ρ−n+2+kr} ⊂ R1 para todo k = 0, 1, . . . , n − 3, temos
que

fn−2
ε

(
([0, 1]× {ρ−n+2r}) ∩ fε(Q)

)
=

= ([0, λn−1] ∪ [x1λ
n−2, x2λ

n−2] ∪ [x3λ
n−2, x4λ

n−2])× {r}
⊂ [0, λn−2]× {r} ⊂ R4

e, portanto, segue do Lema 2.32 que

fn−1
ε

(
([0, 1]× {ρ−n+2r}) ∩ fε(Q)

)
=

= {q} ×
(
[ε− x4λ

n−1, ε− x3λ
n−1] ∪ [ε− x2λ

n−1, ε− x1λ
n−1] ∪ [ε− λn, ε]

)
⊂ {q} × [ε− λn−1, ε], (2.20)

ou seja, Vq ∩ Λ+
ε,n possui três intervalos compactos disjuntos contidos em [ε− λn−1, ε],

o que conclui a afirmação. Af.

Afirmação 2.39. A única componente de Vq ∩ Λ+
ε,n que intersecta Q é o intervalo

{q} × [ε− λn, ε].

Prova da Afirmação. De fato, segue da equação (2.15) que ε− λn > ρ−n > 0, isto é,

{q} × [ε− λn, ε] ⊂ Q.

Além disso, a equação (2.18) garante que ελ−n+1 < β < q. Dáı, pela equação (2.13) e
pelo Lema 2.36,

0 < P(ελ−n+1) = c(ελ−n+1 − q)2 + ε− λ− ρ−n+2r

⇐⇒ (q − ελ−n+1)2 > c−1(ρ−n+2r + λ− ε) > 0

⇐⇒ ελ−n+1 < q −
√
c−1(ρ−n+2r + λ− ε)

(2.19)
= x1

⇐⇒ ε− x1λ
n−1 < 0. (2.21)

Como x1 < x2 < x3 < x4, a equação (2.20) nos dá(
{q} ×

(
[ε− x4λ

n−1, ε− x3λ
n−1] ∪ [ε− x2λ

n−1, ε− x1λ
n−1]

))
∩Q = ∅.
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Logo, pela Afirmação 2.38, {q}× [ε− λn, ε] é o único subconjunto de Vq ∩Λ+
ε,n que

intersecta Q. Af.

Afirmação 2.40. O intervalo {q} × [ε− λn, ε] não intersecta Vq ∩ Λ−ε,n.

Prova da Afirmação. Com efeito, observe que(
[0, 1]× (ρ−n, ρ−n+1α)

)
∩ (Vq ∩ Λ−ε,n) = ∅,

já que por construção de fε,

[0, 1]× (ρ−n, ρ−n+1α) = f−n+1
ε

(
[0, λn−1]× (ρ−1, α)

)
,

[0, λn−1]× (ρ−1, α) ⊂ R2 e fε(R2) ∩Q = ∅.
Por outro lado, segue de (2.15) que

[ε− λn, ε] ⊂
(
ρ−n, ρ−n+1α

)
,

o que conclui a afirmação (Figura 2.11). Af.

Figura 2.11: Os conjuntos Vq ∩ Λ+
ε,n e Vq ∩ Λ−ε,n.

Afirmação 2.41. Λε é hiperbólico e transitivo para todo ε ∈ In.

Prova da Afirmação. A prova desta afirmação seguirá da construção de um campo de
cones que será realizada no Caṕıtulo 3 (Proposição 3.9 e Observação 3.13). Af.

Agora, vamos provar os itens (i) e (ii). Primeiramente, note que as faixas

[0, 1]× [0, ρ−n], [0, 1]× [ρ−n+1α, ρ−n+1(α+ ς)] e [0, 1]× [ρ−n+1(1− ς), ρ−n+1],

estão contidas em Λ−ε,n, já que

[0, 1]× [0, ρ−n] = f−n+1
ε ([0, λn−1]× [0, ρ−1]),

[0, 1]× [ρ−n+1α, ρ−n+1(α+ ς)] = f−n+1
ε ([0, λn−1]× [α, α+ ς]) e

[0, 1]× [ρ−n+1(1− ς), ρ−n+1] = f−n+1
ε ([0, λn−1]× [1− ς, 1]),

onde [0, λn−1]× [0, ρ−1], [0, λn−1]× [α, α + ς] e [0, λn−1]× [1− ς, 1] estão contidos em
f−1

ε (Q) ∩R′1 (Propriedade (d)).

Prova de (i). Quando ε := λn + ρ−n, temos que ε − λn = ρ−n. Dáı, os intervalos
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Figura 2.12: Caso (i). Na figura, 0s,u := W s,u(0, 0) e 1s,u := W s,u(1, 1).

{q}× [ε−λn, ε] e {q}× [0, ρ−n] (de Vq∩Λ+
ε,n e Vq∩Λ−ε,n, respectivamente) se intersectam

no ponto (q, ε− λn) = (q, ρ−n).
Note que (q, ρ−n) é um ponto de tangência homocĺınica (figura 2.12), já que é a

interseção entre o segmento

[0, 1]× {ρ−n} = f−n
ε ([0, λn]× {1}) ⊂ f−n

ε (W s(1, 1)) = W s(1, 1)

e o vértice da parábola gλn−1(x) = c(x− q)2 − λn − ε cujo gráfico contém o conjunto

fε(({λn−1} × [0, 1]) ∩R4) = fε

(
(fn−1

ε ({1} × [0, ρ−n+1]) ∩R4

)
⊂ fn

ε (W u(1, 1)) = W u(1, 1).

É importante ressaltar que como não há pontos de R′4∩Λε que estão suficientemente
próximos a (q, ρ−n), a órbita de (q, ρ−n) é uma órbita de tangência homocĺınica externa
a Λε.

Para concluir o item (i), basta observar que por construção, (q, ρ−n) é o único ponto
de Vq ∩ Λε,n que pertence a Λε. Dáı, pela linearidade de fε em R1, R3 e R5 e pela
equação (2.15) conclúımos que O(q, ρ−n) é a única órbita de tangência em Λε. (i)

Prova de (ii). Se ε := ρ−n+1α, os intervalos {q}×[ε−λn, ε] e {q}×[ρ−n+1α, ρ−n+1(α+ς)]
(de Vq ∩Λ+

ε,n e Vq ∩Λ−ε,n, respectivamente) se intersectam no ponto (q, ε) = (q, ρ−n+1α)
que é um ponto de tangência heterocĺınica (figura 2.13), já que é a interseção entre o
conjunto

f−n
ε (([0, 1]× {1}) ∩R′3) ⊂ f−n

ε (W s(1, 1)) = W s(1, 1)

e o vértice da parábola g0(x) = c(x− q)2 + ε cujo gráfico contém o conjunto

fε (({0} × [0, 1]) ∩R4) ⊂ fε(W
u(0, 0)) = W u(0, 0).

Podemos notar também que os pontos do gráfico da parábola g0(x) que estão
próximos a (q, ε) pertencem ao conjunto Λε,n, ou seja, a órbita de (q, ε) é uma órbita
de tangência heterocĺınica interna a Λε. Além disso, como fε(0, r) = (q, ε), O(q, ε) =
O(0, r).

Para concluir a prova do item (ii), note que (Vq ∩ Λε,n) ∩ Λε = {(q, ε)}, fε é
linear em R1, R3 e R5 e a equação (2.15) garantem que existe apenas uma órbita de
tangência. (ii)

Agora, vamos a demonstração do Teorema A.
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Figura 2.13: Caso (ii). Na figura, 0s,u := W s,u(0, 0) e 1s,u := W s,u(1, 1).

Demonstração do Teorema A. O Teorema A segue do Teorema 2.37 e de (2.14). Basta
considerar o intervalo de parâmetros In como o intervalo aberto

In := (ε−(n), ε+(n))

onde
ε−(n) := λn + ρ−n e ε+(n) := ρ−n+1α.

2.4.2 Estados de equiĺıbrio para (fε)ε∈In

A seguir, daremos algumas propriedades do sistema (Λε, fε) para ε ∈ In e finalizaremos
o caṕıtulo com os resultados que irão garantir a existência e unicidade de estados de
equiĺıbrio associados a potenciais Hölder-cont́ınuos.

Lema 2.42. Seja n ≥ 3. Para todo ε ∈ In, a aplicação fε é um difeomorfismo axioma
A.

Demonstração. Se ε ∈ In, segue do Teorema A que Λε é hiperbólico. Então, podemos
proceder como no Corolário 2.22 para concluir que fε é um difeomorfismo axioma
A.

Seja n ≥ 3. Segue do Teorema A e do Lema 2.42 que fε é um difeomorfismo
axioma A transitivo, para todo ε ∈ In. Logo, a Proposição 1.12 nos garante que para
todo ε ∈ In, existe uma partição de Markov para Λε com diâmetro arbitrariamente
pequeno.

Para cada k ∈ N, iremos construir uma partição Pk da seguinte maneira. Sejam
Ri

k as componentes conexas de

fk
ε (intQ) ∩ f−k

ε (intQ),

onde i < 32k e intQ := Q\∂Q. Então, definimos Pk :=
{
Ri

k

}
(figura 2.14).

Observação 2.43. Note que Pk satisfaz:

• Quando k ≤ n − 2, existem 2k componentes conexas que contêm os segmentos
{λj−1q} × [0, ρj−1ε] e [0, λ−jε]× {ρ−j+1r} para j = 1, 2, . . . , k. Observe que

(λj−1q, ρj−1ε) = f j
ε (0, q) e (λ−jε, ρ−j+1r) = f−j

ε (q, 0),

para todo j = 1, 2, . . . , k; e
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Figura 2.14: P1 e P2.

• Quando k = n− 1, existem n− 1 componentes conexas que contêm o segmento
{λj−1q} × [0, ρj−1ε] para j = 1, 2, . . . , n− 1.

Lema 2.44. Seja n ≥ 3. Então, para todo k ≥ n, Pk é uma partição de Markov para
Λε com diâmetro arbitrariamente pequeno.

Demonstração. Seja n ≥ 3 e considere k ≥ n. Claramente,

Λε =
⋂
i∈Z

f i
ε(Q) ⊂ fk

ε (intQ) ∩ f−k
ε (intQ) =

⋃
i

Ri
k.

Além disso, note que quando k ≥ n, os átomos de Pk não contém os segmentos de
pontos cŕıticos da Observação 2.43.

Por outro lado, considere ∂Q = ∂sQ∪ ∂uQ, onde

∂sQ :=
⋃

j=0,1

[0, 1]× {j} = W s
loc(0, 0) ∪W s

loc(1, 1) e

∂uQ :=
⋃

j=0,1

{j} × [0, 1] = W u
loc(0, 0) ∪W u

loc(1, 1) (2.22)

e ∂Ri
k = ∂sRi

k ∪ ∂uRi
k, onde

∂sRi
k := Ri

k ∩ f
−k
ε (∂sQ) e ∂uRi

k := Ri
k ∩ f

k
ε (∂uQ). (2.23)

Note que

f−k
ε (∂sQ) ⊃

⋃
i

∂sRi
k e fk

ε (∂uQ) ⊃
⋃
i

∂uRi
k.

Logo, segue das equações (2.22) e (2.23) que o bordo dos átomos de Pk é formado
por arcos das variedades estável e instável de (0, 0) e (1, 1). Dáı,

fε

(⋃
i

∂sRi
k

)
⊂
⋃
i

∂sRi
k e f−1

ε

(⋃
i

∂uRi
k

)
⊂
⋃
i

∂uRi
k,

ou seja,

fε(∂
sRi

k) ⊂
⋃
j

∂sRi
k e f−1

ε (∂uRi
k) ⊂

⋃
j

∂uRi
k.
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Portanto, para cada k ≥ n, Pk é uma partição de Markov e, como para todo i o
bordo de Ri

k é formado por arcos das variedades estável e instável de (0, 0) e (1, 1),
conclúımos que o comprimento de ∂Ri

k tende a zero exponencialmente com k.

Pula Linha

Proposição 2.45. Seja n ≥ 3. Se ε ∈ In, então existe uma conjugação Hölder-
cont́ınua entre (Λε, fε) e um subshift de tipo finito (ΣA(n), σA(n)), onde A(n) é a matriz
de transição que só depende de n (não depende de ε).

Demonstração. Fixe n ≥ 3 e tome ε ∈ In. O Teorema 2.37 nos garante que Λε

é hiperbólico e transitivo. Pelos lemas 2.44 e 2.42 e do fato que Λε é totalmente
desconexo, a Proposição 1.36 garante que existem um subshift de tipo finito ΣA(n,ε)

e uma conjugação Φε entre os sistemas (ΣA(n,ε), σA(n,ε)) e (Λε, fε), onde A(n, ε) é a
matriz de transição do subshift, tais que para x ∈ ΣA(n,ε):

• se k ≥ n, cada k-cilindro de x dado por

Ck(x) = {y | xi = yi, |i| ≤ k}

está associado ao único átomo Rk da partição Pk que possui a mesma palavra
central de Ck(x); e

• Φε(x) :=
⋂
k≥n

Φε(Ck(x)) define um único elemento x ∈ Λε, já que (Φε(Ck(x)))k≥n

é uma sequência encaixada de compactos não-vazios com diâmetro indo para
zero exponencialmente com k.

Por outro lado, segue da Definição 2.14 que a famı́lia (fε)ε∈In varia continuamente
com o parâmetro ε. Dáı e pela continuação hiperbólica (Teorema 1.14) temos que
{fε}ε∈In é uma famı́lia de aplicações duas a duas conjugadas, donde conclúımos que
para cada n ≥ 3, existe uma matriz de transição A(n) tal que ΣA(n,ε) = ΣA(n) para
todo ε ∈ In.

Podemos proceder como na Afirmação 2.24 para concluir que a conjugação Φε dada
acima é Hölder-cont́ınua.

Observação 2.46. Segue da Proposição 2.45 que para cada n ≥ 3, ΣA(n)  Σ3n , pois
Λ+

ε,n é formado por menos de 3n faixas verticais disjuntas.

Teorema 2.47. Seja n ≥ 3. Dado qualquer potencial Hölder-cont́ınuo ϕ : Λε −→ R,
para cada ε ∈ In, existe um único estado de equiĺıbrio ergódico µε para fε associado
ao potencial ϕ.

Demonstração. Se ε ∈ In, temos pelo Lema 2.42 e pelo Teorema A que a aplicação
fε|Λε é um difeomorfismo axioma A transitivo. Portanto, da Proposição 1.41 segue que
para todo potencial Hölder-cont́ınuo ϕ : Λε −→ R existe um único estado de equiĺıbrio
ergódico µε para fε associado ao potencial ϕ.

Para finalizar o caṕıtulo, discutiremos sobre o formalismo termodinâmico para a
aplicação fε, quando ε ∈ In. Primeiramente, vamos relembrar a definição do pontencial
−t log Ju

ε .

Definição 2.48. Seja n ≥ 3. Para cada ε ∈ In e t ∈ R, o potencial Ψt,ε : Λε −→ R é
dado por

Ψt,ε(X) = −t log Ju
ε (X),

onde Ju
ε (X) = ‖Dfε(X)|Eu(X)‖ é o jacobiano instável de fε no ponto X.
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Proposição 2.49. Seja n ≥ 3. Se ε ∈ In, então Ψt,ε é Hölder-cont́ınuo para todo
t ∈ R.

Demonstração. Seja ε ∈ In. Como fε|Λε é um difeomorfismo axioma A, segue da
Proposição 1.13 que Ψt,ε é Hölder-cont́ınuo para todo t ∈ R.

Agora, podemos concluir a existência e unicidade da medida conforme µt,ε.

Corolário 2.50. Sejam n ≥ 3, ε ∈ In e t ∈ R. Então, existe um único estado de
equiĺıbrio ergódico µt,ε de fε associado ao potencial Ψt,ε.

Demonstração. A existência e a unicidade do estado de equiĺıbrio µt,ε seguem da
Proposição 2.49 e do Teorema 2.47.



Caṕıtulo 3

Propriedades de fε para ε ∈ ∂In

No Teorema A do caṕıtulo anterior, vimos que para cada n ≥ 3, se α satisfaz α <
(λρ)n−1β (equação (2.14)) e

ε+(n) := ρ−n+1α,

o sistema (fε+(n),Λε+(n)) possui uma órbita de tangência heterocĺınica associada aos

pontos fixos (0, 0) e (1, 1), onde Λε+(n) :=
⋂
k∈Z

fk
ε+(n)(Q). O objetivo nas seções abaixo

é mostrar que para todo n ≥ 3 a aplicação fε+(n) goza de certas propriedades que a
aplicação f (quando ε = 0) também possui.

Em todo o caṕıtulo iremos considerar n ≥ 3 e fixar

ε := ρ−n+1α, (3.1)

onde α satisfaz (2.14).
Aqui vale relembrar que λ < 1

3
, ρ > 3 e c > 0 são os parâmetros de contração, de

expansão e constante, respectivamente, dados pela definição da aplicação ferradura f
na Seção 2.1.

Observação 3.1. Ao longo do caṕıtulo, todas estimativas para as constantes λ e ρ
deverão manter α satisfazendo (2.14).

Definição 3.2. Seja Λ∗ε ⊂ Λε o conjunto definido por

Λ∗ε := Λε\O(0, r).

Note que como fε(0, r) = (q, ε), segue da equação (3.1) que

fk
ε (q, ε) ∈


R1 , ∀0 ≤ k ≤ n− 2
R3 , k = n− 1
R5 , ∀k ≥ n

, (3.2)

onde
fn

ε (q, ε) ∈ [0, 1]× {1} ⊂ R5.

Definição 3.3. Seja q ∈ [0, 1] tal que

fn
ε (q, ε) := (q, 1).

Observação 3.4. Vale ressaltar que quando

ε := ε−(n) = λn + ρ−n, n ≥ 3

41
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temos que
Λε = Λ′ε ∪ O(q, ρ−n),

onde Λ′ε é um conjunto hiperbólico e

O(q, ρ−n) ∩ Per(fε) = ∅,

ou seja, a dinâmica da órbita de tangência está separada da dinâmica em Λ′ε.

3.1 Campos de cones hiperbólicos

Considere uma folheação F de fε(Q) cujas folhas são imagens pela aplicação fε de
linhas verticais em Q. Então, segue da Observação 2.1 que as folhas de F são verticais
nas regiões R′1, R

′
3 e R′5 e parabólicas na região R′4.

Definição 3.5. Para cada X ∈ R′4, defina EP(X) como sendo a reta tangente em X
à parábola P que contém X cuja equação é dada por y = c(x − q)2 − λx̃ + ε, onde
f−1

ε (X) = (x̃, ỹ) (equação (2.3)).

Observação 3.6. Segue do Lema 2.18 que o maior valor absoluto que a inclinação de
EP(X) pode atingir na região R′4∩R1 é 2

√
c(λ+ ρ−1 − ε). Além disso, esta inclinação

é obtida pela interseção entre y = c(x− q)2 − λ+ ε (parábola mais baixa em R′4) e a
reta {(x, ρ−1) | x ∈ [0, 1]} e segue das equações (2.7) e (2.8) que a distância entre os
pontos desta interseção é dada por

x4 − x1 = 2
√
c−1(λ+ ρ−1 − ε).

Note que estamos supondo ε < λ2 e λ < 1
3
, ou seja, a raiz dada acima está bem

definida, pois λ+ ρ−1 − ε > ρ−1 > 0.

Como fε é linear nas regiões R1, R3 e R5, as posśıveis dificuldades em construir
campos de cones hiperbólicos aparecem em R′4 próximas aos pontos de tangência. Com
o objetivo de abordar a dificuldade principal, iremos considerar que

2
√
c(λ+ ρ−1 − ε) < tan

( π
10

)
, (3.3)

isto é, o ângulo entre EP(X) e uma reta horizontal é menor que π
10

para todo X ∈
R′4 ∩ R1. Observe que fixado ε > 0, podemos escolher lambda e ρ−1 suficientemente
pequenos e c > 0 suficientemente grande para que a equação (3.3) seja verdadeira.

Agora, faremos a construção dos campos de cones em uma vizinhança de (q, ε) e
depois apresentaremos uma idéia de como estender os campos para o conjunto Λ∗ε.

Definição 3.7. Denotaremos por

U := (R′4 ∩R1)\({q} × [0, ε])

a vizinhança do ponto de tangência (q, ε).

Note que pela Afirmação 2.40 do Teorema 2.37,

Λε ∩ ({q} × [0, ε]) = {(q, ε)}. (3.4)

A seguir, definiremos os campos de cones em U .
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Definição 3.8. Para cada X = (x, y) ∈ U , definimos o cone instável Cu(X) contido
no espaço tangente a R2 em X por

Cu(X) :=

{
(v1, v2) ∈ R2 | |v1|

|v2|
≤ 4

2c|x− q|

}
,

e definimos o cone estável Cs(X) contido no espaço tangente a R2 em X como

Cs(X) := R2\Cu(X).

O cone instável acima está bem definido, já que para X = (x, y) ∈ U o ângulo
θ(X) entre EP(X) e a reta horizontal satisfaz

tan θ(X) = 2c(x− q) (3.5)

Além disso, Cu(X) está centrado na direção vertical e contém a reta EP(X).

Proposição 3.9. Seja X ∈ U∩Λ∗ε e tome k o primeiro inteiro positivo tal que fk
ε (X) =

X ′ ∈ U . Então,

Dfk
ε (X)Cu(X) ⊂ Cu(X ′) e ‖Dfk

ε (X)v‖ ≥ ρ
k
2 ‖v‖

para todo v ∈ Cu(X). Além disso, ‖Df−k
ε (X)w‖ ≥ λ−

k
2 ‖w‖ para todo w ∈ Cs(X).

Demonstração. Sejam X = (x, y) e X ′ = (x′, y′). Primeiramente, note que por (3.2),
existe U0 ⊂ U a componente conexa de f−n

ε (R′3 ∩ R5) ∩ U que contém (q, ε) (veja
Figuras 3.1 e 3.3).

Afirmação 3.10. O primeiro tempo de retorno k satisfaz

k ≥ max

 log
(

2
9c(x′−q)2

)
log λ−1

,
log
(

2
9c(x−q)2

)
log ρ

 .

Prova da Afirmação. De fato, daremos uma estimativa do tempo de retorno k para
os pontos em U0 (que estão suficientemente próximos de (q, ε)) e para os pontos em
U\U0.

Quando X ∈ U0 temos que fn
ε (X) ∈ R5 e, como os iterados de X precisam sair

da região [0, 1] × [1 − 2
9
, 1] para retornar em U , existe j ∈ N tal que n < j < k e

ρj(y − ε) ≥ 2
9
. Então,

ρkc(x− q)2
λx0≥0

≥ ρk(c(x− q)2 − λx0)
X∈U
= ρk(y − ε) > ρj(y − ε) ≥ 2

9
. (3.6)

Do fato que k é o primeiro tempo de retorno de X em U e pela equação (3.2)
conclúımos que f i

ε(X) ∈ R3 ∪R5 para todo n ≤ i < k − 1. Dáı, f−1
ε (X ′) = fk−1

ε (X) ∈
(R′3∪R′5)∩R4 (já que f−k

ε (X ′) ∈ U), ou seja, x′0 > λ, onde x′0 é a primeira coordenada
de f−1

ε (X ′) e R′1 = [0, λ]× [0, 1]. Como λ−1ε < λ temos que x′0 > λ−1ε.
Iremos tomar λ suficientemente pequeno para garantir que a distância entre R′1

e R′3 seja maior que λ (aqui vale ressaltar que precisaremos novamente escolher ρ−1

suficientemente pequeno e c > 0 suficientemente grande para que a equação (3.3)
continue sendo verdadeira). Logo, x′0−λ−1ε > λ, isto é, λx′0−ε > λ2, donde conclúımos
que

λ−n(λx′0 − ε) > λ−n+2
n≥3
>

2

9
.
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Assim,

λ−kc(x′ − q)2 X′∈U
= λ−k(y′ + λx′0 − ε)

y≥0

≥ λ−k(λx′0 − ε) > λ−n(λx′0 − ε) >
2

9
, (3.7)

onde na penúltima desigualdade usamos k > n e λ−1 > 1.
Portanto, segue de (3.6) e (3.7) que se X ∈ U0,

k ≥ max

 log
(

2
9c(x′−q)2

)
log λ−1

,
log
(

2
9c(x−q)2

)
log ρ

 . (3.8)

Por outro lado, se X ∈ U\U0, temos que y = c(x− q)2 − λx0 + ε e, dáı,

ρkc(x− q)2 = ρk(λx0 + y − ε) >
2

9
, (3.9)

onde na última desigualdade:

• se y − ε > 0 (Figura 3.1(a)) então

ρn−1(y − ε) = ρn−1y − α > ς,

onde ε = ρ−n+1α (equação (3.1)), ς é dado por (2.11) e ρn−1y > α+ ς, pois y > ε
e X /∈ U0. Logo,

ρk(λx0 + y − ε)
λx0≥0

≥ ρk(y − ε)
k≥n
> ρς

(2.12)
= 1− α >

1

3
>

2

9
,

onde na penúltima desigualdade usamos o fato que α < 2
3

(equação (2.10)).

• se y − ε < 0 (Figura 3.1(b)), como X /∈ U0, existe j < k tal que ρjy ≥ 1
3
, já que

para retornar em U os iterados de X precisam sair da região [0, 1]× [0, 1
3
]. Além

disso, segue da Afirmação 2.40 que y ≤ ρ−n. Dáı e pelo fato que X ∈ Λ∗ε, temos
que X está fora da região determinada pela parábola

Pλ−1ε ⊂ {(x, gλ−1ε(x)) | gλ−1ε(x) = c(x− q)2},

donde conclúımos que x0 > λ−1ε (ver equação (2.6)), ou seja, λx0−ε > 0. Logo,

ρk(λx0 + y − ε) > ρky
k>j
> ρjy ≥ 1

3
>

2

9
.

Além disso, como f−k
ε (X ′) ∈ U , podemos concluir de modo análogo ao caso anterior

que

λ−k(c(x′ − q)2) = λ−k(λx′0 + y′ − ε) >
2

9
, (3.10)

onde x′0 é a primeira coordenada de f−1
ε (X ′).

Logo, segue de (3.9) e (3.10) que se X ∈ U\U0,

k ≥ max

 log
(

2
9c(x′−q)2

)
log λ−1

,
log
(

2
9c(x−q)2

)
log ρ

 . (3.11)



45

(a) y − ε > 0 (b) y − ε < 0

Figura 3.1: Vizinhança U0.

A afirmação segue das equações (3.8) e (3.11). Af.

Agora, vamos mostrar que Dfk
ε (X)Cu(X) ⊂ Cu(X ′) para todo v ∈ Cu(X). Note

que como fε é linear nos primeiros k − 1 iterados obtemos

Dfk−1
ε (X)Cu(X) =

{
(v1, v2) ∈ R2 | |v1|

|v2|
≤
(
λ

ρ

)k−1
2

c|x− q|

}

que é um cone centrado na direção vertical e está contido Tf−1
ε (X′)R2. Dáı e pela

definição de fε em R4 temos queDfk
ε (X)Cu(X) é um cone centrado em EP(X ′) (Figura

3.2) tal que o ângulo orientado γ(X ′) entre as linhas do bordo de Dfk
ε (X)Cu(X) e

EP(X ′) satisfaz

| tan γ(X ′)| <
(
λ

ρ

)k
2

c|x− q|
. (3.12)

Figura 3.2: Cones instáveis em U .

Considere

δ(X ′) := arctan

(
2c|x− q|

4

)
a largura do cone estável Cs(X ′). Então, segue de (3.5) que

tan δ(X ′) =
1

4
|tan θ(X ′)| .
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Para obtermos boas propriedades geométricas para a aplicação fε iremos mostrar
que γ(X ′) é sucientemente pequeno, não somente para garantir que Dfk

ε (X)Cu(X) ⊂
Cu(X ′), mas também garantir que

tan δ(X ′) =
1

4
| tan θ(X ′)| ≤ 3

4
| tan θ(X ′)| ≤ tan(θ(X ′)− γ(X ′))

≤ tan(θ(X ′) + γ(X ′)) ≤ 6

5
tan |θ(X ′)| (3.13)

e

tan(|θ(X ′)| − |γ(X ′)| − |δ(X ′)|) ≥ 1

2
| tan θ(X ′)|. (3.14)

Observe que para as equações (3.13) e (3.14) serem verdadeiras, basta provar que

|γ(X ′)| < arctan

(
6 tan |θ(X ′)|

5

)
− |θ(X ′)|. (3.15)

Como estamos considerando | tan θ(Y )| < π
10

para todo Y ∈ U (equação (3.3)), temos
que existe uma constante C > 0 tal que (3.15) é verdadeira se

tan |γ(X ′)| < C tan |θ(X ′)|. (3.16)

Para obtermos (3.16), segue por (3.12) que é suficiente garantirmos que(
λ

ρ

)k
2

c|x− q|
< C tan |θ(X ′)| = C(2c|x′ − q|),

ou seja, (
λ

ρ

)k

< Cc2|x′ − q||x− q| (3.17)

seja verdadeiro.

Afirmação 3.11. A equação (3.17) é verdadeira.

Prova da Afirmação. Com efeito, segue da Afirmação 3.10 que(
λ

ρ

)k

≤
(
λ

ρ

)− log 9
2 c(x′−q)2

− log λ

= e
log 9

2 c(x′−q)2

log λ
log(λ

ρ ) = elog(
9
2
c(x′−q)2) log λ−log ρ

log λ

=

(
9

2
c(x′ − q)2

)1− log ρ
log λ

e (
λ

ρ

)k

≤
(
λ

ρ

)− log 9
2 c(x−q)2

log ρ

= e
− log 9

2 c(x−q)2

log ρ
log(λ

ρ ) = elog(
9
2
c(x−q)2)−(log λ−log ρ)

log ρ

=

(
9

2
c(x− q)2

)1− log λ
log ρ

,

onde na primeira desigualdade de cada equação usamos o fato que 0 < λ
ρ
< 1.

Considerando que 1
b
< − log λ

log ρ
< b (equação (2.1)), assumindo c > 1 e analisando os

casos |x′−q| < |x−q| e |x′−q| ≥ |x−q|, conclúımos que a equação (3.17) é verdadeira
se (

9

2
c(x− q)2

)1+ 1
b

< Cc2(x− q)2, para todo x tal que 0 < |x− q| < λ. (3.18)
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Como 1 + 1
b
< 2 temos que (3.18) é verdadeira tomando c suficientemente grande, o

que conclui a afirmação. Af.

Falta apenas mostrar que a norma dos vetores de Cu(X) cresce, através da ação

de Dfk
ε (X), por um fator de pelo menos ρ

k
2 . Seja v = (v1, v2) ∈ Cu(X). Dáı,

‖v‖ =
√
|v1|2 + |v2|2 ≤ |v2|

√(
2

c|x− q|

)2

+ 1 = |v2|

√
4 + c2(x− q)2

c2(x− q)2

e pelo Lema 2.19 temos que ‖Dfk
ε (X)v‖ ≥ ρk|v2|. Logo,

‖Dfk
ε (X)v‖
‖v‖

≥ ρk

√
c2(x− q)2

4 + c2(x− q)2
= ρ

k
2
√
c

√
ρkc(x− q)2

4 + c2(x− q)2
> ρ

k
2
√
c
1

6
> ρ

k
2 ,

onde na última desigualdade tomamos c suficientemente grande (mais precisamente,
c > 36) e na penúltima desigualdade consideramos:

• ρkc(x− q)2 > 2
9

para qualquer X ∈ U (equações (3.9) e (3.6));

• pela Observação 3.6 temos que |x − q| ≤
√
c−1(λ+ ρ−1 − ε). Por outro lado, a

equação (3.3) garante que

2
√
c(λ+ ρ−1 − ε) < tan

( π
10

)
< tan

(π
4

)
= 1 < 4,

ou seja,
√
c−1(λ+ ρ−1 − ε) < 2c−1. Logo, |x− q| < 2c−1 e, portanto,

4 + c2(x− q)2 < 8;

• assim,
ρkc(x− q)2

4 + c2(x− q)2
>

2

9
· 1

8
=

1

36
.

As contas para os vetores em Cs(X) seguem de modo análogo.

Observação 3.12. Podemos estender os campos de cones para o conjunto Λ∗ε da
mesma maneira que em [LR06], considerando

Cu(X) =

{
(v1, v2) ∈ R2 | |v1|

|v2|
≤ 1√

3

}
e Cs(X) como sendo o fecho do complementar de Cu(X) em R2, e analisando o conjunto

I(X) = {ki ∈ Z | fki
ε (X) ∈ U}

de visitas em U .

Os campos de cones definidos acima nos garantem o teorema abaixo.

Teorema B. Para todo ponto X /∈ O(0, r), Λε admite a decomposição invariante e
cont́ınua TXΛε = Es(X)⊕ Eu(X) do espaço tangente nas direções estável e instável.
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Demonstração do Teorema B. A construção dos campos de cones realizada na Propo-
sição 3.9 e na Observação 3.12, nos garante direções instáveis Eu(X) para todo ponto
X cujos iterados para trás estão sempre em Q e direções estáveis Es(X) para todo
ponto X cujos iterados para frente estão sempre em Q, lembrando que não há campos
de cones na órbita de tangência.

Logo, Eu(·) nunca é horizontal e Es(·) nunca é vertical, donde conclúımos que
existem dois campos de vetores unitários eu(·) e es(·) tais que 〈eu(·), (0, 1)〉 > 0 e
〈es(·), (1, 0)〉 > 0. Logo, Dfk

ε (X)eu(X) é paralelo a eu(fk
ε (X)) e Df−k

ε (X)es(X) é
paralelo a es(f−k

ε (X)).

Observação 3.13. Vamos apresentar a demonstração da Afirmação 2.41 do Teorema
2.37 (Caṕıtulo 2). Para isso basta observar que a decomposição dada pelo Teorema B
pode ser estendida para todos os parâmetros do intervalo In. De fato, como a única
órbita de tangência O(0, r) de Λε+(n) desaparece para os parâmetros ε ∈ In, podemos
repetir a construção dos campos de cones realizada na Proposição 3.9 e na Observação
3.12. Isso irá garantir que se ε ∈ In então para todo X ∈ Λε, Λε admite a decomposição
invariante e cont́ınua TXΛε = Es(X)⊕Eu(X) do espaço tangente nas direções estável
e instável, donde conclúımos que Λε é hiperbólico para todo ε ∈ In.

3.2 Expoentes de Lyapunov não-nulos

Começaremos esta seção definindo os expoentes de Lyapunov.
Para cada X ∈ Λ∗ε e v ∈ TXΛε, v 6= 0, seja

χ(X, v) := lim
k→+∞

1

k
log ‖Dfk

ε (X)v‖.

sempre que o limite existir. O Teorema de Oseledet ([Wa82, Teorema 10.2]) garante
que para toda µ ∈M1(fε) o limite acima existe para µ-quase todoX ∈ Λ∗ε e é chamado
de expoente de Lyapunov.

Definição 3.14. Para cada µ ∈M1(fε), definimos o conjunto

χ(µ) := {χ(X, v) | χ(X, v) existe para µ-quase todo X ∈ Λ∗ε}

de todos os expoentes de Lyapunov associados a probabilidade µ.

Nosso objetivo é demonstrar o seguinte resultado:

Teorema C. Existe ξ > 0 tal que

min{| supχ(µ)|, | inf χ(µ)|} ≥ ξ

para toda µ ∈M1(fε).

Vale ressaltar que em [CLR06] os autores provaram o mesmo resultado para a
aplicação ferradura f , isto é, quando ε = 0.

A prova do Teorema C será consequência de três lemas que apresentaremos ao
longo da seção.

Primeiramente, seja

W̃1 := {(x, y) ∈ Q | max{|x− q|, |y − 1|} < 1/c} (3.19)
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Figura 3.3: Vizinhança W̃1.

uma vizinhança de (q, 1) (Definição 3.3), onde c > 0 é a constante da construção de f
(Figura 3.3). Considere também

V1 := [0, 1]× (7/9, 1] e W1 := W̃1 ∩ Λε.

Observe que quando c > 0 é suficientemente grande W̃1 ⊂ R5 ⊂ V1.

Definição 3.15. Para cada X ∈ W1\([0, 1]×{1}) definimos o tempo de fuga τ(X) de
X da vizinhança V1 por

τ(X) := min{k ∈ N | fk
ε (X) /∈ V1}.

Antes de enunciar o próximo lema, iremos considerar para cada X = (x, y) sufi-
cientemente próximo de um ponto de órbita de tangência, o seguinte cone instável:

Cu(X) :=

{
(v1, v2) ∈ R2 | |v1|

|v2|
≤ 1

2
√
c(y + λx̃)

}
, (3.20)

onde (x̃, ỹ) = f−1
ε (X).

Observação 3.16. Note que o cone instável definido acima está contido no cone
instável dado pela Definição 3.8, já que para X = (x, y) ∈ U ,

1

2
√
c(y + λx̃)

<
4

2
√
c(y + λx̃− ε)

=
4

2c|x− q|
.

Pula Linha

Lema 3.17. Se c e ρ são suficientemente grandes, então

‖Df τ(X)
ε (X)v‖
‖v‖

≥ ρ
τ(X)

2 ,

para todo X ∈ W1\([0, 1]× {1}) e todo v ∈ Cu(X)\{0}, onde 0 := (0, 0).

Demonstração. Seja X = (x, y) ∈ W1\([0, 1] × {1}) e considere τ := τ(X) o tempo
de fuga de V1 (Definição 3.15). Começaremos a demonstração dando uma estimativa
para τ .
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Afirmação 3.18. τ ≥
log 16

9y

log ρ
.

Prova da Afirmação. Segue por construção que para todo (x, y) ∈ R5,

fε(x, y) = (λx+ (1− λ), ρy − (ρ− 1)).

Logo, como o tempo de fuga de V1 implica no tempo de fuga de R5 e fε(V1\R5) ⊂
R2, segue que

f j
ε (X) ∈ R5 ⊂ V1, ∀j = 0, . . . , τ − 1, e

f τ
ε (X) = (λτx+ (1− λτ ), ρτy − (ρτ − 1)) /∈ V1, (3.21)

isto é,

ρτy − (ρτ − 1) ≤ 7

9
=⇒ ρτ ≥ 2

9(1− y)

(∗)
≥ 16

9y
=⇒ τ ≥

log 16
9y

log ρ
,

onde na desigualdade (∗) usamos o fato que

8

9
≤ 1− 2

3
ρ−1

X∈R5

≤ y,

para ρ suficientemente grande (mais precisamente, ρ ≥ 6). Af.

Agora, para todo v = (v1, v2) ∈ Cu(X)\{0} temos a seguinte afirmação:

Afirmação 3.19. ‖Df τ
ε (X)v‖ ≥ ρτ |v2|.

Prova da Afirmação. Com efeito, segue por construção que fε é linear em R5 e que

Dfε|R5 =

(
λ 0
0 ρ

)
.

Então, pela equação (3.21) obtemos

Df τ
ε (X) =

(
λτ 0
0 ρτ

)
.

Portanto,
‖Df τ

ε (X)v‖ ≥ ‖(λτv1, ρ
τv2)‖ ≥ ρτ |v2|,

o que conclui a afirmação. Af.

Assim, para todo v = (v1, v2) ∈ Cu(X)\{0},

‖v‖ =
√
|v1|2 + |v2|2 ≤ |v2|

√(
1

2
√
cy

)2

+ 1

e pela Afirmação 3.19 obtemos

‖Df τ
ε (X)v‖
‖v‖

≥ ρτ√
1

4cy
+ 1

=
2ρτ√cy
√

1 + 4cy
.
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Como ρ
τ
2 ≥ 4

3
√

y
(Afirmação 3.18), temos que

‖Df τ
ε (X)v‖
‖v‖

≥ 8ρ
τ
2
√
c

3
√

1 + 4cy
.

Do fato que X ∈ W1 ⊂ W̃1 e por (3.19), obtemos

|y − 1| < 1/c =⇒ cy < 1 + c =⇒ 1 + 4cy < 5 + 4c

e, então,
‖Df τ

ε (X)v‖
‖v‖

≥ 8ρ
τ
2
√
c

3
√

5 + 4c
.

Tomando c suficientemente grande (mais precisamente, c > 45
28

) conclúımos que

‖Df τ
ε (X)v‖
‖v‖

≥ ρ
τ
2 .

Definição 3.20. Seja W̃1(j) a componente conexa de
f j

ε (W̃1) ∩R1 , ∀ − n ≤ j ≤ −2

f j
ε (W̃1) ∩R3 , j = −1

f j
ε (W̃1) ∩R5 , ∀j ≥ 0

que contém f j
ε (q, ε), onde n é dado por (3.2) (Figura 3.4). Considere

W :=
⋃
j≥0

W̃1(j − n).

Figura 3.4: Os conjuntos W̃1(j) com j ≥ −n.

Observação 3.21. Observe que quando j = 0 segue de (3.2) que W̃1(j − n) =

W̃1(−n) ⊂ R1 e (q, ε) ∈ W̃1(−n). Além disso, segue da linearidade da aplicação
fε nas regiões R1, R3 e R5 que existe γ > ρ−n tal que

W̃1(−n) ⊂ [0, 1]×
[
ε, ε+

γ

c

]
.
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O próximo lema nos garante que fora do conjunto W também obtemos uma boa
estimativa para o crescimento da norma dos vetores dos cones instáveis, sobre a ação
de Dfε.

Lema 3.22. Existe ρ1 > 1 tal que, se X ∈ Λ∗ε\W e v ∈ Cu(X)\{0}, então

‖Dfε(X)v‖ > ρ1‖v‖.

Demonstração. Considere os conjuntos

C1 :=

{
(v1, v2) ∈ R2 | |v1|

|v2|
≤ 2

}
e C2 :=

{
(v1, v2) ∈ R2 | |v1|

|v2|
≤ γ−

1
2

}
,

onde γ > 0 é dado pela Observação 3.21. Seja T : R2 −→ R2 a transformação linear
dada por

T (x, y) = (λx, ρy).

Note que a cada iterado por T , a norma dos vetores em C1 crescem pelo menos por
um fator constante ρ̃1 > 1, onde ρ̃1 é a taxa de crescimento da norma do vetor (

−→
2, 1)

e a norma dos vetores em C2 crescem pelo menos por um fator constante ρ̃2 > 1, onde

ρ̃2 é a taxa de crescimento da norma do vetor (
−−−−→
γ−1/2, 1). Seja

ρ1 := min{ρ̃1, ρ̃2}.

A Afirmação 3.23 abaixo conclui a prova do lema, lembrando que pelo Lema 2.19,

‖Dfε(X)e1‖ ≤ λ e ‖Dfε(X)e2‖ ≥ ρ,

para qualquer X ∈ R1 ∪R3 ∪R4 ∪R5 .

Afirmação 3.23. Para todo X ∈ Λ∗ε\W , Cu(X) ⊂ C1 ou Cu(X) ⊂ C2.

Prova da Afirmação. Seja X ∈ Λ∗ε\W . Se O(X)∩ U = ∅, então segue da Observação
3.12 que o cone instável de X é dado por

Cu(X) =

{
(v1, v2) ∈ R2 | |v1|

|v2|
≤ 1√

3

}
,

donde conclúımos que Cu(X) ⊂ C1.
Por outro lado, se O(X) ∩ U 6= ∅, iremos assumir sem perda de generalidade que

X = (x, y) ∈ U . Analisaremos os posśıveis casos de acordo com a localização de X em
U .

Quando |x− q| ≥ 1
c
, segue da Definição 3.8 que

Cu(X) :=

{
(v1, v2) ∈ R2 | |v1|

|v2|
≤ 2

c|x− q|

}
e, dáı, para todo v = (v1, v2) ∈ Cu(X)\{0} obtemos

|v1|
|v2|

≤ 2

c|x− q|
≤ 2,

ou seja, v ∈ C1.
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Agora, suponha que |x− q| < 1
c
. Segue de (3.4) que ({q}× [0, ε))∩Λε = ∅ e, pela

Afirmação 2.40 do Teorema 2.37, existe δ > 0 tal que

{(x, y) ∈ Λε | |x− q| < δ e y < ε} ∩ U = ∅.

Dáı, tomando c > 0 suficientemente grande tal que 1
c
< δ, temos que y ≥ ε e, pela

Observação 3.21,

y > y − ε = |y − ε| > γ

c
.

Além disso, segue de (3.20) que

Cu(X) :=

{
(v1, v2) ∈ R2 | |v1|

|v2|
≤ 1

2
√
c(y + λx̃)

}
,

onde (x̃, ỹ) = f−1
ε (X). Então, para todo v = (v1, v2) ∈ Cu(X)\{0},

|v1|
|v2|

≤ 1

2
√
c(y + λx̃)

λx̃≥0

≤ 1

2
√
cy

<
1

2
√
γ
< γ−

1
2 ,

donde conclúımos que v ∈ C2. Af.

Pula Linha

Definição 3.24. Seja ρ0 > 1 a constante definida por

ρ0 := min{ρ1/2, ρ1}.

O que vimos com os Lemas 3.17 e 3.22 é que tanto em W\O(0, r) como em Λ∗ε\W
a norma dos vetores instáveis têm crescimento exponencial pelo fator ρ0, sobre a ação
de Dfε.

Para os vetores estáveis podemos fazer as mesmas estimativas obtidas nos lemas
anteriores, observando que o campo de cones estáveis é definido no espaço tangente de
cada X ∈ Λ∗ε como

Cs(X) := R2\Cu(X)

e, a ação de Df−1
ε sobre esse conjunto é dada por

Df−1
ε (X)Cs(X) = R2\Dfε(X)Cu (f−1

ε (X)).

Dáı, para X = (x, y) suficientemente próximo dos pontos de tangência, o cone
estável é dado por

Cs(X) :=

{
(v1, v2) ∈ R2 | |v1|

|v2|
≥ 2
√
c(y + λx̃)

}
,

onde (x̃, ỹ) = f−1
ε (X) e, para os pontos suficientemente longe destas tangências o cone

estável é dado por

C ′(X) :=

{
(v1, v2) ∈ R2 | |v1|

|v2|
≥
√

3

}
.

Considerando a vizinhança

W̃0 := {(x, y) ∈ Q | max{|x|, |y − r|} < 1/c} (3.22)

de (0, r) e

V0 := [0, 1/3)× [0, 1] e W0 := W̃0 ∩ Λε,

temos que quando c > 0 é suficientemente grande, W̃0 ⊂ R′1 ⊂ V0.
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Definição 3.25. Para cada X ∈ W0\({0} × [0, 1]) definimos o tempo de fuga τ ′(X)
de X da vizinhança V0 por

τ ′(X) := min{k ∈ N | f−k
ε (X) /∈ V0}.

Então, de modo análogo ao Lema 3.17, temos que para todo X ∈ W0\{0} × [0, 1],

‖Df−τ ′(X)
ε (X)v‖ ≥ λ−

τ ′(X)
2 ‖v‖

para todo v ∈ Cs(X)\{0}.
Além disso, se W̃0(−j) é a componente conexa de f−j

ε (W̃0) ∩ R′1 que contém
f−j

ε (0, r), definimos

W ′ :=
⋃
j≥0

W̃0(−j)

e, de modo análogo ao Lema 3.22, existe λ1 > 1 tal que

‖Df−1
ε (X)v‖ > λ−1

1 ‖v‖

para todo X ∈ Λε\W ′ e todo v ∈ Cs(X)\{0}.
Portanto, definindo a constante λ0 > 1 por

λ0 := min{λ1/2, λ1},

iremos concluir que para todo X ∈ Λ∗ε a norma dos vetores estáveis tem crescimento
exponencial pelo fator λ−1

0 , sobre a ação de Df−1
ε .

Finalmente, o terceiro e último lema nos dará as estimativas para os expoentes de
Lyapunov.

Lema 3.26. Se X ∈ Λ∗ε, então existem uma constante c(X) > 0 e sequências lk → +∞
e jk → +∞ tais que para todo v ∈ Cu(X)\{0} e w ∈ Cs(X)\{0} temos que

‖Df lk
ε (X)v‖ > c(X)ρlk

0 ‖v‖ e ‖Df−jk
ε (X)w‖ > c(X)λ−jk

0 ‖w‖.

Em particular,

lim sup
k→+∞

log ‖Dfk
ε (X)‖
k

≥ log ρ0 e lim inf
k→+∞

log ‖Dfk
ε (X)‖
k

≤ log λ0.

Demonstração. Fixe X ∈ Λ∗ε e seja

n(X) = {k ∈ N | fk
ε (X) ∈ W1}.

Faremos a demonstração do lema para os vetores no cone instável, observando que
com argumentos análogos podemos concluir o resultado para os vetores no cone estável
considerando o conjunto

n′(X) = {k ∈ N | f−k
ε (X) ∈ W0}.

Iremos considerar as seguintes possibilidades para n(X): vazio, finito ou infinito.

Caso 1. Quando n(X) é vazio, temos três casos:
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• se O(X) ∩W = ∅, então pelo Lema 3.22,

‖Dfk
ε (X)v‖ > ρk

1‖v‖ ≥ ρk
0‖v‖

para todo k ∈ N;

• se X ∈ W e existe

k0 := 1 + max{k ∈ N | fk
ε (X) ∈ W},

então, segue dos Lemas 3.17 e 3.22 que

‖Dfk
ε (X)v‖ > ρk−k0

1 ‖Dfk0
ε (X)v‖ ≥ ρk−k0

0 ‖v‖
para todo k > k0. Dáı, tome c(X) := ρ−k0

0 ;

• seO+(X) ⊂ W , então fk
ε (X) ∈ R5 para todo k ∈ N, ou seja,X ∈ W s

loc(1, 1)\O(0, r).
Logo, se v = (v1, v2) ∈ Cu(X)\{0}, temos que v2 6= 0 e, como

Dfε|R5 =

(
λ 0
0 ρ

)
existe k1 ∈ N suficientemente grande tal que

‖Dfk
ε (X)v‖ > ρk−k1

0 ‖v‖
para todo k > k1. Logo, basta tomar c(X) := ρ−k1

0 . Caso 1

Caso 2. Se n(X) é finito, basta tomar k2 := max{n(X)}. Dáı, utilizando os mesmo
argumentos do Caso 1, obtemos

‖Dfk
ε (X)v‖ > ρk−k2

0 ‖Dfk2
ε (X)v‖

para todo k > k2. Assim, o lema é verdadeiro para X tomando

c(X) := ρ−k2
0 ‖Dfk2

ε (X)‖inf > 0,

onde ‖ · ‖inf é a norma do ı́nfimo sobre os vetores de norma 1. Caso 2

Caso 3. Quando n(X) é infinito, considere n(X) := {i1, i2, i3, . . . } e para cada k ∈ N
seja

lk := min{l > ik | f l
ε(X) /∈ R5}

Dáı, ik < lk < ik+1 para todo k ∈ N e, como consequência dos lemas anteriores,
obtemos

‖Df ik+1
ε (X)v‖

Lema 3.17

≥ ρ
ik+1−lk
0 ‖Df lk

ε (X)v‖ e ‖Df lk
ε (X)v‖

Lema 3.22
> ρlk−ik

0 ‖Df ik
ε (X)v‖.

Portanto, para todo k ∈ N
‖Df lk

ε (X)v‖ > ρlk−i1
0 ‖Df i1

ε (X)v‖
e, tomando c(X) := ρ−i1

0 ‖Df i1
ε (X)‖inf > 0, conclúımos o lema para este caso. Caso 3

Demonstração do Teorema C. Primeiramente, note que para toda probabilidade µ ∈
M1(fε) com suporte em Λε temos que µ(Λ∗ε) = 1. Isto segue do fato que a órbita de
(0, r) tem medida nula para toda probabilidade fε-invariante.

Seja µ ∈M1(fε) e tome Λε o subconjunto de Λ∗ε para o qual existem os expoentes
de Lyapunov. Então, segue do Teorema de Oseledet ([Wa82, Teorema 10.2]) que
µ(Λε) = 1 e pelo Lema 3.26 que todos os expoentes de Lyapunov estão fora do intervalo
(log λ0, log ρ0) para todo X ∈ Λε.

Logo, basta tomar ξ := max{| log λ0|, | log ρ0|}.
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3.3 Cartas locais e aplicação induzida

Nosso próximo objetivo será mostrar a existência de variedades estáveis e instáveis
locais para Λ∗ε. A estratégia será a utilização de uma aplicação induzida para a qual
construiremos variedades estáveis e instáveis que estenderemos para fε por iteração.

Além de definir a aplicação induzida F de fε, apresentaremos nessa seção a definição
de um conjunto de cartas locais, denominadas cartas k-ergódicas (introduzidas em
[LR06]). Tais cartas serão necessárias para a construção das variedades estáveis e
instáveis para aplicação induzida F .

Definição 3.27. Sejam U1 e U2 os conjuntos definidos por

U1 := U\U2 e U2 := U ∩ W̃1(−n),

onde W̃1(−n) é dado pela Definição 3.20 (Figura 3.5).

Figura 3.5: A vizinhança U .

Claramente, U1 ∩U2 = ∅ e U = U1 ∪U2. Além disso, segue de (3.2) que (q, ε) ∈ U2

e como
W̃1(0) := W̃1 = {(x, y) ∈ Q | max{|x− q|, |y − 1|} < 1/c},

para c suficientemente grande, W̃1 ⊂ R′3 ∩R5.

Observação 3.28. Quando X = (x, y) ∈ U1, temos que para todo j ∈ N tal que
ρjy ≤ ρ−1,

f j
ε (X) = (λjx, ρjy) ∈ R1.

Por outro lado, se X ∈ U2 então fn
ε (X) = (x, y) ∈ W̃1 e, para todo j ∈ N tal que

ρjy − (ρj − 1) ≥ 1− 2
3
ρ−1,

fn+j
ε (X) =

(
λjx+ (1− λj), ρjy − (ρj − 1)

)
∈ R5.

Pula Linha

Definição 3.29. Para cada X ∈ U1\([0, 1] × {0}), definimos τ1(X) o tempo de fuga
de X da região R1 por

τ1(X) := min{k ∈ N | fk
ε (X) /∈ R1}.

E, para cada X ∈ U2\([0, 1] × {ε}), definimos τ2(X) o tempo de fuga de X da
região R5 por

τ2(X) := n+ min{k ∈ N | fn+k
ε (X) /∈ R5}.
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Segue da Definição 3.29 e pela Observação 3.28 que se X ∈ U1,

f τ1(X)
ε (X) ∈ R′1 ∩ (R2 ∪R3 ∪R4 ∪R5) e fk

ε (X) ∈ R1, ∀0 ≤ k ≤ τ1(X)− 1

e, se X ∈ U2,

f τ2(X)
ε (X) ∈ R′5 ∩ (R2 ∪R3 ∪R4) e fk

ε (X) ∈ R5, ∀n ≤ k ≤ τ2(X)− 1.

Agora, daremos a definição da aplicação induzida F de fε. Seja W a vizinhança
de O+(q, ε) dada pela Definição 3.20.

Definição 3.30. Seja F a aplicação definida em

dom(F ) := U ∪
(
R4\f−1

ε (U)
)
∪ ((R3 ∪R5)\W ) , (3.23)

da seguinte maneira:

• quando X ∈ (R3 ∪R5)\W , definimos F (X) := fε(X);

• quando X ∈ U1, temos duas possibilidades:

• se f
τ1(X)
ε (X) ∈ (R3 ∪R5)\W , definimos F (X) := f

τ1(X)
ε (X);

• se f
τ1(X)
ε (X) ∈ f−1

ε (U) ⊂ R4, então F (X) := f
τ1(X)+1
ε (X);

• quando X ∈ U2, temos duas possibilidades:

• se f
τ2(X)
ε (X) ∈ R3\W , definimos F (X) := f

τ2(X)
ε (X);

• se f
τ2(X)
ε (X) ∈ f−1

ε (U) ⊂ R4, então F (X) := f
τ2(X)+1
ε (X);

• quando X ∈ R4\f−1
ε (U), definimos F (X) := fε(X).

Note que a aplicação F não está definida em [0, 1] × {0} := W s
loc(0, 0) e nem em

[0, 1]×{1} := W s
loc(1, 1), e a aplicação F−1 não está definida em {0}×[0, 1] := W u

loc(0, 0)
e nem em {1} × [0, 1] := W u

loc(1, 1).
Denotaremos por ΛF o conjunto

ΛF := (dom(F ) ∩ Λ∗ε) \∂Q. (3.24)

Observação 3.31. Com relação ao domı́nio de F dado em (3.23), mostraremos mais
a frente (Afirmação 3.46) que todo ponto X ∈ Λ∗ε\(ΛF ∪ ∂Q) satisfaz

O+(X) ∩ ΛF 6= ∅ e O−(X) ∩ ΛF 6= ∅.

3.3.1 Bolas poligonais

Definição 3.32. Para cada X ∈ Λ∗ε, seja v = vue
u(X) + vse

s(X) ∈ TXΛε, onde eu(·)
e es(·) são os campos de vetores unitários dados pelo Teorema B. Definimos a métrica
| · |X por

|v|X := max{|vu|, |vs|}

e denotaremos por bola poligonal (Figura 3.6) o conjunto

B(X, δ) := {X + v | |v|X < δ}.
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Figura 3.6: A bola poligonal B(X, δ).

Considere a função ω : Q −→ R definida por

ω(X) :=

{
|x− q| , quando X = (x, y) ∈ U

sup{ω(Y ) | Y ∈ U} , quando X ∈ Q\U

Então, segue do Lema 3.1 em [LR06] que existe uma constante C1 > 0 tal que para
todo X ∈ U ,

C1ω(X)| · |X ≤ ‖ · ‖ ≤ 2| · |X , (3.25)

onde ‖ · ‖ é a norma euclidiana.

Observação 3.33. Note que os lados direito e esquerdo de B(X, δ) são paralelos a
eu(X). Dáı, se δ é suficientemente pequeno, esses lados se aproximam da reta tangente
a parábola que contém X (Figura 3.6).

Definição 3.34. Sejam L0(X, δ) e L2(X, δ) os lados inferior e superior de B(X, δ),
respectivamente, e seja L1(X, δ) a interseção entre B(X, δ) e a reta paralela a Es(X)
que passa por X. Para cada i = 0, 1, 2 e 0 < ς ≤ 1, denotaremos por Li(X, δ)(ς) ⊂
Li(X, δ) o segmento de raio ςδ e mesmo centro que Li(X, δ).

Apresentaremos agora três resultados cujas demonstrações são exatamente iguais
as apresentadas em [LR06].

Observação 3.35. A idéia das demonstrações dos Lemas 3.36, 3.37 e 3.40 se baseiam
no crescimento da norma dos vetores nos cones instáveis (que é exponencial pelos
Lemas 3.17 e 3.22) e no controle da inclinação destes cones, levando em consideração
a linearidade da aplicação fε nas regiões R1, R3 e R5. Além disso, note que o primeiro
retorno k a vizinhança U necessariamente satisfaz k > τ , onde τ é o tempo de fuga
dado pela Definição 3.29.

Para cada constante C2 > 0, iremos considerar

ω̃(X, δ) := δC2ω(X)

para todo X ∈ U e todo 0 < δ ≤ 1.

Lema 3.36 (Proposição 3.1 em [LR06]). Existe uma constante 0 < C2 ≤ 1 tal que
para todo X ∈ U e todo 0 < δ ≤ 1 temos que toda parábola P ∈ F ∩ U que atra-
vessa o segmento L1(X, ω̃(X, δ))(1/4) também atravessa os segmentos L0(X, ω̃(X, δ))
e L2(X, ω̃(X, δ)).

Neste caso, diremos que a parábola P u-atravessa a bola B(X, ω̃(X, δ)).
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Lema 3.37 (Proposição 3.2 em [LR06]). Existe 0 < δ0 ≤ 1 uniforme em U tal que se
Y ∈ B(X, δ0ω̃(X, δ)), então a parábola que contém Y u-atravessa a bola B(X, ω̃(X, δ)).

Definição 3.38. Tome δ > 0. Para cada X ∈ U , sejam FV (X, δ) a menor faixa
vertical tal que FV (X, δ) ⊃ B(X, δ) e FH(X, δ) a menor faixa horizontal tal que
FV (X, δ) ⊃ B(X, δ). Denotaremos por R(X, δ, δ′) o retângulo (Figura 3.7) dado por

R(X, δ, δ′) := FV (X, δ) ∩ FH(X, δ′).

Definição 3.39. Tome X ∈ U e seja k := min{l ∈ N | f l
ε(X) ∈ U}. Diremos que

fk
ε (R(X, δ, δ′)) u-atravessa a bola B(X, δ′′) quando os lados da componente conexa de
fk

ε (R(X, δ, δ′))∩Q que contém fk
ε (X) são parábolas que u-atravessam B(X, δ′′) (Figura

3.7).

Figura 3.7: B(X, δ) ⊂ R(X, δ, δ′) e fk
ε (R(X, δ, δ′)).

Lema 3.40 (Corolário 3.1 em [LR06]). Se λ e ρ−1 são suficientemente pequenos, então
para todo X ∈ U e todo 0 < δ ≤ 1, se fk

ε (X) = X ′ é o primeiro retorno de X em U
então fk

ε (R(X,ω(X), ω(X))) u-atravessa a bola B(X ′, δC2ω(X ′)).

A seguir, iremos definir para cada X ∈ Λε e 0 < δ < 1 a bola poligonal es-
tável/instável que denotaremos por Bus(X, δ) e escreveremos us-bola poligonal.

Definição 3.41. Seja 0 < δ < 1. Para X ∈ U , definimos a us-bola poligonal Bus(X, δ)
por

Bus(X, δ) := B(X, δC3ω(X))

onde C3 > 0 é uma constante para a qual daremos uma estimativa mais a frente.
Quando X ∈ Λε\U e existem k1, k2 ∈ N tais que

k1 := min{k ∈ N | f−k
ε (X) ∈ U} e

k2 := min{k ∈ N | fk
ε (X) ∈ U}

definimos

Bus(X, δ) := (B(X, δC3tu(X)) ∩ Eu(X))× (B(X, δC3ts(X)) ∩ Es(X)) ,

onde

tu(X) := min

{
1

3
, ω(f−k1

ε (X))‖Dfk1
ε (f−k1

ε (X))eu(f−k1
ε (X))‖

}
e
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ts(X) := min

{
1

3
, ω(fk2

ε (X))‖Df−k2
ε (fk2

ε (X))es(fk2
ε (X))‖

}
.

Quando X ∈ Λε\U com f−k
ε (X) /∈ U para todo k ∈ N e existe k2 ∈ N tal que

k2 := min{k ∈ N | fk
ε (X) ∈ U},

definimos

Bus(X, δ) :=

(
B(X,

1

3
δC3) ∩ Eu(X)

)
× (B(X, δC3ts(X)) ∩ Es(X)) ,

onde ts(X) é definido como acima.
Quando X ∈ Λε\U com fk

ε (X) /∈ U para todo k ∈ N e existe k1 ∈ N tal que

k1 := min{k ∈ N | f−k
ε (X) ∈ U},

definimos

Bus(X, δ) := (B(X, δC3tu(X)) ∩ Eu(X))×
(
B(X,

1

3
δC3) ∩ Es(X)

)
,

onde tu(X) é definido como acima.
Finalmente, quando X ∈ Λε\U é tal que fk

ε (X) /∈ U para todo k ∈ Z, definimos

Bus(X, δ) := B

(
X,

1

3
δC3

)
.

Por conveniência, denotaremos

Bi(X, δ) := Bus(X, δ) ∩ Ei(X), para i = u, s.

3.3.2 Propriedades de F e cartas k-ergódicas

Seja F a aplicação induzida de fε dada pela Definição 3.30. Então, note que:

(i) a aplicação F é localmente linear, exceto em R4. Dáı, segue da Definição 3.41 que
se X ∈ (R3 ∪ R5)\W , então F (Bus(X, δ)) é uma bola poligonal que u-atravessa
Bus(F (X), δ); aqui u-atravessar significa que F (Bus(X, δ)) é da forma

(B(F (X), δCt′u(F (X))) ∩ Eu(F (X)))× (B(F (X), δCt′s(F (X))) ∩ Es(F (X))) ,

onde t′u(F (X)) ≥ tu(F (X)) e t′s(F (X)) ≤ ts(F (X)).

(ii) analogamente, se X ∈ U é tal que F (X) ∈ (R3 ∪ R5)\W , então F (Bus(X, δ)) é
uma bola poligonal que também u-atravessa Bus(F (X), δ).

(iii) se X ∈ U é tal que F (X) ∈ U , o Lema 3.40 garante que para todo C3 ≤ C0 e
todo 0 < δ < 1, F (Bus(X, δ)) u-atravessa Bus(F (X), δ).

Em (i) e (ii), segue da linearidade de F que F = DF .
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Lema 3.42. Seja X ∈ U tal que F (X) ∈ U . Então, existe uma constante C4 > 0 tal
que para todo Y1 e Y2 na componente conexa de Bus(X, δ) ∩ F−1(Bus(F (X), δ)) que
contém X, obtemos

|DF (Y1) ◦DF−1(F (Y2))− Id|F (X) ≤
C4

ω(F (X))
|F (Y1)− F (Y2)|F (X),

onde Id é a aplicação identidade,

|DF (Y1)−DF (Y2)|F (X) ≤
C4

ω(F (X))
|F (Y1)− F (Y2)|F (X) e

|DF−1(F (Y1))−DF−1(F (Y2))|X ≤ C4

ω(X)
|Y1 − Y2|X .

Demonstração. Como a aplicação fε é de classe C2 no compacto R4, temos que existe
uma constante C5 > 0 tal que ‖D2fε(Y )‖ ≤ C5, sendo ‖ · ‖ a norma euclidiana. Dáı,
Dfε e Df−1

ε são funções Lipschitz. Além disso, segue da Definição 3.30 que para todo
Y na componente conexa de Bus(X, δ) ∩ F−1(Bus(F (X), δ)) que contém X,

F (Y ) = fε ◦ f−1
ε (F (Y )) = fε ◦ T k−1(Y ),

onde T : R2 −→ R2 é a transformação linear dada por T (x, y) = (λx, ρy) e k ∈ N.
Portanto,

‖DF (Y1) ◦DF−1(F (Y2))− Id‖ =

= ‖Dfε(f
−1
ε (F (Y1))) ◦ T k−1 ◦ T−k+1 ◦Df−1

ε (F (Y2))− Id‖
= ‖Dfε(f

−1
ε (F (Y1))) ◦Df−1

ε (F (Y2))− Id‖
= ‖

(
Dfε(f

−1
ε (F (Y1)))−Dfε(f

−1
ε (F (Y2)))

)
◦Df−1

ε (F (Y2))‖
≤ ‖Dfε(f

−1
ε (F (Y1)))−Dfε(f

−1
ε (F (Y2)))‖.‖Df−1

ε (F (Y2))‖
≤ C6‖F (Y1)− F (Y2)‖,

onde C6 é uma constante dependendo de C5.
Temos também que

‖DF (Y1)−DF (Y2)‖ = ‖Dfε(f
−1
ε (F (Y1))) ◦ T k−1 −Dfε(f

−1
ε (F (Y2))) ◦ T k−1‖

= ‖
(
Dfε(f

−1
ε (F (Y1)))−Dfε(f

−1
ε (F (Y2)))

)
◦ T k−1‖

≤ ‖Dfε(f
−1
ε (F (Y1)))−Dfε(f

−1
ε (F (Y2)))‖.‖T k−1‖

≤ C7‖F (Y1)− F (Y2)‖,

onde C7 é uma constante dependendo de C5.
Analogamente,

‖DF−1(F (Y1))−DF−1(F (Y2))‖ ≤ C8‖Y1 − Y2‖,

onde C8 é uma constante dependendo de C5.
Para concluir o lema, basta utilizar a equação 3.25 que relaciona as normas ‖ · ‖ e

| · |X e obteremos a constante C4 dependendo das constantes C1, C6, C7 e C8.

Daremos agora a definição das cartas k-ergódicas.
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Definição 3.43. Definiremos as cartas k-ergódicas como a famı́lia de mergulhos

ΥX : BX(0, δ) ⊂ R2 −→ R2

para X ∈ ΛF e 0 := (0, 0), satisfazendo:

(i) ΥX é uma aplicação afim, ΥX(0) = X e

DΥX(0)Ru ⊂ Eu e DΥX(0)Rs ⊂ Es,

onde Ru := R× {0} e Rs := {0} × R. Se v ∈ Ru ∪ Rs, então

|ΥX(v)|X = ω(X)‖v‖;

(ii) o conjunto BX(0, δ) é definido por

BX(0, δ) := Υ−1
X (Bus(X, δ))

e munido da norma do máximo | · |max dada por

‖v‖max := max{|v1|, |v2|}, para v = v1(1, 0) + v2(0, 1).

Chamaremos de aplicações k-ergódicas a famı́lia de aplicações

F̂X := Υ−1
F (X) ◦ F ◦ΥX .

e, as aplicações
F̂−1

X := Υ−1
F−1(X) ◦ F

−1 ◦ΥX ,

serão chamadas de aplicações k-ergódicas inversas.

As aplicações e as cartas k-ergódicas satisfazem as seguintes propriedades:

1. para quaisquer Y1, Y2 ∈ BX(0, δ),

1

2
‖ΥX(Y1)−ΥX(Y2)‖ ≤ |Y1 − Y2| ≤

1

C1ω(X)
‖ΥX(Y1)−ΥX(Y2)‖;

2. para cada X ∈ ΛF :

• ρ
k
2 ‖v‖max ≤ ‖DF̂X(0)v‖max para todo v ∈ Ru, onde F (X) = fk

ε (X);

• λ
k
2 ‖v‖max ≥ ‖DF̂X(0)v‖max para todo v ∈ Rs, onde F (X) = fk

ε (X).

Para X /∈ U , F = fε e as desigualdades acima seguem pela hiperbolicidade
uniforme de fε longe das tangências. Quando X ∈ U , as desigualdades acima
seguem da Proposição 3.9;

3. para todo Y1 e Y2 na componente conexa de BX(0, δ) ∩ F̂−1
X (BF (X)(0, δ)) que

contém 0, segue que

‖F̂X(Y1)− F̂X(Y2)−DF̂X(0)(Y1 − Y2)‖max ≤ C3.C4‖DF̂X(0)(Y1 − Y2)‖max.

Esta desigualdade segue do Lema 3.42 e da estimativa abaixo:

‖F̂X(Y1)− F̂X(Y2)−DF̂X(0)(Y1 − Y2)‖max =

=

∣∣∣∣∫ 1

0

(
DF̂X(t(Y1 − Y2))−DF̂X(0)

)
.(Y1 − Y2)dt

∣∣∣∣
≤ C4

ω(F (X))
‖DF̂X(0)(Y1 − Y2)‖max .C3ω(F (X)).

Observação 3.44. Note que se F (X) = fk
ε (X), temos que fε é linear pelo menos em

k− 1 iterados. Logo, qualquer posśıvel distorção é devido apenas ao último iterado e,
além disso, é uniformemente limitada.
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3.4 Variedades estáveis e instáveis locais

Agora, iremos mostrar o seguinte resultado:

Teorema D. Para todo X ∈ Λ∗ε, existem variedades estável e instável W s(X) e
W u(X). Além disso, as variedades locais W s

loc(X) e W u
loc(X) são localmente o grá-

fico de aplicações de Es,u(X) em Eu,s(X), respectivamente.

Conforme comentamos na seção anterior, a estratégia será a utilização da apli-
cação induzida F para a qual construiremos variedades estáveis e instáveis locais que
estenderemos para fε por iteração.

Sejam C2 a constante dada pelo Lema 3.36 e C3 a constante dada pela definição
3.41 tal que Bus(X, δ) := B(X, δC3ω(X)).

Proposição 3.45. Existe 0 < δ1 ≤ 1 tal que se C3 := δ1C2, então para todo X ∈ ΛF

e todo 0 < δ ≤ 1, existe um único par de curvas, W u
δ (X) e W s

δ (X), satisfazendo:

• W u
δ (X) é tangente a Eu(Y ) para cada Y ∈ W u

δ (X) ∩
⋂
k∈N

F k(dom(F ));

• W s
δ (X) é tangente a Es(Y ) para cada Y ∈ W s

δ (X) ∩
⋂
k∈N

F−k(dom(F ));

• W u,s
δ (X) é o gráfico de uma função gu,s

X : Bu,s(X, δ) −→ Bs,u(X, δ) com constante
de Lipschitz menor que 1

3
, onde

Bi(X, δ) := Bus(X, δ) ∩ Ei(X) = B(X, δδ1C2ω(X)), i = u, s;

• F (W u
δ (X)) ⊃ W u

δ (F (X)) e F−1(W s
δ (X)) ⊃ W s

δ (F−1(X)).

Demonstração. Como as aplicações e as cartas k-ergódicas satisfazem as propriedades
1, 2 e 3 (apresentadas no final da seção anterior), a demonstração segue exatamente
como a prova em [LR06, Proposição 5.1].

Definiremos as variedades estável e instável de X para F da maneira usual, isto é,

W s(X,F ) :=
⋃
k≥0

F−k(W s
δ (F k(X))) e W u(X,F ) :=

⋃
k≥0

F k(W u
δ (F−k(X))).

Como estas variedades herdam a estrutura Riemanmiana de R2, existem duas métricas
que denotaremos por ds e du de W s(X,F ) e de W u(X,F ), respectivamente.

Agora, vamos à prova do Teorema D.

Demonstração do Teorema D. Seja X ∈ Λ∗ε\∂Q e tome 0 < δ ≤ 1. Se X ∈ ΛF ,
definimos as variedades estável e instável locais de X para fε por

W s
δ (X, fε) := W s

δ (X,F ) e W u
δ (X, fε) := W u

δ (X,F )

e, portanto,
W s(X, fε) = W s(X,F ) e W u(X, fε) = W u(X,F ).
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Afirmação 3.46. Se X /∈ ΛF , existem k1, k2 ∈ N tais que

k1 := min{k ∈ N | f−k
ε (X) ∈ ΛF} e k2 := min{k ∈ N | fk

ε (X) ∈ ΛF}.

Prova da Afirmação. De fato, se X /∈ ΛF , segue das equações (3.23) e (3.24) que

X ∈ (R1\U) ∪ f−1
ε (U) ∪ ((R3 ∪R5) ∩W ) .

Mostraremos a existência de k1 em cada uma das possibilidades acima; a prova da
existência de k2 é feita de modo análogo.

Se X ∈ (R1\U), então como X ∈ Λ∗ε temos que X ∈ R1 ∩ R′1. Mas, note que por
construção e pela linearidade de fε|R1 ,

(R1 ∩R′1) ∩ Λ∗ε ⊂ fε(U) ∪
2⋂

j=0

f j
ε (R1).

Dáı, temos duas possibilidades:

• se X ∈ fε(U), f−1
ε (X) ∈ U . Logo, f−1

ε (X) ∈ ΛF ; ou

• se X ∈
2⋂

j=0

f j
ε (R1), novamente, note que por construção e pela linearidade de

fε|R1 ,
2⋂

j=0

f j
ε (R1) ∩ Λ∗ε ⊂ f 2

ε (U) ∪
3⋂

j=0

f j
ε (R1).

Logo, temos duas possibilidades: se X ∈ f 2
ε (U), f−2

ε (X) ∈ U e, portanto,

f−2
ε (X) ∈ ΛF ; senão, X ∈

3⋂
j=0

f j
ε (R1). Repetindo esse processo, iremos garantir

que existe k ∈ N tal que X ∈ fk
ε (U), já que⋂

j≥0

f j
ε (R1) = {0} × [0, ρ−1] ⊂ ∂Q.

Quando X ∈ f−1
ε (U), segue que X ∈ R′1∪R′3∪R′5, já que X ∈ Λ∗ε. Se X ∈ R′3∪R′5,

como fε(W )∩ f−1
ε (U) = ∅ conclúımos que f−1

ε (X) ∈ (R3∪R5)\W , ou seja, f−1
ε (X) ∈

ΛF . Por outro lado, se X ∈ R′1, então f−1
ε (X) ∈ R1 e o resultado segue do primeiro

caso.
SeX ∈ (R3∪R5)∩W , segue da Definição 3.20 que existe k ∈ N tal que f−k

ε (X) ∈ R1

e, portanto, a afirmação segue do primeiro caso. Af.

Logo, pela Afirmação 3.46, definimos W u
δ (X, fε) como a bola aberta de raio δ na

variedade Riemanniana fk1
ε (W u(f−k1

ε (X))) (considerando a métrica du) e definimos
W s

δ (X, fε) como a bola aberta de raio δ na variedade Riemanniana f−k2
ε (W s(fk2

ε (X)))
(considerando a métrica ds). Neste caso,

W u(X, fε) :=
⋃

k≥k1

fk
ε (W u

δ (f−k
ε (X))) e W s(X, fε) :=

⋃
k≥k2

f−k
ε (W s

δ (fk
ε (X))).

Quando X ∈ ∂Q\O(0, r), definimos as variedades estáveis e instáveis da seguinte
maneira:
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• se X ∈ [0, 1]× {0}, W s(X, fε) = W s(0, 0);

• se X ∈ {0} × [0, 1]\O(0, r), W u(X, fε) = W u(0, 0);

• se X ∈ [0, 1]× {1}\O(0, r), W s(X, fε) = W s(1, 1);

• se X ∈ {1} × [0, 1], W u(X, fε) = W u(1, 1).

Antes de finalizar esta seção, apresentaremos outras três propriedades da aplicação
fε.

Definição 3.47. Seja g uma curva de classe C2 definida por

s 7−→ (g(s), s).

Dado η > 0, dizemos que a curva g é C2 η-vertical quando

|g′(s)| < η e |g′′(s)| < η, ∀s ∈ dom(g),

Proposição 3.48. Existem η > 0, 0 < λ < 1 e ρ > 1 tais que se (g(y), y) é uma
curva C2 η-vertical contida em R4 e l ∈ N é tal que

l := min{k ∈ N | fk
ε (g(y), y) ∩R4 6= ∅},

então qualquer curva C2 (g̃(y), y) contida em f l
ε(g(y), y)∩R4 também é C2 η-vertical.

Demonstração. Seja (s, h(s)) uma curva C2 tal que s ∈ [−1, 1], h′(0) = 0, ε − λ <
h(0) := y0 ≤ ε e 2c − 1 < h′′(s) < 2c + 1. Dáı, h é uma curva convexa com um
único ponto cŕıtico em s = 0, donde conclúımos que h admite dois ramos inversos:
g ◦ h(s) = s ≥ 0 e g ◦ h(s) = s ≤ 0. Suponha que g(y) = s ≥ 0, onde y = h(s) (o caso
g(y) = s ≤ 0 segue de modo análogo).

Então, como 2c− 1 < h′′(s) < 2c+ 1 e h′(0) = 0, obtemos

(2c− 1)s < h′(s) < (2c+ 1)s e (2c− 1)
s2

2
< h(s)− h(0) < (2c+ 1)

s2

2
.

Segue da última estimativa que√
y − y0

2c+ 1
=

√
h(s)− h(0)

2c+ 1
< |s| <

√
h(s)− h(0)

2c− 1
=

√
y − y0

2c− 1
.

Daremos agora estimativas para g′ e g′′. Como g(y) = s ≥ 0, segue do Teorema da
Função Inversa que para todo s > 0,

|g′(y)| = 1

|h′(s)|
<

1

(2c− 1)s
<

√
2c+ 1

(2c− 1)
√
y − y0

=
K1√
y − y0

, (3.26)

onde K1 :=
√

2c+1
2c−1

é constante. Além disso,

g′(h(s)).h′(s) = 1 =⇒ g′′(h(s)).h′(s).h′(s) + g′(h(s)).h′′(s) = 0

=⇒ g′′(h(s)) = −g
′(h(s)).h′′(s)

(h′(s))2
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e, portanto, segue da primeira igualdade em (3.26) que

|g′′(y)| = |(g′(y))3.h′′(s)| < (K1)
3(2c+ 1)√

(y − y0)3
=

K2√
(y − y0)3

(3.27)

onde K2 := (K1)
3(2c+ 1) é constante.

Considere a curva (λkg(y), ρky) para y ∈ dom(g) e ς < ρk(y − y0) < 1, onde ς > 0
é dado pela equação (2.11) e 0 < k ≤ n− 1 (Figura 3.8). Note que como y0 ≤ ε,

ρky0

ρ>1

≤ ρn−1y0 ≤ ρn−1ε
(3.1)
= α.

Figura 3.8: A estimativa ς < ρk(y − y0) < 1.

Além disso, esta curva é o gráfico da função

Θ(y) := λkg(ρ−ky), para ς < y − ρky0 < 1.

Dáı e de (3.26) segue que

|Θ′(y)| = |λkg′(ρ−ky)ρ−k| < K1λ
k

ρk
√
ρ−ky − y0

=
K1λ

k

ρk− k
2

√
y − ρky0

<
K1λ

kς−
1
2

ρ
k
2

, (3.28)

onde na última desigualdade usamos y − ρky0 ≥ ς.
Da mesma forma, pela equação (3.27) conclúımos

|Θ′′(y)| = |λkg′′(ρ−ky)ρ−2k| < K2λ
k

ρ2k
√

(ρ−ky − y0)3

=
K2λ

k

ρ2k− 3k
2

√
(y − ρky0)3

<
K2λ

kς−
3
2

ρ
k
2

. (3.29)

Antes de finalizar a demonstração, lembre que fε|R4 mapeia linhas verticais em
parábolas de equação y = c(x− q)2−λx0 + ε. Iremos escolher η > 0 tal que a imagem
de qualquer curva C2 η-vertical em R4 tenha imagem por fε|R4 contida em uma curva
(s, h(s)) satisfazendo 2c − 1 < h′′(s) < 2c + 1. Tomaremos λ e ρ−1 suficientemente
pequenos tais que os últimos termos em (3.28) e (3.29) sejam menores que η para
k = 1.

Vamos concluir a prova da proposição. Seja (g(y), y) uma curva C2 η-vertical
contida em R4 e tome l ∈ N tal que

l := min{k ∈ N | fk
ε (g(y), y) ∩R4 6= ∅}.
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Como pelo parágrafo anterior fε(g(y), y) está contido na curva (s, h(s)), podemos
assumir (após uma mudança no parâmetro s) que o único ponto cŕıtico de h(s) ocorre
em s = 0. Para finalizar, basta observar que como fε|R1 é linear, a imagem de qualquer
curva C2 η-vertical em R1 continua sendo uma curva C2 η-vertical.

Proposição 3.49. Seja V ⊂ Q um conjunto aberto tal que V ∩ Λε 6= ∅. Então,
existem k+

V , k
−
V ∈ N tais que

(i) existe X1 ∈ Λε tal que f
k+
V

ε (V) ⊃ (W u(X1)∩Q), onde W u(X1)∩([0, 1]× {0}) 6= ∅
e W u(X1) ∩ ([0, 1]× {1}) 6= ∅;

(ii) existe X2 ∈ Λε tal que f
−k−V
ε (V) ⊃ (W s(X2)∩Q), onde W s(X2)∩ ({0} × [0, 1]) 6=

∅ e W s(X2) ∩ ({1} × [0, 1]) 6= ∅.

Demonstração. Começaremos provando o item (i). Tome Y ∈ V ∩ Λ∗ε e considere
W u(Y ) ∩ V . Enquanto a componente conexa dos iterados de W u(Y ) ∩ V estiver con-
tida em R3 ou R5, seu comprimento cresce exponencialmente. Então, existe l ∈ N
tal que f l

ε(W
u(Y ) ∩ V) intersecta os bordos inferior e superior de R3 ou de R5. Por-

tanto, f l+1
ε (W u(Y ) ∩ V) cruza a região R4 ∩ R′3 ou a região R4 ∩ R′5, donde conclúı-

mos que f l+2
ε (W u(Y ) ∩ V) intersecta U ∩ ([0, 1]× {0}) e U ∩ ([0, 1]× {ρ−1}). Assim,

f l+3
ε (W u(Y ) ∩ V) passa por R′1 e intersecta [0, 1]× {0} e [0, 1]× {1}.

Se a componente conexa de W u(Y )∩V estiver contida em R1, basta iterá-la por fε

para atingir a região R3 ∪ R5 e proceder como acima. Quando a componente conexa
de W u(Y ) ∩ V estiver contida em R4, tome a componente conexa de fε(W

u(Y ) ∩ V)
contida em U ⊂ R1 e, então, itere por fε até atingir a região R3 ∪R5.

Para concluir o item (i) basta considerar k+
V := l + 3 e X ∈ f l+3

ε (W u(Y ) ∩ V). O
item (ii) segue de modo análogo, considerando f−k

ε (V) e trocando as direções vertical
e horizontal.

Corolário 3.50. A aplicação fε é topologicamente misturadora.

Demonstração. Sejam V1 e V2 conjuntos abertos contidos em Q e considere k+
V1

e k−V2

os inteiros positivos dados pela Proposição 3.49. Logo, para todo k ≥ k+
V1

+ k−V2
temos

que fk
ε (V1) ∩ V2 6= ∅, donde conclúımos que fε é topologicamente misturadora.

Observação 3.51. Segue do Teorema D e da Proposição 3.45 que existe uma constan-
te K0 > 0 tal que o comprimento de W u,s

δ (X) é menor que K0 para todo X ∈ Λε\∂Q.

3.5 Semiconjugação e estados de equiĺıbrio

Apresentaremos a seguir a existência de uma semiconjugação entre Λε e o subshift da
Proposição 2.45. Isso será suficiente para demonstrar o seguinte resultado:

Teorema E. Dado qualquer potencial Hölder-cont́ınuo ϕ : Λε −→ R, existe um único
estado de equiĺıbrio ergódico µ para fε, associado ao potencial ϕ.

Para cada k ∈ N, seja Pk uma partição degenerada definida da seguinte maneira.
Sejam Si

k com i < 32k as componentes conexas de

fk
ε (int(Q)) ∩ f−k

ε (int(Q)),
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Figura 3.9: Partição degenerada P3 para n = 3.

onde int(Q) := Q\∂Q. Então, definimos a partição (Figura 3.9) por Pk :=
{
Si

k

}
.

Por conveniência, iremos considerar que os átomos de Pk são escritos da forma Si
k e

denotaremos por S0
k e S1

k os elementos de Pk que contêm (0, 0) e (1, 1), respectivamente.

Observação 3.52. Note que:

• quando k ≤ n − 2, existem 2k componentes conexas que contêm os segmentos
{λj−1q} × [0, ρj−1ε] e [0, λ−jε]× {ρ−j+1r} para j = 1, 2, . . . , k. Observe que

(λj−1q, ρj−1ε) = f j
ε (0, q) e (λ−jε, ρ−j+1r) = f−j

ε (q, 0),

para todo j = 1, 2, . . . , k; e

• quando k = n− 1, existem: n− 1 componentes conexas que contêm o segmento
[0, λ−jε] × {ρ−j+1r} para j = 1, 2, . . . , n − 1; n − 2 pares de átomos que se
intersectam nos pontos (λjq, ρjε) para j = 2, 3, . . . , n − 1; e uma componente
conexa que contendo o segmento {q} × [0, ε].

Considere k ≥ n. Então, a partição Pk satisfaz:

(i) cada átomo Si
k é limitado por arcos das variedades estável e instável de (0, 0) e

(1, 1);

(ii) para cada k ≥ n e cada i, fk
ε (Si

k) é uma faixa cruzando Q de baixo para cima e
f−k

ε (Si
k) é uma faixa cruzando Q da esquerda para direita (Proposição 3.49);

(iii) Para k ≥ n, existem 2k pares de átomos que não são disjuntos: suas interseções
contêm os pontos f j

ε (0, r) com j ∈ {−k, . . . , k} da órbita de tangência. Note que
devido a este fato, as partições Pk são partições degeneradas.

(iv) Cada átomo Si
k+1 de Pk+1 pode ser obtido como

f−1
ε (fε(S

j
k) ∩ S

l
k) ∩ fε(f

−1
ε (Sj

k) ∩ S
m
k ),

onde Si
k+1 ⊂ Sj

k. Dáı, para cada −k + 1 ≤ i ≤ k − 1, a imagem f i
ε de pontos no

mesmo elemento de Pk pertencem ao mesmo elemento de P1.
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Proposição 3.53. Se k > n, o comprimento do bordo de cada Si
k tende a zero expo-

nencialmente com k.

Demonstração. Fixe k > n e i ∈ N e seja S := Si
k ∈ Pk. Denotaremos por ∂sS e ∂uS

as componentes estável e instável do bordo de S, respectivamente, cada uma contendo
duas componentes conexas que denotaremos por

∂sS−, ∂
sS+ ⊂ ∂sS e ∂uS−, ∂

uS+ ⊂ ∂uS.

Segue da propriedade (iv) acima que podemos definir o itinerário de S desde −k+1
até k − 1. Observe que devido ao fato da órbita de tangência satisfazer

f j
ε (0, r)

j→+∞−→ (1, 1) e f−j
ε (0, r)

j→+∞−→ (0, 0),

as posśıveis dificuldades para analisar o itinerário de S ocorrem quando existem valores
j1, j2 ∈ {0, . . . , k − 1} tais que f j1

ε (S) ⊂ S1
1 e f−j2

ε (S) ⊂ S0
1 . Nestes casos, definiremos

as sequências (kj,1)j∈N e (k−j,0)j∈N de pré-entradas em S1
1 e em S0

1 , respectivamente,
da seguinte maneira:

• seja k1,1 := m1 − 1, onde

m1 := min{i ∈ N | f i
ε(S) ⊂ S1

1}

e, para j ≥ 2, seja

kj,1 = min{i > kj−1,1 | f i
ε(S) ∩ S1

1 = ∅ e f i+1
ε (S) ⊂ S1

1};

• seja k−1,0 := −m0 + 1, onde

m0 := min{i ∈ N | f−i
ε (S) ⊂ S0

1}

e, para j ≥ 2, seja

k−j,0 = −min{i > −k−j+1,0 | f−i
ε (S) ∩ S0

1 = ∅ e f−i−1
ε (S) ⊂ S0

1}.

Iremos considerar todos os casos posśıveis para o itinerário de S. Primeiramente,
abordaremos o caso em que

f−k+1
ε (S) ∩ S0

1 = ∅, fk−1
ε (S) ∩ S1

1 = ∅,

−k + 1 6= k−j,0 e k − 1 6= kj,1, ∀j ∈ N.

Então, segue por definição das sequências (kj,1)j∈N e (k−j,0)j∈N que

f j
ε (S) ∩ S1

1 = ∅ e f−j
ε (S) ∩ S0

1 = ∅ para todo j ∈ {0, . . . , k − 1},

donde conclúımos que a norma de todos os vetores instáveis vu (tangentes a ∂uS) e
todos os vetores estáveis vs (tangentes a ∂sS) tem crescimento exponencial por Dfk

ε e
por Df−k

ε , com fator ρ1/2 e λ1/2, respectivamente.
Logo,

‖Dfk
ε (X)vu‖ ≥ ρ

k
2 e ‖Df−k

ε (Y )vs‖ ≥ λ−
k
2 ,
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para todo X ∈ ∂uS e todo Y ∈ ∂sS. Como o comprimento das variedades estáveis e
instáveis em Q para fε é limitado por cima (Observação 3.51), existe uma constante
K1 > 0 tal que

comp(∂uSi) < K1ρ
− k

2 e comp(∂sSi) < K1λ
k
2 , para i = −,+, (3.30)

onde comp(·) denota o comprimento do conjunto.
Agora, daremos a prova da afirmação nos demais casos para ∂uS, pois para ∂sS a

demonstração será análoga.
Se kj,1 = k − 1, então fk−1

ε (S) está contido no átomo de P1 que contém o ponto
(q, 1) = fn

ε (q, ε), isto é, fk−1
ε (S) ⊂ R′3 ∩R5. Seja K2 > 0 tal que

comp(fk−1
ε (∂uS)) < K2.

Como as estimativas de crescimento em (3.30) são válidas até kj,1 = k − 1, obtemos

comp(∂uS) < K2ρ
− k−1

2 = K3ρ
− k

2 ,

onde K3 := K2
√
ρ.

Quando kj,1 < k − 1 < kj+1,1,

f i
ε(S) ⊂ S1

1 ∀kj,1 < i ≤ k − 1.

Do mesmo modo que vimos no caso anterior, as estimativas de crescimento em (3.30)
são válidas até o iterado kj,1. Por outro lado, segue do item (ii) da construção da
partição Pk que

fk
ε (S) = fk−kj,1

ε (fkj,1
ε (S))

é uma faixa cruzando Q de baixo para cima. Então, existe uma parte de f
kj,1
ε (∂uS)

(de tamanho menor que uma constante K4 > 0) que escapa de S1
1 , para a qual as

estimativas em (3.30) são válidas até o iterado k. A parte restante de f
kj,1
ε (∂uS)

está contida na faixa horizontal [0, 1] × [1 − ρ−(k−kj,1), 1], onde pelo Teorema D o

comprimento máximo da variedade instável é menor que C

√
ρk−kj,1

c
. Logo, existe uma

constante K5 > 0 tal que

comp(∂uS) < K4ρ
− k

2 + C

√
ρk−kj,1

c
ρ−

kj,1
2 = K5ρ

− k
2 .

Proposição 3.54. Existe uma semiconjugação Φε Hölder-cont́ınua e finita-para-um
entre (fε,Λε) e o subshift de tipo finito (σA(n),ΣA(n)).

Demonstração. Seja Φε : ΣA(n) −→ Λε a aplicação definida por:

• se k ≥ n, cada k-cilindro de x dado por

Ck(x) := {y | xi = yi, |i| ≤ k}

está associado ao único átomo Sk da partição Pk que possui a mesma palavra
central de Ck(x), isto é,

Φε(Ck(x)) := Sk; e
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• Φε(x) :=
⋂
k≥n

Φε(Ck(x)) define um único elemento x ∈ Λε, já que pela Proposição

3.53, (Φε(Ck(x)))k≥n é uma sequência encaixada de compactos não-vazios com
diâmetro indo para zero exponencialmente com k.

Segue por construção que Φε ◦ σ = fε ◦ Φε. Além disso, Φε é sobrejetiva, já que
para qualquer X ∈ Λε podemos construir a seguinte sequência x em ΣA(n): para cada
k ∈ Z, xk é o śımbolo de uma das faixas verticais em Q que contém fk

ε (X); desta
forma, obtemos pelo menos uma sequência x = (xk)k∈Z tal que Φε(x) = X.

Note também que Φε é finita para um, pois para k ≥ n, existem 2k pares de átomos
de Pk cujas interseções contêm os pontos f j

ε (0, r) com j ∈ {−k, . . . , k} da órbita de
tangência, ou seja, os pontos da órbita de (0, r) possuem exatamente duas pré-imagens.

Para mostrar que a semiconjugação Φε é Hölder-cont́ınua, basta proceder da mesma
forma que na Afirmação 2.24.

Pula Linha

Demonstração do Teorema E. Seja Φε a semiconjugação dada pela Proposição 3.54.
Primeiramente, note que como O(0, r) é um conjunto enumerável infinito,

µ(O(0, r)) = 0, ∀µ ∈M1(fε).

Além disso, segue do fato que a semiconjugação Φε é finita para um que Φ−1
ε (O(0, r))

também é enumerável infinito e, dáı,

ν
(
ΣA(n)\Φ−1

ε (O(0, r))
)

= 1, ∀ν ∈M1(σA(n)).

Portanto, se ν ∈M1(σA(n)) então

Φ∗εν ∈M1(fε), (3.31)

onde Φ∗εν(·) := ν(Φ−1
ε (·)).

Como ϕ e Φε são aplicações Hölder-cont́ınuas, temos que a aplicação φε = ϕ ◦Φε :
ΣA(n) −→ R é um potencial Hölder-cont́ınuo. Logo, segue da Proposição 1.43 que
existe um único estado de equiĺıbrio ν (Gibbs) de σA(n) associado ao potencial φε.

Tome µ := Φ∗εν. Segue de (3.31) que µ ∈M1(fε).

Afirmação 3.55. µ é o estado de equiĺıbrio ergódico para fε associado ao potencial ϕ

Prova da Afirmação. Considere

A1 := ΣA(n)\Φ−1
ε (O(0, r)) e A2 := Λ∗ε.

Dáı,
ν(ΣA(n)\A1) = ν(Φ−1

ε (O(0, r))) = 0 e µ(Λε\A2) = µ(O(0, r)) = 0.

Além disso, como Φε é uma bijeção entre A1 e A2, conclúımos que (σA(n), ν) e
(fε, µ) são ergodicamente equivalentes. Então, hν(σA(n)) = hµ(fε) (Proposição 1.28).
Por outro lado, do fato que Φε é cont́ınua e sobrejetiva, segue que Pfε(ϕ) ≤ PσA(n)

(φε) =
PσA(n)

(ϕ ◦ Φε) (Proposição 1.38). Portanto,

Pfε(ϕ) ≤ PσA(n)
(ϕ ◦ Φε) = hν(σA(n)) +

∫
(ϕ ◦ Φε)dν

= hµ(fε) +

∫
ϕdµ = Pfε(ϕ).

Então, µ maximiza a pressão sobre Λε, como queŕıamos demonstrar. Af.
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3.6 O potencial −t log Juε

Seja Ψt,ε : Λε −→ R o potencial definido por

Ψt,ε(X) = −t log Ju
ε (X),

onde Ju
ε (X) = ‖Dfε(X)|Eu(X)‖ é o jacobiano instável de fε no ponto X. Denotaremos

por P(t) a pressão de Ψt,ε.
O potencial Ψt,ε satisfaz as seguintes propriedades:

Propriedade 3.56. Ψt,ε não é cont́ınuo em {(1, 1)}.

Demonstração. A demonstração é análoga a feita para a aplicação f na Propriedade
2.9, observando que

fk
ε (0, r)

k→+∞−→ (1, 1).

Claramente, segue desta propriedade que Ψt,ε não é Hölder-cont́ınuo.

Propriedade 3.57. Ψt,ε é limitado.

Demonstração. A prova é análoga a da Propriedade 2.11 de f . Basta notar que pelo
Teorema C,

1

2
log ρ ≤

∫
log Ju

ε dµ ≤ log 2ρ, (3.32)

para todo µ ∈M1(fε) e, portanto, para todo t ≥ 0

−t log(2ρ) ≤
∫

Ψt,εdµ ≤ −t1
2

log ρ.

Agora, daremos uma condição suficiente para existência de medidas conforme. Mais
precisamente:

Teorema F. Seja t > 0 tal que P(t) > −t1
2
log ρ. Então, existe um estado de eqúılibrio

µt,ε de fε associado ao potencial Ψt,ε.

Antes de provarmos o Teorema F , apresentaremos três lemas. O primeiro irá
garantir a semicontinuidade superior da entropia de fε.

Lema 3.58. A aplicação µ 7→ hµ(fε) é semicont́ınua superiormente.

Demonstração. Pela Proposição 3.54 segue que existe uma semiconjugação Φε : ΣA(n) −→
Λε Hölder-cont́ınua e injetiva no conjunto de medida total ΣA(n)\Φ−1

ε (O(0, r)). Além
disso, segue da demonstração do Teorema E que:

• para toda µ ∈M1(fε), hµ(fε) = hΦ−1
ε (µ)(σA(n)); e

• para toda ν ∈M1(σA(n)), hν(σA(n)) = hΦε(ν)(fε).

Como a expansividade vale para ΣA(n), obtemos a semicontinuidade superior da
entropia de σA(n) e, consequentemente, para a aplicação µ 7→ hµ(fε).
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Já que o Lema 3.58 garante a semicontinuidade superior da entropia, iremos destacar
o seguinte resultado sobre a unicidade de estados de equiĺıbrio para potenciais cont́ın-
uos.

Proposição 3.59 (Corolário 9.15.1, [Wa82]). Seja T : S −→ S uma aplicação cont́ı-
nua de um espaço métrico compacto S e suponha que a aplicação µ 7→ hµ(T ) é semi-
cont́ınua superiormente. Então, existe um subconjunto denso W de C0(S,R) tal que
para cada pontencial ϕ ∈ W existe um único estado de equiĺıbrio µ de T associado a
ϕ.

Vimos na Propriedade 3.56 que a aplicação Ju
ε não é cont́ınua. Dáı, a convergên-

cia na topologia fraca∗ de uma sequência νk → ν não garante que
∫

log Ju
ε dνk →∫

log Ju
ε dν. O próximo lema nos dará uma condição para que esta convergência seja

satisfeita.

Lema 3.60. Seja (νk)k∈N uma sequência que converge para ν na topologia fraca∗. Se
ν({(1, 1)}) = 0, então

lim
k→+∞

∫
log Ju

ε dνk =

∫
log Ju

ε dν.

Demonstração. Para cada m ∈ N, seja S1
m o átomo da partição Pm (dada pela

Proposição 3.54) que contém (1, 1) e considere os conjuntos compactos

Em(1) := S1
m e Em(2) := Λε\Em(1).

Tome uma partição da unidade {χ1,m, χ2,m} tal que χi,m|Em(j) = δij, onde δii = 1 e
δij = 0 quando i 6= j.

Denotaremos por L ∈ R e L ∈ R o lim sup e o lim inf de
∫

log Ju
ε dνk, respectiva-

mente. Tome a subsequência (νki
)i∈N tal que L = lim

i→+∞

∫
log Ju

ε dνki
. Por simplicidade,

assumiremos que a convergência ocorre para a sequência (νk)k∈N. Então, para todo
k > 0 e para todo m > 0 obtemos∫

log Ju
ε dνk =

∫
χ1,m log Ju

ε dνk +

∫
χ2,m log Ju

ε dνk. (3.33)

Como Ju
ε é cont́ınuo em Λε\{(1, 1)} (Propriedade 3.56) temos que

lim
k→+∞

∫
χ2,m log Ju

ε dνk =

∫
χ2,m log Ju

ε dν,

para todo m ∈ N. Dáı, como o lado esquerdo da igualdade em (3.33) converge para L

quando k → +∞, temos que

∫
χ1,m log Ju

ε dνk também converge quando k → +∞.

Além disso, segue de (3.32) que∣∣∣∣∫ χ1,m log Ju
ε dνk

∣∣∣∣ ≤ (log 2ρ)ν(Em(1)),

já que νk
k→+∞−→ ν na topologia fraca∗. Note que quando m → +∞, ν(Em(1)) → 0,

pois por hipótese, ν({(1, 1)}) = 0.
Por outro lado, segue do Teorema da Convergência Dominada (Teorema 1.20) e de

ν({(1, 1)}) = 0 que

lim
m→+∞

∫
χ2,m log Ju

ε dν =

∫
log Ju

ε dν.
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Portanto, tomando primeiro o limite quando k → +∞ e em seguida o limite quando

m→ +∞ em (3.33), obtemos L =

∫
log Ju

ε dν.

Fazendo o mesmo para L, também iremos obter L =

∫
log Ju

ε dν, o que conclui o

lema.

Definição 3.61. Denotaremos por δ1 a medida de Dirac no ponto fixo (1, 1).

Lema 3.62. Seja (µk)k∈N uma sequência em M1(fε) de probabilidades ergódicas tal
que

µk
k→+∞−→ a1δ1 + a2ν

na topologia fraca∗, onde a2 = 1 − a1 com a1 > 0, ν({(1, 1)}) = 0 e ν ∈ M1(fε) é
ergódica. Então,

lim inf
k→+∞

∫
log Ju

ε dµk ≥
a1

2
log ρ+ a2

∫
log Ju

ε dν.

Demonstração. Sejam Em(1), Em(2) e {χ1,m, χ2,m} como no lema anterior. Dáı, para
todo k > 0 e todo m > 0, obtemos∫

log Ju
ε dµk =

∫
χ1,m log Ju

ε dµk +

∫
χ2,m log Ju

ε dµk. (3.34)

Por um lado, a continuidade de χ2,m log Ju
ε (Propriedade 3.56) nos garante que

lim
k→+∞

∫
χ2,m log Ju

ε dµk = a2

∫
χ2,m log Ju

ε dν, (3.35)

para todo m ∈ N.
Falta considerarmos a parte χ1,m log Ju

ε de (3.34). Para isso, seja ζ > 0 pequeno.
Como por hipótese, a1 > 0 e ν({(1, 1)}) = 0, temos que existe m′ > 0 suficientemente
grande tal que para todo m > m′,

ν(S1
m) <

1

2
a1ζ.

Além disso, para todo m > m′

lim sup
k→+∞

µk(S
1
m) ∈

[
a1, a1

(
1 +

1

2
ζ

)]
e lim inf

k→+∞
µk(S

1
m) ≥ a1.

Daqui em diante, iremos considerar m > m′.
Portanto, podemos assumir k suficientemente grande tal que

(1− ζ)a1 ≤ µk(S
1
m+m2) ≤ µk(S

1
m) ≤ (1 + ζ)a1 (3.36)

onde S1
m+m2 é o átomo da partição Pm+m2 que contém (1, 1).

Observe que a aplicação χ1,m log Ju
ε pertence a L1(ϑ) para todo ϑ ∈ M1(fε), pois

log Ju
ε é limitado (Propriedade 3.57). Logo, como µk é ergódica, segue do Teorema de

Birkhoff que para µk quase todo ponto X,

lim
j→+∞

1

j

j−1∑
i=0

(χ1,m log Ju
ε ) ◦ f i

ε(X) =

∫
χ1,m log Ju

ε dµk, (3.37)
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SejaX satisfazendo (3.37). Note que as posśıveis dificuldades para estimar χ1,m log Ju
ε

ocorrem nos pontos cujas órbitas futuras estão suficientemente próximas da órbita
futura de (0, r). Assim, iremos considerar que O+(X) está próxima de O+(0, r) e
analisaremos O+(X) decompondo-a em intervalos de tempo onde há visita em S1

m.
Se O+(X) ∩ (S1

m\[0, 1] × {1}) 6= ∅, existem j1, j2, j3 ∈ Z, onde j1 < j2 < j3, tais
que pela equação (3.2) obtemos

• f j1
ε (X) ∈ U ⊂ R1 e f j1

ε (X) está próximo de (q, ε);

• f j1+n−1
ε (X) ∈ R3 ∩R′1;

• f j1+n
ε (X) ∈ R5 ∩R′3 e f j1+n

ε (X) está próximo de (q, 1) = fn
ε (q, ε);

• j2 := min{j ≥ j1 + n | f j
ε (X) ∈ S1

m ⊂ R5 ∩R′5}; e

• j3 := min{j ≥ j2 | f j
ε (X) ∈ R5 ∩R′5 e f j+1

ε (X) /∈ R5}.

Pela equação (3.36), temos que

µk

(
O(X) ∩ (S1

m\S1
m+m2)

)
≤ 2a1ζ. (3.38)

Portanto, como log Ju
ε é limitado (Propriedade 3.57), existe uma contante C9 > 0 tal

que

lim
j→+∞

1

j

j−1∑
i=0

(χ1,m log Ju
ε ) ◦ f i

ε(Y ) < C9ζ (3.39)

para todo Y ∈ O(X) ∩ (S1
m\S1

m+m2).
Logo, precisamos apenas analisar quando O(X)∩ S1

m+m2 6= ∅; isto corresponde às
órbitas que permanecem pelo menos m2 iterados em S1

m.
Suponha que O(X) ∩ S1

m+m2 6= ∅. Nesse caso, vimos acima que a órbita de
X passará primeiro próximo de (q, ε). Por simplicidade, iremos assumir que X =
(x+q, y) ∈ U com x ≥ 0 e, além disso, iremos supor que X pertence a faixa horizontal

Fh :=

{
(x, y) ∈ Q | ε+

1

ρ2m+2n+l+1
≤ y ≤ ε+

1

ρ2m+2n+l

}
,

para algum inteiro l ≥ m2, onde fn
ε (q, ε) = (q, 1) ∈ R5 ∩R′3. Dáı,

Fh ∩R′4 ⊂ f−n
ε (R5 ∩R

′
3) ⊂ R1.

Seja vu ∈ Eu(X). Observe que, por construção, a inclinação de Eu(X) (com
respeito aos vetores (1, 0) e (0, 1)) é (1, 2C10cx), onde C10 é uma constante em [1

3
, 3].

Então, iremos considerar vu da forma

vu := (1, 2C10cx).

Dáı, já que X ∈ U e a equação da parábola que contém X é y = cx2 − λx̃ + ε, onde
(x̃, ỹ) = f−1

ε (X), obtemos

vu =
(
1, 2C10

√
c
√
y − ε+KX,λ

)
,

com KX,λ = λx̃. Como X ∈ Fh temos que 1
ρ2m+2n+l+1 ≤ y − ε, ou seja, podemos tomar

vu :=

(
1, 2C11

√
c

√
1

ρ2m+2n+l
+KX,λ

)
,
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onde C11 ∈
[

1
3
√

ρ
, 3
]
.

Segue da análise de O(X) que antes de sair de S1
m, a órbita positiva de X está

contida na união R1 ∪R3 ∪R5. Então, observando que apenas o trecho da órbita que
está contido em S1

m é que irá influenciar no valor médio de χ1,m log Ju
ε , basta darmos

uma estimativa para
‖Dfm+n+l

ε (X)vu‖
‖Dfm+n

ε (X)vu‖
,

que é a expansão da norma de vu entre o (m+ n)-ésimo iterado e o (m+ n+ l)-ésimo
iterado.

Por construção, temos que

Dfε|R1 =

(
λ 0
0 ρ

)
= Dfε|R5 e Dfε|R3 =

(
−λ 0
0 −ρ

)
.

Assim,

Dfm+n
ε (X)vu =

(
−λm+n,−ρm+n2C11

√
c

√
1

ρ2m+2n+l
+KX,λ

)
=

(
−λm+n,−2C11

√
c

√
1

ρl
+ ρ2m+2nKX,λ

)
e, após l iterados,

Dfm+n+l
ε (X)vu =

(
−λm+n+l,−2C11

√
c
√
ρl + ρ2m+2n+2lKX,λ

)
.

Note que
√
ρl + ρ2m+2n+2lKX,λ

KX,λ≥0

≥
√
ρl ≥ ρ

m2

2 , já que l ≥ m2, donde conclúımos
que para m suficientemente grande,

|λm+n+l| <
∣∣∣∣2C11

√
c
√
ρl + ρ2m+2n+2lKX,λ

∣∣∣∣ .
Escolhendo a norma do máximo (já que em R2 as normas são equivalentes), temos

que para m suficientemente grande,

‖Dfm+n+l
ε (X)vu‖max = 2C11

√
c
√
ρl + ρ2m+2n+2lKX,λ.

Afirmação 3.63. Existe uma constante C12 > 0 tal que

‖Dfm+n+l
ε (X)vu‖max

‖Dfm+n
ε (X)vu‖max

> C12ρ
l
2λ4

√
l.

Prova da Afirmação. De fato, se ‖Dfm+n
ε (X)vu‖max = λm+n, para m suficientemente

grande obtemos

‖Dfm+n+l
ε (X)vu‖max

‖Dfm+n
ε (X)vu‖max

=
2C11

√
c
√
ρl + ρ2m+2n+2lKX,λ

λm+n

KX,λ≥0

≥ 2C11

√
c
√
ρl

λm+n

> 2C11

√
cρ

l
2λ4

√
l,

onde na última desigualdade,

(λm+n)−1 > 1 > λ4
√

l,
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já que m+ n > 0 e λ < 1.

Por outro lado, quando ‖Dfm+n
ε (X)vu‖max = 2C11

√
c

√
1

ρl
+ ρ2m+2nKX,λ, para m

suficientemente grande segue que

‖Dfm+n+l
ε (X)vu‖max

‖Dfm+n
ε (X)vu‖max

=
2C11

√
c
√
ρl + ρ2m+2n+2lKX,λ

2C11

√
c

√
1

ρl
+ ρ2m+2nKX,λ

KX,λ≥0

≥
√
ρl√

1

ρl
+ ρ2m+2nKX,λ

KX,λ≤1

≥
√
ρl√

ρ−l + ρ2m+2n

l≥m2

>

√
ρl√

ρ−m2 + ρ2m+2n
>

√
ρl

√
2ρ2m

>

√
2

2
ρ

l
2λ4

√
l,

onde:

• na penúltima desigualdade, note que

ρ−m2

< 1 < ρ2m+2n,

já que ρ > 3 e, tomando m > n,√
ρ−m2 + ρ2m+2n <

√
2ρ2m+2n <

√
2ρ4m =

√
2ρ2m; e

• na última desigualdade, segue da equação (2.1) que 1
b
< − log λ

log ρ
< b e, con-

siderando b < 2, obtemos ρ
1
2 < λ−1. Dáı,

ρ2m < ρ
4m
2 < λ−4m

l≥m2

≤ λ−4
√

l.

Para concluir a afirmação, basta tomar C12 := min{2C11

√
c,
√

2
2
}. Af.

Logo, como f i
ε(X) /∈ S1

m para i = 0, 1, . . . ,m+ n,

m+n∑
i=0

(χ1,m log Ju
ε ) ◦ f i

ε(X) = 0.

Então, segue da Afirmação 3.63 que

m+n+l∑
i=0

(χ1,m log Ju
ε ) ◦ f i

ε(X) ≥ logC12 + l
1

2
log ρ+ 4

√
l log λ,

donde conclúımos que para j suficientemente grande

1

j

j∑
i=0

(χ1,m log Ju
ε ) ◦ f i

ε(X) + C9ζ ≥
`j
j

logC12 +

∑
li
j

log ρ

2
+

4
∑√

li
j

log λ,

onde:

• `j é dado por

{s1, s2, . . . , s`j
} := {s ∈ [0, j] | f s

ε (X) ∈ S1
m+m2 e f s−1

ε (X) /∈ S1
m+m2};
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• li é tal que
f si+k

ε (X) ∈ S1
m para todo k = 0, 1, . . . , li − 1; e

• C9ζ segue de (3.39).

Como li ≥ m2 para todo i = 1, . . . , `j, temos que

li ≤
j

`j
⇐⇒ `j

j
≤ 1

li
≤ 1

m2
.

Então, assumindo m grande o bastante tal que
∣∣ 1
m2 logC12

∣∣ < ζ, obtemos∣∣∣∣`jj logC12

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ 1

m2
logC12

∣∣∣∣ < ζ.

Por outro lado, como j >
∑
li temos que

j

m
>

∑
li

m

li≥m2

≥
∑ li√

li
=
∑√

li ⇐⇒
4

m
> 4

∑√
li

j

e, tomando m suficientemente grande,

0 >
4
∑√

li
j

log λ > −ζ.

Observe que quando j tende a +∞,∑
li
j

j→+∞−→ µk(S
1
m+m2) = µk(S

1
m)− µk(S

1
m\S1

m+m2).

Então, segue de (3.36) e de (3.38) que∑
li
j

> a1(1− ζ)− 2a1ζ = a1(1− 3ζ).

Assim, fazendo j → +∞, temos para todo m suficientemente grande que

lim inf
j→+∞

1

j

j∑
i=0

(χ1,m log Ju
ε ) ◦ f i

ε(X) ≥ a1(1− 3ζ)
log ρ

2
− C9ζ − 2ζ. (3.40)

Logo, segue de (3.37) e (3.40) que para todo m e todo k suficientemente grandes
(k em função de m)∫

χ1,m log Ju
ε dµk ≥ a1(1− 3ζ)

log ρ

2
− C9ζ − 2ζ.

Dáı, por (3.34) e por (3.35), obtemos∫
log Ju

ε dµk ≥
a1

2
(1− 3ζ) log ρ− C9ζ + a2

∫
χ2,m log Ju

ε dν − 3ζ,

para todo m e todo k suficientemente grandes (k em função de m).
Portanto, tomando o limite quando k → +∞, em seguida o limite quandom→ +∞

e, finalmente, fazendo ζ → 0, obtemos

lim inf
k→+∞

∫
log Ju

ε dµk ≥
a1

2
log ρ+ a2

∫
log Ju

ε dν.
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Apresentaremos agora a prova do Teorema F .

Demonstração do Teorema F . Seja P(t) a pressão de fε associada ao potencial Ψt,ε e
considere uma sequência (µk)k∈N em M1(fε) tal que para todo k ∈ N,

hµk
(fε)− t

∫
log Ju

ε dµk > P(t)− 1

k
.

Tome µ ∈M1(fε) tal que µk
k→+∞−→ µ na topologia fraca∗.

Suponha que
µ := a1δ1 + a2ν,

onde a1, a2 ≥ 0, a1 + a2 = 1 e ν({(1, 1)}) = 0. Note que a2 6= 0, pois caso contrário,
µ = a1δ1 e, pelo Lema 3.58,

hµk
(fε) → hµ(fε) = 0.

Dáı, por hipótese e pela equação 3.32, obtemos

−t1
2

log ρ < P(t) = lim
k→+∞

−t
∫

log Ju
ε dµk ≤ −t inf

ϑ∈M1(fε)

∫
log Ju

ε dϑ ≤ −t1
2

log ρ,

o que é uma contradição.

Agora, segue dos Lemas 3.58 e 3.62 que

P(t) = lim
k→+∞

(
hµk

(fε)− t

∫
log Ju

ε dµk

)
≤ lim sup

k→+∞
hµk

(fε)− t lim inf
k→+∞

∫
log Ju

ε dµk

≤ hµ(fε)− t

(
a1

2
log ρ+ a2

∫
log Ju

ε dν

)
= a2

(
hν(fε)− t

∫
log Ju

ε dν

)
− t

a1

2
log ρ

≤ a2

(
hν(fε)− t

∫
log Ju

ε dν

)
+ a1P(t), (3.41)

onde usamos a hipótese P(t) > −t1
2
log ρ na última desigualdade. Observe que quando

a1 = 0, a última desigualdade de (3.41) se torna uma igualdade. Do fato que a1 = 1−a2

e a2 6= 0, temos que

P(t) ≤
(
hν(fε)− t

∫
log Ju

ε dν

)
.

Por outro lado, sabemos que P(t) ≥ hϑ(fε) − t
∫

log Ju
ε dϑ para qualquer ϑ ∈

M1(fε). Portanto,

P(t) = hν(fε)− t

∫
log Ju

ε dν,

donde conclúımos que ν é um estado de equiĺıbrio de fε associado ao potencial Ψt,ε,
a1 = 0 e µ = ν.



Caṕıtulo 4

Estabilidade estat́ıstica

Nosso objetivo aqui é de demonstrar a estabilidade estat́ıstica para a famı́lia de per-
turbações definida no Caṕıtulo 2. Dividiremos o caṕıtulo em duas parte, onde na
primeira, apresentaremos um resultado que será a ferramenta principal para que na
segunda parte, possamos concluir a estabilidade estat́ıstica para a famı́lia de desdo-
bramento da tangência homocĺınica.

Antes explicaremos o que estamos considerando por estabilidade estat́ıstica.

Definição 4.1. Seja g ∈ Diffr(M). Dizemos que g é Ck-estatisticamente estável,
k ≤ r, (ou, simplesmente, estatisticamente estável) quando existe um aberto V(g) ⊂
Diffk(M) tal que g ∈ ∂V(g) e para qualquer sequência (gε)ε>0 em V(g) tal que gε

ε→0−→ g,
todo ponto de acumulação na topologia fraca∗ de uma sequência (µε)ε>0 de estados de
equiĺıbrios de gε associados a um potencial ϕε é um estado de equiĺıbrio para g associado

a um potencial ϕ tal que ϕε
ε→0−→ ϕ.

4.1 Teorema Principal

Primeiramente, iremos apresentar as caracteŕısticas gerais do conjunto de aplicações
que satisfazem esse teorema.

(H1) Seja G : [0, 1] ×M −→ M uma aplicação cont́ınua, onde para cada ε ∈ [0, 1],
gε(·) := G(ε, ·) é um difeomorfismo C2 definido em uma variedade Riemanniana
compacta M .

(H2) ‖gε − g0‖C1
ε→0−→ 0.

(H3) Para cada ε > 0, gε é um difeomorfismo Axioma A transitivo com conjunto
hiperbólico Ω(fε) = Λε. E, para ε = 0, o difemorfismo g0 pertence a fronteira do
aberto de difeomorfismos hiperbólicos.

Lema 4.2. Para todo ε > 0, existe uma semiconjugação Φε entre (Λε, gε) e um subshift
de tipo finito (ΣA, σA), onde A é a matriz de transição (que não depende de ε). Além
disso, Φε é injetiva sobre o conjunto residual

Λ′ε := Λε\
⋃
j∈Z

gj
ε(∂

uP ∪ ∂sP),

onde ∂sP e ∂uP são os bordos estável e instável (respectivamente) da partição P dada
pela Proposição 1.12.

80
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Demonstração. Segue da hipótese (H3) e da Proposição 1.35 que para cada ε > 0
existem um subshift de tipo finito (ΣA(ε), σA(ε)) e uma semiconjugação Φε : ΣA(ε) −→
Λε, onde A(ε) é a matriz de transição do subshift e Φε é injetiva sobre o conjunto

residual Λ′ε = Λε\
⋃
j∈Z

gj
ε(∂

uP ∪ ∂sP) (P é a partição de Markov dada pela Proposição

1.12).
Além disso, como (gε)ε∈[0,1] varia continuamente com o parâmetro ε (hipótese (H1)),

segue de (H2) e da continuação hiperbólica (Teorema 1.14) que (gε)ε>0 é uma famı́lia
de aplicações duas a duas conjugadas. Então, existe uma matriz de transição A (que
não depende de ε) tal que ΣA(ε) := ΣA para todo ε > 0. Assim, a restrição do shift ao
espaço ΣA(ε) será dada por σA.

Lema 4.3. A semiconjugação Φε dada pelo Lema 4.2 é Hölder-cont́ınua.

Demonstração. A Proposição 1.12 garante a existência de uma partição de Markov
P = {R1, . . . , Rm} com diâmetro suficientemente pequeno, onde m é tal que ΣA ⊂ Σm.
Além isso, para x = (. . . , x−1, x0, x1, . . . ) tem-se que

Φε(x) :=
⋂
n≥0

Cn(x), onde Cn(x) :=
n⋂

j=−n

g−j
ε (intRxj

).

Por construção, temos que ∂uP e ∂sP são formados por variedades instáveis e
estáveis, respectivamente. Dáı, o comprimento do bordo de cada Cn(x) vai para zero
exponencialmente com n e, portanto, existem K > 0 e ξ > 1 tais que DiamCn(x) ≤
Kξ−n para todo n ≥ 0 e todo x ∈ ΣA.

Sejam x, y ∈ ΣA tais que Φε(x) = x 6= y = Φε(y) e seja N ≥ 0 menor inteiro
positivo tal que y ∈ CN(x), mas y /∈ CN+1(x) (pois se y ∈ Cn(x) para todo n ≥ 0
então x = y). Logo,

(a) x, y ∈ CN(x) =⇒ ‖x− y‖ ≤ Kξ−N ; e

(b) xi = yi para todo |i| ≤ N e xN+1 6= yN+1 ou x−N−1 6= y−N−1 =⇒ d(x, y) =
1

2N
,

onde d é a distância em Σm.

Seja γ =
log ξ

log 2
. Portanto,

‖Φε(x)− Φε(y)‖ = ‖x− y‖ ≤ Kξ−N = K(2γ)−N = K(2−N)γ = Kd(x, y)γ,

ou seja, Φε é γ-Hölder-cont́ınua.

Observação 4.4. A Proposição 1.41 nos dá a existência e unicidade de estados de
equiĺıbrio para a famı́lia {gε}ε>0 associados a um potencial Hölder-cont́ınuo. Além
disso, segue da Proposição 1.43 a existência e unicidade de estados de equiĺıbrio para
o subshift de tipo finito σA associado a um potencial Hölder-cont́ınuo.

Na demonstração do Teorema Principal, precisaremos identificar os estados de
equiĺıbrio µε da famı́lia (gε)ε>0 com os estados de equiĺıbrio νε do subshift de tipo
finito (ΣA, σA). Usando a semiconjugação Φε dada pelo Lema 4.2, mostraremos existe
uma correspondência entre estes estados de equiĺıbrio.

Proposição 4.5. Seja ε > 0 e tome ϕε : Λε −→ R um potencial Hölder-cont́ınuo.
Sejam µε e νε os estados de equiĺıbrio de gε e σA associados aos potenciais ϕε e
φε = ϕε ◦ Φε, respectivamente. Se Φ∗ενε(Λ

′
ε) = 1, então Φ∗ενε = µε.
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Demonstração. Fixe ε > 0. Primeiramente, como ϕε e Φε são aplicações Hölder-cont́ı-
nuas, a aplicação φε = ϕε ◦Φε é um potencial Hölder-cont́ınuo. É importante ressaltar
esse fato, pois ele garante a unicidade dos estados de equiĺıbrio tanto para gε quanto
para σA.

Suponha que Φ∗ενε(Λ
′
ε) = 1. Note que Φ∗ενε := µε é uma probabilidade gε-invariante,

pois como Φε ◦ σA = gε ◦ Φε e νε é σA-invariante, para qualquer boreliano E de Λε

temos que

µε(g
−1
ε (E)) = Φ∗ενε(g

−1
ε (E)) = νε(Φ

−1
ε ◦ g−1

ε (E)) = νε(σ
−1
A ◦ Φ−1

ε (E))

= νε(Φ
−1
ε (E)) = µε(E).

Agora, considere A1 := Φ−1
ε (Λ′ε) ⊂ ΣA e A2 := Λ′ε. Como Λ′ε é o subconjunto de Λε

sobre o qual Φε é injetiva, Φε é uma bijeção entre A1 e A2. Além disso, µε(Λε\A2) = 0
e

νε(ΣA\A1) = 1− νε(A1) = 1− νε(Φ
−1
ε (Λ′ε)) = 1− µε(Λ

′
ε) = 0,

ou seja, os sistemas (gε, µε) e (σA, νε) são ergodicamente equivalentes. Logo, segue da
Proposição 1.28 que hµε

(gε) = hνε(σA).
Por outro lado, como Φε é cont́ınua e sobrejetiva, temos que Pgε(ϕε) ≤ PσA

(φε) =
PσA

(ϕε ◦ Φε) (Proposição 1.38). Portanto,

Pgε(ϕε) ≤ PσA
(ϕε ◦ Φε) = hνε(σA) +

∫
(ϕε ◦ Φε)dνε

= hµε
(gε) +

∫
ϕεdµε ≤ Pgε(ϕε), (4.1)

isto é, µε é um estado de equiĺıbrio para gε associado ao potencial ϕε.
Mas, do fato que ϕε é um potencial Hölder-cont́ınuo, o estado de equiĺıbrio de gε

associado ao potencial ϕε é único. Assim, µε = µε e Φ∗ενε = µε.

Corolário 4.6. Na Proposição 4.5, se trocarmos a hipótese Φ∗ενε(Λ
′
ε) = 1 por

Φε é uma conjugação,

então também conclúımos que Φ∗ενε = µε.

Demonstração. Basta observar que se Φε é uma conjugação, então Λ′ε = Λε e Φ−1
ε (Λε) =

ΣA. Portanto,
Φ∗ενε(Λ

′
ε) = νε(Φ

−1
ε (Λε)) = νε(ΣA) = 1.

Agora, daremos algumas hipóteses sobre a aplicação limite g0 := g.

(H4) A aplicação g é não-uniformemente hiperbólica com Ω(g) := Λ = Λ∗∪
⋃
j∈N

O(Qj),

onde:

• Para cada X ∈ Λ∗, o espaço TXΛ∗ pode ser escrito como uma soma direta

TXM = Es(X)⊕ Eu(X)

de subespaços satisfazendo as condições (i) e (ii) da Definição 1.1; e
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• {Qj}j∈N são pontos de tangência tais que Qj /∈ Per(g) para todo j ∈ N e⋃
j∈N

O(Qj)\O(Qj) = {Pi}i∈N ⊂ Per(g).

(H5) Suponha que existe uma partição de Markov P := {R1, . . . , Rm} para Λ com
diâmetro arbitrariamente pequeno na qual

⋃
j∈N

O(Qj) ⊂ S, onde S :=
m⋃

j,k=1

Rj ∩Rk.

(H6) Além disso, suponha que exista uma semiconjugação Φ : ΣA −→ Λ entre os
sistemas (σA,ΣA) e (g,Λ) dada por

Φ(x) :=
⋂
n≥0

n⋂
j=−n

g−j(intRxj
)

tal que

• Φ é injetiva sobre Λ′ := Λ\S; e

• Φ é finita-para-um sobre Λ′ ∪
⋃
j∈N

O(Qj).

Antes de enunciarmos o teorema central desta seção, daremos uma última ferra-
menta. Nessa proposição, iremos relacionar os pontos limite fraco∗ quando ε → 0 da
sequência (µε)ε>0 com os pontos limite fraco∗ quando ε→ 0 da sequência (νε)ε>0 (dada
pela Proposição 4.5 ou pelo Corolário 4.6). Para isso, precisaremos de uma hipótese
que relacione as semiconjugações das aplicações gε com a semiconjugação de g.

(H7) ‖Φε(x)− Φ(x)‖ ε→0−→ 0 para todo x ∈ Σ′A := Φ−1
ε (Λ′ε) ∩ Φ−1(Λ′).

Observação 4.7. Note que a hipótese (H7) pode ser demonstrada quando para todo
ε ≥ 0 temos a mesma partição de Markov para cada Λε. De fato, neste caso, basta

observar que como ‖gε − g‖C1
ε→0−→ 0 obtemos

n⋂
j=−n

g−j
ε (intRxj

)
ε→0−→

n⋂
j=−n

g−j(intRxj
),

o que por construção implica na hipótese (H7).

Observação 4.8. Quando Φε é uma conjugação e S =
⋃
j∈N

O(Qj), temos que νε(ΣA\Σ′A) =

0 para todo ε > 0. De fato, sob estas hipóteses, Λ′ε = Λε,

νε(Φ
−1
ε (Λ′ε)) = Φ∗ενε(Λε) = µε(Λε) = 1 =⇒ νε(ΣA\Φ−1

ε (Λ′ε)) = 0

e
νε(ΣA\Φ−1(Λ′)) = νε(ΣA\Φ−1(Λ\S)) ≤ νε(ΣA\Φ−1(Λ)) + νε(Φ

−1(S)) = 0,
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já que ΣA = Φ−1(Λ) (Φ é sobrejetiva) e como Φ é finita-para-um sobre
⋃

i,j∈N

O(Qi
j),

temos que Φ−1(S) é uma coleção enumerável de órbitas não-periódicas em ΣA, ou seja,
tem medida nula para toda probabilidade σA-invariante.

Por outro lado, quando Φ∗ενε(Λ
′
ε) = 1 e νε(Φ

−1(Λ′)) = 1, segue imediatamente das
contas acima que νε(ΣA\Σ′A) = 0.

Proposição 4.9. Para cada ε > 0, seja µε uma probabilidade gε-invariante e tome νε

uma probabilidade σA-invariante tal que Φ∗ενε = µε. Suponha que

Φ∗ενε(Λ
′
ε) = 1 e νε(Φ

−1(Λ′)) = 1. (4.2)

Se µ é um ponto limite fraco∗ da sequência (µε)ε>0, então µ é g-invariante e existe
ν uma probabilidade σA-invariante tal que ν é um ponto limite fraco∗ da sequência
(νε)ε>0 e Φ∗ν = µ.

Demonstração. Primeiramente, vamos mostrar que a probabilidade µ é g-invariante.
De fato, como µ é um ponto limite fraco∗ da sequência (µε)ε>0, existe uma subsequência

(εk)k>0 com εk
k→+∞−→ 0 tal que µεk

k→+∞−→ µ na topologia fraca∗. Dáı, dado ζ > 0, existe
k0 > 0 tal que para todo k > k0,∣∣∣∣∫ ψdµεk

−
∫
ψdµ

∣∣∣∣ < ζ

2

para toda função cont́ınua ψ : M −→ R. Por outro lado, segue da hipótese (H2) que
existe k1 > 0 tal que ‖gεk

− g‖ < ζ
2

para todo k > k1. Logo, como ψ ◦ g : M −→ R é
uma função cont́ınua, obtemos para todo k > max{k0, k1},∣∣∣∣∫ ψ ◦ gεk

dµεk
−
∫
ψ ◦ gdµ

∣∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣∣∫ ψ ◦ gεk
dµεk

−
∫
ψ ◦ gdµεk

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ ψ ◦ gdµεk
−
∫
ψ ◦ gdµ

∣∣∣∣
<

∫
‖ψ ◦ gεk

− ψ ◦ g‖dµεk
+
ζ

2
≤ ζ

2
+
ζ

2
= ζ.

Como µε ∈ M1(gε) para cada ε > 0, temos que

∫
ψdµεk

=

∫
ψ ◦ gεk

dµεk
para todo

k > 0 e, dáı, ∫
ψdµ =

∫
ψ ◦ gdµ

para toda função cont́ınua ψ : M −→ R, donde conclúımos que µ é g-invariante.
Agora, seja ν um ponto limite fraco∗ da sequência (νεk

)εk>0. Claramente, ν é uma
probabilidade σA-invariante, já que as probabilidades νεk

são σA-invariantes para todo
k > 0. Vamos mostrar que Φ∗ν = µ.

Note que passando a uma subsequência se necessário, podemos assumir que νεk

k→+∞−→
ν na topologia fraca∗, ou seja, dado ζ > 0, existe k2 > 0 tal que para todo k > k2,∣∣∣∣∫ ψdνεk

−
∫
ψdν

∣∣∣∣ < ζ

2

para toda função cont́ınua ψ : ΣA −→ R. Além disso, segue de (H7) que existe k3 > 0
tal que ‖Φεk

− Φ‖ < ζ
2

para todo k > k3 em Σ′A. Então, como por hipótese Φ∗ενε = µε
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para todo ε > 0, temos que para todo k > max{k2, k3}∣∣∣∣∫ ψdµεk
−
∫
ψdΦ∗ν

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ ψdΦ∗εk
νεk

−
∫
ψdΦ∗ν

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ ψ ◦ Φεk
dνεk

−
∫
ψ ◦ Φdν

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∫ ψ ◦ Φεk
dνεk

−
∫
ψ ◦ Φdνεk

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ ψ ◦ Φdνεk
−
∫
ψ ◦ Φdν

∣∣∣∣
<

∫
‖ψ ◦ Φεk

− ψ ◦ Φ‖dνεk
+
ζ

2
<
ζ

2
+
ζ

2
= ζ,

onde na penúltima desigualdade usamos o fato que ψ ◦Φ é uma função cont́ınua e na
última desigualdade usamos (4.2) e a Observação 4.8 para concluir que

νεk
(ΣA\Σ′A) = 0, ∀k > 0. (4.3)

Portanto, segue da unicidade da convergência na topologia fraca∗ que Φ∗ν = µ. Em
particular, νε converge na topologia fraca∗.

Corolário 4.10. Na Proposição 4.9, se trocarmos as hipóteses dadas na equação (4.2)
por

Φε é uma conjugação e S =
⋃

i,j∈N

O(Qi
j),

então também obtemos a mesma conclusão desta proposição.

Demonstração. Na demonstração da Proposição 4.9, só utilizamos a equação (4.2)
para garantir que a equação (4.3) é verdadeira.

Mas, note que quando assumimos que Φε é uma conjugação e S =
⋃

i,j∈N

O(Qi
j), a

Observação 4.8 também nos garante a equação (4.3).

Para nossos propósitos (1), iremos considerar que:

(H8) Φε é uma conjugação para todo ε > 0.

(H9) S =
⋃

i,j∈N

O(Qi
j).

Observação 4.11. Ao final da demonstração do teorema principal, daremos os argu-
mentos necessários para garantir que trocando as hipóteses (H8) e (H9), respectiva-
mente, por

(H8′) Φ∗εν(Λ
′
ε) = 1 para todo 0 < ε < ε e para toda probabilidade ν σA-invariante; e

(H9′) Φ∗ν(Λ′) = 1 para toda probabilidade ν σA-invariante,

o resultado continua sendo verdadeiro.

Finalmente, vamos a prova do Teorema Principal.

1Nos caṕıtulos 2 e 3, vimos que cada aplicação fε com ε ∈ In, n ≥ 3, ou é conjugada a um subshift
de tipo finito ou existe uma semiconjugação finita-para-um com este subshift.
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Teorema Principal. Para cada ε > 0, sejam ϕε : Λε −→ R um potencial Hölder-
cont́ınuo e µε o estado de equiĺıbrio de gε associado a este potencial. Seja ϕ : Λ −→ R
um potencial limitado em Λ e cont́ınuo exceto em um subconjunto enumerável D de

Λ. Se existe uma subsequência (εk)k>0 com εk
k→+∞−→ 0 tal que

(i) ϕεk
◦ Φεk

(x)
k→+∞−→ ϕ ◦ Φ(x) para todo x ∈ ΣA\Φ−1(D);

(ii) PσA
(ϕεk

◦ Φεk
) > PσA

(ϕ ◦ Φ)− 1
k

para todo k > 0; e

(iii) µ é um ponto limite fraco∗ da sequência (µεk
)k>0 quando k → +∞ tal que

µ({X}) = 0 ∀X ∈ D,

então µ é um estado de equiĺıbrio para g associado a ϕ.

Demonstração. Sejam φk, φ : ΣA −→ R os potenciais dados por φk = ϕεk
◦ Φεk

e
φ = ϕ ◦ Φ. Como ϕεk

e Φεk
são Hölder-cont́ınuos, φk é Hölder-cont́ınuo para todo

k > 0 e, do fato que Φ é cont́ınuo e ϕ é descont́ınuo em D temos que φ é descont́ınuo
em Φ−1(D). Pela hipótese (i), temos que

|φk(x)− φ(x)| k→+∞−→ 0, ∀x ∈ ΣA\Φ−1(D). (4.4)

Afirmação 4.12. Se Mk é o máximo da função φk para cada k > 0, então existe
M∈ R tal que lim

k→+∞
Mk ≤M.

Prova da Afirmação. Com efeito, como φ é limitada, existe M0 ∈ R tal que |φ(x)| ≤
M0 para todo x ∈ ΣA. Por outro lado, dado x ∈ ΣA\Φ−1(D) segue de (4.4) que para
todo ζ > 0, existe k0 > 0 tal que |φk(x)− φ(x)| < ζ para todo k > k0. Então,

|φk(x)| ≤ |φk(x)− φ(x)|+ |φ(x)| < ζ +M0, ∀k > k0.

Fixe ζ > 0 e tome C := max

{
ζ +M0, max

1≤k≤k0

{|φk(x)|;x ∈ ΣA}
}

. Logo, para cada

x ∈ ΣA\Φ−1(D), |φk(x)| < C para todo k > 0.
Agora, suponha que lim

k→+∞
Mk = +∞, isto é, para ζ > 0 existe k1 > 0 tal que

Mk > ζ +C para todo k > k1. Além disso, como φk é uniformemente cont́ınuo, existe
δ > 0 tal que |φk(x)− φk(y)| < ζ para todos x, y ∈ ΣA tais que d(x, y) < δ.

Para cada k > 0, seja xk ∈ ΣA tal que |φk(xk)| = Mk e seja y
k
∈ ΣA\Φ−1(D) tal

que d(xk, yk
) < δ. Portanto, se k > k1,

ζ + C <Mk = |φk(xk)| ≤ |φk(xk)− φk(yk
)|+ |φk(yk

)| < ζ + C,

o que é um absurdo. Af.

Para cada k > 0, seja νk o estado de equiĺıbrio de σA associado ao potencial φk.
Então, segue do Corolário 4.6 que Φ∗εk

νk = µεk
para todo k > 0. Além disso, segue

do Corolário 4.10 (2) que existe ν um ponto limite fraco∗ da sequência (νk)k>0 tal que
Φ∗ν = µ. Dáı, como µ({X}) = 0 para todo X ∈ D, obtemos

ν({x}) = 0, ∀x ∈ Φ−1(D). (4.5)

Considere (νkj
)j>0 a subsequência com kj

j→+∞−→ +∞ tal que νkj

j→+∞−→ ν na topolo-
gia fraca∗.

2Aqui podemos assumir tanto as hipóteses (H8) e (H9) quanto as hipóteses (H8′) e (H9′) que
obteremos a mesma conclusão. Basta trocar os Corolários 4.6 e 4.10 pelas Proposições 4.5 e 4.9,
respectivamente.
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Lema 4.13. lim
j→+∞

∫
φkj

dνkj
=

∫
φdν

Vamos deixar a prova deste lema para o final da demonstração do teorema.

Segue da hipótese (ii), do lema anterior e da continuidade superior da função
entropia que

PσA
(φ) ≤ lim

j→+∞
PσA

(φkj
) ≤ lim sup

j→+∞
hνkj

(σA) + lim sup
j→+∞

∫
φkj

dνkj

≤ hν(σA) +

∫
φdν ≤ PσA

(φ),

donde conclúımos que ν é um estado de equiĺıbrio para o subshift σA associado ao
potencial φ = ϕ ◦ Φ.

Logo, tomando A1 = ΣA\Φ−1(S) e A2 = Λ\S, obtemos (3)

ν(ΣA\A1) = ν(Φ−1(S)) = 0 e µ(Λ\A2) = µ(S) = 0,

já que S =
⋃
j∈N

O(Qj) e Φ−1(S) são coleções enumeráveis de órbitas não periódicas

em Λ e ΣA, respectivamente. Além disso, Φ é uma bijeção entre A1 e A2, donde
conclúımos que (σA, ν) e (g, µ) são ergodicamente equivalentes. Logo, hν(σA) = hµ(g)
(Proposição 1.28). Note também que como Φ é cont́ınua e sobrejetiva, Pg(ϕ) ≤ PσA

(ϕ◦
Φ) (Proposição 1.38) e, portanto,

Pg(ϕ) ≤ PσA
(ϕ ◦ Φ) = hν(σA) +

∫
(ϕ ◦ Φ)dν = hµ(g) +

∫
ϕdµ ≤ Pg(ϕ).

Então, µ maximiza a pressão sobre Λ, isto é, µ = Φ∗ν é um estado de equiĺıbrio para
g associado a ϕ.

Agora, para concluir a demonstração do teorema, vamos provar o lema 4.13.

Prova do lema 4.13. Seja Φ−1(D) = {x1, x2, . . . }. Para cada m ∈ N, seja

Cm(xn) = {y ∈ ΣA | yi = (xn)i, ∀|i| ≤ m}, n ∈ N

e considere os conjuntos Em(0) =
+∞⋃
n=1

Cm(xn) e Em(1) = ΣA\Em(0). Tome uma

partição da unidade {χ0,m, χ1,m} tal que χi,m|Em(j) = δij, onde δii = 1 e δij = 0 quando
i 6= j.

Denotaremos por L ∈ R e L ∈ R o lim sup e o lim inf de

∫
φkj

dνkj
, respectivamente.

Podemos tomar uma subsequência (kji
)i>0 tal que L = lim

i→+∞

∫
φkji

dνkji
, mas por

simplicidade, assumiremos que a convergência ocorre para a sequência (kj)j>0. Então,
para todo j > 0 e para todo m > 0 obtemos∫

φkj
dνkj

=

∫
χ1,mφkj

dνkj
+

∫
χ0,mφkj

dνkj
. (4.6)

3Estamos considerando as hipóteses (H8) e (H9). Ao final da demonstração daremos as alterações
na prova quando assumimos as hipóteses (H8′) e (H9′).
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Afirmação 4.14. lim
j→+∞

∫
χ1,mφkj

dνkj
=

∫
χ1,mφdν, para todo m ∈ N.

Prova da Afirmação. De fato, dado ζ > 0 temos por (4.4) e por χ1,m|Em(0) = 0 que
existe j0 > 0 tal que se j > j0 então

|χ1,mφkj
(x)− χ1,mφ(x)| < ζ

2

para todo x ∈ ΣA e para todo m ∈ N. Além disso, como φ é cont́ınua em ΣA\Φ−1(D)

e νkj

j→+∞−→ ν na topologia fraca∗, existe j1 > 0 tal que se j > j1 então∣∣∣∣∫ χ1,mφdνkj
−
∫
χ1,mφdν

∣∣∣∣ < ζ

2
,

para todo m ∈ N.
Dáı, se j > max{j0, j1} então, para todo m ∈ N, obtemos∣∣∣∣∫ χ1,mφkj

dνkj
−
∫
χ1,mφdν

∣∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣∣∫ χ1,mφkj
dνkj

−
∫
χ1,mφdνkj

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ χ1,mφdνkj
−
∫
χ1,mφdν

∣∣∣∣
<

ζ

2
+
ζ

2
= ζ,

o que conclui a afirmação. Af.

Logo, pela afirmação 4.14 e pelo fato que o lado esquerdo da igualdade em (4.6)

converge para L quando j → +∞ temos que

∫
χ0,mφkj

dνkj
também converge quando

j → +∞. Além disso, pela Afirmação (4.12) obtemos∣∣∣∣ lim
j→+∞

∫
χ0,mφkj

dνkj

∣∣∣∣ = lim
j→+∞

∣∣∣∣∫ χ0,mφkj
dνkj

∣∣∣∣ = lim
j→+∞

∣∣∣∣∫
Em(0)

φkj
dνkj

∣∣∣∣
≤ lim

j→+∞

∫
Em(0)

|φkj
|dνkj

≤ lim
j→+∞

Mkj
νkj

(Em(0))

≤ Mν(Em(0)),

já que νkj

j→+∞−→ ν na topologia fraca∗. Segue de (4.5) que quando m → +∞,
ν(Em(0)) → 0.

Por outro lado, segue da equação (4.5) e do Teorema da Convergência Dominada
(Teorema 1.20) que

lim
m→+∞

∫
χ1,mφdν =

∫
φdν.

Portanto, tomando primeiro o limite quando j → +∞ e em seguida o limite quando

m→ +∞ em (4.6), obtemos L =

∫
φdν.

Fazendo o mesmo para L, também iremos obter L =

∫
φdν, o que conclui o

lema.
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Observação 4.15. Note que pela Proposição 4.9 e pela Observação 4.8, o teorema
continua sendo verdadeiro quando trocamos as hipóteses (H8) e (H9) pelas hipóteses
(H8′) e (H9′). Basta observar que os conjuntos A1 = ΣA\Φ−1(S) e A2 = Λ\S na
demonstração do teorema ainda satisfazem

ν(ΣA\A1) = ν(Φ−1(S)) = 0 e µ(Λ\A2) = µ(S) = 0,

já que pela hipótese (H9′) e pelo fato que Φ é sobrejetiva,

ν(A1) = ν(ΣA\Φ−1(S)) = ν(Φ−1(Λ)\Φ−1(S)) = Φ∗ν(Λ\S) = Φ∗ν(Λ′) = 1

e, como µ = Φ∗ν e A1 = Φ−1(A2), segue que µ(A2) = 1.

Como consequência deste resultado, obtemos os seguintes corolários.

Corolário 4.16. Para cada ε > 0, seja ϕε : Λε −→ R um potencial Hölder-cont́ınuo
e seja µε o estado de equiĺıbrio de gε associado a este potencial. Se existe uma subse-

quência (εk)k>0 com εk
k→+∞−→ 0 tal que

(i) ϕεk
◦ Φεk

(x)
k→+∞−→ ϕ ◦ Φ(x) para todo x ∈ ΣA e algum potencial cont́ınuo ϕ :

Λ −→ R; e

(ii) µ é um ponto limite fraco∗ da sequência (µεk
)k>0 quando k → +∞,

então µ é um estado de equiĺıbrio para g associado a ϕ.

Demonstração. Primeiramente, observe que como ϕ é cont́ınua, D = ∅. Dáı, as
hipóteses (i) e (ii) deste corolário implicam as hipóteses (i) e (iii) do teorema ante-
rior, respectivamente. Além disso, como ϕεk

e Φεk
são Hölder-cont́ınuos e Φ e ϕ são

cont́ınuos, temos que φk é Hölder-cont́ınuo para todo k > 0 e φ é cont́ınuo e, pela
hipótese (i),

‖φk − φ‖sup = sup
x∈ΣA

{|φk(x)− φ(x)|} k→+∞−→ 0,

donde conclúımos pela Proposição 1.39 que

|Pσ(φk)− Pσ(φ)| ≤ ‖φk − φ‖sup
k→+∞−→ 0.

Portanto, a hipótese (ii) do teorema anterior também é satisfeita.

Corolário 4.17. Seja ϕ : M −→ R um potencial Hölder-cont́ınuo e, para cada ε > 0,
seja µε o estado de equiĺıbrio de gε associado a este potencial. Se µ é um ponto limite
fraco∗ da sequência (µε)ε>0 quando ε → 0, então µ é um estado de equiĺıbrio para g
associado a ϕ.

Demonstração. Basta verificar a hipótese (i) no corolário anterior. Note que a sequên-
cia ϕε dada no corolário é constante e igual a ϕ. Por outro lado, como

‖gε(X)− g(X)‖ ε→0−→ 0 para todo X ∈ Q,

segue por construção de Φε e de Φ que

‖Φε(x)− Φ(x)‖ ε→0−→ 0 para todo x ∈ ΣA.

Logo, como ϕ é Hölder-cont́ınuo, existem γ,K > 0 tais que

|ϕ ◦ Φε(x)− ϕ ◦ Φ(x)| ≤ K‖Φε(x)− Φ(x)‖γ ε→0−→ 0

para todo x ∈ ΣA, donde conclúımos que a hipótese (i) é satisfeita.
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4.2 Os Teoremas G, H, I e J

Seja (fε)ε∈(−ε,ε) a famı́lia a um parâmetro de difeomorfismos C2 dada pela Definição
2.14.

Tomando ε > 0 dado pela Proposição 2.21, temos que (fε)ε∈(−ε,0) é uma famı́lia de
difeomorfismos axioma A tal que

‖fε − f‖C2
ε→0−→ 0,

onde f = f0 é aplicação ferradura definida na Seção 2.1.
Então, segue da continuação hiperbólica (Teorema 1.14) que para cada ε ∈ (−ε, 0),

existe Vε uma vizinhança C2 de fε tal que para qualquer aplicação g ∈ Vε existe uma
conjugação Θε entre (Λ(g), g) e (Λε, fε), onde Λ(g) = Θε(Λε) é hiperbólico. Dáı e
pela proposição 2.23, os sistemas (Σ3, σ) e (Λ(g), g) também são conjugados, donde
conclúımos que Λ(g) = Per(g). Portanto, a aplicação g|Λ(g) é axioma A para todo
g ∈ Vε. Seja

V− :=
⋃

ε∈(−ε,0)

Vε.

Note que f ∈ ∂V−, pois f ∈ V−\V−. Iremos denotar por Φ a semiconjugação entre
f e σ dada pela Propriedade 2.6.

Assim, para o conjunto aberto V−, segue o seguinte resultado:

Teorema G. Sejam (gε)ε>0 uma sequência em V− tal que ‖gε − f‖C1
ε→0−→ 0, ϕε :

Λ(gε) −→ R um potencial Hölder-cont́ınuo, µε o estado de equiĺıbrio de gε associado
a este potencial e considere Φε a conjugação entre gε e σ. Se existe uma subsequência

(εk)k>0 com εk
k→+∞−→ 0 tal que

(i) ϕεk
◦ Φεk

(x)
k→+∞−→ ϕ ◦ Φ(x) para todo x ∈ ΣA e algum potencial cont́ınuo ϕ :

Λ −→ R; e

(ii) µ é um ponto limite fraco∗ da sequência (µεk
)k>0 quando k → +∞,

então µ é um estado de equiĺıbrio para f associado a ϕ. Além disso, se ϕ é Hölder-
cont́ınuo, então µ é único.

Demonstração do Teorema G. Como cada gε é um difeomorfismo axioma A e ϕε é
Hölder-cont́ınuo, a Proposição 1.41 garante a existência e unicidade do estado de equi-
ĺıbrio µε. Dáı, segue do Corolário 4.16 que µ é um estado de equiĺıbrio para f associado
a ϕ. Se ϕ é Hölder-cont́ınuo, o Teorema 2.7 garante a unicidade do estado de equiĺıbrio
µ.

Agora, para cada n ≥ 3, tome In := (ε−(n), ε+(n)) o intervalo de parâmetros
dado pelo Teorema A. Logo, pelo Lema 2.42, temos que (fε)ε∈In é uma famı́lia de
difeomorfismos axioma A tal que

‖fε − fε+(n)‖C2
ε→ε+(n)−→ 0,

onde fε+(n) é aplicação estudada no Caṕıtulo 3 com ε+(n) := ρ−n+1α.
Portanto, para cada n ≥ 3, temos novamente pela continuação hiperbólica (Teo-

rema 1.14) que para todo ε ∈ In, existe Vε(n) uma vizinhança C2 de fε tal que para
qualquer aplicação g ∈ Vε(n) existe uma conjugação Θε entre (Λ(g), g) e (Λε, fε), onde
Λ(g) = Θε(Λε) é hiperbólico. Dáı e pela Proposição 2.45, os sistemas (ΣA(n), σA(n)) e
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(Λ(g), g) também são conjugados, donde conclúımos que Λ(g) = Per(g). Portanto, a
aplicação g|Λ(g) é axioma A para todo g ∈ Vε(n). Para cada n ≥ 3, seja

V+(n) :=
⋃
ε∈In

Vε(n).

Note que fε+(n) ∈ ∂V+(n), pois fε+(n) ∈ V+(n)\V+(n). Denotaremos por Φε+(n) a
semiconjugação entre fε+(n) e σA(n) dada pela Proposição 3.54.

Logo, para cada n ≥ 3, segue do 4.16 que o conjunto aberto V+(n) sastisfaz:

Teorema H. Seja n ≥ 3 e considere (gε)ε>0 uma sequência em V+(n) tal que ‖gε −
fε+(n)‖C1

ε→ε+(n)−→ 0, ϕε : Λ(gε) −→ R um potencial Hölder-cont́ınuo, µε o estado de
equiĺıbrio de gε associado a este potencial e Φε a conjugação entre gε e σA(n). Se existe

uma subsequência (εk)k>0 com εk
k→+∞−→ ε+(n) tal que

(i) ϕεk
◦ Φεk

(x)
k→+∞−→ ϕ ◦ Φε+(n)(x) para todo x ∈ ΣA(n) e algum potencial cont́ınuo

ϕ : Λε+(n) −→ R; e

(ii) µ é um ponto limite fraco∗ da sequência (µεk
)k>0 quando k → +∞,

então µ é um estado de equiĺıbrio para fε+(n) associado a ϕ. Além disso, se ϕ é
Hölder-cont́ınuo, então µ é único.

Demonstração do Teorema H. A prova é análoga a do Teorema G, substituindo o
Teorema 2.7 pelo Teorema E.

Para finalizar a seção, exibiremos resultados análogos aos Teoremas G e H para
medidas conforme. Para cada t > 0, consideremos Ψt : Λ −→ R o potencial dado por

Ψt(X) = −t log Ju(X),

onde Ju(X) = ‖Df(X)|Eu(X)‖ (ver Teorema 2.12), e para cada n ≥ 3, seja Ψt,ε :
Λε+(n) −→ R o potencial definido por

Ψt,ε+(n)(X) = −t log Ju
ε+(n)(X),

onde Ju
ε+(n)(X) = ‖Dfε+(n)(X)|Eu(X)‖ (ver Teorema F ).

Teorema I. Sejam (gε)ε>0 uma sequência em V− tal que ‖gε − f‖C1
ε→0−→ 0, Ψt,ε :

Λ(gε) −→ R o potencial dado por Ψt,ε(X) = −t log ‖Dgε(X)|Eu(X)‖, µε o estado de
equiĺıbrio de gε associado a este potencial e considere Φε a conjugação entre gε e σ.

Se existe uma subsequência (εk)k>0 com εk
k→+∞−→ 0 tal que

(i) Pf (Ψt) > −t1
2

log ρ;

(ii) Pσ(Ψt,εk
◦ Φεk

) > Pσ(Ψt ◦ Φ)− 1
k

para todo k > 0; e

(iii) µ é um ponto limite fraco∗ da sequência (µε)ε>0 quando ε→ 0,

então µ é o estado de equiĺıbrio para f associado a Ψt.
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Demonstração do Teorema I. Como cada gε é um difeomorfismo axioma A e, pela
Proposição 2.27, Ψt,ε é Hölder-cont́ınuo, temos que a Proposição 1.41 garante a exis-
tência e unicidade do estado de equiĺıbrio µε. Além disso, a Propriedade 2.11 garante
que o potencial Ψt é limitado em Λ e a Propriedade 2.9 garante que Ψt cont́ınuo em
Λ\{(0, 0)}. Logo, segue do Teorema Principal e do Teorema 2.12 que µ é o estado de
equiĺıbrio para f associado a Ψt.

Teorema J. Seja n ≥ 3 e considere (gε)ε>0 uma sequência em V+(n) tal que ‖gε −
fε+(n)‖C1

ε→ε+(n)−→ 0, Ψt,ε : Λ(gε) −→ R o potencial Hölder-cont́ınuo dado por Ψt,ε(X) =
−t log ‖Dgε(X)|Eu(X)‖, µε o estado de equiĺıbrio de gε associado a este potencial e Φε

a conjugação entre gε e σA(n). Se existe uma subsequência (εk)k>0 com εk
k→+∞−→ ε+(n)

tal que

(i) Pfε+(n)
(Ψt,ε+(n)) > −t1

2
log ρ;

(ii) PσA(n)
(Ψt,εk

◦ Φεk
) > PσA(n)

(Ψt,ε+(n) ◦ Φε+(n))− 1
k

para todo k > 0; e

(iii) µ é um ponto limite fraco∗ da sequência (µεk
)k>0 quando k → +∞,

então µ é um estado de equiĺıbrio para fε+(n) associado a Ψt,ε+(n).

Demonstração do Teorema J . A prova é análoga a do Teorema I, substituindo:

• a Proposição 2.27 pela Proposição 2.49;

• as Propriedades 2.11 e 2.9 pelas Propriedades 3.57 e 3.56, respectivamente; e

• o Teorema 2.12 pelo Teorema F .
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