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Resumo

Um dos problemas da Teoria de Anéis de Grupo é determinar o grupo de unidades de
um anel de grupo. Em 1972, F. C. Polcino Milies descreveu pela primeira vez o grupo
de unidades do anel de grupo ZD,, onde D, denota o grupo diedral de ordem 8, e, mais
recententemente, . Jespers e G. Leal mostraram a importancia das unidades biciclicas e
do complemento normal para descrever o mesmo. Neste trabalho, estendemos a ideia de
E. Jespers e G. Leal e descrevemos completamente o grupo de unidades dos anéis de grupo
inteiros de dois particulares 2-grupos extra-especiais: um de ordem 32, produto central de
duas copias de Dy, e outro de ordem 128, produto central de trés cépias de Dy. Denotando
D = D*~ D* = Dy onde Dy = (b,v|b0? =1, v =1 e bvbv = 1), e s = v?, construimos
uma base matricial elementar sobre Q para Q(D x D*/{1,ss*})(1 — s/2) = My(Q) e
Q(D x D* x D™ /{1, ss*, 85, s*s**})(1 — s/2) =2 Mg(Q), e determinamos o grupo de
unidades de Z(D x D*/{1,ss*}) e Z(D x D* x D™/ {1, ss*, s8™, s*s*™*}).



Abstract

One of the problems of the Theory of Rings Group is to determine the group of units a
ring group. In 1972, F. C. Polcino Milies first described the group of units of the group
ring ZD,4, where D4 denotes the dihedral group of order 8, and more recententemente, E.
Jespers and G. Leal showed the importance of the bicyclic unit and the normal complement
to describe the same. In this paper, we extend the idea of E. Jespers and G. Leal and
completely describe the group of units of group rings whole two particular 2-extra-special
groups: one of order 32, central product of two copies of D4, and another order 128,
central product of three copies of Dy. Denoting D = D* = D™ = D,, with Dy =
(b,v[0* =1, v* =1ebvbv = 1), and s = v?, build a basic elementary matrix over Q to
Q(DxD*/{1,ss})(1—5/2) = M4(Q) e Q(D x D* x D™/ {1, ss*, 8™, s*s™*})(1 —s/2) =
M (Q), and we determine the group of units of Z(D x D*/{1,ss*}) and Z(D x D* x

D™ /{1, ss*, 58, s* s }).
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Introducao

Seja G um grupo e seja R um anel comutativo com identidade. O Anel de Grupo RG
é um R-médulo livre com base GG, cuja multiplicacao é induzida pela multiplicacao de G.

O grupo de unidades do anel de grupo RG é denotado por U(RG), isto é,
U(RG) ={v € RG|3u € RG tal que yu = py = 1}.

O conceito de Anel de Grupo surgiu de forma implicita no artigo [7] de A. Cayley em
1854, o qual é considerado o primeiro trabalho na Teoria de Grupos, mas foi explicitamente
definido por T. Molien em 1897. Mais tarde, os trabalhos de E. Noether, R. Brauer e
1. Schur estabeleceram uma relacao entre a Teoria de Estrutura de Anéis e /flgebms ea
Teoria de Representacoes de Grupos Finitos, o que contribuiu significativamente para o
desenvolvimento da Teoria de Anéis de Grupo. A partir dai, os anéis de grupo tornaram-
se objetos de pesquisa em varias areas, tais como Teoria de Grupos e Teoria dos Niumeros.
Em particular, a Teoria dos Numeros desempenha um papel muito importante no estudo
do grupo de unidades do anel de grupo inteiro ZG.

Um dos grandes problemas da Teoria de Anéis de Grupo é descrever precisamente o
grupo de unidades de um anel de grupo RG. O alto grau de complexidade deste ficou evi-
denciado na década de setenta, quando foi provado que o mesmo frequentemente contém
um subgrupo livre nao abeliano. Muitos pesquisadores, utilizando algumas técnicas da
Teoria de Representacoes e da Teoria dos Numeros Algébricos, ou apresentam uma des-
cricao explicita das unidades, ou a estrutura geral de U(RG) ou um subgrupo de U(RG)
de indice finito. Citamos, por exemplo, R. Z. Aleev [1], R. Z. Aleev e Z. Panina [2], A. K.
Bhandari e I. S. Luthar [3], A. Bovdi [4], A. Boudi e F. C. Polcino Milies [5], A. Bovdi
e A. Szakdcs [6], N. Endo [10], R. A. Ferraz [11], [12], A. Giambruno e S. K. Seghal
[13], J. Z. Gongalves e D. S. Passman [14], [15], J. Z. Gongalves e A. Del Rio [16], J.
Z. Gongalves e P. M. Veloso [17], E. G. Goodaire e E. Jespers [18], G. Higman [20], E.
Jespers e G. Leal [21], [22], E. Jespers e G. Leal e M. M. Parmenter [23], E. Jespers ¢ G.
Leal ¢ F. C. Polcino [24], E. Jespers [25], E. Jespers e M. M. Parmenter [26], E. Jespers
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e F. C. Polcino [27], M. M. Parmenter (32|, F. C. Polcino [34], [35], [37], J. Ritter e S.
K. Sehgal [39], [40], [41], [42], S. K. Sehgal e H. J. Zassenhaus [43], S. K. Sehgal [45] e
A. Valenti [47], dentre outros.

Uma técnica natural para descrever o grupo de unidades de um anel de grupo seria
determinar uma familia de geradores finita, o que pode ser resolvido, no momento, apenas
para um pequeno nimero de casos. Por causa disso, a pesquisa atual tem se concentrado
em determinar geradores para subgrupos de indice finito. Alguns dos resultados mais
significativos nesta direcao foram obtidos por E. Jespers e G. Leal.

F. C. Polcino Milies [34] descreveu pela primeira vez o grupo de unidades do anel de
grupo inteiro ZD,, onde D, denota o grupo diedral de ordem 8, mas um resultado mais
recente de E. Jespers e G. Leal [21] mostra a importancia das unidades biciclicas de ZD,

e do complemento normal de D, para a descricao completa do grupo de unidades de ZDj,:

Teorema 0.1. (Jespers-Leal) Seja Dy = (z,y|2* = y* = 1, 2y = syx, s* = 1). Entao,
U(ZD,) = £D,V, onde V é um grupo livre de posto 3 gerado pelas unidades biciclicas:

vi=1+4(y+ay)(l-s)=pg,
U2:1+(‘T_xy)(1_s>:/£s_yl,x €
v =14+ (—y+2y)(1 —5) = gy
Além disso, a funcao
224+1  AZ

p:V =
27, 27, + 1

det=1

definida por (o; € Z)

o1+ (o + a1x + ay + azzy) (1 — 5)) =

. 2(&0 — + Qg — ag) + 1 4(&2 — 043)
2(a1 + ag) 200+ a1 —as+az) + 1

€ um somorfismo de grupos.

Como D, é um 2-grupo extra-especial de ordem finita 8, temos que U(ZD4) = =D,V ,
com V = Uy /D, complemento normal de Dy, onde U, é o subgrupo de U(ZD,) definido

por

=iz n (o0, (157) - (45))

e Dy/ = {1, s} é o subgrupo derivado de D,. Assim, a ideia de E. Jespers e G. Leal para
obter a descrigao completa de V' e, consequentemente, do grupo de unidades de ZD,, foi

descrever completamente o grupo U, e tomar o seu grupo quociente por Dy’. Para tal, E.

! ; S) = M>(Q)

Jespers e G. Leal construiram uma base matricial elementar para @D4(
sobre Q:
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~ . I—s . .
Proposicao 0.2. Seja E = e sejam x,y € Dy tais que:

(i) xy = syx;
(it) e2’FE = y*FE = E, onde € € escolhido em {£1} de modo que as igualdades sejam

verdadeiras.

1—
Entdo, uma base matricial elementar para QD4< S) >~ My(Q) sobre Q é:

2
1+ —exy+ex
en=(=5) ¥ en= (=5 )P
T+ 1-—
621:< 2 y>E 622:( 2y>E‘

Neste trabalho, estendemos a ideia de E. Jespers e G. Leal e descrevemos comple-
tamente o grupo de unidades dos anéis de grupo inteiros de dois particulares 2-grupos
extra-especiais de ordem finita: um de ordem 32, produto central de duas cépias de Dy,
e outro de ordem 128, produto central de trés copias de Dy.

A tese esta apresentada da seguinte forma:

No primeiro capitulo, enunciamos os conceitos bésicos da Teoria de Anéis de Grupo,
fixamos algumas notagoes e apresentamos, sem demonstragoes, alguns resultados que uti-
lizamos no decorrer do texto. Além disso, caracterizamos os anéis de grupos RG, no
caso em que GG é um produto direto de grupos, e determinamos condi¢oes necessarias e
suficientes sobre R e G para que RG seja um anel semi-simples.

No segundo capitulo, estudamos as unidades de um anel de grupo inteiro, junta-
mente com algumas de suas principais propriedades, definimos unidades triviais, unidades
normalizadas, unidades biciclicas e unidades ciclicas de Bass. Provamos, ainda, dois re-
sultados importantes sobre unidades de ordem finita e unidades triviais: o Teorema de
Berman-Higman, no caso de grupo finito, e o Teorema de Higman.

No terceiro capitulo, apresentamos a descri¢ao completa do grupo de unidades de Z Dy,
juntamente com a base matricial elementar para
1—s5

2

QD4< ) >~ M,(Q) sobre Q,

dada por E. Jespers e G. Leal [21], fixamos mais algumas notagoes e estabelecemos resul-
tados necessarios para o tultimo capitulo.

No quarto e ultimo capitulo, se D, D* e D** sdo grupos isomorfos a D, denotamos
por D x D* os elementos da forma xy*, onde = € D e y* € D* é tal que seu correspondente
em D é vy, e por D x D* x D™ os elementos da forma zy*z**, onde x € D, y* € D* é
tal que seu correspondente em D é y e z** € D** é tal que seu correspondente em D §é z.
Assim, definimos, respectivamente, o 2-grupo extra-especial de ordem 32, produto central
de duas cépias de Dy, e o 2-grupo extra-especial de ordem 128, produto central de trés

copias de Dy:
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D x D* D x D* x D**
— e .
{1, ss*} {1, s5*, s5**, 5*5**

Em seguida, apresentamos a decomposicao dos anéis de grupo

D x D* D x D* x D™
@<{1,SS*}> € Q({LSS*,SS**,S*S** )7

e construimos uma base matricial elementar sobre Q para

Q(DXD*>(1_S>%M4(Q) o Q( D x D* x D** )(1;8>%Mg((@),

{1, ss*} 2 {1, ss*, s5**, s*5**}

respectivamente. Finalmente, estendendo a ideia dada por E. Jespers e G. Leal para 2-
grupos extra-especiais de ordem finita, descrevemos completamente o grupo de unidades

dos anéis de grupo inteiros:

D x D~ D x D* x D**
7| —— e Z .
{1, ss*} {1, ss*, s5**, s*s**}




Resultados Preliminares

Neste primeiro capitulo, apresentaremos alguns tépicos bésicos da Teoria de Anéis de
Grupo, fixaremos algumas notagoes e estabeleceremos alguns resultados que serao utiliza-

dos ao longo do texto.

1.1 Anéis de grupo

Nesta primeira se¢ao, introduziremos a definicao de um anel de grupo RG, onde G ¢
um grupo e R é um anel comutativo com identidade, e apresentaremos algumas de suas
principais propriedades. Além disso, caracterizaremos os anéis de grupo RG no caso em

que G é um produto direto de grupos.

Seja G um grupo (nao necessariamente finito) e seja R um anel comutativo com iden-

tidade. Denotaremos por RG o conjunto de todas as combinacoes lineares da forma

)‘:Z/\gga

geG

onde A\, € R, para todo g € G, e A\; = 0 quase sempre, isto ¢, somente um nimero finito

de coeficientes sao diferentes de 0 em cada uma dessas somas.

Definicao 1.1. Dado um elemento X = Z N9 € RG, definimos o suporte de \

geG
como sendo o subconjunto dos elementos de G cujos coeficientes em \ sao nao nulos e o

denotaremos por supp(X), isto é:

supp(\) = {g € G; A, # 0.

Observacao 1.2. Dados \,u € RG, \ = Z Agg € [t = Z [gg, temos X =  se, e

9eG geqG
somente se, Ay = 4, para todo g € G.
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Definicao 1.3. Dadosa € R e \,u € RG, A = Z Agg € [L = Z lgg, definimos a soma
geG geq
A+ i, o produto A\ e o produto por escalar o - A por:

(4) )“"N:ZAgg+ZM99:Z()‘g+M9)9;'

geG geG geG
(11) A = (Z )\gg) (Z ugg) = Z vyg, onde
geG geqG geG
Vg = Z Anftp—1g = Z Az fly;
heG zy=g
(173) o= X = a(Z )\gg) = Z (ag)g.
geG geG

Com as operacoes de soma e produto definidos acima, RG é um anel com identidade

1, a saber

122 Ugg,

geG

onde o coeficiente correspondente ao elemento identidade do grupo ¢ igual a 1 e uy; = 0
para todo g € G, g # 1. Em relacao a soma e ao produto por escalar, RG é um R-mdédulo.
Podemos definir uma imersao ¢ : G — RG associando a cada elemento a € G o

elemento

i(a) = Z Y99 € RG
geG
tal que 7, =1 ey, =0, se g # a. Deste modo, consideramos GG como um subconjunto de
RG. Com esta identificacao, podemos afirmar que RG é um R-médulo livre com base G.

Também podemos definir uma aplicacao v : R — RG dada por

v(a) = Z n99 € RG,
geG
onde 7y = o e 0y, = 0 para todo g € G, g # 1. Claramente, v ¢ um monomorfismo de
anéis e, desta maneira, podemos considerar R como um subanel de RG.

Com estas identificagoes, dados a € Re g € G, é claro que ag = ga em RG. Portanto,

denotando por Z(RG) o centro de RG, obtemos R C Z(RG).

Definicao 1.4. O conjunto RG com as operacoes definidas anteriormente, é chamado

Anel de Grupo de G sobre R.

Na sequéncia, apresentaremos uma descricao para o anel de grupo RG, no caso em

que G é um grupo finito. Para tal, precisaremos da definicao que segue.
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Definigao 1.5. Sejam G um grupo finito e {C;},.; o conjunto das classes de conjugagao

de G. Para cada indice i € I, os elementos

zeC;

sao ditos Somas de Classe de G sobre R.

Teorema 1.6. Se G ¢ um grupo finito, entao o conjunto {C;} de todas as somas de

i€l
classe de G sobre R, € uma base do centro Z(RG) de RG sobre R. Em particular, Z(RQG)

¢ um R-mddulo livre cujo posto € igual ao numero de classes de conjugacao de G.

O resultado seguinte mostra que podemos considerar RG um anel com involucao.

Proposicao 1.7. Seja * : RG — RG a aplicagao definida por:

A= (Z )\gg>* =3 g

geG geqG
Entao, para quaisquer \,u € RG e a € R, * possui as sequintes propriedades:
(1) A+p)" =X +p
(id) (Ap)™ = p"A™;
(1id) (N*)* = \;

(10) (@A)* = a\*.

Quando R = Z, temos o seguinte resultado:

Proposicao 1.8. Seja A € ZG. Entao, A\\* =1 se, e somente se, A= =+g, g € G.

Nosso proximo passo sera definir a Aplicacao de Aumento e o Ideal de Aumento de
RG.

Definicao 1.9. O homomorfismo € : RG — R definido por
(Y \g) =D MeR
geG geG

¢ chamado Aplicagcao de Aumento de RG. O nicleo de € é chamado Ideal de Au-
mento de RG e serd denotado por A(G).
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Observagao 1.10. Dado um elemento \ = Z A9 € A(G), temos que
geG

c(\) = e(Z )\gg) =3 A =0

geG geG

Dai, podemos escrever A na forma

A:Z)\QQ—Z/\QZZ)\Q(Q—D.

geG geG geqG

E claro que g — 1 € A(G), para todo g € G. Logo, a igualdade acima mostra que
{9—1;,9€ G, g#1} € um conjunto de geradores de A(G) sobre R. Além disso, como
os elementos de G sao linearmente independentes sobre R, seque que este conjunto é

linearmente independente.

Proposicao 1.11. O conjunto {g — 1; g € G, g # 1} € uma base de A(G) sobre R. Logo,

podemos escrever

A(G) = {Z N(g—=1)g€G g#1, )\ € R},
geG

onde, como sempre, assumimos que somente wm numero finito de coeficientes A\, sao

diferentes de 0. Em particular, se G é um grupo finito, entao A(G) € um R-mddulo livre

de posto |G| — 1.

Para finalizarmos esta secao, caracterizaremos os anéis de grupo RG no caso em que

G é um produto direto de grupos.

Proposigao 1.12. Sejam G e H grupos e seja R um anel comutativo com identidade.

Entao,
R(G x H) = (RG)H = RG ®r RH.

Demonstracao. Primeiramente, observamos que, dados g € G e h € H, gh é uma unidade
do anel (RG)H: ghg™*h™' = gg~'hh™1 = 1.

Agora, consideramos a aplicacao @ do grupo G x H no grupo de unidades do anel
(RG)H definida por $(g, h) = gh.

Afirmamos que P é um homomorfismo de grupos injetor.

De fato, dados (g1, h1), (g2, h2) € G x H, temos que:

® 0((g1, ) - (92, h2)) = ©(9192, hih2) = g1gah1hy = gih1gahe = P(g1, h1) - B(g2, ha);
e (g1, h1) = @(ga, ha) = g1h1 = g2ho = g1 =92 € hy = ha = (g1, h1) = (g2, h2).

Logo, ® é um homomorfismo de grupos injetor.
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Vamos estender ¢ linearmente da seguinte maneira:

¢ : R({GxH) — (RGH

S Awlgh) — Z(Z )xghg)h.

geG,heH heH geG

Afirmamos que ¢ é um isomorfismo de anéis de grupo.
De fato, sejam A, u,y € R(G x H), onde \ = Z Agh(g, h), 1= Z wik(g, k) e

geG,heH je€G, keH

V= Z Yon(g, h), € seja o € R, entao:
geG, heH

* p(A-p) = s@(Z gtk (97, hk)) - > ( > )\ghujkgj>hk =

hkeH g,jeG

= (el 5 (S
(

e keH jeG

ST o) o3 walR) = e o)

geG, heH jeG, keH

e+ =0l 3 At )@ h) =3 (SO + ) =

geG,heH heH geG
= <Z )\ghg>h +y° (nghg)h = p(N) +¢(7);
heH geG heH geqG

Logo, ¢ é um homomorfismo de anéis de grupo. Resta mostrar que ¢ é bijetor.
Sejam A,y € R(G x H), onde A = Z Agr(g,h) ey = Z Yon(g, h), entao:

geG,heH geG,heH
« o) =0 = D (Do hng)h =D (X mg)h =
heH geG heH geG
= Z (Z)\ghg>h — Z <nyghg)h =0 =
heH geqG heH geG
= Z <Z()‘gh - ’th)g)h =0 =

heH geqG

= Yo —Yn)g =0 = A=y, VgEGeVhe H =

= A=17.
Segue que ¢ ¢ injetor.
Por outro lado, temos que GH C Im(p) C Im(y) e GH gera (RG)H sobre R. Dai,
(RG)H C Im(p) e ¢ é sobrejetor.
Portanto, ¢ é um isomorfismo de anéis de grupo e R(G' x H) = (RG)H.

Agora vamos utilizar a Propriedade Universal do Produto Tensorial para mostrar que
R(G x H) = RG ®p RH.
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Consideremos o seguinte diagrama:

RGx RH —— RG®rRH

¢

R(G x H)
Seja ¢ : RG x RH — R(G x H) definida por:

¢( Z @i G Z 5;”%‘) = Z aiBi(9i, hy)
i=0 j=0 (2%

Afirmamos que ¢ é uma aplicacao balanceada.
De fato, dados a« € R, \,u € RG e v,n € RH, onde A\ = > g, it = Y. Bigi,
v=>.r;hj en=>_s;h;, temos que:
PN+ 1,7) = oo + Bi)gi, 2orihi) = (e + Bi)ri(gis hy) = X0 cir(gi, hy) +
Zﬁz ri(gis hy) = ¢(A7) + ¢, 7);

o O\ Y +m) = oD igi, D (r + 85)hy) = Do ailry + s;)(gi, hy) = > curi(gi hy) +
> a;isi(gi hy) = ¢(A, ) + (A, n);

Ol A y) = O3 aqigs, 3 rihy) = 3o aair;(gi hy) = a3 airi(gi, hy) = ad(X,7);
O(A - y) = O3 igs, 2o arjhy) = 3 ciary(gi hy) = a3 airi(gi, hy) = ad(A, 7).

Logo, ¢ é uma aplicacao balanceada.

Pela Propriedade Universal do Produto Tensorial, segue que existe um tnico homo-

morfismo ¢ : RG ®r RH — R(G x H) definido por
@D(Zaigi ® Y Bih ) Zazﬁg gir h
i=0 j=0
que faz o diagrama acima comutar.
Afirmamos que 1 é bijetor.

De fato, seja ¢ : R(G'x H) — RG®gRH definida por (3" auj(gi, hyj)) = 3 ujgi @ .

Temos que:
V(3 aij(gi hy))) = (X aiigi ® by) = 3 ai(gi hy);
o V(X igi ® Y Bihy)) = (X ciBi(gi, by)) = 3 iBigi @ hy = 3 cigs ® Bjhy.

Dai, ¢ e 1@ sao aplicagoes inversas uma da outra e v é bijetor.
Portanto, 1) é um isomorfismo de anéis de grupo e R(G x H) = RG ®r RH. O
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1.2 Semi-simplicidade e o Teorema de Maschke

Nesta secao apresentaremos condi¢oes sobre o anel R e o grupo GG que nos permitam
decompor o anel RG em uma soma direta de anéis simples. Nesta direcao, nosso interesse
principal é determinar condi¢oes necessarias e suficientes sobre R e GG para que RG seja
um anel semi-simples. Iniciaremos estudando algumas relacoes entre os subgrupos de G e
ideais de RG. Estas relagoes sao muito importantes no estudo de muitos problemas que

envolvem a estrutura de RG.

Dados um grupo G e um anel R comutativo com identidade, denotaremos por S(G) o
conjunto de todos os subgrupos de G e por Z(RG) o conjunto de todos os ideais a esquerda
de RG.

Defini¢ao 1.13. Dado um subgrupo H € S(G), denotaremos por Ar(G,H) o ideal a
esquerda de RG gerado pelo conjunto {h — 1; h € H}, isto €,

ARr(G, H) = {Z an(h—1); oy € RG}.

heH

Para um anel R fixo, omitiremos o subscrito e denotaremos Ag(G, H) simplismente
por A(G, H). Observamos que A(G, G) = A(G).

Lema 1.14. Seja H um subgrupo de G e seja S um conjunto de geradores de H. Entao, o
conjunto {s — 1; s € S} € um conjunto de geradores de A(G, H) como um ideal a esquerda
de RG.

Para uma melhor descricao de A(G, H), denotamos por 7 = {¢;},.; um conjunto
completo de representantes das classes laterais a esquerda de H em G, isto é, uma trans-
versal de H em G, e vamos escolher, como representante da classe H em 7T, o elemento
identidade de G. Pela definicao de transversal, todo elemento g € G pode ser escrito de

maneira tnica na forma g = g;h;, onde ¢; € T e h; € H.

Proposicao 1.15. O conjunto By = {q(h—1); q€ T, h € H,h# 1} € uma base de
Agr(G,H) sobre R.

Se H é um subgrupo normal de GG, o homomorfismo canoénico w : G — G/H pode ser
estendido ao epimorfismo w* : RG — R(G/H) tal que:

w*(z Agg> = Z Agw(g).

geG geG

Neste caso, A(G, H) é o nticleo do epimorfismo w*:
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Proposicao 1.16. Seja H um subgrupo normal de G. FEntdo, com a notacao acima,
Ker(w*) = A(G,H). Em particular, A(G) € o nicleo do epimorfismo € induzido pela
aplicacao trivial

G = G/G={1}.

Corolario 1.17. Seja H um subgrupo normal de G. Entao, A(G, H) € um ideal bilateral
de RG e

RG

xem = M),

Assim, podemos definir uma aplica¢ao de S(G) sobre Z(RG) de modo que os subgrupos
normais de GG sao levados em ideais bilaterais de RG. Por outro lado, dado um ideal a

esquerda I € Z(RG), consideramos o conjunto
V(I)={9eG;g—1€l}
isto é,
V()=Gn(1+1)

Afirmamos que V(I) é um subgrupo de G.

De fato, dados g,h € V(I), temos que gh—1=g(h—1)4+g—1¢€ I. Dai, gh € V(I).
Ainda, se g € V(I), entdo g7 — 1= —g7'(g—1) € I. Logo, g~! € V(I). Portanto, V(I)
é um subgrupo de G.

Se I é um ideal bilateral de RG, é facil verificar que V(I) é um subgrupo normal de
G.

A relagao entre essas duas fungoes é dada da seguinte maneira:
Proposigao 1.18. Se H € S(G), entio V(A(G,H)) = H.

Observacgao 1.19. As aplicagoes A e V, ao contrdrio do que parece, nao sao inversas
uma da outra.

De fato, dado um ideal I € Z(RG), € facil ver que A(G,V(I)) C I. Mas a igualdade
pode nao ser verdadeira: se I = RG, entio V(RG) = {g € G; g—1€ RG} = G. No
entanto, A(G,V(RG)) = A(G) # RG.

Nosso proximo passo sera apresentar condigoes sobre o anel R e o grupo GG para que

RG possa ser decomposto em uma soma direta de anéis simples.

Definicao 1.20. Sejam RG um anel de grupo e A um subconjunto finito de G. FEntao,
A denota o elemento de RG dado por:

A=Y

acA
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1 ~
Lema 1.21. Se H é um subgrupo de G e |H| € invertivel em R, entdo ey = m H é um
idempotente de RG. Além disso, se H < G, entao ey € central.
- . . , . . I 5
Definigao 1.22. Se G ¢ finito e |G| € invertivel em R, entao o idempotente e¢ = — G

¢ denominado tdempotente principal de RG.

Proposicao 1.23. Seja H um subgrupo normal de G tal que |H| € invertivel em R.

Entao, tomando ey = H, temos a soma direta de anéis

[H|
RG = RGey @ RG(1 —ey),
onde RGey = R(G/H) e RG(1 —ey) = A(G, H).

Corolario 1.24. Se G ¢ finito e |G| € invertivel em R, entdao podemos decompor RG em

uma soma direta de anéis
RG = R & A(G).

Lema 1.25. Se I ¢ um ideal do anel de grupo RG, entdo o anel quociente RG/I ¢

comutativo se, e somente se, A(G,G') C I, onde G’ denota o subgrupo derivado de G.

Proposicao 1.26. Seja RG um anel de grupo semi-simples tal que |G'| € invertivel em
R. Entao,

RG = RGeew @ A(G,G),

onde RGecr = R(G/G") é a soma de todas as componentes simples comutativas de RG e

A(G,G") € a soma de todas as outras.

Agora vamos determinar condi¢oes necessérias e suficientes sobre R e G para que RG

seja um anel semi-simples. Para tal, precisaremos de alguns resultados sobre anuladores.

Definicao 1.27. Seja X um subconjunto do anel de grupo RG. O anulador a esquerda

de X € o conjunto
Anny(X) ={) € RG; \x =0, Vx € X}.
Analogamente, O anulador a direita de X ¢ o conjunto
Ann,.(X) ={)A € RG; 2A =0, Vz € X}.

Lema 1.28. Se H é um subgrupo de G, entao Ann,.(A(G,H)) # 0 se, e somente se, H

€ finito. Neste caso, temos

Ann,(A(G, H)) = H - RG.
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Além disso, se H <G, entao o elemento H ¢ central em RG e

Ann, (A(G, H)) = Anny(A(G, H)) = RG - H.
Corolario 1.29. Seja G um grupo finito. Entdo,
(1) Ann,.(A(G)) = Anny(A(G)) = R - G;
(2) Ann, (A(G)) N A(G) = {aé; a€R,alG| = o}.

Lema 1.30. Seja I um ideal de R e suponhamos que exista um ideal J de R tal que
R=1&J. Entao, J C Ann,(I).

Lema 1.31. Se o ideal aumento A(G) é um somando direto de RG, como um RG-mddulo,

entao G ¢é finito e |G| € invertivel em R.

Demonstragao. Suponhamos que A(G) é um somando direto de RG, como RG-médulo.
Entao, pelo lema anterior, Ann,(A(G)) # 0. Dali, pelo Lema 1.28 e pelo Coroldrio 1.29,
G é finito e

~

Ann,.(A(G)) =R - G.

Escrevendo RG = A(G) @ J, obtemos 1 = e; + ey, onde e¢; € A(G) e ex € J. Dal,
1= €(ey)+e(ez) = e(ez). Como J C Ann,(A(G)), pelo lema anterior, segue que e; = aG,
para algum o € R, a # 0. Logo, 1 = ae(é) = «|G|. Portanto, \Gr1 =aelG|é

invertivel em R. OJ

O resultado que segue determina condigoes necessarias e suficientes sobre R e G para

que RG seja um anel semi-simples.

Teorema 1.32. (Teorema de Maschke) O anel de grupo RG é semi-simples se, e

somente se, as sequintes condicoes sao verdadeiras:
(1) R é um anel semi-simples.

(ii) G é um grupo finito.

(i1i) |G| € invertivel em R.

Demonstracao. Suponhamos, inicialmente, que RG é um anel semi-simples. Pelo Corold-
rio 1.17, temos que R = RG/A(G). Como RG é semi-simples, segue que seu quociente
também o é. Dali, a condic¢do (i) é verdadeira. Ainda, como a semi-simplicidade de RG
implica que A(G) é um somando direto de RG, o Lema 1.31 mostra que as condigdes (i7)
e (4i7) também sao verdadeiras.

Reciprocamente, suponhamos que as condigoes (i), (iz) e (ii7) sdo verdadeiras.

Seja M um RG-submédulo de RG. Como R ¢é semi-simples, temos que RG é semi-

simples como R-médulo. Dali, existe um R-submoédulo N de RG tal que
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RG =M @ N.

Seja m : RG — M a projecao canonica associada a esta soma direta. Definimos

™ : RG — M como a média

™(x) = Z g 'm(gx), para todo x € RG.

6] =
Se provarmos que 7* é um RG-homomorfismo tal que (7*)? = 7* e Im(7*) = M,
entdo teremos que Ker(n*) é um RG-submédulo de RG tal que RG = M @ Ker(n*) e o
teorema estard provado.
Como 7* ¢ um R-homomorfismo, para mostrar que ele também ¢ um RG-homomorfismo

é suficiente mostrar que
m*(ax) = ar*(x), para todo x € G e para todo a € G.

Temos que
(az) |G|Zg m(gax) |G|Zga m((ga)x).
geG

Quando ¢ percorre todos os elementos de GG, o produto ga também percorre todos os

elementos de . Dali,
T —a@Zt m(tx) = ar*(x).
teG

Como 7 é uma projecao sobre M, sabemos que 7(m) = m, para todo m € M. Além

disso, como M é um RG-médulo, temos que gm € M, para todo g € G. Logo,
X o) = o Y g gm=m
e = e =
Portanto, M C Im(7n*). Por outro lado, dado um elemento = € RG, temos que
m(gxr) € M, para todo g € G. Dai, 7*(x) € M e Im(n*) C M. Consequentemente,
7 (m*(z)) = 7* (), para todo x € RG, ou seja, (1)* = 7*.

]

Um caso particularmente importante é aquele em que R = K ¢é um corpo. Neste caso,
K é semi-simples e |G| é invertivel em K se, e somente se, |G| # 0 em K, isto é, se, e

somente se, a caracteristica de K nao divide a ordem de G.

Corolario 1.33. Sejam G um grupo finito e K um corpo. Entio, KG é semi-simples se,

e somente se, a caracteristica de K nao divide a ordem de G.

Ainda neste caso, traduzimos fielmente o Teorema de Wedderburn e obtemos varias

informacoes a respeito da estrutura do anel de grupo KG:
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Teorema 1.34. Sejam G um grupo finito e K um corpo tal que a caracteristica de K

nao divide a ordem de G. Entao:

(¢) KG é uma soma direta de ideais bilaterais minimais {B;},.,.,., as componentes
simples de KG.

(i4) Todo ideal bilateral de KG € wuma soma direta de alguns membros da familia { B;}, ;-

(i7i) Cada componente simples B; é isomorfa a um anel de matrizes M,,(D;), onde D;

¢ um anel de divisao contendo uma copia de K em seu centro, e o isomorfismo
~J T

¢ um isomorfismo de K-dlgebras.

(tv) Em cada matriz M,,(D;), o conjunto

T 0 0
i) 0 0

I; = ] ; X1, X9, Ty, € D,
Tp, O 0

¢ um ideal minimal a esquerda de KG.

Corolario 1.35. Sejam G um grupo finito e K um corpo algebricamente fechado tal que

a caracteristica de K ndo divide a ordem de G. Entao,
KG = 69::1 Mm(K);

e|Gl=n2+ni+ - +n2
Utilizando a estrutura intrinseca do grupo G, é possivel determinarmos o ntimero de

componentes simples de KG. E disso que trata o resultado a seguir.

Teorema 1.36. Sejam G um grupo finito e K um corpo algebricamente fechado tal que a
caracteristica de K nao divide a ordem de G. Entao, o numero de componentes simples

de KG ¢ igual ao numero de classes de conjugacao de G.

Finalizaremos esta se¢ao, apresentando uma caracterizacao dos anéis de grupos KG,
no caso em que G é um grupo abeliano finito e K é um corpo tal que a caracteristica de

K nao divide a ordem de GG. Tal caracterizacao foi dada por S. Perlis e G. Walker.

Teorema 1.37. (Perlis- Walker)Seja G um grupo abeliano finito de ordem n e seja K

um corpo tal que a caracteristica de K nao divide a ordem de G. Entao,
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KG= @d|n Qq K(Cd);

Nq

m. Nesta

onde (g denota uma raiz primitiva da unidade de ordem d e ag =

formula, ng denota o niumero de elementos de ordem d em G.

Corolario 1.38. Seja G um grupo abeliano finito de ordem n e seja K um corpo tal que a
caracteristica de K nao divide a ordem de G. Se K contém um raiz primitiva da unidade

de ordem n, entao

KG=Ko---o K.
—_——

n

Corolario 1.39. Seja G um grupo abeliano finito de ordem n. Entao,

QG = Py agQ(Ca),

onde (4 denota uma raiz primitiva da unidade de ordem d e ag € o numero de subgrupos

ciclicos de ordem d de G.

Corolario 1.40. Seja G = {(a) um grupo ciclico finito de ordem n. Entao,

Qa) = Sapn QCa),

onde (4 denota uma raiz primitiva da unidade de ordem d.



Unidades em Anéis de Grupo Inteiros

Neste capitulo, apresentaremos as unidades de um anel de grupo inteiro, juntamente
com algumas de suas principais propriedades, definiremos unidades triviais, unidades nor-
malizadas, unidades biciclicas e unidades ciclicas de Bass. Provaremos, ainda, dois im-
portantes resultados: o Teorema de Berman-Higman, que identifica, sob certas condigoes,
as unidades de ordem finita e as unidades trivias do anel de grupo ZG, onde G é um
grupo finito, e o Teorema de Higman, que caracteriza os grupos finitos G tais que o anel

de grupo ZG possui somente unidades triviais.

2.1 Unidades de ordem finita

Nesta secao, estudaremos as unidades de ordem finita de um anel de grupo inteiro
e fixaremos algumas notacoes que serao utilizadas no decorrer do texto. Definiremos
unidades triviais e unidades normalizadas e provaremos o Teorema de Berman-Higman,

caso finito, que relaciona as unidades ordem finita e as unidades triviais.
Seja RG um anel de grupo. Denotaremos por U(R) o grupo de unidades do anel R e
por U(RG) o grupo de unidades do anel de grupo RG, isto é,

UR)={a € R|3P € R tal que aff = fa =1}

U(RG) ={y € RG|3u € RG tal que yu = py = 1}.
Defini¢ao 2.1. Se v € U(RG) € tal que v = ag, com o € U(R) e g € G, dizemos que 7y
¢ uma Unidade Trivial de RG.
Em particular, as unidades triviais de ZG sao elementos da forma +g, com g € G.

Definigao 2.2. Se v € U(RG) tem aumento um, isto €, () = 1, dizemos que vy € uma
Unidade Normalizada de RG. Ainda, o conjunto das unidades normalizadas de RG
serd denotado por U (RQG), isto é
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U (RG) = {y € U(RG) |e(v) = 1}.

Observagao 2.3. Seja v € U(ZG). Entao, () = £1. Ainda, U (ZG) <U(ZG). Por-

tanto, podemos escrever
UZG) = £ U (ZG).

Definicao 2.4. Um isomorfismo de Z-dlgebras, ¥ : ZG — ZH, é dito um Isomorfismo
Normalizado se, para todo \ € ZG, tem-se £(\) = e(¥(N)) ou, equivalentemente, se,
para todo g € G, tem-se (1(g)) = 1.

Observacao 2.5. Se existe um isomorfismo ¢ : ZG — 7ZH, entdo existe também um

ismorfismo normalizado ¢ : ZG — ZH. De fato, dado \ = Z Aigi € ZG, definimos
i=1
do sequinte modo

n

P(A) = Z e(d(g9:) " Nid(gs)-

i=1

As unidades triviais e as unidades de ordem finita estao, em alguns casos excepcionais,
intrinsecamente relacionadas, como mostra o resultado que segue. O mesmo também é

verdadeiro para grupos infinitos. Para tal, veja [43].

Proposicao 2.6. (Berman-Higman) Seja G um grupo de ordem finitan ey = Z Y9

geG
uma unidade de ordem finita m de ZG. Se v, # 0, entao v = £1.

Demonstragao. Sejam T : G — GL(n,C) a representacao regular de G sobre o corpo dos

nimeros complexos e 7% : CG — M, (C) a extensao de T" a CG dada por

() = 1" ( Y 1) = Y 1y T(9).

geG geqG

E claro que T™ é um homomorfismo de algebras e, em particular,
T* () = _ % T(g).
geg

Como T'(g) é uma matriz de permutagao, temos que

0, se g#1,
|G|, se g=1.

tr(T'(g)) =

Assim, se g = 1, tr(T*(y)) = ny. Como 7™ = 1, temos que T*(y)™ = 1 e, dali,
T*(7y) é raiz do polindomio ™ — 1. Logo, o polinémio minimal serd entdo um divisor de
™ — 1 e, consequentemente, se decompoe em C[X] como um produto de fatores distintos.

Portanto, T*(vy) é diagonalizével e sua matriz é semelhante a uma matriz da forma
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€1
a-| Vo
0 0 - e
Assim,
e 0
L 0 E?z 0 |
0 0 ... e

onde os ¢;, 1 <1 < n, sao raizes m-ésimas da unidade. Dali,

ny =tr(T*(y)) =tr(A) =1+ ea+ -+ €, =

n

>

=1

n
> e
=1

< <1

= |m| = "

Como v # 1, obtemos a igualdade e €, = €5 = - -+ = ¢€,.
Logo, €, = 71 = %1, o polindmio caracteristico de T*() é (x — €;)" e o polindémio

n

minimal é um divisor comum entre ™ — 1 e (z — €1)", ou seja, o polinébmio minimal é

m(z) = x — €. Portanto,
0=m(T*(v))=T"(v)—al = T(y) =l ==+I.
Como T™ é injetora, segue que v = *+1. O
Corolario 2.7. Seja G um grupo finito e seja v € ZG, y* = 1. Se v # 1, entdo v; = 0.

Corolario 2.8. Seja G um grupo finito e seja v = Z Yq9 uma unidade central de ordem
geG
finita m em ZG. Entao, v = tg, para algum g € Z(G), onde Z(G) denota o centro de

G.

Demonstragao. Suponhamos que v, # 0, para algum g, € G. Entao, 7o' também
¢ uma unidade de ordem finita em Z(G. Além disso, temos que o coeficiente de 1 na
expressdo de v gy ' é Vg0 7 0. Pela proposicao anterior, obtemos 7 g, ' = +1. Portanto,
Y = £9o- U

Corolario 2.9. Seja G um grupo abeliano finito e seja v = Z Y99 uma unidade de

geG
ordem finita m em ZG. Entao, v = £g, para algum g € G.



27 Capitulo 2: UNIDADES EM ANEIS DE GRUPO INTEIROS

Utilizando este tltimo resultado, Higman apresentou uma prova simples para o Pro-

blema do Isomorfismo no caso em que G é um grupo abeliano finito e H é outro grupo:

Teorema 2.10. Sejam G um grupo abeliano finito e H outro grupo. Se Z.G = ZH, entao
G=H.

Demonstracao. Seja v : ZG — ZH um isomorfismo que leva unidades normalizadas em
unidades normalizadas. Como G ¢ abeliano, temos que o anel de grupo ZG ¢é comutativo e,
dai, H também é abeliano. Ainda, como o posto de um mddulo livre sobre Z é invariante,
segue imediatamente que H também ¢ finito e |H| = |G|.

Para cada elemento g € G, temos que ¥ (g) é uma unidade normalizada de ordem
finita em H. Pelo coroldrio anterior, segue que ¢ (g) € £H e, como ¢ (g) é uma unidade
normalizada, obtemos ¢ (g) € H. Logo, ¥(G) C H e, como |G| = |H|, ¥(G) = H. Em

outras palavras, a restricao de 1) a GG estabelece um isomorfismo entre G e H. O

A proposi¢ao seguinte, juntamente com o Coroldrio 2.7, nos fornece um resultado
analogo ao Teorema de Lagrange da Teoria de Grupos. A demostragao da mesma pode

ser encontrada em [42].

Proposicao 2.11. Sejam G um grupo finito e K um corpo de caracteristica zero. Se

e = Z eqg € um idempotente nao-trivial do anel de grupo KG, entao
geG

(i) e1 € Q;
(ZZ) |G| e1 €2
(i73) 0 < ey < 1.

Teorema 2.12. Seja G um grupo finito e seja v = Z Vg9 uma unidade de ordem finita
geG
n em ZG. Se vy € uma unidade normalizada, isto é, (y) = 1, entdo n € um divisor da

ordem do grupo G.

Demonstracao. Tomando

temos que €2 = e e

Como v tem ordem n, v* # %1, para todo i, 1 < i < n. Pelo Coroldrio 2.7, segue que

i =0, para todo i, 1 < i < n. Dai, e; = —. Por outro lado, pela proposi¢ao anterior,
n

temos que e; = —, para algum k € Z. Portanto, |G| = kn e o resultado segue. O

|Gl
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Para finalizar esta secao, apresentaremos alguns resultados referentes a um subgrupo
finito de U (ZG).

Lema 2.13. Se H é um subgrupo finito de U, (ZG), entdo H é um conjunto linearmente

independente.
Demonstra¢ao. Suponhamos que H = {~1,72, + , T} € 11 + a2+ + ¢y = 0, com
¢ € 7,1 <1i<n. Entao,

et e(pn’) oo almn) = 0.

Como H é finito, 37, " = p; € H, 1 < i < n, também tem ordem finita e

c1+ copto + -+ -+ cpptn, = 0.

Para cada 7, 1 < i < n, escrevemos

Hi = Z Hig,

geG
e, dai, p; # 0, para todo 7, 1 < i <n. Pelo Coroldrio 2.7, segue que u;; = 0, para todo 1,

1 <i<n. Logo, ¢; = 0. Analogamente, provamos que c; = --- = ¢, = 0. ]

Corolario 2.14. Qualquer subgrupo finito H de Uy(ZG) tem ordem no mdzimo igual a

ordem do grupo G.
Lema 2.15. A ordem de qualquer subgrupo H de Uy(ZG) divide a ordem do grupo G.

Demonstracao. Seja |H| = n e consideremos o idempotente

Al
1
Tomando o trago da representagao regular 7' de QG, obtemos tr(T(eg)) = s = — |G,
onde s denota o posto de T'(ey). Logo, n é um divisor da ordem de G. ]

Lema 2.16. Seja H um subgrupo finito de Uy (ZG) tal que |H| = |G|. Entdo, ZG = ZH.

Demonstracao. E claro que ZH C ZG. Pelo Lema 2.13, H é linearmente independente.
Dai, QG = QH. Logo, nZG C ZH, para algum n € N. Assim, dado g € GG, temos que

ng:Zzihi,comzieZehiEH.

Afirmamos que cada z; é multiplo de n.

De fato, como

nghi' = zi+ Y z(lh) e hihit A4
J#i
temos, pelo Coroldrio 2.7, que (hjh; '), = 0. Dai,
(ngh;1)1 = Z.

Logo, z; é um multiplo de n. O
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2.2 Unidades biciclicas e unidades ciclicas de Bass

Nesta secao, definiremos dois tipos especiais de unidades: unidades biciclicas e unidade
ciclicas de Bass. Tais unidades possuem propriedades que sao de grande importancia no
estudo de muitos problemas da Teoria dos Anéis de Grupo. Apresentaremos aqui alguns
resultados relacionados as mesmas que serao necessarios para a prova do Teorema de

Higman na proxima secao.

Seja ZG um anel de grupo inteiro e seja ¢ € G um elemento de ordem finita n.
Denotando g =1+ g+ ¢*+ -+ + ¢" ! € ZG, temos que (1 — g)g = 0. Dai, dado h € G,
podemos construir a unidade

Hg,h = 1+ (1 - g)hﬁ,
cujo inverso é 1 — (1 — g)hg. Em particular, se g e h comutam, entao p,, = 1.
Definigao 2.17. Seja G um grupo e sejam g,h € G, com o(g) =n < oo. A unidade p,p,

construida acima é chamada Unidade Biciclica de Z.G.

Denotaremos por By o subgrupo de U(ZG) gerado por todas as unidades biciclicas de
7G.

Observagao 2.18. Todas unidades biciclicas de ZG sao unidades normalizadas:
e(pgn) =1+ (1 —g)hg) = (1) = 1.

O resultado a seguir caracteriza as unidades biciclicas triviais.

Proposicao 2.19. Seja G um grupo e sejam g,h € G, com o(g) = n < co. Entdo, a

unidade biciclica iy, € trivial se, e somente se, h normaliza (g). Neste caso, jig, = 1.

Demonstragao. Suponhamos que h normaliza (g). Entao, h='gh = ¢/, para algum inteiro
positivo j. Dai, gh = hg’ e, como ¢’ g = g, temos que ghg = hg. Logo, pg = 1.
Reciprocamente, suponhamos que i, € trivial. Como e(y) = 1, existe x € G tal

que figp =, ou seja, 1 + (1 — g)hg = x. Dali,
1+h(l+g+¢+-+g")=a+gh(l+g+g*+ - +g" ).

Se x = 1, entdao h = ghg’, para algum inteiro positivo i e, dai, h='gh = ¢g~*. Por
outro lado, se # # 1, entdo h ¢ (g). Como 1 aparece no lado esquerdo da equagao, ele
também deve aparecer do lado direito da mesma e, assim, existe um inteiro positivo ¢ tal

que 1 = ghg'. Dai, h = g~V € (g), um absurdo. O

Corolario 2.20. Seja G um grupo finito. Entao, o grupo By € trivial se, e somente se,

todo subgrupo de G é normal.
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O proximo resultado garante que toda unidade biciclica nao-trivial de ZG possui ordem

infinita.
Proposicao 2.21. Toda unidade biciclica pgp de ZG, pgp # 1, tem ordem infinita.
Demonstragao. Dada gy, =1+ (1 — g)hg € ZG, temos que

pgn = (L+ (L —g)hg)* =1+ s(1 - g)hg.

Dai, p; ;, = 1 se, e somente se, (1 — g)hg = 0, ou seja, se, e somente se, g =1. [

Utilizaremos, agora, a funcao ¢ de Fuler para definir outro tipo de unidade de ZG:
dado um inteiro positivo n, escrevemos n como um produto de fatores primos, a saber,

n=py'py’ - p. Dai,
o(n) =p* Hpr — )Py (pe — 1) - pp N pe — 1),

Lembramos, ainda, que uma propriedade importante dessa func¢ao é dada pelo chamado

Teorema de Fuler: se i e n sao inteiros relativamente primos, entao
i =1 (modn).

Definicao 2.22. Seja G um grupo e seja g € G um elemento de ordem finita n. Uma
Unidade Ciclica de Bass ¢ um elemento de ZG da forma:

1 — o)

pi=(I+g+- 4 g+ ——7,

onde i é um inteiro tal que 1 <i<n—1¢€ (i,n) =1.

O subgrupo de U(ZG) gerado por todas as unidades ciclicas de Bass é denotado por
B;.

Observagao 2.23. E possivel verificar que p; € de fato uma unidade de ZG e que sua

nversa é

-1 i i(k—1)\¢(n) 1_k¢(n)A
po =1 4g gt —— g,

onde k € qualquer inteiro tal que ik = 1 (modn). Ainda, e(p;) = 1, ou seja, u; € uma

unidade normalizada.

O 1ltimo resultado dessa secao afirma que as unidades ciclicas de Bass de ZG nao sao

triviais.

Proposicao 2.24. Sejam G um grupo, g € G um elemento de ordem finita n e s um

inteiro tal que 1 < s <n—1 e (s,n) = 1. Entao, a unidade ciclica de Bass
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1 — s?(m

o= (L g+ b g ) 4+ =g

¢ de ordem infinita.

Demonstrag¢ao. Sabemos que

Q(g)=Q& - 2Q() & aQ(),

onde ¢ é numa raiz primitiva n-ésima da unidade e os expoentes d sao divisores de n.

Além disso, nesse isomorfismo, temos que

g— (1,...,¢%...,0).

Vamos mostrar que a projegao ps(¢) de ps na tltima componente, ou seja,

s(Q) = (L4 ¢4+ 7o),

¢ de ordem infinita.
Suponhamos, por absurdo, que tal projecao é de ordem finita. Entdao, 1+ +---+ (57!
deverd ser de ordem finita. Como o conjunto {£¢*; 0 < ¢ < n — 1} contém todas as raizes

da unidade de Q((¢), segue que
R R s

para algum inteiro positivo ¢. Multiplicando ambos os lados dessa equacao por 1 — (,
obtemos 1 — (¥ = +¢*(1 — (). Dali, |1 — ¢*| = |1 — ¢|. Escrevendo ¢ = cosf + isen 6, com
i =+v/—1, segue que (* = cos(sf) + isen(sh). Ainda,

11— ¢)* = |1 — (cosf +isenf)]> = 2(1 — cosh) e
11— ¢ = |1 — (cos(s) + isen(sh))|> = 2(1 — cos(sh)).

Logo, cosf = cos (s6) e s8 = 6 ou s = 2r — 6. Portanto, ¢* = ¢ ou ¢* = (*7! 0 que

é um absurdo. O

2.3 Unidades triviais e o Teorema de Higman

Com as unidades especiais introduzidas na secao anterior, temos condicoes de caracte-
rizar os grupos finitos G tais que o anel de grupo ZG tem apenas unidades triviais. Nesta
direcao, iniciamos com um lema muito simples mas de grande importancia para o nosso

objetivo.

Lema 2.25. Seja G um grupo finito tal que todas as unidades de ZG sao triviais. Entao,

todo subgrupo de G é normal.
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Demonstracao. Para demonstrar tal afirmacao, basta mostrarmos que todo subgrupo ci-
clico de G é normal. Suponhamos, por absurdo, que existe um subgrupo ciclico (g) de
G que nao é normal. Entdo, existe h € G tal que h=*gh ¢ (g). Pela Proposicdo 2.19, a
unidade biciclica p,, = 14 (1 — g)hg nao é trivial. O que é um absurdo, visto que todas

as unidades de ZG sao triviais. OJ

E claro que, se G é um grupo abeliano, entao todos os subgrupos de G sao normais.
Por outro lado, se G é um grupo nao-abeliano tal que todos seus subgrupos sao normais,
entao lembramos que G é chamado Grupo Hamiltoniano. Em particular, se G é um grupo

finito Hamiltoniano, entao pode-se provar que G ¢é da forma
G=0Qsx Ex A,

onde FE é um 2-grupo abeliano elementar (isto é, todo elemento x # 1 de E é de ordem
2), A é um grupo abeliano cujos elementos sao todos de ordem impar e Qg é o grupo dos

quatérnios de ordem 8§, ou seja, o grupo
Qs = (a,bla*=1,a>=0% e bab™' = a™1).

Proposicao 2.26. Seja G um grupo finito tal que todas as unidades de ZG sao triviais.
Entao, ou G € um grupo abeliano, de expoente iqual a 1,2,3,4 ou 6, ou G € um 2-grupo

Hamiltoniano.

Demonstracao. Pelo lema anterior, temos que ou G ¢ abeliano ou G é Hamiltoniano.
Suponhamos, primeiramente, que G é abeliano. Se G tem expoente diferente de 1,2,3,4
ou 6, entao existe um elemento em G de ordem n tal que n =5 ou n > 6. Em ambos os
casos, a Proposicao 2.2 garante que G contém uma unidade ciclica de Bass que nao é
trivial.

Suponhamos, agora, que G é Hamiltoniano. Se G nao é um 2-grupo, entao G contém
um elemento a € A de ordem p > 2. Dal, o elemento g = za, onde x € Qg tem ordem
4, é de ordem n = 4p. Dai, novamente, a Proposicao 2.24 garante que G contém uma

unidade ciclica de Bass que nao é trivial. O

O Teorema de Higman afirma que a condicao dada na proposicao acima ¢é suficiente
para garantir que todas as unidades de ZG sejam triviais. Para a demonstra¢ao do mesmo,

precisaremos dos resultados que seguem.

Lema 2.27. Seja G um grupo finito tal que todas as unidades de ZG sao triviais e seja

Cy um grupo ciclico de ordem 2. Entdo, todas unidades de Z(G x Cy) também sao triviais.

Demonstragdo. Seja Cy = {(a|a® = 1). Como, pela Proposi¢io 1.12, Z(G x Cy) = (ZG)Cs,
dado um elemento u € Z(G x Cy), podemos escrever u = « + fa, onde «, 5 € ZG. Se u

¢ uma unidade, entdo existe outro elemento u= = v + da tal que
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1= (a+ pa)(y+da) = (ay+ 5I) + (ad + p7)a.
Dai, ay + 6 =1 e ad + py = 0. Logo,

(a+B)v+d)=ay+8i+ad+py=1 e
(a=B)(y—9)=ay+ 50— (ad+ py) =1,

0 que mostra que o+ [ e a — [ sao unidades em ZG e, portanto, triviais. Assim, existem
1
g1,92 € G tais que a+ 8 = +g; e a — = +g5. Portanto, a = §(j:gl + ¢g2). Como os

coeficientes de « sao inteiros, segue que g1 = g € o = +g;. Assim,
at+f=a—-pF=+xg ou a+f=—(a—p)==+g.

No primeiro caso, @« = £+g; ¢ = 0 e, no segundo, « = 0 e f = +¢g;. Em ambos os

casos, u é trivial. O
Lema 2.28. As unidades do anel de grupo ZQg sao triviais.
Demonstragdo. Como Qg = {1,a,b,ab,a? a®, a®b,ab®}, todo elemento @ € Qg é da forma
a = 19 + 210 + T2b + x30b + yoa® + yi1a® + y2a%b + ysab.
Consideremos, agora, o anel H dos quatérnios, isto é:
H = {mg + myi + moj + msk | mg, my, ma, ms € Z}.

Sabemos que as unidades de H sao +1,+i,+j e +k. Definimos, entao, o epimorfismo

v ZQg — H por

p(a) = (2o — yo) + (v1 — y1)i + (v2 — y2)5 + (23 — y3)k.

Assim, se a é uma unidade de ZQs, entao ¢(«) é uma unidade de H. Dai, para algum

indice 7, 0 < r < 3, temos que
T —y=+1 e zs—ys,=0,sesFr.

Por outro lado, podemos ver que a? é central e Qg/ (a?) = Cy x Cy. Denotando por
g a classe de um elemento g € Qg no grupo quociente e por ¢ : ZQg — Z(Qg/ (a*)) a

extensao da projegao canonica Qg — Qg/ (a?), obtemos:
(@) = (w0 +yo) + (w1 + y1)@+ (2 +y2)b + (w3 + ys)ab.

Do lema anterior temos que as unidade de Z(Cy x Cs) sao triviais. Logo, para algum
indice h, 0 < h < 3, temos

th+yn =121 e xp+uyr=0,sek #h.

Como os coeficientes sao inteiros, comparando os sistemas de equagoes obtidos acima,

segue que h =1r e
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. =121,vy.=0 e z,=ys=0,se s#r
ou
., =0,y =*+1 e x,=y,=0,s8e s#r.

Em ambos os casos, a é uma unidade trivial de ZOs. O

Lema 2.29. Seja ¢ uma raiz primitiva da unidade de ordem 8 ou 4. Entdo, as unidades
do anel ciclotomico Z[(] sao {£('}.

Demonstra¢ao. Suponhamos, primeiramente, que ( é uma raiz cubica primitiva da uni-
dade. Sabemos que X? + X + 1 é o polindomio minimal de ¢. Logo, todo elemento
a € Z[C] é da forma o« = a + b(. Se o é uma unidade de Z [(], consideramos a aplicagao
f:Z[¢] — ZI(] definida por f(x + y¢) =z + y¢% Como f é um automorfismo de Z [(],

segue que 3 = f(a) = a+ b(? é também uma unidade. Logo,
af = (a+b)(a+bl% =a®>+b*+ab((+ ) =a’>+ V> —ab

¢ ainda uma unidade. Como aff € Z, segue que a® + b?> — ab = £1. Suponhamos que
la|] > [b]. Se b # 0,1, entao a? + b*> > ab+ 1, o que é uma contradigao. Se b = 0, entao
a = a € Z é uma unidade e, dai, o« = +1 e, se b = 1, temos a® + 1 = a = 1 o que implica
que ou a®> = a ou a®2 —a+ 2 = 0. No primeiro caso, temos que ou a = 0 ou a = 1 e,
no segundo, a equacao nao possui solucao inteira. Se a = 0, temos que a = b( e, como
o] =1, @« = £(. Finalmente, se a = 1 = b, entdao a = 1+ ¢ = —¢%. O caso |a|] < || é
similar.

Suponhamos, agora que ¢ é uma raiz primitiva da unidade de ordem 4. Neste caso,
podemos considerar, ( = 4, onde i = /—1. Assim, os elementos de Z[i] sao da forma
a+bi, com a,b € Z. Se a € Z[i] ¢ uma unidade, entao |a| = a® + b* = 1. Como a,b € Z,

segue queoua=+leb=0oua=0eb==x1. Em qualquer caso, a ¢ trivial. O]

Finalmente, temos condicoes de provar o Teorema de Higman:

Teorema 2.30. (Higman) Seja G um grupo finito. Entao, todas as unidades do anel
de grupo ZG sao triviais se, e somente se, G € um grupo abeliano, de expoente igual a

1,2,3,4 ou 6, ou G € um 2-grupo Hamiltoniano.

Demonstracao. Se todas as unidades de ZG sao triviais, entao G é um grupo abeliano,
de expoente igual a 1,2,3,4 ou 6, ou G é um 2-grupo Hamiltoniano pela Proposicao 2.26.
Se G é um 2-grupo Hamiltoniano, entao todas as unidades de ZG sao triviais pelos
Lemas 2.27 e 2.28.
Suponhamos, finalmente, que G é um grupo abeliano, de expoente igual a 1,2,3,4 ou
6. Neste caso, a decomposicao de G com produto direto de grupos ciclicos deve ser de

uma das seguintes formas:
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G=(Cyx---x (O,

G=(Cyx---x (s,

G=2Cyx--x Oy,
G=Z(Cyx---COyx(C3x---x(hs.

Em todos os casos, os Lemas 2.27 e 2.29 garantem que as unidades de ZG sao triviais.
O



O Grupo de Unidades de ZD,

Neste capitulo, apresentaremos a descricao completa do grupo de unidades de ZDy,
onde D, denota o grupo diedral de ordem 8, dada por E. Jespers e G. Leal [21]. Fixaremos
algumas notagoes e estabeleceremos alguns resultados que serao de grande importancia
para o proximo capitulo. Iniciaremos com a decomposi¢ao do anel de grupo QD, em

componentes simples.

3.1 Representacoes de grupos e a decomposicao de QD;,

A teoria dos modulos se transformou em uma ferramenta muito importante em Alge—
bra, devido especialmente aos trabalhos de Emmy Noether. Em particular, no artigo [31]
de 1929, ela observou que este conceito poderia ser usado para relacionar duas teorias que,
até entao, tinham se desenvolvido separadamente: as representacoes lineares de grupos e
o estudo da estrutura de algebras. Inaugurou, assim, um novo estagio do desenvolvimento

destas teorias.

Nesta secao, utilizaremos a teoria das representacoes lineares de um grupo para descre-
ver a decomposicao do anel de grupo QD,. Tal decomposicao é de extrema importancia

para o estudo do grupo de unidades de ZD;,.

Proposicao 3.1. Sejam G um grupo e R um anel comutativo com identidade. FEntao,
existe uma correspondéncia bijetora entre as representagoes de G e os RG-mddulos de

posto finito sobre R.

Demonstragao. Seja V. um modulo livre de posto finito sobre R e seja GL(V) o grupo
dos R-automorfismos de V. A cada representacdo 7' : G — GL(V) de G sobre R
podemos associar um moédulo dando a V' a estrutura de RG-moédulo. Para tal, dados

A= Z Agg € RG e x € V, definimos o produto Az do seguinte modo:
geG
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A\r = (Z )\gg>x = Z A Ty().

geG geG

Reciprocamente, se M é um RG-mddulo de posto finito sobre R, definimos a represen-
tacado T : G — GL(M) associando a cada elemento g € G a fungao R-linear T, : M — M
definida por:

T,(z) = gz, para todo x € M.

E facil verificar que as correspondéncias assim definidas sao inversas uma da outra. [

A proposicao que segue, de simples demonstracao, estabele relacoes entre propriedades

de moédulos e propriedades das representagoes correspondentes.

Proposicao 3.2. Sejam G um grupo e K um corpo. FEntao,

(1) Duas representagoes T e T' de G sobre K sao equivalentes se, e somente se, 0s

KG-mddulos correspondentes sao isomorfos.

(i7) Uma representacdo € irredutivel se, e somente se, o KG-mddulo correspondente é

simples.

(1ii) Seja M um KG-mdédulo que admite uma decomposi¢cao em soma direta de submo-

dulos
M = @t_, M;

e sejam T, T; as representacoes associadas aos modulos M e M;, 1 <1 < t, respectiva-

mente. Entao,

(tv) Uma representacao de G sobre K € completamente redutivel se, e somente se, o

KG-maodulo correspondente é semi-simples.

Segue deste tultimo resultado que todas as representacoes de um grupo finito GG sobre
um corpo K serao completamente redutiveis se, e somente se, todos os K G-modulos forem
semi-simples, o que acontece se, e somente se, KG é um anel semi-simples. Do Teorema
de Maschke, este ultimo acontece se, e somente se, a caracteristica de K nao divide a
ordem de G.

Outras consequéncias interessantes podem ser obtidas. No caso semi-simples, sabemos
que todo médulo é soma direta de submdédulos simples; em termos de representagoes, isto

significa que toda representacao é soma direta de representacoes irredutiveis. Assim, para
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conhecer todas as representacoes de GG sobre K é suficiente conhecer todas as represen-
tacoes irredutiveis. Como todas as representacoes irredutiveis estao em correspondéncia
bijetora com os mddulos simples e estes estao determinados, a menos de isomorfismos,
pelos ideais minimais a esquerda de K@, segue que determinar representacgoes irredutiveis
nao-equivalentes se traduz em determinar os ideais minimais a esquerda nao isomorfos
de KG. Em particular, lembramos que o nimero de classes de isomorfismo ¢ igual ao
nimero de componentes simples de KG.

Dada uma componente simples M, (D;), onde D; denota um anel de divisao contendo
uma copia de K, qualquer ideal minimal a esquerda contido nela sera um representante

da classe de médulos simples. Conforme o Teorema 1.34, tal ideal é dado por

T 0 0
i) 0 0

Ii: . ;xlax27”‘7xni€Di
Tp;, O 0

Se T; é a representacao de GG associada, temos que o grau de T; é igual a dimensao de

I; como espaco vetorial sobre K, isto é:

grau (T;) = n; dimg(D;). (%)

Agora, temos condicoes de apresentar a decomposicao do anel de grupo QD,, onde
Dy = (b,v|* =1, vt =1 e bvbv = 1).

Consideremos a representacao 1" de D, sobre Q dada por:

1 -1
Tb = 0 e Tv = 0 .
10 1 0

E facil verificar que esta representacao é irredutivel. Ainda, podemos determinar

quatro representagoes nao-equivalentes de grau 1 de Dy sobre Q:

Ry=1 e R,=1,
Ri=—-1 e R, =1,
Sp,=1 e S,=-1,
Sp=—1 e S =-1

A representagao T' corresponderd a um somando direto da forma M, (D) e, de (%),

grau (T) = n dimg(D).
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Logo, n = 1 e dimg(D) = 2 oun = 2 e dimg(D) = 1. Como dimg(QD,) = 8 e
havera quatro somandos iguais a Q correspondentes as representacoes de grau 1, se n = 1

e dimg(D) = 2, entao a decomposicao do anel de grupo é:
QD,=QeQeQeQeDe D,

onde D’ é também um anel com divisao tal que dimg(D’) = 2. Dali, como toda extensao
de grau 2 sobre Q é comutativa, o anel de grupo QD4 também o é, o que é um absurdo.

Portanto, n = 2 e dimg(D) = 1, ou seja,

QD,=Q3QaQaQa M(Q).

3.2 O grupo de unidades de ZD,

E. Jespers e G. Leal [21] nos fornecem uma descrigdo completa do grupo de unidades
do anel de grupo ZD,. Nesta secao, iremos apresentar tal descricao bem como os conceitos

e resultados utilizados para a realizacao da mesma. Para as respectivas provas, veja [21].

Seja G um 2-grupo finito extra-especial, com G’ = Z(G) = {1, s}, onde, novamente,
G’ denota o subgrupo derivado de G ¢ Z(G) denota o centro de G.

Definicao 3.3. Us € o subgrupo de U(ZG) definido por:

o=z 0 (ao(5) +(157)

O resultado que segue nos fornece propriedades importantes do subgrupo U, de U(ZG).
Proposicao 3.4. Com as notacoes acima, temos que:
(1) Uy={u=1+a(l —s)|ueclU(ZG), a € ZG};
(i) V ={u=1+a(l—s)|ueclU(ZG), a € ZG e e(a) € par} é um subgrupo livre de
torsao de Uy e V = Uy /G’
Na proposi¢ao seguinte, obtemos uma descri¢ao do grupo de unidades do anel de grupo
Z.G, no caso em que G é um 2-grupo finito extra-especial.

Proposicao 3.5. Seja G um 2-grupo finito extra-especial, com G' = Z(G) = {1,s}.

Entao, com as notacoes anteriores,

U(ZG) = GV
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Como Dy é um 2-grupo extra-especial de ordem 8, com D’ = Z(Dy4) = {1, s}, segue

da Proposi¢ao 3.5 que
U(ZDy) = £D,V,

onde V=Uy/Dy’ e

vr-uny o (@0(5) + (45)).

Portanto, para descrever completamente o grupo de unidades de ZD,, precisamos des-
crever completamente o subgrupo livre de torsao V = Uy /D, de Us, ou seja, precisamos

descrever completamente o subgrupo U, de U(ZDy) e tomar o seu grupo quociente por D}.

JE— S ~ .
Para isto, vamos obter uma base para QD4< > sobre Q. Nesta direcao, precisaremos

da decomposicao do anel de grupo QDjy:

Proposicao 3.6. O anel de grupo QD, admite a sequinte decomposi¢ao:

ap, = o0, (*12) s ani(*0),

1+s 1—s

2

onde QG( )g@4(@ e QD4< >2M2(@)-

1—35
Assim, vamos obter uma base matricial elementar para (@D4( ) >~ M,(Q) sobre

Q. Este é o proximo resultado:

- . 1— . .
Proposicao 3.7. Seja E = i e sejam x,y € Dy tais que:

1) xY = SYzT,
(i) 2y = sy
(it) e2’FE = y*FE = E, onde € € escolhido em {£1} de modo que as igualdades sejam

verdadeiras.

1—
Entdo, uma base matricial elementar para QD4< 8) = My (Q) sobre Q é:

2
1+ —exy +ex
en=(=5) ¥ en=(——5—)F
T+ 1-—
e

Utilizando esta base matricial elementar, F. Jespers e G. Leal descreveram com-
pletamente subgrupo U, de U(ZD,) e, consequentemente, o subgrupo livre de torsao

V 2 Uy/D,’ de Uy. Para apresentar tal resultado, precisaremos fixar algumas notagoes.

Sejam R um dominio e GL,(R) o grupo das matrizes invertives de ordem n sobre R.
Se S é um subconjunto de GL,(R), entao Sz—1 denota o conjunto de todos elementos de
S com determinante 1. Ainda, se I; denota a matriz identidade em G L, (R), entao Sge—1

¢ um grupo multiplicativo de GL,(R) e denotaremos
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S o=t = Saet=1/({1a, —1La} N Saer=1)-

Analogamente,

S gei=it = Saet=+1/({La, =1} N Sger—s1).

Agora, temos, finalmente, condi¢oes de apresentar a descricao completa do grupo de

unidades do anel de grupo ZD,, dada por E. Jespers e G. Leal:

Teorema 3.8. (Jespers-Leal) Seja Dy = (z,y|2* = y* = 1, xy = syx, s* = 1). Entao,
U(ZD,) = £D,V, onde V é um grupo livre de posto 3 gerado pelas unidades biciclicas:

v =1+ (y+ay)(l—s)=pg,

vo =1+ (z—ay)(1—s)=pg, e

vg =14 (—y+2y)(1 —5) = ftyy.
Além disso, a funcdo

22+1  AZ

p:V —
27, 27 + 1

det=1

definida por (o; € Z)

o1+ (g + a1z + asy + aszy)(l —s)) =

B 2(0(0 — —I— Qg — Ozg) —f- ]_ 4((1/2 — 053)
2(0(1 + Oég) 2(0&0 + o — Qg+ 063) +1

€ um isomorfismo de grupos.

Para finalizarmos esta secao, provaremos um resultado que serd necessario para o

decorrer do texto.

Proposicao 3.9. Seja G um 2-grupo finito extra-especial, com G' = Z(G) = {1,s}.

1
Entao, QG(E) ¢é simples, onde E = < 5 S>.

Demonstrac¢ao. Seja G um 2-grupo finito extra-especial, com G’ = Z(G) = {1, s}. Que-
1 —
remos mostrar que QG(F) é simples, onde F = (TS) Para tal, seja e um idempotente

central de QG(F). Entao,

Z Qg9 + Z ayCy, (*)

geZ(G) 9g¢Z(G

onde C, = Z x.

z€Cy
Como G’ = {1, s}, se g € G nao ¢ central, entao C;, = {g, gs}. Dai, de (*), obtemos
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Z g9 + Z ag(g+gs) = Z agg+ (1+5s) Z Qgg.

9€Z(G) 9¢Z2(G) 9€Z(G) 9¢Z(G)

Como e é um idempotente de QG(E), temos que eE = e. Ainda, (1+ s)E = 0. Logo,

ez( Z agg)E

9eZ(G)
ee € Q(Z2(G)). Como Z(G) = {1, s}, as unicas possibilidades sao
1+s 1—s
1 .
07 Y 2 € 2

Portanto, e = E' e QG(FE) é simples, como queriamos provar. O



O Grupo de Unidades de ZG, G
2-Grupo Extra-Especial

Neste 1ltimo capitulo, iremos descrever completamente o grupo de unidades dos anéis
de grupo inteiros de dois particulares 2-grupos extra-especiais, um de ordem 32 e outro
de ordem 128. A estrutura muito particular de tais grupos extra-especias nos permite
estender a ideia utilizada por E. Jespers e G. Leal [21] para descrever completamente o
grupo de unidades de ZD,, onde D4 denota o grupo diedral de ordem 8. Mais detalhes
a respeito de tal estrutura podem ser encontrados em [19]. As contas apresentadas neste

capitulo foram realizadas com a ajuda do software Maple.

4.1 O grupo de unidades de ZG, GG 2-grupo

extra-especial de ordem 32

Nesta secao, vamos descrever completamente o grupo de unidades do anel de grupo in-
teiro de um 2-grupo extra-especial G de ordem 32. Para isso, definiremos, primeiramente,
tal grupo G e fixaremos a notacao dos elementos de Dy, que sera utilizada também na pré-
xima segao. Como G é um 2-grupo extra-especial de ordem 32, com G’ = Z(G) = {1, s},

utilizaremos a Proposicdo 3.5 para obter
U(ZG) = £GV,

onde V=0U,/G" e

oy =uize) o (ao(557) + (157)).

Assim, para descrever completamente U(ZG), precisaremos descrever completamente
o subgrupo V = U, /G’ de Uy, ou seja, precisaremos descrever completamente o subgrupo

U, de U(ZG) e tomar o seu grupo quociente por G'. Para tal, vamos obter uma base para

]_ _
QG (Ts) sobre Q. Nesta diregao, precisaremos da decomposicao do anel de grupo QG.
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Seja Dy o grupo diedral de ordem 8, isto é,

Dy = (b,v|p* =1, v* =1 e bvbv = 1).

Vamos adotar a seguinte notacao para os elementos de Dy:

Sejam D e D* grupos isomorfos a D,. Denotaremos por D x D* os elementos da forma

xy*, onde x € D e y* € D* é tal que seu correspondente em D é y. Assim, definimos o

grupo
D x D*
I )

12

G

onde I = {1, ss*}.

Os elementos de G serao denotados do seguinte modo:

1 a b s

t U v

a* b* t* u*
v* w* ba* bb*
bt* bu* bv* bw*
ua* ub* ut* uu*
uv* uw* va* vb*
vt* vu* vo* vw*

Entao, G é um 2-grupo extra-especial de ordem 32, produto central de duas cépias de
(G) = {1,s}. Ainda, os elementos de G/G’ serao denotados do seguinte

D4, e G'=2Z
modo:
1 b U T
b* u* v* bb*
G/G' =
bu* bu* ub* uu*
uv* vb* vu* VU*

Na sequeéncia, apresentamos a decomposicao do anel de grupo QG.
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Proposicao 4.1. O anel de grupo QG admite a sequinte decomposicao:

QG = @G<1+S>@@G<1;S>,

+s 1—s

onde @G( ) SESON QG( ) >~ M,(Q).

1+s
5
> = Q(G/G') é a soma

Demonstracao. A primeira igualdade segue da Proposicdo 1.23, visto que eq: =
1+ s

Para os isomorfismos, a proposicdo 1.26 nos diz que QG(

-5
de todas as componentes simples comutativas de QG e QG (T) ¢ a soma de todas as
outras. Dai, a decomposicao de QD,, apresentada no capitulo anterior, juntamente com

a Proposicao 1.12 e a Proposicao 3.9, nos fornecem o desejado. O]

Utilizando o software Maple, é facil verificar a proposicao seguinte, que nos fornece

uma base matricial elementar para

w0('5) =@

sobre Q.

- . 1— . .
Proposicao 4.2. Seja E = i e sejam x,y € D tais que:

1) XY = SYyzx,
(i) 2y = sy
(it) e2’E = y*FE = E, onde € € escolhido em {£1} de modo que as igualdades sejam

verdadeiras.
— s

Entdo, uma base matricial elementar para QG (

) = M4(Q) sobre Q é:

1+y><—exy +ex>
E
2

ea:y—l—e:z:)(—exy +ex )E
2

1

S (55)E

2

ETyY +ex><1—y>E

2

T+ xy)(—exy +ea:>

S5O
2

x+:1:y>
2

1y)
2

1 1 *
) ()

8
<
+
@)
8
N—
/N
—
_I_
<
N——
&
| |

E

—
[S—y
+
<
*
~——

&

||

&
| |

—exy +ex” )E
(“y>
2
1-— y)

2

b
~—
&5
| |

o
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w
|
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|
8
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=
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A seguir, apresentaremos dois exemplos de bases matriciais elementares para

1—s
2

Qe (—~) = M@
sobre Q.

Exemplo 4.3. Tomando x =t e y = a na proposicao anterior, obtemos ¢ = 1 e, dat,

_ S) = M4 (Q) sobre Q é:

uma base matricial elementar para QG(

w= (1) (50)E = (50 (F)E
ww= (250 (5 w= (=) (FF)E
o) — <1—5a (t* +2t*a*>E ey — (1—;—a 1—2a*>E

n= (S5 ) (Fy ) = (S50 ()

en) = <tzta><1za*)E ey = (t—Zta)(—t*a;+t*>E
w=(50)(50)E w= (5 ()
W (EEFDE e ()

1—a\ /t"+t'a* l—aN/1—a
= 2 =(5)(5)E
€13 < 2 )( 2 ) cu 9 2

Exemplo 4.4. Tomando x = v e y = b na proposicao anterior, obtemos € = —1 e, dat,

wma base matricial elementar para QG(l S 3) > M,(Q) sobre Q é:
w=(57) (5 o= (550) ()
w=("50) () w= (") ()
w= () () w= () (5
o <v62—v><v* +2v*b*>E o (’l}b2—v><1—2b*)E
w=("57) () w=(57) ()
w= () () w=(5) (T )
o (vab)(U* +2v*b*>E o (vzvb)<1—2b*>E
0= (5957 = (59)(5)
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Agora, utilizando a base matricial elementar para QG(

1—s

) = My(Q) sobre Q

apresentada no Eremplo 4./ acima, determinamos, através de um célculo minucioso,

utilizando o software Maple, as representagoes de todos os elemesntos de G em M, (Q):

t*f —

o O o =

o O O =

S = O O

o O = O

o O = O

o O = O

_ o O O

S = O O

o O = O

_ o O O

o
= o O O

—_
e}

b*

S O = O

_ o O O

o O O =

o O O =

o O

_ o O O

o o O =

S = O O

o = O O
o = O O === o O = O

o O

_ o O O

o O = O

o = O O
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0 0 1 0 00 -1

) 0 ~1 0 . 0 01 0
VU —— W ——

0 -1 0 0 10 0

1 0 0 0 ~100 0

Finalmente, temos condicoes de apresentar a descricao completa do grupo de unidades

do anel de grupo inteiro ZG:
Dx D

Teorema 4.5. Seja G = um 2-grupo extra-especial de ordem 32, produto central
de duas cépias de Dy, com G' = Z(G) = {1, s}. Entao,

U(ZG) = £GV e

2A+1 2B 2C 2D
28 2F+1 2@ 2H
21 2J 2K+1 2L
2M 2N 20 2P+1

<
I

| para cada i,1 < i < 4, 0s inteiros

det=1

X, Yi, Zi e Wi, com{X;, Y;, Z;, Wi} = D;, tém a mesma paridade e estio, aos pares,
na mesma classe mddulo 4}, onde
D, ={A,F,K,P}, ©,={B,E, L, O}, ©D3={C,H I,N} e ©,={D, G, J, M}.

Demonstragao. Pela Proposicao 3.5, obtemos U(ZG) = £GV, onde V = Uy /G’ e

or=uizer 0 (ao('5) +(15)

Assim, para descrever completamente U(ZG), precisamos descrever completamente o

subgrupo V = U, /G’ de Uy, ou seja, precisamos descrever completamente o subgrupo Us

de U(ZG) e tomar o seu grupo quociente por G'.

Seja u € Uy. Entao, pela Proposicao 3.4,

u=1+a(l—s5)=1+2(a; +asb+azv+ a,b* +azv* + agu + ayu* + ag bb* +
+ag bu* 4 a9 bv* + g ub® + agg uu* + a3 uv* + gy VO* + ags VUt + aye V) E,

1—
onde £ = TS Ainda, pela Proposi¢io 4.1, temos que QG(FE) = My(Q). Assim,

utilizando a base matricial elementar apresentada no Fxemplo 4.4, juntamente com as

respectivas representagoes de G em My(Q), segue que:

1+s
u = ( 5 ) +2[ay (e11 +ea2+e33+eas) +aa(ern +e20 —e33 —eaq) +ag(—e13—eas +e31+
es2) +ay(ern —egr+es3—eqs) Fas(—ern+ear —esy+eq3) +ag(ers+ea+esi+eq) Faz(enn+
eg1+e34+e43)+ag(e11 —ex —esgteq) Fag(era+ear —ess—ey3) Farg(—eratea1 €34 —e43) +
arr(e1s —egq+e31 —€42) +onz(e1a+eas+es0+ear) Foz(—era+ e —esa+ear) Foa(—es+

eaa+e31—€42) Far5(—€14— a3+ €30+ e41) + (€14 — €23 — €32+ €41)] €11+ €20+ e33+ €44 =
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1+s
= ( 9 )+[2(&1+a2+a4+a8)+1]611+2(—a5+a7+a9—a10)612+2(—a3+0z6—|—a11—

CY14)613+2(O./12 — Q3 —(]115+O[16)614+2(Oz5+OZ7+O(9+0110)621 + [2(0[1 +an —044—CY8) +1]€22+
2(a12+ 3 — a5 — ) eag +2(—ag + g — g+ g )eas +2(as + g+ aqg +ag)ess +2( o —
a3+ a5 —ug)esa + [2(a —as +ag —ag) +1ess +2(—as +ar —ag+ap)ess +2(ar2 + s+

ars+ong)ea +2(as+os—ar —ars)esn+2(as+ar—og—ag)eas+[2(a —an—as+as)+1)e
Dai, u pode ser escrito como uma matriz invertivel inteira

Uyp Uiz U113 U4
U21 U2 U2z Ug
U= , onde

Usz;p U3z U3z U34

Ug1 Ug2 Ug3  Ugq

up =2(ag +ag +ag+ag) +1 w12 = 2(—as + ar + ag — aq)
= 2(—a3 + ag + ai; — a1g) Uy = 2(a12 — g3 — a5 + )
ug1 = 2(as + a7 + ay + aqg) Ugp = 2(on +as —ay —ag) + 1
= 2(aig + Q13 — 15 — Qi) Upg = 2(—a3 + Qg — Q11 + Q1g)
= 2(a3 + ag + an + aig) uzy = 2(g — iz + s — Qi)
uss = 2(op —as+ oy —ag) + 1 uzy = 2(—as + ar — ag + )
= 2(a2 + a1z + a5 + age) Ugy = 2(az + ag — ap — )
gz = 2(as + o — ag — ) gy = 2(ag —ag —ay +ag) + 1

Assim, produzimos o monomorfismo

224+1 27 27 27
22 222+1 27 27

Uy —
v 27 22 2L+1 2Z
27 27, 27, 27+ 1
det==1
definido por
2A +1 2B 2C 2D
2E 2F +1 2G 2H
o(u) = , onde

21 2J 2K +1 2L
2M 2N 20 2P +1
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A=o1+as+as+ ag B=—a5+ a7+ ay— ajg
C=—-az+as+ o —au D = a2 — 13 — a5 + e
E=as+ a7 +ag + ap F=a+ay—a4—ag

G =aip+ai3— a5 — e H=—a3+as— a1 +ay
[=a3+as+a +ay J=ap—ai3+ais—ags
K=a; —ay+as—ag L=—as+ar—ag+ap
M = a2 + a3 + a5 + a6 N=oa3+as—a —ay

O:Oé5+067—059—0410 P:Oél—Oég—Oé4+C‘é8

Seja

2A+1 2B 2C 2D
e o2F 2F+1 2G oH
B 21 2]  2K+1 2L |’

2M 2N 20 2P +1
com A,B,C,D,E,F. G, H,I,LJ,K,;L, M,N,O,P € Z. Temos que:

det A =1+28; + 482 + 803 + 1644,
onde 8, € Z, 1 <r < 4. Em particular,
fr=A+F+K+P.
Para a sequéncia, consideramos os seguintes subconjutos de inteiros:

9, ={AF, K P}, ©,={B,E, O}, ©93={C,H,IN} e ®,={D,G,J,M}.

Afirmagdo: A € p(Us) se, e somente se, det A = 1 e, para cada i, 1 < i < 4, os
inteiros X;, Y, Z; e Wy, com {X;, Yy, Z;, W;} = ©;, tém a mesma paridade e estao, aos
pares, na mesma classe modulo 4.

De fato, A € p(Us) se, e somente se, det A = +1 e, para cada i, 1 <i <4, 2|(X;+7Y;),
2|/(Xs+7Zy), 2|(X; + W), 2[(Yi +Zi), 21(Y; +Wy), 2|(Z; + W;) e 4|(X; + Y, +Z; + W;). Em
particular, como 4|(A + F + K + P), obtemos det A = 1. Dai, A € ¢(Us) se, e somente
se, det A =1 e, para cada i, 1 <1i < 4, os inteiros X;, Y;, Z; e W; tém a mesma paridade

e estao, aos pares, na mesma classe médulo 4.

Segue imediatamente desta afirmagao, que:
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2A +1 2B 2C 2D
2E 2F +1 2G 2H

o(Usy) = | para cada i,1 < ¢ < 4, 0s inteiros
21 2J 2K +1 2L

2M 2N 20 2P +1
det=1

Xi, Yy, Zi e Wy, com {X;, Y;, Z;, W;} = D;, tém a mesma paridade e estao, aos pares,
na mesma classe médulo 4}.

-1 0 0 0

Como ¢(s) = o | segue que ¢ induz um isomorfismo

2A+1 2B 2C 2D
2B 2F+1  2G 2H
21 2] 2K+1 2L
2M 2N 20 2P +1

<
[l

| para cada i,1 < i < 4, 0s inteiros

det=1

Xi, Yy, Zi e Wy, com {X;, Y;, Z;, W;} = D;, tém a mesma paridade e estdo, aos pares,

na mesma classe médulo 4}. O

4.2 O grupo de unidades de ZG, G 2-grupo

extra-especial de ordem 128

Nesta segao, vamos descrever completamente o grupo de unidades do anel de grupo
inteiro de um 2-grupo extra-especial G de ordem 128. A ideia utilizada é a mesma da
secao anterior: definiremos, primeiramente, tal grupo G, adotando a mesma notacao da
se¢ao anterior para os elementos de Dy, e utilizaremos, novamente, a Proposi¢cao 3.5 para
obter

U(ZG) = +GV,

onde V=U,/G' e

vz (ee(57) + (447)):

Assim, como na se¢@o anterior, para descrever completamente U (ZG), vamos descrever
completamente o subgrupo V = Uy /G’ de Us, ou seja, vamos descrever completamente
o subgrupo Us de U(ZG) e tomar o seu grupo quociente por G’. Para tal, vamos obter
uma base para QG(%) sobre Q. Nesta direcao, precisaremos, mais uma vez, da

decomposigao do anel de grupo QG.
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Sejam D, D* e D** grupos isomorfos a D,. Denotaremos por D x D* x D os elementos

da forma zy*z**, onde x € D, y* € D* é tal que seu correspondente em D é y e z** € D**

é tal que seu correspondente em D é z. Assim, definimos o grupo

D x D* x D**
I )

112

G

onde I = {1, ss*, ss™, s*s™}. Entao, G é um 2-grupo extra-especial de ordem 128, produto

central de trés copias de Dy, e G' = Z(G) = {1, s}. Ainda, os elementos de G /G’ serao

denotados do seguinte modo:

1 b T 0] b* u* v bb*
bu* bu* ub* uu* uv* vb* vu* vU*
b U v¥F bb** bu** bu** ub** uu
wo o P o b b b b+ h
uru urvr* v U vFUE bb*b** | bbru** | bb*u**
b b b U o™ | bob™ | burut oo~ | ub b~ | ubru
ub*v** uu*h* weru™ | wero™ | worb™ | wotu™ | woto™ | ubthtr
vb*u** vb*v** vurb*™ | vuut | vutot | vutb | vutb | vuro
Na sequeéncia, apresentamos a decomposicao do anel de grupo QG.
Proposicao 4.6. O anel de grupo QG admite a sequinte decomposi¢cao:
QG:QG(1+S> EBQG(l_S),
2 2
onde QG(l ; 5) ~aMQ e QG(l S S) > My (Q).
Demonstra¢ao. A primeira igualdade segue da Proposicdo 1.23, visto que eq: = ! ; i
Para os isomorfismos, a proposicdo 1.26 nos diz que QG(l ; 8) >~ Q(G/G') é a soma

1

-5
de todas as componentes simples comutativas de QG e QG (—) ¢ a soma de todas as

outras. Dai, a decomposi¢ao de QDy, apresentada no capitulo anterior, juntamente com

a Proposicdo 1.12 e a Proposi¢ao 3.9, nos fornecem o desejado. O]

Utilizando o software Maple, é possivel verificar a proposicao seguinte, que nos fornece

uma base matricial elementar para
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26 [

sobre Q.

Proposicao 4.7. Seja E =

(i) xy = syx;

(it) ex’FE = y*FE = E, onde € € escolhido em {£1} de modo que as igualdades sejam

verdadeiras.

Entao, uma base matricial elementar para QG(

1—s

~

)

Ms(Q)

e sejam x,y € D tais que:

1 —
2

S

>~

)

Mg(Q) sobre Q é:

*

1 1

Y

E

)

*

k% o kok

1

Y

1

exr Yyt + ex™

+
2
+
2

)

)E

2

1

Y

)
)
)

—exy + ex* 1+y**>

Kk ) kok

—€x y + ex™*

(
(
(
(

+
2
+
2
+
2
+
2

1 y) —e:vy + ex*

)E

*

(
(

—exy + ex) 14y

)

)

*

—exy +ex\ /1

k3 kok

+
2
+
2

y) €ex™Y —I—ex)

E

—exy + ex

)
)
(3
(=

)
)

=)

2

)E

*3k ) kK

ex*r Yyt 4+ ex™

—exy+ea:> ea:y + ex” )(

2

)E

(
(
(=45
(=

x4+ Yy

*3k o kK

)

2

)E

| T o] T

—_

2

=
=
=
=
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(

€15
€16
€17 =
€18 =
€21
€22
€23
€24
€25
€26

2
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—exy—i—em —exy + ex*\ fx*t + xry**
e = ( )( o —
—exy+ea: —emy +ex*\ /1 —y**
e = ( )( )(5)E
n= () (5 ) (5)"
2 2 2
on= () ()0 )
2 2 2
1 1— 1 o
= (1) (50 (F50)E
2 2 2
1+y\/1—y" ex* Yt + ex™*
= () (%) (= )
2 2 2
—exy +ex\ /xt +axty*N 1+ y**
635:( 2 )( 2 )( 2 )E
—exy +ex /¥ + xty* ex™* Yyt + ex”
636:( 2 )( 2 )( 2 )E
—exy +exN /1 —y N\ /1 4+y™*
e37:< 2 )( 2 )( 2 )E
_ 1_ * _ ok ) oskok
638=< e:cy2+ex>< 2y)< €x y2—|—ex )E
1 * skk o skok
641:<+y>(x —|—a:y><x —|—a:y>E
2 2 2
1 * * 1_
= (5) (5 ) (F)E
2 2 2
1 1 kk o kok
w= ()T )E
2
= (5) () (50)®
2 2 2
o= () () ()
_ * k% 1_ *kok
646:< 6xy2+6$>(x +2xy>( 2y )E
- 1 kK ) okok
o= (CHF) () (e
—exy +ex /1 N /1 —y**
= () () ()"
(55D
€51 = E
2 2 2
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n = (—5) (50)( )
2 2 2
T+ zy\ [ —exty* +ex*N 1+ y**
s = ( 2 ) ( 2 ) ( 2 )E
T+ xy\ [ —ex*yt + ex*\ [ —ex™ Yt + ex™*
o1 = ( 2 ) ( 2 ) ( 2 >E
= () (5 ()E
2 2 2
n = (57) (50)( )
2 2 2
1—y\ /—ex*y* +ex*\ /1 4+ y*™*
= () ( )(—5)F
2 2 2
e = () ( )( )"
2 2 2
o= () () )
2 2 2
= () () ()
o 2 2 2
cos = ( 2 ) ( 2 ) ( 2 >E
T+ zy\ [ —extyt +ex™N 1 —y**
o1 = ( 2 )( 2 ) ( 2 >E
= E
€65 ( 2 ) ( 2 ) ( 2 >
1l—y\/1+y*\ /1 —y*™
= E
€66 ( 2 ) ( 2 ) ( 2 >
T\ 2 2 2
1—y\/—ex*y" +ex*\ /1 —y™
= E
cos ( 2 ) ( 2 > < 2 )
= ( 2 ) ( 2 > ( 2 )E
T + Iy CC'* + x*y* —ex**y** + EI'**
= < 2 ) ( 2 > ( 2 )E
r+azy\ /1 —y*\ /1+y**
n= () () (5)”
T+ Ty 1— y* EZL‘**y** + €£L‘**
= < 2 ) ( 2 ) ( 2 )E
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() (50 ()
€75 — E
9 9 9
€76 — E
9 9 9
en= (59 (55) (5)E
2 2 2
1 _ 1 _ * _ *k3k kk *k
e = (52) (55) (55— )E
9 9 2
81 = ( 2 ) ( 9 ) ( 2 >E
TH+ay\ iy 1 -y
C82 = ( 2 ) ( 2 ) ( 2 >E
€83 = ( 2 ) ( 2 ) ( 2 )E
1 _ * 1 _ k.
= ("52) (S5 (55 )E
85 2 2 9
— E
€86 < 2 ) ( 2 ) < 2
— E
Ca7 < 2 ) ( 2 ) ( 2
— E
Css < 2 ) ( 2 ) ( 2 >

A seguir, apresentaremos um exemplo de uma base matricial elementar para

1—s
2

Qe(—5~) = M@
sobre Q.

Exemplo 4.8. Tomando v = v e y = b na proposicao anterior, obtemos € = —1 e, da,

— S) =~ Ms(Q) sobre Q é:

uma base matricial elementar para QG(

= (5) () ()
o= () ) ()

= () (Fr ) (C)e
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vib — v*> <1 +Qb**

)

vb —

€17

)(

v*b* — v*

)(

1+0
2

€23

E

)

2

=)

)(

("5

€25

)

vb —

€27

(T v*b*> (1 —|—Qb**
)(

)(
)(

1+0
2

€31

v* + v*b*

1+0
2

€32

2

)

vb —

€35

)

vb —

€36
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oy
)(

)(
)(

1+
2

€41

1_b**

v* 4+ v*b*

1+b
2

€42

w><mﬁ+w%M>E

1 —

1+b
2

E

)

2
1 _ b**

)(
)(

v> <U* + v*b*
2
v* + v*b*

2
vb —

<vb—

€45

)

vb — v

€46

w><w*+vww*

1—

2

)

v*b* — v*

)(

v+ vb
2

€53

14b*
2

1-b

1+b*><v**—|—v**b**
2

)(

<v+vb
2

€61
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)(

v*o* — v*

)(

v+ vb
2

€63

)(

1+4b*
2

1-b

)(

v*b* — v*

1-0

2

)(
)(

v* + v*b*

)(
)(

v+ vb
2

€71

v* + v*b*

v+ vb
2

€72

v*+v*b*)<1—i—2b**
)(

)(
)

1-0

€75

v* + v*bh*

p— 1_

€76

)(

<v—|—vb
2

€81

b*)(v**+v**b**

) (5

v+ vb
2

€83
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bs = (1 . b> (v* +2mb*) (U** +2”**b**)5
a5 = (1;b> (v* +2v*b*) g _25**>E

exr — (1;b><1 _2b)<v +2U**b**>E
= () (55 (50)E

1—s

) = Mg(Q) sobre Q

apresentada no Eremplo 4.8 acima, determinamos, através de um calculo minucioso, uti-

Agora, utilizando a base matricial elementar para QG(

lizando o software Maple, as representacoes de todos os elementos de G em Mg(Q). Lis-
tamos abaixo as representagoes dos geradores de G em Mg(Q). As demais representagoes

encontram-se no Apéndice deste texto.

o O o O

b — e11+exptes3+ e —ess —egs—er7 —esg =

oS O O O O o o
o O O O o o = O
o O O o O+~ O O
_ o O O = O O O
OO'
—_
|OOOOO
—_
o O O o o O
o O O o o o O

|
—_
e}
=)

V > —€15— €6 — €37 — €48+ €51+ €EsatEr3+E84 =

O O O = O O o O
o O = O O O o O
o R O O O o o o
_ o O O O O O O

o O O O o o O
o O O o o O
o O O o O

o o o O
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0
0

0 00 O
0 00 O
0 00 O
-1 00 O

0

0
-1
0

10
01
0 0

0
0

0

0O 0 00 -1 0

0 0

0 00 0 O

-1 00 O

—1

00

0
0
0

0
—1

0
0
0
0
0

0
0

0 00 O
0 00 O

1
0
0
0

1
0
0

—1

0 00
0 00 O

o 0 0 0 0 0 O
-10 0 0 0 0 0

1
0
0

10 0 0 0 O
-1 0 0 0 0

0
0 0 0

0

0
-1 0 O

1

0 0 0 0
0 0 0 0 0

0
—1

1

0 0 O

0 0 0 0 0 O

1

0

0

> €11+ €29 — €33 — €44+ €55+ €56 — €77 — €88

b*

—e13—€g4 €31+ €40 —€57— €63+ €75+ €s6

—

/U*

> €11 —e22+€e33—€gqt€55 €6+ €77 —Egs

b**

-10 0 0 0 0 O

0
1

0O 0 0 0 0 0 O

-1 0 0 0 O

0 0 0

0o 1 0 0 0 0 O
0 0 0 0 O

0

-1 0 O

0

0

1
0 00 0 0 0 O

0 0 0 0

-1

0

1

0 0 0 0 0 O

—e12+€21—€e34te43—E56+€Eg5—E78+€Eg7

—

,U**
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Para o préximo resultado, precisaremos das consideracoes que seguem.

Seja A = 2(x;;) + Z; uma matriz de ordem 8 tal que z;; € Z, para todo 4, j, com
1 <4,7 < 8. Vamos dividir os inteiros z;; de A em 8 blocos, disjuntos dois a dois. Para

tal, dizemos que
B = {ry;1<i<8eji#ju seiFi}

é um bloco de A se, e somente se, B possui as seguintes propriedades:

1 oe xy; €05, para algum ¢, 1 <1 < 8, entao x; € %5, para todo 2, 1 <1 < 8;
B1): S B | 1,1 <1 <8 a B doi, 1 <i<8
(°B2): Se x;; € B, entdo xj; € B, para todo 4,4, 1 <i,j <8§;

tvepnp=14+Kk 1< k<3, entao js=o0+kel <y <4 quando 2 <1 < 4;
B3): Se j 14k 1<k<3 ao j S+kel<y, <4 do2<i<4
(B4): Sej1 =1+k, 4<k<T entdo jy,=12—ke,seképar, jo=2+ke, seké

impar, jo = k.

Assim, os 8 blocos de A sao:

B, = {xn, T22, L33, $4473755,37667$777$88};
By = {37127 L21, T34, $43,£U56>3765>$78>$87};
By = {9513, T4, X31, $427$577$687$757$86};
B, = {$14, T23,T32, T41, I587x67735767x85};
By = {96’15, T26, L37, 5U48,$51>$62>$7373384};
Bs = {-’Ele, L25, T38, 9547,$527$61,$74,$83};
By = {$17; T2g, L35, $467$537$647$71,$82};

Bg = {1'18, T27,L36, L45, L54, L63, L72, $81}-

Finalmente, temos condicoes de apresentar a descricao completa do grupo de unidades

do anel de grupo inteiro ZG:

D x D* x D**
Teorema 4.9. Seja G = — 7 um 2-grupo extra-especial de ordem 128, produto

central de trés copias de Dy, com G’ = Z(G) = {1,s}. Entao,
ULG = GV
e V € isomorfo ao grupo das matrizes
[(2245) + Zalga=

de ordem 8, onde, para cada k, 1 < k <8, os inteiros x;;, € By, 1 < i <8, satisfazem as

sequintes condigcoes:

(1) Todos os inteiros x5, 1 <1i < 8, tem a mesma paridade;
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(2) Os inteiros x;;,, 1 < i < 4 estdo, aos pares, na mesma classe modulo 4, assim
como 0s inteiros xy,, 0 <1 < 8;

(3) Se z1j, e T(+k)jo s 1L Sk <3, € um par, entdo Tsj; € T(5ik)js,,, também o €

(4) O numero total de pares contidos em cada classe mdodulo 4 € pary

(5) Se w;;, = 4¢q; +1;, 1 < i < 8, entao os qy, estdo, aos pares, na mesma classe

maodulo 2.

Demonstracao. Pela Proposicao 3.5, obtemos U(ZG) = GV, onde V = Uy /G’ e
1—s 1+s
- 0 (06('5%) + (159))

Assim, para descrever completamente U(ZG), precisamos descrever completamente o

subgrupo V = U, /G’ de Uy, ou seja, precisamos descrever completamente o subgrupo Us

de U(ZG) e tomar o seu grupo quociente por G'.

Seja u € Uy. Entao, pela Proposicao 3.4,

u=14a(l—s)=142(a;+ab+azv+asb*+ asv* + agh™ + az v™ + agu + ag u* +
+aqg U Faqy bb*4arys bu a3 bu*+ayg ub* a5 uu* +aqg uv*+ a7 VO +ang VUt +ag VU4
+rgg bO™* + g1 bu** +vgg bu™ 4+ aigg ub™™ + voq U + o5 UV + rog VO + o7 VU + rag VU +
+rag U* D™ + o b U™ + augp * 0™ + iz U+ asg wF U+ g U+ gy 00+ izg v U+
Fagr VU + azg bb*0™ + iz bb* U 4 g b0 + augq bt + o bututt 4+ g but vt +
+augq bUO™ + s bu*u™ + ayg bu ™ + ayr ub* b 4 aug ub*utt + augg ub* v 4 asg uu b +

* kK * Kk

+ag uuF Ut + age uuF U™ 4 asz b + asg uv Ut 4 ass uv U + asg V¥ 0 + asr VO*UF +

%, k% * ) kK * k% k) kck

ko kok k Jokk k Jokk
+asg VO U 4 aisg vu O 4 o vut U 4 agy VU U+ e VIO 4 agg v UM + gy VU V) B

]_ _
onde E = Ts Ainda, pela Proposi¢iao 4.6, temos que QG(FE) = Mg(Q). Assim,

utilizando a base matricial elementar apresentada no Fxemplo 4.8, juntamente com as

respectivas representagoes de G em Ms(Q), segue que:

u = <1 ;— S) +2[av1 (e11+€22+€33FCas+e55+ege+e77+€58) Fa(€11+€20+€33+e4s — €55 —
€66 — €77 —es8) T v3(—€15 — €26 — €37 —€as +e51 + a2+ 73+ €54) +tu(€11 + €20 — €33 —€aa+ €55+
eg6 — 77— €8s) T 05 (—€13—egq+e31 +eqn—es7 —egs+ers+esg) Fag(e1n —exn+esz—estess —
€66 +e77—€ss) T a7 (—€124€21 — €34+ €43 — €56+ €65 — €78 +€87) +- (15 + €26 +€37+€a5+e51 +
g2+ e73+€84) +ag(e134e2s+e31 + a2+ 57+ g3+ 75+ €56) 1012421 €34+ €43+ €56 +
eg5+e7s+es7) F a1 (€11 + €22 — €33 —€aa — €55 — €66+ €77+ €38) +v12(€13+ €24+ 31+ €42 — €57 —
egs —e75—€g6) T 13(—€13— €24 +€31 +ean+es7+egs—e75—€g6) Fv14(e15+ €26 — €37 — €45 +-€51 +
€2 —e73—€84) T Q15(€17+€a8+ €35+ €46+ 53+ s+ e71 +€52) F16(—e17 — €28 F€35+ €46 — €53 —
ees+e71+es2) +our(—e15 —ea+e37+ess+ 51+ 62 — €73 —€ga) +rg(—€17 — €28 — €35 — €46+
€53+ €6a+e71+€52) +rg(e17+ €95 — €35 — €46 — €53 — €ga+e71+€52) + (€11 — €22 +€33 — €40 —
€55+ €66 — 77+ €38) T 21 (€124 €21 €34+ €43 — 56 — €65 — €78 —€87) + 2o (—€12+€91 — €34 a3+

€56 — €65+ €78 — €37) + Qa3 (€15 — €26 + €37 — €45+ €51 — €2+ €73 —€84) + 24 (€16 + €25+ €38+ €47+
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€52+ €61+ €74+ €s3) + Qo5 (—€16+ €25 — €38 + €47 — €50+ €61 — €74+ €83) + Qo6 (—€15 + €26 — €37+
eag+€51—€Cpa+€73—Es4) Fo7(—€16— €25 — €38 — a7 €50+ €61 €74+ E53) + g (16— €25+ €35 —
€47 — €52+ €61 — €74+ €53) + a9 (€11 — €20 — €33+ eas+ €55 — €66 — €77+ €38) + 30 (€12 €91 — €34 —
€43+ €56+ €65 — €78 —€87) +0i31(—€12+ €21 €31 — €43 — €56+ €65+ 78— €87) + 3z (€13 — €21 +€31 —
ez +€57— €68+ €75 —€s36) T i33(e14+€23+€32+ €41 +€58+ €67+ €76 +€85) +0za(—€1a+eag—ega+
€41 — €58+ €67 — 76+ €35) + (35 (— €13+ €24+ €31 — €49 — €57+ €68 + €75 — €36) + vz (—e14 — €23+
€32+ €41 — 58 — €67+ €76+ Es85) + Qi37(€14 — €23 — €32+ €41 + €58 — €67 — €76 + €85 ) +u3g(€11 — €22 —
€33+ €44 — €55+ €661 €77 —€s3) +r39(€12+ €21 — €34 — €43 — €56 — €65+ 78+ €37) F g0 (—€12+e21 +
€34 —€a3+ €56 — €65 — €73 +e57) + i (€13 — €24+ €31 — s — €57+ €63 — €75+ €36) + ua (€124 +€93+
€32+ €41 — €58 — €67 — €76 — €85) + Qa3 (—€14+ €93 — €32+ €41 + €58 — €67+ €76 — €85) + ua(—€13+
e94+€31—€az+€57— €68 — €75+ €86) + s (—€14— €93+ e32+ €41 +e58+€67— €76 —€85) + g (€14 —
€93 — €32+ €41 — €58+ €67+ €76 — €85) + Wz (€15 — €26 — €37+ €as + 51 — €62 — €73+ €54) + s (€16 +
€95 — €38 — €47+ €50+ €61 — 74— E83) + Qa9 (—€16+ €25+ €38 — €47 — €52+ €61 +€74 —€83) + 50 (€17 —
€98 +e35 — €46+ €53 —€ga+e71 —€s2) F 51 (€15 +€a7+ €36+ €45+ €51+ €63+ 72 +€581) +ma(—e15+
€97 —€36+C€45—C54+€a3—€72+€31) Fs3(—€17+€as+€35— €46 —E53+€6+€71 —€82) 54 (—C18—
€97+ €36+ €45 — €510 — €63+ 72+ €81) Q55 (€18 — €27 — €36+ €45+ €51 — €63 —€72+€81) Fvs6 (—€15+
€96 + €37 — €4s + €51 — €2 — €73 + €84) + 57(—€16 — €25 + €38 + a7 + €50 + €61 — €74 — €53) +
sg(€16— €25 — €38 +€47 — 52+ €61 €74 —€83) +Qis9(—€17+ €28 — €35+ €46+ €53 — Coa+e71 —€32) +
g0 (—€18— €27 — €36 — €45 +e51+eg3+e70+€51) + 61 (€18 —€a7+€36— €45 — €54+ 63— €72 +€81) +
g2(e17 — €28 — €35+ €46 — €53+ €64+ €71 —€82) + g3 (18 + €27 — €36 — Ca5 — €54 — a3+ 72+ €81) +
ga(—e18 4 €7+ €36 — €45+ €51 — €63 — €72+ €31) | + €11 + €22+ €33+ s+ €55+ €66+ €77 + €38 =

1+s
:< 9 >+[2(041+062+Oé4—|—046+0611+C¥20+CY29+0638)+1]611+2(—C¥7+O€10—|—C¥21—

Qg + (30 — Q31 + Q39 — Qg ) €12+ 2(— s + g + g — g3+ 3z — Qg5+ gy — Qg ) €13+ 2( g3 —

Q3q — Qu36+ Qg7 + Qo — gy — Qs + Qi) €14+ 2( — g+ g + g — Q7+ Qa3 — Qg+ Quy — Qisg ) €15+
2(rgq — Qro5 — (a7 + Qgg ++ Qugg — Qg9 — Q7+ Qisg ) €16+ 2(Qry5 — Qg — g + Qg + Qs — sz — Qs +
Qga)err + 2( a1 — aisa — Qusg + Qs5 — Qo + Qg1 + g — Qg ) €18 + 2( vy 4 g + Qa1 + rgp + iz +
Q31+ g9+ g ea1 + [2(ag + ap + g — g+ g1 — Qag — a9 — iz ) + 1] ean +2( g3 + gy — vz —
Qg7+ Qo+ Qg — s — g ) a3+ 2(— s + g + g — g3 — Qiga + Qs — g + g ) e2a +2(v0a +
Qa5 — Qra7 — Qtag + Ouag + uag — Qus7 — Qtsg ) €05+ 2( — g + g + iy — Q7 — Qrag =+ Qrag — Quz +usg ) €26 +
2(ar51 4 (52 — 54 — Qrs5 — Qo — Qg1 + Q3+ Qg ) €27 + 215 — Qg — Qg + g — Qrs0 + sz + Qs —
Qg2) €28 +2( 5+ g+ g+ Qi3+ Quzn + Qugs + g + s ) €31 +2( g3 — g+ g6 — gy + o — g +
Qs — Oug)ega + [2(o 4+ g — a4 i — gy + aupg — g — aizg )+ 1]esg +2(—ar + g+ oo — o —
Q30+ 031 — Qizg v ) e3a+2( 5+ g — s — g+ s +-Qrs3 — g — 2 ) €35 +2( 51 — s+ 0rsa —
Q55— g0+ — Qg3 +-6a ) €36 12(— 3 -0 — Qg Q7 Qa3 — Qrog — Q7 +-isg ) €37 42 (rag — ros —
Qa7+ Qrag — Qyg +Qugg + 57 — Qrsg ) €38 42 (rg3 + Qg +Qrsg + gy + a3+ 0ugs + g ) ean +2(as +
Qg+ Qg+ 03 — Qrzp — Qigs — Qa1 — g ) €4+ 2( Q7 + Qg+ Qa1 + Qrog — Qizp — (g1 — Qg9 — Qug) €43 +
[2(0v 4+ g — g — g — 01 — Qrpg + a9 +aisg ) + 1] eas + 2z + s + aisa + us5 — v — Qg1 — Qi3 —

Qgg)eas +2(ags + Qrap — Qg — Qg — Q0 — Qs + Qlsg + (g2 ) €46 + 2( oy + Qo — Qa7 — Qrog — Cuyg —
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Qg+ asr+ass)ear+2(—og+ag — g+ o7 — o3+ aos +ur — asg ) eas +2(az+ag g Farr+
Qo3+ og+ a7+ usg) €514 2(tos — vop + o7 — tog +ug — g + 57 — tzg ) €50 +2( 5 — vy 6+ arg —
Q19+ Q50 — 53+ Qs — Qg2 ) €53+ 2( Qi1 — (s — Qusy + s 4o — Qg1 — Qs+ Qg ) €54+ [2 (0 — i+
Qg+ 0 — 01 — Qo+ Qrag — g ) + 1ess +2(—ar + g — a1 + Qraa 4 g0 — g1 — g9 + Quag) €56 +
2(—as+ g — o+ g+ Qizg — iz — gy + Qg ) es7 4 2( g3 — Qga — Qg + Qg7 — Qao + Q3 + s —
i) €58+ 2( Qs + Qo+ Qra7 + Qrag + Quag + uag + 57+ Cisg ) €1 +2 (3 + g + g+ a7 — iz — Qi —
Q7 —56) €62 +2( Q51 4O — sy — (us5 + Qg+ Q1 — Q3 — s ) €63 +2(Q15 — g F-Qtig — Qg — uso +
Q53— us9 + Qi ) €64 + 2(v7 4 (1g — Qa1 — Qrap 4 rgo + Qr31 — Qg — v ) €65+ [2(y — g + g — g —
Q11+ 0rg0 — g9 +arsg ) + 1]+ 2(rsg + Quza — (g — Qg7 — Quag — Qaz +us + Qg ) €67 +2(— s + g —
Q12+ 03— aa+ g5+ 01 — g ) egs 215+ 06+ s+ ong+ase+ a3 +asg+aga ) er +2( s —
Q52+ Qu54 — Qis5 4 (gp — Qg1 + Qg — Qg ) €72 +2 (g 4 (ig — Qg — Q7 + Qrag + (o — Quz — Qisg ) 73 +
2(0vo4 — Qvap + a7 — Qrag — Qg + Quag — Q57+ Qisg ) €74 + 2( Qs + g — 2 — Qg3+ Quzo + g5 — g —
Qaa) €75+ 2( 033 — Quga + Qige — Qg7 — Qg + gz — Qs + g ) €76+ [2(n — g — g+ 01 — g —
Qag+usg) +1]err+2(—ar+ g — o1 4o — aizo + g + g9 — g ) e7s +2( i1 +asa s +-aiss +
o+ g1+ gzt ) est +2(ans +arg g+ ang— a5 — g — 59— Qi) esa +2(oa o5+ o+
(rag — Qlyg — Qugg — Qi57 — (tzg ) €83 +2( 3 g — (yg — Q7 — Qo — Qi + Qa7+ Qs ) g +2(vg3 - arsy +
g6+ Quz7 — Qag — Qa3 — Ougs — Ol ) e85+ 2( Qs+ g — Q9 — Qi3 — Qrzg — g + gy + 0y ) egs +2(vr +

Q0 — Qg1 — Qigg — Qi3 — Qi31 + Q39 +gg) es7 4 [2( 0 — g — iy — g+ g1 + g+ o9 — ausg ) + 1] ess.

Dai, u pode ser escrito como uma matriz invertivel inteira

U= (Uij)a 1< Z,] < 8, onde

a1 + s+ g+ ag + g + g+ g + ags) + 1

Uy = 2(—a7 + Qg + Qo1 — Qo + Qi3 — Q31 + Qizg — Quyp)

U1z = 2(—a + ag + o — a3 + g — Qs + Qg — Q)

Uyg = 2(Q33 — Q34 — Q36 + Q37 + Quo — Qu3 — Qg5 + Qg

Urs = 2(—0g + Qg + Qg — Q7 + Qo3 — Qigg + Qg7 — Qisg

U1 =

Q15 — Qi1g — Qg + Q19 + Q50 — Q53 — Qisg 1+ Qlga

)
)
Qog — Qg5 — Qg7 + Qi + Qug — Qugg — Qus7 + (tsg)
)
)

U1y = 2(Qi51 — Q59 — Qisq + Q55 — Qigp + Qg1 + Qg3 — Qlps

Uy = 2(ar + o + Qo1 + Qoo + agp + Qg1 + Qe + Q)

U929 = Oé1+042+064—056+0511—0420—0429—0é38)+1

Uz = 2( g3 + (34 — Q36 — Qa7 + QU2 + Q3 — Qus — Qug)

Ugg = 2(—05 + g + 2 — Q3 — Q3o + Qi35 — Q1 + Q)

P - - I b b b I IR b R b g

2
2
2
2
2
2
Uy = 2
2
2
2
2
2
2

Ugs = 2(vag + Qa5 — Qa7 — Qiog + Qg + Qug — Q7 — Qisg)
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Ugg = 2(—ag + ag + a1q — 17 — Qo3 + Qo6 — Qur + Q)
Uo7 = 2(as1 + Q59 — Q54 — Q55 — Qo — Qi1 + Qg3 + )
= 2(a15 — 16 — Qg + Q19 — Q50 + Q53 + 59 — g2)
= 2(a5 + ag + 12 + a13 + o + g5 + Qur + ug)
= 2(0r33 — (rgq + iz — Q37 + Qo — Qg + Qs — Q)
:2(041+Oé2—044+046—0411+0420—Oé29—0438)+1
uzs = 2(—ar + g + a1 — Qo — Qg0 + 31 — Qg + Qup)
uss = 2(as + g — iy — Qg + Qs + sz — Q59 — 2)
usg = 2(Q51 — Qs + Q54 — Q55 — Qg + Qg1 — Qg3 + )
= 2(—ag + ag — a1 + Q17 + Qo3 — Qo — Qur + Qisg)
= 2(0oa — (o5 — Qo7 + Qog — Qg + Qg + 57 — i)
= 2( o33 + 34 + age + Q37 + Qg + uz + Qs + oug)
gz = 2(05 + g + 12 + @13 — Q32 — Qg5 — Qg1 — V)
g = 2(07 + 19 + Qo1 + a2 — Q30 — Q31 — Qizg — Qup)
g = 2(a1 + g — o — g — a1 — Qg + a9 + aizg) + 1
U5 = 2(as1 + Q59 + Q54 + Q55 — Qg0 — Qg1 — Qg3 — a)
= 2(ay5 + (g6 — 1g — Qg — Q50 — Q33 + 59 + e2)
= 2(vo4 + Qo5 — Qo7 — Qrag — Qugg — Qg + Qus7 + Qisg)
= 2(—ag + ag — 1 + Q17 — Qg + Qg + Qur — Qisg)
us1 = 2(a3 + ag + g + a17 + oz + o + Qur + asse)
Use = 2(0aa — Qo5 + Qa7 — Quog + Qug — Qg + Q57 — i)
usg = 2(0ns — i + iy — Qg + Q50 — Qi3 + Q59 — 2)
= 2(a51 — 52 — Qg + Q55 + o — Qg1 — Q3 + a)
:2<Ozl—062+Oé4+066—0411—0520+0629—0438)+1
= 2(—0a7 + a1g — Qo1 + Qg + iz — g1 — Qg9 + Quy)
= 2(—a5 + g — 12 + 13 + 3y — Qg5 — Qg + ug)
usg = 2(ovg3 — g4 — g + Qg7 — Qg + Qg + Qs — Qi)
ug1 = 2(aos + o5 + o7 + Qrog + us + Qug + asr + ass)
Uz = 2(a3 + g + g + Q17 — Qo3 — Qs — Q7 — i)
= 2(a51 + 52 — 54 — Q55 + g0 + g1 — g3 — 64
= 2(ay5 — 16 + Q1s — Q19 — Q50 + 53 — Q59 + 62)
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ugs = 2(07 + a1 — Qa1 — Qg + Qrzg + 31 — Qizg — Qup)
ugs = 2(0 — a4+ g — g — Qg1+ Qpg — Qg9 + agg) + 1
ugr = 2(uz3 + (34 — Qi3 — Qg7 — Quz — Qg + Qus + ug)
ugs = 2(—a5 + g — 12 + 13 — Q32 + Q35 + A — ua)
ury = 2(as + g + s + g + o + sz + s + Qo)
Uz = 2(a51 — (52 + Q54 — Q55 + o — Qi1 + Qg3 — a)
urg = 2(o3 + ag — g — Q17 + oz + Qo6 — Q7 — Qi)
Uzs = 2(crog — Qo5 + Qa7 — Qog — Qg + Qg — Q57 + Qisg)
urs = 2(a5 + ag — aqp — oz + Qg0 + Qg5 — Qg1 — V)
uze = 2(0vg3 — ugq + Q36 — Qg7 — Qg + Qg — Qs + Qi)
U7 = 2(0[1 Qg — Qy + (875 + a1 — Qg — Qg9 + Oégg) + 1
Urg = 2(—ar + g — g1 + Qo — agp + iz + Qzg — Q)
ug1 = 2(as1 + Q52 + sa + ass + o + 61 + g3 + Qa)
usy = 2(ov5 + g + g + g — Qs — Qs — Qs — (gp)
ugs = 2(Qiag + Qo5 + Qa7 + Qrgg — Qg — Qg — Q57 — (isg)
ugs = 2(03 + ag — g — 07 — Qa3 — Qrag + Qur + i)
ugs = 2(ovg3 + u3q + Q3 + Qrzr — Qg — Qg — Qs — Quge)
uge = 2(a5 + ag — oo — g — Qize — Qizs + Qur + a)
ugr = 2(07 4+ g — Qa1 — Qrgg — Q39 — Qg1 + Qizg + Qup)
g8 = 2(1 — g — oy — g+ o1 + Qg + g — azg) + 1

Assim, produzimos o monomorfismo

w:Uy — M,

[ 272+1 27 27 27 27 27 27 27
27 2Z+1 2Z 27 27 27 27 27
27 27 2Z+1 2Z 27 27 27 27
27 27 22 2Z+1 2Z 27 27 27
27 27 27 27 2Z+1 2Z 27 27
27 27, 27 27 27 2Z+1 27 27
27 27 27 27 27 27 2Z+1 2Z

27 27, 27. 27, 27 27, 27 27,4+ 1
L d det==+1

definido por

o(u) = 2(wy;) + Ly, 1 < 4,5 < 8, onde
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T11 = Qq + Qo + Qg + Qg + Q11 + Qigg + Qiog + Q38

Ty = —Q7 + Qo + Q21 — Qg2 + Q30 — (31 + 39 — Qigg

T13 = —Q5 + Qg + Qg — 3 + Q32 — Qi35 + Qg1 — Qg

T14 = Qg3 — Q34 — Q36 + Q37 + Qqo — Qq3 — Qg5 + Qe

Tis = —Q3 + Qg + Qg — Q17 + Qg3 — Qg6 + Q47 — Qisp

T = Qigg — Qig5 — Qg7 + Qiag + Quug — Qg9 — Qg7 + Qisg

T17 = Q15 — Qg — Qg + Q19 + Q50 — Q53 — Q59 + Qg2

T1g = Q51 — Q52 — Q54 + Q55 — Qlgo 1 Qg1 + Qg3 — Qlgy

Tl = Q7 + Qo + Q21 + Qo + Q30 + Q31 + Q39 + Qg

Tog = Q] + Qg + Qg — Qg + (11 — Qigp — (lgg — (i3g

To3 = Q33 + Qg — Qi3p — Q37 + Oy + Qg3 — Qs — Ol

Toqg = —Q5+ Qg + Q2 — Q13 — Q3p + Q35 — Q41 + Qg

Tos = Qigg + Qg5 — Qg7 — Qigg + Quug + Qigg — Q57 — Qisg

Toe = —Q3 + Qg + iy — Q7 — Qa3 + Qg — Q7 + Qs

To7r = Q51 + Q52 — (54 — Q55 — Qg0 — Qg1 1 Qg3 1+ gy

Tog = Q5 — Qi1g — Q118 + (19 — Q50 + Qis3 + Q59 — Qg2

T31 = Q5 + Qg + Qo + Qg + Qig9 + Qg5 + Qg1 + Qg

T3g = Q33 — Qg + Qi3p — Q37 + Oy — Qg3 + Qs — Ol

T33 = O] + Qg — Qg + Qg — Qg1 + Qigp — Qg9 — Oi38

T34 = —Q7 + Qi + Qg1 — Qg — Q30 + Q31 — Q39 + Qup)

T35 = Qi + Qg — (i1g — Q19 + Q50 + Q53 — Q59 — Qg2

T3e = Q51 — Q52 + Qis4 — Q55 — Qigp + Qg1 — Qg3 1 Qlga

T3r = —ag + g — (g + Q7 + Qg3 — Qiag — Quy + Qs

T3g = Qigg — Qo5 — Qo7 + Qiog — Quyg + Qg9 + Qis7 — Qisg

Ty1 = Q33 + Q34 + Q36 1+ Q37 + Qg + Qyz + Qg5 + Qe

Tyo = Q5 + Qg + Q2 + (13 — Q32 — Q35 — Q] — Olyy

Ty3 = Q7 + Qo + Qi1 + Qg2 — Q30 — (31 — (39 — Q4o

Tyqg = Q1 + Qg — Qg — Qg — (1] — Qg + Qg + Qizg

Ty5 = Q51 + Qs + Q54 + Q55 — Qo — Qg1 — Qg3 — Qg

Tgp = Q15 F Qiog — (118 — (19 — Q50 — (i53 + Q59 + Q2

Ty7 = Qgq + Qo5 — Qg7 — Qigg — Qg — Qg9 + Q57 + Qg

Ty = —Q3 + Qg — Qg + Q7 — Qg + Qigp + Q7 — Qs

Ts1 = Q3 + g + Qg + Q17 + Qo3 + Qiop + Qg7 + Qs

Tso = Qg — Qig5 + Qg7 — Qugg + Qiug — Qg9 + Q57 — Qisg
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Tsz = Q15 — Q1 + Qg — Q19 + Q50 — Qi3 + Qisg — Qg2

Tsq = Q51 — Qg2 — Q54 + Q55 + Qg0 — Qg1 — Qg3 + Qg

Tss = Q] — Qg + Qg + Qg — Qi) — Qigg + Qigg — Qizg

Tse = —Q7 + Qg — Qg1 + Qigg + Q39 — Q31 — Qizg + Qg

Ty = —Q5 + Qg — Q9 + Q3 + Q32 — Qi35 — Qy1 + Qg

Trg = Q33 — Qi34 — Qizg + Q37 — Qo + Qi3 + Qi — Qi

Te1 = Qgg + Qg5 + Qo7 + Qiog + Qiug + Qigg + Q57 + Qisg

Tz = Q3 + Qg + Qg + Q7 — Qiag3 — Qigg — Qiu7 — Qis

Tez = Q51 + Qs — Qg4 — Q55 + Qigp + Qg1 — Qg3 — Qlga

Tes = Q15 — Qi1 + Qi1g — Qg — Qiz0 + Q53 — Q59 + Qg2

Tes = Q7 + Qg — Qg1 — Qg + Qigp + Q31 — Q39 — Qg

Teg = 1 — Qg + Qg — Qg — Q11 + Qg — Qg + (i3

Ter = Q33 + Qi34 — Qige — Qg7 — Qo — Q43 + Q5 + Qi

Teg = —Q5 + Qg — Qg + Q3 — Qg2 + Q35 + Qg — Qiyy

T71 = Q15 + Q16 + Qg + Qg + Q50 + Q53 + Qisg + Qg2

T7a = Q51 — Qs + Q54 — Q55 + Qo — Qg1 + Qg3 — Qlga

T7z = Q3 + Qg — Qg — Q7 + Qo3 + Qi — Qg7 — Qisg

T74 = Qigg — Qg5 + Qg7 — Qigg — Qg + Qg — Q57 + Qisg

T7s = Q5 + Qg — Q12 — Q13 + Q32 + Qg5 — Qg — Qiyy

T7e = Q33 — Qi34 + Qigg — Qg7 — Oy + O3 — Qs + Qe

Ty = Q1 — Qg — Qg + Qg + Qi — Qg — Qigg + Qizg

T7g = —Q7 + Qipg — Qg1 + Qigg — Qi3p + Qg1 + Q39 — Qg

Tg1 = Q51 + Q52 + Qisg + Qis5 + Qigp + Qg1 + Qg3 + Qlga

Tgg = Q15 + Q16 + Qg + Qiig — Q50 — Qg3 — Q59 — Qg2

Tg3 = Qlgg + Qg5 + Qo7 + Qiog — Qigg — Qig9 — Q57 — Qg

Tgq = Q3 + Qg — Qg4 — Q17 — Qiag — Qigg + Qg7 + Qis

Tgs = (33 + (34 + Qg6 + Qig7 — Qlgo — Qg3 — Qg — Qg

Tge = Qi5 + Qg — Qg2 — Q113 — Q32 — Qi35 + Qiu1 + Qiyy

Tgr = Qi + Qg — Qg1 — Qigg — Qigp — Q31 + Qg + Qo

Tgg = (] — Qg — Qg — Qg + Q11 + Qigp + Qigg — Qizg

Seja A = 2(x;;) + Z; uma matriz de ordem 8 tal que z;; € Z, para todo i,j, com

1 <1,75 < 8. Temos que:
det .A =1 + 261 + 452 + 853 + 16/84 + 32@5 + 6456 + 12857 + 25658,

onde 8, € Z, 1 <r < 8. Em particular,
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B1 = w11 + oo + T3z + Taa + Tss + Teg + T77 + Tss.

Afirmacdo: A € p(Us) se, e somente se, det 4 = 1 e, para cada k, 1 < k < 8, os

inteiros x;;, € By, 1 <1 < §, satisfazem as seguintes condigoes:

(1) Todos os inteiros x;;, 1 <@ < 8, tem a mesma paridade;
(2) Os inteiros x;;,, 1 <1 < 4 estdo, aos pares, na mesma classe médulo 4, assim como
os Inteiros w;;,, 5 <1 < 8;

(3) Se 1), € T(14k)j1 s> L < k < 3, é um par, entao 55 € T(s4x) também o é;

J(54k)
(4) O nimero total de pares contidos em cada classe médulo 4 é par;

(5) Se w5, = 4q; +1;, 1 < i <8, entdo os g, estdo, aos pares, na mesma classe médulo

De fato, A € p(Us) se, e somente se, det A = +£1 e , para cada k, 1 < k < 8, os

inteiros x;;, € By, 1 <1 < §, satisfazem as seguintes condigoes:

() 8|(z1jy + @y + T35y + Taj, + Tojs + Tajo + L7 + Tsjs )i
(it) 2|(zj, + zir5,), para todo 1 < i,7" < 8;
(7i1) 4 divide as seguintes somas:
C g+ Tagy  Tijy + T(i41)j4, cOM @ E {3,5, T}
C Ty Tajy + Tijy + T(i42)j40), cOM G E {5, 6}
© Ty, T+ Tajy + T+ Tyl
© Ty T Tagy + Tejg + Ty
© Toj, T T3j; + Tsjs + Ty
© Toj, T T3j; + Tejg + Ty
com i € {5,6};
com i € {5,7};

" Tojy T Tagy T Tiji + T(i42)j(i400

C T34y Tajy T T, T T(i1)5640)

" Tsjs + Teje T T7j; + Tsjs-
Ainda, como 8|(z11 + @92 + X33 + Tag + T55 + Teg + T77 + Xss), obtemos det A = 1.

Portanto, como ¢(s) = —Z,, segue que ¢ induz o isomorfismo desejado. O
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Apéndice

D x D* x D**
Seja G = 7 ,onde D = D* =2 D™ = Dy eI = {1,ss", s, s*s*},

um 2-grupo extra-especial de ordem 128, produto central de trés copias de D,. Entao,

-5
5 ) =~ Ms(Q) sobre Q apresentada
no Ezxemplo 4.8, determinamos, através de um calculo minucioso, utilizando o software

utilizando a base matricial elementar para QG<

Maple, as representacoes dos elementos de G em Mg(Q):

10000000 10 0 0 0 0 0 0
01000000 0 -1 0O 0 0 0 0
00100000 O 0 -1 0 0 0 0 0

L, 00010000 b0 0 0 -1 0 0 0 0|
00001000 O 0 0 0 -1 0 0 0
00000T1G00 O 0 0 0 0 -1 0 0
000000O0T10 0O 0 0 0 0 -1 0
(0000000 1| L0 0 0 0 0 -1 |
1 0 000 0] 0 0 0 0 -1 0 0 0]
0 -1 0000 O 0 0 0 0 -1 0 0
0 0 -1 0000 O 0 0 0 0 0 —1 0
0 0 0 —-10000 O 0 0 0 0 0 0 -1

“Clo 0 0 010007210 0 0 0 0 0 o
0O 0 0 0 0100 -1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0010 10 0 0 0 0
[0 0 0 0 000 1| i 0 -1 0 0 0 0
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