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Resumo

Nesta dissertacao de mestrado, apresentaremos as técnicas desenvolvidas por N. C. Bernar-
des Jr. e U. B. Darji (Adv. Math. 231 (2012), 1655-1680), através de grafos, para o estudo
da dindmica e da estrutura dos espagos H({0,1}) e C({0,1}"), o espaco de todos os home-
omorfismos e o espago de todas as fungbes continuas do espago de Cantor, respectivamente.
Tais técnicas possibilitaram a obtencao de caracterizagoes de quando duas fungdes continuas do
espaco de Cantor sdo conjugadas entre si. Este resultado é muito importante do ponto de vista
da dindmica, ji que conjugacdo é a noc¢ao de isomorfismo em dindmica topoldgica. No caso do
espago H ({0, I}N), ele também é muito importante do ponto de vista da algebra, ja que a relacao
de conjugacdo de um grupo estd intimamente ligada a sua estrutura algébrica. Estas técnicas
também possibilitaram uma abordagem unificadora ao estudo da dindmica dos homeomorfismos
genéricos e das fungdes continuas genéricas do espago de Cantor. Elas possibilitaram uma nova
prova da existéncia de uma classe de conjugacao residual em ({0, 1}), fornecendo uma descri-
¢ao através de grafos para os seus elementos. Esta descrigdo é uma ferramenta muito poderosa
para o estudo da dindmica dos homeomorfismos genéricos do espago de Cantor, implicando varias
propriedades dindmicas antigas e novas sobre estes homeomorfismos. Por exemplo, veremos que
os homeomorfismos genéricos do espago de Cantor nao possuem um par Li-Yorke (o que implica
o resultado de Glasner-Weiss de que tais homeomorfismos tém entropia topolégica zero) e tém
a propriedade de sombreamento. No caso do espaco C({0, 1}Y), estas técnicas implicaram um
resultado surpreendente: existe um subconjunto residual de C({0, 1}V) tal que quaisquer dois de
seus elementos sdo conjugados por um elemento de H({0,1}"). Aqui a demonstracio também
forneceu uma descrigdo através de grafos dos elementos desse conjunto residual, que constitue
uma ferramenta muito poderosa para o estudo da dindmica das func¢bes continuas genéricas do

espaco de Cantor, implicando varias propriedades dindmicas antigas e novas sobre estas fungoes.

Key words: Espaco de Cantor, grafos dirigidos, relagdo de conjugacao, caos Li-Yorke, propri-

edade de sombremaneto, recorréncia.



Abstract

In this master’s thesis, we will present the graph theoretic techniques developed by N. C. Ber-
nardes Jr. and U. B. Darji (Adv. Math. 231 (2012), 1655-1680) for the study of the dynamics and
the structure of the spaces H ({0, 1}Y) and C({0, 1}!V), the space of all homeomorphisms and the
space of all continuous maps of the Cantor space, respectively. Such techniques made it possible
to establish characterizations of when two continuous maps of the Cantor space are conjugate
to each other. This result is very important from the point of view of dynamics, since conjugacy
is the notion of isomorphism in topological dynamics. In the case of the space H ({0, 1}"), it is
also very important from the point of view of algebra, since the conjugacy relation on a group is
intimately related to its algebraic structure. These techniques also enabled a unifying approach
to the study of the dynamics of the generic homeomorphisms and of the generic continuous maps
of the Cantor space. They provided a new proof of the existence of a residual conjugacy class
in H({0,1}Y) by giving a graph theoretic description of its elements. This description is a very
powerful tool for the study of the dynamics of the generic homeomorphisms of the Cantor space,
implying many old and new dynamical properties of these homeomorphisms. For example, we
will see that the generic homeomorphisms of the Cantor space have no Li-Yorke pair (which
implies the Glasner-Weiss result that such homeomorphisms have topological entropy zero) and
have the shadowing property. In the case of the space C({0,1}Y), these techniques imply a sur-
prising result: there exists a residual subset of C({0,1}) such that any two of its elements are
conjugate to each other by an element of ({0, 1}"Y). Here the proof also gives a graph theoretic
description of the elements of this residual subet, which furnishes a very powerful tool for the
study of the dynamics of the generic continuous maps of the Cantor space, implying many old

and new dynamical properties of these functions.

Key words: Cantor space, directed graphs, conjugacy relation, Li-Yorke chaos, shadowing

property, recurrence.
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Introducao

Dada uma propriedade P sobre elementos de um espacgo de Baire X, dizemos que os elementos
genéricos de X possuem a propriedade P se o conjunto dos elementos de X que possuem a
propriedade P é residual em X, ou seja, o seu complementar é de primeira categoria em X.

Neste caso, também dizemos que P é uma propriedade genérica.

O estudo da dindmica de sistemas genéricos é um tema de pesquisa classico na area de
sistemas dindmicos, tendo a sua origem nos trabalhos pioneiros de J. C. Oxtoby e S. M. Ulam
[29, 30] no contexto da teoria ergédica, sobre a genericidade da propriedade de ergodicidade no

espaco dos homeomorfismos que preservam medida sobre certas variedades compactas.

No contexto da dindmica topoldgica, um estudo sistemético da dindmica de sistemas genéri-
cos vem sendo desenvolvido durante as tltimas cinco décadas. Veja os trabalhos [2] [ [7), [8, 23]

24), 1311, 1341, 36}, 39], onde referéncias adicionais podem ser encontradas.

Por outro lado, o famoso espaco de Cantor é um exemplo concreto de extrema importancia
na area de sistemas dindmicos. Por exemplo, ele é o espago de base na chamada dindmica
simbdlica. Mesmo quando consideramos dindmica sobre variedades (que sdo espagos totalmente
diferentes do espago de Cantor), é um fato que genericamente os conjuntos limite sdo espagos
de Cantor. Além disso, diversos exemplos e contra-exemplos importantes sdo modelados sobre o
espaco de Cantor. Assim, ndo é por acaso que a dinimica de sistemas sobre o espaco de Cantor

tem sido estudada por diversos autores em diferentes contextos.

A presente dissertagdo tem como tema o estudo da dindmica dos homeomorfismos genéricos

e das fungGes continuas genéricas do espago de Cantor.

E. Glasner e B. Weiss [22] provaram que o homeomorfismo genérico do espago de Cantor tem
entropia topoldgica zero. Aproximadamente na mesma época, E. Akin, M. Hurley e J. Kennedy
[5] mostraram que o grupo H ({0, 1}) dos homeomorfismos do espago de Cantor admite uma
classe de conjugacdo densa, mas o problema da existéncia ou nao de uma classe de conjugacao
residual permaneceu em aberto. Em um trabalho profundo, A. S. Kechris e C. Rosendal [26]
estabeleceram alguns teoremas muito gerais em teoria dos modelos, dos quais segue uma resposta
afirmativa a este problema, ou seja, o grupo H({0, 1}) admite uma classe de conjugacao residual.

Este é um fato bastante singular. Do ponto de vista da dindmica, significa que a dindmica dos



homeomorfismos genéricos do espago de Cantor se reduz & dindmica de um elemento dessa
classe. Uma construcio de um tal homeomorfismo especial do espago de Cantor foi obtida por
E. Akin, E. Glasner e B. Weiss [4]. Nao obstante, o fato de se ter um método para construir
uma certa fungdo nao significa que sera facil determinar as suas propriedades dindmicas. Mesmo
quando temos uma férmula explicita extremamente simples para a fun¢ao, pode ser muito dificil
estabelecer as suas propriedades dindmicas. Por exemplo, o conjunto de Julia de um polinémio

quadrético f(z) = 2% + ¢ no plano complexo pode ser um fractal.

N. C. Bernardes Jr. e U. B. Darji [§] estabeleceram uma nova prova da existéncia da classe
de conjugacio residual de H({0,1}"V) através de uma descrigio geométrica, via grafos dirigidos,
dos seus elementos. Uma vantagem desse método é que tal descricdo é extremamente 1til
para se obter propriedades dindmicas dos elementos da classe, ou seja, dos homeomorfismos
genéricos. Além disso, de modo um tanto surpreendente, tal método também se aplica no
caso das fungoes continuas do espago de Cantor, implicando a existéncia de um subconjunto
residual de C({0, 1}) tal que quaisquer dois de seus elementos sdo conjugados entre si. Dessa
forma, o método desenvolvido em [§], através de grafos dirigidos, unificou o estudo da dindmica
das funcoes genéricas do espago de Cantor, tanto homeomorfismos quanto fungdes continuas.
Além de implicar, com consideravel facilidade, todas as propriedades dinamicas que ja eram
conhecidas para tais funcbes genéricas, diversas novas propriedades foram estabelecidas, como,
por exemplo, os fatos de que os homeomorfismos genéricos do espago de Cantor tém a propriedade
de sombreamento e ndo tém um par Li-Yorke (em particular, ndo sdo Li-Yorke cadticos). Um
outro fato notével em [§] é que foram obtidas caracterizagdes da relagdo de conjugacdo para
fungdes continuas do espago de Cantor. Isto é de grande importancia do ponto de vista da
dindmica, ja que conjugagdo (ou conjugagdio topoldgica) é o conceito de isomorfismo em dindmica
topoldgica. No caso do grupo H({0, 1}), tais caracterizagdes também tém importancia do ponto
de vista da algebra, ja que a relacao de conjugacao estd intimamente relacionada com a estrutura
do grupo.

O objetivo da presente dissertagao é apresentar, em detalhes, os resultados contidos no artigo

[8], tanto no caso de homeomorfismos quanto no caso de fungdes continuas.

No Capitulo 1 vamos introduzir e estudar os grafos dirigidos Gr(f,P), que desempenharao
um papel fundamental no trabalho. Estabeleceremos um teorema de aproximagao e obteremos
caracterizagoes da relagio de conjugacio em C({0,1}) e, em particular, em H ({0, 1}}Y).

No Capitulo 2 provaremos a existéncia da classe de conjugacio residual de H ({0, 1}V) através
de uma descri¢do envolvendo os grafos dirigidos Gr(f,P) e aplicaremos tal descri¢gdo para o

estudo de propriedades dindmicas dos homeomorfismos genéricos do espago de Cantor.

No Capitulo 3 provaremos a existéncia de um subconjunto residual de C({0,1}") tal que

quaisquer dois de seus elementos sdo conjugados. Tal prova sera feita através de uma descricao



dos elementos desse subconjunto envolvendo os grafos dirigidos Gr(f,P). Em seguida, aplicare-
mos tal descrigdo para o estudo de propriedades dindmicas das fungoes continuas genéricas do

espago de Cantor.

Mencionamos que N. C. Bernardes Jr. e R. M. Vermersch [9, [I0] aplicaram o método de-
senvolvido em [§] para desenvolver um estudo detalhado da dindmica coletiva e da dindmica
probabilistica das fungoes genéricas do espaco de Cantor, comprovando novamente a poténcia

do método desenvolvido em [§], mas tais resultados ndo serdo apresentados no presente trabalho.



Capitulo 1

Estruturas de Grafos das Funcoes do
Espaco de Cantor

1.1 Introducao

No presente capitulo vamos associar a cada func¢ao continua f do espago de Cantor e a cada
particao P do espago de Cantor, um grafo dirigido Gr(f, P). Como ficard claro no decorrer deste
e dos préximos capitulos, tais grafos constituem uma ferramenta bastante poderosa no estudo da
relacdo de conjugacao entre tais funcoes e no estudo da dindmica das func¢oes genéricas do espaco
de Cantor. Neste capitulo estabeleceremos dois resultados principais. Primeiro, um teorema de
aproximacao (Teorema , que nos diz, falando de modo superficial, que podemos aproximar
qualquer fungao continua (resp. homeomorfismo) f do espago de Cantor por um funcio continua
(resp. homeomorfismo) g do espago de Cantor que admite grafos Gr(g,P) de um tipo muito
especial. Segundo, algumas caracterizacoes da relacdo de conjugacao entre fungoes continuas do
espaco de Cantor (Teoremas e através desses grafos dirigidos. Tais caracterizagoes
sdo uteis do ponto de vista da dindmica, ja que funcoes conjugadas possuem a mesma dindmica
topolégica. No caso do grupo dos homeomorfismos do espago de Cantor, tais caracterizacgoes
também sdo interessantes do ponto de vista da algebra, ji que a relacdo de conjugagao de um
grupo esta intimamente ligada a sua estrutura algébrica.

Na Secao definiremos o conceito de espaco de Cantor e provaremos um teorema, classico,
devido a L.E.J. Brouwer, que afirma que quaisquer dois espacos de Cantor sdo homeomorfos.
Assim, do ponto de vista topoldgico, existe um tinico espago de Cantor, mas ele pode ser repre-
sentado de diferentes formas. Um modelo para o espaco de Cantor é o famoso conjunto terndrio
de Cantor, mas no presente trabalho adotaremos como modelo o espago produto {0, 1}N , onde
{0, 1} estd munido da topologia discreta. Também teceremos alguns comentérios sobre o impor-

tante conceito de particio de um espaco de Cantor.



Na Segao teceremos alguns comentarios sobre grafos dirigidos e consideraremos alguns
tipos particulares de grafos dirigidos (caminhos, ciclos, baldes e halteres) que desempenhardo um

papel fundamental no desenvolvimento do trabalho.

Na Segao vamos associar a cada fungao continua f do espago de Cantor e a cada particao
P do espaco de Cantor, um certo grafo dirigido Gr(f,P). Estabeleceremos alguns resultados
bésicos sobre esses grafos e um importante teorema de aproximagao, que afirma que toda fungao
continua (resp. todo homeomorfismo) f do espago de Cantor pode ser aproximado por fungoes
continuas (resp. homeomorfismos) g do espago de Cantor que admitem grafos Gr(g,P), com o
didmetro de P tao pequeno quanto se queira, consistindo de uma unido finita de baldes (resp.

halteres) disjuntos.

Na Secao apresentaremos diversas caracterizagoes da relagao de conjugacao entre fungoes
continuas f,g do espaco de Cantor, através de relagoes entre os grafos dirigidos Gr(f,P) e
Gr(g,P). Em particular, obteremos caracterizagbes da relagdo de conjugagao do grupo dos

homeomorfismos do espago de Cantor.

1.2 Espaco de Cantor

Definicao 1.2.1. Um espaco de Cantor é um espaco métrico compacto, ndo vazio, 0-dimensional

e sem pontos isolados.

Lembramos que um espaco topolédgico é dito 0-dimensional se existe uma base para a sua

topologia formada por conjuntos que sdo simultaneamente abertos e fechados.

O seguinte teorema nos permite caracterizar os espacos 0-dimensionais em certo contexto.

Teorema 1.2.2. Um espaco de Hausdorff localmente compacto € 0-dimensional se e somente

se ¢ totalmente desconexo.
Demonstragao: Ver [3§].

Exemplo 1.2.3. Consideremos o intervalo I = [0, 1]. Dividimos I em trés intervalos de compri-
12 12
1303 373

o ter¢o médio de I, para obter I; = [0, %] U [%, 1]. Dividimos cada um dos dois intervalos fechados

mentos iguais, com pontos extremos {0 1}. Removemos o intervalo aberto (3, %), chamado

que compoem [I; em trés intervalos de comprimentos iguais, com pontos extremos {0, %, %, %} e
{%, %, %, 1}, respectivamente. Removemos o ter¢co médio de cada um dos intervalos fechados que
compoem I, ou seja, removemos (é, %) e (g, %), para obter Iy = |0, é] U [%, %] U [%, g] U [%, 1].
Indutivamente, construimos uma sequéncia de conjuntos I, consistindo de 2" intervalos fechados

disjuntos, cada um deles com comprimento 3% O conjunto

C=NI
n=1
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é chamado o conjunto terndrio de Cantor ou, simplesmente, o conjunto de Cantor. Se conside-

ramos C' como um subespago de I com a métrica usual em I, entdo as seguintes propriedades

se verificam:

C é nao vazio:

Como cada I,, é compacto e ndo vazio, e como Iy DI, D ... DI, D ..., entdo

- Bz

n=1
C é compacto:

Por construgao, o conjunto de Cantor C' é uma interse¢ao de conjuntos fechados, donde

¢é fechado. Além disso, como C' C I e I é compacto, concluimos que C' é compacto.

C é 0-dimensional:

Suponha que existe um conjunto A C C que é conexo, nao vazio e tem pelo menos
dois pontos x e y com x # y. Por construcdo, x,y € I, para todo n € N. Como = # v,
podemos encontrar N € N tal que 3%\, < |z — y|. Entao, x e y pertencem a diferentes
intervalos de In. Logo, existe pelo menos um intervalo entre = e y que nao intercepta
In e, portanto, nao intercepta C. Selecionamos um desses intervalos. Qualquer ponto
z escolhido neste intervalo satisfaz que z estd entre x e y, mas z ¢ A. Como os Unicos
subconjuntos conexos e nao vazios da reta s@o os intervalos, A é um intervalo. Logo,
temos uma contradigdo. Assim, os tnicos subconjuntos conexos de C sdo {x} para todo
x € C. Logo, C é totalmente desconexo. Além disso, todo espago métrico é um espago

de Hausdorff, e como C é compacto, entdo C é localmente compacto. Portanto, pelo
Teorema C' ¢é 0-dimensional.

C nao tem pontos isolados:

Tome z € C. Dado € > 0, escolha N € N tal que 3%\, < e. Se [an,bn] é o subintervalo
de Iy que contém z, entdo [an,by] C B(x,e). Pela construcio do conjunto de Cantor,
an,by € C. Portanto, ay,by € B(x,e) N C. Como no maximo um dos pontos ay, by

pode ser igual a x, vemos que x nao é um ponto isolado de C.

Dai concluimos que o conjunto de Cantor é um espaco de Cantor.

O fato principal desta secao serd demonstrar o seguinte teoremas:

Teorema 1.2.4 (Brouwer). Todo espago topoldgico de Hausdorff X, ndo vazio, compacto, 0-

dimensional, seqgundo contdvel e sem pontos isolados é homeomorfo ao espago produto {0, 1}

(o espago das sequéncias que assumem apenas os valores 0 e 1), onde {0,1} estd munido da

topologia discreta.

11



Demonstragao: Como primeiro passo, vamos mostrar que a topologia de X tem uma base
enumeravel consistindo de conjuntos simultaneamente abertos e fechados. De fato, como X ¢é
segundo contavel, a topologia de X admite uma base enumerédvel {U,}°2 ;. Para cada n € N,
consideramos o conjunto

Jo={meN:U,, CcU,}.

Para cada m € J,, existe uma cobertura finita de U, formada por conjuntos simultaneamente
abertos e fechados que estdo contidos em U,, (pois X é 0-dimensional e U,, é compacto), donde
a uniao V., dos elementos dessa cobertura é um conjunto simultaneamente aberto e fechado
satisfazendo

U, C Vo, C Uy,

Como X é um espaco de Hausdorff compacto, X é um espaco regular. Logo, se x € U,, entao

z € Uy, C U, para algum m € N, donde = € Vj,,,, C Uy, Isto prova que
{Vobm :n €N, m € J,}

é uma base para a topologia de X, que é claramente enumeravel.
Seja {W,,}22, uma base enumerdvel para a topologia de X consistindo de conjuntos nao
vazios e simultaneamente abertos e fechados. Vamos construir conjuntos nao vazios e simulta-

neamente abertos e fechados Cj, i, (n € N, i € {0,1}) com as seguintes propriedades:
a. X = CyU (1, com unido disjunta;
b. para cadan € Neiy,...,i, € {0,1}, Ciy. 5., = Ci, . i,,0 UCy, i1, com unido disjunta;
c. cada W, é a unido de alguns dos conjuntos Cj, ., i1,...,in € {0,1}.

A construcao sera feita por indugao sobre n. Paran = 1, se W1 # X, entdo tomamos Cy = Wy e
C, = X\W;. Caso contrario, tomamos qualquer subconjunto préprio Cy de X que seja nao vazio
e simultaneamente aberto e fechado, e definimos C7; = X\Cy. Para o passo indutivo, supomos
que os conjuntos Cj, ;, ja foram definidos para quaisquer k < n e iy, ...,i; € {0,1}. Para cada

n-upla (i1, ...,1,) de zeros e uns, se Wy, 11 NCj, ;, nao é nem vazio nem todo o conjunto Cj, ;. ,

n

entao tomamos Cj, 0 = Wiy1 NGy, 4, € Ciy i1 = Ciy i, \Wpny1. Caso contréario, tomamos

n
qualquer subconjunto préprio C;,. ;.0 de Cj,. 5, que seja nao vazio e simultaneamente aberto e
fechado, e definimos Cj,. 5,1 = Cy,..i, \Ci,..i,,0. Observe que tais conjuntos existem, pois Cj,. i,
nao pode consistir de um tnico ponto, devido a suposicdo de que X nao tem pontos isolados.
Para cada ponto o = (i,)2%; € {0,1}, como (Cj, ;)% é uma sequéncia decrescente de

conjuntos fechados e ndo vazios, segue da compacidade de X que existe um ponto

o0
Ty € ﬂ C“Zn

n=1

12



Afirmamos que néo existem outros pontos nessa interse¢do. De fato, tomemos qualquer ponto
x # v, em X. Entdo, existe n € N tal que z, € W,, e x ¢ W,,. Logo, Cy, ,;, C W,, donde
x ¢ Cy,. 4,, provando a nossa afirmagao. Por outro lado, como {Cy, 4, : i1,...,i, € {0,1}} é
uma parti¢do de X (n € N), temos que, para cada x € X, existe um tinico o = (i,)%%; € {0, 1}
tal que x € ﬁ Ci,..i,, OU s€ja, T = 4.

n=1
Agora, definimos uma aplicacao f : {0,1} — X por f(o) = z,. Esta aplicacio é uma

bijecao pelo paragrafo anterior. Resta provar que f é um homeomorfismo. Para isso observe
que {Cy,. 4, :n €N, i € {0,1}} é uma base para a topologia de X, ji que cada W, é a uniao

de alguns Cj Por construgao, temos que

Leeilm ®
FHCy ) = {Gm)y € {0,131 2 ) =iy, ooy i = i}

Portanto, {f~1(Cy,.4,) :n €N, 4, € {0,1}} é uma base para a topologia produto em {0, 1}.
Isto mostra que f define uma bijegdo entre bases para as topologias de X e de {0, 1}N, provando

que f é um homeomorfismo. O

O Teorema de Brouwer garante que todo espaco de Cantor é homeomorfo a {0, 1}V, j& que
todo espago métrico compacto é de Hausdorff e segundo contavel. Em particular, o conjunto de
Cantor é homeomorfo a {0, 1}N . Em geral, quaisquer dois espacos de Cantor sdo homeomorfos.

De agora em diante, denotaremos por [i1...i,] o conjunto dos (j,,)%_; € {0, 1} com j; =
i1y...,Jn = in. Note que {[i1...in] : » € N, i € {0,1}} é uma base para a topologia produto em
{0, 1}N formada por conjuntos que sdo simultaneamente abertos e fechados.

Definimos uma métrica d em {0, 1} da seguinte forma: se o = (0)%2,,7 = (1:)%2; € {0, 1},
entdo d(o,7) = %, onde n é o menor inteiro positivo tal que o, # 7, se tal inteiro existe, e
d(o,7) = 0, caso contrario. Note que, se 0,7 € [i1...iy], entdo d(o,7) < % Além disso, se
o= (0:)22; € {0,1}¥ e n € N, temos que B(c, 1) = [07...0,,]. Portanto, a métrica d gera a
topologia produto em {0, 1}.

No presente trabalho, o modelo principal do espaco de Cantor que usamos é {0, 1} munido

da métrica d definida acima.

Definicao 1.2.5. Uma particio de {0, 1} é uma colegdo finita de subconjuntos simultaneamente

abertos e fechados, ndo vazios e dois a dois disjuntos, cuja uniao é {0, 1}N.

Definigdo 1.2.6. Seja C uma colecdo finita de subconjuntos nio vazios de {0,1}N. O didgmetro
de C é definido por

diam(C) = max diam(A).

Definigdo 1.2.7. Sejam P e Q particoes de {0,1}N. Uma aplicagio de refinamento é uma
aplicagdo v : P — Q tal que a C v(a) para todo a € P. Neste caso, dizemos que P é um

refinamento de Q.
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Observagao 1.2.8. Uma aplicagdo de refinamento é neccesariamente sobrejetiva. De fato,

suponha que existe b € Q tal que v(a) # b para todo a € P. Entao

{0,1}" = | J ac |J v(a) c {0,1}"\p,

a€P a€P

0 que é uma contradigao.

Exemplo 1.2.9. Para cada n € N, consideremos B,, = {[01...0,] : 0% € {0,1}}. Note que, para
cadan € N,

« B, é uma particio de {0,1}".

e B,4+1 é um refinamento de B,.

. 1 . .

o diam(B,) = ] (logo, Jim diam(B,,) = 0).
Usamos C({0,1}Y) e H({0,1}Y) para denotar o espaco de todas as funcdes continuas e de

todos os homeomorfismos do espaco de Cantor, respectivamente, dotados da seguinte métrica:

d(f.9) = max d(f(o)g(c))

Se f,g € C({0,1}) e P ¢é uma particdo de {0,1}", entdo definimos a relacio de equivaléncia
f ~p g que significa que, para cada o € {0,1}", existe a € P de modo que f(o),g(c) € a.

Podemos ver que se f ~p g, entdao
d(f,9) < diam(P).

Observacio 1.2.10. Cada classe de equivaléncia segundo ~p é aberta em C({0, 1}). De fato,
seja [f] uma classe de equivaléncia e g € [f]. Como {0, 1} é compacto e a € P é simultaneamente
aberto e fechado, entdo d(a,a®) > 0. Escolhemos & = min{d(a,a®) : a € P}. Seja h € C({0,1}V)
tal que d(h,g) < e. Logo, se existe algum = € {0,1}" tal que h(z) e g(z) ndo pertencem a um
mesmo elemento de P, entdao d(h(z),g(x)) > &, o que é uma contradi¢do. Assim, h ~p g. Pela

transitividade de ~p, se tem que h € [f].

1.3 Grafos dirigidos

A nocéo de grafo dirigido é fundamental para este trabalho.

Definicdo 1.3.1. Um grafo dirigido G consiste de um conjunto finito V(G), cujos elementos
sao chamados de vértices, junto com um subconjunto E(G) de V(G) x V(G), cujos elementos

sao chamados de arestas (dirigidas).
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Neste contexto, um par ordenado (u,v) € V(G) x V(G) é chamado a aresta (dirigida) de u

a v e é denotado por ub.

Definig¢ao 1.3.2. Um subgrafo de um grafo dirigido G, é um grafo dirigido H tal que
V(H)CcV(G) e E(H)CE®QG).

Definicao 1.3.3. Uma extremidade esquerda (resp. extremidade direita) de um grafo dirigido G
é um vértice v de G tal que nio existe uma aresta da forma w0 (resp. WL) em G. Dizemos que G
é um grafo dirigido sem extremidades direitas se G nao tem extremidades direitas e G é um grafo

dirigido sem extremidades se G nao tem extremidades esquerdas e nem extremidades direitas.

Para o nosso estudo, classificamos certos grafos dirigidos de acordo com as suas estruturas,

em caminhos, ciclos, baldes e halteres.

Definicao 1.3.4. Um grafo dirigido p é dito um caminho de comprimento n se o conjunto dos

vértices de p é {v1,...,v,} e as arestas de p sdo v;v;11 para 1 < i < n.
e ————P o e ————P o
Vi V2 . Vn-1 Vn

Figura 1.1: Caminho de comprimento n.

Defini¢ao 1.3.5. Um grafo dirigido ! é dito um ciclo de comprimento n se o conjunto dos

vértices de [ é {v1,...,v,} e as arestas de [ sdo v,v] e Vv 1] para 1 < i < n.

Vi
[ ]

N

o o
Vn V2

AN

[ ]
Va1

Figura 1.2: Ciclo de comprimento n.

Definicao 1.3.6. Um grafo dirigido B é dito um baldo de tipo (s,t) se o conjunto dos vértices
de B é a unido de dois conjuntos disjuntos p = {v1,...,vs} e [ = {wy,...,w}, e as arestas de

B sao
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e as arestas do caminho formado por p,
e as arestas do ciclo formado por I, e
TS

* Vswi.

Neste caso, chamamos vy o vértice inicial de B.

W2
/ :
e ———P> @ e ———— P g ——— P> o ™
Vi V2 Vs-1 Vs Wi \ Wit-1
o /
Wit

Figura 1.3: Balao de tipo (s,t).

Sempre que escrevemos um baldo B simplesmente como

B =A{v1,...,us} U{wy,...,w},
assumimos implicitamente que tal baldao é o descrito acima.

Definicao 1.3.7. Um grafo dirigido D é dito um haltere de tipo (r, s, t) se o conjunto dos vértices
de D é a unido de trés conjuntos disjuntos l; = {uy,...,u.}, p = {v1,...,vs} elo = {wy, ..., w},

e as arestas de D sao
e as arestas dos ciclos formados por I e [o,
e as arestas do caminho formado por p, e

Neste caso, dizemos que s é o comprimento da barra do haltere. Se r = t, entdo dizemos que o

haltere esta balanceado com peso de placa r.

Sempre que escrevemos um haltere D simplesmente como

D ={uy,...,u } U{vr,...,vs} U{wr,...,w},

assumimos implicitamente que tal haltere é o descrito acima.
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Ur-1 1851 Vi V2 - Vs-1 Vs W1 Wi1

Figura 1.4: Haltere de tipo (7, s, t).

Definicao 1.3.8. Sejam G e H grafos dirigidos. Uma aplicacio de grafos dirigidos ¢ : H - G
é uma aplicacdo do conjunto de vértices de H no conjunto de vértices de G tal que se wh é uma
aresta de H, entao qﬁ(u)(l)(vi é uma aresta de GG. Dizemos que uma tal ¢ é sobrejetiva se é uma
sobrejecao entre os conjuntos de vértices, mas nao precisa ser sobrejetiva entre os conjuntos de
arestas. Dizemos que uma tal ¢ é um isomorfismo se é uma bijecao entre os conjuntos de vértices

de tal forma que @0 é uma aresta de H se e somente se ¢(u)¢(v; ¢ uma aresta de G.

Definigao 1.3.9. Uma componente de um grafo dirigido G é um subgrafo maximal (em vértices
e em arestas) H de G com a propriedade de que dados quaisquer dois vértices distintos a, b em
H, existem vértices ay,...,a, em H com a; = a, a, = b e, para cada 1 < ¢ < n, a;a;+1 ou

a;+1a; € uma aresta de H.
Lema 1.3.10. Temos os sequintes fatos:

(a) Seja G um grafo dirigido sem extremidades direitas. Para cada aresta e = wt de G, existem
inteiros positivos S e M tais que se s > S e m é um maltiplo inteiro positivo de M, entdo
existe um baldo B de tipo (s,m) que admite uma aplicagio de grafos dirigidos ¢ : B — G

tal que u € a imagem do vértice inicial do baldo.

(b) Seja G um grafo dirigido sem extremidades. Para cada aresta e = wt de G, existem inteiros
positivos N, S e M tais que se s > S e n,m sdo miltiplos inteiros positivos de N, M,
respectivamente, entdo existe um haltere D de tipo (n,s,m) que admite uma aplica¢io de

grafos dirigidos ¢ : D — G tal que e € a imagem de uma aresta da barra do haltere.
Demonstracao:

(a) Como G é um grafo dirigido sem extremidades direitas (isto é, todos os seus vértices tém
arestas de saida), podemos comegar com a aresta e e continuar um caminho em G pela
direita um ntmero arbitrario de passos. Como existe apenas um nimero finito de vértices,

obtemos um pseudo-baldo em G, isto é, um caminho
U=U,V=U2y...,US, US+1y+-+, US+ M, US+M+1,
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com ugyp+1 = us41. Isto é chamado um pseudo-baldo porque os vértices uy, ..., usyn
ndo precisam ser distintos. Se s > S e m é um miltiplo inteiro positivo de M, entao
podemos estender o comprimento da corda de S para s movendo-se para o pseudo-ciclo
US+1,- - -, Us+y € continuando em torno dele o quanto for necessario. Entdo podemos ir ao
redor do pseudo-ciclo quantas vezes quisermos para obter um pseudo-ciclo de comprimento

m. Desta forma obtemos um pseudo-baldo em G da forma

U=7V1,V=170V2,...,VUs,VUs415--+5VUst+m; Ust+m+1 = Us+1-
Agora, seja w; = (v;,1) parai=1,...,s+ m, e considere o balao
B ={wy,...,ws} U{wst1,...,Wstm}

A projecdo ¢ : w; € B — v; € G é a aplicagdo de grafos dirigidos requerida.

(b) Como G é um grafo dirigido sem extremidades (isto é, todos os seus vértices tém simul-
taneamente arestas de entrada e de saida), podemos aplicar o mesmo procedimento do
item (a) também & esquerda. Desta forma obtemos um pseudo-haltere em G, isto é, um

caminho

UQy ULy v o s UNs UNATs e« oy UN4Ss UN4S+15 -« - - s UN+S+M s UN+S+M+1

com uy = Uy € UN+S+M+1 = UN+S+1, de modo que a aresta original e = b estd em algum
lugar ao longo da barra. Continuando com o mesmo argumento do caso (a), obtemos o

resultado. 0
Vamos agora estabelecer o nosso principal resultado teérico de grafos.
Teorema 1.3.11. Temos os sequintes fatos:

(a) Dado um grafo dirigido G sem extremidades direitas, existem inteiros positivos K, S e M
tais que se k> K, s > S e m é um miltiplo inteiro positivo de M, entdo existe um grafo
dirigido H, formado por k baldes disjuntos de tipo (s,m), que admite uma aplica¢io de

grafos dirigidos sobrejetiva ¢ : H — G.

(b) Dado um grafo dirigido G sem extremidades, existem inteiros positivos K, N, S e M tais
que se k > K, s > S e n,m sdo multiplos inteiros positivos de N, M, respectivamente,
entdo existe um grafo dirigido H, formado por k halteres disjuntos de tipo (n,s,m), que

admite uma aplicacdo de grafos dirigidos sobrejetiva ¢ : H — G.

Demonstragao: Vamos provar apenas o caso (b), ja que o caso (a) é andlogo. Sejam e, ..., ex
as arestas de G. Para cada ¢ = 1,..., K, o lema anterior associa a aresta e; com inteiros

positivos N;, S; e M;. Sejam N e M o minimo miltiplo comum de todos os N; e todos os M;,
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respectivamente, e seja S o maximo dos S;. Se n, m sao multiplos de N, M, respectivamente, e
s > S, entdo o lema anterior garante a existéncia de uma aplicacio de grafos dirigidos ¢; de um
haltere D; de tipo (n,s,m) em G tal que e; = ¢;(u;) para alguma aresta u; da barra do haltere
D; (i =1,...,K). Claramente, podemos assumir que os D; sdo dois a dois disjuntos. Assim,
a unido H dos D; admite uma aplicacdo de grafos dirigidos ¢ : H — G tal que ¢|p, = ¢; para
todoi=1,..., K. Como ¢(u;) = ¢;(u;) = e; para todo i = 1,..., K, temos que ¢ é sobrejetiva.
Finalmente, se queremos que H consista de mais que K halteres, basta adicionar a H tantas

copias disjuntas de D; (ou de qualquer outro haltere D;) quantas desejadas. O

1.4 O grafo dirigido Gr(f,P)

Definigdo 1.4.1. A cada f € C({0,1}Y) e cada particao P de {0,1}", associamos o grafo
dirigido Gr(f,P), cujos vértices sdo os elementos de P e, para a,b € P, % é uma aresta de

Gr(f,P) se e somente se f(a) Nb # (.

Note que Gr(f,P) é sempre um grafo dirigido sem extremidades direitas. De fato, se a € P

nao tem aresta de saida, entdo f(a) Nb = ) para todo b € P, o que é uma contradigdo.

Também podemos ver que se f é sobrejetiva, entdo Gr(f,P) é um grafo dirigido sem ex-
tremidades. De fato, se b € P nao tem aresta de entrada, entao f({0,1}) c {0,1}\b, o que

contradiz a sobrejetividade de f.

Observagao 1.4.2. Se v : P — Q ¢é uma aplicacdo de refinamento, entao
v:Gr(f,P) — Gr(f, Q)

é uma aplicacao de grafos dirigidos sobrejetiva; neste caso, ela é sobrejetiva nas arestas também.

De fato, é claro que a aplicacdo de grafos dirigidos v é sobrejetiva, pela sobrejetividade da
aplicacdo de refinamento v. Mais ainda, se % é uma aresta de Gr(f, Q), ou seja, a,b € Q e

f(a) Nb # (), entdo existe o € {0, 1} tal que

Como P é uma particdo de {0,1}N, existem ag, by € P tais que
oc€cay e f(O') € by.
, —
Como P é um refinamento de Q, v(ag) = a e v(by) = b. Logo, apby é uma aresta de Gr(f,P) e

% = I/(ao)l/(b();,

provando que v também é sobrejetiva nas arestas.
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Tecnicamente falando, a observacao anterior nos diz que
P — Gr(f,P)

é um functor da categoria das parti¢oes do espago de Cantor (cujos morfismos sdo as aplicagoes
de refinamento) para a categoria dos grafos dirigidos (cujos morfismos séo as aplicagoes de grafos

dirigidos).

Observagao 1.4.3. Se f ~p g, entdo Gr(f,P) = Gr(g,P).

De fato, ab € Gr(f,P) se e somente se f(a) Nb # (), isto é, existe o € a tal que f(o) € b.
Além disso, f ~p ¢ nos diz que f(o) € b se e somente se g(o) € b. Logo, ab e Gr(g,P).

Teorema 1.4.4. Seja G um grafo dirigido sem extremidades direitas cujo conjunto de vértices
P ¢ uma partigio de {0,1}N. Defina

X = U{a € P :a é uma extremidade esquerda de G}.
Entdo, existe um homeomorfismo f de {0,1}N sobre {0, 13N\ X tal que
Gr(f,P)=G.
Em particular, se G é um grafo dirigido sem extremidades, entdo f € H({0,1}Y).

Demonstragao: Para cada a € P, seja O, uma particdo de a cuja cardinalidade é igual ao
nimero de arestas de GG saindo de a. Para cada b € P que nao é uma extremidade esquerda
de G, seja I, uma partigdo de b cuja cardinalidade é igual ao nimero de arestas de G entrando

em b. A cada aresta e = % em G, vamos associar um par ordenado (ze, ye) de modo que:
(i) e € Og € Ye € I.
(ii) Se e e € sdo duas arestas distintas em G, entao xe # Te € Ye 7 Yer-

Note que é possivel fazer uma tal associagado, tendo em vista a escolha das cardinalidades de O,

e de I. Note também que o item (ii) implica que
TeNTe =0 e yeNye =0 sempre que e # €.

AFIRMACAO 1: Todo subconjunto nio vazio e simultaneamente aberto e fechado do espaco de

Cantor é também um espaco de Cantor.

De fato, seja a um subconjunto ndo vazio e simultaneamente aberto e fechado do espaco de
Cantor. Entao ele é compacto, ji que é um subconjunto fechado de um espago compacto. Se
{Wi}tien é uma base para a topologia do espago de Cantor formada por conjuntos simultanea-

mente abertos e fechados, entdao {W; Na};en é uma base para a topologia induzida em a formada
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por conjuntos simultaneamente abertos e fechados em a. Assim, a é 0-dimensional. Além disso,

a nao tem pontos isolados, j4 que é um subconjunto aberto de um espaco sem pontos isolados.

Segue da Afirmacdo 1 que todos os elementos de uma particio de {0,1}" sdo espacos de
Cantor. Logo, para cada aresta e = a% em G, temos que x, € O, € y. € I, também sdo espacos

de Cantor, e o Teorema de Brouwer garante a existéncia de um homeomorfismo f. : . — ve.

AFIRMACAO 2: Sejam X,Y espacos métricos e f : X — Y uma funcdo. Suponha que
X = AU B, onde A e B sdo conjuntos fechados e disjuntos em X. Se as restri¢oes f|4: A =Y
e flp : B — Y sdo continuas, entdo f é continua.

De fato, sejam y € X e € > 0. Para mostrar que f é continua em y, temos dois casos. No
primeiro, y € A. Entao, como f|A é continua no ponto y, existe 6; > 0 tal que z € ANB(y, 1) =
f(z) € B(f(y),e). Como B é fechado e y ¢ B, podemos obter 2 > 0 tal que B(y,d2) N B = .
Seja 6 = min{d;,d2}. Entdo, x € B(y,d) = f(z) € B(f(y),e). No segundo caso, y € B e

argumentamos de modo analogo ao caso anterior. Em qualquer caso, f é continua no ponto y.

Agora, seja f : {0, 1} — {0,1}\ X a tinica funcio satisfazendo
f\xe = f. para toda aresta e em G.

Por construgao,

Gr(f,P) = G.

Além disso, dado y € {0,1}N\ X, existe uma tnica aresta e de G tal que y € y.. Como f. é
bijetiva, existe um tnico = € x, tal que f(z) = fe(z) = y. Logo, f é bijetiva. Resta provar que
f e f~! sdo continuas. A Afirmacdo 2 é valida quando se tem um ntmero finito de conjuntos
fechados dois a dois disjuntos. Como cada x. é fechado (pois pertence a uma partigdo de algum
a € P), o conjunto dos . é finito (j4 que G tem um niimero finito de arestas) e {0, 1} é a unido

dos ., concluimos que f é continua. Da mesma forma, é possivel provar que f~! é continua. [

Teorema 1.4.5. Sejam f € C({0,1}Y) e Q uma particio de {0,1}N. Suponha que G é um grafo
dirigido sem extremidades direitas e que ¢ : G — Gr(f, Q) é uma aplicagcao de grafos dirigidos

sobrejetiva. As sequintes propriedades se verificam:
(a) Existem uma aplicagcao de refinamento v : P — Q e uma bijecio ¢ : P — V(QG) tais que
v=q¢o1.

(b) Eziste g € C({0,1}Y) tal que ¢ : Gr(g,P) — G €é um isomorfismo de grafos dirigidos.
Além disso, se G é um grafo dirigido sem extremidades, entdo podemos escolher uma tal
g em H({0, 1}V).
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Para qualquer g como em (b),
d(f,9) < diam(Q) + diam(f(Q)),

onde f(Q) ={f(a):a € Q}.

Demonstracgao:

(a)

Para cada a € Q, escolhemos uma particdo P, de a com a mesma cardinalidade de ¢~!(a),
que é um subconjunto de V(G). Podemos entdo escolher uma bijecio v, : Py — ¢~ (a).
Note que ¢~ 1(a) N ¢~1(a’) = () sempre que a e a’ sdo dois elementos distintos de Q.
Consideremos a particao

P=J Pa
acQ

de {0,1}Y e seja 1 : P — V(G) a tinica funcio satisfazendo

Y|p, = e para todo a € Q.

Entao, ¢ é uma bijecdo. Seja v =¢ o : P — Q. Dado b € P, existe um tinico a € @ tal
que b € P,. Logo, 14(b) € ¢~ 1(a), donde v(b) = ¢(1p(b)) = ¢(14(b)) = a. Como P, é uma

parti¢ao de a, obtemos b C a = v(b). Assim, v é uma aplicagdo de refinamento.

Definimos um grafo dirigido H colocando
1 1
VH)=P e E(H) ={y " (a)p(b):abe G}.

Claramente, H é o tnico grafo dirigido que tem P como conjunto de vértices para o qual
Y : H — G é um isomorfismo de grafos dirigidos. Como H é um grafo dirigido sem
extremidades direitas, o Teorema nos da g € C({0, 1}) tal que

Gr(g,P) = H.

No caso em que H (ou equivalentemente G) é um grafo dirigido sem extremidades, o

Teorema m garante que g € H({0, 1}).

Fixemos o € {0,1}Y. Sejam a,b € P tais que 0 € a C v(a) e g(o) € b C v(b). Entdo ab &
uma aresta de Gr(g,P). Como ¢ e 1 sao aplicagoes de grafos dirigidos, ¢ o1 também o é.

Por conseguinte,

v(a)v(b) = ¢(¥(a))d(1(b)) & uma aresta de Gr(f, Q).
Logo, existe T € v(a) tal que f(7) € v(b). Como f(7),g(c) € v(b), temos que
d(f(7),g(0)) < diam(Q).
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Da mesma forma, como o,7 € v(a),

d(f(o), f(7)) < diam(f(Q)).
Pela desigualdade triangular, temos que
d(f(c),9(0)) < diam(Q) + diam(f(Q)).
Como ¢ € {0,1} é arbitrario, concluimos que
d(f.9) < diam(Q) + diam(f(Q)).
Isto completa a demonstracao. O
Vamos agora estabelecer o nosso teorema de aprorimagdo.

Teorema 1.4.6. Temos os sequintes fatos:

(a) Dados f € C({0,1}) e > 0, existem inteiros positivos K, S e M de modo que se k > K,
s > S em é um muiltiplo inteiro positivo de M, entdo existem g € C({0,1}) e uma

particio P de {0,1} com
d(f,g) <e e diam(P) <e,
tais que o grafo dirigido Gr(g, P) consiste de exatamente k baloes disjuntos de tipo (s,m).

(b) Dados f € H({0,1}) e e > 0, existem inteiros positivos K, N, S e M de modo que se
k> K, s >S5 en,m sio multiplos inteiros positivos de N, M, respectivamente, entao

existem g € H({0,1}Y) e uma particio P de {0,1} com
d(f,g) <e e diam(P) <e,

tais que o grafo dirigido Gr(g,P) consiste de eratamente k halteres disjuntos de tipo
(n,s,m).
Demonstragao: Vamos provar apenas o caso (a), uma vez que o caso (b) é analogo. Fixamos
f e C{0,1}Ny e e > 0. Como f estd definida em um espaco métrico compacto, entdo f é

uniformemente continua. Logo, podemos escolher uma particio Q de {0, 1} tal que

diam(Q)<% e diam(f(Q))<;

Como Gr(f, Q) é um grafo dirigido sem extremidades direitas, o item (a) do Teorema nos
diz que podemos associar a Gr(f, Q), inteiros positivos K, S e M de modo quese k > K, s > Se
m é um multiplo inteiro positivo de M, entao existe uma aplicacao de grafos dirigidos sobrejetiva
¢ de um grafo dirigido G, formado por k baldes disjuntos de tipo (s,m), em Gr(f, Q). Pelo
Teorema existem um refinamento P de Q e uma funcdo g € C({0,1}Y) tais que Gr(g, P)

¢é isomorfo a GG; além disso,
d(f,9) < diam(Q) + diam(f(Q)) <e e diam(P) < diam(Q) < e,

0 que completa a demonstracao. O
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1.5 Caracterizacoes da relacao de conjugacao

Nesta secao apresentaremos algumas caracterizagoes de quando duas fungdes continuas do
espaco de Cantor sdo conjugadas. Em particular, podemos aplicar essas caracterizagoes a ho-

meomorfismos do espaco de Cantor.

Definicao 1.5.1. Sejam X,Y espacos métricose f: X — X, g: Y — Y funcgdes. Dizemos que

f e g sdo (topologicamente) conjugadas se existe um homeomorfismo h : X — Y tal que
f=h"togoh.
Note que conjugacao (topoldgica) é uma relagao de equivaléncia.

Definicdo 1.5.2. Seja (P,) uma sequéncia de partigdes de {0,1}. Dizemos que (P,) é uma
sequéncia nula quando diam(P,) — 0, e que (P,) é uma sequéncia decrescente quando Pp41 é

um refinamento de P, para todo n € N.

Note que toda sequéncia nula de partigoes de {0, 1}N possui uma subsequéncia que é decres-

cente e nula.

Definicdo 1.5.3. Sejam f,g € C({0,1}), (P,), (Qn) sequéncias decrescentes e nulas de parti-

coes de {0,1}N) e (v,) uma sequéncia de isomorfismos de grafos dirigidos
vn : Gr(f,Pn) — Gr(g, Qn).
Para cada a € P,,, definimos
Um(a) = U{Vm(b) :bePpebCal (m>n)

Up(a) = U Um(a).

m>n

Dizemos que a sequéncia (vy,) comuta com refinamentos se os diagramas

V;
P - >
n n
in Jn
Vit
Pn+1 > Qﬂ+l

sdo comutativos, onde i, e j, denotam as aplicacoes de refinamento.
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Note que se (,) comuta com refinamentos, entdo segue da bijetividade dos v, que (v,;!)

também comuta com refinamentos.

Apresentamos as seguintes caracterizagoes deste conceito.
Proposicao 1.5.4. Com as notagdes acima, as sequintes afirmacoes sdo equivalentes:

(i) (vn) comuta com refinamentos;
(ii) vm(a) = vyp(a) sempre que m >n e a € Pp;
(iii) p(a) = vn(a) para quaisquer n € N e a € Py,.

Demonstracgao:

(i) = (ii): Suponha m >n e a € P,. Como (v,) comuta com refinamentos, o diagrama

Va

Pa Qn

v

Pm > Qm

é comutativo, onde as setas para cima indicam as aplicacoes de refinamento. Se b € P,,, e b C a,
entdo i(b) = a. Logo,
Vm(b) C j(vm (b)) = va(i(b)) = vn(a).
Consequentemente,
Um(a) C vy(a).

Por outro lado, tome o € v,(a) e seja c € Q,, tal que o € ¢. Como vy, é sobrejetivo, existe b € Pp,
tal que vy, (b) = c. Seja @’ € P, tal que b C da’. Pelo o que acabamos de ver, v, (a’) C v,(a').
Portanto,

0 € c=vp(b) Cup(d) Cvy(d).
Logo, o € vy(a’) Nvy(a), donde v,(a’) = vy(a). Como vy, é injetiva, temos que a’ = a, o que
implica que o € v, (a). Isto prova que v, (a) C vy (a). Portanto, vy, (a) = vy(a).
(ii) = (iii): Obvio.
(iii) = (i): Seja b € Pp41 € coloquemos a = in(b) € Py,. Entao

Unt1(b) Cvpt1(a) C opla) = vp(a) € Qp,

por hipdtese. Além disso, vp11(b) C jn(vnt1(b)) € Qp. Portanto,

In(Vn41(b)) = vn(a) = vn(in(b)),

como era para ser mostrado. O
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Definicao 1.5.5. Dizemos que a sequéncia (v,) comuta assintoticamente com refinamentos se

lim diam ({7, (a):a € P,}) = 0.

n—oo

Observagao 1.5.6. Segue da proposigao anterior que se (v,,) comuta com refinamentos, entao

(vn) e (v, 1) comutam assintoticamente com refinamentos. De fato, para cada n € N,
{tn(a) :a € Pn} ={vn(a) : a € Py} = Qn,
donde
Jim diam({on(a) : a € Pp}) = Jim diam(Q,,) = 0.
Analogamente mostra-se para (v, 1).
Teorema 1.5.7. Sejam f,g € C({0,1}Y). Entdo as sequintes afirmagoes sio equivalentes:
(i) f e g sao conjugadas;

(ii) ewistem sequéncias decrescentes e nulas (Py) e (Qy) de partigoes de {0, 1} e isomorfismos
de grafos dirigidos
VTL : Gr(fa 7DTL) — Gr(g7 Qn)

tais que a sequéncia (vy,) comuta com refinamentos;
(iii) ewistem sequéncias decrescentes e nulas (P,) e (Qy) de partigoes de {0, 1} e isomorfismos

de grafos dirigidos
vn 2 Gr(f, Pn) = Gr(g, Qn)

tais que as sequéncias (1) e (v, 1) comutam assintoticamente com refinamentos.

Demonstracao:

(i)= (ii): Suponha f = h~'ogoh para algum h € H({0,1}"). Para cada n € N, sejam
Po=B, e Qn,={h(a):ac€B,},

onde B, foi definido no Exemplo Afirmamos que (P,) e (Q,) sdo sequéncias decrescentes
e nulas. Com efeito, pelo Exemplo (Pr) é uma sequéncia decrescente e nula. Logo, para
cada n € N, existe uma aplicagdo de refinamento i, : Pn11 — P,. Consideremos a aplicagao
sobrejetiva j, = hoinoh™!: Qui1 — Q. Dado b € Q,1, existe a € P41 tal que b = h(a).
Portanto,

Jn(b) = h(in(h™1 (1)) = h(in(a)) D h(a) = b,
mostrando que j, é uma aplicacdo de refinamento, para cada n € N. Assim, (Q,) é uma

sequéncia decrescente. Além disso, usando a continuidade uniforme de h, vemos que
Jim diam(Q,) =0, ji que Jim diam(P,,) = 0.
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Isto prova a nossa afirmagdo. Agora, notemos que, para cada n € N, Gr(f,P,) é isomorfo a

Gr(g, Qn) pela aplicagdo vy, : a € Py, +— h(a) € Q,. De fato,

ab € Gr(f,Pp) & fla)Nb# 0
< h(f(a)) N h(b) # 0
& g(h(@) N h(b) # 0
< h(a)h(b) € Cr(g, On).

Além disso, como h o i, = j, o h, segue das defini¢gdes de v, e de v, 11 que vy 09y = Jp O Upt1.
Portanto, a sequéncia (v,) comuta com refinamentos.

(ii)= (iii): Segue da Observagdo [1.5.6]

(iii)= (i): Dadon € N, como a € P, e vy(a) € Q,, sao espagos de Cantor, o Teorema de Brouwer

garante a existéncia de um homeomorfismo h? : a — v,(a). Seguindo o mesmo processo feito
na demonstragiao do Teorema obtemos h,, € H({0,1}) tal que

hnla = hi para todo a € P,.

Em particular,

hn(a) = vp(a) para todo a € Py,

donde
hl(c) = v, (c) para todo c € Q,.

n

Vamos provar que (h,) é uma sequéncia de Cauchy em C({0,1}Y). Para tal, fixemos £ > 0.

Como (v,,) comuta assintoticamente com refinamentos, existe ng € N tal que
diam({#7,(a) : a € Pp}) < e sempre que n > ng.

Tomemos o € {0,1}N e m > n > ng. Sejam a € P, e b € Py, tais que o € a e o € b (note que

b C a, pois P, é um refinamento de P,,). Entao,
hn(0) € vp(a) Copla) e hp(o) € vm(b) Cyp(a) C Iy(a),

donde
d(hm(0), hn(0)) < diam(v,(a)) < e.
Logo,

d(hm, hy) < € sempre que m > n > nyg.

Pela completude de C({0, 1}, a sequéncia (h,,) deve convergir para uma fungio h em C({0, 1}V).

Como (v, !

—') também comuta assintoticamente com refinamentos, podemos aplicar o mesmo

argumento & sequéncia (h,!) e concluir que esta sequéncia converge para uma funcio ¢t em
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C({0,1}N). Como h, 0 h;' = h ' oh, = I (a aplicacio identidade de {0,1}") para todo n € N,
segue que hot =toh = I. Assim, h € H({0,1}").

Agora, dados o € {0,1}N e n € N, sejam a,b € P, tais que o € a e f(o) € b. Entao, (% é
uma aresta de Gr(f, P,), implicando que Im ¢ uma aresta de Gr(g, Qy), ou seja,

9(wn(a)) Nvn(b) # 0.
Como hy,(f(0)) € vn(b) € Oy € g(hn(0)) € g(vn(a)) € g(Qy), obtemos
d(hn(f(0)),9(hn(0))) < diam (v (b)) + diam(g(vn(a))) < diam(Qy) + diam(g(Qn)).

Portanto, fazendo n — 0o, concluimos que ho f = goh, isto é, f =h~togoh. ]

Definicdo 1.5.8. Sejam f,g € C({0,1}), (P,), (Qn) sequéncias decrescentes e nulas de parti-

c¢oes de {0, 1} e (v,) uma sequéncia de aplicagdes de grafos dirigidos sobrejetivas com
Up : Gr(f,Pn) = Gr(g,Q,) paran impar, e

vy : Gr(g, Q,) — Gr(f,P,) paran par.

Para cada n impar e cada a € P, definimos

Vm(a) U{I/m(b) :bePpebCal (m>mn, mimpar),
v, (a) = U{c 1c € Qe vy(c) Cal (m>n, mpar),

Un(a) = U{I/m(a) :m >n, m impar} U U{V;Ll(a) :m >mn, m par}.

Analogamente, definimos v, (c) (m > n, m par), v,.,}(c) (m > n, m impar) e /,(c) para n par e

¢ € Q,. Dizemos que a sequéncia (v,) comuta com refinamentos se os diagramas

Vn Vn
Pn » Qn Pn « Qn
in jn i-ﬂ _la
Vil Va1
Poi1 < Qu-1 Pn+1 > Qun
h impar n par

sdo comutativos, onde i, e j, denotam as aplicacoes de refinamento.
Apresentamos as seguintes caracterizagoes deste conceito.
Proposicao 1.5.9. Com as notagdes acima, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) (vn) comuta com refinamentos.
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(ii) As seguintes inclusoes sao vdlidas:

— vm(a) C vp(a) sempre que n é impar, m é impar, m > n e a € P,
— vl (a) C vy(a) sempre que n é impar, m é par, m >n e a € Py,.
— Um(c) C vp(c) sempre que n € par, m é par, m >n ec € Q,.

— vl (e) Cuy(c) sempre que n é par, m € impar, m >n ec € Q,.

(iii) As seguintes igualdades sdo validas:

— Up(a) = vy(a) sempre que n é impar e a € Py,
— Up(c) = vp(c) sempre que n é par e c € Q.
Demonstracao:

(i) = (ii): Sejam n,m € N tais que n e m sdo impares e m > n. Como (v,) comuta com

refinamentos, o diagrama

Pn | Qn

Pm » Qm

é comutativo, onde as setas para cima indicam as aplica¢oes de refinamento. Dado a € P,, seja

b € Py, tal que b C a. Entao i(b) = a, donde

Vm(b) C j(¥m (b)) = vn(i(b)) = vn(a).
Logo,
Um(a) C vy(a).

De maneira semelhante se prova a terceira inclusao. Por outro lado, sejam n,k € N tais que n

é impar, k é par e k > n. Como (v,) comuta com refinamentos, o diagrama

Vn

Py » QII

Vi

Qx

A

Px
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é comutativo, onde as setas para cima indicam as aplicagoes de refinamento. Dado a € P, seja

¢ € Qy tal que vk(c) C a. Entéo i(vg(c)) = a, donde

¢ Cj(e) = va(i(vi(c))) = vala).

Logo,

Vk_l(a) C vp(a).

De maneira semelhante se prova a quarta inclusao.
(i) = (iii): Obvio.
(iii) = (i): Suponha n impar e ¢ € Q,11. Logo, vp11(c) € Ppy1, € colocamos a = i, (vp4+1(c)) €

Ppn. Como n+ 1 é par e v,41(c) C a, temos que
cC (z/nﬂ)_l(a) C vp(a) = vn(a) € Qp,
por hipé6tese. Além disso, ¢ C j,(c) € Q. Assim,
Jn(c) = vn(a) = vn(in(vni1(c))).
Para n par a prova é analoga. ]

Definigao 1.5.10. Dizemos que a sequéncia (v,,) comuta assintoticamente com refinamentos se

lim diam({v2,—1(a) :a € Pap_1}) =0

n—oo

Jim diam({n(c) : ¢ € Qan}) =0.

Observagao 1.5.11. Segue da proposigao anterior que se (1,) comuta com refinamentos, entao

(vn) comuta assintoticamente com refinamentos. De fato, para cada n € N,

{ton—1(a) : a € Pan—1} = {von—1(a) : a € Pan—1} = Qon—1

{an(c) 1 ¢ € Qan} = {van(c) : ¢ € Qan} = Pan.

Como (P2y) € (Qan—1) sdo subsequéncias de (P,,) e (Qy,), respectivamente, entao

Jim diam({v2n—1(a) : a € Pap_1}) = Jim diam(Qa2y,—1) =0

Jim diam({van(c) : c € Qan}) = Jim diam(Pa,) = 0.
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Teorema 1.5.12. Sejam f,g € C({0,1}Y). Entdo as sequintes afirmacies sio equivalentes:
(i) f e g sao conjugadas;

ii) existem sequéncias decrescentes e nulas (Py) e (Q,) de particoes de {0,1 N e aplicacdes
(ii) q partig : plicag

de grafos dirigidos sobrejetivas

Von—1 : Gr(f, Pan—1) = Gr(g, Qan—1) € 1o : Gr(g, Q2,) — Gr(f, Pap)

tais que a sequéncia (v,) comuta com refinamentos;

(iii) ezistem sequéncias decrescentes e nulas (Py) e (Qy) de particoes de {0,1}N e aplicages

de grafos dirigidos sobrejetivas

Von—1 : Gr(f, Pan—1) = Gr(g, Qan—1) € 1o : Gr(g, Qon) — Gr(f, Pap)

tais que a sequéncia (v,) comuta assintoticamente com refinamentos.

Demonstracao:

(i) = (ii): Pela implicacdo (i) = (ii) no Teorema existem sequéncias decrescentes e nulas
(Pn) e (Q) de particdes de {0, 1} e isomorfismos de grafos dirigidos 6,, : Gr(f, P,) — Gr(g, Q)
tais que a sequéncia (,,) comuta com refinamentos. Assim, é suficiente definir v,, = 6,, para n

fmpar e v, = 0,1 para n par.

(ii) = (iii): Segue da Observagao [1.5.11

(iii) = (i): Seja n impar. Para cada ¢ € Q,, escolhemos uma particdo Qf, de ¢ com a mesma

cardinalidade de v 1

—1(c). Podemos entdo definir uma bijecio ¢ de v, *(c) sobre Q5. Seja

9,= |J <,
c€Qn
que é um refinamento de Q,,, e consideremos a bijecao ¥, de P, sobre 0,, definida por ¥y, ]th © =
Y& para todo ¢ € Q,,. Para cada a € P,, como a € P, e ¢¥(a) € Q, sdo espagos de Cantor, o
Teorema de Brouwer nos d4 um homeomorfismo h% : a — ¢, (a). Seguindo o mesmo processo
feito na demonstracao do Teorema definimos h,, € H({0,1}") colocando h,|, = h% para
todo a € P,,. Entao,
U hn(a) = ¢ para todo c € Q,,.

aéuﬁl(c)
Segue que,

hn(a) C vp(a) para todo a € P,.

Por outro lado, fixemos € > 0. Como (v,,) comuta assintoticamente com refinamentos, existe ng
impar tal que

diam({v,(a) : a € Pp}) < e sempre que n > ng, n impar.
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Tomamos o € {0,1}N e m > n > ng com m e n impares. Sejam a € P, e b € P, tais que ¢ € a

e o € b (note que b C a, pois P, é um refinamento de P,,). Entéo,
hn(0) € vp(a) Cop(a) e hp(o) € vp(b) C vp(a) C vy(a),
donde
d(hp(0), hp(0)) < diam(v,(a)) < e.

Portanto,

d(hm, hn) <€ sempre que m > n > nyg.

Isto prova que (hp)p tmpar ¢ uma sequéncia de Cauchy em C({0, 1Y), Pela completitude de
C({0,1}Y), a sequéncia (hn)n tmpar converge para um certo h € C({0, 1}Y). Da mesma forma,

para cada m par, escolhemos ¢, € H ({0, 1}) tal que
U tm(c) =a para todo a € Pp,.
cevml(a)

Entao,

tm(c) C vm(c) para todo ¢ € Q.

Argumentando como antes, vemos que (t,;)m par converge para um certo t € C({0, 1}%).
Agora, sejam o € {0,1}N e n fmpar. Sejam ¢ € Q41 e a € P, tais que 0 € c e t,y1(0) € a.

Como tp41(0) € tnt1(c) C vpt1(c) € Pry1 € thi1(0) € a € Py, temos que vy,41(c) C a. Logo,

o €cCuyli(a) Cinla)

Além disso,

hn(tni1(0)) € hp(a) Cvp(a) C vp(a).

Portanto,
d(hp(tht1(0)),0) < diam({v,(a) : a € Py}).

Isto implica que (hpotn+1)n impar — I, onde I é a aplicagdo identidade de {0, 1}N. Analogamente,
(tm © hint1)mpar — I. Daf, hot =toh =1 e, assim, h € H({0, 1}1).
Finalmente, dados o € {0, I}N e n fmpar, sejam a,b € P, tais que o € a e f(o) € b. Entao,

ab € Gr(f,Py), o que implica que vp(a)on(b) € Gr(g, Qp), isto &,
9(vn(a)) Ny (b) # 0.
Cotmno hn(f(0)) € vn(b) € Qn € glhn(0)) € g(vn(a)) € g(Qn), obtemos
d(hn(f(0)), 9(hn(0))) < diam(vy (b)) 4 diam(g(vn(a))) < diam(Qy) + diam(g(Qn)).
Portanto, fazendo n — oo, concluimos que ho f = goh, isto é, f =h togoh. O

32



Capitulo 2

Dinamica dos Homeomorfismos

Genéricos do Espaco de Cantor

2.1 Introducao

No presente capitulo estabeleceremos um resultado principal que oferece uma descricao geo-
métrica e tedrica de grafos dos homeomorfismos da classe de conjugacao residual do grupo dos
homeomorfismos do espago de Cantor (Teorema , que nos diz, de maneira vaga, que para
cada homeomorfismo h desta classe existe uma partigdo P do espaco de Cantor com didmetro tao
pequeno quanto se queira de modo que o grafo Gr(h, P) é de um tipo especial. Como ficaré claro
no decorrer desde capitulo, tal descricdo é muito facil de usar e bastante util para estabelecer
propriedades dindmicas dos homeomorfismos da classe de conjugacao residual. Neste capitulo
apresentaremos diversas aplicagoes da descricao desta classe, entre elas provaremos que todo ho-
meomorfismo desta classe ndo tem um par Li-Yorke, mas tem a propriedade de sombreamento.
Provaremos também que para todo homeomorfismo A desta classe, a restricdo a cada um de seus
conjuntos w-limite é topologicamente conjugada ao sistema dindmico conhecido como odémetro
universal e que o conjunto de pontos recorrentes de h é igual ao conjunto de pontos recorrentes
em cadeia de h. Além disso, h é continuo em cadeia num conjunto aberto e denso do espago de
Cantor, mas nao ¢é equicontinuo em cada ponto de um conjunto nao-enumeravel.

Na Secao apresentaremos uma descricdo geométrica e tedrica de grafos dos homeomor-
fismos da classe de conjugagao residual do grupo dos homeomeorfismos do espaco de Cantor,
que afirma que para cada homeomorfismo h desta classe existe uma particdo P do espaco de
Cantor com didmetro tdo pequeno quanto se queira de modo que o grafo Gr(h,P) consiste de

uma uniao finita de halteres disjuntos, cada um com as mesmas caracteristicas.

Na Secao teceremos alguns comentarios sobre caos Li-Yorke e entropia topolédgica. Pro-

varemos que nenhum elemento da classe de conjugacao residual tem um par Li-Yorke e vamos
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concluir que todo elemento desta classe tem entropia topoldgica zero.

Na Secao [2.4] teceremos alguns comentdrios sobre as propriedades de sombreamento e som-
breamento fraco. Além disso, provaremos que todo elemento da classe de conjugacéo residual

tem a propriedade de sombreamento.

Na Secao definiremos os conceitos de odémetro e odémetro universal. Apresentaremos
uma caracterizacdo da relacao de conjugacdo entre odémetros e outra entre uma funcao continua
de um espago topolégico compacto e um odémetro. Também provaremos que a restricdo de
cada homeomorfismo da classe de conjugacao residual a cada um de seus conjuntos w-limite é
topologicamente conjugada ao odémetro universal.

Na Segao [2.6] estabeleceremos alguns resultados importantes sobre as nogoes de recorréncia
de cada homeomorfismo h da classe de conjugacido residual. Provaremos que o conjunto de
pontos periddicos de h é vazio. Além disso, provaremos que o conjunto de pontos recorrentes de
h é um espaco de Cantor e é igual ao conjunto de pontos recorrentes em cadeia de h.

Na Secao provaremos que cada homeomorfismo h da classe de conjugacao residual é
continuo em cadeia num conjunto aberto e denso do espago de Cantor, mas nao é equicontinuo

em cada ponto de um conjunto nao-enumeravel.

2.2 Caracterizacao dos homeomorfismos genéricos

Sejam h € H ({0, 1}Y), P uma particao de {0, 1} e D uma componente de Gr(h, P) que seja

um haltere. Escrevemos
D ={uy,...,ury U{v1,...,vs} U{wr,...,w}.

Definicao 2.2.1. Dizemos que D contém um ciclo esquerdo de h (resp. um ciclo direito de h)
se existe um subconjunto nado-vazio e simultaneamente aberto e fechado a de wu; (resp. de wy)

tal que h"(a) = a (resp. h'(a) = a).

Seguindo as notagoes acima, comegamos descrevendo dois métodos que permitem aumentar
o comprimento da barra do haltere D.

Da definicio de Gr(h,P), temos que u; = h~!(uz) U h~1(v1), onde h=t(uz) e h~1(v;) sdo
subconjuntos nao-vazios, simultaneamente abertos e fechados, e disjuntos de {0, 1}N. Se subs-
tituirmos o conjunto u; pelos conjuntos h~'(ug) e h~!(v1), obteremos um refinamento P’ de P

tal que Gr(h,P’) tem o seguinte haltere como uma componente:
D' = {uy, b (ug), ug, .. up 1 YU LR (01), 01,0y vs ) U{wr, oo we d

Chamamos este procedimento o método de aumentar a barra do haltere para a esquerda.
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De forma similar, temos que w; = h(vs) U h(w;), onde h(vs) e h(w;) sd@o subconjuntos nao-
vazios, simultaneamente abertos e fechados, e disjuntos de {0, 1}N. Se substituirmos o conjunto
wy pelos conjuntos h(vs) e h(wg), obteremos um refinamento P” de P tal que Gr(h,P”) tem o

seguinte haltere como uma componente:

D" ={uy,...,u.y U{vr, ... 05, h(vs)} U {wa, ... we, h(wy)}.

Chamamos este procedimento o método de aumentar a barra do haltere para a direita.

Observe que esses métodos ndo alteram os pesos das placas, mas aumentam o comprimento
da barra em 1. Assim, aplicando esses métodos repetidamente, podemos fazer com que a barra
do haltere D aumente & esquerda e/ou a direita o quanto se queira.

Além disso, se a C uj e b C wy sdo subconjuntos nao-vazios e simultaneamente abertos e
fechados tais que h"(a) = a e hf(b) = b, entdo h~!(a) C u, e h(b) C wo também sio subconjuntos
nio-vazios e simultaneamente abertos e fechados tais que h"(h=(a)) = h=1(a) e ht(h(b)) = h(D).
Assim, se D contém um ciclo esquerdo de h (resp. um ciclo direito de h), entdo D’ contém um
ciclo esquerdo de h (resp. D" contém um ciclo direito de h).

A seguir apresentamos a definicio de uma particdo h-regular e estudamos as relagdes que

existem entre os grafos associados a essas partigoes.

Definigdo 2.2.2. Seja h € H({0,1}"). Uma partigio P de {0, 1}N é h-regular se cada compo-
nente de Gr(h,P) é um haltere balanceado que contém um ciclo esquerdo e um ciclo direito de

h e todas as componentes de Gr(h,P) tém o mesmo peso de placa (denotado por w(h,P)).

Observagao 2.2.3. Os métodos para aumentar a barra do haltere transforman particdes h-

regulares em particbes h-regulares.

Dadas duas parti¢goes h-regulares P e P’ tais que P’ é um refinamento de P, é possivel
encontrar uma relagdo entre as componentes de Gr(h,P) e Gr(h,P’). Mais ainda, também

existe uma relagao entre w(h,P) e w(h,P’) como veremos a seguir.

i. Cada componente D’ de Gr(h, P’) deve estar contida em alguma componente D de Gr(h, P),
no sentido de que a unidao de todos os vértices de D’ estd contida na unido de todos os
vértices de D. De fato, existe uma aplicacdo de refinamento v : P/ — P. Logo, se
ab € Gr(h,P'), entao y(a)y(b; € Gr(h,P). Seja D' uma componente de Gr(h,P’). Su-
ponha que a,b sdo vértices de D’ tais que v(a) € D e v(b) € D, onde D e D sio com-
ponentes diferentes de Gr(h,P). Logo, existem a1 = a,as,...,a, = b vértices de D’ tais
que a;11a; ou a;a; 11 ¢ uma aresta de D' para cada 1 < i < n. Entao, m ou

v(a;)v(ait1) € Gr(h,P) para cada 1 < ¢ < n, isto é, v(a) e v(b) pertencem a uma mesma

componente de Gr(h,P), o que é uma contradigao.

Concluimos que, para cada componente D" de Gr(h, P’), existe uma componente D de

Gr(h, P) tal que cada vértice de D’ estd contido num vértice de D.
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ii. w(h,P’") é necessariamente um multiplo de w(h,P). De fato, se uma componente D’ de
Gr(h,P’) esté contida numa componente D de Gr(h,P), entdao cada um dos ciclos de D’

deve estar contido num dos ciclos de D. Logo, w(h,P’) é um miltiplo de w(h, P).

Consideremos duas partigoes h-regulares P e P’ tais que P’ é um refinamento de P. Seja D’

uma componente de Gr(h,P’) que estd contida numa componente D de Gr(h, P). Escrevemos

D ={u1,...,ug} U{vr,...,u} U{w,...,ws}

D' = {ufy,...,ugy U{vy,. . vpy U{wy, .. wy )

Com as notagdes acima, introduzimos a seguinte classificacao.

(1) SeUfa:ae D'} CuU...Uuq e uf,w] C up, dizemos que D' é um subhaltere de D de
tipo 1.

(2) SeU{a:ae D'} CwiU...Uw, e u),w] C wi, dizemos que D' é um subhaltere de D de

tipo 2.

(3) Se U{a: a € D'} intercepta vy U... U, uy C ur, wy Cwy e vy.yq Cvy,...,0. ., C v para
algum inteiro r > 0 tal que r =1’ — | — r, dizemos que D’ é um subhaltere de D de tipo 5.

Geometricamente, v, ...,v,; estdo no centro da barra de D'.

No caso em que D’ nao seja um subhaltere de D de tipo 1 (resp. tipo 2, tipo 3), aplicando
os métodos de aumento de barra em D’ é possivel obter uma particao h-regular P” tal que P” é
um refinamento de P e Gr(h, P”) tem uma componente D" que é um subhaltere de D de tipo 1

(resp. tipo 2, tipo 3). De fato:

e Se Ha:ae D'} CujU...Uuy e ) Cu, para algum 1 < s < g, entdo aplicamos em D’
o método de aumentar a barra do haltere para a esquerda s — 1 vezes. Analogamente, se
w} C u; para algum 1 < t < ¢, entdo aplicamos em D’ o método de aumentar a barra do
haltere para a direita ¢ —t + 1 vezes. Assim, obteremos o haltere desejado D" e, portanto,

a partigao h-regular P”.

e SeU{a:ae D} CwU...Uw; eu) Cwsefouw] Cwcoml < s,t< g, entdo

raciocinamos como no caso anterior.

e SeJ{a:a € D'} intercepta v, U...Uv;, pelos casos anteriores podemos supor que v} C ug

e w) C wy. Neste caso, deve existir um inteiro » > 0 tal que

/ / /
Vg1 C V1L, Vg CU2,...,0. 41 C Uy,

upU... .Uy Uvj U, Uy, CugU... Uy

36



Up g U Uy Uw UL Uy Cwp U Uwg.

Logo, v} C ug,...,v. C ui, entdo r é um miltiplo de ¢q. Além disso, temos que r+1 =1’ ou
r+1#1. Ser+1#1U', entdo v ;| Cwy,...,vy Cwy Logo, em ambos casos I’ —1 —1 ¢é
um multiplo de g. Se r > I’ — 1 —r, entdo aplicamos 2r — I’ +1 vezes o método de aumentar
a barra para a direita em D’. Se r <!’ — [ — r, entao aplicamos I’ — [ — 2r vezes o método

de aumentar a barra para a esquerda em D’. Assim, conseguimos o que queriamos.

A discussao anterior sugere a seguinte defini¢ao.

Definicao 2.2.4. Sejam P e P’ parti¢oes h-regulares. Dizemos que P’ é uma h-subparticio de
P se P’ é um refinamento de P e cada componente de Gr(h,P’) é um subhaltere (de tipo 1, 2

ou 3) de uma componente de Gr(h,P).

Observagio 2.2.5. Se P e Q sdo particdes de {0,1} e diam Q é suficientemente pequeno,
entdo Q é necessariamente um refinamento de P. De fato, se a,b € P e a # b, entdao d(a,b) > 0
ja que a e b sdo conjuntos fechados e disjuntos num espago compacto. Se diam Q é menor que
¢ = min{d(a,b) : a,b € P,a # b}, entdo cada ¢ € Q tem que estar contido em algum a € P. De
fato, caso contrario, existiriam x,y € ¢ € Q e a,b € P distintos tais que x € a e y € b, donde

diam ¢ > d(z,y) > €, o que seria uma contradi¢gao. Assim, Q é um refinamento de P.

Segue da Defini¢do que se P’ é uma h-subpartigdo de P com diam P’ suficientemente
pequeno e D é uma componente de Gr(h,P), entdo D pode ser pensado como a unido de seus
subhalteres em relagdo a P’. Claramente, deve existir pelo menos um subhaltere de D de tipo 3.
Além disso, existem elementos de P’ contidos no ciclo esquerdo (resp. ciclo direito) de h em D,
donde devem existir subhalteres de D de tipo 1 (resp. de tipo 2). Mais precisamente, podemos
fazer o nimero de subhalteres de D de tipo 1 (resp. tipo 2, tipo 3) tao grande quanto se queira
escolhendo P’ com didmetro suficientemente pequeno.

Seja X um espaco topologico. Lembramos que um conjunto A C X se diz magro ou de
primeira categoria em X se puder ser escrito como uma unido enumeravel de conjuntos nunca

densos em X, isto é,

A= U A,, onde int(A,) =0 para todo n € N.

n=1

Além disso, se B C X e X\B é um conjunto magro, se diz que B é um conjunto residual em X.

Agora estamos prontos para demonstrar o seguinte teorema, que é o fato principal desta
secdo. Este teorema da uma descrigdo geométrica simples, através de grafos, da classe de con-
jugacdo residual de H({0,1}Y).
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Teorema 2.2.6. Seja S o conjunto de todos os h € H({0,1}) com a sequinte propriedade.
(P) Para cada m € N, existem uma particio P de {0,1}N com diam P < % e um maultiplo g € N
de m tal que cada componente de Gr(h,P) é um haltere balanceado com peso de placa q! que
contém um ciclo esquerdo e um ciclo direito de h.

Entdo, S é uma classe de conjugagio residual de H({0,1}Y).

Demonstragdo: Para cada m € N, seja S,, o conjunto de todos os h € H({0,1}) que satisfa-
zem a propriedade contida em (P) para este m particular.

AFIRMACAO 1: Se a é um subconjunto préprio e simultaneamente aberto e fechado de
{0,1}N e n € N, entdo o conjunto A = {f € H({0,1}) : f*(a) = a} é aberto em H ({0, 1}V).

De fato, seja f € A, entdo f"(a) = a e f({0,1}\a) = {0,1}\a. Como a e {0,1}M\a
sdo disjuntos e fechados num compacto, entdo ¢ = d(a,{0,1}"\a) > 0. Usando o fato que a
aplicagao f € H({0,1}) — f™ € H({0,1}") é continua para todo m € N, obtemos um § > 0
tal que d(f",¢") < e para todo g € H({0,1}) com d(f,g) < 6. Tomamos g € H({0,1}V)
tal que d(f,g) < 0. Se z € a, entdo ¢g"(z) ¢ {0,1}N\a. Logo ¢"(a) C a. De forma similar,
se y € {0,1}M\a, entdo ¢g"(y) € {0,1}\a, isto é, ¢"({0,1}N\a) C {0,1}M\a. Como g é um
homeomorfismo, temos que ¢g" ({0, 1}\a) = {0,1}\¢"(a), o que implica que a C g"(a). Assim,
g"(a) = a. Portanto, A é aberto em H({0, 1}).

Vamos mostrar que S, é aberto em ({0, 1}Y). Seja h € S,,, entdo existem uma particio P
de {0,1}N com diam P < %, um multiplo ¢ € N de m e um k inteiro positivo tal que Gr(h, P)
consiste de k halteres balanceados Dq,..., D, com peso de placa ¢!. Para cada 1 < i < k,

esCrevemos
D; = {uil,...,uf]!} U {vi,...jvéi} U {wij...,wé!}.

Além disso, existem a; C u} e b; C wi ndo-vazios e simultaneamente abertos e fechados tais

que h®(a;) = a; e h?(b;) = b; para cada 1 < i < k. Pela afirmacdo anterior, os conjuntos

A; = {f € H{0,13Y) : f9(a;) = a;} e B; = {f € H({0,1}) : f9'(b;) = b;} sdo abertos em
k

H({0,1}") para cada 1 < i < k. Logo, X = ﬂ(Az N B;) é aberto em H({0,1}) e h € X.

i=1
Como h € C({0,1}Y), pela Observacio [1.2.10| temos que [h] é aberta em C({0,1}"). Entdo,

existe V aberto em H ({0, 1}) contendo h tal que V C X N [h] N H({0,1}N). Se f € V, entdo
Gr(f,P) = Gr(h,P) (pela Observacio [1.4.3) e f9(a;) = a;, f¢(b;) = b; para cada 1 < i < k,
isto é, f € Sp,. Portanto, Sy, é aberto em H ({0, 1}").

Vamos provar que cada S, também é denso em #H({0,1}Y). Para isso, fixamos m € N, f €

H({0,1}) e € > 0. Aplicando o teorema de aproximacio (Teorema [1.4.6[ (b)) com min {5 i}

2'm

no lugar de ¢, obtemos inteiros positivos K, N, S e M com as propriedades descritas no teorema.
Escolhemos um miultiplo ¢ > 2 de m tal que ¢! é um miltiplo de N e M. Entao, para k = K,
s=Sen=m=gql,0 Teoremam (b) nos d4 um g € H({0,1}") e uma partigao P de {0, 1}

38



com

] 1
d(f,g) < e diamP<min{€,}’
2'm

DN ™

tal que Gr(g,P) é um grafo dirigido cujas componentes sao halteres balanceados com peso de
placa q!.

Agora, vamos definir h € H({0,1}) da seguinte forma: para cada componente (haltere)
D ={u,...,ug} U{v,...,vs} U{w1,...,wg}

de Gr(g,P), escolhemos subconjuntos préprios, ndo-vazios e simultaneamente abertos e fechados
a de g7 (uz) e b de g(wy). Pela Afirmagio 1 na demonstragdo do Teorema o0s conjuntos
a, b, ui\a, g9 "(a), g9 7H(b), ug\g? " (a), wu\g? L (b) e g(wy)\b sdo espacos de Cantor. Logo,
pelo Teorema de Brouwer (Teorema , existem homeomorfismos

hy g% a) — a,

ho : qu\gq!_l(a) — u\a,
hy:g? 1 (b) = b e

ha = wg\g? T (B) = g(wa)\b.

A partir desses homeomorfismos, definimos h|ug : ug — uy por

h(g"H(a)) = a e hlug\g® '(a)) = ui\a,

e definimos h|wg : wy — g(wg) por

h(g® ' (D)) = b e h(wg\g® ' (b)) = glwa)\b.

Além disso, nos vértices restantes de D definimos h = g. Por construcao, temos que h(c) = g(c)
para todo vértice ¢ de D, donde Gr(h,P) = Gr(g, P). Além disso, como h = g em todo vértice
de D exceto ug e wy, e como g(u;) = w1 para 1 < i < ¢!, entdo h?(a) = g?"!(a). Logo,
h?(a) = h(g?'(a)) = a. De forma similar, se cumpre que g(w;) = w;;1 para 1 < i < ¢!, entdo
h?=1(b) = g¢~1(b). Logo, h?(b) = h(g?~1(b)) = b. Portanto, cada componente (haltere) de
Gr(h,P) contém um ciclo direito e um ciclo esquerdo de h, o que mostra que h € S,,. Pela
definicdo de h, temos que d(g, h) < diam P, isto é, d(g, h) < 5. Portanto, d(f,h) < e, provando
que Sy, é denso em H({0,1}). Assim, S =[] S, é um subconjunto residual de H({0, 1}V).
Observe que uma outra maneira de definir o conjunto S é a seguinte: S é o conjunto de todos
os h € H({0,1}N) tais que, para cada m € N, existem uma particdo h-regular P e um miltiplo
q € N de m tais que diamP < % e w(h,P) = q!. Segue que se h € S, é possivel encontrar
partigoes h-regulares P com didmetro tao pequeno quanto se queira e w(h,P) um miltiplo de

qualquer inteiro positivo que se queira.
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Além disso, se h € S e P é uma particdo h-regular, entdo pela observagdo anterior e pela
Observacao existem h-subparticoes P’ tais que diam P’ é tao pequeno quanto se queira e
w(h,P") é um miltiplo de qualquer inteiro positivo que se queira.

Estamos agora em posicdo de provar que S é uma classe de conjugagao.

Se f€Sege H{0,1N) é conjugado a f, entdo g € S. De fato, existe h € H({0,1})
tal que f = h~'gh. Fixemos m € N. Pela continuidade uniforme de h, existe § > 0 tal que
d(h(z),h(y)) < L sempre que d(z,y) < 6 (z,y € {0,1}). Escolhemos k € N miltiplo de m
tal que % < §. Como f € S5, existem uma particio f-regular P e um multiplo ¢ € N de k tais
que diam P < 7 e w(f,P) = g!. Definimos a particio @ = {h(c) : ¢ € P}. Pela continuidade

uniforme de h, temos que diam Q < % Logo,
abe Gi(f,P) & h(a)h(b) € Gr(g, Q),

o que significa que o haltere

D ={u,...,ug} U{v,...,vs} U{wy,...,wy}

¢ uma componente de Gr(f,P) se e somente se o haltere
D = {h(u1),...,h(ug)} U{h(v1),..., h(vs)} U {h(w1), ..., h(wy)}

¢ uma componente de Gr(g, Q). Além disso, existem a C u; e b C w; ndo-vazios e simultanea-
mente abertos e fechados tais que f%(a) = a e f%(b) = b. Logo, h(a) C h(u1) e h(b) C h(w)
também sdo simultaneamente abertos e fechados. Como hf? = g?h, entdo g% (h(a)) = h(a) e
g% (h(b)) = h(b). Assim, g € S.

Sejam f,g € S. Resta provar que f e g s@o conjugados. Em vista do Teorema é
suficiente construir sequéncias (Py), (Qn) e (v,) com as propriedades descritas na parte (ii) do
teorema.

Para construir P, Q1 e v1, comecamos tomando uma particao g-regular Q1 com diam Q1 < 1.
Logo, tomamos uma particdo f-regular P; tal que diamP; < 1, w(f,P1) é um miltiplo de
w(g, Q1) e o conjunto A de todas as componentes de Gr(f,P;) tem cardinalidade maior ou igual
a cardinalidade do conjunto B de todas as componentes de Gr(g, Q1). Aplicando os métodos de
aumentar as barras dos halteres, podemos supor que todos os halteres em A U B tém o mesmo
comprimento de barra. Escolha uma sobrejecdo ¢ : A — B. Para cada D € A, definimos v; em
D como a unica sobrejecao de D em ¢(D) que envia a barra de D na barra de ¢(D) e satisfaz

a relacao

% e Gr(f,P1) = Ul(a)yl(b; € Gr(g,91) (a,be D).

Desta forma, obtemos uma aplicagdo de grafos sobrejetiva vy : Gr(f, P1) — Gr(g, Q1).
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Para construir Pa, Qo e 1o, comecamos tomando uma f-subparticao Py de P; tal que
diam Py < % e cada componente de Gr(f,P;) tem subhalteres de tipos 1, 2 e 3 em relagao
a Py. Logo, tomamos uma g-subparticdo Qo de Q; tal que diam Qg < %, w(g, Q2) é um multi-
plo de w(f,P2) e cada componente de Gr(g, Q1) tem subhalteres de tipos 1, 2 e 3 em relagao
a Qy. Fixemos uma componente D de Gr(g, Q1) e seja {D1,...,D,} o conjunto de todas as
componentes D; de Gr(f,P;) tais que v1(D;) = D. Podemos dividir o conjunto de todos os
subhalteres D’ de D em relacao a Q9 em trés conjuntos disjuntos Aq, As e A3, de acordo com se
D’ é de tipo 1, 2 ou 3, respectivamente. Similarmente, para cada 1 < j < r, o conjunto de todos
os subhalteres de D; em relagao a Py ¢ dividido nos conjuntos Bj 1, Bj2 e Bj 3, de acordo com

se eles sdo de tipo 1, 2 ou 3, respectivamente. Podemos supor que Q- foi escolhida de modo que
Card A; > Card(B;U...UB,;) parai=1,2,3.

Assim, podemos escolher uma sobrejecao ¢; : A; — By; U...UB,; (i = 1,2,3). Além disso,
usando os fatos que os halteres D, Dq,..., D, tém o mesmo comprimento de barra e que cada
nimero na sequéncia finita w(g, Q2), w(f, P2), w(f,P1), w(g, Q1) é um multiplo de seu sucessor,
e aplicando os métodos de aumentar as barras dos halteres, podemos supor que todos os halteres
em A;UB;;U...UB,; tétm o mesmo comprimento de barra (mas o comprimento da barra pode
depender de 7). Agora, para cada i € {1,2,3} e cada D’ € A;, definimos v5 em D’ como a tnica

sobrejecao de D’ em ¢;(D’) que envia a barra de D’ na barra de ¢;(D’) e satisfaz a relacao

ab e Gr(g, Q2) = m(a)n() € Gr(f,Ps) (a,be D).

Definindo v desta forma para cada componente D de Gr(g, Q1), obtemos uma aplicacdo de
grafos sobrejetiva vs : Gr(g, Q2) — Gr(f, Pa).
AFIRMACAO 2: Se cumpre

(x) j1(a) = v1(i1(v2(a))) para todo a € D',

onde 71 : Po — Py e j1 : Q2 — Q1 sdo as aplicagoes de refinamento.
De fato, sejam w(g, Q1) = m1, w(f,P1) = n1, w(f,P2) = n2 e w(g,Q2) = maz tais que
ni = nig, ne = 1M1 € my = 1Ny, onde m = n significa que m é um multiplo inteiro positivo de n.

Seja D' um subhaltere de tipo i (i = 1,2 ou 3) de uma componente D de Gr(g, Q1). Sejam

D ={uy,...,um fU{v1,...,0f U{wi,...,w;m, } €

D' ={uy,...,up, FU{vy, .., vl U{wl, .. wp,, )

Como cada vértice ¢ € D’ estd contido num vértice de D, entdao ji(c) é um vértice de D. A
imagem de ¢ € D’ pela aplicacao de refinamento j; vai depender de acordo com se D’ é um

subhaltere de D de tipo 1, 2 ou 3.
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e Se D' é um subhaltere de D de tipo 1, entdo ji(uys ;) = wi, j1(vyg,45_1) = Ui €

jl(w;ﬁﬁi) =u;, onde 1 < i < mjy.

e Se D' é um subhaltere de D de tipo 2, entdo ji(uys, ;) = wi, Ji(vys, 45 1) = wi e
jl(w;ﬁl_ﬂ-) = w;, onde 1 < i < my.

 Se D' é um subhaltere de D de tipo 3, entdo ji(u); ;) = u; e ji(wy;, ;) = w;. Para ji(vy,)

temos 3 casos. Seja r = (s —1)/2 (r = ni1), se 1 < k < r, entdo ji(vy5,,5_1) = ui; se

r+1<k<r+1 entdo ji(v},) = vg—r; se r+1+1 < k < s, entao jl(v7/7‘i1+l+i) = wj, onde
1 S ) S mi.

Considere ¢; definido como acima. Escrevemos
Gi(D') = {i, ... Gy } U{D1,..., 05} U {1, .., 0n,}

Logo, da definicio de vo, se tem que va(uy, ;) = Ui, va(vy) = x e va(wy,,;) = Wi, onde
1 <1< ng.

Por construgao, ¢;(D’) é um subhaltere de tipo i (i = 1,2 ou 3) para alguma componente
D; de Gr(f,P1). Logo, para cada vértice ¢ € ¢;(D’), se tem que i1(c) é um vértice de D;. A
imagem de ¢ € ¢;(D’) pela aplica¢ao de refinamento i; vai depender de acordo com se ¢;(D’) é

um subhaltere de D; de tipo 1, 2 ou 3. Escrevemos

Dj = {ﬂl,...,ﬁnl}U{ZA}l,...,’LA)Z}U{’LZH,...,ZT}TLI}.

A

e Se ¢1(D’) é um subhaltere de D; de tipo 1, entdo i1 (U 4i) = Ui, 01(Ony4i-1) = G €

il(wn"l—l—i) = ﬂi, onde 1 é /) S ni.

o Se ¢2(D’) é um subhaltere de D; de tipo 2, entao i1 (U 4i) = Wi, 11(riy4i-1) = W; €

11(Wys, i) = W, onde 1 < i < nj.

e Se ¢3(D’) é um subhaltere de D; de tipo 3, entao i1(ty,+i) = @ € 91(Wy,+i) = W;. Para
i1(0g) temos 3 casos. Seja r = (s —1)/2 (r=mn1),se 1 <k <7, entdo i1(0;+i—1) = U;; se
r+1<k<r+l entdo i1(Vx) = Op—p; se r + 1+ 1 < k < s, entdo i1 (0, +1+i) = Wi, onde
1<i<n.

Além disso, v1(D;) = D. Entao, da defini¢do de v1, se tem que v (pi,+i) = i, v1(0k) = vk €
V1 (Wi, i) = w;, onde 1 <4 < my.

Pelo exposto, é facil verificar que ji(a) = v1(i1(2(a))) para cada a € D’. Portanto,
j1 :1/102'101/2.

Agora, aplicamos exatamente o mesmo procedimento para construir P3, Qs e v3 (mas com
P3 e Q3 em lugar de Qo e Py, respectivamente), e assim por diante. Isso completa a prova de

que f e g sdo conjugados. O
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No restante deste capitulo vamos mostrar como a descricdo da classe conjugacao residual
de H({0,1}Y) dada pelo Teorema pode ser usada para estabelecer com pouco esforco
propriedades muito precisas dos homeomorfismos desta classe. Assim, ficard claro que esta
descricao é bastante til e muito facil de usar. Outro fato importante é que qualquer propriedade
génerica de um elemento de H ({0, 1}Y) é automaticamente satisfeita por todos os elementos da

classe de conjugacao residual.

2.3 Caos Li-Yorke e entropia topolégica

Definigao 2.3.1. Sejam X um espago métrico e f : X — X uma funcdo continua. Um par

(x,y) € X x X é dito um par Li-Yorke para f se

liminf d(f" (@), /"(%)) =0 ¢ limsupd(f"(z), /"(y)) > 0.

n—oo

A fungdo f é dita Li-Yorke cadtica se existe um conjunto nao-enumerdvel S C X tal que (x,y)

é um par Li-Yorke para f sempre que = e y sdo pontos distintos em 5.

Definigao 2.3.2. Sejam X um espacgo métrico compacto e f : X — X uma funcdo continua.

Dadas coberturas Uy, ..., U, de X, seja
U V-V, ={in---NU, : Uy €Uy,..., Uy € Up}.
A entropia de uma cobertura aberta U de X é definida por
H(U) =log N(U),

onde N (U) denota a cardinalidade minima de uma subcobertura de U e log se refere ao logaritmo

em base 2. A entropia topoldgica de f com respeito a U é definida por

1
hiop(f,U) = lim —HU™™Y),

n—oo n

onde UL =UV fHU)V---V f~=D(U). Finalmente, a entropia topoldgica de f é dada por
htop(f) = Sll/l{p htop(fau)7

onde o supremo é tomado sobre todas as coberturas abertas de X.

O conceito de entropia topolégica foi introduzido por R. L. Adler, A. G. Konheim e M. H.
McAndrew [I] e é um dos conceitos mais importantes em dindmica topolégica.

O conceito de caos Li-Yorke foi introduzido por T. Y. Li e J. A. Yorke [27] no contexto de
aplicagoes do intervalo. Foi o primeiro conceito de caos a aparecer explicitamente na literatura

matematica e se tornou muito popular. Dentre os conceitos mais conhecidos de comportamentos
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cadticos na dindmica topoldgica sobre espagos métricos compactos, caos Li-Yorke é o mais fraco.
Por exemplo, F. Blanchard et al. [I1I] provaram que caos topoldgico (ou seja, entropia topologica
positiva) implica caos Li-Yorke para funges continuas sobre espagos métricos compactos.

E. Glasner e B. Weiss [22] provaram que o conjunto dos homeomorfismos em H ({0, 1}"Y) que
tém entropia topoldgica zero é residual em #({0,1}"). Em outras palavras, os homeomorfismos
genéricos do espaco de Cantor ndo sao topologicamente cadticos. Contudo, isto ndo elimina a
possibilidade de que tais homeomorfismos possam ser Li-Yorke cadticos. O proximo teorema

mostra que este ndo é o caso. Na verdade, ele contém uma conclusido ainda muito mais forte.

Teorema 2.3.3. Nenhum elemento da classe de conjugagio residual de H({0, 1}N) tem um par
Li-Yorke.

Demonstracgio: Seja h um elemento da classe de conjugacio residual de H({0,1}Y). Entdo,
h satisfaz a propriedade (P) do Teorema Suponha que (o, 7) é um par Li-Yorke para h e
tome m € N tal que

% < limsupd(h" (o), h"(1)).

n—oo

Entdo, existe uma particio P de {0,1}N com didmetro < % tal que cada componente de
Gr(h,P) é um haltere balanceado. Pela nossa escolha de m, devem existir infinitos n’s tais
que d(h™(c),h"(r)) > X, donde h"(0) e h™(7) estdo em diferentes conjuntos de P. Por outro
lado, como

liminf d(h" (o), " (7)) =0,

n— oo
devem existir infinitos n’s tais que d(h" (o), h™(7)) é tdo pequena que, necessariamente, h™ (o) e
h™(T) tém que estar no mesmo conjunto de P.

Esté claro que o e 7 estdo numa mesma componente D de Gr(h,P). Escrevemos
D ={uy,...,ury U{vg,...,0s} U{wi,...,wp}.

Como D é um haltere, observe que o tnico vértice de D onde dois pontos podem ser levados em
vértices diferentes é u1. Além disso, o Unico vértice que pode receber dois pontos provenientes
de vértices diferentes é w;.

Se o e T pertencem a um mesmo vértice de D, escolhemos o menor inteiro positivo k tal
que h*(c) e h*(r) estdo em vértices diferentes. Entdo h*~!(o), h*~1(7) € u;. Logo, temos dois

possiveis casos:

o hWFt7(g) e K*+7(7) estdo em vértices diferentes de D para todo n € N. Isto contradiz o
fato de que existem infinitos i’s tais que h*(c) e h¥(T) pertencem a um mesmo conjunto
de P.
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« Existe N € N tal que h**V (o), h**N(7) € wy. Entao h**N*7(g) e h*N+7(7) pertencem
ao mesmo vértice de D para todo n € N, o que contradiz o fato de que existem infinitos

i’s tais que hi(c) e hi(7) pertencem a diferentes conjuntos de P.

De forma similar, se ¢ e T pertencem a vértices diferentes de D, escolhemos o menor inteiro
positivo k tal que hk(a), hk (1) € wy, 0 que é uma contradigdo como no caso anterior.

Portanto, ndo existe um par Li-Yorke para nenhum elemento da classe de conjugagao residual
de H({0,1}"). O

Corolério 2.3.4. Os elementos da classe de conjugacdo residual de H({0,1}Y) tém entropia

topoldgica zero.

2.4 A propriedade de sombreamento

Definigao 2.4.1. Sejam X um espac¢o métrico e h : X — X um homeomorfismo. Dado § > 0,

uma sequéncia (z,)ncz é dita uma d-pseudotrajetoria de h se
d(h(xp), xns1) < 0 para todo n € Z.

Dizemos que h tem a propriedade de sombreamento (ou a propriedade de rastreamento de pseudo-
orbitas) se, para todo € > 0, existe § > 0 tal que toda J-pseudotrajetéria (zy)nez de h é

e-sombreada por uma trajetoria real de h, ou seja, existe z € X tal que
d(xyn,h"(z)) < e para todo n € Z.

A nocao de pseudotrajetéria e a propriedade de sombreamento surgiram com trabalhos de
R. Bowen, C. Conley e Ja. G. Sinal no inicio da década de 1970, motivados por trabalhos de
D. V. Anosov do final da década de 1960. Estes conceitos desempenham um papel fundamental
na teoria qualitativa de sistemas dindmicos e equacoes diferenciais, e tém sido exaustivamente
estudados por diversos autores em muitos contextos diferentes. Referenciamos o leitor aos artigos
originais [13], 14, [16}, 17, 18, 35] e aos livros [25] B2, 33].

O conceito de sombreamento possui muitas variagoes. Nesta secdo, também consideraremos

a chamada propriedade de sombreamento fraco [19]:

Definigao 2.4.2. Sejam X um espac¢o métrico e h : X — X um homeomorfismo. Dizemos que
h tem a propriedade de sombreamento fraco se, para todo € > 0, existe § > 0 tal que para toda
d-pseudotrajetoria (x,)nez de h, existe z € X tal que o conjunto {x, : n € Z} estd contido na

e-vizinhanga da orbita {h"(x) : n € Z}.

E claro que a propriedade de sombreamento fraco ¢ muito mais fraca do que a propriedade

de sombreamento. A sua conclusio é que, para cada n € Z, existe j € Z tal que d(x,, b’ (z)) < €.
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Note que isto é automaticamente verdadeiro se a érbita {h"(z) : n € Z} for densa em X. A
propriedade de sombreamento exige que j tenha que ser igual a n, ou seja, d(zy, h"(z)) < € para
todon € Z.

M. Mazur [28] provou que os homeomorfismos genéricos do espago de Cantor tém a propri-
edade de sombreamento fraco. Contudo, permaneceu em aberto se tais homemorfismos tém a

propriedade de sombreamento ou nao. A resposta a este problema é dada pelo seguinte teorema.

Teorema 2.4.3. Cada elemento da classe de conjugagio residual de H({0,1}Y) tem a proprie-

dade de sombreamento.

Demonstragdo: Seja h um elemento da classe de conjugacao residual de H ({0, 1}Y). Fixee > 0
e escolha m € N tal que % < e. Entdo, existe uma partigdo P de {0, 1}N com diam P < % tal
que toda componente de Gr(h, P) é um haltere balanceado. Seja ¢ a distdncia minima entre dois
elementos distintos de P. Para cada sequéncia X = (0,,)nez em {0, 1}, associamos a sequéncia
S(X) = (Sn(X))nez em P que satisfaz o, € S,(X) para cada n € Z. Seja W = (7,)nez uma
d-pseudotrajetéria de h. Vamos provar que ela pode ser e-sombreada por uma trajetéria real
de h. Temos que

d(h(7h), Th+1) < 6 para todo n € Z.

Logo, pela escolha de §, para cada n € Z, temos que h(7,) e T,+1 pertencem ao mesmo conjunto
de P. Logo, se a,b € P, 7, € a € T,41 € b, entdo % € Gr(h,P). Segue que W estd contida

numa componente D de Gr(h,P). Escrevemos

D={uy,...,ury U{vr,...,0s} U{wi,...,wp}.

Logo, existem apenas trés possibilidades para a sequéncia S(W), a saber:

(1) (ceo g Uy e ey Uy ULy e e ey Uy UL, Vg e ey Ugy Wy e e ey Wy Wy e e vy Wyey ... ), OU
(2) (oo Uty ey Upy ULy e ey Upy ULy e v ey Upy .. ), OU
(3) (ce ey Wlye ey Wy Wy e ey Wy Wy e ey Wy o).

Agora, vamos encontrar trés trajetérias reais de tipo (1), (2) e (3), respectivamente.
Escolhemos algum x num vértice da barra de D. Definimos a trajetéria real Xo = (h"(x0))nez-
Logo, S(Xo) é de tipo (1).

r

Para obter uma trajetéria real que esteja contida em U u;, observe que
i=1

ur D h " (u)) Dh7 (uy) D - Dh T (uy) D - .

o

Segue que ﬂ h™""(u1) é ndo-vazio. Logo, tomamos qualquer gy nesta intersecio e definimos a
n=0

trajetéria real Yy = (h"(yo))nez. Entao, S(Yp) é de tipo (2).
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De forma similar, desde que

wi\h(vs) D A" (w1 \h(vs)) D h* (wi\h(vs)) D --- D K" (wi\h(vs)) D - - -,

oo
podemos tomar zy € ﬂ ™ (wi\h(vs)). Definimos a trajetéria real Zy = (h"(20))nez. Logo,
n=0
S(Zp) é de tipo (3).
Finalmente, se S(WW) é de tipo (1) (resp. de tipo (2), de tipo (3)), escolhemos ng € Z tal que
x = h™(zg) (resp. y = h™(yp), z = h"°(zp)) pertence ao mesmo vértice de 9. Consideramos
a trajetoria real X = (h"(x))nez (resp. Y = (M"(¥))nez, Z = (K"(2))nez). Como diamP < e,

entao d(7,, h"(z)) < € para todo n € Z. Portanto, h tem a propriedade de sombreamento.  [J

2.5 Conjuntos limites e o odometro universal

Dado o € (N\{1})Y, considere o espago produto

Do = [{Za(i)a

onde Zj = {0,...,k — 1} com a topologia discreta. Observe que A, é homeomorfo ao espago
de Cantor. Definimos uma operacao de adigdo em A, da seguinte maneira: se (x1,z2,...) €

(y1, 2, ...) estdo em A,, entdao

(33‘1,33‘2, .. ) + (yl,y2, .. ) = (21,22, .. .),

onde z; = z; + y; + £;—1 mod «(i), com ey =0e

0 se xj—1+yi—1+eos<alt—1
Ei—1 = ‘ ‘ ’ ( ) (222)

1 caso contrario

Exemplo 2.5.1. Seja Ay = ZoXZs XLy XLy X...,onde o = (2,5,7,4,...). Sex = (1,3,1,2,...)
ey=(1,4,3,1,...), entdo x + y = (21, 22,23,24,...), onde 21 =1+ 14+0 mod 2 =0, g1 = 1;
20=3+44+1 mod5=3,e0=1;23=1434+1 mod7=5,e3=0;24=24+1+0 mod 4 =3,

e4 = 0; etc.
Definimos a aplicacdo f, : Ay — Ay como
falz1,22,23,...) = (21,22, 23, ...) + (1,0,0,...).

Dizemos que f, é a aplicagdo “+1”. O sistema dinamico (A, fa) é conhecido como um solendide,
ou uma mdquina de somar ou um odémetro. Também definimos uma funcao M, do conjunto

dos ntimeros primos em {0,1,2,...,00} por

Ma(p) =Y n(i),

i=1
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onde n(i) é o maior inteiro tal que p™® divide a(i). O seguinte teorema provado em [I5]

caracteriza os odometros topologicamente conjugados.

Teorema 2.5.2. Sejam «, 3 € (N\{1})N. Entdo f, e fz sio topologicamente conjugados se e
somente se My = Mg.

Se M, (p) = oo para todo p, dizemos que f, é um odémetro universal. Segue do Teorema
.5.2| que quaisquer dois odémetros universais sdo topologicamente conjugados.

Também precisaremos do seguinte resultado de [12].

Teorema 2.5.3. Sejam o € (N\{1}DN e m; = a(1)a(2)--- (i) para cada i. Seja f : X —
X wma aplicacio continua de wm espaco topologico compacto X. FEntdo f € topologicamente

conjugada a f, se e somente se (1), (2) e (3) valem.

(1) Para cada inteiro positivo i, existe uma cobertura P; de X consistindo de m; conjuntos
simultaneamente abertos e fechados, dois a dois disjuntos, ndo vazios e que sGo permutados

ciclicamente por f.
(2) Para cada inteiro positivo i, Piy1 refina P;.

(3) Se W1 D Wy D W3 D -+ é uma sequéncia encaizada com W; € P; para cada i, entdo
oo

ﬂ W, consiste de um unico ponto.
i=1

Se f: X — X é um homeomorfismo, onde X é um espago topoldgico, lembramos que o
conjunto w-limite de f em x € X é dado por

w(z, f) = {y € X : Hnrlreny CN tal que klim ng=o00 e lim f"(x)= y} .
—00

k—00

Teorema 2.5.4. Seja h um elemento da classe de conjugacdo residual de H({0,1}Y). Entdo,
a restrigio de h a todo conjunto w-limite w(o,h) € topologicamente conjugada ao odémetro

universal.

Demonstragao: Como h satisfaz a propriedade (P), podemos tomar uma partigdo h-regular
Py tal que diamP; < 1 e w(h,P1) = q1!. Logo, tomamos uma h-subparti¢io P2 de P; tal
que diam Py < % e w(h,P2) = go!, e podemos supor que g2 é multiplo de ¢;. Continuamos
tomando uma h-subparticao Ps de P tal que diam P53 < % e w(h,P3) = ¢3!, com g3 miltiplo de
2¢2. Assim, indutivamente, construimos uma sequéncia (Pp,)men de particdes de {0,1}N e uma,
sequéncia (¢m)men de nimeros naturais de modo que as seguintes propriedades sdo validas para
todo m € N:
1

o diam(P,,) < —;
m

o Py refina Ppy;
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e gm+1 ¢ um miltiplo de m gp;
o toda componente de Gr(h,P,,) é um haltere balanceado com peso de placa gy,!.

Seja o € {0,1}N. Entdo o pertence a um vértice de um certo haltere D,, em Gr(h,P,,), para

cada m € N. Escrevemos

Dy = {u1, ..., ug,1} U{ve, ..., vs, } U{wi, ..., wg,1}

Observe que se o € u; para algum 1 < i < ¢!, pode acontecer que {h"(0)},en esteja con-
tido no ciclo {uy,...,uq,1} ou exista um ng € N tal que {h"(0)}n>n, esteja contido no ciclo
{w1,...,wg,1}. De forma similar, se 0 € v; para algum 1 <1i < s,,,, entdo existe um ng € N tal
que {h"(0) }n>n, estd contido no ciclo {wr,...,wq,,1} € se 0 € w; para algum 1 < i < gp,!, entdo
{h"™(0) }nen também esta contido no ciclo {wi,...,w,,1}. Entdo, o conjunto w-limite w(o, h)

deve estar contido em um dos ciclos de D,,, para cada m € N. Consideremos a colecao
Qm ={Co =anuw(o,h):a € Ppeanuw(o,h)#0}.

Além disso, w(o,h) é um subespago topoldgico de {0, 1}N com a topologia induzida e é
invariante, donde h(w(o, h)) = w(o, h).

Note que, para todo m € N, @, é uma cobertura de w(o, h) consistindo de ¢,,! conjuntos
simultaneamente abertos e fechados na topologia induzida, dois a dois disjuntos e nao-vazios.
Além disso, Q41 refina @, para todo m € N.

Os conjuntos de @), sdo permutados ciclicamente por h, para todo m € N. De fato, para
m € N fixo, se y € Cy € Qn, com a € P,,, entdo existe b € Py, tal que h(y) € Cp. Logo,
ab e Gr(h,Pp) e h(Cy) C Cp. Além disso, se z € Cj, entdo existe um ¢ € P, tal que
h~Y(z) € C.. Logo, % € Gr(h,Pp,). Como todos os a € Py, tais que C, € @, formam um
ciclo, segue que a = ¢. Assim, h(C,) = Cj se % € Gr(h,Pp,). Finalmente, se Q,,, = {Cy, : a; €

P com 1< < gp!} tal que {ai,...,aq,} é um ciclo, entdo h(Cy,) = Cyyyy se 1 < i < gpl e
h(Caqm[) = Cq, -
Finalmente, seja W1 D W D W3 D - -+ uma sequéncia encaixada com W; € @); para todo i.

Como diam @Q,, < diam P, < % para todo m € N, entdo diam W; — 0 quando ¢ — oco. Logo,
oo

ﬂ W; consiste de exatamente um ponto.
i=1
Assim, segue do Teorema que hly (g p) : w(o, h) — w(o, h) é topologicamente conjugado

(. ! gl g
o = q1.,7',7‘,7',... .
q1- g2 ¢3:

a fq, onde

Q1!

— -
m!

divide «(7) para todo i > m + 1. Se p é primo, temos que n(i) > 1 para todo i > p+ 1. Logo,

Para cada m € N, m! divide a(m + 1) j& que ¢pmy1 é multiplo de m g,,. Logo, m!

M, (p) = oo para todo p primo. Portanto, f, é um odémetro universal. O
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2.6 Nocoes de recorréncia

Sejam X um espago métrico e A : X — X um homeomorfismo. Lembramos que um ponto
x € X é chamado periddico se existe n > 1 tal que h"(z) = = e o menor inteiro positivo n
que satisfaz a igualdade é chamado o periodo de x. Um ponto x € X é chamado recorrente
se x € w(x,h) ou z € a(z,h). Um ponto x € X é chamado ndo-errante se para qualquer
vizinhanga V de z em X, existe n > 1 tal que h"(V) NV # (. Finalmente, por uma e-cadeia
de z a y queremos dizer uma sequéncia finita xg,x1,...,T com g = x e xp = y tal que
d(h(zy),xn41) < e para todon =0,1,...,k — 1. Um ponto x € X é dito recorrente em cadeia
se, para qualquer £ > 0, existe uma e-cadeia de x a x [6l [37].

Denotamos o conjunto de todos os pontos periédicos (resp. pontos recorrentes, pontos nao-
errantes, pontos recorrentes em cadeia) de h por P(h) (resp. R(h), Q(h), CR(h)).

Proposicao 2.6.1. Se cumpre o sequinte
P(h) € R(h) C Q(h) C CR(h).
Demonstragao: Como a primeira inclusdo é 6bvia, provemos a segunda. Sejam z € R(h) e
U um conjunto aberto contendo z. Sem perda de generalidade, vamos supor que z € w(x,h).
Entao existem n, > nj tais que A" (x),h™ (z) € U. Logo,
R (z) = Rk (R™ (z)) € U N R~ (U) # 0.

Portanto, x € Q(h).

Agora vamos mostrar a terceira inclusdo. Sejam x € Q(h) e € > 0. Como h é uniformemente
continua, existe 0 < J < £/2 tal que se d(z,y) < ¢ entdo d(h(x),h(y)) < &/2. Seja U = Bjo(x).
Como x é ndo-errante, existe n > 1 tal que h"(U)NU # 0. Logo, existe y € U tal que h"*(y) € U.

Se n = 1, considerando a sequéncia (x, ), temos que
d(h(z), ) < d(h(z), h(y)) + d(h(y), z)
<e/2446/2
< g,

isto é, (z,x) é uma e-cadeia peridédica. Por outro lado, se n > 1, considerando a sequéncia
(z, h(y), R (y), ..., k" Y(y), x), temos que

d(h(z),h(y)) <e,...,d(h"(y),z) < &,

isto é, (z,h(y),h*(y),...,h" 1(y),z) é uma e-cadeia periédica. Como e > 0 foi arbitrério,

concluimos que z € CR(h). O

E importante ressaltar que as inclusdes podem ser estritas. Por exemplo, considere o home-
omorfismo do circulo dado na figura, onde a e b sdo pontos fixos.
Temos que (h) = {a,b}, mas CR(h) = S!.
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Teorema 2.6.2. Seja h um elemento da classe de conjugacio residual de H({0,1}Y). Entdo,

temos os sequintes fatos:

(a) P(h) € vazio.

(b) R(h) = Q(h) = CR(h).

(c) R(h) é um espago de Cantor com interior vazio em {0, 1},

Demonstracao:

(a):

Suponha que existe o € P(h) de periodo p. Seja P uma partigdo de {0, 1}N tal que cada
componente de Gr(h,P) é um haltere com peso de placa ¢, onde ¢ é um multiplo de p
maior do que p. Seja D o haltere de Gr(h,P) que contém {o, h(c),...,hP(c)}. Logo, o e

hP(o) estao contidos em vértices diferentes, o que é uma contradigao.

: Como R(h) C Q(h) C CR(h), vamos provar que CR(h) C R(h). Para isso, suponha que

existe 0 € CR(h) tal que o ¢ R(h).

AFIRMACAOQ: Existe m € N tal que o conjunto A,, = {n € N : d(h"(0),0) < 1/m} é
finito.

De fato, suponha que, para cada m € N, o conjunto A,, € infinito. Logo, para cada m,

escolhemos n,, € A, com a propriedade de que n1 < ng < --- < Ny < ---. Entéo,
d(h™(0),0) < ; para todo j € N.
Logo, se j — 00, entdo nj — oo e h (o) — 0. Assim, o € w(o, h), o que contradiz o fato
de que o ¢ R(h).
Seja P uma particao de {0, 1}N com diam P < % tal que cada componente de Gr(h, P)

é um haltere balanceado. Seja D o haltere em Gr(h,P) que contém um vértice contendo

g € escreva

D ={uy,...,u} U{vi,...,vs} U{ws,...,wp}.
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Segue da afirmacao que h"™ (o) e o pertencem ao mesmo vértice para apenas finitos n’s. En-
tao, o deve pertencer a barra {vi,...,vs} ouao ciclo {uy, ..., u,} e, neste ultimo caso, deve

existir algum np € N tal que A" (o) pertence também a barra. Como o € CR(h), para um

e > 0 suficientemente pequeno, existem xg = 0,1, ..., Tt = o tais que d(h(xy,), Tpe1) < €
para n = 0,1,...,k — 1, isto é, h(xy,) e zp+1 pertencem ao mesmo vértice de D. Para
cadan =0,1,...,k — 1, seja a,, € P tal que h(x,),xnt1 € an. Entao, {ag,a1,...,a5-1}

é um ciclo. Logo, se o pertence a barra, entdo ay_1 é um vértice da barra, o que é uma
contradigdo. Além disso, CR(h) é invariante, entdo h" (o) € CR(h). Como h"™ (o) per-
tence a barra, se segue como no caso anterior. Portanto, ambas possibilidades implicam

que o ¢ CR(h). Assim, CR(h) C R(h).

(c): Note que R(h) é um subespaco topolégico de {0,1} com a topologia induzida, entdo
R(h) é 0-dimensional. Foi provado em (b) que R(h) = (h), que é compacto e nao-vazio.
Entdo, basta provar que R(h) ndo tem pontos isolados. Seja 7 € R(h), sem perda de
generalidade, supomos que 7 € w(7,h). Do Teorema existe um homeomorfismo
entre w(7, h) e um espago de Cantor. Entéo, w(7, h) é um espaco de Cantor. Além disso,
w(r,h) C Q(h) = R(h). Logo, 7 ndo é um ponto isolado de R(h). Portanto, R(h) é um

espaco de Cantor.

Finalmente, suponha que A é um conjunto aberto nao-vazio de {0, 1} que esta contido
em R(h) e fixe 0 € A. Escolhemos um m € N suficientemente grande, de modo que existe
uma particio P de {0,1}" tal que cada componente de Gr(h,P) é um haltere e que o
conjunto v € P contendo o esteja contido em A. Seja D o haltere de Gr(h,P) que

contém v. Escrevemos D como na prova de (b). Seja a colegao
O ={h™"(v1),...,h (1), A" (v1), 01, .., 05, h(vs), B*(vs), ..., B (vs) }.

Observe que todo vértice de D contém um conjunto da colecao O.
AFIRMACAQO: Todo ponto em cada conjunto da colecio O é ndo-recorrente.

De fato, para qualquer z que pertence a um vértice do haltere D, se tem que w(z, h)
estd contido num dos ciclos de D. Logo, se x estd na barra de D, nao pode acontecer
que x € w(x,h). Além disso, se x € h™%(v1) (resp. x € h'(vs)), entdo hi(z) € v (resp.
h=%(z) € vs) para 1 < i < r. Como w(x,h) é invariante, temos que se x € w(x,h), entdo
hi(z) € w(x, h) (vesp. h~'(x) € w(z, h)), o que é uma contradigio.

Assim, todo vértice de D contém um ponto ndo-recorrente, contrariando o fato de que

v estd contido em A. Isso prova que R(h) tem interior vazio. O

O fato de que os homeomorfismos genéricos do espago de Cantor ndo possuem pontos perio-

dicos foi provado originalmente em [5].
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2.7 Equicontinuidade e continuidade em cadeia

Definigao 2.7.1. Uma aplicagdo f de um espago métrico X em si mesmo é dita equicontinua

em um ponto z € X se, para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que
yeXed(y,x)<d = d(f"(y), f"(z)) <e para todo n > 0.

Definicao 2.7.2. Uma aplicacdo f de um espago métrico X em si mesmo é dita continua em
cadeia em um ponto x € X se, para todo € > 0, existe > 0 tal que para qualquer escolha de

pontos
xo € B(z;9), 1 € B(f(x0);0), x2 € B(f(x1);0),...,
temos que
d(xy, f*(x)) < e para todo n > 0.

O conceito de equicontinuidade é classico e o conceito de continuidade em cadeia pode ser
encontrado em [3|, [7]. E claro que continuidade em cadeia é uma propriedade muito mais forte

do que equicontinuidade.

Teorema 2.7.3. Seja h um elemento da classe de conjugagio residual de H({0,1}Y). Entdo, h
€ continuo em cadeia em todo ponto ndo-recorrente e, portanto, é continuo em cadeia em todo
ponto de um conjunto aberto e denso, mas ndo € equicontinuo em cada ponto de um conjunto

nao-enumerdvel.

Demonstragao: Seja ¢ um ponto nao-recorrente de h. Entao existe mg € N tal que o conjunto

Ay = {n e N:d(h"(0),0) < 7710}

é finito. Fixamos € > 0 e escolhemos m € N tal que m > mgy e 1/m < €. Logo, o conjunto A,,

também é finito. Seja P uma particao de {0, 1} com diam P < % tal que toda componente de

Gr(h,P) é um haltere balanceado e seja
D ={uy,...,u} U{vi,...,vs} Uf{wr,...,w,}

o haltere em Gr(h,P) que contém um vértice contendo o. Consideramos dois possiveis casos.

SecevU...UvsUwy U...UJw,, basta escolher 0 < § < min{e,d}, onde
d = min{d(a,b) : a,b € P e a # b}.
De fato, considere uma escolha de pontos
oo € B(0;0), 01 € B(h(0y);6), o2 € B(h(01);6),....
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Pela nossa escolha de 4, temos que o, e h'™(0) tém que pertencer a um mesmo vértice de D,
para cada n € N. Logo, d(o,,h"™(0)) < € para todo n > 0.
Se o estd no ciclo {u1, . ..,u,}, nossa escolha de m implica que existe N € N com h™¥ (c) € v1.

Logo, para cada 1 < i < r, se tem
Up42—§ D h_i(’Ul) D) h_i_r(vl) D) h—i—Zr(,Ul) DD h_i_nir(’ul),
com n; € N tal que i +n;r < N. Para cada 1 <i < r, seja P; a particdo de u; definida por

Pi = {urro—i\h (1), A (v)\h """ (v1), ..., AT I (u) )\ BT (0y) )

Definimos ﬁ, um refinamento de P, sustituindo u; pelos elementos de P; para cada 1 <7 < r.
Seja d = min{d(a,b) : a,b € P e a # b}. Escolhemos 0 < § < min{e,d}. Entdo, para uma
escolha de pontos 0, 01,09,... como no caso anterior, se tem que o, e f™(o) pertencem a um
mesmo elemento de P. Portanto, d(o,, h™(c)) < € para todo n > 0.

Assim, provamos que h é continua em cadeia em todo ponto do conjunto {0, 1}\ R(h). Pelo
Teorema [2.6.2) R(h) é fechado e int(R(h)) = (), donde {0, 1}"\R(h) é aberto e denso.

Vamos agora provar a ultima afirmagdo. Sejam P e D como acima. Como u; D h™"(uq) D

h=?"(u1) D -+ -, o conjunto

Y = ﬁ h—nr(ul)

n=0
é fechado e nao-vazio. Além disso,
K (Y) = () R (uy) = Y-
n=0
Portanto, h"(Y) = Y. Se Y fosse aberto, h~""(u1\Y) seria fechado para todo n > 0. Como
u\Y D h7"(u1\Y) D h™?"(u1\Y) D - - -, obterfamos que a intersegio

N B w\Y) = () A (w)\Y
n=0 n=0

é ndo-vazia, o que seria uma contradi¢ao. Logo, Y nao é aberto, donde u1\Y ¢ u1\Y. Como

u1\Y C uq, concluimos que o conjunto fechado
Z=w\YNY
é ndo-vazio. Além disso, h"(Z) = Z . De fato, como h é um homeomorfismo e h"(Y) =Y,
h"(ui\Y)N A" (Y)
=h"(uw\Y)NY
hr(up)\h"(Y)NY
\Y nY.
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Como u; C h"(u1), entdo h"(u1) = ug U (A" (u1)\u1). Além disso,
hT(Ul) = hT_l(Uz) @] hT_l(’Ul) Cur U hT_l(Ul),

donde h"(u1)\u; C h"~!(v1). Denotamos w = h"~!(v). Logo, w ou é um vértice da barra do

haltere D ou é um vértice do ciclo direito do haltere D. Segue que
(A (u)\u)\Y NY Cw\Y NY CwnNu = 0.

Portanto,

h"(Z) =h"(u)\Y NY
= (U (h"(u1)\u1))\Y NY
= (ur\Y) U ((h"(ur)\u1)\Y)NY
— @ AY) U Y nY)
=Z.

Suponhamos que h é equicontinuo em um ponto o de Z. Seja
e = min{d(a,b) : a,b € P ea#b} > 0.

Dado § > 0, como o € u1\Y, existem og € u1\Y e ng € N tais que d(o,00) < § e h™(0g)
pertence a um vértice da barra do haltere D. Além disso, a trajetéria de o permanece no ciclo
{u1,...,u,} para sempre (pois ¢ € Y'). Logo, d(h™(o),h"™(0g)) > €. Isto prova que h nao é
equicontinuo em nenhum ponto de Z.

De forma similar, vamos ver que h ndo é equicontinuo em nenhum ponto de h’/(Z), para
cada 1 < j < 7. De fato, fixemos 1 < j < r e seja 0 € h’(Z). Entdo existe 7 € Z tal que
o = hi(7). Consideremos o mesmo ¢ > 0 de acima. Dado § > 0, pela continuidade uniforme
de h, existe 6y > 0 tal que h/(Bs, (7)) C Bs(o). Logo, existe 7o € u1\Y tal que d(,79) < do,
donde d(o,h’/ (1)) < 6. Finalmente, existe ng € N tal que h™ (1) pertence a um vértice da
barra do haltere D e a trajetéria de 7 permanece no ciclo {us,...,u,} para sempre, donde
d(h™o=3 (o), 0= (hi () > .

Assim, h nao é equicontinuo em cada ponto do conjunto
W=ZUh(Z)U...uh™Y2).

Como esse conjunto é fechado e invariante por h, entédo w(o, h) C W para todo o € W. Logo,
do Teorema temos que w(o, h) é um espago de Cantor para todo o € W, isto é, w(o, h) é

nao-enumeravel. Portanto, W é nao-enumeravel. O
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Capitulo 3

Dinamica das Funcoes Continuas

Genéricas do Espaco de Cantor

3.1 Introducao

No presente capitulo apresentaremos o surpreendente resultado de que existe um conjunto
residual do espaco das fungbes continuas do espaco de Cantor tal que quaisquer dois elementos
deste conjunto sdo conjugados entre si (Teorema . Usaremos a descrigdo deste conjunto
para estabelecer algumas propriedades dindmicas de seus elementos. Como ficard claro no de-
correr desde capitulo, tal descrigdo é muito facil de usar e bastante util. Assim, provaremos para
este conjunto residual propriedades dindmicas anédlogas as da classe de conjugacgao residual do
grupo dos homeomorfismos do espago de Cantor.

Na Secao provaremos que existe um conjunto residual do espaco das funcoes continuas
do espago de Cantor tal que quaisquer dois elementos deste conjunto sdo conjugados entre si.
Apresentaremos uma descri¢gdo geométrica e tedrica de grafos dos elementos deste conjunto, que
afirma que para cada funcdo continua f deste conjunto residual existe uma particdo P do espago
de Cantor com didmetro tao pequeno quanto se queira de modo que o grafo Gr(f,P) consiste

de uma uniao finita de baldes disjuntos, cada um com as mesmas caracteristicas.
Na Secao provaremos que nenhum elemento do conjunto residual tem um par Li-Yorke.

Na Segao provaremos que cada funcdo continua f do conjunto residual é continua em
cadeia em todo ponto do espaco de Cantor.
Na Secao provaremos que a restricdo de cada fungdo continua do conjunto residual a

cada um de seus conjuntos w-limite é topologicamente conjugada ao odometro universal.

Na Secao estabeleceremos alguns resultados importantes sobre as nocoes de recorréncia
de cada funcao continua f do conjunto residual. Provaremos que o conjunto de pontos periédicos

de f é vazio. Além disso, provaremos que o conjunto de pontos recorrentes de f é um espaco de

56



Cantor e é igual ao conjunto de pontos recorrentes em cadeia de f.

3.2 Caracterizagao das funciones continuas genéricas

Sejam f € C({0,1}Y), P uma particio de {0,1}N e B uma componente de Gr(f,P) que é

um baldo. Escrevemos
B ={v1,...,us} U{wy,...,w}.

Definicao 3.2.1. Dizemos que B é estrito em relagio a f se f(v;) C viy1 para todo 1 <i < s,
f(wj) € wjyq para todo 1 < j <t, e f(vs) U f(w) € wy.

Definigdo 3.2.2. Seja f € C({0,1}Y). Uma particio P de {0, 1} é f-admissivel se existe k € N
tal que cada componente de Gr(f,P) é um balao de tipo (k, k) que é estrito em relacao a f.

Neste caso, denotamos este nimero k por b(f,P).

Dadas duas parti¢des f-admissiveis P e P’ tais que P’ é um refinamento de P, existe uma
relagdo entre as componentes de Gr(f, P) e Gr(f, P') e uma relagao entre b(f, P) e b(f, P’) como

veremos a seguir.

i. Cada componente B’ de Gr(f,P’) deve estar contida em alguma componente B de Gr(f, P),
no sentido que a unido de todos os vértices de B’ est4 contida na unidao de todos os vértices
de B. De fato, no capitulo anterior se provou que para cada componente B’ de Gr(f,P’),
existe uma componente B de Gr(f, P) tal que cada vértice de B’ estd contido num vértice
de B.

ii. b(f,P’) é necessariamente um multiplo de b(f,P). De fato, se uma componente B’ de
Gr(f,P’) estd contida numa componente B de Gr(f,P), neccesariamente o ciclo de B’

deve estar contido no ciclo de B. Entéo, b(f,P") é um multiplo de b(f,P).

Definigao 3.2.3. Sejam P e P’ partigoes f-admissiveis tais que P’ é um refinamento de P. Seja
B uma componente de Gr(f,P). Dizemos que uma componente B’ de Gr(f,P’') é um subbalio

de B de tipo u se o vértice inicial de B’ est4 contido no vértice u de B.

Pela Observagéo temos que se P e Q sio particdes de {0, 1} e diam Q é suficientemente
pequeno, entao Q é necessariamente um refinamento de P. Segue da Definicao [3.2.3| que se P e
P’ sdao particoes f-admissiveis com diam P’ suficientemente pequeno e B é uma componente de
Gr(f,P), entdao B pode ser pensada como a unido de seus subbaldes em relagao a P’. Como o
balao B ¢ estrito em relacao a f, entdo devem existir subbaloes de B de cada tipo v € B. Mais
precisamente, podemos fazer o nimero de subbaldes de B de cada tipo u tdo grande quanto se

queira escolhendo P’ com didmetro suficientemente pequeno.
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Agora vamos demonstrar o teorema principal desta secdo que é um fato surpreendente. Este
teorema prova que existe um subconjunto residual de C({0, 1Y) tal que quaisquer dois elementos

desse conjunto sao conjugados entre si.

Teorema 3.2.4. Seja S o conjunto de todas as f € C({0,1}Y) com a seguinte propriedade.
(Q) Para cada m € N, existem uma particio P de {0, 1} com diam P < % e um maultiplo ¢ € N
de m tal que cada componente de Gr(f,P) é um baldao de tipo (q!,q!) que é estrito em relagio
af.

Entdo, S é um subconjunto residual de C({0, I}N) tal que quaisquer dois de seus elementos sdo

conjugados entre si.

Demonstracio: Para cadam € N, seja Sy, o conjunto de todas as f € C({0, 1}V) que satisfazem
a propriedade contida em (Q) para este m particular.

AFIRMACAO 1: Se a e b sdo subconjuntos simultaneamente abertos e fechados em {0, 1},
entdo o conjunto A = {g € C({0,1}") : g(a) C b} é aberto em C({0,1}V).

De fato, suponha f € A e escolha o € b\ f(a). Entao f(a) C b\{o}. Como f(a) é compacto
e b\{o} é aberto em {0,1}", existe ¢ > 0 tal que B.(f(a)) C b\{c}. Seja g € C({0,1}") com
d(f,g) <e. Se z € a, entdo g(x) € B-(f(a)). Assim, g(a) C b\{c}, donde g € A, provando que
A é aberto em C({0,1}Y).

AFIRMACAO 2: Se a, b e c sdo subconjuntos simultaneamente abertos e fechados em {0, 1},
entdo o conjunto B = {g € C({0,1}) : g(a) U g(b) < ¢} é aberto em C({0, 1}V).

De fato, suponha f € B e escolha o € ¢\(f(a)U f(b)). Entao f(a) C c\{c} e f(b) C c\{o}.
Como na afirmaciio anterior, existe ¢ > 0 tal que se g € C({0,1}) e d(f,g) < €, entdo g(a) C
c\{o} e g(b) C c\{o}. Assim, g € B, provando que B é aberto em C({0, 1}).

Vamos mostrar que S, é aberto em C({0,1}Y). Seja f € S,,, entdo existem uma particao P
de {0, 13N, um mailtiplo ¢ € N de m e um k inteiro positivo tal que Gr(f,P) consiste de k baloes

By, ..., By de tipo (q!, q!) que s@o estritos em relagdo a f. Para cada 1 < i < k, escrevemos
B = (oo ol U k)

Além disso, f(v;) - U§+1 e f(w;) - w§+1 para cada 1 < j < ¢!, e f(vé!) U f(wfl,) C wy. Pelas
afirmagoOes anteriores, os conjuntos

A5 ={g € C({0,1}") : g(v]) S Vi },

, N , ,

Bj ={g€C({0,1}7) : g(wj) S wj 1} e

C" = {g € C({0,1}") : g(vgy) U g(wpy) C wi}
sao abertos em C({0,1}") para todo 1 <i< kel < j < q!. Logo,

k
x=
=1

q'—1 ' 4 ’
N (45 nBinC)
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é aberto em C({0,1}) e f € X. Se g € X, entdo Gr(g, P) = Gr(f, P) e cada componente (balio)
de Gr(g,P) é estrito em relagio a g. Logo, X C S,,,. Portanto, S, é aberto em C({0, 1}").

Para provar que cada Sy, também é denso em C({0, 1}), fixamos m € N, f € C({0,1}") e

e 1
2'm

e > 0. Aplicando o Teorema |1.4.6(a) com min{

} no lugar de €, obtemos inteiros positivos

S e M de modo que se escolhemos um multiplo ¢ > 2 de m tal que ¢! > S e ¢! é um multiplo de

M, entdo existem g € C({0,1}Y) e uma particio P de {0, 1} com

I 1
df.9) <5 e diamP<min{5,}7
2'm

| ™

tal que cada componente de Gr(g,P) é um baldo de tipo (¢!, ¢!).

Para cada a € P, escolhemos um ponto z, € a. Definimos ¢ : {0,1}N — {0, 1} tal
que ¥(a) = z, para todo a € P, entdo ¢ é continua. Logo, 1) o g ~p g, 0 que implica que
Gr(y o g, P) = Gr(g,P) pela Observacao m Além disso, d(1p 0 g,g) < diamP < 5, donde
cz(d) 0g, f) <e. Seja B uma componente de Gr(¢ o g, P) e escrevamos

B ={vi,...,vg} U{wi,...,wg}.

Se cumpre que 1og(v;) C viy1 € PYog(w;) C wit1 paratodo 1l < i < ¢!, e og(vgy)Uog(wg) C wy.
Como 1 og tem imagem finita, entdo as inclusées acima sao estritas. Logo, B é estrito em relacao
a1 og. Assim, 1) og € Sy, provando que S, é denso em {0,1}". Portanto, S = (S, ¢ um
subconjunto residual de C({0, 1}V).

Observe que uma outra maneira de definir o conjunto S é a seguinte: S é o conjunto de
todas as f € C({0,1}Y) tais que, para cada m € N, existem uma particio f-admissivel P e
um multiplo ¢ € N de m tais que diam P < % e b(f,P) = q!. Segue que se f € S, é possivel
encontrar parti¢oes f-admissiveis P com didmetro tdo pequeno quanto se queira e b(f,P) um
multiplo de qualquer inteiro positivo que se queira.

Se f € SegeC({0,1}) é conjugada a f, entdo g € S. De fato, existe h € H({0, 1}V) tal
que f = h~'gh. Fixemos m € N. Pela continuidade uniforme de h, existe um § > 0 tal que
d(h(z),h(y)) < L sempre que d(z,y) < 6 (z,y € {0,1}"). Escolhemos k € N multiplo de m tal
que % < 6. Como f € 5, existem uma particdo f-admissivel P e um multiplo ¢ € N de k tais
que diam P < 1 e b(f,P) = g!. Definimos a parti¢io Q = {h(c) : ¢ € P}. Pela continuidade

uniforme de h, temos que diam Q < % Logo,
ab € Gr(f,P) & h(a)h(b) € Gr(g, Q).
0 que significa que o balao
B={v,...,vg} U{wi,...,wg}
¢ uma componente de Gr(f,P) se e somente se o balao

B = {h(v1),...,h(vy)} U {h(w:),..., hwy)}
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¢ uma componente de Gr(g, Q). Além disso, se cumpre que f(v;) C vit1 e f(w;) T wiy1

= =

para todo 1 < i < ¢!, e f(vg) U f(wg) € wi. Como hf = gh, entao g(h(v;)) € h(vit1) e
g(h(w;)) € h(wiy1) para todo 1 <i < ¢!, e g(h(vg)) U g(h(wg)) € h(wq). Assim, g € S.

Sejam f,g € S. Resta provar que f e g sdo conjugadas. Basta construir sequéncias (Pp,),
(Qn) e (vn) com as propriedades descritas na parte (ii) do Teorema

Para construir P;, Q1 e v, comecamos tomando uma particdo g-admissivel Q1 com diam Q1 <
1. Logo, tomamos uma parti¢gdo f-admissivel P; tal que diam P; < 1, b(f, P1) é um multiplo de
b(g, Q1) e o conjunto X de todas as componentes de Gr(f, P1) tem cardinalidade maior ou igual
a cardinalidade do conjunto Y de todas as componentes de Gr(g, Q1). Escolha uma sobrejegao

¢: X — Y. Para cada B € X, definimos v; em B como a tunica sobrejegdo de B em ¢(B) que

envia o vértice inicial de B ao vértice inicial de ¢(B) e satisfaz a relagao

ab e Gr(f,P1) = m(@)m () € Gr(g, Q1) (a,b € B).

Desta forma, obtemos uma aplicagdo de grafos sobrejetiva vy : Gr(f,P1) — Gr(g, Q1).

Para construir Po, Qs e vo, comecamos tomando uma particio f-admissivel Py tal que Po é
um refinamento de Py, diam Py < % e cada componente de Gr(f, P;) tem subbaloes de cada tipo
em relagdo a P. Logo, tomamos uma particdo g-admissivel Qo tal que Q2 é um refinamento
de Q1, diam Qs < %, b(g, Q2) é um multiplo de b(f,P2) e cada componente de Gr(g, Q1) tem
subbaldes de cada tipo em relagio a Qp. Fixemos uma componente B de Gr(g, Q1) e seja
{B4i,...,B,} o conjunto de todas as componentes By de Gr(f,P1) tais que v1(By) = B. Para
cada u € B, seja X, o conjunto de todos os subbaldes de B de tipo u em relagdo a Qz. Além
disso, para cada 1 < k < r, seja Y, o conjunto de todos os subbaloes de By de tipo v em

relagdo a Py para algum v € vy Y({u}). Podemos supor que Qy foi escolhida de modo que
Card(X,) > Card(Y1,U...UY,,) para todo u € B.

Assim, podemos escolher uma sobrejegao ¢, : Xy, — Y1, U...UY,, (u € B). Finalmente, para
cada u € B e cada B’ € X,,, definimos v, em B’ como a tnica sobreje¢gdo de B’ em ¢, (B’) que

envia o vértice inicial de B’ ao vértice inicial de ¢, (B’) e satisfaz a relagdao

ab € Gr(g, Q2) = ma(@)ma(8) € Gr(f,Ps) (a,b € B).

Definindo 2 desta forma para cada componente B de Gr(g,Q1), obtemos uma aplicacdo de
grafos sobrejetiva vy : Gr(g, Q2) — Gr(f, P2).
AFIRMACAO 3: Se cumpre

() ji(a) = v1(i1(v2(a))) para todo a € B,

onde i1 : Po — P1 e j1: Qo — Q1 sdo as aplicagoes de refinamento.
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De fato, vamos considerar primeiro o vértice inicial ¢ de B’. Como B’ € X, existe k €
{1,...,r} tal que ¢,(B’) € Y. Por definicdo, o vértice inicial de B esta contido em w, isto é,
j1(¢) = u. Por construgao, va(c) é o vértice inicial de ¢, (B'), entdo i1(v2(c)) € vi ' ({u}). Logo
v1(i1(2(c))) = j1(c). Agora, suponhamos que um certo vértice a de B’ satisfaz a igualdade em

)

(x). Seja b o tnico vértice de B’ tal que c% € B’. Como B’ ¢ um subbalao de B, entao

abe B = jl(a)j (b € B.

Além disso, ¢, (B’) é um subbaldo de By, v1(Bg) = B e v2(B’) = ¢,(B’), donde

aheB = I/Q(CL)I/Q(Z); € ¢u(B')
= i1 (1a(a))ir(v2(b)) € By
= 111 (v2(a)))1 (i1 (v2(b))) € B.

Como estamos assumindo que ji(a) = v1(i1(v2(a))), segue que b também satisfaz a igualdade
em (*). Por inducdo, vemos que () vale. Portanto, j; = vj 0y o 1.
Agora, aplicamos exatamente o mesmo procedimento para construir P3, Qs e v3 (mas com

P3 e Q3 no lugar de Qy e Py, respectivamente), e assim por diante. Isso completa a prova. [

3.3 Caos Li-Yorke e entropia topolégica

Definicao 3.3.1. Sejam X um espaco métrico e f: X — X uma fungao.

(1) Dizemos que f é transitiva se para todo par de conjuntos abertos nao-vazios U e V de X,
existe k € N tal que f5(U)NV # ().

(2) Dizemos que f tem dependéncia sensivel nas condi¢des iniciais se existe 6 > 0 tal que para

todo z € X e toda vizinhanga W de z, existem y € W e n € N tais que
a(f"(x), f"(y)) > 0.

Definicdo 3.3.2. Seja X um espago métrico. Uma fung¢do continua f : X — X é cadtica no

sentido de Devaney se
e f é transitiva,
e 0 conjunto de pontos peridédicos de f é denso em X, e
e f tem dependéncia sensivel nas condigoes iniciais.

E. D’Aniello e U. B. Darji [20] provaram que o conjunto das funcdes continuas em C ({0, 1})

que tém entropia topolégica zero e nenhum ponto periédico é residual em C({0,1}Y). Em outras
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palavras, as fungoes continuas genéricas do espago de Cantor ndo sao topologicamente cadticas
e nem cadticas no sentido de Devaney. O préximo teorema contém um resultado muito mais

forte.

Teorema 3.3.3. Eziste um subconjunto residual de C({0,1}Y), nenhum elemento do qual tem

um par Li-Yorke.

Demonstracio: Seja f € C({0,1}") que satisfaz a propriedade (Q) do Teorema Suponha
que (o,7) é um par Li-York para f. Entao

liminf d(f" (o), f*(7)) = 0.

n—oo

Fixamos € > 0 e escolhemos m € N tal que % < e. Logo, existe uma particao P de {0, 1}N de
diam < % tal que cada componente de Gr(f,P) é um baldo. Além disso, deve existir um ng € N
tal que d(f" (o), f™ (7)) é suficientemente pequeno, isto é, (o) e f0(7) estdo num mesmo
vértice a de Gr(f,P). Seja B o componente de Gr(f,P) que contém a. Como B é um baldo, f
envia cada vértice de B num tnico vértice de B. Logo, f"(0) e f™(7) estdo no mesmo vértice
de B para todo n > ng. Assim, d(f" (o), f"(7)) < € para todo n > ng. Isso prova que

lim_d(f" (o), f"(1)) =0,

n—oo

e portanto (o, 7) nao é um par Li-Yorke para f. O

3.4 Continuidade em cadeia

Teorema 3.4.1. O conjunto das fungées f de C({0,1}Y) tal que f é continua em cadeia em
todo ponto é residual em C({0,1}Y).

Demonstracdo: Seja f € C({0,1}Y) que satisfaz a propriedade (Q) do Teorema Fixamos
€ > 0 e escolhemos m € N tal que % < e. Entao, existe uma particao P de {O,l}N com
diam P < % tal que toda componente de Gr(f,P) é um baldo. Seja § a distancia minima entre
dois elementos distintos de P. Dado o € {0,1}", seja B o componente de Gr(f,P) que contém
um vértice contendo o. Como B é um baldo, f envia cada vértice de B num tnico vértice de
B. Se escolhemos pontos oy € B(0;0), 01 € B(f(00);9), o2 € B(f(01);0),..., entdo o, e f*(0)
estdo no mesmo vértice de B pela escolha de §. Assim, d(o,, f"(0)) < € para todo n > 0.

Portanto, f é continua em cadeia em todo ponto. O

3.5 Conjuntos limites e o odéometro universal

E. D’Aniello, U. B. Darji e T. H. Steele [2I] provaram que existe um subconjunto residual

de C({0,1}") tal que cada funcdo f neste conjunto tem a propriedade que a restricio de f ao
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conjunto w-limite w(o, f) é topologicamente conjugada ao odémetro universal para um conjunto

residual de o € {0, I}N. O préximo resultado nos diz que isso realmente vale para todo o €
{0, 1},

Teorema 3.5.1. Emiste um subconjunto residual de C({0,1}Y) tal que cada f neste conjunto
tem a sequinte propriedade. A restri¢io de f a cada conjunto w-limite w(o, f) € topologicamente

conjugado ao hodémetro universal.

Demonstracio: Seja f € C({0,1}") que satisfaz a propriedade (Q) do Teorema Entao,
podemos tomar uma particio f-admissivel P; de {0, 1} tal que diamP; < 1 e b(f,P1) = q1!.
Logo, tomamos uma particado f-admissivel Ps tal que Ps refina Py, diam Py < % e b(f,P2) = ¢!
com ¢o multiplo de ¢;. Continuamos tomando de novo uma particdo f-admissivel P3 tal que Ps
refina Ps, diam P < % e b(f,P3) = ¢3! com g3 multiplo de 2¢2. Assim, indutivamente, cons-
truimos uma sequéncia (P, )men de particdes de {0, 1} e uma sequéncia (g, )men de niimeros
naturais de modo que se cumpre o seguinte para todo m € N:

e diam P, < i;

m
o Ppt1 refina Pp;
e @m+1 € um multiplo de m.q,;

o toda componente de Gr(f,P,,) é um balao de tipo (gm!, gm!).

Seja o € {0,1}N) entdo o pertence a um vértice de um certo baldo B, em Gr(f,P,,) para

cada m € N. Escrevemos
By, ={vi,..., v} U{wr,...,wg1}.

Observe que se o € v; para algum 1 < i < g,,!, entéo existe um ng € N tal que {f"(0) }n>n, esta
contido no ciclo {w1,..., w1} € se 0 € w; para algum 1 < ¢ < gp,!, entdo {f"(0)}nen também
estd contido no ciclo {wz,...,wy,1}. Logo, o conjunto w-limite w(o, f) deve estar contido no

ciclo do balao B,, para todo m € N. Consideramos a cole¢ao
Ry ={Cs=anuw(o, f):a€Pp}.

Além disso, w(e, f) é um subespaco topoldgico de {0, 1} com a topologia induzida e ¢ invariante,
entdao f(w(o, f)) = w(o, f). Logo, para todo m € N, R, é uma cobertura de w(o, f) consistindo
de ¢,,! conjuntos simultaneamente abertos e fechados na topologia induzida, dois a dois disjuntos
e ndo vazios. Além disso, R,,+1 refina R, para todo m € N.

Para todo m € N, os conjuntos de R, sdo permutados ciclicamente por f. De fato, fixamos

m € N, sey € Cy € Ry, com a € Py, entdo existe b € P, tal que f(y) € Cp. Logo,

63



% € Gr(f,Pm) e f(Cy) C Cp. Além disso, se z € C}, entdo existe um ¢ € P, tal que
f1(z) € C.. Logo, % € Gr(f,Pm). Como todos os a € Py, tal que C, € R,, formam um
ciclo, se segue que a = c. Assim, se C,,Cy € R,, tal que % € Gr(f, Pm), entao f(Cy) = Cp.
Finalmente, R, = {Cy, : a; € Py, com 1 < i < gp!} tal que {a1,...,aq,:} é um ciclo, entdo
f(Co;) =Caypy se 1 <i < gple f(Cy, ) = Coy.

Finalmente, seja W1 D Wy D W3 D ... uma sequéncia encaixada com W; € R; para todo 1.

Como diam R,, < diam P, < % para todo m € N, entdo diam W; — 0 quando ¢ — oco. Logo,
oo
ﬂ W; consiste de exatamente um ponto.
i=1
Segue do Teorema [2.5.3{ que hl,(,.p) : w(o, h) — w(o, h) é topologicamente conjugado a fa,

onde
2! gl ad!
o = ql.,il,iwiw... .
q1- g2- 4¢3:
_ Qm—i—l!

Para cada m € N, m! divide a(m + 1) entao m! divide a(i) para todo i > m + 1.

Im!

Se p é primo, temos que n(i) > 1 para todo ¢ > p + 1. Logo, M,(p) = oo para todo p primo.

Portanto, f, é um oddémetro universal. O

3.6 Nocoes de recorréncia

Teorema 3.6.1. O conjunto de todas as f € C({0,1}) que satisfazem as sequintes propriedades
¢ residual em C({0,1}Y).

(a) P(f) € vazio.
(b) R(f) =Q(f) = CR(f).
(¢c) R(f) é um espago de Cantor com interior vazio em f({0,1}Y).
Demonstragdo: Seja f € C({0,1}") que satisfaz a propriedade (Q) do Teorema

(a): Suponha que existe o € P(f) de perfodo p. Seja P uma particio de {0,1}" tal que cada
componente de Gr(f,P) é um baldo de tipo (¢, q), onde ¢ é um multiplo de p maior que p.
Seja B o baldo de Gr(f,P) que contém {o, f(o),..., fP(0)}. Logo, o e fP(0) pertencem

sempre a vértices diferentes, o que é uma contradigao.

(b): Como R(f) C Q(f) € CR(f), vamos provar que CR(f) C R(f). Seja o € CR(f). Pelo
Teorema temos que f é continua em cadeia em o. Entdo, para cada m € N, existe

dm > 0 tal que para qualquer escolha de pontos

Yo € B(U;ém)’ Y1 € B(f(yo),5m), Y2 € B(f(yl)a5m)v )
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temos que
n 1
d(f"(o),yn) < — para todo n > 0.
m
Como o € CR(f), existem x¢ = 0,21, %2,...,T, =0 tal que
d(f(zpn), Tnt1) < Om paran=0,1,..., &k, — 1.

Consideramos

Yo =0, Y1 =21, Y2=22,---5 Ykp—1 = Tky,—1
Yk, =05 Ykp+1 = 1, Ykp+2 = 225+ Y2kp—1 = Tk, —1
kam =0,...

Para cada m € N, definimos o conjunto a,, = {n : n é um multiplo inteiro positivo de k,,},

entao
n 1
d(f"(0),0) < — para todo n € ayy,.
m
Logo, para cada i € N, escolhemos n; € a; tal que n1 < ny < ns < .... Assim,
, 1 .
d(f"(0),0) < = para todo i € N.
i

Como lim n; = o0 e lim f" (o) = o, entdo o € w(o, f). Portanto, o € R(f).
1— 00 1—00

: Note que R(f) é um subespaco topolégico de {0,1} com a topologia induzida, donde

R(f) é 0-dimensional. Foi provado em (b) que R(f) = Q(f), que é compacto e nao vazio.
Entéo, basta provar que R(f) ndo tem pontos isolados. Seja 7 € R(f), entdo 7 € w(T, f).
Do Teorema, existe um homeomorfismo entre w(7, f) e um espago de Cantor, entao
w(T, f) é um espago de Cantor. Além disso, w(T, f) C Q(f) = R(f). Logo, 7 ndo é um
ponto isolado de R(f). Portanto, R(f) é um espago de Cantor.

Suponha que U é um conjunto aberto nao vazio de f({0,1}"Y) que estd contido em
R(f). Entao existe um conjunto aberto V em {0,1}" tal que U = V N £({0,1}"). Fixe
o € U e seja P uma particio de {0,1}" tal que cada componente de Gr(f,P) é um baldo
e diam P ¢é tao pequeno que o vértice v de Gr(f,P) contendo o deve estar contido em V.

Seja
B={vy,...,vs} U{wy,...,ws}

a componente (baldo) de Gr(f, P) que contém o vértice v. Como o € R(f) e w(o, f) esta

contido no ciclo {wr, ..., ws}, entdo v = w; para algum 1 < j < s. Logo,

fj(vs) Cwj=vCWV. (3.1)
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AFIRMACAO 1: Se f € C({0,1}) tem a propriedade (Q) do Teorema entdo f é
injetiva.

De fato, suponha que existem 0,7 € {0,1}" tais que 0 # 7 e f(0) = f(7). Escolha
m € N tal que % < d(o, 7). Seja P uma particao de {0,1} com diam P < % tal que toda
componente de Gr(f,P) é um baldo de tipo (k, k). Como f(o) = f(7), temos que o e T

pertencem a uma mesma componente de Gr(f,P). Seja
B ={vy,...,v} U{ws,..., wg}

a componente (balao) de Gr(f,P) que contém o e 7. Pela escolha de m, o e 7 tém que

pertencer a vértices distintos de B. Logo, como f(o) = f(7), s6 hd duas possibilidades:
“o€uv, e TEWL ou “cE€Ew, e TE V.
Agora, escolha n > m tal que
1 .
— < min{d(a,b) : a,b € P e a # b}.
n

Seja Q uma particdo de {0,1}N com diam Q < % tal que toda componente de Gr(f, Q) é

um baldo de tipo (¢,t), onde ¢ > k. Como antes, existe uma componente (balao)
B ={v,...,v} U{w],...,w}

de Gr(f, Q) tal que

!9 /9

!/ /
“‘cocv, e TEW ou “ccw, e TEV .

Pela escolha de n, Q é necessariamente um refinamento de P. Logo, segue que v; C vy e

w; C wg. Dal,
i =) € () = 6,
ja que t — 1 > k. Esta contradicdo prova a nossa afirmacao.

AFIRMACAO 2: fi(vs) N R(f) = 0.

De fato, se tem que f7(vs) e f7(ws) estdo contidos em w;. Além disso, f7(vs)NfI(ws) =
0 j4 que f é injetiva pela afirmacdo 1. Logo, como f7(ws) é compacto e w; ¢ aberto, entao
w = w;\f(ws) é um conjunto aberto. Observe que f/(vs) C w, isto é, que w é uma

vizinhanca para cada ponto de f7(vs). Para todo k& > 1, como

FEs(w) = PFED(F (w))) € PRI (w)) © FFRTDR (ws)) € I (ws),

temos que f*(w)Nw = . Além disso, se n € N nao é da forma ks, entdo f™(w) e w estdo

contidos em vértices diferentes de {wy,...,ws}. Assim, f™(w) Nw = () para todo n > 1.
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Suponha que existe o € {0, 1} tal que o € f7(vs) N R(f). Entdo, existem infinitos n's tais
que f"(o) € w, o que contradiz o fato que f™(w) N w = @) para todo n > 1. Isso prova a

afirmacao.

Finalmente, da afirmacio 2 e (3.1) obtemos que f/(vs) C U\R(f) = 0, o que é uma
contradi¢io. Portanto, R(f) tem interior vazio em f({0,1}"). O
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