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Resumo

A capacidade de explicagao, descricao e previsao de um processo infeccioso, geralmente
simbolizando a transmissao de uma doenca, faz-se cada vez mais importante ao passo que
a economia avanca e a mobilidade entre paises aumenta. A mateméatica prové ferramentas
diversas para a formulacao de diferentes dindmicas infecciosas e o alcance de resultados
relevantes para a sociedade. Nessa linha serao estudadas propriedades de uma variagao do
classico Processo de Contato que permite a satisfacdo de teoremas classicos. Além disso,
também serao estudadas condig¢oes suficientes para extingao e a caracterizacdo de uma
medida limite para uma outra variagao do processo. Por fim sera explorada uma condigao

para extin¢ao de uma terceira variagao do modelo infeccioso.

Palavras-chave: Processo de Contato, Processo de Renovacgao, Sistema de Particulas,

Processo de Contato sob Renovacoes.
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1 Introducao.

Para muitos o objetivo de se estudar matematica pode ser expresso na aquisi¢ao
de habilidades que permitam uma compreensao melhor da realidade. Com efeito, através
de modelos matematicos do mundo real é possivel que seu usuario descubra informacoes e

propriedades inerentes a algum processo natural modelado.

O presente trabalho consiste no estudo de alguns modelos epidemiolégicos, os quais
podem ser vistos, a partir de um certo ponto de vista, como derivados de um modelo base

- 0 processo de contato.

O modelo recebeu por parte da comunidade cientifica grande atencao desde sua
introdugdao em 1974 por Harris[11]. Em geral considera-se o modelo definido em Z<¢ x R,
onde Z? indica o espaco d-dimensional em que ocorre a evolucdo da infeccdo, com cada,

sitio representando um individuo, e R, indica simplesmente o tempo.

A dindmica ocorre a partir de um subconjunto &' = A de Z? de sitios inicial-
mente infectados. O superescrito denota o conjunto inicial, sendo que quando ele nao for

mencionado, assume-se que ele é igual a {0}.

A quantidade &; indica, portanto, o conjunto aleatério dos individuos infectados no
instante ¢ obtido através da evolucdo de um processo que comegou com apenas a origem
{0} infectada. Uma vez fixado uma realiza¢do w, a quantidade & (w)(+) se torna uma funcao
indicadora que avalia qual sitio esta infectado ou nao durante o instante t, condig¢oes
representadas respectivamente por &(w)(z) =1 e &(w)(z) = 0, onde o sitio z é um ponto
de Z°.

A evolucao da infecgdo ao longo dos sitios ocorre da seguinte forma. A taxa com que
um sitio x saudavel se torna infectado é proporcional ao seu niimero de vizinhos infectados
no instante em questao, conceito determinado a partir de seus vizinhos mais proximos, isto
é, os pontos y tais que |z — y|; = 1. A constante utilizada na proporcionalidade representa,
a infecciosidade do processo, que por sua vez é denotada por A. Por outro lado, um sitio z
infectado se torna saudavel a uma taxa constante igual a 1 que independe da condicao de

seus vizinhos.

Naturalmente, a mencao do conceito de taxas sugere que o modelo possa ser expresso
através de Processos de Poisson independentes. De fato, o comprimento do intervalo entre
marcas de curas pode ser dado por variaveis exponenciais de parametro 1, enquanto que

um elo entre dois sitios possui o intervalo entre suas marcas de infec¢des exponencialmente
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Figura 1 — Diagrama de Harris.

distribuido com parametro \.

Harris através dessa descrigdo mostrou, no mesmo artigo de 1974, uma associagao
entre o processo de contato e um modelo de percolacao orientada. Tal relagdo provou-se
particularmente 1til para o estabelecimento de resultados referentes ao processo, uma
vez que uma ponte que o ligou a teoria da percolacdo, ja dotada de diversas ferramentas,
foi construida. No caso unidimensional essa associagao recebe o nome de diagrama de
Harris, cuja representacao pode ser visualizada na figura 1, referente a uma realizacao do
processo de contato. As setas horizontais vermelhas representam infecgoes, enquanto que
as marcas em azul representam os instantes de cura, realizacoes de Processos de Poisson

independentes em ambos os casos.

Diz-se que existe um caminho de (y, s) até (x,t) quando existe um sequéncia de
arestas do diagrama que conduz (y, s) a (z,t) sem passar por nenhuma marca de cura,

isto é, nenhum quadrado azul.

Essas defini¢oes permitem inserir o processo numa classe bastante abrangente
de processos denominada Sistemas de Particulas, amplamente estudada por fisicos e
probabilistas numa &area localizada na intersecao entre Fisica e Mateméatica chamada de

Mecanica Estatistica.

Um fendmeno que recebe grande aten¢ao e ocupa um lugar de destaque na agenda
daqueles que estudam sistemas de particulas é o de transicdo de fase, que consiste na

alteracao do aspecto qualitativo do modelo em funcao da alteracido de seus parametros.

No caso do Processo de Contato a taxa de infeccdo A é o parametro variavel e
a transicdo de fase poderia ser descrita através de uma dicotomia no comportamento

qualitativo do modelo. Ou o modelo apresenta extin¢ao completa da infeccao, isto é,
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situacao em que o numero de individuos do conjunto & dos infecciosos no instante ¢ tende
a 0 ao passo que o tempo avanca; ou o modelo apresenta probabilidade positiva de que
a infecgdo se perpetue, isto é, existe probabilidade positiva do conjunto aleatério dos
infecciosos nunca ser vazio. Vale ressaltar que mesmo A sendo arbitrariamente grande, o
modelo sempre apresenta probabilidade positiva de extingao, se o conjunto inicialmente

infectado for finito.

Essas ideias podem ser expressas através de simbolos da seguinte forma. A quanti-

dade que diz respeito a transicao de fase \. é definida como

Ac == inf{\ > 0: a probabilidade de perpetuagio da infecgdo é > 0}. (1.1)

E observado que essa quantidade estd sempre bem definida, nao necessitando ser
nem finita nem estritamente positiva. O caso em que \. = oo reflete o cendrio em que
o modelo sempre é extinto com probabilidade 1, enquanto que o caso em que A. = 0, o
caso em que o modelo pode nunca ser extinto, isto é, para todos os valores de A\ a infecgao

possui probabilidade positiva de ser perpétua.

Esforcos foram realizados para mostrar que no caso do Processo de Contato
o parametro critico A. é, de fato, positivo e finito para qualquer dimensao d. Mais

precisamente, hé a seguinte estimativa para o seu valor em fungao da dimensao|[13]:

1
2d -1

< Ac(d) < - (1.2)

ISH

Uma vez realizada essa caracterizacao é possivel se perguntar a respeito do com-
portamento do modelo quando A = A., ja que por enquanto nada pode ser dito a respeito
desse cendario. Com efeito, foi mostrado em 1990 por Bezuidenhout e Grimmett[2] que o

processo é extinto quase certamente na criticalidade em dimensao d > 1.

Ademais também foi estabelecido no mesmo artigo pelos mesmos autores a validade
do Teorema da Convergéncia Total pelo Processo no caso supercritico, isto é, quando
A > A.. Denotando por v o limite no sentido fraco da distribuicao limite do Processo
de Contato comecando com todos os sitios de Z? infectados, o teorema expressa que &
converge fracamente para a combinacgao convexa de v e o conjunto vazio, onde os pesos
sao, respectivamente, a probabilidade de perpetuidade e a probabilidade de extingao da

infeccao.

Além disso, também foram realizadas pesquisas a respeito da validade de resultados
classicos pelo processo. Em 1980 Durrett [3] provou uma Lei Fraca dos Grandes Nimeros
a respeito da quantidade de sitios infectados no instante ¢, isto é, |£;|. Trés anos mais tarde,

em 1983, com a colaboracao de Griffeath, a dupla de pesquisadores foi além provando uma
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Lei Forte [4], isto é, convertendo a convergéncia em probabilidade para a convergéncia

quase certa.

O estudo dessas propriedades classicas feitas por Durrett o levaram a conjecturar
nas décadas de 1980 e 1990 a respeito da satisfacdo pela quantidade de sitios infectados
|&:| de um Teorema Central do Limite. A resposta foi dada em 2018 por Achillefs Tzioufas
[14], um matemético grego que entdo trabalhava na Universidade Estadual de Sao Paulo

(USP), de forma positiva para o processo em dimensao 1.

No capitulo seguinte serdo abordados alguns resultados sobre Processos de Contato
definidos no Grafo Completo. A estrutura do grafo permite a demonstracao de alguns
resultados na linha de um Teorema Central do Limite e de uma Lei Forte dos Grandes

Numeros.

Posteriormente, na primeira se¢ao do capitulo Sobre o Processo de Contato sob
Renovagoes, sera discutida uma construgdo de um Processo de Renovagao a partir de
um Processo Pontual de Poisson. Tal construcao possibilita o desenvolvimento de alguns

argumentos uteis, como a desigualdade FKG, por exemplo|6].

Em seguida é demonstrado tanto um teorema sobre a convergéncia em lei do
processo cuja medida de renovacao possui certa regularidade e cauda pesada; quanto sobre
a positividade do parametro critico, quantidade que ainda sera definida, para processos

cuja medida de renovagao possui cauda mais leve.

Por fim, em Sobre o Processo de Contato sob Renovacoes a la SIS é abordado
o modelo SIS referente a um Processo de Contato sob Renovagoes. Vale ressaltar que a
nomenclatura SIS é utilizada no contexto de epidemiologia para caracterizar sistemas
nos quais a condicao de satide de um individuo pode ser apenas ou saudavel ou infectada.
Essa classe de modelos se diferencia daqueles conhecidos como SIR, saudaveis, infectados
e removidos do sistema. Neste paradigma nao ha reinfeccao. Os individuos removidos do
sistema sao aqueles que foram infectados mas seu periodo infeccioso terminou. No contexto

imunoldgico isso é interpretado através do conceito de imunidade.

Evidentemente o processo de contato usual também é um modelo do tipo SIS,

embora nao seja assim frequentemente chamado.

Essa observacao é feita pois os modelos nao coincidem quando a distribui¢ao nao
é exponencial. Com efeito, ao definir o Processo de Contato sob Renovagoes o processo
de curas de um dado sitio segue um processo de renovagao independente do processo de
infeccao, fazendo com que o intervalo entre curas seja independente das infecgdes do sitio
em questdao. Em contrapartida, ao se definir o modelo SIS com uma distribuicdo nao

exponencial, a duragao da infeccdo comecga a contar a partir do exato instante em que a
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infecgao ocorre e nao esta relacionada as ocorréncias de curas anteriores.
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2 Sobre o Processo de Contato no Grafo Com-

pleto.

Neste capitulo serao apresentadas algumas propriedades referentes a um Processo
de Contato definido no grafo completo. Mais especificamente, serao demonstrados uma
Lei Forte dos Grandes Numeros e um Teorema Central do Limite para uma sequéncia de
Processos de Contato definidos no Grafo Completo. As ideias desenvolvidas podem ser

encontradas com maior grau de detalhamento em [1].

2.1 Descricao do modelo.

Serd estudado o caso em que o grafo G em questao é o Grafo Completo com n
elementos, denotado por G = K,,. Isso significa que ha n vértices no grafo e cada um
possui como vizinhos os outros (n — 1) vértices do grafo, de modo que o niimero de arestas
do grafo seja de @ Mais precisamente, os resultados provados conterao informagoes
sobre o comportamento do limite de uma sequéncia de processos infecciosos ao passo que
o ntmero n de vértices do grafo fica arbitrariamente grande. Evidentemente, os resultados
tomam a forma de uma Lei Forte dos Grandes Numeros e de um Teorema Central do

Limite.

O processo infeccioso ocorre da seguinte forma. Para cada grafo K, serda denotado
por Y, (t) a quantidade de sitios infectados no instante ¢, com valor iniciar Y,,(0) = m,.

Suponha que Y, (t) = i, entdo o niimero ¢ de infecciosos avanga para i + 1 a uma taxa de
A

2(n — 1) no tempo e recua com taxa di.

A fim de que a definicdo anterior faca sentido, nao ha outra opg¢ao para duracgao
da infecgdo a nao ser seguir uma varidvel exponencial de pardmetro ¢, enquanto que o
instante até a transmissao da doenca deve seguir também uma variavel exponencial, mas

de pardmetro 2
n

A interpretabilidade da taxa infecciosa é exatamente aquela que deve ser. A taxa
em que a doenca é transmitida de um individuo infeccioso fixado para um individuo
saudavel também fixado e de % Considerando, agora uma configuracao arbitraria, basta
analisar que cada um dos ¢ infecciosos dessa configuragao podem infectar cada um dos
(n — i) saudaveis, que resulta, através do fato da varidvel entre infecgbes ser exponencial,

na taxa previamente mencionada.
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De modo anélogo, a taxa de cura do modelo, isto ¢, a taxa com que o niimero ¢
de infecciosos é subtraido a i — 1 é simplesmente o minimo entre as ¢ exponenciais de

parametro 9.

A construcao do modelo no grafo completo é particularmente 1til, uma vez que
ela permite a obtencao de resultados classicos. Com base em certas hipdteses, serao

mencionados dois deles: a Lei Forte dos Grandes Numeros e o Teorema Central do Limite.
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2.2 Lei Forte dos Grandes Ndmeros.

Serd considerada uma cole¢ao de processos infecciosos {Y,, },, onde cada processo
componente da familia terd taxas de “recuo” e “avango” definidas como anteriormente na
Secao 2.1.

Evidentemente, ao passo que n cresce, o modelo representa uma populagao com cada

vez mais elementos. Tendo isso em mente, a sequéncia de processos candidata a Lei Forte

dos Grandes Niumeros é formada pelos processos Y, := ¥, que representam a proporcio

n
de individuos infectados, enquanto que o limite serd uma certa funcao deterministica
y =y(t).

() 4 de salto de | quantidades a

vy
partir do sitio y do m-ésimo processo em termos de uma funcgao geral de taxa [3;, que

O argumento consiste na descricao das taxas ¢

corresponde a taxa de um salto de [, de modo que seja satisfeita a relagao
(n) _ —1 2 1
Qyyer = MBI Y). (2.1)

Essa relagao permitira incluir a colecao de processos em questao na familia dos
processos markovianos densidade-dependentes de salto, ja que ela ja satisfaz a condicao de
possuir apenas um numero finito de possiveis saltos, tornando possivel a demonstragao do

resultado.

Para o modelo s6 hd duas possibilidade de salto: +1 com taxa 1(y) = Ay(1 —y) e

—1, com taxa f_; = dy.

Com essas quantidades, é possivel construir a funcao de drift, que serd responsavel

pela caracterizacao da funcao alvo y. Em geral, essa quantidade é definida como

F(y) = 18iy). (22)

Portanto, a funcao de drift procurada é dada por
F(y) = y(1 —y) — dy. (2.3)

Yo (

Por conseguinte, denotando por g := lim,, TO), a funcao alvo y é aquela que

unicamente satisfaz a equacao
t
y(t) = yo +/ F(y(s))ds. (2.4)
0

A inspiracao desse resultado pode ser apreciada a partir da caracterizacao do pro-

cesso Y, como uma soma de processos de Poisson propriamente reescalados e manipulados.
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A descricao do processo infeccioso apds esse procedimento é precisamente a seguinte:

Yalt) = Ya(0) + 31X, (n /0 t Bl(n_lYn(s))ds>. (2.5)

Sendo cada X;(t) um processo de Poisson de taxa 1, essa férmula fornece, supondo
Y,(t) = y, que a taxa de um salto de comprimento [ é simplesmente n3;(n~'y), que é

exatamente a desejada.

Quanto a manipulacao, centrando o processo de Poisson, isto é, subtraindo-o de seu
valor esperado e denotando essa nova quantidade por X;, bem como realizando a divisao

por n, a equagao obtida é

B0 B0 s i [ i atons) + 3 [ Vagsds. (20)

n n

., . A Yo (0 . .
Lembrando da hipétese feita sobre a convergéncia de %, aplicando a Lei Forte
dos Grandes Numeros ao processo de Poisson reescalado e notando que o ultimo termo a
direita é nada mais nada menos que a propria funcdo de drift, a satisfagao da equagao
integral pelo processo limite se torna sugestiva. Sua convergéncia é justificada a partir do

Teorema 5.2 de [1], enunciado a seguir.

Teorema 1. Suponha que lim,_, o Y ,(0) = 2y e que para todo compacto K de R? existe

uma constante Mg > 0 tal que |F(z) — F(2')| < Mk|x — 2’|, para todo x e 2’ em K.

Entdo 1im,, o0 sup,, [Yn(s) — y(s)| = 0 quase certamente, onde y(t) é a solugdo
unica da equacao associada d funcao de drift da colecio de processos de markov densidade-
dependente de salto {Y, },.

A funcao alvo y(t) pode ser obtida explicitamente através da expressao seguinte,
quando A # 9,

(1 _ g) Yoot
y(t) =

1—2 4y, (e(’\_5)t - 1) '

(2.7)

Por outro lado, quando A\ = § a expressao assume uma forma breve, dada por

Yo
t) = —2 2.

Uma observacao se faz necessaria. A quantidade %, também conhecida como niumero

bdsico de reprodugdo possui influéncia no comportamento assintotico do modelo, fazendo

PR A . N s A
com que ele convirja a 0 se § <1 e convergindo a §:=1— ¢, se § > 1.
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O valor ¢ é usado para definir o que se conhece na literatura epidemiolégica como

o nivel endémico do processo. Dessa forma, o nivel endémico do processo Y,,(t) é dado por

A

ny.
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2.3 Teorema Central do Limite.

Uma vez estabelecido qual é o limite, no sentido de uma Lei Forte dos Grandes
Numeros, da colecao de processos é natural se indagar a respeito das flutuacgoes ao longo

dessa quantidade.

O interesse residird, portanto, na caracterizacdo do processo V,,(t) := /n(Y,(t) —

y(t)) Usando a notacao anterior, o processo é descrito por
Valt) = 0a(0) + SO ([ 8T(s)ds) + [ VAP = Flu))ds. (29)
; 0 0

O primeiro termo do lado direito da igualdade é simplesmente a diferenga entre os

valores iniciais - o qual, por suposi¢ao, é nao aleatério - multiplicada por y/n, isto &,
vn(0) = Vn(Y,(0) — y(0)). (2.10)

O segundo termo denota a diferenga entre o processo de Poisson e seu valor esperado,

mas agora dividido por y/n, ja que houve uma multiplicagdo de \/n no termo %

W (1) = %fg (n /O t Bl(n_lYn(s))dS) (2.11)

_ % [Xz (n /Ot 5l(n—1Yn(s))ds) - n/ot Bl(n—lYn(s))ds]. (2.12)

Evidentemente, pelo Teorema de Donsker, essa quantidade converge a um mowvi-

mento browniano padrdo W(t).

Quanto ao ultimo termo, ele significa simplesmente a diferenca entre as fungoes
de drift. Através de uma expansao de Taylor e denotando por F a matriz de derivadas

primeiras da funcdo de drift, a seguinte relagao é valida.

Vi(E(Yu(s) = F(y(s))) = vVnoF(y(s)(Ya(s) = y(s)) + O(VnlYu(s) —y(s)]*) (2.13)
= 0F (y(5))Va(s) + O(IY u(s) — y(s)])Va(s). (2.14)

Combinando os termos junto aos seus respectivos limites, é sugestivo que o limite

do processo V,,(t) seja o processo V (t) dado por

V(t) = v+ sz( /0 t ﬂl(y(s))ds> + /0 t OF (y(s))V (s)ds. (2.15)

Denotando por G(z) a quantidade Y, lI7 3)(x) e por ®(s,t) a tinica solugdo de
O ®(t,s) = —D(t,$)0F (y(s)), O(s,s) =1, (2.16)

a convergéncia pode ser justificada através do Teorema 5.3 de [1], enunciado a seguir.
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Teorema 2. Suponha OF continua e que lim,, v,(0) = vy seja constante. EntaoV,, — V,

onde V' € dado por 2.15. Esse processo ¢ um vetor gaussiano com matriz de covariancia
T\t
Cov(V(t),V(r)) :/ (t,s)G(y(s))(®(r,s)) " ds. (2.17)
0

Aplicando o resultado na cole¢ao de processos infecciosos do tipo SIS, o resultado
obtido é

OF()) = —(A —6), (2.18)
G() = 275@ - 9), (2.19)
B(t,s) = e A O=9), (2.20)

Esse resultado é valido tendo sido feita a suposicao de que % > 1 e de que o processo

é iniciado préximo ao nivel endémico, isto é, Y ,,(0) — 1 — % em probabilidade.

A funcao de covariancia é, portanto, dada por

Cov(V(t),V(r))=<(1- e_()‘_‘s)(Mt)). (2.21)

As férmulas se tornam bem complexas tanto para o caso em que o numero basico
de reproducao ¢ menor do que 1 quanto para o caso em que o processo comeca longe do

equilibrio.
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3 Sobre o Processo de Contato sob Renova-

coes.

Anteriormente, no capitulo 2, o Processo de Contato foi descrito através de duas
colec¢oes, cada uma composta por varidveis independentes e identicamente distribuidas.
A primeira colecao podia ser obtida através da distribuicao do intervalo entre curas, ja
a segunda, através da distribuicao do intervalo entre infeccoes, ambas exponencialmente

distribuidas, embora cada uma gozasse de seu proprio parametro.

Neste capitulo serd considerada uma variacao introduzida por Fontes, Marchetti,
Mountford e Vares [7]. O modelo em questao serda definido mantendo a distribuicao
exponencial no intervalo entre marcas de infecgoes, mas serd considerada uma distribuicao

de outra natureza para o intervalo entre marcas de curas.

E imediatamente feita uma pausa no desenvolvimento do capitulo para se observar
que sera feito um abuso de terminologia. Sera dito intervalo entre curas para se referir ao
termo mais adequado intervalo entre marcas de curas. O analogo vale para um intervalo

entre marcas de infecgoes.

Essa nova generalizacdo do modelo faz com que o processo definido através dos
instantes em que as curas ocorrem seja um processo de renovagao. Dessa forma, o modelo

¢ chamado de Renewal Contact Process ou de Processo de Contato sob Renovacoes.

Mais precisamente, o ambiente espacial serd Z¢, munido da norma /;. Dados dois
pontos = e y nesse ambiente, considera-se que hd um processo de infeccao N, , » caso
|z — y| = 1. Tal processo serd um processo de Poisson, sob a hip6tese dos intervalos entre
infecgoes serem exponencialmente distribuidos, com o subscrito A se referindo a taxa de

infeccao.

Para cada ponto = do ambiente Z¢ sera considerado um processo de renovacio R..
A construcao de tal processo sera feita a seguir. Serd denotada por p a distribuicao das
varidveis da colecao {7}, }ienzezd, que representam o comprimento de um intervalo entre
curas. Dessa forma, o n-ésimo instante de cura do ponto x ¢ dado por S, ,, = 2?21 Ty ;-

Finalmente, o processo R, ¢ definido como a cole¢ao {S,, : n > 1}.

Tanto os intervalos entre curas quanto os intervalos entre infecgoes em questao sao

considerados independentes entre si.

Usando a inspiragao do diagrama de Harris também ¢é possivel construir uma
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representacao geométrica do Processo de Contato sob Renovagoes que para o caso d =1
pode ser visualmente expressa. Para tal construcao, sera fundamental a definicdo de um

caminho.

Sejam x e y dois pontos em Z<. Diz-se que 7 : [s,t] — Z% é um caminho 7 de x até
y definido no intervalo [s, t] quando 7 for continuo & direita com limite a esquerda — cadlag,
no jargao francés — e ligar ambos pontos x e y através de infecgoes, ndo cruzando as curas

dos processos de renovacao dos sitios pelos quais passa. Mais precisamente, y(s) = = e
() =y.

Tendo sido feita a definicao de caminho, é possivel deduzir algumas propriedades
bésicas. Primeiramente, v(u) nao pertencer a R, para nenhum u € [s,t] garante que o
caminho nao passe por curas. Além disso, y(u™) # y(u) se e somente se u € Ny(u—)~(u);

assegurando que o caminho s6 se mova quando houver uma infecgao.

Uma vez feitas as principais definicbes matematicas do processo, sera apresentada

sua interpretacao como um sistema de particulas. Defina

¢! .= {y : existe um caminho de (z,0) até (y,t), para algum z em A}. (3.1)

Dessa forma, uma tipica configuracao & de {0, 1}Zd pode ser vista como um subcon-
junto de Z< através de {x € Z : £(x) = 1}. Aos sitios infectados é atribuida a quantidade

1, enquanto que aos saudaveis, 0.

Algumas propriedades podem ser imediatamente extraidas do modelo. Uma, em
particular, serd enunciada.
g=Ue (3:2)
z€A
Essa propriedade recebe um nome especial levando em consideracao a literatura
existente sobre sistemas de particulas: aditividade. Portanto, o modelo introduzido é um

modelo aditivo.

Além da monotonicidade o modelo introduzido também satisfaz outra propriedade
fundamental. Considerando um Processo de Contato sob Renovagoes, a distribuicao u
que caracteriza os processos de renovacao estara fixada. Além disso, serd tratada como

parametro a quantidade ), isto é, a intensidade da infecc¢ao.

Supondo A < X' é possivel realizar a construgdo conjunta de processos N, e
Ny yx de modo que cada infeccao do primeiro esteja presente como uma infec¢ao no

segundo. Essa relacao é denotada por

Nx7y7)\ C Nx7y7,\/. (33)
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Nesse caso, ha uma relagao entre ambos sistemas de particulas, um construido a
partir das infecgbes com taxa A e o outro, com aqueles de taxa \'. Para todo A subconjunto

de Z vale que

M) < & (@), (3-4)

para todo x em Z?. Nesse caso o processo é dito monétono.

Portanto, possuindo o processo a propriedade de monotonicidade é possivel definir

o parametro critico, denotado por \., através de

Ae i=inf{\ : P(7° = +00) > 0}. (3.5)

A quantidade 74 ¢ definida como sendo o inf{t : £ = ()}. Dessa forma, a quantidade
79 := 710} ge refere ao instante de extin¢do do processo tendo comecado com apenas a

origem infectada.

Por fim, é feita uma observacao sobre a especificagdo de que a infeccao se inicia
com apenas um sitio infectado. Nao ha perda de generalidade, uma vez que A < A, implica
que IP’(TA = +oo) = 0, supondo que o conjunto inicial A seja finito. A justificativa é a

seguinte.

P(r" = +00) = P(rileaj( 7% = +00) (3.6)
<) P(r" = +o0) (3.7)
= (3.8)

Por outro lado, pode ser observado que se A > A, entao ha probabilidade positiva

da infeccao nunca acabar, isto é, ela se perpetua.

Caso a quantidade \. seja finita e ndao nula, entao diz-se que o modelo apresenta

transicao de fase.
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3.1 Sobre uma construcio através de um Processo de Poisson.

O capitulo conta com uma construcao que permite a obtencao de um Processo de
Renovacao a partir de um Processo Pontual de Poisson. Em seguida é feita a observagao
de que essa construcao satisfaz uma certa propriedade de crescimento. Posteriormente é
abordada a desigualdade F'K (G, tanto no seu contexto historico inicial quanto no cenério de
processos de contato sob renovagoes. O acoplamento de processos de renovagao comegando
em instantes diferentes bem como a dominagao entre processos de renovacao pode ser
realizada com base na construcao apresentada, tarefa que serd conduzida nessa mesma

ordem nas duas ultimas segoes deste capitulo.

3.1.1 Construcao.

A construgao de um processo de renovacao a partir de um Processo Pontual de

Poisson seré realizada ao longo dessa subsecao.

Dado um processo de renovagao com medida u, ¢é feita a suposicao de que essa medida
possui uma densidade g. Sua Funcao de Distribuicio Acumulada sera sugestivamente

denotada por G.

No contexto de Processos de Renovagoes ha uma quantidade que é util em diferentes
cendrios: trata-se da hazard rate function, também chamada de fun¢ao taxa de falha.
Evidentemente, ela também sera ttil no atual contexto. Denotando essa funcao por h e
supondo que o processo se inicia em ty = 0, ela assume a seguinte forma:

h(t) g(?)

et (3.9)

Caso o Processo de Renovagdo se inicie em um instante ¢, diferente de 0, é possivel
adaptar a definicao. Dessa forma, a expressao da hazard rate function pode ser descrita

por
g(t —to)

he—t0) = T2t

(3.10)

Nao coincidentemente sera considerado um Processo Pontual de Poisson n de
intensidade 1 tomando valores em R x R, isto é, no mesmo conjunto no qual o grafico da

funcao taxa de falha se encontra.

Tendo em mente o cendrio previamente descrito, os pontos do processo pontual
podem ou nao cair abaixo do gréafico de h. Observando que a area sob a curva h é dada

por

/Ot h(s)ds = —log <1 — G(t)), (3.11)
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¢é possivel concluir que ha finitos pontos do Processo Pontual de Poisson sob seu grafico
em [0, t], enquanto G(t) for menor do que 1, j& que a drea sob o grafico de h serd finita
nesse intervalo. Além disso, o fato de G(t) tende a 1 ao passo que t cresce garante que ha

infinitos pontos sob a curva, com probabilidade 1.

Assim, é possivel selecionar o ponto “mais a esquerda', isto é, aquele com menor

primeira coordenada. Esse ponto estd bem definido e serd denotado por (¢, uy).

Dessa forma, é possivel se perguntar: qual a probabilidade de que se demore pelo
menos s unidades de tempo, partir do instante ¢, até a ocorréncia desse primeiro ponto
abaixo do gréafico de h? Contata-se que a ocorréncia desse evento é andloga a ocorréncia

de nenhuma realizacao do processo pontual no conjunto dado por
{(t,u) : 0 <u < h(t),to <t <ty+s}, (3.12)
cuja probabilidade é dada por

e~ Jo M — 1 _ G(t), (3.13)

Portanto, o que acaba de ser mostrado é que a densidade da variavel comprimento
do intervalo temporal entre dois pontos do processo pontual de Poisson que determinam

instantes de renovacao consecutivos possui densidade g.

Repetindo o argumento iterativamente, o processo formado pelos pontos t1,%s,... —
ou seja, t; sendo o i-ésimo gerado a partir do processo pontual de Poisson que se localiza
abaixo do grafico de h deslocado a cada etapa —, é uma realizacao do Processo de Renovagao

obtido através de uma medida com densidade g.

3.1.2 Fenomeno de crescimento.

A partir da construcao do processo de renovacao apresentada na subsecao 3.1.1
decorre a propriedade que o Processo de Renovacgao obtido é uma funcgao crescente do
Processo Pontual de Poisson caso uma certa hipotese seja satisfeita. Essa afirmagao se

tornara mais precisa ao longo dessa subsecao.

Serd assumido que a fungao taxa de falha h é decrescente. Em particular, isso

implica que G(t) é estritamente menor do que 1, para todo ¢ positivo.

A partir dessa secao sera feita a suposicao de que a funcao h satisfaca a hipotese

de decrescimento, a nao ser que o oposto seja dito.

Uma realizagdo do Processo Pontual de Poisson serd denotada por 1. Por outro
lado, denotando por R o Processo de Renovacao, sera denotado por p uma realizagao e

por p(n) uma realiza¢do associada a 7.
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Figura 2

Dadas duas realizagoes 17 e 7’ do Processo Pontual de Poisson é dito que n < n/

quando 1’ possui pelo menos todos os pontos de 7.

Reciprocamente, dadas duas realizacoes p e p’ de um Processo de Renovagao R, é

dito que p < p’ quando as renovagoes de p’ sdo pelo menos aquelas de p.
A propriedade de crescimento implica que se n < 7', entao p(n) C p(n').

Essa propriedade faz com que o comportamento de R possa variar bastante, mesmo

com a adi¢ao de apenas 1 tinico ponto do Processo Pontual de Poisson.

Suponha uma hazard rate function dada por

h(t) = . (3.14)

Além disso, considere uma realizacdo do Processo Pontual de Poisson com intensi-
dade 1.

A figura 77 ilustra o fenémeno de crescimento. Os pontos pretos representam
uma realizacao 1 do Processo Pontual de Poisson, enquanto que a adi¢ao do ponto verde
representa uma realizacao 1, de modo que n < 7. Dessa forma, as curvas em azul indicam
os deslocamentos da harzard rate function em funcao dos pontos de n. Por outro lado, as
curvas vermelhas indicam seu deslocamento em funcao dos pontos de 1, ou em outras
palavras, através da adigdo do ponto verde. Pode ser visto que p(n) < p(n). A linha
vermelha tracejada indica apenas que ela é o “ultimo deslocamento"provocado pela adicao
do ponto verde, ja que o proximo ponto cai tanto abaixo dela quanto da primeira curva

azul. Dessa forma, a préxima curva azul é comum a ambas as realizagoes.

3.1.3 Desigualdade FKG.

Harris utilizou em 1960 num artigo intitulado A Lower Bound for the Critical
Probability in a Certain Percolation Process uma desigualdade que posteriormente viria a
ser chamada de desigualdade FKG[10]. O principal resultado desse artigo é mostrar que o

parametro critico referente a percolagao de elos de Bernoulli no plano é maior ou igual
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a % O parametro critico indica o valor de p a partir do qual o processo processo possui
probabilidade positiva de percolar, isto é, probabilidade positiva de que exista um conjunto
infinito contendo um certo elo e. A definicdo do que é um conjunto infinito é feita apds a

introducao do modelo.

E feita a observacao de que o parametro critico foi definido a partir do ele e, isto é,
De = pc(e). Isso nao implica, imediatamente, que seu valor é o mesmo caso sua definicao
seja feita através de outro elo €' diferente da origem. Com efeito, ao final da subsecao sera

apresentado um teorema que mostra que a escolha desse ponto nao influencia em p..

Historicamente, a desigualdade foi primeiramente batizada de desigualdade de
Harris. Posteriormente, através dos trabalhos de Fortuin, Kasteleyn e Ginibre em 1971
que culminaram no artigo Correlation Inequalities on Some Partially Ordered Sets[8], a
desigualdade pdde ser generalizada e passou, desde entao, a ser conhecida por desigualdade

FKG em homenagem aos trés cientistas.

A percolacdo de elos de Bernoulli serd definida a seguir. Considerando Z¢ como o
grafo em questao, sera denotado por V seu conjunto de vértices e por E seu conjunto de

elos.

Cada elo e estarda em uma de duas possiveis configuragoes: aberta ou fechada. A
configuracao é w(e) é dita aberta quando w(e) = 1, o que ocorre com probabilidade p.
Reciprocamente, w(e) = 0 indica que a configuracao w(e) estd fechada, o que ocorre com
probabilidade complementar 1 — p. Pressupoe-se que as variaveis w(e), com e em £ sao

independentes.

Um cluster é definido como sendo uma das componentes conexas do subgrafo

aleatério obtido através dos vértices e das arestas abertas do grafo.

O parametro critico associado a aresta e para a percolacao de elos de Bernoulli
é exatamente o valor de p tal que a partir dele a probabilidade de que haja um cluster

infinito contendo a aresta e seja positiva.

Um parénteses é realizado sobre a percolacao de sitios de Bernoulli. O pardmetro
critico para esse modelo é definido de modo andlogo a percolacao de elos. A tnica diferenca
¢ que o termo elo deve ser substituido por vértice, e que a aleatoriedade agora se encontra no
estado dos vértices, e nao das arestas. De fato, a definicdo por ser feita a partir de qualquer
vértice. Também sera enunciado o teorema que garante que essa definicdo independe do

sitio escolhido.

De volta a percolacao de elos, o espago amostral € é constituido a partir de todas

as possiveis configuracoes que os elos podem assumir. Isto é, uma realizacao w de €2 é um
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elemento de E{%1} A g-dlgebra serd aquela gerada a partir dos cilindros. A medida P,

serd a medida produto das varidveis Bernoulli de parametro p.

A enunciacao da desigualdade FFKG pode ser realizada num contexto um pouco
mais geral do que o cenario de percolacao de elos. A estrutura que o espaco de probabilidade
deve ter ¢ que € seja do tipo [],.¢{0,1}, onde S é um conjunto enumeravel, a o-dlgebra
é aquela gerada pelos cilindros finito-dimensionais de €2 e P é uma medida produto de

Bernoulli, onde a cole¢ao de variaveis esta indexada por cada ponto s de S.

Essa observacao faz com que tal estrutura também seja satisfeita num cenario de
percolagao de sitios de Bernoulli. Dessa forma, sera considerado a partir agora apenas a

estrutura mais geral.

Evidentemente, é possivel estabelecer uma relagdo de ordem parcial no espago das
configuragoes. Com efeito, duas configuracoes w e w’ satisfazem a desigualdade w < W’

quando o conjunto dos elos abertos de w’ é pelo menos aquele de w.

Um evento A mensuravel é dito crescente quando w € A implica w’ € A, para todo

par de configuragoes w e w' tais que w < w'.

Intuitivamente, para o caso da percolagao de elos, um evento A é crescente quando

sua ocorréncia ¢ mais provavel quando ha informacao de que mais elos estao abertos.

A desigualdade FKG afirma que se A e B sao eventos crescentes, entao

P,(AN B) > P,(A)P,(B). (3.15)

O teorema a seguir apresenta uma aplicagdo do resultado tanto para a percolagao
de elos de Bernoulli quanto para a percolagao de sitios. Esse teorema pode ser encontrado
em [9].

Teorema 3. Seja G uma grafo conexo com um numero enumerdvel de arestas. O valor do
parametro critico tanto da percolacao de elos de Bernoulli quanto da percolagao de sitios

independem do sitio/elo inicial cujo cluster € observado.

3.1.4 Desigualdade FKG sob Renovacoes.

Nesta subsecao serd apresentada a desigualdade FKG para Processos de Contato

sob Renovagoes. Esse resultado foi originalmente mostrado em [6].

Serao considerados eventos que dependem apenas de uma retangulo espaco-temporal
finito [0, L] x [0, 7. Uma realizacdo do Processo de Contato sob Renovagoes serd denotada

por w. E feita a observacio que uma tal realizacdo compreende tanto a realizacio de um
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processo de renovagao R para cada sitio x quanto a de um processo de Poisson infeccioso
de taxa A\ para cada par de vizinhos x e y. Como os eventos serdao enunciado dentro da
caixa [0, L] x [0,7] a medida P é a medida produto dos processos infecciosos de Poisson

em cada elo da caixa e dos processos de renovagao em cada sitios da caixa.

Um evento A é dito crescente com respeito ao processo infeccioso quando w € A

implica w’ € A, sempre que w’ possui pelo menos os mesmos pontos de infecgdo que w.

Um evento A é dito decrescente com respeito ao processo de renovagio quando
w € A implica w’' € A, sempre que o processo de renovacao de w’ possui no maximo as

mesmas renovagoes de w.

Finalmente, evento A é dito crescente quando é simultaneamente crescente com

respeito ao processo infeccioso e decrescente com respeito ao processo de remnovacao.

A desigualdade FKG ja pode ser enunciada. Se A e B eventos crescentes, entao

P(AN B) > P(A)P(B). (3.16)

E através desse resultado que é possivel demonstrar o principal teorema de 6]

enunciado a seguir.

Teorema 4. Suponha que a funcao taxa de falha associada a medida p seja decrescente e

que para algum o > 1
/ t*u(dt) < oo. (3.17)
0

Entdo o Processo de Contato sob Renovagoes em 7. possui parametro critico positivo.

3.1.5 Acoplamento de processos de renovacdo com inicio em diferentes ins-

tantes.

A primeira aplicacao da hipotese de decrescimento da fungao taxa de falha consiste
na possibilidade de comparagao entre dois processos de renovacao com uma mesma
distribuicao, mas comecando em instantes diferentes de modo que a partir de um certo
instante, o conjunto formado a partir de todos os pontos de renovacao de um deles estard

contido no conjunto de pontos do outro.

Suponha que R e R sejam ambos processos de renovacao com distribuicao entre
curas seguindo uma lei comum g, mas o primeiro comega no instante 0 e o segundo, no

instante tg > 0.

Com efeito, seja n tal que a n-ésimo renovagao de R ocorra antes de tg e a n + 1-

ésima renovagao apos tg. O fato do n + 1-ésimo ponto de renovacgao cair abaixo da curva
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Figura 3

h(t —t,) faz com que ele também caia abaixo da curva h(t — ;) de modo que esse ponto
representard uma certa m-ésima renovacao de R. A partir desse ponto os instantes de

renovacao de ambos processos coincidem.

A partir desse argumento é possivel concluir que a partir de tg todos os instantes

de renovagao de R também indicam renovacoes de R.

Vale enfatizar a importancia da hipétese de decrescimento de h. Caso ela nao fosse

satisfeita, a conclusdao do paragrafo anterior nao seria verdadeira.

Para ilustrar o caso, suponha que g siga a lei de Weibull. Essa distribuicdo recebe
o dado em homenagem ao matematico sueco Waloddi Weibull, que a estudou com detalhes
em 1951. Além disso ela é frequentemente empregada tanto na teoria da confiabilidade,

estudada pela engenharia quanto na teoria da sobrevivéncia, estudada nas ciéncias atuariais.

Essa lei é caracterizada por 2 parametros, o valor de k é responsavel pela forma da

distribuicao, enquanto que 6, pela intensidade. Sua expressao geral é dada por

9(t) = %(g) e

Além disso, sua funcao de densidade acumulada e hazard rate function podem ser

D+

)k,t > 0. (3.18)

expressas, respectivamente, através das expressoes

)

) =1—¢ () (3.19)

h(t) = g(g) | (3.20)

O valor de k£ > 1 garante que a hazard rate function seja crescente. Em contrapartida,

D+

para k < 1 a funcdo é decrescente. Para o caso k = 1 ela é constante, fato que pode ser

deduzido através de sua lei, que se iguala a de uma exponencial.
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Mais precisamente, considere uma distribuicao de Weibull com parametros k = % e

0 = 1. Sua funcao de densidade é dada por

e 3.21
Além disso, sua hazard rate function é dada por
1
h(x) (3.22)

— 55

Na figura 3 podem ser vistos alguns pontos dispersos no grafico. Os pontos dizem
respeito a uma realizagao de um Processo Pontual de Poisson que sao usados para a

construcao do acoplamento.

A curva continua em azul indica a hazard rate function e as retas azuis pontilhadas
indicam seu deslocamento através da representacao grafica do Processo Pontual de Poisson.
Mais precisamente, o primeiro ponto p; = (t1,u1) se encontra abaixo na curva, indicando
uma renovagao. Dessa forma, a funcao h é deslocada para a coordenada t; desse ponto,
isto é, a primeira linha pontilhada azul indica a fungao h(t —t;). Analogamente, a segunda,
linha pontilhada azul indica a fungao h(t —ts), referente ao ponto po, que se localiza abaixo
do gréfico de h(t —t1). Além disso, o ponto ps se localiza acima do grafico, ndo provocando

um novo deslocamento.

A reta verde indica a mesma funcdo h, mas dessa vez representa as renovacoes de
um Processo de Renovagao que comeca a partir de um instante ¢y # 0. Dessa forma, a curva
em verde escuro indica a fungao h(t — ty). A primeira renovagao ocorre no instante t4, ja
que esse ¢ o primeiro ponto que se encontra abaixa dessa curva. Logo, ha um deslocamento

e a reta verde pontilhada representa a funcao h(t — ty).

Os instantes de renovacao de ambos processos passam a coincidir a partir do ponto
ps, que se localiza abaixo do grafico de ambas fungoes. A reta vermelha tracejada indica
que agora as duas fungoes foram deslocadas para o mesmo ponto, isto é, h(t —t5), refletindo
o fato de que a partir de agora ambos processos possuem renovagdes nos mesmos instantes.

O proximo ponto, pg ¢ um exemplo disso, ja que as curvas se deslocam simultaneamente.

3.1.6 Dominacao entre processos de renovacao.

A segunda aplicacao é a comparacao entre um modelo RCP e o proprio modelo do
tipo exponencial-exponencial, isto é, o classico Processo de Contato. Com efeito, suponha

que seja considerado um processo de renovacao R cuja distribuicao entre ocorréncias siga
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uma distribui¢ao com densidade dada por
()= 7 (32
= '
para t > 0.
Através de alguns calculos elementares é pode ser verificado que
Gty =1— — (3.24)
o (t+1)] '
e que, portanto
1
h(t) = , 3.25
M =571 (3.25)

uma funcgao decrescente em ¢t e limitada superiormente por 1.

Considerando um processo de renovagao R cuja distribui¢ao entre ocorréncias é
dada por uma varidvel exponencial de pardmetro v > 1 cuja hazard rate function h é
simplesmente constante igual ao parametro ~, é possivel deduzir que essa funcao sempre

domina a outra, referente ao processo anterior.

Dessa forma, considerando ambas fungoes num grafico, é possivel concluir que todas
as vezes que um ponto do Processo Pontual de Poisson cair abaixo do grafico de h, ele
também caird abaixo do grafico de h, fazendo com que, portanto, todo ponto de renovagao

de R também seja um de R, completando o acoplamento.

Esse argumento mostra que é possivel usar os resultados do modelo classico para
obter respostas para o RCP. Em particular, é possivel concluir que o parametro critico
de um processo de contato sob renovagoes ¢ finito, se o parametro A responsavel pelas

infec¢oes for suficientemente grande.

Vale ressaltar a importancia da hipotese de decrescimento satisfeita por h. Do
contrario, nao hé garantia de que todas as renovagoes oriundas de sucessivos deslocamentos

de h conterdo aquelas de h.
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A titulo de ilustracdo, agora é realizado o acoplamento de dois processos de
renovagao distintos comecando num mesmo instante t, = 0. O primeiro processo de
renovagao R ja foi introduzido nesta se¢ao, com hazard rate function dada por hy(t) = ﬁ,
enquanto que o segundo é um processo de renovacao R tal que seu intervalo entre curas é
exponencialmente distribuido com pardmetro v = 1, fornecendo hy(t) = 1 como hazard

rate function.

Na figura 4, quatro pontos podem ser vistos. Apenas os pontos ps e py indicam
renovagoes do processo R. Por outro lado, todos os pontos, isto é, p1, ps, p3 € ps indicam
renovacoes do processo R, ja que todos se encontram abaixo da funcéo deslocada h(t—t;) =
h(t), para i em {1,2 3,4}.

Essa dindmica mostra que um subconjunto das renovacoes de R é responsavel por

representar cada uma das renovacoes de R, como descrito anteriormente.
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3.2 Sobre a convergéncia em lei do processo.

Um tipo de resultado classico em Teoria das Probabilidades consiste na demonstra-
¢ao de uma convergéncia em medida de um Processo Estocastico. Esta se¢ao consiste na

demonstragao de um teorema desse tipo retirado de [5].

A secao comecga enunciando condigoes suficientes para que o processo se perpetue
bem como caracterizando uma medida que serda uma candidata natural ao limite. Em
seguida sao desenvolvidas defini¢des e lemas auxiliares que revelarao certas propriedades
que o processo possui no regime em questao. Por fim, através da convergéncia dos resultados
desenvolvidos ao longo do capitulo é apresentada uma ideia da demonstracao do teorema

de convergéncia.

3.2.1 Descricao e hipoteses.

Ao longo deste capitulo, as condi¢oes assumidas para uma medida de renovagao p

desse capitulo sao as seguintes.

(A) Existem 1 < M; < +o00, €, >0 ety € (0,+00) tais que para todo t > tg
t
61/ up(du) < tu(t, Mqt). (3.26)
0

(B) Existem 1 < My < 400, €2 > 0 e 1y < 400 tais que para todo r > 1o

ea My, M) < p[ M5+, M5 +2). (3.27)
(C) Existem M3 < 400 e €5 > 0 tais que para todo t > M;

t=0=e) < pu(t, +00) < 7. (3.28)

Sob essas condig¢oes o Processo de Contato sob Renovagoes possui probabilidade
positiva de sobrevivéncia para toda taxa de infeccao A > 0 [7]. Além disso, pode se observar

que embora a medida i nao tenha primeiro momento finito, ela goza de certa regularidade.

Denotando por 7 o tempo de exting¢ao, isto é
7:=inf{t > 0:§ = 0}, (3.29)

e por 0 e 1 as configuragdes onde nenhum sitio esta infectado e onde todos os sitios
estao infectados, respectivamente, o teorema pode ser enunciado através da introducao de
apenas mais duas quantidades. Sejam dy e d; as medidas que colocam, respectivamente,
massa total na configuragdo onde nenhum sitio esta infectado e onde todos os sitios estao

infectados.
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Teorema 5. Dado qualquer conjunto A inicialmente infectado, a quantidade & converge
em lei, quando t — oo para

P(7 < 00)dg + P(17 = 00)d1.

(3.30)

3.2.2 Definicdes e construcdes.

A demonstracao do teorema envolverd a estimativa da probabilidade de que a
infeccdo se perpetue e um sitio x arbitrario nao esteja infectado num certo instante t. Para
realizar essa estimativa o evento {7 = 00, & () = 0} serd decomposto em 3 outros. Por
sua vez, cada uma receberd um tratamento especifico. E exatamente com essa tarefa que a

presente secao se encarrega.

Primeiramente é feita a defini¢do de uma classe de tempos de parada que receberao
o nome de extremais. A nomenclatura é motivada através da definicdo, ja que tais tempos
de parada tem a propriedade que o sitio infectado mais distante da origem, num dado
instante, é estritamente maior, no sentido da norma infinito, do que o sitio mais distante da
infeccao em qualquer instante anterior. Essa definicao é tornada mais precisa da seguinte

forma.

Definigao 1 (Tempo de parada extremo.). Um tempo de parada T' com respeito a filtra¢io

natural A; € dito extremo quando
max{|[|lo : &r(2) = 1} > max{|jzlo : &(x) = 1}. (3.31)

Sera mostrado que, sob a hipdtese da infecgdo durar por tempo indeterminado, a

quantidade de sitios infectados nao pode ser finita. Em outras palavras, sob tal hipotese, a

infeccdo nunca fica inteiramente contida em nenhuma caixa do tipo [—m, m]?, seja qual
for m inteiro nao negativo.
Seja um tal m fixado e considere o seguinte evento.
{1 =00} N{&(x) = 0,Yx & [-m,m]?, Vs > 0}. (3.32)

A analise que sera feita consiste na constatacao de que durante um certo intervalo
de tempo a probabilidade de ocorréncia de uma renovacao em algum dos sitios dessa caixa
é muito pequena. Além disso, a probabilidade de que a infeccao seja propagada para fora
da caixa também serd pequena. Dessa forma, sera demonstrado que essa familia de eventos
indexada por m é formada por eventos de probabilidade 0 e, portanto, a probabilidade de

que a infecgao se perpetue infectando apenas finitos sitios sera 0.
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Pela proposigao 7 de [7], combinada com a desigualdade de Boole aplicada em

cada sitio da caixa, existe € > 0 suficientemente pequeno satisfazendo que a probabilidade

de que haja uma renovagao em qualquer um dos sitios da caixa [—m,m|? no intervalo

(2m4+1)¢
27L€

temporal [2" 2" 4+ 2™¢] seja no MAXimo , para todo n suficientemente grande.

Além disso, condicionado na existéncia de um sitio infectado no instante 2" na
caixa [—m,m]¢, a probabilidade de que haja uma sequéncia de no maximo (m + 1) sftios
vizinhos infectados comecando dentro da caixa [—m, m]? e terminando em algum sitio fora
dela no instante 2™ 4+ 2"¢ fica arbitrariamente pequena conforme n cresce.

A combinacao dos dois paragrafos imediatamente anteriores mostra que a probabi-

4 nunca sejam infectados sob a hipdtese

lidade de que os sitios fora de uma caixa [—m,m)|
da perpetuacao da infeccao por tempo indeterminado é 0. Em simbolos, vale que para

todo m > 0,

P({T — ool N {€,(z) = 0,¥s > 0,V & [—m, m]d}> —0. (3.33)

Dessa forma, se a infeccao se perpetua, entdo um nimero infinito de sitios é
infectado. O resultado é anunciado a seguir na forma de um lema. Além disso, também é

explicitada sua relacado com os tempos de parada extremais.

Lema 1. Sob a hipétese de perpetuacao da infeccdo, a quantidade total de sitios infectados

pelo menos uma vez ao longo do processo nao pode ser finita.

IP’({T = 400} N {|{z: /0+<>0 &s(x)ds > 0} < +oo}> =0. (3.34)

Em particular, isso implica que condicionado na perpetuidade da infec¢iao, para todo

instante t > 0 existe um tempo de parada extremal, quase certamente.

Além do lema anterior responder uma pergunta que é por si s6 interessante, ele

também permitira a demonstracao de outro resultado curioso. O resultado é o seguinte.

Para todo instante ¢, existe um sitio nao muito distante da origem que permanece
infectado durante o intervalo temporal [, t]. A nocéo de ndo muito distante é tornado

preciso a seguir.
Os tempos de parada extremais se mostrarao tteis na demonstracao do seguinte

resultado.

Corolario 1. Sob o evento {T = 400}, para todo t suficientemente grande, existe um sitio

zy a uma distancia inferior a log®t da origem tal que &,(x) = 1 para todo s em [£,1].
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A estratégia sera considerar, dado um tempo de parada extremo 7', uma sequéncia
mondtona de pontos { X + L;}; cuja duragao de infecgao se prolonga como uma poténcia
de 2. Mostrando que a existéncia de tal sequéncia é possivel com probabilidade positiva,
o resultado é demonstrado através da constatagao de que os pontos da sequéncia acima
fornecem pelo menos um ponto do tipo requerido cuja distancia em relacdo a origem é

satisfatoriamente pequena.

A titulo de evitar o sobrecarregamento da notacao é feita a suposicao de que a
dimensao d do modelo é igual a 1. Para o caso de dimensao superior a argumentacao

envolvera um vetor unitario-direcional que aponte “para fora” da origem.

Dado um tempo de parada extremo 1" sera considerado Xt como sendo o sitio mais

distante da origem. Dessa forma,

ou Xy =max{zr:3ds < T,&(x) =1} +1, ou Xy =min{zr:3s <T,&(x) =1} — 1.
(3.35)

Por defini¢do, o didmetro da infeccdo aumenta no instante de um tempo de parada
extremal. Dessa forma, X7 simplesmente é um ponto referente a essa nova infecgdo que, por
conta da unidimensionalidade, ou se encontra na extrema direita ou na extrema esquerda.
Decorre desse fato o emprego das quantidades min e max e o ndo mencionamento de |||,

ja que Z é ordenado.

Sem perda de generalidade, uma suposicao sera feita. Sera considerado o caso em
que X7 € o ponto da extrema direita. Com efeito, se Xt for o ponto do sentido oposto

basta refletir as definigdes que serdo dadas em breve.

Visando definir as quantidades L; empregadas na construcao da sequéncia aleatdria,

sera tratado um termo auxiliar.

Seja ng o menor n tal que a poténcia n-ésima de 2 exceda 7. Em férmulas,

ng = inf{n : 2" > T}. (3.36)

Em seguida, as quantidades n; sao definidas recursivamente através da adi¢ao de

uma unidade a quantidade imediatamente anterior.

Quanto as quantidades L;, é possivel, finalmente, fazer sua definicado de modo

também recursivo.

Lo =0, (3.38)
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Liy1 :=1inf{k > L; : Rxp N[2", 23] = 0} (3.39)

Dessa forma, X4, = Xr.

Ademais, a recursao é descrita a seguir. O ponto seguinte, X¢ + L; 1 é o menor
vizinho & direita do ponto atual, X + L;, tal que nao haja nenhuma renovacao durante o

intervalo de tempo que comeca a partir de 2% e termina em 23 - 2™,

Com a intencao de concluir o argumento heuristico apresentado anteriormente é
necessario tornar precisa a ideia de prorimidade referente aos pontos sequenciais e fornecer

uma garantia de que haja um caminho infeccioso que ligue um ponto ao outro.

E possivel observar que até agora as condi¢bes para a definicao da sequéncia

dependiam apenas das renovacoes e nao das infecgoes.

Além disso, as sequéncias construidas existem para toda realizagao do processo.
Nao obstante, apenas aquelas que satisfazem uma certa condicao de prorimidade ao lado

de uma condigao associada as infecgoes serao tteis.

As realizagoes que satisfazem essas duas condi¢des mencionadas serdao aquelas que
pertencem ao evento definido a seguir, a partir de uma colecdo de eventos. Primeiro serd

descrito cada membro dessa colecao.

O evento Hr; associado ao tempo de parada 7' consiste das realizagoes do processo

tais que

o Liys — Li < (i+ 1)ny,

e Existe um caminho infeccioso de (XT + L;, 2’”) até (XT + L1, 2””1) no retangulo
espago-temporal definido por esses mesmos pontos, isto é [Xr + L;, X7 + L] X
[2”1’ 2ni+1] .

Dessa forma, para que uma sequéncia com boas propriedades seja construida todos
os eventos Hrp; devem ser satisfeitos e, portanto, o interesse residird precisamente através
da intersecao dessa colecao tomada a partir do subindice ¢. O interesse residira, portanto,

em

+o0
Hy := () Hr,. (3.40)
=0

Um argumento da Secio 4 de [7] garante que uniformemente em {7" > N}, para
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uma constante N suficiente grande, existe ¢ tal que

+o0

P(HT‘AT) = P( m HT,i|.AT> >c>0. (341)
=0

A invocagao desse resultado permite mostrar a seguinte afirmacao.

P({r = +00} N {# um ponto extremal T tal que Hr ocorra}) = 0. (3.42)

Com efeito, suponha que, sob a hipdtese de perpetuidade da infeccao, para um
certo tempo extremo T o evento Hp nao seja satisfeito. Entao existe um subindice i; tal
que Hr, ;, ndo ocorre. Dessa forma, tome um tempo de parada Ty > 2™, fato esse que é

possivel devido ao lema anterior. Dessa forma, P(Hr,|Ap,) > c.

O que esse argumento ilustra é que é possivel construir uma sequéncia de tempos de
parada {T}}, tais que a probabilidade de sucesso de um certo Hy, condicionado nas falhas
de Hr,, ..., Hr,_, possa ser comparada a probabilidade de que uma varidvel geométrica

de parametro ¢ tenha sucesso na k-ésima tentativa.

Devido ao fato de uma variavel geométrica ser finita quase certamente, segue que

Hr quase certamente ocorre. A afirmacgao esta provada.

Finalmente, é possivel fazer a construcao de x;. Seja T' tempo de parada extremal
fixado e considere suas sequéncias {L;}; e {n;}; associadas. Suponha ¢ > 2"'. Tomando i

como sendo o menor indice tal que 2"—! <t < 2™ ¢é possivel definir z; := X7 + L;_».

A construcao de Hy garante que &(t) = 1 durante o intervalo temporal [£,¢] C
[27i-2 ]

Por outro lado, a proximidade em relagdo a origem também é satisfeita. Com efeito,

Ty = XT -+ L’L’*2 (343)

i—2

< X7+ jno (3.44)
j=1

< Xp+ %(z’ 1) (3.45)
No lOgt 2

< Xp+— — 4

S A7+ 5 (10g2 no) (3.46)

< log*t. (3.47)

O corolario esta provado.
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Denotando por B(r) := [—r,r]¢ uma bola espacial de raio r, ja é possivel definir o
primeiro evento que constituirda a decomposi¢do mencionada no inicio da secao. Seja W,
0 evento em que existe um ponto x na bola de raio log®t que esteja infectado durante o

intervalo temporal [t/2,t]. Pelo coroldrio anterior,

P({r = oo} NW) =100 0. (3.48)

Visando aplicagoes futuras, serd enunciada a Proposi¢io 7 de [7]. Ela estabelece
uma condi¢ao suficiente para que a probabilidade de ocorréncia de uma renovagao num

certo intervalo temporal seja suficientemente pequena.

Proposicao 1. Fxiste e > 0 tal que para n suficientemente grande e para qualquer intervalo
[s,t] que satisfagca 2" < s <t < s+ 2", vale

P(R N [s,1] £ 0) < 27", (3.49)

Considerando ainda B(log®t), os dois outros eventos da decomposicio serdo defini-
dos e estudados. Eles dizem respeito ao intervalo temporal [t — t¢,¢], onde € é a mesma

quantidade da proposi¢ao anterior.

Dado um ponto dessa bola com &;(x) = 0, ou ele estava infectado e se curou durante

esse intervalo; ou ele ja estava saudéavel e nao foi infectado. Ambos casos serdo tratados.

O evento U, consiste daquelas realizagoes do processo em que nao hé renovacao

para nenhum sitio da bola B(log®t) no intervalo temporal [t — t€, ].

Evidentemente, seu complementar expressa a ocorréncia de uma cura em pelo

menos um sitio da bola.

Levando em consideracao a desigualdade de Boole associada a existéncia de no
maximo C(d)(log® )¢ sitios na bola em questdo, mais uma vez é obtida uma cota superior

para a ocorréncia de pelo menos um cura.

P(Uf) < O(d)(log® t)" . (3.50)

Também pode ser observado que
P(UY) =1 0. (3.51)
Isso significa que a probabilidade de que haja pelo menos uma renovac¢ao algum

dos sitios de B(log®t) em [t — ¢, ¢] tende & 0 quando ¢ cresce.

Por fim, é introduzido o conceito de infec¢ao livre. Considera-se que (z,t) infecta

Y, + lvremente num subconjunto X s + e X Jquando ambos pontos se
t+h)li t beonjunto B x [t.t + h] de Z¢ x R do amb t
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encontram nesse subconjunto e existe uma sequéncia de sitios © = zg, x1,- -+ , T, = y com
|z; — x;-1| = 1 e uma sequéncia de tempos t < t1,ts,...,t, <t -+ h tais que exista uma

marca de infeccao entre x;_; e x; no instante t;.

O dultimo evento da decomposicao, V;, é constituido a partir da realizagoes do
processo tais que todo par (z,y) de B(log®t) satisfaca: (z,t — t€) livremente infecte (y, t)
em B(log®t).

E feita a afirmacéo de que a probabilidade de ndo-infeccao entre dois sitios fixados

C

7 ’ . —ct€ . . . ’ .
¢ de, no maximo, e~ . A justificativa é dada a seguir.

Para dois sitios « e y em B(log®t) existe um caminho deterministico que conecta x
a y dentro dessa bola usando no méximo C(d)log®t elos. Se existe uma marca de infeccio
no primeiro elo, depois uma no segundo, e assim sucessivamente, e a marca final ocorre
antes de ¢, entdo ha uma infec¢ao livre. Pela perda de memoria da Poisson, a probabilidade
do evento descrito acima nao ocorrer ¢ menor que a probabilidade de uma Poisson de

pardmetro A ter menos que C(d)log®t ocorréncia no intervalo [t — ¢, ¢].

Portanto, usando a desigualdade de Boole a partir de todos os pares possiveis de

pontos que podem se infectar na bola, é obtida a quantidade

P(V;) > 1 — C(d)(log® t)*de™"". (3.52)

O resultado desejado, entretanto, é caracterizado pelo complementar do anterior.

O interesse reside na probabilidade de que nao haja uma infeccao. Isto é,

P(V) < C(d)(log® t)e™". (3.53)

E portanto,

P(V,) —¢y00 0. (3.54)

Acaba de ser demonstrado que a probabilidade da nao ocorréncia de uma infeccao

livre tende a 0, conforme ¢ cresce.
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3.2.3 Demonstracao do teorema.

Sendo a subsecao presente a final, todos os termos sao relacionados visando obter a
demonstragao do teorema desejado, isto é, a demonstracao de que a distribuicao assintética
do processo converge para a medida que coloca massa proporcional a extingao do processo
na configuracdo em que nenhum sitio esté infectado e, massa complementar na configuracao

em que todos os sitios estao infectados.

A prova consistird na andlise que, sob o evento de nao extingao {7 = oo}, a
probabilidade de que todos os pontos de um compacto K qualquer de Z¢ estejam todos

infectados converge, simplesmente, a probabilidade de nao extingao.

Deve-se notar que todos os argumentos que constituirao a demonstragao ja foram
desenvolvidos e provados, restando apenas estabelecer um didlogo conveniente entre os

termos até aqui mencionados.

Com efeito, pode ser observado que o evento {T = 400} NV, N U; N W, implica
que todos os termos da bola B (10g3 t) estejam infectados no instante t. Reciprocamente,
ainda em {7 = 400}, 0 evento em que algum ponto nao esté infectado esta contido em
{r =4} NVENUF NWE.

Dessa forma, dado um sitio # de Z? fixado e tomando ¢ suficientemente grande

]P({T — 00, &(x) = 0}) < P(VF) + ]P)({T — o0} N W;) +P(UY). (3.55)

O que acaba de ser mostrado é que a probabilidade de {17 = +00,&(z) = 0}
converge a 0 conforme ¢ cresce. Esse fato ¢ a ultima peca do quebra-cabeca, fazendo com

que seja imediatamente formado o cenario completo através de

P({T — oo, &(1) = 1,V € K}) > IP’({T - +oo}> . ZP({T — o0, &(z) = 0})

rzeK

e P({T — +oo}). (3.57)

O teorema esta provado.
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3.3 Sobre a positividade do parametro critico.

No contexto de sistemas de particulas, talvez a primeira pergunta a se fazer sobre
um novo modelo introduzido consista na existéncia ou nao de um certo fenémeno - a
transicao de fase. A caracterizacao desse fendmeno qualitativo do processo reside no estudo

do que é conhecido na literatura como parametro critico.

O capitulo estabelece uma condigao sobre a medida que caracteriza as renovacoes

de modo que o modelo tenha pardmetro critico positivo. O resultado foi retirado de [5].

Sera estabelecida uma cota inferior para o parametro critico de um modelo com

distribuicao entre curas u que satisfaz

+00
/ zexp [0(log x)%],u(dx) < +o0, (3.58)
1
onde # ¢ uma constante estritamente maior que 4+/d log 2.

Teorema 6. Se a distribuicao p satisfaz a equagao 3.58, entao o parametro critico \.(u)

de wm Processo de Contato sob Renovacdes em Z¢ é positivo.

3.3.1 Definicdes e construcdes.

Visando o estudo da existéncia ou nao da possibilidade de sobrevivéncia da infec-
¢ao por tempo indeterminado ¢ feita a seguir a descri¢cao dos eventos sobre os quais a

demonstracao sera construida.

Definicao 2 (Cruzamento). Dado regides espago-temporais C, D e H de Z* x R, € dito
que hd um cruzamento de C a D em H quando existe um caminho v : [s,t] — Z¢ tal que

v(s) € C, y(t) € D e para todo w em [s,t] o par (y(u),u) estd em H.

Embora essa seja uma definicdo bem geral, serd necesséario aplica-la apenas a uma
unica forma geométrica: a caixa. Dessa forma, uma tipica caixa B sera representada por
um produto <H§1:1[ai_, a,»]) X [s,t]. As quantidades a; < a; sdo todas consideradas reais.

Frequentemente a sua projegao espacial serd apenas denotada por [a~,a], onde
a” = (ay,...,a;) e a = (ai,...,aq). Nesse contexto também serd feita referéncia as suas
faces,

0 B :={(z,u) € B:x;=a; } e 0;B:={(z,u) € B:x; =a;}. (3.59)

Uma vez feita a definicao da principal forma geométrica a ser estudada, pode ser

realizada a introducao dos eventos propriamente ditos.

Seja B = (H?Zl[a;,ai]) X [s,t] uma caixa.
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Defini¢ao 3 (Cruzamento temporal.). Serd denotado por T(B) o evento que consiste dos

caminhos de [a~,a] x {s} a [a™,a] x {t} em B.

Definicao 4 (Meio-cruzamento temporal.). Serd denotado por T(B) o evento que consiste

e

dos caminhos de [a~,a] x {s} a [a™,a] x {&} em [a™,a] x [s, 2

Definicao 5 (Cruzamento espacial.). Para uma diregio fizada j o evento Sj(B) consiste
dos caminhos de 0; B a 0;B em B.

Definigio 6 (Fatiamento de uma caixa.). Serd denotado por B(j) o fatiamento da caiza

B ao longo da direcao j, isto €,

7j—1 n

| [a;,al}) X [@,aj] X ( H [a;,az}) X [s,t]. (3.60)

i=1 i=j+1

Bj) = (

Definigao 7 (Meio cruzamento espacial.). Diz-se que um meio cruzamento espacial de
uma caixa B ao longo da direcao j ocorreu quando ocorre um cruzamento espacial na

direcio j da caiza B(j), o que é representado por S (B(j))

Os argumentos serao construidos com base numa sequéncia genérica de caixas B,
d .y - . , i .
da forma (Hi:l[(]? am]> x [0, b,]. A principal técnica utilizada serd a recorréncia, motivo

pelo qual os meio cruzamentos espaciais e os meio cruzamentos temporais serao uteis.

Uma observacao deve ser feita sobre o fatiamento. Sera suficiente, devido a simetria
do modelo, considerar apenas a metade em que se encontra a face “mais a direita” da

direcao em que a divisao espacial foi feita.
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3.3.2 Algumas observacdes e desigualdades.

Uma vez tendo sido definidos os principais eventos, a tarefa mais natural a ser

realizada em seguida consiste no estudo das probabilidades relativas a esses eventos.

Primeiramente, é feita uma observacao sobre a probabilidade de que exista um
cruzamento de uma meia-caixa ao longo de sua dire¢ao de fatiamento. E possivel observar
que a simetria do modelo implica que essa probabilidade seja a mesma, independentemente
do lado fatiado.

Além disso, é necessario que alguns comentarios sobre probabilidades referentes a
translagdes de caixas também sejam realizados. A independéncia e a igual distribuicao dos
processos infecciosos de Poisson permitem concluir que a probabilidade de que qualquer
tipo de cruzamento seja realizado é invariante com relacao a qualquer translacao espacial

(2,0) € Z¢ x R e também com relagio a qualquer outra simetria de Z<.

Nao obstante, nao ha garantia de que o mesmo seja verdade se uma translagao
temporal, ademais da espacial, também for permitida. Isso ocorre pois, em geral, um
Processo de Renovacao nao goza da propriedade de perda de memdria, a qual é satisfeita
por Processos de Poisson. A fim de contornar esse empecilho técnico algumas quantidades

uniformes sao imediatamente introduzidas.

Definicao 8 (Quantidades uniformes.).

Sp 1= supI@’(Sj((x, t) + Bn)), hy = supI@’(Sj((:c,t) + Bn(j))), (3.61)

by = Sup@(T((m, t)+ Bn)>, t, = sup@(f((m, t) + Bn)), (3.62)

onde o sup € tomado sobre todas as translagoes (x,t) € Z x R e sobre todas as medidas
produto P cuja distribuicao marginal entre curas seja p e com pontos iniciais de renovagao

comegando em (possivelmente diferentes) pontos temporais estritamente menores do que 0.

Sem tardar, a utilidade dessas quantidades pode ser apreciada na desigualdade

P(r° = +00) <1y +2d - hy,. (3.63)

A fim de justificar essa desigualdade, algumas observag¢oes devem ser feitas. Pri-
meiramente, dado uma caixa espago-temporal, a perpetuacao da infeccdo implica que ela
nao pode ficar contida nessa caixa e, portanto, precisar “sair” ou pelo “topo”, isto é, pela
direcao temporal, ou por alguma das 2d faces laterais. Entretanto, nao ha garantias que um

cruzamento espacial dessa caixa nao ocorra antes do cruzamento temporal. Dessa forma,
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uma desigualdade preliminar é obtida oriunda da ordem de ocorréncia desses eventos. Uma

parafrase desse argumento em simbolos é dada por
P(r° = +o0) < P(T(B,)) + 2dP(S1(B,(1)), (3.64)

onde o 2d vem da simetria dos meio-cruzamentos, uma vez que um cruzamento espacial
qualquer esta contido no evento formado pelos 2d meio-cruzamentos espaciais, que por

sua vez da lugar a estimativa indicada, através da desigualdade de Boole.

P(r° = +00) <t +2d - hy, (3.65)
<t +2d-hy,, (3.66)

ja que um cruzamento temporal implica um meio-cruzamento temporal.

3.3.3 Relacdes entre escalas sucessivas temporais.

Uma vez estabelecidos os principais eventos e definidas as quantidades uniformes,
o objetivo desta secao ¢ estabelecer a desejada relagao de recorréncia entre cruzamentos

temporais.

Sera assumido que a, = 2". As suposicOes posteriores que serao feitas sobre b, se

mostrarao realizdveis em breve.

A primeira suposicao é a de que %" > 3b,_1. Isso garante que a ocorréncia de um
meio-cruzamento temporal de B,, implique a de um cruzamento temporal em [0, 3b,,_1].
Por sua vez, tal cruzamento sera subdividido em dois casos: um em que ha renovagao em

[br_1,2b,_1] e outro em que nao ha.

Dada uma caixa B, := [0,2"]¢ x [0, b,] fixada, denote por G; o evento que consiste
na ocorréncia de um cruzamento temporal de [0,2"]% X [ib,_1, (i + 1)b,_1]. Além disso,
denote por J o evento que indica a existéncia de pelo menos um sitio na caixa espacial
que nao possui renovagao durante o intervalo [b,_1,2b,_1]. A decomposi¢ao que acaba de

ser descrita é, portanto, dada por

T(B,) C JU(GyUJ UG,). (3.67)

Com o fim de estabelecer uma desigualdade entre probabilidades sera apresentado

um resultado um pouco mais geral envolvendo eventos do tipo J.

Denote por J,(t, h) a existéncia pelo menos um sitio  em [0, a,,|? que é curado
1

2
durante o intervalo temporal [t, t+h|. Seja f(x) := ee(log ) I{z>1} e suponha y satisfazendo

as relagoes estabelecidas anteriormente. O motivo de f ser desse tipo ficara claro em um
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momento futuro. O ponto a ser feito é que é possivel obter uma cota superior para a
probabilidade de ocorréncia de J,(t, h) através de uma constante C' que depende apenas

da medida p.
d

SpP(nlt b)) < Oy

O resultado, na verdade, pode ser visto como um corolario de um resultado ainda

(3.68)

mais geral e elementar sobre processos de renovagao enunciado na Segdo 2.2 de [5]. A
funcao f deve satisfazer apenas as hipoteses de diferenciabilidade, ndo-decrescimento em
funcao de x e de crescimento indeterminado, i.e., ao infinito, ao passo que x cresce. A
constante C', entao, dependera da medida p e da escolha da funcao f. Se o valor esperado
de xf(z) com respeito & medida p for finito, entdo para qualquer instante ¢y < 0 em que o
Processo de Renovagao se inicie, é possivel obter uma cota superior para a probabilidade

de nao ocorréncia de uma infec¢ao no intervalo correspondente.

C
supP(RN[t,t+h] =0) < ——. 3.69
upP(R N1 1+ 1] =0) < 775 (3.69)
Voltando ao argumento anterior, a desigualdade procurada é, portanto,
P(T(B,)) < B(J) + P(Go) - B(Ga|Go N J°) (3.70)
Cvzdn R R
< + P(Gyo) - P(Ga|Go N J°). (3.71)
f(bn—l)

Quanto a segunda quantidade, a probabilidade condicional seria tratada através
da integracao sobre os possiveis intervalos de renovacio 7, de cada x de [0,2"]¢. Como
cada intervalo diz respeito ao evento J¢, os valores 7, residem no intervalo [b,_1, 2b,_1].
Denotando por P a medida de probabilidade cujas marcas de renovacio comecam a partir

de (z, 7, — 2b,_1) o tratamento fornece

dn R 5
% + P(Gy) - ?EI}) P(Gy). (3.72)

A

P(T(B,)) <

Ainda assim, é possivel majorar ambos termos do produto por

@(Tqa2ﬂdx[mbm4u). (3.73)

Os esforgos serao, a partir de agora, direcionados a obtencao de uma cota superior,
minimamente satisfatoria, para essa quantidade, mostrando a utilidade da fixacao de a,,

como 2™.

A primeira observacao a ser feita é a escala. Felizmente, o termo temporal estd

indexado por (n— 1), enquanto que o espacial, por n. Evidentemente o interesse sera trazer
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ambos para a escala (n — 1) a fim de obter, dessa forma, a recursao mencionada no inicio

da secao.

Prosseguindo com o reescalamento ¢é feita a divisdo de cada dos d intervalos
[0,27] em subintervalos de comprimento [0,2"72]. Considere agora apenas um desses
intervalos. E possivel constatar que hd trés pares de tais subintervalos consecutivos. Mais
especificamente, usando os quatro subintervalos de tamanho 272 é possivel formar trés
intervalos de tamanho 2" a saber: [0,2-2"7%], [1-2"72,3-2"2] e [2- 2772 4. 2772

E possivel indagar-se sobre a necessidade de sua consecutividade. Lembrando-se
de que o caminho infeccioso viaja apenas entre vizinhos de proximidade imediata, o

indagamento ¢ sanado instantaneamente.

Assim, sendo implicada pela ocorréncia de um cruzamento temporal em [0, 2"] x
[0,b,_1] ou a permanéncia do caminho em algum dos trés intervalos de comprimento 2!
ou sua “salda’durante algum instante ¢ de (0, b,_1), as desejadas estimativas sao obtidas a

seguir.

Considerando agora a caixa [0,2"]%, ela é subdividida em 3¢ subcaixas de compri-
mento 2"~ . Denotando por v um vetor tomando valores em {0, 1,2}¢ responsavel pela

localizacao da subcaixa, uma tipica subcaixa é representada por

02" 40,2714 (3.74)

Dessa forma, no caso da permanéncia do caminho em uma tal subcaixa havera
um cruzamento temporal de uma caixa na escala (n — 1), cujo numero de diferentes

possibilidades é 3.

Reciprocamente, no outro caso, existem no maximo 347! caixas na escala (n — 1)
nas dire¢oes complementares ao cruzamento, fazendo com que haja o meio cruzamento
espacial de alguma das 2d subcaixas. Logo, o maximo ntimero de possibilidades para tal

cruzamento é de 2d - 3¢71.

Portanto,

P(T([O,Qn]d X [o,b,H])> < (3%,_1 +2d -3 h,_y). (3.75)

Assim, a presente subsecao, através dos argumentos apresentados fornece a seguinte

formula como desigualdade final

B 2dn
tn < BECA (3%, 1 +2d -3 h, 1) (3.76)
f(bnfl)
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3.3.4 Relacdes entre escalas sucessivas espaciais.

Fazendo a observacao de que um cruzamento espacial implica dois meio-cruzamentos

espaciais e lembrando que os processos de Poisson sao independentes é deduzido que

Su < B2 (3.77)

Essa relacdo permite reduzir o estudo de um cruzamento espacial de [0,2"]¢ ao
longo da primeira direcao no estudo de um cruzamento ao longo da primeira direcao de
(0,271 x [0,27]4-L.

Ao longo desta secao, buscar-se-a meios similares aqueles da se¢ao anterior a fim de
estabelecer uma igualdade do mesmo tipo para um meio cruzamento espacial. O mesmo
argumento anterior reduz o estudo de h,, ao de outra quantidade, cujo melhor tratamento

sera apreciado em breve, através de

o < sup B (510,277 x [0,27]" [O,bn])>2. (3.78)

Inspirada na construcgao anterior, a construcao desta se¢ao também contara com
intervalos de comprimento meio ou um quarto do original 2", levando entdo a introducgao

de uma nova notacao.
Blly,... 1) == (H?Zl[o, 2”-li]) % [0, b], (3.79)

onde [; € 0,1,2. Vale mencionar que o intervalo temporal serd, de fato, fixado igual a

[0, b,] para as andlises sucedentes.

A principal observacao é que, dada um certa direcao jo e a ocorréncia de uma
cruzamento temporal de B(2,1,...,0,...,1;), ou o caminho fica restrito a uma subcaixa,

de comprimento 2"~! nessa direcdo ou nao.

Em caso afirmativo, hd um cruzamento espacial ao longo da primeira coordenada
que pode ocorrer de trés formas distintas, niimero referente a quantidade de subcaixas de

comprimento 2"~! que podem conter o caminho.

Em caso negativo, ha a garantia de um cruzamento espacial de uma subcaixa de
comprimento 2”2 ao longo da direcdo j,. Em outras palavras, o fato de o caminho exceder
um intervalo de comprimento 2"~ ! implica que ele cruzou uma das duas subcaixas de

metade do comprimento, levando a duas possibilidades.

Combinando os paragrafos anteriores ao fato do modelo ser simétrico, os argumentos

fornecem a estimativa

P(S1(2,00,. .10, 10)) <3P(S1(2,0ay- .., 1, 10)) + 2P(S1(2, 0, .., 2, ).
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Denotando por a(l) a quantidade de dimensoes cuja quantidade [; vale 1 e, em
seguida, observando que a ocorréncia de um cruzamento espacial ao longo da primeira
coordenada de uma caixa tal que [;, = 2 implica a ocorréncia do mesmo evento numa

caixa idéntica, a nao ser por [;, = 1, a estimativa se desenvolve.

P(5(2,0,...,0)) < > P(Si(2.1) -3%0 . 247170 (3.81)
le{1,2}d-1
<B(Si(2.1,...,1)) 27 Y <§>a(l) (3.82)
— ) Y 3 2
le{1,2}d-1
<6 P(Si(2,1...,1)). (3.83)

E feita a observagao de que, a fim de obter a recorréncia desejada, ainda falta
ajustar a escala temporal, uma vez que a estimativa envolve a quantidade temporal b,,,
e nao b,_1. Dessa forma, usando uma sobreposicao de caixas de escala menor é possivel

cobrir a caixa da escala b, isto é,

] (gt + Tuy). (3.84)

Combinando as quantidades, a estimativa procurada é encontrada. Em outras

palavras,

—] S (b )2 (3.85)
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3.3.5 Demonstracao do teorema.

Tendo feito a definicdo das principais quantidades, estabelecido as essenciais desi-
gualdades e desenvolvido um didlogo entre esses termos, a demonstracao do fato que o

processo nao se perpetua para A pequeno se configura possivel e a curta distancia.

Tomando como base a relagao de recorréncia estabelecida entre as quantidades
h, e t,, sera definido um termo que incorpora ambas as quantidades de modo que sua

majoragao implicard a majoragdo de ambas, simultaneamente. Seja

Up = hp + . (3.86)

As relacoes estabelecidas nas duas se¢oes anteriores podem ser aplicadas neste

momento e conduzirdo & estimativa

2
by, C(p, 0)24r

u, < C(d). T e 3.87

= ( ) (bn—1> 1 f(bn—l) ( )

Fazendo a fungdo f enunciada na desigualdade como f(x) := ee(loggﬁ)%l{le}, a

escolha dos termos b,, que garantirao a aproximacao de 0, ao passo que n cresce, pode ser

(a/0)%n

dada por e °. Isso implica que

f(bp_y) = elnbe, (3.88)

Dessa forma, o parametro a esté relacionado ao decaimento do segundo termo do

lado direito de (3.87), que conduz a

b ) cu2_ 4+ C(p, 0) expl(dIn2)n — a(n — 1)]. (3.89)

uy < (J(d)(

o bn—l

Além disso, é possivel concluir dai que o decaimento de u, nao pode ser maior

(n=Da - Assim, é realizada a suposicdo de que para algum ng fixado existe

do que e
satisfazendo 0 < 8 < a tal que up,_1 < e~ (™~D8 Sob essa hipdtese a estimativa pode ser

desenvolvida em

Upy < (C’(d, a, (3, 0)6[4(6“/9)2_5} "+ Clu,a, 0)6('6+d1°g2_0‘)”°>e_6”0. (3.90)

Evidentemente, é desejado que os expoentes das duas exponenciais dentro dos
parénteses sejam negativos. Para que isso seja verdade, é necessario que duas equagoes
sejam satisfeitas.

02 > 4a?
A (3.91)
a>p+dn2.
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Além da necessidade de satisfacao de 3.91 pelos pardmetros, sua escolha deve ser
feita de modo que 6 seja o menor possivel, ja que isso implica num intervalo maior de
possivel escolha para esse pardmetro e, por conseguinte, aumenta a familia de fun¢des que

satisfarao o teorema.

Através da combinagdo de ambas desigualdades e de uma aplicacao da desigualdade

das médias a seguinte relagao é obtida.

0% > 4<\/E+ d;%zf > 16d1n 2. (3.92)

Essa relacao justifica a condi¢do imposta sobre 6 na enunciacao do teorema, isto é,
0 > 4y/dlog 2.

Além disso, essa equacgao também explica o motivo que S serd tomado como dlog 2.

Isso faz com que o intervalo de definicdo de € seja o maior possivel.

Quanto a «, ele sera definido através da média entre seus limites inferior e superior,

os quais indicam uma desigualdade estrita. A saber.

0%d1n 2
T

Portanto, o é tomado como % <2dlog2 + \/QZL;g?)

Até agora foram estabelecidos valores para os parametros o, 6 e S que garantem a

2dIn2 < a < (3.93)

negativacao dos expoentes das exponencias dentro dos parénteses de 3.90 sob a hipdtese

de que t,,_; < e Aol

Por sua vez, tal garantia implica que se o tal ng fixado é suficientemente grande,
entao
C(d, v, B, )elte/0r =A<

(3.94)
C(,LL, 97 Oé)e(ﬁeranfa)n <

N

para todo n maior o igual que (ng — 1).

Essas desigualdades combinadas com 3.90 garantem que u,,, < e~"” e que, portanto,

é possivel realizar um argumento indutivo.
Agora o objetivo é mostrar que, de fato, a hipdtese realizado sobre w,, ¢ satisfeita.

A fim de lidar tanto com um meio-cruzamento espacial quanto com um meio-

cruzamento temporal serd introduzido um evento que serd ttil no tratamento de ambos.

Dado nyg fixado e o evento H definido como {nao hé transmissao da infeccao em By, _1}.

Afirma-se que existe um valor A(ng) tal que a probabilidade de H se encontra suficien-
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temente préxima de 1 para todo A maior ou igual a A(ng). De fato, denotando por N o

ntimero de arestas de [0,2m0~1]¢,

P(H) = e MotV 1, (3.95)

A principal estimativa a ser obtida diz respeito a um meio-cruzamento espacial.
Com efeito, se ha um meio cruzamento espacial, entao ha pelo menos uma transmissao da

infeccao. Dai,

Pyt < P(H®) <1 — e bno-1, (3.96)

A segunda estimativa a ser obtida diz respeito a um meio-cruzamento temporal.
E feita a observacdo de que um meio-cruzamento temporal ¢,,-1 pode ser dividido em
dois casos. Um deles envolve a ocorréncia da transmissao da infec¢ao e outro na sua nao

ocorréncia, que por sua vez implica na sobrevivéncia da infeccdo num tunico sitio por

. : bng . by s
um intervalo de comprimento —4—. Através do evento J = J,,_1(t, “3—) essa tltima

quantidade pode ser tratada, levando a

fny_1 <P(H®)+P(HN.J) (3.97)

<1 —e Mmoo }leﬁ("on, (3.98)

onde o segundo termo da segunda linha vem de 3.94.

O artigo original faz um pequeno erro ao considerar o evento J,,—1(t, by,—1) para
estimar a probabilidade de um semi-cruzamento na escala ng . Na verdade, ele deveria
ser estimado pelo evento J,,,_1(t, b,,—1/2). Pequenas adaptagoes precisam ser feitas para
ajustar as estimativas, mas o resultado final continua valido.

n—1)

A seguinte desigualdade garante que u,,—1 < e~ (=18 o que conclui o argumento

indutivo e demonstra o teorema.

max{ ng_1, Ing—1} < sup{P(H®) + P(H N J)} (3.99)
< (1 - e—Abnofl) + (ie—fﬂno—l)) (3.100)

1
< —eAlmo=l), (3.101)

2
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3.4 Sobre o Processo de Contato sob Renovacoes a /a SIS.

Nesta se¢do, mais uma variacao do Processo de Contato sera apresentada, incluindo
uma condicao suficiente para que o parametro critico seja positivo, inspirada no Teorema

1 de [6].

Dessa vez a dindmica tomard lugar em Z?. Cada sitio pertencera a apenas um de
dois estados: saudavel e infectado. Os sitios infectados transmitem a infec¢ao para cada
um de seus vizinhos a uma taxa A. A duracao da infecgdo comecga a contar a partir do
instante da infeccdo do sitio e é representada por uma medida p. E justamente por essa
propriedade que o modelo ¢ dito do caso SIS. Na literatura de modelagem epidemioldgica

é assim que sao batizados os modelos que satisfazem essa propriedade.

3.4.1 Sobre a positividade do parametro critico.

No cendrio de um modelo SIS definido em Z? cuja varidvel responsével pelo intervalo
de duracdo da infeccdo possui primeiro momento finito com média m e as arestas de Z?
responsaveis pela transmissao da infecgdo segue uma exponencial de pardmetro A, entao

Ae € positivo.

A demonstracao desse resultado esta baseada na utilizacdo de processos de rami-
ficagdo. Esses processos aproximam por cima o numero de descendentes. Dessa forma,
uma condicao suficiente para que o processo de ramificagdo seja extinto também implica a

extingao do processo SIS.

Primeiro é feita a definicao do que significa um intervalo infeccioso. Considera-se
como um intervalo infeccioso um subconjunto de {z} x R, da forma {z} x J, onde x
é um sitio de R? e J é um intervalo de R, tal que para to t de J, a origem (0,0) se
conecta a (z,t), de modo que J é assumido o intervalo maximal com tal propriedade. Dessa
forma, dado um intervalo infeccioso I, pode-se denotar por {x} X [s;,t;), considerando s;

o instante da infeccao do sitio em questao e t; o instante de sua cura.

E introduzido a codificacdo de intervalos. Adota-se a convencio que ao intervalo que
contem (0,0) € Z¢ x R, ¢ atribuido como indice (). Os c6digos aos intervalos seguintes sio
atribuidos de forma recursiva. Um tipico intervalo infeccioso {z} X [sr,t;) recebe o codigo
(i1,...,1x) quando ele foi a ix-ésima infecgao do sitio, diga-se, y no instante s; de modo

que {y} x {sr} é elemento do intervalo infeccioso {y} x I’ codificado por (i1,...,15_1).

Adotando a convencao de que N° = {), considera-se a familia X; de varidveis
aleatérias cujos indices tomam valores em |-, N*. A varidvel X; representa o niimero de

infecgoes que o intervalo codificado por i emite. Evidentemente, essa cole¢ao de variaveis
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constitui um processo de renovagao.

Levando em consideragao que o intervalo de infeccao possui média m, um sitio de

Z® possui 2d vizinhos e taxa de transmissao é \,

E[ ) X,.p] = (2dAm)

(i1, k)

i (3.102)

Portanto, se A < 1/(2dm) o processo SIS chega & extin¢do quase certamente.
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4 Conclusoes.

Este trabalho permitiu ao aluno ter contato com temas de pesquisa tanto classicos
quanto recentes. Tendo sido estudadas algumas varia¢oes do Processo de Contato é possivel
elaborar uma lista de possiveis dire¢oes nas quais proximos passos podem ser dados. Trés

dessas possiveis diregoes serao agora mencionadas.

O estudo de modelos epidémicos que envolvam Equagoes Diferenciais Estocésticas
se mostra atrativo ao passo que a construcao de dindmicas mais verossimeis se caracteriza
possivel. Evidentemente, nem sempre um tratamento analitico é factivel, o que nao
necessariamente ¢ algo negativo, ja que a busca por abordagens numéricas sao altamente
positivas num mundo globalizado que a cada momento ezige de seus habitantes habilidades

de programacao.

Outra possivel direcao é o aprofundamento tedrico em questoes relacionadas a
outros Sistemas de Particulas markovianos, como o Processo de Exclusao, por exemplo.
Ainda tendo esse Processo Estocastico em mente é possivel fazer um didlogo com outros
temas de pesquisa, como Equagoes Diferenciais Parciais Estocasticas. Um bom exemplo
que faz parte dessa classe de equagoes é a Fquacio KPZ. Ela esta relacionada a uma
Classe de Universalidade, a mesma em que o Processo Simples de Exclusao Totalmente

Assimétrico se encontra.

Por fim, outra opcao é seguir se aprofundando em temas relacionados ao RCP,
buscando novas relagoes entre quantidades, diferentes condigoes para a satisfacdo de

teoremas e até mesmo o estudo de variagoes adjacentes do modelo.
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