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Resumo

Nesta dissertacao temos como objetivo explicar com mais detalhes os resultados obtidos
por Michael Singer no artigo “Liouvillian first integrals of differential equations” publicado
na revista Transactions of the American Mathematical Society em 1992, [17]. Este artigo
tem mais de 300 cita¢oes. Portanto é importante fazer uma revisao detalhada do mesmo.
Funcgoes liouvillianas sao fun¢des que sdo construidas a partir de fungoes racionais usando
exponenciacao, integracao e funcgoes algébricas. O autor mostra que se um sistema de
equacoes diferenciais tem uma solugao genérica que satisfaz uma relagao liouviliana (ou
seja, existe uma funcao liouvilliana de varias variaveis que se anulam na curva definida
por esta solugdo) entao o sistema tem uma integral primeira liouviliana (ou seja, uma
funcao liouvilliana nao constante que é constante nas curvas de solu¢ao em algum conjunto
aberto nao vazio). E possivel refinar esse resultado em casos especiais para mostrar que a
integral primeira deve ter uma forma muito especial. Também, nesse artigo o autor da
uma redemonstragao de um antigo resultado devido a Ritt [11, 12] afirmando que uma
equacao diferencial linear de segunda ordem tem uma soluc¢ao nao constante satisfazendo

uma relagao liouviliana se, e s6 se, todas as suas solugoes sao liouvilianas.

Palavras-chave: Funcao liouvilliana, integral primeira liouvilliana, algebra diferencial,

campos vetoriais analiticos.






Abstract

In this dissertation our goal is to explain in more detail the results presented by Michael
Singer in the article “Liouvillian first integrals of differential equations” published in the
journal Transactions of the American Mathematical Society in 1992, [17]. This article
has more than 300 citations. Therefore it is important to make a detailed review of
it. Liouvillian functions are functions that are built up from rational functions using
exponentiation, integration, and algebraic functions. The author shows that if a system of
differential equations has a generic solution satisfying a Liouvillian relation (that is, there
exists a Liouvillian function of several variables vanishing on the curve defined by this
solution) then the system has a Liouvillian first integral (that is, a non-constant Liouvillian
function that is constant on solution curves in some non-empty open set). It is possible to
refine this result in special cases to show that the first integral must have a very special
form. Also in this article the author gives a redemonstration of an old result of Ritt [11, 12]
is affirming that a second order linear differential equation has a non-constant solution

satisfying a Liouvillian relation if and only if all of its solutions are Liouvillian.

Keywords: liouvillian function, liouvillian first integrals, differential algebra, analytic

vector fields.
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1 Introducao

Nos cursos elementares de equagoes diferenciais, consideramos sistemas da forma

dx
% = P(Z',y),
(1.1)
dy
@ - Q(l’,y),

onde P e ) sdo polinémios em C(z,y), sendo C os nimeros complexos. Aprendemos
que, embora nem sempre possamos resolver explicitamente esse sistema, ocasionalmente
podemos encontrar as integrais primeiras, ou seja, fungoes nao constantes F'(z,y), analiticas
em algum conjunto aberto nao vazio em C2?, que sdo constantes nas curvas de solucao
desse conjunto. Para fazer isso, consideramos a 1-forma diferencial Q(x,y)dx — P(x,y)dy
associada ao sistema (1.1).

1. Se gl;) = —23, entdo F(x,y) = /de — Pdy serd uma integral primeira de (1.1).

oP 0
2. Se o #+ —;2, aprendemos métodos pontuais para encontrar um fator de integracao,
x

que é uma fungao R(z,y) tal que

Caso possamos encontrar tal fungao R, F'(z,y) = / RQdx — RPdy sera uma integral

1[0 oP
primeira de (1.1). Por exemplo, se — —Q + — | é independente de y, entao
P\oy Ox
1[0 )
R=exp|— / — —Q + — | dz | serda um fator de integracao.
P\oy Oz

Surge uma pergunta natural:

Quando o sistema (1.1) tem uma integral primeira que pode se expressa em termos das
fungoes conhecidas por um estudante de célculo (ou seja, aquelas fungoes que podem ser
construidas usando integracao, exponenciacao e operagoes algébricas de fungoes racionais;
veja a Secao 4.1 para uma definigdo precisa dessas fungoes - as fungoes liouvillianas) como

encontrar tal integral?

Para responder a primeira parte desta questao, Singer mostra o seguinte

Teorema 1.1 (Teorema 5.1). Seja P(z,y), Q(z,y) polindmios em duas variaveis e seja

(Z(t),7(t)) uma solucao de (1.1) a qual é analitica em algum aberto nao vazio & C C. Se
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existe uma funcio liouvilliana nao zero F'(x,y) analitica em algum aberto de C? contendo
G = {(T(2),y(2)); z € O}, e Flg = 0, entdo temos que uma e s6 uma das seguintes

afirmagodes é valida:

1. Existe G polindmio nao nulo tal que G(Z(2),7(z)) = 0.

2. A forma diferencial Q(z,y)dx — P(x,y)dy tem um fator integrante da forma

()
R = e | [ Uleade + Vi) 12)
Z0,Y0
. - . ou oV . . ,
onde U, V sao fungdes racionais com - 91 tal que essa integral de linha é bem
Yy x

definida.

Como consequéncia deste teorema se deduz o seguinte corolario.

Corolério 1.2 (Corolario 5.2). O sistema de equagdes diferenciais (1.1) tem uma integral
primeira liouvilliana se, e s6 se, a forma diferencial Q(z,y)dr — P(z,y)dy tem um fator
integrante da forma (1.2). Nesse caso

(z.y)

F(‘Tay) :/ R(ZL’,y)Q(iL‘,y)dI - R(l‘,y)P((L‘,y)dy

(z0,90)

¢ uma integral primeira liouvilliana.

Observe que (1.1) pode ter uma integral primeira liouviliana sem ter solugoes liouvilianas

nao constantes. Um exemplo disso € o sistema

dx 9
-— = Yy —x
dz y 7
dy 5

dZ - y )

que tem a integral primeira liouvilliana y — exp (y) (ver [13]). Em contraste a isso, Singer
x

redemonstra o seguinte resultado de Ritt [11, 12].

Teorema 1.3 (Teorema 5.4). Seja g(z) uma solugdo nao nula de L(y) :=y" + p(2)y' +
q(2)y = 0, onde p(z) e q(z) sdo fungoes liouvillianas de z, e suponha que F(z),p(2) e q(2)
sao analiticas em algum aberto &. Se existe uma fungao liouvilliana nao nula F' de trés
varidveis analiticas em algum aberto U C C3, contendo ¢ = {(2,7(2),7'(z)); 2 € O} e

F|y = 0 entao y(z) é uma funcao liouvilliana de z.

Por uma primeira integral liouvilliana de uma equagao diferencial de ordem n, queremos
dizer uma funcao liouviliana F' diferente de zero de n-variaveis analiticas em um subconjunto
aberto nao vazio U de C" tal que F(z,7(2),7(2),...,7" Y (z)) é constante para qualquer
solucdo 7(z) da equacdo diferencial sempre que (z,7(2),7(2),..., 7™ Y(2)) estd em U.

Como corolario, temos o seguinte resultado referente as integrais primeiras liouvilianas.
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Corolario 1.4 (Corolario 5.6). Sejam p(z) e ¢(z) fungoes liouvillianas. Se L(y) = y” +
p(2)y + q(z)y = 0 tem uma integral primeira liouvilliana, entdo todas as solugoes de
L(y) = 0 sao liouvillianas. Se L(y) = 0 tem uma solucao liouvilliana nao nula, entao essa

equacao tem uma integral primeira liouvilliana.

Este trabalho estd organizado em quatro capitulos.

O Capitulo 2 contém defini¢oes utilizadas nos capitulos seguintes e necessarias para o
entendimento do texto, por exemplo, o conceito de func¢oes analiticas, campos vetoriais

complexos, extensao de corpos e o resultante de polinémios.

O Capitulo 3 é dedicado ao estudo da algebra diferencial enfatizando os conceitos de

extensoes diferencidveis e extensoes liouvillianas.

No Capitulo 4 apresentamos as ferramentas necessarias para compreender e demonstrar os

teoremas principais.

Na Secao 4.1, damos uma definicao formal de uma funcao liouviliana, relagao liouviliana
e primeira integral liouviliana. Mostramos que se um sistema de equagoes diferenciais
tem uma solugao suficientemente genérica que satisfaz uma relagao liouviliana, entao o
sistema tem uma primeira integral liouviliana (Proposi¢ao 4.4). Também derivamos uma
consequéncia algébrica (Proposigao 4.8) de tal evento. A Proposigao 4.8 serd a principal
ferramenta técnica deste trabalho. A Se¢ao 4.2 é dedicada as integrais primeiras de campos
vetoriais planares, mostrando alguns lemas algoritmicos que serao utilizados na prova do
Teorema 5.1 e do Corolario 5.2. A Segao 4.3 é dedicada as integrais primeiras de equagoes
diferenciais lineares onde mostramos alguns resultados utilizados na prova do Teorema
5.4 e do Corolario 5.6. A Secao 4.4 apresentamos uma demonstracao detalhada de um

Teorema de Darboux que ¢é usado neste artigo.

No capitulo 5 demonstramos os resultados principais deste trabalho assim como suas

consequeéncias.
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2 Preliminares

2.1 Funcodes analiticas em abertos de C”

O corpo dos niimeros reais sera denotado por R e o corpo dos nimeros complexos por C.
Ambos sao espacos topologicos com propriedades bem conhecidas. C" denota o n-espago
vetorial complexo, o qual identifica-se com o produto cartesiano C x --- x C de n cdpias
do plano complexo, ou com o espaco euclideano R?*"* de dimensao 2n. Um ponto de C"* é
denotado por Z = (z1,..., z,), onde z; = x; + iy;, com x;, y; nimeros reais e i = \/—1. A
seguir, consideramos duas bases especiais para os subconjuntos abertos particularmente

uteis ao se considerar a topologia usual de C".
Definicao 2.1. Um polidisco aberto em C" é um subconjunto da forma

AA;R)={Z € C™ |zj —aj| <rj,paracada j=1,--- ,n}

7

onde A = (a4,...,a,) € C" é chamado centro do polidisco, e R = (r1,...,r,) € R} é
chamado seu poliraio. Note que um polidisco é um produto cartesiano de n discos abertos
em C. Quando ry = ... = r, = r, este valor comum r é também chamado de raio do

polidisco, nesse caso o polidisco é denotado por A(A;r).

Definicao 2.2. Uma bola aberta em C" é um subconjunto da forma
B(Air) ={ZeC" Y |z —a| <r}
j=1
onde A = (ay,...,a,) € C" é chamado centro da bola, e r € R, é chamado seu raio.

Este conjunto é, naturalmente, uma bola no sentido usual em termos da métrica euclidiana
N . 1/2
1Z —All =D 1z —al”|
Jj=1

O polidisco fechado A(A; R) e a bola fechada B(A;r), sdo definidos respectivamente
por

A(A;R)={Z € C"; |z —aj| <rj,paracada j=1,--- ,n}

B(A;r) ={Z € C" > |z —a;] <7}
j=1
Definicao 2.3. Uma funcao f : D — C em um conjunto aberto D C C" é analitica em

D se cada ponto A € D admite uma vizinhanca aberta U tal que a f pode ser escrita em

termos da série de poténcia

[e.o]

f(Z)=" > o alzi—a)" ... (2n—an)™

i1 5eeyin=0
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a qual converge para todo Z € U. O conjunto das fungoes analiticas em D sera denotado

por (D).

Lema 2.4 (Lema de Osgood, Lema 2 do Capitulo A em [2]). Se uma funcao de valor
complexo é continua num subconjunto aberto D C C" e é analitica em cada variavel

separada, entao é analitica em D.

Exemplo 2.5. Seja f : C?* — C dada por f(21,22) = 216 + (21 — 7)(22 + 3). Uma vez

que f é analitica em cada varidvel separada, pelo Lema 2.4 temos que é analitica em C2.

Algumas propriedades sao validas como no caso de uma variavel complexa. Podemos ver

isso na seguente lista de teoremas

Teorema 2.6 (Teorema da Identidade, Teorema 3 do Capitulo A em [2]). Se f,g s@o
fungoes analiticas num aberto e conexo D C C" e se f(Z) = g(Z) para todo ponto Z num

subconjunto aberto e ndo vazio U C D, entdo f(Z) = g(Z) para todo Z em D.

Teorema 2.7 (Teorema do médulo maximo, Teorema 4 do Capitulo A em [2]). Se f

¢é analitica num conjunto aberto e conexo D C C™ e se existe um ponto A € D tal que

£(2)] < 1f(A)]

para todo ponto Z em alguma vizinhanga de A, entao f(Z) = f(A) para todo Z € D.
E conveniente introduzir aqui os operadores diferenciais parciais lineares de primeira ordem

9 _1(o oy _ 0 _1(o 0
82]‘_2 ﬁmj 8yj 85]_2 (’hj 6yj '

Como é bem conhecido, o critério classico de Cauchy-Riemann diz que uma funcao de

valor complexo continuamente diferenciavel f(z;, ;) de duas variaveis reais é uma funcao

analitica de z; = z; + y; se g—gj = 0 em toda a regiao de definicdo da funcao; para uma
funcdo analitica f(z;), a expressao % coincide com a derivada complexa de f. Essas
Zj

assergoes se estendem imediatamente a fungoes de varias variaveis. Portanto, pelo Lema

2.4, uma fungao f(z1,v1,...,Tn,Yn) continuamente diferencidvel num dominio D C C"
¢ analitica em D quando % =...= % = 0 em todo D. E costume referir-se a essas

equagoes como as equagoes de Cauchy-Riemann para varias variaveis.

Definigao 2.8. Seja U C C", uma 1-forma analitica definida em U é uma fungdo

w: U — (C*
q —w(g)

onde (C")* = {f : C" — C; f € linear}. assim w(q) € um funcional linear.
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Dada uma 1-forma analitica w em U, pode-se escrever
n
w=2_adz
j=1

onde a; : U — C sao funcoes analiticas em U.

Definicao 2.9. Sejam w,v 1-formas analiticas em U, podemos escrever
n n
w = Z a;dz; e v = ijdzj
Jj=1 Jj=1
Definimos o produto exterior de w e v como

wAv=> ajbdz; Adz,
Jk

Proposicao 2.10. Sejam w,v e 0 1-formas analiticas em U, entdo sao satisfeitas as

sequintes propriedades:

e WAV =—VAWw.
e WAV =0 sew=r.

(WAV)NO=wA (VD).

e WA(V+0)=wAv+wAb.

Definicdo 2.11. Num subconjunto D C R? com coordenadas z1,...,r; uma forma

diferencial ¢ de grau r pode ser escrita explicitamente como
"Lp = Zwﬁ,..-,jrdwﬁ VAN dﬂ?jT
J

para alguns funcoes v, ; definidas em D, onde J C {(a1,...,a,) € Ij5 a1 < ... <
a,}. 1 é de valor real ou valor complexo se os 9;, _j de valor real ou valor complexo

respectivamente.

Definicao 2.12. Seja 2 C C™ um aberto e sejam 0 < p,q < n. Dizemos que w é uma

forma diferencial do tipo (p,q) se

w= > wepdz® Adz". (2.1)

|a|=p,|B|=q

1. Ow € dado por

ow=> %" awaﬂdzj Adz* A dz°.
j=1a,p 0z;
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2. Dizemos que uma forma w € 0-fechada quando

Ow = 0.

3. Para o caso quando g = 0, dizemos que w € uma p-forma analitica se os coeficientes

sao fungoes analiticas.

Lema 2.13 (Lema 6.3.4 em [6]). Seja U C C™ um polidisco. Seja v uma p-forma analitica

O-fechada em U, 0 < p < n. Entéo existe uma (p — 1)-forma analitica em U tal que du = 7.

2.2 Campo vetoriais complexos

Definicao 2.14. Seja U C C", um campo vetorial complexo ¢ um mapa

X:U — C"
(Wi, .. ywy) > (Xy(wr, oo wy), .o, Xo(wy, oo wy)). (2.2)

Dizemos que X ¢ analitico se X; : U — C ¢ analitico.

O sistema diferencial complexo associado a X é

dx
dizl = Xl(ZL'l, Ce ,l‘n>
(2.3)
dzx,,
E = Xn($17...,xn)

Definigao 2.15. Dizemos que ¢ é uma solugao do sistema (2.3) no aberto V' C C, se
o=(p1,...,00):V — U
to— (p1(t), .., en(t))

¢é analitica em V tal que para todot € V'

C?;(t) = X1(e1(t), - - -, enlt))
(2.4)

dc}i” (8) = Xa(@1(8), -, palt);

As solugoes do sistema (2.3) também sdo chamadas curvas integrais de X.

Teorema 2.16 (Teorema de existéncia e unicidade, Teorema 8.1 em [1]). Sejam z, €
C,wy € C" e assumindo que f ¢ analitica e limitada num aberto Ry = {(z,w) € C x
C"; |z — 20| < a,|w — wy| < b},onde a,b > 0, e tomando

b
M= sup |f(z,w)|, a=min (a,)
(z,w)ER2 M
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temos que existe em |z — zp| < @ uma tUnica fungao analitica ¢ a qual é solugao de
/
w' = f(z,w)

satisfazendo ¢(zp) = wy.

Dizemos que o campo vetorial (2.2) é polinomial se os X; sdo polinémios complexos em

n variaveis, para todo 1 < i <n.

Exemplo 2.17. Sejam P, () polindémios em C(z,y) entdo o sistema

dx
— = P(x,
ff (z,y) 25

esta associado a um campo polinomial complexo.

Definigao 2.18. A 1-forma diferencial analitica associada ao sistema (2.5) €

W= Q({L‘,y)dl‘ - P(ZE, y)dy

Definicao 2.19. Seja U C C" um aberto e F': U — C analitica e ndo contante. Dizemos
que F' é uma integral primeira em U para o sistema (2.3) se F' é constante ao longo das

solugdes de (2.3) contidas em U.

Exemplo 2.20 (Equagiao de Lotka-Volterra, Exemplo 1 do Capitulo 1 em [8]).

Considere o sistema de equagoes diferennciais de Lotka-Volterra

de __ o
% = ax — bry

dy _

(2.6)
5 = —cy + kxy

onde a, b, ¢ e k sdo nimeros complexos. Afirmamos que em qualquer aberto simplesmente

conexo U contido em C? — {(z,y) € C?; zy = 0} qualquer determinagdo da fungao
F(z,y) = kx + by + clog(z) — alog(y)

¢ uma integral primeira para (2.6).

Demonstragio. De fato, se ¢ = (¢1, ¢2) : V — C? é uma solugdo do sistema (2.6) temos

que

¢'(t) = (ad1(t) — bd1(t)Pa(t), —cda(t) + kd1(t)¢2(t))
e portanto 4 (F o ¢) = dF(4(t)).¢/(t) ¢ igual a

(kf - C) (apy — bp1¢p2) + (b - a) (—cog + kp1g2) = 0.
o1 ®2

Consequentemente qualquer determinagao de F' é constante ao longo das solugdes de (2.6),

ou seja qualquer determinacao de F' é uma integral primeira do sistema (2.6). [
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Proposicao 2.21. F' é uma integral primeira do sistema (2.5) se e somente se w ANdF = 0,

onde w € a 1-forma analitica associada ao sistema (2.5).

Exemplo 2.22 (Exemplo 2 do Capitulo 1 em [8]). Suponha que o sistema de equagoes

diferenciais (2.5) é tal que

or _ _oQ
or Oy
Vé-se entao que a 1-forma diferencial w = Qdx — Pdy é fechada, i.e. dw = 0. Portanto a
funcao
(z.y)
Fay)=[ " w
(z0,y0)

obtida integrando w ao longo de qualquer caminho ligando o ponto (zg, yo) ao ponto (z,y)
esta bem definido (pois w é uma forma fechada e C? simplesmente conexo) e é tal que

w = dF. Por tanto F' é uma integral primeira para o sistema (2.5)

Definicao 2.23. Seja W C C? um aberto e R : W — C uma funcdo analitica ndo constante.

Dizemos que R é um fator de integragao para o sistema de equagoes diferenciais (2.5) se

RP) _ O(RQ)

or dy
Exemplo 2.24 (Exemplo 3 do Capitulo 1 em [8]). Considere a equagao diferencial
d
ﬁ = a(z)y + b(z), a,b e C(z).

Podemos associar a esta equacao a 1-forma racional w,
w=dy — (a(z)y + b(z))dx.

Ao tentar encontrar um fator de integracdo R que dependa apenas da variavel x vemos

que deve satisfazer

0= d(Rw) = (a@f + Ra(x)) dz A dy

ve-se entao que
R(z) = exp (—/a(x)dx) :

é tal que d(Rw) = 0 e portanto R é um fator de integragdo para w.

2.3 O K-modulo Qg

Seja K anel comutativo, e k C K subanel. Se M é um K-moédulo, uma k-derivagdo de K
em M é uma mapa k-linear
D:K—-M

tal que D(zy) = xD(y) + yD(x), para todo =,y € K. Nesse caso verifica-se que

Dx™ = nz" ' Dz para todo X € K,n inteiro positivo. Dessa tltima igualdade tomando
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x = 1,n = 2 temos que D1 = 0 e portanto D anula-se em k. As k-derivagoes de K em
M formam um K-submédulo Dery (K, M) de Homy (K, M).Uma derivagao no anel K é
simplesmente uma Z-derivacao de K em K (isto é, tomando k = Z e M = K). Observe

que coincide com a defini¢ao 3.1.

Seja . um conjunto nao vazio, K um anel, entdao o conjunto

P K = {(ac)eek ; ac € K, ac # 0, somente em uma quantidade finita de termos}
eck

¢ K-modulo livre.

Consideremos o mapa § : E — €D K tal que §(z) = (2c)ecp, onde z, = 1 e 2. = 0, para
ecl
todo e # z,e € E. Nao ¢ dificil verificar que o conjunto {0(z)}.cg é uma base para o

K-modulo @ K.

eeE

A seguir enunciaremos alguns resultados que utilizaremos na prova do Teorema 4.17:

Proposicao 2.25 (Proposigao 1 em [14]). Seja K um anel comutativo, e k C K um
subanel. Entdo existe um K-modulo Qg e uma k-derivagio d de K em S, tal que,

para cada k-derivacdo de K em um K-modulo M, existe um unico K-homomorfismo

§p Qg — M tal que D = Ep od.

Proposicao 2.26 (Proposicao 2 em [14]). Seja ¢ : k — K um homomorfismo de anéis
comutativos, D uma derivacao em K tal que existe um mapa Dy : k — k tal que 1Dy = Du.
Entao existe um tnico mapa D' : Qg — Qg tal que, para todo w,v € Qg i, e para todo
f € K temos:

e DY w=xv)=D'w+ Dv
. D'(fu) = (D)o + [(D'w)
. D'(df) = d(Df).

Proposicao 2.27 (Proposi¢do 3 em [14]). Sejam k C K corpos, {xs}taca elementos
de K algebricamente independentes sobre k, A um conjunto de indices, e tal que K é

algebricamente separdvel sobre k({Ta}aca). Entdo {drs}aca € uma K—base de Qg y,.

Proposicao 2.28 (Proposigao 4 em [14]). Sejam k C K corpos de caracteristica zero,
sejam uy,...,up,v € K, com uy,...,u, nao zeros, sejam ci,...,c, € k linearmente

independentes sobre Q. Entdo o elemento

duy du,,
c— 4+ ...+ cp— +dv
Uq Up,

de Qg1 € zero se, e s6 se cada uy, . .., uy,v € algébrico sobre k.



26 Capitulo 2. Preliminares

Proposicao 2.29 (Proposigao 5 em [14]). Sejam k C K corpos de caracteristica zero,
D uma derivagao de K tal que Dk C k, C = C(k,{D}), ver defini¢io 3.11, e u,t € K

algebraiamente independentes sobre C'. Entao em S, temos que
D' (udt) = d(uDt).

Proposigao 2.30 (Proposicao 6 em [14]). Sejam k C K corpos de caracteristica zero, A

um conjunto de derivagoes de K tal que Dk C k, para cada D € A e seja C = ﬂ ker(D).
DeA
Assuma que wy, . .. ,w, € Qg , sdo anulados por D!, para cada D € A. Entdo sews,...,wy

sao linearmente dependentes sobre K entdo sdo linearmente dependentes sobre C.

Teorema 2.31 (Teorema 2 em [14]). Sejam k um corpo diferencial de caracteristica zero,
K uma extensao diferencial do corpo k£ com o mesmo corpo de constantes e algébrico
sobre k(t), para algum ¢ € K. Suponha que ¢, ..., ¢, sdo constantes de k linearmente
independentes sobre Q, uq,...,u,,v € K, com uq,...,u, nao nulos, e que para cada

derivagao D de K temos

zn: CiD(Ui)

i=1

+ D(v) € k.
U
1. Se para cada derivacao D de K tivermos Dt € k, entdo uq,...,u, sao algébricos

sobre k e existe uma constante ¢ de k tal que v — ct é algébrico sobre k.

Dt
2. Se para cada derivacao D de K tivermos - € k, entao v é algébrico sobre k e
Vo
existem inteiros vy, ..., v, com vy # 0, tais que cada t% é algébrico sobre k.

2.4 Extensao de corpos

Definicao 2.32. Seja L um corpo e seja K C L um subanel. Se K é um corpo, dizemos

que L é uma extensao de K e que este é um subcorpo de L.

Seja L. D K uma extensao de corpos e seja S C L um subconjunto. O subcorpo L gerado
por S sobre K é o menor subcorpo de L contendo K, denotado K{(5)). A extensao
L D K é finitamente gerada se existir um subconjunto finito S C L tal que L = K{(.5)).
Se S = {s1,...,8,}, escrevemos K((S)) = K(s1,...,5,). Se L D K é uma extensao de
corpos, L é naturalmente um espaco vetorial sobre o corpo K; a dimensao desse espago
é chamado grau de L D K, denotado [L : K]J; quando é finita, dizemos que L D K
é uma extensao finita. Evidentemente toda extensao finita é finitamente gerada. vale a
reciproca para extensoes algébricas que discutiremos a seguir. Seja L D K uma extensao
de corpos. Dizemos que um elemento = € L é algébrico sobre K se existir f(X) € K(X)

polindémio ndo constante tal que f(z) = 0. Equivalentemente, a sequencia 1,z,z?, ... gera
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um subespaco de L de dimensao finita. Se x nao é algébrico, diremos que é transcendente.

Dizemos que L D K é uma extensao algébrica se todo x € L é algébrico sobre K.

Proposigao 2.33. Seja L D K uma extensao de corpos e seja z € L. Entao = é algébrico

sobre K se e s6 se o subanel K[z] C L é um subcorpo de L.

Demonstrag¢io. Suponhamos x algébrico sobre K. Seja y € K[x] , y # 0. Devemos mostrar
que y~! € K[x]. Como K|[z] é um espaco vetorial de dimensdo finita sobre K, existe n < 1

tal que 1,y,...,y" sdo linearmente dependentes. Tomando n minimo, obtemos uma relacao
YU a1y L ay +ag =0,
com a; € K e necessariamente ag # 0. Dai obtemos
y(y" '+ ay) = —ag
e portanto,

y = (—ag) W . )

que pertence a Kly] C K[x]. Reciprocamente, se K|[z| é um corpo e x # 0, temos que

z~! € Klz], isto é , vale a relacdo

rl=a,x"+ ...+ ag

com a; € K seguindo-se evidente que z é algébrico sobre K. |

Definicao 2.34. Um corpo K ¢ dito algebricamente fechado se todo polinémio nao
constante em uma variavel a coeficientes em K admite uma raiz em K. Dizemos que uma

extensao algébrica L D K é um fecho algébrico de K se L ¢é algebricamente fechado.

Definicao 2.35. Seja L D K uma extensao de corpos. Dizemos que z1,...,x, € L sdo
algebricamente dependentes se existir um polinémio nao constante f(Xi,...,X,) €
K[Xy,...,X,] tal que f(z1,...,2,) =0

Dizemos que x1,...,x, formam uma base de transcendéncia de L D K se sao algebri-

camente independentes e L D K(zy,...,x,) ¢ uma extensao algébrica.

Proposicao 2.36 (Grau de transcendéncia, ver Proposi¢ao 38 do Capitulo 10 em [3]).

Seja L = K(x1,...,zx) D K una extensao finitamente gerada. Entao

(1) existem m > 0,1 < i3 < -+ < i, < N tais que wz;,,...,x;, é uma base de

transcendéncia de L D K;

(2) o ntmero de elementos de duas quaisquer bases de transcendéncia de L D K é o
mesmo, chamado de grau de transcendéncia da extensao L O K e que denotaremos
trdeg, L.
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2.5 O resultante de polindmios

Definicao 2.37. Seja A um anel comutativo, e sejam

[ = a4 ... +ap(d>1)
g = bY°+...+by(e>1)

polindmios com coeficientes em A. Definimos a resultante de f, g por

g Qg—1 Ce Qo
aq . a; Qo
R:Rf,g: aqg QAaqg—1 ... Qg
be be—l bO
be be—l bO

determinante da matriz (d+e) x (d+e¢), com e linhas de a‘s e d linhas de b‘s. Subentende-se

que os espagos em branco sao preenchidos com zeros.

Estamos interessados no caso em que os coeficientes a;, b; sao também polinémios em
outras variaveis X, ..., X,. Escrevemos entdao R(Xj, ..., X,) para enfatizar que R é um

polindmio nessas variaveis.

Exemplo 2.38 (Exemplo 8 do Capitulo 2 em [3]). Sejam f=Y?+ X? -4, g= XY — 1.

Temos que

1 0 X?2—4
RX)=Rsy(X)=|X -1 0 = X' —4Xx? 41
0o X -1

Proposicao 2.39 (Proposigao 9 do Capitulo 2 em [3]). Sejam

f=ag(X)Y%+ .. 4+ ag(X),
g=0b(X)Y°+ ...+ ag(X),

onde a;, b; sao polindmios nas varidveis X1, Xs,. .., a coeficientes no corpo K. Entao, para

cada © = (1,9, ...), temos

Ryg(z) =0« ou

f(z,Y),g(z,Y) admitem fator comum nao constante.

Proposigao 2.40 (Ver Observacao 4.1.1 do Capitulo 4 em [16]). Seja K um anel e sejam

f,g € K|[z,y], entdo pode-se escrever o resultante de f e g como segue
Rﬁg(aﬁ) = Af + Bg7
onde A, B € K[z, y].
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3 Algebra diferencial

3.1 Extensoes diferenciais

Definicao 3.1. Seja A um anel. Uma derivagdo em A é um mapa 6 : A — A tal que

1. 0(a+b) =d(a)+ d(b)

2. §(ab) = d6(a)b + ad(b)
para todo a,b € A.

Escrevemos d(a), 6@ (a), ...,5™(a) as derivadas sucessivas. Pode-se provar por inducio a

regra de Leibnitz:

7?) 00 =(a)s (b) + -+ + ad™ (b).

6 (ab) = 6™ (a)b + - - + (Z

Se 0(a) comuta com a obtemos
§(a™) =na""*6(a).

Se a € A tem inversa entao

§(a™) = —at5(a)at.
Observe também que se A tem elemento identidade 1, entao 6(1) = 0. De fato,
0(1) =46(1-1)=46(1)-1+1-0(1) =26(1).

Teorema 3.2. Uma derivacao ¢ de um dominio integral tem uma tnica extensao ao corpo

quociente a qual satisfaz

5<a) (5(@)()()—2&5(())

Demonstracao. Seja 0 uma derivacao sobre o dominio integral A, e () o corpo quociente
de A.

Afirmacao 3.3. A extensao de 0 definida acima é uma derivacdo no corpo quociente.
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Demonstragao.
a

b

_ a
Assim ¢ <b) =

Provemos que ¢ é bem definida. De fato, dados a,b,z,y € A tais que

5(“7
()

)

2 _ 2 sabemos que ay = bx € A, logo
Y

da)y+ad(y) = d(b)x+ bd(x)
yo(a) —xd(b) = bi(z) — ad(y)

yo(a) — zd(b) bo(x) — ad(y)

yb yb

0(a)b — ad(b) d(x)y — 2d(y)

b2 y2

a x
Agora provemos que ¢ define uma derivagdo em ). Sejam Ay € @, temos que,
Y

a i
S1=+ 2
<b+y>

Por outro lado,

ay + bx
)
( by )
d(ay + bx)by — (ay + bx)d(by)

(by)?

(6(a)yby + bo(x)by) — (ayd(b)y + bxbi(y))

0(a)b —ad(b) | d(x)y — wé(y)
b2 y2

5(2)%(‘5)

5 (ax) ~ 6(ax)by — axd(by)
by (by)?

d(a)xby + ad(z)by — axd(b)y — axbi(y)
(by)?
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Portanto, § é uma derivacao sobre (). Agora provemos a unicidade desta extensao. Suponha
que existe outra extensao de § a qual chamamos 0. J4 que sdo extensoes da mesma derivacao,

§(a) = §(a) para todo a € A. Por outro lado, para a € A invertivel, lembre que

5<1> _ _0(a) __d(a)

a a? a? -’

Logo

Definigao 3.4. Um anel diferencial (A, A) é um anel comutativo A com elemento
identidade, dotado de um conjunto finito de derivagdes A em A tal que §(d8'(a)) = §'(d(a)),
para todo 0,0’ € A,a € A. Dizemos que (A, A) é um corpo diferencial se A for corpo.
Dizemos que (A, A) é um anel (corpo) diferencial ordinario se Card(A) = 1 e anel

(corpo) diferencial parcial se Card(A) > 1.

Agora apresentamos alguns exemplos de anéis diferenciais:

Exemplo 3.5 (Exemplo 2.1 do Capitulo 1 em [4]). Cada anel comutativo com identidade

pode-se tornar anel diferencial dotando-o com a derivagao trivial 0.

Exemplo 3.6 (Exemplo 2.3 do Capitulo 1 em [4]). O anel das fungdes inteiras .7°(C)
com a derivada usual é um anel diferencial. Observe que .7(C) nao possui divisores de
0 Portanto pelo Teorema 3.2 o corpo quociente (o corpo das fungdes meromorfas) é um
corpo diferencial. Mais geralmente, podemos tomar as fung¢oes analiticas em um dominio

do plano complexo.

Exemplo 3.7 (Exemplo 2.4 do Capitulo 1 em [4]). Seja (A, {0}) um anel diferencial.

Definimos A[x] como o anel dos polinémios com coeficientes em A com a indeterminada x,
Alz) ={ao+ ax + -+ az™; 0, € AVi=1,...,n;Vn € ZJ }.

Se A é um corpo, denotamos A(zx), o corpo de fungdes racionais em z, isto é,

_[P(z), .
A(z) = {Q<:v>’ P.Q e A ],Q%O}.

A derivagao de A serd estendida para uma derivacao de A[z| assinando §(z) arbitrario,

definindo 6(2") = na"16(z), e estendendo por linearidade, isto é, dado

P(z) = zn;)aixi € Alx],
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entao
n n

d(P(z)) = ;6(ai)xi+;ai(5($i)

- §(a)z" + ) ajix’™'6(x)
0 i=1

= > d(a)z’ + ( iaixi1> 5(x).
i=0 i=1

Se assumimos que A é corpo entdo A[z] é um dominio de integridade e pelo Teorema 3.2,

A(x) é um corpo diferencial.

Exemplo 3.8. Considerando no caso anterior § = 0 sobre A, com d(x) = 1 em Alz],

temos que dado P(z) =Y a2’ € Alz]:
i=0

(P(x)) = iz’aixi_l.

Usamos a notacao e 0 para esta derivagao.
x

Exemplo 3.9. Novamente seja (A, {0}) um anel diferencial. Desta vez formamos o anel

Alxy, ..., x,] dos polindémios num nimero finito de indeterminados z1, ..., x,

Alzy, ... x| = { Z Qiyoin @ s ag, o €A J C (ZE{)"} )

(il,...,in)EJ
Se A for corpo, denotamos A(zy,...,z,), ao corpo das fung¢oes racionais em 1, ..., Ty,
isto é,
Alzy,...,xp) =8 ————5;, P,Q € Alxy, ..., 1,)], Op.
1) = { QI R Q € Al ) Q7

A derivacdo em A pode ser estendida a n derivagbes que definem o conjunto A =

{61,...,0,} de derivacdes sobre o anel A[xq,...,x,] satisfazendo as seguintes condigoes:

 0; é extensao por linearidade de § como no Exemplo 3.7, mas neste caso 6;(z;) = 1,

para cada 1.

o 0i(z;) =0sei#j.

Entao nessas condigoes (Alxy,...,z,],A) é um anel diferencial parcial. Denotamos %
no lugar de 9;, para cada ¢ = 1,...,n. Agora se consideramos A sendo corpo, entao
Alzy,...,x,] é um dominio de integridade e pelo Teorema 3.2 temos que A(xy,...,z,) é

um corpo diferencial.

Exemplo 3.10 (Exemplo 2.5 do Capitulo 1 em [4]). Seja (A4,{d}) um anel diferencial.
No anel A[z;],7 = 0,1,... dos polindbmios numa quantidade infinita de indeterminados

{xg, 21, -}, definimos a derivacdo dx; = 7,41 e usamos a notacio  := xg, 0™ = z,,.
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Chamamos este procedimento de adjungao de uma indeterminada diferencial e usamos
a notacdo A{z} para o anel diferencial resultante. Os elementos de A{z} sdo ditos
polindémios diferenciais em x (polinémios ordinarios em z e suas derivadas). Se A é
um corpo diferencial, entdao A{x} é um dominio de integridade e pelo Teorema 3.2 sua
derivada tem uma tnica extensdo ao corpo quociente, o qual denotamos A(x), e seus

elementos sao chamados fungoes racionais diferenciais de x.

Definigao 3.11. Seja (A, A) um corpo diferencial, o corpo de constantes de A se define
como C(A,A) = {a € A; 6(a) = 0, para todo § € A}.

Proposicao 3.12. O corpo de constantes de um corpo diferencial (A, A) é algebricamente
fechado.

Demonstragio. Seja v algébrico sobre C(A, A), e suponha que existe um dy € A tal que
do(v) # 0. Seja p(t) = ag + art + agt? + - - - + a,_1t" 1 + " o polindmio minimal monico de
v sobre C(A, A). Tomando a derivada &y a p(v) temos
0= (50(]9(1})) = Z (50(6Li)?}i + (Z iCLiUi_1> 50(?])
i=0 i=1

neste caso a, = 0, e como Jy(a;) =0,7 =0,...,n temos que

0= (Z iaivi_l) do(v)
i=1
logo
0= Z ja; v
i=1

o qual é uma contradigdo com a minimalidade de p. Portanto, d(v) = 0,V € A, isto é,

veC(A D). ]

Definicao 3.13. Seja (A, A) um anel diferencial e seja I C A um ideal de A. Dizemos
que I é um ideal diferencial se a € I implica (a) € I, para todo § € A.

Proposigao 3.14. Se (A, A) é um anel diferencial e I é um ideal diferencial de A entao
o mapa 6 : A/T — A/I tal que 6(a + I) = &(a) + I define uma derivacdo em A/I, onde
o €A,

Demonstracao. Primeiro vamos mostrar que 5 é bem definida. Sejam a+ I,b+ 1€ A/I,
entdo a — b € I e como I é ideal diferencial temos que d(a) — §(b) = d(a — b) € I, de onde
d(a)+1=0(b)+ 1.

Agora mostremos que § é uma derivagao, isto é, na suma obtemos:

A

a+D)+(b+1) = d((a+b)+1)=d(a+b)+1
(0(a)+6(b)) +1I=(8(a)+ 1)+ (6(b)+ 1)
= dla+1)+o(b+1)
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na multiplicacao obtemos

A

S((a+1)(b+1)) = 6((ab)+ 1) =6(ab)+ I
= (d(a)b+ao(b))+1=(0(a)b+ 1)+ (ad(b)+I)
(6(a) + I)(b+ 1)+ (a+ 1)(5(b) + 1)

A

= S(a+ Db+ + (a+1)d(b+1I).
|

Defini¢ao 3.15. Sejam (A, A), (B,A) anéis diferenciais com o mesmo conjunto de
derivagoes, um homomorfismo de anéis f : A — B é dito diferencial se §(f(a)) = f(d(a)),
para todo a € A, para todo § € A.

Definigao 3.16. Sejam (M, A;), (K, Ay) anéis diferenciais tais que K C M ¢é subanel,
entdo M /K é uma extensao diferencidvel se para cada d, € Ay, existe d; € Ay, tal que
51‘[{ - 52.

Definigao 3.17. Sejam yy,...,y, € K, e seja § € A onde (K, A) é um corpo diferen-

cial. Definimos o determinante Wronskiano de yq,...,y, con respeito a 4 como o
determinante:
Y1 Y2 Yn
Ws(y1, -, Yn) = 5(?%1) 6(?:;2) 5(%)
5“*5@h) 5“*b@m) ;- 5“*5Qm)

Teorema 3.18 (Teorema 3.7 do Capitulo 3 em [4]). Seja (F,{d0}) um corpo diferencial
com Cy = C(F,{0}), e sejam yi,...,y, € F. Entdao o conjunto {yi,...,y,} é linearmente
dependentes sobre Cj se, e s6 se, Ws(y1,...,y,) = 0.

Demonstracao. Suponha que yq,...,¥y, sao linearmente dependentes sobre Cy. Entao

existem {¢;}l"; C Cp ndo todos nulos tais que Y ¢;y; = 0. Observe que das (n — 1)-
i=1
primeiras derivadas da ultima igualdade obtemos “n” equagoes lineares homogéneas em

Cly...,Cp
C1Y1 + CaYy2 + ...+ CnYn = 0
ad(yr)  + edlyp) o+ Gdly) = 0
ad™ D(y) + @™ V() + ...+ 0" V(y,) = 0.

Desde que ¢;’s ndo sio todos nulos temos que o determinante da matriz [§0~1)(y;)] é zero,

isto é, Ws(y1,...,yn) = 0. Para a outra implicacdo fazemos a demonstragao por indugao.
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Assim para k = 2, temos que Ws(y;,y2) = 0 do qual existem ¢, co € F' tais que

ayi + ey =0
c10(y1) + c20(y2) = 0.

Podemos considerar ¢; = 1. Derivando a primeira equacao e restando a segunda equacao

obtemos d(cg)ys = 0. Logo co € Cy. Assim, y;, y2 sdo linearmente dependentes sobre Cy.

Agora supondo valido para todos os k < n, assumimos que Wis(yq,...,y,) = 0. Entao

pode-se encontrar em F' uma solugdo nao trivial cy, ..., ¢, das equagdes Z ¢;0V )(yz) =0,
i=1

para cada j = 0,...,n — 1. Podemos considerar ¢; = 1 e Ws(ya,...,yn) # 0, pois se

Ws(ya, - .., yn) = 0 temos pela hipdtese indutiva que ys, . . ., ¥, sado linearmente dependentes

sobre Cjy. Derivando as (n — 1)-primeiras equagoes obtemos

0 = O(y1) +20(y2) + -+ ¢cd(yn) +0(c2)ya + -+ + 0(cn)Yn
0 = 0@() + 6P () + -+ cad® (yn) + 6(c2)6 (1) + -+ + 0(ca)d (Yn)

0 = 60 V(yr) + o™ Vye) + -+ ad™ D (yn) + ()0 (y2) + -+ 0(en)8" 7 ()

Como as equacoes Zcié(j)(yi) =0 para j=1,...,n— 1, obtemos as (n — 1)-equagdes

i=1
lineares homogéneas em §(cz), ..., 0(c,)
d(e2)ye+ ... +(cn)yn =0
0(c2)d(y2)+ .. +0(cn)d(yn) =0
5(c2)0" D () + ... +0(cn)0" P (y,) =0
com determinante Ws(ya, ..., y,) # 0. Portanto, 6(c3) = -+ = d(¢p,—1) = 0. [ |

A seguir enunciaremos alguns resultados que utilizaremos na demonstracao dos teoremas

principais.

Lema 3.19 (Lema 5.2 do Capitulo 5 em [4]). Seja K um corpo diferencial com corpo
de contantes C. Sejam k1, ..., k, constantes em alguma extensao diferencial do corpo K.
Se ki,...,k, sao algebricamente dependentes sobre o corpo K, entdo sao algebricamente

dependentes sobre C'.

Teorema 3.20 (Ver o Teorema da péagina 160 em [15]). Seja R o corpo dos nimeros
racionais e K uma extensao diferencial parcial finita de R com m derivagoes distintas.

Entao K é isomorfo ao corpo F' das fung¢oes meromorfas de m-variaveis complexas.
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Definicao 3.21. Considere uma equacao diferencial linear homogénea
L(y) = 6" (y) + an16""V(y) + - + a16(y) + aoy = 0 (3.1)

com coeficientes em um corpo diferencial (K, {d}). Dizemos que M contendo K é uma

extensao Picard-Vessiot de K, para a equagao (3.1), temos

1. M = K(uy,...,uy,), onde uy,...,u, sdo n solugoes de (3.1) linearmente independen-
tes sobre C'(K, {0}).

2. O(M,{5}) = C(K, {6}).

Defini¢ao 3.22. Seja (K, {d}) um corpo diferencial e seja u um elemento em alguma
extensao de K, tal que 6(u) = a € K, onde a nao é uma derivada em K, isto é, a # §(z),
para todo z € K (em particular v ¢ K). Entdo K(u) é chamada adjungao por uma

integral.

Exemplo 3.23 (Lema 3.9 do Capitulo 3 em [4]). Uma adjuncdo por uma integral K (u) é

uma extensao de Picard-Vessiot de K para

onde 0(u) = a.

Demonstracao. Primeiro vamos provar que u é transcendente sobre K. Para isto, vamos

supor que u é algébrico sobre K e seja
p(x) = 2" + by 2™ -+ by
seu polindmio minimal sobre K. Derivando p(u) temos:

0 =nu""'0(u) + 8(by_)u" "+ 4+ 5(by)

0=[nd(u) + 8(bp_)]u" " + -+ 5(bo).

Pela minimalidade de p, os coeficientes da ultima equacao sao todos iguais a zero Em

particular

n

by by
azé(u)zé(— = 1),onde - leK
n
o qual é uma contradi¢ao. Portanto u ¢ transcendente sobre K. Desde que
L(u) = 6@ (u) — —=6(u) = 0

e L(1) = 0, podemos observar que u e 1 sdo linearmente independente sobre C(K,{d}).

De fato, assumindo que ¢1 - 1 + cou = 0, onde ¢, c3 € C(K,{d}) temos que c; = 0, se ndo
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u=—c -c;' € C(K,{§}) C K o qual é uma contradi¢io. Logo como ¢, = 0, entdo temos
que ¢; = 0. Veja que K(u) = K(u). De fato, sabemos que K (u) C K(u). Por outro lado,
para p € K(u)
D= f(u,5(u),)
g(u, 0(u),--+)

onde g(u,d(u),---) # 0. Segue-se que

fu,0(u),---) = filu)

9(u,6(u),---) = gi(u)
pois para n > 1 se tem 6 (u) € K com fi(z),gi1(x) € K[z] e gi(z) # 0. Assim
p € K(u). Por ultimo temos que provar que C(K(u),{d}) = C(K,{0}). Supondo que
existe ¢ € C(K(u),{d}) tal que ¢ ¢ C(K,{0}), entdo ¢ = ;(37 onde f(x),g(z) €
K|z], g(z) # 0, pode-se assumir MDC(f(x), g(x)

) = 1, sendo g um polinémio minimal
monico de grau(g) > 1. Entao derivando ¢ temos:

0—35 (f(U)) _ 0(f(w)g(u) = f(u)d(g(u))

g(u) g(u)?

Supondo que d(g(u)) # 0, temos da equagao anterior que

= € C(K(u), {6}).

Mas grau(d(g(u) grau(g(u)) o qual ¢ uma contradi¢do pela minimalidade de g. Portanto,

)) <
g(u) € C(K(u),{0}). Seja

n
= Zaiuz, onde a; € K.

=0

Lembrando que a,, = 1, pois g é monico, derivando temos
0= d(ap) +d(ar)u+ayd(u)+- - +6(a,_1)u" " +an_1(n—1)u""25(u) +6(1)u" +nu " §(u)
do qual podemos obter

0 = [0(ao) + ara] + [0(ay) + 2asalu + - - - + [0(a,_1) + naju™ "

Como u ¢ transcendente sobre K, os coeficientes da ultima equagao sao todos iguais a

zero. Assim 0(a,—1) + na = 0, logo

a=29 (_an_1> , onde — -l ¢
n

n

o qual é uma contradicao, assim C'(K (u),{d}) = C(K, {0}). Portanto K (u) é uma extensao

J
de Picard-Vessiot de K para L(y) = 6®(y) — ) I(y). |
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Definigao 3.24. Seja (K,{d}) um corpo diferencial e seja v um elemento em alguma
o
extensao de K, tal que 8(u) = a € K — {0}. Entdo K(u) é chamada adjuncao da
u

exponencial de uma integral.

Exemplo 3.25 (Lema 3.10 do Capitulo 3 em [4]). Seja K (u) uma adjung¢do da exponencial
de uma integral e suponha que C(K(u),{d}) = C(K,{d}), entdo K (u) é uma extensao de
Picard-Vessiot de K para L(y) = d(y) — ay.

3.2 Extensoes liouvillianas

Definigao 3.26. Um corpo diferencial (M, A) é uma extensao liouvilliana de (K, A)
se existe uma torre de corpos diferenciais K = K1 C Ky C --- C K,,, = M, tal que cada

K; = K;_1(t;) onde uma e s6é uma das propriedades ¢ satisfeita:

(i) 0t; € K;_1, para todo 6 € A.

t;
(ii) t—z € K;_1, para todo 6 € A.

(2

(i) t; é algébrico sobre K;_;.

Chamamos K = Ky C K; C ... K,, = M torre definidora de M e o comprimento

desta torre definidora é o niimero m.

Definicao 3.27. Uma integral primeira liouvilliana de uma equacao diferencial
de ordem n é uma funcao liouvilliana nao nula F' de n-variaveis, analitica em um aberto
U C C" nao vazio tal que F(z,5(z2),7(2),...,7" V(z)) é constante para cada solugao

7(2) da equacio diferencial, sempre que (z,7(2),7(2),...,7" V(2)) € U.
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4 |ntegrais primeiras liouvillianas

4.1 Relacoes liouvillianas e integrais primeiras

Consideremos a forma diferencial Q(z,y)dr — P(x,y)dy associada ao sistema de equagdes

diferenciais (2.5)

dx
% - (xay)
dy
entao
Sea—P——@ a funcao
or Oy’ ¢

Fo,y) = [ Qdz — Pdy

¢ uma integral primeira para (2.5).

oP 0
Se £ # —aQ e R(z,y) é um fator de integracdo para o sistema de equagoes diferenciais
T Y
(2.5), entao

F(z,y) = /Rde — RPdy

¢ uma integral primeira para (2.5).

Seja k = C(y1,...,Yn), onde yq,...,y, sdo indeterminados e seja A = {6%1’ . .7£}.
Seja (M, A) uma extensao liouvilliana de (k, A) tal que C(M,A) = C. Pelo Teorema 3.20
cada elemento de M representa uma funcao analitica em um conjunto aberto denso de C".
Chamaremos tais funcoes de fungoes liouvillianas de n-variaveis.

Consideremos o sistema

dyr
E - fl(y17"'ayn)
(A1)
dy,
E - fn(yhvyn)

onde os f; sdo fungdes analiticas liouvillianas em algum dominio (conexo, aberto e nao
vazio) Uy C C". Seja (k,A) a extensao diferencial de C(yy, ..., y,) gerada pelos f; e suas
derivadas parciais de todas as ordens com A = {8%1_}. Veja que cada elemento de k£ pode-se
escrever como quociente de elementos em k que sao analiticos em Uy. Em outras palavras

temos a seguinte proposigao.

Proposigao 4.1. k é corpo quociente de 7 (Uy) Nk, onde 7 (Uy) é o anel das fungoes

analiticas em Uj.
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Demonstracao. De fato, seja G € k, como os elementos em k sao fungoes racionais definidas
nas variaveis f;(y1,...,yn)’s e suas derivadas de todas as ordens, e seus coeficientes sao
fungoes racionais nas varidveis y, . . ., y, com coeficientes complexos, temos que G = P/Q),

onde P, () sao somas e produtos de fungoes analiticas sobre Uj. ]

Seja 7, (2), - .., Y, (z) solugdo analitica de (4.1) em algum dominio &y C C e suponha que
% ={"(2),...,7,(2)); 2 € Oy} C Uy. Neste caso dizemos que a solucao 7,(2),...,7,(2)
satisfaz a suposicao basica, se cada elemento GG em k é analitico e nao identicamente
zero em um subconjunto aberto e denso g C %,. Essa suposigao bésica é satisfeita, por

exemplo, nos seguintes casos:

e Seos f; em (4.1) sdo polindmios de n-varidveis com coeficientes em C e a solugao

71(2),...,7,(2) é algebricamente independentemente (este é o caso do Teorema 5.1)).
De fato, primeiro observe que se os f; sao polindmios temos que k = C(y1, ..., yn).
Assim tomando um elemento G € k, entao G = g, com P,Q € Cly, ..., yn], logo

temos que P, sao analiticos em qualquer aberto contido no conjunto %, e pela
hipdtese temos que nao podem ser identicamente nulos neste conjunto. Tomando o
conjunto Og = % — V(Q) temos que é aberto e denso em %,. Além disso uma vez

que () nao tem zeros em Og temos que G é analitica e nao identicamente zero em
Og.

e Se f, = 1. Neste caso pode-se assumir que 7, = 2, e sejam f1,..., f,—1 polindmios
cujos coeficientes sao fungoes liouvillianas na variavel y,. Esta é a situagao no
Teorema 5.4. Seja (ko, {%}) o corpo diferencial gerado pelos coeficientes dos fs
esejak=ko(yr,.--yYn-1). Se 1(2),...,7,_1(z) sdo algebricamente independentes
sobre kg e sao solucao de (4.1), entao a solugdo satisfaz a suposi¢ao bésica. De fato,
lembre que como ko é uma extensao liouvilliana de C(y,,) com corpo de derivagoes

{%}, entdao, pelo Teorema 3.20 os elementos de ky sao fungoes analiticas num

P(y17"'7yn—1)
Q(ylu"wyn*l) ’

onde P, () sao polinémios de n — 1 variaveis com coeficientes em kq. Desde que

aberto e denso de C. Agora cada elemento GG € k é da forma G =

P, () sdao polindmios e seus coeficientes sao fungoes analiticas em y, temos que
Py, Yn-1),Q(y1,...,Yn—1) sdo fungoes analiticas num aberto denso de C”",
em particular num aberto e denso de 4. Além disso como ¥,(2),...,7,_1(z) sao
algebricamente independentes sobre ko, P(7,(2),...,7,_1(2)), Q@,(2),...,7,_1(2))

nao podem ser identicamente nulos. Entao tomando o conjunto g =% — V(Q)

Definigao 4.2. Dizemos que 7,(2),...,7,(z) satisfazem uma relagao liouvilliana se
houver uma fungao liouvilliana F'(yi, ..., y,) analitica em algum subconjunto aberto de
C" contendo %, tal que Flg, = 0.
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Lema 4.3. Seja G : U C C" — C uma integral primeira para o sistema (4.1) e seja
U1(2),-..,7,(2) uma solucao de (4.1) definida em um conjunto aberto &y C C" com ¢ =
{@,(2),...,7,(2)); z € Oy} C U, sabemos que existe um ¢ € C tal que G|g, = c. Esta

ultima afirmagcao é equivalente ao fato de DG =0 em U, onde D = fi(y1,...,Yn) o,
Demonstragio. De fato, assumindo que para cada solugao y,(2),...,9,(z) existe uma
constante ¢ € C tal que G (7,(2),...,7,(z)) = c¢. Seja u € U, pelo Teorema de existéncia e
unicidade existe uma solugao do sistema (4.1) definida num aberto & contendo 0, tal que
u = (y,(0),...,9,(0)) e pela hipétese G (y,(2),...,y,(2)) = ¢, para algum ¢ € C e para
todo z € 0 entao

0= LGEE). - )
- S ...,yn<z>>8ygf)
= 90 (4.2)
-2

i((@1(2), - a2 ))ayz(yl( 2)s- 1 Ua(2))
= DG(1(2), - -, ,(2))-

Em particular para z = 0 temos que DG (u) = 0 e como u € U foi escolhido arbitrariamente,
temos que DG =0 em U.

Agora suponha que DG =0 em U, e seja y,(2),...,y,(2) uma solugao do sistema (4.1)
em algum aberto 0, entdao temos que DG(y,(2),...,y,(2)) = 0 para todo z € O e da
igualdade em (4.2) temos que G(7;(2),...,7,(2)) = ¢ para algum ¢ € C, para todo z € 0,
esto é, Glg, = c. |

Observe que D define uma derivagao em k, bem como em qualquer extensao diferencial

deste corpo.

Proposicao 4.4. Seja 7,(2),...,7,(z) uma solucdo analitica de (4.1) em algum dominio
Oy C Cesejad ={(w,(2),...,7,(2)); 2 € Op}. Suponha que 7,(2),...,7,(z) satisfazem
a suposi¢ao bésica e uma relagao liouvilliana. Entao existe uma extensao liouvilliana M

de (k,{0/0y1,...,0/0y,}) tal que

(i) Existe & C Oy abertoe % C % C C™aberto contendo ¥ = {(v,(2),...,7,(2)); z € O}

tal que os elementos de M sao meromorfos em % .

(ii) Se k = Ky C --- C K,, = M é a torre definidora de M, entdo cada elemento em
K,,_1 é analitico e ndo identicamente zero em um subconjunto aberto e denso de
¢, por tanto o mapa levando G(y1,...,yn) € K1 a G(71(2),...,7,(2)) define um

isomorfismo ¢ de K,,_1 sobre o corpo diferencial de fungoes meromorfas de uma
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variavel em €, tal que

(ili) Existe W € M tal que DW = 0, enquanto O0W/dy; # 0, para algum j.

Demonstragio. Seja L o conjunto das ternas (&', %', F'), onde ¢" é subdominio de &
nao vazio, tal que ¥4’ = {(y,(2),...,7,(2)); 2 € 0'} C @' C C*, %’ subdominio de %,
F’ uma funcao liouvilliana, analitica e nao nula em %’ com F'|¢s = 0. Uma vez que
71(2),...,7,(2) satisfazem uma relagdo liouvilliana, L é nao vazio. Escolha um elemento
(0", %", F") em L tal que F” pertence a uma torre definidora de comprimento minimal
e denotemos esta torre por k = Ky C --- C K,,. Seja M = K,,. Agora consideremos as

fungoes em k como fungdes em %" e os y; como fungoes em 0.

Afirmacao 4.5. FEstas fungoes restritas ainda satisfazem a suposicdo bdsica.

G

De fato, seja G € k e escrevemos G = El’ onde G, G5 € k e sdo analiticas em %4. Suponha
2

que G anula-se num subconjunto aberto, nao vazio de 4" = {(v,,...,7,); 2 € 0"} C %,

entao como %, é dominio, temos pelo Teorema da identidade 2.6 que (G5 anula-se em
4. Esto é absurdo respeito a validez da suposicao basica para 0y e %, por tanto G5 é
analitica e nao nula em um subconjunto aberto e denso de ¢”. Analogamente (G; é nao
nula, de onde) se conclui que G é analitica e ndo identicamente nula em %", assim as

fungoes restritas satisfazem a suposicao béasica. Portanto podemos assumir 0" = 0 e

%// - 62/0.

Afirmacao 4.6. (i) e (ii) sao satisfeitos para K.

De fato, a prova decorre por indugao sobre ¢ < m. Suponha que existe um dominio
O;—1 C Oy em um dominio %;_y C %, contendo ¥%;_1 = {(y,(2),...,7,(2)); 2 € O;_1} tal
que cada elemento de K;_; é meromorfo em %;_; analitico e nao identicamente nulo num
subconjunto aberto e denso de ¢; ;. Além disso suponha que K;_; é o corpo quociente de
S (Y1) N K;_1. Provaremos que existem dominios &; C 0;_, e U C %_1, satisfazendo
as propriedades andlogas respeito a K; (excepto se i = m, em tal caso ndo garante-se que

os elementos sdo nao nulos e analiticos em um subconjunto aberto e denso de ¥, = ¢).

ot
Caso 1: K; = K; 4(t), onde t é transcendente sobre K; | e £ € K,;_1, para todo
y.

, j
j =1,...,n. Para cada j existe um subconjunto %7 de %,_, aberto, tal que 0t/dy; é

. . t
analitica em %7 e %’ N¥;,_; é denso em ¥,_;. Além disso algum E ¢ nao nulo em
Yj

. n
U NY,_y. Logo % = (\ %; ¢ um aberto nao vazio intersectando ¢;_;. Como t ¢ analitico
j=1
em algum aberto denso de C" entdo seja p € % um ponto onde t seja analitica, tal que para

ot
algum € > 0, B.(p) C Z e B:(p) N%¥;_1 é nao vazio. Como cada E é analitica em B.(p)
Yj
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. ot 0%
y;0yr  Oyr0y;
Seja o dominio 0; C 0;_; escolhido tal que % = {(7,(2),...,7,(2)); z € O;} C B:(p).

Definimos %; = B.(p). Note que t ndo é identicamente nulo em ¥, pela minimalidade de

temos pelo Lema 2.13 que ¢ pode ser definido analitica em todo B.(p).

“m”. Agora consideremos as fungoes de K; ; restritas a %4;. Como no caso anterior pode-se
provar que cada g € K, 1 é analitica e ndo identicamente nula em um subconjunto aberto

e denso de ¥;. Seja
P(t) =at" +a,_t" "+ ait +ag € Ki_1]t]. (4.3)

Claramente P(t) serd meromorfa em %; e analitica em um subconjunto aberto e denso de

;.

e Se i < m e P(t) for zero em um subconjunto aberto nao vazio de ¥;, entao isto

contradiz a minimalidade de m (pois ¢ seria algébrico sobre K;_; com i < m).

e Se G = Qgt; com P(t),Q(t) € K;—1 e i < m temos, argumentando como acima, que

G é meromorfa em %; e analitica em um subconjunto aberto e denso de ¥;, nao

vazio.

Finalmente, ja que t é analitica em %; entao K; é o corpo quociente de (%) N K;.

1 ot
Caso 2: K; = K;_4(t), onde t é transcendente sobre K; | e 90 € K;_1, para todo
Yj
. . v 1 0t ,
j=1,...,n. Seja v tal que t = exp(v), temos que — = ———, para todo j = 1,...,n,
dy;  tdy;

entdo como no caso anterior elas sao analiticas num disco B.(p) e ja que:

P h () L o
Oyrdy;  Oyx \ t Dy, | Oydy;  Oy; Oy
v _a<1 ot 1 [ 0% ot ot
Y0y, y;

i f—t
t Oy, t2 | Oy;0yr  Oyy Oy,
ie.,

0%v B 0%v
3Z/kayj ayjayk

temos que v pode-se definir analitica em todo B.(p), consequentemente ¢ = expv também

é analitica em todo B.(p). Logo a demostragio é andloga ao Caso 1.

Caso 3: K; = K;_1(t) com t algébrico sobre K; i, entdo seja
Pt)=t"+a,_t" "+ +a

o polinémio minimal de ¢ sobre K;_;. Usando a hipotese indutiva, pode-se assumir
que existe um aberto %p tal que os a; sdo analiticos em %p e %p N ¥;_; é denso
em ¥;_;. Seja D o discriminante de P. Note que D é um polinémio nds a; com coe-

ficientes constantes, portanto, é analitica em %p. J& que P(t) é irredutivel, D nao é
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identicamente nula em %p (ver Proposicao 4 do Capitulo 5 segao 10 em [7]) e como
D € K; 1 temos que nao é identicamente nulo em %, ;. Portanto, existe um dominio
O, C Uiy tal que 9 = {(1,(2),...,7,(2)); 2 € 0;} C %, onde %; ¢ uma componente de
{(1(2), ... yn(2)) € %p; D(¥1,-..,yn) # 0} intersecando O; nao trivialmente. Logo t é
analitica em %;. Cada elemento G em K; é da forma G = b.t" + ... + by, para alguns
bj em K;_; e podemos argumentar como no Caso 1 considerando G' como em (4.3) para
concluir (i) e (i7) para K;. Finalmente, para provar que a substitui¢ao de 7,(z),...,7,(2)
para y1(2),...,y.(2) define um isomorfismo ¢ de K,, ; até um corpo diferencial K de

funcoes meromorfas, note que

¢ obtida da forma seguinte

d(p(G)) dG(@1(2), -+ 7.(2)))

dz " g dz 7.
D IO ACI ~
. zw(gj) @) Tal2)

Agora provemos (iii), seja ¢ : K,,_1 — K o isomorfismo descrito em (ii), onde K é um

corpo de fungoes meromorfas em & e seja M = K,,_1(t), onde ou t é algébrico em K,, 1,

ot
ou t é transcendente em K,,_; e e € K,,_1 paratodo j =1,...,n, out é transcendente
Yj
1 Ot )
em K,, 1e —— € K,,_; paratodo j=1,...,n.
t Oy,

Afirmacao 4.7. t nao pode ser algébrico sobre K,,_1.

De fato, suponha que t é algébrico sobre K,,,_1. Pela minimalidade de m podemos considerar

F € M elemento definindo pela relagao liouvilliana e
PY)=Y"+a, 1Y '+ +ag

o polindémio minimal de F' sobre K,, 1. Como ay # 0 em K,, ; temos que ag é analitica
e nao nula sobre um subconjunto aberto e denso de ¢4. Desde que P(F) =0e Fly =0,
temos que agly = 0. Portanto, ¢ é transcendente sobre K, 1, aqui temos que ver dois

Casos:

t
e Primeiro assumimos que — € K,, 1, para todo j = 1,...,n. Podemos assumir
F € K,,_1[t]. Agora pode-se estender ¢ para um homomorfismo em K, 1[t]. J& que
©(F) =0, entao
F=at"+---+a
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entao
0= @(F) = o(a)p(t)" + -+ ¢(ao)

i.e., p(t) é algébrico sobre K, por tanto o Coroldrio do Teorema 1 em [14] implica
que existe u € K tal que ¢(t) — u é uma constante. Seja U € K,,_; satisfazendo

©(U) = u. Entao temos que

0 _ W=Z¢<M> o)

Seja W =t — U. Como ¢ é isomorfismo em K, 1, DW € K,,_1 e o(DW) = 0,

ow
temos que DW = 0. Se F 0 para todo j =1,...,n. entdo W € C, esto implica
Yj

que t é algébrico sobre K,,_; o qual é uma contradicgao.

10t 1 0t
o Agora assumindo que —— € K,, 1, para todo 7 = 1,...,n. Observe que ——— sao
t Oy; t dy;

analiticas e nao nulas em algum subconjunto aberto e denso de ¢, entao t vai ser
analitica em um subconjunto aberto e denso de 4. Portanto, ¢(t) # 0. De novo
pode-se assumir que F' € K,,_1[t] e concluimos que ¢(t) é algébrico em K, novamente

usando o Coroldrio do Teorema 1 em [14] podemos concluir que existe r inteiro tal
s s

— t t
que p(t") € K. Seja U € K, satisfazendo go(ﬁ) =1leseja W = iR Podemos

w DW ow
€ Kn,1ep <) = 0, entao DW = 0. Se — = 0, para todo
w dy;

7 =1,...,n, entao W é uma constante e t seria algébrico sobre K,, 1, o qual seria

ver que

uma contradigao.

Proposicao 4.8. Seja (M, A) uma extensao liouvilliana do corpo diferencial (k, A) com
C(M,A) = C(k,A). Seja D = fi101 + -+ + fu0, com f; € k,0; € A e assuma que
C(k,A) = C(k,{D}). Se C(M,A) é subconjunto préprio de C'(M,{D}), entao existe uma
extensao liouvilliana (N, A) de (k, A) tal que:

(i) C(k,A) =C(N,A)=C(N,{D})
(ii) Existe u; € N, ndo todos nulos, tais que fius + -+ + fru, = 0 e d;u; = d;u;, para

1<i,j<n.

Demonstragio. Seja (M, A) uma extensao liouvilliana de (k, A) de menor grau de trans-

cendéncia sobre k, tal que a hipdtese da proposicao é satisfeita.

Afirmacao 4.9. M nao € algébrico sobre k.
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De fato, se fora entao existe u elemento de M, algébrico sobre k tal que Du = 0, enquanto
du # 0 para algum § € A. Seja p(t) = ag + ait + ast® + -+ + a;_1t""* + ! o polinomio
minimal monico de u sobre o corpo k, entdo tomando a derivada D ao elemento p(u) temos

pelo exemplo 3.7 a seguinte igualdade:
! !
0= D(p(u)) =>_ D(a;)u’ + (Z iaiui1> D(u)
=0 i=1

e com neste caso q; = 1 temos
-1
0="> D(a;)u’
i=0

e pela minimalidade de p temos que D(a;) =0,5 =0,1,...,1—1,isto é, a; € C(k,{D}) =
C(k,A), portanto u é algébrico sobre C'(k,{D}), e como C(k,{D}) = C(k,A), temos que
du = 0 para todo 6 € A, o que é uma contradi¢ao. Portanto, M é algébrico sobre N (t),

onde N é uma extensao liouvilliana de k, ¢ é transcendental sobre N e
ou dt € N, para todo § € A ou d6t/t € N, para todo § € A.

Podemos assumir que N ¢é algebricamente fechado sobre M. Seja u um elemento de M tal
que Du = 0 e du # 0 para algum § € A. Note que u é raiz de um polindémio irredutivel
Yy + b1y -+ b, com b; € N(t).

e Se db; =0 para todo d € A, , 1 <i<r—1, entdo ou = 0, para todo d € A.

o Analogamente, se Db; # 0 para algum i entdao Du # 0.

Portanto, assumimos que existe um elemento ug € N(t) tal que Dug = 0 e dug # 0, para
algum § € A. Observe que C(N,{D}) = C(N,A) = C(k,A). Aqui se apresentam os

seguintes casos:

Caso 1: Assumindo dt € N, para todo § € A. Isso implica que Dt € N. Como existe
uy € N(t) tal que Duy = 0, temos pela Proposigao 1.2 em [10] que existem elementos
a€ Nece N(t) tal que Dc =0 et =a+ c. Observe que dc = dt — da € N, para todo
0 € A. Além disso, se dc = 0 para todo § € A, entdo ¢ € N. Jd que t ¢ N, temos que
dc # 0 para algum 0 € A. Seja u; = d;c. Entao temos que

> fiui =) fidic=Dc=0

e como os §; comutam, temos que
5ju7; = 5J((510) = 52((5JC) = 5111/]

ot Dt
Caso 2: n € N, para todo § € A. Temos que — € N, e como existe u € N(t), u & N,
tal que Du # 0, a Proposigao 1.2 em [10] implica que existem o« € N, ¢ € N(t) tal que
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oc ot o
Dc = 0 e existe um inteiro nao nulo m tal que t™ = ca. Observe que — = m? — — €,
o

para todo 6 € A. Além disso, se dc = 0, para todo § € A, entdo ¢ pertence a N, o que é

iC
contraditério com t ¢ N. Seja u; = —~. Temos que Y fiu; e diuj = 0;u;. |
c

4.2 Campos vetoriais planos

Lema 4.10. Seja k um corpo diferencial de caracteristica zero com derivagao D e k(t)
uma extensao diferencial com o mesmo corpo de constantes tal que Dt € k. Para cada a, b
em k, cada solucao de

DU +aU =b (4.4)

em k(t) ¢ da forma Uy + Ut para algum Uy, U; em k.

Demonstragio. Primeiro provamos que toda solugao de (4.4) em k() é um polindmio em

p(t)

t. De fato, seja oD € k(t) solucao de (4.4), suponha grau(q) > 1 podemos considerar ¢
q

monico de grau minimal com MDC(p, q) = 1. Veja que

DG(t) = D gégq@)
plt) p(t)
D) = D q“?)) q<t>+MD(<§<t>>
p p
DO(t) = (—aq(t)w i(t)+ X3 D(a(0)
D) = —ap(t) + ba(t) + 2D Dig(ry)

entao

D(p(t)) +ap(t) — bq(t)  p(t)

D(q(t)) q(t)

Por outro lado denotando
q(t) = D(q(t)) = Dag + Dajt + ...+ Da, 1t" ' + Dt(a; + 2ast + ... + na,t" ")

onde q(t) = ap + ait + ... + a,_1t""* + " temos que grau(gy) <grau(q) o qual é absurdo.
Portanto ¢ é um polinomio constante. Se Uy + Uyt + ... + U,t™ é uma solucdo com n > 2,
entao, equiparando poténcias de ¢, temos DU,, + aU,, = 0 e nU, Dt + DU,,_1 + aU,_1 = 0.
Multiplicando essa tltima equagdo por Ut temos que D(U U, ;) = —nDt. Isso implica

que t € k, o que é uma contradicao. |

Lema 4.11. Seja (k, {61, 02}) um corpo diferencial de caracteristica zero, N uma extensao
liouvilliana de k com C(N,{d1,02}) = C(k,{d1,02}) e P,@Q elementos de N. Suponha que:

(i) C(N,{6,8,}) = C(N, {D}), onde D = P§, + Q5
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(i) PU+ QV =0, U = 6,V s6 tem solugao trivial U =V =0 em N.

(iii) PU+ QV = —(61P + 62Q), 52U = 6,V tem solucao em N.

Entao existem Uy, Vy em k satisfazendo PUy + QVy = — (01 P + 62Q) e 62Uy = 01Vp.

Demonstragao. Procedemos por indugao no grau de transcendéncia de N sobre k. Portanto,
podemos supor que existem U e V em l;;(t) satisfazendo a equagao em (iii) onde k é uma

A 01t ot A
extensao algébrica de k e ou 01,05t € k ou %, % € k. Iniciamos mostrando que

pode-se encontrar Uy e V em k satisfazendo a equagdo em (iii). Primeiro assumimos

o1t Ot ~
que % e % estao em k. Escrevendo U e V em poténcias decrescentes de t, temos

U=Ut"+U, " L +... e V=V, t™+V, 1t™ 1+ ..., comos U,V € k. Fazendo a

comparacao de potencias de t, podemos concluir que
PUy+ QVo = —(0:P + 6:Q)
e comparando os coeficientes de t° em d,Uy = 6,V vemos que
02Uy = 01 V).

Agora assumimos que 01t e dot estao em k. Temos portanto que Dt € k. Aplicando 4, a
PU + QV = —(61 P + 62Q) concluimos que DU + aU = b para alguns a,b € k. O Lema
4.10 implica que U = Uy + U;t para alguns Uy, Uy € k. Analogamente, pode-se provar
que V = Vy + Vit, para alguns Vg, Vi € k. Comparando as poténcias de t na equacao
(iii) concluimos que PU; + QU; = 0 e .Uy = 6,V; , logo por (ii) U; = V; = 0. Portanto
U:erV:Vopertenceal%. [ |

Proposicao 4.12. Seja (k, {d1,d2}) um corpo diferencial de caracteristica zero e sejam
P,Q em k. Seja D = P§; + Q62 e suponha que C(k,{d1,d2}) = C(k,{D}). Se existe uma
extensao liouvilliana (M, {01,02}) de k tal que C(k,{01,02}) = C(M,{d1,02}) e tal que
C(M,{01,02}) é subconjunto préprio de C(M,{D}), entdo existem elementos U,V em k

tais que

(4.5)
5U =8,V

Demonstragio. Pela Proposicao 4.8, a estrutura (k, {d1, d2}) admite uma extensao liou-
villiana (N, {01, 02}) tal que C'(k, {d1,d2}) = C(N,{d1,02}) = C(N,{D}) e elementos nao
nulos ui, us € N tal que Pu; + Qua = 0 e duq = d1us. Além disso, devemos assumir que

AL ~ . Uy
N tem o menor grau de transcendéncia sobre k de todas essas extensoes. Seja R = —.

Q@
o )
Vemos que DR = —(01 P + 62Q)R. Seja U = IE%R) eV = 255) Se N é algébrico sobre £k,
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entao a substituicdo de U e V' por um multiplo constante de seus tracos nos permite chegar

a conclusdo da proposi¢ao. Portanto, assumiremos que N é algébrico sobre k(t), onde ou
01t Oot

01t, 0ot € k ou %, % € k, t é transcendente sobre k, e k é algebricamente fechado sobre

N.

Afirmacgao 4.13. U e V pertencem em k.

DR
De fato, assuma primeiro que 0,t, ot € k. Temos entdo que Dt € k. Desde que 7 € k,

R R
o Teorema 2.31 implica que R € k para alguns inteiros, portanto, U = 1? eV = %
pertencem a k.
. 01t Oot » Dt
Agora assumindo que —, — € k, ja que e € k pelo Teorema 2.31 R™t"™ € k, onde m,n
sao inteiros, com m # 0. logo escrevendo R"t"™ = ¢ € k, e considerando 1 < i < 2 temos
que
0;(R 0 0;t
( ): (C)—m—ek.
R c t
Por conseguinte U,V € k. [

4.3 Equacdes diferenciais lineares

Seja ko um corpo diferencial ordinario com derivacao D e seja

uma equagao diferencial linear com coeficientes em ky. Vamos construir formalmente
um corpo diferencial k£ com n + 1 derivagbes A = {6_1,0,...,0,_1} como segue. Seja
k = ko(yo,---,Yn-1), onde yo, ..., yn—1 sao indeterminados algebricamente independentes.
Definimos 0_1|x, = D e estendida em k pela regra 0_1(y;) = 0, para todoi=1,...,n — 1.
Para j =0,...,n—1, seja 0; zero em kg e 0;(y;) = 1 se i =j e d;(y;) = 0se i # j. Agora

estendemos D para k (e usando a mesma letra para denotar a extensiao) por
D=01+ydo+ - +Yn10p2+ (—n-1Yn-1— " — a0Y0)0n_1.

Observe que

L(yo) = D™yo + a1 D™ Vyg + -+ agyo =0
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pois
Dyy = 0-1(yo) + v100(¥0) + -+ + Yn-10n—2(¥0) + (—Cp—1Yn—1 — - - — @0Y0)0n—1(%0)
= Y100%0 = W1
DPyy = Dy; =61y +y16oys + -+ Yn16n2y1 + (—An1Yn1 — - — a0Y0)dn_191

= Y2011 = Y2

D(n_l)yg = Yn—1-+++---
DMyy = —an 1Yn-1— - — aolo

assim o elemento yo € k satisfaz L(yy) = 0.

Para o seguinte lema utilizaremos a definicdo do adjunto de L definido como em [9] (ver

pag. 38) da seguinte maneira
L*(z) = (=1)"D™z + (=1)" D V(a, 12) + - - — D(ar2) + apz.

Lema 4.14. Seja (k,A) como acima, e seja (F,A) uma extensdo de (k,A) contendo

elementos u;, —1 < i <n — 1, tais que

(1) u_g +y1uo + - + Yn1Un—2 + (—p_1Yn-1 — - -+ — a@oYo)Un—1 =0

Entéo u,_ satisfaz L*(u,—1) = 0, onde L*(z) é o adjunto de L(y).

Demonstracio. Seja A a matriz

0 0
0 0
0 0 1
L —ayp —aq . —Ap—1 ]

e seja B a matriz (n+ 1) x (n+ 1)

10
0 A

Sejam U e Y os (n+ 1) x 1 vetores coluna (u_1,...,u,—1)" e (1,90, .-, Yn_1)" respectiva-
mente. Note que D((yo,y1,- -, Yn-1)") = Ao, Y1, .- ., Yn_1)T e esta é a forma matricial
de L(y) = 0. Por (i) temos

<BY7 U> - <(17y07"'7yn—17_a’0y0 - e _an—ly’n—l)T7(u—17"'7un—1>T>
= U_1+UYr F - F Un—aYn—1 + (—GoYo — -+ — An—1Yn—1)Un—1
= 0
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onde (-, ) é o produto interno usual. Aplicando §; nessa ultima equacao obtemos

Devemos calcular cada um desses termos separadamente. Para ¢ = 1,...,n — 1, §; anula

cada entrada em , temos que

51(BY) = 5l<<17 Yiy -y Yn—1, —Q0Yo — *+* — anflynfl)T)
= (0,0,...,0,1,0,...,0,—qa;)
—_———
(i+1)—entradas
= B(4;Y).

Por (i4), temos que &;(U) = (§_quy, - .., 0,_1u;)T. Portanto, parai=0,...,n—1

0 = &((BY,U))
(B(&Y),U) + (BY, (§_1us, ..., 0p_qus)")
= (6,Y,BTU) + Du; = (B*U) 49 + Du,

onde (X); denota a j-ésima entrada de X. Consequentemente, temos a seguinte relagao

Uo Ug

Up—1 Up—1
de onde pode-se concluir que L*(u,_1) = 0. |

Proposicao 4.15. Seja (k,A), como o Lema 4.14, com a; = 0 e n = 2. Suponha
que C(k,A) = C(ko,A). Se existe uma extensao liouvilliana (M, A) de (k, A) tal que
C(k,A) = C(M,A) # C(M,{D}), entao todas as solugoes de L(y) = 0 sao liouvillianas
sobre k.

Demonstragio. A suposicao implica que L(y) = D?*y + aoy e portanto L*(z) = D%z + agz.
A Proposigao 4.8 implica que existe uma extensao liouvilliana (N, A) de (k, A) tal que
C(N,A) = C(N,{D}) = C(k,A), e existem elementos u_1,ug e u; m N, nem todos nulos,
tais que

u_1 + uoyr + w1 (—aoyo) =0, (4.6)

e du; = ;u; para —1 < 4,5 < 1. O Lema 4.14 implica que D?u; + agu; = 0, i.e., uy é
solugdo de L(y) = 0. Provaremos que u; é algébrico sobre k. Procedendo por indugéao no

grau de transcendéncia de N sobre k, podemos supor que N é algébrico sobre k(t) onde

N _
0;t € k ou 5 € kparat=—1,0,1 e k é algébrico sobre k.



Capitulo 4. Integrais primeiras liouvillianas

it

 Primeiro assumimos que — € k para i = —1,0,1. Como a; = 0, temos que o
(4

sejam f, g duas solugbes de L(y) = 0, entao
fog

determinante Wronskiano de cada duas solugoes de L(y) = 0 é constante. De fato,
Df Dy

= D(fDg —gDY)
=DfDg+ fD*g— DgDf — gD*f

= f(—aog) — g(—aof)
=0.

Assim o determinante Wronskiano de cada duas solugoes de L(y) = 0 é constante, e
como u; e Yo sao solugoes de L(y) = 0 temos que

D <U1> _ Duiyo—wDyo _ ¢
Yo

2 2
Yo Yo
onde ¢ é uma constante.

~ Uy, - . . P
Se ¢ = 0, entdo — ¢é uma constante, segue-se que u; € k, em particular é algébrico

Yo
D D —
sobre k. Entao podemos supor ¢ # 0, note que M, () € k, entao
Yo Y1
D D _
L) D) | <ul> ek
Yo Y1 Yo
E desde que
Dt §_4(¢) do(t) nt) -
— = — —— €k
p . +u ; oYo— ;
o Teorema 2.31 implica que Mg algébrico sobre k, mas como y, ¢ algébrico sobre
Yo

k, temos que u; ¢ algébrico sobre k. Como k é algébrico sobre k, temos que u; é

algébrico sobre k.

_ U _
o Agora assuma que 9;t € k parai = —1,0 e 1. Como D <1> € k, o Teorema 2.31
Yo
u _ _
implica que existe ¢y constante tal que i cot € k. Se ¢g = 0, entao u; € k,

Yo
entao supondo ¢y # 0. Mostraremos que isso leva a uma contradi¢ao. De fato seja

U - C d
== —cot + d, onde d € k, escrevendo T' = 04 = veja que
c c

Yo
1 1
— =-D (“1> = DT
Yo ¢ Yo
, . (%51 Uq
além disso, v_; = d_; () = —cgd_1t + 6_1d, vy = g () = —cgdpt + dod, v =
Yo Yo
01 ul) = —cpbit + 61d € k. Note também que para —1 < i, < 1 temos
Yo

r-afo2)) (s 3) -
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e a seguinte equagao é satisfeita

1
V_1+ Y1Vo — QoYoU1 = - (47)
Yo
aplicando 9; temos
0 = 01v_1 + vo + Y1100 — aoYod1v1
= 0_101 + v + Y100v1 — AoYod1v1
= DUl + vo.
Portanto Dv; = —wvp. Aplicando dy a (4.7) concluimos que Dvy = agv; — —. Assim
Yo
v - Dwy? 1
D?v; — agv; = —, € tomando w = L € % vemos que D l yo] = —;. Portanto
) Yo Yo ) 2 Yo
Dw Dw — IS d _
2y0 — T é uma constante. Ja que Yo € k temos que T = ~ Y+ = e k, e
c c
& — _
como —0, — € k temos que t € k o qual é uma contradigao.
¢ c

Assim temos que u; é algébrico sobre k. Se u; e y, sdo linearmente independentes entdo k
contém a extensao Picard-Vessiot (ver defini¢ao 3.21) de ko correspondente a L(y) = 0.
Como o grau de transcendéncia de k sobre ky é 2, pode-se concluir que a componente
conexa da identidade do Grupo de Galois de L(y) = 0 é soluvel (ver pagina 373 em
[5]), e portanto todas as solugoes de L(y) = 0 sao liouvillianas. Para completar a prova,
vamos mostrar que a suposicao de que u; e yo sao linearmente dependentes leva a uma
contradi¢do. Primeiro observamos que, aplicando 6; a (4.6), concluimos que Du; = —uy.

Portanto, se u; = cyp para alguma constante ¢, por (4.6) temos que
u_q — c(Dyo)* — ageys = 0. (4.8)

Ja que dpu_1 = d_1ug = d_1(cDyp) e dyu_1 = d0_qu; = 0_1(cyo) = 0, temos que u_; é
algébrico sobre C(k,{d,01}) = ko. Observe que ¢ # 0 (caso contrario u_; = ug = u; = 0),
entdo (4.8) implica que yo e Dyy = y; sdo algebricamente dependentes sobre kg, uma

contradicao. [ |

4.4 O Teorema de Darboux
0

0
Sejam P e () polindmios em Clz, y] e consideremos a derivacao D = P— + Qa—. Dizemos

Ox
que (zg,Yo) € C* é um ponto nao singular de D se P(zg,yo) # 0 ou Q(zg, yo) # 0.

Lema 4.16. Sejam D como acima e (xg,yo) wm ponto nao singular de D. Sejam H, e
Hy polinémios tais que Hy divide DHy, Hy divide DHs, Hy(xo,y0) = Ha(xo,y0) =0 e Hy
¢ irredutivel. Entdo H, divide H,.
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Demonstra¢io. Suponha que P(xg,y0) # 0. O caso Q(xg,yo) # 0 é andlogo. Seja R(x) o
resultante de H; e Hy com respeito a y. Pode-se escrever, pela Proposicao 2.40, R(x) =
AgH, + BoH, para algum Ag, By € C[x,y]. Observe que R(zg) = 0. Logo

DR = PR
= (DAy)H, + (DBy)H, + AyDH, + ByDH,
- AlHl + BlHQ

para algum A;, By € Clz,y], j4 que H; divide DH;, i = 1,2. Como P(xg,yo) # 0, temos
que R'(xg) = 0 e aplicando D novamente, obtemos (DP)R' + P?*R" = AyH, + BoHo,
para algum Aj, By € Clz,y]. Esta equagao implica que R"(z¢) = 0. Fazendo o processo
indutivamente obtemos que R™(zy) = 0 para todo n, entdo R(x) = 0. Portanto, pela

Proposigao 2.39 Hy e Hy tem um fator comum e sendo H; irredutivel temos a conclusao. W

Teorema 4.17. (Teorema de Darboux) Sejam P,Q € Clz,y] e D = Paagj + Qaay.

Se G1,...,Gy, sao polindmios irredutiveis relativamente primos em Clx,y] tais que G;
d(d+1)
2
m
existem inteiros n;, ndo todos nulos, tais que Dw = 0 onde w = H G;". Neste ultimo
i=1
caso, se G é um polindémio irredutivel tal que G divide a DG, entdao ou existem c¢q, o
em C, ambos nao nulos tal que G divide ¢; H Gi" — ¢y H G; 7", onde I ={i;n; >0} e
iel jed

J ={j; n; > 0} ou G divide a MDC(P, Q).

divide DG, parai=1,...,m entdo m < + 2, onde d = max(grau P, grau Q)) ou

d(d+1)

2.
5 +

Demonstracio. Sejam Gy, ..., G, como acima. Assuma que m >

i

Afirmacao 4.18. Os polinémios tem grau menor ou igual d — 1.

Seja i € 1,...,m fixo. Sendo
Gi = Z a(r,s)xrys

(r,s)€A;
com agg) € Ce A; ={(r,s) € Z*; 0 <r,s,r+s <grau(G,;)}, temos que
DG; = P(z,y) Z ra(T’s):cT’lyS + Q(z,y) Z sa(,«,s):cq"ys’l.
(Tvs)EAi (T,S)EAZ‘
Assim grau(DG;) < d+grau(G;) — 1 e

) (DGZ»
rau
& G

) = grau(DG;) — grau(G;) < d — 1.

Além disso, o espaco vetorial dos polindmios em duas variaveis de grau menor ou igual a
did+1 DG™
d — 1 tem dimensao (2) Entao {G} tem pelo menos 2 elementos que podem
i Ji=1

d(d+1)

ser escritos como combinagao linear dos outros m — 2 elementos. Pois m — 2 > 5
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sem perda de geralidade, existem r,...,7,,_1 € C nao todos nulos, e s1,...,8,-1 € C

nao todos nulos tais que

DGy "2 DG,
Gm—l B ; & Gz

DG,, mi? DG,
- = S —.
Gm i=1 ’ Gz
Escrevendo r,,_ 1 = —1,7, =0, 8,1 = 0, s, = —1 temos que (r1,...,7m), (S1,...,7m) €

C™ sao C-linearmente independentes, e

. DG DG

Sejam k = {w € C(z,y); Dw =0} e K = C(x,y). Usaremos as notagoes e resultados da

secdo 1 em [14]. Sejam wy, ws € Qg ), definidos por

" dG;, " dG;
w, = r; , Wo = S )
=L R,

e seja D = §D.

—1 —1 [~ dG; " dG;
oo - 7 (52)-£0 ()

m _r. DG dG 1IN DG, LCRYE | DG,

— 2 1 1 d 7 ; 1 iid i i
; PG G (P)Zzl G EPGi (GZG>
m _r. DG dG LUCRYE | DG, " or. 1 DG

— 2 1 1 iid 1 ; 717 ld i
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71 .
Para mostrar D (wy) = 0 basta trocar r; por s; na prova acima. Agora provaremos que

D'(dz) = 0. De fato

D'(de) = d(Dx) = d <113Da:) —d (g‘; + ggi) — d(1) = 0.
Veja que trdegc K = 2, pois z,y sao algebricamente independentes sobre C, e como
C C k C K, temos que trdeg, K < 2. Assim existem {n;},c; C K algebricamente
independentes sobre k, com Card (/) < 2, tais que K é extensao algébrica de k({n;}cs), em
particular é separavelmente algébrica sobre k({n;}:c;) e pela Proposi¢ao 2.27 temos que
{dn;}icr é¢ uma K-base de Q. Logo dimg Qg < 2. Agora como wy, wa, do € Qi 50
linearmente dependentes sobre K e D' (w;) = D' (ws) = D' (dz) = 0, temos da Proposicao

2.30 que existem cy, c9, c3 em k tais que

m dG;
0 = c1dx + cowy + czwy = d(cyx) + Z(CQTi + 0331-)?.
i=1 (

Sejam t1,...,t, uma base do Q-espagco vetorial gerado por {cor; + ¢35, € seja

1 n
CoTi +C38; = Zpijtj
N s

m
onde p;; sao inteiros nao todos zeros. Defina F; = H GY7 e veja que
i=1

dF; _ f: Py 11, Gipij_ldGi _ G P dG;
F m GP - Y G

J =1 =1

Entao . i
0 = d(eiz)+ > (cori + 0381')??
i—1 i

nro1 dG;
= d(clx)JFZZthPij?

i=1j=1

LI | dG;
= d(clx)jLZZthPij?

j=1i=1

Pela Proposicao 2.28 temos que Fi,..., F,, sao algébricos sobre k, e lembrando que o
corpo de constantes é algebricamente fechado, F; € k, para todo j = 1,...,n. Logo

DF; = DF; = 0. Desde que algum p;; é diferente de zero, sem perda de generalidade
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podemos supor p;; # 0. Entao tomando w = F; temos a conclusao da primeira parte do

teorema. Agora seja G um polinémio irredutivel tal que G divide DG e sejam
F=][G"eH=]]G;".
i€l jeJ

Assumindo que G nao divide M DC(P, Q) temos que mostrar que existem c;,cs em C
tal que G divide ¢;F — coH. Se G divide H entdo tomando ¢; = 0 e ¢co = —1 temos a
conclusao final do teorema. Portanto, pode-se assumir que G nao divide H, e como H nao

divide G, pois ¢ irredutivel, temos que
G(z,y) = H(z,y) =0

tem s6 um numero finito de solugoes. Além disso, desde que temos infinitos pontos

satisfazendo
P(z,y) # ou Q(z,y) # 0,

existe pelo menos um ponto (zg,yo) tal que G(zg,4) = 0, H(xo,%) # 0 e também
P(z0,y0) # 0 ou Q(zo,yo) # 0. Seja ¢; = H(xo,Y) € ca = F(xo,yo) e definindo

S(z,y) = F — o H.

S
Veja que S(xo,y0) = 0, e além disso D <H> =0, pois

S D(S)H — SD(H)
b (H) H?
(ClD(F) — CQD(H))H — (ClF — CQH)D(H)
H?2

e\(D(F)H — FD(H))
H2

F

Em particular HD(S) = SD(H). Equivalentemente S divide HD(SS). E como MDC(S, H) =
1 temos que S divide D(S) e aplicando o Lema 4.16, com H; = G e Hy = S concluimos
que G divide S. [ |

Corolario 4.20. Sejam P,Q € Clz,y] e D = Paa + Q;. Ou existem no maximo um
x

nimero finito de polinémios irredutiveis G tal que G divide DG ou existe uma funcao
racional nao nulo W tal que DW = 0. Em ambos os casos existe um inteiro N, dependendo

de D, tal que se G é um polinémio irredutivel e G divide DG entao grau(G) < N.
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5 Demonstracao dos teoremas principais

Teorema 5.1. Seja P(z,y),Q(z,y) polindmios em duas variaveis e seja (Z(t),7(t)) uma

solucao do sistema (2.5)

dx
> _ p

4z (z,y)
ay
dz

+ Q(v,y)

a qual é analitica em algum aberto nao vazio ¢ C C. Se existe uma funcao liouvilliana
niao nula F(x,y) analitica em algum aberto de C? contendo ¢4 = {(Z(2),5(z2)); z € O}, e

F|y = 0, entdo temos que uma e sé uma das seguintes afirmagoes é valida:

1. Existe G polinémio nao nulo tal que G(Z(2),7(z)) = 0.

2. A 1-forma diferencial Q(z,y)dz — P(z,y)dy tem um fator integrante dado por

(z,y)
R(z,y) = exp V( | Ulz,y)dz +V(z,y)dy| , (5.1)
Z0,Y0
. . L ou oV . . .
onde U, V sao funcoes racionais com — = s tal que essa integral de linha é bem
Y x

definida.

Demonstragio. Como (T(z),7(z)) é solugao de (2.5) e existe uma funcao liouvilliana
F(z,y), ndo nula, analitica num aberto contendo ¢ e satisfazendo Fly = 0, entao
(Z(2),7(z)) satisfaz uma relagao liouvilliana. E supondo que nao existe polinémio nao nulo
tal que G(T(z),7(z)) = 0, i.e., T(2) e (=) ndo sado algebricamente dependentes sobre C
entdo (T(z),7(z)) satisfaz a suposicao basica. Portanto, (Z(z),7(z)) satisfazem as hipé-
teses da Proposigao 4.4. Consequentemente (2.5) tem uma integral primeira liouvilliana.
Observe que, considerando k = C(z,y), 01 = a% e 0y = a% temos satisfeitas as hipoteses
da Proposigao 4.12. Assim concluimos que existem U,V € k tal que (4.5) é satisfeita.

Definimos

(0,90)

(z,y)
R(z,y) = exp V Uz,y)dx + V(x,y)dy| .

Note que R é bem definida por (4.5) e pelo Exemplo 2.22. Nao é dificil ver R é um fator

O(RP (R
integrante da forma diferencial Q(z,y)dr — P(x,y)dy, isto é, (835 ) =— (83/@)' |

Corolario 5.2. O sistema de equacoes diferenciais (2.5) tem uma integral primeira

liouvilliana se, e s6 se, a forma diferencial Q(z,y)dx — P(x,y)dy tem um fator integrante
da forma (5.1). Nesse caso
(z.y)
Fle) = [ R(e.)Q(ey)dr = R(z,y)Ple.y)dy
z0o,Y0

¢ uma integral primeira liouvilliana.
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Demonstragao.

(<) Como temos a existéncia de um fator integrante da forma (5.1) isto garante a
existéncia de uma integral primeira liouvilliana.

(=) Agora suponha que (2.5) tem uma integral primeira liouvilliana F' analitica em
algum aberto nao vazio U C C2. Para fazer a demonstracdo vamos tomar dois casos:
Caso 1: Existe uma solugao (z(z),y(z)) de (2.5) passando por U tal que, nao existe
polinémio G nao nulo tal que G(x(2),y(z)) = 0. Temos do Teorema 5.1 a conclusao do
corolario.

Caso 2: Para toda solugdo (z(z),y(z)) de (2.5) passando por U, existe um polindémio
G nao nulo tal que G(z(z2),y(z)) = 0. Logo sem perda de geralidade podemos assumir
que para cada solucao de (2.5) passando por U existe polindémio irredutivel anulando-a.
Observe que G divide DG. De fato, seja (z(2),y(z)) uma solugdo de (2.5) passando por U

e seja G o polindmio irredutivel tal que G(x(z),y(z)) = 0. Entao

DG(a(2).9(2) = Pla(e),u(:) g (0(),y(a)) + Qale). (o) g, (a(2),02)
- g‘égf(m), e+ g%";(;(x@),m?
- %xu(z), e A GOR )
= L) e =0

Como G é irredutivel, temos que G divide DG. Assim existira um ntmero infinito de
7

polinémios irredutiveis satisfazendo a condic¢ao anterior. Consequentemente o niimero de

polinémios primos entre si satisfazendo as hipoteses do Teorema de Darboux é tao grande

quanto se queira. Portanto existe um elemento w tal que
n
w(X,Y) = H G
i=1
onde os G; sdo polindmios em x e y com coeficientes constantes, satisfazendo
ow ow
Dw=P—+Q— =0. 5.2
5 T @ o (5.2)

A fim de mostrar que w é uma integral primeira de (2.5) precisamos verificar que w
é constante ao longo das solugdes de (2.5) que estejam em seu dominio. De fato, seja

(z(2),y(2)) uma solugdo de (2.5) pertencente ao dominio de w. Entao

Dula(a),(2)) = Plale)y(:)) golo(:),u(=) + Qala).y(:) G a2). ()
- ;;§;<m<z>,y<z>>+§z§;<x< e

= (w(z(2),y(2)))

e de (5.2) temos que w é constante ao longo de (z(z),y(z)).
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Afirmacgao 5.3.

1 0F
=55 (5.3)

¢ um fator integrante de (2.5).

De fato, observe que usando (5.3) nas derivadas parciais e realizando uma substituigao

conveniente temos

OPR) OQR) _ 0P, LOR 0Q. 0
oz oy~ ax Pl T, TG,

B ap}{ Pl (OF dF 0Q
- R 5 (35) @ T ]

R

Oox Ox

3[4 () o- 2
8y Q Oy \ Ox oz Oy

(5.4)
8P P82F RPOQ

Qa 012 Q Ox
Q PF  0Q

+(97R + Oyox (373/

B 6PR P(“FF_RPé)Q+
N Q O0x? Q Ox 3y3x

Por outro lado, por (5.2) e (5.3) temos que

19QO9F  RPOQ

Qozdy - Q or (5:5)

Agora desde que F' é analitica e substituindo (5.3) e (5.5) em (5.4) obtemos
o(P ) QR)  10FOP PO*F 10Q0F 0°F

oz oy Qor oz Qo2 T Q0x oy | owoy

10 OF OF
- o (PoE+aS) o

Desde que R € C(x,y), esse claramente pode ser escrito na forma (5.1). [

Teorema 5.4. Seja 7(z) uma solugdo nao nulo de

L(y) :=y" +p(2)y +a(z)y =0, (5.6)

onde p(z) e q(z) sdo fungoes liouvillianas de z, e suponha que F(z), p(z) e ¢(z) sdo analiticas
em algum aberto &'. Se existe uma func¢ao liouvilliana nao nula F' de trés variaveis analiticas
em algum aberto U C C3, contendo ¥ = {(z,7(2),7'(2)); 2 € O} e Flg = 0 entdo y(z) é

uma funcao liouvilliana de z.
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Demonstracao. Seja kg uma extensao liouvilliana do corpo dos niimeros complexos con-

tendo p(z) e q(z) e h(z), onde h(z) = exp <— /z p(;u)dw) Observe que
20

2h'(2) + p(2)h(2) =0 (5.7)
e considerando a equacao
L(w) = w" + aguw, (5.8)
e W) + P () + g(h(2)
2)+p(2)h () + q(2)h(z
temos a seguinte afirmacao:
Afirmacgao 5.5. W € solugao de (5.8), onde
y=h(z)w (5.10)
De fato, derivando até segundo ordem em (5.10) obtemos
-/ — h/ a7y ],L 77/
7 = h'(z)w+2h(z)W + h(z)w”

Como 7 é solucao de (5.6) e substituindo (5.10) e (5.11) em (5.6) temos

0 = L@ =7"+pl)7 +aq2)7
W' (2)w + 21" (2)W" + h(z)w” + p(2)[W (2)@ + h(2)@'] + q(2)h(2)@ (5.12)
= h(z)w" + (2h'(2) + p(2)h(2))@0" + [B"(2) + p(2)W'(2) + q(2)h(2)]|w.

Agora substituindo (5.7) e (5.9) e dividindo por h(z) em (5.12) obtemos
0=uw"+ ayw = L(w).

Observe que ag é analitica em & e liouvilliana, além disso ag € k. Portanto esta modificagao
em L(y) nao afeta a validez de nossa hipGtese. A seguir vamos escrever L e 7 em vez de L

e w, respectivamente. A demostracao sera divida em dois casos:

d
Caso 1:se 7y e d—y sao algebricamente dependentes sobre ky, entao existe um polinémio
z

de duas varidveis P;, nao identicamente zero, com coeficientes em kg tal que P (7, %) =0.

Seja f € ko[y] o polindbmio minimal de , tal que f ( ) = (. Escrevendo

Z bijgil‘j

(3,7)€A

onde A C Z§ x Zg é finito. Podemos notar que d% ( f (@» = 0, dessa forma

d J d@ Jj+1 4 d@ Jj—1
T by == 109" | == 7 =
(z]z;A (d > T <d2> by (dz vyt
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desde que L(y) = 0, isto é, ¥ = —agy, ao substituir obtemos
dy\’ dy\’ ™ g\’
b - [ bz —i—1 [ 7T o bz —Hi+1
(jZEA <dz) 0ty (dz) @0J%i5Y dz

com o qual, associamos o polinémio g € ky[y] dado por

Z b;jyixj + bijiyiilx (Zojszszrl
(3,7)EA

e

onde g( ) = 0. Notar que grau(f) < grau(g) < grau(f) + 1 pois f|g. Escrevendo

flx) = (Z bmy>—|—x” 1()_|_
(

i,n)EA

g(w) — xn+1 ( Z Z-bmyil> 4 xn( . ) + ...
(i,n)€A
podemos distinguir dois casos, o primeiro se > (; e by 7™t = 0 do qual 7 é algébrico

sobre kg, o segundo caso € dado por 3 ; ,yca ibinyi ! # 0, de esta forma

9(x) = a(@)(z — c(@)))f(x)

para alguns a(7), c(y) € ko(y). Comparando o coeficiente do termo z"**

> by — > by =0

(i,n)EA (i,n)€A

dessa forma 7 é algébrico sobre k.
. .
Caso 2: Se g e d—y sao algebricamente independentes sobre ky. Note que y; =7, yo = d—y,
z z

y3 = z satisfazem:
Ay dys dys

dz = Y2 P —QoY1, A
Temos que pensar em ag como funcdo de ys. Seja kg a extensao diferencial de C(y3) gerada

=1

por ag e seja K = ko(y1,y2). Como 7y e 73 sdo algebricamente independentes entao eles
satisfazem a suposicao basica. Note que a Proposicao 4.4 é satisfeita. Esta a sua vez implica
as hipdteses da Proposicao 4.15 e portanto esto implica que as solugoes sao liouvillianas,

isto é, 7 ¢ uma funcao liouvilliana de z. [

Corolério 5.6. Sejam p(z) e q(z) fungoes liouvillianas. Se L(y) = y" + p(2)y' + q(z)y =0
tem uma integral primeira liouvilliana, entao todas as solugdes de L(y) = 0 s@o liouvillianas.
Se L(y) = 0 tem uma solugao liouvilliana nao nula, entdo essa equagao tem uma integral

primeira liouvilliana.

Demonstracao. Para a primeira implicacao, seja F' a integral primeira liouvilliana definida

em 7%, e seja y uma solucdo de L(y) =0, com ¥ = {(2,7(2),7¥(2)) : z € O} C % . Entéo
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temos que existe ¢ constante tal que F'l¢ = c¢. Assim definindo Fy = F' — ¢ temos que Fy
é uma fungao analitica liouvilliana nao constante tal que Fyly = 0, e pelo Teorema 5.4
temos que 7 é uma solugao liouvilliana. Ja que 7 foi fixada arbitrariamente temos que

toda solugao é liouvilliana. Por outro lado, seja (z) uma solugao liouvilliana nao nula de

= eja u(z) = 7(2)

Afirmacgao 5.7. Podemos escrever L(y) = L1(Ly(y)), onde Ly(y) =y —u(z)y e Li(y) =
 — v(2)y com v(2) = —u(z) — p(2)

De fato, primeiro note que

i) —o(ulz) = LI GTEN 0y )

Assim temos

Li(La(y)) = Li(y' —u(2)y)
— [y//

/

= (2)y —u(2)y'] —v(2)[y — u(2)y]
=y = [u(z) +v(2)]y — [ (2) —v(2)u(z)]y
= ¥ +p(2)y +a(2)y = L(y).

Lembre que as solugdes de Li(y) = 0 sdo da forma cexp (/ v(w)dw), onde ¢ é uma
20

constante,zg € C fixado. Seja T solucao de L(y) = 0 entdo satisfaz

Logo existe uma constante ¢z tal que Lo(T) = czexp ( / v(w)dw). Portanto, a funcao
20

F(z,y,y") = exp (—/ v(w)dw) [y) — u(2)y| é uma integral primeira liouvilliana. [
20
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