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Resumo

Consideremos uma agao ® : I' — Diff(X) de I' um grupo isomorfo a (B, by), com
X e B sendo variedades Riemannianas compactas e conexas. Construiremos a partir
de ® uma folheacdo Fs chamada folheagao suspensao. Analisaremos propriedades de
sombreamento, expansividade e semiestabilidade para ® e Fg. Como um dos resultados
principais veremos que ¢ tem a Propriedade Tracejante de Pseudo-orbita se, e somente se,
Fo tem a Propredade Tracejante de Pseudofolha.

Palavras-chave: Folheacao, Sombreamento, Holonomia






Abstract

Consider an action ® : I' — Diff(X) of I an isomorphic group to 71 (B, by), with X and B
compact and connected Riemannian manifolds. We will define from & a foliation Fg called
suspension foliation. We will analyze shadowing, expansiveness and semi-stability properties
for @ and Fg. One of the main results presented states that ® has the Pseudo-orbit Tracing
Property if and only if F4 has the Pseudoleaf Tracing Property.

Keywords: Foliation, Shadowing, Holonomy
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1 Introducao

Grosso modo, uma folheacao representa uma decomposicao de uma variedade em
subvariedades conexas e disjuntas de mesma dimensao, que localmente se comportam
como um baralho de cartas, onde cada carta representa uma folha.

A Teoria de Folheacoes teve seus primeiros resultados desenvolvidos na década de 40,
pelos mateméaticos Charles Ehresmann e Georges Reeb e desde entao tem se desenvolvido
se tornando atualmente um campo de estudo vasto, podendo ter énfase em diversas outras
areas, tais como Sistemas Dinamicos e Geometria. Neste trabalho iremos introduzir o
conceito de folheagao estudando algumas de suas propriedades geométricas e dinamicas.

Com respeito a propriedades geométricas, analisaremos o comportamento das
folhas proximas a uma folha fixada. Umas das ferramentas fundamentais nesta parte é a
holonomia de uma folha, definida como sendo a imagem de um homomorfismo de grupos
¢ m(F,pg) — G(X0, po) entre o grupo fundamental da folha e o grupo de germes de
difeomorfismos de uma secao transversal a folha, com pg fixo. Tal homomorfismo ¢ definido
por meio de aplica¢des holonomias associadas a caminhos na folha F'. Intuitivamente, a
aplicacao holonomia realiza o papel de associar dois pontos da folha através de placas.

No ambito dindmico, que é o enfoque deste trabalho, relacionamos propriedades
ja conhecidas mas agora caracterizadas para folheagoes. Por exemplo, a definicao de
sombreamento para acoes, que aqui chamaremos de propriedade tracejante de pseudo-
orbita, estabelece que para todo ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que toda d—pseudo-orbita é
e—tracejada por alguma érbita da acdo. Analogamente a esta propriedade de sombreamento
para agao, diremos que uma folheacao F tem a propriedade tracejante de pseudofolha se
para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que toda d—pseudofolha é e—tracejada por alguma folha
de F.
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Surpreendentemente existe um tipo especial de folheacao, a folheagao suspensao
Fao, que relaciona tais propriedades e este é o resultado central desta dissertagao. Mais
formalmente, provaremos o seguinte resultado.

Teorema 1.1. A acio ® tem a propriedade tracejante de pseudo-drbita se, e somente se,
Fo tem a propriedade tracejante de pseudofolha.

De maneira geral, os resultados aqui apresentados se dividem em 5 capitulos
dispostos como segue.

No Capitulo 2, apresentamos resultados que sao ferramentas bésicas para a compre-
ensao do texto. Referimos por exemplo a se¢ao 2.4 que trata de espacos de recobrimento
que é fortemente utilizado para definir a folheacido suspensdo, onde este por sua vez é um
dos principais objetos de estudo deste trabalho.

No Capitulo 3 tratamos do conceito de folheacoes e holonomia de uma folha com a
finalidade de apresentar os Teoremas de Estabilidade de Reeb [7]. Resultados que ditam,
de maneira geral, propriedades das folhas de uma folheacao em ambito local e global.

Tendo visto folheacoes e algumas propriedades, apresentamos no Capitulo 4 algumas
construgoes envolvendo folheagoes. Em especial, neste capitulo introduzimos a folheagao
suspensao, que serd estudada com mais detalhes no Capitulo 6.

Assim como foi introduzido a holonomia de uma folha no Capitulo 3, analogamente
o fazemos no Capitulo 5 apresentando primeiramente o conceito de pseudogrupo e entao a
holonomia de um pseudogrupo.

No Capitulo 6 estudamos com mais detalhes a folheagao suspensao Fg. Analisamos
propriedades de sombreamento, semiestabilidadee expansividade a folheagao Fg e para
agao de grupos @, resultados estes provados por Takashi Inaba [9]. Nos trés casos ha a
equivaléncia destas propriedades para ® e Fg.

Encerramos esta dissertacao com um Capitulo dedicado a problemas de interesse
na area.
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2 Preliminares

Neste capitulo apresentaremos uma série de conceitos e resultados com o objetivo
de tornar o texto auto contido. As provas dos resultados aqui apresentados sdo, a menos
de referéncia explicita, referidas a [1].

2.1 Variedades Diferenciaveis

Nesta secao iremos definir variedades diferenciaveis, objetos fundamentais para os
fins deste trabalho.

Definicao 2.1. Um espaco topoldgico sequndo enumerdvel e Hausdorff M € dito ser
localmente euclidiano ao R™ se para cada x € M existe uma vizinhanca aberta U de x tal
que eziste um homeomorfismo ¢ : U C— p(U) C R™. Neste caso, diremos que M tem
dimensao n.

Chamamos o par (U, ) de carta, U de vizinhanga coordenada e ¢ de sistemas de
coordenadas.

Definicao 2.2. Uma variedade topoldgica de dimensdo n é um espago topolégico localmente
euclidiano ao R™.

Introduziremos agora, o conceito de compatibilidade entres cartas de um mesmo
atlas.

Definicao 2.3. Duas cartas (Uy, pa) € (Ug, wg) de um espago topoldgico sao ditas C™—compativeis
se as fungoes transicao, definidas como seque

Pa © 80,51 : @6(Ua N Uﬁ) — Qoa(Ua N UB):

030 0a"  Pa(Us NUs) — pa(Us N Up)

sao de classe CT.



14 Capitulo 2. Preliminares

Com isto diremos que que um atlas de classe C" em M ¢é uma cole¢io {(Ua, ¥a) }acr
de cartas C"—compativeis que cobrem M, ou seja, M C U U,. Além disso, diremos que

(0%
uma atlas é maximal se ele nao esta contido propriamente em um atlas maior.

Definicao 2.4. Uma variedade diferenciavel M de classe C" e dimensdo n é uma variedade
topoldgica com um atlas mazximal U de classe C".

Tal atlas maximal ¢/ é chamado estrutura diferencidvel de classe C" de M.

Observacgao. Da mesma forma que definimos uma variedade diferenciavel de classe C",
podemos definir uma variedade diferenciavel de classe C'*°, chamada variedade
diferenciavel suave, onde neste caso as fungoes de transicao sao de classe C'°.

Observacgao. Neste texto, a expressao Variedade Diferenciavel ira se referir a uma
variedade diferenciavel de classe C", para r > 1.

Exemplo 2.5. Conside que S* = {(x1,22); 2} + 23 = 1}. Tome (a1, az) € S*.

Seja agora U; = {(x1,13) € S';z; > 0}. Assim, temos que U; é aberto de S! com a
topologia induzida, portanto U é vizinhanca aberta de (aq, az).

Defina I 1= {zy; (z1,22) € U1} = (—1,1) CRe

¢1IU1 — I
($1,I2) — ¢1($17l‘2):l‘2

temos que ¢ é bijecao de U; em [, é continua e aberta pois é projecao. Logo, ¢; é um
homeomorfismo de um aberto de S* em um aberto I de R e assim (Uy, ¢;) é uma carta.

Para os outros casos procedemos COomo segue.

Se a; <0, tome Uy = {(z1,22) € S1; 21 <0}, [ = (—1,1), ¢o(z1,22) = 2.
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Se as > 0, tome Us = {(z1,22) € S1; 22 >0}, I3 = (—1,1), ¢3(x1,22) = 271.
Se as < 0, tome Uy = {(x1,22) € S1; 2 <0}, Iy = (—1,1), ¢g(1,72) = 1.
Consideremos o atlas {(Uy, ¢1), (Ua, ¢2), (Us, ¢3), (Us, d4)}-

Além disso, note que as fungoes de transicao sao suaves. De fato, como
UyNUy,=UsNUs =0, entdo estas intersecoes nao temos que analisar.

UlmU?,:{(ZL'l,l’g) GSI; 1 >0e x9 >0}

Tome ¢3(z), x € Uy NUs. Como x € Uy NUs, entdo o = (z1,22) € S*; 21 >0 e 29 > 0.

Assim, temos xo = /1 — 2.

Logo, z = ¢3(x) = ¢3(x1,22) = 21 € (0,1),

prods'(z) = ¢rods (gs(x))

mostrando que ¢, o ¢3'(2) = /1 — 22, para todo z € ¢3(U; N Us). Portanto, ¢; o ¢3* é
continua em ¢3(U; N Usz). Analogamente se demonstra as outras fungoes transigoes.
Concluimos portanto que S é uma variedade diferencidvel de dimensao 1.

Exemplo 2.6. Consideremos M; e M, variedades com estruturas diferenciaveis F; e Fo
de dimensoes m e n respectivamente.

Tome o espago topoldgico My x M,. Temos uma estrutura diferenciavel natural para este
espago, que o torna variedade diferenciavel.

Tal estrututra é dada por

(Uas pa) X (Va,05) == (Ua X Vs, pa X ¥3)

onde p, X Ys(,y) = (Pa(r),¥s(y)) e (Ua, ¢a) € F1, (Vs,195) € Fa.

Assim, Fy x Fo = {(Us X V3,00 X 1)} ¢ um atlas, pois ¢, X 15 ¢ um sistema de
coordenadas locais ja que

Yo X Y(25y) = (Pal(2), ¥5(y)).
e também, {U, x Vz} cobrem M; x My, pois {U,} cobre M; e {Vz} cobre M,, isto é,

UUa XVg = UUa XUVﬁ

= M1XM2.
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Além disso, as cartas sdo suavemente compativeis, pois
(0o X ) 0 (0o X UVy) ™' = (pa X 1g)o (05" xU,7)
= (paowy’) x (Ypouy")
logo F; x Fj ¢ atlas.

A seguir introduziremos a nocao de diferenciabilidade de uma aplicacao entre
variedades.

Definicao 2.7. Considere M, e M,y variedades diferenciaveis com estruturas diferencidveis
F1 e Fy e dimensoes my e mo respectivamente, e seja uma f : My — My uma aplicagdo.
Dizemos que f é diferenciavel em x € My se existem cartas

p:U—R™ em Fy
VvV — R™ em Fy
comzx €U e f(U)eV tal que

Yo foptipU)— (V)

seja diferencidvel em ().

tho fop™

Definicao 2.8. Sejam X e Y espacos topologicos e x € X. Definimos uma relacao de
equivaléncia em D, = {f :V C X — Y; V wvizinhanga de x} da seguinte forma

f ~ g <= existe um aberto U de z tal que fly = glu
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Cada classe de equivaléncia dessa relagao ¢ chamada de germe de f em x e serd denotada
por f.

Se X =Y definimos o conjunto G(X,x) como sendo o conjunto dos germes de
homeomorfismos que tem x como ponto fixo.

Observacgao. Consideremos a operagao

o: G(X,z) xG(X,z) — G(X,x)
(/,9) —

Afirmamos que (G(X,x),0) é um grupo.
De fato,

e Se f,g,h € G(X,x) entao

—_—

(fog)oh=(fog)oh=fogoh=fo(goh)=fo(joh),

« Tome o germe i da funcdo identidade i : X — X, i(z) = x para todo z € X

para todo f € G(X,z) ;

« Dado f € G(X,x), como este é o germe de um homeomorfismo tome f‘l = f-1
assim

flof=f"1of

I
=
@)
-
I
-~

Consideremos M uma variedade suave e denotemos por C°(M) o conjunto de
todos os germes de fungoes suaves .

Definicao 2.9. Uma derivagio em C°(M) é uma aplicagio linear
v:CX(M)—R

satisfazendo
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Definimos o espaco tangente T,M como sendo o espaco vetorial de todas as
derivagoes de C2°(M).

Tendo definido conceito de diferenciabilidade de uma aplicacao entre variedades,
agora iremos definir o diferencial de uma aplicagdo entre variedades.

Definicao 2.10. Sejam M e N wvariedades suaves e F': M — N uma aplicacao suave.
Para cada x € M definimos a diferencial de F' em x por

deZ T.M — TF(I)N
v — dF.(v)

onde

dF,(v): Cg,(N) — R
f o dE,)(f) =v(foF)

A diferencial de f em x também é denotado por fi .

Teorema 2.11 (Forma Local das Submersoes). Sejam M e N variedade de dimensées m
e n, respectivamente e f : M — N uma aplicagio de classe C". Se f., : T,M — Ty, N
¢ sobrejetora, entao existem cartas ¢ : U — R™ comp € U ep: V. — R™ com f(p) € V
e uma decomposicao R™ = R" x R™™" tais que f(U) CV e

Yo fop Hay) =1

Definicao 2.12. Um subconjunto N C M de uma variedade diferenciavel de classe C" de
dimensdo m € dito ser uma subvariedade de M de dimensdo n e classe C*, s < r se para
todo p € N existe vizinhanga aberta U C M de p e um difeomorfismo C*, ¢ : U — V X W,
comV CR" 0e W C R™™ abertos e

e(NNU) =V x {0}
Neste caso, dizemos que a codimensao de N é dim(M) — dim(N) = m — n.
Seja H™ = {x € R™; x,, > 0} o semi-espago superior e OH" = {x € R™; x,, =0}
seu bordo.

Definicao 2.13. Uma variedade com bordo, de classe C" é um espago topoldgico M,
Hausdorff, com base enumerdvel de abertos, munido de um atlas {p; : U; — ;(U;) € H™}
com fungoes de transicao de classe C". O bordo OM de M € o conjunto dos pontos v € M
tais que eziste uma carta p; : Uy — p;(U;) no atlas, de modo que p;(x) € OH™.

Para demonstracao deste Teorema o leitor pode consultar segao 4.1 de [2].

Teorema 2.14 (Vizinhanga Colar de Bordo). Seja M uma variedade suave e com bordo
OM compacto. Entdo existe uma vizinhanga V- de OM em M e um difeomorfismo de classe
C*®, ¢:0M x [0,1) — V tal que

¢(z,0) ==,
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para todo x € OM.

Definigao 2.15. Seja M uma variedade suave. Uma métrica Riemanniana g em M é
uma aplicagdo que associa a cada ponto p € M um produto interno

gp : Ty,M x T,M — R,

e que satisfaz que para quaisquer campos de vetores suaves X, Y a aplicagdo
p— g,(X(p),Y(p)) seja diferencidvel.

Uma variedade Riemanniana (M, g) é uma variedade suave M munida de uma métrica
Riemanniana g.

Proposicao 2.16. Toda variedade suave admite uma métrica Riemanniana.

Definicao 2.17. Seja F : M — N aplicacao suave entre variedades Riemannianas e g
uma métrica em N. O pullback F*g da métrica g é a métrica em M dada por

(F"9)(p)(v1,v2) = g(F(p))(dF (p)vr, dF (p)vs)-

Definig¢ao 2.18. Sejam (M, g) e (N, f) variedade Riemannianas. Uma imersao
p: M — N

¢ uma imersao isométrica se *f = g.
Proposicao 2.19. Seja F': M — N aplicacio suave e g uma métrica Riemanniana em

N. Entao F*g € uma métrica Riemanniana em M se, e somente se, F' é uma tmersao
suave.

2.2 Homotopia

Definigao 2.20. Dois caminhos f, g :[0,1] = I — X sao ditos homotdpicos por caminho
se eles comegcam no mesmo ponto xo e terminam mno mesmo ponto xy e se existe uma
aplicagcao continua H : [ X [ — X tal que

H(t,0) = f(t) e H(t,1)=g(t)
H(0,s)=z9 e H(l,s)=um

para cada s,t € I. A aplicagao H é chamada homotopia de caminho entre f e g.

Notagao: f ~, g

O seguinte Lema é conhecido como Lema de Colagem e pode ser encontrado no
livro [3].
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Lema 2.21. Seja X = AU B, onde A e B sdo fechados em X. Seja f : A — Y e
g: B —Y aplicagoes continuas. Se f(x) = g(x) para todo x € AN B, entdo a aplica¢io
dada por

o) = f(x), z€ A
Mz) {g(m), T € B,

¢ continua.

Proposicao 2.22. A relagio ~, é uma relagao de equivaléncia.

Demonstragio. De fato, sejam f, g, h:[0,1] — X caminhos que comecam em xg e
terminam x;.

o f, f.
Basta tomarmos H (t,s) = f(t) e portanto
H(t,0) = f(t) = H(t,1)
H(0,s) = f(0)=x¢ e H(1l,s) = f(1) =z,
mostrando que f é homotdpico por caminhos a si mesmo.

e Se f~,gentao g ~, f.
Tome H homotopia de caminhos entre f e g e defina G(t,z) = H(t,1 — s) entao

G(t,0) = H(t,1) = g(t) e G(t,1) = H(t,0) = f(t)

G(0,s)=H(0,1—s)=x¢ e G(l,s) = H(1,1—s) =z,
portanto g ~, f.

e Se f~,geqg~,hentdo f ~,h.
Seja H a homotopia de caminhos entre f e g e F' a homotopia de caminhos entre g
e h. Defina
H(t,2s), s €|0,3]
G(t,s) =
F(t,2s —1), s € [3,1],

que estd bem definida pois se s = 1 entdo H(t,1) = g(t) = F(t,0). Assim, como G ¢é

continua nos subconjuntos fechados I x [0,1] e I x [1,1] de I x I segue que G ¢
continua em I x I pelo Lema da Colagem 2.21. Assim, temos que

G(t,0) = H(t,0) = f(t) e G(t,1) = F(t,1) = h(t)

G(0,s) =z9 e G(1,s) = xy,

concluindo que f ~, h.
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]

Definicao 2.23. Se f é um caminho em X de ¢y a x1 e g é um caminho em X de z1 a
o entdo definimos a operacao x entre f e g como sendo o caminho h dado por

f(2s), s€10,2]

(f *9)(s) = h(s) =

9(2s—1), se[i1].

Note que, esta aplicacdo estd bem definida e é continua pelo Lema de Colagem, Lema 2.21.

Esta operagao nos caminhos induz uma operacao bem definida nas classes de
homotopia de caminhos dada por

[f] gl = [f = g].
Definicao 2.24. Sejam X um espago topoldogico e xqg € X um ponto. Um caminho de X
que comega e termina em xo € chamado lago com base em xy. O conjunto de classes de

homotopia de lacos com base em o, com a operagdo * € chamado o grupo fundamental de
X no ponto base xy e denotado por m (X, o).

2.3 Acao de Grupos

Definigao 2.25. Seja (I', ®) um grupo com operagao © e elemento neutro e. Uma agdo
de grupo a esquerda de I' em um conjunto X é uma aplicagdo

a: 'k X — X
(9,2) +— alg,z)

que satisfaz as condigcoes

1. a(g,-) € um difeomorfismo de X para todo g € T,
2. ale,x) =z,

3. a(g,a(h,z)) = a(g © h,),

para todo g, h € ' e todo x € X. De maneira dnalogo se define a agao d direita.
Usualmente, denota-se a(g,x) por g-x. Chamaremos de I'—drbita de um ponto v € X o
conjunto

Faz={g-z;9g€l}.

Note que se I' x X — X é uma agao de I' em X, esta induz a aplicagao
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que é um homomorfismo de grupos, onde ¢(g) € Diff(X) é a aplicacao

og): X — X
v — o(g)(x)i=g-a

De fato, sabendo que Diff(X) é um grupo com a operagio de composigao de fungoes
o, dados g,h € I' e x € X temos

plgoh)(z) = (gOh)-x

mostrando ser um homomorfismo de grupos.

Definicao 2.26. Para cada x € X o grupo estabilizador de x em I' € definido como sendo
0 conjunto

I,={gelg -z=ux},

e a agio € dita ser livre se ', = {e}, para todo z € X.

Definicao 2.27. Um grupo de Lie I' é uma variedade suave com estrutura de grupo e
com a propriedade de que as aplicacoes

I'xD — T
(g,h) — gh
I — T
g — g!

Sa0 suaves.
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2.4 Espacos de Recobrimento

Definicao 2.28. Sejam B um espago conexo por caminhos e p: E — B uma aplicagcdo
continua e sobrejetora. Diremos que p é uma aplicacao de recobrimento se todo ponto b € B
tem uma vizinhanga aberta U tal que p~*(U) € a unido de conjuntos abertos disjuntos V,,
em E tais que para cada o, a restricao de p a V, é um homemorfismo de V,, em U. Neste
caso, B/ € dito ser um espago de recobrimento de B. Além disso, dizemos que p: E — B
¢ uma aplicacao de recobrimento suave se p é suave e sobrejetora, e para cada o a restricao
de p a V, é um difeomorfismo de V, em U.

Definicao 2.29. Seja p : E — B wuma aplicagdo de recobrimento. Dizemos que um
homeomorfismo f: E — E é uma transformacao de recobrimento de p se po f = p.

Note que o conjunto das transformagoes de recobrimento com a operagao de
composi¢do é um grupo e que serda denotado por Deck(FE).

De fato, se f, g € Deck(E) entdo po(fog) = pesepof = ptemospofof~t=pof~?
e portanto p = po f~ L

Definicao 2.30. Um espago topologico X ¢é dito ser simplesmente conexo se é conexo por
caminhos e se o grupo fundamental m (X, xy) consiste apenas do elemento neutro, para
algum xy € X.

Definicao 2.31. Um espaco de recobrimento universal E de B é um espago de recobrimento
de B que ¢é simplesmente conezxo.

Definicao 2.32. Sejam p: E — B e g : X — B aplicagoes, entao f: X — E € dita
ser um levantamento de g ao longo de p se po f = g.

O seguinte resultado garante a unicidade de levantamentos e sua prova pode ser
encontrada em [11], bem como a prova da proposi¢ao que o segue.

Proposicao 2.33. Seja p : E — B uma aplicacio de recobrimento. Sejam fi, fo: X —
E levantamentos de g : X — B. Suponha que fi1(x) = fo(z) para algum x € X. Se X €
conexo entdo f = f.

Proposicao 2.34. Sejam p: E — B um recobrimento universal e o grupo fundamental
71 (B, by). Dois caminhos que comegando em um ponto yo € p~*(by) tem o mesmo ponto
final se, e somente se, suas imagens em B sdo homotopicas.

Proposicao 2.35. Sejap: E — B uma aplicacao de recobrimento. Se E € simplesmente
conezo entao Deck(E) é isomorfo a m (B, by).

Demonstragio. Seja yo € E tal que p(yg) = bg. Defina

¢ : Deck(E) — (B, by),

da seguinte forma. Seja f € Deck(E) e tome « : [0,1] — E uma curva em E com
a(0) =yo e a(l) = f(yo). Como E é simplesmente conexo, existe um tnica classe de
homotopia de caminhos de yo a f(yo).
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A curva poa:[0,1] — B é um lago em by, pois

poa(0) = p(yo) = bo
e como f € Deck(E)
poa(l) =p(f(y)) = p(yo) = bo.
Definimos entao ¢(f) como sendo a classe de homotopia de p o .

Vamos mostrar que ¢ é um isomorfismo.
e ¢ é um homorfismo de grupos.

Sejam f, g € Deck(E), a, 5 :[0,1] — E com «(0) = yo e (1) = f(v0), 5(0) =yo €

A1) = 9(yo)-

Entdo, fo:[0,1] — E é uma cuvva com fo 3(0) = f(yo) e fo (1) = f(g(yo)) e note
quepo(fof)=pop.

Acurvaax(fof):[0,1] — E étal que ax* (foB)(0)=yoeax(foB)(1)= f(g9(yo)).
Logo,

o(fog)=1[po(ax(fof))=[poalx[po(fop)]=[poalxpop]=cw(f)*elg).
e  ¢é sobrejetora.

Seja 8 € m1(B, by) e tome o levantamento de § a um caminho o comegando em yg, entao
existe f € Deck(E) tal que f(yo) = a(1), pois f é um homeomorfismo.

e ( ¢ injetora.

Sejam f1, fo € Deck(F) e suponha que ¢(f1) = ¢(f2), ou seja, existem curvas
ay, ag: I — E tais que a;(0) = yo = a2(0), a1(1) = fi(yo) e aao(1) = fo(yo)-

Como ¢(f1) = ¢(f2) temos que [p o o] = [p o an], pela Proposicao 2.34 temos que
a1(1) = as(1), ou seja, fi(yo) = fo(yo) e como fiefs sao levantamentos de p pela
Proposicao 2.33 segue que f; = fo, mostrando que ¢ é injetora.

[

Note entao que se E é o recobrimento universal de B entdo o grupo de transforma-
¢oes de recobrimento Deck(FE) é isomorfo ao grupo fundamental 71 (B, by).

Proposicao 2.36. Se B é uma variedade diferencidvel coneza, existem uma variedade
suave simplesmente conexa B e uma aplicacao de recobrimento suave w: B — B.

Definicao 2.37. Um Grupo Discreto é um grupo com a topologia discreta. Além disso,
se o grupo € enumerdvel entao é um grupo de Lie 0-dimensional chamado Grupo de Lie
Discreto.

Proposicao 2.38. Sejam E, B variedades suaves e p : E — B aplicagdo de recobrimento
suave. Entao, com a topologia discreta, o grupo de transformagoes de recobrimento Deck(E)
é um grupo de Lie 0—dimensional que age livremente e suavemente em E.
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Definicao 2.39. Seja I' um grupo de Lie discreto que age continuamente e livremente em
uma variedade E. A acao € dita ser propria se as sequintes condicoes sao satisfeitas:

e Para todo x € E, existe U vizinhanga de x tal que g-UNU = O para todo g € T —{e};

e Sex,x’ € E nao estao na mesma I'—drbita, existem vizinhangas V de x e V' de z’
tal que (g-V)NV' =0, para todo g € T.

Proposicao 2.40. Sejam B wvariedade suave € p: E — B aplicacio de recobrimento. A
ag¢ao de Deck(E) em E é prépria.

A demonstracao da seguinte proposigao pode ser encontrada em [13].

Proposicao 2.41. Toda variedade suave compacta tem grupo fundamental finitamente
gerado.

Teorema 2.42 (Teorema da Variedade Quociente). Seja I' um grupo de Lie agindo em
uma variedade suave M, com a agao sendo suave, livre e propria. Entao, o espago M /T é
uma variedade topoldgica de dimensao dim M — dim I' e tem uma unica estrutura suave
com a propriedade de que a aplica¢io quociente q : M — M /T é uma submersado.

Teorema 2.43. Seja M uma variedade suave conexa e I' um grupo de Lie discreto agindo
suavemente, livremente e propriamente em M, entio M /T é uma variedade topoldgica e
tem uma unica estrututa suave tal que q : M — M /T é uma aplicagao de recobimento
suave.
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3 Folheacoes e Holonomia

Neste capitulo estudaremos mais profundamente o comportantento das folhas de
uma foheacao, tais como os Teoremas de Estabilidade. Para tal comegaremos introduzindo
o conceito de folheacao.

3.1 Folheacoes

De modo a motivar o conceito de folheagao, comecaremos com um exemplo.

Grosso modo, uma folheagdo de dimensao n de uma variedade diferencidvel M
de dimensao m ¢é uma decomposicao de M em subvariedades conexas de dimensao n,
chamadas de folhas. Um exemplo de uma folheagdo de dimensao n é a folheacao de
R™ = R™ x R™™" onde as folhas sao n—planos da forma R™ x {¢} com ¢ € R"™". Os
difeomorfismos locais h : U C R™ — V C R™ que preservam as folhas desta folheacao
sao tais que para cada ¢ € R™™" temos

AU A (R" x {e})) =V 1 (R x (=), = € R™

para U N (R™ x {c}) # (). Tais difeomorfismos sdo expressos da forma

hz,y) = (hi(z,y), ha(y)), (z,y) € R" x R™™,

Definicao 3.1. Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao m e de classe C*. Uma
folheagao de classe C" e dimensdo n de M é um atlas F em M de classe C" que é maximal
com respeito as sequintes propriedades:

1. Se (U, ) € F entao
gDZUCM—)@(U):UlXUQ,

onde Uy e Uy sdo bolas abertas de R™ e R™™", respectivamente.

2. Se (U,p), (Vo) € F comUNV #0 entdo a fung¢io transicio

Yo t:ipUNV)—p(UNV)

¢ tal que

Voo N, y) = (h(z,y), ha(y)).

Dizemos que M é folheada por F e as cartas (U, p) € F sao chamadas de cartas da
folheacao. O nimero m — n é chamado codimensao de F.

A seguir ilustramos o comportamento local de uma folheacao.
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A

/ -
o
o

Observacao. Dizer que M é uma variedade de classe C'™° com um atlas F definido como
acima significa que M tem um atlas & com fungoes de transicio C*°, mas se (U, ¢) € U e
(V,) € Feom UNV # () entdo pop! e oy ! sio de classe C".

Lema 3.2. Seja F uma folheagao de M. Entao eziste uma cobertura Q = {U;};er de M
por vizinhangas coordenadas de cartas de F tais que se U;NU; # 0 entao U; UU; estd
contido na vizinhanga coordenada de alguma carta de F.

Demonstragio. Seja {K,} uma cobertura por compactos de M satisfazendo

K, Cint(Kp41).

Como K, é compacto existe uma cobertura A" = {A" i =1,...,7,} de K,, onde A} é
vizinhanca coordenada de uma carta em F. Seja 9,, > 0 o nimero de Lebesgue dessa
cobertura e suponha sem perda de generalidade que (9,,) é uma sequéncia decrescente.
Consideremos {U}';j = 1,...,l,} uma cobertura de K, por vizinhancas coordenadas de
cartas em JF tal que para cada j o didmetro de U} ¢ menor que %".

Entao, se para cada n tivermos que U N U # () tem didmetro menor que %” + %" =de
portanto U UUJ" C AY para algum s, pois A tem ntimero de lebesgue 9,,. Logo,
Q={Upj=1,....ln}

Neste trabalho, usaremos somente cartas em Q, como no Lema anterior.

Definigao 3.3. Sejam F uma folheagao de dimensao n da varidedade M™ e (U, p) € F,
isto €, o(U) = Uy x Uy. Para cada ¢ € Uy o conjunto

o (U1 x {c})
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¢ chamado placa de U.

Observacao. Como uma observagao direta da defini¢ao, temos que se A e B sao placas
de U entaio ANB=0ou A=B.

Proposicao 3.4. As placas de F sdo subconjuntos conexos por caminhos de M.

Demonstragio. Seja ¢ € Uy e consideremos a aplicagao ¢ |, xep) : Ur X {¢} — U que
é continua pela definigdo de folheagdo, logo como U; x {c} é um subconjunto conexo por
caminhos segue que ¢ }(U; x {c}) é um subconjunto conexo por caminhos.

]

Definicao 3.5. Um caminho de placas de F é uma sequéncia Ay, As, ..., Ay de placas de
F onde A;NAi1 #0,1<1i<k—1. Dados dois pontos x,y € M, definimos a sequinte
relagdo de equivaléncia

x ~y <= existe um caminho de placas Ay,...,Ar com x € Ay e y € Ay.

Cada classe de equivaléncia dessa relagao é chamada de folha da folheacao F.

Proposicao 3.6. Toda folha F' de uma folheacio F é um subconjunto conexo por caminhos.

Demonstracao. Sejam p,q € F' quaisquer. Por defini¢ao existe um caminho de placas
Al,AQ,...,Ak tal que p € Al eqc Ak
Como as placas A; sdo conexas por caminho e A; N A, # 0, temos que

AjU...UA C F é também conexa por caminhos, segue que existe um caminho em F
que comega em p e termina em ¢, logo F é conexo por caminhos.

]

Exemplo 3.7. Seja f : M — N uma submersao de classe C" onde M e N sao variedades
de dimensoes m e n, respectivamente. Pelo Teorema da Forma Local de Submersoes 2.11,
dado p € M existem cartas (U,p) de M e (V,1) de N tais que p € U, f(p) € V,
o(U) =U, x Uy CR™™ x R", onde (V) =V D U, satisfazendo que a aplicacio

pofop iU x Uy — Uy

é a projecao na segunda coordenada. Assim, essas cartas (U, ) tem estrutura onde as
folhas sdo as componentes conexas dos conjuntos da forma f~!(c),c € N.

Exemplo 3.8. Um fibrado (E,p, B, F') consiste de variedades diferenciaveis F, B, F e
uma submersao p : E — B tal que para todo b € B existe uma vizinhanga U de b e um
difeomorfismo ¢ : p~!(U) — U x F tal que o seguinte diagrama comuta

p ' (U)—2>UxF

R lpl

U
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ou seja, p = p1 © , onde p; é a projecao na primeira coordenada. Para cada b € B,
chamamos a variedade p~(b) de fibra do fibrado. Assim, as fibras de (E,p, B, F') definem
uma folheagdo em E cujas folhas sdo difeomorfas as componentes conexas de F'.

Uma aplicagdo do exemplo acima é o seguinte teorema que o leitor pode encontrar
a prova em [26].

Teorema 3.9 (Teorema da Vizinhanca Tubular). Seja N C M uma subvariedade de classe
C",r > 1. Existem T(N) D N uma vizinhan¢a de N e uma submersio C™ w: T(N) — N
tais que (q) = q, para todo ¢ € N. Se a codimensao de N é k, entdo T(N) pode ser obtido
de modo que (T(N),m, N,R¥) seja um fibrado.

Proposicao 3.10. Uma folha F' de uma folheacio F de classe C" tem uma estrutura de
variedade induzida pelas cartas de F.

Demonstragio. Sejam p € F e (Uyp) € FcompeUe
(p1,2) = ¢ : U — @(U) = Uy x Uy, onde U; e U, sao bolas em R™ e R® respectivamente.

Tome A a placa de U que contém p e defina a aplicagao

o1, = P: A— R"
Temos que p: A — U; C R™ é um homeomorfismo pois como A é uma placa entao
©(A) = (Uy x {a}) para algum a € Us, e assim ¢;(A) = U;.

Consideramos

U={(A,9); A C F éplaca de U com (U,y) € F},

e tome duas cartas (4,9) e (B,¢) € U com AN B # (). Considerando assim as cartas
(U, ), (V,9) € F, tais que p = ©1), € ¥ = Yy, temos que

popl: oUNV) — H(UNV)
(z,y)  — Yo Hz,y) = (h(z,y), ha(y)),

pela Definigao 3.1. Seja 2 € AN B, em particular z € A = ¢~ 1(U; x {a}), ou seja,
¢(z) = (z,a) e assim temos

Yoy (p(2)) =Y op T (z,a) = (lu(, a), ha(a)).
Mas (¢ o o7 1)(¢(2)) = ¥(z) e como z também estd em B = ¢~ 1(V} x {b}) segue que

P(z) = (Yo H(z,a) = (hi(z,a),b), ou seja, ho(a) = b, logo se z € ANV temos que
©(z) = (x,a) para algum x € U; e consequentemente

) =
) =
U(z) = (o )(p(2) = (Vo )(w,a) = (hi(x,a),b).

Portanto, ANV C B,mas A C U entao ANV =(ANVNU) C (BNU). De modo
andlogo, temos que (BNU) C (ANV), logo AN B é aberto em A e em B.
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Entao, (AN B) e (AN B) sao abertos em R™. E como @ o @71(@ = hy(x,b), segue que
as funcoes de transicao de U sao difeomorfismos de classe C", concluindo que este tem um
estrutura diferenciavel para a folha F'.

]

Obetemos o seguinte corolario como um resultado direto da demonstragao acima.

Corolario 3.11. Se A ¢ placa de (U, ) e B € placa de (V,4¢) com AN B # 0 entdo
ANV C B.

Como duas placas distintas de uma mesma vizinhanca coordenada nao se intersec-
tam, este corolario nos diz que cada placa de uma vizinhanca coordenada intersecta no
maximo uma tunica placa de outra vizinhanca coordenada.

Equivalentemente podemos definir folheagoes como segue.

Definicao 3.12. Uma folheagdo F de classe C" e codimensdo s é uma cole¢io maximal
{(Us, fi) Yier onde U; € um subconjunto aberto de M e f; : Uy — R® sdo submersoes que
satisfazem

iel

2. SeU;NU; # 0, existe um difeomorfismo local h;; de classe C™ tal que

fi = hijofj em UZF‘IU]

Definicao 3.13. Se um espaco M é compacto e uma cobertura aberta de M ¢é dada, entao
existe um numero § > 0 tal que todo subconjunto de M tendo didmetro menor que  estd
contido em algum membro da cobertura. O nimero d é chamado nimero de Lebesque desta
cobertura.

Proposicao 3.14. As definigoes 3.1 e 3.12 sao equivalentes.

Demonstragio. Sejam F como na definigdo 3.1 e Q@ = {V; };e; cobertura de acordo com o
Lema 3.2. Se V; € Q entao temos bem definida a aplicagao

w; Vi — R" x R,
com ¢;(V;) = V;! x V2 como na definigdo 3.1 de folheagdo.
Tome py : R™ x R®* — R?® a projecao na segunda coordenada, assim temos que
fi=prow;i: Vi— R
é uma submersdo e note que ¢; (V' x {c}) = fi (p2(Vi' x {c})) = f*(c), isto é, para

todo ¢ € V2, fi'(c) é uma placa de V;. Se V; NV # ) entdo pelo Lema 3.2 V; UV estd
contido na vizinhanga coordenada de alguma carta (W, ) € F, com (W) = Wy x W,
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Assim, segue que se A e B sao placas de V; e V; com AN B # () entéo
BNV;C A= f!(c) eassim f;(BNV;) C {c}, ou seja, a aplicacio
fi @) fjil . f](‘/; N %) — R?®

estda bem definida, pois para cada y € f;(V; N'V;) temos que f; o fj_l(y) corresponde a um
tnico ponto que definiremos como h;;(y). Isto é, temos bem definida a aplicacao h;; de
modo que

Ji = hio fj,
em V; NV;. Além disso temos que h;; ¢ um difeomorfismo de classe C".
Reciprocamente suponha que exista uma colegdo maximal na defini¢do 3.12, ou seja, para
cada i f; : U; — R® é uma submersao, logo pelo Teorema da Forma Local de Submersoes,
dado p € V;, existem discos abertos V] e V5 de R" e R®, com V; C f;(U;) e uma carta
Vo), p: V— Vi x Vo, com V C U; tal que
fiop  :VixVy — Vs

é a projecao ps na segunda coordenada.

Note que se (V. ) e (W,1) sdo duas cartas como na constru¢do acima e sao tais que se
V' NW # 0 entéo temos que V C U; e W C U;. Mas

oy L (VW) — p(VNW)

pode ser escrito da forma ¢ o~ (x,y) = (hi(z,y), he(z,y)).

Assim,

ha(z,y) =p2o (po ) (z,y),

mas f; o o~ = py, entdo

ho(z,y) = fiop to(pov ") (z,y)
- fiow_l(xay>

e desde que pela hipdtese temos que f; = h;j o f; e também que f; o ¢)~' = p, entdo
h2(x7 y) = hij o fj o ¢_1<5U73/)

hz’j © p2(557 fl/)
= hi;(y)

assim temos que hy(z,y) depende apenas de y, mostrando entao a equivaléncia com a
definicao 3.1.
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3.2 Orientacao
A seguir iremos introduzir o conceito de orientacao em folheagoes.

Definicao 3.15. Um campo de k — planos em uma variedade M € uma aplicacdo P que
a cada ponto x € M associa um subespaco vetorial de dimensao k de T, M.

Dado um espago vetorial £ de dimensao n > 1, diremos que duas bases ordenadas
de E, B = {uy,uz.,...,u,}, B = {vy,vs,...,v,} definem a mesma orientacao em E se
a matriz de mudanga de bases (a;;), 1 < 4,5 < n, definida por v; = 2?21 a;ju; tem
determinante positivo.

Se B ¢é o conjunto das bases ordenadas de £/, definimos uma relagao de equivaléncia
em B dada por

B ~ B <= B e B definem a mesma orientacio em F
que tem duas classes de equivaléncia, chamadas orientacoes de F.

Seja P um campo de k — planos continuo em M. Diremos que P é orientavel se
para cada x € M é possivel escolher uma orientagdo O(z) em P(z), que é um espago
vetorial de dimensao k, tal que a aplicagdo x — O(x) seja continua no sentido descrito
abaixo.

Consideremos uma cobertura aberta de M por abertos {U;} tal que para cada
i € I, a restricio Py, é definido por k& campos de vetores continuos X1, X2 ... X% isto é,
Ply,(z) = (XY (x), Xa(z), ..., X*(x)) subespago de dimensao k de T, M. Para cada = € Uj,
as bases

B(z) = {X(z), X*(2),...,X*@)} e B(2) = {-X"(2), X*(2),..., X"()}

definem duas orientagdes distintas de P(z), digamos O; e O; .

— Ot ~
v, = O, para todo i e se

Dizemos que a escolha de O ¢ continua se tivermos que O
Ui NU; # 0 entdo O = O] na intersecio.

A seguir definiremos o conceito de recobrimento duplo orientavel de um campo de
k — planos, que é dado da seguinte forma.

Seja M = {(z,0);z € M e O uma das orientacoes de P(z)} e m : M — M

a projecao m(z,0) = z. Para cada z € M, 7 Hz) = {(z,0),(z,—0)}, onde O ¢ uma
orientacao e —O é a outra.

Em M consideramos a topologia cuja base de vizinhancas é construida como segue.

Dado (zg,0p) € ]\7, seja U a vizinhancga aberta de o em M onde existe uma
orientacao continua O de P|y. Podemos supor que O(zg) = Oy. Definimos uma vizinhanga
aberta V' de (zg,0p) como V = {(z,0(x)); = € U}.

Com esta topologia, 7 : M —» M é um recobrimento de 2 folhas, ou seja, 7 1(x)
¢ um conjunto de dois elementos para todo x € M.
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Note que 7 ¢ um homeomorfismo local e portanto podemos definir uma estrutura
diferenciavel C'"™° em M, compativel com a topologia co-induzida por 7 e tal que = é um
difeomorfismo local C'* [7].

O recobrimento duplo orientavel de P é por defini¢ao o campo de k — planos 7*(P)
dado por 7*(P)(x) = Dr(x) ' P(r(x)).

A prova do seguinte teorema pode ser encontrada em [7].
Teorema 3.16. Suponha que M ¢é uma variedade conera e seja P um campo de k—planos

continuo em M. Seja (M, m,7*(P)) o recobrimento duplo orientdvel de P. Entao, M é
conexa se, e somente se, P € ndo orientdvel.

Introduziremos agora o conceito de orientabilidade transversal de uma folheagao.
Seja P um campo de k—planos em M. Dizemos que Pé um campo transversal a
P se para todo x € M temos que P(z) + P(z) =T, M e P(x) N P(x) = {0}.

Definicao 3.17. Seja P um campo continuo de k—planos. Dizemos que P ¢ transversal-
mente orientavel se existe um campo transversal a P continuo e orientdvel.

Definicao 3.18. Uma folheagio F de classe C" € orientdvel se o campo de planos tangente
a F € orientdvel. Similarmente, dizemos que F € transversalmente orientdvel se o campo
de planos tangente a F € transversalmente orientavel. Denotamos o campo de planos
tangente a F por TF.

O seguinte resultado garante a existéncia do campo de planos T'F, o leitor pode
encontrar sua prova em [7].

Proposicao 3.19. Toda folheacdo F de dimensdo k e classe C" de uma variedade M
define um campo de k—planos TF em M.

A seguir definiremos transversalidade entre subvariedades e entre uma subvariedade
e uma folheacao.

Definicao 3.20. Sejam A e B subvariedades de M™ de dimensoes a e b, respectivamente.
Se x € AN B dizemos que A e B sdo transversais em x se

T.,A+T,B="T,M.

Definicao 3.21. Uma subvariedade ¥ de M ¢é dita transversal a F se € transversal a toda
folha F' que intersecta .

Dizemos que X € uma secao transversal de F quando
dim(X) 4+ dim(F) = dim(M).

Observacgao. Dado p € M existe uma se¢ao transversal a F passando por p.

De fato, seja (U, ) € F com p € U e considere ¢(p) = (c1, ¢2) pois por defini¢ao
o(U) = U, x Uy , entdo basta tomar 3 = ¢~ ({c;} x Us) que é segao transversal a F.
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3.3 Holonomia de uma folha

Para esta secao, consideremos M variedade suave de dimensao m e F uma folheagao
de codimensao n.

Sejam F' uma folha de F e v : [0,1] — F um caminho. Sejam também ¥ e 31 se¢oes
transversais de F e que intersectam py = v(0) e p; = y(1). Consideremos uma sequéncia
de vizinhangas coordenadas {U;}¥_, e uma partigdo 0 =ty < t; < ... <t =1 do
intervalo [0, 1]. Dizemos que {U;}%_, é uma cadeia subordinada a v se as seguintes
propriedades forem satisfeitas

1. Se U;NU; # 0 entao U; UU; esta contido em alguma vizinhanga coordenada de uma
carta de F;

2. v([ti, tixa]) C U;, para todo 0 < i < k.

Observagao. A existéncia de tal cadeia subordinada definida acima fica assegurada pelo
Lema 3.2.

Assim, para cada ¢ seja D(t;) uma secao transversal a F passando por y(t;) e
homeomorfa a um disco de dimensao n e tal que D(t;) C U;_; N U;. Convenciona-se que
Dtg = EO € D<tk+1) = 21.

Para cada z € D(t;) tao préximo de y(t;) quanto se queira, consideremos a placa
de U; passando por z e intersectando D(t;11) em um tnico ponto que iremos denotar por
fi(x). Sendo assim, considerando a aplicagdo f; cujo dominio contém um conjunto D; onde
v(t;) € D; definimos a holonomia f., associada ao caminho v como sendo a aplicacao

fy=1frofur10o...0fiofo

em uma vizinhanga aberta de py € Y.

Observacao 3.22. Se p) e p; sao pontos definidos como acima, por definigao de f,
temos que f,(po) = p1.

Além disso, se 7~! denota o caminho inverso de 7 entao temos que f,-1 = (f,)~".

De fato,

(fw)fl = (fskofe_10...0frofo)"
= folofito.ofiliofi!
= f

Proposicao 3.23. Se v e 7 sdo dois caminhos proximos entdo existe cadeia que € simul-
taneamente subordinada a v e 7, e consequentemente suas holonomias coincidem

f? = f'y'
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Demonstragio. Seja {U;}¥_| a cadeia subordinada a «. Por defini¢do, cada U; é
homeomorfo a um disco, consideramos

e = min {ry; r; é raio de U;}.

Assim, como por hipdtese v e 7 sdo préximos podemos tomar 7 de modo que
dist(y(t),7(t)) < €, para todo t € I. Assim, temos que ¥([t;, t;+1]) C U;, para cada i,
como desejado.

]

Teorema 3.24. Sejam vy,v1 : [ — F caminhos em F uma folha de F tal que vo(0) =
po = 11(0) e %(1) = p1 = 1(1). Sejam Xg e Xy segoes transversais a F' em py e py,
respectivamente. Consideremos as holonomias associadas a vy e 7

f,YOIOQCE()—>21, f71:01CEO—>21.
Entao as sequintes propriedades sao satisfeitas
1. Se vy ~p 71 entao fy, = fy, ;
2. Sepg=p1 e Xg =21 entao

¢ : 7T1(F7PO) — G(207p0)

¢ um homomorfismo de grupos.
Demonstracao. Seja H : I x I — F' uma homotopia entre 7, e 71, ou seja,
H(t,0) =(t) e H(t1)=n(),
H0,s)=py e H(l,s)=p,
para todo s,t € I. Para todo caminho

Ys: I — F
t — s(t) = H(t,s),

existe uma cadeia subordinada a v,. Logo, se s esta proximo de s entao a cadeia
subordinada a 7, é também subordinada a 5. Entao existe uma colecao {A;}™ e

{0 = s¢, $1, S92, ..., Sm = 1} uma particao de I tal que para cada i, A; é subordinada a
todos s para s;_1 < s < s;. Portanto, por 3.23 segue que

—_ —_—
f'Ys,L-,l = f'Ys,L- ’

para todo ¢ =1,...,m, isto é,

Fog = Fro = Fon = frun
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concluindo a primeira parte do teorema.

Defina

Cb : (Wl(F>p0)>*) — (G(Eo,po)ao)

[7] — f'y—l

e consideremos Ay e A, cadeias subordinadas a A™' e a~!. Assim, se A\7!([t;, t;11]) C U; e
a ([t tis1]) C Vi segue da defini¢do da operacao * que A\~ x o~ ([t;, t;i11]) CU; UV;, e
entao obtemos que Ay U A, é uma cadeia subordinada a A\™! * a1, Assim,

o(lal«[A) = o(laxA])

—~—

= Jlasn)—1

—_—

= f)\*l*oﬁl
= fa—l o f)\—l

= o([a]) o o([A])

¢ é um homomorfismo de grupos.

]

Definicao 3.25. Definimos o grupo de holonomia de F' em py como sendo o subgrupo
Hol(F,po) = ¢(m1(F, po)) de G(Xo,po)-

Observagao. Se py, p1 € F e a: [ — F é um caminho qualquer comegando em p, e
terminando em p; entao a aplicagao

a* . Hol(F,py) — [iol(F,pl) -
o([A) = fao¢([N])o fa

¢ um isomorfismo de grupos.

Portanto, independe da escolha do ponto base py e entdao definimos o grupo de
holonomia de F' como sendo Hol(F, py), para algum py € F.

Definicao 3.26. Dado um subconjunto A C X, uma retragao de X em A é uma aplica¢ao
continua f: X — A tal que f|a € a aplicagio identidade de A.

Lema 3.27. Seja F' uma folha de F. Dado K C F' compacto, existem vizinhancas W C U
de K, com U aberto de M, W aberto de F' e uma retracao de classe C" w: U — W tal
que para todo w € W, 7= (w) € transversal a F|y.
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Demonstracao. Pela compacidade de K existe um ntmero finito de placas que cobrem K,
denotaremos esta uniao por W.

Seja 7 : W — W uma vizinhanga tubular de classe C" de W, entao como cada fibra
7 Hw), w € W, é transversal a W em w segue que se x € 7~ !(w) ¢ suficientemente
préximo de w, temos que 7~ !(w) intercepta a folha F, que passa por .

Assim, obtém-se uma vizinhanca aberta U C W tal que 7 : U — W é uma retracao e se
w € UNF entdao 7! (w) é transversal a Fy.

]

Definicao 3.28. Sejam N uma variedade e f : N — M uma aplicacio de classe C'. Se

Tip)(F) + fep(TuN) = Ty M, ¥p € N

dizemos que f é transversal a F.

Definicao 3.29. Seja F folheacio de classe C™ de M e f : N — M aplicagdo transversal
a F. Definimos o pullback de F por f como sendo a folheacao f*F em N cujas folhas sao
as componentes conezxas dos conjuntos f~(F), F folha de F e com cod(F) = cod(f*F).

O leitor pode encontrar a prova do seguinte teorema em [7].

Teorema 3.30. Se f: N — M ¢é uma submersao C", entao f*F esta bem definida para
qualquer folheacao F de M.

Definigao 3.31. Definimos o espago de folhas de F, M /F como sendo o espago quociente
de M pela sequinte relacao de equivaléncia

p,q € M, p~p q<= p e q pertencem a mesma folha de F.

Definigao 3.32. Seja A C M. A saturacao de A em F é o conjunto

F(A) ={p € M;p ~r q para algum q € A}.
Defini¢ao 3.33. Um conjunto A C M é dito ser saturado por F quando F(A) = A.

Lema 3.34 (Lema da Trivializagdo Global). Sejam M wvariedade de dimensio m, F
folheagao de codimensio n e~y : I — M um caminho simples com y(I) contido em uma
folha F' de F. Eziste uma vizinhanga V de ~(I) e um difeomorfismo de classe C"

h:D™" x D" — V,

de modo que h*F € a folheagio tal que as folhas sio da forma P~'(y), onde
P D™ x D" — D™ € a projegcio na sequnda coordenada.

Demonstra¢io. Como v é uma aplicagao continua e I é compacto entao () é compacto,
k
logo existe uma cobertura finita {U;}¥_; de vizinhangas coordenadas, U = 'UoUi D y(I),
1=

tal que se U; N U; # 0 entdo U; N U; é uma vizinhanga coordenada de uma carta que estd
em F.
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Seja 7 : U — W uma retracao como no Lema 3.27. Como ~ é simples entdao nao ha
auto-interse¢oes assim podemos supor que para cada ¢, U; intercepta no maximo U;_; e
Uisr e que Uy N U, = 0.

Seja po = Y(0), p1 = (1), g = 71 (po) e X1 = 7 (p;). Consideremos a holonomia
subordinada a ~y

f71D0C20—>21,

onde py € Dy. Consideremos também f : V' — Dy a aplicacao que associa cada a z € V
a intersecao da folha F|y passando por x com o conjunto Dy, onde V = F|y(Dy) é
saturagao de Dq por folhas de F|y. Verifica-se que f é uma submersao.

Seja L C W C F a folha de F|y contendo v([). Sejam ky : D™ " — L e ko : D" — Dy
difeomorfismos tal que k2(0) = po e defina

h: D" x D' — V
(@,y) = hly) =7 (ka(2) 0 7 (Ra(y)),

e como k; e ky sao difeomorfismos e pela defini¢io de retracio (m|y ) ™! = id , temos que h
¢é bijetora.

A inversa de h é dada pela aplicacao

W' Vo— DM x D"
@ o hE) = (kT (r(2), ke (f(2))):

Portanto h é um difeomorfismo de classe C".

Se P: D™ x D" — D" é a proje¢ao na segunda coordenada entao como
P~(y) = D™ x {y} concluimos que

WD™ ™" x {y}) = [ (k2(y)),

onde esta é uma folha de Fly, ou seja, P~'(y) sdo as folhas da folheagao h*F.

3.4 Estabilidade Local

Teorema 3.35 (Teorema da Estabilidade local). Se F é uma folheagio de classe C' e
codimensao n da variedade M e F é uma folha compacta com grupo de holonomia finito,
entdo existe uma vizinhanga aberta U de F', saturada em F, na qual todas as folhas sao
compactas com grupos de holonomia finitos. Além disso existe uma retragio w: U — F
tal que para toda folha F' C U, 7w|p: : F' — F é uma aplicag¢do de recobrimento com um
nimero finito de folhas de recobrimento e, para cada y € F, 7~ (y) é homeomorfo a um
subconjunto de dimensdo n e é transversal a F.
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Demonstracao. Por hipétese F' é uma folha compacta, entao existe uma cobertura finita
por vizinhancas coordenadas {U;}¥_,. Assim, pelo Lema 3.27, podemos definir uma
retracao

k
W:V:UUi—>F,

=0

tal que se p € I entdo 7 '(p) ¢ transversal a F|y. Para cada U; seja D; = 7 (p;) onde
p; € U;NF. Como I tem grupo de holonomia finito escrevemos

HOZ(F,]?Q) = {% :ﬁ7/f:1/7"'7f’;/n}7

ondefz@ é o germe da identidade, pois ja que é um grupo, existe um elemento neutro, e
Jy; : W; C Dy — Dy ¢ a holonomia associada a v;, onde 7; : I — F' com

7](0) = ’7](1) = Po, para ] = 17 ceey M

Consideremos W = ., W,. Se y € W entdo F, N Dy C {f;(y);5=0,...,m}, onde F, é
a folha da restricao F|y que passa por y.

De fato, suponha por contradi¢ao que existe z € ]3; N Dy tal que z ¢ {Tj(y);j =0,...,m},
isto é, z # f;(y) para todo j =0,...,m. No entanto, como z € E e F’y ¢ conexa por
caminho, entdo existe uma curva a : I — F, com a(0) =y e a(1) = z com a(I) C V.
Como y,z € Dy, e D; = 7 !(p;) segue que Dy = 7 1(py) e logo m(y) = m(2) = po.

Definindo y =moa: I — F, v(0) = 7(a(0)) = po e ¥(1) = m(a(1)) = po temos que 7 é
um laco com base em py e portanto temos definido o germe f, € Hol(F,py) de modo que
f+(y) = z por definicao, mas z # f;(y), para todo j, chegando a uma contradicao. Logo,

DoNF, C{fi(y);j=0,...,m}.

Pelo Lema da Trivializagao Global,para todo ¢ = 0, ..., k existe uma vizinhanca W; de py
em Dy = 7 (py) tal que para todo y € W, #(F, N D;) < m + 1. Seja
Wi=WnWin...nWy C Dy. Sey € Wj, entao F, N D; = {q(i,7,v);1 < j <I;} onde

Sejam P(i, j,y) a placa de U; por q(i,7,y) € ]3; N D; e d uma métrica em M. Temos que

d(OV, F) =0 > 0, pois como V é uma cobertura de F' por abertos entao devemos ter que
OVNE =0.

Seja 6;(y) = max d(p;, P(i,5,y)), 1 <i < k. Sei =0, entdo
SIS

lim 50(y> = lim max d(po,Q(O,], y))

y—Ppo y—po 1<5<lo

< lim max d(po, f;(y)),

y—po 0<j<m

ja que Dy N F’y C {fj(y);7=0,...,m}. Assim, como lim max d(po, f;(y)) =0, pois

Yy—po 0<j<m
fi(po) = po, entdo segue que lim dy(y) = 0. Analogamente lim J,(y) =0, 1 <i <k, ou
Y—po Yy—po

seja, existe uma vizinhanga aberta X C W{ de py tal que se y € X temos que &(y) < 2,
i=0,... k.
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Logo, temos que para todo y € X, as placas de ]3; N U; nao intersectam 0V, entao F’y cV.

Assim, como Fvy ¢ a folha da restricdo F|y que passa por y e Fy, é a folha de F que passa
por y, e F,, C V temos que F,, = F,,. Como para cada y € X, F, é coberta por um ntimero
finito de placas P(7,7,y), 0 <i <k, 1 <j <l; <m+1 entdo F, é compacta.

Agora, consideremos U = F(X) C V a saturagao de X, que por sua vez é uma vizinhanca
de F' e entao

T F(X)—F

é uma retracao, pois 7 : V' — F' é uma retragio, e para toda folha F’" C F(X) temos
7|p : F/ — F é uma aplicagao de recobrimento com um nimero finito de folhas de
recobrimento.

Note que para todo j =0,...,m, f,, : X — X esta definida e portanto
Hol(F") C {fo, fy1s fyas -+ fym }, & que toda curva fechada em F’ é o levantamento de
uma curva fechada em F'. Logo, o grupo de holonomia de cada folha F’ C U é finito.

]

Lema 3.36. Seja Hom(R,0) o grupo de germes em 0 € R de homeomorfismos que fizam
0 € R. Se H é um subgrupo finito de Hom(R,0), entdo H tem no mdximo dois elementos.

Demonstragio. Dado f € H, temos f : (a,b) — (¢,d) com f(0) = 0. Seja
id € Hom(RR,0) o elemento neutro.

« Afirmacao: Temos que f? = id.

Suponha que f(0,b) C (0,00). Se existe y € (0,b) tal que f(y) < y, entao para todo k > 0,
temos que 0 < f*(y) < f*Yy) < ... < f(y) <y, logo f¥ # f7 se k # j, e portanto H
nao seria finito. O mesmo ocorre para f(y) > y. Portanto, f(y) = y, para todo y € (0,b).

Agora, se y € (a,0) e f(a,0) C (0,00), temos de modo andlogo ao feito que f(y) = v,
para todo y € (a,0). Concluimos portanto que f = id quando a imagem esta
compreendida em (0, 00).

Por outro lado, se f(0,b) C (—00,0), entdo f inverte a orientacao e assim
12(0,b) C (0,00), e para este caso ja vimos que f2 = id.

Assim, concluimos que se f € H entao f tem ordem no méaximo 2.

Agora, note que se f,g € H sdo tais que f, g # id, entdo tomando (a,b) a intersecao dos
dominios de f e g, j& vimos que g(0,b) C (a,0) e fog(0,b) C (0,00), logo fog=1id
implicando que f = ¢g~!. Mas sabemos que g o f = id, logo f = g = g™}, ou seja, se

f,g # id entdo f = g, mostrando que H tem no maximo 2 elementos.

U
Corolario 3.37. Se F' € uma folha compacta de F uma folheacio de codimensio 1 e w(F')

é finito entao Hol(F,xy), xo € F, contém no mdzximo dois elementos. Além disso, se F €
transversalmente orientdvel, entdo Hol(F,xq) = {id}.

Demonstragio. Como Hol(F, xzy) é um subgrupo finito do grupo dos germes G(X, o)
entao pelo lema anterior temos que Hol(F,zy) contém no maximo dois elementos.
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Agora, suponha que F é transversalmente orientavel. Logo, existe um campo de vetores X
em M que nao se anula e é transversal a F.

Dado z € F', tome um pequeno segmento >, da orbita de X que passa por z como sendo
um segmento transversal a F através de x.

Dessa forma, se f : ¥ C ¥, — X, em Hol(F, o), temos por definicdo que f(zo) = zo
e pelo lema anterior segue que f = id se , e somente se, f preserva a orientagdo X, o que
equivale a dizer que D f(x0) X (z9) = M X (x¢), onde \; > 0, e ¢ isto que iremos mostrar.

Para isso, tome 7 : [0, 1] — F uma curva fechada tal que f € Hol(F,xy) é o
correspondente a [y]. Para cada t € [0, 1], existe uma holonomia f; : 3} C ¥;, — X
tal que D fi(zo) X (x9) = A(t) X (7(t)), onde A : [0,1] — R é uma fungéo continua que ndo
se anula em ponto algum, assim em ¢ = 0 temos que D f(xg)X (xg) = AN0)X (x0) e
portanto pela continuidade de A temos que A(0) =1 e A; = A(1) tem o mesmo sinal, ou
seja, Ay > 0 mostrando o desejado.

O]
Lema 3.38. Seja F uma folheacao C" de codimensao 1. Suponha que F é uma folha
compacta de F tal que #(Hol(F,xq)) = 1. Entdo ezxiste uma vizinhanga aberta U de F em

M, saturada por F e um difeomorfismo C", h: (—1,1) x F — U tal que as folhas de F
em U sdo da forma h({t} x F), t € (—1,1).

Demonstracio. Como F' é uma folha compacta e tem grupo de holonomia finito, segue
pelo Teorema da Estabilidade Local que existe uma vizinhanca U de F', saturada por F, e
uma retragdo 7 : U — F tal que para todo x € F, 7~1(x) ¢ homeomorfo a um disco de
dimensao 1, neste caso, e é transversal a folheacao F.

E ainda, se F/ C U é uma folha, e como 7~ !(z) é transversal a folheacio temos que

1< #(F'na'(2)),

e pelo Teorema da Estabilidade Local segue

#(F'nr(z)) < #(Hol(F, ) =1

logo, 1 < #(F' Nw1(x)) <1, ouseja, #(F' Nnt(z)) = 1.

Consideremos uma parametrizacao de classe C”, «: (—1,1) — 7 1(x) tal que
a(0) = xzg e &/(t) # 0, para todo t € (—1,1) e tome F; a folha de F em U que passa por
71 (x) no ponto «f(t).

Como ja vimos que se F' C U é uma folha de F entdao #(F' N7 '(x)) = 1 entdo temos
que a aplicacao que a cada t associa a folha F; é uma aplicacao bijetora. Assim, definamos

g: U — (-1L,1)x F
y — g(y) = (9:(y),7(y)),

onde g;(y) é o tnico ponto de (—1,1) tal que y € Fy ().

Dessa forma, temos que g(F;) = ({t}, F)) = {t} x F, pois pelo Teorema da Estabilidade
Local 7(F;) = F, ja4 que F; é uma folha contida em U.
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Além disso, se g(y1) = g(y2), entdo (g1(y1), 7(y1)) = (91(y2), 7(y2)), ou seja, g1(y1) = g(y2)
o que implica que y;,ys € Fy parat = g1(y1) = g1(y2) € como 7w : F;, — F é um
difeomorfismo entao 7(y;) = 7(y2) implica que y; = ys, € como g é sobrejetora segue que
g ¢ bijetora.

Assim, definimos
h=g':(-1,1)x F —U

e por construcio temos que g~ !(¢,x) é o tinico ponto de 7~!(z) N F;. Concluindo o
desejado.

Segue diretamente do lema acima o seguinte corolario.

Corolario 3.39. Seja F' uma folha compacta de F com #(Hol(F,x)) = 1. Se V' é uma
vizinhangca de F' como no lema anterior e l € um segmento transversal a F tal que | C'V
entdo toda folha L C'V € tal que #(IN L) < 1. Além disso, se os extremos de | estao em
IV entio #(INL)=1.

Teorema 3.40 (Uniformidade Transversal de F). Seja F' uma folha de F. Dados py,ps €
F' existem segoes transversais de F, X1 D p1, 29 D po e um difeomorfismo de classe CT,
f 31 — X tal que para qualquer folha L de F temos que

FILNE) =LN,.

Demonstracio. Seja Ay, As, ..., A, um caminho de placas de p; a p, com p; € A; e
p2 € Ag. Suponha que para cada j, A; ¢ uma placa respectiva a carta (U, ;) € F, e por
ser uma carta folheada pode ser escrita como ¢;(U;) = U] x U3 C R" x R®.

Tome z; € Aj N A4 para 1 < j <k —1 entao 9 = p; e xx = py. Defina

¢i(z;) = (wj,y;) e tome o disco transversal D; = ¢, " ({w;} X Uj).

Para j = 0, seja oy (z0) = (wo, %) € Do = @7 ({wp}, U3). Como para cada
j=0,...,k—=1,U; UUj; estad contido em alguma vizinhanca de uma carta folheada,
existe um disco B;, de dimensao s, tal que z; € B; C D; N Uj4;.

« Afirmacgao: cada placa de Uj;; intersecta B; no méximo em um ponto.

De fato, se A é uma placa de Ujq, o corolario 3.11 diz que se A’ é uma placa de U; entao
ANU; C A, e assim teremos que AN B; C A'N B;j e entdo #(AN B;) <1, pois
#(A'NB;) <1.

Diante disso, podemos definir a seguinte aplicagao injetora

fit Bi — Djn
r — fi(x),

em que fj(x) é o ponto de intersecao da placa de U;;; que passa por x e D,4.

Dessa forma f;(z;) = ;41 e f; é um difeomorfismo de classe C" e note que
fi(LN B;) = LN f;j(B;) para toda folha L de F.
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Tome ¥; um disco tal que po € X1 C BoN fo '(By) N0 fo ' (fH (.. fii(Dr)..) e
defina

fi X — Dk
r o f(2) = fioa(fia( filfo(2)) - .0),

e note que pela construcao de cada f; temos que f é um difeomorfismo em
Yo = f(X1) C Dy eque f(LNX;) =LNY, para toda folha L de F.

3.5 Estabilidade Global: caso transversalmente orientavel

Nesta secao F denotard uma folheacao de classe C",r > 1, codimensao um e
transversalmente orientavel de uma variedade compacta e conexa M. Iremos estudar o
caso transversalmente orientavel de F do Teorema de Estabilidade Global, para tal, iremos
antes apresentar alguns resultados.

Lema 3.41. Seja F uma folheacio de M de codimensdo 1. Entdo, as sequintes sentencas
sdo verificadas:

1. Existe uma curva vy : S* — M transversal a F;

2. Seqy: SY — M é transversal a F e §(S') N Fy # 0, onde Fy é uma folha compacta
de F, entdo existe uma curva v : S' — M transversal a F tal que v(S*) N Fy
contém um unico ponto.

Demonstragao. Por hipétese temos que F é transversalmente orientavel. Considere X um
campo de vetores transversal a F. Suponha que o : R — M é uma curva integral de X,
ou seja , X(«(t)) = d/(t), para todo t € R e que «(ty), a(tz) € F uma folha de F, onde
t1 < ta. Se a(ty) = a(ty) entdo « é fechada em M, e ja temos o desejado.

Podemos supor que «(t1) = p; # pa = «(t2) e definir uma curva simples 3 : [0,1] — F
tal que 5(0) = p1, B(1) = ps. Logo, pelo Lema da Trivializagdo Local existe uma
vizinhanca V' de () e um difeomorfismo

h:D™ ! x (—¢,e) —V,

tal que h*F é uma folheagao cujas folhas sdo da forma D™~! x {t}, para t € (—¢,¢).

Definimos X* := h*X um campo de vetores na variedade D"™! x (—¢,¢) pondo

X*(q) = (Dh(q))~" - (X(h(q))).

Assim X* é um campo de vetores transversal a h*F e portanto podemos supor que sua
tltima componente em D™ ! x (—¢,¢) é positiva.

Sejam d1 e 09 os segmentos de y([t1,t2]) C V que contém p; e py, respectivamente. Como
t; <ty temos que h™1(8;) C D™ ! x [0,¢) e h™(d2) C D™ x (—¢,0]. Definimos uma
curva 7 : [t1,t2] — M a partir da modificagdo da curva o]y, 4,) como indicado na
seguinte forma. A curva v serd definida como sendo a curva a em [ty + 0,1 — 0] e em
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[t1,t1 + 6] e [ta — 0, 15] ligue os pontos a(t; 4+ 0) e ats — 0), onde § é um nimero que é
menor que os comprimentos dos sementos d; e ds.

Isto é, a é modificada nos intervalos [ti,%, + 6] e [ta — 6, 2] de modo que 7|, 16,404
Y]trt146 € Vljta—s20] S€jam transversais a F, y(t1) = y(t2).

Mostraremos agora a sentenca 2. Seja 7 : S' — M uma curva transversal a F tal que
(SY) N Fy # 0, onde Fy é uma folha compacta. Entao, 5(S') N Fy é finito. Se 7(S*) N Fy
contém mais de um ponto e escolhemos wy,ws € S* tal que 7(wy),¥(wy) € Fy e
Y((wy,wz)) N Fy =0, onde (wy,ws) é um dos segmentos de S* — {wy, wy}. Basta agora,
repetir o primeiro argumento, ja que F é transversalmente orientavel.

]

Lema 3.42. Seja F uma folheacio de codimensao 1, transversalmente orientdavel de uma
variedade compacta e conexa M. Se v : St — M é uma curva fechada transversal a F tal
que toda folha na saturagao F(v(SY)) é compacta e tem grupo fundamental finito, entdo
F(y(SY)) = M. Além disso, o miimero de pontos na intersegio das folhas de F com y(S*)
¢ constante.

Demonstragio. Tremos demonstrar que F(y(S')) é aberto e fechado em M e como M é
conexa teremos que F(y(S')) = M.

Mostremos incialmente que a saturagao F(y(S')) é aberta.

De fato, dado = € F(y(S")), F. Ny(S*) # 0. Se y € F, Ny(S'), consideremos uma curva
simples

a:[0,1] — F,

tal que a(0) =z e a(l) = y.

Pelo Lema da Trivializacao Global existe uma vizinhanga A de «(]0,1]) tal que para todo
z€ A F,Nv(S") #0, ou seja, F, € F(y(S)) e dai A C F(7(S')) é um aberto que
contém x e estd contido em F(y(S')), como queriamos.
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Por outro lado F(v(S")) ¢ fechado.

De fato, dado z € (S?), pelo Lema 3.38 existe uma vizinhanga V' de F},, saturada por F
e um difeomorfismo

h:(=1,1)x F, —V,

tal que as folhas de F em V sdo os conjuntos da forma h({t} x F,), t € (—1,1).
Denotemos V, := h([5, 3] X F,) a vizinhanca compacta de F,. Temos entao que
V, Ny(S") contém um intervalo aberto que contém z, digamos I,. Logo,

e como y(S') é compacto existe uma subcobertura finita de v(S*) por intervalos {I, }\_;.

Assim, F(y(S')) é a uniao V,, UV,, U...V,,, que sdo compactas, logo F(y(S')) é
compacto, e portanto fechado.

Concluimos do fato de F(y(S'))) ser aberto e fechado e M conexo que M = F(y(S')).

Para cada x € y(S') pomos k(x) = #(7(S') N F,). Queremos mostrar que k() é
constante para todo z € y(S'). Para isso, consideremos

v ={z € y(S"); #(v(S") N F,) = 5}

« Afirmacao: O cojunto v; é aberto em (S*), para todo j € N.

De fato, dado = € v;, seja V uma vizinhanga de F}, como no Lema 3.38. Entao, v(S') NV
tem um numero finito de componentes [y, ...,[,.. Para todo i =1,...,r, os extremos de [;
estao contidos em OV, entao pelo Corolario 3.39, temos que #(l; N F') = 1, para toda
folha FF C V.

Em particular, como F, C V ji que V' é uma vizinhanga de F, temos que #(l; N F}) = 1,
para todo i = 1,...,r, entdo r = j. Além disso, para toda folha FF C V, #(I(S') N F) = j,
entao v; é aberto em ~(S%).
Logo v(S") = U2, v; e assim 7(S') = 4 para algum k € N, pois 7(S") é conexo.

0

Teorema 3.43 (Teorema da Estabilidade Global). Seja F uma folheagio de classe C",
de codimensdo 1, transversalmente orientdvel de uma variedade conexa e compacta M.
Se F tem uma folha compacta F com grupo fundamental finito entao todas as folhas sao
difeomorfas a F. Além disso, existe uma submersio f : M — S* tal que as folhas de F
s@o os conjuntos f~1(y), y € S*.

Demonstragdo. Inicialmente, definamos o conjunto

U= {x € M;F, é compacta e tem grupo fundamental finito}.
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Como F' é uma folha compacta com grupo fundamental finito temos que U # () e pelo
Lema 3.38 Ué aberto.

o Passo 1: Mostraremos que U = ().

Como U é saturado por F entao OU também é saturado por F, ou seja, podemos
falar de folhas em OU.

Suponha por contradicao que OU # .
Afirmacao 1: Se F C OU é uma folha, entao F nao é compacta.

De fato, suponha por contradi¢do que exista uma folha compacta F' C OU. Assim,
pelo Lema 3.27 existe uma vizinhanca V de F' em M e uma retragao 7 :V — F
tal que para todo € F, 77 1(x) é um segmento transversal a F.

Como F' C 90U e V é uma vizinhanga de F' entao temos que existe alguma folha
F' ¢V NnU. Dai temos que

g=mlp: F — F

é um difeomorfismo local.

Entao, como F’ é compacta, segue que g : F/ — F' é um recobrimento com um
numero finito de folhas de recobrimento, pois 7 é um difeomorfismo local préprio.
Sendo, k = #g7 (), x € F entao #(m (F)) = k - #(m (F")). Logo, F tem um
grupo fundamental finito, e como é compacta por hipétese, segue que F' C U.

Mas, U é aberto, ou seja, U N QU = (), contradicao. Portanto, se F' C 9U entao F
nao é compacta, concluindo a afirmacao 1.

Agora, tome p € QU e consideremos [ um segmento transversal a F tal que p € [.
Como p € 9U existe ¢ € LN U. Sendo, [p, q] C [ o segmento fechado de extremos p e
q temos que [p,q| NU = gAIn, onde I, é um intervalo aberto em (p, ] tal que

I,NI,=0,sem+#n.

Seja r # q a extremidade de um destes segmentos, suponhamos

Seja U a componente conexa de U que contém (x,y). Pelo uniformidade transversal,
para todo 2’ € F, e todo segmento ¥ transversal a F com 2’ € X, existe um
segmento (2',y') C X NU.

Como F, nao é compacta e M é compacta, F}, se acumula em algum ponto
p € M — F,. Tome V uma vizinhanca trivializadora de F que contém p e seja
J C V um segmento compacto e transversal a F tal que p € J.

Como p ¢ F, é ponto de acumulagao de F,, entdo F, intersecta V em uma
infinidade de placas que se acumulam na placa que contém p, isto é, F, intersecta .J
em uma infinidade de pontos, digamos

F,nJ=A{z,;n € N}

e tome JNU = U J,, onde J, é um segmento aberto e J, NJ, =0, se r # s.
reB
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Como para todo n € N, existe um segmento (z,,y,) C UnNJ com z, # Yn, € temos
para todo n € N que z,, é extremo de algum intervalo J,, » € B. Portanto, B é
infinito.

Assim, como o niimero de componentes conexas de J N U é infinito, pois para cada
r € B, J, é um segmento aberto e B é infinito, e como no méaximo duas destas
componentes conexas podem ter algum dos extremos em U , podemos supor que
para todo r € B os extremos de .J, estao contidos em OU retirando de {Jr}rep as
componentes que nao satisfazem tal propriedade.

Afirmagio 2: A saturacio de J, em F ¢ igual a U.
De fato, pelo Lema 3.38, F(J,) a saturagao de J, em F é aberta em U.
Mostraremos que F(J,) é fechado em U.

Seja y € F(J,), entao existe {y, tnen sequéncia de pontos em F(.J,) tal que

Como y € UeUé uma componente conexa entao F, C Ue pelo Lema 3.38 existe
uam vizinhanca W C U de F,, saturado por F, tal que F|w é equivalente a
folheagao produto (—1,1) x F),.

Uma vez que y, € W para n sufiecientemente grande, segue entao que J. N W # (),
pois y, € F(J,) e W é saturado por F. Além disso, como os extremos de J, N W
estao contidos em OW, entao J, intersecta todas as folhas de W e entao y € F(J,.).

Portanto, F(J,.) é aberto e fechado em U, que é um conexo, ou seja, F(J,) = U.
Concluindo a Afirmagao 2.

Dessa forma, vimos que toda folha F’ em U intersecta J em uma infinidade de
pontos, no entanto, J e F’ sdo compactos e J é transversal a F, temos assim uma
contradigao. Portanto, U = (), concluindo o Passo 1.

Assim, como OU = () e M é conexo, segue que U = M.

Passo 2: Todas as folhas de F sao difeomorfas.

De fato, seja L uma folha de F, e definamos

Up ={x € M; F, é difeomorfa a L}.

Pelo Lema 3.38, Uy, e M — Uy, sao abertos em M. Como M é conexa segue que

U, =M.
Passo 3: Existe uma submersao C", f : M — S! de modo que as folhas de F sao
da forma f~'(w), w € S*.

De fato, pelos Lemas 3.41 e 3.42 existe uma curva fechada v : St — M transversal
a F tal que (S') intersecta cada folha de F em um tinico ponto.

Assim, definimos

1

f: M — S
p — flp)=~""(F,n~(5"),



3.6. Estabilidade Global: Caso Geral 49

que é uma submersao e como M é conexa temos que as folhas de F sao os conjuntos
fHw), we St

Concluindo, portanto a demonstragao do teorema.

3.6 Estabilidade Global: Caso Geral

Traremos agora o Teorema de Estabilidade Global para o caso geral, ou seja, a
folheacao F aqui considerada serd de classe O, codimensao um e nao necessariamente
transversalmente orientavel, como estudado no teorema anterior.

Teorema 3.44. Se F ¢é uma folheacdo de classe C' e codimensdo um de uma variedade
compacta conexa M e F' € uma folha compacta de F com grupo fundamental finito, entao
todas as folhas também sao compactas com grupo fundamental finito.

Demonstracao. Podemos comegar supondo que JF nao é transversalmente orientavel, pois
se fosse o Teorema 3.43 ja garantiria o resultado.

Assim, seja P um campo de linhas, ou seja, um campo de k — planos com k = 1, e tal que
P é transversal ao campo de planos de codimensao 1, tangente as folhas F.

Tome 7 : M — M o recobrimento duplo orientavel de P. Como P nao ¢ orientavel, pois
JF nao ¢ transversalmente orientavel, segue que M ¢ conexo. Consideremos a folheacao
7 (F) em M e como 7 leva as folhas de 7*(F) em folhas de F, temos que 7*(F) tem dois
tipos de folhas, o primeiro tipo sdo folhas F* de 7*(F) tais que 7|p« : F* — 7w(F*) é um
difeomorfismo e o segundo tipo sao folhas F* tais que m|p« : F* — w(F*) é um
recobrimento de 2 folhas . Em qualquer um dos casos as folhas de F serao compactas e
com grupo fundamental finito.

O
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4 Exemplos e Construcoes Basicas

Neste capitulo apresentaremos algumas construgoes basicas de variedades e que
envolvem folheagoes.

4.1 Colagem de Variedades com Bordo

Sejam M uma variedade suave de dimensao n e (U, ¢) uma carta folheada, ou seja,
U é um conjunto aberto em M e ¢ : U — o(U) = Uy x Uy, Uy e Uy sao subconjuntos
abertos de R™ e R™"™™ respectivamente.

Definicao 4.1. Para cada x € Uy definimos uma transversal da carta (U, ) como sendo
o conjunto

Sz = (,0_1<{l’} X UQ)
Além disso, aos sequintes conjuntos

0.U = ¢ " (Uy x (0U,))

OnU = o H((OU}) x Uy),
chamamos de fronteira tangencial e fronteira transversal de U, respectivamente.

Definigao 4.2. Seja {(Uy, ©a)}acr uma folheagio. Definimos a fronteira tangencial de M
como sendo

O M = U 0;U,
acl
e a fronteira transversal de M por
amM = U amUa.
acl

Sejam M, e M;y duas variedades com bordos compactos e de mesma dimensao n e
f: OM; — OM, um difeomorfismo de classe C°.

Consideremos a seguinte relacao de equivaléncia na unidao disjunta M; U My:

r =y ou
r~y <= x€0IM ey= f(x)ou
r€0Myey= fx),
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em outras palavras, cada ponto é associado a sua imagem ou pré-imagem por f. Definimos
o espacgo adjunto
M:M1UfM2 I:M1|_|M2/N.

Teorema 4.3 (Colagem do Bordo). O espago adjunto My Uy My é uma variedade.

Demonstracao. Sejam q : My U My — M; Uy My a aplicagao quociente e tome
Oar, 2 OMy % [0,1) — Vi e ¢, - OMy x [0,1) — V3 vizinhangas colares dos respectivos
bordos, como no Teorema da Vizinhanca Colar de Bordo, Teorema 2.14.

Tome V = q(V; U V3) que é uma vizinhanga de ¢(0M;). Consideremos

w: My — M1UfM2

io: My — M,y Uf M,

e defina a aplicacao

¢28M1X<—1,1)—>VCM1U]0M2

pondo
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i1(¢M1(x> _t))7 t<0
Ul t) =
i2<¢M2(f(x)vt))7 t=>0,

claramente 1) é um homeomorfismo sobre V. Portanto, M; Uy M, é uma variedade.

]

Sejam M; e M, variedades com folheagbes respectivas F e Fa de classe C" e ambas
de codimensao 1.

Tome S C 0, M; e S; C 0,.M, unides de componentes da fronteira tangencial.
Consideremos o difeomorfismo f : Sy — Sy e M = M; Uy M.

Definicao 4.4. Seja F uma folheagcio de uma variedade suave M, de classe C" e de
codimensao 1. Seja L uma folha em 0. M, x € L e consideremos f; € H(L,z) como germe
em 0 € [0, 00) de difeomorfismos locais C™, f,. Se para cada f, € H(L,z) tivermos f.(0) =
1 e fi™(0) =0, para todo 1 < m < r, dizemos que a folheagio F ¢é infinitesimalmente
C"—trivial na folha L.

A seguinte proposicao garante que tal estrutura diferenciavel sera de classe C",
mesma classe das estruturas diferenciaveis de M; e M, e o leitor pode encontrar sua prova
em [5].

Proposicao 4.5. Se F; e F» sao folheacoes infinitesimalmente C™—triviais ao longo de
cada compomente de S1 e So, entdo existe uma estrutura diferencidvel C" concordando em
M, e My com as respectivas estruturas, tal que a folheacio F = F1 Uy Fo de My Uy My €
de classe C".

4.2 Transversais Fechadas

Seja F uma folheagdo de codimensao ¢ de uma variedade M.

Definicao 4.6. Uma transversal fechada a F é uma subvariedade compacta, conezxa,
suavemente mergulhada S — M de dimensao q, sem fronteira e transversal a F em toda
a 1ntersecao.

Teorema 4.7. Sejam F wuma folheacao transversalmente orientdvel de codimensdo 1 e
J C M um arco compacto, suavemente merqulhado, transversal a F em toda intersecdo e
tal que 0J C F, F folha de F. Entao existe uma transversal fechada a F intersectando
exatamente as mesmas folhas que J.

Demonstragio. Seja 0J = {xo,z1} e suponha que x; < xy. Cosidere A : [0,1] — F um
mergulho C! com A\(0) = zg e A(1) = z;.

Assim, )\ x J forma um laco, isto ¢, um caminho fechado em M, que é C* por partes,
transversal a F ao longo de J e tangente a F ao longo de A, ja que ([0, 1]) C F, que é
uma folha de F.

Tome uma vizinhanga simplesmente conexa Py de A([0,1]) em F. Tome também uma
vizinhanga coordenada fechada W = P x [—2,2] tal que P, é a placa P x {0}.
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Consideremos J decomposto em dois subarcos compactos J = J; * Jy, onde Jy C W, o
ponto inicial de J; sendo 1, o ponto final de Jy sendo zg e Jo N J; = {w}.

Escolhemos coordenadas (z,y) em W = P x [—2,2] de modo que

JOZ{(I07y); OS?JS 1}7

ou seja, w = (xg, 1) e g = (20, 0).

Seja I : [0,1] — P um caminho tal que A(t) = (I(¢),0). Assim, definimos

7: [0,1]

, W
t

_>
— 7(t) = (I(t),1 — 1)

como sendo um arco transversal a F que comeca em 7(0) = w e termina em 7(1) = ;.

-'—-‘ /‘\'

xy = (1, 0) T = {xg 0)

a1

Portanto, tomando o = J; * 7 é uma transversal fechada. Fazendo uma arredondamento
em w e x1 de forma a torna-los pontos onde héa diferenciabilidade, teremos um lago cuja
resultante é uma circunferéncia S suavemente mergulhada e transversal a F. Note
também, que da construcao temos que S intersecta as mesmas folhas que J intersecta.

O

4.3 Folheacdo Suspensao

Nesta se¢ao iremos definir a folheagao suspensao, que ira ser estudada com mais
detalhes no Capitulo 6 deste trabalho.
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Sejam X e B variedades suaves conexas compactas e ¢ : I' — Diff(X) uma agao
de I" em X, onde I' é um grupo isomorfo a m (B, by), com by € B.

Logo, como I' é isomorfo a 71 (B, by) e pela Proposigao 2.35 m (B, by) é isomorfo ao
grupo de transformagao de recobrimento Deck(B), onde B é o recobrimento universal de
B, segue entao que I' age em B através de transformagoes de recobrimento.

Definindo

I'x(BxX) — BxX
(9,(b,x)) = (9-b, ®(g)z),

temos uma acao de I' em Bx X.

De fato,

e id-(b,x) = (b,x);

« g (h-(b,x)) = g- (h(b), ®(h)z) = (9(h(b)), D(g)(®(h)x)) = g o h - (b,x).

Além disso, pela Proposicao 2.38 a acio de I' em B é livre e pela Proposicao 2.40
I' age propriamente em B. Entao a acao de ' em B x X também é livre e propria.

De fato,

o A acao é livre:

Imediato que T,y = {g € T; g (b,) = (b,2)} = {e} para todo (b,z) € B x X,
uma vez que I'y = {g € I'; g - b = b} = {e}, para todo b € B.

o A acao é propria:

Pela Proposicao 2.40 temos que a agao de I' em Bé prépria, ou seja, dado b € B
existe U vizinhanga de b tal que g-UNU = (), para todo g € T'—{e} e para b, i/ € B
nao estando na mesma ['—érbita, existem vizinhangas V de b e V' de V' tal que
(g- V)NV’ =10, para todo g € T

Assim, para cada (b, x) € B x X basta tomar a vizinhanca U x X de (b, x) que o
resultado segue.

Portanto, como a acgao de I', que é um grupo de Lie, em Bx X é livre, propria e
suave, segue pelo Teorema da Variedade Quociente 2.42 que

Mg = (B x X)/T ={I'- (b,z); (b,z) € Bx X}

é uma variedade.

_ Assim, a folheagio produto F = {Bx{z}},ex induz através da aplicacio quociente
q: BxX — Mg uma folheagao Fp em Mg que é a folheacao que chamaremos de folheacao
suspensao.
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A seguir veremos um exemplo de folheagdo suspensao para fixar ideias.

Exemplo. Consideremos Y5 o bitoro e (31, o) seu grupo com ponto base em zy e com
a operacao [o] % [T] = [T + o], ou seja, caminha-se primeiro por 7 e depois por o.

Além disso, m (29, bp) € gerado por lagos o1, 09, 03 € 04, que satisfazem a seguinte relagao

1

orxoyt ko xoy =030y k05! % 0o (4.1)

Ao cortarmos Y5 ao longo destes 4 lagos, a figura resultante é um octdgono O, pois ao
fazer o corte, cada lago dara origem a duas ramificacoes que sao segmentos de reta, ou
seja, teremos 8 segmentos de reta e 8 pontos, e que neste caso iremos considerar no plano
hiperbdlico.
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Quando um ponto z € o; denotaremos as duas pré imagens de z em o;" Uo; por z* € o},

Sejam fi, f» € Diff!, (S') o espaco de difeormorfismos de classe C" em S* que preservam
orientacao, e definimos uma identificacio em @ x S* por

(=" A);

Se z € g4 entao (z7,vy)

(=", f2(9));

Se z € o3 entao (27, vy)

Se z € 01 Uoy entdo (27,y) = (21, y).

Seja p : H — 35 o recobrimento universal do bitoro, onde H é o plano hiperbdlico e seja
I' o grupo de transformacoes de recobrimento de H.

Ja sabemos que I' é isomorfo a 7 (X2, by) e sabemos também que I' age em H através de
transformacoes de recobrimento.

Defina

D 71'1(22,1:0) — Dlﬂ:_(sl)

da seguinte forma

h(o1) = f1
h(o2) = fa
h(o3) = id
h(oy) = id

que é um homomorfismo de grupos, pois respeita a relacao 4.1.

Defina em H x S! a relacao

(z9) ~ (Z) =2 =g zey =2(9)(y),
para algum g € I'.

Definimos entdo uma acao de I' em S! dada por

rxst — St

(9:9) — g-y=29)(v),
e assim temos bem definida a acao

I'x Hx S — HxS!
(9,(zy) > (9-2,2(9)(y)),

e note que ~ é uma ¢é uma relacao de equivaléncia cujas classes de equivaléncia sdo as
['—orbitas, pois
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[(z,y)] = {(Z,Y); (Z,¢) ~ (z,9)}
= {(Zy): Z=g-zey =2(9)(y), g T}
= {g9-(z,y);9€T}

=TI (Z7y)'

Portanto, obtemos a variedade

Mg = (H x S")/T.

Além disso, note que a folheagao produto {H X {y}},es1 de H x S* é invariante sob a
acao de I', e entdo induz uma folheacao de Mg

O seguinte resultado serd uma ferramenta 1til para compreendermos a construgao
que sera apresentada no capitulo 6. Nao obstante, nos absteremos de sua prova por nao
fazer parte do escopo do trabalho. O leitor pode encontrar sua demonstracao em [5].

Proposicao 4.8. Existe uma projecao de fibrado p : My — B que torna (Mg, p, B, X)
um fibrado.
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5 O Pseudogrupo de holonomia

Neste capitulo X denotard um espago topolégico e denotaremos por Homeo(X) a
familia de todos os homeomorfismos entre conjuntos abertos de X. Iremos também supor
que M é paracompacto.

5.1 Pseudogrupos

Se g € Homeo(X), entdo D, denotard seu dominio e R, = g(D,).

Defini¢ao 5.1. Um subconjunto G de Homeo(X) é dito ser um pseudogrupo se satisfaz
as sequintes condigoes:

1. Seg,h€ G e Ry, C Dy entio goh € G;

2. Sege G entiogtegq;

3. g9lveGsegeGelUC Dy é aberto;

4. Se g € Homeo(X), U é uma cobertura aberta de D, e gl € G para qualquer U € U,
entao g € G;

5. idx €G.

Se dois pseudogrupos G e G’ € Homeo(X) sao tais que G C G', entdo G é dito um
subpseudogrupo de G'.

Para qualquer conjunto I' C Homeo(X) satisfazendo

{DyURy; geT} =X

existe um tunico menor pseudogrupo G(I') contendo I': g € G(I") se, e somente se,
g € Homeo(X) e para qualquer x € D, existem g1, g2, ..., g, € [, expoentes ey, es, ..., €, €
{£1} e uma vizinhanca aberta U de x tal que U C D, e

glv = (91" 0 g5*o...0g)|v.

Defini¢ao 5.2. O pseudogrupo G(I') é dito ser gerado por I' e se ' é finito entao G(I') €
dito finitamente gerado.

Seja Homeo(X,Y') o conjunto de todos os homeomorfismos ¢ : Dy, — Ry entre
abertos Dy C X e Ry C Y.

Definigao 5.3. Um conjunto ® C Homeo(X,Y) € um morfismo de G um pseudogrupo de
Homeo(X) em H um pseudogrupo de Homeo(Y') denotado por ® : G — H se

1. U D¢ :X,'
ped
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2. pogop~t € H, para todo g € G, e todos ¢, € P.

Dizemos que ® é um isomorfismo se @1 := {¢~1; ¢ € ®} é um morfismo de H
em G.

Definigao 5.4. Seja M uma variedade diferencidvel de classe C" e de dimensdo n. Um
atlas folheado de dimensao p em M ¢é um atlas maximal A de classe C" que decompoe M
em subvariedades conezxas tal que para qualquer x € M existe uma carta diferencidvel de
classe C" ¢ : U — @(U) = Uy x Us, onde U é vizinhanga de z, Uy, Uy sao bolas abertas
de RP e R"P, respectivamente e satisfaz a sequinte condicao:

o para qualquer L de A as componentes conezas de LNU sio da forma ¢~ 1(U; x {c}),
CcEc UQ.

Definigao 5.5. Um atlas folheado A de dimensao p de uma variedade M de dimensdo n,
¢ dita ser nice se tivermos que

1. A cobertura {Dy; ¢ € A} € localmente finito;
2. Se p € A entio Ry = ¢(Dy) C R™ é um cubo aberto;

3. Se ¢, € AeDyNDy #0, entio existe (D, @) € A tal que R, é um cubo aberto,
Dgo DD¢UD¢, €¢ZQD|D¢.

Se as condigoes acima sao satisfeitas, também dizemos que a cobertura de M por
dominios Dy, € nice.

Lema 5.6. Toda folheacio F de uma variedade M admite uma cobertura nice.

Demonstra¢ao. Podemos supor que para cada sistema de coordenadas ¢, R4 ¢ um cubo.
Seja U uma cobertura aberta de M por todas as vizinhancas coordenadas de cartas em F.
Por hipétese M é paracompacto, entao existe cobertura aberta localmente finita U’ C U
de M tal que para todo V C U’ existe U € U satisfazendo que

U{Wel; WNV £0} CcU. Tome V el e U € U que satisfazem esta condigdo e

consideremos também (U, ¢) € F e F' a folheacao de todas as cartas da forma ¢y .

Se ¢|v € F' podemos encontrar uma cobertura localmente finita de Ry, por cubos
abertos ) C Ry, juntamente com os fechos e tome F” o atlas de todas as restri¢cdes das

cartas @|y a conjuntos da forma (¢|y)™1(Q). Assim, F” e U" = {Dy; ¢ € F"} sdo nice.
O

5.2 Pseudogrupo de Holonomia

Seja U uma cobertura nice de uma variedade M com folheagao F.

Para U € U, seja Ty o espago das placas de F contidas em U e munido com a
topologia quociente: dois pontos u;, us € U sao equivalentes se, e somente se, pertencem
a mesma placa.
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Definicao 5.7. A uniao disjunta

é dita ser uma transversal completa para F.

Definigao 5.8. Dados dois conjuntos U, V € U tais que UNV # B seja Dyy o subconjunto
aberto de Ty de todas as placas P de U tais que PNV # (). Definimos a holonomia entre

UeV

hVU Dyy — Ty
por
hyy(P) = P’ <= as placas P C U e P' C Vse intersectam.

Pela condicao 3 da definicado de cobertura nice, esta aplicacao estd bem definida.
De fato, qualquer placa de U intersecta no maximo uma placa de V. E mais, todas as
holonomias hyy, U, V € U geram um pseudogrupo H em 7', chamado pseudogrupo de
holonomia de F.

Proposigao 5.9. Os pseudogrupos de holonomia H e H' correspondentes as coberturas
nice U e U' de uma variedade M com folheagio F sao isomorfos.

Demonstracao. Suponha que U’ é subordinada a U e tome U” = U UU’, que é nice. Seja
O ={hohf;yoh; he H e H 6 Uel, U el talque U CU e hj;, € H'}

onde H” é um pseudogrupo de holonomia associado a cobertura U”. Temos que ® é um
isomorfismo ente H' e H. De fato, dados quaisquer dois pontos em T = |_| Ty que

veu
pertencem a mesma, folha, existe uma holonolia h € H que liga estes pontos, e portanto os
dominios das aplicagdes de ® cobrem T" = |_| Ty e as imagens das aplicacoes de @

U'el!
cobrem 7.

De maneira geral, se U e U’ sao duas coberturas nice quaisquer, existe U” cobertura nice
subordinada a U e U’, entao H e H' sao isomorfos a H” e portanto isomorfos entre si.

]
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6 Suspensoes

Seja M uma variedade Riemanniana compacta com métrica e folheacao F.
Fixamos as seguintes notacoes:

e Pr(x,r)={v:1 — F,; 7 suave por partes com comprimento menor ou
igual a re v(0) = z};

e Pr(x) = rgOP]_‘<I’,T);

« (TrF)(r) ={ve Ty Fll <}
* Di(z,r) = eap((T;F)(r)),

onde T:-F é o complemento ortogonal de T, F em T, M. Fixamos também uma constante
k > 0 que seja suficiente pequena de modo a satisfazer que para todo
v € M, exp|(r.r)w) ¢ transversal a F.

Definicao 6.1. Seja Fol,(M) o conjunto de todas as folheagoes suaves de mesma codi-
mensao q em M e munido com a distancia

d(F,G) = maz (T, F,T,G),

para F,G € Fol (M), onde p é a distancia entre dois subespagos Vi e Vo de T, M definida
por

p(V1, V2) = maz{min{[lv — wl|[;w € Va,[|w|| = 1};v € Vi, ||v]| = 1}.
Definicao 6.2. Seja L uma variedade Riemanniana conexa tal que dim(L) = dim(F) e

¢ : L — M uma imersdo isométrica. Para § > 0, dizemos que (L) é uma §—pseudofolha
de F se para todo x € L

p(T¢>(x)]:’ 90*,90<TJ»‘L)) < 57

onde Ty F € o espago tangente a folha de F que contém o ponto p(x), no ponto p(x),

ou seja, Tsp(x)]: = Tsp(x)F@(x).

Observagao. Denotaremos (L) apenas por L.

Seja dp > 0 suficientemente pequeno de modo que se ¢(L) é uma dy—pseudofolha
entao exp|rL gy ¢ transversal a (L), para todo x € M.
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Definicao 6.3. Sejam 0 < 6 < §g e0 < € < k. Uma d—pseudofolha L de F com ponto base
em xq € dita ser e—tracejada por uma folha F' de F com ponto base yo se xog € D (yo, k)N L
e se para toda curva v € Pr(yo) existe uma curva 7 : [0,1] — L com 7(0) = zq tal que
(t) € Dy(y(t),e) para todo 0 <t < 1.

Definicao 6.4. Uma folheacao F é dita ter a propriedade tracejante de pseudofolha se
para todo € > 0 existe d > 0 tal que toda 6—pseudofolha é e—tracejada por alguma folha
de F.

Analogamente, definiremos a propriedade tracejante para uma pseudo-érbita. Para
tal, sejam X e B variedades Riemannianas compactas e conexas, I' um grupo isomorfo a
m(B,by) e @ : I' — Diff(X) uma agao de I' em X, ou seja, & ¢ um homomorfismo de
grupos.

Pela Proposicao 2.41 existe {g1, g2, . - ., g»} um conjunto finito de geradores de T.

Definigao 6.5. Uma familia {x,}ser de pontos em X € uma d—pseudo-drbita de @ se

d(®(gi)(2g), Tg,9) <9,

para todo g € T' e 1 < <r.

Figura 1 — Exemplo de uma pseudo-érbita

Definigao 6.6. Uma d—pseudo-orbita {z,}ser € dita ser e—tracejada por uma orbita
I' y={P(9)(y) }ger de ® passando pory € X se

d(g, ®(9)(y)) <,

para todo g € T'.

Definicao 6.7. Uma acao ® € dita ter a propriedade tracejante de pseudo-orbita se para
todo € > 0 existe 6 > 0 tal que toda d—pseudo-orbita é e—tracejada por alguma orbita de
.

Consideremos a folheacio suspensdo Fgp definida na segao 4.3. Seja 7 : B—B
a aplicagao de recobrimento do recobrimento universal B em B e fixe um ponto base
b(e) € B tal que m(b(e)) = by e para g € I' denotaremos b(g) = g(b(e)).
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Identificamos p~!(by) com X por poof~! ondep, : BxX — B, py : BxX — X,
f = dlpepyxx e p: Mo — B é a projegao do fibrado tal que po g =mop;.

6.1 Sombreamento

O nome desta se¢ao se deve ao fato da propriedade tracejante de pseudo-orbita
também ser conhecida como a propriedade de sombreamento e por estarmos definindo
uma propriedade analoga para pseudofolhas.

Com as notagoes fixadas neste capitulo, temos o seguinte resultado que relaciona a
folheacao suspensao Fg e a agdo P.

Teorema 6.8. A acio ® tem a propriedade tracejante de pseudo-drbita se, e somente se,
Fo tem a propriedade tracejante de pseudofolha.

Demonstracao. Inicialmente, note que por m : B — B ser uma aplicacao de recobimento
suave segue que 7 ¢ uma imersao suave, logo pela Proposicao 2.19 temos a existéncia de
uma distancia dz em B induzida pelo pullback da métrica Riemanniana de B por 7.

Defina V, = {b € B; dz(b,b(g)) < dz(b,b(h)), para todo h € I'} e seja U, uma
vizinhanga aberta de raio n > 0 de V,. Logo, {Uy; g € I'} é uma cobertura aberta
localmente finita de B.

Tome 1 > 0 suficientemente pequeno para que b(e) pertenca somente a U, e seja
{Ag; g € I'} uma particao de unidade subordinada a {Uy; g € I'}, que de fato existe pois
B ¢é variedade suave.

Suponha que Fg tem a propriedade tracejante de pseudofolha, ou seja, para todo € > 0
existe ¢ > 0 tal que toda ¢’—pseudofolha é e—tracejada por alguma folha de Fg.

Tome uma d—pseudo-6rbita {z,; g € I'} de @ e defina a seguinte funcao
[T BxX — R

onde (b, z) = > Ag-1(b){dp((b, ), (b, (g~ ")z,))}* e dp disténcia em {b} x X.

gel
Fazendo ¢ suficientemente pequeno, para cada b € B temos que (b, x) é estritamente
convexa em x e tem um minimo em um tnico ponto que denotaremos por s(b), que
depende suavemente de b e assim definimos a funcao suave

s: B — BxX
b —

s(b).

Por construgio, temos que s(B) contém os pontos (b(g~!), ®(g~")x,), para todo g € T,
pois se ¢' € I com g # ¢’ e como {\;}4er é uma particao de unidade, entao
suppAy—1 C Uy—1 mas b(g™") ¢ Uy—1 logo A\y-1(b(g™")) = 0, implicando que
u(b(g™"), ®(g7")x,) = 0. E ainda, note que s(B) é conexo pois s é suave e B é conexo.

Pelo Teorema 2.43 temos que a aplicagao quociente q : BxX — Mg é uma aplicagdo de
recobrimento suave, logo é uma imersao, assim temos que a imagem ¢(s(B)) é uma
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subvariedade imersa de Mg e podemos também supor que se {z,} é uma §—pseudo-orbita

de ® entdo ¢(s(B)) é uma ¢ —pseudofolha de Fg.

Assim, pela propriedade tracejante da pseudofolha de Fg e por 0’ > 0 temos que existe
uma folha F' de Fy que e—traceja q(s(B)) e portanto, a ®—érbita F' N p~'(by) e—traceja
q(s(B)) Np~'(by). Note que F Np~'(by) de fato ¢ uma ®—orbita pois F =T - (B x {z})

para algum zy € X, logo

Fpi(b) =T (Bx{z})NT-({be)} x X) =T ({ble)} x - zp).

No entanto, note que pela sua identificagao com X, os pontos de p~!(by) sdo da forma
q(b(e), z) para algum x € X. Logo, devemos ter que b(g~!) = b(e) e assim g~! = e, pois
tinhamos que > 0 foi tomado de forma que b(e) estivesse somente em U,, logo

a(s(B)) Np~*(bo) = {a(ble), ) }ger = {zy}ger,

onde a tltima igualdade segue da prépria identificagao p~'(by) com X por
P2 © (qgp(e)yx x) ! Portanto, ® tem a propriedade tracejante de pseudo-érbita.

Suponha que ® tem a propriedade tracejante de pseudo-érbita e seja € > 0 dado. Tome
0 < ¢’ < & de modo que para todo x,y € X com d(x,y) < 2¢’ e para todo b € U,, a curva
de menor comprimento em B x X comecando em (b, z), perpendicular a U, x {z} em
(b, x) e terminando em um ponto de B x {y} tenha comprimento menor que 5

Como ® tem a propriedade tracejante de pseudo-6érbita, entdo em particular para este &’
existe dpo > 0 tal que toda dpo—pseudo-6érbita de ® é &/ —tracejada por alguma érbita de
®. Assim, tome dpr de modo que as seguintes condi¢oes sejam satisfeitas.

1. Se L é uma épr—pseudofolha de Fy, entdo L é transversal as fibras de p e
LN p~Y(by) é uma po—pseudo-érbita de ®.

2. Seja L uma dpr—pseudofolha e L uma componente conexa de ¢~!(L). Entao, para
todo z € X com d((b(e),z), ({b(e)} x X)N L) < € e para todo b € U,, a curva de
menor comprimento comegando em (b, x), perpendicular a U, x {z} em (b,x) e
chegando em um ponto de L tenha comprimento menor que ¢.

Assim, tome L uma dpp—pseudofolha de Fg. Entao por 1 temos que
LNpt(by) = {x,}ger e como ® tem a Propriedade Tracejante de Pseudo-érbita existe
uma orbita O = {®(g)(z)}ger de ® tal que

d(®(9)z, z4) < €,
para todo g € I'.

Sejam F' a folha de Fg correspondente com O e La componente conexa de ¢~!(L) que

contém (b(e), x.). Como ({b(e)} x X)Ng(L) = (b(e), z,) para cada g € I' entao segue que
d((b(e), ®(9)z), ({b(e)} x X)Ng(L)) = d((ble), ®(g)), (b(e), ,))
< d(®(g9)x, xy)

< ¢
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entao por 2, para todo g € I e b € U,, a curva de menor comprimento comegando em
(b, ®(g)x) perpendicular a U, x {®(g)x} em (b, ®(g)x) e chegando em um ponto de g(L)
tem comprimento menor que €.

Como a acdo de I' em B x X é uma isometria e como {g~ (U, x {®(g)z})}ser ¢ uma
cobertura aberta de B x {x} segue entdao que L é e—tracejada por F. Portanto, Fg tem a
propriedade tracejante de pseudofolha.

]

6.2 Semiestabilidade

Definigao 6.9. Uma folheagio F € Fol,(M) é dita ser semiestdvel se para todo € > 0
existe § > 0 tal que para qualquer folheagio G € Fol,(M) com d(F,G) < § existe uma
aplicacao continua f : M — M tal que

1. Se G é uma folha de G entdo f(G) = F ¢é uma folha de F.

2. dco(f, ZdM) = Tmfle{%\%’ dM(f<ZL’>,.T) < eE.

Defini¢ao 6.10. Uma ag¢io @ : I' — Diff(X) é semiestdvel se para todo € > 0 existem
vizinhangas U; de ®(g;), 1 <i <r, satisfazendo que para qualquer agio W : T' — Diff( X)
com V(g;) € U;, 1 <i <r, existe uma aplicagio continua h : X — X tal que

hoW(g) = ®(g)oh,
para todo g € I' e dx(h,idyx) < €. Neste caso, h é chamada semiconjugagdo.

O seguinte resultado sera utilizado para demonstrarmos a propriedade de semiesta-
bilidade, o leitor pode encontrar sua prova em [9].

Lema 6.11. Seja © : I' — Dif(X) uma agao suave. Entdo para qualquer vizinhanga
V de Fo em Fol,(Ms) existem vizinhangas U; de ®(g;) em Dif(X) para todo 1 <1i <r
com a propriedade que para qualquer acio V¥ : T' — Diff(X) com V(g;) € U; para todo
1 <4 <r existe um difeormorfismo que preserva fibras ¢ : Mg — My tal que ¢*Fg € V.

Teorema 6.12. A acio ® € semiestdvel se, e somente se, a folheacio Fe € semiestdvel.

Demonstracao. Suponha que ® é semiestavel e tome G folheacao obtida por uma
perturbacgao da suspensao, de forma que G é transversal as fibras e entao G determina
unicamente uma acao ¥ de I' em X = p~*(by).

Como ¥ esta proxima de @, segue da semiestabilidade de ® que existe
h:p~t(by) — p~t(by), proximo a identidade tal que

hoW(g) = ®(g)oh,
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para todo g € T

Para cada b € B consideremos um caminho qualquer

v:I — B,

tal que v(0) = by e y(1) = b.

Para cada z € p~'(b) tome ; o levantamento de v a uma curva em G

’)/1:[—>Fg,

com (1) = z, onde Fg é uma folha de G. Consideremos também o levantamento de -, a
uma curva vy, em Fg

72 - I — F]:qn
com 7,(0) = h(y1(0)), onde Fx, é uma folha de Fg. Note que a semiconjugacao garante
que 72(0) estd em uma folha de Fg.
Definindo

H: Mq; — Mq;
z +— H(z) =%((1)

temos que H é continua, proxima a identidade e tal que H(G) = Fs, portanto Fg é
semiestavel.

Reciprocamente, suponha que Fg ¢é semiestavel. Tome ¥ uma perturbagao de ®. Entao,
pelo Lema 6.11 existe um difeomorfismo que preserva as fibras

gDiMq)—>M\p,

tal que ¢*Fy estd proximo a Fgp.

Mas como Fg ¢ semiestavel existe uma aplicagao continua H : Mg — Mg proxima da
identidade tal que H(¢*Fy) = Fo, pois ambas sao folheagdes em Mg e que possuem
mesma codimensao.

Tome U uma vizinhanca de by € B de forma que ¢*Fy|,-1(y € Folp-1(v) sdo folheagdes
produto e que se x € p~!(by) = X entdo H(x) € p~'(U).

Entdo, para todo z € p~!(by) existe um tnico ponto digamos h(z), em p~!(by) tal que
H(z) e h(x) estdo na mesma folha de Fg|,-1(1). Logo, temos que h: X — X é uma
aplicacao continua que satisfaz a composicao.

6.3 Expansividade

Definicao 6.13. Uma folheacao F € expansiva se existe uma constante 0 < ex < k com a
propriedade que para quaisquer x € M ey € D, (x,ex) — {z} existe uma curva v € Pr(x)
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que € levantada a uma curva 5 € Pr(y) tal que ¥(1) ¢ Dy (v(1),ex).

Defini¢ao 6.14. Uma agio ® : I' — Diff(X) é expansiva se existe uma constante e > 0
com a propriedade que para qualquer dois pontos distintos x,y € X, existe g € I' tal que

d(®(g)(z), ®(9)(y)) > .

Teorema 6.15. A acio ® € expansiva se, e somente se, a folheacio Fe € erpansiva.

Demonstracao. Suponha que a folheacao suspensao Fg € expansiva com constante de
expoansividade e < k. Sejam x, y quaisquer dois pontos distintos em X = p~*(by). Vamos
apenas considerar o caso onde dy(x,y) < e, pois caso contrario bastaria tomar g = id e
teriamos a expansividade ® verificada.

Pela expansividade de Fg, existe v € Pr, (z) tal que o levantamento 5 € Pr, (y) de v
satisfaz ¥(1) ¢ D, (v(1),e).
Defina
T = sup{to; 7(t) € D, (7(t),e), para todo 0 <t <y},
e note que por hipotese 0 < T < 1.

Tome F um dominio fundamental compacto em B para a acao I" tal que b(e) € F e que o
didmetro de F' nao seja maior que o didmetro de B. Levantamos 7 a uma curva
(7,z) : I — B x X de modo que 5(0) = b(e).

Afirmagao: existe uma constante n > 0 tal que para qualquer g € I', z,y € X e b € g(F)
se B x {y} intersecta D, ((b, ), e) entao

dy(g)xx ((b(9), ), (b(9),y)) > n.

De fato, por hipétese B x {y} intersecta 0D, ((b,x),e) entdo a distancia de qualquer de
(b,x) a (b,y) para qualquer b € g(F), deve ser maior que n para algum n < e. Em
particular, para b = b(g) = gb(e).

Assim, como §(7T') € g(F') segue que
dy(g)xx ((b(g), ), (b(g), ¥)) > 7
e uma vez que a acao de I' em Bx X é isométrica, temos

dy(g)xx ((b(9), ), (b(g), y)) > n
= dye)xx (97 (0(g),2), 97 (b(g),y)) > 7
= dyexx((g7 gb(e), ®(g7)(x)), (97 gble), 2(g7 1) (y))) > 7
= dye)xx((b(e), 2(g7")(2)), (b(e), 2(g~")(y))) > n

e identificando X com {b(e)} x X temos que

dx (®(g~ 1) (x), ®(g7)(v) >n
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mostrando que $ é expansiva com constante de expansividade 7.

Reciprocamente, suponha que ® é expansiva com constante e < k. Mostraremos que a
suspensao é expansiva com a mesma constante e.

Sejam z,y dois pontos distintos de Mg com y € D, (x,e). Tome um caminho qualquer
v € Pr,(x) tal que (1) € X = p~'(bo).

Se 7¥(t) ¢ Dy (v(t),e) para algum t € [0,1], onde ¥ € Pz, (y) é o levantamento de 7,
obtemos o desejado.

Por outro lado, se existe t tal que 7(t) € D, (v(t),e), defina

ambos em X.

Pela expansividade de ¢ existe g € I' tal que

dx(®(9)(z"), 2(9)(y)) > e. (6.1)

Seja 7, um laco em B com ponto base em b, representando g, pois identificamos (B, by)
a I'. Seja também v, € Pr,(2') tal que

POy =Ty
e dessa forma 7,(1) = ®(g)(«') e 7,(1) = ®(9)(v'), onde 7, é o levantamento de 7, a
P]:@ (y/)

Logo, por 6.1 temos que dx(74(1),7,(1)) > e implicando que 75(t) ¢ D, (7,(t),e), para
algum 0 <t < 1.

Assim, temos que a curva v * vy, € Pr,(x) é tal que nao pode ser levantada a uma curva
em Pz, (y) dentro do disco ortogonal, isto é

Fx75(t) & Di((y*7,)(t), e), para algum t

!

Y(t) & Dy (y(t),e), para algum t

7(1) € Di(v(1),e),

I

como queriamos.
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7 Projetos Futuros

Vimos que a expansividade, semiestabilidade e sombreamento da folheacao suspen-
sao Fg implicam na existéncia destas mesmas propriedades na acao ® e vice-versa, ou
seja, as propriedades aqui foram analisadas apenas para um tipo de folheagao, a folheagao
suspensao. Com isso, nos perguntamos se alguma destas propriedades também pode ser
verificada em outros tipos de folheagao.

1. Se F é uma folheacao de codimensao 1 e orientavel onde ha a existéncia de uma
transversal fechada entdo JF possui a propriedade tracejante de pseudofolha?

2. Se F é uma folheagdo de codimensao 1 e orientavel onde héa a existéncia de uma
transversal fechada entao F é expansiva?

3. Se F é uma folheagao obtida por uma colagem transversal entao J tem a propriedade
tracejante de pseudofolha?
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