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Resumo

Seja F' um grupo livre com k geradores independentes. Nos chamaremos um elemento w
de F' de uma palavra. Se G é um grupo, entao dizemos que g € G é um w-valor de G se

*1 Denotaremos o conjunto de todos os

existem ¢y, ..., gx € G tais que g = w(g1, ..., gx)
w-valores em G por G,,. Um simples argumento (veja [8]) mostra que se G ¢é profinito,
entdo w(G) (o subgrupo abstrato gerado por G,,) é fechado se, e somente se, existe [
tal que qualquer elemento de w(G) é um produto de, no maximo, [ elementos de G,,.
O menor dentre os nimeros [ é chamado de largura de w em G. O principal objetivo
deste trabalho é apresentar uma demonstragao de que uma palavra nao trivial w de um
grupo livre F' tem largura finita em todo grupo pro-p finitamente gerado se, e somente
se, w & (F')PF". Além disso, também apresentaremos uma demonstragdo de que que

qualquer palavra w tem largura finita em um grupo p-adico compacto.

Este trabalho é baseado no artigo “On the verbal width of finitely generated pro-p
groups”, de Andrei Jaikin-Zapirain (see [9]).



Abstract

Let F' be a free group on k independent generators. We will call an element w from F' a
word. If G is a group, then we say that g € G is a w-value in G if there are ¢1,...,gr € G
such that ¢ = w(gy,...,gx)™". We denote the set of the all w-values in G by G,. A
simple argument (see [8]) shows that if G is profinite, then w(G) (the abstract subgroup
generated by G,,) is closed if and only if there exists [ such that any element from w(G)
is a product of at most [ elements from G,,. The smallest such number [ is called the
width of w in G. The main purpose of this work is to present a proof that a non-trivial
word w from a free group F' has finite width in every finitely generated pro-p group if
and only if w ¢ (F')PF". Also we will present a proof that any word w has finite width

in a compact p-adic group.

This work is based on the article “On the verbal width of finitely generated pro-p
groups”, by Andrei Jaikin-Zapirain (see [9]).
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Introducao

Um alfabeto é formado por letras e a justaposicao dessas letras forma as palavras. Uma
letra nada mais é do que um simbolo e assim, um alfabeto é um conjunto de simbolos,
entao as palavras sao formadas por justaposicao desses simbolos. Essa é a ideia intuitiva
de uma palavra, do ponto de vista da matematica. De forma mais precisa, uma palavra
S
/ ~ €i; ~ ’
w é uma expressao da forma w(xy,...,x,) = H 372*]-'7 onde x;; sao simbolos e ¢;; = £1. Se

j=1
G for um grupo, entao uma palavra w em G é formada de maneira que os seus simbolos

sejam os elementos de GG. Para cada n-upla g1, ..., g, de elementos de G, w(gy, ..., gn)
assume um valor, o subgrupo gerado por todos os valores assumidos por w é o subgrupo
verbal correspondente a palavra w. Observe que, ao fazer as justaposicoes dos valores
assumidos por w, as palavras resultantes podem ter cada vez mais elementos em sua
composic¢ao, isto é, elas podem ficar cada vez mais “largas”. Pode ser que exista um
limite para esse crescimento, ou seja, a largura de cada palavra é limitada por um
valor. Esse é o caso que nos interessa. Quando G é um grupo arbitrario, ainda é muito
dificil estabelecer critérios gerais relacionados a largura de palavras, em nosso caso

trabalharemos com grupos pro-p.

No capitulo 1 se inicia uma revisao basica de alguns conceitos topolégicos importantes.
Definiremos grupos profinitos, grupos pro-p e grupos uniformes. Estudaremos essas
estruturas de maneira direta. Apresentaremos os resultados mais importantes e daremos

alguns exemplos.

O capitulo 2 introduzird as variedades analiticas para que possamos estudar os
grupos analiticos. Veremos teoremas importantes como a extensao de grupos p-adicos
analiticos abertos e uma caracterizacao dos grupos p-adicos analiticos através de seus
subgrupos abertos. No final do capitulo apresentaremos construgoes de Z, e @, usando
as ferramentas dos dois primeiros capitulos: construiremos Z, como um grupo profinito

e Q, como um grupo analitico.

O capitulo 3 comeca, a principio, de maneira desconexa com os dois primeiros.

Comecamos fazendo uma réapida introducao as dlgebras de Lie e apresentamos a série de



Campbell-Hausdorff. O motivo de estudar essas ideias aparece na ultima secao. Essas
ideias nos permitirao conectar duas estruturas que, em uma primeira leitura, parecem

distintas: grupos uniformes e algebras de Lie.

No capitulo 4 introduzimos formalmente o que sao palavras e subgrupos verbais. Além
disso, veremos algumas propriedades e como os subgrupos verbais se relacionam com
grupos profinitos. Definiremos uma classe de palavras, as N,-palavras, e apresentaremos

alguns resultados que serao tteis no 1ltimo capitulo.

O objetivo de capitulo 5 é concluir o trabalho demonstrando o teorema principal do
artigo de A. Jaikin-Zapirain: w(G) € fechado para todo grupo pro-p finitamente gerado
G se, e somente se, w & (F')PF" para qualquer palavra nao trivial w de um grupo livre
F'. A prova desse resultado sera divida em duas partes. Em uma delas sera apresentada
uma demonstragao de outro teorema importante: se w € uma N,-palavra e G um grupo
pro-p finitamente gerado, entao w(G) € fechado em G. A demonstragao desse teorema
usa nao sO argumentos algébricos, mas analiticos e é exatamente neste ponto que se
torna relevante a correspondéncia entre grupos uniformes e algebras de Lie. Ao final
do capitulo, veremos como é possivel generalizar o teorema principal para os grupos

pronilpotentes.

Os pré-requisitos para o entendimento deste trabalho sao: conhecimentos avancados
em teoria de grupos, teoria dos anéis, topologia geral e, além disso, conhecimentos
bésicos sobre dlgebras, séries de poténcias formais e andlise. E desejavel que o leitor
esteja familiarizado com grupos profinitos, variedades analiticas e algebras de Lie, mas os
trés primeiros capitulos tém o papel de cobrir os conhecimentos necesséarios sobre esses

assuntos.



Lista de Simbolos

o(G) subgrupo de Frattini do grupo G

<, subgrupo aberto

<o subgrupo normal aberto

P,(G) i-6simo termo da p-série inferior de G

F, corpo de ordem p

d(G) conjunto gerador de G com menor cardinalidade
rk(G) posto de G

dim(G) dimensao de ¢

/s anel dos inteiros p-adicos

K[[X]] anel das séries de poténcias formais sobre K
Q, conjunto dos racionais p-adicos

T.X espaco tangente de X em x

[ L colchete de Lie

Q, ((X)) anel das séries de poténcias formais sobre Q,
Guw conjunto dos w-valores

w(@Q) subgrupo verbal de w em G

Gw vocabulério de W em G

W(QG) subgrupo verbal de W em G

CZ produto entrelacado entre C, e Z

Hom(Z,Q/Z) conjunto dos homomorfismos entre Z e Q/Z



Capitulo 1
A classe dos Grupos Profinitos

Sejam K uma extensao algébrica de Galois de um corpo F' e G = Gal(K/F') seu grupo
de Galois. Se K/F tem grau finito, entao a teoria de Galois cldssica nos permite obter
uma correspondéncia entre os subgrupos de GG e corpos intermediarios entre K e F. Se
K/F tem grau infinito, subgrupos diferentes podem corresponder a um mesmo corpo
intermediario. Para solucionar esse problema, define-se uma topologia em G, chamada de
topologia de Krull que nos permite obter uma reformulacao do teorema fundamental da
teoria de Galois e naturalmente introduz a ideia de grupos profinitos (veja [12]). Existem
outras maneiras de observar o surgimento natural da ideia de grupo profinito, mas iremos
apresentar esse conceito de forma independente e como base para o desenvolvimento
deste trabalho.

Vale ressaltar que desenvolveremos os conceitos necessarios para que possamos
concluir nosso objetivo final, sendo assim nao sera viavel enunciar e demonstrar
todos os resultados e consequéncias que serao usados neste capitulo. Para uma maior

profundidade, o leitor pode consultar [14].

Os principais teoremas deste capitulo foram baseados em [4] e [14].

1.1 Definicoes iniciais

De acordo com o que mencionamos anteriormente, grupos profinitos surgem na teoria
de Galois conforme definimos uma topologia em um grupo de Galois de uma extensao
infinita. No caso geral, um grupo profinito também pode ser definido puramente a partir
de propriedades topoldgicas. Além das propriedades topoldgicas serem suficientes para
definir um grupo profinito, conceitos de grupos topoldgicos desempenham um papel chave

para sustentar as ideias e resultados matematicos que estudaremos.



Definicao 1.1.1. Um grupo topologico G é um grupo e um espaco topolégico no qual o

mapa (g, h) — gh™' de G x G em G é continuo.

E comum encontrar a exigéncia de que os mapas (g, h) — ghde GxGem Gegrs g !
de G em G sejam continuos. De fato, poderiamos usar isso também como definicao, pois

é equivalente a exigéncia feita acima.

Exemplo 1.1.1. Dado um grupo G qualquer, ao colocarmos em G a topologia discreta

o tornamos um grupo topolégico.

Exemplo 1.1.2. O mapa (z,y) — x — y, para x,y € R, é claramente continuo em
relagdo a topologia usual. Também é ficil ver que (z,y) — z, para x,y € R com
y # 0, é continuo com a topologia usual de R. Com isso, o grupo aditivo R e o grupo
multiplicativo R — {0} sdo grupos topoldgicos com respeito a topologia euclidiana. Por
esses dois exemplos, podemos ver ainda que o grupo GL,(R) é um grupo topolégico se

considerarmos a topologia produto.

Exemplo 1.1.3. Seja G um grupo e £ uma familia nao-vazia de subgrupos normais tais
que se K1, Ky € L e K3 é um subgrupo normal contendo K; N Ky entao K3 € L. Seja 7

a familia de todas as unides de conjuntos de classes Kg com K € L, g € G.

Podemos escrever uma colegdo de conjuntos de classe de G como {K;g;} =
{Kigj}ierjes. Assim,
T:{H:H:UKIQJ}.
1,J
Note que se K1, Ko <G, KN Ky<G. Entao, Ky, Ky € L implica KiNKy € L. Se K € L
e N<G tal que K C N, tomando K; = Ky = K, K1 Ky C N. Logo, N € L.

Seja g € K191 N K395. Uma vez que K191 = K19 e Kogo = Ksog, temos
Kig1 N Kagy = K1g N Kyg = (K1 N K3)g.

Assim, se Kjg1, Kogs nao sao disjuntos, entao existe g € G tal que Kig1 N Kagy =
(Kl N KQ)Q

Além disso,

(i) Se {K;gs} é uma familia vazia de classes K;g;, entao U Kig; =0 € 7. Além disso,
LJ

GZUKQET.

g

(ii) Por defini¢ao, a unidao de qualquer colegao de elementos de 7 pertence a 7.

2



(iii) Se X,Y € 7 ndo sao disjuntos, entao

xXny = [JEgn|JEKy;
I,J i
= | KigsnKy;

1,1,J,J

= U(K[ N Kf)g“~ €T

N cL

Assim, 7 é uma topologia.

Considere B = {Kg : K € L,g € G}. Nao é dificil verificar que B é fechado para
intersecao finita e G € B. Assim, B é uma base para a topologia 7. Com isso, mostrar
continuidade de um mapa f num espago topolégico definido pela topologia 7 se resume
a analisar a imagem inversa de elementos da base B, uma vez que se H = UK g com
Kg € B, entao

U H) = (Ky).

Considere o mapa ¢ : G X G — G definido por (z,y) — zy. Uma vez que K <G,
gK = Kg para todo g € G. Assim, K¢ K¢y = Kg19>. Com isso, se Kg € B entao

Kg=KnKg, = KgKg = Kgi{e}g> = {e}g1 K go,

consequentemente, podemos ver que a uniao de todos os produtos cartesiano mapeados
em K g é um conjunto envolvendo K € L e algum g € G. Como os abertos da topologia

7 X 7 sdo um produto de abertos de 7, ¢ ' (Kg) € 7.

Considere o mapa ¢ : G — G dado por x + . Tome Kg € B. Note que ¥(z) € Kg
se, e somente se 1 (z) = kg para algum k € K e g € G. Mas

kg= k")) = (g7 k)T
isto é, v N(Kg) =g 'K '=Kgter.
Uma vez que ¢ e 1 sao mapas continuos, G é um grupo topoldgico com a topologia 7.

Com isso, dado um grupo arbitrario, podemos torné-lo um grupo topoldgico através

dos subgrupos normais.



Definicao 1.1.2. Um homomorfismo de grupos topologicos é um homomorfismo de
grupos que ¢ continuo. Um isomorfismo de grupos topoldgicos é um homomorfismo

bijetivo com inversa sendo um homomorfismo (de grupos topoldgicos).

A proposicao abaixo apresenta algumas propriedades dos grupos topoldgicos que nos

serao uteis.
Proposicao 1.1.1. Sejam G um grupo topologico e H, K subgrupos de G. Entao

(i) O fecho topoldgico H é um subgrupo de G. Se além disso H ¢ normal em G, entdo

H ¢ normal em G;

(i1) se H é aberto em G, entao H € fechado em G. Se G for compacto e H aberto, entdo
|G : H| € finito,

(i11) se H € fechado e |G : H| € finito, entao H ¢é aberto;
(iv) G € Hausdorff se, e somente se {1} € fechado em G.

A demonstracao de tais propriedades pode ser feita de maneira simples e direta. Elas
podem ser encontradas na maioria dos livros sobre grupos profinitos (veja [4]). Por

exemplo:

(iii) Uma vez que
G-H=|]JHy
g¢H
Hyg é fechado pois é a imagem da translagao h +— hg (que é um homeomorfismo)
e H tem indice finito em G, isto é, existe uma quantidade finita de Hg, entao H

fechado implica G — H fechado, ou seja, H é aberto.

(iv) E imediato notar que todos os singletons sao fechados em um espaco Hausdorff, em
particular, {1} é fechado em G. Reciprocamente, suponhamos que {1} é fechado em
G. Nao é dificil verificar que, como consequéncia da definicdo, os mapas & — z ',
T +— gxr e x — xg sao homeomorfismos e com isso, se a, b € G sao elementos distintos,
entdao {a 'b} é imagem inversa de um conjunto fechado, isto ¢, {a 'b} é fechado.
Assim, deve existir uma vizinhanca U de 1 tal que a~'b ¢ U. Existem abertos V, W
tais que 1 € VW' C U, j& que a imagem inversa de U pelo mapa (z,y) > 2y~ "

deve ser aberto. Consequentemente, a 'b & VIV ™! e entdo aV NoW = (.

Note que se para um subconjunto X de G, (X) for denso em G, entao (X) = G. Isso

motiva a seguinte definicao:

Definicao 1.1.3. Um grupo topolégico G é gerado topologicamente por X C G se G =

(X). Se X é um conjunto finito, dizemos que G é finitamente gerado.

4



Considere G um grupo topolégico Hausdorff tal que o conjunto dos subgrupos normais
abertos de G constituem uma base para as vizinhancas abertas de 1. Uma vez que G
¢ Hausdorff, o limite de uma sequéncia convergente é unico. De acordo com nossas
suposigoes sobre G podemos formular a convergéncia de uma sequéncia (g,) da seguinte
maneira: Uma sequéncia (g,) converge para g se para todo N<,G existe ng € N tal que
para todo n > ng tem-se g,g ' € N. Sendo N <, G é evidente que podemos, de maneira
equivalente, pedir que g 'g, € N. Além disso, a definicio de uma sequéncia de Cauchy
pode ser escrita deste modo: Uma sequéncia (g,) é de Cauchy se para todo N <, G existe
no € N tal que para todo m,n > ng tem-se g,g~ > € N (ou g 'g, € N). Uma sequéncia
em (G é convergente se, e sO se, ¢ uma sequéncia de Cauchy e, no caso em que todas as

sequéncias de Cauchy em G sao convergentes, dizemos que G é completo.

Do ponto de vista topoldgico ja podemos definir o que é um grupo profinito: Um
grupo profinito é um grupo topoldgico Hausdorff compacto totalmente desconexo (as
componentes conexas sao os conjuntos de um tnico ponto) ou ainda, um grupo topolégico
Hausdorff compacto tal que os subgrupos abertos sao uma base para as vizinhancas da
identidade. Contudo, existe uma maneira alternativa de definir tais grupos que, apesar
de inicialmente parecer mais complicada, nos permite checar se um grupo é profinito de
maneira muito mais simples. Por isso faremos uma outra construcao para definir um

grupo profinito que nos permitira estudar tais estruturas com menos trabalho.

As definigoes e construgoes usadas para grupos topoldgicos também sao validas para

anéis topoldgicos fazendo as devidas adaptagoes. O leitor interessado pode consultar [20].

Definicao 1.1.4. Um conjunto direcionado é um conjunto nao-vazio parcialmente

ordenado [ tal que para todo 41,15 € I existe um j € [ com 11 < j e iy < J.

Definicao 1.1.5. Seja I um conjunto direcionado. Um sistema inverso de grupos
topoldgicos sobre I é um par (G;,m;) de grupos topolégicos G; e homomorfismos

mi; : G; — G; para todo ¢ < j de modo que 7; = idg e m, = w7, para todo @ < j < k.

Podemos representar esses homomorfismos através do seguinte diagrama:

Tk



Se (G, m;) é um sistema inverso de grupos topoldgicos sobre algum conjunto

direcionado I, considere o conjunto G; = HG,-. Seja G o subconjunto de G; formado

pelos elementos (g;) com g; € G; tais que 7;;(g;) = g; para cada i < j, ou seja,

G = {(gi)iel € HGi :mij(95) = 9i, Vi < ]} :
el

Defini¢ao 1.1.6. Seja (G;,m;;) um sistema inverso de grupos topoldgicos. O limite

inverso de (G;,m;j) é o subgrupo G construido no paragrafo anterior. Escrevemos

G = @Gl

Suponha que (G, ;) seja um sistema inverso de grupos topoldgicos e m; : G — G; a
projecao canonica. Se Y é um espago topologico, uma familia de homomorfismos continuos
{¢i :' Y — G;} é chamado de compativel se m;;7); = 1; para cada ¢ < j. Podemos

representar isso através do diagrama

¥, Y

que é comutativo

A defini¢ao do limite inverso implica naturalmente a seguinte propriedade universal:
se G é o limite inverso com a familia compativel {m; : G — G;} de homomorfismos
continuos, entao sempre que {¢; : Y — G;} é uma familia compativel de homomorfismos
continuos, existe um tnico homomorfismo continuo ¢ : Y — G tal que m;¢p = 1; para

cada 1.

<
SRR




Exemplo 1.1.4. Seja G um grupo e considere N o conjunto dos subgrupos normais de
indice finito em G com ordem parcial dada por K < N se N € K. Entao N é um
conjunto direcionado. Considerando as projegoes my x : G/K — G/N, o sistema inverso

(G/N, 7y ) tem um limite inverso @G/N.
N

Definigao 1.1.7. Um grupo (anel) profinito é um grupo (anel) topoldgico que é

topologicamente isomorfo ao limite inverso de um sistema inverso de grupos (anéis) finitos.

Para ser mais preciso, podemos dizer que um grupo G é profinito se
G ~ @(G/N)Nqog.

A prova de que essa definicao ser equivalente a que mencionamos no inicio desta secao

pode ser encontrada em [20].

Exemplo 1.1.5. Veremos posteriormente que Z, (o anel dos inteiros p-ddicos) é o limite

inverso do sistema inverso (Z/p'Z, m;;)

Exemplo 1.1.6. Sejam 7;; as projecoes do exemplo anterior. Essas projecoes induzem
projecdes 7;; que tornam (SL,(Z/p'Z),7;) um sistema inverso de grupos finitos com
limite inverso

lim SL, (Z/p'Z).

Os mapas projetivos m; : Z, — Z/p'7Z induzem um homomorfismo bijetivo entre
SL,(Z,) — T&lSLn(Z/pZZ), isto é,

SLw(Z,) ~ lim SL,(Z/p'Z).

Uma maneira mais direta de verificar que SL,(Z,) ¢ profinito, é notar que esse grupo
¢ a imagem inversa do conjunto {1} em relacdo ao mapa continuo det : M,(Z,) — Z,

onde M, (Z,) é compacto, Hausdorff e totalmente desconexo sendo isomorfo & (Zp)"Q.

Exemplo 1.1.7. No exemplo 1.1.4, os conjuntos G/N sao finitos e o limite inverso,

comumente denotado por @, é conhecido como completamento profinito de G.

Proposicao 1.1.2. Se G €é um grupo profinito, entao as sequintes afirmacoes sao

verdadeiras:

(1) um subconjunto de G € aberto se, e somente se, é a uniao de classes de subgrupos

normasis abertos;

(i4) para qualquer X C G, X = ﬂ XN;
N, G



(i1i) o produto XY de subgrupos fechados é um subgrupo fechado;
(iv) um subgrupo fechado H é profinito;
(v) se N é um subgrupo normal fechado, entao G/N é profinito.

A verificacao dos fatos acima é relativamente simples. Podem ser encontradas

demonstragoes dessas propriedades em [4]. Fagamos, por exemplo:

(iv) Seja (G, m;;) um sistema inverso de grupos finitos com limite inverso G e projegao
7 G — G,;. Se H é um subgrupo de G, denote entao m;(H) = H;. Uma vez que
MMy = T,

mij(Hy) = (miym;)(H) = mi(H) C Hi.

Defina 7;; como sendo a restricao de m;; a H;. Com isso, (H;,7;;) é um sistema
inverso com limite inverso L e a projecao 7; = m;|y torna H compativel. Entao
H < L satisfazendo 7;(H) = H; o que nos permite verificar que H é denso em L
(veja [20, proposicao 1.1.6]), ou seja, H = L. Sendo H fechado e L profinito, entdo
H ¢ profinito.

(v) Podemos usar uma construgdo muito semelhante a do item anterior. Contudo,
lembrando da definicao topoldgica de grupos profinitos, exista uma maneira
puramente topoldgica de justificar esse item. Se N é qualquer subespaco topolégico
de um espago Hausdorff compacto G, entao o quociente G/N também serd Hausdorff
compacto com a topologia quociente. Além disso, o quociente de dois espacos
totalmente desconexos é totalmente desconexo. Assim, G/N é, de fato, um grupo

profinito.

Em um sistema inverso (G;, m;;), considerando cada G; como um grupo finito, damos
a eles a topologia discreta. Entao G, com a topologia produto, induz uma topologia no
limite inverso GG, o que o torna um grupo topolégico. Além disso, é relevante que G nao
seja vazio, senao nao seria util estudar sua estrutura. Uma vez que o sistema inverso é
de grupos, entao a identidade sempre deve fazer parte do limite inverso, logo, G' nunca

sera vazio.

A partir de agora iremos concentrar nosso estudo apenas em grupos topoldgicos, salvo

menc¢ao contraria.

Proposicao 1.1.3. Se G é um grupo profinito finitamente gerado entao todo subgrupo

aberto de G € finitamente gerado.

Demonstragcao. Seja X um conjunto finito que gera G topologicamente. Para cada

1

x € X, podemos adicionar seu inverso £~ - ao conjunto gerador e o conjunto resultante



ainda serd um gerador topoldgico de G. Podemos supor entao, sem perda de generalidade,
que X = X L.

Sejam H um subgrupo aberto de GG e T" um transverso a direita de H em G com 1 € T.
Sendo H aberto, entao T" ¢ finito. Defina

Y = {tiaty' it to € T2 € X, tyaty' € H}.

Sejam y € (Y),t € T e x € X. Sendo T um transverso & direita, podemos escolher ¢ € T

tais que tx € Ht e assim, tat ' € H e, consequentemente, txt ' € Y. Portanto,

(yt)z = y(tat ")E,

logo, (yt)xr € (Y)T. Assim, (Y)T ¢é invariante em relagao a multiplicagdo por elementos

de X. Uma vez que 1 € (Y)T, entao

(X) cNT

E imediato notar que (Y)T ¢ fechado, pois T' ¢ finito, logo, G = (X) C (Y)T, isto é,

G = (Y)T. Como |G: (Y)| <|T|=|G:H|e(Y)< H,entao Y = H. O

Sendo G um grupo profinito, um elemento g € G nao é um gerador de G sempre que
G = (X, g) implica G = X.

Definicao 1.1.8. Seja G um grupo profinito. O subgrupo de Frattini de G é o subgrupo

oG = (| M

M<m,0G
onde M é um subgrupo maximal aberto préprio de G.
Se G é um grupo profinito nao-trivial, entao ®(G) < G, uma vez que G possui

subgrupos maximais préprios. No caso em que G = {1} convencionamos ¢(G) = G.

Antes de provar algumas propriedades relevantes sobre o subgrupo de Frattini,

precisaremos de alguns lemas.

Lema 1.1.1. Sejam H um subgrupo fechado de um grupo profinito G e U = {U;}ic; uma
familia de subconjuntos fechados de G. Suponha que, se Uy, Uy € U entdo existe U3 € U
tal que U3 < Uy NUs,. Entao

OHUZ-:H<OUZ~>.



Demonstragao. Se I é finito, entao existe U; tal que U; C Uy U --- U U,. Dai,
ﬂH@:H@:H(ﬂ@)

Seja agora [ infinito. Se x € H ﬂ Ui>, entao r = hu com u € ﬂ U;. Mas entao u € U;

% 7
para todo 7, isto é, x € HU; para todo i, e assim,

H(O&)cOH@

Reciprocamente, sejam = € ﬂ HU; e J = {Ji}rex o conjunto de todos os subconjuntos
finitos de I tais que U = {U;},e,, satisfaz a mesma propriedade que Y. Assim, para cada

k € K, vale

ﬂH@zH(ﬂUOB@

Jj€Jk Jj€Jk

logo, existe u; € ﬂ U; tal que © = hjuy, equivalentemente, hox = uy, isto ¢, Hx N
Jje€Jk

(ﬂ Uk) # (). Uma vez que G é compacto,

Jj€Jk
ﬂ (me (ﬂ Uk>> # 0,
keK JE€Jk

HmwO]&)#@

isto é,

e assim, x € H (ﬂ Ui), ou seja,
i

H(O@)zOHw

]

Lema 1.1.2. Seja H um subgrupo fechado de um grupo profinito G. Entao todo subgrupo
aberto de G que contém H contém um subgrupo da forma HU para algum subgrupo normal
aberto U de G.
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Demonstragao. Seja K um subgrupo aberto de G tal que H C K. Tome U = ﬂgKg_l,
g

que é um subgrupo normal aberto de G. Além disso, HU < K. O

Segue desses resultados que se H é um subgrupo fechado de um grupo profinito,

entao H ¢é a intersecao de todos os subgrupos abertos que contém H.

Considere um conjunto X e suponha que G = (X). Claramente, G = (X U ®(G))
o que implica G/®(G) = (XP(G)/P(G)). Supondo inicialmente que G/P(G) =
(X®(G)/P(G)), escolha algum subgrupo aberto H de G que contém X. Se G # H,

entdo H estd contido em algum subgrupo (préprio) maximal aberto M de G. Entao
(X) @(G)/2(G) # G/2(G)

uma contradi¢ao com o nossa suposicao. Logo, G = H. Além disso,

xX)= (| K

(X)SK<,G

devemos ter (X) = G. Com isso, podemos enunciar que se G é um grupo profinito, entao

as seguintes afirmacgoes sao equivalentes:
(i) X gera G topologicamente,
(ii) X UP(G) gera G topologicamente,

(iii) X®(G)/P(G) gera G/P(G) topologicamente.

1.2 Grupos Pro-p

Dentro da classe dos grupos profinitos, existe uma subclasse composta pelos grupos pro-p.
Esta classe de grupos é uma “ponte” entre os grupos profinitos e os grupos uniformes,
que apresentaremos por ultimo neste capitulo. Nesta secao iremos introduzir o conceito

de grupo pro-p e estudaremos algumas de suas propriedades.

Definicao 1.2.1. Um grupo pro-p é um grupo profinito que é isomorfo ao limite inverso

de um sistema inverso de p-grupos finitos.

Exemplo 1.2.1. Veremos posteriormente, com bastante detalhes, que o grupo aditivo

dos inteiros p-adicos Z, pode ser construido como um grupo pro-p.

Proposicao 1.2.1. Seja G um grupo topolégico. Entao G é pro-p se, e somente se, G é
profinito e |G : N| = p"* para todo N <, G.

11



Demonstracao. Suponha que G ~ @(Gi)ief onde G; é um p-grupo finito. Entao G é
profinito. Usando argumentos de topologia geral, é facil ver que um subgrupo aberto N

de G contém um subgrupo da forma
G’ =aGn (H G, X H{1}>
igJ ieJ
onde J é algum subconjunto finito de I. Além disso,
GG =p

para algum 7. Assim, |G : N| = p* para algum k.

Reciprocamente, temos que
G~ m(G/N)ya,q

e cada G/N é um p-grupo finito. ]

Exemplo 1.2.2. Seja p # 2 primo e considere os grupos

[, ={g€SL.(Z,):g=1, (modp’)}.

Se ¢; : SL,(Z,) = SL,(Z/p’Z) é o homomorfismo natural, entdo I'; = ker ¢; e assim, T';
é um subgrupo normal fechado de SL,(Z,). O conjunto I'y/T'; é isomorfo ao subgrupos

das matrizes com entradas em Z/p’Z tais que a; — 1 € pZ, que é um p-grupo, logo,
Ty : Ty = p.

Além disso, {I';},; formam uma base para as vizinhancas de identidade em I'y, logo, se
N<,Ty, entio N < T para algum j e assim, |, : N| = p'. Portanto, I'; é um grupo
pro-p.

Os subgrupos de Frattini, vistos na secao anterior, desempenham um papel importante

na teoria dos grupos pro-p.

Proposicao 1.2.2. Se G ¢ um grupo pro-p, entao

®(G) =[G, 0.

Demonstracao. Seja M um subgrupo aberto maximal préprio de G. Entao existe um
subgrupo N de M normal aberto em G e M/N é um subgrupo maximal de G/N. Como
G/N é um p-grupo finito, entdo |G : M| = p e M<G. Assim G/M é um grupo ciclico
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de ordem p, logo, GP|G,G] < M o que implica GP|G, G| < ®(G). Como P(G) é, por

definigao, fechado, seque que G?[G, G| < ®(G).

Tome H = G/GP[G,G]. Como H é um grupo pro-p, se N <, H, entao H/N é um
grupo ciclico finito de ordem p e disso é facil concluir que ®(H/N) = 1 o que implica
®(H) < N. Note que

N V={1},

N, H

logo, ®(H) = {1}. Como consequéncia imediata da definigado do subgrupo de Frattini,

temos que

(H) = o(G)/GP[G, G,

isto é,

o(G) = G7[G, G
]

Esses resultados conseguem determinar quando um grupo pro-p € finitamente gerado

por meios de propriedades do subgrupo de Frattini.

Proposicao 1.2.3. Um grupo pro-p G € finitamente gerado se, e somente se, ®(G) é

aberto em G.

Demonstracao. Suponha que exista um conjunto finito X tal que G = (X). Seja qualquer
N<,G tal que ®(G) < N. Uma vez que ®(G) = G?[G, G|, entdao G/N é um p-grupo
abeliano elementar e, portanto, |G : N| é, no méximo, plXl, Seja Ny o subgrupo que tem
o maior indice em G entre todos os subgrupos N. Entao ®(G) < N implica Ny < N.

Portanto,

oG = [) N=N

®(G)<N <, G

é aberto em G.

Reciprocamente, se ®(G) é aberto em G, entao G/®(G) é finito. Assim existe um

conjunto finito X tal que G/®(G) = XP(G)/P(G). Logo, G = (X) (veja a ultima parte
da segao 1.1). O

Definiremos agora uma série de grupos que sera de extrema importancia no estudo

dos grupos uniformes.

Definicao 1.2.2. Seja G um grupo pro-p. A p-série central inferior é definida,
indutivamente, para ser
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Fin(G) = P(G)[R(G), Gl.

Vimos que se G é um grupo pro-p, entao ®(G) = GP|G, G]. Se G é finitamente gerado,
®(G) = GP|G, G (veja [4, Proposigao 1.19]). Disso segue que Py(G) = ®(G) e, em geral,

O(F(Q)) = R(G)P[P(G), P(GQ)] < P(G)P[P(G), G] = Pia(G),
isto é, Pi11(G) = ®(P(G)).
O teorema abaixo é fundamental na justificativa de que a topologia dos grupos pro-p
finitamente gerados é determinada pela sua estrutura de grupo.

Teorema 1.2.1. Se G € um grupo pro-p finitamente gerado entdo todo subgrupo de indice

finito em G € aberto.

Uma demonstragao pode ser vista em [4, Teorema 1.7].

Seja G um grupo pro-p finitamente gerado e defina G; = P;(G) para cada i. Entao
G171 = G ¢ finitamente gerado e aberto em . Suponha que G,, seja finitamente gerado
e aberto em G. Pela Proposicao 1.2.3 temos que ®(G,) é aberto em G,. Além disso,
O(G,) < Guy1 e Gpyr < Gy, logo, Gqq1 é aberto em G, e, portanto, em G. Entao,
pela Proposicao 7?7, G411 € finitamente gerado. Assim, G; é um grupo pro-p finitamente

gerado e ®(G;) é aberto em G; para cada i. Note que

consequentemente, [G;, G]GY é aberto em G. Portanto,

G, GIG? = [Gh GG = P ().

Obtemos entao duas consequéncias para p-série central inferior quando G é pro-p

finitamente gerado:

®(G) = G*[G, G

Fia(G) = R(G)'[F(G), G].

Denotaremos de agora em diante G; = P;(G).
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A fim de estabelecer uma definicao de posto que se assemelha essencialmente a que

conhecemos para espacos vetoriais, estudaremos uma subclasse dos grupos pro-p.

Definicao 1.2.3. Seja G um p-grupo finito. Dizemos que G é poweful se [G,G] < G*

caso p =2 e [G,G] < GP caso p seja um primo {mpar.

Note que se p é fmpar, entdao [G,G] < GP implica ®(G) = GP[G,G] = G".
Reciprocamente, se GP[G,G] = ®(G) = G* entao [G,G] < GP. Assim, G ¢é powerful
se, e 80 se, P(G) = GP.

Exemplo 1.2.3. Todo p-grupo abeliano é, evidentemente, powerful.

Exemplo 1.2.4. Dado p um primo impar, considere p-grupo nao abeliano representado
por:

<x’yyz:xp:ypzzp2 =12 = [a:,y],[a:,z] = [y72] :1>'

Segue da defini¢ao do grupo que [G, G] < G?, o que torna G powerful que nao é abeliano.
Exemplo 1.2.5. Considere o grupo 2-grupo
D, = <r,s rt=s2=1,5rs! = 7“_1>,
isto é,
Dy = {1,r,7% 13 s, sr, 502 sr®}.

Temos que
(D4, Dy = () = {1,7*}.
Uma vez que

r’ ¢ Dy = {1},

entao

[D4, D4] £ Dj.

Assim, D4 é um exemplo de um 2-grupo finito que nao é powerful. Lembrando que todo
grupo ciclico e todo grupo de ordem p* sdo abelianos, podemos concluir entao que a menor

ordem possivel para um grupo finito que nao seja powerful é exatamente 8.

Existem dois resultados particularmente importantes sobre geradores de grupos

powerful que apresentaremos aqui.
Teorema 1.2.2. Se G = (g1, ..., gn) € um p-grupo powerful, entio G = (g1) - (gn)-

A demonstracao desse resultado segue diretamente por indugao em G; considerando
que G; = <g{’l_1, ...,gﬁz_1> (veja [4, Teorema 2.7 (iii)]).
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Se p for um primo fmpar e G = (g1)--- (gn), entdo g € G implica g = gi*--- g".
Note que @ = b (mod G*) se ab~' € G o que implica, médulo G, em g ser escrito como

g‘lgl . -gTSL” com 0 S S; Sp— 1. ASSiHl,
P!> [G:G" =[G :9(G)] =p",

logo, G = ®(G) e disse segue que [G,G] < GP. Isso nos dd uma reciproca do teorema

acima quando p for impar. No caso em que p = 2, o grupo dos quatérnios
Qs=(ij:i' =1, = Nj=i"").

satisfaz

sy LG
6 6 = Tyl = 8= 1@l

ou seja, Qs = (1) (j). No entanto, ndo é dificil verificar que Qg nao é powerful.

Dado um p-grupo finito GG, denotamos por d(G) a menor cardinalidade dentre os
conjuntos de geradores de G. Uma vez que o subgrupo de Frattini é composto pelos
nao geradores, d(G) ¢ a dimensao de G/®(G) sobre F, (como espago vetorial). Usando
inducao em |G|, podemos mostrar o seguinte resultado usando algumas propriedades (veja

[4, Teorema 2.9]) de p-grupos powerful:
Teorema 1.2.3. Se G ¢ um p-grupo powerful e H < G, entio d(H) < d(G).

Esse teorema nos da uma informacao importante sobre o posto de um p-grupo powerful,

que definiremos agora.

Definicao 1.2.4. Seja G um grupo finito. O posto de GG é definido para ser
rk(G) =sup{d(H) : H < G}.
Entao se G é um p-grupo powerful, rk(G) = sup{d(H) : H < G} = d(G).

Para finalizar esta secao, iremos estender esses conceitos a categoria dos grupos pro-p.

Defini¢ao 1.2.5. Seja G’ um grupo pro-p. Dizemos que G é powerful se [G,G] < G* caso

p=2e [G,G] <GP caso p seja um primo fmpar.

Exemplo 1.2.6. Considere o grupo I'; definido no exemplo 1.2.2. Se g, h € 'y, entao

gh =hg (mod I'y),
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logo, [I'1,I'1] <T'y. Dado a € M,,(Z,), por indugao podemos construir uma sequéncia de

elementos x, comutando com a tais que
(1+p" 'z, =14+p"a+p""c
e 14 p" tz, é invertivel, definida por
Trp1 =2, —p (1 + p”fle)’(p’l)c.

Além disso, podemos verificar que a sequéncia é convergente para um limite x. Isso mostra
que a equagao
1+pa=(1+p"ta)

tem solugdo para todo a € M, (Z,). Sendo z o limite de (z,), entdo 1+ p" 'z deve ser

invertivel, ja que 1 4+ p" 'z, é. Note entdo que
det(1+ p''2)? = det(1 + pla) = 1,

para cada j, de modo que 1+ p/'z € T';_;. Assim, qualquer elemento de T'; é uma
p-ésima poténcia de um elemento em I';_;. Esses argumentos nos mostram que I'; = F?_l
o que implica

[F17 Fl] < I‘2177
logo, I'; é powerful.

Usando a projegao canonica 7 : G — G/K segue imediatamente da defini¢do que G
é powerful se, e somente se, G/K é powerful para todo K <, G. Como uma consequéncia

disso podemos enunciar o seguinte resultado:

Teorema 1.2.4. Seja G um grupo topologico. Entao G € um grupo pro-p poweful se, e
somente se, G € o limite inverso de um sistema inverso de p-grupos finitos powerful onde

0s homomorfismos sdo sobrejetivos.
Assim como ocorre no caso dos p-grupos powerful, temos os seguintes resultados:

Teorema 1.2.5. Se G = (g1, ..., gn) € um grupo pro-p powerful, entao G = {(g1) - - {gn)-

Dado um grupo pro-p G, denotamos por d(G) a menor cardinalidade dentre os
conjuntos de geradores de (G. Se G é finitamente gerado, assim como no caso dos p-
grupos finitos, d(G) é a dimensao de G/®(G) sobre F,,.

Teorema 1.2.6. Se G ¢ um grupo pro-p powerful e H <. G, entao d(H) < d(G).

As demonstracoes de ambos usam truques simples de forma a resumir a veracidade

de ambos ao caso de p-grupos powerful.

17



Seja GG um grupo profinito e considere agora os seguintes conjuntos:
ry =sup{d(H) : H <. G},
ro =sup{d(H): H <.G e d(H) < o0},
rs =sup{d(H) : H <, G},
ry = sup{rk(G/N) : N<,G}.
Temos o seguinte resultado
Proposicao 1.2.4. Se G € um grupo profinito, entao
N =T9g =173 =T4.
Uma demonstragao simples desse fato pode ser vista em [4, Proposi¢ao 3.11].

Definicao 1.2.6. Seja G um grupo profinito. O posto de G ¢é definido para ser
rk(G) = sup{d(H) : H <. G}.

Assim como para grupos finitos, se G' for um grupo pro-p powerful finitamente gerado,

entao segue diretamente pela defini¢ao de posto que, 1k(G) = d(G).

1.3 Grupos Uniformes

O leitor pode notar que os grupos profinitos, de certo modo, podem ser visto como uma
generalizagao dos grupos finitos ja que compartilham muitas propriedades em comum.
Dentro da classe dos grupos profinitos, os grupos powerful podem ser pensados como
uma generalizacao dos grupos abelianos. Um certo tipo de grupo powerful nos permite
redefinir sua operacao a fim de dé-lo uma estrutura de grupo abeliano e, além disso, uma
estrutura de médulo sobre Z,. Nesta se¢ao iremos apresentar estes tipos de grupos e suas

propriedades.

Relembre que a p-série inferior é a série definida indutivamente que satisfaz

Denotaremos P;(G) por G;.
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Definicao 1.3.1. Um grupo pro-p G é uniforme se é finitamente gerado, powerful e
|G : Giy1] = |G : P(G)| para cada i > 1.

Exemplo 1.3.1. Uma vez que I'; = I'}, podemos concluir que
o(Iy) =Ts.
Seja
I;={g€GL,(Z,):g=1, (modp’)}.

Podemos ver fj como um produto de n? bolas de raio p~? em ZZQ. Logo, os conjuntos I
sdo abertos em GL,(Z,). Além disso, I'y = Ty SL,,(Z,) e entao I'y é aberto em SL,,(Z,).
Pela Proposicao 77, I'y é finitamente gerado. Além disso, por indugao em i, podemos

verificar que P;(I';) = T';. Com a notagao G; para P;(G), vemos entao que
|G Giga| = Iy : i
e como
TL2
Li/Tip = (Z/pZ)",
concluimos que |G; : G;41| é constante, logo, I'; é uniforme.

No caso de grupos pro-p que sao finitamente gerados (que serdo particularmente

relevantes), podemos simplificar essa definigao (veja [4, Teorema 4.5]).

Proposicao 1.3.1. Seja G um grupo pro-p powerful finitamente gerado. FEntao G ¢é

uniforme se, e somente se, G € livre de torcao.

Com isso podemos escrever: “Um grupo pro-p powerful finitamente gerado G ¢

uniforme se GG é livre de tor¢ao.”

Se G é um grupo pro-p, entao para quaisquer dois subgrupos abertos uniformes H, K
temos d(H) = d(K) (por [4, Lema 4.6]). Além disso, um grupo pro-p de posto finito
sempre possui um subgrupo aberto uniforme (por [4, Coroldrio 4.3]). Se G é um grupo

pro-p de posto finito, entdo d(H) < oo para todo subgrupo H de G.

Definigao 1.3.2. Seja G um grupo pro-p de posto finito. A dimensdo de G é definida
para ser
dim(G) = d(H)

onde H é um subgrupo aberto uniforme de G.

Esta definicao de dimensao ¢, de fato, a dimensao de G como uma variedade analitica

(um objeto que serd definido no préximo capitulo).
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Se G é um grupo pro-p uniforme de dimensao finita, através de uma estrutura aditiva
natural de G, podemos introduzir um “sistema de coordenadas” que nos permitira

trabalhar com uma estrutura de médulo em G.

Sejam {gi, ..., g, } um conjunto de geradores topolégicos do grupo pro-p uniforme G
e k um inteiro positivo. Note que G = (g1)---(g,) e entdo se g € G, g = gi*--- g’
onde ry,...,7, € Z,. Como |G; : Git1| = |G : Ga|, o grupo finito G/Gj4+1 tem ordem
p* e é o produto (g1Grs1) - - (gnGrs1) € cada um desses subgrupos ciclicos tem ordem,
no méximo, p¥. Além disso, como o produto tem ordem p*¢, nenhum desses subgrupos
pode ter ordem menor que p”, isto é, cada subgrupo ciclico tem ordem p*. Com isso, se
b€ G/Ggy1 entdo b = gi* -+ - g onde cada e; é determinado de modo tinico mddulo pk
e entdo, cada r; é determinado de modo tnico médulo p¥, para todo k. Logo, o mapa
¢ : Z, — G dado por o(r) = gi* -+ g é uma bijecao. Uma vez que multiplicagao é
um mapa continuo, segue que ¢ é continuo. Mas toda bijecao continua entre espagos
compactos Hausdorff ¢ um homeomorfismo, ou seja, G e Z, sao isomorfos como grupos

profinitos.

Essa ¢ uma maneira de identificar G com Z;, contudo nao é suficiente para atingir

certos objetivos e assim, faremos essa identificagdo de uma maneira menos intuitiva.

Dado n € N, o mapa z — 2P é um homeomorfismo entre G e G, = G*". Este

mapa induz uma operacao de grupo em G. Para z,y € GG, definamos

wAny =@y )"
Além disso, a sequéncia (x4, ), é uma sequéncia de Cauchy e, portanto, tem um limite.
Para z,y € G, definamos
r+y=lim z+,y.
n—o0
Nao é dificil mostrar que essa operagao torna (G,+) um grupo abeliano com identidade

! contudo a verificacio de tais fatos é feita por meios de

1 e inverso dado por x — x~
alguns calculos utilizando algumas propriedades modulares dessa operagao definida, o que
nao é o objetivo principal deste trabalho. De fato, além disso, usando tais propriedades

podemos concluir a seguinte proposicao:

Proposicao 1.3.2. O par (G,+) € um grupo abeliano. Além disso, com a topologia
original de G, (G, +) é um grupo pro-p uniforme com a mesma dimensao de G e qualquer

conjunto de geradores de G também gera (G, +) topologicamente.
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Como consequéncia desse teorema, por [4, Proposicao 1.26], é facil ver que (G,+) é

um Z,-médulo. Ainda podemos obter um resultado mais forte.

Seja {g1, ..., gn} um conjunto de geradores topolégicos do grupo pro-p uniforme (G, +)
e d((G,+)) = n. Como vimos anteriormente, usando a notacao aditiva, cada g € G pode

ser escrito, de maneira tnica, como

g=Trigr+ -+ Tngn

com r; € Z, para ¢ = 1,...,n. Isso nos mostra que (G, +) tem uma estrutura de médulo

livre sobre Z,. Entao podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 1.3.1. Sejam G um grupo pro-p uniforme de dimensio n e {gi,...,Gn}

um congunto que gera G topologicamente. Entio (G,+) € um Z,-mddulo livre sobre

{gla agn}
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Capitulo 2

Conexao entre Variedades e os

Numeros p-adicos

O primeiro contato que, provavelmente, se tem com ideias topoldgicas e de
diferenciabilidade é através de R"™ e suas propriedades. O que talvez nao se saiba
de imediato é que podemos estender alguns conceitos que caracterizam R" para
obter espacos com propriedades que este nao possui. Para isso introduziremos as
variedades analiticas p-adicas. Sendo um pouco mais especifico, nés daremos um foco as
variedades analiticas p-adicas com base nos conhecidos nimeros p-adicos. Além disso,

apresentaremos construcoes dos niimeros p-adicos usando as ferramentas estudadas aqui.

Os principais teoremas deste capitulo foram baseados em [18].

2.1 Variedades Analiticas

Toda a matematica que surge com a definicao de variedade analitica é muito significativa
e complexa. Nao teremos espaco suficiente aqui para apresentar tudo o que a envolve,
por isso falaremos apenas dos pontos principais que serao usados ao longo do trabalho.

Como sugestao para uma leitura mais completa, o leitor pode consultar [18].

Neste capitulo vamos considerar K um corpo completo com respeito a um valor

absoluto nao-trivial e X uma n-upla de varidaveis nao necessariamente comutativas.

Os teoremas nao demonstrados nesta segdo podem ser consultados em [18, parte II]

com as devidas demonstracoes.



Definicao 2.1.1. Seja U C K™ um aberto. Uma funcao ¢ : U — K ¢é analitica em U se,

para cada x € U, existe uma série de poténcias formal

FX) =) cX® e K[[X]]

aeN"

tal que B,.(z) C U, f é convergente em B,.(0) e p(z+y) = f(y) para todo y € B,(0) para

algum r > 0 onde
By(x) ={y: |z —yl <r}.

Definicao 2.1.2. Seja X um espacgo topolégico. Sejam U C X um aberto, n um inteiro
positivo e ¢ : U — K" é continua com inversa continua com ¢(U) aberto. Uma carta

local c em X é a tripla (U, ¢, n). Dizemos que uma carta ¢ = (U, p,n) é global se U = X.

Exemplo 2.1.1. Se X = V onde V ¢é qualquer espago vetorial n-dimensional sobre K
com a topologia usual gerada pelas bolas abertas e ¢ : X — K" é um isomorfismo linear,

entao ¢ = (V,p,n) é uma carta local em X que também é global.

Uma carta local descreve o comportamento de uma parte do que definiremos a seguir
como variedade. Para que possamos descrever o comportamento de toda a variedade,

precisamos de alguma maneira de transitar de forma suave entre essas cartas.

Definigao 2.1.3. Sejam X um espago topoldgico e c = (U, p,n), ¢ = (lj, 1, n) duas cartas
locais em X. As cartas c e ¢ sdo compativeis se os mapas ¢ 0|5 e ¥ o ¢ 4p sdo

analiticos.

O diagrama

porp
P(V) (V)
Yop !

onde V = UNU, nos permite ver que essa defini¢ao trabalha justamente a transicao entre
essas cartas. Fica mais claro o motivo da exigéncia de que esses mapas sejam analiticos

quando se estuda a diferenciabilidade entre variedades.

Exemplo 2.1.2. Quaisquer duas cartas ¢ e ¢ definidas de acordo com o Exemplo 2.1.1

sao compativeis.

Definicao 2.1.4. Seja X um espaco topoldgico. Um atlas A em X é uma familia de
cartas locais ¢; = (U;, i, n;) tais que X C UUZ- e qualquer par de cartas ¢; e ¢; sao
compativeis. Dois atlas A e A sdo compativeis se ¢ e ¢ sdo compativeis para quaisquer

ce Aeée A Dizemos que um atlas A é global se existe alguma carta global em A.
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Exemplo 2.1.3. De acordo com as notagoes do Exemplo 2.1.1, defina o conjunto A das
cartas ¢ = (V, ¢, n) onde ¢ é um isomorfismo linear. Uma vez que quaisquer duas cartas
locais em A sdo compativeis, entao A é um atlas. Além disso, como qualquer carta ¢ é

uma carta global, A é um atlas global.

Note que qualquer atlas A é compativel com si mesmo. Além disso, se A; e Ay sao
compativeis, entao Ay e A; sdo compativeis, uma vez que a compatibilidade de cartas
locais é claramente simétrica. Se A;, Ay e A3 sao atlas e ¢, ¢y e ¢3 respectivas cartas
locais, entdo @30 o, e vy 0 ;' sdo analiticas, logo, 3 0 ;' é analitica (considerando
os dominios apropriados), pois a composi¢do de mapas analiticos é claramente analitica.
Analogamente vemos que ¢; o ¢3! é analitica. Assim, a compatibilidade de atlas é uma

relagao de equivaléncia.

Definicao 2.1.5. Seja X um espaco topoldgico. Uma estrutura de variedade analitica
é uma classe de equivaléncia de atlas compativeis em X. Quando tal estrutura existe,
dizemos que X ¢é uma variedade analitica. Se K = Q,, dizemos que X é uma variedade

analitica p-ddica.

Exemplo 2.1.4. O atlas definido no Exemplo 2.1.3 d4 um estrutura de variedade analitica

ao K-espaco vetorial V' definido no Exemplo 2.1.1.

Exemplo 2.1.5. Seja X uma variedade analitica e Y C X um aberto. Se A = {¢; =
(Ui, pi,ni)} é um atlas de X, tome A= {¢:=(U;NY, ¥

que da a Y uma estrutura de variedade analitica. Nesse caso dizemos que Y possui uma

vinysni)}. Entdo A é um atlas

estrutura de variedade analitica induzida por X e X estende a estrutura de variedade de
Y.

Sejam X, Y variedades analiticas, c,, ¢, respectivas cartas locais e A,, A, respectivos
atlas. Defina

c= Uy x Uy, pz X 9y, Ny +1y) .

Temos que X x Y é um espago topoldgico e A = {c, X ¢, : ¢, € X, ¢, € Y} é um atlas.
Assim, estd determinada uma estrutura de variedade em X x Y e, portanto, o produto

cartesiano de variedades analiticas é uma variedade analitica.

Definicao 2.1.6. Sejam X e Y variedades analiticas. Uma funcao f : X — Y é analitica
se é continua e existe um atlas A de X, um atlas A de Y tais que se ¢ = (U,p,n) € Ae

¢=(U,p,n) € A, entdo tomando V = U N f~1(U) a composicao
o) £ UL u g g

¢ analitica no sentido da definicao 2.1.1.
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Uma vez que uma carta em um atlas descreve o comportamento local da variedade,
podemos dizer que f : X — Y é analitica se é continua e é localmente dada por fungoes

analiticas.

Definicao 2.1.7. Sejam X uma variedade analitica e z € X. Seja F, o conjunto dos
pares (U, ¢) onde U é uma vizinhanga aberta de x e ¢ é uma funcao analitica em U. Dois
elementos (U, ) e (U, $) em F, sio equivalentes se existe uma vizinhanca V de x com
V cUNU tal que ©oly = @ly. O conjunto das classes de equivaléncia de F, é denotado

por H, e é chamado de anel local em x.

Sejam f,g € H,. Como f e g sao classes de equivaléncia de elementos de F},
escolha (U, ) € f e (U,1)) € g. Seja V = UNU. Definimos f + g para ser a classe
de (V. flv + glv) e fg para ser a classe de (V,(f|v)(g9]v)). Uma vez que escolhemos
elementos de classes de equivaléncia, é facil ver que as definicoes de soma e produto

independem dos elementos escolhidos.

O mapa canonico K 3 a — (X,c,) € F, onde ¢, é a fungdo constante igual a «
induz uma inclusao i : K — H,. Além disso, o mapa canonico F, 3 (U, ) — p(z) € K
induz um homomorfismo sobrejetor h : H, — K. Sendo K um corpo, ker h é um ideal

maximal. Denotando i(K) por K e ker h por m,, podemos decompor H, = K & m,.

Podemos ver por [18, p. 80] que H, é, de fato, um anel local.

Definicao 2.1.8. Seja X uma variedade analitica e z € X. O espaco tangente T, X de

X em 7 é o dual de m,/m2, ou seja,
T,X = (m,/m2)*.

Se f € H,, entdo f — f(z) € m,, ja que h mapeia f — f(x) em 0.

Definicao 2.1.9. Sejam X uma variedade analitica, v € X e f € H,. A diferencial de f
em , denotada por df,, é a imagem de f — f(z) em m,/m2. Para v € T, X, a derivada

de f na dire¢do v, denotada por (v, df,), é v aplicado a df,.

Seja ¢ : X — Y é uma funcao analitica entre duas variedades analiticas. Defina
Top: T, X — Ty)Y por

<Tx¢(v)a df«p(z)> = <U7 d(f © 90)90>
para cadav € T, X e f € H,.

Dado =z € X, sejam fi,..., f,, funcoes analiticas em uma vizinhanca U de .

Tomando F'(y) = (fi(y), ..., fm(y)) para y € U. Dizemos que {f;}; define um sistema de
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coordenadas em z se existe uma vizinhanca U de z, contida em U, tal que (U ,Flg,m)
define uma carta em X. Podemos mostrar que {f;}; define um sistema de coordenadas

em z se, e somente se, {d(f;),}; formam uma base para m,/m?.

A aplicagao d(f;), ¢ comumente denotada por (0;f)(z) e chamada de derivada parcial.

Definicao 2.1.10. O mapa T, definido no pardgrafo anterior é chamado mapa tangente

de ¢.

Conhecendo o conceito de espaco tangente, podemos obter uma espécie de

generalizagao do Teorema da Fungao Inversa.

Teorema 2.1.1. Sejam X e Y wariedades analiticas, v € X, y € Y e uma funcgao
analitica ¢ : X — Y tal que o(x) = y. Entao ¢ é um isomorfismo local em x se, e

somente se, T, € um isomorfismo.

O Teorema da Funcao Inversa nos fornece um resultado que sera particularmente til

no tltimo capitulo.

Sejam X e Y variedades analiticas, x € X ey € Y. Seja ¢ : X — Y uma funcao
analitica tal que p(z) = y. Sejam m = dimg x e n = dimg y. Relembre que dimg z é a

dimensao de qualquer carta ¢ que descreva uma vizinhanca de x.
Teorema 2.1.2. As sequintes afirmacgoes sao equivalentes:
(i) Ty € sobrejetiva.

(11) Ezistem vizinhancas abertas U de x, V dey e W de 0 em K™™" e um isomorfismo
U=V xW tal que p(U) =V e comuta o diagrama

U———>V

V xW

ondem:V xW —V é a projecao canonica.
(111) Existem coordenadas {f;} em x e {g;} em y tais que f; = g; o ¢ para 1l <i <n.
(iv) Ezistem vizinhangas abertas U de x eV de y e uma funcao analitica o : V — U tal

que p(U) CV epoo =idy.
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Definicao 2.1.11. Uma submersdo em x é uma fungao analitica ¢ satisfazendo alguma
das condigoes equivalentes do Teorema 2.1.2 em z. Uma submersao ¢ em X é uma

submersao em cada x € X.

2.2 Grupos Analiticos

Nos tltimos séculos ficou claro que as areas da Matematica, por mais diferentes que
parecam, se conectam a medida que nos aprofundamos nela. No final do ultimo
século, a demonstracao do Teorema de Fermat-Wiles se tornou um 6timo exemplo disso.
Certamente nao ¢é diferente do que ocorre na relagao entre grupos e variedades. Nossa
ideia para esta secao é estudar um tipo de grupo que comecara a unir todos os conceitos

que estudamos anteriormente.

Definicao 2.2.1. Um grupo p-ddico analitico é um grupo topolégico G que também é

uma variedade p-ddica analitica e o mapa (g, h) — gh™' em G é analitico.

De forma similar ao caso dos grupos topoldgicos, pedir que (g, h) — gh™' seja analitico

1

é equivalente a pedir que os mapas (g, h) — gh e g — g sejam analiticos.

Exemplo 2.2.1. Se G é um grupo equipado com a topologia discreta, o conjunto A =
{c=({g},,0)} com ¢ : {g} — 0 C Q, é um atlas que torna G uma variedade p-ddica.

Além disso, os mapas g — g e g — g ' de G em G sdo analiticos.

Exemplo 2.2.2. Mostraremos na Secao 3 deste capitulo que Q, é um grupo p-adico

analitico.
Duas afirmagoes [4, capitulo 8] facilmente verificdveis e 1teis para nds sao:
1. A composi¢ao de fungoes analiticas é analitica.

2. Uma funcao ser analitica depende do seu comportamento local, isto é, dada f : X — Y

onde X C UX,- com X; aberto em X, entdo f|x, ser analitica, para cada i, implica f

i
analitica em X.

Proposicao 2.2.1. Seja G um grupo topologico contendo um subgrupo aberto H que
tem a estrutura de um grupo p-ddico analitico. Suponha que, para cada g € G, existe
uma vizinhanga aberta V, da identidade em H tal que ngg_1 C H e o mapa 7 dada
por x — gxg~ ' de Vy em H € analitico. Entao existe uma unica estrutura de variedade
analitica em G estendendo a estrutura de variedade de H que torna G um grupo p-ddico

analitico.
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Demonstracdo. Sejam T um transverso a esquerda de H em G, A um atlas em H e
py: G — Gcy: H— G fungdes dadas por p,(z) = gz e ¢,(z) = grg™'. Paracadat €T,
definamos

Ay ={({tU, p,n) : (U, ,n) € A}

onde ¢, : tU — Z ¢ dado por ¢y (x) = ¢(t 'z). Dado ¢t € T considere a restrigdo
py a tH. Sabemos que gt = sh para algum s € T e h € H. Note que, para cada
(U, p,n), (Vih,m) € A, a funcao 1, 0 pg o ;"

os dominios apropriados) que é analitica pois H é um grupo analitico, logo, a restricao p,

é a funcdo v o pj 0 o' (considerando-se

¢ analitica em ¢H para todo t. Portanto, p, é analitica em G. Por hipétese, existe uma
vizinhanga aberta da identidade V tal que V, C H N g 'Hg e 7 é analitico. Note que,
para h € H, hV, é uma vizinhanca aberta de h e assim, a restricao ¢, : hV, — ghg 'H é
a composicao fp-1 07 o fye-1, logo, ¢, é analitica em uma vizinhanga aberta de h, para
todo h € H. Portanto, ¢, é analitica em H. O mapa (g,h) — gh™" de G x G em G é
analitico, pois este mapa restrito a sH x tH é analitico para todo s,t € T', uma vez que,

para quaisquer hy, hy € H,
(shy)(thy) ™t = st~ 't(hhy )t

ou seja, é composicao de fungdes analiticas. Com isso, tomando A = U‘At ¢ um atlas

t
em G e isso estende a estrutura analitica de H a G.

Agora, seja B outro atlas de G que torna G um grupo p-adico analitico estendendo a
estrutura analitica de H, ou seja, A C B. Sendo GG um grupo p-adico analitico, para cada
g € G, a funcao p, (agora considerando o atlas B) é analitica. Com isso, se (U, ¢, n) € A
(V,1,n) € B, entdo ¢ o p,-1 0 v leo Py © ¢! sdao analiticas, mas essas funcoes sio
g © v lero gz);l, respectivamente (considerando-se os dominios apropriados). Assim,

os atlas A e B sao compativeis. Isso mostra a unicidade da extensao. O

Essa proposi¢ao nos fornece um critério verificar se um grupo G tem a estrutura de
uma variedade p-adica analitica, o que serd 1til para demonstrarmos uma forte relacao
entre grupos analiticos e grupos uniformes. Antes disso, precisamos de alguns lemas

técnicos.

Nos proximos lemas, consideraremos G' um grupo topoldgico.

Lema 2.2.1. Sejam uq,...,u, € G e ponha v; = w; — 1 para cada i. Se \i,...,\, € Z,,

Z A1 A
ui‘l...ui”": “ e r Utlll...vg"”
a1 Qr

aeN"

entao

onde a = (ay, ..., a,).
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Lema 2.2.2. Sejam uy,..,u, € G se p > 2 € uj,...,u, € ®(G) se p = 2. Defina

Ar

9= (91, 9n) : Z,, = Zy, por gi(A1, ..., \) = 1U; onde ' - -ud = at - at. Entdo g é

analitica em Z,.
As demonstragoes desses lemas podem ser lidas em [4, capitulo 8§].

Teorema 2.2.1. Seja G um grupo topologico contendo um subgrupo aberto N que é pro-p

e uniforme. Entao G é um grupo p-ddico analitico.

Demonstra¢ao. Como N é pro-p uniforme, entao existem gy, ..., g, geradores topoldgicos
de N. Se p > 2, defina H = N e u; = g;; sendo, defina H = P,(N) e u; = g, para
cada i = 1,...,n. De acordo com essas definigoes, H = (u1, ..., u,). Defina o : H — Zj
por p(z) = (A1, ..., \p) onde z = u}' - - -, Entdo o atlas A = {(H,¢,n)} torna H um

grupo p-adico analitico.

Seja e = 1 se p > 2 e e = 2 caso contrdrio. Defina f : Z; x Z; — Z; por f(r,s) =t

1) 1) i

Defina f : ZZ" — Z,, por f()\l, <osyAop) = u onde

onde

2n n
[ - T1
1 1
com 41 = u, ', ;. Se e =1, entdo
A1 Aom U1 Uy
Uy Uy =g Gy

se torna
(udt - upm ) (up Mttty = gt gl

ou seja, f = f. Se € = 2, entdo o mesmo argumento auxiliado pela igualdade u; = a?

conclui que f = <. Uma vez que f é analitica pelo Lema 2.2.2, entdo f ¢é analitica. Isso

DO |~

mostra que o mapa (z,y) — 2y ' de H x H em H é analitico com respeito & estrutura
de variedade de H. Dado g € G, temos que H N g 'Hg é um subgrupo aberto de H e,
portanto, existe m € N tal que V, = P, .1(H) C HN g 'Hg. Sendo V, um subgrupo
aberto de H, V, possui uma estrutura de variedade induzida por H dada pelo atlas
{(Vg, ¢lv,,n)} onde |y, : V; — p™Z, é sobrejetor. Defina w; = gu"g7! e as funcoes
h:Z, — Z, por h(Ay,...\,) = u onde



e h:p"Z, — Z, por h(r) = s onde

g (HU:Z> g i
1 1

Pelo lema 2.2.2, a fungao h é analitica e uma ideia similar a que foi usada anteriormente

||
—
S,

mostra que h(p™\) = e_liz()\) para A € Zj, logo, h ¢ analitica em p™Z,. Isso mostra que
para cada g € G existe uma vizinhanga Vj da identidade em H tal que nggl C H e que
o mapa = — grg ' de V, em H é analitico. Pela Proposicao 2.2.1, segue que G é p-adico

analitico. ]

Podemos obter uma reciproca do teorema acima. Estudaremos uma categoria

particular de grupos analiticos que nos permitird atingir esse objetivo.

Definicao 2.2.2. Um grupo padrao G de dimensao n sobre Q, ¢ um grupo p-adico

analitico tal que sua estrutura analitica é definida por um atlas global {(G,,n)} onde

¢ ¢ um homomorfismo sobrejetor de G em pZ; se p > 2 ou de G em 4Z; se p = 2,

satisfazendo (1) = 0 e, para cada j = 1,...,n, existem P;(X,Y) € Z,[[X, Y]] tais que
pi(zy™") = Pi(e(x), ¢(v))

para todo x,y € G onde ¢ = (P71, ..., Pn)-

Na definicao acima estamos considerando as uplas X e Y formadas por variaveis

comutativas.

Podemos reformular a tdltima exigéncia da definicao da seguinte maneira: para cada
Jj=1,...,nexistem M(X,Y) € Z,[[X,Y]] e [;(X) € Z,[[X]] tais que, para todo z,y € G,

pilzy) = M;(p(x), ¢ (y))

i) = Li(p(x))

O teorema abaixo é um resultado chave para obter uma reciproca do teorema 2.2.1.

Teorema 2.2.2. Seja G um grupo padrao de dimensao n sobre Q,. Entao G' é um pro-p

grupo uniforme de dimensao n sobre Q,.

Para demonstrar esse teorema precisamos de alguns lemas técnicos (suas

demonstragoes podem ser lidas em [4, capitulo 8]).

30



Lema 2.2.3. Seja G um grupo padrao sobre Q, e, para a = (aq, ...,a,) € N", denotemos
(a) =ay + -+ a,.
Se Pj(X,Y), para j =1,...,n sao as séries da defini¢do de grupo padrdo, entio

PX,Y)=X;-Y;+ Y ajaX°V?,
(ab)el

onde I = {(a,b) € N" x N" : (a) + (b) > 2,b # 0}, para cada j. Se M;(X,Y), para

j=1,...,n sao as séries da reformulacdo da defini¢cao de grupo padrao, entao

Mj(X,Y)=X;+Y;+ > BraX"Y",

(a,b)ed
onde I = {(a,b) e N" x N": (a) > 1,(b) > 1}, para cada j.

Lema 2.2.4. Seja G um grupo padrao sobre Q, com atlas global {(G,p,n)}. Entdo
existem Fy(X), ..., F,(X) € Z,[[X]] tais que

p(a") = Fp(x))

onde F' = (Fy, ..., F,), para todo x € G e

Fi(X)=pXi+ ) ciaX"

(a)>1

para cada i onde ¢;, € Zy, para cada (i,a). Além disso, se p # 2, entdo ¢;, =0 (mod p)

sempre que (a) = 2.

Além disso, iremos usar o fato de que um grupo p-adico analitico possui um subgrupo

aberto que é um grupo padrao com respeito a estrutura analitica induzida [4, Teorema 8.9].

Demonstracao do Teorema 2.2.2. Seja {(G,p,n)} um atlas global satisfazendo as
condigbes da definigdo de grupo padrao. Definamos G(i) = cp’l(piZ;‘) onde i > 1 se
p > 2ei < 2 caso contrario. Pela definicao de ¢, {G(i)}; é uma base de vizinhangas da

identidade em (. Por definicao

pi(xy™t) = Pi(e(x), o(y))

onde P;(X,Y) € Z,[X,Y] e ¢ = (¢1, ..., pn). Entao, pelo Lema 2.2.3,

er(zy™") = () — @ip(y)  (mod p/Tmnh)

31



para cada z € G(1),y € G(j) e k=1, ...,n. Se 1 = j, entao temos

er(zy™) = or(z) — e(y)  (mod p*)

para cada z,y € G(i), o que implica p(zy ') € piZg e assim, xy ' € G(i), isto é, G(4)
é um subgrupo de G. Além disso, ¢ induz um homomorfismo sobrejetor de G(i) em
P23 [p Y com nicleo o~ (p" ™ ZY) = G(i + 1). Com isso,

G(i)/Gi +1) = pZ [y T = (Z/pL)".

De acordo com isso, G(i) é um subgrupo subnormal de indice p" em G. Mais que isso,
pelo Lema 2.2.4, se x € G(7) entao

pi(a”) = per(z)  (mod p*?)
para cada j e note que A — pA induz um isomorfismo entre p'Z? /p" 27 ¢ p" 27 [p LY,
logo, z +— 2P induz um isomorfismo entre G(i)/G(i + 1) e G(i + 1)/G(i + 1) com
G+ 1) = G(i)’G(i + 1). Indutivamente é facil ver que G(i + 1) = G(i)’G(i + m)
para todo m > 1. Tomando a intersecdo, entdo G(i + 1) = G(i)P. Agora, G(2) = G,
G(3) = G? <G e, indutivamente, G(i) <G para cada i > 2.

Agora, se p > 2 temos
G/Gr = G(1)/G(2) =~ (Z/pZ)",

ou seja, G/GP é abeliano. Se p = 2, tomando y € G(4) e “passando” por G(3), vemos
que existe z € G(2) = G tal que y = 2* (mod G(n)) para todo n > 4. Assim,

G(4) Cc G*.

Temos também o isomorfismo entre G(2)/G(4) e 2273 /2*7Z% decorrente da definicdo de
G(i) e da igualdade dada pelo Lema 2.2.3. Entdo, G/G* é abeliano. Portanto, G é

powerful e em qualquer caso d(G) = n.

Uma vez que G(i + 1) = G(i)P e P(G) = ®(G) = G?, por [4, Teorema 3.6], vemos
que G; = G(i) se p > 2 e G; = G(i + 1) caso contrdrio. Concluimos entao que G é

uniforme. O
O 1ltimo resultado essencial para conseguirmos a reciproca desejada é:

Teorema 2.2.3. Se G € um grupo p-ddico analitico, entdo G tem um subgrupo aberto H

que € um grupo padrao com respeito a estrutura de variedade induzida de G.
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A demonstragao desse teorema [4, Teorema 8.29] utiliza técnicas muito semelhantes

as que usamos para provar o teorema anterior, por isso sera omitida.

Juntando todas as partes podemos enunciar o seguinte resultado:

Teorema 2.2.4. Seja G um grupo topoldgico. Entao G possui a estrutura de um grupo

p-ddico analitico se, e somente se, G contém um subgrupo aberto pro-p uniforme.

O Teorema 2.2.4 traz varias consequéncias relevantes para os grupos p-adicos

analiticos. Por exemplo:

Corolario 2.2.1. Seja G um grupo p-ddico analitico. Entao G é compacto se, e somente

se, G € profinito.

Demonstracdao. Suponha que G seja um grupo p-adico analitico compacto. Entao G tem

um subgrupo H que é aberto pro-p uniforme. Note que

GCUgH.

g

Como H é Hausdorff, entao G também é. Se V' é uma vizinhanca aberta de 1 em G, entao
V N H é uma vizinhanca aberta de 1 em H e, além disso, podemos escolher V <, H com
V C V. Uma vez que V <, G, entdo os subgrupos abertos de G constituem uma base
de vizinhancas para a identidade em G. Logo, G é um grupo profinito. A reciproca é
trivial. ]

Uma curiosidade é que os exercicios 9 e 10 de [4, capitulo 1] nos permitem concluir

que SL,,(Z,) possui um subgrupo aberto pro-p uniforme, logo, é p-ddico analitico.

2.3 Numeros p-adicos

Os nimeros p-adicos surgem em diversas areas diferentes da Matematica. Desde a solugao
de equagoes usando o principio de Hasse até aplicagoes em criptografia, e assuntos mais
avancados como dinamica. Isso é claro, além de toda importancia na teoria dos niimeros e,
em geral, na Algebra. Nesta secao iremos apresentar uma construcao dos inteiros p-adicos

como um exemplo de grupo profinito e os racionais p-adicos como uma variedade analitica.

Existem algumas formas distintas (que geram resultados equivalentes) de construir o

conjunto dos inteiros p-adicos.

Definicao 2.3.1. Definimos o conjunto Z, dos inteiros p-ddicos para ser

Zp:{zajpfzogaj<p}.
j=0
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Mostraremos agora que podemos construir Z, como um grupo profinito.
Considere G; = Z/p'Z e defina m;; : G; — G; para j > i por
miy(n+p L) =n+p'Z

para n € Z. Entao existe

Agora, defina f; : Z, — Z/p'Z por

%) i—1
g <Z aﬂﬂ) =Y ap +0Z
=0 =0

eg:Zy,— L por

g9(@) = (fi(@)):.

Aqui (f(«)); pode ser visto como um vetor e 1 < i sdo as coordenadas. Uma vez que f; é
um homomorfismo, entdo g também é. Além disso, g(z) = 0 se, e s6 se, fi;(a) =0 o que
ocorre somente quando a = 0. Assim, kerg = {0}. Se 8 € L, entdao B = (b; + p'Z); com
0 < i. Tome b; com 0 < b; < p' e defina ag = b;. Para 1 < i, p' divide Tii1 — T; € assim,

Tir1 — x; = a;p'. Uma vez que
7

Tit1 = Z ajpj

0

com 0 <aqa; < pi, entao
b=y (z ajpf‘) ,
§=0

logo, ¢ ¢ um isomorfismo. Definamos U C Z, aberto se g(U) é aberto em L (com isso

tornamos ¢ continua). Além disso, definamos
a® =g (g(a) +g(8)),

a® =g "g(a)g(B))

Entao nés tornamos g um isomorfismo de anéis topoldgicos. Logo,

Assim, podemos ver Z, como um anel (em particular, um grupo) pro-p.
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Uma observacao talvez imediata é que podemos pensar em Z como o subconjunto

o
de Z,, formado pelos elementos Z ajpj onde a; # 0 apenas para um quantidade finita de j.
j=0

(5] o (Ser)

logo repetindo esse processo,

Note que

P (Z ajpj> = Zaj—ipj
j=0 j=i

o que implica pin aberto em Z, de indice de p'. Como pin = ker f;, entao pin é um
subgrupo normal de Z,. Qualquer outro subgrupo normal N de indice p’ deve satisfazer
p'(Z,/N) = 0. Mas Z,/p'Z, ~ Im(f;) é ciclico de ordem p’ de modo que H = p'Z,, isto
¢, os subgrupos abertos de Z, sao os subgrupos p’Zp com i € N. Além disso, p’Zp Sao0
os ideais de Z,. Sabemos que se H ¢ um subgrupo fechado de um grupo profinito G,
entao H é a intersecao de todos os subgrupos abertos de G' que contém H. Com isso,
j& sabemos como sao os subgrupos fechados de Z,, uma vez que sabemos quem sao os
abertos. Como intersegao de ideais é um ideal, entao os subgrupos fechados de Z, também
sao ideais. Agora, considere z € Z, diferente de 0 e o mapa 7 dado por y — zy. Entao
{y € Z, : xzy = 0} = kerv é um subgrupo fechado, mas ker nao contém nenhum p’Zp,
logo, devemos ter ker = {0} e isso mostra que Z, é um dominio.

Uma definicao simples do que sao os racionais p-adicos é tomar o corpo de fragoes de
Z,, mas neste ponto nosso interesse ¢ estudar os racionais p-adicos como uma variedade.

Por isso faremos uma construcao analitica.

Nao definiremos valores absolutos e sequéncias de Cauchy em @Q, mas o leitor

interessado pode consultar [5, capitulo 3].

Seja || , um valor absoluto nao-arquimediano em Q e definamos C para ser o conjunto

das sequéncias de Cauchy com respeito || ,- Definindo
(Tn) & (Yn) = (Tn + Yn),

(xn) & (yn> = (xnyn>7

tornamos C um anel comutativo com identidade. Apesar disso, C ndo é um corpo ja que

possui divisores de 0, podemos tomar as sequéncias
1,0,0,...
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0,1,0, ...
para ver isso.
Existe um problema com C: mesmo que duas sequéncias de Cauchy diferentes possam
ter o mesmo limite, elas ainda sao objetos diferentes. A ideia que usaremos para resolver

esse problema ¢ identificar a condi¢ao que faz com que duas sequéncias tenham o mesmo

limite e apds isso, colocar tais sequéncias numa mesma classe.

Considere o conjunto
N = {(xn) eC: 7111_)1210]0%,1]1) = O}.

E facil ver que N ¢é um ideal de C, mais que isso, A" é um ideal maximal [5, Lema 3.2.8).

Definicao 2.3.2. Definimos o corpo dos racionais p-ddicos por
Q, =C/N.

O mapa x — (z) nos permite olhar Q como um subconjunto de Q,. Essa construcao
¢ conhecida como “completamento” de Q, pois QQ, é completo. Para ser mais preciso,
considerando a norma p-adica em Q,, podemos tornd-lo um espaco métrico completo.
Considerando a sequéncia (p~'), vemos que Q, nao pode ser compacto, visto que essa
sequencia nao possui subsequéncia convergente. Uma vez que Q, nao é compacto, nao é

profinito e assim, nao ¢ possivel construir Q, do mesmo modo que construimos 7Z,.

Agora, para cada i € N, p~'Z, é um aberto em Q,, além disso,
Q, C U P 7y,

Defina ¢; : p~'Z, — Q, por ¢;(xr) = p'z. Entdo ¢; = (p~'Z, p;,1) é uma carta local e
A = {c; 11 € N} é um atlas. Logo, Q, é uma variedade p-ddica analitica. Em geral, Q, ¢
uma variedade p-ddica analitica e a construgao disso é similar a que fizemos aqui (com as
devidas adaptagoes). Agora note que o mapa (x,y) — = —y de Q, x Q, — Q, é analitico,

o que torna Q, um grupo p-adico analitico.
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Capitulo 3

Correspondéncia entre certas

categorias de Grupos e Algebras

As estruturas de Grupos e Algebras de Lie tém algumas similaridades, no sentido de ter
comportamentos parecidos. Veremos agora como certos tipos de Grupos e Algebras de
Lie tém mais do que algumas similaridades; eles se correspondem perfeitamente. Vale
ressaltar que é esperado que o leitor tenha familiaridade com as defini¢oes e resultados

bésicos sobre uma algebra.

Os principais teoremas deste capitulo foram baseados em [18] e [4].

3.1 Algebras de Lie

Nesta secao e nas proximas consideraremos A um anel comutativo com unidade, salvo
mencao contraria. Aqui introduziremos os conceitos e propriedades basicas de dlgebras

de Lie que serao suficientes para dar sentido ao que faremos na proxima secao.

Definicao 3.1.1. Uma dlgebra de Lie L sobre A é uma A-algebra L, isto é, L é um

A-médulo munido de uma operagao bindria [-,-|; : L x L — L bilinear, que satisfaz

[z, 9, 2] + [y, [z, 2] + [z, [2, 9] = 0

e, além disso, [a,a];, = 0 para todo a € A. A operacao [-,-];, é chamada colchete de Lie.

Exemplo 3.1.1. Sabemos que R* é um R-médulo. Defina [z, y]r : R* x R* — R? por
[z,ylg = © X y onde x X y é o produto vetorial entre x = (z1,22,23) € ¥ = (Y1, Y2,Y3)

gerado pelo determinante da matriz

€1 €2 €3
TXY= 121 T2 T3

Y1 Y2 Y3



onde {e1, ey, e3} é a base canonica de R®. A férmula de Lagrange para o produto vetorial
diz que
zx(yxz)=(z 2)y—(r-y

onde x - z e x - y representam o produto interno. Com isso, temos que

yx(zxz)=(y -2)z—(y 2

zx(xxy)=(z-ylx—(2-2)y.

Uma vez que o produto interno é comutativo, entao
rx(yxz)+yx(zxz)+zx(xxy) =0.

Além disso, é claro que [z, z]r = 0. Assim, [z, 7| torna R® uma 4lgebra de Lie.

Definicao 3.1.2. Um anel de Lie é um grupo abeliano L equipado com uma operacao
[, : L x L — L bilinear, que satisfaz a identidade de Jacobi e, além disso, [a,a], =

para todo a € A.

Exemplo 3.1.2. O espaco vetorial R® é um grupo aditivo abeliano, entdo tomando [z, y]r

definida no exemplo anterior, R? se torna um anel de Lie.

Esse exemplo ilustra o fato de qualquer Algebra de Lie ser também um anel de Lie.

Note que se um anel de Lie L possui a estrutura de um A-moédulo, entao L é também

uma algebra de Lie.

Definigao 3.1.3. Seja L uma é&lgebra de Lie. Um ideal de L é um subméddulo I # ()

satisfazendo [a, x|, € [ paratodoa € Lex € I.

Sendo percebida a semelhanga entre um ideal de uma algebra de Lie e de um anel,
é de se imaginar que eles satisfazem as mesmas propriedades basicas como: soma de
dois ideais é um ideal, intersecao de dois ideias é um ideal etc. Essas propriedades sao
facilmente demonstraveis. Os ideais, assim como na teoria de anéis, desempenham um
papel importante na teoria das algebras de Lie. Uma boa referéncia para estudar com

mais detalhes é [2].

Definicao 3.1.4. Um conjunto M junto com um mapa m : M x M — M dado por

m(x,y) = zry é um magma.
Dado um conjunto finito X defina indutivamente X; = X e
X.= || x,xX,.
p+a=n
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Defina

o0

My =| | X,

n=1
e considere o mapa mx : Mx x Mx — Mx por meio de 7 : X, x X, — X, C Mx onde
1 € inclusao canonica induzida pela definicao de X,,. Note que, por definicao, Mx é uma
magma, chamado de magma livre em X. Um elemento w € My é chamado de palavra
nao-associativa em X. Se w € Mx, entao w € X, x X, onde p + ¢ = n, assim existe um

tnico n tal que w € X,,. O comprimento ¢(w) de w é o tnico n tal que w € X,.

Se N é um magmae f : X — N é um mapa, defina indutivamente F(z,y) = F(x)F(y)
para z,y € X, x X,. Entao F' pode ser definida em Mx e, além disso, tomando n = 1 na
uniao disjunta My, vemos que F' é uma extensao de f. Também ¢é facil ver que F' é um
homomorfismo. Por fim, qualquer extensao de X que é um homomorfismo de magma vai

ter que “concordar” com F' em Myx. Com isso podemos enunciar a seguinte afirmacao:

Proposicao 3.1.1. Sejam N um magma e f : X — N um mapa. Entdao existe um unico

homomorfismo de magma F : Mx — N que estende f.

Agora, defina por Ax uma A-dlgebra do magma livre Mx. Entao o € Ax é dado por

m
o= Z CmM
1
onde ¢,, € A. Como aplicacao direta da proposicao anterior, temos o seguinte resultado:

Proposicao 3.1.2. Sejam B uma A-dlgebra e f : X — B um mapa. Entao existe um

unico homomorfismo de A-dlgebras F : Ax — B que estende f.
Essa proposicao nos permite enunciar uma outra definicao.
Definigao 3.1.5. O conjunto Ax é uma dlgebra livre em X.

Note que, por definicdo, Ay satisfaz os requisitos para ser uma &algebra graduada.
Obviamente os elementos homogeéneos de grau n sao as combinagoes lineares das palavras

de Mx de comprimento n.

Seja I o ideal de Ay gerado por elementos da forma aa e (ab)c + (bc)a + (ca)b, onde

a,b,c € Ax. Usaremos a notacao

J(a,b,c) = (ab)c + (be)a + (ca)b.
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Defina por Io conjunto dos elementos a € Ax tais que toda componente homogénea de
a pertence a I. Note que I € I e I é um ideal de Ay. Um elemento z € Ay pode ser

escrito como soma das suas componentes homogéneas, isto ¢,

T = E Ty

Entao

T = Zl‘i‘{‘ Z(xnxm+xmxn) = foﬁ Z(mn+xm)2 — a2 — a2,

n<m n<m

logo, z € I. Além disso, uma vez que

xzzxn,y:Zyn,z:Zzn,

pela defini¢ao de J(x,y, z) temos

J(x7y7 Z) = Zj(xiayjazk)7

Z‘?j7k

logo, J(x,y,z) € I. Portanto, I = I e assim I é um ideal graduado de Ax. Com isso,
Ax /I tem herda uma estrutura de algebra graduada. Note também que, por construgao,
Ax /I satisfaz a identidade de Jacobi e (aa) = 0 para todo a € Ax/I, ou seja, Ax/I é

uma algebra de Lie.
Definigao 3.1.6. O quociente Ax /I é uma dlgebra de Lie livre sobre X.

E comum denotar Ax/I por Lx.

Por fim, se |X| = d é finito e Lg?) ¢ a componente homogénea de grau n de posto
l4(n), entdo Lg?) serd livre e X
la(n) = — k)d"*
i) =5 D)
onde p é a funcao de Mobius. A justificativa dessas afirmacoes exigem algumas defini¢oes
e calculos de algebra tensorial que fogem ao nosso propodsito, mas podem ser encontradas
em [18, Parte I, Capitulo 4, Secgao 4].

3.2 A série de Campbell-Hausdorff

Nesta secao consideraremos A uma QQ,-algebra normada completa com respeito a norma
|-]. Além disso, usaremos vérias propriedades de uma série de poténcias formal que nao

apresentaremos aqui para evitar um prolongamento que nao acrescenta ao nosso objetivo.
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A nossa ideia principal é apresentar alguns pontos chave para que possamos desenvolver
este capitulo evitando lidar desnecessariamente com muitos lemas técnicos. Contudo, o
leitor que tiver interesse em tais pontos pode consultar [4] ou, para uma leitura mais

simplificada, [6].

Nosso objetivo neste ponto é apenas apresentar a série de Campbell-Hausdorff que
serd extremamente relevante para que possamos obter uma conexao entre grupos pro-p

uniformes e algebras de Lie sobre Z,,.

Se X é uma n-upla de varidveis nao necessariamente comutativas, denotaremos apenas

nesta secao
W=W(X) ={wlX) =X, - X;,,}

o mondide livre gerado por Xy, ...., X,,. A palavra vazia é denotada por 1 e o grau de

w(X) é m. O produto em W (X) ¢ feito por justaposicao de palavras.

Definigao 3.2.1. Seja f : A — D uma fun¢do onde D é um subconjunto aberto de A".

Dizemos que f é estritamente analitica em D se existe

F(X) = 3 aww € @, (X))

weWw

tal que para cada x € D

T oy, w(lal) = 0

Note que |a,|, representa a norma p-ddica de a,, em Q,, que ¢ definida por [0, = 0
e lal, = p*seacpZ, —p"Z, e w(|z|) é induzido pela norma da Q,-dlgebra A da
seguinte maneira:

w(lz]) = w(lzl, .., [xn])
considerando a topologia produto em A".
Outra observacao é que para que a série F'(X) possa ser calculada em z, precisamos
garantir a convergencia e, em Q,, a convergéncia de uma série ocorre exatamente quando

o termo geral tem limite 0, por isso a primeira exigéncia da definicao 3.2.1 serve para

garantir a existéncia de F'(z), jd que |a,w(2)| < |ay|, [w(|z])].
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Considere as seguintes séries de uma variavel

E(X) = Z% n
=3 0

Definamos o conjunto

{reA: |z <p™} sep#2,
{reA:|z|<27%) sep=2.

Usando algumas propriedades simples de convergéncias de séries de poténcias e valoracao
p-adica, podemos concluir que existem funcgoes estritamente analiticas exp : Ag — 14 Ag
elog: 1+ Ay — Ay tais que exp(x) = E(z) e log(1 + x) = L(z) para todo x € Ag. Além

disso, as fungoes exp e log satisfazem as seguintes propriedades:
(i) (logoexp)(z) =,
(ii) (expolog)(l+x)=1+z,

(iii) log(1l+ x)" = nlog(1 + x) para cada n € Z,

(iv) exp(nz) = exp(x)" para cada n € Z.

Por fim, as fungoes exp e log também sao continuas.

Definamos agora

PX,Y) =E(X)E(Y) -1 € Q, ((X,Y))

CX,Y) = E(=X)E(-Y)EX)EY) € @y ((X,Y)) .

Definigao 3.2.2. A série de Campbell-Hausdorff ®(X,Y") é definida por
O(X,Y)=(LoP)X,Y)
e o comutador de Campbell-Hausdorff é definido por

U(X,Y) = (LoC)(X,Y).
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Escolhendo z,y € Ag, temos

®(z,y) = log(exp(x) exp(y))

U(z,y) = log(exp(—) exp(—y) exp(z) exp(y)).

Se Hi(X1,X5,X3) = X; e Hjj(X1,X0,X3) = (X;,Xj), entdo a série de Campbell-

Hausdorff satisfaz a identidade
do (Hl, do H23) =do ((I) o ng, Hg)

O caso em que a n-upla X = (Xy,...,X,,) é formada por varidveis comutativas (que
serd o caso de nosso maior interesse) produz resultados andlogos a esses; sd0 0s mesmos

resultados com as devidas adaptacoes.

3.3 Correspondéncia entre Grupos Uniformes e
Algebras de Lie

Neste ponto ja temos as ferramentas suficientes para apresentar uma ideia da
correspondéncia entre certos tipos de grupos uniformes e algebras de Lie. Nao
faremos uma construcao totalmente detalhada, daremos apenas uma ideia de como tal
correspondéncia é construida. Isso é um caso particular da correspondéncia de Lazard.
O leitor que estiver interessado em uma construcao com a apresentacao de todos os

detalhes pode encontra-la em [4].

Relembre o enunciado do Teorema 1.3.1 do primeiro capitulo: “Sejam G um
grupo pro-p uniforme de dimensao d e {gi,...,gn} um conjunto minimal que gera G

topologicamente. Entdo (G,+) é um Z,-mddulo livre sobre {gu, ..., gn}".

Considere G um grupo pro-p uniforme. Dados g, h € G e um inteiro positivo n, temos
que ¢*", """ € G4, logo,
[gp"’ hp"} S [Gn—‘rlv Gn—i—l]

e por [4, Proposi¢ao 1.16] temos que [Gpi1, Gri1] < Gonya, OU s€ja,

[gpna hp”} € G2n+27

2n

[ga h]n = [gp”7 hp”]p_
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onde o lado direito da igualdade é um comutador de elementos do grupo G.

Por [4, Lema 4.28], ([g, hl,)m serd uma sequéncia de Cauchy e entao possui um limite.
Definamos entao
[g,h] :== lim [g, h],.

n—oo

Um trabalho que se resume a calcular equivaléncias em G; mostra que [, | torna (G, +)

uma algebra de Lie sobre Z,

Existe uma maneira alternativa de construir uma algebra de Lie associada a G
através do mapa log : G — A onde A é uma élgebra associativa sobre Q,. Tal caminho

alternativo faz uso de algebras de grupo e da série de Campbell-Hausdorff.

Construimos um conjunto H = log G C A com colchete de Lie [h, k], = hk — kh e um
isomorfismo, dado pela funcao log, entre as dlgebras de Lie (G, +, [, |.) e (H,+,[, 1)
(com o cuidado de considerar as operagoes em cada conjunto), onde Aé precisamente o

completamento de uma algebra normada A sobre Q,,.

Uma vez que o segundo caminho nos da uma algebra de Lie isomorfa a que pudemos
construir anteriormente com mais facilidade, nao sera necessario abordé-lo. Essa

construgao pode ser lida em [4, Capitulo 7].

Denotando por ®(X,Y) a série de Campbell-Hausdorff apresentada no capitulo

anterior, existe um reformulacao importante desta série que nos sera 1til nesta secao.
Sabemos que Q, ((X,Y)) é uma &lgebra associativa. Definindo
[Ur, U] = Uy Uy — UsUy

fazemos com que @Q, ((X,Y)) tenha a estrutura de uma &lgebra de Lie. Definimos
indutivamente

[U17 ceey Ur] = [[Ulu ey Ur—l]u Ur]

e para uma n-upla de inteiros positivos e = (eq, ..., €,), sejam

e] vezes eg vezes
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Além disso, defina ¢. para ser um racional constante que satisfaz p" 'q. € pZLy se p > 2
ou 2% %, € 47, se p = 2. Denotaremos também € =1 se p > 2 ou € = 2 se p = 2. Essas
notagoes serao consideradas ao longo desta se¢ao. Agora podemos enunciar a proposicao
(veja [4, Teorema 6.28]):

Proposicao 3.3.1. Seja
O(X,Y) =D su(X,Y)

neN

a série de Campbell-Hausdorff onde s,(X,Y) € a soma dos termos de grau n. Entao,

1
H(Y)=0, si(XY) =X 4V, s(XY) = Z(XY - VX);

sn(X,Y) = > q[X, Y], Vn>3.
(e)=n—1
Além disso,

Jm [ ae| = 0.

Definicao 3.3.1. Uma élgebra de Lie L ¢ powerful se ¢ um Z,-mddulo livre finitamente

gerado tal que [L, L], < p°L.

Uma vez que um A-médulo M ¢é finitamente gerado se, e s6 se, M é isomorfo a um
quociente de A? para algum inteiro positivo d, essa definicdo é equivalente a: Uma dlgebra
de Lie L sobre Z, é powerful se L ~ Zz para algum inteiro positivo d e [L, L], < p°L.
Lembre que um reticulado de Lie L é um anel de Lie que é um A-moddulo livre de posto
finito onde A é um dominio de ideais principais e, por isso, é comum também nomear L

por Zy-reticulado de Lie uniforme
Uma vez que cada termo s,(X,Y) de
(X, Y) =) s.(X)Y)

¢ uma soma finita, logo pode ser calculado, entao a série

O(z,y) = D sule.y),

para x,y € L, converge em L, o que é rigorosamente provado mostrando que a sequéncia
das somas parciais é de Cauchy. Isso nos permite definir uma operagao binaria x : L x L —
L dada por

zxy=®(z,y).
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Teorema 3.3.1. Seja L uma dlgebra de Lie powerful. A operagao x torna L um grupo pro-
p uniforme. Se {g1,...,gn} € uma base para L sobre Z,, entdo {g1,...,gn} € um conjunto

de geradores (topoldgicos) para o grupo (L, *).

Demonstra¢ao. Mostrar que (L, *) é um grupo é simples, exceto pela demonstragdo da
associatividade que usa muitos calculos e propriedades de séries, o que torna bastante
trabalhoso apesar de nao ser dificil (mostrar que (z*y)*z = x % (y * z) (mod p"L) para

todo inteiro N) e assim, serd omitido por brevidade (veja [4, Lema 9.9]).

Se [z,y], = 0, entdo u,(z,y) = 0 para todo n > 2, entdo x *y = x + y, pois
ug(z,y) = 0. Além disso, 2~' = —z, logo, tomando a notacdo multiplicativa para a
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operagao “*”, podemos escrever ™ = mx para todo m € Z. Com isso,
t
p'L={z" :x €L}

é um subgrupo de (L, *) para todo t. Sendo L uma algebra de Lie powerful, entao p‘L

também é, por isso

[P =¥ =p'L
para todo ¢t. Suponha agora que x —y € p'L. Entdo x — y = p'z para algum z € L.

Usando a Proposicao 3.3.1, podemos concluir que

vyt =z —y+ ) un(z,—y) €p'L

n>2

ry ' =vepL,

o que implica

r—y=v*xy—yecplL.

Note que para cada t, |L : Lpt| = |L : p'L| = p™. Além disso, a familia {x + p’L}; é
uma base para os abertos de L e as classes aditivas « 4+ p'L sdo equivalentes as classes
multiplicativas prt, dai podemos concluir que (L, *) é um grupo topoldgico tal que os
seus conjuntos abertos tém indice poténcia de p, ou seja, (L, *) é um grupo pro-p. Note
que

rxy—(r+y) €pL

para cada z,y € L [4, Coroldrio 6.38]. Como as classes multiplicativas e aditivas sao

equivalentes, entao L/LP é abeliano. Além disso por [4, Coroldrio 6.38], temos que

1
x*y—(fv+y)—§[:r,y]Le4L
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para cada x,y € L. Com isso, tomando a congruéncia moédulo 4L, podemos ver que
rxy—yxx=|x,y|, €4L.

Assim, L/LP é abeliano se p > 2 e L/L* ¢é abeliano se p = 2, isto é, L é um grupo pro-p
powerful. Além disso, como |L : Lpt| = p"™ para todo t, concluimos que (L, *) é uniforme

de dimensao n. Recorrendo novamente ao fato de
rxy—(z+y) € pL,

obtemos um isomorfismo entre as estruturas aditiva e multiplicativa. O subgrupo de
Frattini de (L,*) é exatamente L o que implica ser {gi, ..., g,} um gerador topoldgico
para (L, ). O

A ideia desta prova é feita com mais detalhes em [4, Teorema 9.8].

Esta secao mostra que existe uma correspondéncia entre dlgebras de Lie powerful e
grupos pro-p uniforme. De fato, com mais alguns argumentos (veja [4, Teorema 9.10])

podemos resumir esta se¢ao no seguinte teorema:

Teorema 3.3.2. Eziste um isomorfismo entre as categorias dos grupos pro-p uniforme e

das dlgebras de Lie powerful.

A prova de tal fato usa a construcao alternativa da algebra de Lie de um grupo
pro-p uniforme que foi mencionada anteriormente. A principio, nao precisaremos
necessariamente de um isomorfismo entre essas categorias, serd suficiente apenas saber
que podemos obter uma &algebra de Lie powerful partindo de um grupo pro-p uniforme e

também o contrario usando as operacoes dadas pela formula de Campbell-Hausdorff.

Exemplo 3.3.1. Sejam G o grupo nao-abeliano de ordem 27 definido por

1 a b
G = 0 1 c|:a,bcel;
0 01

e L o anel de Lie definido por

0 a b
L= 0 0 c|:abcels
0 0O

Sabemos, pela férmula de Campbell-Hausdorff, que os mapas exp e log geram uma
2

x x
correspondéncia entre GG e L; definindo as aproximacoes x — 1+x+ 5 el+x—x— =
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conseguimos uma bijecao entre GG e L. Lembrando que as operagoes de grupo sao dadas
por zy = log(exp(x) exp(y)), podemos verificar, expandindo exp e depois usando o fato
de o comutador de dois elementos é central em um anel de Lie com classe de nilpoténcia

2, que além de 1 = exp(0),

exp(z) exp(y) = exp (w +y+ l[wa y])

2
($
exp(z) exp(z™!) = exp(z +271),
logo,
zy = log(exp(z) exp(y)) = = +y + %[x, Yl
(§

0 = log(exp(z)exp(z™h)) =z + 271,

de modo que,

T = —XT.

Assim, podemos construir a operacao no grupo partindo das operacoes da algebra de Lie.
De modo semelhante podemos construir as operagoes do anel de Lie a partir das operagoes

de grupo.

O exemplo acima é um caso particular do que é formulado como Correspondéncia de

Lazard para p-grupos finitos e pode ser enunciado como:

Teorema 3.3.3. A formula de Campbell-Hausdorff gera uma correspondéncia entre os
p-grupos finitos com classe de nilpoténcia menor que p e os anéis de Lie com classe de

nilpoténcia menor que p cujo grupo aditivo € um p-grupo finito.
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Capitulo 4

Largura de palavras em Subgrupos
Verbais

Neste capitulo iremos comecar a olhar diretamente para o assunto principal desta
dissertacao. Aqui veremos o que € a largura de uma palavra em um grupo e trataremos
dos pontos fundamentais para que possamos desenvolver esta definicao, bem como suas
consequéncias, até o final do tltimo capitulo. Enunciaremos e provaremos também alguns

resultados que terao consequéncias diretas e claras no que faremos posteriormente.

4.1 Comutadores e Subgrupos Verbais

Nossa ideia aqui é introduzir de maneira direta os subgrupos verbais além de revisitar

brevemente as defini¢oes dos comutadores.

Definicao 4.1.1. Uma palavra é uma expressao da forma

w l‘l,... Hl'

onde iy, ...,i5s € {1,...,n} e ¢; = £1. Dizemos que s ¢ a largura de w, fazendo a convengao

de s = 0 para a palavra vazia.

Além disso, sabemos que uma palavra pode ser vista com um elemento do grupo livre
F, sobre {x1,...,x,}.

Seja w = w(zxy, ..., r,) uma palavra e considere G um grupo. Defina w : G™ — G por

w(g1, s Gn) Hg



onde G™ = G x -+ x G. Isso é conhecido como mapa verbal
—_————

n times

A forma de operar duas palavras é por justaposicao, isto é,

s t s+t

€5 or | _ Al
[I= ) (ITv ) =114
j=1 k=1 =1

onde z;, = x;; se l < s e z;, =y;, sel > s+ 1. Duas palavras w e v serao equivalentes se

w(gl7 e gn) = /U(gl’ A gn)

para todo (g1, ...,9n) € G™ . Pela definicdo do mapa verbal, entdo w e v sio equivalentes

se pudermos transformar w em v com um ndmero finito de inser¢oes ou remocoes de

-1 1

rx~ ou x "z onde x representa uma variavel.

Seja 7y : Iy, — G o tinico homomorfismo tal que 7, manda z; em g; para cada i, entao

w(gl) 7971) =wo 7Tga

ou seja, um elemento de F), induz o mesmo mapa verbal independente do representante

escolhido.

Se G' é um grupo e w o mapa verbal, definamos

Gow={w(g1, ..., 92)" (1, -, gn) € G

O conjunto G,, é conhecido como conjunto dos w-valores.

Definicao 4.1.2. Sejam G um grupo e w : G™ — G um mapa verbal. O subgrupo verbal

correspondente a w é

Se S C G, definamos

S = st st s, € S Vie{l,...,m}}

m

onde m € N.

Definicao 4.1.3. Sejam G um grupo e w o mapa verbal. Dizemos que w tem largura

finita se existe m € N tal que
w(G) = G,

O menor m satisfazendo tal condigao sera chamado de largura de w em G. Se nao existe

m com tal propriedade, diremos que w tem largura infinita.

20



Exemplo 4.1.1. Se G é um grupo abeliano, entao

WGty ey gn) = w(g7 Y s g0 )

para qualquer palavra w. Assim, cada w deve ter largura 1 em G.

Definicao 4.1.4. Sejam G um grupo e S C G. Dizemos que S tem largura finita em G
se existe m € N tal que

(S) = 5.

O menor m satisfazendo tal condicao sera chamado de largura de S em G. Se nao existe

m com tal propriedade, diremos que S tem largura infinita.

Suponha que G seja um grupo e H um subgrupo finito normal de G tal que w tem

largura finita em G/H. Temos que
w(@)/(HNw(G)) =w(G)H/H = G"H/H = G [(HNG"),

logo,
w(@) = GIM(H Nw(Q)).

Uma vez que |H Nw(G)| < oo, segue que H Nw(G) C G. para algum r € N. Logo,

w(G) = Gfu(m”). Isso nos permite enunciar a seguinte proposicao

Proposicao 4.1.1. Sejam G um grupo e K < H subgrupos normais de G com H/K
finito e K C G} para algum r. Se w tem largura finita em G/H, entao w tem largura
finita em G.

Relembre que, dados um grupo G e g, h € GG, o comutador de g, h é definido por
g, h] = ghg™'h™",
e se H, K sao grupos, entao
[H, K] = ([h,k] :he H ke K).
Indutivamente, se Hq, ..., H, sao subgrupos de G, entao
(Hy,...,H,) = [[Hy, ..., Hy,1], H,].

Denotaremos

2(G)=1G,Gl =G

’Yn(G) = [’Vn—l(G)? G]
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Definigao 4.1.5. A familia {v;(G)}ien é conhecida como série central inferior.

Proposigao 4.1.2. Seja G um grupo nilpotente tal que G = G’ (1, ..., x,). Entdo

Vnam(G) = H [V (G), iy ooy 5, .

(i17~~~7in€{1,...,m}(n))

Uma simples demonstracao pode ser vista em [17, Proposi¢ao 1.2.7].
Por indugao se mostra que [V, (G), 1 (G)] < Ymin(G).

Também por inducao, é facil mostrar que se ¢ : G — K é um homomorfismo
sobrejetivo, entao ¢(7,(G)) = 7,(K). Assim, dado qualquer automorfismo ¢ de G, vemos

que ¢ fixa v,(G). Podemos entao enunciar uma conhecida proposigao:
Proposicao 4.1.3. O grupo v,(G) € um subgrupo caracteristico de G, para todo n € N.

Uma vez que todo subgrupo caracteristico é normal, temos que 7, (G) é um subgrupo

normal de GG, o que nos permite trabalhar com quocientes.

4.2 Subgrupos Verbais e Grupos Profinitos

Para finalizar, iremos ver como os subgrupos verbais se relacionam com os grupos
profinitos, mais especificamente com os grupos pro-p, e apresentaremos alguns resultados

que serao usados no futuro, além de olhar algumas propriedades béasicas.

Sejam GG um grupo e W um conjunto de palavras. Definamos

Gw = Gu.

weW

O subgrupo W(G) = (Gw) é o subgrupo verbal de W em G. Convenientemente chamamos
Gw de vocabuldrio de W em G. Dadas duas palavras w,v € W de comprimento n e m,

respectivamente, definamos

(W - V)(G1y ooy Gry P1y ooy i) = W (g1, ooey g )V (B, ooy ).

Se W = {w, v}, entdo
Gw C Gy Cw(G)v(G),

logo,
W(G) < w(G)v(G).
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Uma vez que w(G),v(G) C W(G), entao

o que implica a largura de w - v ser menor ou igual a largura de w mais a largura de v.
Indutivamente esse resultado pode ser estendido a W = {wy, ..., w;}. Com esse resultado

podemos mostrar a seguinte proposicao:

Proposicao 4.2.1. Se G é um grupo pro-p de posto finito d e W wma colegao de palavras
tal que toda palavra de W tem largura finita em G, entao W(G) tem larqura finita em G.
Mais que isso, se a largura de cada palavra de W € limitada por L, entao a largura de
W(G) € limitada por dL.

Antes da demonstracao, é importante observar o seguinte fato: “se todo subgrupo
fechado de um grupo pro-p G € topologicamente finitamente gerado, entao toda cadeia de
subgrupos fechados possui um elemento mazximal apos uma quantidade finita de etapas.”.
Da fato, seja

H<---<H,<--

uma cadeia de subgrupos fechados. Tomando H = U H;, entao H é fechado e finitamente

gerado, de onde segue que ®(H) é aberto em H o que implica H/®(H) finito. Se

considerarmos a cadeia
HAD(H)J(H) < -+ < HyO(H)[D(H) < - -

veremos que ela deve possuir um elemento maximal e, consequentemente, deve existir
algum H;, maximal para a primeira cadeia. Note que se o grupo pro-p G tiver posto
finito, entao automaticamente toda cadeia de subgrupos fechados possui um elemento

maximal apés uma quantidade finita de etapas.

Demonstra¢ao da Proposicao 4.2.1. Seja g1 € Gw. Se (¢1) # W(G), entdo existe gy €

W (G) — (g1). Indutivamente, obtemos uma cadeia

<gl> S <glag2> S et S <gl>g27"'7gn> S tet

onde g; € Gy para todo ¢. Sendo G um grupo pro-p de posto finito, entao essa cadeia
possui um elemento maximal, ou seja, existem g, ..., g, € Gw tais que (g1, ..., gm) =
W(G). Um conjunto gerador com m elementos em um grupo pro-p de posto d contém

um subconjunto gerador com d elementos, logo, devemos ter m = d e

(91, 90) = W(G).
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Sejam wq, ..., wg € W tais que g; um w;-valor para cada i. Se w = wy - ws - - - Wy, entao
(91, -+, 9a) S w(G) < W(G). (%)

Seja ¢; a largura de g; para cada i. Pelo argumento anterior, a largura de w(G) é menor ou
igual a ¢; 4 - -+ + 4. Uma vez que a largura é finita, entao w(G) é fechado (mostraremos
essa afirmacao abaixo). Entao segue de (%) que w(G) = W(G) e a largura de W(G) ¢é
menor ou igual a ¢, + - -+ + {4, mas se cada ¢; < L entao a largura de W(G) é menor ou
igual a dL. O

Quando consideramos uma palavra w sobre um grupo profinito, podemos obter

consequencias interessantes. Por exemplo:

Proposicao 4.2.2. Sejam G um grupo profinito e w uma palavra. Entdo w tem largura

finita se, e somente se, w(G) € fechado em G.

Demonstracio. Seja m € N a largura de w em G. Temos que Gy, é a imagem de G™
sobre o mapa verbal w que é claramente continuo, logo G,, é fechado em G (pois G é, em

particular, compacto). Por defini¢ao
w(G) =G,

o que implica w(G) fechado em G. Suponha agora w(G) fechado em G. Temos que
w(G) =G
i=1

com G, fechado em G. Pelo Teorema da Categoria de Baire, ao menos um dos conjuntos
fechados desta uniao tem interior nao vazio, isto é, existe m > 1 tal que G, contém um

subconjunto aberto nao vazio U de w(G). Note que podemos escrever

w(@) = U gU

gew(Q)

com cada gU aberto. Mas w(G) é compacto, entao
w(G) C UgiU
i=1
com g; € w(G). Escolhendo k tal que gi, ..., g, € G**, temos

w(G) C GHmHR),

logo, w tem largura finita. m
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A partir deste ponto iremos comecar a construir alguns resultados chave para a

conclusao de alguns dos teoremas principais.

Definicao 4.2.1. Sejam F' um grupo livre e w uma palavra de F. Dizemos que w ¢

uma N,-palavra se para todo grupo pro-p finitamente gerado H, o grupo H/w(H) é

virtualmente nilpotente.

Lembre que um grupo é dito ser virtualmente nilpotente se possui um subgrupo

normal de indice finito que é nilpotente.

Existe uma maneira de caracterizar as N,-palavras por meio de um teorema. Uma
demonstragao desse teorema pode ser vista em [17, se¢oes 4.3 - 4.4]. Nao a apresentaremos
com o objetivo de nao tornar este trabalho excessivamente longo, visto que essa
demonstracao exige o conhecimento de alguns outros conceitos e teoremas que excedem

o proposito desta dissertacao.

Teorema 4.2.1. Sejam F um grupo livre e w uma palavra de F. Entao as sequintes

afirmacoes sao equivalentes:
(i) w é uma N,-palavra.

(i1) se H é um grupo pro-p livre sobre um conjunto de dois elementos, entao H/w(H) é

virtualmente nilpotente.
(iii) w(C, 1 Z) # {1}.
(iv) we (F')PF".

Para encerrar esta se¢ao, provaremos um resultado que, por mais que parega desconexo

com que fizemos neste capitulo, sera essencial para o que iremos fazer no proximo.

Proposicao 4.2.3. Sejam G um grupo pro-p finitamente gerado e H um subgrupo pro-p
livre gerado por x1,...,xq,2 com d = d(G). Sejam yi,...,ys geradores de (xl,...,xdy)t e

suponha que, para quaisquer iy, ....i, € {1,2,...,s}, existe v;, . ;. sendo um produto de,

n

no maximo, k w-valores em H satisfazendo
Vigoin (T15 ooy Tay 2) = (2, Yiys ooy Yir [Ty oo (T15 ooy Ty 2)
t ~
Tiyoin (T1, ooy Tdy 2) € Ynao(HP ). Entdo se m > n +1,

’}/n+1<Gpt) = H Uil,“.,in(hJ? (RS hd? Hpt)/ym(Gpt)7

11,e0n

onde hy, ..., hq sao geradores de G.
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Demonstracao. Sejam hq, ..., hy geradores de G. Se a € 7m(Gpt), ge Ger e W(Hpt)

entao é claro que

T(hb SR hd?.g) = T(hla ) hdaga) (mOd ’ym(Gpt)%

ja que 7m(Gpt) ¢ um subgrupo normal. Usando a defini¢ao 4.1.5 para 7,,_;11, segue por

inducao em [ que

r(hla X3 hd7 g) = r(hla X3 hda ga) (mOd 7m+l—1(Gpt))7

onde r € v,(H?).

Note que

'yn+1(Gpt) = H Uil,...,in(hly ey hd, Hpt)7n+1(Gpt).

i17"'7i'fl

Considere m > n + 1 e suponha que a igualdade

”}/n+1(Gpt) = H Viy,....in (h17 ) hd7 Hpt)fym(Gpt>
Tl yeensbn

seja verdadeira, ou seja, para algum h € fynH(Gpt) existem g = ¢;,,..i, € H” ¢ u €

Ym(GP') tais que
h = H Uz‘l,...,in(h'lv ceey hda g)u
i1yeensin

Como
t

)

IS
Il

H I:til7---7in7 gip ) gln] (mOd ’Ym+1(Gp

i1 yoomrim
com Ji; = yj(h1, ..., ha) e tiy 4, € ’ym,n(Gpt), temos

h= T (0t iw Girs oo Ginl P in (B, s By 8ty i) (mOd Y1 (G7)).

Aplicando o pardgrafo anterior a r;, ;. (h1, ..., ha, 8ti, . 4, ), temos
h = H Vi, i (P o hay @tiy i) (mod 7m+1(Gpt))7

e, portanto,
Vi1 (G) = [T virrin (s ooy bty HY ) (GP)

para todo m >n + 1. O
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O conjunto

Bl yeeyin
é fechado. Tomando entao a intersecao de ’ynH(Gpt) para todo m > n + 1, temos que

Yot (G") = [T virin (hrs s ha, HY),

i17"'7in
pois
T
Py _
V(G = {1}.
m
Assim, podemos enunciar o seguinte corolario:

Corolario 4.2.1. Sejam G um grupo pro-p finitamente gerado e H um subgrupo pro-p
livre gerado por w4, ...,xq,2 com d = d(G). Sejam yi,...,ys geradores de (x, ...,xd)pt e

suponha que, para quaisquer iy, ...,i, € {1,2,...,s}, existe v;, . ;. sendo um produto de,

n

no maximo, k w-valores em H satisfazendo

Vigoin (T1s ooy Ty 2) = [2, Yirs ooy Yir [ Tin i (X1 o0, Ty 2),

Tirroin (X150, Ta, 2) € ”yn+2(Hpt). Entao
7n+1(Gpt) = H vh,...,in(hh ey hd,Hpt),
1 yeenyin

onde hy, ..., hq sao geradores de G.

O leitor que tiver interesse numa leitura aprofundada sobre palavras de comprimento

infinito em grupos pro-p pode consultar [17, Secao 4.5
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Capitulo 5

A demonstracao do teorema

principal

Neste capitulo iremos demonstrar alguns resultados que nos permitirao obter como
consequeéncia o teorema principal. Nao provaremos todos os resultados, apenas aqueles
que fazem uso das ferramentas que construimos. Um ponto a se destacar também é o
teorema que garante que palavras em grupos p-adicos analiticos compactos tem largura
finita, apesar disso ele nao apresenta uma possivel cota superior para as larguras. Na
ultima secao apresentaremos uma extensao do resultado para grupos pro-p aos grupos

pronilpotentes.

5.1 Largura de palavras em grupos p-adicos analiticos

compactos
Consideraremos X = (Xj,...,X,,) uma m-upla de varidveis comutativas. Também
definiremos

Q{X} = {ZaiXi € QX1 : lail, — 0 se [i| — oo}

onde |-, é a norma p-ddica em Q, e (i) =iy + -+ + iy, para i = (i1, ...,iy) com i; € Ne
X'=X"... X" O conjunto Q,{X} é chamado de anel das séries de poténcias restritas
em X. O anel Z,{X} é um subanel de Q,{X} consistindo dos elementos de Q,{X} com

coeficientes em Z,. Além disso, L = (Zém), +) serd considerada uma variedade p-ddica.

O objetivo desta secao é mostrar que uma palavra w de um grupo livre F' sempre tera
largura finita em um grupo p-adico analitico compacto. Para provar isso precisaremos de

alguns lemas auxiliares.



O entendimento da demonstracao dos préximos lemas é importante pois conectam as

ideias que estudamos até aqui.

Lema 5.1.1. Sejam Y = (Y1,...,Y,) e f = (f1,..., fm) uma m-upla consistindo de m
séries de poténcias formais de Z,{Y '} tais que f(e) =e onde e = (0, ...,0). Ponha

S = f(Z) = {(fi(x), ... fu(2)) s 2 € ZV} C TG,

Entao a largura de S em (Zém)) é finita.

Demonstragao. Sejam K = ZZ()"), L= (Zz(jm), +)e A=(S). Se
Ly ={l € L:p"l € A para algum k}

entao podemos reorganizar os geradores de L para encontrar um subgrupo Lo de L tal
que L = L1 Ly. Além disso, podemos mudar as coordenadas de L para que L; seja dado
pelas equagoes {xs.1 = -+ - = x,, = 0}. Nessas coordenadas, um elemento de L se escreve
como

(21, ..., s, 0, ..., 0).

Com isso, a imagem do mapa f tem a forma
(hi, ..., hs,0,...,0).

Assim, podemos supor sem perda de generalidade, que S gera um subgrupo aberto em L.

Dado a € K definamos ¢,(Y) = f(Y) — f(a). Uma vez que as séries de poténcias
(fi(z), ..., fin(x)) sdo convergentes para x € Z,, claramente g, ¢ um mapa analitico de K
em L satisfazendo g(e) = e. Note que g, induz um mapa analitico T,g, : T,K — T.L.
Os mapas ¢; : T K — Q, definidos por e;(¢) = (9;¢)(a) formam uma base para T,K.
Similarmente, os mapas h; : T L — Q,, definidos por h;(¢q) = (9;¢)(e) formam uma base

para T, L. Note que, na coordenada z;,

(Taga)(ei)(z5) = ei(f; — fi(a)) = 0ifj(a).

Assim,

(Tuga)(e;) = Z&-fj(a)hj-

29



Considere o subespaco V' de T,L gerado por todas as imagens de T,g, para todo a, isto
é, V = Span{T,¢,(T,K) : a € K}. Uma vez que dimV < m existem constantes ay,...,(y,

com algum «; # 0 tais que

0= (Tuga)(es)(;)a; = Zaj&-fj(a) =0 (Z Oéjfj> (a)

J=1

para todo a € K e 1 < ¢ < n. Com isso, tomando g = Zajfj segue de 0;g = 0 que
j=1
g é constante, mas f(e) = e implica g(e) = e, ou seja, g é a fun¢ao nula. Note que isso

contradiz o fato de que S gera um subgrupo aberto em L, logo, V = T.L. Assim, existem

ai,...,a, € K tais que
Talgal (TalK) + o + Tamg(lm (TamK) = TeL

Defina h : K™ — L por h(by, ..., bm) = ga,(b1) + - - Ga,, (by) € tome b = (aq, ..., ap,). Pela

linearidade do mapa tangente, temos
Tyh(T, K™) = T,L.

Entéo pelo Teorema 2.1.2, h é uma submerséo em b e existe U C h(K™) aberto em L. A
intersecao de um aberto em L com A é um aberto em A, ou seja, S™ contém um aberto
em A. Agora, uma vez que A é um grupo profinito, existe um subgrupo aberto B de A
eum a € A tal que a + B C $*™. Note que A = S* para algum [, logo, A = §*("*0.

Portanto, S tem largura finita. O

De acordo com a Secao 3.3, para um grupo pro-p uniforme H, existe uma
correspondente algebra de Lie powerful H e para uma algebra de Lie powerful H, a
formula de Campbell-Hausdorff nos permite construir um grupo pro-p uniforme H.
Sendo H uma algebra de Lie powerful sobre Z, iremos fixar um sistema de geradores livre
sobre Z, de H, o que significa que se x € H, entdo z corresponde a (z1,...,2,) € qum).
A m-upla (x1, ..., 2,,) serd chamado de coordenadas de = e também iremos considerar H
como Zz(,m). Fazendo essas identificagoes, o produto de dois elementos de H é dado por
uma m-upla (Fy, ..., F,,) € Z,{X}™ (veja [2, Secdo 8,Capitulo 2]). Nos préximos lemas,

H serd um grupo pro-p uniforme e H sua correspondente algebra de Lie powerful.
Agora, note que uma vez que (S) é abeliano, a largura de S em (H,+) é o mesmo de

S em H (H e H estao identificados de acordo com o pardgrafo anterior). Assim, como

consequencia imediata do lema anterior temos o seguinte corolario:
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Corolario 5.1.1. Sejam Y = (Y1,....Y,) e f = (f1, ..., fm) m-uplas consistindo de m
séries de poténcias formais de Z,{Y} tal que f(e) = e. Ponha

S = f(Z3) = {(fi(2), .., fm(2)) : @ € ZJV} C H.

Se o grupo gerado por S € abeliano, entao a largura de S em H é finito.

Podemos ainda estender o Corolario 5.1.1 ao caso em que S é normal em H. A
demonstracao segue uma linha diferente do Lema 5.1.1; nela definimos um ideal R de
H, faremos uma mudanga de coordenadas em R para que um elemento de H/R seja
unicamente determinado com respeito a Z,. Isso nos permitird concluir que @ tem

largura finita. Vejamos em detalhes:

Lema 5.1.2. Sejam Y = (Y1,....Y,) e f = (f1, ..., fm) m-uplas consistindo de m séries
de poténcias formais de Z,{Y'}. Ponha

S = [(Z3) ={(}i(2), ., fm(2)) : x € 2V} C H.

Suponha que f(e) =e e que S € normal em H. Entdo o comprimento de S em H € finito.

Demonstragao. Se T'= (S), entdo T é normal em H, pois S é. Defina o conjunto
R={z e H:a" €[T,T)] para algum k}.

Uma vez que cada elemento de [T, 7] é um produto de elementos de S, que é normal em
H, é facil ver que R é normal em H. Segue também que R é um ideal de H. Além disso,

como H é pro-p e livre de tor¢ao, o grupo H = H/R é pro-p e livre de torcao. Note que

[H,H| < [H,H|R/R < H’R/R = H",

ou seja, H é powerful e, portanto, H é um grupo pro-p uniforme. De modo similar ao que
foi feito no lema anterior, podemos escolher as coordenadas {1, ...,z,,} de H de forma
que R seja definido pelas equagoes {xo,...,xs = 0}. Nessas coordenadas a imagem de f
6 (g1, ..., gm). Uma vez que {x1,...,x,} definem R e um elemento de H é uma classe de
H/R, as primeiras s coordenadas de (z1, ..., 2,,) em H definem unicamente um elemento

7 de H. Assim, a composicdo de f com o epimorfismo natural H — H/R é da forma

(glv "’Jgs)'

Temos que
S/RNR/R=R/R

e S/R e R/R sdao ambos subgrupos normais de H, logo, S = SR/R gera um subgrupo

abeliano em H e assim, pelo coroldrio anterior, existe l; tal que 7' = S*'R. O grupo
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R/[T,T) é finito entdo existe k tal que R = S**[T,T] o que implica T = S*2[T, T] para
algum [,. Ja que H é uniforme, T é finitamente gerado. Sejam tq,...,t; € S geradores de

T como um grupo pro-p. Entao por [4, prova da Proposi¢ao 1.19],

[T,7] = [t,,T] - [t, T].

Como S é normal t;tt;'t™! = #t~* para qualquer t € T e i = 1,....1, logo, [T,T] C S**.
Portanto, 7' = S*(2+2), O

Agora estamos em condicoes de provar o teorema mencionado no inicio da secao.

Teorema 5.1.1 (Zapirain). Seja G um grupo analitico p-ddico compacto. Entao qualquer

palavra w de um grupo livre F tem largura finita em G.

Demonstracao. O grupo G é p-adico analitico e entao, por consequéncia do Teorema 2.2.4,
G tem um subgrupo aberto pro-p normal uniforme H. Seja {a; : 1 < i < |G : H|} um

transverso de G por H. Para cada i = (iy, ..., i) defina a funcao g; : H®®) — H por
gi(hl,ia ey h2k,i) = w(@h hl,z’a ey aikhk,i)w(&il hk+1,i7 vy Clikhgk’i)il.

Escolha qualquer ordem de k-uplas e defina f = H gi;- Note que como i varia entre 1 e

|G : H| e cada i é uma k-upla, a funcao f esta definida em H 2HGHI" - Ge nés considerarmos
H como Z;m), entdao f é uma m-upla de fungoes de Z,{Y'} com Y = (Y7, ...,Y,,) onde n =
2mk|G : H|*. Seja S = f(ZU) e T = (S). Se h,hy,....h;, € H el <iy,...ip <|G: H|,

entao um calculo direto mostra que
h_ h h
w(a; hyy...ya; he)" = w(ag [a;,, hlRY, ..., a;, [ai,, h]hg).

Assim, para h € H tem-se S" C S, isto é, S é normal em H o que implica T normal
em G. Pelo lema anterior, existe [ tal que T = S*. Pela definicao de S* é facil ver que
S* ¢ (Gw)*mmle:H'k, logo, T' C (G,,)*™* para algum m;.

Considere o grupo G = G/T. Uma vez que o transverso de G por H tem finitos
elementos, a palavra w tem uma quantidade finita de valores distintos em G. Uma vez
que G é grupo p-adico analitico, entdo G é linear. Pela solucao de Merzljakov para o
problema de Hall para grupos lineares (veja [11]), a palavra w é concisa na classe dos
grupos lineares, isto é, se w assume uma quantidade finita de valores distintos em G

entdo w(G) é finito, logo, w(G) = w(G)/T é finito, isto é,
w(G) = (G)™T = (G,,) mtm2)

para algum ms;. O]
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Esta claro que esta demonstragao depende fundamentalmente de diferentes areas da
matematica; ela se baseia dentre outras coisas, no teorema da funcao inversa. Na historia
da matematica é comum encontrar exemplos de diferentes demonstragoes para um mesmo
teorema na tentativa de seguir apenas uma area, como € o caso do teorema de Burnside
para solubilidade de grupos. O aluno de doutorado de Dan Segal, Nicholas Simons,
provou o teorema acima de maneira alternativa, com uma prova baseada exclusivamente

em ideias de teoria de grupos (veja [19]).

Um resultado recente (veja [1]) mostra que para n > 3, existe uma constante ¢, tal
que a largura de w em SL,(Z) é, no maximo, ¢, para cada palavra w. Apesar do Teorema
5.1.1 garantir que a largura de uma palavra é finita em qualquer grupo p-adico analitico
compacto, isso nao nos da informagoes sobre o valor da largura ou, ao menos, uma possivel
cota superior para as palavras w. E facil ver que se (G é nao trivial e abeliano, entao existe
uma cota superior: o nimero 1. No caso geral, ainda nao se tem uma solucao para este

problema.

5.2 Largura de palavras em grupos pro-p finitamente

gerados

Nesta secao iremos ver algumas ferramentas que serao tteis na obtencao da reciproca do

teorema principal deste trabalho.

Relembre que, de acordo com a Definicao 4.2.1, w é uma N,-palavra se para todo

grupo pro-p finitamente gerado H, o grupo H/w(H) é virtualmente nilpotente.

Além disso, no capitulo 4, provamos um teorema que caracteriza as Nj-palavras que,
junto ao teorema que provaremos a seguir, ird fornecer a caracterizacao dos subgrupos

verbais fechados.

Teorema 5.2.1. Sejam w uma N,-palavra e G um grupo pro-p finitamente gerado. Entao
w(G) € fechado em G.

Demonstracao. Denote d(G) por d. Seja H um grupo pro-p livre de posto finito e

sejam Iy, ..., 24,2 0s geradores de H. Uma vez que w é uma N,-palavra, existe N <H

com w(H) C N, N/w(H)<H/w(H) tem indice finito, logo, (H/w(H))/(N/w(H)) =T
é um p-grupo finito. Podemos entao encontrar ¢ tal que = {1} o que implica
K = H”w(H)/w(H) < N/w(H). Além disso, como K é nilpotente, existe n tal que
Yu(K) = {1} ¢ com isso, y,(H"') < w(H).
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Sejam agora ¥y, ..., y, geradores de (xy, ...,xd>pt (observe que cada y; é uma palavra
pro-p em ;). Note que Ypi2(H”) < Ypi1(H?) < vo(H?') < w(H). Além disso, H/H"
e H /%(Hpt) os grupos pro-p p-adicos analiticos e, consequentemente, H /%(H”t) é
um grupo pro-p p-adico analitico. Pelo Teorema 5.1.1, existe k tal que, para quaisquer

i1,y in € {1, ..., s}, temos

t

[Zu Yiys -y yln] = Viy,.in (mOd ,yn+2(Hp ))

onde v;,, ;. ¢ um produto de no maximo k w-valores em H. Portanto,

in

Viq,...in (Ila <eey Ld, Z) = [Za Yigyoeny yin]ril,‘..,in(xla L, Z)

onde r;, 4 (%1,...24,2) € 'yn+2(Hpt).

Se hq,...,hq sa@o os geradores de GG, usando o Corolario 4.2.1, podemos ver que que
'ynH(Gpt) ¢ um subgrupo fechado de w(G). Aplicando entdo o Teorema 5.1.1 ao grupo

G/ %H(Gpt) pelas mesmas razoes apresentadas no segundo paragrafo e entao

t

w(G) /A1 (GP) = w(G/ 71 (G7))

é fechado. Novamente, tomando a interse¢ao sobre n, concluimos que w(G) é fechado. [
Iremos precisar de mais um lema, que requer algumas definigoes.

Definigao 5.2.1. Seja G um grupo (nao necessariamente pro-p). Definamos

i+j=n

O subgrupo D;(G) é chamado de i-ésimo subgrupo de dimensao de G.

E facil ver que 7(G) < D;(G). Existe um resultado muito mais forte que esse:

D.(G) = ] w(@""

ipI >n
Esse resultado foi provado por Lazard e pode ser visto em (][4, Teorema 11.2]).
Agora, considere G um grupo pro-p, D;(G) o i-ésimo subgrupo de dimenséao de G, K

um grupo pro-p livre de posto d e N # {1} um subgrupo normal fechado de K. Definamos
N; = NN D;(G) e, a partir disso,
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e a; =log, |D;(K) : Diy1(K)|,

e b =log, |K : Di1(K),

e ¢; = log, |N;: Nijl,

e d; =log,|N : Nipi| =log, [INDiy1(K) : Diyi(K)|.

Observe que a; e ¢; sao “muito parecidos”. Cada N; considera apenas uma parte do
subgrupo D;(G). Conforme se aumenta o indice ¢, é razodavel imaginar que a diferenga

entre a; e ¢; fica cada vez menor. O mesmo ocorre com b; e d;.

Lema 5.2.1. De acordo com o que definimos anteriormente, tem-se
‘ ar
(1) an = —(1+0(1)),
n
dn—i—l
i) by, = ——(1 1)),
(i) by = (1 + o(1)

n

(111) ¢, = %(1 +o(1)),

(iv) dy = %(1 +o(1)),

sempre que n — 0.

A demonstracao utiliza essencialmente algumas ferramentas de dlgebras de Lie que
nao foram apresentadas aqui. Apesar disso, para o nosso interesse é suficiente usar este
resultado ja provado, uma vez que nao faz uso de nenhuma técnica especifica usando o

que desenvolvemos (veja [9, Lema 4.3]).

Proposicao 5.2.1. Sejam K um grupo pro-p livre e N um subgrupo normal fechado nao

trivial de K. Se K tem posto d, entao existe g € N tal que g nao pode ser escrito como

produto de menos do que — wvalores da palavra xP[y,z] em K. Se K tem posto infinito,
entao para qualquer | € N existe g € N tal que g nao pode ser escrito como produto de

menos do que | valores da palavra [y, z] em K.

Demonstragao. Inicialmente note que, pelo Lema 5.2.1,

K : Do(K)| = pin-t = panie=n+e)

n+1
|NDn+1<K) : Dn+1(K)‘ :ph(l+0(l)).

Para cada subconjunto fechado V' de K a dimensao de Hausdorff de V em K é definida

para ser

log, |VD,(K) : D,(K)|
. — 1. . f p
dimg V' lim in log, [ : Dy(K)|
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Temos entao que

1 ND,(K): D, (K
dimyg N = lim inf ng’ (K) ()

=1.
n—00 log, |K : Dy, (K)|

Como [D,(K), K] < Dp1(K) e Dp(K)P < Dp(K) << Dyi1(K), segue que a palavra
w = 2Py, z] tem, no méximo, |K : D,(K)|* = p*»~' valores em K/D, ;(K). Assim,

temos

log ‘KanJrl(K) : DnJrl(K)‘
dimg K, = lim inf —2
K n—00 Ing |K . Dn+1(K)|
log, |K : D, (K)]
< lim inf P
T oo log, |K 0 Dy (K|

Além disso, dado S C K et > 1, como
1S D, (K) : Do(K)| < |SDy(K) = Do(K)|'
para cada n, podemos ver que
dimg S* < tdimg S.

d
Se cada elemento de N pode ser escrito como produto de menos que 3 valores da palavra
2Py, z] em K, entdo
N C (K,)"

, d
onde t é algum natural menor que 3 Logo, temos

dimg N < dimg (K,,)" < tdimg K, <

uma contradigao.

Agora, para qualquer d > 1 um grupo pro-p livre de posto infinito é residualmente livre
pro-p de posto d. Para ver isso, basta tomar um grupo livre Fy gerado por um conjunto de
d elementos e, nesse grupo livre, escolher algum subgrupo que nao seja finitamente gerado.
Uma vez que esse subgrupo tem posto infinito, entao é isomorfo ao nosso subgrupo inicial.
Com isso, existe um homomorfismo sobrejetor ¢ : K — H onde H é um grupo pro-p
livre de posto d tal que ¢(N) # {1}. Entdo a primeira parte da proposi¢do implica a
segunda. O]
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Teorema 5.2.2. Sejam F um grupo livre nao abeliano, p um numero primo e¢ G um

grupo pro-p livre finitamente gerado nao abeliano. Se existe uma palavra nao trivial w €

(F")PF", entio w(G) ndo € fechado.

Demonstrag¢ao. Suponha que w(G) seja fechado. Entao existe k tal que qualquer elemento
de w(@) é um produto de, no maximo, k w-valores. Por hipétese, w € (F')PF” o que
significa que existe [ tal que qualquer elemento de w(G) é um produto de, no maximo, I
valores da palavra 2”[y, z] em G'. Mas G’ nao pode ser gerado por uma quantidade finita
de elementos, ou seja, é um grupo pro-p livre de posto infinito e w(G) é seu subgrupo
normal nao trivial. Assim, estamos em contradigdo com a Proposigao 5.2.1, logo, w(G)

deve ser fechado. O

Se o grupo livre F' for abeliano, entao nao ha nada a fazer, uma vez que
F'=[F F|={1}.

Entao, podemos concluir que w(G) fechado para todo grupo pro-p finitamente gerado G
(com w # 1) implica w & (F')PF".

Como curiosidade, uma tese nao publicada de Peter Stroud mostra que se w é uma
palavra em um grupo abeliano, entao w(G) tem largura finita (veja [15]). Mais que isso,
a Proposigao 2.1.2 de [17] nos garante que se w é uma palavra e G um grupo virtualmente
abeliano (grupos abelianos sdo virtualmente abelianos), entao w(G) tem largura finita

consequentemente, pela proposicao 4.2.2; w(G) é fechado.

Pelos Teoremas 4.2.1 e 5.2.1, vemos que w ¢ (F')PF" implica w(G) fechado para
todo grupo pro-p finitamente gerado GG. Assim, podemos finalmente enunciar o resultado

principal:

Teorema 5.2.3 (Zapirain). Seja w # 1 uma palavra de um grupo livre F. Entdo as

sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(1) w(G) € fechado para todo grupo pro-p finitamente gerado G,

(i) w & (F')'F".

5.3 Uma generalizacao para os grupos pronilpotentes

O objetivo desta secao é estender o teorema principal aos grupos pronilpotentes
(definiremos abaixo o que sao). As ideias usadas na demonstracao desta generalizagao sao

similares as que usamos no caso ja provado, a diferenca se da pela necessidade de estender
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o conceito de Ny-palavra, visto que ndo pode ser aplicado a grupos pronilpotentes em

geral.

Definicao 5.3.1. Um grupo pronilpotente é um grupo isomorfo ao limite inverso de um

sistema inverso de grupos nilpotentes finitos.

Exemplo 5.3.1. Os mapas @, : Z/mZ — Z/nZ definidos por ¢, (z (mod m)) = x
(mod n) s@o morfismos sobrejetivos que tornam (Z/nZ, p,,,) um sistema inverso de grupos

finitos. Além disso, é facil ver que existe o limite
7 = Hm 7, /nZ.

Afirmamos que
z=[[z, =L

onde 7 é o conjunto dos numeros primos. FExistem diversas maneiras de provar essa
afirmacao. Definindo o mapa ¢ : Z — L por ¢¥(z) = (z,...,xz,...), Wilson mostra a
igualdade garantindo a existéncia de um unico morfismo continuo v : L — H onde H é

um grupo finito, tal que ¢ =~y o

A Y L/nL

H

ideia que esta representada no diagrama comutativo acima. De maneira mais sofisticada,

podemos usar teoria das categorias para mostrar que

Hom(Z,Q/Z) = Q/Z

Hom (H Zm(@p/zp) = @QP/ZP

pem peET

implicam um isomorfismo entre Z e HZp através de um isomorfismo canonico entre
peT

Q/Z e P Q,/Z,.

pem
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Contudo, nosso interesse neste exemplo nao é descobrir qual o limite inverso, mas
notar que uma vez que cada Z/nZ é nilpotente e ndo é um p-grupo para cada n nao

primo, temos um grupo pronilpotente que nao é pro-p;

Definigao 5.3.2. Sejam F' um grupo livre e w uma palavra de F'. Dizemos que w é uma

N-palavra se para todo grupo pronilpotente finitamente gerado H, o grupo H/w(H) é

virtualmente nilpotente.

Lema 5.3.1. Seja w uma palavra do grupo livre F. Entao w € uma N -palavra se, e

somente se, w é uma Ny-palavra para todo primo p.

Demonstragao. Se w é uma N-palavra, entao claramente w é uma N,-palavra para todo
primo p. Reciprocamente, suponha que w seja uma N-palavra para todo primo p.
Sejam U um grupo livre gerado por d elementos e T' o quociente residualmente nilpotente

maximal de U/w(U). Seja Cn; a classe dos grupos finitos nilpotentes e defina

K= (N

Nen

onde
n:{NQUU)(U) SN,U/NGC]WZ}.

Note que o quociente residualmente nilpotente maximal é dado por

T~ U/wU))/(K/w()),

e dai podemos concluir que, se T; ¢ o completamento pro-p de T, entao w(@) = 1.
Sendo YA’p um grupo pro-p finitamente gerado e w uma N,-palavra, entao YA’p deve ser

virtualmente nilpotente e de posto finito. Por [10, p. 175], T" estd imerso em pr para

peE™T
algum conjunto finito de primos 7. Uma vez que w é, em particular, uma N-palavras

para todo p € w, entao T é virtualmente nilpotente. Se H é um grupo pronilpotente
finitamente gerado, H = H /m e d = d(H), para qualquer subgrupo 77 de H que é
denso e gerado por d elementos, pela maximalidade de T, T7 deve ser um quociente de
T. Assim, Ty é virtualmente nilpotente e, pela densidade, H tem que ser virtualmente

nilpotente. Portanto, w é uma N-palavra. O

A importancia deste lema ¢é justificada pela seguinte observagao: seja G um grupo

pronilpotente. Se U <, G o subgrupo

N=(gUg™

9

é normal em G com G/N nilpotente o que implica Ng(U) # U. Se S é um subgrupo
de Sylow de G, entdao Ng(S) C U para algum U <, G. E facil ver que devemos ter
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U = Ng(U) e assim, U = G. Disso segue que devemos ter Ng(S) = G e, portanto, S é

normal em G. Sejam agora m o conjunto dos divisores primos de |G|, {S,}per 0 conjunto

K, =5,
q#p

dos subgrupos de Sylow e

Note que |K,| e p sdo coprimos, logo, K, N S, = {1} para cada p e ﬂKp = 1. Se
p

H = (S_p>, entdo |G : H| = 1, isto é, G = H. Por [20, Lema 2.4.2], podemos concluir
que G ¢ isomorfo ao produto cartesiano de todos os S,. Reciprocamente, se GG é isomorfo
ao produto cartesiano dos seus subgrupos de Sylow, uma vez que qualquer grupo pro-p
¢ pronilpotente e o produto cartesiano de grupos pronilpotentes deve ser pronilpotente,

entao G ¢é pronilpotente. Essa observagao nos permite enunciar a seguinte proposicao

Proposicao 5.3.1. Um grupo G € pronilpotente se, e somente se, € isomorfo ao produto

cartesiano dos seus pro-p subgrupos de Sylow.

Note que essa proposicao resolve imediatamente a igualdade do exemplo 5.3.1.

Essa proposicao induz a ideia de aplicar a equivaléncia obtida no Lema 5.3.1 nos pro-p
subgrupos de Sylow de um grupo pronilpotente. De fato, essa é essencialmente a ideia da

demonstracao que veremos abaixo.

Teorema 5.3.1 (Zapirain). Seja 1 # w uma palavra do grupo livre F. Entdo as sequintes

afirmagoes sao equivalentes:

(i) w(G) € fechado para todo grupo pronilpotente finitamente gerado G,

(it) w & U (F"PF".

Demonstracao. Uma vez que um grupo pronilpotente é, em particular, um grupo pro-p,

a afirmagdo (i) implica (i7) pelo Teorema 5.2.3. Se w ¢ U(F’)pF”, entao w é uma

p
N,-palavra para todo primo p, logo, o Lema 5.3.1 diz que w é uma N-palavra.

Sejam G um grupo pronilpotente finitamente gerado, d = d(G) e H um grupo livre
pronilpotente gerado por zy, ..., x4, 2. Usando a mesma ideia do Teorema 5.2.1, obtemos
t,n tais que v, (H") < W Como G é pronilpotente, G pode ser escrito como produto
dos seus pro-p subgrupos de Sylow. Seja G = G X Gy onde G5 é o produto dos pro-p
subgrupos de Sylow tais que p € 7(t) onde 7(t) é o conjunto dos divisores primos de ¢ e

(G5 o produto dos pro-p subgrupos de Sylow restantes.

Note que pelo Teorema 5.2.3, w(Gy) é fechado. Escreva H = H; x Hy da mesma

maneira que G. Pela construgdo de Hs, temos que v, (Hs) < w(Hs) por razdes similares
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as que foram observadas no primeiro paragrafo da demonstracao do Teorema 5.2.1.
Novamente, usando as mesmas ideias do segundo paragrafo da demonstracao do Teorema
5.2.1, podemos concluir que qualquer elemento de 7,(G3) é um produto de, no méximo,
k w-valores em Hy para algum k > 0. Por [17, Teorema 2.1.1], sendo G5 nilpotente
finitamente gerado, w deve ter largura finita em G. Uma vez que w(Gs) tem largura
finita e G5 € um grupo nilpotente finitamente gerado de classe n — 1, entao, em particular,

w(Ga/v,(G2)) tem largura finita, logo, w(Ga/v,(G2)) é fechado e, como

w(G2/1n(G2)) = w(Ga) /7 (G2),

entao w(Gy) é fechado.

Concluimos entao que w(G1) e w(Gz) sao ambos fechados e, consequentemente, w(G)
é fechado. n

5.4 Uma alternativa ao uso do Problema Restrito de

Burnside

A ideia desta se¢ao é mostrar como o Teorema 5.2.1 depende da solugao para o Problema
Restrito de Burnside. Introduziremos o problema contextualizando brevemente e veremos

como é possivel evitar a utilizacao desse resultado com as ferramentas que estudamos aqui.

No artigo intitulado “On an unsettled question in the theory of discontinuous groups”
William Burnside ([13, p. 923, traduc@o nossal) escreve: “Um ponto ainda nao decidido
na teoria dos grupos descontinuos é quando a ordem de um grupo pode nao ser finita,

enquanto a ordem de cada elemento que ele contém é finita.”

Suponha que G seja um grupo e que, para cada elemento g € G, existe um n € N (que,
possivelmente, depende de g) tal que ¢" = 1. Tais grupos sdo chamados de periddicos.
Burnside queria determinar em quais casos esses grupos tém ordem finita. Neste ponto

surge a seguinte questao:

Problema 1 (Problema Geral de Burnside). Se G é um grupo periédico finitamente

gerado, G deve necessariamente ser finito?

Um potencial problema é que, uma vez que n depende do elemento escolhido, pode
nao existir uma cota superior. O caminho para evitar esse caso é pedir que exista um
n € N tal que ¢" = 1 para qualquer g € G; nesse caso dizemos que G tem expoente
limitado e o menor n satisfazendo tal condicao é chamado de expoente de GG. Isso reduz o

problema inicial no seguinte:
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Problema 2 (Problema de Burnside). Se G é um grupo periédico finitamente gerado de

expoente limitado, G deve necessariamente ser finito?

Pouco tempo depois, Burnside e Issai Schur obtiveram dois resultados relevantes que
dao uma resposta parcialmente positiva ao problema. Eles conseguiram concluir que
qualquer subgrupo de GL(n,C) de expoente limitado e qualquer subgrupo periédico
finitamente gerado de GL(n,C) sao ambos finitos (veja [3] e [16]). Além de uma resposta
parcialmente positiva, esses resultados também mostraram que se o problema possuir
contraexemplos, os contraexemplos nao serao por meio de grupos lineares, o que deixa
a tarefa de encontra-los consideravelmente mais dificil. Alguns anos mais tarde, uma

variacao desse problema trouxe atencao novamente a essa questao.

Definigao 5.4.1. Sejam F},, o grupo livre de posto m e F" C F,, o subgrupo gerado pelos
elementos da forma ¢" para todo g € G. Uma vez que o F" < F,,,, o quociente F,,/F" é

um grupo. Esse grupo é chamado de grupo de Burnside e é denotado por B(m,n).

A essa altura, Burnside ja havia mostrado alguns casos em que B(m,n) tem ordem
finita.

Problema 3 (Problema Restrito de Burnside). Existem, a menos de isomorfismo, apenas

uma quantidade finita de grupos com m geradores e expoente n?

Em 1958, Philip Hall e Graham Higman fizeram um grande avanc¢o na direcao de

resolver esse problema (veja [7]).

Teorema 5.4.1. Seja n = pi'---p* a decomposicio do natural n em primos distintos.

Suponha que sejam vdlidas as sequintes afirmagoes:
(i) O Problema Restrito de Burnside é verdadeiro para grupos de expoente p;*,
(i1) Existe uma quantidade finita de grupos simples de expoente n,

(111) O grupo de automorfismos externos Out(G) = Aut(G)/Inn(G) € solivel para

qualquer grupo finito simples de expoente n.
Entdo o Problema Restrito de Burnside € verdadeiro para qualquer grupo de expoente n.

Na década de 80 a classificagao dos grupos simples finitos, apesar de nao estar
totalmente completa, deixou apenas a veracidade do item (i) em aberto. Em 1989,
Efim Zel'manov anunciou ter provado o item restante (veja [21]); a demonstragao usa
essencialmente ferramentas de dlgebras de Lie. A prova de Zel’'manov cobre todos os
casos onde p é um primo diferente de 2, mas Burnside ja havia mostrado que B(m,2) é
um produto de uma quantidade finita de cépias de Z/27Z. A demonstragao de Zel'manov
deu a ele uma Medalha Fields, obtida em 1994.
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A solugdo para o Problema Restrito de Burnside (veja [21]) permite concluir que,
para w = a?", w(H) é fechado para qualquer grupo pro-p finitamente gerado H. Se
assumirmos que, ao invés de ser virtualmente nilpotente, o grupo H /m é nilpotente
para todo grupo pro-p H finitamente gerado, entdo conseguimos mostrar que H?" = w(H)

¢ fechado sem usar a solucao de Zel’'manov.

Teorema 5.4.2 (Zapirain). Sejam F' um grupo livre e w € F. Se t = wP, t(H) fechado

implica w(H) aberto para qualquer grupo pro-p finitamente gerado H.

Demonstracao. Seja H um grupo pro-p livre nao abeliano finitamente gerado. Suponha

que w(H) nao é aberto. Sendo H nao abeliano, w(H) é um grupo pro-p livre de posto
infinito. Usando as mesmas ideias do Teorema 5.2.2; concluimos que ¢(H) nao é fechado,

uma contradigao. Assim, w(H) deve ser aberto, de modo que H/w(H) é nilpotente. Logo

w é de largura finita e entdo w(H) é fechado, o que implica w(H) aberto. O
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