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Resumo: O método de quantizacao geométrica é amplamente uti-
lizado por matemaéticos para entender e generalizar o processo de
quantizacao da fisica, permitindo descrever muitos modelos com
uma linguagem unificada. Neste trabalho, apresentamos uma in-
troducao a quantizagao geométrica e ilustramos uma classe de
exemplos, conhecida como método da orbitas de Kirillov, onde apli-
camos a quantizacao a érbitas coadjuntas de grupos de lie compac-
tos, a fim de obter representacoes unitarias irredutiveis. A lingua-
gem permite relacionar objetos geométricos simpléticos com con-
ceitos de teoria de representacoes, assim como entender resultados
semi-cldssicos presentes na literatura [5], [6], [3] entre outros.
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Abstract: The method geometric quantization is widely used by
mathematicians to understand and generalize the quantization pro-
cess in physics, allowing to describe a number models in an unified
way. In this work we present an introduction to geometric quanti-
zation and illustrate a class of exemples, known as Kirillov’s orbit
method, where the quantazation is applied to coadjoint orbits of
compact Lie groups to obtain irreducible unitary representations.
The formalism allows one to relate geometric objects to concepts
of representation theory, as well as to understand semi-classical re-
sults present in the literature [5], [6], [3] and others.
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Introducao

First quantization is a mistery,
but second quantization is a
functor.

Edward Nelson

Desde a concepcao da mecanica quantica no inicio do século XX, intimeros siste-
mas quanticos foram estudados por ambos fisicos e matematicos. Grandes avangos
na matematica foram feitos, especialmente na Analise Funcional, com o intuito de
entender esses sistemas de forma estrutural. Entretanto, ficou claro que a ligacao
entre a teoria quantica e a mecanica classica é fundamental para o entendimento
completo da teoria. Um marco nesse entendimento foi o formalismo da quantizacdo
candnica criado por Paul M. Dirac ([39]) que, apesar de simples e intuitivo, nao era
rigoroso para os padroes da matematica.

Em sua esséncia, o formalismo diz que um procedimento de quantizacao deve
levar funcoes de uma algebra, entendidas como as grandezas observaveis da teoria
classica, em elementos uma outra algebra, cujos elementos sao entendidos como
as grandezas observaveis da teoria quantica. A associacao é feita em analogia a
estrutura da teoria cldssica, afim de essa possa ser reobtida como aproximacao da
teoria quantica. A aproximagcao é regida por um parametro de escala i — a constante
de Plank — que no contexto fisico é uma grandeza caracteristica de fenomenos
quanticos.

Dois métodos que surgiram para colocar a quantizacao canonica em uma lin-
guagem rigorosa foram a quantizacdo por deformacdo e a quantiza¢do geométrica.
Ambas se utilizam de conceitos da geometria simplética. A quantizacao por de-
formacao tenta focar nas estruturas algébricas e acaba levando a uma abordagem
formal em relacao aos conceitos fisicos, enquanto a quantizacao geométrica tenta
ter um compromisso mais direto com a fisica subjacente. Como consequéncia, a
quantizacao geométrica sofre de algumas dificuldades estruturais.

Nessa dissertagao vamos tratar da quantizagao geométrica, passando pelos con-
ceitos bésicos que a compoem e alguns exemplos elementares. Ao final, resumimos
algumas aplicacoes conhecidas do método. A principal delas é a quantizacao de gru-
pos compactos: o método das orbitas coadjuntas, introduzido por A. Kirillov com o
intuito de classificar as representacoes unitarias irredutiveis de grupos de Lie nilpo-
tentes e mais tarde expandido para grupos de Lie gerais por B. Kostant e outros,
pode ser entendido como um caso particular da quantizacao geométrica ([2]). Essa
visao permite analogias entre conceitos geométricos simpléticos e conceitos da teoria
de representagcoes.

No Capitulo [1] fazemos uma exposicao introdutoria a teoria de grupos e algebras
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de Lie, focando em aspectos geométricos e de teoria de representacoes envolvidos no
método de quantizacao.

O Capitulo [2| é uma introducao a alguns conceitos de geometria simplética,
comecando com generalidades sobre variedades de Poisson sua e estrutura local
(coordenadas candnicas) e seguindo com variedades simpléticas e polarizagoes.

O Capitulo [3| comeca com uma breve exposicao do que sao sistemas cldssicos,
quanticos, e segue com uma descricao dos ingredientes da quantizagao geométrica.

No Capitulo [4| resumimos trés aplicacoes do método de quantizacao geométrica:
a primeira secao ¢ sobre o método das oOrbitas e a classificacao de representagoes
unitarias irredutiveis de grupos compactos que ele permite; a segunda é sobre como
representacoes unitarias redutiveis se encaixam na quantizacao; e a terceira secao é
sobre aprorimacao semi-classica, em dois contextos, que recupera objetos classicos
a partir de objetos quanticos, em caminho oposto a quantizacao, por meio de limites
assintoticos com h — 0.

Os Apéndices [A] e [B] contém materiais sobre fibrados, conexdes e integracao em
variedades que sao utilizados ao longo do texto.

Em cada capitulo, a lista de reféncias seguidas para a elaboracao de seu texto
sao encontradas logo no inicio. Todos os resultados presentes nessa dissertagao
sao conhecidos na literatura e podem ser encontrados nas referéncias apresentadas.
Nenhum resultado original é introduzido no texto, porém a apresentacao e selecao
de resultados é original.

Notacoes

F(X,Y) — fungdes de X para YV

Ly (V; W) — aplicagoes r-lineares entre K-espagos vetoriais Ve W

() 15010, 6]+ — produto interno

Ad, ad — reps. adjuntas, resp., de G e de g = Lie(G) no espagco de g

coAd, coad — reps. coadjuntas, resp., de G e de g = Lie(G) no espago g*

GOM, GO M — agbes a esquerda e direita, respectivamente

C*(M,N )g — funcgoes G-equivariantes entre G-espacos

C, — automorfismo de conjugacao em um grupo h ghg™!

O, — orbita da rep. coadjunta do grupo G passando por 7 € g*

F ~ &5 M — fibrado sobre M com espaco total &£, projecao 7 e fibra abstrata F
X X p Y — produto fibrado de dois fibrados com mesma base

I'y(€) — segoes do fibrado & definidas em U

X(M) — campos vetoriais suaves sobre M

Q" (M;E) — r-formas diferenciais sobre M com valores no fibrado vetorial £
Vol*(M; E) — fibrado de s-densidades com valores no fibrado vetorial £

1©2]°(M; E) — s-densidades com valores no fibrado vetorial £

C*(X;A), H*(X;A) — complexo e cohomologia de Cech sobre X e coeficientes no feixe A
HSx (M) — cohomologia de deRham sobre M;
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Capitulo 1

Teoria de Lie

1.1 Algebras de Lie

As referéncias seguidas nesta segao sao [14], [15], [16] e [34].
Seja K um corpo. Uma K-4lgebra de Lie é um par (g,[-, -]) em que g é um
K-espago vetorial e [-, -] : g x g — g é uma aplicacdo bilinear satisfazendo

(Alternada): [z,z] = 0 para todo x € g;
(Jacobi): [z, [y, z]] + [y, [z, x]] + [2, [y, ]] = O para quaisquer z,y, z € g.

Ouseja, (g, [+, -]) ¢ uma K-élgebra alternada cujo produto age como derivacao sobre
si.

Exemplo 1.1.1. Todo K-espago vetorial V admite uma estrutura trivial de algebra
de Lie com o colchete nulo [z,y] := 0. ¢

Uma K-dlgebra de Lie g é dita abeliana se seu produto for nulo, i.e., [z,y] = 0
para quaisquer z,y € g.

Exemplo 1.1.2. Para qualquer K-algebra associativa A, o produto [a,b] = ab— bc,
chamado de comutador, faz de A uma algebra de Lie. ¢

Exemplo 1.1.3. Dado um K-espaco vetorial V, o exemplo anterior nos da a algebra
de Lie gl (V), que é simplesmente Endg (V) equipada com o comutador do produto
de transformacoes lineares. ¢

Sejam g e b algebras de Lie sobre K. Uma aplicacao K-linear f : g — b é dita um
homomorfismo de algebras de Lie se f([z,y]) = [f(x), f(y)] para todos x,y € g.
Denotaremos por LieAlgi a categoria de K-algebras de Lie de dimensao finita.

Em uma K-algebra de Lie g, dados subconjuntos A, B C g definimos o seu
produto por

[A, B] := span{[z,y] € g | v € A,y € B}.

Utilizando essa notacdo, vemos que g ¢ abeliana se e s6 se [g,g] = {0}. Uma
subdlgebra de Lie é um subespago h C g tal que [h, h] C b, de modo que o produto
se restringe em h formando uma algebra de Lie. Nesse caso, inclusao iy : h — g ¢
claramente um homomorfismo.

Um ideal é um subespago a C g tal que [g,a] C a. Em particular, todo ideal é
uma subdlgebra de Lie. Um ideal a é dito trivial se a =0 ou a =g.

1



2 CAPITULO 1. TEORIA DE LIE

Exemplo 1.1.4. Dada uma K-algebra de Lie g, uma derivacao de g em g é um
endomorfismo D € glk(g) tal que D[z, y] = [Dx, y]+ [z, Dy| para quaisquer z,y € g.
Denotando por Derk(g) o de derivagdes, vemos que Derk(g) forma uma subélgebra
de Lie de glx(g). ¢

Exemplo 1.1.5. Toda algebra de Lie unidimensional é abeliana. De fato, qualquer
vetor nao-nulo x € g é uma base e [z,z] = 0. ¢

Exemplo 1.1.6. Neste exemplo vamos mostrar que, em dimensao 2, s6 existem
duas algebras de Lie, além de isomorfismo. Seja g uma algebra de Lie com uma base
{v,u}. Se [v,u] = 0, o produto é trivial e g é abeliana. Suponhamos que [v,u] # 0,
de modo que existe (a,3) € K2\ {(0,0)}, com [v,u] = av + Su. Vamos construir
uma base {z,y} com [z,y] = y. Seja a,b,c,d € K tais que x = av+bu e y = cv+du,
de modo que ad — be # 0. Queremos [z,y] = y, ou seja,

l[av + bu, cv + du] = cv + du.

Do lado esquerdo temos (ad — be)[v,u] = (ad — be)(av + pu). Escolha a,b € K
de modo que aff — ba = 1 e ponha ¢ = «, d = 5. Assim, {z,y} é uma base com
[z,y] = y. Concluimos que as tnicas K-algebras de Lie de bidimensionais sao, além
de isomorfismo, a abeliana e a admitindo uma base com [z,y] = y. Note que a
reta gerada por y é um ideal unidimensional. Assim, além de isomorfismo, a tnica
algebra de Lie bidimensional nao-abeliana admite um ideal unidimensional. ¢

Exemplo 1.1.7. Seja V um K-espago vetorial e A : VxV — K uma forma bilinear.
Uma derivagao de A é uma transformagao linear D : V — V tal que

A(Dz,y) + Az, Dy) =0

para quaisquer x,y € V. Denotamos por Der(A) o conjunto de derivagoes de A.
Verifica-se facilmente que Der(A) é uma subdlgebra de Lie de glg (V). Os exemplos
mais importantes de algebras de Lie matriciais sao formados por derivacoes de uma
forma bilinear:

e algebra ortogonal: é a K-dlgebra de Lie o(V,n) := Der(n) associada a um
espago pseudo-euclidiano sobre K;

e dlgebra unitaria: ¢é a dlgebra de Lie real u(V, (-|-)) := Der((-|-)) associada
a um espago complexo unitario;

e algebra simplética: ¢é a K-algebra de Lie sp(V,w) := Der(w) associada a um
K-espago vetorial simplético (Segao .

Também temos as algebras especiais lineares

e especial linear: considerando o funcional traco de um espacgo vetorial tr :
gl (V) — K, temos a algebra especial linear slg (V) := ker tr;

e especial ortogonal: s0(V,n) := o(V,n) Nslk(V);

e especial unitdria: é a dlgebra real su(V, (-|-)) :=u(V,{(-|-)) Nslc(V);
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e especial simplética: é a propria algebra simplética, ja que sp(V,w) C slk (V).
¢

Seja g uma &algebra de Lie e S C g um subconjunto. Definimos o centralizador
e o normalizador de S como as subalgebras

ZQ(S) = {J} € g | vy € S? [l’,y] = 0}7
Ng(S) :={z €g|Vy€ S, [r,y] € S},

respectivamente. Ou seja, Z;(5) e Ny(.S) s@o as maiores subélgebras com [Z4(5), S| =
0 e [N4(5),S] € S. Em particular, o centro de g ¢é o ideal Z(g) := Z,(g).

Dados subconjuntos a,b C g, se a e b forem ideais, entdo a + b, anNb e [a, b]
sao ideais. De fato, a soma e a intersecao sao triviais, enquanto o produto segue da
identidade Jacobi

(9, [a, b]] C [a, [b, g]] + [b, [g, a]
[a, b] + [b,

[a, b].

N 1N 1N

Exemplo 1.1.8. Se f : g — b é um homomorfismo, seu ntcleo ker f é um ideal em
g e sua imagem img f é uma subalgebra de b. ¢

Dado um ideal a C g, o espago quociente g/a naturalmente admite uma estrutura
de algebra de Lie com o produto [z + a,y + a] := [z,y] + a. Desse modo, o mapa
quociente 7 : g — g/a é um homomorfismo com ker 7 = a.

Proposicao 1.1.1. Seja g uma dlgebra de Lie. Se a,b C g sao ideais, temos o
isomorfismo natural

(a+b)/a~b/(anb).

Demonstracao. O isomorfismo é dado pelo mapa x +y+a+— y+anb, z €ae
y € b. O

Seja g uma algebra de Lie. Para cada = € g definimos a aplicagao linear ad(z) :
g — g por ad(z)y := [z,y]. Pela identidade de Jacobi, obtemos o homomorfismo

ad : g — glx(g)
x— ad(x)

chamado de representacao adjunta de g. Denotando por adg a imagem de
ad, a identidade de Jacobi também garante que adg C Derg(g). E trivial ver
que kerad = Z(g). A algebra adg é chamada de dlgebra adjunta de g, e seus
elementos sao chamados de derivagoes internas.

Exemplo 1.1.9. Sejam g e § duas dlgebras de Lie sobre K. Dado um homomorfismo
¢ : g = Derg(h) podemos definir a soma semidireta g x,, b como a édlgebra de Lie
(g b,[-, -]) com o produto dado por

[z @ v,y ©ul = [z,9] & ([v,u] + (x)u).
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Desse modo, g se mergulha como subdlgebra e b como ideal em g X, b, e o produto
satisfaz [x,u] = ¢(x)u para z € g e u € b, com as relagoes originais nas subalgebras.

Quando ¢ = 0 é o homomorfismo nulo, dizemos que a soma é direta e denotamos
gD b :=gxXgh. Nesse caso, ambos g e hh se mergulham como ideais na soma direta.

Agora, dada uma &lgebra de Lie g e subdlgebras a,b C g tais que a® b = g
como espacos vetoriais, i.e., a+b=geanNb=0. Se b é um ideal, as derivagoes
internas ad(x) com x € a se restringem a derivagoes em b, de modo que temos um
homomorfismo a — Derg(b) : z — ad(x)[?. Obtemos um isomorfismo g — a x b.
Quando a e b sao ambos ideais, a condicao a N b = 0 garante que o homomorfismo
a — Derg(b) é nulo e g é soma direta de algebras de Lie. ¢

Exemplo 1.1.10. Dadas duas algebras de Lie g e h, em geral, o produto tensorial
g®b ndo admite uma estrutura de dlgebra de Lie natural. Para definir um “produto
tensorial” de algebras de Lie que seja naturalmente uma &algebra de Lie, as algebras
precisam de agoes com alguma compatibilidade. Mais detalhes em [18]. ¢

Exemplo 1.1.11. Seja g uma K-algebra de Lie. Para qualquer extensao L O K
podemos considerar a algebra de coeficientes estendidos g cujo espaco subjacente é
dado pela extensao de espacos vetoriais L®xk g (Segao e colchete [a®x, fRy] =
af ® [z,y], estendido L-bilinearmente. ¢

Agora vamos estudar a estrutura das algebras de Lie. Seja g uma algebra de Lie.
Definimos uma sequéncia descendente de ideais

0. n+1 ::[

g =g 0 g, 9"

chamada de série de comutadores,
9290291229"2

Dizemos que g é soliivel se existe n € N com g" = 0. Assim, se g é uma &algebra
solivel nao-nula, existe um ideal abeliano nao-nulo g™~! com ny = min{n € N |
g” = 0}. Note que na série de comutadores, cada g"™' é um ideal apenas em g”, a
principio.

Por outro lado, definimos a série central inferior de g como a sequéncia des-
cendente

0=002012"20,2 "

de ideais

g0 =96, Ont+1 = [gagn]

Dizemos que g ¢ nilpotente se existe n € N tal que g, = 0. Segue que uma &algebra
nilponte nao-nula g tem centro nao-nulo, ja que g,,—1 C Z(g), onde ng = min{n €
N | g, = 0}. Como g" C g, para todo n € N, vemos que uma algebra de Lie
nilpotente é também soluvel. Diferente da série de comutadores, cada g,,1 é um
ideal em g,, ¢ em g.

Proposicao 1.1.2. Uma dlgebra de Lie g € nilpotente se, e somente se, adx é um
operador nilpotente para todo x € g. FEquivalentemente, g é nilpotente se e so se
adg é.
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Demonstracao. Segue diretamente das definicoes. O]

Proposicao 1.1.3. Seja g uma dlgebra de Lie. Valem as sequintes afirmagoes:
(a) se g é soluvel/nilpotente entdo qualquer subdlgebra a C g é solivel/nilpotente;
(b) se g é solutivel/nilpotente entao f[g] € solivel/nilpotente, para qualquer homo-

morfismo f g —b.

Demonstracdo. Basta notar que a* C g e f[g*] = f[g]¥, e 0 mesmo para a série
central inferior. O]

Proposicao 1.1.4. Seja g uma dlgebra de Lie e a C g um ideal. Se a e g/a sdo
ambas soluveis, entao g € soluvel.

Demonstracao. Seja m : g — g/a o homomorfismo quociente e suponha que g/a é
soltvel, i.e., existe n € N com (g/a)" = 0. Como 7(g*) = (g/a)* para todo k € N,
segue que 7(g") = 0, ou seja, g" C a. Como a é solivel, existe m € N tal que
a™ = 0, e portanto g"*t™ C a™ = 0. ]

Proposicao 1.1.5. Se g é uma dlgebra de Lie de dimensao finita, entao existe um
unico ideal solivel contendo todos os ideais soliveis de g.

Demonstracao. Como g tem dimensao finita, basta mostrar que a soma de ideais
soluveis ainda é solivel. Sejam a,b C g dois ideias soliveis. Pela Proposicao [1.1.1
temos

(a+b)/a~b/(anb),
de modo que, a Proposicao [1.1.4] acima garante que a + b é soluvel. n

Para uma &lgebra de Lie de dimensao finita g, o seu ideal solivel maximo é
chamado de radical de g, e o denotamos por rad g.
Uma algebra de Lie de dimensao finita g ¢é dita:

e simples se nao possui ideais nao-triviais;
o« ® n , . , .
e semisimples se g = P i1 8; € soma direta de subélgebras g; simples.

Seja g uma K-édlgebra de Lie de dimensao finita. A forma de Killing de g ¢ a
forma bilinear simétrica k : g x g — K dada por

k(z,y) = tr(ad z ad y).

Uma forma bilinear A : g x g — K é dita ad-invariante ou invariante pela
adjunta se ad g C Der(A), ou seja, se

Afad(z)y, z) = —A(y, ad(z)z)
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para quaisquer x,¥y, z € g. Assim, a forma de Killing x é ad-invariante:
r(ad(z)y, 2) = k([z, y], 2)
= tr(ad[z,y] ad 2)
= tr <[ad(m), ad(y)] ad

(
= tr(ad(z) ad(y) ad(z))
= tr(ad(y) ad(z) ad(z))
= tr ((ad(y)ad(2). ad(2)]
= —tr(ad(y) ad[z, 2])

— —/Q(y,ad(x Z)-

— tr(ad(y) ad(z) ad(z))
—tr(ad(y) ad(z) ad(z))

Com um argumento similar, vemos que para a forma de Killing também vale a
identidade

rllr, yl, 2) = w(z, [y, 2]).
Proposicao 1.1.6 (Critério de Cartan). Seja g uma dlgebra de Lie de dimensdo
finita. Se g € nao-trivial, as sequintes afirmacgoes sao equivalentes:
(i) g é semisimples;
(ii) a forma de Killing é nao-degenerada;
(7i) g nao possui ideais abelianos ndao-triviais;
(iv) @ ndo possui ideais soliveis nao-triviais;

(v) radg = 0.

Demonstragao. Teorema 1.45 em [14]. O

Para éalgebras semisimples temos algumas propriedades importantes.

Proposicao 1.1.7. Seja g uma K-dlgebra de Lie de dimensdao finita. Valem as
sequintes propriedades:

(a) todo ideal, quociente e produto tensorial de dlgebras de Lie semisimples ainda
¢ semisimples;

(b) se g € semisimples, entao Z(g) = 0;
(c) se g € semisimples, entdo adg = Der(g) e g ~ Der(g);
(d) se g é semisimples, entao g = [g, gl;

(e) g € semisimples se e somente se g- é semisimples para qualquer extensdo
L D K.
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Representacoes de Algebras de Lie

Seja K um corpo e L uma extensao K C L. Dada uma K-algebra de Lie g, uma
L-representacao de g é um par (V, p) em que V é um L-espago vetorial e p : g —
gl (V) um homomorfismo de K-élgebras de Lie.

Dadas duas representagoes (Vq,p;1) e (Va, p2) de g sobre L O K| definimos um
morfismo de representagoes T : (Vq,p1) — (Vy, p2) como um mapa L-linear
T : V; — Vs, equivariante, i.e., T'o p;(z) = pa(x) o T para todo x € g. Denotaremos
por Rep; (g) a categoria de L-presentagoes de g.

Um g-médulo é um par (V,-) em que V é um grupo abelianoe - : gxV — V é
uma acao aditiva satisfazendo

[,y v=2-(y-v) =y (z-v)

para quaisquer v € V e x,y € g. Vemos que toda representacao é naturalmente um
g-modulo. Um homomorfismo de g-médulos f : V — W é um mapa g-linear,
ou seja, f(zv) = zf(v) para quaisquer v € V e x € g. Denotaremos por g-Mod
a categoria de g-modulos. Como todo homomorfismo de representacao é g-linear,
Repy (g) é uma subcategoria de g-Mod para qualquer extensao L O K.

Exemplo 1.1.12. Seja g uma algebra de Lie real. Uma representacao complexa
de g é dada por um espago vetorial complexo V com um homomorfismo p : g —
glc(V), onde vemos gl(V) como uma élgebra de Lie real. ¢

Uma representacao é dita fiel quando o mapa associado for injetivo, de modo
que podemos ver a algebra representada como uma subalgebra de transformacgoes
lineares.

Exemplo 1.1.13. Seja K um corpo e L uma extensao. Dado um IL-espaco vetorial
V, toda subélgebra g C gl; (V) se representa naturalmente em V pela inclusao. 4

Exemplo 1.1.14. Toda &lgebra de Lie admite uma representacao em si mesma.
A representacao adjunta ad : g — gl(g) recebe esse nome porque é, de fato, uma
representacao. ¢

Exemplo 1.1.15. Seja g uma &lgebra de Lie e g* seu espago dual. Para cada = € g,
podemos tomar o operador transposto ad(z)? : g* — g* dado por

[ad(2)" a](y) = a(ad(2)y),

a € g%, y € g. Denotando por coad : g — gl(g*) o mapa dado por coad(z) :=
—ad(z)T obtemos a representagao coadjunta de g. Para ver que coad é uma
representacao, calculamos

(coad[z, ylar)(2) = —((ad[z, y])" @) (2)
= —a(ad[z, y]z)
—o([ad z, ad y]z)
~([(ady)", (adz) ] (2)
= ([~(ad2)", —(ady)"]a)(2)
= ([coad z, coady] )(2)

para todos x,y,z € g, a € g*. ¢
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Seja (V, p) uma representagao de uma &lgebra de Lie g. Um subespago W C V
¢ dito invariante por p se p[g][W] C W, ie., p(x)w € W para quaisquer = € g e
w € W. Nesse caso, obtemos uma representacao em W por pw : g — gl(W) : z —
p(z)[fy chamada de subrepresentagao. Uma subrepresentacio é dita trivial se o
subespago invariante associado for V ou 0. Quando p admite subespacos invarian-
tes nao-triviais dizemos que p ¢é redutivel, e do contrario, quando p nao admite
subrepresentagoes nao-triviais, dizemos que p ¢é irredutivel.

Associado a um espaco invariante W C V também temos a representacao
quociente (V/W, p/pw) dada por

p/pw(z)(v + W) = p(x)v + W.

Ou seja, p/pw(z) o Ty = mw o p(x) para todo = € g, onde my : V — V/W é o mapa
quociente.

Dada uma representagao (V,p) de uma élgebra de Lie g, definimos o ntcleo
simultanceo de p como a intersecao de nicleos

Vo := m ker p(x).
reEY

Vemos que V, é um subespacgo invariante em que p age trivialmente. Os elementos
de V, sao chamados de vetores invariantes da representacao.

Exemplo 1.1.16. Dadas duas L-representacoes (V,p) e (W, ) de g, definimos a
representacao regular (F(V, W), R) por

[R(x) f](v) = () f(v) = fp(x)v)

para quaisquer v € V, f € F(V,W) e z € g. Com essa representagdo, as agoes
envolvidas obedecem uma regra de Leibniz, i.e.,

z- f(v) = (z- )v) + f(z-v).

Essa representagao tem as fungdes lineares £, (V; W) como subespaco invariante.
Vemos facilmente que os morfismos 7" : (V, p) — (W, ¢) s@o as fungoes lineares tais
que R(z)T = 0 para todo = € g, ou seja, sao os elementos do nicleo simultaneo da
subrepresentacao REL(V;W). ¢

Exemplo 1.1.17. Seja g um K-dlgebra de Lie e sejam (Vy,p1),..., (Vy, pr) repre-
sentagoes sobre . O K. Podemos definir as representacoes soma direta em @?:1 V;

e produto tensorial em ®jf:1 V, por

(P& ®pe) (@) (01 @ B o) = pr(x)v1 -+ & pr(x)vp
k

(1@ @p) () (1@ @) =Y 1@ @V @ ()0 @ V1 @ -+ D v
j=1

¢

Proposicao 1.1.8. Toda dlgebra de Lie real/complexa de dimensao finita admite
uma representacao fiel de dimensao finita.

Demonstra¢io. E uma consequéncia direta do Teorema de Ado ([34], sec. 1.7.3,
teorema 3). O



1.2. GRUPOS DE LIE 9

1.2 Grupos de Lie

Referéncias para a secao: [14], [15], [16], [34].

Um grupo de Lie é um par (G,m) em que G é uma variedade sauve, m :
G x G — G é uma operacao suave fazendo de G um grupo e o mapa de inversao
inv:G — G: g~ g ! também é suave. De imediato vemos que a inversao é
um difeomorfismo, ja que inv™! = inv. Para cada elemento g € G, definimos as
translacoes a esquerda e a direita, respectivamente,

L,:G—G R,:G—G
:h— gh :h— hg

que sao difeomorfismos. Associado a cada g € G temos também o mapa de con-
jungacao C, : G — G : h — ghg™', que também é um difeomorfismo, uma vez que
Cy = LyR;-1 = Ry-1 L.

Proposicao 1.2.1. Sejam G uma variedade e m : G X G — G uma operagao fazendo
de G um grupo. O par (G,m) é um grupo de Lie se e somente se a aplicagcdo
a:GxG— G dada por a(g,h) = gh™" é suave.

Demonstracio. E claro que se (G,m) é uma grupo de Lie entdo a = m o (id X inv)
¢é suave. Reciprocamente, se a é suave entao a inversao é suave ja que inv =
ao(exid), onde e € G é o elemento neutro. Agora, temos m = « o (id X inv) e logo
a multiplicacao também é suave. O

Exemplo 1.2.1. Todo grupo contével (finito ou enumerével) pode ser considerado
um grupo de Lie com a estrutura de variedade discreta (dimensao nula). ¢

Exemplo 1.2.2. Todo espago vetorial de dimensao finita é um grupo de Lie abeli-
ano. ¢

Proposicao 1.2.2. Seja G uma variedade com uma operacdao de grupo m : (g, h) —
gh. Com essa operacao, G forma um grupo de Lie, se e so se, valem as propriedades:

(a) para todo go € G, a translagao Ly, € suave;

(b) para todo go € G, a conjugacdo Cy, € suave em uma vizinhan¢a da identidade
e;

(c) o mapa a : (g,h) — gh™' € suave em uma vizinhanga de (e, e).

Demonstragao. Se G é grupo de Lie, é 6bvio que essas operagoes sao suaves. Para
verificar a reciproca, basta notar que

a(g, h) = gh™ = (gohg )ho(g5 " 9) (hg *h) " hy!
=L 1ChOOz(Lgo—1g,Lh0—1h)

gohg

para quaisquer g, h, go, ho € G. Dados g, h € G, podemos escolher gy e hy de modo
que a expressao da direita é suave. O
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Proposicao 1.2.3. Sejam M uma variedade, e € M, U e V wvizinhancas abertas
dee em:U xU — M uma funcao suave, satisfazendo as propriedades:

(i) m(e,p) = m(p,e) = p para todo p € U;

(ii)) V. C U, m(VxV) CU em(m(z,y),z) = m(x,m(y,z)) para quaisquer
x,y,z € V.

Sob essas condicoes, existe uma vizinhanca W C V' de e e um difeomorfismo ¢ :

W — W tal que p(e) = e, p(p(p)) = p e m(p,p(p)) = m(p(p),p) = e para todo
peW.

Demonstra¢ao. Como m(e,p) = p para todo p € U, pelo Teorema da Funcao
Implicita, existe uma vizinhanga W; C V de e e um difeomorfismo ¢, : W; — W)
tal que p1(e) = e e m(p,v1(p)) = e para todo p € Wi. Analogamente para a outra
coordenada, existe uma vizinhanga Wy C V de e e um difeomorfismo @s : Wy — Wy
tal que po(e) = e e m(p2(p),p) = e para todo p € Ws. Para p € Wi N Wy temos

¢1(p) = m(e, v1(p))
= m(m(p2(p),p), ¥1(p))
= m(p2(p), m(p, p1(p))
= m(pa(p),e)
= ©a(p).

Seja 3 : Wi N Wy — M a funcdo suave dada por ¢3(p) := p1(p) = ¢2(p). Defina
W = @3 [W1 N Wy, que é aberto por continuidade, e defina ¢ : W — W por

©(p) := p3(p). Assim, temos

e portanto ¢ é um difeomorfimo. m

Proposicao 1.2.4. Seja M uma variedade. Se tivermos uma operacao associativa
m: M x M — M, com elemento neutro e € M, que também é uma funcdo suave,
entao o grupo G = M* de elementos invertiveis de M € um aberto e forma um
grupo de Lie.

Demonstracao. Pela Proposicao [1.2.3] acima, colocando U = V = G, obtemos um
aberto W C G com e € W. Ou seja, G é uma vizinhanca da identidade. Como a
translacao L, : M — M é um difeomorfismo, para todo ¢ € G, a imagem L,[G]
¢ uma vizinhanca de g, e claramente L,[G] € G. Em conclusdo, G é aberto em
M. Pela Proposigao [1.2.2] vemos que G forma um grupo de Lie com a restrigao da
operagao m, onde as condigdes (a) e (b) sao trivialmente verificadas e a condigao

(c) segue de|[1.2.3] O

Exemplo 1.2.3. Dada uma algebra real associativa unital A de dimensao finita,
o seu grupo de elementos invertiveis A* forma um grupo de Lie. Em particular,
se A = End(V) é a élgebra de operadores lineares de um espago vetorial V com a
operagao de composigao, o grupo linear geral GL(V) = End(V)* é um grupo de
Lie. ¢
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Um homomorfismo de grupos de Lie h : G — H ¢é simplesmente um ho-
momorfismo de grupos que também é suave. Denotando por LieGrp a categoria dos
grupos de Lie, vemos que LieGrp é uma subcategoria de ambos Man e Grp.

Proposicao 1.2.5. Sejam G e H grupos de Lie e f : G — H um homomorfismo de
grupos. Para f ser suave, € necessdrio e suficiente que exista um aberto nao-vazio
U C G em que f|ly € suave.

Demonstragao. Que é necessario é 6bvio. Suponhamo que f|y é suave, para algum
aberto nao-vazio U C G. Para todo gy € G temos f(gog) = f(90)f(g), de modo que

f’goU = Ly(gy) © fluo Lgo_l

é uma composta de funcoes suaves. Logo, f é suave em goU, para todo gy € G.
Como {goU }4,eg forma uma cobertura aberta de G, segue o resultado. ]

Com um argumento essencialmente igual, segue também a demonstracao das

Proposicao 1.2.6. Sejam G e H grupos de Lie e f : G — H um homomorfismo de
grupos de Lie. Para f ser uma imersao/submersao/difeomorfismo local, basta o ser
em um ponto.

Proposicao 1.2.7. Se f : G — H é um homomorfismo de grupos de Lie, entao o
posto de f € constante.

Dado um grupo de Lie G, dizemos que H C G é um subgrupo de Lie se for
ao mesmo tempo uma subvariedade e um subgrupo, de modo que forme um grupo
de Lie com a restricao da multiplicacdo. Assim, a inclusdo iy : H < G é um
homomorfismo.

Proposicao 1.2.8. Todo subgrupo de Lie é fechado.

Demonstracdo. Seja G um grupo de Lie e H C G um subgrupo de Lie. Como H é
uma subvariedade, é localmente fechado, i.e., para todo h € H existe uma vizinhanca

aberta U C G com H N U fechado em U. Desse modo, HNU =HNU =HNU é
aberto em H. Lembrando que H é um subgrupo de G, para h € H temos

h(HNU) = hH N hU
hH N hU = H N hU,

de modo que hH é aberto em H. Em resumo, {hH}, 5 é uma cobertura aberta
de H. Em particular,  é aberto em H. Como os cosets sdo disjuntos, H \ H ¢é
uma unido dos outros cosets, que ainda é um aberto, e portanto H é fechado em .
Concluimos que H = H. O

Exemplo 1.2.4. Para todo grupo de Lie G, a componente conexa da identidade é
um subgrupo de Lie aberto, que denotaremos por G°. ¢

Exemplo 1.2.5. Para qualquer subconjunto U C G, a uniao |J,, U™ é o subgrupo
(U) gerado por U. Em particular, quando U é uma vizinhanga aberta da identidade,
(U) é um subgrupo aberto, e logo um subgrupo de Lie, sendo assim um fechado.
Se U for conexo, (U) também é conexo, e portanto, é a componente conexa da
identidade (U) = G°. ¢
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Exemplo 1.2.6. Os subgrupos matriciais classicos de GLg(n), K = R ou C, sao
subgrupos de Lie. ¢

Proposicao 1.2.9. Seja G um grupo de Lie e H C G um subgrupo. Para que H
seja um subgrupo de Lie € necessdrio e suficiente que exista um ponto h € H e uma
vizinhanga aberta U C G de h, tal que H NU € uma subvariedade de G.

Demonstracao. A condicao é obviamente necessaria. Suponhamos que ela valha.
Para todo hy € H, a translacao a esquerda Ly, -1 ¢ um difeomorfismo de G que leva
a subvariedade H N U na subvariedade

(hoh™'"H) N (hoh™'U) = H N (hoh™'U).

Assim, todo ponto hy € H admite uma vizinhanca hoh~'U cuja intersecao com H é
uma subvariedade de G. Isso mostra que H é uma subvariedade. O

N.B. Na literatura é comum encontrar uma outra definicao de subgrupo de Lie.
Um subgrupo de Lie imerso de G é a imagem de um homomorfismo injetivo e
imersivo. Essencialmente, ¢ um subgrupo ‘H C G equipado com alguma estrutura
suave fazendo de H um grupo de Lie. Essa estrutura suave pode nao ter relacao
com a topologia de subespaco em H, e por isso a inclusao H — G, apesar de um
homomorfismo, nao precisa ser um mergulho. *

Exemplo 1.2.7. Considere o toro T? = S! xS!, onde utilizamos a notacao complexa
{(e %) | 0,,0, € R} = T?. Para cada A € R podemos definir um subgrupo
Gy = {(e?,e*) | § € R}, que é fechado se e s6 se A € Q, e logo Gy serd um
subgrupo de Lie apenas quando A é racional. Por outro lado, sempre podemos definir
uma estrutura suave em G com cartas da forma (¢%, %) — 0. Para X racional, é a
estrutura de subvariedade, enquanto que para A irracional, vai induzir uma topologia
mais fina que a de subespaco em G,. Outro modo de ver essa dicotomia é notar que,
para A racional Gy ¢ imagem de um mergulho S' < T? enquanto, para ) irracional,
¢ a imagem de um mergulho R — T2, ¢

Veremos mais a frente qual a importancia de subgrupos imersos.

Exemplo 1.2.8. Sejam Gy, ..., G, grupos de Lie. Com a estrutura de variedade e
multiplica¢ées usuais, o produto direto []"_; G; forma de fato o produto na categoria
LieGrp. ¢

Exemplo 1.2.9. Sejam K e H dois grupos de Lie e o : K — Aut(H) um homo-
morfismo. Se a acao (k,h) — o(k)h for suave, entdo produto semi-direto K x, H
forma um grupo de Lie, com a estrutura de variedade produto e a multiplicacao
(k,h)(a,b) = (ka, ho(k)b).

Por outro lado, suponhamos que G é um grupo de Lie que se decompoe, algebri-
camente, no produto semi-direto interno de subgrupos de Lie K, H C G com H <G.
Tomando o : K — Aut(#H) dado por o(k)h := khk™!, temos um isomorfismo de
grupos de Lie K x, H ~ G. Sob essa identificacao, denotamos por 7 : G — K e
o 1 G — H os mapas de projecdo, g = m(g)m2(g) para todo g € G. ¢

Proposicao 1.2.10. Sejam G e H grupos de Lie, 71 : G - H eo : H — G
homomorfismos de grupo de Lie e N = kerm. Se mo o = idy, entio N € um
subgrupo de Lie, o é um merqulho e G € o produto semi-direto interno de o[H| por

N.
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Demonstracdo. Como m o o = idy, derivando na identidade obtemos m,, 0 0, =
idz, (), de modo que /0 é uma submersao/imersao na identidade, e portanto em
qualquer ponto. Como N = 7~ [e] é a pré-imagem de um valor regular, segue que N
é uma subvariedade e logo um subgrupo de Lie. Agora, sendo um homeomorfismo
e uma imersao, o é um mergulho de H em G, de modo que a imagem o[H] é
um subgrupo de Lie isomorfo a H. Para concluir, todo g € G se escreve como
g = (o om)(g)q para um unico ¢ € N. Logo G é um produto semi-direto. ]

Exemplo 1.2.10. Dado um grupo de Lie G, considere a componente conexa da
identidade G°. Verifica-se facilmente que G° é um subgrupo normal. O grupo quo-
ciente G/G° estd em bijegao com o conjunto 7(G) das componentes conexas de G
e, portanto, é contavel. Colocando a estrutura de variedade discreta no quociente,
vemos que a projecao m : G — G/ G° ¢ um homomorfismo de grupos de Lie. Um
secao de 7, i.e., um homomorfismo o : Q’/QO — G com 7o o = id, fica univocamente
definida por uma escolha de representativos para cada classe de G/G°, ou seja, um
ponto he € C em cada componente conexa C € m(G), com hgo = e. Em resumo,
para cada funcio o : mo(G) — G levando G° na identidade, temos uma decomposicao
em produto semi-direto G ~ (G/G°) x, G°. ¢

Proposicao 1.2.11. Sejam G e H grupos de Lie e ¢ : G° — H wm homomor-
fismo. Para cada segio o : G/G® — G existe um inico homomorfismo ¢, : G — H
estendendo ¢ tal que Imgo C ker @, .

Demonstragao. Basta definir ¢,(g) := p(co(g)'g). O

Proposigao 1.2.12 (Recobrimento Universal). Para todo grupo de Lie conero G,
valem as sequintes afirmacoes:

(i) o recobrimento universal m : G — G existe e admite uma unica estrutura de
grupo de Lie que faz de m um homomorfismo suave;

(ii) o recobrimento universal é dado pela extensao central

1 —— m(G,e) yG — G

~
—

Demonstracao. Capitulo I, segao 11 em [14]. ]

Exemplo 1.2.11. Considere o grupo de rotagdes SO(3) e seu recobrimento universal
SU(2). Como os elementos de SU(2) sao da forma

ZO Zl
U= (_; E)

para (2°,2') € C? com detU = |2°> + [2!]? = 1, temos uma identificagio com a
esfera ¢ : S — SU(2). Utilizando o produto dos quaternions em C? = H, a dlgebra
de Lie de S® ¢ a &lgebra do produto vetorial (R3, x), visto como subdlgebra de H.
O isomorfismo ¢ : R* — su(2) leva o produto escalar no produtor interno induzido
pela forma de Killing em su(2), de modo que a rep. adjunta de SU(2) induzida em
R3 por ¢’ é ortogonal, i.e., temos um mapa 7 : SU(2) — SO(3), 7(U) = ¢ P AdUy'.
Como AdU = Ad(—U), ontcleode 7 é {15, — 1o} ~ Zs e  é um 2-recobrimento. ¢
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1.3 Correspondéncia de Lie

Referéncias: [14], [15], [16], [34].
Seja G um grupo de Lie e X € X(G) um campo vetorial. Diremos que X é
invariante a esquerda se, para quaisquer g, h € G, tivermos

(Lg)« X (h) = X(gh),

ou seja, (Ly).X = X, ou ainda, X é Ly-relacionado a si mesmo para todo g € G.
Similarmente, diremos que X ¢ invariante a direita se for Rj-relacionado a si
mesmo, para todo g € G. Denotaremos os conjuntos de campos invariantes por
X.(G) e Xg(9), que formam subespagos de X(G). Mais ainda, como os colchetes de
campos @-relacionados sao ainda ¢-relacionados, sabemos que X.(G) e Xgr(G) sao
sub-dlgebras de Lie de X(G), com o colchete de Lie.

Seguiremos tratando de campos invariantes a esquerda, com os resultados analogos
valendo para campos invariantes a direita, mutatis mutandis.

Proposicao 1.3.1. Seja G um grupo de Lie. Eziste um isomorfismo canoénico

X(G) ~T.(G).
Demonstracao. Tomamos

¢ X1(G) = 1e(9)
X — X,

mapeando um campo para seu valor na identidade. E 6bvio que ¢ é linear. Agora,
dados X,Y € X.(G), se ¢p(X) = ¢(Y) temos

Xg = (Lg)*Xe - (Lg)*ye = Yg

para qualquer g € G. Logo X =Y e ¢ é injetiva. Dado & € T.(G), seja X¢ : G —
T(G) a aplicagao dada por

Xf(g) = (Lg)*g-

Para ver que X¢ é suave, tomamos g € G e f € C*(G) e calculamos

(X*f)(9) = [X*(9)lf

= [(Lg)*f]f

=&(f o Ly).
Dado h € G, (f o L,)(h) = (f om)(g,h), onde m : G x G — G é a multiplicacao.
Portanto a fungdo X¢f : g — &(f o L,) é suave e o campos X¢ também. Como X¢ é

invariante & esquerda, por construcao, e X¢(e) = &, concluimos que ¢ é sobrejetiva,
e logo um isomorfismo. O]

Para todo grupo de Lie G, utilizamos o isomorfismo canoénico acima X, (G) ~
T.(G) para definir o colchete de vetores tangentes na identidade;

[+ -]: Te(9) X Te(G) = Te(9)
H(6,0) = [6,¢) = (X5, XE (o).
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Com essa operagao, o espago tangente 7,.(G) forma uma algebra de Lie, que chama-
mos de dlgebra de Lie associada a G, e denotamos por Lie(G) ou g (mesma letra
que denota o grupo, porém mintscula com fonte gética). Note que, por construgao,
g e X.(G) sdo isomorfas como &lgebras de Lie, e por isso é comum tratar ambas
como a algebra de Lie de G.

Exemplo 1.3.1. Para uma algebra associativa unital A, a algebra de Lie do grupo
de invertiveis A* pode ser naturalmente identificada a A com o comutador [z,y] =
xy — yx. Em particular, para um espago vetorial V podemos identificar gl(V) :=
Lie(GL(V)) ~ (End(V), [+, - ]). ¢

Exemplo 1.3.2. Para um grupo abeliano G de dimensao n, como o produto em g
é nulo, uma base nos permite identificar g ~ R" como &lgebras abelianas. ¢

Proposigcao 1.3.2. Sejam G e H grupos de Lie e ¢ : G — H um homomorfismo
suave. A derivada de ¢ na identidade de G € um homomorfismo de dlgebras de Lie.

Demonstracao. Para quaisquer gq, g2 € G temos

(¢ o Lg)(92) = (9192)
= ¢(91)¢(92)
= Lo(g)0(92)
= (L) © ©)(92)-

Ou seja, vale p o Ly = Ly, o ¢ para todo g € G. Dados € g e ¢ € b, denotamos
por X¢ e Y¢ os respectivos campos invariantes & esquerda. Dado g € G, temos

2. X%(g) = @u[(Lg) X (e)]
= (po Lg)*f
= (Lyp(g) 0 9)s€
= (Ly(g)) P&
=Y?(0(9))
= (Y0 0)(g),

isto é, os campos invariantes de & e ¢.£ sao ¢-relacionados, de modo que
Pu[ X5, X% (g) = [V, V2] (0(g))

Pu[ X5, X% (e) = [Y#&, Y92 (e)
90*6[51, 52] = [Qp*efla Qp*e§2]

para quaisquer £1,& € g. Concluimos que .. : g — b é um homomorfismo de
algebras de Lie. O]

Dado um homomorfismo de grupos de Lie ¢ : G — H, denotaremos por ¢’ :=
Ve @ — b o morfismo de dlgebras de Lie associado. Note que, para campos
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invariantes X € X.(G) e Y € X (#H), temos em geral,

PrgXg = Pug(Lg)reXe
= (p o Lg)eXe
= (Lg(g) © P)weXe
= (Lp(g))s(9) 9" Xe
= (Lw(g))*@(g)Y;ﬂ

para todo g € G. Assim, obtemos o functor de algebras de Lie .Z : LieGrp —
LieAlgp dado por

G Lie(G)
e = ¢
H Lie(H)

Esse functor nao é fiel e nem cheio. Veremos mais a frente uma subcategoria de
LieGrp em que ele se torna uma equivaléncia.

Exemplo 1.3.3. Seja G um grupo de Lie. Um recobrimento de Lie de G é um
homomorfismo de grupos de Lie 7 : H — G que também é um recobrimento. Desse
modo, a derivada ¢’ : g — b é um isomorfismo. Fixado um grupo de Lie, vamos
identificar sua algebra de Lie com as de seus recobrimentos de Lie. Em particular,
o recobrimento universal de um grupo de Lie conexo tem sua algebra identificada
com a do grupo base. ¢

Seja G um grupo de Lie. Lembremos que para cada g € G temos um mapa de
conjugao associado C, : h — ghg™*. Notando que C, é sempre um automorfismo de
grupos de Lie, obtemos um homomorfismo C : G — Aut(G). Os automorfismos C,
também sao chamados de automorfismos internos de G. Agora, para cada g € G,
consideramos a derivada C, : g — g, que denotaremos por Ad(g) := C;. Para cada
g € G, Ad(g) é um operador invertivel sobre g, de modo que obtemos uma fungao
Ad: G — GL(g).

Afirmamos que o mapa Ad é um homomorfismo de grupos de Lie, e portanto uma
representacao suave de G em g, chamada de representagcao adjunta do grupo.
O fato de ser um homomorfismo segue diretamente de C : G — Aut(G) ser um
homomorfismo. Resta ver que Ad é suave.

Dada uma carta (U,x) de G na identidade, seja Xi,...,X,, : U — T(G) a base
local de campos coordenados. Segue que

Ad(9)X;(e) = (Cg)upXile)

onde
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sao os coeficientes da matriz da derivada de C; na identidade. Note que, para cada
p € U temos

(z' 0 Cyox 1) (x(p)) = 2" (gpg ™)
2’ o a)(g,p)

= (
= (2 o a0 (idg, p))(9)

onde a: G xG—G:pr gpg~t éa agao por conjugagao e (idg,p) : G — G x G :
g+ (g,p). Como « e (idg,p) sao fungoes suaves, segue que z* o C, 0 x~ ' é suave, e
portanto, o mapa

TyoAd:U — GL(n)

oC! "
: g
g ((%ﬁ (e))m‘:l

é suave, onde Ty : GL(g) — GL(n) é identificacdo induzida pela base X; (e), ..., X, (e).
Concluimos que Ad é suave na identidade, e logo suave em todo o grupo (Proposicao
[1.2.5). Em resumo, obtemos uma representagao do grupo G em sua élgebra de Lie.

Agora, consideremos um grupo de Lie G e sua algebra de Lie g. Dado £ € g,
tome seu campo invariante X¢ e considere seu fluxo P, :DCRxG— G, ou seja,
¥, ¢ uma funcao suave satisfazendo

d

7 2:(9) T X(g)

e D é o maior aberto de R x G em que é possivel definir tal funcdo. Como X¢ é
invariante por cada L,, seu fluxo comuta com as tranlagdes e logo, para quaisquer

g heGetel(g)NI(h)NI(gh), vale
CI)E(gh) = (I)é([’gh) = qu)2<h) = gq)é(h)7

onde I(p) = {t € R | (t,p) € D} é o intervalo maximal de definigao da curva integral
t = ®¢(p). Em particular, temos ®¢(g) = g®¢(e) para todo t € I(g) N I(e). Para
t ¢ I(e), podemos definir ®¢(g) := gP¢(e), de modo que essa extensao ainda é fluxo
de X¢ e temos I(e) C I(g), para todo g € G. Dados € € I(e) \ {0} e t € R, existem
neZedel(e) com |d| < |e| tais que t = ne + 9, de modo que

Pg(e) - Dg(e) De(e) = Pe(e) - P(e) Pe(PE(c))
— —

n vezes n — 1 vezes
= D(e) - Pg(e) P (e)
n — 1 vezes
— @284-6(6)
= D¢ (e).
Ou seja, t € I(e), e portanto I(e) = R = I(g) para qualquer g € G. Concluimos

que D =R x G e X¢ é um campo completo. Definimos o mapa exponencial de G
como a aplicagao

exp:g—¢G
1§ = Do),
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que tem a suavidade garantida pela suavidade do fluxo. Considere a curva 7 : R —
G dada por v¢(t) := exp(t£). Como 7¢(0) = e e 7¢(0) = &, pela unicidade das curvas

d
integrais, segue que a[exp(tf)] = X¢(exp(t€)) e logo exp(t§) = ®¢(e). Segue que

exp((t + 5)§) = exp(t&) exp(s),
exp(—¢) = exp(€) ™!

para quaisquer t,s € R, £ € g, e ainda

[£,¢(] =0 = exp(§ + () = exp(&) exp((),

ja que os fluxos de X¢ e X¢ comutam se seu colchete for nulo.

Lembrando que Tp(g) = ¢, temos ainda que a derivada exp,q : g — g é a
identidade, de modo que exp é um difeomorfismo local na identidade. Note que,
como exp nao ¢ um homomorfismo, nao podemos utilizar o resultado da Proposicao
para concluir que exp é difeomorfismo local (em geral, ndo é). Quando exp se
restringe a um difeomorfismo V' — U em vizinhangas V' C g de 0 e U C G de e,
dizemos que a inversa log = (exp |¥)~! é um logaritmo em G.

Dado um isomorfismo 7' : R™ — g (i.e., escolhendo uma base) e uma vizinhanga
U C G da identidade podemos definir uma carta x : Ug — T ![V] em g € G
pela inversa de @ — exp(Tz)g, ou seja, x = T~ ! ologoL,-1|y,. Um sistema de
coordenadas dessa forma é chamado de coordenadas de primeiro tipo em g.

Se g admite uma decomposicao em soma direta g = g, @ - - - @ gx de subespacos,
podemos escolher vizinhancas do zero U; C g, tais que a fungao

E=&+ -+ & = exp(&r) - exp(&r)g

¢ um difeomorfismo. Em particular, quando os subespacos g; sao unidimensionais, o
mapa acima define um sistema de coordenadas em g € G chamado de coordenadas
de segundo tipo.

Podemos usar o mapa exponencial para descrever a representacao adjunta do
grupo:

Proposicao 1.3.3. Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g. A representagao
derivada da adjunta do grupo Ad : G — GL(g) € a representa¢ao adjunta da dlgebra

ad : g — gl(g) : £ = [€,].
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Demonstracao. Para quaisquer &, € g temos

ad(§)¢ = [£, ]
= [X¢, X¢).

d
= — (Pt
dt( ¢

d __
= a(q)g t)*(Léz(e))*C
d
= E(Rexp(—tf) o Lexp(tﬁ))*C
d

= dt (CeXp(tﬁ) )*C

¢
)*X<1>2

(e)
t=0

t=0

t=0

t=0

= < Ad(exp(r0))¢

= Ad.(§)(Q)-

t=0

]

Proposicao 1.3.4. Seja G um grupo de Lie e g sua dlgebra. A imagem do mapa
exponencial exp : g — G gera a componente conexa da identidade G°.

Demonstra¢ao. Vamos comegar mostrando que a imagem da exponencial é conexa
por caminhos. Para todo g € explg], existe algum £ € g com exp(§) = CID%(e) =g,
onde @, é o fluxo do campo invariante induzido por §. Assim, dados g1, g2 € exp[g],
existem &1, &, € g tais que a curva v : [0, 1] — G dada por

(t) = D H(e) se0<t<1/2
= Dzl (e) se1/2<t<1,

ou seja, v é uma curva ligando ¢; a go. Para concluir que explg] é conexo por
caminhos, basta ver que a imagem de v esta contida em exp[g]. Com efeito, para
qualquer t € R e £ € g temos

D (e) = Dy (e) = exp(tf),

de modo que ®¢(e) C exp[g]. Concluimos que explg] é conexo.
Segue que explg] € G°. Como existe uma vizinhanca conexa U C G da identidade
em que exp ¢ um difeomorfismo, ou seja, U C exp|g], concluimos que G° = (U) C

(explg]), e logo (explg]) = G°. O

Proposicao 1.3.5. Seja G um grupo de Lie e g sua dlgebra de Lie. Para cada
subdlgebra b C g, existe um unico subgrupo imerso conexo H — G com Lie(H) = b.

Demonstragao. Tome H = (exp[h]). Vamos definir uma estrutura suave em H
utilizando o mapa exponencial. Seja U C G uma vizinhanga da identidade em que
o mapa exponencial é um difeomorfismo e seja {(i, ..., (,} uma base para h. Seja

V:{xER"\exp(a:1C1+~-—i—I"§n)€U},
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exy, : Uy =HNUR — V abijecao dada pela inversa de z +— exp(x'(; +- - - +2"C,)h,
h € H. Segue que a familia {(Up,Xp)}nen é um atlas suave para ‘H. Ainda mais,
completando a base de acima para uma base {(1,...,(, &1, .., &n} de g, obtemos
cartas y, : Ug — W com

W= {y e R"™™ | exp(y'Ci + - + "G+ y" & + -y ) €U

ey,  y = exp(yCGt o+ Y G YT oy En) g, Assim, para cada
h € H, a expressao em coordenadas da inclusdo iy : H — G nas cartas (Uy,x;) e
(Uh,y) é simplesmente a inclusao (z!,...,2") — (z',...,2",0,...,0) de V em W,
e portanto iz é suave e uma imersao. Para ver que Lie(H) = b, basta notar que a a
parametrizagao x; ' : V — H N U tem como derivada (x;1).o : R” — T.(H) o mapa

Ou seja, (1,...,C, € T.(H) elogo h C T.(H). Como dimH = n = dim b, segue que
h=T.(H).

Segue ainda que, como H é gerado por um conexo, é também conexo. Se existir
outro subgrupo imerso conexo K C G com Lie(K) = b, devemos ter KL = (exp[h]) =

H. ]

Proposicao 1.3.6. Seja G um grupo de Lie com Lie(G) =g e H C G um subgrupo.
Seja h = {& € g | Vt € Ryexp(t§) € H}. Se H for fechado, valem as sequintes
afirmagoes:

(a) b € uma subdlgebra de g;

(b) dada uma vizinhan¢a U C G da identidade em que é possivel definir um lo-
garitmo log : U — V, existe uma vizinhanca W C U da identidade tal que
log[H N W] Cb.

Demonstragao. (a) Basta mostrar que h é fechado pela soma e pelo colchete. Para
quaisquer £, € h et € R temos

i) o o (1) o (1)

Como cada exp (L&) exp (£¢) € H e H ¢é fechado, segue que o limite exp(t(§ +¢)) €
H, ou seja, E+( € h. Para o colchete, como Ad(exp(t€)) exp(s() € H para quaisquer
t,se€Re

€.¢) = 3 Adlexp(t))C

t=0
2

— 8?88 [exp(té) exp(s() exp(—t&)}

t=s=0

temos exp(ts[¢, C]) = exp([t€, s¢]) = exp(t€) exp(s() exp(—t&). Em resumo, [£,(] €
b.
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(b) Escolha um produto interno em g. Seja f : g — G a fungao dada por

f(€) = exp(&1) exp(&), onde & € b e & € bt sao tinicos com € = & + &. Assim, f
¢ suave, e tem derivada f.o = idg, j& que

d
= —exp(t&)

d
* = — t =
fol6) = gf08)| =5 =&
d d
fio(&2) dtf< ) L, dt exp(t&2) o &2

para quaisquer & € b e & € ht. Segue que f é difeomorfimos local em zero.

Dado € > 0, seja Vo = {£ € g | |[¢]] < €} e U. = exp[V:]. Queremos encontrar
e > 0 tal que h € H N U, implica em log(h) € h. Suponhamos, por absurdo, que
esse nao seja 0 caso. Existiria entdo uma sequéncia (hg)rey em H com hy — e
e log(hy) ¢ bh. Tome uma vizinhanga V' C g da origem em que f se restringe a
um difeomorfismo V' — U e escolha kg € N com hy € U para k > ky, de modo
que existem & € hNU e ¢, € bt tnicos com hy = exp(&) exp(Cr) e &, G — 0.
Se (x = 0 entdo acontece que log(hy) = & € b, o que contradiz nossa hipdtese.
Portanto devemos ter (; # 0 para todo k > ky. Como ambos exp(&x) e hy sdo
elementos de H, temos que gy := exp(—&x)hr, = exp((x) € H.

Como a esfera {¢ € bt | ||¢|]| = 1} é compacta, existe ¢ € b com ||| = 1
tal que lim((x/[|Ck]|]) = ¢. Ainda mais, para todo ¢t € R vale lim(¢/||(x||)¢e = ¢C.
Como lim [|(x|| = 0 e [|¢k]] # 0, existem ¢, € N com lim ¢x||(x|| = t (basta tomar
U = [t/]|Ckl|]). Juntando toda essa palhagada, obtemos

imexp(t) = imesp (66 7o | = (o)

Por outro lado, exp(£xx) = exp(Cp)™ = gi’“ € H, k> ky. Como H é fechado, segue
que exp(t¢) = lim gi’“ € H. Como t € R é arbitrario, temos ¢ € . Absurdo, ja que
¢ebhnbht=1{0} e ]| =1. Concluimos assim o resultado. O

Proposicao 1.3.7 (Subgrupo Fechado). Seja G um grupo de Lie e H C G um
subgrupo. Assim, H € subgrupo de Lie se e somente se for fechado.

Demonstracao. A implicacao “subgrupo de Lie = fechado” é o conteido da Pro-
posigao [[.2.8 Vamos mostrar que um subgrupo fechado é subgrupo de Lie.

Pela Proposicao acima, existe uma vizinhanga da identidade U C G em
que é possivel definir um logaritmo log : U — V tal que log[H N U] C h. Assim,
log define uma carta de subvariedade em H N U. Concluimos com a Proposicao
1.2.91 m

Obtemos um corolario imediato

Proposicao 1.3.8. Sejam G e H grupos de Lie. Para qualquer homomorfismo suave
v : G — H o nicleo ker ¢ € um subgrupo de Lie de G com codimensao igual ao posto
de .

Exemplo 1.3.4. Seja G um grupo de Lie. O centro Z(G) coincide com o niicleo
da representacao adjunta, i.e., Z(G) = ker Ad, e portanto é um subgrupo de Lie.
Vemos também que Lie(Z(G)) = Z(Lie(G)). ¢
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Proposicao 1.3.9. Sejam G e H grupos de Lie com respectivas dlgebras g, b e
¢ : G — H um homomorfismo de grupos de Lie. Se G é conexo, entdo ¢ € o unico
homomorfismo com derivada ¢'.

Demonstragao. Denote por expg e expy, os respectivos mapas exponenciais. Dado
§ € g considere as curvas g, p1e : R — H dadas por

Ye(t) = p(expg(t€)),
pe(t) == expy (te'(£)).

Ambas comegam na identidade v¢(0) = p1£(0) = ey e tém a mesma velocidade inicial

Ye(0) = ¢'(§) = £¢(0),

de modo que ¢ = pe. Como isso vale para todo £ € g, segue que poexpg = expy oy’
Pela conexidade de G, a Proposicao garante que, para todo g € G, existem
1y, 60 € g com g = expg(&1) - .. expg(&n). Ou seja,

o(g) = (expg(&r) - - expg(n))
= expy (¢'(€1)) - - - expy (¢'(6n))-

Concluimos que, se existir outro homomorfismo ¢ : G — H com ' = ¢, teremos

P(g) = expy (P'(€1)) - - - expy (¥'(€n))
= expy(¢'(&1)) - - - expy (¥'(6n))
= »(9),

e logo ¢ = . O

Exemplo 1.3.5. Em um grupo de Lie G, dado { € g, acurvaye : R = G : t —
exp(t§) é o tinico homomorfismo associado ao homomorfismo de dlgebras de Lie
R — g:trste. ¢

Proposicao 1.3.10. Sejam G e H grupos de Lie e p : G — H um homomorfismo.
O homomorfismo derivado ¢’ : g — b é:

(a) injetivo se, e s6 se, o niucleo ker @ € um subgrupo discreto de G;

(b) sobrejetivo se, e s6 se, [G°] = HO.

Demonstracao. (a) Se o ker ¢ é discreto, sua algebra de Lie é nula e é o ntcleo
de ¢'. Por outro lado, vé-se facilmente que o subgrupo imerso conexo gerado por
explker ¢/] é a componente conexa da identidade em ker ¢, de modo que ker ¢’ = 0
implica que (ker ¢)° é discreto. Como as componentes conexas de um grupo de Lie
sao difeomorfas por translacoes, segue que ker ¢ é discreto.

(b) Basta usar que ¢ o expg = expy o¢’. Se ¢’ é sobrejetivo, entdo H? é gerado
por expy, [Img ¢'] = expylb], e como ¢[G°] = ¢[G]° é gerado por pexpg|g], segue
a igualdade. Reciprocamente, se ¢[G°] = H° entdo ¢’ deve ser sobrejetivo, caso
contrario, Img ¢’ seria uma subéalgebra prépria de § e o subgrupo conexo gerado por
expy, [Img ¢'] seria um subgrupo préprio de H’, o que contradiz a hipdtese. ]
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Proposicao 1.3.11 (Teorema do Homomorfismo). Sejam G e H grupos de Lie com
dlgebras de Lie g e by, respectivamente. Se G ¢é simplesmente conexo, para todo

homomorfismo p : g — b existe um inico homomorfismo ¢ : G — H tal que p = ¢'.

Demonstracao. Pelo resultado anterior, a unicidade segue da conexidade de G. Basta
construir um homomorfismo. Considere o grupo produto G x H. Como p é um
homomorfismo de dlgebras de Lie, seu grafico Grfp = {(&,p(€)) | £ € g} é uma
subalgebra de g @ h. Seja K o subgrupo imerso conexo de G; X G, com Lie(K) =
Grf p =: . Considere a projecao 7 : G x H — G e sua restricao 7 : K — G. E trivial
ver que 7' : £ — g é um isomorfismo. Assim, 7 : K — G é um recobrimento de Lie,
e como G é simplesmente conexo, 7 é um isomorfismo. Seja ¢ : G — H dado por
@ :=projy o7 1 ie., 7 Hg) = (g9,¢(g)). Vemos que ¢ ¢ um homomorfismo e que

(7Y =idg®p=id, ® ¢,
ou seja, ¢’ = p. ]

Proposicao 1.3.12 (32 Teorema de Lie). Para toda dlgebra de Lie real de dimensao
finita g, existe um unico grupo de Lie simplesmente conexo G, tal que Lie(G) = g.

Demonstracao. Pelo coroldrio do Teorema de Ado, para toda algebra de Lie
real de dimensdo finita g existe uma rep. fiel p : g — gl(V) para algum espago
vetorial real V, de modo que podemos identificar g com a imagem de p em gl(V).
Agora, seja G o subgrupo imerso conexo de GL(V) gerado por exp|g]. Tome o reco-
brimento universal G — G, de modo que Lie(G) = Lie(G) = g. Se H é outro grupo
de Lie simplesmente conexo com Lie(H) = g, entao a identidade id, corresponde a
um tnico par de homomorfismos ¢ : G — H e : H — G com ¢ = )/ = idg, de
modo que ! = . O

Considere a subcategoria cheia LieGrp,, de LieGrp dos grupos de Lie simplesmente
conexos. O Teorema de Lie garante que, nessa subcategoria, o functor de algebras
de Lie .Z : LieGrp,. — LieAlgg é uma equivaléncia.

Uma aplicacao direta dos teoremas de correspondéncia ¢ a classificagao dos gru-
pos abelianos conexos.

Proposicao 1.3.13. Seja G um grupo de Lie conexo. Se G € abeliano, entao:
(i) o mapa exponencial exp : g — G € o homomorfismo de recobrimento universal;

(ii) existe um isomorfismo G ~ R™ x T* para alguns n,k € N.

Demonstragao. (i) Como a dlgebra de Lie g é abeliana, o mapa exponencial satisfaz
exp(€ + () = exp(&) exp(C), ou seja, é um homomorfismo. O fato de que exp é um
mapa de recobrimento segue de G ser conexo e exp ser um difeomorfismo local. O
recobrimento é universal ja que g é simplesmente conexa.

(ii) O nicleo de exp : g — G é um subgrupo discreto da forma Z&; & - - BZE, com
&1, ..., & € glinearmente independentes. Completando uma base {(y, ..., (i, &1, -+, &k}
para g, obtemos um recobrimento g ~ R"™ — G com nticleo {0}" x Z*. Logo
G ~ Rk /7F = R™ x T*, ]
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1.4 Representacoes de Grupos de Lie

Referéncias para a secao: [14], [15], [2], [34], [16], [I7], [53], [51] e [50].

Seja G um grupo de Lie e K o corpo real ou complexo. Uma K-representacao
de G é um par (V, p) em que V é um K-espago vetorial e p : G — GLg(V) um homo-
morfismo de grupos. A dimensao da representagao é simplesmente a dimensao
do seu espaco vetorial. Uma representagao suave de G é uma representacao de
dimensao finita (V, p) em que p ¢ um homomorfismo suave.

Dadas duas K-representagoes (Vy, p1) e (Vy, p2), definimos um morfismo de re-
presentacoes T : (Vy, p1) — (Vy, p2) como uma transformagao linear 7' : Vi — V,
que é também equivariante, i.e., T o p1(g) = pa(g) o T para todo g € G. Denotare-
mos por Repg(G) a categoria de K-representacoes de G. Duas K-representagoes sao
ditas equivalentes se forem isomorfas em Repy(G). Representagoes sobre R sao
chamadas de representacoes reais e sobre C de representagoes complexas.

Exemplo 1.4.1. Fixado um espaco vetorial de dimensao finita V, todo subgrupo
imerso G — GL(V) se representa naturalmente em V pela inclusao. ¢

Exemplo 1.4.2. Um grupo G se representa trivialmente em qualquer espaco vetorial
V pela representacao constante g — idy. ¢

Exemplo 1.4.3. Sejam (V1, p1) e (V3, p2) duas K-representagoes de G. Em F(Vy,V,)
podemos definir a representagao regular R : G — GLg(F(Vy,Vy)) por

[R(g)f1(v) := pa(9) f(p1(g~")v) (1.1)

para quaisquer v € Vy, f € F(V1,Vy), g € G. Vemos que os morfismos (Vy, p1) —
(Vg, po) s@o as funcoes lineares T' € F(Vy,V,) com R(g)T =T para todo g € G.
Na pratica, o termo representa¢do reqular aparece associado a inumeras repre-
sentacoes definidas em espacos de fungoes e definidas por equacoes similares a .
Por exemplo, podemos trocar a representagao (Vy, p;) por um G-espago qualquer e
a definicao de representagao regular acima ainda faz sentido. ¢

Exemplo 1.4.4. Em um grupo G, toda representacao (V,p) de dimensao finita é
equivalente a uma representagao da forma py : G — GLg(K"), n = dim V, bastando
escolher uma base T : R" — V e tomar py(g) =T p(g)T. ¢

Seja (V| p) uma representagao de G. Um subespago W C V é dito invariante
por pse p(g)[W] C W paratodo g € G. Assim, obtemos uma representacao (W, pw),
pw(g) = p(g9)|s, chamada de subrepresentagao de (V,p). Uma subrepresentagao
¢ dita trivial se o subespaco invariante associado for V ou 0. Quando p admite
subrepresentacoes nao-triviais dizemos que p é redutivel, e do contrario, quando p
s tem subrepresentacoes triviais, dizemos que p é irredutivel ou simples.

Associado a um subespaco invariante W C V também temos a representacao
quociente (V/W, p/pw) dada por

p/pw(g)(v+ W) = p(g)v + W,

de modo que o mapa quociente my : V — V/W é equivariante.
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Exemplo 1.4.5. Dadas duas representagoes (Vi,p1) e (Va, ps), para todo mapa
equivariante 7" : V; — V5, o ntucleo ker " C V; é um subespago invariante por p;:

Tv=0= Tpi(g)v = p2(9)Tv=0.

¢

Duas subrepresentacoes Wi, Wy C V sao ditas complementares se V=W, @
9
W,. Nesse caso, a representagao p se escreve como uma matriz em blocos

p(g)z(pwb(g) ’ )

P, (9)

Em geral, dadas duas representagoes (Vi, p1) e (Va, po), podemos definir as repre-
sentagoes soma direta (V; @ Vy, p; @ py) e produto tensorial (Vi ® Vs, p1 ® po)
por

(p1 @ p2)(9)(v1,v2) := (p1(g)v1, p2(g)v2)
(p1 @ p2)(9)(v1 @ v2) == p1(g)v1 ® p2(g)ve

No caso acima em que W, Wy C V sao subrepresentacoes complementares, temos
um isomorfismo (V, p) ~ (W, @ Wy, pw, ® pw,).

Uma representagao (V, p) é dita semi-simples se for uma soma direta (V, p) =
B, (W;, p;) de subrepresentacoes irredutiveis.

Proposicao 1.4.1 (Lema). Seja G um grupo de Lie e P : (V,a) — (W, 3) um
morfismo de representagoes sobrejetivo. Se (V,«) é semi-simples entao P admite
Uma Secao.

Demonstragdo. Proposicao 9.4 em [17]. Seja V = €,.; V; a decomposicao em su-
birreps. Como ker PNV, é um subespaco invariante de V;, para todo ¢ € I devemos
ter V; C ker P ou ker PNV, = 0. Tomando J = {i € I | ker P NV,;, vemos que
ker P =3, VieV=kerP& (@, Vi) Assim, Ply:V = @ZGJV- — W é
um isomorfismo. Denotando por S : W — V o mapa S(w) = P|y/, obtemos uma
segdo de P, uma vez que SB(g)w = SB(g)PS(w) = SPa(g)S(w) = a(g)S(w) para
todo w € W. O

Proposicao 1.4.2. Seja G um grupo e (V,p) uma representag¢io. As sequinte
afirmagoes sao equivalentes:

(a) (V,p) é semi-simples;

b) V é uma soma (possivelmente nao-direta 'V, de subrepresentacoes irre-
el
dutiveis;

(c) toda subrepresentacdo de V admite uma subrepresenta¢ao complementar.

Demonstragao. Teorema 9.6 em [17].

(a) = (c): Dada uma subrep W C V, a projecio V — V/W é um morfismo
sobrejetivo. Pelo Lema acima (Prop. existe uma secao dessa projegao, cuja
imagem é uma subrepresentacao complementar a W.
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= (a): dupondo = ; i, onde VY; sao subirreps, demnnimos o Conjunto
b Supondo V = 3, V;, onde V; sio subirreps, defini '

ordenado por inclusdo. Dado § C Z(P) totalmente ordenado, vemos que K =
UjesJ € uma cota superior para S. Assim, o Lema de Zorn garante que existe
I' C I maximal em P, ou seja, maximal entre os J C I com » ., V; = |J;c, V.
Denote W := UiE 1 V;. Por irreducibilidade, devemos ter V; C W ou V; "W = 0
para todo j € I. No segundo caso, a soma direta W & V; nos daria I' C I’ U {j}, o
que contradiz a maximalidade de I'. Segue que V; C W para todo j € I, ou seja,
V=W.

(c) = (b): Dividimos essa parte da demonstracao em trés passos: (Passo 1) Se
V satisfaz (c), entdao é uma soma de subrepresentagoes ciclicas, isto é uma subrrep
W tal que existe w € W com W = p[G]w. De fato, seja C o conjunto das subreps
ciclicas de V.e W = >, ., U. Se V # W, existe uma subrep complementar W’
nao-nula. Dado x € W', a varredura spanp|G]z é uma subrep ciclica ndo-nula de V
contida em W, o que é um absurdo ja que WNW’' = 0.

(Passo 2) Toda subrep nao-nula contém uma subirrep. Com efeito, se W C V é
uma subrep nao-nula, decompomos em subreps ciclicas W = ZIUGCW U. Cada U, ad-
mite uma subrepresentacao propria maximal U;. Seja Uy uma subrep complementar
V=U;®U,. ComoU=TU; & (UNTU,) e U; é maximal, segue que UN U, ~ U/U;
¢ irredutivel. Em particular, UNU; C W.

(Passo 3) Seja Vi = > ., Wonde Z é o conjunto de todas as subrepresentacoes
irredutiveis de V. Seja V, uma subrepresentagao complementar a Vy. Se V, # 0,
existe uma subirrep W C Vs e logo V1NV, #£ 0, 0 que é um absurdo. Logo devemos
ter Vo =0 e logo V=1V,. ]

No restante da segao trataremos de representacoes complexas.

Seja G um grupo de Lie. Uma representacao unitaria de G é um par (V, p) em
que V é um espacgo de Hilbert complexo e p : G — U(V) um homomorfismo for-
temente continuo, i.e., para todo v € V, a fungdo G — V : g — p(g)v é continua.
Equivalentemente, p é continua quando considerando a topologia do produto (con-
vergéncia pontual) em U(V) C VY. Fica definida a categoria de representagoes
unitarias UniRep(G) cujos morfismos (Vi, p;) — (Va, p2) s@o morfismos de repre-
sentacao continuos, i.e., morfismos limitados.

Dizemos que duas representacoes unitarias (Vyq, p1) e (Va, p2) s@o unitariamente
equivalentes se existe um morfismo unitario U : Vi — Vs, que serd um isomor-
fismo.

Proposicao 1.4.3. Seja G um grupo de Lie. Duas representacoes em UniRep(G)
sao unitariamente equivalentes se, e somente se, forem isomorfas.

Demonstracao. Uma direcao é trivial. Para a outra, suponhamos que A : V; — V,
é um isomorfismo de representacoes. Assim, o mapa adjunto A’ : Vo — V; também
¢ um isomorfismo. O operador AT A também é um isomorfismo e, sendo autoadjunto
e positivo, possui uma tnica raiz quadrada positiva e autoadjunta R = v ATA. Por
outro lado, dado g € G, o operador R’ = p(g) 'Rp(g) também ¢é uma raiz positiva
e autoadjunta de ATA:

(R))? = p(9)"" R*p(g) = p(g) ' ATAp(g) = ATA.
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Ou seja, R = R, e logo R ¢ um isomorfismo de representacoes (R™! = V AAT).
Como

UU= (AR AR = RTTATAR™ = RT'R*’R™! = idy,
segue que o mapa U := AR™! é um isomorfismo unitdrio. n

Seja (V,p) uma representacao unitdria de um grupo de Lie G. Dado um su-
bespacgo invariante W C V, se W for fechado, a subrepresentacao (W, pw) ainda
¢é unitaria, e nesse caso chamamos de subrepresentacao unitaria. Nesse caso,
temos a

Proposicao 1.4.4 (Lema). Seja (V, p) uma representagdo unitdria de um grupo G.
Se W C V € um subespaco invariante entio W+ também é invariante.

Demonstracao. Basta notar que

(p(g)v, p(g)w) = (v,w) =0
para quaisquer w € W, v € Wt e g€ G. n

Proposicao 1.4.5. Seja G um grupo. Toda representagio unitdria (V,p) é semi-
simples e se decompoe em soma de representacoes unitdrias irredutiveis.

Demonstragao. Segue do Lema acima (Prop. [1.4.4]) e da Proposigao [1.4.2 O

Exemplo 1.4.6. Seja A : (Vi,p1) — (Vg,py) um morfismo de representagoes
unitarias de um grupo de Lie G. Como ker A C V; é um subespaco invariante
de p; e é fechado, segue que é uma subrepresentacao unitaria. Por outro lado, a
imagem Img A C V5 é um subespaco invariante de ps que pode nao ser fechado, mas
seu fecho Img A é uma subrepresentacao unitéria. ¢

Para representagoes unitarias (Vy,p1), (Va, p2) as operagdes de soma direta e
produto tensorial precisam ser completadas para obtermos reps unitarias. Mais
precisamente, definimos (V; & Va, p1 @ p2) e (V1 ® Vy, p1 ® po) por:

e V3V, é0 completamento de V@V, pelo produto interno ((x1, z3), (41, y2)) =
(T1,91) + (T2, 92);

e V,;®Vyé0 completamento de V;®V; pelo produto interno (z; ® x2, 1 ® y2) =
<$1, y1> <$2, y2>;

o (p1®p2)(g) e (p1®p2)(g) sdo as extensdes continuas de (p; ® pa2)(g) e (p1 ®
p2)(g), respectivamente.

Seja G um grupo de Lie. Dizemos que uma representacao complexa (V,p) é
unitarizavel se existe um isomorfismo (V, p) — (Vy, po) para alguma representacao
unitaria (Vo, po). Equivalentemente, (V,p) é unitarizavel se, e sé se, existe um
produto interno fazendo de V um espaco de Hilbert e de p uma rep. unitaria. Desse
modo, as representacoes se fatoram

G P s GL(V
h /
U(v)

)
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Proposicao 1.4.6. Seja (V, p) uma representagao unitdria de um grupo de Lie G.
Dado um subespago fechado W C 'V com projecao ortogonal P :V — V, temos que
W € invariante se e sé se P for um morfismo, i.e., p(g)P = Pp(g) para todo g € G.

Demonstracao. Se W é um subespaco invariante fechado, temos um isomorfismo
natural V/W+ ~ W. Como Img P = W, o mapa P|" ¢ identificado com o mapa
quociente V. — V/W+, que é um morfismo de representagoes. Como P = iy o P|V
é composicao de morfismos, P também é um morfismo.

Reciprocamente, se p(g)P = Pp(g) para todo g € G, dado w € W temos

p(g)w = p(g)Pw = Pp(g)w € W.
0

Proposicao 1.4.7 (Lema de Schur). Seja G um grupo de Lie e (V,p), (W, ) duas
representacoes unitdrias irredutiveis. Dado um morfismo A : (V,p) — (W, p) valem
as sequintes afirmacoes:

(i) se A# 0 entao A € um isomorfismo;

(i1) se (V,p) = (W, ), entao A = Aid para algum X € C.

Demonstragao. (i) Suponhamos A # 0. Como ker A é uma subrepresentacao, a
irredutibilidade de V garante que ker A = 0 ou ker A = V. Como A # 0, devemos
ter A injetiva. Analogamente, a irredutibilidade de W nos diz que Img A = 0 ou
ImgA =W, e como A # 0, segue que A é sobrejetiva. O Teorema da Aplicagao
Aberta entre espacos de Banach garante que A é um isomorfismo.

(ii) Adaptada do Teo. 21.30 em [53]. Suponha que B : V — V é um operador
auto-adjunto limitado. Tome a sua decomposicao espectral

B:/R)\ dus(N).

Pelo Teorema Espectral, temos [p(g), B] = 0 se e somente se [p(g), up(E)] = 0 para
todo Boreliano £ C R. Como pug(E) é uma projegao ortogonal e V é irredutivel, a
Prop. acima nos diz que ug(FE) = 0 ou ug(F) = idy. Existe um )y € R tal
que ffoo Mpg(A) =0 parat < \g e ffoo Mdpp(N) = idy para t > A9, de modo que
B = \idy.

Agora, para o morfismo o morfismo arbitrdrio A, temos A = (A + A") + - (A —
A"), onde By := $(A+ A") e By := (A — Al) sdo auto-adjuntos. Aplicando o
argumento acima, para By = A\jidy e By = Aidy obtemos A = (A1 + i\y)idy. O

1.5 Acoes Suaves e Invariantes
As referéncias para esta secao sao [34], [2] e [32].

Seja G um grupo de Lie. Um G-espago suave é um par (X, ) onde - : ¥ xG — X
é uma acdo suave & esquerda ou a direitall] Mais geralmente, um G-espaco sers

1Como acdes por um lado sdo univocamente determinadas por acoes do outro, vamos tratar
geralmente de agbes a direita no decorrer do texto, com as modificagoes para agoes a esquerda
sendo triviais.
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uma tripla (X,G,-) em que G é um grupo de Lie X um G-espago. Geralmente
vamos omitir a a¢do da notagao e escrever apenas (X, G). Dado um outro G-espago
(¥, H), definimos um mapa equivariante como um par (f, fg), em que f : X — Y
e fa: G — H é um homomorfismo, ambos suaves, satisfazendo f(xg) = f(x)fc(9),
para quaisquer z € X e g € G. Em outras palavras, o diagrama abaixo é comutativo

XXQMJ}X/H

(z,9) — xg (y,h) = yh

X / s )

Fica definida a categoria G-spaces de G-espagos com mapas equivariantes como mor-
fismos. Também vamos considerar a subcategoria G-spaces de G-espacos para um
grupo de Lie G fixo, com mapas equivariantes da forma f(zg) = f(x)g, i.e., fg = idg.
Os morfismo em G-spaces serao chamados de mapas G-equivariantes.

Exemplo 1.5.1. Sejam G e ‘H grupos de Lie. Dado um homomorfismo f: H — G,
fica definida uma acdo - : H x G — G por h- g := f(h)g. Note que acdo de ‘H em
si mesmo pela esquerda é dessa forma, com f = idy. Desse modo, f se torna um
mapa H-equivariante f(hihs) = f(h1)f(h2) = hy1 - f(h2).

Em especial, para subgrupos H C G, vamos sempre considerar a acao natural a
esquerda, que se encaixa no caso acima com o mapa de inclusao f = iy. ¢

Exemplo 1.5.2. Generalizando o exemplo anterior, tome um G-espaco (X,H) e
um homomorfismo ¢ : G — H. Compondo a acao H O X com ¢ obtemos uma agao
X xG— X:(x,9)— z¢(g) chamada de agao induzida por . ¢

Exemplo 1.5.3 (A¢ao Coadjunta). Seja G um grupo de Lie com algebra Lie(G) = g.
Considere a representagao adjunta Ad : G — gl(g). A acao coadjunta de G é a
acao dada pela transposta de Ad, i.e., é a acao a direita

g xgG—g
:(a,9) = aoAd(g) = Ad(g)"a
no espago dual da algebra. Essa acao estd por trds de um exemplo principal do

esquema de quantizagao, que veremos mais a frente. A realizacao associada a essa
acao ¢é a representacao coadjunta do grupo

coAd : G — gl(g”)
g Ad(g™h)

que é simplesmente a representacgao regular de F(g, R) restrita nas fungoes lineares.

¢

Exemplo 1.5.4. Considere dois G-espagos (X,G) e (Y, H). Se tivermos um ho-
momorfismo de grupos de Lie ¢ : G — H, podemos definir a agao diagonal em
relagao a ¢ como o mapa

(XY xG—o A XY
((2,9),9) — (29, y9(9))-
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Desse modo, as projegoes my : X x Y — X e my : X x Y — Y formam mapas
equivariantes (my,idg) e (my, ). Se considerarmos a acao de H pela esquerda hy =
yh™ em ), a acdo diagonal toma a forma ((z,y),9) — (zg,2(¢7')y). Quando
temos acoes de lados opostos, precisamos colocar uma inversao na agao diagonal.
Quando ‘H = G, é costume considerar a acao diagonal em relacao a identidade idg,
de modo que as projecoes sao G-equivariantes.

Note que a acao diagonal em relacao a ¢ é igual a acao diagonal em relagao a
idy considerando ) com a agao induzida por . ¢

Exemplo 1.5.5. Fixe um G-espaco (X,G). Dada uma variedade M, podemos
definir uma acao

(MxX)xG o> MxX
((p, ), 9) = (p,xg)

que faz da projecao my : M x X — X um mapa G-equivariante. Se equiparmos M
com a agao trivial (p, g) — p, a acdo acima é simplesmente uma acao diagonal. ¢

Dado um G-espago (X, G), consideramos para cada = € G o subgrupo
Stab(z) := {g €Glzg= x},
chamado de estabilizador de z, e o mapa de avaliacao

0,:G— X
D g xg.

A suavidade de o, segue diretamente da suavidade da acao. Como Stab(z) = o, ![x]
é fechado, é naturalmente um subgrupo de Lie, cuja algebra de Lie denotaremos por
stab(z) := Lie(Stab(x)).

Alguns tipos de G-espacos importantes que vao aparecer no nosso estudo sao:

e espagos homogéneos: correspondem a acoes transitivas, isto €, um G-espago
(X,G) é dito homogéneo se para quaisquer x,y € X existe g € G com xg = y.

e acoes efetivas: uma acgao efetiva ou fiel é uma em que a realizagao correspon-
dente p : G — Diff(X) é injetiva, ou equivalentemente, para todo g € G \ {e}
existe x € X com xg # .

e acoes livres: uma agao ¢ dita livre de ponto fixo quando, dado g € G, existir
um z € X com zg = z implica em g = e, ou seja, o Unico elemento de G com
ponto fixo é a identidade.

e espagos homogéneos principais: correspondem a agoes regulares (livre e
transitiva). Nesse caso, para cada x,y € X existe um unico g € G com zg = vy,
que pode ser denotado por z~1y.

e acoes proprias: uma acao X x § — X é dita prépria se o mapa f : X X
G — X?%: (x,9) = (x,29) é préprio, i.e., [K] é compacto para qualquer
compacto K C X2.
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Um dos ingredientes principais no estudo dos préximos capitulos sao espacgos de
ébitas, i.e., variedades da forma X' /G para algum G-espago (X, G). Em geral, nao
podemos garantir que um quociente de agao suave admite estrutura suave. Porém,
ainda temos muitos casos em que isso ocorre. Em especial,

Proposicao 1.5.1 (Teorema da Variedade Quociente). Seja (X,G) um G-espago.
Se a acao de G em X € livre e prdpria, entao o espag¢o quociente X /G € uma
variedade topoldgica de dimensdao dim X —dim G e admite uma unica estrutura suave
tal que a proje¢ao w: X — X /G € uma submersao suave.

Demonstragao. Teorema 7.10 em [32]. O

Proposicao 1.5.2. Seja G um grupo de Lie. Se H C G é um subgrupo fechado,
entdo o quociente G/H, por qualquer uma das agdes a esquerda ou direita, admite
uma unica estrutura de variedade suave em que a proje¢io w : G — G/H € uma
submersao suave. Ainda mais, se H € normal, entdo G/H € um grupo de Lie.

Demonstracao. A agao de H em G é claramente livre. Resta mostrar que é prépria.
Seja F : G* — G2, F(g1,92) = (91,9192). Dado um compacto K C G2, sua pré-
imagem é

FUK] = {(g91,92) € G* | (91, 9192) € K}
= {(k1, ki ko) € G* | (k1. ko) € K},

de modo que f7UK] = FHK]|N (G x H), onde f = Flgxy é a restrigao de F a
G x H. Como G x G ¢é Hausdorff, K ¢ fechado e logo f~'[K] é fechado.

Por outro lado, a inversa F~! leva K no compacto F~'[K]. Como f'[K] é
fechado dentro de um compacto, segue que é compacto. O

Exemplo 1.5.6. Seguindo o Exemplo [I.5.1] consideramos um homomorfismo de
grupos de Lie f : H — G. Se f é um mergulho, ou seja, se a imagem de H em G
é um subgrupo fechado, podemos considerar o quociente G/H pela agao a esquerda
induzida por f. No espaco quociente temos naturalmente uma agao a direita

G/ HxH—G/H
:(Hg, h) — Hgh,

obtendo assim um H-espago (G/H,H).

E claro que temos uma agao a esquerda natural de H em G/H, mas ela é trivial ja
que hHg = Hg. Por isso, ao considerar acoes entre grupos a esquerda, os G-espagos
obtidos por quociente terao agoes a direita, e vice-versa. ¢

Proposicao 1.5.3. Seja (X,G) um G-espago. Para cada xg € X considere o mapa
¢ : G/Stab(xg) — X, ¢(Stab(zg)g) = xog. Valem as sequintes afirmagoes:

(i) ¢ € uma imersao injetiva G-equivariante;

(ii) se a agdo de G em X € transitiva, entao ¢ € um isomorfismo.
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Demonstracao. (i) E trivial ver que ¢ é equivariante. Vamos mostrar que ¢é injetivo.
Dados g1,92 € G, se Stab(xg)g1 # Stab(zg)ga entdo zog1 # zoge. De fato, se fosse
Tog1 = Toge terfamos g1, € Stab(x), o que contradiz a hipétese. Segue que ¢ é
injetivo. Para ver que é uma imersao basta notar que ker ¢,,, = stab(x).

(ii) Suponha que X é homogéneo. Para mostrar a sobrejetividade, vamos cons-
truir uma inversa para ¢, supondo a transitividade da agao. Nesse caso, para todo
r € X existe g, € G tal que xog, = x. Note que, se ambos g,, h, € G satisfazem
Togs = T = Tohy, entdao g.h, ' € Stab(zg), i.e., g.Stab(zg) = h,Stab(z,). Podemos
entao definir uma fungao ¢ : X — G/Stab(zy) por ¥(x) = Stab(zg)g,. Para ver que
1) = ¢~ basta calcular

(60 v)(x) = d(Stableo)gs) = Togs = @

para cada z € X. Como ¢ é uma imersao injetiva, é um mapa aberto e logo um
mergulho. Segue que ¢ é um difeomorfismo. O

Proposicao 1.5.4. Seja (X,G) um G-espago. Dado xo € X, sobre o mapa de
avaliagao 0,, : G — X 1 g — x0g, valem as sequintes afirmacgoes:

(a) 04, € G-equivariante;
(b) se a agio G O X € transitiva, entdo o, € uma submersao;

(¢) se a agdo € reqular (livre e transitiva), entao o, € um isomorfismo.

Demonstragao. (a) Trivial.

(b) Tome um vetor tangente X € 7,(X). Em uma vizinhanca conexa U de z. A
pré-imagem a;ol [U] é uma vizinhanca da identidade. Tome Uy a componente conexa
de 0 '[U] contendo e. Dada uma curva y : (—¢,&) — U com 4(0) = X, para cada

t € (—¢,¢) existe g, € Uy com zog; = Y(t). A curva (—e,e) — Uy : t — ¢, é suave e
d
X =¢7(x), onde £ = %(O)

(¢) Como Stab(xy) = {e} para todo xy € X, segue do isomorfismo G = G/{e} —
X. [

Seja g uma algebra de Lie de dimensao finita e X uma variedade. Uma acao
de algebra de Lie de g em X é uma funcdo suave ¢ : X x g — T(X) tal que
o(x, &) € T,(X) para quaisquer z € X, £ € g e [€¥,(¥] = [, (]¥ para quaisquer
£, € g,onde £¥ : X — T(X) é o campo de vetores £¥(x) := p(z,£). Em outras
palavras, ¢ é um homomorfismo de fibrados vetoriais que induz um homomorfismo
de algebras de Lie g — X(&X) : £ — &£%.

Dizemos que uma agao de algebra de Lie p: X x g — T(X) é:

e efetiva ou fiel se 0 homomorfismo & — &7 for injetivo;

e livre ou livre de ponto fixo, se para todo £ € g\ {0} o campo £ é nao-
singular.

Proposicao 1.5.5. Seja g uma dlgebra de Lie de dimensao finita agindo em uma
variedade X por p : X x g — T(X). A acao p € livre se, e somente se, X X g se
mergulha como um subfibrado trivial de T(X).
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Demonstracao. Utilizando a Proposicao basta notar que p ser livre é equiva-
lente a ker p = Oy. Suponha que p é livre. Dado £ € g nao-nulo, o campo & nao
se anula em X', de modo que o mapa g — T, (X)) : £ — p(x, &) é injetivo para todo
x € X. A reciproca segue trivialmente. m

Quando g = Lie(G) é a dlgebra de um grupo de Lie, uma acao de grupo X x G —
X induz uma aplica¢ao o : X x g — T(X) por

o(r,€) = T [resp(te)]

Y

t=0

ou seja, o(x,&) = (0,)+£, onde 0, : G — X é o0 mapa de avaliagao 0,(g) = xg.

Proposicao 1.5.6. Seja (X,G) um G-espago. Sobre o mapa o : X x g — T(X)
valem as sequintes afirmacoes:

(i) o € uma agdo de dlgebra de Lie;
(ii) se a agcdo de G em X for efetiva, entao o € efetiva;

(iii) se a agcdo de G em X for livre, entdo o € livre.

Demonstragao. (i) Dado £ € g, note que o fluxo de £7 é & : R x X — X, (I)é(l’) =
zexp(tf). Ou seja, se ¢ : R — G é a curva v¢(t) = exp(t), entao

(I)é(:l:) - Rvs(t) (x) = Ux(’yé(t))

onde R, : x — xg. Agora, para cada g € G e z € X temos

(29 (t) ™) glye(t)
zlye(t) ge(t)]
=z(C Ye ()~ 19),

(R%(t) © Jwvs(t)*l)( )

isto é,
Roe(v) © Oane(ty= = 02 © Cog ()

Dados &, ¢ € g, para cada x € X calculamos

(Roe()+C7 (Breny-1(2)) = (Rog(0))+C7 ((6) ™)
(R’Yg ) (0—50")/5(15) ) q
(R%t Oye ()~ 1)«
= (040 Cy(-1):C

= (

02)s Ad(%() ¢,
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de modo que

€6k = e G|
- %:<Rvg(t)‘1)*Ct;(RV&(t)(x))} +=0
_ %:<Uf’f)* Ad(fyg(t))C} =0
— (02). %[Ad(%(t)x] -
= (02).ad(§)¢
- [57 C]g

Concluimos que £ — &7 é um homomorfismo de dlgebras de Lie.

(ii) Dado ¢ € g, suponhamos que £ = 0. Isso significa que o fluxo ®¢ é trivial,
ie., ®L = idy para todo t € R. Se a agdo de G em X é fiel, temos zexp(t§) = =
para todo z € X, e logo exp(t§) = e para todo t € R. Em resumo, concluimos que
& =0, ou seja, & — £7 é injetiva.

(iii) Dado £ € g suponhamos que £7(x) = 0 para algum =z € X. Segue que
xrexp(tf) = x para todo t € R. Se a agao de G em X é livre, entao exp(t§) = e para
todo t € R, e logo £ = 0. O]

Os campos &7 associados a uma agao de G em X sao chamados de campos
fundamentais. Denotamos por g° a subélgebra de campos fundamentais em X(X').

d
N.B. Para agoes a esquerda a férmula do campo fundamental deve ser T lexp(—t&)z]
=0
para garantir que £ — £ seja um homomorfismo de algebras de Lie. *

Um fibrado equivariante é um objeto-fibrado na categoria de G-espacos, ou
seja, consiste em um mapa equivariante (m,7g) : (£,G) — (M, H), tal que =
também é um fibrado suave. Em resumo, temos o diagrama comutativo

(v,9) = vg
-

ExG &

T X TG m
(x,h) — xh

MxXH — M

Um fibrado vetorial equivariante ¢ um fibrado equivariante (7, 7¢g) : (€,G) —
(M, H) com uma estrutura de fibrado vetorial, tal que a acdo G O & é dada por
um homomorfismo p : G — Autyg(€) com p(g v = vg, p(¢g7Hpr = z7a(g),
veé& xeM,ge G Ouseja, é um objeto-fibrado vetorial na categoria de
G-espacgos. Fixado um grupo de Lie G, seguem as defini¢des analogas de fibrado
G-equivariante e fibrado vetorial G-equivariante, bastando fixar 7 = idg.
Denotaremos por FBY (resp. VBY) a categoria de fibrados (vetoriais) equivari-
antes, cujos morfismos, e por FBY (respec. VBY) a categoria de fibrados (vetoriais)
G-equivariantes, todas com morfismos sendo mapas fibrados equivariantes.
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Exemplo 1.5.7. Dados G-espagos (M, G) e (F,H) e um homomorfismo ¢ : G — H,
o produto M x F, com a acao diagonal em relagdo a ¢, forma um fibrado G-
equivariante M x F — M.

Um fibrado G-equivariante é dito trivial se for equivalente a um produto M x
F — M com acao trivial nas fibras ((z,v), g) — (zg,v). ¢

Em um fibrado equivariante (7, 7¢) : (£,G) — (M, H), uma secao equiva-
riante é um mapa suave s : M — & tal que 7o s = idy e s(zme(g)) = s(x)g,
para quaisquer x € M, g € G. Ou seja, é um secao de m que é G-equivariante
quando consideramos a agao induzida (z,g) — zmg(g) em M. Denotaremos por
[ y(m, me) o conjunto de segoes equivariantes de (m, o). Quando mg = idg, escre-
vemos 'y (7)Y := (7, idg).

No caso vetorial, o espago de sec¢oes I'y((7) admite uma representacao R : G —

GLg(I' (7)) dada por
[R(g)s](w) := s(zma(g))g™"

s € Tp(m), z € M, g € G. Vemos imediatamente que as segoes equivariantes sao
os pontos fixos dessa representacao, i.e.,

TCm(m, me) = {s € Tm(m) | Vg € G, R(g)s = s}.

A representagao R sera chamada de representagao regular do fibrado vetorial
equivariante.

Exemplo 1.5.8. Considere um G-espago M e (V,p) uma representacao suave de
G. Pelo isomorfismo natural Iy (M x V) >~ C>®°(M, V), a representagao regular se
escreve [R(g) f](x) = p(g) f(zg).

Por outro lado, se M = x é um ponto com acao trivial de G, os fibrados vetoriais
G-equivariantes £ — * se resumem a representacoes suaves de G. ¢

Proposicao 1.5.7. Seja G um grupo de Lie e M um G-espago. Para qualquer
Junctor suave .# : Vecy — Vecy, a extensdo a fibrados vetoriais Faq : VB — VB,
preserva equivariancia, ou seja, se € € G-equivariante entao Fp(E) admite uma
acao natural que o faz G-equivariante.

Demonstracao. Capitulo 111, se¢do 8, Proposi¢ao 15 em [34]. Se a acao de £ é dada
por um homomorfismo R : G — Autyg(€), entdo a agdo em F(E) ¢ definida
por Zu(R) : G — Autyg(ZFm(E)), com Fu(R)(9). = F(R(g).) entre as fibras
F (&) = F (Exy)- -

Seja (M, G) um G-espago. Um invariante geométrico da acao G O M é uma
segao equivariante s : M — Zp(T(M)) para algum functor suave .# : Vecp —
Vecy.

Exemplo 1.5.9. Un campo de vetores invariante de uma acao G O M é um
campo X € X(M) tal que X(zg)g~! = X(x) para quaisquer x € M e g € G, onde
a acao G O T(M) é dada pelo pushforward de x +— xg~1. ¢

Exemplo 1.5.10. Em um grupo de Lie G, os campos invariantes X.(G) e Xg(G)
recebem esse nome justamente porque sao invariantes das acgoes a esquerda e a
direita, respectivamente. Lembrando que a definicao da algebra de Lie associada
que utilizamos nos dé g ~ X,(G) e g°® ~ X(G), onde g°° = (g, —[-, -]) é a dlgebra
de Lie do grupo oposto G°P. ¢
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Seja (m,7g) : (€,G) = (M, H) um fibrado vetorial equivariante. Considerando
o fibrado A*(T(M); E) ~ \*T*(M) ® &, a representacio regular é dada por

[R(g)V]o(X1, ..., Xi) = v4e(Xag, - .. ,ng)gfl

X1, 0 Xg € T,(M), g € G, v EQM;E) = T(A¥NT(M);€)), que lembra a
férmula de um pullback. Denotaremos por QF(m, mg) o espago de k-formas equiva-
riantes em QF(M; ), e por Q°(7,7g) := Dy (A*(T(M); E)) o espaco graduado de
todas as formas equivariantes.

Em particular, em um grupo de Lie G com sua acao a esquerda, temos as formas
diferenciais invariantes & esquerda Q3 (G,V) = I'g(A*(T(G);V))Y, onde V ¢é
uma representacao constante.

Exemplo 1.5.11. Seja G um grupo de Lie com algebra g. A forma de Maurer-
Cartan em G ¢é a forma © € Q}(G;g) dada por O(X) := g 'X = (L,;').X, g € G,
X € T,(G). Em outras palavras, © é a segunda componente do isomorfismo natural
T(G) 5 Gxg: X (n(X),n(X)'X), onde 7 : T(G) — G é a projecao do fibrado
tangente. ¢

Em um fibrado principal G O P = M definimos as formas Ad-equivariantes
Q*(P; 9)*? como as formas equivariantes de A*(T(P);g) — P com a acdo regular
induzida pela representacio adjunta (g, Ad), ou seja, w € QF(P; g) ! se e 86 se

wug(Xlga s 7ng> = Ad<g71)wu<X17 s o 7Xk)
para quaisquer u € P, X; € T,(P), g € G.

Exemplo 1.5.12. Considerando um grupo de Lie como fibrado principal sobre um
ponto G — * com a agao a direita, vemos que a forma de Maurer-Cartan © é Ad-
equivariante. Nao s6 isso, © ¢ uma conexao principal para G — . (pag. |144)) ¢

Exemplo 1.5.13. Seja G um grupo de Lie de dimensao n. Escolhendo um elemento

we € A"(g) nao-nulo obtemos formas de volume w’ e w! invariantes & esquerda e

direita, respectivamente, por

ng(Xl, X)) = we(gT X, X,
wf(Xl, X)) = we(XagTh L XY,

A medida (elemento de volume) associada a essas formas é a medida de Haar (Segao

do apéndice). ¢

Exemplo 1.5.14. Dado um grupo de Lie G, consideramos a forma de Killinga

k:gxg— Rem sua algebra. Obtemos duas formas simétricas invariantes x” e %

por

REXLY) = k(g7 X, g7Y),
KEX,Y) = r(Xg Yy
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Exemplo 1.5.15. Seja & — M um fibrado G-equivariante. Para o fibrado de s-
densidades Vol*(M; E), sendo um fibrado natural de M, temos uma agao de G dada
por

(1g) (X1, .., X)) = p(X1g7h ., Xmg g
)

onde p € Vol*(M; &), pg € VOI)(M; E) g e Xq, ..., Xy, € Tpy(M). A representacao
regular em [Q]*(M; E), nesse caso, é dada por

[R(9) (X1, oo, Xon) = phag(X1g, .., Ximg)g ™",

que é equivalente a representacao produto tensorial em I'y((E) ® |Q]*(M).

Em particular, para um grupo de Lie compacto G, a densidade de volume natural
dvol é um invariante geométrico, ja que dvol = |w| para alguma forma de volume
invariante. ¢

1.6 Grupos Compactos

Nesta secdo, enunciamos alguns resultados para grupos de Lie compactos que serao
utilizados no Método das Orbitas. As referéncias utilizadas foram [2], [34], [50] e
[51].

Para um grupo compacto G existe uma escolha natural de medida bi-invariante
(Haar), sendo a medida induzida pela densidade dvol = |w/vol,(G)|, onde w €
Q4mY(G) ¢ invariante a esquerda ou direita e ndo-singular. Pelo restante da secio
G sera um grupo de Lie compacto.

Dada uma representacao unitaria (V, p) de G, como o mapa g — p(g)v é continuo
para todo v € V, a fungao p,.(g) : G — C dada por p,.(g) := (v, p(g)u) é continua,
para quaisquer v,u € V. Em particular, é integravel. Essa funcao é chamada de
elemento matricial associado a v,u € V.

Dada uma fungao f : G — V continua, para cada v € V, a funcao (f,v) : G — C
dada por (f,v) (¢9) = (f(g),v) é continua e podemos definir o funcional F': V — C
dado por

F(v) :zé(f(g),v) dvol(g),

que ¢ limitado por |F(v)| < ||flleollvll, i€, [[Fllop = || f]lco- Assim, existe um tnico
vetor uy € V tal que F(v) = (uys,v), chamado de integral de f e o denotaremos
por

/ £(g) dvol(g) == uy.
g

Temos a igualdade

</g f(9) dvol(g),v> :/g<f(g),v) dvol(g)

Em particular, fixados z,y € V podemos definir um operador 7, , : V =V,

T y(v) = /g pan(g™") plg)y dvol(g) = /g (p(g)z,v) p(g)y dvol(g),
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que ¢ limitado por [Ty, (0)[| < [[pzwllscllyll < lzllllylllIv]l, e | Tayllop = [lz[[l[yll-
Vemos também que T, é um morfismo da representacao, i.e., p(go)Tsy = Tuyp(0)

para gy € G:
p(90) Ty (v) = plgo) / (p(g)z,v) pg)y dvol(g)
g
= /g (p(g)z,v) p(go)p(9)y dvol(g)
= [ o)) ol avels)
_ /g {(p(g09)x, p(g90)v) p(gog)y dvol(g)

_ /g (p(9)x, p(g0)v) p(g)y dvol(g)

= T y(p(90)0)-

Como G é compacto, a integral pode ser calculada como limite de somas de Riemann,
e logo T, ¢ um limite

n

Ty = l}gI}l T; vol(S;)
=0

onde T; : V — V é dado por T;(v) = (x, p(g:)v) p(g;)y e o limite é tomado sobre
particoes pontuadas S* = ({S;}iy, {9:}1o) de G. Assim, T, é limite de operadores
de posto finito, ou seja, é um operador compacto.

Proposicao 1.6.1 (Nachbin). Seja G um grupo de Lie. Se G é compacto, todas as
suas representacoes unitarias irredutivers tém dimensao finita.

Demonstragao. Baseada em [50] e [51]. Seja (V,p) uma representacao unitéria.
Escolha um vetor unitario v € V e defina o operador compacto 7, : V — V|

T,(v) = /g (p(g)u,v) plg)u dvol(g)

que é compacto e um morfismo de representagéo Supondo que V seja irredutivel,
o Lema de Schur garante T' = Xidy, com A = (u, T,u) = [, | (p(g)u,u)|* dvol(g).
Seja W C V um subespaco de dimensao finitae P:V — V a prOJetgao ortogonal
sobre W. Obtemos

AP() = PLP() = | (plg)u. Po) Pog)o dvol(g)
g
para todo v € V. Restringindo PT, P a W e tomando trago o obtemos

Adim W — / | Pp(g)ull? dvol(g) < vol(G).
g

Ou seja, os subespagos de dimensao finita de V tém dimensao cotada por vol(G).
Logo V deve ter dimensao finita. m
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Proposicao 1.6.2 (Truque Unitario de Weyl). Seja G um grupo de Lie. Se G €
compacto, toda representacao de dimensao finita € unitarizdvel.

Demonstracao. Dada uma representagao (V, p) de dimensao finita, escolha um pro-
duto interno qualquer (-, -) em V. Definimos um produto interno G-invariante
por

(2, 5)g = /g (0(9)z. plg)y) dvol(g)

para x,y € V. Dado gy € G temos

(p(g0), p(90)9)g :/g<ﬂ(9)p(90)$’p(g)p(g°)y> dvel(s)
= /g {(p(g990)x, p(g9g0)y) dvol(g)
= /g (p(g990)x, p(9g0)y) dvol(g)

= /g {p(g)z, p(g)y) dvol(g)

= <x>y>g-
O

Com os resultados acima vemos que para classificar as irreps. de um grupo de
Lie compacto basta classificar as unitarias de dimensao finita.

Um grupo de Lie conexo G é dito semisimples se sua algebra de Lie g for
semisimples. Nesse caso, como Z(g) = 0, o centro Z(G) é um subgrupo discreto.
Ainda mais, a forma de Killing x : g x g = R, k(X,Y) = tr(ad X adY’), é nao-
degenerada.

Proposicao 1.6.3. Se um grupo de Lie G € compacto, sua forma de Killing r :
g X g = R € negativa. Ainda mais, se G for semisimples —k € um produto interno.

Demonstracdo. Sendo compacto, sua representacao adjunta Ad é unitarizavel e logo
a rep. adjunta da algebra ad também é. Ou seja, existe um produto interno em g
tal que ad X é um operador anti-simétrico para todo X € g. Segue que

k(X,X) = tr(ad X)? = tr(ad X (— ad X)") = — tr(ad X (ad X))) < 0.

Vemos também que x(X,X) = 0 é o mesmo que X € kerad = Z(g). Se G for
semisimples, Z(g) = 0 e segue que k é definida-negativa. O

Seja G um grupo de Lie. Um fibrado G-equivariante complexo é um fibrado
vetorial G-equivariante £ — M equipado com uma estrutura complexa J : £ — &,
J? = —idg, que comuta com a agio de G, i.e., J(vg) = (Jv)g para quaisquer v € £ e
g € G. Considerando as fibras de £ como espagcos vetoriais complexos, isso equivale
a dizer que G age C-linearmente nas fibras. Nesse caso, a representacao regular em
L' m(E) é complexa.

Dado um produto interno Hermitiano (-|-) em £; — M que seja G-invariante,
i.c., (v1g|vag) = (v1|v2), 0 produto Hermitiano induzido no fibrado de 3-densidades
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VOI%(M;S) também serd G-invariante, de modo que a representagao regular em
|Q|%(/\/l; &) preserva o produto interno L?. Assim, a representagao regular se extende
a uma representagao unitaria em L?(M; E, (-] -)), que chamamos de representagao
regular unitdria canonica de (€, (-|-)) — M.

Se existir um elemento de volume p € || (M) que seja invariante por G, teremos

[ s | s

para toda f € C*°(M,C). Em particular, o produto interno (-|-) em I'y(&).
definido por

(s1]82) = /M (s1]82) (2)p)

sera invariante pela representacao regular, de modo que a extensao da rep. regular

em L*(M, p; €) é unitdria. Obtemos um isomorfismo unitario natural L2(M, u; &, (- | -

L2(M;E,{-|+)). Chamaremos a representacao em L?(M, u;E) de representagao
regular unitaria relativa a pu.

Em geral, uma densidade invariante pode nao existir em M. No nosso caso de
interesse em que M = G/H com G compacto, existe um volume invariante canonico.

Proposicao 1.6.4. Seja G um grupo compacto. Para qualquer subgrupo fechado
H < G existe uma forma de volume G-invariante em M = G/H.

Demonstragio. Sejam wg € Q% (G) e wy € QF(H) formas de volume invariantes.
Considere o fibrado 7 : G — M. Dada uma trivializacio ¢ : 7 '[U] — U x H,
a identificacdo ¢, : T(7'[U]) ~ Ty(M) x T(H) nos permite escolher uma forma
de volume iy € Q" *(U) tal que ¢*(uy A wy) = wg. Como as transicoes ¢y o ¢y
sao dadas pela acao a esquerda de H, todos os elementos na equagao que define p;
devem ser invariantes, de modo que existe uma forma de volume global . € Q"~*(M)
com uly = py em cada trivializagao. Um argumento similar mostra que p deve ser
G-invariante. O]

Seja g uma algebra de Lie real de dimensao finita. Uma representagao unitaria
de g é um par (£, p) onde $H é um espago de Hilbert complexo e p : g — u($) é
um homomorfismo de dlgebras de Lie. E imediato ver que toda rep. unitaria de um
grupo de Lie induz uma rep. unitaria de sua algebra. A reciproca sé é valida para
grupos simplesmente conexos.

Proposicao 1.6.5. Seja g uma dlgebra de Lie real de dimensdo finita e G o grupo
simplesmente conexo correspondente. Se G € compacto, entao existe uma bijecdo
entre as classes de isomorfismo de reps. unitdrias de g e reps. complexas de gC,
ambas de dimensao finita. Irredutibilidade € preservada por essa correspondéncia.

Demonstra¢ao. Dada uma rep. unitaria p de g em V, definimos uma rep. complexa
pC de g® em V por

P\ ® z)v == Ap(z)v.

Agora, dados R : g — gl-(V) e x € g, definimos r(z) : V — V por r(z)v =
R(1®x)v. Como G é compacto e simplesmente conexo, a rep. de G correspondente
a r é unitarizdavel, e logo existe um produto interno em V fazendo de r uma rep.
unitaria. O]

12
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Um grupo de Lie complexo ¢ um grupo de Lie G com uma estrutura de
variedade complexa tal que as operagoes sao holomorfas. Nesse caso, a algebra de
Lie de G é uma algebra complexa.

Dado um grupo de Lie G, sua complexificacao é um homomorfismo suave
¢ : G — G® em um grupo complexo G, tal que, para qualquer outro mapa ¢ : G — H
com H complexo, existe um tinico homomorfismo holomorfo ¢ : G — H com
p=goL

G—" M
P
g(C

Em geral, o mapa ¢ : G — G® pode ndo ser injetivo, nem mesmo nas algebras.
Entretanto, para grupos matriciais, sempre é uma inclusao.

Proposicao 1.6.6. Todo grupo de Lie admite uma complezificacao.

Demonstragao. Em [34]. O

O que vamos precisar apenas é que, para um grupo compacto e simplesmente
conexo G com algebra g, sua complexificacdo G€ é o grupo simplesmente conexo
com &lgebra g©, e G é um

Exemplo 1.6.1. U(n)® = GL¢(n) e SU(n)® = SL¢(n). ¢

Juntando a Prop. com o conceito de complexificagao do grupo, obtemos a

Proposicao 1.6.7. Para um grupo compacto e simplesmente conexo G, existe uma
bijecao entre as classes de reps. unitdrias e as classes de reps. complexas da com-
plezificacao G©. A irredutibilidade é preservada por essa bijecdo.

1.7 Teorema de Borel-Weil

Referéncias: [2], [34], [47] e [49].

Seja G um grupo de Lie e um subgrupo de Lie H < G. Consideramos as ca-
tegorias de representagoes unitarias UniRep(G) e UniRep(#). Definimos o functor
de restricao Res% : UniRep(G) — UniRep(#H) por (V,p) — (V, p|) nos objetos e
identidade nos morfismos. O processo contrario, de obter uma representacao de um
grupo a partir de uma de um subgrupo, é conhecido como o functor de indugao
Ind% : UniRep(#H) — UniRep(G). Em geral, esse par de functores adjuntos pode ser
obtido de formas variadas, dependendo dos tipos de grupos e representagoes envolvi-
dos. Nesta secao vamos construir a indugao para grupos compactos e representacoes
unitarias de dimensao finita.

Pelo restante da secao, G serd um grupo compacto e H um subgrupo fechado.
Dada uma representagao (V, p) de ‘H com dimensao n, consideramos o fibrado ve-
torial €7 = G x? V — G/H associadd? ao fibrado principal G — G/H (quociente &

2P4g.
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esquerda). Se a representagao for unitaria, teremos uma U(V)-estrutura em £, que
define um produto interno Hermitiano por

(g, v1](g, val)yy = (vav2) - (1.2)

Temos uma agao natural £” x G — £ dada por (g, v]go := (990, v], que é linear nas
fibras. Com essa acdo a projecao m, : £ — G/H é G-equivariante:

7,((9,v]90) = 7,((990,v]) = Hggo = 7,((9,v])g0-

Ou seja, o fibrado associado é G-equivariante. Nas secoes I'g/5(EP) podemos definir
a representacao regular [R(go)s](Hg) := s(Hggo)gy ' Pelo isomorfismo entre se¢oes
e mapas equivariantes g/ () ~ C*(G,V)?, vemos que esse isomorfismo é um
isomorfismo entre as representacoes regulares [R(go)f](9) = f(g9g0). Ainda mais,
segue diretamente da férmula que a acao de G em &P preserva o produto
interno nas fibras. Consequentemente, a representacao regular em L*(G/H;EP) é
unitaria.

Definimos a representagao unitaria induzida como a representacao regular

Ind{,(V, p) := (L*(G/H; E°), R).

Pela Prop. , podemos escolher uma densidade de volume invariante p em G/H,
que s6 depende de H, de modo que o isomorfismo L*(G/H, u; EP) ~ L*(G/H; EP) nos
permite definir a representacao induzida, equivalentemente, como (L?(G/H, u; EP), R).

Para definir o functor de inducao nos morfismos, tome um morfismo de repre-
sentagoes ¢ : (V,a) — (W, ), de modo que obtemos um homomorfismo de H-
fibrados vetoriais @ : £ — £° que induz um mapa linear P o (-) : Ty (E?) —
I A((EP) entre segoes. Como p comuta com as representacoes nas fibras, seque que
P o (-) comuta com as representagoes regulares. Concluimos que o mapa Indqg{ QY
L*(G/H;EY) — L*(G/H; EP), que extende o ( - ), é um morfismo de representacdes.
Assim, fica definido o functor de indugao Ind$, : UniRep(H)® — UniRep(G) para re-
presentacoes de dimensado finita. Para a construcao da representacao induzida para
grupos de Lie possivelmente nao-compactos, ver o Apéndice V em [2].

Para grupos complexos H C G é possivel realizar a indugao holomorfa Hol Ind%
que estende uma representacao complexa (V, p) de H a uma representacao complexa
de G no espago de segoes holomorfas Hol v((E”) do fibrado holomorfo £7 = G x?V —
M = G/H. Quando G é a complexificagdo de um grupo compacto K, a restrigdo da
representacao a KC é unitaria.

Proposicao 1.7.1 (Borel-Weil). Seja G um grupo compacto com complexificagdo
G®. Toda unirrep. de G é da forma Hol IndlggC p para algum subgrupo parabdlico
BC Gt ep:B— S um peso mdrimo.

Demonstragao. Em [47] e [49]. O

Temos dois ingredientes no enunciado que precisamos entender: subgrupo pa-
rabolico e peso maximo.

Seguindo as notacoes da Se¢ao , um subgrupo parabdlico B C G© é simples-
mente o subgrupo conexo associado a uma polarizacio algébrica complexa b C g© de
um funcional € g*. Assim, o quociente G&/B pode ser identificado com a reducao

M, = G/Stab(n)".
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Agora, escolha um toro maximal 7 de G com 7 C Stab(n)’. Um peso de g°©
¢ simplesmente uma representacao unidimensional A : g¢ — C. Como Alge,gc) = 0
e t€ é complementar a [g&, g%], o valor de \ fica determinado pela restricao plec, e
todo funcional em (t©)* define um peso. Dizemos que um peso A € (t©)* é integral
se M(&) € Z para ¢ € t© com exp(¢) = e. Para um peso integral ), existe um
tnico homomorfismo p : B — C* tal que dp. = A\. Dados dois pesos Ay, A\; dizemos
que A; € mais alto do que )y, denotado por A > Ag, quando A — A\g é uma
combinacao linear de raizes positivas com coeficientes reais nao-negativos. Um peso
¢ dito maximo se for mais alto do que todos os pesos.

Dado 1 € g, quando M, satisfaz a condi¢do de pré-quantizacao (Secao
o funcional complexificado 7¢ é um peso integral, de modo que o homomorfismo
p obtido se restringe a x,, onde X, : Stab(n)? — S' é o caractere associado ao
estabilizador pela condicao de Bohr-Sommerfeld. O fibrado obtido na representacao

holomorfa induzida G& x? C ¢ naturalmente isomorfo ao fibrado de pré-quantizacao
G xxn C.
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Capitulo 2

Geometria Simplética

Neste capitulo, seguimos as referéncias [22], [§], [3], [11], [12], [9], [10] e [2].

2.1 Espacos Vetoriais Simpléticos

As seguidas referéncias nesta se¢ao sao [22] e [3].
Seja V um espaco vetorial sobre K = R ou C[] Dada uma forma bilinear « :
V xV — K definimos o mapa (—)* : V — V* por v*(u) := a(v,u). Para um
subconjunto X C V, denotaremos por X C V* sua imagem pelo mapa (—)“.
Dizemos que « é nao-degenerada se o mapa (—)® é um isomorfismo. Em geral,

a condigao
a(v,u) = 0 para todo u € V implica em v = 0 (2.1)

é equivalente a injetividade de (—)®. Quando V tem dimensao finita, a condigao
(2.1) ¢é equivalente a o nao-degenerada.
Uma forma bilinear nao-degenerada o é chamada:

e um produto pseudo-euclidiano se for simétrica;
e uma forma simplética se for alternada.

No primeiro caso, dizemos que o par (V,«) é um espago pseudo-euclidiano e no
segundo, um espaco vetorial simplético.

Exemplo 2.1.1. Seja Q um espaco vetorial e V= Q & Q*. Em V, definimos uma
forma simplética natural wy : VxV — V por

Wo((CIhpl), (Q2,p2)) = P1(QQ) - p2(CI1)~

Mais a frente veremos que todo espaco vetorial simplético admite uma decomposicao
dessa forma. ¢

Dados espagos simpléticos (V1,w;) e (Va,ws), uma transformagao linear ¢ : V; —
Vs, é dita simplética se w; = ¢*wy. Denotamos por SpVecy a categoria de K-espagos
vetoriais simpléticos e transformagoes simpléticas.

1Os conceitos que apresentaremos fazem sentido em um corpo arbitrario, assim como alguns
resultados.

45
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Exemplo 2.1.2. Em K?" considere a decomposicao K?* = K" @& K", escrevendo as
coordenadas (q',...,q", p1,...,p,). Assim, definimos a forma simplética canonica
wp : K?* x K" — K por

wol(g:p), (w,9)) ==Y pix’ = > yiq'.
i=1 i=1
Note que essa forma simplética corresponde a do exemplo anterior escolhendo uma

base para Q e a dual em Q. ¢

Seja (V,w) um espagco vetorial simplético. Dado um subconjunto X C V, defi-
nimos o seu complemento simplético [f| por

Xt ={veV|VreX, wmr)=0}

Vemos imediatamente que X+ é um subespaco de V. Em outras palavras, X+ é a
pré-imagem do anulador X° pelo mapa (—)“. Como w é nao-degenerada, esse mapa
é um isomorfismo e portanto (X+)~ = X°.

Proposicao 2.1.1. Seja (V,w) um espago vetorial simplético. Dados subespagos
X, Y CV, valem as propriedades:

(1) XCY =Y+ CX

(2) (XH)*:=X;

(3) dim X+ = dimV — dim X, caso as dimensdes sejam finitas;
(4) (X+Y)t=XtnY+;

(5) Xt +YL C(XNY)L, sendo uma igualdade se dim'V € finita.

Demonstragao. (1) Basta notar que Y° C X° e aplicar a inversa de (—)“.
(2) Dados z1,...,7, € X ec',...,c" € K, é claro que Y ., c'z; € (X)*, de
modo que X C (X+)L. Por outro lado, temos

(X)) = (X)) cx*

e tomando a inversa de (—)“ obtemos (X+)* C X.

(3) Supondo V de dimensao finita, sejam n = dimV e k£ = dim X. Tome uma
base e1,...,e, € X e complete para uma base ej,...,e, de V. Seja €',...,e" € V*
a base dual. Vamos mostrar que os €' ... € formam uma base para X°. E
claro que € € X° parai > k+ 1. Agora, se f € X° e f =" | fie" devemos ter
fi=--+= fr =0, porque caso contrario, teriamos f(e;) # 0 para ey, ...,eg. Segue

ue "t . ¢" forma uma base de X°, de modo que
b M b

dim X+ = dim X° = dim V — dim X.
(4) Dados x € X, y € Y e v € V, sempre temos

wv,z+y) =w,z)+wv,y).

2 Apesar do nome “complemento”, o complemento simplético pode nio ser um subespaco com-
plementar.
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Segue que v € (X +Y)t seesdseve XtNnYL.
(5) Dados v € X+ e u € Y+ temos

wv+u,2) =w,z)+w(u,z) =0

para todo z € XNY, de modo que v+u € (XNY)L, ouseja, X+ +Y+ C (XNY)L.
Se V tem dimensao finita, por (3) e (4) temos

dim X+ = dimV — dim X
dimY+ =dimV — dim Y
dim(X NY)* =dimV — dim(X NY)
dim(X* +Y*) = dim X+ +dim Y+ — dim(X*+ nY™)
=dim X* +dimY~+ — dim(X + Y)*
=dim X+ +dimY"* — (dimV — dim(X +Y))
= dim X+ +dimY* — (dimV — (dim X + dimY — dim(X NY)))
=2dimV —-dimX —dimY —dimV +dim X +dimY — dim(X NY)
=dimV —dim(X NY)
Sdim(Xt 4+ YY) =dim(X NY)*

Em conclusdo, Xt + Y+ = (XNnY)* O
Seja (V,w) um espaco vetorial simplético. Dizemos que um subespago X C 'V é
e isotrépico se X C X+,
e coisotrépico se X+ C X;
e simplético se X N X+ = {0};
e Lagrangiano se X = X*.

Note que X é isotrépico se e s6 se X+ é coisotrépico, e vice-versa. Da propriedade

(3) na Proposigao acima, um subespago X é Lagrangiano se e somente se for
(co)isotrépico e dim X = £ dim V.

Proposicao 2.1.2. Seja (V,w) um espago vetorial simplético de dimensao finita.
Dado um subespaco X C V, valem as propriedades:

(a) o quociente X/(X N X)) admite uma forma simplética induzida por w;

(b) se X for coisotrdpico, para todo subespag¢o Lagrangiano Q C V, o subespago

(XN Q)/X*+ é Lagrangiano.

Demonstracio. (a) Denotando W = X/(XNX1)enw : X — W aprojecao, definimos
a forma @ : Wx W — K por w(n(z),n(y)) = w(x,y). Primeiro verificamos que essa
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forma esta bem definida. Dados ;,y; € X, i = 1,2, com Z5 — 1,y —y1 € X N X+,
temos

w(m(w2), m(y2)) = w(w2, 42)

(1 + 22 — 21,91 + Y2 — Y1)

(z1,91) +w(x1,y2 — 1) +w(wy — 21, 91) +w(Te — 21,92 — Y1)
(

w(

|
€

TL,Y) +
W()())

Agora, w é claramente alternada, restando verificar que é nao-degenerada. Com
efeito, dado =z € X, se w(m(x),n(y)) = w(z,y) = 0 para todo y € X, entdo = €
XNX*elogo n(z) = 0.

(b) Note que X N X+ = X+ e W = X/X*. Basta mostrar que Q' = 71[QN X]| =
(Q N X)/X* é coisotrépico. Dado 2/ € Q™ existe z € X tal que 2/ = 7(z) e
w(z,y) = 0paratodoy € QNX. Ouseja, z € (ONX)+ = Ot + X+ = 9+ X1 Logo
x' € Q. Trocando @ com Q', 0 mesmo argumento mostra que Q' é isotrépico. [J

w
W
w

Proposicao 2.1.3. Seja (V,w) um espago vetorial simplético. Se V tem dimensdo
finita, entao a dimensao de V € par e qualquer subespaco isotropico X pode ser
estendido a um subespaco Lagrangiano Q O X. Em particular, existem subespacos
Lagrangianos.

Demonstra¢ao. Tome um subespaco isotropico Fy C V de dimensao k£ > 0. A
existéncia de subespacos isotrépicos nao-triviais é garantida ja que todo subespaco
unidimensional é isotrépico. Como Fy C Fy, temos dim Fy < dim Fy-, de modo que

dim Fy = dim V — dim Fj- < dimV — dim F,
1
dim Fy < 3 dim V.

Se k= %dimV nao hé o que fazer. Se k # %dimV sabemos que Fy # Fj-, de modo
que podemos escolher vy € Fj- \ Fy. O subespaco Fy = span(Fy U {vy}) = Fy + Kug
ainda é isotropico. De fato, como

Fit = (Fy + Kug)®™ = Ff- n {vo},
F,CPCFf=F CF CF

e como vy € Fy-N{vp}t, temos Fy = Fy+Kuvy C Fi-. Assim obtemos um subespago
isotropico F; C V com dimensao k+ 1. Se k+ 1 = %dim V, a demonstracao acaba
aqui. Caso contrario, construimos do mesmo modo um subespaco isotrépico F» com
dimensao k + 2, e assim em diante, obtendo assim uma sequéncia Fy C F; C --- C
F, C ... de subespagos isotrépicos com dim F,, = k +n < %dimV. Como V tem
dimensao finita, a sequéncia para em algum Q = F,, com dim Q = %dim V. O]

N.B. A demostracao acima depende fortemente de w ser alternada e nao-degenerada:
ser alternada implica que todo subespaco unidimensional é isotrdpico e ser nao-
degenerada garante a construgao da seguéncia que define o subespaco Lagrangiano.
Em particular, temos os corolarios abaixo. *
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Proposicao 2.1.4 (Corolario). Se a dimensdo de V é impar, toda 2-forma alternada
¢ degenerada.

Proposicao 2.1.5 (Corolédrio). Um espago vetorial de dimensdo finita V admite
forma simplética se, e so se, sua dimensao € par.

Proposicao 2.1.6. Seja (V,w) um espago vetorial simplético. Se V tem dimensao
finita, entdao, para qualquer subespago Lagrangiano Q existe isomorfismo simplético

(Vv UJ) ~ (QEB Q*’WO)'

Demonstracao. Escolha um complementar P C V para que Q, ie., V=Q+Pe
QNP ={0}. Definaop:V— Qd Q* por

elq+p)=(g:0]0)

Dado p € P, p¥|g = 0 é equivalente a w(q,p) = 0 para todo ¢ € Q, ou seja,
p€ 9 =Q. Como QNP = {0}, temos p = 0. Concluimos que p — p“|g é
um isomorfismo P — Q% e logo ¢. Note também que P é isotrdpico, ja que, se
v=q+p € Pt entdo

w(v, ¢ +7p) =w(v,q) =wpq),

para qualquer x = ¢ +p' € V,ie., ¢ =0 = ¢ =0, logov =p € P. Como
dimP = dim Q = %dim V, segue que P é Lagrangiano.
Para ver que ¢ é uma transformacao simplética, calculamos

w(q1 + p1, g2 + p2) = w(p1, ¢2) + w(qu, p2)
=i (a) — 3 (@)
= wo((q1,PY]0), (42, P5]0))
= wo(p(q1 +p1), ¢(q2 + p2))
¢ wo(q1 + p1, G2 + p2).

[]

Em um espago vetorial simplético (V,w) definimos uma polarizagao como
uma escolha de subespaco Lagrangiano Q. Um espacgo vetorial simplético po-
larizado serd uma tripla (V,w, Q) com uma polarizagao fixada. Uma trans-
formacao simplética polarizada ¢ : (Vi,wy, Q1) = (Va,ws, Qs) é uma morfismo
v (Vi,w) = (Va,wy) que preserva as polarizagoes, i.e., ¢[Q1] € Q,. Assim, temos
a categoria de espaco vetoriais simpléticos polarizados SpVecﬂlz em que o isomorfismo
descrito na Proposicao[2.1.6/induz um isomorfismo natural entre o functor identidade
Id : SpVeck — SpVeck e .Z : SpVeck — SpVeck, Z(V,w, Q) = (Q @ Q*,wp, Q).

Proposigao 2.1.7. O isomorfismo ¢ : 1d = .% dado por

Ovwo) : (V,w, Q) = (Q® Q*,wo, Q)
tq+p—(q,0"0)

é natural.
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Demonstracao. Precisamos mostrar que ¢ independe da escolha de um complemen-
tar para Q. Dados dois subespagos P, P, CV com Q@+ P; =Ve QNP = {0},
1 =1,2, para todo v € V existem ¢;,q € Q e p; € Py, ps € Ps tais que

vV=q1+p1=q+ P2,

de modo que ps — p; = q1 — q2 € Q. Assim,

p5(q) = w(p2,q)
=wpr+ @ — @ q)

w(p1,q)

Py (q)

para todo g € Q. Segue que pY|g = p4|o, de modo que o mapa ¢ + p — (¢,p*|o)
independe da escolha de P. n

Proposigao 2.1.8 (Coordenadas Candnicas). Seja (V,w) wum espago vetorial
simplético de dimensao finita 2n. Eziste uma base {vy, ..., v, 0", ... 0"} de V tal
que

w(v;,vj) =0, w(v',v?) =0, w(vi,vj) = (5ij,
para i, =1,...,n.

Demonstragao. Escolha uma polarizagao @ C V e uma base {vq,...,v,} para Q.
Tome a base dual {v!,...,v"} em Q*. Em Q & Q* temos

WO((vi’ 0)’ (Uj7 O)) =0,

wo((0,2%),(0,7)) = 0,

wo((0,2%), (v;,0)) = v'(v;) = &';.
Essa base induz um isomorfismo simplético K** — Q @ Q* e compondo com o
isomorfismo da Proposicao temos um isomorfismo ¢ : K** — V que determina
a base t(e;) = v;, t(e?) = v7. O

Uma base da forma acima é chamada de base de coordenadas canodnicas.

Exemplo 2.1.3. Seja (V,w) um espago vetorial simplético de dimenséao finita 2n.
Como w é nao-degenerada, o produto w"” = wA--- Aw é uma forma de volume
—_——

nao-nula. Definimos a forma de volume simplética de (V,w) por dV,, := w™.

Assim todo espaco vetorial simplético é naturalmente orientado. Em particular,
toda base de coordenadas canodnicas é positiva, ja que w™ = vy AV A - Ay, AV,
onde {v',1;}"_; é a base dual de uma com coordenadas canonicas. ¢

Proposicao 2.1.9. Toda transformagao simplética ¢ : (Vi,w1) — (Va,ws) preserva
o volume orientado. Em particular, se (Vi,w;) = (Va,ws) entao det o = 1.

Demonstracao. Como p*ws = wy, segue que p*dV,, = dV,,. ]
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2.2 Estruturas de Poisson

Nesta secao, seguimos as referéncias [8], [3] e [2].

Para comecar, consideramos uma variedade suave M. Um colchete quase-
Poisson em M é um mapa bilinear { -, - } : (M) x C*°(M) — C*(M) satisfa-
zendo as propriedades:

(QP1) {f, f} = 0 para toda f € C>°(M);

(QP2) {fg,h} = f{g,h} +{f, h} g para quaisquer f,g,h € C*(M).

A propriedade QP1 diz que um colchete quase-Poisson é alternado. Ja a propriedade
QP2 é uma regra de Leibniz entre o colchete e o produto ponto-a-ponto de fungoes,
de modo que os mapas f — {f,h} e f — {h,f} = —{f,h}, associados a cada
h € C*(M), sao derivagoes da algebra C*°(M). Quando {-, -} satisfaz, além de
QP1 e QP2 a propriedade

(Jacobi) {f,{g,h}} + {g,{h, [}} + {h,{f,9}} = 0 para quaisquer f,g,h €
COO(M)7

dizemos que { -, -} é um colchete de Poisson em M.
Uma variedade (quase-)Poisson é um par (M, {-, -}) em que {-, -} é um
colchete (quase-)Poisson em M.

Exemplo 2.2.1. Toda variedade admite o colchete trivial {f, g} = 0. ¢

Exemplo 2.2.2. Dada uma variedade (quase-)Poisson (M, { -, -}) definimos sua
variedade (quase-)Poisson oposta com colchete negativo (M, —{-, - }). Se omitir-
mos os colchetes da notacao e denotarmos M com uma estrutura, com a estrutura
oposta denotaremos por M. ¢

De modo geral, uma algebra quase-Poisson sobre um corpo K é uma tripla
(A, -, {-,-}) em que A é um K-espago vetorial, -,{-, -} : A x A — A sdo mapas
K-bilineares com (.4, -) sendo uma édlgebra associativae { -, - } satisfazendo as propri-
edades QP1 e QP2 em relagao ao produto associativo. Se ainda, (A, {-, -}) é uma
algebra de Lie, i.e., {-, - } satisfaz (Jacobi), dizemos que (A, -, {-, - }), ou simples-
mente A, é uma dlgebra de Poisson. Com essa visao, um colchete (quase-)Poisson
em uma variedade M é simplesmente uma operacao que faz de (C*(M),-, {-, - })
uma &lgebra (quase-)Poisson.

Em uma variedade M, se tivermos um campo de bivetores II : M — A\*T(M)
podemos definir um colchete quase-Poisson { -, - };; por

{f, 9}y :=1(df,dg) = (df Adg)(IT)

Podemos nos perguntar se todo colchete quase-Poisson vem de um campo de bive-
tores dessa forma. A respota vem na
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Proposigao 2.2.1. Seja M uma variedade suave e A : C°(M) x -+ x C®°(M) —
C*®(M) uma aplicagdo k-linear sobre R. Existe um tnico campo de tensores « :
M = T(M)®k com A(fi1,..., fx) = a(dfi,...,dfs), se e somente se, A € satisfaz a

regra de Leibniz em cada argumento, i.e.,

A(fr, - fim1, 9, fivns - fo) =
= fA(f1,-- 5 fic1, @ fivs -5 fi) AR - i o iy -5 fr)g

para quaisquer f, g, fi,...,fx € C®°(M) e j = 1,..., k. Ainda mais, se A for
alternada ou simétrica, entao o €, respectivamente, um campo de k-vetores M —»

N T(M) ou de tensores simétricos M — SFT(M).

Demonstracao. Fixadas fi,..., fr € C°(M), para cada j = 1,...,k defina L%)mfk :

C®(M) = C®(M)* por Lgfj),,,fk(f) = (fi,-- s fi=1, [y fis1, -, fx). Assim, os ma-

pas Ao Lgfl) 5, sao derivagoes de C*(M), de modo que existem campos de vetores

inicos X}f)fk € X(M) com (AOLg)._.fk)(f) = df(XJ(cf?_fk). Assim, dadas ¢1,...,q; €
C>®(M), sedf; = dg; paracada j =1,.... k&, teremos A(f1,..., fr) = A(g1,- .., gx)
Para cada z € M e n € T} (M) existe alguma funcao global f, € C*(M) tal

que df,(z) =n. Defina a, € L¥(T(M);R) ~ T,,(M)®* por

04:::(7717 . 777k) = A(f"h’ .- 7f77k)('r)

Vemos que «, estd bem-definida ja que o lado direito da igualdade s6 depende dos
valores dos diferenciais em x. O campo de tensores o : x — «, assim definido
satisfaz o enunciado e segue de diretamente que a simetria das entradas de «a é a
mesma que a de A. O

Assim, podemos definir, de forma equivalente, uma variedade quase-Poisson
como um par (M,II) em que II : M — A*T(M) é um campo de bivetores su-
ave. Se o colchete { -, - };; associado a II é um colchete de Poisson, também dizemos
que IT é uma estrutura de Poisson. Vamos denotar a estrutura por (M, {-, - }),
se quisermos enfatizar uma propriedade do colchete, e por (M, IT) quando quisermos
enfatizar uma propriedade do campo de bivetores.

Exemplo 2.2.3. Seja g uma algebra de Lie de dimensao finita. No dual g* definimos
uma estrutura de Poisson { -, - } : C®(g*) x C*(g*) — C*(g*) por

{f,9} (n) :==nldf,,dg,]

para cada n € g*, f,g € C*°(g*), onde identificamos g™ = g para ter df : g* — g
como um gradiente. Em particular, para as fungoes lineares, i.e., f,g € g C C*(g"),
temos

{f.9} (n+ )=+ W)[f,g]
=nlf, g9 + A[f, g]
={f,g9t () + A {f. 9} (v)

para quaisquer 7,v € g* e A € R, de modo que {f, g} € g. Ou seja, em g o colchete
{-, -} se restringe ao produto original [-, -].
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Dualmente, seja V um espago vetorial de dimensao finita. Um colchete de Poisson
em C*°(V) é dito linear se leva fungdes lineares em fungoes lineares, i.e., f,g € V*
implica em {f, g} € V*. Desse modo fica definido um produto [-, -] : V¥ x V* —
V*, fazendo de V* uma &lgebra de Lie. Como A’T*(V) = V x A*V*, o bivetor

Im:Vx /\2 V* — R associado a um colchete de Poisson linear, deve ele préprio ser

linear em V, de modo que corresponde a um tnico mapa linear [-, -] : /\2 V* — V*
que é um colchete de Lie. Assim, vemos que existe uma bijecao entre estruturas de
Poisson lineares em C'°(V) e estruturas de dlgebra de Lie em V*. ¢

Sejam (M, {-, -} ) e (N, {-, - }) duas variedades quase-Poisson. Uma fun¢ao
¢ : M — N é dita um morfismo quase-Poisson se o pullback ¢* : C*°(N) —
C*°(M) é um homomorfismo de algebras quase-Poisson, i.e., se

AR U A NS L NN

para quaisquer f,g € C*°(N'). Em, particular, se M e N sao variedades de Poisson,
o pullback é um homomorfismo de dlgebras de Lie.

Denotaremos por qPoisson a categoria de variedades quase-Poisson com os mor-
fismos acima, e por Poisson sua subcategoria cheia de variedades de Poisson. Em
termos do campo de bivetores, ¢ é um morfismo se 11, for ¢p-relacionado a I, i.e.,

[Ipyop' =@ olly

onde p* na esquerda é pullback de formas Q*(N') — Q*(M) e na direita é o pullback
de fungoes, vendo os bivetores como mapas C°°(M)-bilineares Q*(M) — C>®(M).

Exemplo 2.2.4. Seja ¢ : h — g um homomorfismo de algebras de Lie. O mapa
transposto ¢* : g* — h* é um morfismo de Poisson em relagao as respectivas estrutu-
ras de Poisson lineares. Com efeito, denote o pullback de ¢* em C*(h*) — C(g*)
por ¢, de modo que, dadas f,g € C*°(h*) e v € g* temos

(B4£.9%) 1) = {£.9}, (40)

= V((P[dst*V’ dg%’*l’])
= I/([(p(dfcp*l/)7 Sﬁ(dgwu)])~

Note que @ restrita a h = ™ C C*°(h*) é simplesmente ¢, e obtemos

(3(£.9%) ) = v(d(@P).. d(Fg).))
— {3/, g}, ).
¢

Seja (M, II) uma variedade (quase-)Poisson. Em cada aberto U o campo de
bivetores se restringe de modo a obtermos uma variedade (quase-)Poisson (U, I1|).
Assim, uma estrutura (quase-)Poisson induz um homomorfismo de feixes Op Qg
Op = Opq por C*(U) @ C(U) — C*(U) : f@ g = {f, g}y, = (df Adg)I[v).
Ou seja, o produto se extende para o feixe de estrutura de M, fazendo de O um
feixe de algebras (quase-)Poisson. A compatibilidade desse produto com as restri¢oes
segue da localidade da derivada, i.e., df|y = d(f|v) para toda f € C*(U) e todo
aberto V C U.
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Voltando com os pés ao chao, dada uma carta (U, x) de M, considere os campos
coordenados 0/0z". O bivetor se escreve como uma soma

I~ .. 0 0
1]y = H” e Y | Ay
v = Z 8:153 2 Z ozt A oxd’

1<J 1,j=1

onde as fungoes I1Y € C=(U) sao 1Y = {a*, 27 };. Em termos dessa expressao local,
o colchete de fungoes f, g € C>°(U) toma a forma

{/f,9}n = (df Adg)(IT|v)

af dg j S0 0
(Z Pai 5a7 0% Nz > (ZH oz 0w

1,j=1 1<)
S (- 42)
Z<j oxt 0xd  OxJ Oxt
B Z af 89

Ozt O3

i,7=1

Para cada campo de bivetores I definimos o seu Jacobiador como o campo de
trivetores Ji definido por

Ju(df,dg,dh) = {f,{g, hyutn + {9.{h fiutn + {0 AS 9}udn

para cada f,g,h € C*®(M). E ébvio que II é uma estrutura de Poisson se e s6 se
Jn = 0.

Proposicao 2.2.2. Seja (M™) 1) uma variedade quase-Poisson. Para cada carta
(U,x) de M, a restricio |y é uma estrutura Poisson, se e sé se, a'/% +aiki 4 ob =

. F5) I o
0, onde a'% =" TI'"—— e 09 = {a" 27}y, 4,5,k =1,...,m.
:L-"'

Demonstracao. Basta notar que as somas ciclicas o7* +a7* +a*% sqo as coordenadas
do Jacobiador Jy na carta (U,x). De fato,

(et a2ty = {at {o? e Y by {2t b+ e e e by )y

= {x ij}n + cycle

o, Ot OI1IF
= Z + cycle

9.0 T
lr=1 Ozt Oz
= Z " o + cycle

]

Exemplo 2.2.5. Considere M = R™. Escolhendo quaisquer constantes II¥ € R,
o resultado acima garante que o bivetor constante II = 7, . ITe; A e; define uma
estrutura de Poisson em R™. ¢
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Exemplo 2.2.6. Para uma variedade de dimensao até 2, todos os bivetores sao
estruturas de Poisson, ja que todos os trivetores sao nulos. ¢

Exemplo 2.2.7. Sejam (M;,{-, - },) variedades quase-Poisson, ¢ = 1,...,k. Po-
demos equipar o produto M = Hle M, com um colchete { -, -} dado por

onde h;, € C*(M;) é dada por h;.(p) := h(z1,...,2i-1,D,Tit1,...,Tk). Desse
modo, (M, {-,-}) é uma variedade quase-Poisson, que é precisamente o produto
categorico, i.e., as projecoes m; : M — M, sdao morfismos quase-Poisson. De fato,
basta notar que, dada f € C*(M,), vale

(ﬂ-:f)j,:c:{f 8o g =1

f(z;) constante , se j #i
de modo que

{mi fimigt (x) = {f, 9} (w:) = (wi {f, 9};)(2)

para x € M, f,g € C*°(M,),i=1,...,k. Com a Proposicao [2.2.2] é fdcil verificar
que, se todas as M; forem Poisson, M também sera.

Fixando x € M, para cada i = 1,...,k podemos definir um mapa de inclusao
Lig : Mi = M por i.(p) = (T1,...,%1,p, Tig1, ..., 7). Notando que ¢f, f = fi,
podemos utilizar essas inclusoes para escrever o bivetor do produto em termos dos
bivetores. Isto é, se Il é a estrutura quase-Poisson do colchete {-, -} e II; a de
{-, -}, temos

k

i=1

Zq © L;:a:)

para cada z € M, onde ¢;, no lado direito da igualdade ¢ o pullback em formas
N T (M) = N T;, (M), ¢

Seja (M, IT) uma variedade (quase-)Poisson. Um campo de vetores X € X(M) é
dito campo (quase-)Poisson se LxII = 0. Dadas f,g € C°°(M), para um campo
X genérico temos

XS 9dn = Lx A/, 9}
= Lx(df A dg)(II)
= [Lx(df) Adg](IT) + [df A Lx(dg)](IT) + (df A dg)(Lx1T)
= (dLx f Adg)(ID) + (df AdLxg)(T) +{f, 9} s nr
={Xf, g}y +{f, Xg}y + {fag}LXH :

Vemos que X é um campo (quase-)Poisson se e s6 se ele age como uma derivagao
do colchete, i.e.,

XAy =X ghn +{f. X9ty (Vg€ CF(M)).

Um campo (quase-)Poisson também é dito uma simetria infinitesimal de II. Deno-
tamos por Poiss(M, II) o subespago de X(M) composto de simetrias infinitesimais
de II.
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Proposicao 2.2.3. Seja (M, I1) uma variedade quase-Poisson. Os campos quase-
Poisson Poiss(M, 1) formam uma subdlgebra de Lie de X(M).

Demonstragdo. Basta notar que, Lix,y] = [Lx, Ly| para obtermos que Lxy)II =0

Se ,CXHZOZ,C}/H ]

Por outro lado, uma simetria local de II é um difeomorfismo ¢ : U — V

entre abertos U,V C M que também é um morfismo de quase-Poisson (U, II|y) —
(V, Iy ).

Proposicao 2.2.4. Seja (M,II) uma variedade quase-Poisson. Um campo X €
X(M) é uma simetria infinitesimal de Il se, e somente se, seu fluro ®x induzir
simetrias locais de I1.

Demonstragao. Comegamos com a reciproca. Se ®% : Uy — U_, for um morfismo
quase-Poisson teremos

o (®x)" = (Px)
(@ ) ) I(a) o @'
~I((@X) @) 0 P = TI(e)

para toda o € Q*(M). Segue que

=0

() ) g (0 — TI(a)],
(LxI) ()|, = lim (%) )|<I>X( ) ()]
t—0 t
para toda a € Q*(M).

Por outro lado, se LxII = 0, entao, para toda forma a € Q*(M) e todo x € M,
a fungao ¢t — I((®y")* )|t (2) ¢ constante, de modo que devemos ter

To (¢y)" = (2x)1L
]

Seja. M uma variedade. Um campo de bivetores IT : M — A’T(M) é natu-
ralmente um mapa bilinear alternado II : T*(M) x, T*(M) — R, e ainda induz
um mapa (=) : T*(M) = T*(M)* = T(M) em que o' € T(M) é definido
como o tnico vetor tangente satisfazendo B(a!l) = («, ) = (a A B)(II) para todo
BeTr.,(M). O mapa (=)™ ¢ chamado de ancora associada a H

Seja (M, II) uma variedade quase-Poisson. Dada uma fungao f € C*(M)
definimos o campo de vetores Hamiltoniano associado a f como X; = (df)",
de modo que,

{f. 9}y = (df Adg)(I) = dg(Xy) = X;g
i.e., Xy é o campo de vetores associado a derivagao {f, - };;. Ainda temos
[(Xf, Xglh = X X;h — X, X¢h
— X7 {9 b = Xy {f B
={f A9 hiudn — {9 A/, hlutn
={f19, h}n}n + {9, {h, f}H}H

3Para mais detalhes, ver Apéndice
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para quaisquer f, g, h € C*°(M). Se II for uma estrutura de Poisson, temos

(X5, Xolh = = {h.{f, 9}l

= {{fvg}l'[ ) h}l‘[
= X{/.g}n v

ou seja, o mapa f — Xy induz um homomorfismo de algebras de Lie
(OOO(M)v { Tyt }H> — (%<M)> [ ) ])

Para uma estrutura de Poisson, a imagem de f — Xy é a subdlgebra de campos
Hamiltonianos, que denotaremos por Ham(M, II) := {X; € X(M) | f € C*(M)}]]
Note que, o niicleo do mapa f +— X é precisamente o centro Z(C>*°(M),{-, - }),
jd que Xy =0 <= Vg,{f,9} = 0. Em uma &lgebra de Poisson (A, {-, -}),
um Casimir é elemento do centro Z(A,{-, -}). Para uma variedade de Poisson,
denotaremos por Cas(M, {-, - }) := Z(C>®°(M),{-, - }) a subdlgebra de Casimires.
Como as fungoes localmente constantes estao contidas em Cas(M, { -, - }), e todo
campo Hamiltoniano é um campo de Poisson, obtemos um complexo de cocadeias

[ Xy X s LIl
_—

R constantes qoo( ) (M) X2(M)

que corresponde as primeiras componentes do complexo de Lichnerowicz associado
a II. Para mais detalhes sobre esse complexo, ver [§].

Exemplo 2.2.8. Em termos de coordenadas (U, x) o mapa (—) se escreve

II

<Z&Zd$> :Z&ZHJ@:ZQ’L {x],l'}r[%,
=1 i,0=1 2,j=1

Le, (@) =—=>"" M. ¢

Exemplo 2.2.9. Em uma variedade de Poisson (M, {-, - }) todo campo de vetores
Hamiltoniano é um campo de Poisson, ja que

Xy{g,h} ={f {9, h}}
=—{h{f,9}} —{9,{h, f}}
={{f.g}.h} +{9.,{f. n}}
={Xsg,h} + {9, X;h}

para quaisquer f, g, h € C*°(M). A reciproca, entretanto, nao é valida em geral. ¢

Seja (M, II) uma variedade quase-Poisson. Um subespaco V C T,(M) é dito
coisotrépico se V° C (Vo)1 ie., se a(X) = B(X) = 0 para quaisquer X € V,
a, € THM), entao (anB)(II) = 0. Uma subvariedade S C M ¢ dita coisotrépica
se T,(S) for coisotrépico para cada x € S.

Proposicao 2.2.5. Sejam (My,11;) e (May,1ly) variedades quase-Poisson. Uma
funcao suave @ : My — My € um morfismo quase-Poisson se, e somente se, seu
grdfico Grf ¢ = {(z,y) € My x My | y = p(x)} é uma subvariedade coisotrdpica de
(Ml, Hl) X (MQ, —Hg).

4Para uma variedade quase-Poisson, Ham(M,II) é apenas um subespacgo de X(M), em geral.
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Seja (M, II) uma variedade quase-Poisson. Dado z € M definimos o espago
caracteristico de IT como a imagem C,(I) := T#(M)". A dimensao rank, IT :=
dim C,(IT) é chamada de posto ou rank de IT em z. Quando rank, IT = dim M, di-
zemos que II é nao-degenerado em z. Quando a funcao x — rank, IT é constante,
dizemos que II é uma estrutura quase-Poisson regular.

Pela Proposicao , para uma estrutura Il regular, a imagem do mapa (—) :
T*(M) — T(M) forma um subfibrado vetorial C(IT) := Img(—)" C T(M). Mais a
frente veremos como entender C(IT) mesmo quando nao é um subfibrado.

Proposicao 2.2.6. Seja (M,II) uma variedade quase-Poisson. Para todo x €
M, wvale (C,(I1)°)t = T*(M). Ou seja, o espago caracteristico C.(I1) é o maior
subespaco coisotropico de T,(M).

Demonstragdo. Dada o € C,(II) temos (8 A «)(IT) = a(BYT) = 0, para qualquer
B eTHM). O

Seja (M, II) uma variedade de Poisson. Uma subvariedade imersa N' — M é
dita uma subvariedade (quase-)Poisson se existe uma estrutura (quase-)Poisson
Iy em A tal que a inclusao é um morfismo (quase-)Poisson iy : (N, ILy) — (M, II).

Proposicao 2.2.7. Seja (M, 11) uma variedade de (quase-)Poisson. Uma subva-
riedade imersa N — M ¢é (quase-)Poisson se, e somente se, C.(I) C T,(N') para
todo x € N.

Demonstracio. Dado x € N, se C,(I1) C T,(N), i.e., o't € T,(N) para todo a €
T (M), temos

II(a, B) = Bla') = Blz, o (') =i"(B)(a)
para todo 3 € T (M), e o mesmo vale para a outra entrada de II. Segue que

(a, B) =y (aln,w): Blr.w) = Dy (i, i ). (2.2)

Assim, se C,(IT) C T,(N) para qualquer x € N, obtemos i* o IT = Iy o i*.

Para mostrar a reciproca, note que, fixado z € A/, a igualdade ¢ equivalente
a ol € C,(I) para todo o € T(M). Conclui-se que i* o IT = Il o i* implica na
hipotese.

Resta verificar que, se II for uma estrutura de Poisson, o bivetor I, definido
acima é uma estrutura de Poisson. Dado x € N tome cartas (U,x) e (V,y) de N e
M tais que

yoiox ':R" - R™
St 2™ e (2h ., 2™0,...,0),

n =dimN e m = dim M. A Proposicao garante que se II é Poisson, entao
[T, é Poisson. O

Assim, em uma subvariedade (quase-)Poisson existe uma tnica estrutura (quase-
)Poisson fazendo da inclusao um morfismo, com essa estrutura sendo definida pela

igualdade ((2.2)) acima.
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2.3 Variedades Simpléticas

Uma variedade simplética é um par (M,w) em que M é uma variedade e w €
0?(M) é uma 2-forma alternada, nao-degenerada e fechada. Ou seja, w(X, X) =0
para todo X € T(M), o mapa

(=) TM) = T*(M)
X = w(X, )

¢ um isomorfismo de fibrados vetoriais e dw = 0. Uma forma diferencial satisfazendo
essas propriedades é chamada de forma simplética.

Um morfismo simplético ¢ : (Mj,w;) — (Ma,ws) é uma fungao suave ¢ :
M — Ms tal que p*ws = wy. Ou seja, a derivada ¢, : T(M;) — T(Ms) age como
uma transformagao simplética em cada espaco tangente. Denotaremos por SpMan
a categoria de variedades simpléticas.

Para uma variedade simplética (M, w), em cada z € M o espago tangente T,.(M)
é um espaco vetorial simplético com w,, e logo deve ter dimenséao par (Prop. [2.1.3)).
Assim, toda variedade simplética tem dimensao par.

Seja (M) w) uma variedade simplética. Como w é ndo-degenerada, w” é uma
forma de volume nao-singular em M. Em particular, M é orientavel. Agora, dada
outra variedade simplética (N, r), um morfismo ¢ : M — N preserva as formas de
volume ¢*v" = w™ e portanto preserva orientacao. Os isomorfismos em SpMan séo
chamados de simplectomorfismos.

Seja (M,w) uma variedade simplética. Como w é nao-degenerada, a inversa do
mapa (—)*“ é uma ancora T*(M) — T(M), de modo a definir um bivetor II* por
[¥(X“ Y¥) = w(X,Y) e a correspondéncia entre func¢oes e campos Hamiltonianos
toma a forma df = w(Xy, -). Ainda mais, como w é fechada, temos

dw(Xy, Xy, Xn) = 0= Xy (w(Xyg, X)) = Xy(w(Xy, Xp)) + X (w(Xp, X))+
- w([Xf’Xg]’Xh) +w([vaXh]’Xg) - w([Xth]va)
= Xp{g, h} = Xg {f, b} + X {f 9} +
+dh[ Xy, Xg| — dg[ Xy, Xp] + df[X,, X3
={fdg.h}}y —{gAf 3} +{nAS g}} +
+ [Xf7Xg]h - [vaXh]g + [ngXh]f
={f A9, n}} +{g.{h. F}} +{h. {f, 93} +
+ X Xgh — X Xoh — X Xpg + Xp Xpg + X X0 f — X X f
=3({f{g, n}} +{9.{h, /}} + {h.{f, 9}})

para quaisquer f,g,h € C*°(M). Assim, toda variedade simplética (M, w) é natu-
ralmente uma variedade de Poisson com o colchete {f, g} = w(Xy, X,).

Por outro lado, em uma variedade quase-Poisson (M, II), se Il é nao-generado,
a forma w™ € Q*(M) definida por w(a™, M) = II(«, ) é nao-degenerada, e o
argumento acima mostra que w'' é fechada se e s6 se II for uma estrutura de Poisson.
Ou seja, uma estrutura simplética é equivalente a uma estrutura de Poisson nao-
degenerada.

Exemplo 2.3.1. Em R?" a forma constante w, fornece uma estrutura simplética
natural. Mais geralmente, em uma variedade M de dimensao par 2n, dada uma
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carta (U, x) podemos definir uma forma simplética em U por
w = Z dp; A dg’
i=1

onde ¢ = ' parai =1,....nep, = 2 parai = n+ 1,...,2n, de modo que
w = X*wy. ¢

Exemplo 2.3.2. Seja Q uma variedade e 7%(Q) 5 Q seu fibrado cotangente.
Em 7%(Q) podemos definir a forma de Liouville, ou forma tautolégica, 6 €
QY T*(Q)) por b, := 7, ou seja,

0,(X) == a(m.X), VX € Th)(T*(Q)).
A derivada w = df é uma estrutura simplética natural para o fibrado cotangente
T*(Q). De fato, sendo exata, é claro que w é fechada, e para ver que é nao-

degenerada, basta tomar uma carta x = (¢',...,¢") em U e induzir uma carta
y=(¢"om ....¢"om,p1,...,p) em T3;(Q) = 7 [U] com

a= sz )dgs (o)

para toda o € T*(Q). A forma de Liouville se escreve localmente por

T* (Q) — Z pqu

e sua derivada fica

wlrs ) = Y _dp; Adg' = y*wo.
=1

A forma w = df é chamada de estrutura simplética natural de T*(Q), e a
variedade simplética (T*(Q), df) é chamada de espago de fase candénico de Q. ¢

Exemplo 2.3.3. Sejam (M;,w;) variedades simpléticas, i = , k. Na variedade
produto M = [, M;, definimos a forma w € Q?(M) por

w(X,Y) = sz‘(XuYi)

onde X;,Y; € Tp,,(My), i = 1,...,k, X = &% X; e Y = ®F_,Y; sdo vetores em
T.(M)ex=(z1,...,2x) € M. Em resumo, w = Zle miw;. Segue facilmente que
w é uma forma simplética em M. As estruturas de Poisson subjacentes de cada M;
induzem exatamente a estrutura de Poisson produto em M, de modo que (M,w) é
o produto das (M;,w;) na categoria Poisson das variedades de Poisson. Porém, em
geral, as projegoes m; : M — M; nao sao morfismos simpléticos e (M, w) ndo € o
produto das (M;,w;) na categoria SpMan de variedades simpléticas. ¢
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Como vimos, em uma variedade simplética (M, w), os campos Hamiltonianos
podem ser expressos em termos da forma simplética: X € X(M) é o campo Ha-
miltoniano de f € C®(M) se e s6 se df = w(X, -), ou seja, txw = df, onde
tx @ (M) = Q* (M) é o mapa de contragao a — a(X,—, ..., —). Pela férmula
magica de Cartan, em geral temos

EXOJ = LXdOé + d(LxOé)

para quaisquer a € Q*(M) e X € X(M). Para um campo Hamiltoniano X; e a
forma simplética w, essa férmula implica em

Lx,w=1xdw+d(tx,w) =0+ddf =0,

s
ou seja, Xy ¢ uma simetria infinitesimal de w. Assim, em uma variedade simplética,
um campo X ser Hamiltoniano é equivalente a forma ¢ yw ser exata.

Em uma variedade de Poisson (M, { -, - }), dizemos que um campo X € X(M) é
localmente Hamiltoniano se, para todo x € M existe uma vizinhanca aberta U >
x tal que X|y é Hamiltoniano, ou seja, existe f € C®°(U) com X|y = {f, -}. Em
uma variedade simplética, essa condigao é expressa em termos da forma simplética.

Proposicao 2.3.1. Seja (M, w) uma variedade simplética. Um campo X € X(M)
¢ localmente Hamiltoniano se, e somente se, Lxw = 0.

Demonstracao. O resultado segue diretamente do Lema de Poincaré. O]

Proposicao 2.3.2. Seja (M,w) uma variedade simplética. O fluro de um campo
localmente Hamiltoniano X age por transformagoes simpléticas.

Demonstragao. Como Lxw = 0, para cada t € R, o mapa @' : Dy(X) — D_4(X) é
um simplectomorfismo ®*w|p_,(x) = wlp,(x). O

Em particular, o fluxo um campo localmente Hamiltoniano completo X é uma
acao suave ¢ : R x M — M do grupo de Lie aditivo R por simplectomorfismos
P! € Autspman(M,w).

Seja (M, w) uma variedade simplética. Dizemos que um subfibrado £ < T(M) é
isotrépico, coisotrépico, simplético ou Lagrangiano, se suas fibras £, C T,,(M)
forem subespagos dos respectivos tipos. Uma subvariedade imersa & — M é dita

isotropica, coisotrdpica, simplética ou Lagrangiana se seu fibrado tangente
T(S) o for.

Exemplo 2.3.4. Dada uma variedade Q, considere o espaco de fase candnico
(T*(Q),df). As fibras T(Q) sao claramente subvariedades Lagrangianas. Para
qualquer a € Q'(Q), a imagem Imga = {a, | z € Q} também é uma subvariedade
Lagrangiana de 7*(Q). Mais geralmente, subvariedades Lagrangianas de T%(Q)
podem misturar trechos verticais e horizontais. ¢

Seja (M, II) uma variedade de Poisson. Uma subvariedade simplética de
M é uma subvariedade de Poisson & — M cuja estrutura de Poisson induzida é
nao-degenerada, ou seja, é definida por uma forma simplética.
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Proposicao 2.3.3. Seja (M,w) uma variedade simplética. Valem as sequintes
afirmacgoes:

(i) um subespago vetorial V. C T, (M) € coisotrdpico, no sentido quase-Poisson,
se e so se € coisotropico, no sentido simplético.

(ii) uma subvariedade imersa S — M € simplética, no sentido Poisson, se e s6 se
o for no sentido simplético.

Proposicao 2.3.4. Sejam (My,w;) e (Ms,ws) variedade simpléticas. Um difeo-
morfismo ¢ : My — My é isomorfismo simplético se, e somente se, seu grafico
Grf ¢ € uma subvariedade Lagrangiana de (My,w;) X (Ma, —ws).

Demonstracao. Segue diretamente da comutatividade do diagrama

Grf g
id g, ji proj, oi
My % MQ_
AJ& Plh B
./\/ll © ? 2

e notando que (M, w;) X (Ma, —ws) = (M; X My, projjw; — projsws). Como
dim Grf ¢ = dim M; = dim /\/lg 1 dlm(/\/l1 X M), vemos que Grf ¢ é Lagrangiana
se e 6 se Grf p,, < T, (My) D ( ») for Lagrangiano, i.e.,

(projiwr — projows)|arte. =0,

(projjwi) |z = (projsws) ‘w(ﬂﬁ)gp*m

para todo x € My, ou seja, w; = p*ws. n

2.4 Folheacoes Simpléticas

Referéncias: [§], [11], [12], [9], [10] e [3].
Seja M™ uma variedade. Uma folheacdo singular de M é uma familia §
satisfazendo as seguintes propriedades:

(F1) cada F € § é uma subvariedade imersa conexa F C M,

(F2) § é uma particao de M, i.e., para todo x € M existe uma tnica F, € §
com r € Fy;

(F3) para todo xy € M existe uma carta x : U — R™ com xy € U, tal que
para toda F € § existe A C R™™™ ng := dim F,,, tal que

FU=[|x"[R™ x{c}].

ceA



2.4. FOLHEACOES SIMPLETICAS 63

As subvariedades F € § sao chamadas de folhas da folheacao. Dizemos que § é
regular se todas as folhas tem a mesma dimensao, que chamaremos de dimensao
da folheagao dim§. Uma carta (U, x) satisfazendo a propriedade F3 é chamada
de carta adaptada a §.

N.B. Note que as folhas de uma folheacao sao imersas, ou seja, sao variedades com
topologias e estruturas suaves que, a priori, nao tem nenhuma relacao com as da
variedade ambiente. *

Exemplo 2.4.1. Se M é uma variedade nao-conexa, entao existe uma folheagao
trivial M = Uieﬂo( M) M, em que cada M; é uma componente conexa de M. ¢

Exemplo 2.4.2. Dada uma submersao f : M — N para cada y € Img f, a
fibra f~![y] é uma subvariedade de codimensao n, de modo que

§ = {conex(f~'[yl.x) | = € f7'[y],y € Img [}
¢ uma folheacao regular de dimensao m — n. ¢

Como uma folheacao § de M é uma particao, existe uma tnica relacao de equi-
valéncia ~z em M com § = M /~z. Veremos § como um espago quociente chamado
espacgo de folhas. Uma folheacao regular § é dita simples se o espaco de folhas
admite uma estrutura de variedade suave, fazendo da projecao 7 : M — § : v — F,
uma submersao suave. Ou seja, 7 : M — § forma uma variedade fibrada. Em
particular, toda folheagao simples é regular.

N.B. A definicao de folheacao, junto com o fato de 7w : M — § ser uma submersao

sobrejetiva, garante que a estrutura suave em § € tnica. *

Proposicao 2.4.1. Para toda folheacao simples m : M — §, temos uma identi-
ficagao natural 7™1(F) ~ T(M)/TF.

Demonstrac¢ao. Como § é regular, a distribuicao tangente 7§ é um subfibrado de
T(M) e portanto o fibrado quociente T(M)/T§ faz sentido. Como kerm, = T,

obtemos uma sequéncia exata

0—— 7§ s M) 5% 2 7(F) —— 0
que nos da o isomorfismo 7*7T(F) ~ cokeri = T(M)/T3F. O

Uma variedade folheada é um par (M, F) em que § é uma folheagao de M.
Dadas duas variedade folheadas (M, §1) e (Ma,§2), definimos um morfismo fo-
lheado como um par (f, f) de mapas f € C*(M;, My) e f € C(F1,T2) comutando

com as projecoes

Ml%/\/b

m Uy

§1——— &

Com essa definicao, uma variedade folheada (M, F) é dita simples se existe um
isomorfismo de folheagoes (M, §) ~ (M, B) para uma variedade fibrada M — B.

Uma distribuigao singular em M ¢é uma uniao D = |J .\, D, de subespacos
vetoriais D, C T,(M). Dizemos que D é:
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e regular se z — dim D, é constante;

e suave se, para quaisquer x € M e v € D,, existe um campo suave local
X € X(U) em um aberto U > z, tal que X(z) = v e X(y) € D, para todo
yelU.

Proposigao 2.4.2. Seja M uma variedade. Uma distribuicio D = |J,c s Dz em
M define um subfibrado vetorial D C T(M) se, e somente se, for regular e suave.

Demonstracdo. Fixado x € M, tome uma base vy,...,v, de D,. Se D for uma
distribuicao suave, pela Proposicao existem campos Xi,..., X, € X(U) em
alguma vizinhanca U > z tal que X;(z) = v;, X1(y),...,Xn(y) s@o linearmente
independentes e X;(y) € D,, para todo y € U. Como D é regular, os X,..., X,
formam bases de D em cada ponto, e pela Proposigao [A.3.4] segue que D forma um
subfibrado vetorial de T(M). O

Exemplo 2.4.3. Dada uma folheacio § de uma variedade M, podemos de-
finir a sua distribuigao tangente 7§ := J,c\ T2(Fz). A propriedade F3 na
defini¢ao de folheagao garante que 7§ é uma distribuigao suave. De fato, dados
rg € Mewv € T, (F,), tome uma carta adaptada x : U — R™ em z( e denote

.0
v= >y " %’ . Como xR x {(zpot! ... 2t} C Fup € v € Ty (Fuy), as
o
coordenadas v™ ™! ... ™ sao nulas. Definimos o campo X € X(U) por

=x. ' (x(p), (v',...,v™,0,...,0))

*
p

ng ) 9
X(p) ::Zv o

=1

de modo que X(z9) =v e X(p) € T,(F,), ja que
xR x { (2" (p), ..., 2™ (p))}] € F.

Segue que se § for uma folheagao regular, 7§ é uma ditribuicao regular suave, e
portanto, um subfibrado vetorial de T(M). ¢

Dada uma distribuigao singular suave D em M, uma subvariedade integral de
D é uma subvariedade imersa conexa ¢ : S — M tal que T,.(S) € D, é um subespago
vetorial, para cada x € §. Dizemos que uma subvariedade integral S é maximal
se para qualquer outra subvariedade integral S’ de D tivermos S C &' = &' = S.
Dizemos que S tem dimensao maxima se 7,(S) = D, para todo = € S.

Dizemos que uma distribuicao singular suave D é integravel se, para todo = €
M, existe uma subvariedade integral S de D, maximal e de dimensao maxima, com
reS.

Agora, dada uma familia de campos vetoriais V sobre M, possivelmente nao-
suaves, definimos a distribuigao singular (V) por (V) := span{X(z)}xey, chamada
de distribuicao gerada por V. Se V C X(M) é composta de campos suaves,
entdo distribuigao (V) é também suave, por construgao. Dada uma distribui¢ao D,
dizemos que D é gerada por V se D = (V).

Por outro lado, dada uma distribuigao singular D, denotamos por Xp(M) o
C*°(M)-mébdulo de campos suaves com X (x) € D, para cada x € M. Pela proprie-
dade de extensao de campos locais a campos globais, a suavidade de uma distribuicao
D é equivalente a D = (Xp(M)).
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Dada uma familia 7 = {p, : Uy — Va}taea de transformagoes locais de M,
dizemos que uma distribuicao D ¢ invariante por T se @o.[D;] = D, (z) Para todo
x € U, etodo o € A. Em particular, para uma familia de campos suaves V C X(M),
dizemos que D é invariante por V se for invariante pelos fluxos {®% } xey er dos
campos de VJ|

Proposicao 2.4.3 (Stefan-Sussmann). Seja D uma distribuicao singular suave em
uma variedade M. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(a) D ¢ integrdavel;
(b) existe uma familia de campos suaves V tal que D € invariante e gerada por V;

(c) existe uma unica folheagdo § tal que D = TF.

Demonstracao. (a) = (b): Sendo suave, é claro que D é gerada por Xp(M). Vamos
mostrar que a integrabilidade implica em D ser invariante por Xp(M), i.e., se o
campo X € X(M) toma valores em D, entdo (®%).D, = Dyt () para todo t € R e
x € U := Dom ®%;.

Dado € M, seja F, a subvariedade integral maximal de dimensao maxima
passando por x. Assim, um campo X € Xp(M) se restringe a um campo X|z, €
X(F,) e F, é a subvariedade maximal em que isso acontece, de modo que qualquer
curva integral de X partindo de um ponto de F, tem sua imagem contida em F,.
Em resumo, &% [F, NU;] = F, NU_; para todo ¢t € R, e logo

(P%)[Da] = (25)u[To(Fa)] = Tt ) (Fz) = Dt ()

para todo ¢ € R no intervalo de definicao da curva integral comecando em =.
(b) = (c¢): Dado z € M, tome campos X7, ..., X, € Vtaisque X;(x),..., X, (7)
¢ uma base de D,, n, = dimD,. Tome £, > 0 de modo que o mapa

Or : Ry — M
;(tl,_”’tn)|—><I>§§lo---o<DtX”n(x),

definido no retangulo aberto R, = (—&,,&,)™ C R™ é uma imersao injetiva. Como
D ¢ invariante por V), a imagem de ¢, é uma subvariedade integral de D com
dimensao maxima. A seguir, definimos a seguinte relacao de equivaléncia em M;

x~py <= JkeN, Iz,...,2, e M, Imgo,, , Nlmgo,, #9, i=1,... k.

Afirmamos que a particao de M associada a relacao de equivaléncia ~p é uma
folheacao § com 7§ = D. De fato, denotando por F, a classe de x por ~p, vemos
que F, é conexa, ja que dois pontos podem ser ligados por um caminho suave por
partes passando pelos pontos intermediarios z;. Ainda mais, J, é uma subvariedade
imersa, cuja estrutura suave ¢ definida pelas parametrizacoes ¢, y € F, e portanto,
T.(F;) = D, para todo x € M.

A unicidade da folheacao segue da unicidade de solugoes de EDO.

(¢) = (a): Por hipétese, as folhas de § sao subvariedades integrais, maximais e
de dimensao maxima para D. O

SPara t € R em que curvas integrais de X nao estdo definidas, colocamos o fluxo como a funcao
de grafico vazio Grf ®% := & por definigao.
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A luz desse resultado, definimos a folheacao integral de uma distribuicao
singular suave D como a tnica folheagao singular M /D tal que T(M/D) = D.
Dizemos que D é fortemente integravel se for integravel e M /D for uma folheacao
simples.

Exemplo 2.4.4. Seja G um grupo de Lie com algebra g. Dada uma subdlgebra
h C g sabemos que existe um subgrupo imerso conexo H — G tal que Lie(H) = b.
Considerando a distribuicao D" = | J geg 9b, vemos que D" ¢ gerada pelos campos X
invariantes & esquerda com X (e) € h. Em termos da trivializacdo natural T(G) =
G x g, D" corresponde a G x h. A distribuigao DY é integravel e G/H é uma folheacao
integral de D". Quando H é um subgrupo fechado, o quociente G — G/H é suave e
a folheacao é simples. ¢

Dizemos que uma distribuigao singular D é involutiva se, X,Y € Xp(M) im-
plica em [X,Y] € Xp(M), ou seja, Xp(M) é uma sub-dlgebra de Lie de X(M).

Note que, se D é integravel, pela propriedade (b) da Proposigao acima,
segue que D é involutiva, ja que

(X, Y], := %[(CDXt)*Yq)E((:c)}

t=0

Proposicao 2.4.4 (Frobenius). Seja M uma variedade e D uma distribui¢do reqular
suave. Se D € involutiva, € integravel.

Demonstrac¢ao. Basta notar que, sendo involutiva, D é invariante por Xp(M). O

Exemplo 2.4.5. Em uma variedade fibrada w : & — M, o fibrado vertical V(&) <
T(€) é um distribuicao suave, regular e involutiva. Por definigao, V(€) = T{&, brem
é a distribuigao tangente da folheagado natural de £. Vemos que £/V(E) ~ M. ¢

Dizemos que uma distribuicao suave D em M ¢é localmente finitamente ge-
rada, se para todo x € M existe um aberto U > z tal que Xp(U) é finitamente
gerado como C'*(U)-médulo.

Proposicao 2.4.5. Seja M uma variedade e D uma distribuicaio suave. Se D ¢é
ivolutiva e localmente finitamente gerada, entdo € integrdvel.

Demonstracao. As hipdteses implicam em D ser invariante por Xp(M). A demons-
tracao com detalhes pode ser encontrada em [10], Teorema 2.2. O

Exemplo 2.4.6. Seja (G, M) um G-espaco e g = Lie(G). A agao de algebra de Lie
induzida 0 : M x g — T(M) nos déd uma distribuigao singular suave D? := Img o
gerada pelos campos fundamentais. Como os campos fundamentais formam uma
subdlgebra de Lie, a folheagao D7 é integravel. Vemos imediatamente que as o6rbitas
M /G formam uma folheacao integral de D?. Essa folheagao é simples precisamente
quando a acao admite quociente suave. ¢

Exemplo 2.4.7. Quando G ©® P & M é um fibrado principal, a folheacdo por
érbitas da ac¢ao coincide com a folheagao vertical, i.e., P/G = P/V(P) =~ M. &
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Seja M uma variedade D uma distribuigao singular. Uma subdistribuigao de
D ¢é uma distribuicao singular V tal que V, C D, é subespaco vetorial, para todo
r € M. Nesse caso, escrevemos V < D.

Proposicao 2.4.6. Seja M uma variedade e Dy, Dy distribuicoes integrdveis. Se
Dy < Dy wvalem as sequintes propriedades:

(1) eziste um tdnico mapa quociente w: M /Dy — M /Dy comutando o diagrama

M
o T
M /DO/ T \u\/t /Dy

(2) para cada F € M /Dy, 7= F] € uma folheagdo;

(3) se ambas Dy e Dy forem fortemente integrdveis, ™ € uma submersao.

Demonstragao. (1) Como Dy, C Dy, para todo x € M, para toda folha Fy € M /D,
existe uma tunica folha F; € M /D; com Fy C F;. Definimos 7 por 7(Fy) := Fi.
Por outro lado, dado F; € M/D; teremos = € Fy para alguma Fy € M /Dy, de
modo que F; = 7(Fp).

(2) Basta notar que cada Fy € 7 *[F] é a uma subvariedade integral de Dy|r =
U.c 7 Doz, de modo que 7~ [F] ¢ a folheacao integral de Dylr.

(3) Segue diretamente da Proposi¢ao [2.4.1] O

Consideramos uma variedade de quase-Poisson (M, II). Agora, com a linguagem
de distribuicoes, vemos que II define uma distribuicao singular C(II) = Img(—)4,
chamada de distribuicao caracteristica de II. A regularidade de II equivale a de
C(IT). A suavidade de C(II) segue da seguinte forma: dados z € M e v € C,(II),
por defini¢do, existe algum funcional a € T(M) com v = o!'. Como T*(M) é um
fibrado vetorial suave, existe uma vizinhanga U 3 z e uma forma a € Q'(U) com
@y = a, de modo que o campo X = &' é uma extensao de v.

Proposicao 2.4.7. Seja (M, 1) uma variedade de quase-Poisson. Sobre a distri-
buicao caracteristica C(I1), valem as sequintes afirmagoes:

(i) C(II) é gerada pelos campos Hamiltonianos;
(i1) C(II) € invariante por simetrias infinitesimais de I1;

(iii) se Il € uma estrutura de Poisson, entdao C(II) € integrdvel.

Demonstracao. (i) Dados z € M e a € T} (M), existe uma vizinhanca aberta U > x
e uma funcdo f € C*(U) tal que df, = a. Em alguma vizinhanca V' C U de =z,
podemos encontrar uma func¢ao ¢ € C°(M) com ¢|y =1 e suppp C U, de modo
que a fungio f: M — R dada por fly = ¢f e flamy =0 é uma extensdo de f em
x com df, = df,, j4 que

d((pf):r = 90<x>dfm + f(x)d% = dfx
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Em resumo, para todo funcional a € T*(M) existe uma funcio suave global f €
C>®(M) com a = df,. Dado v € C,(I), se o™ = v, basta tomar X = (df)" para
obter um campo Hamiltoniano com X (z) = v.

(ii) Por (i) temos C,(II) = {Xy(z) | f € C®(M)}, para todo z € M. Seja
Y € ¥(M) uma simetria de II. Pela Proposigao 2.2.4] temos

[(®}).X¢lg = Xs(g 0 @)
={f.go}}
= {foqb;toq)g/,goq);}
= {foqb;t,g}oq)g,
= (Xfocp;,tg) o ¢y

para quaisquer f,g € C*°(M), de modo que (9 ). Xy = Xyopt 0P onde &f estiver
definida. Concluimos que (®3).[C.(IT)] = Cot (o) (IT).

(iii) Como Ham (M, II) C Poiss(M, II), de (i) e (ii) segue que C(II) ¢ invariante

e gerada por Ham(M, II). Pela Proposigao concluimos que C(II) é integravel.

0

Pela propriedade (iii) da Proposigao [2.4.7, vemos que a integrabilidade de II
(Jir = 0) implica na integrabilidade da distribuigao caracteristica.

Seja (M, II) uma variedade quase-Poisson. Em cada espago caracteristico C,(II)
definimos uma forma w! € A*T*(M) por

(o™, 81) = TH(a, B).

Quando IT é nao-degenerada ja sabemos que essa forma é bem-definida. Em geral,
se ol = oll, por definigao temos I(ay, 3) = II(aw, 3) para todo 3 € T*(M), e o
mesmo para a outra entrada ja que II é alternado. Em resumo, obtemos uma familia
de formas alternadas {w!'},cr. Afirmamos que, para cada z € M, o mapa

X = oi(X )

é um isomorfismo. De fato, se X“* = 0, escolhendo o € T*(M) com X = o',
vemos que X« = ale,ary = 0, ou seja, a € Cy(II)°. Como C,(II) é o maior
subespago coisotrépico (Proposigao , segue que 0 =II(-,a) = —all = —X.

Em conclusdo, para cada z € M o par (C,(IT),w) é um espago vetorial simplético.
Em particular, o posto de II em cada ponto é um ntimero par.

Seja (M, II) uma variedade de Poisson. Uma folheacao de Poisson de M, é
uma folheagao singular § cujas folhas sao subvariedades de Poisson. Se as folhas de §
forem ainda subvariedades simpléticas, dizemos que § é um folheagao simplética.

Proposicao 2.4.8. Seja (M, I1) uma variedade de Poisson. Toda folheagao integral
da distribuigao caracteristica C(I1) € uma folheagao simplética.

Demonstracao. Pela Proposicao[2.2.7, toda subvariedade integral de dimensao maxima
para C(II) é automaticamente uma subvariedade de Poisson. Resta mostrar que é
simplética.
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Seja & € M uma subvariedade imersa com 7,(S) = C,(II) para todo = € S.
Desse modo, a estrutura de Poisson II se restringe a uma estrutura de Poisson
IIs € X2%(S). Seja ws : S — A*T*(S) a forma definida acima por z — wl. Vemos
imediatamente que ws é igual a forma w's definida por IIs. De fato,

ws(anvﬁn) - H(O‘76> = HS(@76) - wns(@ﬂs’BHs)7

onde a, 3 € T*(M), a = ale,m, 8= Ble.an, ¥ € S. Como a'ls = o e plls = gl
segue que ws = ws. Ou seja, ws é nao- degenerada e definida por Ils, e portanto é
suave. Como IIg é uma estrutura de Poisson, segue que wgs é fechada. Em resumo,
ws ¢ uma forma simplética. ]

Proposigao 2.4.9 (Splitting de Weinstein). Seja (M 11) uma variedade de Pois-
son. Para todo gy € M existe uma carta z : U — R™ = R?»* x R" com z(zg) = 0,
s := srank,, II, n := m — 2s e coordenadas x = (¢*,...,q¢°, p1,...,ps,C",...,C")
satisfazendo as relacoes

{¢',p;} =05 {d.¢} ={pip;} =0

{ Y (@o) =0, {.p;} ={d} =0
para quaisquer v, =1,...,s ek, {=1,....,n

Demonstracdo. Seja II a estrutura de Poisson do colchete em M e w' a forma
simplética definida por Il em folha simplética. Se s = 0, nao hé o que mostrar. O
restante da demonstragao segue indutivamente em s.

Hipétese de Indugao: Para s > 0, suponhamos que para toda variedade
de Poisson (./\/lémO),Ho) e todo yo € Mo com sy := grank, Il € {1,...,s — 1},
podemos encontrar uma carta y : U; — R?0 x R™72% com y(y) = 0 ey =
(q' . q%0, D1y Dy, €y o, CM0T250) satisfazendo as relagoes do colchete especifi-
cadas na proposicao.

Passo de Indugao: Como s > 0, existe um vetor nao-nulo X € C, (II) e,
em alguma vizinhanga Wy de xo, uma ¢' € C*(Wy) com X = X,i(zp). Como
X (o) # 0, existe alguma vizinhanca 1V, C W) de x( e uma funcao p; € C°(1;) tal
que Xap; = 1, ou seja, {¢*',p1} = 1 em Vj. Em particular, (X, X, ] = Xig ) =
0. Podemos entao encontrar uma carta x : Uy — R™ em xp € Uy C 1V com

= (¢',p1,23,...,2™), de modo que {z’,¢'} =0= {2, p1},1=3,...,m, e

Com uma translagao adequada, podemos supor que x(xg) = 0. Pela identidade de
Jacobi, temos

0={q" {e"a'}} = -5~ {x “}
0={p:,{a",2’}} = a_ql {xi"”j}’

i=3,...,m. Em R™ 2 induzimos uma estrutura de Poisson Il por

{x x”} OOa
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de modo que a subvariedade M := x~'[{(0,0)} x R™~?2] é Poisson e o mapa My —
R™=2 induzido por x é um isomorfismo. Por outro lado, a subvariedade Sy :=
x1[R? % {0,,_»}] é simplética com a forma dp; Adq' e o mapa Sy — R? induzido por
x é um isomorfismo simplético. Assim, rank,, [Ty, = 2s—2 = 2(s—1) e M, satisfaz
a hipStese de indugao, assim como (R™ 2 Ily). Definimos a carta z : U — R™ em
U :=x![U;] como a composta

idg2 Xy R2 x R2(-1)  Rm—2s

U—2—— R2x U
onde y : Uy — R™2 = R26—1) x R™25 ¢ a carta obtida em R™ 2 pela hipétese de
indugao. Reordenando adequadamente as componentes de z, obtemos o resultado.

m

Em uma variedade de Poisson (M, II), dizemos que um conjunto de fungoes
{q17 cee 7q8ap1a -+ Ps; Zla ) Zn} g COO(M)

satisfaz as relagoes de comutacao canodnicas em r, € M se todas elas se
anulam em xg e

{qi,p]-} - 53’ {qiaqj} = {pi,p;} =0
{* Y (xo) =0, {F,pj}={Fd}=0

parai,j=1,...,sek,{=1,...,n. Asfuncoes ¢',...,¢° p1,...,ps sao chamadas de
parte simplética e as ¢!, ..., c" de parte degenerada. O resultado acima garante
que todo ponto admite um sistema de coordenadas cujas componentes satisfazem as
relagoes canonicas. Um sistema de coordenadas dessa forma é dito ter coordenadas
canonicas.

Exemplo 2.4.8. Seja (M, II) uma variedade de Poisson. Dado xy € M, um sistema
de coordenadas canonicas z : U — R?* x R" em z, define uma carta adaptada a
uma folheacao simplética de M. Basta notar que a construcao das coordenadas
canodnicas acima garante que os niveis S, = z~'[R** x {c}] sdo subvariedades integrais
de dimensao maxima da distribuicao caracteristica. ¢

Proposicao 2.4.10. Seja (M, II) uma variedade de Poisson. Dado xog € M, se
z = (¢,p,c) : U— R?* xR" é um sistema de coordenadas candnicas em g, entio
{Xyi(20), Xp,(z0) };—y € uma base de Darbouz para a estrutura simplética natural do
espaco caracteristico C,(IT).

0 0
Opi |y, 3_q’
Cy, (IT), uma vez que geram o espaco tangente de uma subvariedade integral de C(IT)
com dimensao maxima. Agora, pelas relagoes canonicas, vemos que

0 0
Xqi:ap' e Xpi:_(?_qi (1=1,...,s).

Assim, {Xi(x0), Xp, (z0) };_; é uma base do espago caracteristico e

WXy (0), X, (20)) = 05, W' (Xyi(20), X5 (20)) = W' (Xy, (20), X, (20)) = 0.

i

Demonstracao. E claro que os vetores { } formam uma base para

zo zo

]
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Proposicao 2.4.11 (Weinstein). Seja (M, II) uma variedade de Poisson. Para
todo xy € M existe uma vizinhanca U que se decompoe, por um isomorfismo ¢ :
U— S x N, no produto de uma subvariedade simplética S, de dimensao rankg, II,
e uma subvariedade de Poisson N, de rank nulo em xo. As subvariedades S e N
sao unicas além de isomorfismo local.

Demonstracao. A existéncia segue diretamente da existéncia de coordenadas canonicas.
Colocando s = %rankmo I, m =dim M e n = m — 2s, tome coordenadas canonicas
z: U — R?» x R" e defina S := z7'[R* x {0,}], N := z71[{02} x R"]. Se esco-
lhermos outra carta y : V' — R2?® x R" com coordenadas canonicas, a mudanca de
cartas yoz ! em U NV define um automorfismo local de R?* x R", induzindo assim
isomorfismo entre as subvariedades definidas por cada carta. O

Em uma variedade simplética (M®% w) um sistema de coordenadas de

Darboux é uma carta (U,x) em que x é um isomorfismo simplético (U,w|y) —
(x[U],wp), onde wy é a estrutura simplética natural em x[U] C R*". Ou seja, deno-
tando x = (¢*,...,¢",p1,...,pn) teremos

wly = dei Adq'.

i=1

Vemos facilmente que um sistema de coordenadas de Darboux é o mesmo que um
sistema de coordenadas canonicas, sem as componentes degeneradas. Segue a dire-
tamente a

Proposicao 2.4.12 (Coordenadas de Darboux). Seja (M,w) uma variedade
simplética. Em todo ponto de M existe um sistema de coordenadas de Darbouz.

Seja (M, w) uma variedade simplética. Um potencial simplético é uma forma
6 € Q'(M) tal que w = df. Em geral, como w é fechada, também ¢ localmente
exata, ou seja, para todo ponto x € M existe uma vizinhanca U e um potencial
local 6y € Q(U) com dfyy = wly. Utilizando coordenadas canonicas podemos obter
uma formula explicita para potenciais locais: dado um sistema de coordenadas de
Darboux x = (q,p) : U — R*", temos

wly = x*wy = x*dfy = d(x*0),
onde 6y € Q'(R*) é a forma de Liouville 6§y = Y7, 2"™"dz’. Fica definido o
potencial local
Ox = x*0y = Zpidqi.
i=1
Dado um potencial simplético § € Q' (U), para qualquer outro potencial simplético
0 € QY(V) temos
((9/ — 9)|UOV =

onde a € QY(U NV) é uma forma fechada. Podemos encontrar um aberto menor
W CUNV em que afyy = df para alguma f € C°(W), e ficamos com

(0" = 0)|w = df.
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Em particular, todo potencial simplético pode 6 € Q' (U) pode ser escrito localmente
como Oy + df onde 0, vem de coordenadas canonicas como acima e f é uma funcao
local.

Exemplo 2.4.9. Uma variedade pré-simplética é um par (M’ ') tal que ' €
0%(M) é uma forma fechada dw’ = 0, podendo ser degenerada. Temos a distribuigao
kerw’ = {X € T(M') | &'(X, -) = 0}. A integrabilidade de w’ garante que ker w’
¢ uma distribuigao integravel: kerw’ é invariante pelos campos X € Xyer o (M) ja
que Lxw' = 0. Obtemos uma folheagao integral M = M'/kerw’. Se a folheagao
for simples, entao M é uma variedade e admite uma estrutura simplética w com
w' = 7m*w, onde 7™ : M’ — M é o mapa quociente. Nesse caso, dizemos que (M’ ")
é redutivel, que (M,w) é a redugao pré-simplética de (M’ W) e que (M,w) é
uma variedade simplética reduzida. Mais geralmente, (M’ w’) é redutivel se existe
uma variedade simplética (M, w) e uma submersao sobrejetiva 7 : M" — M com
W = 1*w. ¢

2.5 Polarizacoes

Referéncias para a segao: [3], [2] e [44].
Seja M uma variedade. Uma distribuigao singular complexa é uma familia
D = U,cm Do de subespacos complexos D, C T,(M)®. Dizemos que D é:

e regular se x — dim D, é constante;

e suave se para quaisquer x € M e v € D,, existe um campo complexo suave
Z € X(U)® em uma vizinhanca U > z, tal que Z(z) = v e Z(y) € D, para
todoy € U.

Definimos também Xp (M) como o espago de campos complexos com valores em D.
Segue que D ¢ suave se, e s6 se, D = (Xp(M)). Assim como no caso real, uma
distribuicao complexa regular e suave D é o mesmo que um subfibrado complexo de
T(M)C.

O conceito de integrabilidade nao pode ser traduzido literalmente. Dizemos que
uma distribui¢do complexa D é involutiva se [Xp(M),Xp(M)] C Xp(M), ou
seja, se Xp(M) for uma subalgebra de Lie complexa de X(M)®. Uma distribuigao
complexa é dita integravel se for regular, suave e todo ponto xg € M admite
uma vizinhan¢a U com fungdes complexas independentes fi,..., fxy € C*(U,C),
N = dim M — rank D, tais que X f; = 0 para todo X € D. Segue facilmente que
integrabilidade implica em ser involutiva. Ja a reciproca nao é verdadeira.

Exemplo 2.5.1. Toda distribuico real D pode ser complexificada D¢ = Usem DE.
Vemos facilmente que Xpc(M) = Xp(M)E, e que a regularidade e suavidade de D€
equivalem a mesma condicao em D. Sobre integrabilidade a unica implicacao trivial
é que D ser suave, regular e integravel implica integrabilidade de DC. ¢

Seja M uma variedade suave e K = R ou C. Dada uma distribuicao singular D,
sobre K, em M, definimos o conjunto de fungoes D-holomorfas

CyM) :={feC®M,K)|VX € D,Xf =0}
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Pela regra de Leibniz, vemos que C (M) forma uma K-subdlgebra de C*(M, K).
Se D ¢ suave, entdo CF (M) = {f € C°(M,K) | VX € Xp(M),Xf =0}. Se D
for integravel e real, temos D = D e C¥(M) coincide com as fungdes constantes
nas folhas de M /D, i.e., f|r = ¢ € R para toda F € M/D.

Seja (M,w) uma variedade simplética. Uma polarizagao real é uma distri-
buigao (real) integrével e Lagrangiana P em M. Ou seja, P é um subfibrado
involutivo de T(M) tal que P+ = P. Nesse caso, temos rank P = 3 dim M.

Exemplo 2.5.2. Dada uma variedade Q, no fibrado contangente 7%(Q) temos uma
polarizacao natural dada pelo fibrado vertical V (T*(Q)), cuja folheacao é simples e
equivalente ao fibrado 7%(Q) — Q. ¢

Vemos que, as cartas adaptadas x : U — R?" & folheacdo M /P sao coordenadas
de Darboux x = (¢, p) em que as folhas sao, localmente, niveis ¢ = constante

Xfl[q(xo) xR"| C F,,NU,

para xg € U. Assim, o espago de folhas M /P age formalmente como um espago
de configuragdes Q com M = T*(Q). Vale reforcar que, em geral, isso nao passa
de uma analogia. Mesmo quando a polarizacao P é fortemente integravel, isto
é, M/P = Q ¢ variedade, M pode ser globalmente bem diferente de 7%(Q). Por
exemplo, a projegdo M — M /P em geral é apenas uma variedade fibrada, enquanto

T%(Q) — Q é um fibrado.

Proposicao 2.5.1. Seja (M, w) uma variedade simplética. Para toda polarizagao
real P temos

P = (X¢ | f e CPM)).

Demonstra¢ao. Como M é uma variedade simplética, os campos Hamiltonianos
geram o fibrado tangente. Resta mostrar que os campos X; com f € C(M)
tomam valores em P. De fato, se f € C(M) entdao df(Y) = w(Xy,Y) = 0 para
todo Y € P. Ou seja, Xy € Xp (M) = Xp(M). O

Proposicao 2.5.2. Seja (M, w) uma variedade simplética. Um subfibrado vetorial
P < T(M) de posto 3 dim M ¢é uma polarizagao real se, e somente se, C3 (M) for
uma subdlgebra abeliana mazimal na dlgebra de Lie (C*°(M),{-, - }).

Demonstracao. Se P é uma polarizagao, o resultado anterior garante que Xy, X, to-
mam valores em P, para quaisquer f, g € C¥ (M), demodo que {f, g} = w(Xs, X,) =
0. Agora, suponha que A C C*(M) é uma subalgebra de Lie com {A, A} =0 ¢
CH(M) C A. Dada f € A, como {f,g} =0 = X;g para toda g € CZ (M), segue
que Xy € Xp(M) = Xpr (M), ou seja, f € CF(M). Em resumo, A = CF(M).
Reciprocamente, suponhamos que C (M) é uma subdlgebra de Lie abeliana
maximal em C*°(M) com o colchete de Poisson. Como w(Xy, X,) = {f, g} para
quaisquer f,g € C°°(M), o espago P, = span{X;(z)}recsm) ¢ isotrépico, para
qualquer z € M. Como dim P, = 1 dim T,(M), segue que P, ¢ Lagrangiano. [
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Seja (M, w) uma variedade simplética. Dada uma polarizagao real P, dizemos
que um potencial simplético local § € Q' (U) estd adaptado a P se (X) = 0 para
0
e
Opi }
0 ="  pidg’. Reciprocamente, todo potencial local define uma polarizagao local
por Ply = ker 6.

todo X € P. Em termos de coordenadas de Darboux, temos P, = span{

Exemplo 2.5.3. Em um fibrado cotangente T*(Q) N Q, a forma de Liouville 6
nos dd um potencial simplético global, que estd adaptado a polarizagao vertical

V(T*(Q)), ja que

para a € T%(Q) e X € V(T*(Q)) = kerm,. ¢

Seja (M, w) uma variedade simplética. Uma polarizagao complexa ¢ uma dis-
tribuicao complexa P que é integrdvel e Lagrangiana no fibrado simplético (T(M), wC).

Ou seja, é um subfibrado integravel P < T(M)T tal que P+ = P em relagio a w®.

Segue de imediato que o fibrado conjugado P ¢é uma polarizagao se e s6 se P for.

Associadas a uma polarizacao complexa P, temos as distribuigoes reais
D:=PNPNTM) e E:=(P+P)NT(M)

cujas complexificacdes sdo simplesmente D¢ = PNP e EC = P + P. Note que
D+ = £ e que, em geral, ambas sao singulares. Pela definicao de P, vemos que D é
involutiva, e como P ¢é localmente finitamente gerada (todo fibrado vetorial é), D é
integravel (Proposicao . Por outro lado, £ nao é involutiva, em geral. Dizemos
que P é fortemente admissivel se ambas D e £ forem integraveis a folheacoes

simples, de modo que a projegao natural M/D — M /E é uma submersao suave.
Seja (M, w) uma variedade simplética. Um potencial simplético complexo

(local) é uma forma complexa § € QY(U;C) tal que df = w®|y. Dada uma pola-

rizacao complexa P, dizemos que um potencial complexo estd adpatado a P se

6(X) = 0 para todo X € P|y. Dizemos que P é admissivel se para todo z € M
existe um potencial local adaptado em alguma vizinhanca.

Proposicao 2.5.3. Seja (M, w) uma variedade simplética. Para toda polarizagdo
complexa P temos

P=(X; e X(M)°| f € CFM)).

Demonstracao. Segue em analogia ao caso real. O fibrado tangente complexo é
gerado pelos campos Hamiltonianos de fungoes complexas. Para concluir, basta
mostrar que os campos X; com f € C¥(M) tomam valores em P. De fato, Y f =
wC(X;,Y) = 0 para todo Y € P. Ou seja, X; € X5 (M) = X5(M). O
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Proposicao 2.5.4. Seja (M w) uma variedade simplética. Dada uma pola-
rizag¢do compleza P, se D for reqular e P+P for involutiva, entdo, para todo xo € M
existe um sistema de coordenadas z = (q',...,¢% p1,.. ., pe, 2t 2yt Ly
em U > xg, tal que

me=<£f

J

1<7< k>;
0 0 0
Op;, Oxd2’ Oy

0 0 _; 0
Op;,  Oxiz Oy

auaU=<

1< <k, 1§j2§7’b>;

WUPw=<

plexos.

1< <k 1< < n> com coeficientes com-

Demonstracdo. Como P+P é involutiva, £ é integravel. Ainda mais, a regularidade
de D garante que ambas P + P e £ sao regulares. Assim, podemos encontrar
uma vizinhanga Uy de zq e fungoes ¢',...,q¢* € C°(Uy) independentes, k = m —
rank £. Da integrabilidade de P e da Prop. acima, existem funcoes complexas
22" € CF (U, C) tais que X.1, ..., X,» formam uma base local de P. Defina
z' := Rez' e y' := Imz'. Agora, dada uma carta x : Uy — R™ com x(zg) = O,
adaptada a folheagao de D, tomamos uma subvariedade transversa S := x [0 X
R™~*]. Em uma vizinhanga U C Uy NU; NU, podemos escolher fungoes py, . ..,y €
C>(U) tais que {¢',p;} = ¢'; e pjlsny = 0. Assim, os campos Hamiltonianos

0 .
X, = — geram D. Adicionando os campos

q" D,
0 1 1/ 0 .0
02 §Xﬂ_§(%_"a_ya‘>

aos anteriores, geramos P. Definindo a carta z := (g, p, z,y) em U, conclufmos (i) e
(iii). A propriedade (ii) segue de (iii) e da definicao de &€ = (P +P)NT(M). O

Uma polarizagao complexa P é dita:
e realizavel quando P = P = DF;
e totalmente complexa quando D = 0.

Em ambos os casos, P é fortemente admissivel: no caso realizavel, D é uma pola-
rizagao real, de modo que £ = D+ =D eid : M/D = M/E; ja no caso totalmete
complexo temos € = T(M) com M/D =M — M/E = my(M).

Proposicao 2.5.5. Seja (M,w) uma variedade simplética. Se uma polarizagao
complexa P é totalmente complezra, entao

(a) eziste uma unica estrutura complexa J : T(M) — T(M) cujo fibrado holo-
morfo € P;

(b) J preserva w.
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Demonstragao. (a) Dado X € T,(M), existe um tnico JX € T(M) tal que X —
1JX € P. De fato, se Z; = X — Y] e Zy = X — 1Y5 sao ambos elementos de P,
entdo Z, — Zy = —(Zy — Z,) é um elemento de PNP = 0. Defina JX como o tinico
vetor em T,(M) tal que X —iJX € P. Para verificar que J? = —idyq), basta
notar que JX —iX = —i(X +4iJX) € P. Segue que P = {X —iJX € T(M)® |
XeTM)}=T(M),.

A integrabilidade de J segue do resultado anterior sobre coordenadas e do Teo-
rema de Newlander-Nirenberg (ver [44]). Essencialmente equivale a integrabilidade
de P.

(b) Dados X,Y € T,(M), como X —iJX,Y —iJY € P, e P, é Lagrangiano,
segue que

0=uwS(X —iJX,Y —iJY) = w(X,Y) — w(JX, JY) — i[w(X, JY) + w(JX,Y)]
e logo w(JX,JY) =w(X,Y). O

Dizemos que uma polarizagdo complexa P em (M, w) é nao-degenerada se a
forma sesquilinear w : P x P — C, dada por w(X,Y) := iw®(X,Y), for nio-
degenerada. Caso P seja totalmente complexa todo X € P é da forma X = X, —
iJ Xo, para um tnico Xy € T(M), e teremos

w(X,Y) = iw"(Xo +iJ Xo, Yo — iJYp)
= i[w(Xo, Yo) + w(J Xo, JYp) + iw(Xo, JYy) — iw(J Xo, Y0)]
= w(J Xy, Yo) — w(Xo, JYo) + i[w(Xo, Yo) + w(J X0, JYp)]
= 2[w(Xo, JYp) + iw(Xo, ¥p)].

Vemos que, quando P é totalmente complexa e nao-degenerada, o isomorfismo P —
T(M) : (Xo —1iJXp)/2 — Xy leva a forma w em um produto pseudo-Hermitiano
em M. Nesse caso, dizemos que P é uma polarizacao pseudo-Kahler, ja que
induz uma estrutura pseudo-Kahler (-|-) =w(-,J-) +iw. Por outro lado, quando
w é positiva (resp. nado-negativa), i.e., w(X,X) > 0 (resp. w(X,X) > 0) para
todo X € P, dizemos que P é positiva (resp. nao-negativa). Segue diretamente
que uma polarizacao nula, i.e., w = 0, é simplesmente uma polarizacao realizével
P = DC.

Uma variedade de Kahler é uma upla (M, Jw,(-]-),(-|-)) em que J é uma
estrutura complexa em M, w é uma forma simplética em M, (-|-) é um produto
interno real em 7(M) e (-|-) é um produto interno complexo em T(M), todos se
relacionando por

(1) =01) +iw
() =w(-,J).
Mais geralmente, quando (-|-) é apenas sesquilinear nao-degererado, dizemos que
a estrutura é pseudo-Kahler. Seguindo a discussao acima, vemos que a escolha de
uma polarizagao totalmente complexa positiva em uma variedade simplética (M, w)
é equivalente a uma estrutura Kéhler.

Seja (M, w) uma variedade simplética e suponha que temos uma polarizac¢ao
fortemente admissivel P < T(M)® com projecio m : M/D — M/E. A sequéncia
exata

0 » £/D » T(M)/D —— T(M)/E —— 0
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se identifica com a sequéncia de pullbacks
0 —— 7V (M/D) —— 75T(M/D) — 7iT(M/E) — 0,

de modo que Ty () (77 me(x)]) =~ &, /D, para todo z € M. Como & é coisotrépico,
a Proposicao garante que &,/D, admite uma forma simplética w, induzida
por w. Vamos mostrar que, para cada folnha F € M/E, fica definida uma forma
alternada nao-degenerada w’/? em F/D = 7~ ![F| pela identificacio Ts(F/D) =
Trp@) (7 e (2)]) ~ &,/D, com & € S. Dados z,y € S, suponha que existe um
aberto U C F com z,y € U e um campo X € Xp|,(U) cujo fluxo &' leva z em y.
Desse modo, temos as identificacoes

(I)t
E./D, * » £/ Dy

~

Ts(F/D)

e as formas w,, W, sdo relacionadas por w, = ®"w,. Para r,y € S arbitrarios,
existe uma curva suave por partes os ligando que pode ter sua velocidade estendida
a campos tangentes a S em vizinhancas dos trechos suaves. Em todo caso, o valor
wP(Y, Z) = 0,(Ye, Z) = @,(Y,, Z,) esta bem definido porque Lxw|e = 0 para
todo X € Xp(M). Em resumo, podemos pensar Ts(F /D) como classes de vetores
tangentes Y, Z € T(F)|s = &|s, identificados quando existe um campo local X
tangente a S cujo fluxo leva Y em Z, e o valor de w nessas classes independe dos
representativos.

Proposicao 2.5.6. Seja (M,w) uma variedade simplética e P uma polarizagao
complexa fortemente admissivel. Para toda F € M/E, o par (F/D,w’/P) é uma
variedade simplética.

Demonstracdo. A forma w’/P é nao-degenerada por construcio. Para ver que é

fechada, basta notar que (7p o ir)*w’/P = itw. O

Em termos de complexificacao, a identificacao nos da
Ts(F/D)" = (£,:/D0)" = & /Dy = (Po + Py)/(Pa N Py).

Tomando o subespaco Péo) < Ts(F/D)® correspondente a P,/DE obtemos uma
polarizacdo totalmente complexa P© em (F/D,w’/P).
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Capitulo 3

Quantizacao (Geométrica

As referéncias seguidas neste capitulo foram [3], [4], [20], [24].

3.1 Sistemas Classicos

Um sistema classico Hamiltoniano consiste simplesmente em uma variedade de
Poisson (M, {-, - }). Os conceitos fisicos correspondem as seguintes estruturas:

(CS1) os observaveis classicos sao os elementos da élgebra de Poisson

(COO(M)’ " { " })7

(CS2) um estado ¢ um funcional linear S : C*(M) — R que é positivo
S(f?) > 0 para toda f € C*°(M), e unital S(1) = 1. Os estados puros sio
os pontos de M, vistos como mapas de avaliagdo ev,(f) = f(x). Denotamos
o conjunto de estados por . (M).

(CS3) o valor da medigdo de um observavel f € C*°(M) em um estado
S € (M) é simplesmente S(f).

Dada uma funcao h € C*°(M), a sua dinamica Hamiltoniana é definida pelo fluxo
), : D(Xp) € Rx M — M de seu campo Hamiltoniano X),. Fixada h, a evolugao
Hamiltoniana de um observével f € C*°(M) é a fungao E,f : D(X,) — R dada

por

Ehf(ta x) = f(q)h<t7 SC)),

ou seja, By = @) : C°(M) — C®(D(X})). Para cada t € R definimos também
Elf = ®*f : Dy(X)) — R. Assim, E,f é a solu¢ao com dominio méximo para a
equacao

%Ehf(t,x) ={h,E,f} (x) = X,E} f(z), V(t,z) € D(Xy).

Pensando no fluxo ® como uma ag¢ao local R O M, vemos que essa acao é dada por
simetrias locais de Poisson. Quando X} é completo, o fluxo é uma acao global por
isomorfismos de Poisson ® € Autpoisson(M, { -, - }).

Uma dindmica Hamiltoniana é uma variedade de Poisson (M,{-, -}, h)
com um observavel h € C*(M) fixo para descrever a evolugao Hamiltoniana.

79
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Um morfismo de dindmicas Hamiltonianas serd um mapa de Poisson ¢ :
(M {-s - Foha) = Mz, {-, -}y, he) com by = " hs.

Um sistema cldssico Hamiltoniano (M, { -, - }) vindo de uma variedade simplética
(M,w), {f, g9} = w(Xy,X,), é dito regular ou nao-degenerado. A variedade
simplética (M, w) nesse caso é chamada de espago de fase. A evolugao Hamilto-
niana de um observavel h € C*°(M) é dada localmente por simplectomorfismos.

Exemplo 3.1.1. Seja Q uma variedade. Um sistema Hamiltonino da forma (7*(Q), w)
¢é chamado de sistema Hamiltoniano candonico com espago de configuragoes
Q. O espaco de fase nesse caso é chamado de espago de fase de momento. ¢

Exemplo 3.1.2 (Corpo Rigido). Um corpo rigido tridimensional de massa m €
(0, +00) consiste em um sistema canonico com espaco de configuracao SO(3) x R?,
o grupo de movimentos rigidos, e Hamiltoniano H € C*°(T*(SO(3)) x R®) dado por

H((a,,p)) = 5 (aglTag) + 35— (p.p) + V()

m
onde g € SO(3), a € T;(SO(3)), (z,p) € R®, V e C®(R?), (-]-) é o produto
interno em g* induzido pela forma de Killing e [ : s0(3)* — s0(3)* é um operador
simétrico. A componente do movimento em R? descreve o movimento do centro de
massa do corpo, enquanto o movimento em SO(3) decreve o movimento de rotagao
do corpo em torno do centro de massa. Quando V' = 0, dizemos que o corpo rigido é
livre. Em geral, conhecemos a evolucao do centro de massa como solugao do sistema
classico

S ((t), p(1)) = ((t)fm, — grad V(2(1))) = X, (w(2), ().

dt 1
Ho(x,p) = I (p,p) +V(z).

Agora, a parte rotacional do movimento é dada pelo sistema (7%(SO(3)), Hy),

1
Hi(a) = 5 (Ua)[I(e)),
onde ¢ : T*(SO(3)) — so(3)* é o mapa momento /4(a) := ag da agdo SO(3) O
T*(SO(3)). Escolhendo a base cléssica de s0(3)

1 1

b=

0 0
5 0

0
1
0 -1), &=5
1 0 ~1

o O O
o O O
o = O
o O O

1 _
1

0], &= 5 0

0 0

o isomorfismo a : s0(3) ~ R® : & — ¢; induz uma identificagdo b : s0(3)* ~

R3 : & — ¢;, que podemos estender para B : T*(SO(3)) — R3 : a — b(ag). Se

(w0, po) : R — RS é 0 movimento de uma particula do corpo rigido, seu momento

angular é L : t — xo(t) X po(t) e pode ser calculado com o mapa momento ¢ por
meio da equagao

Na mesma base, o operador I pode ser escrito como o momento de inércia usual da
distribuigao de massa do corpo rigido (pag. 113 em [40]). ¢
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Exemplo 3.1.3. A maior parte dos sistemas Hamiltonianos surgem como correspon-
dente de um sistema cldssico Lagrangiano (em primeira ordem), que consiste
em uma dupla (Q, L) em que Q é uma variedade e uma funcao suave L € C*(T(Q)).
A fungao L é chamada de Lagrangiano do sistema. Uma solugao do sistema
Lagrangiano ¢ uma curva v : [ — Q que é um ponto critico da acao

Equivalentemente, v satisfaz localmente as equagoes de FEuler-Lagrange

oL d 0L

5 @(0.00) = L5 a0 0) =0 (e yU)

onde (q,v) = x, : Ty(Q) — R*" ¢ uma carta trivializada, associada a uma carta
x:U —=R"de Q, e (q(t),v(t)) = x,5(t).

No fibrado tangente duplo, temos um endomorfismo F' : T(T(Q)) — T(17(Q))
chamado de estrutura tangente ou endomorfismo candnico, dado por FxY :=
vlx .Y (Exemplo [A.5.1), onde Y € Tx(T(Q)) e m : T(Q) — Q ¢ a projegao do
fibrado. Agora, associado ao Lagrangiano L, definimos uma forma 6 € QY(T(Q))
por 0F :=dLo F. Com a forma w” := df%, o par (T(Q),w’) forma uma variedade
pré-simplética (Exemplo . Dizemos que o Lagrangiano L ¢ regular se w” for
nao-degenerada, i.e., (T(Q),w’) ¢ uma variedade simplética e um sistema Hamilto-
niano com o colchete {f, g} = w"(X;, X,). O observavel H;, € C*(T(Q)) definido
por

Hp(X) == VxL — L(X)

é chamado de Hamiltoniano associado a L, onde V : T(Q) — T(7(Q)) é o campo
vertical canonico Vx := vlx X. Em coordenadas, obtemos

" 0L .
o =y ——d¢’

. 6vﬂdq

7j=1

0*L . 4 2L . .

L— — d¢* Adg? — dv' Ad¢?
“ ;j(fkﬂc%ﬂ AR +81}¢8v3 v Adg

" 0L
Hi = Uz@vi_

i=1
Uma curva v : I — Q ¢ solugao do sistema Lagrangiano se, e somente se, for
uma evolugio Hamiltoniana de estados em (7(Q),w’) induzida por Hy. De fato,

utilizando as expressoes em coordenadas, as equacoes de Euler-Lagrange tomam a
forma

dH |5 — W (3(t), ) =0,

ou seja, 7 é curva integral do campo Hamiltoniano Xy,. Mais ainda, obtemos
um isomorfismo simplético p : T(Q) — T*(Q), chamado de transformada de
Legendrd!| em que um vetor tangente X € 7,(Q) é levado no funcional u(X) €
TX(Q) dado por

uw(X)Y == (vix Y)L.

'Quando L é degenerado a transformada de Legendre é apenas um morfismo pré-simplético.
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oL
— OV’
forma de Liouville e w = df a forma simplética natural em 7%(Q). Em resumo,

todo sistema Lagrangiano regular (Q, L) da lugar a uma dinamica Hamiltoniana no
espago de fase de velocidades (7(Q),w’, Hy). ¢

dg’. Segue que Y = p*0 e w® = p*w, onde 6 é a

Em coordenadas, u = Z
i=1

Exemplo 3.1.4. Seguindo o exemplo anterior, seja Q uma variedade e 1 : T(Q) X
T(Q) — R uma métrica Riemanniana. Dada V' € C*(Q), temos naturalmente o
Lagrangiano L € C*(7(Q)),

L(X) = 5(X, X) = V(rrg)(X)),

chamado de Lagrangiano Newtoniano com energia poténcial V. Vemos que
L é regular ja que 1 é definida-positiva. O Hamiltoniano H;, € C*°(T*(Q)) é sim-
plesmente

Hy(0) = 37 (0,0) + V(o))

onde n* é a métrica Riemanniana em 7%(Q) induzido por 7, e a transformada de
Legendre p : T(Q) — T%(Q) é u(X) = n(X, -). Quando V = 0, as curvas criticas
da acao de L sao precisamente as geodésicas da métrica 7, e ambos L e H;, medem
a energia cinética dessas curvas. ¢

3.2 Sistemas Quanticos

Em nivel mais elementar, um sistema quantico é descrito por um espago de Hilbert
complexo §), cujos elementos da projetificacao P(9) = (9 \ 0)/C* sédo os estados
puros do sistema, e os observaveis quanticos sao operadores auto-adjuntos em ).
Comecamos esta secao com a definicao de um sistema quantico e uma breve ex-
posicao dos conceitos presentes na definicao. Apesar das estruturas presentes nos
axiomas darem um certo trabalho para definir, a maioria delas nao serao utilizadas
no restante do texto, pois nao sao integrais para o processo de quantizacao. Co-
locamos elas aqui pelo bem da completude (e para satisfazer curiosidade do leitor
claro). Para mais detalhes ver [24].

Um sistema quantico elementar consiste simplesmente em um espaco de
Hilbert complexo £). A correspondéncia entre estruturas obtidas de §) e conceitos
fisicos é o conteido dos axiomas de Dirac-von Neumann:

(DvIN1) Os observaveis quanticos sao os operadores auto-adjuntos em $),
cujo conjunto denotaremos por Obs(9);

(DvIN2) Os estados quanticos sao os operadores positivos de trago unital
S:={SeBi(H)]|S>0,trS =1}

Em particular, os estados puros sao os operadores de projecao ortogonal
unidimensional P, : v — (u|v) u, ||u|| = 1;
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(DvIN3) O processo de medigao ¢ caracterizado pela correspondéncia

p: Obs(H) x & — Prob(R)
(A, 5) = pas =trpa(-)S

onde p14 ¢ a medida espectral de A. Assim, o valor p4 s(£) é a probabilidade de
uma medicao do observavel A no estado S ser um elemento de £ € Borel(R).

(DvIN4) Um conjunto finito de observaveis A = {A;,...,A,} é dito simul-
taneamente mensuraveis se suas medidas espectrais comutarem pontual-
mente, i.e., [pa,(E), pa;(E)] = 0 para todo £ € Borel(R) e 4,5 = 1,...,n.
Nesse caso a medicao simultanea de A em um estado S é dada pela medida
de probabilidade p4 s € Prob(R"),

pas(E) = trua(E)S,

onde g = pta, X -+ X g, € amedida produto. Para cada conjunto de Borel
E C R™, o valor pys(E) é a probabilidade do valor da medigao simultanea
dos Ay, ..., A, no estado S ser um elemento de E.

As estruturas presentes nos axiomas sao determinadas por $) ou pela algebra-C*
de observaveis limitados Obsy($)) := Obs($H) N B($H) = iu(H). Para mais detalhes
ver [24] e [23]. Fixado um subespago denso D C §), denotamos por

Obs($)” == {A € Op($)” | D C Da, Y,y € Dy, (z|Ay) = (Azly) }

o espaco de operadores simétricos que preservam D. Para todo A € R o comutador
imagindrio 7\[ -, -] define uma operacio de dlgebra de Lie real em Obs($)P.
A partir daqui apresentamos as defini¢oes dos elementos presentes nos axiomas.
Seja $H um espaco de Hilbert complexo. Um operador ilimitado em $ é uma
funcao C-linear A : D4 — $ cujo dominio é um subespaco vetorial denso Dy C §).
O fecho de um operador A é o operado A: D — $ definido por

Gif A:==Gif ACHDH
Dy := proj, [Grf A].

Dizemos que um operador A é fechado se A = A. Agora, dizemos que A é
simétrico ou anti-simétrico se, respecticamente,

(z|Ay) = (Azly) ou (z|Ay) = — (Az]y)

para todos x,y € Dgy.

Mais geralmente, uma relacao linear entre espacos de Hilbert $; e 5 é uma
relacdo R = (91, H9; Grf R) cujo grafico é um subespaco vetorial Grf R C £; & $s. E
facil verificar que a composta de duas relagoes lineares ainda é linear. Denotamos por
Hilbertg}l a categoria de espacgos de Hilbert, com relagoes lineares como morfismos.
Denotamos por Rel($1,92) := Homyypeqret (91, 92) 0 conjunto de relagoes lineares
entre dois espacos.

2Nao confundir com a conjugacdo complexa.
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Sob essa visao, um operador ilimitado A : D4 — $ é univocamente definido por
uma relagao linear Ry = (9, $; Grf A) com D, = proj, [Grf A]. Entre dois espagos
de Hilbert, definimos as operadores lineares ilimitadas como os elementos de

Op(H1,92) := {A € Rel($1,92) | Da = H:1 e A|p, é funcdo},

onde D4 := proj, [Grf A]. Assim, nao faremos distingao entre operadores ilimitados
vistos como relagoes ou como fungoes em seu dominio de definicao. Quando os
espagos sao iguais, escrevemos Op($)) := Op(H), H).

Fixado um subespaco denso D C §), denotaremos por
Op($)” := {A € Op($) | D C D4, A[D] C D}

o conjunto de operadores que deixam D invariante. Definindo as operacoes A +
B := Alp + Blp e AB := A(B|p) em Op($)”, vemos que Op(H)” forma uma
algebra complexa associativa unital e uma algebra de Lie complexa com o comutador
[A,B] = AB — BA.

_ Dada uma relagio linear R € Rel($1,92), definimos seu fecho como a relagao
R = (91, 92; Grf R), e dizemos que R é fechada se R = R. Uma extensao de R
é uma S € Rel(H1,H2) tal que Grf R C Grf S. Nesse caso, vale Dg C Dg.

A relagao adjunta de R é a R' € Rel($1,$,) definida pelo gréfico
Grf RT := {(u,v) € H: @ H:1 | V(z,y) € Grf R, (v|z), — (uly), = 0}.

Quando A € Op($1, $2), sua relagao adjunta é o operador AT € Op($, H;) com
maior grafico tal que

<ATu|a:>1 = (u|Ax), .

para quaisquer x € Dy e u € Dyt. Em geral R é fechada. Uma relacio R €
Rel($,9) é dita simétrica ou anti-simétrica se, respectivamente, vale

(vlz) = (uly) ou  (v|z) = —(uly)

para quaisquer (z,y), (u,v) € Grf R. Uma relagdo R ¢ dita auto-adjunta se R =
R, e ¢é essencialmente auto-adjunta se R for auto-adjunta, com R = R' nesse
caso.
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Proposicao 3.2.1 (Teorema Espectral). Seja $ um espaco de Hilbert. Para todo
operador auto-adjunto A € Op($)) existe uma inica medida vetorial j14 : Borel(R) —
B($) satisfazendo:

(i) para todo E € Borel(R), ua(E) é uma projecio ortogonal, i.e., us(E)* =
pa(E) e pa(B)' = pa(B);

(ii) pa(R) = ids;

(iii) o dominio de A é

Dy = {x €9 ’ /Rﬁd@m/,()\)@ < +oo}

e para todo v € D4 temos

Ax:/)\d,uA()\)x,
R

onde pax : Borel(R) — $ é a medida vetorial dada por E — pa(E)x;

(iv) para todo B € B($), temos B[Da] C Dy e [A,B] = 0 em Dy se, e so se,
[a(E), B] = 0 para todo E € Borel(R).

Demonstragao. Teorema 2.2, capitulo IX, em [23]. O

A medida g4 é chamada de medida espectral de A e denotamos

A= [ Mua)

onde a integral é entendida pontualmente como na propriedade (iii) acima.

Considere um espago de Hilbert $), com seu espago projetivo P($)) sendo visto
como sistema quantico de estados puros. Definimos a funcao P : P() x P() — R
por

bl P
D= gy

que estd bem-definida ja que a classe [x] consiste de multiplos Az. O valor P([z], [y])
pode ser interpretado como a probabilidade de transi¢ao do estado [z] para o estado
[y]. Uma simetria de P($)) é uma bijegao T": P($)) — P($)) preservando a proba-
lidade de transigao, i.e., P(T[z],T[y]) = P([x],[y]) para quaisquer [z],[y] € P(£).
Nao é dificil ver que temos um isomorfismo natural entre as simetrias de P(£)) e o
grupo projetivo unitario P(U($))) := U($)/U(1), e vamos identifica-los.

Seja G um grupo de Lie. Uma representagao projetiva unitaria de G é um par
(9, R) onde $ é um espaco de Hilbert e R : G — P(U($))) é um homomorfismo. Em
particular, toda representacao unitaria p : G — U($)) define uma rep. projetiva ao
compor com o mapa quociente U($)) — P(U($)). Porém, nem toda rep. projetiva
pode ser obtida dessa forma. O que acontece, em geral, é que as representacoes
projetivas (uni.) de G estdao em bijecao com as representagoes lineares (uni.) do

recobrimento universal G (Prop. |3.2.2| a seguir).
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Interpretando P($)) como um sistema quantico, suas simetrias sdo obtidas por
meio de reps. projetivas. Agora, dado um grupo de Lie G, como saber quem sao os
sistemas quanticos elementares em que ele pode agir como simetrias.

Proposigao 3.2.2. Seja G um grupo de Lie compacto e conexo com recobrimento
universal G. Para toda rep. projetiva unitdria (9, R) de G existe uma rep. (linear)
unitdaria (9, p) de G comutando o diagrama abaizo.

— P us)

Q— Q)

— R, pus)

Irredutibilidade € preservada por essa correspondéncia.

Demonstragao. Em [15]. O

Em termos das algebras, o resultado acima diz que as reps. unitarias de g estao
em bijegao com as reps. projetivas (uni.) de G. Para classificar os sistemas quanticos
elementares admitindo simetrias por G, basta classificar as irreps. unitarias de sua
algebra g.

Exemplo 3.2.1. Vamos encontrar as irreps. unitdrias de su(2). Pela Prop. [1.6.5]
basta encontrar as irreps. complexas de dimensao finita de su(2)® ~ slc(2). Escolha
uma base {J,,J_, H} para slc(2) satisfazendo as relagoes de comutagao

[H,J|=+Je[],,J]=H.

Por exemplo, podemos tomar

) w0 50

Fixe uma irrep. complexa V de slc(2). Dado um autovetor v € V de H com
autovalor A € C, i.e., Hv = A\v, as rela¢oes de comutacao nos permitem calcular

H(Jiv) = (/\ + 1)J:|:U.

Ou seja, Jiv é nulo ou um autovetor de H com autovalor A £ 1. Como V tem
dimensao finita, H tem um numero finito de autovalores, e deve existir um autovalor
Ao € C tal que A\g+1 nao é autovalor de H. Seja vy € V um autovetor com autovalor
Xo. Defina vy, := J*vy, de modo que v, é nulo ou um autovetor de H com autovalor
Ao — k. Como a rep. tem dimensao finita, deve existir m € N tal que v,, # 0 e
Ums1 = 0. Os autovetores {vg, ..., v, } sdo linearmente independentes, por terem
autovalores distintos. Ainda mais, eles devem gerar V, caso contrario terfamos um
subespago invariante, o que é impossivel ja que a rep. em V é irredutivel. Em
outras palavras, {vg,...,v,} é uma base. Utilizando as rela¢bes de comutagao
indutivamente, obtemos

J+Uk == ]{7(2)\0 - (k? — 1))Uk_1



3.3. PRE-QUANTIZACAO 87

para k > 0. Segue que
0=Jivmr1 = (m+1)(2Ng — m)vy,,

ou seja, m = 2)\g. Denotando s := )y € %N, vemos que a representacao V deve
ter dimensao 2s 4+ 1. Por outro lado, qualquer espaco complexo V, de dimensao
2s + 1 admite uma representacao irredutivel de slc(2). A irrep. V, de dimensao
2s+ 1 (tnica além de isomorfismo) é chamada de representagao de spin s. Para
obter a rep. unitaria por su(2) = s0(3) basta escolher um produto interno adequado
na base obtido. Esse sistema pode ser interpretado como uma particula quantica
esfericamente simétrica, e os valores {—sh, (—s+1)h, ..., (s—1)A, sh} sdo os possiveis
resultados da medi¢ao do momento angular intrinseco em qualquer direcao. ¢

3.3 Pré-Quantizacao

O procedimento de quantizacao geométrica foi desenvolvido para unificar, de forma
rigorosa, exemplos do processo de quantizacdo canénica. A quantizacao canoénica,
primeiro formulada por Dirac, descreve como deve ser o processo de obtencao de
sistemas quanticos a partir de sistemas classicos, idealmente. Em termos modernos,
esse processo associa a uma variedade de Poisson (M, { -, - }) um espago de Hilbert
$) com um subespaco denso distinto D e uma funcio Q : C®(M) — Obs(H)”
satisfazendo:

(Q1) Q é R-linear;

Q2) [Q(f),Q(g)] = ihQ({ [, g}) para f,g € C*(M) (nao possivel; ver nota
o));

(Q3) Q(1) = ids;
onde /i € [0,00) é a constante de Planck reduzidal] Definindo o colchete [, -] =

—[, -] em Obs($)?, as condicoes Q1 e Q2 nos dizem que Q é um homomorfismo

de R-algebras de Lie. A condicao Q3 é o que garante a validade de principios de
incerteza: se dois observaveis f, g satisfazem a relacdo canonica {f,g} = 1 entao
Q(f) e Q(g) ndo podem ser diagonalizados simultaneamente (medi¢ao simultanea)
e os desvios médios satisfazem o(f)o(g) > h/2 em relacdo a qualquer estado (mais
detalhes em [24]). Outra condigao que a quantizacao deve satisfazer é

(Q4) todo subconjunto completd’] A C C*(M) é levado em um subconjunto
completo Q[A] C Obs($H)P.

Se D = $, as condigdes Q1 a Q4 equivalem a (£, Q) ser uma representagao irre-
dutivel de C°(M). Infelizmente, ndo existe quantizagao dessa forma na algebra de
observaveis classicos inteiraﬂ Apesar disso, temos algumas teorias que tentam lidar
com a quantizacao canodnica de forma rigorosa, entre elas:

3Valor fisico h = h/2m, h ~ 6.62 10~3*m?kg/s, porém é tratado como parametro livre por ter
seu valor dependente do sistema de unidades.

4Em uma &lgebra de Lie g, um subconjunto A C g é dito completo se [A,z] = 0 implica
x € Z(g), i.e., Zy(A) = Z(g).

50 Teorema de Groenewold garante que em R?" ndo podemos quantizar diretamente as ob-
servdveis polinomiais. Para mais detalhes, ver [2]].
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e a quantizac¢ao por deformagdo busca definir uma operagao em C*°(M)[[A]] que
satisfaga a regra Q2 formalmente em primeira ordem de h;

e a quantizacao geométrica seleciona uma subdlgebra de Lie de observaveis
classicos para ser quantizada canonicamente.

Para a quantizacao geométrica, originalmente, o espaco de fase classico é uma vari-
edade simplética. Hoje existe uma extensao para certos espacos de fase Poisson por
meio da teoria de grupoides simpléticos (mais detalhes em [13] e [19]). As préximas
secoes sao dedicadas a entender a quantizacao geométrica de variedades simpléticas.

Para definir a quantizacao geométrica em variedades simpléticas precisamos de
uma passo intermediario chamado pré-quantizacao que, heuristicamente, vem de
uma tentativa construtiva de forcar as condigoes Q1, Q2 e Q3.

Um espaco de Hilbert natural a ser associado a uma variedade simplética ¢é
L*(M, dvol,; C) de fungoes suaves L2—integréveisﬂ em relagao ao volume simplético,
que como subespago denso as fungoes de suporte compacto C°(M, C). Vamos su-
por que, para cada f € C®(M) definimos Q(f) = ihX; € X(M)® agindo em
C>*(M,C). Por exemplo, para M = R?" teremos Q(q") = ihd/dp; e Q(p;) =
—ihd/0q¢’. Com essa definigao as relagoes de comutagao candnicas falham imedia-
tamente

[Q(¢), Qp))] = —1* X4y = —h* Xy = 0.

A modificacdo mais simples para consertar isso é definir Q(f) = ihX; + f, onde f
age por multiplicagdo ponto-a-ponto. Para toda s € C*°(M, C) temos

[Q(f). Q(9)]s = [ihXy + f,ihX, + g]s
= _hQX{fﬂg}s +ih(X(gs) + fXgs — Xy(fs) — gXys)
1 X(1gy5 + ih((X79)s + gXps + X5 — (Xof)s — fXgs — gX5)
W Xipgys +il({f, 9} s — {9, f} 5)
= —W*X{sgys +2ih{f, g} s,

de modo que, as relagoes de comutacao tomam a forma

[Q(f): Qlg)] = —1* Xz + 2ih{f, 9} = iL(QU{f.g}) + {f. 9}),

que nos dé [Q(q), Q(p;)] = 2ihd*; em R**, que ¢ o dobro do esperado. Como ainda
queremos Q(1) = 1, ndo podemos simplesmente redefinir Q por uma constante
multiplicativa. A solugao vem na adicao de um poténcial simplético § € Q' (M)

Q(f) = ihX; —0(Xy) + f,

6Subsecao
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e temos

Q). Qo) = ih(ihlXp, X,] + [Xp, 9] = X5, 0(X,)] = 100X)), X,] + [, X))
= i (ihX 1) + X109 — Xof = X0(X,) + X,0(X) )

= ih(ihXrg +2{f, 9} — w(Xs, Xy) — H(X{f,g})>
=ih(ihXpgy +2{f, 9} —{f, 9} — H(X{fg})>

= m<th{f,g} — 0 X)) + S, 9})
=ihQ({f, 9}),
onde [X,h] : s — X(hs) — hXs = (Xh)s. Também obtemos Q(1) = 1. Assim,

as regras de quantizacao Q1, Q2 e Q3 sao satisfeitas. Porém, nem toda variedade
simplética admite um poténcial global df = w e ainda que admitisse, a quantizagao
iria depender do poténcial com

Q™(f) = ihXy — (0 + dp)(Xy) — f
= ihXy = 0(Xp) + [ = Xy
= Q(f) — Xy
para qualquer ¢ € C*°(M). Porém, se as fun¢oes complexas forem apenas repre-

sentativos de secoes de um fibrado e mudarem com as trivializacoes por s = e*#/"s
teremos

QMW(f)s' = (ihXy — 0(Xy) + f — Xypp) (")
= ih(Xfew/h)S + ihew/ﬁXfS . eiw/ﬁe(Xf)S + feicp/hs . (Xf@)eiw/hs
= (X;p)e?ls +ihe/" X ;s — /"9(X)s + fe/hs — (Xjp)e™/Ms
= ew/hQ(f)s,

(
(
zh(mx{f o+ 2{f g} — dO(X,, X,) — O(1X;, Xg])>
(
(

Notando que ihX; — 6 = ih <Xf + %0) tem a forma de uma U(1)-derivada cova-

riante, a estrutura que precisamos é um fibrado de linhas Hermitiano £ com uma
i

U(1)-conexao cujos potenciais de conexao sao —f. O espaco de Hilbert a ser uti-
lizado é o de segoes L?-integraveis L?(M, dvol,,; £), substituindo C>°(M, C) pelas
secoes de suporte compacto ['yq(L)..

Seja (M, w) uma variedade simplética. Definimos uma pré-quantizagio de
(M, w) como um par (£,V) onde £L — M é um fibrado de linhas Hermitiano e V

7

¢ uma U(1)-conexao em £ com RY = T Tendo uma pré-quantizagao, podemos

considerar o espago L?(M, dvoly; £) como as secoes L-integraveid| em Iy (L) com
produto interno

(s1]82) 12 ::/ (s1]s2) dvoly,
M

"Pag.
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onde (-]-): L xp L — C é o produto interno pontual de £ e dvol, = (%:L)n (ver
T

Prop. para o motivo da normalizagao). Para cada f € C*°(M) definimos a
aplicagao P(f) : T s (L) — 'y (L), por

P(f)s :==ihVx, s+ fs

Os operadores assim definidos sao simétricos:

(51[P(f)s2) = / (51[P(f)s2) dvoly

M

(s1](ihV x, + f)s2) dvol,

(s1/ihV x, s2) dvolh+/ (s1|fs2) dvoly
M

ih (—Vstl\SQ) dvol;ﬁ—/ f (s1]s2) dvoly
M

(ihV x,51]s2) dvol,ﬁ—/ (fs1]s2) dvoly
M

((ZhVXf + f)51’82) dVOlh

P BT R

(P(f)s1]s2) dvoly
(P(f)s1]s2)

ja que vale X (s1]|s2) = (Vxs1]s2) + (s1|Vxsa) para U(1)-conexoes. Definindo $ :=
L*(M,dvoly; £) e D :=T p(L),, a pré-quantizacao define um mapa P : C®(M)
Obs(H)P, que claramente satisfaz as condi¢des de quantizacio Q1 e Q3.

Proposicao 3.3.1. Seja (M, w) uma variedade simplética. Com as notagoes defini-
das acima, se (L, V) é uma pré-quantizacio de M, o mapa P : C*°(M) — Obs($)P

¢ um homomorfismo de dlgebras de Lie {-, -} — _h[’ -].
i

Demonstracao. Basta notar que

7 7
RY(X;, Xy) =[Vx,,Vx,] = Vix, x,) = ﬁw(XﬂXg) =z {f, g}

e abrir as definigoes. O

Assim, o mapa P satisfaz Q1, Q2 e Q3. Antes de seguir com exemplos e mais
propriedades vamos analisar as condi¢oes de existéncia para tal estrutura.
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Proposicao 3.3.2 (Condigao de Pré-Quantizagao). Seja (M,w) uma variedade
simplética. Valem as sequintes afirmagoes:

(i) existe uma pré-quantiza¢ao para (M,w) se, e somente se, a classe de coho-
w . y
mologia da forma 37 €™ H2(M;R) pertence ao subgrupo integral H*(M;Z);
™

(ii) as escolhas nao-isomorfas de pré-quantizagdo sao classificadas por ﬂl(M; S1).
(i1i) se M ¢é simplesmente conexa, a condi¢io de integralidade (i) é equivalente a

1

— Z
2mh Zwe

para toda 2-superficie fechada orientada > C M. Nesse caso, a pré-
quantizacao € unica.

Demonstragdo. (1) Suponha que a a classe de %i em H2, (M) ~ H2(M;R) seja
s

integral, de modo que existe uma cobertura & = {U,},cs, potenciais simpléticos
6; € QY(U;) e fungdes a;, € C°°(U; N Uy) tais que

daji(x) = 0;(x) — O (2) para x € U; N Uy,
ajx(x) + ape(z) + agj(z) € 2nhZ para z € U; N U, NUj.

Colocando aj; = exp(—iaj/h) € C=(U; N Uy, S*) obtemos

1
O QU Ol = €XP (—ﬁ<ajk + are + azk)) =1 em U; NU,NU,

) l

—0, p

5 O, + aj_kldajk em U, NUj.

Assim, o cociclo & = (aj;) corresponde a um fibrado de linhas Hermitiano £ — M

- .. 7 ~ ..
e a familia de potenciais ﬁej corresponde a uma conexao Hermitiana V em L,

. L1
cuja curvatura é ﬁw.

Reciprocamente, suponha que existe uma pré-quantizagao (£,V). Dado um
cociclo (g : Uy NU, — S') associado a algum atlas de trivializagoes com abertos
contréteis, podemos definir logaritmos log g;, de modo que as fungoes

Zike = —=— (log gjx + log gre + 10g g45)

211
tem valores inteiros constantes. Como os logaritmos estao definidos além de multiplos
inteiros de 27, a classe [2] do cociclo (z;x¢) em H?(M; Z) independe dessas escolhas.
Como d(log g;x) = gj_kldgjk = i(0; —6%), segue que o cociclo 2hz é um representativo
da classe de w em H2(M;R).

(ii) Dada uma pré-quantizacao (£, V), para qualquer fibrado plano F, a conexao

i
induzida no produto £ ® F tem curvatura ﬁw, e reciprocamente, para qualquer
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outra pré-quantizacao (£, V') o produto £ ® £~ ¢é plano. Assim, fixada uma pré-
quantizacao, todas podem ser obtidas por produto tensorial com um fibrado plano,
que sio classificados por H'(M; S1).

(iii) A unicidade segue diretamente de (ii). Fixe zy € M e o conjunto L,, de
triplas (z,\,y) onde x € M, A € Ce v : I — M é uma curva suave por partes
ligando =y a x. Definimos uma relagao de equivaléncia ~ em L,, por

7
(21, A1,7) =~ (T2, A2, Y2) 1 <= X1 = T3 € Ay = €exp (—ﬁ/w) A
®

onde ¥ C M é uma superficie orientada cujo bordo é v; — vy, (71 de zg a 1 e ¥y
de 21 a xy). Como M é simplesmente conexa, tal superficie existe, e o valor da
exponencial independe da escolha. O quociente £,, = L.,/ ~ forma um espago
vetorial complexo com as operagoes ébvias, e £ = | | .\, L, forma um fibrado de
linhas complexo. Trivializagoes locais sao obtidas a partir de potenciais simpléticos.
Para mais detalhes, ver [3]. O

N.B. Note que o valor de i é imaterial para a pré-quantizacao: (M,w) é pré-
quantizavel se e sé se (M,w/h) for pré-quantizével colocando 1 no lugar de h em
todas as suas instancias. Mais precisamente, podemos definir os esquemas de pré-
h-quantizagoes com h € (0,400) e notar que sdo equivariantes por reescala. *

Exemplo 3.3.1 (Espago de Fase Canonico). Dada uma variedade Q, vista como
espago de configuracao, o espago de fase 7%(Q) admite uma pré-quantizacao ébvia
dada por

L=T"Q)xC e V:d+%9
onde 6 € QYT*(Q)) é a forma de Liouville. Em um sistema de coordenadas
canonicas (q,p) : T;(Q) — R?", obtemos os operadores

. , ‘ P ‘
P(¢) = z’hVqu +¢ =ihXy —0(Xy)+¢ = ih% + ¢,
J

. 0
P(py) = ihX,, —0(X,,) + pr = —ih—

agindo em I'y(£) = C=(U,C). ¢

Exemplo 3.3.2. Dada uma familia contédvel de variedades simpléticas (M, w;)jer
de mesma dimensao, se todas forem pré-quantizaveis, entao a uniao disjunta M =
|_|j61 M;, com a estrutura simplética induzida, é pré-quantizével e, se (L;, V;)
for pré-quantizacao de (M;,w;), obtemos uma pré-quantizacao (£,V) — M por
L|m; = L; com a derivada covariante também restrita. O espaco de Hilbert obtido
se decompde naturalmente na soma direta $ = € el $; dos L?s correspondentes.
Em geral, para um espago de fase nao-conexo (M,w), temos uma decomposi¢ao
do espago de Hilbert da pré-quantizacao, indexada pelas componentes conexas de

M. ¢

Exemplo 3.3.3. Dadas variedades simpléticas (M;,w;), j =1,...,k, se cada uma
tiver uma pré-quantizacao (£;, V;), a variedade simplética produto M = Hle M,
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W= Zle projjw;, admite a pré-quantizacao (£, V) dada por

k
L := Q) proj; L,
j=1
k
V(®§:13j) = Zsl®"'®Sj_1®Vij®3j+1®...®8k.

i=1

O espaco de Hilbert L? obtido se decompoe naturalmente no produto tensorial § =

9B DN ¢

A versao cléassica da condicao de integralidade surje para espagos de fase reduzi-
dos na

Proposicao 3.3.3 (Bohr-Sommerfeld). Seja (M',w') uma variedade pré-simplética
com reducio 7 : (M',W') = (M,w). Se w' = db' para alguma §' € Q(M’) entdo
(M, w) € pré-quantizdvel se
1

— [0 eZ

27h J.,
para qualquer curva fechada v : [0, 1] — M’ contida em uma folha integral de ker w'.
Se M’ for simplesmente conexa, vale a reciproca.

Demonstracao. Vamos demonstrar a implicagao. A reciproca parcial segue de modo
similar ao item (iii) da Prop. como em [3].

Suponha que vale a condi¢io. Dado z € M e F = 7 ![z] a folha integral de
ker w’ correspondente. Defina £, como o espaco de funcoes v : F — C tais que

v(y1) = exp (—% /f’) v(yo)

para quaisquer %o,y; € F e qualquer caminho v : [0,1] — F com ~v(0) = v,
(1) = y1. O valor dessa exponencial estd bem-definido uma vez que a integral de 6’
por qualquer caminho fechado é um multiplo de 27h. Segue que o espago complexo
L, é unidimensional. Colocando £ = |_|:ce Lz, obtemos trivializagoes locais da
seguinte forma: como 7 : M’ — M é uma variedade fibrada, para cada yy € 7 1[x¢]
existem segoes locais s : U — M’ com s(xg) = yo. Defina ¢s : Ly — U x C onde
¢7(z, 2) é a tinica funcdo em L, com v(s(z)) =z, z € U.

Considere a conexao V' em M’ x C com potencial global 72_10/ ,le.,
7
of = X[+ 20(X)]
Denote U := {f € C*°(M’',C) | VX € kerw', V' f = 0}. Temos um isomorfismo
00 =T (L) onde o(f), : 7 z] = C:y+— f(y). Definimos a conexao V em L

por

Vyv = o(Vye ' (v))
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onde Z € T(M') é tal que m.(Z) =Y € T(M). Para ver que isso estd bem-definido:
primeiro, note que V¢! (v) independe da escolha de Z, j& que outra escolha difere
por um vetor em kerw’; segundo, se X € kerw’ e f € U, entao [X, 7] € kerw' e

!/ /! !/ / ! ? !/
Vi (VZf) = Vy( Xf)+v[X,Z]f_ﬁw(Xaz):0>

de modo que V' (V' f) € U. Segue diretamente que a curvatura de V é %w. ]

Essa demonstragao nos dd uma construcao (vagamente) mais concreta para a
pré-quantizagao.

Exemplo 3.3.4. Seguindo o Exemplo um sistema Lagrangiano L : T(Q) — R
tem um espacgo de fase degenerado (T(Q),w”) que é uma variedade pré-simplética
exata, i.e., wl' = dfl onde 0¥ =dLoF e F : T(T(Q)) — T(T(Q)) é o endomorfismo
canodnico (flip vertical). Em termos de L, a condicao de integralidade se escreve

1 1 1 1
or drL

- _ —— | L(F —
27h /., 2rh 2rh Jo (Fy(8)dt =0

Fory

onde 7 : [0,1] — T(Q) é uma curva fechada nas folhas integrais de kerw”. Segue
que a reducio (M’ w) de (T(Q),w’) sempre admite pré-quantizagio, cujas segoes

sao identificadas com as fungoes f : T(Q) — C satisfazendo Y f + %[F (Y)L|f =0
para todo Y € T(T(Q)). ¢

3.4 Quantizacao Holomorfa

Como vimos na se¢ao anterior, para obter uma quantizagao Q : C*°(M) — Obs($),
satisfazendo a condicao de irredutibilidade Q4 precisamos de um espaco de Hilbert
potencialmente menor que o obtido pela pré-quantizacao. Intuitivamente, as secoes
de uma pré-quantizagao (£,V) — M podem ser pensadas como fungoes de onda
que dependem de ambos ¢, p, enquanto uma quantizacao adequada deveria resultar
em funcgoes de onda que dependem apenas de q. A ferramenta que separa os dois
em um espaco de fase simplético é a polarizacao.

Seja (M, w) uma variedade simplética com uma pré-quantizagao (£,V). Dada
uma polariza¢do complexa P, dizemos que uma se¢ao S € I'\((L) é P-holomorfa
ou polarizada se

VS =0
para todo X € P. Denotaremos por
Hp = {S € L*(M,dvol;; £) | VX € P,VS =0}

o espaco de secoes L2-integrdveis P-holomorfas, que é um subespaco fechado de
L?*(M, dvoly; £). Dois problemas podem ser observados imediatamente para essa
definicao: nem toda variedade simplética admite polarizacoes e mesmo que admita,
dependendo da polarizacao, $Hp pode ser nulo. Nao comentaremos sobre o problema
de existéncia de polarizagdes (detalhes em [7]).
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Sobre a trivialidade de $» podemos observar o seguinte. Quando P contém
direcoes reais (P NP # 0) a norma pontual ||S]|? = (S|S) é uma funcdo constante
nas folhas de D = P NP N T(M) sempre que S for polarizada, de modo que,
se as folhas forem nao-compactas e completas, a norma [|S|[z2 = [, [|S|| dvol, s6
converge para S = 0. Por outro lado, se P for totalmente complexa (P NP = 0)
e M compacta, s6 podem existir segoes polarizadas nao-nulas se P for Kahler ([3],
cap. 9, segao 1).

Exemplo 3.4.1. Considere um espago de configuragoes Q com o espaco de fase
candnico M = T%(Q) e a pré-quantizacio M x C, V =d + %0, onde 0 € Q'(M) é
a forma de Liouville. Temos uma polarizacao real 6bvia pelo fibrado vertical P =
V(T*(Q)), que é adaptada a 6, de modo que as segoes polarizadas sdo exatamente as
fungoes complexas C (M, C) constantes ao longo das fibras 7)(Q). Se dim Q > 0
nenhuma fungao nao-nula em CF (M, C) pode ser L*-integravel. ¢

Agora vamos ver que dificuldades as fungoes a serem quantizadas podem apre-
sentar. Mais precisamente, vamos estudar os operadores

Q(f) == ihVx, + f.
Dados S € I'(L) e X € P temos

Vx(Q(f)S) = Vx(ihVx,S + [95)
= ZFLVvajS + (Yf)S + fVxS

=ih VvaYS - V[yvxf]S — %W(Y, Xf) +w(Xf,7) + vKS

= ihVx, + [V5S = Vix xS + w(X, Xj) + w(X;, X)
= Q(f)VxS —ihVx x 15

Vemos que Q(f) leva secoes polarizadas em secoes polarizadas se [ X, Xf| € X5(M),

que é o mesmo que [X, Xf| € Xp(M) jd que Xy é um campo real e [X, Xs| = [X, X7].
Ou seja, apenas a sub-algebra

ObSclass(M,w; P) := { f € C®(M) | [X}, Xp(M)] C Xp(M)},

de observaveis cujo fluxo Hamiltoniano preserva P, pode ser diretamente quantizada
Q : ObSgass(M,w; P) — Obs($Hp)P.

Um caso especial em que muitos dos problemas acima sao resolvidos é a quan-
tizagio holomorfa. Seja (M,w,J,(-|-),(-|-)) uma variedade de Kahlerf|e (£, V)
uma pré-quantizacao para (M,w). Temos a polarizagdo natural dos vetores ho-
lomorfos P = T(M); = {X € TIM)® | JX = iX}, de modo que, uma secio
S € T'ym(L) é polarizada VS = 0 se e sé se for dada localmente por fungoes holo-
morfas, e obtemos uma estrutura de fibrado holomorfo em £. Denotamos por $y.
o espaco de secoes holomorfas L2-integraveis.

Quando M é compacta, o teorema de Montel garante que $y, tem dimensao
finita. Mais a frente, veremos que é possivel estimar (assintéticamente) a dimensao
do espago de estados quanticos com o volume simplético (Prop. .

8Definicdo na pag.
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Exemplo 3.4.2. Consideramos o espago projetivo complexo CP" = P(C"*!) com a
estrutura Kéahler Fubini-Study (Exemplo reescalada w = MWrybini—Study- Nas
coordenadas homogeéneas w? = 27/2° [20: ... : 2" € CP", obtemos um potencial
simplético § = i0K onde K(w,w) = hlog(l + w - w) é um escalar de Kéhler. Na
trivializacao induzida pelo potencial 6, as secoes holomorfas da pré-quantizagao se
identificam com fungoes holomorfas f(w) e homogéneas de grau 1, ou seja, restrigoes
de funcionais lineares. Assim, a quantizacao homolorfa de CP" recupera C**!. Para
mais detalhes, ver exemplo na pdg. 189 de [3]. ¢

O exemplo de quantizagao holomorfa que temos interesse é a quantizacao de
orbitas coadjuntas de grupos compactos, que veremos na Secao |4.1]

3.5 Correcao Metaplética

Como vimos na se¢ao anterior, a quantizacao de variedades Kahler, quando possivel,
pode ser feita diretamente. O primeiro passo para possibilitar a quantizacao com
polarizacoes mais gerais € a correcao metaplética, que consiste em modificar a pré-
quantizacdo, afim de obter um produto L? adequado para as secoes polarizadas.
Entretanto, essa correcao introduz mais uma restricao na quantizagao. Cada pola-
rizagao precisa de uma estrutura metaplética para ser possivel a corre¢ao, porém se a
variedade a ser quantizada possuir tal estrutura, podemos induzi-la nas polarizacoes
e seguir com a quantizacao.
Essa correcao também nos leva a considerar um pareamento entre estados quanticos

associados a polarizacoes distintas, que generaliza a transformada de Fourier entre
representagoes coordenadas-momentum. (Secao [3.5])

%-formas

Seja (M, w) uma variedade simplética e P uma polarizagao complexa. Conside-
rando as formas diferenciais complexasﬂ sobre M, dizemos que a € Q& (M) é P-
holomorfa se (X, ..., X;) = 0 sempre que algum X; € P. Ou seja, txa = 0
para todo Xp(M). Em particular, se X;,..., X, € PeY),...,Y; € P entdo

Oé(X1+)/i,...,Xk+Yk>ZOé(Xl,...,Xk).

Denotando por Q%(P) os mapas k-lineares complexos P X o - -+ X P — C, vemos
que toda forma P-holomorfa o define uma a € Q&(P) por restrigio a P. Como
P+ P = T(M), a correspondéncia o ++ & é sobrejetiva, com & = E se e sO se
(= B)|p = 0. Dada a € Q(P), se Z € X(M)C preserva P, ie., [Z,Xp(M)] =0,

podemos definir a derivada de Lie
L@ = Lya,

uma vez que d(tza) e tzda sdo ambas P-holomorfas. Em particular, quando Z €
X5(M) obtemos Lo = Lzda.

Com essa definigao em mente, para cada Z € X(M)C que preserva P e u € Q& (P)
temos a derivada de Lie complexa Lz := Lre 7zt + 1L1m z 4 € satisfazendo a fomula
de Cartan usual Lz = tzdp + d(izp). Quando Z € X5(M) temos Lz = 1zdp.

9Exemplo
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Para n = %dimj\/l, temos o fibrado determinante A" P*, cujas segoes nos dao
formas de volume complexas nas fibras de P. Como dim¢P = n, A" P* é um
fibrado de linhas complexo sobre M. Definimos uma forma sesquilinear (-|-) :
N P* xp N P* — C por

i" (| o) dvoly = fix A pe (3.1)

onde dvol;, = (w/27h)". Quando P é uma polarizagao totalmente complexa, essa
forma é um produto pseudo-Hermitiano, que é nao-negativo, positivo ou nao-degenerado
caso P o seja.

Um fibrado de %—formas de volume para P ¢é um fibrado de linhas complexo
Vdet(P) — M que é raiz quadrada do determinante v/det(P)®2 = A" P*. As
segoes de v/det(P) sdo chamadas de i-formas de volume sobre P e denotamos
VQc(P) := I'y(V/det(P)). Como vemos ao fim do Apéndice , a existéncia de
raiz quadrada de A" P* estd condicionada a uma classe de cohomologia caracteristica

de P em ﬁ2(M; Zs) ser nula e escolhas inequivalentes de raiz estao parametrizadas
por classes em H'(M; Z,).

N.B. Nao devemos confundir %—formas com %—densidades. Lembrando do isomor-
fismo natural Vol(lc/ 2(V)®2 = VolL(V) e que densidades sio, essencialmente, o valor

absoluto de formas de volume, vemos que as segoes de Vol(lc/ *(P) e V/det(P) diferem
por um fator unitario, localmente. Esse fator é o que vem da condigao cohomolégica
citada acima, que é uma condicao mais fina que orientabilidade das folhas reais de

P. *

Dadas duas 3-formas vy, 15 € v/Qc(P) obtemos uma n-forma vyv, € Qg (P) dada
pelo produto tensorial, ou localmente pelo produto usual C*°(U,C) x C*(U,C) —
C>(U,C) em trivializagdes. Por outro lado, dada p € Qf(P) temos uma tunica

Vit € VQc(P), fixada pela escolha de v/det(P). Podemos definir uma derivada de
Lie em vdet(P) satisfazendo

Lyv* =2(Lyv)v.

Similarmente, temos uma derivada covariante natural em +/det(P) determinada
também pela formula

1zd(v?) = 2(Vv)v.
Ainda, quando P é uma polarizagao nao-negativa podemos definir um pareamento
sesquilinear v/det(P) x s Vdet(P) — C

(vilva) := 1/ (VE[13),

que é nao-negativo, positivo ou nao-degenerado conforme P o for.
Supondo que as estruturas envolvidas existam, fixe em (M, w) uma pré-quantizacao
(£, V) e uma polarizagao fortemente admissiveP com fibrado de 3-formas v/det(P).

Definimos o fibrado de quantizagao geométrica (£ ® vdet(P), V) com a deri-
vada covariante satisfazendo a regra de Leibniz

Vx(sv) = (Vxs)v+ s(Vxv).

0Definicao na pag.
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As P-fungbes de onda sao as segoes S € T'y(L ® vVdet(P)) com
VS = 0 para todo X € P.

Como P é fortemente admissivel, o espaco de folhas M /D é uma variedade suave,
D = PNPNT(M). Suponha que vi,15 € v/Qc(P) sejam P-holomorfas, i.e.,
Vxv; = 0 para X € P. A distribuicao D ¢é gerada por campos Hamiltonianos,
cujos fluxos preservam w, P, vy, v5. Assim, a n-forma 7y € invariante por D e
induz uma densidade complexa (v, 12) em M/D. Analogamente, dadas segoes
P-holomorfas sq, s € I'y(L), a fungao (s1|se) desce para M /D — C. Como toda
secio S € Ty (L ® v/det(P)) é, localmente, um produto S = sv, podemos definir o
pareamento L? por

(Sl = [ sl nton.ra).

M/D

Quando P é nao-negativa e nao-degenerada, o pareamento acima é um produto
interno no espago

D= {S € Tp(L @ Vdet(P)). | VX € P, VS = o}

de P-fungoes de onda com suporte compacto. O espago de Hilbert $,eta (M, w, P)
de quantizagao metaplética ¢ o completamento de D com o produto interno L2
acima. Dada f € C*°(M) definimos o operador quantico Q(f) localmente por

Q(f)(sv) := (ihVx,s + fs)v — ihsLx,v.

Assim como no caso holomorfo, Q(f) deixa D invariante quando P é preservada
pelo fluxo de f. A subalgebra de observaveis quantizaveis é

ObSclass(M, w; P) := {f € C®(M) | [Xy, Xp(M)] C Xp(M)}
e a quantizagao metaplética é o mapa Q : Obsgass(M, w; P) — Obs(Hmeta (M, w, P))P.

Exemplo 3.5.1 (Espaco de Fase Canonico). Dada uma variedade simplética (M) w),
suponhamos que temos uma polarizacao real P < T(M) fortemente admissivel, de
modo que @ = M/P é uma variedade suave. Nesse caso, o mapa de restrigao
o — alp nos dd um isomorfismo 7 (A" T*(Q)%) ~ A"(P)*, onde 7 : M — Q ¢
o mapa quociente. Se Q for orientavel, A" T*(Q)® é trivial, e portanto existe raiz
quadrada para v/det(PC).

Em particular, se M = T%(Q) é o espaco de fase canonico e P = V(T*(Q))
a polarizacao vertical, um elemento de volume dvol em ©Q define uma trivializagao
global de A\"(P®)*. Escolhendo a pré-quantizacao trivial como no Exemplo , as
segoes polarizadas S € C°(M,C) sao constantes nas fibras, ou seja, S = 7*s com
s € C*(Q,C). O produto L? é dado por

<<Sl|52>>Lz = / 5189 dvol
Q

e os observaveis cldssicos quantizaveis f € C*°(M) sao fungoes afins na fibras

7(@) = u(n(@)) + 0,(X) = (7*u)(@) + (x"a)(X)
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onde u € C*(Q) e X € X(Q) definem f univocamente. O observavel quantico Q(f)
¢é dado por

QUf)(s) = [—z’th N (u . divX> ]

onde S = 7*s e a divergéncia é definida por Lx dvol = (div X)dvol. Escolhendo
coordenadas de modo que dvol = dg* A - -+ A dg™ localmente, obtemos

QS =4S © QS = —mg‘—;

que nos dao as relagoes de comutacao canonicas. ¢

Estrutura Metaplética

Seja (V,w) um espago vetorial simplético de dimensdo 2n e w® a complexificacao

de w. Um subespago Lagrangiano nao-negativo (resp. positivo) de V& é um
subespaco P C V, que é Lagrangiano em relacio a w, i.e. P+ =P, e iw®(v,v) > 0
(resp. iw®(w,v) > 0) para todo v € P. Denotamos por A(V,w) (resp. £+ (V,w))
o conjunto de subespacos Lagrangianos nao-negativos (resp. positivos) de (VC, w®).
Nao ¢ dificil ver que Z(V,w) é uma variedade complexa com bord(E-] e dimensao
complexa n?, cujo interior ¢ ZT(V,w) e o bordo 0.4V,w) é formado pelos su-
bespagos Lagrangianos realizdveis, i.e., P = PS com Py < V Lagrangiano.

Para uma variedade simplética (M©®" w) escrevemos %, (M, w) := LAT,(M)°)
para cada x € M. Definimos o fibrado de Lagrangianos nao-negativos por
LM,w) = |,em Ze(M,w), que é um subfibrado do Grassmaninano complexo
Gr"(T(M)®). Uma secio 0 : M — A M,w) é nada mais do que uma distri-
buicao suave de subespacos Lagrangianos nao-negativos. Em particular, uma pola-
rizagdo nao-negativa é uma se¢ao de Z(M,w). As defini¢oes andlogas seguem para
LT (M, w).

Sobre A M, w) temos o fibrado de linhas canénico % — Z(M,w) cujos
fibras sao A, py := A" P*. Dada uma secdo o : M — £ M,w), o pullback
o* 2 é o fibrado \" 0* = U,cn \" 0% Temos um pareamento sesquilinear (-|-) :
H X gmw) H — C definido como na equacao (3.1), que é ndo-negativo e sua
restrigao a £ (M, w) é positiva.

Uma estrutura metaplética para (M,w) é uma escolha de raiz quadrada VK
para o fibrado de linhas canénico de A M, w). Dada uma se¢do o : M — LM, w),
o pullback o*v# ¢ uma raiz quadrada de o*.# = A" o*. Ou seja, uma estru-
tura metaplética nos permite obter raizes de \" P* para todas as polarizagoes nao-
negativas de uma sé vez.

N.B. Uma estrutura metaplética em (M, w), propriamente dita, é um fibrado princi-
pal Mp(2n, C) O MpFr®(M,w) — M que é levantamento do fibrado de referenciais
simpléticos complexos Sp(2n,C) & SpFr®(M,w) — M pelo duplo recobrimento
Mp(2n,C) — Sp(2n,C) (grupo metaplético), cuja existéncia é condicionada a uma
classe, caracterfstica de (M,w), em H2(M,Z,) ser nula. O interessante é que uma
estrutura metaplética equivale a escolha de rafz v.#, por meio de raizes do coci-
clo de Cech associado a #. Mais detalhes sobre como estruturas metapléticas se
relacionam a quantizagao podem ser encontrados em [4]. *

IIE a pré-imagem de [0, +-00) por v + iw® (T, v) dentro do Grassmaniano Gr™(V®) de subespacos
de dimensao n.
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Pareamento BKS e a Equacao de Schrodinger

A correcao metaplética ainda nos permite definir um pareamento entre quantizagoes
associadas a polarizacoes distintas.

Seja (M, w) uma variedade simplética com pré-quantizacao (£,V) e uma es-
trutura metaplética. Dadas polarizagoes nao-negativas Py, Po, considere os espacos
D:=DiNDye & :=& + &, de modo que

PinPy=D° ¢ Pr+Py=£r

O par de polarizagdes (P, Ps) é dito fortemente admissivel quando D e £ sao
distribuigoes fortemente integréaveis, i.e., os espagos de folhas M /D e M/E sao
variedades quociente. Nesse caso, dadas %—formas polarizadas v; € v/Qc(Py) e 1 €
VQc(P2), podemos definir uma densidade complexa pu(vy, v2) sobre M /D localmente
por fio = fifs, onde fi, fo, fi2 sdo as expressdes locais de vy, vo, u(vi,15) em
trivializagoes em seus respectivos fibrados (mais detalhes em [4]). Para os fibrados
de pré-quantizacdo corrigidos £ ® v/det(P;) e £ @ v/det(P,) temos um pareamento
de segoes polarizadas dado por

BKS(51]S2) := /M/D (s1]s2) p(vy,ve)

com S; = s5; ®v;, j = 1,2. Vemos que, quando ambas P; e P, sao positivas,
a integral é sobre M. Em geral, a integral pode nao convergir. Condicoes po-
dem ser impostas sobre as polarizagoes para garantir a convergéncia (ver [4] e [3]).
Supondo que a convergéncia é garantida, estendendo aos L?’s, obtemos o mapa
BKS : H(M,w;P;1) x H(M,w;P;) — C chamado de pareamento Blattner-
Konstant-Sternberg. Também obtemos o nicleo BKS que é um mapa K :
HM,w; Py) = H(M,w; Pr) tal que (S1|K S2)) = BKS(S1]Ss). Além dos problemas
de convergéncia ja citados, também nao ha garantia, em geral, de que o pareamenteo
BKS seja sesquilinear, valendo apenas no limite & — 0 (ver Segao .

Uma ideia importante no processo de quantizacao canonica é a correspondéncia
entre a evolucao de estados classica e a evolucao de fungoes de onda, por meio
da equagao de Schrodinger. Mais precisamente, dada uma obersavel classica H €
C>®(M), a evolugdo de qualquer grandeza T € .#(T(M)) relevante ao sistema é
dado pelo fluxo Hamiltoniano % (®%)T. Em particular, qualquer movimento do
sistema vy € C*(R, M) deve satisfazer a EDO 4 = v*Xy.

Fixada H, suponhamos agora que (M, w) admite uma polarizacao nao-negativa
Py tal que Py := (®%)C[Py] é ainda uma polarizagio ndo-negativa com t € (—¢,¢)
para algum ¢ > 0. Para cada t € (—¢,¢) temos um mapa &%, : £ ® v/det(P;) —
L @ v/det(Py) dado pelo pullback do fluxo ®%,. Dada uma funcao de onda S, €
H(M, w;Py) sua evolucao temporal S; € H(M,w;Py) no tempo t € (—¢,¢) é dada
por

St = Kt @2}{50

onde K; : H(M,w;P;) — H(M,w;Py) é o niicleo BKS. Em geral, ndo ha garantia
de que a evolugao temporal Ug(t) : H(M,w; Py) — H(M,w; Py) assim definida seja
unitdria. Quando o fluxo de H preserva a polarizacio P = Py, K = id ¢ 9%, é a
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1
familia de automorfismos de L&+/det(P) gerados pelo operador diferencial %Q(H ),
i

de modo que obtemos a equacao de Schrodinger

. d
Zh—St = Q(H)St
dt
Com esse processo re-obtemos Hamiltonianos lineares no momento para polarizagoes
reais.

Exemplo 3.5.2. Considere uma variedade Q™ com uma métrica Riemanniana 7,
como no Exemplo . O Hamiltoniano H(a) = $n*(o, @) + 7V (a) ¢ quadrético
nas fibras de 7%(Q) e portanto nao preserva a polarizagao vertical. Porém, a pres-
crigdo de Schrodinger (Segao nos dé uma evolugao temporal que é gerada (em

primeira ordem) por um operador

h2 2 1 *
QH)=——7 (V=R | +71V
2 6
onde V? é o Laplaciano da métrica induzido em C*(Q,C) e R € C*(Q) é o escalar
de Ricci. Para detalhes, ver [3]. ¢

3.6 Comentario sobre Functorialidade

Apesar das complicagbes que podem surgir para garantir que o processo de quan-
tizacao geométrica esteja bem posto, ao fim, obtemos uma correspondéncia entre
certas variedades simpléticas e espagos de Hilbert (equipados com subespago denso).
Pode-se perguntar se essa correspondéncia é functorial. Infelizmente, a categoria de
variedades simpléticas com morfismos sendo mapas simpléticos é pequena para ser
dominio de tal functor. Seguindo os trabalhos de Alan Weinstein, para entender
a quantizacao geométrica como um functor precisamos considerar a “categoria”
simplética, cujos objetos sao variedades simpléticas e os morfismos sao relagoes
Lagrangianas My ~ Ma, i.e., subvariedades Lagrangianas de M; x Ms. As aspas
em categoria vém do fato de que as relagoes Lagrangianas nao sao fechadas por com-
posicao, e nao podemos chamar tal estrutura de uma categoria prépriamente dita.
Mais sobre a functorialidade da quantizacao geométrica e outros aspectos estruturais
podem ser encontrados em [13] e [6].



102 CAPITULO 3. QUANTIZACAO GEOMETRICA



Capitulo 4
Aplicacoes

Como a quantizacao geométrica tenta unificar varios modelos de 12 quantizacao,
alguns calculos classicos associados a esses modelos puderam ser reobtidos de modo
sistematico sob a linguagem da quantizagao geométrica. Neste capitulo apresenta-
mos alguns exemplos.

4.1 Quantizacao de Grupos Compactos

Uma ferramenta muito importante na Teoria de Representacoes de grupos de Lie
é o método das orbitas, desenvolvido por Kirillov. O método descreve uma corres-
pondéncia entre representagoes unitarias irredutiveis de um grupo G e uma classe
de érbitas da acao coadjunta. O método pode ser entendido sob a linguagem de Te-
oria de Lie pura ou como um caso particular do processo de quantizacao holomorfa,
fazendo uma ponte entre os formalismos.

As referéncias seguidas para esse assunto foram [2], [3] e [26].

Geometria de Orbitas Coadjuntas

Seja G um grupo de Lie. Lembrando do Exemplo [2.2.3] o espago dual g* de uma
algebra de Lie g de dimensao finita admite uma estrutura de Poisson linear natural
dada por

{f:9} (n) = nlgrad f,,dgrad,],  Vneg", f,g € C™(g")

onde grad f : g — g = g** é a funcao correspondente ao diferencial df por meio
da identificagao T*(g*) = g* x g™*. Essa estrutura de Poisson também é conhecida
como estrutura Lie-Poisson. Desta secao em diante, sempre vamos assumir que
g* esta equipado com essa estrutura. O bivetor II correspondente a esse colchete,
visto como mapa A”>T*(g*) = g* x (/\2 g) = R, ¢ IL,(E A C) =n([&, <))

Em g* temos a representacao coadjunta coAd(g)n = Ad(g~')Tn = no Ad(g™?),
que vamos denotar simplesmente por K := coAd. Dado n € g*\ {0} a drbita
coadjunta passando por 7 é o espaco homogéneo O, = {K(g)n | g € G}, ie.,
é um ponto de (g* \ 0)/ K. Temos uma projecao o, : G — O, dada pelo mapa de
avaliacdo 0,(g) := K(g)n. Pela Prop. [L.5.3] temos um isomorfismo G/Stab(n) ~ O,
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comutando as projecoes

g
/ N Y
G/Stab(n) = > O,

onde Stab(n) age a direita em G. O mapa G 2, O,, ¢ um fibrado principal com grupo
de estrutura Stab(n). A fibra sobre v = K(g)n é a classe lateral o, '[v] = gStab(n).

Para definir a estrutura simplética em O, precisamos de algumas preparagoes.
Considere o bivetor II,(¢,¢) = n([¢,(]) da estrutura de Lie-Poisson em g*. Note
que, visto como forma bilinear sobre g, II, é invariante por Stab(n) e que

(& ) = noad(©) = —K'(€n=0

para qualquer § € stab(n). Como T,(0,) = {K'(§)n | £ € g}, definimos a forma
w € Q*(0,) por

wy (KK (E)n, K'(O)n) = n([€, ¢]) = I1,(€, )

que estd bem-definida ja que K'(&)n = K'(&)n <= & — & € stab(n). O mesmo
argumento mostra que w é nao-degenerada.

Proposicao 4.1.1. A forma w definida em O,, € fechada, i.e., dw = 0.

Demonstragao. Considere o pullback ojw € 0%(G), que vemos ser

(07)g(X,Y) = wic(gn(K' (g7 X) K(g)n, K'(g7Y) K(g)n)
nAd(g~")ad(g ' X),nAd(g ") ad(g'Y))

onde © € Q'(G;g) ¢é a forma de Maurer-Cartan. Vemos que ojw ¢ invariante a
esquerda. Nao s6 isso, como d© = —O([-, -]), segue que (o;w), = —K(g)nodO =
—d(K(g)no©). Como o, ¢ uma submersao, o mapa o : Q*(0,) — Q*(G) é injetivo,
de modo que

oy (dw) = d(o,w) = —d*(K(g)no©) =0
implica em dw = 0. [

Vemos que o par (O,,w) é uma variedade simplética. Dualizando a inclusao
T,(0,) — g* obtemos o0 mapa de restri¢ao g — 1,(0, ), onde vemos os elementos da
dlgebra como funcionais sobre g*. Segue que o isomorfismo (—)* : T,,(O,) — T,(O,)
associa K'(&)n a & T7,(0,)- Isse fato, junto com a férmula que define w, garantem
que a forma simplética associada ao bivetor II é w, onde T;(0,) é precisamente o
espago caracteristico C,(II). Assim, O, contém a folha simplética de (g*, IT) passando
por 7, que é a componente conex(O,,n). Em geral, temos uma projecao entre
quocientes g* /Il — g*/ K. Quando G é conexo, O, é exatamente a folha simplética
e g*/Il = g*/ K é a folheagao simplética.
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Também podemos obter a estrutura simplética na dérbita O, por meio de uma
reducao pré-simplética (ver pag. [2.4.9).

Para n € g*, consideramos a 1-forma ©"7 := —IC(-)n o © e a variedade pré-
simplética (G,dO"). A forma simplética na érbita O,, essencialmente, é imagem de
d®" pelo mapa de orbita o, : G — O,,. Notando que

ker dO7 = (X* € X.(G) | £ € stab(n)),

vemos que as folhas integrais de ker df” sao os cosets gStab(n)? da componente
conexa da identidade no establizador, e a reducao m, : G — M,, nos da a variedade
simplética M, := G/Stab(n)°?. A inclusao Stab(n)? C Stab(n) nos da uma projecao

g
AN
M, Gl » O,

que é um recobrimento — localmente temos 7, '[U] =~ Lo (stabny) U — € preserva
as estruturas simpléticas. Identificando my(Stab(n)) ~ Stab(n)/Stab(n)°, o recobri-
mento M, — O, se torna um my(Stab(n))-fibrado principal.

Exemplo 4.1.1. Considere o grupo SO(3). Identificando s0(3) ~ R? ~ s0(3)* pelo
produto interno do tracgo, a representacao coadjunta é simplesmente a acao usual
por rotagoes SO(3) O R3, cujas 6rbitas sao esferas S%(r) := {z € R? | ||z|| = r},
r € [0,400). Para z # 0, o estabilizador Stab(z) é identificado com SO(2) pelas
rotacoes em {x}+. Parar # 0, a forma simplética da érbita S?(r) é w, = (1/r) dvol,,
onde dvol, = (dz A dy + dy A dz 4+ dz A dz)|s2(,) ¢ a forma de volume em S?(r).

Como a agao adjunta de SU(2) em su(2) = so0(3) se fatora pelo recobrimento
SU(2) — SO(3), as drbitas coadjuntas sao as mesmas. Em termos das coordenadas
complexas

20 2
(_; E H(ZO,ZI)

em SU(2) ~ S? C C?, as formas definidas por n = (0,0,7) € R? sao

0" = ir(2°dz0 + 2 d2t — 20d2° — 21dzt),

dO" = 2ir(dz° A dz0 4 dzt A dzh).

O mapa de érbita SU(2) — O,, que também é o mapa de reducdo, é dado pela
fibracao de Hopf

- 5% 52(7“)

(29 2Y) (2120 4 202102020 — 2021 2012 — |21)R).

As fibras da redugao sdo os circulos {e'(2°,2!) € S? | t € [0, 27]}. ¢
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Acoes de Poisson

Nesta parte vamos entender onde as orbitas coadjuntas de G se encaixam em relagao
a outros sistemas que admitam G como simetrias. Mais precisamente, as érbitas
coadjuntas sao objetos terminais em uma certa categoria de G-espagos.

Fixe um grupo de Lie G com &lgebra de Lie g. Um G-espaco de Poisson é
um par (M, 1) em que M é uma variedade de Poisson com uma agao G O M (a
esquerda) e i : g — C°(M) é um homomorfismo de algebras de Lie comutando o
diagrama

g —F— = (M)
£ e for &
(M)

Um morfismo de G-espagos de Poisson ¢ : (M, fiy) = (N, fixr) é um morfismo
de Poisson ¢ : M — N comutando o diagrama

*

C*(M) 2 C(N)
g

Denotamos por Poisson(G) a categoria de G-espagos de Poisson.

Proposigao 4.1.2. Seja G um grupo de Lie conexo e (M, fin), (N, in) dois G-
espagos de Poisson. Se ¢ : M — N € um morfismo em Poisson(G) entdo é equiva-
riante.

Demonstracao. Dado £ € g, denote por @' e ¥ os fluxos do campo fundamental
gerado por & em M e N, respectivamente. Ou seja, ®* é o fluxo de Xj,,¢) e ¥ é 0
fluxo de Xj, (¢). Como fipg = ¢* ofin €, sendo um mapa de Poisson, g o ®' = Wogp,
temos

p(exp(—t&)zr) = (D' (x))
= U (p(x))
= exp(—t&)p(w)

para todo x € M. Como G ¢ conexo, segue que ¢ ¢ equivariante. O

O resultado acima nos diz que, para uma grupo conexo G, Poisson(G) é uma
subcategoria de G-spaces.

Exemplo 4.1.2. O exemplo mais importante de G-espaco de Poisson é (g*,¢) com
a representagao coadjunta e o mapa de inclusao ¢ : g — C*(g*). ¢
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Seja (M, {-, - }) uma variedade de Poisson e g uma &lgebra de Lie de dimensao
finita. Dada uma funcdo suave p : M — g* (ndo necessariamente morfismo de
Poisson), por dualiza¢ao, podemos definir um mapa linear i : g — C*°(M) com

(&) (@) == pu(x)§ (4.1)

para quaisquer £ € g e x € M. Pela identificagao g = g** C C*°(g*), vemos que [ é
simplesmente a restrigio do pullback p* : C*°(g*) — C°°(M) nas funcgoes lineares.
Desse modo, i induz um homomorfismo de fibrados vetoriais

pu M xg—T(M)
: (‘r=€> = Xﬁ(f)(x)v

cujo mapa induzido g — X(M) : £ — &P+ é dado pela composic¢ao

g —— (M)
£l fror &
X(M)

Note ainda, que p é univocamente determinado por i atravéz da equagao (4.1)), que
é uma equacao R-linear em p. Assim, temos um isomorfismo de espacos vetoriais
C*(M,g") = Lg(g: CF(M)) : pp = .

Dizemos que p € C*°(M, g*) é um mapa momento quando p, ¢ uma agao de
algebra de Lie, ou seja, quando & — £7# é um homomorfismo de algebras de Lie.
Em outras palavras, o subespago de mapas momento em C*°(M, g*) é a pré-imagem
de Homyjearg, (9, C°(M)) C Lg(g; C*(M)) sob p +— . Quando p é também um
morfismo de Poisson, dizemos que i ¢ um mapa momento de Poisson.

Proposicao 4.1.3. Seja (M, { -, - }) uma variedade de Poisson e g uma dlgebra de
Lie. Um mapa momento u: M — g* € de Poisson se, e somente se, o mapa dual i
for um homomorfismo de dlgebras de Lie (g,[-, -]) = (C®(M),{-, - }).

Demonstracao. Se p for um morfismo de Poisson, entao, por definicao, seu pullback
w o C®(g*) — C°(M) é um homomorfismo de édlgebras de Lie. Segue que a
restrigdo i = p*|; & uma subélgebra também é um homomorfismo.

Reciprocamente, suponha que & ¢ um homomorfismo de dlgebras de Lie. Como
o colchete de Poisson em C*(g*) é linear, basta verificar a condigao em fungoes
lineares: dados &,( € g e x € M, temos

(1" {8, CH)(@) = {E, Chge (ul2))
= p(x)[§, C]
= n([&, ¢))(=)
= {n(&), 1(¢)} ()
= ({w& 1 () ().

Concluimos que g é um morfismo de Poisson. O]
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Seja (M, {-, - }) uma variedade de Poisson e g uma dlgebra de Lie. Uma agao
Hamiltoniana de g em M é uma agao p : M x g — T(M) tal que, existe um
mapa momento Poisson p : M — g* que induz p = p,. Note que o mapa momento
pode nao ser unico, ja que dois deles podem diferir por uma funcao genética com
campo Hamiltoniano nulo Xy = 0.

Para um grupo de Lie G, dizemos que uma acao G x M — M é Hamiltoniana
se a a¢ao induzida na algebra de Lie g = Lie(G) for Hamiltoniana. Assim, os campos
fundamentais da acao sao Hamiltonianos.

Em resumo, um G-espago de Poisson (M, 1) é o mesmo que uma ac¢ao Hamil-
toniana de ¢ O M com uma escolha de mapa momento p fixado pela equagao

(D).

N.B. Na literatura também ¢é possivel encontrar uma outra definicao de G-espaco de
Poisson, como apenas uma ag¢ao G O M por automorfismos de Poisson. Deve ficar
claro que para esse tipo de espaco, mapas momento podem nao existir e mesmo exis-
tindo podem nao ser equivariantes. Um trabalho detalhado sobre mapas momento
pode ser encontrado em [25]. *

Exemplo 4.1.3. Considere uma agao G O M. No fibrado cotangente T*(M)
temos uma acao natural gv = vg,;!. Para essa acdo, temos um mapa momento
w:T*(M) — g* dado pela forma de Liouville pu(v)(§) := 6,£7, onde £7 é o campo
fundamental da a¢ao em T*(M).

Em particular, para o grupo de Lie G, o mapa momento definido acima coincide
com a transposta da forma de Maurer-Cartan ©7 : T*(G) — g* : v — 1O, ¢

Exemplo 4.1.4. Seja (V, p) uma representacao unitéria de G. Denotando por (- |- )
o produto interno, vemos que as formas

(-]-)=Re(-]) e wi=Tm{:|)

fazem de V um espaco vetorial Kahler. Como p é unitaria, essa formas sao pre-
servadas pela representagdo. O colchete de Poisson associado a w é {f,g} =
w(grad f,grad g) e a agdo de G é Poisson com mapa momento u: V — g%, u,(§) :=
—i (v|p/(&)v). De fato, basta notar que

grad fu(§)(v) = —ip'(§)v
Escolhendo uma base ortonomal obtemos coordenadas complexas z : V — C" com
w=1 Z dz? A dzi
j=1
que é a forma simplética natural em C" ~ R?". ¢

Exemplo 4.1.5 (Fubini-Study). Considere o espago projetivo complexo CP" :=
P(C™1'). Temos uma estrutura de Kéahler dada localmente pelo potencial

K(w,w) = log (1 + ijﬁ> = log (1 + |w]?)

j=1
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onde w? = 27/2% e [2° : 21 : -+ - : 2"] s@o0 coordenadas homogéneas em CP". Nessas

coordenadas, a forma simplética é escrita

fi N n
_ ¢ v i
w—zaaK— Z Gw’f _dw A dw

kt=1 w'

i~ 5k, whw? —
_ ! _ dw” A dw?

2k;1(1+|wr2 I+ jwpy) "

7 " dw® A dwk - wkwt —
- — ———dwf Aduwt .
2 (; 1+ [w]? k;l 1+ |wpe

Essa estrutura Kéahler é chamada estrutura Fubini-Study. Dada uma repre-
sentacao unitaria (V, p) de G, identificada com C"™! por meio de uma base ortonor-
mal, induzimos uma estrutura Kéhler no espago projetivo P(V), que é invariante pela
projetificacao de p. Obtemos um G-espaco Poisson G O P(V) com mapa momento

1 (§) = =i {wlp'(E)v) /|lv]]*. ¢

Proposicao 4.1.4. Seja G um grupo de Lie com dlgebra g. O espago (g*,t) com a
acao coadjunta é o objeto final em Poisson(G).

Demonstragao. Segue da existéncia e unicidade do mapa momento p: M — g*. O

Proposicao 4.1.5. Seja G um grupo de Lie conexo e (M, 1) um G-espago de Pois-
son com mapa momento i : M — g*. Se a agcao G O M € transitiva, entao:

(a) a imagem plM] C g* é uma orbita coadjunta;

(b) a restrigio M £ u[M] é um recobrimento.

Demonstragdo. (a) Segue diretamente da transitividade da agao com pu[M] = O,
para qualquer z € M.
(b) Denote a restricao por 7 := u|*™Ml. Da férmula

vemos que m ¢ uma submersao, ja que a transitividade de M garante que vetor
tangente a M é imagem de algum campo fundamental (Prop. [1.5.4). Para ver que
7 é imersiva, basta notar que 7,(£(z)) = 0 implica em £ € stab(w(z)) = stab(x),
i.e., &(-) é o campo nulo. Concluimos que 7 é um difeomorfismo local e logo, pela
conexidade de pu[M], é um recobrimento. O

Proposicao 4.1.6 (Corolario). Se um grupo de Lie G € conexo, entdo todo G-espago
de Poisson homogéneo é simplético.

Pensando nos G-espagos de Poisson homogéneos como sistemas classicos G-simétricos
“pequenos”, as Orbitas coadjuntas podem ser entendidas como os menores sistemas
classicos com simetrias por G.
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Polarizagoes Invariantes

Seja g uma &algebra de Lie sobre K = R,C. Dado um funcional n € g* e uma
subdlgebra p < g vemos que

N =0 < 7|y : p = K é uma representagao unidimensional de p.

Quando essas condigoes ocorrem, dizemos que p é uma subdlgebra subordinada a
1. Agora, para uma grupo de Lie conexo G com algebra g, dado n € g*, uma:

e polarizagao algébrica real de n ¢ uma subalgebra p < g subordinada a n
maximal;

e polarizacao algébrica complexa é uma subélgebra p < g© subordinada a
n® maximal.

Considere uma polarizacao algébrica complexa p. Como

([, ¢]) = = (KN (0" (¢) = (W (&, 0,

vemos que 77C|[p7p} = 0 equivale a p ser um subespaco isotrépico de g€ com a forma
pré-simplética complexa (df7)¢. A condicio de maximalidade nos diz que p 2D
stab(n)C (caso contrario p + stab(n)C satisfaz a definigio) e equivale a

1 1
dime p = §(dim(c g© + dimg stab(n)®) = 5(dim G + dim stab(n)).

Agora, considere a distribuicdo complexa P’ := (X¢ € X1(G) | € € p), que ¢ invari-
ante & esquerda e isotrépica em relacdo & (df7)C. Considere a reducio pré-simplética
m, G = M, = G/Stab(n)°. Complexificando a derivada do mapa de redugao para
(7)€ : T(G)® — T(M,)®, vemos que a imagem P” := (m,)SP’ é uma distribuicio

complexa integrdvel e isotrépica sobre M,. Como P’ D ker(df7)¢, a dimensao de
P"é

dim(c 73// = dim(c Pl - dim@ ker(d@”)c

1
= §(dim G + dim stab(n)) — dim stab(n)

1
= 5(dim g — dim Stab()’)
= dim M,,

ou seja, P” é uma polarizacao complexa sobre M,. Como o mapa de redugao é
G-equivariante e p é invariante pela agao adjunta (complexificada) de Stab(n)°?, P”
é uma polarizacao G-equivariante. Se p for invariante pela acao adjunta de Stab(n),
entdao P” desce a uma polarizacao G-equivariante P na 6rbita coadjunta O, por meio
do recobrimento 7, : M, = O,,.

Para grupos compactos, sempre podemos obter polarizagoes Kéhler. Vamos
esbocar a construcao da polarizacao invariante Kahler. Mais detalhes podem ser
encontrados em [3] e [2].

Seja G um grupo de Lie. Um toro em G é um subgrupo 7 C G compacto,
conexo e abeliano. Para G compacto podemos considerar um toro maximal, que é
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simplesmente um toro que é maximal entre todos os toros, ordenados por inclusao.
Todo grupo compacto admite um toro maximal, que é inico a menos de conjugagao.

Dado n € g*, podemos escolher um toro maximal 7 tal que 7 C Stab(n).
Denotaremos sua algebra de Lie por t. Uma raiz de g é um funcional a € (t©)* tal
que o espago

o ={€ € 0" |V et [(.€] = a(Q)€}

é nao-nulo. Denotaremos por A o conjunto de raizes de g, que é nao-vazio, ja
que os operadores ad¢ com ¢ € (t%)* comutam e portanto sdo simultaneamente
diagonalizaveis. Como g tem dimensao finita, é claro que A ¢ finito. Resumimos
alguns fatos bésicos sobre as raizes na

Proposicao 4.1.7. Seja G um grupo de Lie compacto. Com as notagoes acima
temos:

(a) se a € t€ é uma raiz entdo —a =@ também € e §_o = Ga;
(b) os autoespagos g, sdo unidimensionais;
(C) g(C = t(c D @ga;

acA

(d) dadas o, € A temos [ga,85] C Gatp sempre que a + 3 € A € [ga; §-a)] C
g0 := t%, do contrdrio, [ga, gs] = 0.

Se £ € go \ 0, entdo Z, = [£,¢] € t\ 0. Podemos escolher ¢ de forma a ter
a(Z,) =i. Colocando X, = Ref e Y, = Im¢ temos

[XomYa] = Zow [Yay Zoc] = ch [ZOHXOé] = YOM

ou seja, Xg, Yo, Z, geram uma subdlgebra h, C g isomorfa a su(2). A escolha de
Z é completamente determinada pela raiz (com Z_, = —Z,), enquanto X,Y estao
determinados além de rotacoes planas

(X,Y) — (cos(t) X + sen(t)Y, cos(t)Y — sen(t)X)
Como t C stab(n), K'({)n = 0 para todo ¢ € t. Segue que, se £ € g, entao
0=K'()n"(&) = —n"([¢,€]) = —a(O)n°(€), V¢ e t,

de modo que n(§) = 0. Ouseja, n* anula asoma @, ga € stab(n) = tOED,(5.120 Da-
Seja A = {a € A | £n(Z,) > 0}. Como {a,—a} € A} apenas se (Z,) = 0, a
algebra

p=te P o

acA\A,

¢ uma polarizacao algébrica complexa para 7. Considere a reducao m, : G —+ M,
e tome zy = m,(e). O espago tangente T, (M,) ~ g/stab(n) pode ser identificado
com o subespago de g gerado por {X,,Y, | a € Af{ }. Sob essa identificagao, a

polarizacao invariante P induzida por p tem fibra P,y ~ @, ca+ o, € as outras
n
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fibras sao obtidas pela acao de G. Para o € Af; o produto interno da polarizacao é
positivo

in"([Xa +1Ya, Xo — iYa]) = 20°(Z,) > 0.
Em resumo, a polarizacao invariante P é Kahler, qualquer que seja n € g*.

Exemplo 4.1.6 (Estrutura Kéhler de SU(2)). Seguindo o Exemplo4.1.1] considere
SU(2) e n = (0,0,1) € R? ~ su(2). O estabilizador Stab(n) ¢ o circulo diagonal
T = {diag(e™,e™™) | t € [0, 27]}, que é um toro maximal. Escolhendo a base

1 (0 1 1 (0 4 1 (1 0
=5 (a) v=a(lo) =50 D)

vemos que t é gerada por Z e temos duas raizes a(Z) = i e —a. Como o estabilizador
é conexo, M, = O, = S%. A subdlgebra p C su(2)® = slc(2) gerada por X — iV
nos d4 uma polarizaciao invariante P em S2. Utilizando as coordenadas complexas

(20, 21) da identificacio SU(2) ~ S3, podemos identificar S* = P(C?) localmente

com C pelas cartas estereograficas z([20 : 2']) = 21 /2% e Z([2° : 2']) = 2%/2'. Vemos

que a estrutura simplética é dada pela forma w = idz A dzZ e a polarizagao P ¢é

gerada por 2 ou seja, P é o fibrado de vetores holomorfos da estrutura complexa
z
de S2. ¢

Quantizacao Holomorfa de Orbitas Coadjuntas

Seja G um grupo de Lie conexo com algebra g. Vamos considerar a variedade pré-
simplética (G,dO7), onde ©7 = —K(g)n o O, e sua redugio M, = G/Stab(n)°.
Quando Stab(n) é conexo, a redugdo ¢ identificada com a érbita coadjunta O,,. Os
vetores em ker dO" sao as imagens dos campos fundamentais gerados pela acao de
b := stab(n), e as folhas sdo as classes laterais gH de H := Stab(n)°. A condicao de
Bohr-Sommerfeld garante que o valor

Xn(h) := exp (—%L@”>

estd bem-definido para qualquer caminho v : [0,1] — H com 7(0) = e, y(1) = h.
Fica definida uma funcao x, : H — S1. Dado € € b, como ©7(£7) = —n(€) temos

1
§7xn = 21(&)xy, de modo que

Xn(eXp(tf)h) = Xn(eXp(tf))Xn(h)'
Por conexidade, obtemos x,(h'h) = x,(h')x,(h) para quaisquer i/, h € H. Assim, a
condigao de pré-quantizagdo garante um homomorfismo x,, : H — S* com dy,(e) =
;—:th.[. Como 14,07 € Q'(H) é a tnica forma invariante & direita com valor —n na

i
identidade, temos i3,0" = —ihdy,, de modo que a existéncia de x, com valor —n

na identidade equivale a condicao de Bohr-Sommerfeld. Em particular, se & € b
satisfaz exp(2mh) = e entao (i/h)n(2mhe) € 2mihZ, ou seja, n(&) € hZ.
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Considerando a construcao da pré-quantizacao na demonstracao da Prop. [3.3.3
L é o fibrado associado G xX7 C e as segoes ['\((L) podem ser indentificadas com
as fungoes f : G — C satisfazendo f(gh) = x,(h™)f(g), i.e., sdo as fungoes x,-
equivariantes. Obtemos uma representagdo de G em I'y((L) correspondente a agao
regular (gof)(g9) = f(g5'g) em C>(G,C)X». Em outras palavras, é a representacio
induzidaﬂ pelo caracter x,,.

Para obter a pré-quantizacao da érbita coadjunta O,, precisamos de um caractere
Xy : Stab(n) — C definido no establizador todo. Basta estender o caractere obtido
acima (como na Prop. , o que sempre € possivel. Ou seja, a condicao de pré-
quantizacao para a 6rbita O, é exatamente a descrita acima, com Y, substituindo
Xn- Em ambos os casos, a representacao obtida é redutivel.

Como vimos na Secao (3.3, a pré-quantizacao nao é suficiente para satisfazer a
condicao de irredutibilidade Q4. Nesse caso, a subalgebra de observaveis selecionada
para ser quantizada é g, vista como funcgoes sobre a érbita.

Exemplo 4.1.7 (Spin). Considere o grupo G = SU(2). Como vimos no Exemplo
M.1.1] as 6rbitas coadjuntas (O,w) sdo esferas (S%(s),ws) com raio s € [0, +00).
Fixando s # 0, para que ws = (1/s)dvol satisfaga a condigdo de integralidade
devemos ter

11 A7s?
2 yol(S2(s)) =~

h
7 < —7.
27h s < €

- 2mhs 2

Em termos da redugao S — S?(s), como as fibras sao circulos C' = {e(2°,2!) | t €
[0,27]}, a condi¢ao de Bohr-Sommerfeld nos da

1 A 25
onh Jo© " orh J, h
O homomorfismo x, : S* — S! associado a 6rbita S?(s) é xs(e") = exp(—2ist/h) =
(e*)=2s/" As seces de L, — S?(s) podem ser identificadas com as fungoes f : S% —
C que sao ys-equivariantes

f(ze™) = exp(2ist/h) f(2).

Como o espaco de funcoes equivariantes L2-integrdveis tem dimensdo infinita, a
representacgao regular de SU(2) em $ = L?(S?(s); L,) tem dimensao infinita e nao
pode ser irredutivel, uma vez que SU(2) é compacto. ¢

Agora vamos descrever a quantizagao. Seja G um grupo compacto e simplesmente
conexo. Dado n € g*, considere a redugao (G,d0") — (M,,,w). Como visto na Se¢ao
, M, sempre admite uma polarizagao Kéhler. Quando (M), w) é pré-quantizavel,
a quantizacao holomorfa £, é um representacao unitaria de G com dimensao finita.
O Teorema de Borel-Weil (Prop. garante que essa rep. ¢ irredutivel e que
toda unirrep. pode ser obtida dessa forma (ver Secao . Nesse caso, devemos ter

Mn = Onﬂ

!Definicao na pag.
2A Prop. garante que M, é um recobrimento de grau 1 sobre O,, ja que a representagao
definida por M,, é irredutivel e a definida pela érbita é uma subrep. nao-nula.
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Vamos ilustrar como podemos re-obter a informacao da quantizacao holomorfa
a partir de uma unirrep. de G. Seja (V,p) uma unirrep. de G. Dado v € V\ 0
podemos definir u, € g* por

po(§) = ~inte ),

il

Note que p, depende apenas da classe de v em P(V), e fica definido um mapa
p o P(V) — g* Esse é o mapa momento da estrutura simplética Fubini-Study
(reescalada por h) em P(V) associado a agdo projetiva G O P(V)F| Como P(V) é
compacto, escolhendo qualquer métrica invariante em g*, vao existir [Uyay] € P(V)
Com ||ty || = maxpyepv) [|fto|| =: M. O conjunto

Prnax = {[v] € P(V) | ||| = M}

¢ nao-vazio e sua imagem ¢ uma 6bita coadjunta. Os vetores correspondentes aos
elementos de P,,., sao chamados de vetores de peso maximo da representacao.
Para qualquer [v] € Pyax, a quantizagao holomorfa de O,,, nos da uma representacao
isomorfa a (V,p): para cada v € V a fungao f, € C*(G,C) dada por f,(g9) =
(v]p(g)u) é x,-equivariante e polarizada, onde x, : Stab(u,) — S' é o caracter

associado x,(h) = exp <(—z /h) feh @“”). Toda segao polarizada surge dessa forma.

Exemplo 4.1.8 (Spin). Para SU(2), considere a drbita coadjunta de Oy de spin
s = Nh/2. Considerando as se¢oes da pré-quantizagao como fungdes equivariantes

f I C, f(ZOG t7zle t) —e Ntf(Zov zl)’ apolarlzagao holomorfa P = <@7 ﬁ>

em C2 nos d4 o espaco de estados da quantizacao

s = {f € C=(C?,C) | f|ss 6 homogénea de grau N e G_i = i =0, } )
020 0zt

Vemos que $), é o espaco HolPol™ (C?) de polinémios holomorfos homogéneos de grau

N, ie., f(2) = S0 (22N aq,...,ay € C. A dimensio é exatamente
a esperada dim s = N + 1 = 2(s/h) + 1 e a unirrep. de SU(2) é simplesmente a
representacgao regular (U f)(z2) := f(U™'2). ¢

Em geral, para espacos de fase Kéhler, a correcao metaplética difere da quan-
tizagdo holomorfa por um fator topolégico (ver [3]). Em particular, para um grupo
de Lie compacto G, a correcao metaplética nos da uma mudanca de fase em relacao
a quantizagao holomorfa. Suponha que n € g* é regular, i.e., Stab(n) = 7 é um toro
maximal, e seja M, a reducao de (G,dO"). Sejam X;,..., X, € X.(G) vetores inva-
riantes com valor Z,,, ..., Z,, na identidade, onde a4, ..., o, sao as raizes positivas
(Segao , de modo que eles geram a polarizacdo invariante P. Dada 11 € Q¢ (P)
considere seu pullback y1 = 7y em G. A funcio f = (X, ..., X, ) satisfaz

Xef = —iA(6)f onde A=oa;+-+ay,,

para todo £ € t = stab(n). Assim, quando existe estrutura metaplética, as se¢oes do
fibrado de %—formas em M, sao representadas por funcoes f : G — C satisfazendo
X¢f = —1iA(§)f para € € t.

3Exemplo
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Exemplo 4.1.9 (Rotagoes). Para o SU(2), existe estrutura metaplética e as segoes
de v/det(P) sdo representadas por funcoes homogéneas S® — C de grau —1 (ver
[3]). Para o espago de fase O de spin s € %hN , as fungoes de onda sao polinomios
homogéneos S* — C de grau 2sh — 1. ¢

4.2 Multiplicidades de Quantizacoes Equivarian-
tes

Como vimos na secao anterior, o método das érbitas permite obter as unirreps. de
um grupo de Lie a partir da quantizacao de érbitas coadjuntas. Mais geralmente,
podemos considerar a quantizacao em um contexto equivariante afim de obter repre-
sentacoes unitarias. Nesta secao vamos resumir alguns resultados principais sobre
esse processo e relacionar o calculo de multiplicidades de representacoes com um
objeto vindo da quantizacao. A referéncia seguida é [5].

Seja G um grupo de Lie e (M, w) uma variedade simplética com uma agao Ha-
miltoniana de mapa momento p : M — g*. Supondo que (M, w) é pré-quantizavel,
em qualquer pré-quantizagao (£,V) temos uma representagdo natural p : g —
glc(I'm(L)) dada por

1

pES = Ver S + 2l )ES

onde £7 € X(M) é o campo fundamental associado a £ pela agdo e u(-)§ € C°(M)
é a fungdo x — p(z)¢. Dizemos que a pré-quantizacao (£,V) é G-equivariante
quando existe uma acao G O L que faz de L — M um fibrado g—equivarianteﬁ‘] e
que induz a representagao p. Em particular, quando G é simplesmente conexo isso
sempre € possivel.

Exemplo 4.2.1. Dado n € g*, a pré-quantizacao, obtida na demonstracao da Prop.
3.3.3 para a reducio M, = G/Stab(n)" é naturalmente G-equivariante e sua agao
induz exatamente a representagao natural de g definida acima. Ou seja, quando
M,, é pré-quantizavel automaticamente possui uma pré-quantizagao equivariante.
O mesmo vale para a o6rbita coadjunta O,. ¢

Suponha agora que (M,w) é compacta com polarizacao Kahler P e admite
pré-quantizagao equivariante. Se P for G-equivariante, a representagao regular em
I'v(L) induz uma rep. unitaria no espaco de estados da quantizacao holomorfa
ol = Hp, j& que G preserva as se¢oes polarizadas. Assim, vemos que a quantizacao
holomorfa leva espagos de fase com simetrias por G em representacoes unitarias. Va-
mos dizer que uma variedade Kéhler compacta (M, w; P) é G-quantizavel quando
(M, w) tiver acdo Hamiltoniana por G, possuir pré-quantizacao equivariante e sua
polarizacao holomorfa P for equivariante.

O primeiro resultado importante sobre essas representacoes diz que a quantizacao
comuta com tomar pontos fixos, em certo sentido.

4Detalhes na Secio
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Proposicao 4.2.1. Seja G um grupo de Lie compacto. Se (M,w;P) for uma vari-
edade Kahler compacta G-quantizdvel entao existe um isomorfismo natural

hot(M ) G) =~ Hhat(M)/G
sempre que a ac¢ao Hamiltoniana G O M for redutivel.

Demonstragao. Teoremas 3.8 e 5.2 em [5]. O

Aqui, uma agao Hamiltoniana G O M ¢é dita redutivel quando o quociente
p~t0]/G for uma variedade suave com o mapa de projegao p ' [0] — x~1[0]/G sendo
uma submersio. Nesse caso, M G := (u~1[0]/G,wY) é a redugao de Marsden-
Weinstein ou quociente simplético de M por G com a tunica forma simplética
satisfazendo m*w9 = w| p-10- Quando (M,w;P) é G-quantizdvel, as estruturas
descem para o quociente simplético, de modo que M /G é, de fato, uma variedade
Kahler pré-quantizavel e vale o resultado acima.

Mais geralmente, fixada uma érbita coadjunta O C g*, temos o quociente
simplético de M em relagao a O dado por MO := (M x O)//G, onde M x O é
a variedade produto M x O com a estrutura simplética proj’,w — projowe € mapa
momento ®(z,v) = pu(r) —v. Como M JO = 710]/G e d71[0] estd em bijecio
com p O], vemos que M /O é vazia quando a imagem de p nao intercepta a érbita
0.

Suponha que (M,w;P) é G-quantizdvel e O é uma 6rbita coadjunta integral,
com as respectivas pré-quantizacdes £L — M eV — O. No produto M x O temos a
pré-quantizacao £ X V* := proj’ L ® proj,V* com a derivada covariante induzidaﬂ

V xay (projiSi ® projynSa) = proji,(VxSi) @ projySs + projiSi & projo,(Vy Sa).

As secoes polarizadas de £ X V* sao exatamente as secoes que sao holomorfas em
relacao a M e anti-holomorfas em relacao a O. Sob a luz da Prop. podemos
identificar $,01(M JO) com os elementos de o (M x O) que sdo invariantes pela
representacdo de G, i.e., secdes S : MxO — LKV* que sdo polarizadas e S(gz, gv) =
gS(z,v).

Proposicao 4.2.2. Sejam G um grupo de Lie compacto e (M, w; P) uma variedade
compacta Kdhler G-quantizdvel. Dada uma orbita coadjunta integral O C g*, temos
um isomorfismo natural

Hhot(M ] O) ~ Homgep(g) (Dot (O), Hnot(M)).

Demonstragao. Pela Prop. , sabemos que Hyoi(M//G) ~ Hua(M x O)/G.
Podemos ver o resultado notando que £ X V* ~ Hom,ge(V; L) sdo os homomor-
fismos de fibrados vetoriais com a representacao regular (¢7)(v) = ¢gT(g 'v), de
modo que os pontos fixos em Hom,ge(V; L)/G sao exatamente os homomorfismos
G-equivariantes.

Outra forma de obter o isomorfismo é uma construgao explicita: dada uma segao
S € Tymjo (LK V"), definimos o mapa Ts : T'o (V) — I'ax(L) por

To(f)(z) = /O S(z,y)f(y) dvolo(y)

5Exemplo m
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onde dvolp é o volume simplético (reescalado por 27h) em O. Se S for polarizada
e G-equivariante, Ts preserva secoes polarizadas e passa ao L? sendo equivariante,
i.e., um homomorfismo de representagoes. O

De modo geral, dada uma representacao unitaria G O §, para cada unirrep.
G OV temos o valor mg(V) := dimc Homgep(g)(V, ) chamado multiplicidade
de V em §. Como V ¢ irredutivel, todos os elementos de Homgep(g) (V,$) sao
inje¢oes, de modo que a multiplicidade mg(V) nos diz quantas vezes V aparece na
decomposigécﬁ de 9.

Junto com a férmula de dimensao na Prop. que veremos na proxima segao,
o resultado acima nos permite estimar assintéticamente essas multiplicidade com o
volume de M JO. Também temos alguns corolarios.

Proposicao 4.2.3 (Corolario). Sejam G um grupo de Lie compacto e (M,w;P)
uma variedade compacta Kdhler G-quantizdvel com mapa momento p. Dada uma
orbita coadjunta integral O C g*, se O NImgu = J, entao a multiplicidade de
ot(O) em Hpe(M) € nula.

Proposicao 4.2.4 (Corolario). Sejam G um grupo de Lie compacto e (M,w;P)
uma variedade compacta Kdhler G-quantizdvel com mapa momento p. Dada uma
orbita coadjunta integral O C g*, se u~*[O] for um subespago homogéneo principal
em M, entao mg, (m) (Dot (O)) = 1.

Demonstragdo. Basta lembrar que p~ O] estd em bijegao equivariante com ®~1[0],
onde & : M x O — g* é o mapa momento ®(z,v) = pu(xr) — v. Assim, se agdo de G
em p~ O] for livre e transitiva, M /O = ®71[0]/G é apenas um ponto. O

Junto com a Prop. também temos a

Proposicao 4.2.5. Sejam G um grupo de Lie compacto e (M,w;P) uma variedade
compacta Kdhler G-quantizdvel com mapa momento p. Se a agao G O M € transitiva
entao:

(i) p[M] = O ¢é uma drbita coadjunta;
(ii) M L O € um recobrimento;
(i) a multiplicidade mg, ,(rm) (Dot (O)) € igual ao grau do recobrimento.

Demonstragao. As implicagoes (i) e (ii) sdo a Prop. 4.1.5] A implicacao (iii) segue
de, localmente, termos p~[U] ~ |_|§:1 U para U C O, de modo que temos uma

decomposicao V-1 =~ @;’;1 Ly nos fibrados de pré-quantizacao respectivos V —
MelL — O. O

6Ver Prop. m
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4.3 Limites Semi-Classicos

Idealmente, gostariamos que o processo de quantizacao permitesse que resultados
classicos pudessem ser vistos como aproximacoes de resultados quanticos conforme
h — 0, ja que h é um parametro caracteristico da escala em que fenomenos quanticos
se tornam aparentes. Resultados que relacionam valores cléssicos a valores quanticos
por meio dessas aproximacoes sao habitualmente chamados de semi-classicos. As
referencias seguidas nesta segao sao [3], [4] e [6].

Féormula Assintotica da Dimensao

Um resultado heuristico que surge de algumas ideias semi-classicas é que a dimensao
do espacgo de estados quanticos pode ser estimado particionando o espaco de fase
classico em pequenas células com volume miiltiplo de A e contando. Em termos de
quantizacao holomorfa, isso pode ser entendido rigorosamente como a

Proposicao 4.3.1. Seja (M@ w;P) uma wvariedade compacta Kihler pré-
quantizavel. Firada uma pré-quantizagao (L, V) temos uma aprozimagao assintdtica

n

dim¢ Hol v (L%) ~ M vol (M)

n!

com k — oo.

Demonstracao. O teorema de Hirzebruch-Riemann-Roch (ver [55]) nos diz que po-
demos calcular a caracteristica de Euler holomorfa de um fibrado vetorial holomorfo

£

XM, E) = Xn:(—l)j dime H? (M, &),

J=0

onde a cohomologia é de feixes e logo H°(M, £) = Holy(€), como a integral

WM.E) = [ anle) im),
M

onde ch(€) é a classe de Chern de &€ e td(M) a classe de Todd. Para uma pré-

quantizacao (£, V), a classe de Chern ch(£) pode ser representada como exp([w/27h]),
onde [w/2rh] é a classe de Cech integral. Para o produto tensorial L& o mesmo

vale com kw, i.e., ch(L®) = exp(k[w/27h]). Nao precisamos de detalhes sobre a

classe de Todd, apenas que ela independe de k. Para k € N suficientemente grande,

os grupos de cohomologia superiores (H? com j > 0) se anulam, e expandindo a

exponencial em Taylor, obtemos

dimCHole@k)x/ L <k: d )n:k—volh(/\/l)

i Ug) =
ja que a integral de r-formas sobre M se anula para r € N\ {2n}. O

Pensando em A como um parametro de escala livre, o resultado acima pode ser
visto como dime Hol v (£(A)) =~ vol(M)/n! no limite A — 0.
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Aproximacao WKB e Simbolos Oscilatérios

Um processo conhecido para encontrar solucoes aproximadas de alguns tipos de
EDP ¢ a aproximacao WKB. Na fisica, esse método ¢ utilizado para encontrar
autoestados semi-classicos da equacao de Schrodinger. A quantizacao geométrica
nos permite expressar esses estados em termos de objetos geométricos associados a
eles.

Seja (M, w) uma variedade simplética e P uma polarizagdo complexa. Como
vimos anteriormente, a quantiza¢ao metaplética de (M, w; P), quando possivel, esta
definida apenas na élgebra de observéveis Obs(M, w; P) que preservam P. Para uma
polarizacao Kéhler (ou até totalmente complexa) esses observaveis correspondem
aos campos de Killing da métrica, enquanto que para uma polarizacao real sao as
funcoes afins nas fibras da polarizacao. Em ambos os modelos, esses observaveis nao
cobrem exemplos importantes.

Considere a equacao de Schrodinger

d B,
ih§ = = V’S = Q(H)S

para uma particula livre de massa unitaria em R"™, associado ao Hamiltoniano
H(q,p) = %||p||* (na polarizagao vertical de T*(R™) = R*"). Considerando as fungdes
de onda metapléticas sv/dvol, s € C°(R",C), os estados WKB sao fungoes de onda
da forma S, = ¢™(@/"q(q, h)v/dvol, onde a € C®°(R" x [0, +00)) e w € C®(R"). A
equacao de autovalor

h2
EWS +ES=0

nos déd os autoestados estacionarios de Q(H ). Colocando os estados Sy na equacao
de autovalor, no limite & — 0 obtemos

H(q,gradw(q)) = E em ordem A°
e
Legradw(alq, R)? dvol) = 0 em ordem A,

onde grad w = Xy é o campo Hamiltoniano associado. Essas equacoes sao restricoes
em objetos geométricas de T*(R™) que definem S;. Essas mesmas equagoes surgem
para Hamiltonianos gerais, quantizados a partir da prescricao de Schrodinger.

Seja (M@ w) uma variedade simplética com pré-quantizacio (£, V) e estru-
tura metaplética V. # — Z(M). Dada uma subvariedade Lagrangiana A C M,
temos o fibrado de linhas complexo A" T*(A)€ — A cujas secoes Q2(A) podem ser
identificadas com as formas p € QE(M) com p|pa) = 0 (a inversa da restrigao é o
pullback pela inclusao i : A — M). Similarmente ao que foi feito para polarizagoes,
temos um pareamento sesquilinear em ¢ (A) dado por

i" (| p2) dvoly = Ty A pio.
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A inclusao i : A — M nos permite considerar os pullbacks

de modo que i*v.# — A é uma raiz quadrada de A" T*(A)C. A derivada de Lie em
Vdet(A) :=i*v# é definida como para polariza¢oes

Lxv® =v(Lxv).

Denotando L£(A) == i*£ e v/Qc(A) := Tx(v/det(A)), definimos uma fungio de
onda WKB de (M,w), como uma tripla (A, s,v) em que s € T'A(L(A)) é cova-
riantemente constante, i.e., Vru)s = 0, satisfaz (s|s) = 1 e v € v/Qc(A). Dada
H € C®(M), dizemos que (A,s,v) é um autoestado WKB de H se H|j ¢é
constante e Lx,v = 0. Se tivermos uma polarizagao real P < T(M) transversa,
ie., T(A) & P|p = Ta(M), podemos recuperar uma P-fun¢ao de onda a partir de
(A, s,v), estendendo s e v globalmente por transporte paralelo ao longo das folhas
de P, de modo que o produto estendido sv é uma P-funcao de onda.

Mais geralmente, para polarizagoes reais P nao-transversas, a tripla (A, s, v) de-
termina apenas uma P-fungao distribucional. Considere o subespago WKB(A; P)
das P-fungoes de onda WKB s geradas por triplas (Ag, so, ) em que vy tem

suporte compacto e Ag é transversa a ambos A e P. Definimos o mapa Sy :
WKB(A; P) — C por

n/2
S = X (5r5) Gl (@) () ()

:EGA["IAQ

onde a intersecao AN A é discreta pela transversalidade. O mapa Sy, é linear apenas
no limite A — 0, e nao podemos chama-lo de distribuicao apropriadamente. Apenas
em alguns casos particulares é possivel verificar que essa construcao nos da, de fato,
uma distribuigdo em Q = M /P. Mais detalhes em [3] e [4].

Agora, vamos considerar a construcao das funcoes de onda oscilatérias em um
espaco de fase candnico T*(Q), que é o objeto principal de estudo em [6], onde
podem ser encontrados os detalhes da exposicao a seguir.

O Exemplo [2.3.4] nos mostra os dois tipos de subvariedades Lagrangianas mais
simples de 7%(Q). Em geral, temos o seguinte. Seja S C R? um aberto para algum
deNe¢eC>®(QxS). Definimos o conjunto critico C, C Q x S por

Cy:={(q,5) € QxS | dsp(q,s) =0}
9¢

onde dg¢ = Z;;l @dsj é a diferencial parcial em relacao a S. Temos também

diferencial parcial do¢ € I'oxs(projo7™(Q)) com d¢ = do¢ + dg¢. Fica definido
um mapa Gy : Cy — T*(Q) por

Gy(q,5) := dad(g,s)-
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: .. 0 . : _ .
Se as diferenciais d (a—qi> forem linearmente independentes, entao a imagem A, =
s

G4[Cy] serd uma subvariedade Lagrangiana exata (imagem de diferenciais) de 7%( Q).
Nesse caso, dizemos que ¢ ¢é criticamente transversa. Dada uma variedade La-
grangiana A C T*(Q), uma tripla geradora de A é uma tripla (Z,7,¢) em que
7 : Z — Q é uma variedade fibrada, ¢ € C*(Z2) e existem coordenadas locais em
que ¢ ¢ criticamente transversa. Dizemos que ¢ ¢ uma fungao geradora de A em
relacao a fibracao 7 : Z — Q.

Dada uma tripla geradora, um simbolo local para (Z,7,¢) é simplesmente
uma fungao de suporte compacto a € C°(Z x R, C). Para cada k € N, definimos o
espaco WKBF(Q, A; Z, 7, ¢) das %—densidades sobre Q da forma

p= K%, (a( - h)eM)

onde d = rank Z2 = dim Z — dim Q, a € C*(Z x R,C) é um simbolo local, v é
uma %—densidade nao-singular sobre Z com suporte compacto em cada fibra, de
modo que podemos definir o pushforward v € |Q|*/2(Q) por integracio nas fibras,
que é também nao-singular. Definimos o espaco de funcoes de onda WKB k-
oscilatérias sobre A em relagao a (Z,, ¢) por

WKBY(Q,A; 2,7, ¢) := {n € [Q*(Q) | Vf € C(Q), fu € WKB{(Q, A 2,7, 9) } .

Em coordenadas locais Z|y ~ U x S, uma fungao oscilatéria se escreve como uma
integral oscilatéria

w(q, h) = (hkd/2/a(q,s,h)ew(q’s)/hds) v
S

onde ds é o volume euclidiano em S C R? e v € |Q|"/2(U) é ndo-singular.

Para uma subvariedade Lagrangiana genérica A C T*(Q) existem coberturas
abertas localmente finitas {A N U;}jer tais que AN U; é gerada por ¢; € C™(Z;)
relativa a fibragdes 7; : Z; — U;. Definimos WKBF(Q, A) como as %—densidades
sobre @ que podem ser escritas como uma soma finita

¢
= Z gy,
k=1

onde pj, € WKBY(Q, Aj.; 25, T, @5.) € jis---,je € I. Definimos as fungdes de
onda WKB k-oscilatérias sobre A por

WKB*(Q,A) == {p € L*(Q) | Vf € C(Q), fu e WKBE(Q,A)}.

A ideia que esse processo todo da é definir a quantizagao de observaveis como ope-
radores pseudo-diferenciais em L*(Q), de modo que as fungoes de onda oscilatérias

correspondem as projegoes (ft] - )) ;2 ﬁ Analogamente ao simbolo de operadores
Ml 2

diferenciaisﬂ podemos definir um simbolo para esses operadores pseudo-diferenciais,
tomando valores em se¢oes de um fibrado de linhas I. — A correspondente ao feixe

"Secio
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ANTE(Q) — WKBH(U, ANT(Q))/WKBF U, ANT(Q)). Para as projecoes das
funcoes de onda, esse simbolo é dado localmente por

os(p)(a) = a(g, s,0), onde (g,s) € Cy corresponde a a € A.

Nesse caso, os simbolos devem ser interpretados como observaveis semi-classicas, ou
classicas médulo poténcias de h, que podem ser quantizadas a operadores pseudo-
diferenciais.

Considere um grupo de Lie compacto conexo G e uma 6rbita coadjunta O. Con-
siderando a identificagdo T*(G) = G x g*, denotamos por Ap a subvariedade La-
grangiana definida por

Ao ={(g,v)eGxg" |veO,gv=r}

Fixado n € O = O,, temos um difeomorfismo Ao, ~ Stab(n) x O,. Suponha que
O,, ¢ uma O6rbita integral, correspondente a uma unirrep. de peso maximo ma, onde
o é uma raiz positiva integral e seja x,, : Stab(n) — S' o caracter garantido pela
integralidade. Seja 7, : G — S! o caracter multiplicativo associado a unirep. de G,
ou seja, o determinante da rep. induzida por x,. Considerando a fibragao 7 : Ap —
G :(g,v) = g, afungao ¢, = 1, : Ao, — St encapsula as funcoes geradoras de
Aop. Utilizando a formula de Weyl para caracteres ([6]), pode-se mostrar que fica
definida uma funcao de onda oscilatéria

ulg, h) = mm.(x;'e™> /| dvolo |) = 7 (9)V/Idg| € 1212(G),

para h = 1/m, m € Z, cujo simbolo ¢ a i-densidade o(y) € |Q]"/?(Ao),

o(p) = me™24/| dvolp |,

onde A = a;+-- -+, é a soma de raizes positivas associadas ao toro T C Stab(n).
Essa funcao de onda oscilatoria é um caracter distribucional para a representagao
irredutivel associada a érbita O. Mais detalhes em [6].



Apeéendice A

Apeéendice: Teoria de Fibrados e
Conexoes

As referéncias para este apéndice sao [28], [29], [30], [31], [32], [42], [43], [36], [33],
(7], [41], [45], [27], [46] e [48].

A.1 Cohomologia de Cech

Seja X um espaco topoldgico e U uma cobertura aberta de X. Para cada n € N
definimos um n-simplexo de ¢ como uma familia ordenada o = (U;)?_, de abertos
U; € U tais que (_,U; # &. Denotamos por |o| := [)_,U; a intersecdo de
elementos de um n-simplexo o = (U;)?, e por N,,(X,U) o conjunto de n-simplexos,
também chamado de n-nervo de . Para cada n € N definimos o mapa 0; :
N, (X, U) = N,,_1(X,U) por

00 = (Ui)?:o,z‘;éj (j=0,...,n)

para cada o € N, (X,U).

Consideremos agora um feixe de grupos abelianos A : Op(X) — Ab sobre X.
Uma n-cocadeia de Cech em relacdo a U com coeficientes em A é uma
familia indexada a = (ao)sen,(xu) com a, € A(|o]) para cada o € N,(X,U).
Denotamos o conjunto dessas n-cocadeias por C"(X ,U; A), que com as operagoes
componente-a-componente, forma o produto direto de grupos

crxu;A) = [ Alel).

€N (X U)
Para cada n € N definimos um operador de cobordo 8, : C*(X,U; A) — C"(X,U; A)
por

n+1

(6n0)o = Y (=1 A(ijo]0,01)00,0

J=0

em que ij,|9,0) ¢ a inclusio de |o| = ) U; em [9;0] = iy Us com o = (U;)1)
i#]
e A(ijg)jo,01) : A(l0j0]) — A(lo|) o mapa de restricao associado. Assim, o par

123
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(C(X,L{;A),é), com
C(X.U; A) = P CH (X, U; A)

neN

e ¢ definido em cada componente por 6,,, forma um complexo de cocadeias chamado
de complexo de Cech relativo a U com coeficientes em A. Vamos verificar
que C(X,U;A) é de fato um complexo: dado a € C*(X,U;A) e 0 € Nyia( X, U)
calculamos

n+2

(6%a), = Z(_l)]A(iIJH@'Ul)((M)ajm
§=0
n+1

(60)a,0 = D _(=1)" Alj0,010:0;01)00,0,0
i=0
n+2 n+1

. (0%a), = Z Z "™ A (ijo1.0,01)A(ij2;01 100,01 00:0;0

7=0 =0
n+2 n+1

=D (V)™M Ao 0,0,0)00:0,0

7=0 =0

n+2
= Z <Z(—1)i+j¢4(ia,|8¢6j0|>a’3i3j0 + Z(_l)i+j—1A<iU|7|3iajg|)aai3jg>

7=0 \i<j i>j

n+2
= Z <Z D)™ A(ijo110:0,01)@010,0 — Z(—l)i+j«4(i|o,|aiajo|)aaiaja)

i<j i>j

= 0.
Tendo o complexo de cocadeias de Cech

COX, U A) —Os o O XU A) O O (XU A) 0

ficam definidos os cociclos e cobordos

7"(X,U; A) = kerd,

B"(X,U; A) :=imgd,_,
e os espacos de cohomologia H™(X,U; A) := Z"(X,U; A)/B"(X,U; A), resultando
na sequéncia exata
6 DRI 6

HY(X,U; A) s H'(X,U; A) o, 01X, U; A) o,

g

que é chamada de cohomologia de Cech relativa a i/ com coeficientes em A.
Considere agora o conjunto

Cober(X) := {Z/l e P(Ix) | UL{ = X}
de todas as coberturas abertas de X. Em Cober(X) definimos uma ordem < por

UV <= VWeV JUcU, VCU,
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ou seja, U =V se e s6 se V é um refinamento de . Sendo uma pré-ordem, podemos
considerar Cober(X) como uma categoria naturalmente. Ainda mais, dadas duas
coberturas U, V, a cobertura W = {U NV }yey vey ¢ um refinamento de ambas U
e V. Desse modo Cober(X) é um conjunto direcionado.

Agora, dados U = V, para cada V € V escolhemos um Uy € U com V C
Uy. Mais precisamente, existe uma funcao f : V — U com V C f(V), chamada
funcdo de refinamento. Para cada funcao de refinamento definimos um mapa f* :

C(X,U; A) = C(X,V; A) por
(f*a)y = as()

onde o = (Vi)izo e f(0) := (f(Vi))",, para cada f € C*(X,U;A), 0 € No(X, V) e
n € N. Para ver que f* é de fato um morfismo de complexos, basta calcular

(f*6a), = (6a) (o)

n+1

=D (1 Ali50)110, 100120, (o)
j=0

n+1

= > (=1 Alif(o1). (0,00 @500
=0
n+1

— Z(—l)jA(i|a\,|aja|)(fﬁa)aja

J=0

= (5fﬁa)0-

Sendo um mapa de complexos, f* induz um mapa nas cohomologias f* : H(X,U; A) —
H(X,V; A).

Proposicao A.1.1. Seja X um espaco topoldgico e A um feize de grupos abelianos
sobre X. Dadas duas coberturas U,V € Cober(X) tais que V € refinamento de U,
para quaisquer fungoes de refinamento f,g:V — U temos f* = g*.

Demonstracdo. Basta mostrar que f* e g* sdo algebricamente homotépicos, i.e.,
existem mapas h,, : C"(X,U; A) — C" 1 X, V; A) tais que ff—g% = 6, 1hp—hyp 16,

Cn (X, U A) —Oy CrHL(X, U A)

n

(hn@)o =Y (=1Y A(ii1(0)10, o)) F2); (o)

j=0

9(V;),...,g(V;)), para cada cocadeia a € C*(X,U; A)
) O
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Desse modo, se V é um refinamento de & obtemos um tinico morfismo H (X, U; A) —
H(X,V; A) entre as cohomologias.

Fixado um espago topolégico X e um feixe de grupos abelianos A : Op(X) — Ab,
definimos a cohomologia de Cech sobre X com coeficientes em A como o
limite direto

H(X;A) :=limH(X, —; A)
do functor Cober(X) — CoCh(Z) dado por d =V — (ﬁ(X,M; A) — H(X, V;A)).

Proposicao A.1.2. Seja X um espaco topologico. Para qualquer feize de grupos
abelianos A em X, temos um isomorfismo natural

(X A) ~ A(X).

Demonstragio. Basta notar que HO(X,U; A) = Z°(X,U; A) ~ A(X) independente
da cobertura Y. De fato, dado um O-cociclo (ay)yeu {z} podemos definir uma se¢ao
a € A(X) tal que aly = ay. Como

aylvay — ay|vay =0

para U NV # @, a secao a estd bem definida. Por outro lado, dada uma secao a €
A(X), definimos o 0-cociclo pela mesma equagao aly = ay. Agora, se escolhermos
um refinamento V de U, os cociclos relacionados pelo morfismo H(X,U;A) —
HO(X,V; A) definem a mesma secao em A(X), e vice versa. O

Seja X um espaco topoldgico. Dados dois feixes de grupos abelianos A e B sobre
X, um homomorfismo de feixes ¢ : A — B define um homomorfismo de complexos

C(X,U; ) : C(X,U; A) — C(X,U; B) por
(%)oeNn(x,U) = (90|a|aa)aeNn(X,u)-

Desse modo, obtemos um functor covariante C(X,U;—) : Shx(Ab) — CoCh(Z), que
desce para a cohomologia H(X,U;—) : Shx(Ab) — CoCh(Z). Como os morfismos
em Shx (Ab) comutam com as restrigoes, obtemos ainda um functor

H(X;—) : Shx(Ab) — CoCh(Z)
(A5 B) e (T 4) A, (X 5))
Dado 3 € H(X;B), os elementos de H(X;¢) '[8] € H(X;A) sdo chamados -

refinamentos de 3. Em particular, para um n-cociclo [b] € H*(X;B), b =
(bs)oen, (xu), vemos que um -refinamento de [b] é da forma

la] € I:I”(X;.A) com @ = (Go)oen, (Xu)> Plo|(Go) = bo-.

Para feixes de grupos nao-abelianos, a cohomologia de Cech s6 pode ser definida
de forma simples até grau 1, e nao é exatamente o sentido usual de cohomolo-
giaﬂ Dado um feixe de grupos G : Op(X) — Grp definimos os grupos de cocadeias

Wer [48].
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C™"(X,U;G), n = 0,1,2, por produto direto dos G(|o|), como anteriormente, e defi-
nimos os mapas dg, 01 por
(doa)w,v) = avlv(avlv) ™,
(019)wvw) = gvw)lorvew (gww)lvavew) ™ 9w luavaw,
para a = (aU)UENo(X,Z/l) e g= (g(U,V))(U,V)EVNl(X,Z/{)' Denotvando Z"(X,Z/{, g) := ker 5n7
n = 0,1, definimos uma agao & esquerda Z°(X,U;G) O Z'(X,U;G) por
(a-9)wv) = avlvav gwv) (av|vav) ™.
A cohomologia de Cech sobre X em relacdo a U e coeficientes em G ¢é
definida em grau 0 e 1 por
HY(X,U;G) == Z°(X,U; G)
H'(X,U; G) = ZH(X, U )/ 2°(X, U3 G)
onde o quociente é pela acéo definida acima, e o mapa H° — H! é constante na classe
da identidade de Z'. Note que H'(X,U;G) nao é um grupo e apenas um conjunto.
Definimos a cohomologia de Cech sobre X com coeficientes em G, em grau
0 e 1, como limite direto nos refinamentos
H(X;6) = lim HO(X, —G),
HY(X;G) := li_n>11:Il(X, —:G).
Novamente, H? acima é um grupo enquanto H! é apenas um conjunto. Assim como
no caso abeliano, temos a

Proposicao A.1.3. Seja X um espaco topologico. Para todo feize de grupos G
sobre X, temos um isomorfismo natural

HO(X;G) ~ G(X).

Demonstracao. Mesma demonstracao do caso abeliano. O]

Exemplo A.1.1. Dado um grupo topolégico G, para todo espaco topolégico X
podemos definir o complexo de Cech com coeficientes em G por

C(X;G) = C(X;Cx(—,Q))
onde Cx(—,G) : U — C(U,G) é o feixe de fungoes continuas de X em G. Em

particular:

e se G tem a topologia trivial, C(U, G) = F(U, G) tem todas as fungoes;

e se GG tem a topologia discreta, C(U,G) = Gy (U) tem as fungdes localmente
constantes e C'x(—,G) é o feixe constante G y.

¢

Exemplo A.1.2. Sejam M e F variedades suaves. A cohomologia de Cech H(M; Diff (F))
do complexo nao-abeliano C(M; Diff(F)), onde vemos Diff (F) com a topologia tri-
vial, surge naturalmente na teoria de fibrados, sendo essencial no resultado classifi-

catério Prop. [A.2.4] ¢

Exemplo A.v1.3. Para uma variedade M e um grupo de Lie g, deﬁnin}os a coho-

mologia de Cech com coeficientes suaves em G por Hooo (M; G) := H(M; C5(—, G)).
¢



128 APENDICE A. APENDICE: TEORIA DE FIBRADOS E CONEXOES

A.2 Fibrados

Uma variedade fibrada ¢é simplesmente uma submersao suave sobrejetiva 7 : & —
M. A variedade £ é chamada de espago total e M, de espago base. Para cada
p € M, a pré-imagem 7 '[p|] =: £, é chamada de fibra passando por p. Sendo
uma submersao suave, cada fibra é naturalmente uma subvariedade do espaco total
com dimensao dim & —dim M. A dimensao das fibras também é chamada de posto
ourank de 7 : & - M.

Dadas duas variedades fibradas 7 : X — M e p: Y — N, definimos um mapa
fibrado como um par (f, fg) de aplicagoes suaves f: X — Ve fp: M — N com
po f= fgom, ouseja, comutando o diagrama

f

Xr———)

™ M
[
M—— N
Dizemos que f recobre fg. Note que, como m é sobrejetiva, a funcao fp fica
univocamente determinada por f, sujeita a condigao de recobrimento. De modo
equivalente, f é um mapa fibrado recobrindo fg se f[X,] C V() para todo p € M.
Ficam definidas funcoes f, : X, — Yy () que sao restricoes de f nas fibras.
Denotaremos por FM a categoria de variedades fibradas com mapas fibrados
como morfismos. Fixada uma variedade M, denotamos ainda por FM, a categoria
de variedades fibradas com espaco base M e morfismos recobrindo a identidade id 4.
Os isomorfismos de FM, sao chamados de equivaléncias.
Seja m : £t — M) uma variedade fibrada. Dizemos que uma carta (V,y)
de £ estd adaptada a 7 se existe uma carta (U,x) de M tal que #n[V] = U e

X o T = proj,, oy, onde proj,, : R™ — R™ ¢ a projecio proj,,(a',...,a™™) =
(a',...,a™). Note que sob a condi¢ao de ser uma carta adaptada, (V,y) define
(U,x) de modo tinico. Por isso, é comum denotar o sistema de coordenadas y por
(u,...,u™ gyt ... y") com ul = x' o,

Seja m : £ — M uma sobrejecao suave. Um atlas fibrado para 7 é um atlas
suave A para £ tal que as cartas de A sao todas adaptadas a . E facil ver que a
existéncia de um atlas fibrado para m é equivalente a ser uma variedade fibrada, ja
que a existéncia de cartas adaptadas equivale a 7 ser uma submersao.

Agora considerando 7 : £ — M apenas uma funcao suave, definimos o conceito
de se¢ao. Uma segao local de 7 é uma aplicacao s : U — £ em um aberto U C M
tal que mos = iyy. Denotamos por I'yy(7) o conjunto das se¢oes suaves de 7 definidas
em U. Se U = M, dizemos que s é uma secao global.

Proposicao A.2.1. Uma sobrejecio suave © : EM — M) ¢ uma variedade
fibrada se e somente se, para todo v € & existe uma se¢ao local s € Ty(w) tal que
v € Img s.

Demonstracao. Suponhamos que 7 seja uma variedade fibrada. Dado v € &, toma-
mos uma carta adaptada (V,y), com (U,x) sua carta correspondente em M. Seja
v x|U] — y[V] a funcdo dada por

wat,...,a™) = (a',...,a™ v ... 0"),
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onde v = y(v), i =1,...,n. Desse modo, a fungio s, : U — &, dada por

1 1

so(p) =y torox(p) =y (= (p),...,x"(p), v}, ... 0",

é uma secao suave de m com s,(m(v)) = v.

Reciprocamente, suponhamos que existam secoes suaves tomando valores em
todo elemento de £. Dado v € &, seja s : U — £ uma secao local com s(p) = v, p =
7(v). Como 7o s = iy, sabemos que 7, o s, = iy ¢ a inclusao do fibrado tangente
de U no de M. Em particular, m., o s., é a identidade de T,,(U) = T,(M), e logo
T € sobrejetiva. Pela arbitrariedade de v € £, segue que 7 é uma submersao. [

Seja m : £ - M uma variedade fibrada. Dada uma variedade F, uma trivia-
lizagao (local) de m com fibra (abstrata) F ¢ um par (U, ¢) com U C M aberto
e ¢: 7 '[U] - U x F um difeomorfismo tal que proj; o ¢ = m, i.e., o diagrama
abaixo comuta

1) © L UxF
RUAUU

Para cada p € U, fica definido um difeomorfismo ¢, : £, — F por ¢(v) = (p, ¢,(v)),
v €&, =r"'p]. Um FB-atlas com fibra F para 7 ¢ uma familia ¥ de trivia-
lizagoes para m com fibra F tais que U(U,¢)efo = M. Se existe um FB-atlas com
fibra F para 7, dizemos que 7 : £ = M é um fibrado suave com fibra F.

Denotaremos por FB a subcategoria cheia de FM cujos objetos sao fibrados su-
aves. Fixada uma variedade M, temos também a categoria FB A, dos fibrados com
base M e morfismos recobrindo a identidade.

™

Exemplo A.2.1. Dadas quaisquer variedades M e F, o produto M x F tem
naturalmente uma estrutura de fibrado com a projecao proj,, : M x F — M :
(p, z) = p. .

Exemplo A.2.2. Um fibrado F ~ & 5+ M ¢ dito trivial se existir uma equi-
valéncia de fibrados £ ~ M x F, ou seja, se existir uma trivializagao ¢ : £ - M X F
globalmente definida. ¢

Exemplo A.2.3. Seja 7 : £ — M um fibrado. Dada uma subvariedade & C M,
definimos a restricao de 7 sobre S como o mapa 7r|ﬁ,1[s] S = S, que

verifica-se facilmente ser um fibrado. E costume denotar o espaco total do fibrado
restrito por 7 ![S] =: €|s. Também vemos que as inclusoes Els — £, § — M
formam um mapa fibrado. ¢

Exemplo A.2.4. Seja 7 : £ — M um fibrado. Um fibrado g : X — § em que
X C € eSS C M sao subvariedades e p = 7T|‘§( ¢ dito um subfibrado de 7. Segue
que as inclusoes X — &£, § — M formam um mapa fibrado. Em particular, todo
fibrado restrito £|s é um subfibrado. ¢

Exemplo A.2.5. Seja 7 : £ — M um recobrimento suave, isto é, é uma sobrejecao
suave tal que, existe um conjunto A e, para todo p € M, uma vizinhanca conexa
U € M, de modo que 77 [U] = | | ., Ux e 7|g, seja um difeomorfismo. Em outras
palavras, fazendo de A uma variedade discreta, o mapa ¢ : 7 1[{U] — U x A, dado
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por ¢(x) := (mw(x),\) para x € Uy e A € A, é um difeomorfismo com proj;; o ¢ =,
i.e., uma trivializagao local de . Vemos assim que um recobrimento é simplesmente
um fibrado com fibra discreta. ¢

Para cada FB-atlas ¥ de um fibrado 7 : £ =& M, temos uma familia

{rws | (V,9), (U, 9) € T}

de fungoes 7y : UNV — Diff (F) dadas por 7y (p) = ¥,0¢, " para UNV # @. Desse
modo, temos a expressao ¥ (p, Tys(p)v) = ¢~ (p,v) para (p,v) € (UNV) x F. Por
isso, as funcgoes 7,4 sao chamadas de mapas de transicao.

Indo na direg¢ao contraria, considere variedades M e F e uma cobertura {U; };es
para M. Uma familia de transi¢oes com fibra F relativa a {U;};,c; é uma
familia de funcoes {7;;}:jer de fungodes 7;; : U; N U; — Diff (F) satisfazendo

e 7,/(p) = idF, para quaisquer p € U;, i € [;

o 7,;(p) oTjk(p) = Tik(p), para todo p € U; N U; N Uy e quaisquer ¢, j, k € I com
UnNnU;NU, # 2.

Proposicao A.2.2. Sejam & um conjunto, M e F wvariedades, m : € — M uma
fungao sobrejetiva e ¥ = {(U;, ¢;) }ier uma familia de pares de abertos U; C M e
bijecoes ¢; : m U] — U; x F, tais que |J;c; Us = M e projy. o ¢; = 7T|7({21[U¢}' Se
0s mapas ¢;j o ¢; ' = (U;NU;) x F — (U;NU;) x F sdo difeomorfismos, para cada
t,7 €1 com U;NU; # @, entao existe uma unica estrutura diferencial suave para €
fazendo de m : & — M um fibrado suave e de ¥ um FB-atlas para .

Demonstracdo. Aqui vamos dar um resumo da demonstracao, ja que ela envolve
muitos detalhes notacionais.

Para dar uma estrutura de variedade a £ basta construir um atlas suave. Tome
atlas A e B para ambas M e F. Restringindo aos dominios apropriados e compondo
com os mapas ¢;, obteremos um atlas C para &, cujas mudancas de cartas serao
difeomorfismo suaves, uma vez que os mapas ¢; o ¢, ! s30 difeomorfismos. Tomando
o atlas maximal compativel com C, obtemos uma estrutura diferencial suave para
&, e nela os mapas ¢; sao automaticamente suaves. Segue ainda que a projecao 7 é
suave por ser uma colagem de mapas suaves projy. o ¢; = Wil[(m.

Para mostrar a unicidade, tome um outro atlas suave C; para £ fazendo de
m: & — M um fibrado e de ¥ um FB-atlas. Por hipdtese, as trivializagoes de T
sao difeomorfismos em relacao a C;. Como as cartas em C sao compostas de cartas
de M e F com trivializacoes, C e C; sao compativeis e geram a mesma estrutura
diferencial. ]

Exemplo A.2.6. O resultado acima garante que todo recobrimento topolégico 7 :
& — M, cuja base é uma variedade, admite uma tnica estrutura suave para £ que
faz de m um recobrimento suave. ¢

Proposicao A.2.3. Dadas variedades M e F, {U;}ie; uma cobertura de M e
{7i;}ijer uma familia de transicoes com fibra F relativa a {U,}icr, existe um unico
(além de equivaléncia) fibrado F ~ & = M adimitindo um FB-atlas com as
transicoes dadas.
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Demonstragdo. Consideramos a uniao disjunta X = | |, ;(U; X F) com a topologia
natural e uma relacao ~ em X dada por

(i,p,x) ~ (j,q.y) = p=qeUNU;ey=Tup)(z).

Seja £ == X/~ em: & — M a fungdo dada por 7[i,p,x] = p, onde [i,p,z]| é a
classe de equivaléncia (i, p, x). E imediato ver que 7 é sobrejetiva. Note agora que,
o mapa quociente X — &, quando restrito a U; x F — (U; x F)/~ = 7 ![U;] nos
d4 uma bijecao (p,x) — [i,p,z]. Denotamos por ¢; : 7 1[U;] — U; x F a inversa
dessa bijegao, i.e., ¢; : [i,p, x] — (p, x).

Afirmamos que T = {(U;, ¢;) }ies satisfaz as condigoes da Proposi¢ao De
fato, se U; N U; # @, entao

(5" (p. ) = ¢i[7.p, 2]) = d([i. p. 75 (p) ()]) = (p, 73;(P) (7))

parap € U;NU; e x € F, de modo que a familia de transi¢oes associada a ¥ ¢é de fato
{7i;}ijer- Obtemos assim um fibrado suave F ~» & 5 M admitindo as transicoes
{7ij}ijer em algum FB-atlas.

Para a unicidade, tomamos um fibrado F ~» P < M que admite um FB-atlas
{(Ui, i) }ier cujas transicoes sao {7;;};jer. Definimos um mapa fibrado f : &€ — P
por

I/_1 Ui —
flﬂfl[[Ui]] = 1/11 Yo b

para cada i € I. Isso esta bem-definido j& que, para as restrigoes em 7 '[{U; N U, —
v HU; N U] temos

(5" 0 d3)([i, p,2]) = (¥ 0 ) ([4, p, 75:(p) (2)])
= ¥; " (p, 7(p) (7))
= ;' (p, @)

= (¢ 0 9i)([i,p, z]).

Segue diretamente que f é um difeomorfismo. Resta verificar que v o f = w. Temos

(v o F)([i.p.al) = (vou ' o di)([ip,a])
= (¥ (p )
=p

= m([i, p, x]).
[l

Uma versao mais estrutural do resultado acima é apresentada na proposicao a
seguir. Para detalhes sobre a cohomologia de Cech, ver Apéndice

Proposicao A.2.4. Sejam M e F variedades suaves. Denotando por FBy(F) a
categoria de fibrados sobre M com fibra abstrata F, temos uma bijecao natural

FBu(F)/iso ~ HY(M; Diff (F)).
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Demonstracdo. Seja F ~» & = M um fibrado suave com um FB-atlas T. Denote
por U = {U}weex a cobertura de M associada a ¥ e para cada aberto U € U,
escolha uma trivializagao (U, ¢y) € T para formar um FB-atlas Ty = {(U, ¢v) }veu
sem repetigdes de abertos. Tomando as transi¢oes Ty : U NV — Diff(F) de T,
obtemos uma 1-cocadeia de Cech 7 = (Tuv)(W,vyen, (xu) com coeficientes no feixe
U — F(U,Diff (F)). Vemos facilmente que 7 é um cociclo, ja que

(57')UVW — TVW‘UOVHW@’UW|UﬁVﬂW)7lTUV|UﬂVﬁW = idf, V(U, Vv W) S N2(M,u)
Ty = idF, YU € No(M,U)
TUW\UmVnW = TUV’UﬂVﬁW TVW’UﬁVﬂWa V(Ua Va W) € Nz(M,z/{)

Agora, considere a classe de cohomologia [t]; € HY(M,U;Diff(F)) e a classe
limitrofe [r] € H'(M;Diff(F)). Suponha que temos outro FB-atlas T; C T com
outra escolha de trivializagoes (U, 1y ) sem repeticdo de abertos e denote por a =
(aUV)(U,V)E M (Mu) O cociclo de transigoes associado a €. Desse modo temos

agy (p) = Yup © Py,
= Yup © Gy © Gup © By, © Gy 0 Uiy
= (Yup 0 ¢E,1J) o 1yv(p) o (¢vyp 0 @W;)
= (Yup © Gy,) © Tov (p) © (Yvp 0 Pvp)
para todo p € U N'V. Definindo o 0-cociclo A = (Av)veny(mu) por
Av : U — Diff(F)
L P Yup © By

vemos que o = \ - 7, de modo que [a]y = [7]y e [o] = [r] € HY(M;Diff(F)). O
mesmo argumento mostra que, escolhendo outro FB-atlas com fibra F arbitrario
T’ # % resulta na mesma classe [7]. Assim, para cada fibrado com fibra F sobre
M, obtemos uma tnica classe de cohomologia de Cech néo-abelinan sobre M com
coeficientes em Diff (F). Para definir o mapa FB(F)/iso — H'(M; Diff(F)), resta
mostrar que fibrados equivalentes definem a mesma classe de cohomologia.

Dados F ~ & =% M, i = 1,2, suponha que temos uma equivaléncia f : & — &,.
Tomando FB-atlas T, %, para &, . Podemos supor que ambos definem a mesma
cobertura U e ambos nao tém repeticao de abertos, caso contrario podemos refinar
as coberturas, para uma em comum, e os atlas, retirando trivializacoes. Denotando
as trivializagoes por (U, ¢y) € Ty e (U, Yy) € Tq, para cada U € U temos um mapa
Av U — Diff(F),

Avu(p) = vupo fpo ¢(;;17
Fica definido um 0-cociclo A = (Ay)ven,(mu), que por construgao, satisfaz o/ =
A -7, onde 7 e a sao os 1-cociclos associados a ¥y e Ty, respectivamente. Em
resumo, & e & definem as mesmas classes de cohomologia em H'(M; Diff(F)).
Obtemos assim um mapa natural FB(F)/iso — H'(M;Diff(F)). Para definir o
mapa inverso, basta utilizar a Proposicao acima para construir um fibrado
que admite 7 como familia de transicoes, onde é um cociclo representativo 7 de

(7] € HY(M; Diff(F)). O
N.B. No resultado acima, a fibra abstrata F é, de certo modo, insubstancial, ja
que FB((F) = FBup(F) para F ~ F' difeomorfas e Diff(F)(7) ~ Diff(F')(2) sdo
isomorfos como feixes sobre M. *
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A.3 Fibrados Vetoriais

Um fibrado vetorial de posto n é uma quintupla (£, M, 7, +,-) em que 7 : £ —
M é um fibrado, + : £ X, & — £ é um mapa fibrado e - : R x £ — £ é uma funcao,
satisfazendo as propriedades:

(VB1) para todo p € M, as restrices + : £, x &, = Eye- 1 Rx & = &,
fazem da fibra £, um espaco vetorial real de dimensao n;

(VB2) para todo p € M existe uma trivializagao local (U, ¢), ¢ : 7 U] —
U x R", tal que ¢, : & — R" ¢ um isomorfismo para cada g € U.

O par de operagoes (+,-) é chamado de estrutura vetorial de £. Note que se
trocassemos R™ por qualquer espaco vetorial real de n-dimensional V nada mudaria
nadefinicdo. Assim, denotaremos um fibrado vetorial por V ~» £ = M, onde a fibra
ser um espago vetorial indica implicitamente que uma estrutura vetorial esta sendo
considerada, salvo menc¢ao do contrario.

Dados dois fibrados vetoriais X = M e Y £ N, definimos um mapa fibrado
linear f : X — ) como um mapa fibrado tal que as restri¢oes as fibras f, : X, —
Y5 (p) 520 aplicacoes lineares. Um homomorfismo de fibrados vetoriais serd um
mapa fibrado linear recobrindo a identidade.

Assim, denotaremos por VB a categoria de fibrados vetoriais com mapas linea-
res como morfismos, e fixada uma base M, denotaremos por VB ,, a categoria de
fibrados vetoriais sobre M com homomorfismos. Os isomorfismos de VB, também
sao chamados de VB-equivaléncias.

Exemplo A.3.1. Seja 7 : £ — M um fibrado vetorial. Um subfibrado vetorial
de £ é um fibrado vetorial ;4 : X - S em que X C £ e § C M sao subvariedades
e para cada p € S, a fibra A, é um subespaco vetorial de &,. Segue que o par de
inclusoes forma um mapa fibrado linear. ¢

Diretamente da defini¢ao, um fibrado vetorial admite um FB-atlas T = {(U;, ¢;) }ier
cujas transigoes {7;; }i jer sdo funcoes suaves 7;; : U;NU; — GL(R™). Por outro lado,
consideramos um fibrado 7 : £ — M admitindo como fibra um espago vetorial real
V, porém sem estrutura vetorial firada, definimos um GL(V)-atlas para m como um
FB-atlas T cujas transigdes associadas sao fungoes suaves 7;; : U; N U; — GL(V),
tomando valores em automorfismos lineares da fibra abstrata. Dizemos que dois
GL(V)-atlas T; e T3 sdo compativeis se a uniao T; U%, for ainda um GL(V)-atlas.
Uma GL(V)-estrutura para 7 : £ — M é um GL(V)-atlas, que é maximal entre
os compativeis com ele.

Proposicao A.3.1. Seja m : £ — M um fibrado admitindo um espaco vetorial V
como fibra. Para cada GL(V)-estrutura T de 7, existe uma unica estrutura vetorial
(+,) tal que as trivializagoes de T sao VB-equivaléncias. Reciprocamente, toda
estrutura vetorial é induzida por uma unica GL(V)-estrutura.

Demonstracao. Denotamos ¥ = {(U;, ¢;) }icr. Vamos definir as operagoes + : € X,
E—Ee :RxE — & localmente. Para cadap € U, z,y € 7 U] e A € R
tomamos
v+ y = by, (dip(@) + Pip(y))
Aoxi= qbi;l()\(bip(x)).
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Isso estd bem-definido uma vez que, se p € U; N U; entao

G (Dip(1) + Pip(y)) = 755 (P)Bjp () + 75 (P) Pjp(y)])

4 (P)
(2)[Dip() + dip(y)])
)

Para ver que as operagoes sao suaves, note que as restrigoes +; : 7 U] x .7 [U;] —
7 U] e : Rx 7w HU;] — 7 ![U;] sdo suaves por construgao, jd que sao compostas
de ¢; com as operagoes em V. A construgdo também garante que ¢;, € Iso(E,, V)
para cada p € U, © € I, ou seja, as trivializagoes sao VB-equivaléncias.

Para verificar a unicidade, tomamos uma estrutura vetorial (+',-") em que ¢;, €
Iso(&,, V) para cada p € U;, i € I. Segue que

Gip(x + A" y) = dip(x) + Aip(y),

1o

para quaisquer z,y € £,, p € U;, i € I e A € R. Concluimos que (+,-) = (+, ).

A reciproca segue facilmente. Dada uma estrutura vetorial (4, ), quaisquer duas
GL(V)-estruturas compativeis com as operagoes (trivializagoes sao VB-equivaléncias)
sao compativeis entre si. ]

Exemplo A.3.2. O fibrado tangente de uma variedade M pode ser visto como o
tnico fibrado vetorial T(M) admitindo um atlas de trivializagoes cujas transfi¢oes
sdo as derivadas (yx~!) das mudangas de coordenadas em M. Os fibrados de
tensores sobre M sao obtidos da mesma forma, com uma representacao tensorial de

GL(m) composta as mudangas de coordenada (ver Segao |A.4)). ¢

Uma variedade fibrada vetorial é uma quintupla (£, M, m,+,-) em que 7 :
£ — M é uma variedade fibrada, £ x, £ é uma subvariedade do produto &2,
+:EXx, &= Ee- - RxE— & sao fungoes suaves que fazem das fibras &, espagos
vetoriais. Uma base local de 7 sobre U C M é uma upla (sq,...,s,) de se¢oes
locais s1,...,s, € I'y(n) tais que (s1(p), ..., Sn(p)) forma uma base de &, para cada
peU.

As bases locais estao em bijecdo com as trivializacoes de w. Mais precisa-
mente, dada uma base local s1,...,s, : U — &, definimos uma trivializacao local
¢s : m U] — U x R™ pela inversa do mapa (p,v',...,v") — >."  v's;(p), e reci-
procamente, dada uma trivializagao ¢ : 7~ [U] — U x R™, definimos uma base local
Up, ..Uy 2 U — € por ui(p) == ¢v~Yp,e;), onde (eq,...,e,) é a base canonica de
R™. Em particular, se uma variedade fibrada vetorial admite bases locais em cada
ponto ela é também um fibrado vetorial. Um resultado imediato dessa observagao é
a

Proposicao A.3.2. Um fibrado vetorial w : £ — M € trivial se, e somente se, existe
uma base global, i.e., se¢oes globais sy, ...,s, € Uyp(m) tais que (s1(p), ..., sn(p))
forma uma base de &, para cada p € M.
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Proposicao A.3.3. Sejaw: &€ — M um fibrado vetorial. Dadas se¢oes s, ...,S, €

Cy(m), se s1(p),...,s:(p) sao linearmente independentes para algum p € U, entdo
existe um abertop € V. C U tal que s1(q), . .., s:(q) € linearmente independente para
todo g e V.

Demonstracao. Seja ty,...,t, : W — &£ uma base local de £ com p € W C U.
Consideramos as fungdes o ; : W — R tais que s;(q) = >, o ;(q)ti(q) para g € V.
Considere a fun¢ao matricial suave o : W — L (R";R"). Como o conjunto de
aplicacoes injetivas I C L (R";R") é aberto, podemos tomar um aberto V. C W
tal que a(q) € I para todo ¢ € V. Segue que s1(q),...,s.(q) sdo linearmente
independentes para quaisquer g € V. O

Exemplo A.3.3. Seja f : X — ) um homomorfismo de fibrados vetoriais. Dadas

bases locais s1,...,8, : U = X e t1,...,t, : U — ), o homomorfismo f fica
definido localmente em U por uma funcdo matricial o ;U= L (R", RY) tal que
fsi(p) = Yi_y o ;(p)ti(p) para p € U. ¢

Proposicao A.3.4. Seja 7 : £ — M um fibrado vetorial e X = UpeM X, uma
unido de subespagos vetoriais X, C &,. Para que 7|y : X — M seja um subfibrado
vetorial de £ € necessdrio e suficiente que, para todo p € M existam secoes locais
V1,0, 2 U — € tais que p € U e v1(q),...,vk(q) € uma base de X, para cada
qeU.

Demonstracao. A necessidade é trivial. Vamos mostrar que é suficiente.
Fixado p € M, sejam sy, ..., s, € ['y(m) segdes tais que s1(q),. .., sk(q) ¢ uma

base de X, para cada g € U. Escolhauyyq, ..., u, € £, de modo que s1(p), ..., sp(p), Ugt1, - - -

formem uma base para &£,, e extenda os u;’s para secoes locais Wy, ..., w, € ['y(m)
em alguma vizinhanga W C U de p com w;(p) = w;, © = k+1,...,n. Pela Proposigao
[A.3.3] existe alguma vizinhanga V' C W de p tal que 0s s1(q), - . ., $k(q), Wr+1(q), - - -, wn(q)
sao linearmente independentes para todo ¢ € V. Tomando as restrigoes vy, ..., v, :
V — & dadas por v; = s;|y parai = 1,...,k e v; = w;ly parai = k+1,...,n,
obtemos uma basse local de £ cujas primeiras k secoes formam uma base local de
X.

Tome agora a trivializagao local ¢ : 77 '[V] — V xR" dada por ¢(v;(p)) = (p, ),
i =1,...,n. Em especial, ¢ leva (7|x)7 V] = X N7 l[V] em V x R*. Assim,
obtemos uma trivializagao ¢ : (7|x)7![V] — V x R¥, mostrando que (n|x)"1[V] C
771[V] é uma subvariedade. Pela arbitrariedade de p € M e a sobrejetividade de ,
segue que X é de fato uma subvariedade de &£. m

Proposicao A.3.5 (Critério para niicleo/imagem). Seja f : X — Y um homomor-
fismo de fibrados vetoriais sobre M. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) Img f admite estrutura de subfibrado de Y;

(b) O] admite estrutura de subfibrado de X ;

(¢) a dimensdo das fibras de Img f por my € constante;

(d) a dimensao das fibras de f~{O] por mx € constante.
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Demonstra¢ao. Com o Teorema Nicleo-Imagem, a equivaléncia (c¢) < (d) é imedi-
ata. Ja as implicagoes (a) = (c) e (b) = (d) também sao triviais. Resta mostrar
(c) = (a) e (c) = (b).

(c) = (a): Se f é nula, nao hé o que mostrar. Suponhamos f nao-nula. Tomamos
bases locais s1,...,s, € T'y(&X) e t1,...,t, € T'y(Y) sobre o mesmo aberto U C
M. Fixemos p € U e seja r = dimImg f,. Existem ji,...,75 € {1,...,n} tais
que fsjl( ), - fsjr (p) sao linearmente independentes e geram Img f,. Tomando
eyl Te{l ., 0} tais que t;,(p), ..., t;,_ (p) ¢ Img f, e os

ijl (p)v s 7f$jT(p)>ti1(p>v s 7ti£7r(p)
sao linearmente independentes, de modo que existe um aberto p € V' C U em que

fSjis- s fSj tiys .-, i, é uma base local (Proposicao|A.3.3). Como fs; (q), ..., fs;.(q) €

Img f, e dimImg f, = r para quaisquer ¢ € V, segue que fsj,,..., fs;, é uma base
local sobre V' para Img f.
(c) = (b): Com a mesma base local sy, ..., s, acima, podemos escrever

Fsa Za 0)fsiq

parag € UejeJ={l,....,n}\{j1,...,jr}. Sejam v; :=s; — > 7, a';s; para
j € J. Assim cada v; toma valores em f~1[O]:

foi(a) = fs;(q Za (q)fs5.(q) =

para todo ¢ € U; e os {v;}ec; sdo linearmente independentes. Como temos n —r =
dim ker f, deles, segue que (v;);e; é uma base local de f~'[O ] sobre U. O

Com esse resultado, para os homomorfismos f : X — ) que satisfazem as
propriedades acima, podemos definir seu nicleo ker f e sua imagem img f como
os fibrados vetoriais

T fHOM] =M e my:lmgf — M,
respectivamente, com as operacoes dos fibrados originais.

Proposicao A.3.6. Seja [ : X — Y um homomorfismo de fibrados vetoriais sobre
M. Para que X se mergulhe em Y como subfibrado vetorial, é necessario e suficiente
que ker f = O .

Demonstracao. A necessidade é 6bvia, ja que f deve ser injetiva em cada fibra. Para
ver a suficiéncia, basta notar que f leva bases locais de X em bases locais de Img f,
de modo que a topologia induzida pelas trivializagoes em Img f coincide com a de
X por meio de f. Concluimos que f é um mergulho. O

Em outras palavras, f mergulha X como subfibrado vetorial de Y se, e somente
se, a sequencia

O 0 > X f > )
¢é exata. Dualmente, g : ) — Z é um mapa quociente se, e somente se, a sequéncia
y ) y Z 0 > O

é exata, de modo que Z, = ), /(ker g),, para todo p € M.
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A.4 Fibrados Principais

Seja 7 : £ — M um fibrado suave com fibra (abstrata) F. Suponha que temos um
grupo de Lie G agindo sobre F suavemente por uma realizagao p : G — Diff(F).
Vendo (F,p) como um G-espago, definimos um G-atlas com fibra (F,p) para
m ¢ um FB-atlas T tal que, existe familia de fungoes suaves gy : U NV — G,
(U, 9), (V,4) € T, definindo as transi¢oes de ¥ por

Yz 0 ¢, = p(gye(x)) para todo z € UNV.

xT

Dizemos que dois G-atlas T; e Ty, com fibra (F, p), sdo compativeis se sua uniao
%1 U T, é ainda um G-atlas com fibra (F,p). E imediato ver que a relacao de
compatibilidade é uma relacao de equivaléncia e que todo G-atlas admite um tinico
G-atlas maximal compativel de mesma fibra. Uma G-estrutura (com fibra (F, p))
para £ = M é um G-atlas maximal T.

Um G-fibrado é uma upla (£, M, 7, G, F,p,T) em que ¥ é uma G-estrutura
para & = M com fibra (F, p). Vamos denotar toda a estrutura por G Op F ~ & 5
M, omitindo elementos da estrutura conforme for conveniente, para nao carregar a
notagao. O grupo G é chamado de grupo de estrutura do fibrado G-fibrado e as
trivializagoes da G-estrutura sao chamadas de G-trivializagoes.

Sejam G; O,, Fi ~ &; Ty M, dois G-fibrados, i = 1,2. Um morfismo de G-
fibrados entre os dois é uma tripla (f, g, f¢) em que f : & — & é um mapa fibrado
recobrindo fp : My = My e fg : Gi — G é um homorfismo de grupos, de modo
que f seja localmente fg-equivariante, isto é, para quaisquer G-trivializagoes
(U, ¢) € Ty e (V) € Ty, os mapas A, = tp, 0 f 0 9,1 € OF(F, F) sdo fo-

equivariantes, i.e.,

Apopi(g) = pa(fa(g)) o Ay

para quaisquer g € Giepe UNV.
Denotaremos por GB a categoria de G-fibrados, com as respectivas subcategorias:

e GB,, a categoria de G-fibrados sobre M com morfismos recobrindo a identi-
dade;

e GBY a categoria de G-fibrados com morfismos localmente idg-equivariantes;

) GB%A os G-fibrados sobre M, com morfismos recobrindo idy, e localmente
idg-equivariantes.

Definimos uma G-estrutura para uma variedade M como uma G-estrutura
para seu fibrado tangente T(M).

Exemplo A.4.1. Um fibrado vetorial com fibra V é naturalmente um GL(V), porém
os morfismos de fibrados vetoriais nao sao morfismos de GL(V)-fibrados em geral. 4

Exemplo A.4.2. Uma orientacao em um fibrado vetorial £ — M, de posto n,
¢ um mapa suave O : E*M — {+1,—1} tal que O(Avy, ..., Av,) = sgn(det A)
para quaisquer vy, ..., v, € &, linearmente independentes e A € GL(&,). Uma base
U1, ..., 0, € &, é dita O-positiva se O(vy, ..., v,) > 0.

Um fibrado vetorial é dito orientavel se existir uma orientacao. No caso de £
ser orientavel, existem apenas 2 orientagoes. No fibrado produto M x R™ temos
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uma orientagdo natural com Og((x,e1),...,(z,e,)) = 1 para todo x € M, onde
€1,...,6, € R™ é a base canonica. Em geral, a orientabilidade é um problema
topoldgico.

Dizemos que uma trivializacao ¢ : &y — U x R™ é positiva se det ¢, > 0 para
todo x € M. Dada uma orientagao O em &£, uma trivializacao positiva preserva

as orientagoes, i.e., Og(p(v1),...,d(v,)) = O(vy, ..., v,). Assim, a orientagao induz
uma GL, (n)-estrutura em £. Nao é dificil mostrar que as orientagdes sdo equiva-
lentes as GL (n)-estruturas. ¢

Exemplo A.4.3. Uma forma de volume em uma variedade M é uma forma
diferencial w € Q™ (M). Como no exemplo anterior, podemos ver que w é equivalente
a escolha de uma SL(n)-estrutura para M. Como GL,(n) ~ RZ, x SL(n), vemos
que a orientabilidade é equivalente a existéncia de formas de volume. ¢

Exemplo A.4.4. Para um fibrado vetorial real £ — M, um produto interno
Riemanniano é um mapa bilinear (-, -) : & x4 &€ = R que é um produto interno
(-,), em & para cada v € M. Uma trivializagdo ¢ : & — U x R é dita
ortogonal se os ¢, : £ — R" forem mapas ortogonais. Podemos ver que um
produto interno Riemanniano é equivalente & escolha de uma O(n)-estrutura em &£.
Como O(n) ~ R* x SO(n), uma SO(n)-estrutura é equivalente a escolha de um
produto interno e uma forma de volume. ¢

Exemplo A.4.5. Para um fibrado vetorial complexo (£,.J) — M temos as trivia-
lizagoes complexas ¢ : &y — U x C" cujos mapas ¢, sao isomorfismos C-lineares.
Vemos que uma estrutura complexa em um fibrado vetorial é equivalente a uma
GL(n; C)-estrutura. Uma estrutura complexa em T(M) é apenas uma estrutura
quase-complexa para M, que deve ser integravel para fazer de M uma variedade
complexa. ¢

Exemplo A.4.6. Um produto interno Hermitiano em um fibrado vetorial com-
plexo & — M é um mapa sesquilinear (- |-) : €x & — C que é um produto interno
complexo (-|-), em &, para cada € M. Analogamente aos exemplos anteriores,
um produto Hermitiano é equivalente a uma U(n)-estrutura. ¢

Exemplo A.4.7. Uma forma simplética w : £ Xy &€ — R em um fibrado vetorial
de posto 2n é equivalente a uma Sp(2n)-estrutura. Uma estrutura simplética definir
uma forma de volume é uma consequéncia de Sp(2n) < SL(2n). ¢

Proposicao A.4.1. Sejam M uma variedade e G um grupo de Lie. Temos uma
bijecao natural

Ef-GBY, /iso ~ Hoe (M G)

onde Ef-GB, ¢ a categoria de G-fibrados com agdes efetivas (fiéis) e Hyu(M;G) =
HY(M; C>(—,G)) € a cohomologia de Cech com coeficientes suaves em G.

Demonstra¢ao. Com uma agao efetiva G — Diff (F) podemos realizar G como sub-
grupo de Diff(F). O restante segue diretamente da Prop. |[A.2.4 O

Seja G um grupo de Lie. Um G-fibrado principal é um G-fibrado G O G ~~
P 5 M em que a fibra é o préprio grupo, agindo em si mesmo pela multiplicacio a
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esquerda p(g)h = gh. Como temos elementos repetidos na notagao, vamos denotar
um fibrado principal por G O P & M.

Todo fibrado principal admite uma acao natural P x G — P da seguinte forma.
Tome um G-atlas {(U;, ¢;) }ier para G O P = M. Dados u € P, e g € G, definimos

ug = ¢y (Pip(1)g).

Para ver que isso esta bem-definido, suponha que p € U; N U;, de modo que

(dip © D3 ) (Dip(1)g) = 955 () Pip(1)g
= gbjp(“)Qa
O (Dip(u)g) = b5, (P1p(u)g)-

Para ver que essa acao é suave, basta ver que ela é definida localmente pelo mapa
a; : U] x G — 77 1[U;] dado por

a; = ¢; ' om o [(projg o ¢;) x idg]

que é suave. Obtemos assim uma acao P x G — P. Note que, por construcao, a
orbita de um u € P ¢é sua prépria fibra Pr(,. Por outro lado, se ug = v entao
Gr(u)(U)g = Pr(uy(u) para alguma trivializagao local, de modo que g = e. Ou seja, a
acao de G em P ¢é livre. Segue que as fibras P, sao espacos homogéneos principais
e o quociente P/G é naturalmente identificado com a base M pelo mapa P, — p.

Denotaremos por PB a subcategoria cheia de GB cujos objetos sao fibrados prin-
cipais, e analogamente para PB,, PBY e PB?VI.

Proposicao A.4.2. Se G O P 5 M ¢ um fibrado principal, para cada aberto
U C M temos uma bije¢ao natural entre as secoes I'y(m) e as G-trivializagoes.

Demonstragao. Dada uma trivializacao ¢ : 7 U] — U x G ¢é facil definir uma segao
s : U = P por sg(x) := ¢ '(z,e). Reciprocamente, dada uma segao s : U — P
defina ¢, : U x G — 7 U] por ¢4(z, g) = s(x)g, de modo que a inversa ¢ := ;!
¢ uma G-trivializacao. Vemos que as associagoes ¢ — s4 € s — ¢4 sao inversas. [

Temos um coroldrio imediato.

Proposicao A.4.3 (Corolério). Um fibrado principal G O P = M ¢é trivial se, e
somente se, existe uma secao global.

SejaG O P = M um fibrado principal. Dada uma acdo G O, V, considere a agio
diagonal (y,v)g := (yg,p(g ' )v) de G em P x V. Vamos mostrar que o quociente
P xPV := (P xV)/p admite uma estrutura natural de G-fibrado. Denotando as
classes de equivaléncia por (y,v], ficamos com as igualdades (yg, p(g~)v] = (y, ]
e (yg,v] = (y,p(g)v]. Definimos a projecao m, : P x?V — M por 7,((y,v]) =
7(y), cuja fibra sobre z é 7, '[z] = {(y,v] | v € V}, para qualquer y € P, fixo.
Assim, para cada y € P, temos uma bijecao ¢, : m,'[z] = V : (y,v] = v. Dada
uma trivializacao ¢ : Py — U x G, que é um isomorfismo equivariante, obtemos
um isomorfismo ¢ : 7, U] = Py x? V ~ (U x G) xgV ~ U x V que é dado
explicitamente por ¥((y,v]) = (7(y),v), ie, ¥ = (7, ¥r,(+)). A Prop.

garante que 7, : P x”V — M ¢é de fato um fibrado suave com fibra V.
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Ainda mais, dadas duas trivializacoes ¢,y : 7rp_1[U] — U x V, vindas de
trivializacdes ¢; e ¢p de P, como acima, vemos que ¥, ' (z,v) = (o7 (z,¢),0] e
Uyt (z,v) = (¢ (x,€),v] diferem pela transicio g1 : U — G, (¢or 0 ¢7,0)(g) =
go1(7)g, de P. Isto é, (o, 0 97,))(v) = p(ga1(x))v, com o mapa de transicao sendo
o1 : U = G2 p(gai(x)). Assim, P x”V tem uma G-estrutura natural. O G-
fibrado G O, V ~» P x*V %y M assim definido é chamado de fibrado associado
a P com fibra (V, p). Por simplicidade, as vezes vamos escrever P x9V, £7(P) ou

EP para denotar o fibrado associado. O nome ¢ justificado pela

Proposicao A.4.4. Seja G O P 5 M um fibrado principal. Suponha que
{(Ui, i) Yier € uma G-trivializagcao de P com transicoes {gi;}ijer.- Dada uma agao
efetiva G O, V, o fibrado associado P x*V — M € o inico (além de equivaléncia)
G-fibrado admitindo um G-atlas com transigoes {p o gi;}ijer-

Demonstragao. Utilizando a injetividade da realizagao p : G — Diff(V), podemos
considerar G como subgrupo dos difeomorfismos. O restante segue como na Prop.

[A2.3 O

Considere um fibrado principal G © P 5 M e um fibrado associado V ~
EP — M. Pela construgao, para cada y € P temos um difeomorfismo ¥V — £° W
v — (y,v], que denotaremos simplesmente por y. Em particular, quando (V,p)
é uma representacao de G, o fibrado associado é um fibrado vetorial e os mapas
y:V— Eﬁ(y), y € P, sao isomorfismos.

Proposigdo A.4.5. Seja G O P = M um fibrado principal e V ~ E° =% M
um fibrado associado. Temos uma bije¢io I'y(EP) ~ C®(P, V)" entre secies e
fungoes equivariantes. Ainda mais, quando p € uma representacao, essa bije¢ao €
um isomorfismo.

Demonstragao. Dada uma segdo s : M — &P, defina a fungao ¢(s) : P — V por
0(s)(y) = g ts(m(y)), que é equivariante, ja que yg = yp(g). Fica definida uma
fungao ¢ : Dy(EP) — C°(P,V)P. Agora, dada uma fungao equivariante f : P — V,
note que, fixado x € M, o valor (y, f(y)] € £ independe de y € P,. Definimos a
secao Y(f) : M — E° por ¥(f)(z) := (y, f(y)] com y € P,. Obtemos um mapa
P C®(P, V)P — Tp(EP). Vé-se facilmente que 1 = ¢~'. A dltima parte da
conclusao segue da linearidade dos mapas y : V — &£, y € P,. O

Seja G O P = M um fibrado principal. Dados dois G-espacos (V,a) e (W, B),
se tivermos um mapa equivariante ¢ : ¥V — W, podemos definir um morfismo de
G-fibrados ¢ : £* — &P por p(y,v] := (y,p(v)]. Em outras palavras, obtemos um
functor associado Ass” : G-spaces — GB%,

V, ) g
lw — l@
W, B) &b

Quando restrito a categoria de representacoes Repﬂc’s (G) de dimensao finita sobre
K = R, C, o functor associado Ass” toma valores em G-fibrados vetoriais VB?VI (K),
que é uma subcategoria de ambas VB,,(K) e GBY,.
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Referenciais

Seja V um espaco vetorial de dimensao n. Um referencial de V é um isomorfismo
u: R™ — V, ou seja, é simplesmente uma escolha de base ordenada. Denotamos por
Fr(V) o conjunto de referenciais de V. Note que GL(n) age em Fr(V) (a direita)
por pré-composicao 1 := u o T. Nao é dificil ver que essa agao faz de Fr(V) um
GL(n)-espago homogéneo principal (livre e transitivo).

Agora, considere & = M um fibrado vetorial de posto n e denote Fr,(€) :=
Fr(&;). A unidao Fr(€) = ||,cr Fra(€), junto com a agao de GL(n) por pré-

composi¢ao, tem uma estrutura natural de fibrado principal GL(n) O Fr(€) M.
Basta notar que uma trivializacao ¢ : & — U x R" define uma trivializagao
v Fry(€) — U x Fr(R™) por ¢(u) = (ﬂFr(u),ng;;r(u) ou). Segue que Fr(€) e €
definem a mesma classe em H}o (M; GL(n)) e € é equivalente ao fibrado associado
Fr(&) x4 R™ pela rep. natural.

Para fibrados vetoriais complexos, valem os resultados analogos, mutatis mutan-
dis. Denotamos os referenciais complexos por Fr(&)C.

Para K = R,C, fica definido o functor de referenciais Fr* : VB, (K) —
PB.¢, cuja imagem é a subcategoria dos GLk(n)-fibrados principais com n € N.
Vemos que Fr é uma equivaléncia entre fibrados vetoriais e essa subcategoria. Os
fibrados vetoriais associados nos dao uma equivaléncia inversa GLg(n) O P +—
ASSP (idGLK(n)) .

Essa equivaléncia nos permite estender os functores de espacos vetoriais para
fibrados de maneira limpaP{ Um functor .% : Vec? — VecZ ¢ dito suave se .Z(g) :
M — GL(Z(V)) é suave, para qualquer funcdo suave g : M — GL(V). Fixada M,
obtemos um functor .#,, : VB ((K) — VB ,(K) pela composicao de functores

£ Fr(E) — Ass™ O (Z o idarem)))

onde Z oidar,m)) @ GLg(n) — GL(Z(K")) é a representacao dada por (& o
idaLem)(4) = F(A).

A.5 Conexoes

Seja 7 : £+ — MU uma variedade fibrada. Para cada u € &, seja V,(€) =
Tw(Exw)) 0 espago tangente a fibra que contém u. Considerando a derivada 7., :
Tu(&) = Trwy(M), para cada f € C*(M), a composta f o é constante em cada
fibra, j4 que m é constante nas fibras. Segue que, para todo X € V,(£), temos
(1 X)f = X(f o) = 0. Pela arbitrariedade de f e X, obtemos V,(£) C ker m,,
para todo u € £. Analisando as dimensoes, ainda temos

dim V,,(€) = dim &) = n = dim £ — dim M = dim ker 7,

uma vez que m é submersiva. Ou seja, V,(€) = kerm,,, u € £. Pela constancia
da dimensao, fica definido um subfibrado vetorial V(&) C T(£), que chamamos
de fibrado vertical de £. As fibras de V(€) sdo chamadas de espagos verticais,
seus elementos, de vetores verticais, e as se¢oes de V() sdo chamadas de campos
verticais. Denotaremos o C*°(€)-mddulo/R-espago vetorial de campos verticais por

Xy ().

2Em constraste com a construcio direta, [30].
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Proposicao A.5.1. Todo mapa fibrado [ : & — & preserva os fibrados verticais,

Demonstracao. Segue trivialmente de mo, f = fBeT14- O

Obtemos o functor vertical V' : FM — VB que associa a um morfismo f : & —
& o mapa V(f) = f.ly(g) : V(E1) = V(E).

Exemplo A.5.1. Para uma fibrado vetorial 7 : £ — M, como as fibras &, sao
espagos vetoriais, os espacos verticais sao identificados com com a propria fibra
To(Exw)) = Ex(w)- Explicitamente, u € Ex(,) ¢ identificado com o vetor vertical

d
vl u = E(U + tu)

t=0

Obtemos um isomorfismo natural vl : 7*€ — V(&) chamado de levantamento
vertical. O vetor vl, u é chamado de levantamento vertical de u sobre v. Fica
definido o campo vertical canénico V : £ — T(€) por V, := vl, v, que é suave
apenas em &£ \ O, Para qualquer segdao s : M — &, obtemos um isomorfismo
S s*V(E) — &, dual ao levantamento vertical, por S, X := VIS’(;) X. ¢

Proposicao A.5.2. Seja 7 : & — M uma variedade fibrada. O espago de campos
verticais Xy (E) forma uma subdlgebra de Lie de X(E).

Demonstragao. Basta mostrar que [X,Y] é vertical, para quaisquer dois campos
verticais X e Y. Dada f € C®(M) e u € &, temos

(W*[X’ Y]u)f = [X,Y]u(fOTF)
= [XY(fom) = YX(fom)](u)
= 0.

Segue que [X, Y], € ker,, para cada u € &, ou seja, [X,Y] € Xy (&). ]

Para uma variedade fibrada 7 : £ — M, fica definida uma sequéncia exata
0 —— V(&) s T(&) s 7 T(M) —— 0

de fibrados vetoriais sobre £. Uma conexao de Ehresmann em £ é um spliting
dessa sequéncia exata, ou seja, ¢ um homomorfismo v : T(£) — V(&) tal que

0 —— V(E) s (&) s 2 TM) —— 0
Fe_ -7

\%

A forma v € Q'(&;V(€)) também é chamada de projegao vertical, j& que v|y g =
idy(gy. Como v ¢é sobrejetiva nas fibras, a dimensao do ntcleo kerv,, é constante, e
portanto define um subfibrado vetorial de T(£), que denotaremos por H(E) := kerv
e chamaremos de fibrado horizontal da conexao.

Temos uma decomposi¢ao T(£) = H(E)®V (E) e uma outra forma h € QY (&; H(E))
de projecao horizontal, de modo que h + v = idp¢) e m, nos dd um isomorfismo

H(E) ~ 7" T(M).
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Para cada campo X € X(M), definimos o seu levantamento horizontal como
o tinico campo horizontal X~ € Xy (&) com 7, X, = X, (, para todo u € £, ou seja,
X~ é o 1nico campo horizontal 7-relacionado a X. Para ver que o levantamente
horizontal estd bem-definido, basta utilizar o isomorfismo H(E) ~ 7*T(M) para
definir X := 7r*u|;li(£)X,,(u).

Dada uma carta (U, x) de M, tomando os levantamentos dos campos coordena-
dos /92" obtemos uma base local (9/9z')>, ..., (0/0x™)> para o fibrado horizontal
H(E).

Proposicao A.5.3. Seja 7 : € — M uma variedade fibrada e H(E) uma conexdo
de Ehresmann. Para o levantamente horizontal valem as sequintes propriedades:
(@) (X+Y)" = X> +77;
(b) (fX)~ = (7" f)X=;
(¢) h[X>, Y7 = [X, Y],
para quaisquer X,Y € X(M) e f € C®(M).
Demonstracao. (a) e (b) seguem trivialmente de X~ e X serem m-relacionados.
Para mostrar (c¢), precisamos notar que m,h = 7,, onde h € QY(&; H(E)) é a projegao
horizontal. Como o colchete preserva campos relacionados, [X~, Y] é m-relacionado

a [X, Y], porém nao é necessariamente horizontal. Pela observagao anterior, segue
que

mh[X7, V7], = m X7, Y7L, = [X, Y], (Vu € &)
de modo que h[X~,Y~] é horizontal e ainda é m-relacionado. O

Conexoes Principais

Seja G O P 5 M um fibrado principal e g = Lie(G). Como a acio natural de G
em P ¢ livre, pela Proposicao segue que P x g se mergulha como subfibrado
vetorial de T(P) pela agao natural o : P x g — T(P) : (u,&) — (04)«&.

Proposicao A.5.4. Seja G O P = M um fibrado principal e g = Lie(G). Sobre as
acoes de G e sua dalgebra em P, valem as sequintes propriedades:

(i) o induz um isomorfismo P x g ~ V(P);

(i) V(P) é equivariante pela acao G O T(P).

Demonstragao. (i) Como as érbitas da acdo de G em P sdo exatamente as fibras, a
curva t — uexp(t§) permanece na fibra Pr(,), para quaisquer v € P e { € g. Segue
que 0(u, &) € Ty(Prw)) = Vu(P). Ou seja, Imgo C V(P). Por outro lado, como o
é nao-singular temos

rank Img o = dimg = dim G = dim Py, = dim V,,(P) = rank V(P)

de modo que Imgo = V(P).
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(ii) Como 7(ug) = 7(u) para cada u € P e cada g € G, temos
O

Como Xy (P) ~ I'p(P x g) ~ C*(P,g), temos uma sequéncia de inclusoes de
dlgebras de Lie g — C>®(P,g) 2T'p(P x g) ~ Xy(P) C X(P).
Proposicao A.5.5. O isomorfismo o : P x g — V(P) € G-equivariante, onde a
acio G O P x g é diagonal (u,€)g := (ug, Ad(g~1)E).
Demonstragao. Dados (u,&) € P x g e g € G, calculamos
d -

oug, Ad(g™)¢) = T [ugexp(t Ad(g™)S)]

t=0

ugg” "exp(t¢ )g]

t=0

uexp(té)g }
€)g.

t=0

dg

dt

dp
tL
o (u,

]

A equivaléncia P x g ~ V(P) nos déd uma identificacdo entre as representagoes
regulares em cada Xy (P) ~ I'p(Pxg) ~ C*°(P,g). Vemos que o quociente (Pxg)/G
é exatamente o fibrado associado a representacao adjunta G Oaq g, denotado por
g ~ Ad(P) —» M e chamado de fibrado adjunto de P. Os pontos fixos da
representagao regular gf = Ad(g)f(-g) em C*(P, g) sao as segdes I'yp(Ad(P)).

Seja G O P 5 M um fibrado principal. Considere a seguéncia exata

0 —— V(P) — 7(P) s T(M) — 0.

Equipando 7*T(M) com a acao trivial de G a direita, passamos a ter uma sequéncia
exata na categoria VB% de fibrados vetoriais G-equivariantes sobre P. Uma co-
nexao principal em P é um splitting G-equivariante dessa sequéncia, ou seja, é
um homomorfismo G-equivariante v : T(P) — V(P) tal que

0 —— V(P) —s 7(P) =5 #*T(M) —— 0

Ke  __-

A%

Desse modo, o fibrado horizontal H(P) = kerv é equivariante e T(P) = H(P) &
V(P) é uma soma direta em VB%.
Como V(P) ~vgg P X g, a forma de projegao vertical v : T(P) — V(P) é
equivalente a uma forma O : T(P) — g com
vu(X) = o(u, O(X)) =

4 uexp(@(X))} (A.1)

dt

t=0

para quaisquer v € P, X € T,(P). A forma © € Q!(P;g) é chamada de forma de
conexao principal. Vemos que O é equivariante e leva vetores fundamentais nos
seus geradores, i.e.,
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o Ad(9)0.,(Xg) = O,(X), para quaisquer v € P, X € T,,(P), g € G;

e O(¢7) =¢, para todo € € g.
Reciprocamente, dada uma forma © € Q!(P;g) satisfazendo ambas condicoes, fica
definida uma conexao principal por H(P) = ker O, ou pela equagao (A.1]).

Para um fibrado principal G ) P 5 M, como a sequéncia exata que define as

conexoes admite splittings G-equivariantes, podemos quocientar a sequéncia toda
pela acao de G e obter uma sequéncia split sobre M:

0 —— Ad(P) —t> T(P)/G — T(M) —— 0

onde T(P)/G — M é o quociente pela agao derivada em T(P) — P, e T(M) - M
é o quociente pela acao trivial nas fibras de 7T (M) — P.

A.6 Derivada Covariante e Curvatura

Seja 7 : £ — M uma variedade fibrada. Fixemos uma conexao de Ehresmann H (&)
em &. Para cada secao s : M — &, definimos a derivada covariante de s como
a parte vertical da derivada s, : T(M) — T(£), i.e., é o mapa Ds : T(M) — V(&)
dado por Ds(X) := vs,(X). Dizemos que uma sec¢ao é horizontal se Ds = 0.

Seja 7w : & — M uma variedade fibrada. Associada a uma conexao de Ehresmann
v : T(E) — V(E) temos uma 2-forma CV € Q*(&;V(€))

CY(X,Y) := v[hX, hY] = v[(id — v) X, (id — v)Y],

onde XY € X(€) sao extensoes de X, Y € T(£). Para mostrar que a equagdo acima
define uma forma, basta notar que é C*°(€)-linear agindo em campos:

v[h(fX),hY] = v[fhX hY]
- v(f[h)?, hy] — (hf/)(f)h)?)
= fv[hX,hY].

A forma CV é chamada de curvatura da conexao de Ehresmann. Obtemos
imediatamente a

Proposigao A.6.1. Seja m : € — M uma variedade fibrada e v : T(E) — V(E)
uma forma de conexao. O fibrado horizontal H(E) = ker v € integrdvel se, e somente
se, sua curvatura € nula CV = 0.

Demonstragao. Como H(E) é integravel se, e s6 se, for involutiva (Proposigao|2.4.4)),
segue diretamente da definicao da curvatura:

X0(8), Xu(E)] C Xu(€) == v[Xu(&),Xu()] =0 = " =0.
UJ

Uma conexao v : T(E) — V(&) é dita plana, ou flat, se sua curvatura é nula
CV = 0. Nesse caso, o fibrado horizontal H(E) se integra em uma folheagao £/H (&)
cujas folhas M’ € £/H(E) sao localmente difeomorfas a base por meio da projec¢ao

W‘M/ M = M.
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Exemplo A.6.1. Dadas variedade M e F, o fibrado produto proj; : M x F —
M admite uma conexao natural pela decomposi¢ao T(M x F) = projiT(M) &
projsT(F). A conexdo proj;T(M) é claramente integravel na folheacao {M X

{u}buer-

Mais geralmente, um fibrado trivial £ ~ M x F admite conexoes planas por meio
de trivializacoes globais: dada ¢ : &€ — M x F definimos H?(€) := ¢, proj;T(M).
Em geral, trivializagoes diferentes fornecem conexoes diferentes. ¢

Um morfismo de variedades fibradas f : & — &. Dadas duas conexoes H (&)
e H(&;), dizemos que f preserva as conexoes se f.[H(&)] C H(E). Equivalen-
temente, f preserva as conexoes se vof, = f,vi. Definimos a categoria FM“"*
cujos objetos sdo pares (m,v) em que m : € — M é uma variedade fibrada e
v : T(E) — V(€) uma conexao e os morfismos (7, vy) — (7, vy) sdo mapas fi-
brados f : & — & que preservam as conexoes.

A.7 Fibrados de Linhas

Seja m : £ — M uma fibrado vetorial. Para qualquer secao s : M — & temos
s*V(€) = &£, de modo que, fixada uma conexao H(E), a derivada covariante de s
define um mapa Vs : T(M) — &, ou seja Vs € Q'(M;E) é uma 1-forma com
valores em €. A conexao H(E) é dita linear se a aplicagao V : T'y((€) — QY (M; )
¢ R-linear.

Por outro lado, uma aplicagao R-linear V : T (€) — QY(M; E), satisfazendo a
regra de Leibniz

V(fs)=(df)s+ [Vs,

f e C®(M), s € Ty(E), define univocamente uma conexao linear da seguinte
forma. Utilizando a regra de Liebniz e o fato de que as restrigoes sao sobrejetivas
nos feixes de secoes de fibrados vetoriais, V pode ser considerado como um mapa
R-linear de feixes T'(£) — Q!(—; &) sobre M, satisfazendo a regra de Leibniz acima,
em cada aberto. Ainda mais, para cada X € T,(M) fica definido um operador
Vx = (=)]z © Vy, onde Y é qualquer campo tangente a M com Y (z) = X.

Agora, para cada v € £ existe uma segao s € I'yy(€) com s,(m(v)) =ve Vxs, =
0 para todo X € Tr)(M). Sejam uy,...,u, : U = Ee Xy,..., X, : U = T(M)
bases locais e defina fungoes I ;, € C*°(U) por Vx,u; = 71" I yu;. Defina s,
localmente em U por Y . | a’u;, onde v : U — R™ é solugéolﬂ de

% . .
_ —_ N\ g J
8[Ek - Zj:l I jk a’,

ad(m(v)) = 7.

Em seguida extendemos s, globalmente. Assim, tomamos Hy (€) = (8, )s[Tr()(M)].
Note que as fungoes I, se juntam em uma fungdo matricial A = (T";)72; €
C*>(U,gl(n)), de modo que

n

Vi Y =) (Xef' + (Aef) )us

=1

3Facilmente soluciondvel escolhendo U contratil.
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em U, onde (A f)" = 37 T", f7. Em termos de trivializagoes, se ¢ : Ey — UxR™ é
a trivializacdo associada a base local uy, . .., u,, obtemos uma forma A, : Ty (M) —

gl(n) tal que

(Vxs)(z) = o7 (z, X f(2) + Ag(X) f(2)) (A.2)

para quaisquer x € U, X € T,(M) e toda secao local s € I'y(€), onde f €
C>®(U,R™) é a expressao local de s por ¢. Assim, dada uma conexao linear V
em &, para cada atlas de trivializagoes {(Uj, ¢;)},er obtemos uma familia de formas
{A;}jer, A; € Q1 U;; 8l(n)), que satisfazem

Aj(x) = gir(x) Ar(2)gin (@)™ + gjn(z) " dgji(x) (A.3)

para todo z € U;NUy, onde {g; : U;NU;, — gl(n)}; xer ¢ a familia de transicoes. Re-
ciprocamente, uma familia de 1-formas com valores em gl(n), associadas a um atlas
de trivializagoes por , define univocamente uma conexao linear pela férmula
. As formas A sao chamadas de potenciais de conexao para V.

Em termos da derivada covariante, a curvatura toma a forma do tensor de

Riemann RV € O?(M; &) dado por
RY(X,Y)s = [Vx,Vyls — Vixys

para quaisquer X, Y € T(M) e s € I'y((€). Em termos de uma trivializacdo ¢ com
potencial A, temos

(RY(X,Y)s)(x) = o' (z, Fy(X,Y) f(w))

onde s = ¢ (-, f(+)) e Fy :=dA, + [Ay A Ay] € Q*(U; g). Nao é dificil ver que,
variando as trivializagoes, as formas Fy definem uma 2-forma global F' € Q*(M; g).

Se tivermos outras estruturas em &£ podemos pedir a compatibilidade de uma
conexao linear com essas estruturas:

e se J: & — & for uma estrutura complexa, uma conexao linear V : I'y((€) —
QY(M; E) é dita complexa se VJ = JV, i.e., se for C-linear. Nesse caso 0s
poténciais de conexao sao formas em Q! (U; gl(n/2;C));

e se (-|-) é um produto interno (sobre K = R ou C) em &, uma conexao K-
linear V preserva (-, -) se X (s, 2) = (Vxs1,52) + (s1, Vxsa). Nesse caso,
os potenciais sao formas em Q(U; O(n)) ou Q'(U; U(n)), conforme o produto

interno é real ou complexo.

Em geral, uma conexao linear V em £ define conexoes lineares em fibrados vetoriais
obtidos functorialmente:

e em & por (Viv)(v) = d(v(v)) — v(Vxv);
e em E9 por V¥ (01 @ -+ D) = Vxu & -+ D Vyuy;

o em E% por V(01 ® - @up) =3k 01 @ ® Vv, @ @ g
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O mesmo vale para coeficientes complexos, e nesse caso também temos o fibrado &
com a conexdo Vs = Vs.

Fixe K = R ou C e uma variedade M. Um K-fibrado vetorial com conexao
sobre M é um par (£,V) onde V é uma conexdo K-linear em & — M. Um
morfismo de conexoes lineares (X,VY) — (), VY) é um homomorfismo de
fibrados vetoriais ¢ : X — Y tal que ¢(V¥s) = Vx¢(s) para quaisquer X € T(M)
es € I'y(X). Os exemplos acima podem ser vistos como limites na categoria de
fibrados com conexdes, com os mesmos diagramas usuais para fibrados vetoriais.

Também vamos considerar fibrados Hermitianos com conexao, que sao tri-
plas (€,(-]-),V) em que (-|-) é um produto Hermitiano em £ e V é uma conexao
que o preserva. Os morfismos sao, obviamente, homomorfismos de fibrados vetoriais
preservando o produto e comutando com a conexao.

Exemplo A.7.1. Para um fibrado vetorial complexo & — M, uma conexao com-
plexa V pode ser naturalmente estendida I'y((€) — QL(M; E) = Ty (T*(M)CR¢E)
por VX—H‘Y = VX + ZVY ’

Um fibrado de linhas (complexo) é simplesmente um fibrado vetorial complexo
L — M de posto 1, i.e., as fibras £, sao espagos complexos unidimensionais. Desse
modo, £ tem uma C* = GL(n,C)-estrutura natural, dada por qualquer atlas de
trivializagoes lineares: {(Uj, ¢;)}jer com ¢; : Ly ~ U x C de modo que existem
gix = UjN Uy — C* com ¢; o ¢; (7, g;n(7)z). Em termos de bases locais s; =
@7 ' (x,1) temos s;(x) = gj(x)si(x) para x € U; N Up. O cociclo associado as
transicoes (g;x);xer é corresponde a uma classe em Hyo (M; C*) que define £ além
de isomorfismo.

Um produto Hermitiano (-|-) em £ equivale a uma S = U(1)-estrutura, i.e.,
um atlas com transigoes g;x : U; N Uy — S, de modo que a classe correspondente
pertence ao subgrupo Hpw (M;S?) C Hiw(M;C*). Como Lie(S') = u(1) = iR,
uma conexao Hermitiana V em L fica definida por uma familia de formas reais
6 € QY(U), com potenciais A = —if). A curvatura é expressa localmente por

RY(X,Y)s = —i dO(X,Y)s.

N.B. Nio se deve confundir Hg e (M;G) com seu subgrupo de coeficientes local-
mente constantes H(M;G). Os fibrados associados a H'(M; G) sdo os que admitem
conexoes planas, e por isso sao chamados de fibrados planos. Apenas para grupos
discretos que nao precisamos fazer distincao. *

Fixe uma variedade base M. Considerando Hpe(M;S') como as classes de
isomorfismos de fibrados de linhas Hermitianos, o produto tensorial £; ® L5 nos
déd uma operacao de grupo em Hém(M;Sl), cujo inverso de £ é L*. Podemos
ver isso facilmente traduzindo essas operagoes em termos dos cociclos: se gj; €
C>(U; N Uy, S') é uma familia de transigoes associada a £, entdo a familia hj, =
gj’k1 é associada a L*, e para qualquer outro fibrado de linhas X com transigoes
ajk, a familia g;za;; estd associada ao produto tensorial £ ® X. Assim vemos que
LRL ~Cpy=MxC.

De modo geral, fixado £, uma solucdo de uma equacao da forma X* = £, com
) € R, se existir, equivale a um cociclo [a] € H'(M;S') com al, = gjx- Em geral
nao temos solucao. Por exemplo, dizemos que um fibrado de linhas X é raiz de
L se X* = L£. Tome um atlas de trivialiagoes {(U;, ¢;)}jer tal que a cobertura
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{U,};jer é formada apenas de abertos contrateis, sem repeticoes. Seja g = (gjk)jker
o l-cociclo de transicoes desse atlas. Assim, para cada j,k € I, podemos escolher
bjr € C(U; N Uy, S) tais que b?k = gji. Defina fjr, € C=(U; N U, NU,;, S*) por

Fire(z) = bj(2)bge(x)byj (), z € U;NU,NUy.

Como as fungoes bj;, diferem apenas por sinal aonde os dominios se interceptam, o 2-
cociclo f = (fjke)jkeer toma valores em {1, —1} = Z,. Vemos ainda que f independe
da escolha dos bj;’s e depende apenas das transicoes. Se a classe [f] € H2(M;Zy)
for nula, i.e., [f] = 1, ent@o existe uma 1-cocadeia (c;i);rer com coeficientes em Zs,
tal que fire = (0¢)jre = cjrCrecej. Segue que a familia a = (ajk)ﬁke],vajk = Cjkbjk,
é um 1-cociclo: da = f? = 1. Assim, o fibrado X associado a [a] € Hie (M;St) é
uma raiz de £. Note que X depende diretamente da escolha de [¢|, de modo que se
H'(M; Zs) for nao-trivial, podemos ter rafzes nao-equivalentes para L.

A.8 Operadores Diferenciais

Seja M uma variedade suave, fixe K = R ou C e denote Oy = C®(M,K).
Seja X — M um K-fibrado vetorial. Para cada f € O podemos definir um
operador linear Fy(f) : Ty (X) — Taq(&X) por multiplicagao pontual Fy(f)s := fs.
Agora, consideramos dois fibrados vetoriais X,) — M e uma fungao K-linear
D : Tym(X) = T'pm(Y). Para cada f € O definimos o mapa K-linear [f, D] :
Cyp(X) = Ty (X) como o comutador usual [f, D] := Fy(f) o D — D o Fx(f), ou
seja,

[f. D(s) := fD(s) = D(fs), Vsenu(X).
Dizemos que D é um operador diferencial de ordem k € N se

s o1 [ [fo, D] -] =0

para quaisquer fo, ..., fr € Oxp. Denotando por ”D’j\/l()( , V) o espago de operadores
diferenciais de ordem k, vemos que D% (X, Y) C @’j\fll()(, Y) para todo k € N. Note
que, para k = 0, temos

D(X,Y) = Homo,, (T (&), Taa (V) = T (L (X3 D).
Da definigao, segue diretamente que
DN (X, Y) = {D € Homg (T'm(X), () | [Om, D] € D5 (X, ) }
para cada k € N'\ {0}. Como temos uma sequéncia crescente de subespacos
O (M) = D(X,Y) € -+ DX, Y) S DX, V) € -+ € Homg(Pae(X), Taa (),
podemos considerar o subespago soma

DX(X,Y) =) D(X,¥) C Homg (T (X), T (V)
keN

chamado simplesmente de espago de operadores diferenciais de X para ).
Em particular, quando X = ), Homg (I'y(X), Ta (X)) = Endg(Tp (X)) é uma
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K-élgebra com a composigao, de modo que [f, D] é de fato o comutador do produto
na algebra e vemos que D3y (&) = D3 (X, X) forma uma subalgebra graduada com
gr(D1Dz) = gr(D1) + gr(Ds) e gr([Dy, Do]) = gr(Dh) + gr(Ds) — 1.

Para uma variedade M) os operadores diferenciais C=°(M) — C=(M) de
ordem k podem ser representados localmente por expressoes polinomiais

on Oe
oatyr oty

D(a',.,a™ . 0) = S )

Jittie<k

(A.4)

de grau k nas varidveis diferenciais com coeficientes f717¢ suaves em M. Temos um
isomorfismo de C*°(M)-mddulos

Dh(Ru) = P (E(M))

onde S/(X(M)) é a j-ésima poténcia simétrica de X(M) como C*°(M)-médulo, ou
seja, sdo as secoes do fibrado de tensores contravariantes siméticos S%(T(M)) —
M. Em outras palavras, temos um isomorfismo de C'*°(M)-médulos D5 (Rpq) =~
S(X(M)) com a dlgebra simétrica livre gerada por X(M), porém D% (Rpy) e S(X(M))
ndo sdo isomorfas como algebras/]

Como S(X(M)) se mergulha em C*°(T*(M)) como fungodes polinomiais nas fi-
bras T3 (M), obtemos um mapa o : D3 (Rpy) = C>(T*(M)) chamado de simbolo,
dado localmente por

o(D)()(z)= D fr(z)ag, - ay,
Jitetgesk

para quaisquer a = y 7", a;da? € Ty (M) e D € D5 (Rp) com a expressao local
(A.4). Temos ainda o sfmbolo principal op : ’DM(RM,RM) — C®(T*(M)) em
que op(D) é a parcela homogénea de grau méximo de o(D), dada localmente por

op(D)(a)(z)= Y (@),
Jit+ie=k

para a = " a;da’ € Ty (M) e D como em (A.4)).

A.9 Cohomologia de deRham
Seja M ™ uma variedade. Lembramos que a derivada exterior em M é o mapa
d: QF(M) — Q¥ (M) definido por

dw(Xo, .., Xp) = (=1 Xi(w(Xo, ..., X, ..., X))+

=0

+Z D w([Xs X,], Xoy - Xay o X, X

1<J

4A 4lgebra de operadores diferenciais D3 (Raq) também é conhecida como dlgebra de Weyl, e
pode ser vista como uma deformacao nao-comutativa da dlgebra simétrica.
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para quaisquer campos Xy, ..., X; € X(M). Como sabemos, d*> = 0, de modo que
a sequencia

am) —4s o orvy 4 4 omm)

é um complexo de cocadeias, chamado de complexo de deRham associado a M.
Junto com os mapas induzidos, os grupos de cohomologia

Hig(M) = (kerd|os(ag))/(dQ°7 (M)
formam a cohomologia de deRham de M.

Proposigao A.9.1 (Isomorfismo de deRham). Para toda variedade M temos um
isomorfismo natural Hyz (M) ~ H*(M;R).

Demonstragao. A demonstracao completa se encontra em [46]. Aqui, vamos esbocar
o mapa H*(M;R) — H3z (M). Tome uma cobertura U = {U, };c; localmente finita,

de abertos contrateis, de M e uma partigdo da unidade {p;};c; subordinada a U.
Dada uma cocadeia a = (ay,,..v;, ) em CF(M,U;R) definimos a k-forma

@(a) = Z au,,-Us, (l")PiO (I)dpil ARERNA dpik

onde as fungoes ay, ..u;, sao estendidas como zero fora das interse¢oes. Como

d(anO"'Uik piodpi1 AREENA dp%k) = Quyy--Us,, dpio N pig N N dpzk

€ au,, U, |U = QU Us, Py, DATA algum aberto U C Uy, 1, podemos ver que dp(a) =
¢(da). Segue que p(a) e (b) diferem por uma forma exata se [a] = [b] em HA(M;R).
O mapa induzido por ¢ entre H*(M;R) — H3z (M) independe das escolhas de

particao da unidade e é um isomorfismo. O

Em grau k = 2, dada uma forma fechada w € Q*(M) obtemos um representativo
da classe correspondende a [w] € H?(M) do seguinte modo: escolha uma cobertura
contrétil U = {U;},er, sem repeticoes, com formas 6; € Q'(U;) e fungdes ajx €
C>(U; NUy) tais que

wlo, = df;
0; — 0, = daj,, para U; N Uy, # @.

Tome i := aji+ axe+ag;, de modo que a cocadeia o = (ejx¢) € um cociclo da = 0.
As equagbes acima garantem que w — ¢(a) é uma forma exata.
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Apeéendice B

Apeéendice: Estruturas Complexas e
Integracao

Referéncias para este apéndice: [44] e [22].

B.1 Complexificacao de Espacos Vetoriais

Seja K um corpo e . O K uma extensao. Todo L-espago vetorial W forma na-
turalmente um K-espago vetorial com a restricao da multiplicagao. Em geral, o
espaco obtido por essa restricao é denotado ainda por W, mas vamos denota-lo por
Wk. E claro que dimg W|x = (dimg W)(dimgL). Como todo mapa L-linear é
também K-linear, obtemos um functor (—)|k : Vec;, — Vecy chamado de restrigao
de coeficientes. Nesta secao iremos construir um functor adjunto a restricao.

Dado um K-espaco vetorial V e L. O K um extensao, definimos a categora
V/Vec,, cujos objetos sao pares (W, f) com W um L-espago e f : V — W|g um
mapa K-linear, e um morfismo (Wy, fi) — (Wy, fo) é uma transformagao L-linear
T:W; — Wy com fy = f; oT. Definimos a L-extensao de escalares de V como
um objeto inicial (V¥, 1) em V/Vec;. Vemos facilmente que ¢ : V — VE|g é um
mapa injetivo, ou seja, V se identifica naturalmente como um K-subespaco de V.

Temos uma construcao natural da extensao de escalares: tome V¥ = L®x V com
a multiplicacao L. x V& — V¥ definida por extensao K-linear de

Ma®v) :=da®uv

para A € L, a ® v € VE. Tomando uma base {v;};es de V, o conjunto {1 ® v;};es
forma uma base de V* j4 que

i=1 =1

implica em \; = --- = \, = 0. Em particular, dim; V* = dimg V.

Por outro lado, tomando a restricao de coeficientes de V¥, vemos que V se mer-
gulha naturalmente como o subespago 1@V C (V¥)|g. Escolhendo uma base {e; }icr
de L sobre K, obtemos uma decomposi¢ao na soma direta (V¥)|x = @, Ke; @ V =~
V. Ou seja, temos dimg V| = (dimg V)(dimg L).

153



154APENDICE B. APENDICE: ESTRUTURAS COMPLEXAS E INTEGRACAO

Definimos o functor de extensao de coeficientes (—)“ : Vecy — Vec; atuando
nos morfismos por 7' — idy, ®x 1. Dado um IL-espaco vetorial W, temos uma bijecao

Lo (VEW) ~ L (V; Wk)

levando uma fungao L-linear 7" na funcao K-linear T|1gy : V=180V — W|x. Em
resumo, a extensao (—)¥ é adjunto a esquerda da restricio (—)|x.

Quando K =R e L = C, o espaco com coeficientes estendidos V€ é chamado de
complexificagao do espago real V.

Nesse caso, como C admite uma base canonica {1,i} sobre R, sempre podemos
decompor a restricao da complexificacdo na soma (V©)|g = V@iV, onde identifica-
mos V=18V eiV:=i®V. Temos um operador natural J € Endg((V®)|r), dado
pela multiplicagdo imagindria J(v) := iv, satisfazendo J? = —id(ye),, J[V] =iV e
J[iV] = V.

De forma geral, em um espago vetorial real V, uma estrutura complexa é uma
aplicagao linear J € Endg(V) tal que J? = —idy. Assim, J induz uma multiplicagao
complexa C x V — V por

(a+if)v = av+ [J(v).

Denotando por V o espaco V com essa multiplicagdo complexa, vemos que V|g = V.
E claro que V admite estrutura complexa se e s6 se tiver dimensao real par. Se
(Vq, J1) e (Vy, J) s@o espagos vetoriais reais com estruturas complexas, vemos que
um mapa 1" : Vi — V, é C-linear se e somente for R-linear e JoT = TJ;. Assim,
podemos considerar espacos complexos V e espacos reais com estruturas complexas
(V,J) como o mesmo objeto. Vamos denotar por V; o espago complexo V.

Exemplo B.1.1. Tendo estruturas complexas em mente, no caso K =R e L. = C,
temos ainda um segunda construcao natural para a complexificacdo. Podemos definir
como V€ = (V@ V), com estrutura complexa J(v,u) := (—u, ). ¢

Exemplo B.1.2. Seja )V um espaco vetorial complexo. Podemos considerar o espaco
dual V*¢ := L(V;C) de funcionais complexos, que é naturalmente um espago com-
plexo. Por outro lado, o espago real V|g nos da o dual (V|g)* de funcionais reais.
Seja J : V|g — V|r a estrutura complexa V = (V|r),, que induz a estrutura com-
plexa transposta J* : (V|g)* = (V|r)*, JT f = fJ. Temos um isomorfismo natural
V*¢ ~ (V|g)%+ dado pelo mapa

frRef+J Imf.

E considerando essa identificagao que podemos denotar o dual de um espago com-
plexo simplesmente por V* sem causar confusao. ¢

Seja W um espaco vetorial complexo. Uma forma real de WV é um subespaco
vetorial real V.C W|g tal que Wlg = V @ iV. Vemos que V€ = W. Em relacio a
uma forma real, podemos definir um mapa de conjugagao =~ : W — W, z @ iy :=
T @ —1y, que é idempotente w = w, R-linear em W|r e anti-C-linear em W.

Seja W um espaco vetorial complexo. O espago conjugado de W é o espaco
vetorial complexo W cujo conjunto base é W, com a mesma operacao de soma e o
produto composto com a conjugacao C x W — W : (A, w) + Aw. Em termos de
uma estrutura complexa W = (W, .J), vemos que W = (W, —J). Assim, um mapa
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f: W — W é anti-C-linear, se s6 se for C-linear como W — Y. Vemos também que
uma forma real V de W equivale a um anti-isomorfismo idempotente ¢ : W — W
por V = ker(c — idy), de modo que ¢ é o mapa de conjugagao associado a V.

Exemplo B.1.3. Seja VW um espaco complexo. Uma forma sesquilinear A : W X
W — C pode ser definida, de modo equivalente, como um mapa C-linear A :
W &c W — C. Quando o mapa C-linear (—)* : W — W* dado por w? = A(w, -)

é um isomorfismo, dizemos que A é nao-degenerada. ¢

Exemplo B.1.4. Seja (V,w) um espago vetorial simplético real. Na complexifica¢ao
V€ podemos definir a forma complexificada w® : V€ x V¢ — C por

WE v 4w, x4 iy) = w(v, 1) — wlu,y) +i(w(u, z) +wv,y)).

Vemos imediatamente que w® é uma forma simplética complexa. Note que, (VC|g, Rew®)

¢ um espacgo vetorial simplético real, em que V é um subespaco simplético. Note
também que w® é univocamente determinada por Rew® = w. Assim, (V& w®) é o
objeto inicial em

Vi, w1)

R—morﬁV’

(V7 w)/SpVecC - (V, (,L)) C-morfismo

R—morﬁm

(Va, w2)

¢

Exemplo B.1.5. Similarmente ao exemplo anterior, para um espaco vetorial real
V, o dual complexo (V&)*¢ de sua complexificagdo é naturalmente isomorfo a com-
plexificacdo (V*)€ de seu dual. ¢

O exemplo anterior mosta que o processo de extensao funciona com propriedades
analogas em subcategorias de espacos vetoriais.

Exemplo B.1.6. Seja A um K-algebra. Dada uma extensao I O K, definimos uma
estrutura de algebra em A" = L ®k A pelo produto tensorial de K-algebras, ou seja,
com a multiplicacao dada por

A®v)(a®@u) = a® vu.

Chamamos a L-algebra A" de extensao de A com coeficientes em L. Assim,
A" com a inclusao A =1 ® A C A" é 0 objeto inicial na categoria

( )

Ay

K—morﬁsV

A/A I gL = A L-morfismo

K—morﬁsh

Ao
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Em particular, quando A é associativa/dlgebra de Lie, A também serd. O functores
de extensao e restricao de coeficientes quando restritos as categorias de dlgebras
ainda sao adjuntos e satisfazem propriedades analogas. ¢

Agora, seja B uma algebra complexa. Uma forma real de B é uma subalgebra
real A C B tal que B|lg = A @ iA. Em relagdo a uma forma real, temos os mapas
Re,Im : B|g — A dados por

Re(z +iy):=2 e Im(z+iy):=y.
O produto passa a ter a expressao usual da multiplicacao complexa:
(x + 1y) (v +iu) = (xv — yu) + i(zu + yo).

Em termos do mapa de conjugacao associado a A, os mapas de parte real e ima-
ginaria se escrevem

1 1
Rev = §(U+@) e Imv= 5(2} — 7).

Exemplo B.1.7. Seja B uma élgebra complexa com uma forma real 4. Dada uma
derivacao D € Derc(B), temos

Re D(vu) = Re[D(v)u + vD(u)]
= [Re D(v)][Reu| — [Im D(v)][Imu] + [Rev][Re D(u)] — [Imv][Im D(u)].

Se ambos v,u € A, vemos que a composta Re D é uma derivacao de A. Similar-
mente, o mesmo vale para Im D. Segue que D = Re D + ¢Im D como aplicagao R-
linear em B|g. Concluimos que Derc(B)|gr = Derg(A) @ iDerg(.A), ou seja, Derg(.A)
¢ uma forma real de Derc(B).

Exemplo B.1.8. Para uma variedade suave M, é ficil ver que C*°(M) = C>®(M,
é a forma real de C*(M,C) = C*°(M)T.

)

o *F e

Seja V; um espaco vetorial complexo. Na complexificacio V€ o mapa J se
estende para um automorfismo J® € GL¢(V®) com (J%)? = —id, de modo que V€
se decompde como uma soma V& =V, @ V_ de autoespacos

Vy = {v e V® | J% = +iv}

com as projecoes Py : V& — V€ dadas por

vFiJ) .
( )

DN | —

PL(v) =

Os subespacos V, e V_ sao chamados, respectivamente, de espagos holomorfo
e anti-holomorfo associados a V. As restricoes das projecoes Py em V definem
isomorfismos V; =V — V. com P, sendo C-linear e P_ sendo anti-C-linear. Assim,
V. é uma cépia de V; em VC e V_ é uma cépia de V_; em V€. Também é claro

que Vy =V_.
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Proposicao B.1.1. Seja V; um espaco vetorial complexo. Se dimV < oo, para
toda aplicacao C-linear T : V; — V; temos

(a) tr(T|g) = 2Retr T;

(b) det(T|r) = |det T|?,

onde T|g € a mesma fungao, considerada como mapa R-linear V.— V.

Demonstracao. Proposigao 1.3.20 em [22]. O

Seja V; um espacgo vetorial complexo. Dizemos que uma forma bilinear real
B :V xV — R é preservada por J se B(Jz,Jy) = B(x,y) para todos z,y €
V. Sendo uma estrutura complexa, vemos que B ¢é preservada por J se, e s se,
B(Jz,y) = —B(z, Jy). De fato,

B(Jx,y) = =B(x, Jy) = B(Jz,Jy) = =B(J*z,y) = B(z,y).
Nesse caso, se B for simétrica, a forma B(-,J-) serd anti-simétrica e vice versa.

Suponha que temos uma forma simplética real w em V. Dizemos que .J é mansa
em relacao a w se a preservar, i.e., for uma transformacao simplética, e

w(z,Jr) >0, Ve e V\O0.
Nesse caso, a forma bilinear (-|-);: V xV — R dada por

(zly); = w(x, Jy)

¢ um produto interno real. Vemos que J preserva (-|-), e logo é ortogonal e
anti-simétrica. Ainda mais, considerando o espago complexo V;, a forma (-|-); :
V; xV; — C dada por

(ly), = (2ly), +iw(z,y)

¢ um produto interno complexo. Como J age como multiplicacao por i em V, é
um operador unitario e anti-hermitiano em relagao a (-|-) .

Um espago vetorial de Kéahler é uma upla (V, Jyw,(-|-),(-|-)) em que J é
um estrutura complexa, w é uma forma simplética real, (-|-) é um produto interno
real e (-|-) é um produto interno complexo, todos se relacionando por

<|>:
(’):

() +w
w(-,J-).

B.2 Fibrados Vetoriais Complexos

Seja 7 : £ — M um fibrado vetorial suave. Uma estrutura complexa em £ é um
endomorfismo J € Endyg “ (&) tal que J? = —idg¢. Um fibrado vetorial complexo
serd um par (£, J) em que £ é um fibrado vetorial e J uma estrutura complexa nele.
Em um fibrado vetorial complexo, o mapa de multiplicacao C x & — £ definido por
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(a4 ifB)v := av + BJ(v) torna as fibras &, espagos vetoriais complexos, de modo
que J se torna a multiplicacdo imaginéria J(v) = iv.

Em particular, quando £& = T(M), dizemos que J é uma estrutura quase
complexa em M quando for uma estrutura complexa em seu fibrado tangente.
Uma variedade quase complexa é um par (M, J) em que J é uma estrutura
quase complexa para M.

Dados dois fibrados complexos (&1, J;) e (&2, J2), definimos um mapa C-linear
f (&, 1) — (&, Js) como um mapa fibrado que comuta com a multiplica¢ao
complexa definida pelos J’s. Equivalentemente, f comuta com as estruturas com-
plexas fJ; = Jof. Quando & e & sao fibrados sobre a mesma base M; = M, e
f recobre o mapa identidade fp = idp4,, dizemos que f é um homomorfismo de
fibrados complexos. Denotaremos por VB® e VB%7 respectivamente, a categoria
de fibrados complexos e a categoria de fibrados complexos sobre M. Analogamente
a0 caso real, as operacgoes usuais em espacos vetoriais complexos se extendem para
operacoes sobre fibrados vetoriais complexos sobre uma base fixa.

Para qualquer fibrado vetorial real 7 : £ — M, a complexificacao de £ é o
fibrado vetorial complexo (E€, J) dado por € := C®r€ e J(a®v) := ia®@v. Assim,
a multiplicagao complexa ¢ simplesmente A(a ® v) = Aa ® v, e as fibras £ sdo as
complexificacoes das fibras &,. Identificamos £ com o subfibrado real 1® £ C £°, e
temos uma decomposicao de fibrados reais £€ = £ @ JE.

Seja (€,J) um fibrado vetorial complexo. Definimos o fibrado conjugado
(£,J) := (£,—J), de modo que a multiplicacio complexa C x £ — & : (\,v) — v
¢ a de £ composta com a conjugagao.

Uma forma real de £ é um subfibrado real V C & tal que &€ = V & JV.
Assim como no caso de espagos vetoriais, uma forma real de um fibrado complexo
corresponde a uma escolha de isomorfismo de conjugacao €& — £.

Para as se¢oes I'y((7), além das estruturas de C°°(M)-médulo e R-espaco,
também temos as estruturas de C*°(M, C)-médulo e C-espago. Se £ admite uma
forma real V, entao I'y((7]y) é uma forma real de I'y4(7) como espagos vetoriais.

Exemplo B.2.1. Seja M uma variedade. Para a complexificacao do fibrado tan-
gente T(M)C = T(M)@iT(M), as secoes sao da forma X +iY, para X, Y € X(M).
Denotaremos por X(M)€ := T'y((T(M)®) o C-espaco vetorial de campos vetoriais
complexos em M. Com a ac¢ao em fungoes complexas f + ig € C*°(M,C) dada
por

(X +iY)(f +ig) = Xf—Yg+i(Xg+Y})

vemos que os elementos de X(M)® agem como derivagdes em Derc(C*(M,C)).
Como Derg(C*®(M,C)) = Derg(C*(M)) & iDerg(C>*(M)) = X(M) ®iX(M), ve-
mos que X(M)® coincide com a dlgebra de Lie complexa de derivacoes em C*° (M, C).

¢

Exemplo B.2.2. Para uma variedade M temos as formas diferenciais comple-
xas k(M) cujos elementos sdo mapas k-lineares complexos a : (T(M)C)F*m — C,
ou, equivalentementes, secoes de Ty (A" T*(M)T). Como T*(M)E é também o dual
complexo de T(M)® (Exemplo vemos que (%(M) pode ser identificado com
QF(M)C. ¢
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Exemplo B.2.3. Fixada uma variedade M e um functor suav F : Vec¥ — Vec¥
de espacos complexos, teremos um fibrado % (T(M)®) cujas fibras sao .# (T,(M)C).
Assim como a derivada de Lie usual Lx, X € X(M) pode ser definida em qualquer
fibrado obtido functorialmente a partir de T(M), podemos definir uma derivada de
Lie em relacao a campos complexos X(M)® por Lxiy := Lx + iLy, uma vez que
F (T(M)T) também ¢é obtido functorialmente de T(M) e a derivada de Lie usual
faz sentido. ¢

Dado um fibrado complexo (€, J), na sua complexificacdo £C podemos estender
a estrutura complexa J € Autyg, (£) para um mapa J© € Autyg_(£%), de modo a
obter uma decomposicio £¢ = £, @ £_ em autofibrados

Er = {ve & | J% = tiv}.

Analogamente ao caso de espagos vetoriais, temos projecoes Py = %(id FiJ%). Os
fibrados £, e £_ sao chamados, respectivamente, de fibrados holomorfo e anti-
holomorfo associados a (€, J).

Exemplo B.2.4. Em uma variedade quase-complexa (M, J), dizemos que uma
fungao f € C*°(M,C) é holomorfa se X f = 0 para todo vetor anti-holomorfo
X € T(M)_. Quando a estrutura J é integravel, ou seja, M é uma variedade
complexa, as fungdes holomorfas correspondem as fungoes analiticas C¥(M,C). ¢

Um fibrado pseudo-Hermitiano é uma tripla (€, J,(-|-)) em que 7 : £€ - M
¢ um fibrado vetorial, J uma estrutura complexa para e (-|-) : € X, € — C é uma
forma sesquilinear nao-degenerada. Quando (- |-) é definida-positiva, i.e., (v|v) > 0
para todo v € &, dizemos que (€, J,(-|-)) é um fibrado Hermitiano.

B.3 Densidades

Sejam V e W espacos vetoriais sobre K = R, C, com dimV = n finita. Dado s € R,
um s-densidade em V com valores em W é uma funcao w : V* — W tal que

w(Avy, ..., Av,) = |det APPw(vy, ..., v,)

para quaisquer vy,...,v, € Ve A € Endg(V). Denotaremos por Vol (V; W)
o espago vetorial real de s-densidades. Em particular, denotaremos Volg (V) :=
Vol (V; K).

Para s1, s € R, temos um isomorfismo Volg! (V) @ Volz? (V) =~ Volg! ¥*2(V) pela
identificacao

(W1 @ wa)(V1y ..oy V) = w1 (V1 ..oy U)WV, . ooy V).
Notando que Vol (V; W) ~ Volg (V) @ W para W com dimensao finita, vemos que

Vol (V; W) @ Volg? (V; W) ~ Vol 72 (V; W, @ Wy).

Proposicao B.3.1. Para todo K-espaco vetorial de dimensao finita V e s € R,
temos dim Volg (V) = 1.

1Secao
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Demonstracao. Fixe uma base {vy,...,v,} de V. Como todos os (uy,...,u,) € V"
sdo obtidos por uma unica A com u; = Av;, um volume w € Volg (V) fica deter-
minado univocamente determinado por seu valor w(vy, ..., v,) nessa base. Fixando

w # 0, para todo v € Volg(V), existe um tnico A € K tal que v = Aw. De fato,
basta tomar

)= I/(’Ul,...,?}n)’
wvg, ... v,)
que esta bem-definido, ja que w(vy, ..., v,) # 0, caso contrario terfamos w = 0. [

Exemplo B.3.1. Em um espaco V de dimensao m, para toda m-forma w € A™(V)
podemos definir um s-densidade |w|® € Vol (V) por

lw|®(v1, ..y vm) = |w(vr, )]
Em particular, em K™ definimos o s-volume candnico dVi§ por dVii(e, ..., en) =1
na base canonica, ou seja, dV;§ = |dzt A+ -+ Adz™|*. Qualquer outra s-densidade em
K™ é um multiplo de dV§. Fixando essa densidade como base, podemos identificar

Vol* (K™) ~ K. ¢

Proposicao B.3.2. Para quaisquer K-espacos vetoriais V. e W de dimensdo finita,
temos o isomorfismo natural Volg (V; W) ~ Volg (V) @ W.

Demonstracao. Basta notar que o mapa ¢ : Vol (V) @ W — Volg (V; W) dado por
o(r ® w)(v) = v(v)w é injetivo e as dimensodes sao ambas iguais a dim W. O

Como Vol*(V) tem dimensao 1, todo elemento de Vol*(V) @ W é da forma w®@w.
De fato, dada w € Vol*(V) nao-nula temos

k k k
Zwﬂi{)wi = Z)\iw@)wi :w®2)\iwi
i=1 i=1 i=1

para alguns \; € K. Temos também Volg (V; K"™) ~ Volg (V) ® K" ~ Volg (V)". Em
particular, para V = K™ temos Vol (K™; K") ~ K" correspondendo a escolha da
base w; = (5ijst)?:1.

Por enquanto, fixemos K = R. Dado um fibrado vetorial = : £+ — M(™),
para cada s € R definimos o fibrado de s-densidade com valores em & por
Vol*(M; E) := Vol*(T(M); E). As secoes de Vol*(M; &) sao chamadas de s-densidades
sobre M com valores em &£. Denotaremos os espacos de s-densidades por
1QIF(M; E) :=T p(Vol*(M;E)) e |QF(M; V) := QP (M; M x V).

Dada uma carta (U, x) de M e uma trivializacdo ¢ : &y — U x R", teremos uma

trivializagao v : Vol*(U; &) — U x Vol*(R™; R™) dada por

Yp(v)(ar, ... am) = ngp(V(X;plal, . ,x;plam))

() = (p, ¥p(v))

para v € Vol*(T,(M); &), p € U. Compondo ¢ com a identificacdo Vol*(R™; R") ~
R™, obtemos uma trivializacao ¢ : Vol*(U;E) — U x R™. Fazendo outras escolhas
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(U,y) e a : &g — U x R, teremos B : Vol*(U;E) — U x Vol*(R™ R") e E :
Vol*(U; ) — U x R™. As transigoes g, € T5g 880 ambas dadas por

Tp(p)w = | det(y o x71)'(x(p)) T [*(¢pay, w = [ det(y o x7) (x(p)|~*(dpr, e,
T55(p)v = | det(y o x ) (x(p)) " *(¢per, v = [ det(y o x 1) (x(p))| (¢, ),

ou seja, pelo produto | det Tyx(p)| ™ *7pa (p)-
Fixada w € [Q]*(M; E), para cada carta (U, x) de M temos uma expressao local

wly = fld™x|*

onde f : U — £ é uma secao local, d™x := dz' A --- A dz™ e o produto deve ser
entendido pontualmente como

s

W) (X s X)) = FOIX (X, . Xon) = % et (X)) - - da™(X,)]

para p € U e X; € T,(M). Em particular, quando & = M x R, temos as s-
densidades Vol*(M), [Q*(M) = |Q]*(M;R). Nesse caso, f deve ser uma funcao
real U — R. Quando s = 1 chamamos as se¢des de Vol' (M) apenas de densidades
e escrevemos Vol(M) := Vol' (M), [Q|(M) = |Q|'(M).

Seja {(Ui, x;) }ier uma atlas de M com uma parti¢ao da unidade {¢; };c; subor-
dinada a {U,};e;. Para uma densidade de suporte compacto w € |2|(M),, definimos
a sua integral como o nimero real

[ =% P @) de

i€l
onde wly, = fild™x|. Como w tem suporte compacto, existem i,...,7 € I com
k : . .
wimwo = 0, U = Uy Us,, de modo que f; = 0 para i # i1,...,i, € a soma

acima tem um numero finito de termos nao-nulos. Para verificar que a integral esté
bem-definida, basta notar que:

e se w tem suporte contido em uma vizinhanga coordenada U; entdao [ MW =

fxi[Ui] fi(z) da;

e sex ey sao cartasem U, comw|y = f|d™x| = g|d™y|, temos f = |det(yx')'(x(-))|g
e

oy ! dy = oy ! d
/y[U](g y )(y) dy / (goy )(y) dy

(yx~1x)[U]

- / (goy " oyx)(a) | det(yxY(z)] dz
x[U]

_ / (f oxY)(z) du.
x[U]

Fica definido o funcional integral [, : [Q|(M). = R:w — [, w. Fixada uma den-
sidade w € Vol(M), para qualquer funcao suave de suporte compacto f € C>(M),
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a densidade fw tem suporte compacto e podemos integra-la. Para densidades com-
plexas Vol(M; C) = Vol(M) & C, como Q| (M;C) = |Q|(M) +i|Q2] (M), definimos
a integral de uma densidade complexa w = Rew + i Imw por

fron () o ()

e obtemos um funcional complexo [, : [Q(M;C). — C.
Seja M uma variedade suave. Um elemento de volume em M é uma densidade
global dvol € |Q| (M) tal que:

e dvol é nao-singular, i.e., dvol(z) # 0 para todo = € M;
e para toda f € C2°(M) ndo-negativa, [,  f(z) dvol(z) > 0.

Por exemplo, se w € 2"(M) é uma forma de volume nao-singular, a densidade |w|
serd um elemento de volume e [, fw <= [, flw| para fungdes nao-negativas.

Proposicao B.3.3. Seja M uma variedade. Para qualquer fibrado vetorial £ — M
e s € R, existe se¢io w : M — Vol*(M; E) nao-singular, i.e., w, # 0 para todo
xr e M.

Demonstrac¢ao. Escolha um atlas {(U;, x;) }ier localmente finito para M com uma
partigdo da unidade {p;};e; subordinada a {U;};c;. Possivelmente encolhendo os
abertos U;, podemos escolher secoes s; : U; — £ nao-singulares. Defina

gOiSi‘dXiF emn UZ
W; ‘=
0 em M\ U..

ew:= Y . w. Dado xz € M, existem 4y,...,i € [ comz € U = ﬂ§:1 Ui, e
@i, (x) > 0, de modo que

k k
w’U = ZwielU = (Z ¢iesie|UD£> ‘dxilmU’
/=1

(=1

onde |dx;,|*|y = Dy|dx;, |*|u, para cada £ = 1,..., k. Como 25:1 ©i,(x)Dy(x) > 0,
segue que w, # 0. m

Proposicao B.3.4 (Corolario). Toda variedade M admite um elemento de volume.

Demonstracao. Segue da demonstracao acima tomando s; : U; — R constante s; =
1. m

Proposigao B.3.5 (Corolario). Para qualquer variedade M e s € R\ {0}, o fibrado
de s-densidades Vol®*(M) € trivial.

Demonstra¢ao. Como Vol*(M) tem posto 1, a poténcia dvol® de um forma uma
base global, ja que nao se anula em nenhum ponto. O

Assim, a escolha de um elemento de volume dvol € |2|(M) define um isomor-
fismo C*°(M) ~ |Q]*(M) por f +— fdvol®, para cada s € R\ {0}. Para um fibrado
vetorial £ — M, o isomorfismo Vol*(M; E) >~ &€ nos dd I'y(€) >~ |Q¥(M;E) com a

mesma formula o — o dvol.
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B.4 O espaco L? candnico

Completamento L2

Consideramos dois fibrados vetoriais complexos X',y — M e um pareamento se-
quilinear (-|-) : X xp Y — C. Para cada par de nidmeros reais p,q € [1, 0]
co (1/p) + (1/q) = 1, podemos definir um mapa bilinear Vol'/?(M; X) x
Vol4(M;Y) — Vol(M;C) dado por (n,v) + (-|-) o (n,v), que vamos denotar
simplesmente por (n|v). Para as se¢oes, obtemos um mapa bilinear

QY7 (M; X) < [QY1(M; V) = |9 (M;C)

que ainda denotamos por (n|v), sendo definido pontualmente. Dada uma carta
(U,x), podemos escrever 1|y = f|dx|'? e v|y = g|dx|'/? localmente com secdes
f:U— Xeg:U— Y para obter uma férmula local do produto

(nlv) [v = (flg) ldx|.

Vemos que, se pelo menos uma delas tiver suporte compacto, a densidade (n|v) tera
suporte compacto e poderemos integra-la. Fica definido um mapa sequilinear

(1) = 1QYPM; &) x QY I(M; D). — C
C,0) o () = /M (i)

Em particular, vamos tomar p = ¢ =2, X = Y e (-|-) um produto interno. Nesse
caso, o pareamento sesquilinear ((-|-)) é um produto interno no espago de segoes
1QIY2(M; X).. Com efeito, basta verficar {n|n)) > 0e {(n|n) =0 = n = 0 para n
com suporte contido em uma carta (U, x): se n|y = f+/|dx| entao

| = [ (rox@irox ) do
M x[U]

onde x — {(f ox 1) (2)|(f ox1)(z)) é claramente uma funcio nao-negativa. Defi-
nimos o espaco de Hilbert L2(M; X, (-|-)) como o completamento de |Q|'/2(M; X),
por esse produto interno, que chamamos de L? canénico do fibrado Hermiti-
ano (X,(-]-)) — M. Por simplicidade, vamos denotar esse espago apenas por
L*(M; X), quando o produto interno estiver implicito pelo contexto. Para um fi-
brado produto X = M x V, escrevemos apenas L?(M;V).

O L? candénico de uma variedade M é simplesmente o espago L?*(M) :=
L*(M;C) com o produto interno canénico (z|w) = zw. Em geral, dado um espago
Hilbert V de dimensdo finita, o isomorfismo Vol'/2(M; V) ~ Vol'/?(M; C) @V o4 nos
d4 um isomorfismo natural L2(M;V) ~ L2 (M) @ V]|

Agora, se fixarmos um elemento de volume dvol € |Q2|(M), para cada fibrado
Hermitiano (€, (-|-)) — M, podemos definir o L? relativo a dvol como o espago
L?(M, dvol; €) obtido pelo completamento de I'y((€). com o produto interno

(vn[va) = /M (0 (2), va(z)) dvol(z).

2Aqui utilizamos 1/0c0 = 0.
3Mais geralmente, essa férmula se extende para espacos de Hilbert de dimenso infinita, uti-
lizando uma definicdo apropriada de fibrado vetorial suave de posto infinito. Mais detalhes em

2.
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O isomorfismo Ty (E) ~ |Q|Y2(M; &) definido por v + vv/dvol nos d4 um mapa
unitdrio L*(M, dvol; £) ~ L*(M;E).

L? como funcoes suaves

Seja M uma variedade. Dado um compacto K C M de interior nao-vazio, dizemos
que uma funcdo suave p € C®°(M) estd subordinada a K se suppp C K e
pIM] < [0,1].

Dada uma densidade w € |Q2|(M; C), dizemos que um valor L, € C ¢ a integral
de w se para todo € > 0 existe um compacto K. C M de interior nao-vazio tal que

o

para toda p € C*°(M) subordinada a K.. Se existir tal L, € C, é facil ver que é
unico e denotamos fM w = L,,. Nesse caso, dizemos que w ¢é integravel.

<e€

Proposicao B.4.1. Seja M uma variedade. Dada f € C*°(M,C), fdvol; € in-
tegravel se e so se f dvoly for integrdvel, para quaisquer elementos de volume dvol;
e dvol,.

Demonstra¢ao. Sabemos que dvol; = Advoly para uma tnica fun¢do A € C*°(M)
e pela definicao de elemento de volume, devemos ter A > 0. O restante segue
diretamente da definicao. O]

A Prop. acima nos permite dizer que f € C*(M,C) é integravel se f dvol
for integravel, para qualquer elemento de volume. Assim, a integrabilidade de uma

densidade w é equivalente a integrabilidade de f = Tvol’ para qualquer elemento de

vol

volume.

Dizemos que uma densidade n € |[QY2(M; X) é L%-integravel se a densidade
(n|n) for integréavel. Como a defini¢ao de integrabilidade de densidades sugere, toda
densidade L*-integravel corresponde a um elemento de L*(M; X), com lim p,n =17

n—oo

para funcoes p,, subordinadas a uma exaustao de M por compactos. Denotando o
espaco de secoes L*-integraveis por |QY/2(M;X)r2, vemos que |[QY2(M;X). C
1Q|Y2(M; X) 2, de modo que |Q|Y2(M;X)z2 é denso em L*(M;X). Por outro
lado, segue diretamente da definicao que |Q2|*/2(M; X) 2 é fechado com a norma L2,
ou seja, [QY2(M; X) 2 ~ L*(M; X). Sempre que possivel, faremos a identificacio
L2(M; X) = |QY2(M; X) 2. Em particular, quando fixamos um elemento de vo-
lume dvol em M podemos representar o elementos de L?(M;X) concretamente
como segoes suaves em Iy (X). Nesse caso, identificaremos L*(M; X) = T (X) 2.

Exemplo B.4.1. Considere uma variedade complexa M. Dentre as funcoes L*-
integréaveis em C*(M,C) temos as fungoes holomorfas C¥(M,C). Pensando os
campos vetoriais complexos X € X(M) como operadores C*°(M, C) — C*°(M,C),
vemos que

CYM,C)= [) kerX

X EXanti (M)
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onde Xanii(M) = {X € X(M)C | Vo € M, X(x) € T(M)"} é o espaco de cam-
pos anti-holomorfos. Como os campos holomorfos e anti-holomorfos preservam as
fungoes L?, concluimos que C* (M, C) é um subespago fechado de C*°(M, C) 2, ou
seja, ¢ um espaco de Hilbert com o produto L?. ¢

Exemplo B.4.2. Considere um fibrado Hermitiano holomorfo & — M e um ele-
mento de volume dvol em M. Generalizando o exemplo anterior, as se¢oes holo-
morfas

Holp( () : = {s € T\(E) | VX € TM) ™, 5,X = 0}

sao L2-integrdveis em relagao a dvol, de modo que Hol () é um subespago fechado

em L?(M;E). ¢

B.5 Medida de Haar

Seja M ™) uma variedade suave. Um conjunto A C M ¢é dito Lebesgue men-
surdavel se, para todo x € A existe uma carta (U,x) em z tal que x[U N A] C R™
¢ mensuravel no sentido de Lebesgue. A familia dos conjuntos Lesbesgue men-
suraveis em M forma uma o-algebra Leb(M), que contém a o-algebra de Borelianos
Borel(M), gerada por abertos. Mais detalhes podem ser encontrados em [52]. Aqui,
vamos apenas mostrar como um elemento de volume define uma medida.

Dado um elemento de volume dvol e uma carta (U, x) de M, para cada A C U
mensuravel definimos

vol(A) := /.[A](/\ ox 1)(z) dx

onde dvol |y = A|dx|. Como fungoes suaves preservam a mensurabilidade de Lebes-
gue, essa definigao estd bem-posta. Agora, tome um atlas contével {(Uy,Xx)}ren
para M. Dado um mensurdvel A € Leb(M), defina

k
Ag:=ANUye Apsr = (ANTUpir) \ <U A]) :
5=0
de modo que A; C U}, para todo k € N, e podemos definir
vol(A) = Z vol(A;).
i=0

Mais uma vez, esse valor independe do atlas escolhido.
Para um grupo de Lie G, dizemos que uma medida p : Leb(G) — [0,00] é
invariante a esquerda ou invariante a direita se

VA € Leb(G),g € G, u(gA) = u(A)

ou

VA € Leb(G),g € G u(Ag) = u(A),

respectivamente. Mais geralmente, se G age em uma variedade M, digamos pela
direita, dizemos que uma medida p é invariante pela agao se pu(Ag) = u(A) para
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quaisquer A € Leb(M) e g € G. Para um grupo de Lie G™ | sempre existem medidas
invariantes & esquerda ou a direita. De fato, dada w, € A™(g), temos duas unicas
formas w” € Q7(G) e W € QL(G) tais que w’|. = w, = w’.. As densidades |w”|
e |w!| também serdo invariantes, de modo que as medidas y,. e g r sao invariante
a esquerda e direita, respectivamente. Qualquer outra medida invariante deve ser
multipla de uma delas por uma constante.

Uma medida em um grupo de Lie G ¢é dita bi-invariante se for invariante pela
esquerda e pela direita. Em geral nao eriste medida bi-invariante em G. Dada uma
medida p, digamos invariante a direita, para cada g € G, a medida A — u(g~'A)
também é invariante & direita, e existe A(g) € R com p(g~'A) = A(g)u(4). A
fungdo Ag : G — R que d& esses coeficientes é chamada de fungao modular de
G. Escolhendo medidas induzidas por densidades, vemos que Ag = |det Ad(-)| €
C*>®(G). Assim, existe medida bi-invariante para G se e somente se Ag = 1. Os
grupos com essa condicao sao chamados de unimodulares. Em particular, todo
grupo compacto é unimodular, bastando tomar pu(A) = ur(A)/ur(G), e logo 1 =
1(g7'G) = Alg)u(G) = A(g).

Em resumo, para um grupo de Lie compacto G existe uma tnica medida bi-
invariante unitaria, chamada de medida de Haar, que pode ser calculada como a
medida induzida por uma densidade invariante |w|/vol,(G).
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