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Resumo

Consideramos o problema de Dirichlet

—Au = f(x,u) em
u=20 em 0f),

(P)

onde €2 C R" é um dominio suave e limitado, e f: 2 x R — R ¢é uma funcao de

Carathéodory que satisfaz a seguinte condi¢ao de crescimento subcritico:
|f(z,5)] < agls[P~ + by VseReqt ze

para constantes ag,bp > 0, e com 1 < p < 2n/(n—2)sen >3, el <p <
se n = 1,2. Entao, as solugoes fracas u € H}(€2) de (P) sdo os pontos criticos do

funcional C*

J(u)—%/Q|Vu|2da:—/QF(x,u)dx,

onde F(z,s) = [; f(x,t)dt. Aliteratura de métodos variacionais geralmente separa

o problema (P) em dois casos: quando ‘llim F(z,s)/s* < ¢ < 00, 0 problema (P)
S|—00

é dito subquadrdtico, enquanto que se lim F(x,s)/s? = oo, estamos na situagao
|s|—o00

superquddratica. Nosso objetivo é apresentar uma abordagem unificada para esses

dois casos por meio de uma condicao chamada de nao quadraticidade no infinito em

F. Nossa referéncia principal é o artigo de D. G. Costa e C. A. Magalhaes [11].
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Abstract

We consider the Dirichlet problem

—Au = f(x,u) ifzeQ
u=20 if © € 09,

(P)

where 2 C R" is a bounded smooth domain, and f: 2 x R — R is a Carathéodory

function and satisfies the following subcritical growth condition:
1f(z,8)] <aolsP 4+by  Vs€ER,ae z€Q,

for some constants ag, by > 0, where 1 < p <2n/(n—2)ifn >3,and 1 < p < ©
if n =1,2. Then, the weak solutions u € Hj () of (P) are the critical points of the

C' functional

1
J(u):§/Q|Vu|2dx—/QF(x,u)d:L',

where F(z, s) = [ f(x,t)dt. The literature usually distinguishes between two cases

for the problem (P): the subquadratic situation, where F satisfies lim F(z,s)/s* <

|s|—o0

¢ < 00, and the superquadratic situation, where F' satisfies |1|im F(z,s)/s* = .
S|—00
Our main goal is to advance a unified approach to both situations with the aid of a

condition called nonquadraticity at infinity on F. Our main reference is the paper
by D. G. Costa and C. A. Magalhaes [11].
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Introducao

Consideramos o problema de Dirichlet

—Au = f(x,u) em
u=0 em 02,

(P)

onde A =" | 9?/0x} é o operador de Laplace usual,  C R" é um dominio suave

e limitado, e f: 2 x R — R é uma fun¢ao de Carathéodory, o que significa que
(i) f(-,s) ¢ mensuravel em ) para cada s € R;
(ii) f(x,-) é continua em R para quase todo = € €.

Além disso, f também satisfaz a seguinte condicao de crescimento subcritico:
|f(z,s)] <agls|P +by Vse€Reqt.ze€Q,

para constantes ag,bp > 0, com 1 < p < 2n/(n—2)sen >3, el < p < o0 se
n = 1,2. Agora, considerando o espago de Sobolev Hj (), que é o fecho de C°(Q)

em H'(Q) com relagao & norma

1/2
lulls oy = ( / rw?da:) |

e definindo o funcional
1 2
J(u) == [ |Vu|*de — [ F(x,u)dz,
2 Ja Q

onde F(x,s) = [ f(x,t)dt, segue que as restri¢oes de continuidade na segunda
varidvel e de crescimento subcritico em f implicam que J € C'(H}(Q); R) no sentido
de Frechét e

J'(u)v:/QVU-Vde—/Qf(x,u)vdx,

para todo v € HJ(f), de forma que as solugoes fracas u € Hj(Q2) de (P) sdo os

pontos criticos do funcional J. Para um tratamento mais completo da teoria de
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equagoes semilineares, assim como a consideragao de outras condigcoes sobre a nao

linearidade f, ver [2, 7, 21]. Geralmente, o problema (P) é distinguido em dois casos:

F
(i) (subquadrdtico) F satisfaz ‘ l‘im @ < ¢ < oo para alguma constante ¢ > 0;
s|—00 S
F(z,s)

(i) (superquadrdtico) I satisfaz lim

= Q.
|s]—00 52

Tomando como referéncia principal o artigo de D. G. Costa e C. A. Magalhaes [11], o
objetivo deste trabalho é apresentar uma abordagem unificada para estes dois casos
por meio de uma condi¢ao chamada de ndo quadraticidade no infinito em F. Mais

precisamente, nossas hipoteses sao que existem a,b > 0 tais que

F
lim sup (z,9)

|s|—o00 |S|

<b< oo uniformemente para q.t. z € €, (1)

' f(x,5)s — 2F(z, )
lim inf >a>0 unif. para q.t. z € €}
|s|—o0 |S|“
ou (2)
f(z,s)s —2F (z,s)
lim sup <—-a<0 unif. para q.t. x € Q.
L |s| =00 ’S’/’L

A segunda hipdtese é a que chamamos de nao quadraticidade no infinito para a
poténcia F. Tal condigao foi introduzida nos artigos [9, 10] com p = 1 para tratar
de sistemas de equacoes elipticas com perturbagoes subquadraticas no caso em que
hé ressonancia. Para entender porque a condi¢ao leva este nome, assumimos que
f(z,s) = a(z)|s|™ + b(x), onde a,b € L*(R), a(x),b(x) > 0 quase sempre e m > 0,
e entao

f(z,s)s —2F(x,s) m—1

(z)s]s|™" — sgn(s)b(x),

|s] m+ 1 “
e F' nao satisfaz (2) com u = 1 se, e somente se, m = 1, logo a hipétese origi-
nal de [9, 10] pode ser vista como uma medida do quanto F' difere de uma fungao
quadrética em s no infinito, enquanto que (2) pode ser vista como nao quadrati-
cidade relativa ao expoente pu. Vamos mostrar que as duas condi¢oes acima, junto
com uma restricao técnica nos valores de p, nos dao uma condi¢ao de compacidade
introduzida por Cerami [8], e usada por Bartolo et al. [4] para provar um teorema
minimax (Teorema 2.3 de [4]), que utilizaremos na demonstragdo de nossos teore-
mas principais. Em ambos os casos descritos para a poténcia F', ainda temos que
assumir alguma condicao que resulte no link necessario para aplicar o Teorema 2.3
de [4] (o link esta relacionado com a geometria do problema, e seréd diferente nos
dois casos). Denotando por 0 < A\ < Ay < A3 < --- os autovalores associados a

(—A, H}(Q)), assumimos o seguinte cruzamento do primeiro autovalor de —A no

1X



caso superquadratico:

2F 2F
lim sup (z,5) <a< A\ <pB< liminfM

50 52 EEC S

(3)

uniformemente para quase todo z € (2. Levando em conta as consideracoes e as
hipéteses anteriores, enunciamos o resultado principal deste trabalho para poténcias

superquadraticas.

Teorema 1. Se F satisfaz (1), (2) e (3) com p > (n/2)(q—2), entao (P) tem uma

solugdo ndo trivial u € H(Q).

No caso subquadratico, focamos nossa atencao em problemas de ressonancia e
de dupla ressonancia, que definiremos a seguir. Segundo Costa e Oliveira [12], o
primeiro artigo sobre problemas de ressonancia foi [18], com um resultado sobre o
problema de autovalores de um operador uniformemente eliptico auto-adjunto de
segunda ordem com uma perturbagdo nao linear. Dizemos que (P) é um problema

de ressonancia ou de dupla ressonancia, respectivamente, se

2F
lim ﬁ =\ unif. para q.t. z € Q, (4)
|s|—o0 S
2F 2F
Ai < L(x) = liminf 26z, 5) < lim sup # = K(z) < A\ij1, (5)
[s]—o00 S |s| =00 S

uniformemente para quase todo x € €2 e para algum ¢ € N. No artigo de Costa e Oli-
veira [12], a condigao (5) foi considerada com \; < L(z) e K(z) < A\;41 em conjuntos
de medidas positiva junto com uma restricdo de limitagdo no quociente f(z,s)/s,
enquanto que em [15] condigbes mais gerais do que em [12] foram estudadas. Em

nossa abordagem, assumimos

lim [f(z,s)s —2F(x,s)] = 00 unif. para q.t. z € Q, (6)

|s| =00

uma condi¢ao mais fraca do que (2) com p > 0. Vamos mostrar que (6) nos permite
tratar problemas de ressonancia e dupla ressonancia sem a restricao no quociente
f(x,s)/s (ver exemplo 3.2 para um caso em que F' satisfaz (5) e (6), mas |f| cresce

mais rdpido do que |s|7, para qualquer v > 1).

Teorema 2. Se (P) é um problema de dupla ressonancia, entio (P) tem uma

solugao u € H(Q) se
(i) (6)+ € satisfeita e \; < L(x) em um conjunto de medida positiva; ou

(i) (6)— € satisfeita e K(x) < Aiy1 em um congunto de medida positiva.



Se estamos diante de um problema de ressonancia, entdo K(z) < A\j11 e \i_1 <

L(x) quase sempre em H}(Q), logo temos o seguinte coroldrio:

Corolario 3. Se (P) é um problema de ressonancia e satisfaz (6) ou (6)_, entdo

(P) tem uma solugao.

No Capitulo 1, primeiro estabelecemos alguns resultados béasicos sobre espacos
métricos, espagos LP e andlise funcional. Depois, apresentamos a teoria de espacos
de Sobolev focando principalmente no espago HE(€2), que é o espaco natural para
estabelecer a formulagao fraca do problema (P). Por ultimo, vamos apresentar rapi-
damente a teoria de pontos criticos para funcionais e provar que o Teorema 2.3 de
[4] generaliza os dois teoremas classicos desta teoria, a saber, o Teorema do Passo
da Montanha e o Teorema do Ponto de Sela.

No Capitulo 2, de fato aplicamos o método variacional ao problema (P). Pro-
vamos primeiro que o funcional .J associado a este problema é continuamente di-
ferenciavel. Demonstramos que J satisfaz a condicao de compacidade de Cerami,
primeiro no caso superquadratico e em seguida no caso subquadratico. Entao, verifi-
camos as condicoes geométricas necessarias para aplicar o Teorema de Bartolo et al.
e provamos o resultado principal no caso superquadratico. Terminamos o capitulo
fazendo o mesmo para o caso subquadratico.

O Capitulo 3 consiste em exemplos que demonstram o grau de liberdade da nao
linearidade f no caso subquadratico. Geralmente, problemas que tém a geometria
do Teorema do Ponto de Sela sao assintoticamente lineares. No entanto, assumindo
as condigoes (5) e (6), podemos lidar com problemas que tém esta geometria mas
cuja nao linearidade é sublinear ou superlinear. O exemplo 3.1 consiste de uma f
tal que o quociente f(z,s)/s pode cruzar um nimero arbitrario de autovalores de
—A no infinito. Como ja mencionado, no exemplo 3.2, F satisfaz (5) e (6); mas

|f(z, 5)]

lim sup ———— =
|s| =00 |S”Y

para qualquer v > 1. Finalmente, no exemplo 3.3, construimos uma F' que satisfaz
(4) e (6); tal que

(
lim sup o % < constante,
1M SUP 5| 500 W < constante,

\

onde 6 € (0,1), f(x,s) = A\js+ g(x,s) e G(z,s) = [ g(x,t)dt.

X1
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Definicoes e Resultados Basicos de Analise

Vamos comecar nossa discussao com algumas definicoes e resultados basicos de
andlise que serdo necessarios neste trabalho. No que se segue, (X, || - ||x) serd um

espaco de Banach.

Definigao 1.1. Dizemos que a sequéncia (u,),eny C X converge em X para u € X
se

Jim [Ju, — ullx =0,
denotaremos isto por

U, — uwem X.

Definigao 1.2 (Convergéncia fraca). Dizemos que (uy,)neny C X converge fracamente

em X para u € X se

n—oo

para toda funcao ¢ : X — R continua e linear. Isto sera denotado por
u, — u em X.

Definigao 1.3 (Espaco dual). O conjunto de todos os funcionais lineares e limitados

¢ : X — R é chamado de espaco dual de X e denotado por X*.

Observacao. 1.4. Se up — u em X, por definicao, para todo ¢ € X* existe uma
constante C, > 0 tal que |¢p(uy, — u)| < Cylluy — ul|x para todo u € X, logo up — u
em X.

Defini¢ao 1.5 (Norma dual). Definimos a norma dual de ¢ € X* por

1]

x- = sup{|o(z)|; z € X, ||lz]|x < 1}.



Definigao 1.6 (Topologia fraca). A topologia fraca em X é a topologia inicial em
X com respeito a X*, ou seja, é a menor topologia em X tal que todos os funcionais

¢ € X* do espago dual sao aplicagoes continuas.

Vamos definir uma topologia em X* chamada de topologia fraca*. Consideramos
a injecao canonica J : X — X definida para cada = € X por J(x) = J,, onde
Jy + X* — R é definida por J,(¢) = ¢(z), para todo ¢ € X*. Variando z € X,

obtemos uma familia de fungoes (J,).cx indexada for X.

Definigao 1.7 (Topologia fraca*). A topologia fraca™ em X* é a topologia inicial

em X* com relagao a familia de fungoes (J;)zex-

Ressaltamos aqui que a topologia fraca®™ é uma topologia em X*, e ndo em X.
Para fixar essa ideia, vamos dar a definicao de convergéncia nessa topologia, que é

uma nocgao de convergéncia nos funcionais lineares pertencentes a X*.

Definicao 1.8 (Convergéncia fraca™). Sejam (¢, )nen C X* uma sequéncia e ¢ €

X*. Dizemos que (¢p,) converge na topologia fraca™ para ¢ se
lim ¢, (z) = ¢(x) Vo e X.

A aplicacao J é uma isometria linear, de fato, esta claro que J é linear. Sabemos

que, para qualquer ¢ € X*,

|6(2)] < ||| x-

x| x VoelX,

x+ = 1, a igualdade é atingida quando ¢(x) = ||z||x, logo

e se [|¢|

17 (2)(#) [ x= == sup |o(2)] = ll=]lx-

lloll<1

Segue que J é uma aplicagdo continua e injetora, pode acontecer de J nao ser

sobrejetora, isto motiva a proxima definicao.

Defini¢ao 1.9 (Espago reflexivo). O espaco de Banach X é reflexivo se a injecao
canonica J : X — X** definida por J(z)(¢) = ¢(z) é sobrejetiva.

Lema 1.10 (Lema de Fatou). Sejam (2, M, ) um espago de medida € ( f,,)nen uma

sequéncia de fungoes f, : @ — [0, 00] M-mensurdveis. Entdo,

n—o0 n—

/lim inf f,, dpu < lim inf/fn dpu.

Demonstragao. Folland [16] pagina 52. O



Teorema 1.11 (Teorema da Convergéncia Dominada no espago LF(Q2)). Sejam
(Q, M, 1) um espago de medida, 1 < p < 00 e (fn)nen uma sequéncia de fungoes
M-mensurdveis f, : 0 — R. Suponha que f, — f p-quase sempre para uma fungao
f:Q— R M-mensurdvel e |f,(z)| < g(x) p-quase sempre, onde g € LP(Q2). Entao,
frs f € LP(Q) e || fu — fllzp — 0 quando n — oo.

Demonstragao. Ver Folland [16] pagina 55 para a prova quando p = 1. Para 1 <

p < 00, temos que | f,,| < g implica | f| < g p-quase sempre, entao

[fo = SL< [ fnl + AT < [f] + gl < 2lg].
Logo,
o = fI" < 270917,

g € LP(Q) implica que |g|P € L*(2), e entao aplicamos o Teorema da Convergéncia

Dominada para o caso p = 1. 0

Proposigao 1.12. Sejam |2 < oo e 1 <p < q<oo. Entio LI(Q) C LP(Q) e
[ull o) < QP Jull o) Vue LI(SQ).

Demonstragao. Se p = q, entao L1(2) = LP(2) e nao precisamos provar nada, logo
assumimos p < ¢. Quando g < oo, sendo 1g a funcao indicadora de €2 e notando

a—» + b_ 1, pela desigualdade de Holder ([6] pdgina 92), temos que
q

que

lull oy = 1ol @) < ILall e o)1 Lam@) = 1207l q),

e sé precisamos elevar ambos os lados a 1/p. Para o caso em que ¢ = oo, como

lu| < [Jul| @) quase sempre,

[ullio@) = [ lul” dz < [Q||ullf q),
Q

de novo elevando a 1/p, chegamos ao resultado. 0

Teorema 1.13 (Desigualdade de interpolagao). Sejam 0 < p <1 < g < oo tais que

11—t t
—=——+—, ondet €0,1],
r D q

ew € LP(Q) N LIQ). Entao, u e L"(Q) e ||urr@) < ||u||1L;€Q)||u||tLq(Q)

1 1
(1ft)reﬁz%,entéolga,ﬁgooea—i-—:l.

B

Demonstracao. Definindo o =



Pela desigualdade de Holder:

1/a 1/8
r 1—t)r+tr —t)r - 1—t)r .
Julleey = JullSr < ( / 1 - ) ( / u’ ﬂ) — [l el e

como z'/" é crescente, o resultado segue. O

Observagao. 1.14. Da mesma forma, como log x é crescente, a desigualdade acima
prova que a fungao p — ||u||’£p(9) ¢ log-convexa no conjunto {p > 0; ||u||’£p(m < 00},

e a interpolacao mostra que este conjunto é um intervalo.

Teorema 1.15 (Teorema da Alfandega). Sejam C e X subconjuntos de um espago
métrico M. Se C' € conexo e tem pontos em comum com X e M — X, entao algum

ponto de C' pertence a fronteira de X.
Demonstragao. Santos [22] pagina 35. O

Teorema 1.16 (Banach-Alaoglu-Bourbaki). Seja X um espaco de Banach. A bola

unitdaria fechada
Bx« ={f e X% |lfll <1}
¢ compacta na topologia fraca™ de X*.
Demonstracao. Brezis [6] pagina 66. O

Teorema 1.17 (Kakutani). O espaco de Banach X ¢é reflexivo se, e somente se,
Bx = {z € X; |la]| < 1}

¢ compacto na topologia fraca de X.
Demonstragao. Brezis [6] pagina 68. O

Teorema 1.18. Se X é um espaco de Banach reflexivo e (T,)nen € uma sequéncia

limitada, entdo existe uma subsequéncia (T, )ren que converge na topologia fraca de

X.
Demonstracao. Brezis [6] pagina 76. O

Observacao. 1.19. A reciproca do teorema acima também é verdadeira e é cha-
mada de Teorema de Eberlein-Smulian ([6] pagina 70). Para muitos autores, a

equivaléncia logica é o resultado que leva este nome.

Teorema 1.20. Sejam (fr)ren C LP(Q) e f € LP(Q) tais que ||fu — fllr) — 0.

Entdo, existe uma subsequéncia (fy,)jen e uma fungao h € LP(Q) tais que
(i) fi,(x) = f(x) quase sempre em (2,
(ii) |fx;(2)] < h(x), para todo j € N, quase sempre em €.

Demonstracao. Brezis [6] pagina 94. O



1.2 Espacos de Sobolev

No que se segue, 2 C R™ é um conjunto aberto e 1 < p < oo.

Definigao 1.21 (Espaco de Sobolev). O espaco de Sobolev W'P(§2) é definido por

f1, ..., fn € LP(Q) tais que
WP (Q) = ¢ u € LP(R)
/uvwidx:—/fivdx, Voe CX(Q), Vi=1,...,n
Q Q

onde C2°(§2) é o conjunto de fungoes infinitamente diferencidveis com suporte com-
pacto em 2.
Definicao 1.22. Chamamos as funcoes f; de derivadas fracas de u.

Notagao 1.23. Denotamos f; = u,,, de forma que Vu = (ug,, ..., u,,) estd bem
definido. Além disso, denotamos W12(Q) = H'(Q); esta notagao ¢ justificada pois

W1P(Q) é um espaco de Hilbert se, e somente se, p = 2.
Definigao 1.24. Se u € W'?(Q), entdao podemos definir sua norma por
ullwie) = ullzr@) + [Vl o),

onde

n 1/p
IVl o) = (/ D lua (@)l dl’) ,se 1 < p< oo,
Q=1

IVl o) = max {Jlug,|[z=@}

Definigao 1.25. Se u,v € H*(Q), entao

"\ Qu Ov
(u, V) () = /quqL; 9z, Oz dx

é o produto interno associado a norma

1/2
sy = ( / uf? + |vu|2dx) |
Q

Observagao. 1.26. Esta norma é equivalente aquela definida em 1.24 para p = 2
pois ‘/75(@1/2 +b'/2) < (a + b)Y/? < a'/? + b/? para a,b > 0.

Proposicao 1.27. (W'*(Q), || - lwis()) € um espago de Banach para 1 < p < .
(Hl(Q), (-, ‘)Hl(Q)) € um espaco de Hilbert separdvel.

Demonstracao. Evans [14] pdgina 262. O



Definigao 1.28 (Imersdo continua). Sejam X e Y dois espagos vetoriais normados
com normas || - [|x e || - ||y respectivamente, e suponha que X C Y. Entao, dizemos
que X estd imergido continuamente em Y (denotado X < Y') se existe C' > 0 tal
que, para todo u € X,

[ully < Cllullx-

Teorema 1.29 (Desigualdades de Sobolev). Suponha Q € de classe C* com fronteira
00 limitada. Entao

. 1 1 1
WP(Q) — L (Q), onde — = = — —, se p <n,
D p n
WP(Q) — LI(Q), para todo q € [p, +00), sep=n,
WP(Q) — L>(Q), sep>n.

Em particular, WYP(Q) — LP"(Q) é uma imersdo continua para quaisquer 1 < p <

oo en € N.
Demonstragao. Brezis [6] pagina 285. O

Definigao 1.30 (Imersao compacta). Sejam X e Y dois espacos de Banach com
normas || - ||x e || - ||y respectivamente, e suponha que X C Y. Entao, dizemos que

X esta imergido compactamente em Y (denotado X < Y') se

(i) X estd imergido continuamente em Y e

(ii) toda sequéncia limitada em X é pré-compacta em Y.

A condicao (ii) significa que se (ug)ken € uma sequéncia em X com supy, ||ugl|x < oo,
entao existe uma subsequéncia (ug;)jen C (ur)ren que converge em Y para algum
limite w:

lim [lug, —ully = 0.
j—o0

Defini¢ao 1.31 (Operador compacto). Seja um operador linear C': X — Y. Dize-
mos que C' é um operador compacto se, para toda sequéncia limitada (2, ),eny C X,

a sua imagem (C'z,),en tem uma subsequéncia convergente.

Proposicao 1.32. Sejam D : W — X, B :Y — Z operadores lineares limitados
e C': X =Y um operador compacto, onde W, X, Y e Z sao espacos de Banach.
Entao, CD W —Y e BC : X — Z sao operadores compactos.

Demonstracao. Seja (x,)neny C X uma sequéncia limitada, como C' é compacto, a
imagem de (,),en tem uma subsequéncia convergente C'z,,;, — y, e pela continui-
dade de B, a imagem BCz,, — By continua convergente. Seja (wy)ney C W uma
sequéncia limitada, como D é limitado, (Dw,,),eny C X € limitada, e por conseguinte

(C'Dwy,)nen tem uma subsequéncia convergente. O
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Teorema 1.33 (Rellich-Kondrachov). Suponha que Q0 é um conjunto limitado e de

classe C1. Entdo, temos as sequintes imersoes compactas:

1 1 1
W2(Q) < L1(Q), para todo q € [1,p*), onde o = e sep<n,
WP(Q) < L1(Q), para todo q € [p, +0c0), sep=n,
WhP(Q) —» C(Q), sep > n.

Em particular, WP(Q) < LP(Q)) € uma imersio compacta para quaisquer 1 < p <

oo en € N.
Demonstragao. Brezis [6] a partir da pagina 285. O

Observagao. 1.34. A versao do Teorema de Rellich-Kondrachov em [6] ndo cobre
os casos em que ¢ € [1,p) quando p = n, mas, pela Proposicao 1.12 acima, 1 <r <gq
implica L9(Q2) C L"(2), e concluimos que WP(2) <+ L4(Q) para todo ¢q € [1, +00)
se p = n. Vamos aplicar a Proposicao 1.32 e o Teorema de Rellich-Kondrachov para

provar a compacidade de um certo operador relacionado ao nosso problema.

Observagao. 1.35. Os teoremas 1.18 e 1.20 serao empregados da seguinte forma:
se (ug)ren ¢ uma sequéncia limitada em HJ (), entao existe u € H(Q2) e uma
subsequéncia (uy,)jen tal que uy, — u em Hj(Q). Por Rellich-Kondrachov 1.33,
como Hj(Q)) < L*(Q) para todo n € N, entao, passando para uma subsequéncia
(néo vamos denotar mais subindices), segue que uy,;, — u em L*(2). Finalmente, pelo
Teorema 1.20, depois de passar para uma subsequeéncia, temos que u, () — u(x)
quase sempre em ). Em resumo, se (ug)rey C Hy(Q) é uma sequéncia limitada,
entdo existem u € Hj (), uma subsequéncia (uy, )jen € uma fungao w € L*(2) tais

que
() wy — u em HY(©),
(ii) up, — u em L*(Q),
(iii) ug,(z) — u(x) quase sempre em €2.

(iv) |ug;(7)] < w(z) quase sempre em 2 e para todo j € N.

1.2.1 O espago W,”(Q)

Definigao 1.36. O espaco W, (Q) é o fecho de C°() em W'?(Q), isto significa
que u € WyP(Q) se existe uma sequéncia (u)reny € C°(Q) tal que u, — u em
Whr(Q).



Como a medida n-dimensional de Lebesgue de 052 é zero, a restrigdo u|sq nao faz
sentido, visto que os elementos u € W?(Q) s6 estao definidos a menos de conjuntos
de medida nula. Mas como queremos aplicar a teoria de espacos de Sobolev em
problemas de EDP, precisamos em algum momento avaliar a fung¢ao no bordo do
dominio em consideragao. Para resolver esse problema, vamos introduzir o operador
trago, que nos permite estender a operacao de restricao de funcoes a fronteira mesmo
quando esta restricao nao faz sentido pelo motivo acima mencionado. Em seguida,
vamos dar uma caracterizacao do espago VVO1 P(Q2) em termos do operador trago,

que nos possibilitara considerar problemas de Dirichlet utilizando os elementos de
Wy (9).

Notacao 1.37. Denotaremos a medida n-dimensional de Lebesgue de um conjunto

E C R"™ mensuravel por |E| ou por m(E).

Teorema 1.38 (Teorema do Trago). Assuma que 2 € limitado e que O é C*, entdo

existe um operador linear limitado T : WHP(Q) — LP(9Q) tal que
(i) Tu = ulaq se u € WEHP(Q) N CY(Q);

(ii) [|Tullzro) < Cllullwie) para todo w € W(Q), com C > 0 dependendo

apenas de p e €.
Definicao 1.39. Chamamos Tu de traco de u em 0f).
Demonstracao. Evans [14] pdgina 272. O

Teorema 1.40 (Caracterizacio de W, ”(Q)). Seja Q limitado com fronteira C, e

seja u € WHP(Q), entdo
ue WyP(Q) se e somente se Tu = 0.

Demonstracao. Evans [14] pdgina 273. O

Teorema 1.41 (Desigualdade de Poincaré). Suponha que 1 < p < oo e que ) é

limitado. Entao existe uma constante C' > 0, dependendo apenas de p e €2, tal que,
para todo u € W,P(Q),
[ullze@) < ClIVullr ).

Demonstracao. Brezis [6] pagina 289. d

Como consequéncia desta estimativa, temos que

[VullLr) < llullwir) < (14 C)||Vullre @),



para qualquer u € Wy (Q), e portanto u + || Vul| sy é equivalente & norma usual
no subespaco Wy”(Q). Isto nio é verdade em W'P(Q) pois funcdes constantes

teriam norma zero. No caso em que p = 2,
(u, ) g1y = / Vu-Vvdx
Q

é um produto interno em H}(f2), que induz a norma

1/2
el s ey = ( / |Vu|2dx) |

que por sua vez é equivalente & norma usual em H'(Q), logo (Hg (%), (-, ~)Hé(9)) e

(H&(Q), (-, ')Hl(Q)) sao iguais como espacos de Hilbert.
Notagao 1.42. Denotamos por H~(Q) o espaco dual de H} ().

Definigao 1.43. Como em 1.5, se f € H™ (), entao definimos a sua norma por

1£lz1-10) = sup{[f (v)]; v € Hy(Q), [[v]| () < 1}-

Sabemos que HJ(Q2) < L*(Q). A aplicagdao A : L*(Q)* — H~(Q), que restringe
o dominio dos funcionais ¢ : L?(Q) — R para H}(), é uma injegao continua de
L*(Q)* em H (). Portanto, se fazemos a identificacao L*(Q2) ~ L?(Q)*, ficamos
com H}(Q) — L*(Q) — HY(Q), e nao identificamos H}(2) com o seu dual (ver

observagao 3 da péagina 136 de [6]).
Teorema 1.44 (Autovalores de —A). Consideramos o problema

—Au=Mu em )
u=20 em 02,

2 ’ s . . . ’
onde A =37, % e Q0 C R™ é um dominio limitado e suave, dizemos que A € R ¢é

um autovalor de —A se o problema acima tem solucdo. Temos que

(i) Todos os autovalores (Ag)gen de —A sao nimeros reais positivos e tem multi-
plicidade finita. Além disso, se repetirmos cada autovalor de acordo com a sua
multiplicidade, entao

O< A <A< A<

A — 00 quando k — oo.

(ii) Emiste uma base ortonormal (uy)ren de L*(Q), onde uy, € HL(Q) € uma auto-



funcao associada a A\j:

—Auk = )\kuk em {2

ur =0 em 0f),

para cada k € N.

(iii) As fungdes uy sdo analiticas no interior de 2, para cada k € N.
Demonstracao. Evans [14] paginas 355 e 356. O

Teorema 1.45 (Principio variacional para o primeiro autovalor de —A). Conside-

rando o problema de autovalores associado a —/A\, temos que

(i)

Vul|?
A = min M (1.1)
neHy(@) [[ul[72q)

(ii) Este minimo € atingido para uma fun¢do uy, positiva em 2, que € a solugdo
de
—Aul = /\1U1 em ()

u; =0 em 0S2.

(iii) Seu € HY(Q) € solugdo de

—Au=XMNu emf
u=>0 em 0f2,

entao u € multiplo de u;.
Observacao. 1.46. Ressaltamos que

(1) A afirmacao (iii) nos diz que o primeiro autovalor \;, também chamado de

autovalor principal, tem multiplicidade 1, e podemos escrever

0<>\1<)\2§)\3§

(2) A equagao (1.1) implica que )\1_1/ ? ¢ a constante Gtima para a desigualdade de

Poincaré.
Demonstracao. Evans [14] pdginas 357 até 360. O
Pelo Teorema 1.44, qualquer u € L*(2) pode ser escrito como
u = Z a;U;,
i=1
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onde a; = (u, u;) r2(Q) € u; ¢ uma autofungao associada a A; para cada i € N. Pela

definicao de autofuncao:

/Vu-Vvdl':)\i/uivdx,
Q Q

para todo v € Hg (). Substituindo v por u;, com j € N, vemos que

A sej =1,

(U,’,U‘)Hl(g) = Al(ul,u)Lz(Q) =
. ’ 0 sej#i.

Uk

Ou seja, u L v em L%*(Q) se, e somente se, u | v em H} (). Logo, <ﬁ>keN é uma

base ortonormal de Hj(Q) e

o0 o0
||U||%2(Q) = Za?, HUH%I(}(Q) = Z)‘iag-
=1 =1

Se denotamos por X; o espago gerado pelas autofungoes associadas aos primeiros
k autovalores de —A e Xy = Xi-, entdo H}(Q) = X; ® X,. Para o préximo teorema,

escrevemos w = u + v para cada w € H}(Q), onde u € X; e v € Xo.

Teorema 1.47. Com a notacdao introduzida acima,

Mellolzz ) < [0l Vv € Xo.

Demonstracao. Pela discussao anterior,

k k
||U||§101(Q) = Z)‘ia? < Ak Za? = /\kHuH%Q(Q)a
i=1 1

1=

€ o o0
0117 ) = > oNad > ey Y al = Meal[v]|F0)-
i=k+1 i=k+1
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1.3 Introducao a Teoria de Pontos Criticos para

Funcionais

1.3.1 Teoria Classica

Comecamos nossa discussao da teoria de pontos criticos com algumas defini¢oes. No

que se segue, (X, || - ||x) é um espaco de Banach e I : X — R é um funcional de X.

Definicao 1.48. Dizemos que [ é Frechét diferencidvel em u € X se existe uma
aplicagao linear continua L : X — R que satisfaz a seguinte afirmacao: para todo

€ > 0 existe 0 = d(e,u) > 0 tal que ||v||x < ¢ implica
[ (u+v) = I(u) = L(v)] < e|jo]x.

Denotamos L por I’(u), e dizemos que I é C! se a aplicagao I’ : X — X* definida

por u +— I'(u) for continua.

Definicao 1.49. Se [ for diferenciavel, chamamos de ponto critico um elemento
u € X do dominio tal que I'(u) = 0. Como I'(u) € X*, isto significa que I'(u)v =0

para todo v € X. A imagem do funcional neste ponto é chamada de valor critico.

Definicao 1.50. Dizemos que uma EDP estd em sua formulacao fraca se esta na

forma

Au = f,

onde A : X — X*, f € X* e queremos achar u € X, que denominamos solu¢cao

fraca da EDP. Isto é equivalente a achar u € X tal que

para todo v € X. Os vetores v sao chamados de fungoes teste, pois geralmente X é

um espago de fungoes.

O interesse em pontos criticos de funcionais no contexto de equagoes diferenciais
vem do fato de que, se conseguirmos encontrar um funcional [ tal que I'(u) = Au—f,
entao os pontos criticos deste funcional sao exatamente as solugoes fracas da EDP
que estamos estudando, assim, a existéncia de solucoes fracas nos é garantida por
teoremas de existéncia de pontos criticos do funcional associado I. Esta aborda-
gem ao estudo de equagoes diferenciais é chamada de método variacional. Vamos

apresentar o exemplo de um problema de valor inicial linear eliptico.
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Exemplo 1.51. Consideramos

—Au=f em¢()
u=0 em 0f),

(1.2)

onde 2 C R™ é um conjunto limitado com fronteira suave e f € C'(2). A fungao u é
uma solugdo cldssica de (1.2) se u € C?(2) N C(Q). Para tal fungdo, multiplicando

a primeira equagao de (1.2) por fungdes teste v € C°(Q2) e integrando por partes,

/ﬂVu-Vvdx:/vadx. (1.3)

Escolhendo X = H}(f), por definigao, um elemento de H}(Q) é uma solugao fraca
de (1.2) se satisfaz (1.3) para todo v € H}(2). Como C?(Q2) N C(Q) C HI(Q),

segue que solugdes classicas de (1.2) sdo automaticamente solugoes fracas de (1.2).

chegamos em

Se definimos

1
I(u) ::/—|Vu|2—fudx,
Q2

segue que [ é Frechét diferencidvel (vamos provar isso no caso em que f é a nao

linearidade do nosso problema principal) em X e

I’(u)v:/Vu-Vv—fvda:
Q

para todo v € X. Assim, u é um ponto critico de I se, e somente se, u é¢ uma solugao
fraca de (1.2). Muitas vezes, utilizando resultados de andlise funcional, é mais fécil
provar a existéncia de solugoes fracas do que de solugoes clédssicas. De fato, assuma

agora que f € L*(Q), a equacao (1.3) pode ser escrita como

(w, V) ) = (f,0)2(0)-

Definindo T%(v) := (f,v)r2(q), claramente Ty é linear. Pelas desigualdades de

Cauchy-Schwarz e Poincaré,

[(fs0) 2] < N fllzz@llvllcz@) < Cllfllez@ vl g o)
segue que Ty é continuo, logo Ty € H'(Q). Pelo Teorema da Representacao de
Riesz ([6] pégina 135), existe um tnico u € Hg(Q) tal que Tr(v) = (u,v)piq) ©
lull za ) = 1T¢lla-1(0)-
Os primeiros tipos de pontos criticos a serem considerados sao pontos de maximo

e minimo global, para os quais é necessario que o funcional seja limitado por baixo

ou por cima, respectivamente. O funcional associado ao problema (P) é ilimi-
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tado, e portanto nao poderemos encontrar estes pontos de extremo globais. No
entanto, por uma questao didatica, vamos descrever o método para encontrar pon-
tos criticos considerando estes pontos globais primeiro, e depois modificaremos o
método para lidar com outros tipos de pontos criticos. Por enquanto, vamos assu-
mir que inf,cx I(u) > —oo, sendo que o outro caso é andlogo. Seja ¢ € R o infimo
de I, por defini¢ao, para todo € > 0 existe algum u € X tal que I(u) < ¢+ ¢, e
escolhendo € = 1/k, onde k € N, podemos construir uma sequéncia minimizante
I(ug) — c¢. O método direto do cdlculo de variagoes (ver [13, 17, 19]) consiste nos

seguintes passos:

(1) Tome uma sequéncia minimizante (uy)gen de I;

(2) mostre que (ug)gen admite uma subsequéncia convergente para algum u € X;
(3) mostre que I é sequencialmente semicontinua inferiormente em wu.

O dltimo item significa que liminfy_ o I(uy) > I(u) para qualquer sequéncia con-

vergente u, — u. Se os trés itens acima forem verificados, entao

c= kh_)lilo I(uy) = jlirgo I(ug,) > I(u) > c,
logo I(u) = ¢ e u é o minimo global que querfamos. A chave para reutilizar este
método no contexto em que I é ilimitado é considerar outro tipo de sequéncia com
uma propriedade a mais. Uma pista nessa direcao é um resultado que segue do
Principio Variacional de Ekeland ([23] pagina 256, a versao do teorema na referéncia
assume limitagao por cima, mas como ja dito ambos os casos sdo anélogos), e diz
que se I ¢ C*! e limitado por baixo, entao existe uma sequéncia (uy)reny C X tal que
I(u) — infuex I(u) e I'(ug) — 0 quando k — oo. Como nao temos mais a limitacao

por baixo em I, a solucao é demonstrar diretamente a existéncia da sequéncia.
(1)’ Prove que existe uma sequéncia (ug)gen tal que I(uy) — ¢ e I'(ug) — 0.

E claro que inclufmos um passo zero que é provar que I € C'(X;R), mas por
outro lado nao precisamos mais do passo (3). Por fim, se [ é C' e (1)’ e (2) forem
verificados, entao

c= lim I(uy) = lim I(uy,;) = I(u)

k—o00 j—o0

0= lim I'(u) = lim I'(ug,) = I'(u),

k—o00 j—o0
provando que u é de fato um ponto critico. Esta discussao motiva as proximas

definicoes.
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Definigao 1.52. Seja I : X — R um funcional C'. Uma sequéncia (ug)ren C X
tal que (I(ug))gen € limitada e I'(uy) — 0 é chamada de sequéncia de Palais-Smale

para I.

Definicao 1.53. Seja I : X — R um funcional C! e ¢ € R. Uma sequéncia
(ug)ken C X tal que I(ug) — c e I'(uy) — 0 é chamada de sequéncia de Palais-

Smale no nivel ¢ para I.

Definigao 1.54. Um funcional I € C'(X;R) satisfaz a condi¢io de compacidade
de Palais-Smale (PS) se toda sequéncia de Palais-Smale tem uma subsequéncia

convergente.

Definigao 1.55. Dizemos que I € C'(X;R) satisfaz a condigao de compacidade de
Palais-Smale no nivel ¢ € R (PS).. se toda sequéncia de Palais-Smale no nivel ¢ tem

uma subsequéncia convergente.

Observagao. 1.56. Se I satisfaz (PS), entao I satisfaz (PS). para todo ¢ € R.
Com efeito, as sequéncias (ug)rey C X para as quais ((ug))ren ¢ limitada incluem

todas as sequéncias em que (I(ug))ren converge para algum c € R.
Com estas novas defini¢oes, reorganizamos nosso método no seguinte lema.

Lema 1.57. Sejam [ € C*(X;R) e ¢ € R. Assuma que existe um sequéncia de
Palais-Smale no nivel ¢ e que I satisfaz (PS)., entdo I tem um ponto critico no

nivel c.

Demonstragdo. Pela condicao (PS)., existe uma subsequéncia (uy;) de (ux) tal que
ug; — u quando j — oo, entao

c= lim I(uy) = lim I(uy,;) = I(u)

k—o00 j—o0

0= lim I'(u) = lim I'(ug,) = I'(u).

k—o00 Jj—00

O

Observacao. 1.58. Para garantir que u seja nao trivial é necessario saber explici-
tamente que I(0) # ¢ (imagem de 0 nao estd no nivel ¢) ou I'(0) # 0 (0 € X nao é

ponto critico de I).

Agora vamos introduzir os dois teoremas classicos da teoria de pontos criticos,
o primeiro a ser enunciado foi o Teorema do Passo da Montanha por Ambrosetti
¢ Rabinowitz [1]. Este teorema geralmente é usado no caso em que a poténcia

associada a nao linearidade é superquadratica.
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Teorema 1.59 (Teorema do Passo da Montanha). Sejam H um espaco de Hilbert
e I € C'(H;R) um funcional tais que

(i) I' - H — H* € Lipschitz continua em subconjuntos limitados de H,

(iii) existem constantes r,a > 0 tais que I(u) > a se ||ul| =1 e
(iv) eziste v € H com ||v|| > r tal que I(v) < a.

Entao, existe uma sequéncia de Palais-Smale para I em um nivel ¢ > a. Definindo

I':={g e C([0,1]; H) | g(0) = 0,9(1) = v},
este nivel € caracterizado por

¢= Inf max I{g(t)).

Além disso, se I satisfaz (PS)., entdo existe um ponto critico de I no nivel c.
Demonstragao. Badiale e Serra [2], pagina 156. O

A intuicao por tras deste teorema e o motivo pelo qual ele leva este nome vem da
sua versao em dimensao finita, que pode ser visto em [24, capitulo 2]. Infelizmente,
a visualizacao que daremos nao se aplica as hipdteses do teorema declarado acima,
mas ainda assim é 1til para a sua compreensao. Digamos que H = R? e I esteja
medindo a altura. Entao, conhecemos dois pontos de alturas pequenas na paisagem,
a saber, a origem e o ponto v. Entre eles, a uma distancia r da origem, se encontra
uma cadeia de montanhas de altura I(u) > a > 0, e se quisermos ir da origem até v,
temos que passar pela cadeia de montanhas. Logo, considerando todos os caminhos
entre esses dois pontos, escolhemos aquele que minimiza o quanto temos que subir:
este é o passo da montanha. O teorema diz que a altura méaxima do passo é um
valor critico de I. O ponto que tem esta altura deveria ser minimizador na cadeia
de montanhas e maximizador no caminho que tomamos, e portanto deveria ser um
ponto de sela. Entretanto, isto nao é verdade no caso degenerado em que a cadeia
de montanhas tem um cume circular ao redor da origem, ou seja, quando I(u) = ¢

para todo u € H tal que |Ju|| = r.

Observacgao. 1.60. Dizemos que um funcional [ tem a geometria do Teorema
do Passo da Montanha se satisfaz as hipdteses (ii), (iii) e (iv) do teorema acima.
Veremos que uma das condicoes que utilizamos para provar o teorema de existéncia
no caso superquadratico implica na geometria do Teorema do Passo da Montanha

para o funcional associado ao problema (P).
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O segundo teorema classico da teoria de pontos criticos é o Teorema do Ponto
de Sela, provado por Rabinowitz [20]. Em contraste com o Teorema do Passo da
Montanha, este teorema geralmente é utilizado quando a nao linearidade é assinto-
ticamente linear, o que faz a poténcia associada ser assintoticamente quadratica. A
diferenca deste trabalho é assumir diretamente uma restricao na poténcia, a saber,
a condicao de dupla ressonancia, o que da um grau de liberdade maior a nivel da

nao linearidade.

Teorema 1.61 (Teorema do Ponto de Sela). Seja H = V @& W, onde H é um
espaco de Hilbert e V' € um subespaco vetorial de dimensao finita. Suponha que I €

um funcional C' que satisfaz as sequintes afirmacoes:
(i) I': H — H* é Lipschitz continua em subconjuntos limitados de H;

(ii) existe uma vizinhanga limitada simplesmente conexa D de 0 em V' tal que

max [(u) < a < < inf I(u
u€dD (u) < B_uEW (),
onde o e B sao constantes reais. Entao, existe uma sequéncia de Palais-Smale para

I no nivel ¢ > (. Este nivel é caracterizado por

¢ = inf max I[h(u)],
hel ueD

onde
I':={heC(D;H)|h(u)=u, Yu € dD}.

Além disso, se I satisfaz (PS)., entdo existe um ponto critico de I no nivel c.
Demonstracao. Badiale e Serra [2] pagina 159. O

Observagao. 1.62. Dizemos que / tem a geometria do Teorema do Ponto de Sela
se I satisfaz a condigao (ii) do teorema acima. Veremos que um de nossos lemas
auxiliares implica nesta geometria para o funcional associado ao problema (P) no

caso subquadratico.

Observacao. 1.63. Em ambos os teoremas acima, poderiamos ter assumido a

condi¢ao mais forte (PS).

A importancia do método descrito neste capitulo é exatamente que consegui-
mos separar a busca de pontos criticos em duas partes que podem ser verificadas
independentemente: a existéncia de uma sequéncia de Palais-Smale e a questao
da convergéncia deste tipo de sequéncia. Um ponto em comum dos dois teoremas

acima é que todo o trabalho pesado é feito para garantir a existéncia da sequéncia
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de Palais-Smale, e uma vez que isso é provado, a existéncia do ponto critico segue
imediatamente do Lema 1.57. Nosso objetivo agora é unificar estes dois teoremas
estabelecendo um padrao geral em termos de geometria, com a finalidade de escla-
recer a relagao entre os resultados classicos e o teorema minimax geral de Bartolo

et al.. Isto sera feito através da nocgao de linking.

1.3.2 Linking e o Teorema Minimax de Bartolo-Benci-

Fortunato

Comecamos esta secao com a definicao de linking, que retiramos diretamente do
artigo de Bartolo et al. [4], mas ver [5] para outra definigdo deste conceito. Ainda
outra definigdo se encontra no livro [23], que contém vérios exemplos diferentes de

linking e aplicagoes a teoria de pontos criticos.

Definigao 1.64 (Linking). Sejam H um espaco de Hilbert real e S um subconjunto
fechado de H. Seja () uma variedade de Hilbert com fronteira Q). Vamos dizer que

hé um link entre S e Q) (ou que S e Q) conectam) se
(i) SNnoQ =0

(ii) se ¢ : H — H é uma aplicacao continua tal que ¢(u) = u para todo u € 9Q),

entao ¢(Q) NS # 0.

Intuitivamente, esta definicao significa que, mantendo a fronteira de () fixa, inde-
pendente de quanto continuamente deformarmos (), sempre havera algum ponto em
comum entre o interior de () e S. Considerando as hipéteses do Teorema do Passo da
Montanha, se definirmos Q@ = {tv e H |0 <t <1}eS=0B, ={ue€ H | ||u| =1},
entao

max [ (u) < a < inf I(u),
u€EIQ u€eS

que é bastante similar a uma das hipoteses do Teorema do Ponto de Sela. Ademais,
em termos destes conjuntos, podemos ver que a geometria do teorema é de uma
esfera com um ponto dentro (a origem) e um ponto fora (o ponto v) com alguma
curva conectando os dois, que seria ¢(Q), logo é extremamente provavel que existe
um link entre @) e S. Vamos provar que este é de fato o caso com uma aplicacao

direta do Teorema da Alfandega.

Proposicao 1.65. Sejam H um espaco de Hilbert real, Q = {tv € H | 0 <t < 1}
eS={ueH||ul|=r}, onde 0 <r <|v|. Entao, 9Q e S conectam.

Demonstracao. Pelo Teorema da Alfandega 1.15 com M = H, C = ¢(Q) e X = B,,
segue que existe um ponto de ¢(Q)) que pertence a 0.X = S para qualquer ¢ : H — H

continua que fixa 0@, portanto S e 0¢) conectam. 0
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Focando agora nas hipéteses do Teorema do Ponto de Sela, fixando Q@ = D e

S = W, temos similarmente que

I(u) < < inf I'(u).
wgg ) = o< i)

A visualizacdo é um pouco mais dificil neste caso, mas fazendo uma analogia com
R3 onde Q' = {(z,y,0) € R® | 22 +¢*> <r?} e §' = {(0,0,2) € R?| 2 € R}, vemos
. . . L. . , .
que para nao haver o link, seria necessario abrir um buraco em @’ sobre o eixo z
utilizando uma func¢ao continua, o que é impossivel. Isso nos da a ideia de prosseguir

por contradicao.

Proposicao 1.66. Sejam H =V &W, onde (H, (-,-)g) € um espaco de Hilbert real
e V € um subespaco vetorial de dimensdo finita. Suponha que QQ = D, onde D é
uma vizinhanca limitada e simplesmente conexa de 0 em V e S = W. Entdo, S e

0Q conectam.

Demonstracao. Seja ¢ : H — H uma funcao continua tal que ¢(u) = u para todo
u € 0@). Por contradicao, vamos assumir que para todo u € @ existe r > 0
tal que Y% (¢(u), ;)2 > 72 onde {uy,...,u;} é uma base de V. Isto implica
que ¢(Q)) nao é simplesmente conexo, contradi¢do. Entao, existe u € @ tal que
S (p(u), )3 < 7 para todo 7 > 0, logo (p(u),u;)y = 0 parai = 1,....k, e
portanto ¢(u) € S. O

O dltimo ingrediente que precisamos para declarar o Teorema de Bartolo-Benci-

Fortunato [4, Teorema 2.3] é uma condigao de compacidade introduzida por Cerami

18].

Definigao 1.67. Dizemos que I € C'(H;R) satisfaz a condigdo de tipo Palais-Smale
no nivel ¢ € R (C),, se:

(i) toda sequéncia limitada (ug)reny C H tal que I(ug) — ¢ e I'(ux) — 0 quando

k — oo tem uma subsequéncia convergente;

(ii) existem constantes positivas d, R e « tais que ||I'(u)||||u]| > « para qualquer
uwe I Y[c—0d,c+6]) com |ul| > R.

Observagao. 1.68. (PS). = (C)..

De fato, esta claro que (PS). = (C).(i). Agora, se I satisfaz (PS). e (ug)reny C H ¢é
uma sequéncia tal que I(ug) — ¢ e |Jug|]| = oo quando k — oo, entdo existe a > 0
tal que |[I'(ug)|| > «, para todo k grande o suficiente. Do contrario, temos que
|I'(ug)]| — 0, logo I'(ux) — 0, e por (PS), existe uma subsequéncia que converge
para algum u € H, contradi¢ao. Logo, para todos d, R > 0, existe a > 0 tal que se
uwe I ([c—d,c+d]) e |Jul]| > R, entdo || I'(u)]| > a. Isto implica (C).(ii).
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Teorema 1.69. [4, Teorema 2.3] Seja H um espago de Hilbert real, suponha que
I € C'Y(H;R) satisfaz a condigao (C). para todo ¢ > 0, e que existem S C H um

subconjunto fechado e () C H uma variedade de Hilbert com fronteira 0Q) tais que
(i) sup,eog I(u) < a < B <infuegI(u), para 0 < a < B;

(ii) S e 0Q conectam;

(iii) sup,eq I(u) < +oo.

Entao, I possui um valor critico ¢ > [5.

Observagao. 1.70. Segue da prova deste teorema que se I satisfaz (C). para todo

c € R, a restricao a > 0 nao é necessaria.

Pela discussao anterior, fica claro que o teorema acima é uma generalizacao de
ambos os teoremas classicos em suas versoes fortes, ou seja, assumindo (PS) ao invés
de (PS).. De fato, (PS) implica (PS). para todo ¢ € R, que por sua vez implica
(C), para todo ¢ € R. As Proposicoes 1.65 e 1.66 providenciam os links necessarios,
e como em ambos 0s casos o conjunto () é compacto, segue que sup,cq I(u) < +oo.

Antes de continuarmos com as aplicacoes da teoria de pontos criticos ao problema
(P), vamos apresentar novamente os dois casos em que este problema se divide, e

fazer uma breve observacao sobre nossa definicao de dupla ressonancia.

Definigao 1.71. O problema (P) é chamado de subquadrdtico na poténcia F' se

existe algum ¢ > 0 tal que F satisfaz

F
lim sup (z,5)

2
|s| =00 S

<c <.

Defini¢ao 1.72. O problema (P) é chamado de superquadrdtico na poténcia F' se

F satisfaz

lim
|s|—o0 52
Observagao. 1.73. Sendo 0 < A\; < Ay < A3 < -+ os autovalores de (—A, Hj(Q)),
usualmente (P) é chamado de um problema ressonante ou duplamente ressonante

(ver [11]) quando, respectivamente:

x,s
‘l‘im f(@s) = A uniformemente para q.t. z € €2,
s|—o00 S
x,s x,s
e < liminfM < lim sup f(z,s) < Mit1,
|s|—o00 S |s| =00 S
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uniformemente para quase todo x € €) e para algum k € N. Neste artigo, chama-

remos (P) de problema de ressonancia ou de dupla ressonancia quando, respectiva-

mente: oF
|1|im (f’ s) = M\ uniformemente para q.t. z € €,
s|—00 S
2F 2F
A < L(z) = liminf (f’ s) < lim sup (—12:’8) = K(x) < Mgy,
|s]—00 S |s]—o0 S

uniformemente para quase todo x € §2 e para algum k € N. A defini¢cao usual de pro-
blema de ressonancia é mais geral do que a nossa definicao pela regra de L’Hopital.

No entanto, utilizando a versao generalizada da regra de L’Hopital apresentada em
Taylor [25]:
f(z) f(z) /(@)

/
lim inf f,(x) < liminf —= < limsup —= < lim sup —,
ame g(x) T ave g(x) T ame 9(2) T ame 9'(7)

podemos ver que a nossa definicao de problema de dupla ressonancia é mais geral do

que a definicao usual. De fato, assumindo a definicao usual, e notando que quando

¢ = £o00, nossa hipétese é apenas lim |g(x)| = oo (ou seja, a hipétese sobre o limite
Tr—cC

de f nao é necessaria), temos que

2F 2F
A < liminf M < liminf M < lim sup M < lim sup f(@:s)

|s]—00 S |s]—o00 52 |s]—o0 52 |s|—o0 S

< Akt

21



Capitulo 2

Aplicacao as EDPs Elipticas

Semilineares

Como dito na introduc¢ao, nosso problema é

—Au = f(x,u) em
u=>0 em 0f),

(P)

onde 2 C R” é um dominio suave e limitado, e f: 2 x R — R é uma funcao de

Carathéodory que satisfaz a seguinte condigao de crescimento subcritico:
\f(z,s)] <agls]P +by VseReqt.ze€Q,

para constantes ag,bp > 0, e com 1 < p < 2n/(n—2)sen >3,el <p < oo se
n = 1,2. Multiplicamos a primeira equac¢ao do problema (P) por uma fungao teste

v e CX(Q) e integramos em €

—/Auvdx:/Vu-Vvdx:/f(m,u)vdx,
Q Q Q

onde foi utilizada integracao por partes do lado esquerdo. Agora, admitindo que

v € H}(Q), chegamos a formulagao fraca do problema: achar u € H}(Q) tal que

/Vu~Vvd:c:/f(x,u)vdx Vo e Hy(9).
Q Q

As solugoes fracas u € H}(Q) de (P) sdo os pontos criticos do funcional
1 2
Jw) == [ |Vul*dx — | F(z,u)dz,
2 Ja Q

onde F(z,s) = [ f(x,t)dt.
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Proposigao 2.1. O funcional J : H}(Q) — R definido acima é continuamente
diferencidvel. Além disso, o operador K : H}(Q2) — H1(Q) definido por

K(u)v:/Qf(x,u)vdx

€ compacto.

Demonstracao. Vamos primeiro calcular a derivada de Frechét de J. Definindo

() ::%/Q\vuwx, Jo(u) ::/QF(x,u) da,

entao

1 1
Jl(u+v):§/Q|Vu|2dx+/QVu-Vvdx—l—§/Q|Vv|2dx,

logo
Ji(u)v = / Vu-Vudz.
0

Como F(z,u) é C' em u para quase todo z € Q, temos

R
F(x,u+s) = F(z,u) + f(z,u)s + R(s), onde hr% % =0, (2.1)
S5— S
e essas igualdades valem quase sempre em 2. Substituindo s € R por uma fungao

v € H}(Q), segue que

Jo(u+v) = / F(z,u) d:z:—l—/f(a:,u)vdx—i—/R(v) dx
Q Q Q
e devemos verificar que

R(v)d
M — 0 quando [[v|[gz — 0, (2.2)

1]/ 3
notamos que o limite em (2.1) é em R enquanto que o limite em (2.2) é em H} ().
Seja (vp)keny C Hy () uma sequéncia tal que v, — 0 em Hg () quando k — oo.
Pela observacao 1.35, existe uma subsequéncia (vk;)jen C (Vk)ren tal que vy, (z) — 0

quase sempre em (). Substituindo s = vy, (),

oo 1R, @)

o0 o, (2))|

~0 (2.3)

para quase todo x € ). Logo, quando j é grande o suficiente, existe C' > 0 tal que

| R(ox, ()|

<0,
vk, (@)
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quase sempre em €2. Escolhendo g(z) = C como nossa fungao dominante, temos que

g € L*(Q) pois || < oo, e pelo Teorema da Convergéncia Dominada em L?(f2),

[ R @)

= Jo o ok ()2

dx = 0.

Entao, para esta subsequéncia, pelas desigualdades de Poincaré e de Cauchy-

Schwarz,
(LG A O

R(Ukj)

Uk,

— 0

<c|

[0, [ [0, | 2 12
quando 7 — oco. O que provamos até agora foi que para toda sequéncia tal que

v — 0 em Hj(Q), existe uma subsequéncia (vy;) tal que

[ R, ) 1

— 0 quando j — oo.
vk, | 2

Para terminar a prova de que J é diferenciavel, precisamos da seguinte afirmagao

geral.

Afirmacgao 1. Sejam f : X — Y ex € X, onde (X,dx) e (Y,dy) sdo espagos
métricos. Suponha que para toda sequéncia x, — x, existe uma subsequéncia

(Tn, )men C (Tp)nen tal que f(x,,,) — f(x). Entao, f(z,) — f(x) para toda
sequéncia tal que x, — x.

Demonstracao. Por contraposicao, isso é equivalente a seguinte afirmacao: se existe
uma sequéncia x,, — x tal que f(x,) 4 f(x), entdo existe uma sequéncia xy — z
tal que para qualquer subsequéncia y, — x, temos que f(xx,) # f(x). Suponha
que existe x, — z tal que f(z,) 4 f(x). Por definigao, existe ¢ > 0 tal que para
todo N € N existe algum n € N tal que n > N implica dy (f(z,), f(z)) > €. Seja
N’ € N, extraimos da sequéncia (z,) todos os elementos com indices n > N’ tais
que dy(f(x,), f(x)) < € e montamos uma nova sequéncia (zy) com os elementos
restantes. Para esta sequéncia, existem ¢ > 0 e N’ € N tais que para todo k& >
N’, temos que dy (f(zg), f(x)) > €, logo (zx) ndo tem subsequéncias cuja imagem

converge para f(x). |

Aplicando a afirmagao, para toda sequéncia v, — 0 em Hg (), temos que

[ 1

— 0 quando k£ — oo.
vkl

Finalmente, pelo critério sequencial de continuidade, isso significa que

[7(0)]]z:

— 0 quando |[v|[zz — 0.
0]l
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Portanto,

J’(u)v:/QVU-Vvdx—/Qf(x,u)vdx,

e vemos que quando J'(u)v = 0 para todo v € Hj () (u é ponto critico), recupera-
mos a forma fraca de (P). Note que nao usamos a condigao de crescimento em f na
prova acima. Para a préxima parte, a fungao J' : H}(Q) — H~'(Q) é continua se
| J"(ug) — J'(w)|| -1y — O para qualquer sequéncia (uy)ren C Hy(2) convergindo
para algum u € H} (). Pela Definigdo 1.43, a convergéncia na norma dual significa,
em termos da norma primal, convergéncia uniforme em conjuntos limitados. Como
qualquer conjunto limitado esta contido em um muiltiplo da bola unitaria com centro
na origem, aqui denotada por Bj, ¢é suficiente checar a convergéncia uniforme em
B1. Entao, o que queremos provar é que para todo € > 0 existe N € N tal que, para
todo k > N e todo v € By, temos |J'(ug)v — J'(u)v] < e. De fato, para Jj, é facil
ver que

k—o00

|1 (ur)o = Ji(u)v] = < lur = ull gy ol my @) —= 0.

/ V(ug —u) - Vodx
Q

Vamos provar agora que K ¢ na verdade um operador compacto, o que implica que
K é continuo. Primeiro, pela condicao de crescimento subcritico, a fungao que leva
u— f(-,u) tem imagem em L?(£2) (onde 713 + % =1)seu e LP(Q):

/ (2, 0)|7 dz < /(a0|u|p1 +bo)tdr < 2q/(max{a0|u|p1,bo})qd:v
Q Q Q

= 2q/(max{a(1)/(p_1)\u|, b/ PNV d < 400
Q

Temos o seguinte diagrama para K:

H}(Q) « s LP(Q)

| |
o

HY(Q) +—— LP(Q)* «=— LI(Q)

A imersao Hj(Q2) < LP(Q) ¢ compacta pelo Teorema de Rellich-Kondrachov, a
aplicacao u +— f(-,u) é continua para quase todo z € € por hipétese, L1(2) é
isometricamente isomorfo a LP(2)* (ver Folland [16] para uma prova deste resul-
tado), e a ultima fungao é simplesmente a restricao do dominio de algum funcional
¢ € LP(Q)* para H (). Em vista da Proposigao 1.32, K é compacto. O

Proposigao 2.2. A condigcao de crescimento subcritico implica que o funcional J

satisfaz a condi¢ao (C).(i) para todo ¢ € R.

Demonstragdo. Definindo dois operadores T, K : Hj(Q2) — H '(Q) da seguinte
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forma:

T(uyv = /Q Vu-Vede,  K(uv:= /Q f(a, ) dz,

temos que J'(u) = T'(u) — K (u), e o resultado é consequéncia de K ser um operador
compacto. Seja (ug)reny uma sequéncia limitada, entao (K (ug))reny tem uma sub-
sequéncia convergente K (ug,) — ¥ € H ~1(Q), e pelo Teorema da Representacao da
Riesz, existe um tnico ug € Hy(Q) tal que T(ug) = ¢ e [|[T(u)llg-1q) = lullm @

para todo u € H}(Q2). Logo, como J'(uy,) — 0:

Huka‘ - UOHH(%(Q) = HT(Ukj - UJO)HH*HQ)

< T Cuny) = K ()| 10 + 1K (ury) = T(uo)l| 1) = 0.

Notamos que (1) é sempre satisfeita se p = g. De fato,

[sfr [P |sf?

F(x,s aoltP~t +by) dt  2s|s|P7! + bys b
P CTARITS SaS TR T

ses>0ep>1:

a by e Qo
p sl p’
esep=1:
Qo b()
E 1 = Qo + b(].
Enquanto que se s <0ep > 1:
ao bo sy Q0
__ —1)? -
P +( ) Sp_l p7
esep=1:
Qg bo
_E‘F (_1)p8p—1 = —Qg — bo.

Porém, (1) pode ser satisfeita para valores menores de ¢, o que é de interesse para
o que pretendemos fazer. Como dito anteriormente, a hipdtese (2) é chamada de
condicao de nao quadraticidade no infinito para a poténcia F', para ilustrar o seu
significado, suponha que f(x,s) é da forma f(z,s) = As+ g(s), onde A e Re g é

continua. Entao, assumindo que g satisfaz a condigao de tipo Landesman-Lazer:

lim g¢(s) = g4, com gy > 0, (2.4)

s—+oo
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e denotando G(s) = [ g(t) dt, temos que

= lim g(s)
| )

f(x,s)s —2F(x,s) g(s)s — QG(S)'

] N [

Sob a hipdtese de que p < 1 em (2), segue que, se s > 0:

lim sup 9(8)s — 2G(s) = limsup s*™# (g(s) _ QG(S))

5—00 sH s—00 S

= limsup s’ #(—g;) < —g; < 0.

§—00

Se s < 0:
. g(s)s —2G(s) _ . - G(s)
o S = im0 (ote) + 27
= limsup(—s)"#(—3g_) < —3g_ < 0.
S——00

Portanto, F' satisfaz (2) para p < 1. Por outro lado, consideramos a condigao
0<0F(z,s) < f(z,s)s  V¥|s| > R, uniformemente para q.t. z € Q, (2.5)

para § > 2 e R > 0, introduzida por Ambrosetti e Rabinowitz [1] para obter uma

solugao nao trivial no caso superquadratico. Essa condicao implica que

flz,s) d
L g 2

|

»

integrando em s, achamos
log F'(x,s) > 0log |s| + ¢,

logo F(x,5) > a1|s|?, para todo |s| > R, e algum a; > 0. Daf,

f(z,8)s —2F (x,s)

|s[#

(0 —2)F(z,s)

|s[#

> > (60— 2)aq|s|" ",

portanto, se u < 6:

. f(z,s)s —2F(z,s)
0 < (0 —2)a; <liminf(6 — 2)ay|s|" ™ < liminf :

|s| =00 |s]—o0 |8"u‘
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Tanto (2.4) quanto (2.5) implicam, separadamente, na condi¢ao de compacidade de
Palais-Smale 1.54 para o funcional J. Vamos provar que (2.5) = (PS). Para isso,
provamos que uma sequéncia sob as hipéteses de Palais-Smale é limitada e utilizamos
o mesmo argumento da Observagao 2.2. As condigoes (2.4) e (2.5) sdo mencionadas
para exemplificar diferentes maneiras que as condigoes de nao quadraticidade no
infinito e de Palais-Smale podem ser cumpridas, por essa razao a proposicao abaixo

nao sera utilizada em outras partes deste trabalho.

Proposicao 2.3. Se F' satisfaz a condi¢io (2.5), entao J satisfaz a condigao de

compacidade de Palais-Smale.

Demonstragdo. Seja (up)reny C HJ(£2) uma sequéncia tal que (J(ug))reny é uma

sequéncia limitada e J'(ug) — 0, entdo existe M > 0 tal que

1
M > —||uk||§{1(ﬂ) - (/ F(x,uy)dx +/ F(x,uk)dx)
2 0 {2€9% |uy| >R} {29 |ux| <R}

1
{z€Q; lug|>R}
> Sl — 5 | o
Z Sk - = 2w ug de — C)
2 Hi(Q) g (e oo R)
1 ) 1
= EHU}CHH&(Q) o 5 Qf(xauk)uk dr — Cf.

Reordenando, temos a estimativa inferior
0 2
i [z, ug)ug de > §HukHHé(Q) —0(M + (), (2.6)

onde para |ug| < R, temos

U R
F(x,ug) = / flz,s)ds < / (ag|s|P~ + bo) ds = %Rp + bR,
0 0

logo C é dado por

Crim it & 0wl < ) (20 + i) > [ F(a, ) dr
{

z€Q; Jug| <R}

Como J'(ug) — 0, entdo para todo € > 0, existe um N = N(e) € N tal que para
todo kK > N,

/ Vuy - Vo — f(z,up)vde
Q

< €llvllm o Vv € Hy(Q).
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Fazendo € = 1 e v = u;, e rearranjando:

[ 5w myde < uliyye + oo (2.7

Combinando (2.6) e (2.7):

0
(5 1) bl — Il < 600 + 1),

portanto, (ux)reny € limitada. Como K é compacto, entdo (K (uy))gen tem uma
subsequéncia convergente K (uy,) — 1 € H~'(Q), e pelo Teorema da Representacao
de Riesz, existe um tinico ug € Hy(2) tal que T'(ug) = 9 e || T(w)|lg-1@) = l[ullmi(e)
para todo u € H} (), mas J'(u;,) = T'(ug) — K(ug,) — 0, entao

g, — oz = 1T (ur; — uo)llm-1(0)

< T (uny) = K (unp) [ =10 + [ (ur;) = T(wo)l[ 1) = 0.

Em relacao a condicao (3), fazemos as seguintes observagoes.

Observagao. 2.4. Pela condigao de crescimento subcritico,

52 - 52 - 52

s -1
2F(x, s) S _[2F(x, s)| - —2 [ aolt|P~" 4 by dt _ 2 (@\s\pl —i—b()) |
p
entao, caso by # 0 ou p < 2,

Y

2 2F
+o0 = lim sup {—— <@|s\p_1 + bo)] < limsupM
s\ p

2
s—0~ s—0~ S

o que é uma contradigao com o lado esquerdo de (3). Logo, by = 0 e p > 2, e notando
que | f(z,0)| < by para quase todo z € 2, entao f(z,0) = 0 para quase todo x € €,

e o problema (P) tem solugao trivial nesse caso.

Observacgao. 2.5. Vemos que a condigao (3) nos coloca no limiar entre as situagoes
subquadratica e superquadratica para a poténcia F: para p = 2, a poténcia ainda
sera subquadratica, mas, a partir de p > 2, entramos na situacao superquadratica.
2.1 Resultados Auxiliares

Lema 1. Se F satisfaz (1) e (2) com > (n/2)(q—2) sen > 2 ou pu > q—2 se

n =1, entao J satisfaz (C). para todo ¢ € R.
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Demonstragao. Ja sabemos que (C).(i) segue da condigao de crescimento subcritico,
vamos assumir a primeira alternativa de (2), a prova com a outra alternativa é
andloga. Para demonstrar (C).(ii), assumimos, por contradigao, que existem ¢ € R
e uma sequéncia (up)ren C Hg(Q) tais que [Jugl|gz) — o0 e J(up) — ¢, mas

[ (i) || 3 ey 1wl 3 ) — 0. Temos que (2)(i) € equivalente a

lim [ inf

Jim. (MZR { f(x,s)s = 2F(x, 5)

S }) >a>0 unif. para q.t. x € €,
s

d
logo, escolhendo € = W, com d > 0 constante, existe R > 0 tal que |s| > R implica
s

a < inf {f(x,s)s—ZF(x,s)}+ 4 _ f(x,s)s —2F(z,s) d

= sI>R BE B | 5|~ Bl

entao
als —d < f(x,s)s —2F(x, s), ViIs| > Reqt. x €.

Agora, para |s| < R, segue da condigao de crescimento subcritico que f é limitada

em ) X [—R, R] para quase todo x € €, logo, existe M > 0 tal que
—M < f(x,s)s — 2F(x, s), V]s| < Reqt.ze.
Entao, escolhendo d’ > 0 tal que d’ > aR* + M, temos
als|* —d < f(x,s)s — 2F (z, s), Vis| < Reqt.z e,
fazendo d; = max{d,d'}:
als|* —dy < f(z,s)s — 2F(x, s), VseReq.t. ze. (2.8)

Substituindo s = uy e integrando (2.8) em €2, obtemos
oy~ 1O < [ s = 2P o) do = 2 () + T )
Q

como o lado direito ¢ limitado, concluimos que u; € L*()) e existe uma constante
A > 0 tal que
HukHLu(Q) <A, VkeN. (2.9)

Prosseguindo de modo andlogo, a condigao (1) é equivalente a:

F
lim (sup { (z,5) }) <b< o0 unif. para q.t. x € €,

R'—oo |s|>R
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d
escolhendo € = —, com dp > 0, existe R > 0 tal que |s| > R’ implica

EE
F(z,s) do {M}_ d

— - < sup — <
|9 sl? T gsr U I8 5]

logo
F(x,s) <bls|? + da, V|s| > R eq.t.z €.

Utilizando a condigao de crescimento subcritico, concluimos que F' ¢ limitada no
conjunto Q x [—R', R'], e portanto, depois de possivelmente aumentar o valor de ds,

conseguimos estender a desigualdade anterior para toda a reta:
F(z,s) < bls|?+ da, VseReq.t. ze. (2.10)

Substituindo s por uy e integrando (2.10) em €2, vemos que:

1
Sl = ) = [ Flaw)do < e + dl0l - (211)

Se p > ¢, entdo, pela Proposicao 1.12, ||ug||ra) < |Q|q v |we || i), logo
(HukHHé(Q))keN é limitada, contradi¢do. Se pu < ¢, entao escolhemos r = 2n/(n — 2)
sen >3 (ouqg<r<oosen = 1,2) e utilizamos a desigualdade de interpolagao
1.13, a limitagao de (uk)keN na norma || - | zu(q) (2.9), e as desigualdades de Sobolev
em (2.11):

|

LT

1
§||Uk||?{g( < bllugl|Taiq) + 2| + J (ur)
<l WWH@ﬁ%ﬂN+ﬂw)

portanto
2—
—HukH 10y < B+ Dlurll o) (2.12)

Para conseguir a limitacao de (HukH HL(Q neste caso, queremos que 2 — tq > 0.

))keN
Da hipétese da desigualdade de interpolagao, temos que 1/q = (1 —t)/pu+1t/r. Dai,
segue que tqg = r(q — p)/(r — p) < 2, que é equivalente a r(q — 2)/(r — 2) <

Quando n > 3, substituindo r = 2n/(n — 2), chegamos em p > (n/2)(q — 2), que é
nossa hipotese, entao de fato 2 — tqg > 0, contradicao. Nos casos em que n = 1,2,

como r € [q,00) é escolhido arbitrariamente, tomando o limite quando r — oc:

-2
lim p=p> hmM

r—00 r—oo 17— 2

:q_27
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onde a desigualdade permanece estrita pois r/(r — 2) é decrescente para r > 2.
Chegamos a conclusao que 2 — tq > 0 desde que p > g — 2, e obtemos novamente a

contradicao desejada. 0

O lema anterior é usado na prova do Teorema 1. O proximo lema serd usado na
demonstracao do Teorema 2, e mostra que, no caso subquadratico, a condi¢ao mais

fraca (6) é suficiente para garantir (C). para todo ¢ € R.

Lema 2. Se (P) é um problema de dupla ressondancia e F satisfaz (6)+ ou (6)_,

entao J satisfaz a condigcao (C). para todo ¢ € R.

Demonstra¢ao. Vamos assumir (6), (a prova é andloga para (6)_) e, por con-
tradigdo, que J nao satisfaz (C).(ii)) para algum ¢ € R. Entdo, existe
uma sequéncia (up)ren C Hy(Q) tal que [lugllgy) — oo, J(wx) — ¢, mas

[ (we) | =10 1wk || 2 ) — O quando k — co. Segue que

lim [ [f(x,up)ur — 2F (2, ug)] de = ]}Lrilo[QJ(uk) — J' (ug)ug] = 2, (2.13)

k—o00 Q

e a ideia da prova é obter uma contradigdo mostrando que o lado esquerdo de (2.13)

vai para infinito. De (6)., segue que existe R > 0 tal que
M < f(z,s)s — 2F(z,s), V|s| > R uniformemente para q.t. z € €.

Para |s| < R, empregando a condigao de crescimento subcritico como no Lema 1, e

fazendo a substituigdo s = ug(z), concluimos que
—M < f(z,ug(x))ug(z) — 2F (x, ug(x)) para q.t. z € Q.

Afirmacao 2. Eziste um conjunto mensurdvel Qq C Q com |Qy| > 0 tal que

lug(x)| — oo quase sempre em Qo quando k — oo.

Da afirmacdo 2 junto com (6)., segue que

lim [f(x, ug(x))ug(x) — 2F (x, up(z))] = oo, para quase todo x € €.

k—o0

Pelo Lema de Fatou com Ay = f(z, up(x))ug(z) — 2F (x, up(x)),

lim inf/ A dr > lim inf/ Ay dx + lim inf/ A dr
Q Qo Q\Qo

k—o00 k—o00 k—o00

Zliminf/ Akdw—M|Q\QO|2/ ligniankdm—M|Q\Qo|:oo,
QO QO —00

k—o00

que é a contradi¢ao que queremos. Para provar a Afirmacao 2, da definicao de dupla
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ressonancia (5), segue que

2F (z,s)
52

lim sup (

|s|—o00

- )\l-f—l) S O;

uniformemente para quase todo = € €2 e para algum [ € N. Pela definicao de limite

superior, para cada ¢ > 0 existem A, R > 0 tais que se R > A, entao

2F
sup {@ _ Az+1} <e, VY|s|>Reqt.zec.
|s|>R §

Dali,

A
F(x,s)—%sgggsz, V]s| > Reqt.ze.

Para |s| < R, F ¢ limitada por alguma constante M > 0 pela condigao de cres-
cimento subcritico, logo, estendemos a desigualdade anterior somando M do lado
direito:

A
F(:L‘,S)—%SQSESQ—FM, VseReq.t. xe

Substituindo s por uy e integrando em 2:

Attt o € 2 € 2
F(x,u,) — —u; de < =||u + MIQ < —|lu + M|Q|,
| P = 2t de < Sl + M1 < 5 ol + M1
onde utilizamos a desigualdade de Poincaré 1.41 para conseguir a segunda desigual-

dade acima. Como € > 0 ¢é arbitrario, chegamos em

1 A
lim sup —2/ F(z,u) — 222 da | < 0. (2.14)
k—oc0 HukHHé(Q) Q 2

Definindo @y, := up/||ug|| g1 (o), @ sequeéncia (i )ren C Hg () é limitada, e, como dito
na Observacao 1.35, existem @ € H(€2) e uma subsequéncia (ty;)jen C (x)ren tais
que Gy, — @ fracamente em H{(Q), fortemente em L*(€2) e para quase todo = € €.

Passando ao limite quando j — oo na igualdade

1 < . 1 Alp1 g
- 1—)\l+1||uk.||22 > :—/F(I,U,k)——u dx +
2 IEAR) ||uk/'j||§{é(ﬂ) Q ! 2 ks

Hukj H?{é(g)
e utilizando (2.14), chegamos a conclusao que

1
— < |1a]|% 200,
— < Nl

o que implica que u(x) # 0 em um conjunto de medida positiva. Agora, fazendo

Qo = {z € Q| a(x) # 0} e como u(x) = |lug| gy )yir(z), segue que |uy(z)| — oo
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quando k — oo para quase todo x € {2y e a afirmacao 2 esta provada. O

2.2 Teorema de Existéncia para Poténcias Super-

quadraticas

O préximo lema demonstra que a condic¢ao (3) implica na geometria do Teorema do

Passo da Montanha 1.59 para o funcional J.

Lema 3. A condi¢ao (3) implica que existem p,3 > 0 tais que J(u) > [ se
[ull i) = p- Além disso, existe ug € Hy(Q) tal que J(tug) — —oo quando t — oo.

Demonstragao. Pelo lado esquerdo da condicao (3), para todo € > 0 existe R > 0
tal que

F(z,s) < =(a+¢€)s? V]s| < Reqt.ze (2.15)

l\DI»—l

Da condicao de crescimento subcritico, resulta que
F(z,s) < @|s|p_1s+bos, VseReqt ze
p
e se quisermos que
1 2
F(z,s) §A|s|p+§(a+e)s , V|s| > Reqt. xe (2.16)

com A = A(e) > 0, entao é suficiente que

ap b0+%|05—|—6|R
Az RIERTOT

Combinando (2.15) e (2.16):
1
F(z,s) §A|s|p+§(a+e)32 VseReqt. zell (2.17)

Escolhendo ¢ > 0 de forma que o + € < Ay, utilizamos (2.17), a desigualdade de
Poincaré )\1HuHL2(Q) < J|ull3 gy, € a desigualdade de Sobolev [ullpy < KHuHHI(Q)
para obter uma cota mferlor de J quando u tem um dado raio:

1
I = 3l — | Flau)da

1 1
> el — Al — @+ Ol
1 a+€ 9
> 5 (1 55 luliyo - ARl o 219
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Como dito na Observagao 2.4, o lado esquerdo da condigao (3) implica que p > 2,

(assumimos que p > 2 para entrar no caso superquadratico). Para facilitar a algebra,
introduzimos os simbolos a := 1/2(1 — (a +¢€)/A;) >0 e b:= AK > 0, onde a > 0

por nossa escolha de €. Ficamos com

-2
I(w) = allulfly oy = bllully ) =l (@ =l
a\ /(-2 .
logo, se p := (2_b> , entao
Ly
J(u) > QP = 5 >0, V||U||Hg(sz) =p-

Para provar a segunda afirmagao do Lema 3, pelo lado direito da condicao (3), para

todo € > 0 existe R > 0 tal que

1
5(6—6)S2§F(I,S), ViIs| > Reqt. x €.

Analogamente ao Lema 1, existe um M > 0 que verifica
—M < F(z,s), Vis| < Reqt.z e
Logo, escolhendo B(€) = B > 0 de forma que

B> _—(B—¢)R*+ M,

(NN

temos .
5(6—6)82—B§F(ZE,8), Vis| < Reqt.xz e,

e podemos concluir que
1 2
5(6—6)3 — B < F(z,s), VseReqt. zel

Dai, chegamos em

1
) = lullyey ~ [ Flow)do

1 b —e€
< 5““”%13(9) - THUH%Z(Q) + B|Q|.

(2.19)

(2.20)

Agora, se ug ¢ um autovetor associado ao autovalor Ay com |[u| g1y = 1, o Teorema

1.45 implica que 1 = HuOH?{é(Q) = Aif|uoll72(q): @ escolhendo € > 0 de forma que
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£ — e > A\, entao

J(tug) < (1 _b= E) 2 + BIQ| = —o0

At

N | —

quando t — oo. 0

Observagao. 2.6. A fungao no lado direito de (2.18) tem 0 como minimo local,
como J(0) = 0, segue que 0 é um minimo local do funcional J e (P) tem solucao

trivial, o que ja sabiamos diretamente por (3).

Observacao. 2.7. Como consequéncia da segunda afirmacao do Lema 3, nao po-
demos achar um minimo global para o funcional J em H}(f2), e portanto o método

direto do célculo de variagoes nao funcionaria para o problema (P).

Demonstragio do Teorema 1. Utilizamos o Teorema 1.69 com S = {u € H}(Q) |
ullgy) = p} e Q@ = {tug € Hy(Q) | 0 <t < Lo}, onde ¢y é tal que ty > p e
J(toug) < 0. Pelo Lema 1, J satisfaz (C). para todo ¢ € R. Pela Proposigao 1.65,
segue que S e IQ) conectam. Como J(Q) C R é compacto, temos que sup,,cq J(u) <

+o00. Por tltimo,

s Lo, _.
0 feualc);)J(U) <5< g 5P < il(eng(u),

logo, o funcional J possui um valor critico ¢ > 8 > 0. O ponto critico u € H} ()
associado a c¢ ¢ diferente de zero pois J(0) = 0, portanto o problema (P) tem uma

solugao fraca nao trivial u € Hj (). O

2.3 Teorema de Existéncia para Problemas de

Dupla Ressonancia

O proximo lema descreve o comportamento assintotico de fungoes que satisfazem

(6) associadas a problemas de dupla ressonancia.

Lema 4. Suponha que (P) € um problema de dupla ressonancia. Entdo:
(i) F(z,s) — 5K (z)s* — —oo quando |s| — oo se F satisfaz (6);
(i) F(z,s) — +L(z)s* = +00 quando |s| — oo se F satisfaz (6)-.

Demonstragdo. Definimos g(z,s) = f(z,s) — K(z)s e G(z,s) = F(z,s) — 3K (2)s* e
comegamos a demonstracao pela parte (i). Por (6),, para todo M > 0 existe sy > 0
tal que

g(x,s)s —2G(x,s) > M V|s| > sy eqt.xeQ. (2.21)
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Empregando (2.21) e integrando a identidade

d [G(zx,s) g(z,8)s — 2G(x, s)
— = 2.22
ds [ 52 } 53 (222)
sobre um intervalo [t,T] C [sys, 0], chegamos na estimativa
G(z,T) G(z,t) M (1 1
— >_Z (). 2.23
T2 2 = 2 \71? ¢ ( )
Visto que
_ G(z,T) .. [F(:U,T) _ F($,T):|
limsup ———= = limsup | —— — limsup —-—
T%oop T2 Tﬁoop T2 T%oop T2
e FET) L [ LF a:,T>]
im su imsup |[— limsu
- T—>oop T2 T—>oop T—>oop T2
. Fa,T) . F(z,T)
= limsu — limsup ——— =0,
T—>oop 12 T—>oop T2

obtemos, tomando o limite superior quando 7' — oo em (2.23),
M
G(z,t) §—7, Vit> s, eqt. xel.

Como M ¢ arbitrario, isso mostra que G(z,t) — —oo quando t — oo. Por outro

lado, integrando (2.22) sobre o intervalo [T, t] C [—00, —su]:

G(x,t)_G(x,T)_/ g(x, s)s—Zst /—d _ M1 1
2 = ), & S 2 72)

e caimos novamente em (2.23). Dai, conseguimos que G(z,t) < —M/2 para todo

t < —sp e quase todo = € €2, o que prova que G(x,t) — —oo quando t — —oo. A

demostragao da segunda parte do lema ¢ andloga. 0

O lema acima sera usado para provar que as hipéteses do Teorema 2 implicam na
geometria do Teorema do Ponto de Sela 1.61 para o funcional J. Para isso, vamos

fazer a seguinte decomposicao do espago Hg(€2):
Hy(Q)=VeaeWw,

onde V é o espaco gerado pelas autofuncoes correspondentes aos autovalores
A,..., A e W = VL. Notamos que, pelo item (i) do Teorema 1.44, o espaco V
tem dimensao finita. Vamos escrever A\, £ L(x) para denotar que A\, < L(z) com
desigualdade estrita em conjunto de medida positiva, e analogamente para K(x).

Com esta notagao, a Proposigao 2 de [12] afirma o seguinte:

37



(i) Se A\ £ L(x), entao existe d; > 0 tal que
ooy — [ L@ de < =8y VveV;
Q
(i) Se K(x) £ Apy1, entdo existe do > 0 tal que

g~ [ Kl de 2 By, Vwew

Estamos prontos para provar o préximo lema.

Lema 5. Se F satisfaz as hipdteses do Teorema 2, entdio J(v) — —oo quando
[v][ 2y — 00, para todo v € V', e J(w) — oo quando ||[w|| g1y — oo, para todo
weW.

Demonstrag¢ao. Vamos considerar primeiro o caso em que F' satisfaz a condicao de

dupla ressonancia e (6); com A\, £ L(x). Pela defini¢do de L(x), para todo € > 0

{ b1

|s|>R 52

existe A > 0 tal que

< €,

para todo R > A. Por um lado, isto implica que

2F 2F
L(z) —e < inf { (x,s)}< (x,s)) Vis| > Reqt.z €.

Is|>R 52 - 52

Para |s| < R, pela condi¢do de crescimento subcritico, existe B > 0 tal que
|F(z,s)] < B quase sempre em 2 X [—R, R]. Logo, escolhendo um M(e) = M > 0
de forma que M > (A\p41 — €)R? 4+ 2B, podemos estender a desigualdade anterior se

diminuirmos M do lado esquerdo:
(L(z) — €)s* — M < 2F(z,s), VseReqt. z €.

Utilizando a Proposicio 2 de [12] e a desigualdade de Poincaré Ai|v[|7zq) <

HUH%(%(Q), obtemos

2J(v) = ||UH§{6(Q) - Q/QF(ZE,’U) dx

< Iy = [ Lo do-+ ol + M0

€

)
_( 1+)\1

) Wllye + 2104 Vo

e entdo escolhendo € > 0 de forma que € < A\;d7, segue que —d; + €¢/A; < 0, o que

implica que J(v) — —oo quando [[v[| g1y — oo, para todo v € V. Para a segunda
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afirmacgao, como nao estamos assumindo K (x) € Agi1, ndo podemos usar a segunda
parte da Proposigao 2 de [12]. Ao invés disso, utilizaremos o Lema 4. Vamos denotar
por Wy o autoespaco associado ao autovalor A\, 1, e definir Wy = W3-, de forma que
W =W, @® W;. Para cada w = wg + wy € Wy & Wy, temos

1 A
Iw) = 5 (ol = Aenallliae) - | {F@s,w)—%wz dr,  (2.24)

onde, pelo Lema 4, o integrando H (z,w) = F(x,w) — (Apy1/2)w? satisfaz

A
|1|im {F(x, s) — %52} = —00 uniformemente para q.t. x € Q.
S|—00

Consequentemente, escolhendo algum R > 0, existe M > 0 tal que H(z,s) < M
para |s| > R e quase todo x € Q. De modo anélogo ao que foi feito acima, pela
condigao de crescimento em f, podemos estender tal limitagao de H(x, s) para toda
a reta e quase sempre em (). Fazendo uso do Teorema 1.47 junto com a limitagao
de H(zx,s) e o fato de wy e w; serem ortogonais em (2.24):

J(wo + wl) = (Hwo + wlﬂf%(m — )\k—&-leO + ’LU1H%2(9)> — / H(l?, wWp + U)l) dx
Q

| — N =

= 5 (loalye = Aesaltnlieey) = [ H@wo -+ ) de

1 Ak+1 2
> 5 (132 ol — 19 > oc
quando [[w1||giq) — oo. Para completar a demonstragao, usamos o fato de que
w1y — o0 se, e somente se, |[wol|g1(q) — 00 ou [lwi|lgi@) — 0o (ou os dois).

Entao, basta provarmos a seguinte afirmagao:

Afirmacao 3. Se w,, = wo, + wi, € Wy @ Wi é uma sequéncia tal que

[womll gy = 00 € [[wimll gy € limitada, entdo J(wn,) — oo quando m — oo.

De fato, definindo 1wy, = wOm/meHHé(Q), Wiy = wlm/meHH&(Q) e Wy, =
Wom + Wim, € sendo C' > 0 uma constante que limita (wy,,)men, segue, pela desi-

gualdade triangular e a limitacao de (w1, )men, que

[wom | ¢

_ MPom]l || < ——
ool - 10l < g

w A
|| Om” < HwOmH S H7
m

[[woml| +C
logo, [|Wom|lmz) — 1 € [[@imllmi@ — 0. Pela Observagao 1.35, existe w € W e
uma subsequéncia (m,)jen tais que Wy, — w em Hj(Q), W, — w em L*(Q) e
W, (r) — w(z) quase sempre em (2. Como [|W1, [ g1y — 0, na verdade w € Wy e
||w|| = 1, ou seja, w é uma autofungao normalizada associada a Agy1. O item (iii) do

Teorema 1.44 afirma que w ¢é analitica no interior de €2, e em particular, w(x) # 0
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quase sempre em §2, de modo que
(Wi (2)| = [[wn || 30 [0m ()| — 00 quando n — oo para quase todo z € Q. (2.25)

Combinando isso com o Lema 4, temos

A
lim [ k;lwfn

— F(x, wm)] = 0 uniformemente para q.t. z € €.
m—o0

Para um indice m grande o suficiente, —H (-, w,,,) é nao negativa, consequentemente,

podemos usar o Lema de Fatou:

A A

+oo= [ lim [ MLw? — Flx, wm)] dr < lim ML — F(z, wy) da.
Q m—oo 2 m—oo Jq 2

Agora voltando para 2.24, podemos utilizar o mesmo argumento de antes, porém

desta vez os papéis sao trocados, (Wim,)men ¢ limitado enquanto que — [ H(x, w,,)

tende a infinito:

1 A
am) 2 5 (1= 352 ounlyoy = [ o) = o
2 >\k+2 0 0

quando m — oo. U

Demonstracao do Teorema 2. Aplicamos o Teorema 1.69 com S =W e Q = VN Bk,
onde Br = {v € H}(Q); ||v]| < R}. Primeiro, em vista dos Lemas 2 e 5, J satisfaz a
condigao (C). para todo ¢ € R. Pela Proposigao 1.66, segue que S e 9@ conectam.
O fato de J(Q) C R ser compacto nos da imediatamente que sup,q J(v) < +o0.

Por 1ltimo, tomando R grande o suficiente,

sup J(v) = a < = inf J(w),
sup (1) =< § = inf J(w)

logo J possui um valor critico ¢ > . O
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Capitulo 3
Exemplos

Os exemplos a seguir servem para ilustrar o grau de liberdade da nao linearidade
f no Teorema 2. A ideia é que, mesmo que a poténcia F satisfaca a condicao de
dupla ressonancia (o que implica que F' é subquadratica), as condi¢oes do Teorema
2 ainda possibilitam liberdade na escolha de f.

Seja 1 : [1,00) — R uma funcao continua tal que

“(s) > 0, /10010(75) dt < 0o (3.1)

e, dado € € (0,2), definimos H : [1,00) — R de forma que
H(s) = d+/ Y(t) + 3 dt, (3.2)
1

onde d € R é escolhido para que H(s) — 1 quando s — oo e H deve ser estendida
para toda a reta como uma funcdo par de classe C*. Além disso, se ; e £y sao

conjuntos mensuraveis tais que €2 = €y U (), definimos
p(r) = Ajla, () + Ajiile, (2)

e fazendo 1
F(ZE, S) = 5p($)82H(S)7

entdo L(z) = K(z) = p(x), logo F satisfaz a condigao de dupla ressonancia (5). Por
outro lado,
lim [f(z,s)s — 2F (z,s)] = plz) lim s*H'(s), (3.3)

|s|—o00 |s| =00

como H é par, segue que H' é fmpar e s®H’ é par, entdo s6 precisamos tomar o

limite quando s > 0:

s*H'(s) = s%(s) + s° > 5° = oo quando s — 0o.
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Logo, F satisfaz (6); para todo d € R.

Exemplo 3.1. Dado M > 0, seja ¢ como em (3.1) e tal que

0 < u(s) < 2L w(k;):% Wh=12 .

S

A fungao f(z,s)/s é par em s, logo o comportamento desta fungdo no infinito é o
mesmo quando s > 0 e s < 0, tomamos s > 0. Temos
flz,s) SH'(S)}

=) pio) i)+

e como H(s) — 1, 52 — 0 quando s — 0o e 0 < tah(t)/2 < M, segue que

p(x) = liminf f(@s) < lim sup f(@,s)

|s|—00 S |s]—o00 S

— (1+ M)p(a).
Isto significa que a razao f(x,s)/s pode cruzar um nimero arbitrariamente grande
de autovalores de —A no infinito.

Exemplo 3.2. Seja v € [1,00). Escolhemos um inteiro m > vy — 2 e 1 de novo
satisfazendo (3.1) e tal que ¥ (k) = k™ para todo k = 1,2,.... Entao,

|f?j|’j>| = TET? sH(s) + S;H'(s)‘
()| |H()
> o) s~ 1

Dl 1| 1)

=P fjspm ~ o] |

comoy+1—e>0e H(s) — 1 quando |s| — oo, segue que

hm Sup ’f(x7 S)‘

|s]—o00 |$’7

= OQ.

Em vista da condicao de crescimento subcritico em f, devemos tomar v < p — 1.

Exemplo 3.3. Dado § € (0, 1), queremos construir um exemplo em que F' satisfaz

a condigao de ressonancia (4), (6)4 e

)
lim supy .o ]g(’% < constante,
(3.4)
lim IS 9]  onstant
SUD 5|00 S S constante.
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onde f(x,s) = Ajs+g(x,s) e G(z,s) fo x,t)dt. Seja ) como em (3.1) e tal que

15/ Y(t)dt < oo, 0<ah(s) < 526, (k) = 2 Vik=12,....

Definimos G(x,s) = $p(x)s*H(s), com H sendo como em (3.2), mas d € R sendo
escolhido de forma que H(s) — 0 quando s — oo (neste caso, é necessario que
d<0),ee=260€(0,2). Entao,

Flo.9)s — 2F(2,5) = gl 55 — 2G(z.5) = A (),
e F satisfaz (2.8);. Além disso,

lim ———— = \; + p(x) lim H(s) = \;.

|s|—o00 S |s| =00
Para provar as limitagoes em (3.4), sabemos que G é uma func¢ao par em s, logo
tomamos s > 0. Como H é crescente em s € (1,00) e H(s) — 0 quando s — oo,

segue que H(s) < 0, entdao G(z,s) < 0 para s > 1. Entéo,

|G(x,s)| _ _1 (1-6)
|3|25 - 2p(l’) H( )
= —%p(x)sm‘;) d+ / Y(t) + 12073 dt}
1

=Lty far vt Bt
= 2p(m)s d+ 1 W(t) dt + 30— 1)

1 ’ p(x)
_ _ (1-9)

2p(:v)s d+/1 @D(t)dt+2(1_5)]+4(1_6)
1 (1-6) ° ™ 26-3 p(z)
= ——p(x)s d+ w(t) dt + 070 dt| + 1 =9)
_ = (1-5)
- gt [ / vy 1—&] >

a ultima igualdade é porque d + fl )+ t273dt = 0. A primeira limitacio estd

provada. De forma andloga ao que foi felto anteriormente, |g| é uma funcao par em

s, e entao s6 precisamos considerar o caso em que s > 0. Temos que

I < o) [5G + 50|

Queremos controlar o crescimento dos termos entre colchetes. Primeiro,

1 1 1 1
552_5H’(s) = 552_51/1(5) + 535_1 <1+ 555_1 —1
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quando s — oco. Por outro lado, |H(s)| = —H (s), e fazendo as mesmas manipulagoes

de antes,

—31’5[-[(3) _ 8671 [_52(175)}[(8)}
o 1
= 5071 {92(1_5) / WY(t) dt + — — 0

2(1 — 0)

quando s — o0.
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