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Resumo

Este trabalho, baseado no artigo: A formula for the core of an ideal, de Claudia
Polini e Bernd Ulrich e publicado na revista cientifica Mathematische Annalen
(2005), tem como objetivo principal esmiugar os resultados que estes mateméticos
obtiveram e publicaram no devido artigo. Como objetivo secundario, planeja-se
estudar topicos importantes e contemporaneos da algebra comutativa, muitos dos
quais sao inviaveis para serem vistos em disciplinas regulares de doutorado. No
artigo em questao, os autores provaram uma férmula para o core de um ideal que
foi conjecturada pelos préprios autores e Alberto Corso em [18]. Eles provaram que
em um anel local Gorenstein (R, m, k) com corpo residual k infinito, dado um ideal
I com ht(I) = g > 0, ¢(I) = {, satisfazendo & condicao Gy e que depth(R/I7) >
dim(R/I)—j+1 paratodo 1 < j </{¢—g. Se J é uma redugao minimal de I com
r =r;(I) e char(k) = 0 ou char(k) > r — £ + g, entdao core(l) = J"! :p I" para
todo n > max{r — ¢ + g,0}. Para provar este resultado, foram utilizadas vérias
ferramentas sofisticadas da algebra comutativa, dentre elas, teoria da intersecao
residual, teoria de reducoes de ideais em anéis locais Noetherianos com corpo

residual infinito, cohomologia local, Ss-ficagao, complexo de Koszul, etc.

Palavras-chave: Reducao de um ideal; core; corpo residual infinito; teoria da

intersecao residual.



Abstract

This work is based on the article: A formula for the core an ideal, by Claudia
Polini and Bernd Ulrich at Mathematische Annalen (2005). The main objective
is to detail the results which these mathematicians have proved. As secondary
objective, it plans to study important and current topics in commutative algebra,
many of which are unfeasible to be seen in Ph.D. regular disciplines. In the article
the authors prove a formula for the core of an ideal. The core of an ideal is
the intersection of all its reductions that encodes information about the possible
reductions of I. This formula has already been conjectured by the authors jointly
with Alberto Corso in [I8]. The setting is a local Gorenstein ring (R, m, k) with
infinite residue field k, given an ideal I with ht(/) = g > 0, £(I) = ¢, satisfying the
G condition and depth(R/I7) > dim(R/I)—j+1 for all 1 < j < {—g. They proved
that, if J is a minimal reduction of I with r;(I) = r and char(k) = 0 or char(k) >
r —{ + g, then core(I) = J"™! :g I" for all n > max{r — ¢+ g¢,0}. To prove this
result, several sophisticated tools of commutative algebra were employed. These
tools include residual intersection, reduction of ideals in Noetherian local rings,

local Cohomology, So-fication, Koszul complex, etc.

Keywords: Reduction of an ideal; core; infinite residue field; residual intersection

theory.
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Introducao

Sejam R um anel e I um ideal de R, um ideal J é dito uma reducao de [ se
existe n € NU {0} tal que JI™ = ["*!. O core de I, denotado por core(I), é a
intersecao de todas as reducgoes de I.

O conceito de core foi introduzido por Judith Sally no final na década de 80
e foi primeiramente mencionado por D. Rees e J. Sally em [33]. Em geral, é
extremamente dificil de se determinar, nem mesmo costuma ser claro quando o
core de um ideal é nulo. O core aparece naturalmente em teoremas relacionados

com Teorema de Briancon-Skoda.

Teorema (Corolario 13.3.4 de [§]). Sejam R um anel reqular local com dim(R) = d
e I um ideal de R. Denotando I o fecho inteiro de I, tem-se que para qualquer

n>0
Jd+n C .
Em particular, 1¢ C I e, portanto, I? C core(I).

Em 2003 Eero Hyry e Karen E. Smith provaram o seguinte resultado em [34]
para ideais equimultiplos, isto é, ideais I tais que ht(I) = ¢(I), onde ¢(I) é o
espalhamento analitico de I, cuja defini¢ao pode ser encontrada na Defini¢ao [1.96]

desta dissertacao.

Teorema (Corolério 5.1.1 de [34]). Sejam R um anel Cohen-Macaulay local con-

tendo um corpo de caracteristica 0 e I um ideal equimiltiplo de R com ht(I) = h

1



tal que R[It] é um anel Cohen-Macaulay. Se J é uma redugao de I, entao
core(l) = J ™ g I"

para algum r suficientemente grande.

Em 2004 Craig Huneke e Ng6 Viét Trung provaram o seguinte resultado em [32].

Teorema (Teorema 3.7 de [32]). Sejam R um anel Cohen-Macaulay local com
corpo residual de caracteristica 0 e I um ideal equimailtiplo de R com h = ht(I) > 0.

Se J € uma redugdo minimal de I e r =r;(I), entao
core(I) = J g I".

Observando estes dois Teoremas anteriores, percebe-se entao que para certas
classes de anéis e ideais I, o core de I pode ser dado como um célon J"! :p I™,
onde J é uma reducao minimal de I e n é um determinado niimero natural. Em
2005, Claudia Polini e Bernd Ulrich ampliaram a classe de ideais, cujo core pode
ser dado por essa férmula. Eles provaram uma conjectura que os proprios e Alberto
Corso propuseram em [19].

Esta dissertacao tem como objetivo principal apresentar minuciosamente o tra-
balho de C. Polini e B. Ulrich na determinagao de férmulas fechada para cores para

mais uma classe de ideais, obtendo o seguinte resultado.

Teorema (Teorema 4.5 de [27]). Sejam (R, m, k) um anel Gorenstein local com
corpo residual k infinito, I um ideal de R com ht(I) = g > 0 e l(l) = e J
uma redu¢ao minimal de I com r;(I) = r. Assuma que I satisfaca a condi¢cdo
Gy, depth(R/I7) > dim(R/I) — j+ 1 para 1 < j < £ — g e char(k) = 0 ou
char(k) > r —{(+ g. Entao

core(I) = J"t g I"

para todo n > max{r — ¢+ g,0}.



Onde um ideal I satisfaz a condi¢ao G, se, para todo ideal primo p contendo [
com ht(I) < ¢, entdo o niimero minimal de geradores I, é limitado superiormente
por ht(p).

As hipdteses destes teorema, principalmente a condicao G, e a desigualdade
depth(R/I7) > dim(R/I)—j+1 paral < j < {—g podem parecer, a primeira vista,
demasiadamente artificiais, entretanto estas hipdtese estao ambas satisfeitas se [
for um ideal m-primadrio ou [ for um ideal equimiltiplo, isto é, quando ht(7) = ¢(1).

Ambas condigbes também sao satisfeitas se I for um ideal Cohen-Macaulay de
dimensao 1 genericamente uma interse¢ao completa, isto é, se I for tal que R/ é
Cohen-Macaulay de dimensao 1 e I, pode ser gerado por uma sequéncia R,-regular
para todo p € Assg(R/I) ou, mais geralmente, se I for um ideal Cohen-Macaulay
genericamente uma intersegdo completa tal que ¢(/) = ht(/) + 1.

Se a condicao Gy for satisfeita, a desigualdade depth(R/I7) > dim(R/I)—j+1
para 1 < j < {— g é satisfeita se I é perfeito com ht(I) = 2, isto é, grade(R/I) =
projdim(R/I) ou se I é um ideal Gorenstein perfeito com ht(I) = 3.

Os Capitulos 1 e 2 desta dissertacao constituem as preliminares basicas deste
trabalho. No Capitulo 1, em particular, sao apresentados resultados basicos nao-
canonicos de algebra comutativa. Como este trabalho envolve tépicos avancados
da algebra comutativa, é admitido que o leitor ja tenha um conhecimento minimo
da area. Portanto, conceitos e resultados cldssicos que sao vistos em cursos regu-
lares de algebra abstrata, comutativa e homoldgica podem nao ser mencionados
neste capitulo. Caso o leitor deseje referéncias para tais topicos, sao sugeridas as
literaturas: [1] para dlgebra abstrata; [3] para algebra comutativa e [4] para algebra
homolégica. Um fato importante que merece ser ressaltado é que todos anéis men-
cionados neste trabalho, a menos quando forem especificados, sao comutativos e
possuem unidade.

O Capitulo 3 foi todo construido para culminar nos resultados da teoria de



So-ficagao para anéis Noetherianos locais equidimensionais e unmixed que serao
utilizados no Lema [8.11

O Capitulo 4 encerra o ciclo de preliminares gerais deste trabalho, cobrindo
topicos mais modernos da algebra comutativa como condicoes G, depth deslizante,
intersecgoes residuais e condigoes Artin-Nagata.

O Capitulo 5 apresenta o conceito de reducao e core de um ideal, bem como
apresenta resultados classicos da teoria de redugoes de ideal em anéis Noethe-
rianos e/ou locais. Estes resultados sao exaustivamente utilizados nos capitulos
posteriores.

O Capitulo 6 consiste em duas proposicoes técnicas que serao importantes na
demonstracao do Teorema principal, o Teorema |8.4!

O Capitulo 7 estd todo voltado para provar o Teoremal7.5] que consiste na com-
putacao de core de ideais satisfazendo hipdteses distintas das do teorema princi-
pal. Neste resultado, algumas condigoes sao enfraquecidas. Por exemplo, é pedido
apenas que o anel seja Cohen-Macaulay local com corpo residual infinito. Em con-
trapartida, exige-se que o ideal seja equimiltiplo com espalhamento analitico igual
1. Este teorema serd fundamental para o Teorema [8.3] onde se fard um quociente
e o novo ideal atenderd as condi¢oes deste teorema.

Por fim, o Capitulo 8 inicia-se com um Lema extremamente técnico que antece-
dera o Teorema que, embora nao seja o Teorema principal deste trabalho, este

Teorema constitui a parte mais delicada da demonstragao do Teorema principal.



Capitulo 1

Preliminares

Neste trabalho, entende-se um anel R como anel comutativo e com unidade,
salvo apenas quando explicitado no texto. Este capitulo contém resultados para
consulta e, portanto, o leitor pode pula-lo e consultar apenas quando sentir ne-

cessario.

1.1 Sistemas minimais de geradores

Sejam R um anel e M um R-médulo finitamente gerado. E bem conhecido
que todo sistema de geradores de M pode ser reduzido a um sistema minimal
de geradores. Todavia, nao é bem verdade que, dados dois sistemas minimais de

geradores de M, tais sistemas tém a mesma cardinalidade.

Exemplo 1.1. Considere o grupo abeliano (Z,+). Os conjuntos {1} e {2,3}

constituem dois sistemas minimais de geradores de Z com cardinalidades distintas.

O préximo resultado diz que, se o anel (R, m, k) for local, todo sistema minimal
de geradores de um R-moddulo finitamente gerado M possui a mesma cardinalidade,

a saber a dimensao do k-espago vetorial M /mM e esta cardinalidade serd denotada

por (i(M).



Proposicao 1.2. Sejam (R,m, k) um anel local e M um R-mddulo finitamente

gerado. Denote M := M/mM e seja n = dimy(M). Nestas condigoes

1. Se {uy,...,u,} € uma base de M, entao {uy,...,u,} € um sistema minimal

de geradores de M ;

2. Todo sistema minimal de geradores de M pode ser obtido desta maneira e,

portanto, possui n geradores.
Demonstragao: Consultar o Teorema 2.3 de [3].

Observacao 1.3. O Ezemplo também mostra que a tese (2) da Proposi¢do
falha se a hipotese do anel ser local for retirada.

1.2 Resultados sobre ideais

Esta secao contém defini¢oes e resultados que serao tteis da teoria de ideais

Definicao 1.4. Sejam R um anel e M, N R-mddulos. O célon de N com M,

denotado por N :g M, € o ideal
N:igM={xeR; M C N}.

Quando N =0, o célon 0 :g M é chamado de anulador de M e pode ser denotado
por Ann(M).

Proposicao 1.5. Sejam R um anel, I, J ideais de R en € N. Se (J,J" :g I) = R,

entao J" g I = R. Em particular, I C J".

Demonstragao: Com efeito, tomando a n-ésima poténcia da identidade (J, J" :g

I) = R, obtém-se

Jn_FJnfl(Jn ‘R I) + _|_J(Jn ‘R I)nil + (Jn ‘R I)n = R.



Uma vez que J*(J" :g [)"* C J" :x I para todo 0 < k < n, segue que J" :x I =
R. O

Definicao 1.6. Sejam R um anel e I um ideal de R. Denomina-se variedade
determinada por I, denotando por V(I), o conjunto dos ideais primos p de R tais
que I C p. Denota-se por MinV (1) o conjunto dos ideais primos p € V(I) que sdo

minimais em (V(I), <), onde a relagao de ordem < ¢é definida de forma que
p<q <<= pCq

Observagao 1.7. Denotando por Spec(R) o conjunto dos ideais primos de R, é
possivel provar que o conjunto {V(I) ; Iideal de R} € uma topologia em Spec(R)

constituida por fechados.

Proposicao 1.8. Sejam R um anel e I,J ideais de R. Se IJ C p, com p
ideal primo de R, entao I C p ou J C p. Além disso, tem-se que ht(IJ) =
inf{ht(I),ht(J)}.

Demonstracao: Com efeito, pela contrapositiva, se I  pe J € p, sejam x € I \\ p
ey € J~p. Segue da primaridade de p que zy € IJ \ p, logo IJ € p. Com este
fato, é possivel observar que V(I.J) = V(I) U V(J), portanto

{ht(p) ; p e V(J)} ={ht(p) ; p € V) U{ht(p) ; p € V(J)}.
Logo

ht(1.J) = inf{ht(p) ; p € V(IJ)} = inf{{ht(p) ; p € V(I)} U{ht(p) ; p € V(J)}}
— inf{ht(I), ht(J)}.

]

Observacao 1.9. A Proposi¢ao pode ser generalizada para qualquer familia

finita de ideais de R, e a prova dd-se por indug¢ao no numero de ideais.
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Proposicao 1.10. Sejam R um anel e I, J ideais de R. Se existir n € N tal que
JI" = 1" entao V(J :g I) C V(I).

Demonstracao: De fato, seja p um ideal primo contendo J :z I. Como "t =

JI"C J C J:gI,entao I C p. Da primalidade de p, segue que p € V(I). [

Definicao 1.11. Sejam R um anel e M um R-modulo. Um elemento x € R é

dito ser M -reqular se o mapa
x: M — M

m+—> xm
for injetivo.

Proposicao 1.12. Sejam R um anel, x € R um elemento R-regular e I, J ideais

de R. Neste caso, tem-se [ . J =xl g xJ.

Demonstra¢ao: Com efeito, se z € I :g J, entdo zJ C I, logo z(zJ) C «I, dai
z € xl :gp xJ e, portanto [ :g J C xl :g x©J. Reciprocamente, se z € zl g xJ,
entdo z(xJ) C zI. Como x é um elemento R-regular, segue que zJ C I, dai

z€l :gJe, portanto, xl ;g xJ C I :g J. O

Proposicao 1.13. Sejam R um anel e I,J ideaits de R. Neste caso, tem-se o

1somorfismo de R-dlgebras

R
— Q®pr

R R
1 J

Y
Em particular, se I C J, entio R/I g R/J = R/J.
Demonstracao: Com efeito, defina

¢:R/IxR/J— R/(I+J)

(7,y) — 7.



Note que ¢ é um mapa bem-definido e R-bilinear, portanto existe um homomor-

fismo de R-algebras
Vv:R/I®rR/J — R/(I+J)
TRRY — TY.
Reciprocamente, defina

o:R/(I+J)— RIIQR]J

TRQr+—— T g 1.

Observe que o ¢ um homomorfismo de R-algebras bem-definido. Uma vez que

oot =1g/igur/s € Yoo = 1g/11y), segue que R/I ®r R/J = R/(I + J). ]

Proposicao 1.14. Sejam R um anel e I, J, K ideais de R, entao I N (J + K) 2
INJ+INK. Se, em particular, J C I ou K C I, entao IN(J+K)=INJ+INK.

Demonstracao: Trivial. O

Proposicao 1.15 (Teorema do ideal principal de Krull). Sejam R um anel Noethe-
riano e p um ideal primo comht(p) =r. Seay,...,as € p, entdo ht(p/(ay,...,as)) >

r—s.
Demonstragao: Consultar o Teorema 13.6 de [3]. O

Proposicao 1.16. Sejam R um anel e I, K ideais de R. Dada uma familia
{\}aer de ideais de R. Se K C Jy :g I para todo \ € L, entao
K C <ﬂ JA) r 1.
AeL
Demonstracao: Trivial. O
E um fato bem conhecido que todo anel admite pelo menos um ideal maximal.
A prova deste fato consiste na aplicacao do Lema de Zorn na familia de todos os

ideais proprios de R.



Definicao 1.17. Seja R um anel. O radical de Jacobson de R, denotado por

Rad(R), € a intersecdo de todos os ideais mazimais de R.

Proposicao 1.18 (Teorema da intersecao de Krull). Sejam R um anel Noethe-
riano e I um ideal de R. Se I C Rad(R), entdo (\,—, I" = 0. Em particular,

se R for um anel Noetheriano local, entao, para todo ideal proprio I, tem-se que
Mozy 1" =0.
Demonstragao: Consultar o Teorema 8.10 de [3]. O

Proposicao 1.19. Seja (R, m, k) um anel local.

(i) Se char(k) =0, entdo nlg := lgp+ 1g+ -+ 1 € unidade em R para todo

n vezes

n € N;
(i1) Se char(k) = p, entao nlg é unidade em R para todo n € N tal que n é

maultiplo de p.

Demonstragdo: (i) Considere n € N e seja nlg a imagem de nlg em k. Como
char(k) = 0, tem-se que nly # 0, assim nlz ¢ m e, portanto, nlxz é unidade em
R.

(ii) Similarmente, se p nao divide n, pelo algoritmo da divisao, existem ¢ € NU{0}

ere{l,2,...,p—1} tais que n = pq + r. Assim

7’L1R :pqu —|—TlR = (le)(qu> +7’1R,

dai, em k, tem-se

Portanto, nlz é unidade em R. O

Proposicao 1.20 (Teorema 5 de [31]). Sejam R um anel, I um ideal de R e

n € N. Senllp € invertivel em R, entao I" =3 _(y").

10



Demonstracao: Com efeito, observe que trivialmente vale zye ;(y") C I para
cada n € N, assim ¢ suficiente mostrar que

ey

yel

para cadan € Ntal que n!lg é unidade em R. Defina o polinémio f € R[X7, ..., X,]

tal que
FX e Xa) = 3 ( > (e - +sz)”> .
k=1 \i1<--<ig
Se for mostrado que f(Xi,...,X,) = (n!llg)X;--- X,, entdo a prova estd con-

cluida, pois, se z = a; ---a, € 1", entao

2= (nlg) " flar. .. an) € (y

yel

Para mostrar que f possui a forma mencionada acima, note primeiramente que

f é um polinomio homogéneo de grau n. Observe também que f(0, Xo,...,X,,) =
0. Tal fato ¢é vélido, pois, apds a organizagao de f(Xj,...,X,) na seguinte forma
((—11%)"1 DX+ (L)Y (X + Xk)") +

k=1 k=2

((_1R)n_2 zn: (X + Xi,)" + (—=1g)" 2 zn: (X1 + X, + XZQ)”) S

2<iy <ia 2<iy <ia
(1) Y Kate X ) (e 4 X))
2<i1 <2< <lp—1
a substituicao X; por 0, resulta em f(0, X,,...X,) = 0 e, portanto, X; divide
f. Por simetria, também se conclui que f(Xi,...,X; 1,0, X;11,...,X,) = 0 e,
portanto X; divide f para cada 1 < ¢ < n. Como f é um polinomio homogéneo
de grau n, existe a € R tal que f(Xy,...,X,) =aX;...X,. Finalmente como
_ n k _ . n n—=k n
(Z—f(lR,lR,..., Z Z 1R k’lR) —Z(k)<—1R) (k’lR)
k=1 11 <--<ig k=1

= (TllR)',
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conclui-se que f possui a forma mencionada anteriormente, o que conclui a de-

monstracao. 0
Corolario 1.21. Sejam (R, m, k) um anel local e I um ideal de R.
(i) Se char(k) =0, entdo para qualquer n € N, tem-se I" =3 _,(y");

(i) Se char(k) = p, entdo para qualquer n € {1,2,...,p — 1}, tem-se I" =

Zyg(yn)'

Demonstragao: Segue diretamente das Proposigoes e m
Encerra-se essa secao com a definicao de um objeto que serd utilizado em

diferentes partes dessa dissertacao.

Definicao 1.22. Sejam R, S anéis e ¢ : R — S uwm homomorfismo de anéis.

Dado I um ideal de R e J um ideal de S, tem-se

(i) A extensao de I com respeito a ¢, denotado por 1¢, é o ideal de S gerado por

¢(1);

(i1) A contragcio de J com respeito a ¢, denotado por J¢, € a pré-imagem de J

por ¢, isto é, J¢ = ¢1(J).

Observacao 1.23. Ainda com a notacdo da definicao anterior, denota-se o ideal

(1¢)¢ simplesmente por 1¢°. Similarmente, denota-se o ideal (J)¢ por J.

1.3 Primos associados e Teorema da Decomposicao Primaria

Definicao 1.24. Sejam R um anel e M um R-mddulo. Um ideal primo p € dito
um primo associado de M se p é o anulador de um elemento de M. Denota-se

por Ass(M) o conjunto dos primos associados de M .

12



Equivalentemente, um ideal primo p é um primo associado de M se e somente

se existir um homomorfismo de R-médulos injetivo ¢ : R/p — M. Neste caso,

p=0:r0o().

Proposicao 1.25. Sejam R um anel Noetheriano e M um R-mddulo nao-nulo.

Desta forma, tem-se
(i) Ass(M) #0;

(ii) O conjunto dos divisores de zeros de M € a uniao dos primos associados de

M.

Demonstragao: Consultar o Teorema 6.1 de [3]. O

Proposigao 1.26. Sejam R um anel e 0 — M' — M — M" — 0 uma

sequéncia exata de R-mddulos. Entdo Ass(M') C Ass(M) C Ass(M') U Ass(M").
Demonstracao: Consultar o Teorema 6.4 de [3]. O

Proposicao 1.27. Sejam R um anel Noetheriano e M um R-mddulo finitamente

gerado. Desta forma, tem-se
(1) Ass(M) C Supp(M);

(i1) O conjunto dos primos minimais associados de M, MinAss(M), coincide

com o conjunto dos primos minimais do suporte de M, MinSupp(M ).
Demonstrag¢ao: Consultar o Teorema 6.5 de [3]. O

Proposicao 1.28. Sejam R um anel Noetheriano e I, J ideais de R. Se para todo
p € Ass(R/I), tem-se que J, C I, entio J C I.

Demonstra¢ao: Suponha que J nao estd contido em I, entdao, (J + I)/I é um

R-médulo nao-nulo. Uma vez que (J + I)/I C R/I, segue das Proposigoes

13



e que O # Ass((J+1)/I) C Ass(R/I). Assim, dado p € Ass((J +1)/I) C
Supp((J + I)/I), tem-se que (J, + I,)/I, # 0, isto é J, ¢ I,, portanto, existe
p € Ass(R/I) tal que J, & I,. O

Definigao 1.29. Sejam R um anel e I um ideal de R. Um ideal primo p é chamado
primo associado do ideal I se p € Ass(R/I). Denota-se por ass(I) o conjunto dos

primos associados do ideal I.

Proposicao 1.30. Sejam R um anel e I, J ideais de R com I finitamente gerado.

Desta forma, tem-se que ass(J :g I) C ass(J).
Demonstragao: Se I = (ry,...,r,), considere o mapa
¢$:R— @ R/J

x — (FIZ, ..., TaT)

Observe que ker(¢) = J :g I. Assim ¢ induz um homomorfismo injetivo ¢ :

R/(J:g I) — B}, R/J. Logo, segue da Proposicao que

ass(J :g I) = Ass(R/(J :g I)) C Ass (é R/J) = Ass(R/J) = ass(J).

i=1

]

Proposicao 1.31. Sejam R um anel Noetheriano e x € R um elemento R-reqular
ndo-invertivel. Para qualquer n € N, os ideais (z) e (x™) possuem os mesmos

primos associados.

Demonstragao: Como z nao é invertivel, para cada n € N o ideal (™) é um ideal
préprio de R, logo R/(z"™) é nao-nulo e, uma vez que R um anel Noetheriano,
o ideal (z™) possui primos associados. Se p € ass(z), entdo p = 0 :g Z para
algum z € R/(z). Utilizando que x é um nao divisor de zero, é facil provar que

p=0:g 2" 1z, com 2"z € R/(a™), logo ass(x) C ass(z") para cada n € N.
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A fim de provar a outra inclusao, serd feito uma inducdo em n. Para n = 1,
a inclusao vale trivialmente. Suponha que a inclusao valha para n — 1, isto é,
ass(z"™ 1) C ass(z). Utilizando a regularidade de x, é possivel construir a seguinte

sequencia exata
0—=R/(a"™") == R/(a") — R/ () —0.

Assim, ass(z") = Ass(R/(z™)) C Ass(R/(z" 1)) U Ass(R/(x)) C Ass(R/(z)) =
ass(x). Pelo principio da indugao, conclui-se que ass(z") C ass(x) para todo

n € N, logo ass(z") = ass(z) para todo n € N. ]

Definicao 1.32. Sejam R um anel e M um R-mddulo. Um submodulo N C M é

dito primario se toda homotetia em M /N € injetiva ou nilpotente, mas nao ambos.

Observacgao 1.33. Equivalentemente, um submodulo N C M serd primario se,

dados x € R, m € M, tem-se
mé&N exm e N = "M C N para algum n € N.

Proposicao 1.34. Sejam R um anel Noetheriano e M um R-mddulo finitamente

gerado. Um submddulo N C M € primdrio se e somente se Ass(M/N) unitdrio.

Neste caso, Ass(M/N) ={+/N :g M}.
Demonstrag¢ao: Consultar o Teorema 6.7 de [3]. O

Definicao 1.35. Sejam R um anel, M um R-mddulo e N um submodulo de M.
Uma decomposicao primdria de N € uma decomposicio N = NyNNoN---N Ny tal
que N1, ..., Ny sao submodulos primarios de M. Esta decomposicao € irredundante

se N#A#NN---NN;_ 1NNy N---NNg para cada i =1,..., k.

Teorema 1.36 (Teorema da Decomposigao Priméria). Sejam R um anel Noethe-
riano e M um R-mddulo finitamente gerado. Se N € um submddulo de M, entao

N admite uma decomposicao primdria irredundante. Além disso, se
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N=NNNyN---N N, com Ass(M/N;) = p;

¢ uma decomposi¢io primdria irredundante, entao Ass(M/N) = {p1,...,px}.
Além do mais, se p; for minimal em Ass(M/N), entao a componente pi-primdria

N; sempre aparece na decomposi¢ao.
Demonstrag¢ao: Consultar o Teorema 6.8 de [3]. O

Exemplo 1.37. Sejam k um corpo e R = k[z,y, z|. Considere I = (23,y?, zyz).

Uma possivel decomposicao primdria para I é
I=(a%y" zy) N (2%, 9%, 2).

Assim, de acordo com o teorema da decomposicdo primdria, 0os primos associados
de I sao p1 = \/(-1'37 y2a l’y) r R= \/($3,y2,xy) = (337 y) €p2 = \/(x37y27 Z) R R=

V(22 2) = (2,9, 2).

Definigao 1.38. Um anel Noetheriano R é dito unmized se Ass(R) = MinAss(R).

Proposicao 1.39. Seja R um anel Noetheriano. Se q € um ideal primdrio de R,

entdo R/q é um anel unmized.

Demonstragdo: Com efeito, é claro que 0 é um ideal primario de R/q, portanto,

pela Proposigao [1.34] tem-se que Assg/q((R/q)/0) = Assp/q(R/q) = {(VO} =

MinAssg/q(R/q), de onde segue que R/q é unmixed. O

1.4 Anéis e mddulos graduados

Definicao 1.40. Um anel Z-graduado ou, simplesmente, anel graduado, € um anel

R junto com uma decomposi¢ao

R:éRn

n=-—oo
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tal que (R,,+) constitui um grupo abeliano para cada n € Z e para quaisquer

n,m € Z tem-se que R,R,, C R, m.
Definicao 1.41. Seja R um anel graduado, um R-mddulo Z-graduado ou, simples-
mente, um R-mddulo graduado é um R-mddulo M junto com uma decomposi¢cao

M:éMn

n=—oo

tal que (M,,+) constitui um grupo abeliano para cada n € 7 e para quaisquer

n,m € Z tem-se que R,M,, C M,.,.

Observacgao 1.42. Observe que, uma vez que M € soma direta, cada elemento de
M possui uma representagao unica como soma Y . f; tal que f; € M; e apenas
um numero finito desses f;’s sao nao-nulos. Note também que, como RyRg C Ry,

assim Ry possut uma estrutura natural de anel.

Definigao 1.43. Um anel R = @,. __ R, € dito positivamente graduado se
R, = 0 para todo n < 0. Neste caso, costuma-se representar R por @, R,.
Similarmente, R € dito negativamente graduado se R, = 0 para todo n > 0. Neste
caso, costuma-se representar R por @2:_00 R,. FEstas definicoes sao facilmente

generalizadas para modulos graduados.

Definicao 1.44. Dados R um anel graduado e M um R-mddulo graduado, um

elemento f € M € dito homogéneo se f € M; para algum i € Z.

Proposigao 1.45. Dado R =’ R, um anel graduado, entao R é Noetheri-

n=—oo

, , 0
ano se e somente se Ry € um anel Noetheriano e S1 = @, R, € So = P R,

n=—0oo

forem Ry-dlgebras finitamente geradas.
Demonstragao: Consultar o Teorema 1.5.5 de [6]. O

Definicao 1.46. Dados R um anel graduado e M um R-modulo graduado, um
submodulo de N de M ¢é dito homogéneo se N admite a graduacao induzida da

graduagao de M, isto é, N =@@.>__(M; N N).

1=—00
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Note que se N for um submoédulo homogéneo de M, o médulo quociente M /N

possui uma graduacao natural

M = M;
W:i@oMmN’

Proposicao 1.47. Sejam R um anel graduado e M um R-mddulo graduado. Se

p € um primo associado de M, entao p é um ideal homogéneo. Além disso, p é

anulador de um elemento homogéneo de M.
Demonstracao: Consultar o Lema 1.5.6 de [6]. O

Proposicao 1.48 (Homogeneous Prime Avoidance). Sejam R um anel graduado
e I um ideal homogéneo gerado por elementos de grau positivo. Se pi,...,p, sao
1deais primos de R tais que mao contém I, entao existe um elemento homogéneo

x €1 tal que x ¢ p, U---Up,.
Demonstrag¢ao: Consultar o Lema 1.5.10 de [6]. O

Corolario 1.49. Sejam R um anel Noetheriano graduado e I um ideal homogéneo
gerado por elementos de grau positivo. Se I contém um elemento R-regular, entao

I contém um elemento R-reqular homogeéneo.

Demonstragao: Com efeito, como R é um anel Noetheriano, Ass(R) = {p1,...,pn}
é um conjunto finito, além disso I € p; para cada ¢ = 1,...,n. Assim, pela
Proposicao existe x € [ homogéneo tal que = ¢ p; U---Up, = Z(R).

Portanto x é um elemento R-regular homogéneo. O

Definicao 1.50. Seja R um anel graduado. Um ideal homogéneo m € dito *ma-
ximal se todo ideal homogéneo que contém m propriamente € igual a R. O anel R
¢ dito *local se R possuir um unico ideal *mazimal m. Neste caso, o anel serd de-
notado por (R,m). A *dimensao de Krull de R, denotada por *dim(R), € definida

como a altura do ideal m.
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Exemplo 1.51. Sejam (R,n) um anel local e I um ideal proprio de R. O anel

R[It,t7'] C R[t,t7'] € um anel *local com ideal *mazimal m dado por
m=-- @RG-SR OR T OO Pt®--- IS

Definigao 1.52. Sejam R wm anel graduado e M = @, M;, N =@.;° _ N;

R-maodulos graduados. Um homomorfismo de R-mddulos ¢ : M — N € dito

homogéneo de grau 0, ou simplesmente, homogéneo se ¢(M;) C N; para todo i € Z.

Dado R um anel graduado, considere My(R) a categoria dos R-médulos gra-
duados, cujos objetos de My(R) sao os R-médulos graduados e, para cada par de
objetos M, N, o conjunto de morfismos de M em N ¢ constituido exatamente por
homomorfismos homogéneos ¢ : M — N.

Dados M e N R-médulos graduados. Em geral, o conjunto de homomorfismos
homogéneos ¢ : M — N nao constitui um submédulo de Hompg(M, N). Assim,
para construcao de um funtor Ext graduado razoavel, é preciso considerar um

conjunto maior de mapas.

Definigao 1.53. Sejam R um anel graduado e M = @2 M;, N = P2 N;
R-modulos graduados. Um homomorfismo de R-mddulos ¢ : M — N € dito
homogéneo de grau n se ¢p(M;) C N,.; para todo i € Z. O conjunto dos homo-
morfismos ¢ : M — N homogéneos de grau m possui uma estrutura natural de

grupo aditivo e € denotado por Hom,, (M, N).

Como @, . Hom, (M, N) constitui um submédulo de Hompg (M, N), define-
se
“Homp(M,N) = @ Hom, (M, N).
Pode ser demonstrado que * Hompg(—, N) é um funtor contravariante exato a

esquerda em Mo (R). Assim define-se * Ext’(__, N) como o i-ésimo funtor derivado

a direita do funtor * Hompg(_—, N) em My(R).
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Dados M e N R-médulos graduados, nao é sempre verdade que * Homg (M, N) =
Hompg(M, N). Entretanto, se M é um R-mddulo finitamente gerado, a igualdade

vale.

Proposicao 1.54. Sejam R um anel graduado e M, N R-modulos graduados. Se
M ¢é um R-mddulo finitamente gerado, entao * Homg(M, N) = Hompg(M, N).

Demonstragao: Consultar o Teorema 1.2.6 de [12]. O

Exemplo 1.55. Todo anel R possui uma gradua¢do trivial, na qual [R]y = 0
para todo k # 0. Sendo assim, considere R equipado com graduacao trivial e
seja M = R[z]. Considere o homomorfismo de R-mddulos ¢ : M — M tal que
&(z") = 2% para cada i € N. Observe que ¢ ¢ *Hompgr(M, M), o que permite

concluir que a hipotese da Proposicao anterior ¢ indispensdvel.

1.5 Anéis polinomiais

Seja R um anel e considere p um primo minimal de R. Observe que p[X7, ..., X,)]

¢ um ideal primo de R[X7,..., X,]. Duas perguntas naturais seriam:
1. p[Xy,...,X,] é um primo minimal de R[Xj, ..., X,]?

2. Todo primo minimal de R[X7, ..., X,] é extensao polinomial de primo mini-

mal de R?

Proposicao 1.56. Dado um anel R, os primos minimais do anel polinomial

R[X1,..., X,] sdo exatamente da forma p[X,...,X,], onde p é um primo mi-
nimal de R.

Demonstracao: Considere ¢ : R — R[X},...,X,] o mapa de extensao polino-
mial. Dado p um primo minimal de R, tem-se que p[X7, ..., X,]| é um ideal primo,
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pois

R[X1,..., X, (R)
———— > — ) [Xq,..., X,]
p[X1, ..., Xo) p X ]
que é um dominio integral. Seja P um primo minimal de R[X7,...,X,] con-

tido em p[Xy,...,X,]. Observe que P° C p e, portanto, P° = p. Assim,
p[Xy,..., X, = P C P, logo P = p[Xj,...,X,] é um primo minimal de
R[X1,...,X,]. Assim, a extensdo polinomial de um primo minimal de R é um
primo minimal de R[X7,..., X,].

Sejam agora P um primo minimal de R[X7,..., X,] e p um primo minimal de
R contido em P°. Assim p[X7,...,X,] C P® C P. Da minimalidade de P, segue
que p[Xy,...,X,] = P. Portanto, todo primo minimal de R[X7,...,X,] é um
extensao polinomial de um primo minimal de R. O

Dado um anel R, sabe-se que a cada polindémio ¢(X7, ..., X,) € R[Xy,..., X,],
pode-se associar uma funcdo f, : R" — R tal que fu(r1,...,7m) = &(r1,...,7n).
Nota-se que se ¢(Xq,...,X,) for o polindmio nulo, a funcao associada f,; é iden-
ticamente nula. Todavia, a reciproca nem sempre é verdade e tal comportamento

estd diretamente associado ao anel R em questao.

Proposicao 1.57. Sejam k um corpo e ¢ um polinémio em k[Xy,...,X,]|. Se k

for infinito, entao ¢ € nulo se, e somente se, fy for a func¢ao nula.
Demonstragao: Consultar o segundo paragrafo da se¢ao 1.6 de [9].

Observacao 1.58. Se k for um corpo finito, este resultado é falso: considere

k=T ep(X)=X2+X.

Se k for infinito e ¢(X1,...,X,,) € k[Xy,...,X,] for um polinémio nao-nulo,
nao somente se sabe que a funcao f, ¢ nao-nula, como também se consegue garantir
que existe uma n-upla (c1,...,¢,) € k", com ¢; # 0 para todo i = 1,...,n tal que
¢(c1y ..., ¢,) # 0. Tal resultado, aparentemente ingénuo, ainda serd bastante til

neste trabalho.
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Proposicao 1.59. Seja k um corpo infinito e S C k um subconjunto infinito
de k. Dado um polinomio nao-nulo ¢(Xy,...,X,) € k[X1,...,X,], entdo eziste
(C1y...,cn) € S™ tal que ¢(cq, ..., c,) #0.

Demonstracao: A prova sera procedida por inducao no nimero de indetermina-
das n. Paran = 1, se ¢ € k[X;] é um polindmio nao-nulo, entdo ¢ s6 possui
um numero finito de zeros, logo certamente existe ¢; € S tal que ¢(c;) # 0.
Suponha que este resultado vale para o caso com n — 1 indeterminadas e seja
o(Xy,...,X,) € k[Xy,...,X,] um polinémio nao-nulo. Observe que pode-se re-

presentar ¢ da seguinte maneira

m

SNy Xa) = Y Gu(Xuv. ., X)X,

k=0
Como ¢ é ndo-nulo, existe (by,...,b,) € k" tal que ¢(by,...,b,) # 0. Considere

o polinomio (X7, ..., X,—1) = &(X1,..., X,_1,b,). Note que ¢ é um polindémio
nao-nulo, pois ¥(by,...,b,-1) # 0. Como ¢ é um polindémio em k[X, ..., X, 1],
pela hipétese de indugao, existem (ay, ..., a,_1) € S ! tal que ¥(a1,...,a, 1) =
¢(ay,...,an_1,b,) #0. Se b, € S, ndo ha nada mais o que fazer. Caso contrério,
considere o polinoémio ((X,,) = ¢(aq,...,a,-1,X,). Observe que ¢ é um polindémio
nao-nulo em k[X,], dai, como ja provado no caso de polinémios com apenas um
indeterminada, existe a,, € S tal que ((a,) = ¢(ay,...,an_1,0a,) # 0. Assim, pelo
principio da indugao, se ¢(X1,...,X,) € k[X1,...,X,] é um polinémio nao-nulo,
existe (¢y,...,¢,) € S™ tal que ¢(cq,...,¢,) # 0. ]
Corolario 1.60. Sejam k um corpo infinito e ¢p(X1,...,X,) um polindmio nao-
nulo em k[X1,...,X,]. Ezxiste uma n-upla (ay,...,a,) € k", onde a; # 0 para
todoi=1,...,n, tal que ¢(ay,...,a,) # 0. Ainda mais, existem infinitas n-uplas
com esta propriedade.

Demonstracao: De fato, basta considerar, com a notacao da Proposigao anterior,

S = k~A{0}. Seja (aq,...,a,) uma n-upla satisfazendo essa propriedade e considere
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o polinoémio ((X,) = ¢(aq,...,a,-1,X,). Note que ( é um polinémio nao-nulo,

portanto {z € S ; ¢(ai,...,a,-1,2) # 0} é infinito.

1.6 Algebras tensorial, simétrica e alternada

16.1 Algebra tensorial

Sejam R um anel e M um R-médulo. Dado n > 0, defina

T"(M)=M"=M®---@M, T (M)=M e T°(M)=M=R.
—_——

n vezes

Defina entao a dlgebra tensorial de M por

o0

T(M) = P me".

n=0
Defina, para quaisquer m,n € N, os produtos

[ @ ME™ x MO —s pE0m+n)

(T1® QT Y @ DY) = T D DLy @Y1 D+ D Yy

fon @ R X M®" — MO

(rr® - Qx,) 1T Q- Q Ty

Assim, pode-se equipar T'(M) com uma estrutura de R-algebra nao-comutativa
graduada cuja multiplicacao é dada por @, ,,cn (0} Hmon- Observe que existe mapa

injetivo 0y, : M — T'(M) tal que 0p;(m) = m e que, portanto, T (M) = M.

Proposicao 1.61. Considerando o mapa 0y : M — T'(M) tal que Oy (m) =m, o

[]

par (T (M), 0yr) possui a sequinte propriedade universal: Dado qualquer par (S, f)

de uma R-dlgebra S associativa, com unidade e nao necessariamente comutativa,

e um homomorfismo de R-modulos ¢ : M — S, existe um unico homomorfismo

de R-dlgebras g : T(M) — S tal que f = go 0.

Demonstragao: Consultar a Proposigao 5.2.2 de [10].
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1.6.2 Algebra simétrica

Sejam R um anel, M um R-médulo e J o ideal bilateral de T'(M) gerado pelos
elementos da forma x ® y — y ® x, com z,y € M. Defina a algebra simétrica de
M, denotando-a por Sym(M), o quociente T'(M)/J. Uma vez que J é um ideal
homogeéneo, a adlgebra simétrica de M é uma R-algebra graduada. Observe também

que
°"(MYNI =T (M)NJ =0,
assim [Sym(M)]o = R e [Sym(M)]; = M. Considerando o mapa
¢r 2 M — Sym(M)
me—sm

Tem-se Sym(M) é uma R-algebra gerada por ¢y (M). Assim como a algebra

tensorial T'(M), a dlgebra simétrica Sym(M ) também possui propriedade universal.

Proposicao 1.62. Dados R um anel e M um R-mddulo, o par (Sym(M), par)
possui a sequinte propriedade universal: Dado um par (S, f) de um anel S e um
homomorfismo de R-mddulos f : M — S, existe um unico homomorfismo de

R-dlgebras h : Sym(M) — S tal que f = ho py.
Demonstragao: Consultar a Proposi¢ao 5.3.1 de [10]. O

Proposicao 1.63. Sejam R um anel e M, N R-mddulos. Dado um homomor-

fismo de R-modulos f: M — N, existe um unico homomorfismo de R-dlgebras

Sym(f) : Sym(M) — Sym(N) tal que ¢y o f = Sym(f) o .
Demonstracao: Consultar a Proposigao 5.3.2 de [10]. O

Proposicao 1.64. Seja R um anel e M um R-mddulo livre de posto r, entdo

Sym(M) ¢é o anel polinomial R[Xy,...,X,]. Mais precisamente, se M ¢é um
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mddulo livre com base {ey,...,e.}, entdo o homomorfismo de R-dlgebras f :
R[X1,..., X,] — Sym(M) tal que f(X;) = e;, com 1 < i < r é um isomor-

fismo.
Demonstragao: Consultar a Proposigao 5.3.6 de [10]. O

Proposicao 1.65. Se R é um anel e M é um R-modulo, entao

>~

(1) Dado S um subconjunto multiplicativamente fechado de R, tem-se que Symp(M)gs

SymRs(MS)7
(i) Dado um ideal I de R, tem-se que Symp(M) ®@g R/I = Symp, (M/IM).

Demonstracao: Consultar a Proposigao 5.4.6 de [10]. O

1.6.3 Algebra exterior

Sejam R um anel, M um R-mddulo e J o ideal bilateral de T'(M) gerado pelos
elementos da forma r®x, com x € M. Defina a dlgebra exterior de M, denotando-
a por A\(M), pelo quociente T'(M)/g. Uma vez que J é um ideal homogéneo, a
dlgebra exterior de M ¢ uma R-algebra graduada. Observe também que T°(M) N
J=T(M)ng =0, dai

Considerando o mapa
Yur: M — \(M)

mr—m

tem-se que /(M) é uma R-dlgebra anti-comutativa gerada por ¥, (M) tal 2% = 0
para todo x € A(M). Assim, como as &lgebras tensorial e simétrica, a dlgebra

exterior também possui propriedade universal.
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Proposigao 1.66. Dados R um anel e M um R-mddulo, o par (\(M), ) possui
a sequinte propriedade universal: Dado um par (S, f) de um anel S e um homo-
morfismo de R-mddulos f : M — S tal que f(x)* para todo x € M, existe um

inico homomorfismo de R-dlgebras h: \N(M) — S tal que f = ho ).

Demonstragao: Consultar a Proposigao 5.4.1 de [10]. ]

1.7 Extensoes de anéis e blowup de um ideal

Definicao 1.67. Sejam S um anel e R um subanel de S. Um elemento x € S é
dito inteiro sobre R se x € raiz de um polinomio monico com coeficientes em R,

1.e. eristem ay,...,a, € R tais que:
-1
" +a "+ -+ a1z +a, =0.

Proposicao 1.68. Sejam S um anel e R um subanel de S. Um elemento x € S é
inteiro sobre R se e somente se R[x] for um R-mddulo finitamente gerado. Mais
geralmente, se xy,...,x, € S sao inteiros sobre R, entio R[xy,...,x,| é um R-

modulo finitamente gerado.
Demonstragao: Consultar a Proposi¢ao 5.1 e o Corolério 5.2 de [2]. O

Proposicao 1.69. Sejam S um anel e R um subanel de S, o conjunto T dos

elementos de S que sdo inteiros sobre R constitui um subanel de S contendo R.

Demonstragao: Consultar o Corolario 5.3 de [2]. O

Motivado pela Proposicao [1.69] tem-se a seguinte definicao

Definigao 1.70. Sejam S um anel e R um subanel de S, o conjunto dos elementos
de S que sao inteiros sobre R é chamado de fecho inteiro de R em S. Se todos os

elementos de S forem inteiros sobre R, S € dito ser inteiro sobre R.

26



A préxima Proposicao contém dois famosos resultados da teoria de dependéncia
inteira de anéis. O segundo item da Proposicao a seguir é comumente conhecido
como Lying-over theorem, que diz que, dados S um anel e R um subanel de S, se
R é inteiro sobre S e p um ideal primo de R, entao p é contracao de um ideal primo
de S. Este resultado é uma das ferramentas fundamentais para provar o terceiro

item desta Proposicao que é comumente conhecido como Going-up theorem.

Proposicao 1.71. Sejam S um anel e R um subanel de S. Se S € inteiro sobre

R, entao
(i) Se q e q sdo ideais primos de S tais que q C q' e q° = ¢, entdo q = q';

(ii) Seja p um ideal primo de R, entdo existe um ideal primo q de S tal que
q°=p;

(i1i) Sejam py C po C -+ C p, uma cadeia de ideais primos de R e q1 C qo C
-+ C gy, uma cadeia de ideais primos de S tal que m < n e qf = p; para
cada 1 <1 < m. Entao a cadeia q1 C qo C --- C q,, pode ser estendida a

cadeia q1 C qo C -+ C q, tal que qf = p; para cada 1 < i < n.

Demonstragao: Consultar o Corolario 5.9 e os Teoremas 5.10 e 5.11 de [2]. O
Uma das consequéncias interessantes da combinacao desses dois resultados é

que se R ¢ integral sobre S, entao ambos anéis possuem a mesma dimensao de

Krull.

Corolario 1.72. Sejam S um anel e R um subanel de S. Se S € inteiro sobre R,

entdo dim(S) = dim(R).

Demonstracao: Com efeito, note que, para cada cadeia de ideais primos de S, o
item (i) da Proposigao m garante que é possivel encontrar uma cadeia de ideais

primos de R com tamanho maior ou igual, assim segue que dim(R) > dim(S).

27



Por outro lado, se p1 € po € -+ C p,, é uma cadeia de ideais primos em R,
entdo o item (ii) garante que existe um primo q; em S tal que g = p; e os itens
(i) e (iii) garantem que se pode obter uma cadeia q; € g2 C - -+ C ¢, de primos em

S com mesmo comprimento, dai dim(R) < dim(S). Logo dim(R) = dim(S). O

Definicao 1.73. Sejam R um anel e S o conjunto dos elementos R-requlares, a
localizagdo de R em S, denotada por Quot(R), € chamada de anel total das fragoes

de R.

Observe que o mapa da localizagao ¢ : R — Quot(R), com ¢(r) = T é um
homomorfismo injetivo de anéis, assim R pode ser naturalmente identificado como
um subanel de Quot(R). Note também que todo elemento de S é invertivel em
Quot(R). Por fim, se R é um dominio integral, Quot(R) é um corpo e é conhecido

na literatura como o corpo das fracoes de R.

Exemplo 1.74. Sejam k um corpo e Xq,..., X, indeterminadas sobre k tal que
{X1,..., X} € algebricamente independente. Se R = k[X;,...,X,], entao o

Quot(R) € o corpo das fungdes racionais com n indeterminadas k(Xy, ..., X,).

Se (R, m, k) for um anel local com corpo residual k infinito e p for um ideal
primo de R, entao R, também possui corpo residual infinito. Para provar este

fato, sera provado primeiramente o seguinte lema.

Lema 1.75. Seja D um dominio integral e suponha que D contenha um elemento

nao-nulo e nao invertivel. Entao Quot(D) é um corpo infinito.

Demonstracao: Seja x € D um elemento nao-nulo nao-invertivel. Observe que,
dados i,7 € N, vale que 2° = 27 se e somente se i = j. Logo D ¢ infinito e,

portanto, Quot(D) é infinito. ]

Proposigao 1.76. Sejam (R, m, k) um anel local com corpo residual k infinito e

I um ideal de R. Se p é um ideal primo contendo I, entao k(p) € infinito.
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Demonstragao: Se p = m, entdo k(m) = k é infinito e a proposigao vale trivial-

mente. Senao, observe que

=t (1), (8), - (8) - own

Uma vez que p # m, R/p é dominio integral que contém elementos nao-nulos
nao-invertiveis, assim pelo Lema [1.75] segue que k(p) é infinito. O
A préxima definicao consiste numa generalizacao do conceito de elementos

inteiros sobre um anel para elementos inteiros sobre um ideal.

Definicao 1.77. Sejam R um anel e I um ideal de R. Um elemento z € R ¢ dito
inteiro sobre I se z € raiz de um polinomio monico p(x) = 2™ + ayz™ ' + -+ +

Ap1T + ayn, com a; € I' para todo i =1,2,...,n.

Proposicao 1.78. Sejam R um anel com anel total das fracoes K e R o fecho
inteiro de R em K. Dados x € R um elemento R-reqular e z € R, tem-se que z €

inteiro sobre (v) se e, somente se, = € R.

Demonstragao: Suponha que z é inteiro sobre (), entao existemn € Neay, ..., a, €
R tais que
2"+ ()2 4+ (a2 )z + a2 = 0. (1.1)

Como x é um elemento R-regular, vendo (1.1) como uma equagao em Quot(R),

multiplicando por 1/z™ e reagrupando os termos de modo conveniente, obtém-se

Z\ " z\n—1 z
Y o (2) " v (B) rano
T T T

Desse modo, £ ¢ inteiro sobre R. Reciprocamente, se Z ¢ inteiro sobre R, existem

ai,...,a, € R tais que

@ ea @) o a0
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Multiplicando a equagao (1.2) por z™, obtém-se
2"+ (a2)2" 4 4 (a1 )2+ apa™ = 0.
Logo z ¢é inteiro sobre (). O

Proposicao 1.79. Sejam R um anel e I,J ideais de R tal que I contém um

elemento R-regular x. Dado z € R, se zI C JI, entao z € inteiro sobre J.

Demonstracao: Seja {x1,...,x;} um sistema de geradores de I. Da hipé6tese 21 C

J1I, segue que, para cada i, existem ¢;1,...,c;; € J tais que

t
ZXx; = E CijZj.
j=1

Utilizando o delta de Kronecker 4;;, pode-se expressar a igualdade anterior, para

cada 1 =1,2,...,t, como
t

Z(Czj - zéij)mj =0.

Jj=1
Utilizando a notagao matricial, podemos entao sintetizar as t expressoes anteriores

na seguinte equacao matricial

Ci1 — % C12 N C1t T 0
Co1 Cog — 2 ... Cot Ty 0

AX = =
ci Ceo s ey — 2| |y 0

Utilizando a identidade adj(A)A = det(A)Id;, conclui-se que det(A)x; = 0 para
cada i = 1,2,...,t. Assim, para todo y € I, tem-se det(A)y = 0. Em particular,
vale que det(A)z = 0 e, como = é um elemento R-regular, segue que det([c;; —
20;5]ij) = det(A) = 0. Desenvolvendo este determinante pelo algoritmo de Laplace,

chega-se a conclusao que z é inteiro sobre J. O]
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Definicao 1.80. Sejam R um anel com anel total das fragcoes K, I um ideal de
R e R o fecho inteiro de R em K, chama-se RT :=J:°,(I' .5 I') de anel blowup
de I.

Observe que o anel blowup de I possui uma estrutura de R-algebra com as
operacoes induzidas de R. Antes de provar o principal resultado dessa secdo, a

Proposicao [1.82] serd provada a seguinte Proposicao.

Proposicao 1.81. Sejam R um anel e I um ideal de R contendo um elemento
R-reqular. Se existe x € R tal que xI™ = I para algum n € N, entdo x é

R-regular.

Demonstracao: Com efeito, sejam r € R tal que zr = 0 e z € [ um elemento
R-regular. Note que rI""! = rzI™ = (0. Em particular, vale que r2""' = 0. Da

regularidade de 2", segue que r = 0 e, portanto, z é um elemento R-regular. [

Proposicao 1.82 (Proposicao 1.1 de [I7]). Sejam R um anel Noetheriano com
anel total das fracoes K e I um ideal de R contendo um elemento R-reqular.
Suponha que exista x € I tal que xI™ = I"*' para algum n € N. Denotando R o

fecho inteiro de R sobre K, tem-se

(i) Rl =2 (I .5 I') é um R-mddulo finitamente gerado e R = I* .5 I* para

k € N suficientemente grande;
(ii) IR" = (x)R!.

Demonstracao: (i): Note que, pela Proposi¢ao [1.81] = é um elemento R-regular.
Seja a € RI, entdo a € I™ 7 I™ para algum m € N, daf a = a%. = “Z° com
x xX
ar™ € I, assim a ¢ da forma %, com z € ™.
Por outro lado, todo elemento da forma z/x" e r > 0, com 2z € I", estd em R,

Com efeito, observe que

i[nJrr — i[nJrl[rfl — i(x[n)[rfl — .. = i(xr[n) = 2" g [nJrr’
x" z" x" x"
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portanto zI"™™™ C (z")["™. Como I"" contém um elemento R-regular, pela
Proposigao|1.79} z ¢ integral sobre (2"). Assim, pela Proposicao m, = ¢ integral

sobre R, daf z/z" € I"*" . "™ C R!. Desse modo

R = {ir ;o> 0,26[7}. (1.3)

i

Se {z1,..., 2} um sistema de geradores de I, entao tem-se que

RIZR[E,...,ﬂ]

x x
Pela Proposicao [1.68] R’ é R-médulo finitamente gerado. Como R é um anel
Noetheriano, segue-se que R! é um R-médulo Noetheriano e, portanto, satisfaz &

condigao de cadeia ascendente para ideais. Finalmente, como R = |J;, I s lhe

I zICPPmPC--CI™" 51" C ...

é uma cadeia ascendente de ideais de R, segue que R! = I* :z I* para algum k

suficientemente grande.

(ii): De fato, tendo em vista a igualdade na Equacao (1.3), dado z € I R!, existem

my,...,mp € N, b e [™ com1 <1< keay...,a €I tais que
by by
z:a1—+...+ak_.
xml 'ka
Portanto

a by bray
Z—x<$m1+1 —0—-"+xmk+1 ,

onde a;b; € ™™ para cada 1 < i < k, daf 2z € (z)R!. Desse modo, tem-se
que IR C (z)R!. Por outro lado, como x € I, é claro que (x)R' C IR!  por

conseguinte vale que I R! = (z)R!. ]

Corolario 1.83 (Lema 1.8 de [I7]). Sejam R um anel com anel total das fragées
K eI um ideal de R contendo um elemento R-reqular. Suponha que exista v € R

tal que xI™ = I"*! para algum n € N, entdo R = I* =5 I* para todo k > n.
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Demonstragdo: Observe que, uma vez que I :z I" C I* :z I* C R para todo
k > n, é suficiente provar que R! = I" : I". Note que para todo r > 0 vale que

I = 2" I™, portanto

R = Jumtr g ) =@ 1 g a1y = | A" g 1M =T 5 17,
r=0 r=0 7=0

onde a penultima igualdade vem do fato que, uma vez que x é R-regular, x é

necessariamente K-regular e, portanto, R-regular.

1.8 Algebras de Rees e anel associado graduado

Definicao 1.84. Sejam R um anel, I um ideal de R et uma indeterminada sobre

R. A dlgebra de Rees de I é um subanel homogéneo de R[t] definida como

R(I) = R[It] = éﬁti = {iaiti ; n € NU{0},q; € JZ'} C Rt

i=0
e a dlgebra estendida de Rees de I é o subanel homogéneo de R[t,t'] definida
como

R[It,t " = @ I't' = {Z ait’ ; n e NU{0},q; € P} C R[t,t7Y],

i=—00 i=—n

com a COnvengao I*=Rsek<O0.

Proposicao 1.85. Sejam R um anel e I um ideal de R. Se R é Noetheriano,

entao R(I) e R[It,t7'] também sio anéis Noetherianos.

Demonstracao:  De fato, como R é Noetheriano, I é finitamente gerado. As-
sim, se [ = (ay,...,a,), entdao R(I) = Rlait,...,a,t] é uma R-algebra finita-
mente gerada. Similarmente, observe que [R[It,t7']]g = R ¢ Noetheriano e que

PRIt t7 Y] = Rlait, ..., ant] e @,___[R[It,t"]]; = R[t""] sio R-dlgebras

1=—00
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finitamente geradas, portanto, segue da Proposigao [1.45] que R(I) e R[It,t"!] sao

anéis Noetherianos. O

Proposicao 1.86. Sejam R um anel Noetheriano e I um ideal de R. Se dim(R) é
finita, entao dim(R[It,t7']) = dim(R)+1. Além disso, se (R, m) for local e [ C m,
entao mR[It, t |+ TtR[It,t )+t ' R[It,t7'] € um ideal mazimal de R[It,t] com
altura igual o dim(R) + 1.

Demonstracao: Consultar o Teorema 5.1.4 de [§]. O

Corolario 1.87. Sejam (R,n) um anel Noetheriano local e I um ideal préprio de

R. Segue que * dim(R[It,t7']) = dim(R[It,t7]).
Demonstracao: Com efeito, ja foi visto no Exemplo que R[It,t7!] é um anel
*local com ideal *maximal m

m=--- QR "® --OR’OR 'enetalte-- - It ---

Observe que m = nR[[t, ¢ |+t R[It,t~ 4+t  R[It, t '], portanto * dim(R[[t,t7]) =
ht(m) = dim(R) + 1 = dim(R[[t,t71]). O
Sejam R um anel Noetheriano e I ideal gerado pelos elementos f1, ..., f;. Con-

sidere o homomorfismo sobrejetor de R-algebras
¢ RIX1,..., X] — R(I)
St XX S i fis

O ntcleo de ¢, denotado por J, é o ideal de presentagao de R(I) com respeito aos
geradores fi,..., fq

Considere agora o homomorfismo de R-mddulos
Yv:RT— 1
(217 PP 7Zq) |_> Z’(L]:l ZZfZ
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Aplicando a Proposicao [1.63] ao homomorfismo v, obtém-se um homomorfismo
sobrejetor de R-dlgebras ¢ : R[X}, ..., X ] = Symp(R?) — Symp(/), cujo nicleo
¢ dado por

i=1 =1

Assim Sym(/) = R[X;, ..., X,]/ker(¢). Observe que ker(¢) C J, dal ¢ induz um

homomorfismo sobrejetor de R-algebras
¢ : Sym(I) — R(I)
tal que o seguinte diagrama comuta:
R[X1,....X,] — Sym(I)
~ [
R(I)

Definicao 1.88. Seja R um anel Noetheriano. Um ideal I € dito de tipo linear se
o homomorfismo ¢, definido como acima, for um isomorfismo de R-dlgebras.

A condigao de ser de tipo linear provoca no ideal uma certa rigidez no seguinte

sentido.

Proposicao 1.89. Sejam R um anel Noetheriano e I um ideal de R. Se I é um

ideal de tipo linear, entao, para cada p € V(I), tem-se que p(1,) < ht(p).
Demonstragao: Consultar a Proposigao 2.4 de [26]. O

Observagao 1.90. A tese da Proposicao|1.89 € uma propriedade muito importante
e bastante requisitada na dlgebra comutativa. Serd visto no Capitulo 4 que os ideais

que possuem essa propriedade sao chamados de ideais que satisfazem a condicdo

Goo-
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Definicao 1.91. Sejam R um anel e I um ideal de R. O anel associado graduado

de I é o anel

gr, (1 EB it

1=0

Proposicao 1.92. Sejam R um anel e I um ideal de R. Se p um ideal primo de

R contendo I, entao gr;(R), = gr; (Ry).

Demonstracao: Com efeito,

gr[(R)p = ar;(R) ®g R, = (@ IZ+1> ®r R ([z+1 Qr Rp) .
i=0

Como R, é uma R-algebra plana, o produto tensorial se distribui pelo quociente

de R-moédulos, portanto

O anel associado graduado de um ideal I pode ser obtido da especializacao da
algebra de Rees estendida de I bem como do quociente da dlgebra de Rees pelo

ideal I, como se vé na seguinte Proposicao.

Proposicao 1.93. Sejam R um anel e I um ideal de R. Valem os sequintes
isomorfismos de R-dlgebras.

R[It,t™'] _ RI[It]

erlB) = SR T TR

Demonstracao: De fato, definindo o homomorfismo sobrejetor de R-algebras ¢ :

R[It,t7'] — gr;(R) tal que

Glacm/t" + - +a_y/t+ag+art+ -+ a,t") =ag +ait + - -+ a,t",
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deduz-se que o ntcleo de ¢ é o ideal gerado por ¢!, portanto

R[It,t7"]

= R

Similarmente, definindo o homomorfismo sobrejetor de R-algebras v : R[It] —

gr;(R) tal que
Wag + art + -+ apt) = ag + art + - - - + ant”,

deduz-se facilmente que o nicleo de ¢ é o ideal I R[It], portanto

R[I1]
IR[IY]

ng(R) =
O

Proposicao 1.94. Sejam (R,m) um anel local e I um ideal de R. Se I for um
ideal proprio de R, entao dim(gr;(R)) = dim(R). Além disso, se

m ] "
M:T@ﬁ@...@pLH

...
entao M € um ideal mazimal homogéneo de gr;(R) e ht(M) = dim(gr;(R)).
Demonstragao: Consultar a Proposigao 5.1.6 de [§]. O

Defini¢ao 1.95. Seja (R, m) é um anel Noetheriano local, a fibra especial de I é

o anel

o

I R(I) . gy(R)
Ji(R) = @ mI' ~ mR(I) mgr,(R)

Definicao 1.96. Sejam R um anel Noetheriano local, o espalhamento analitico de

I, denotado por ((I), € a dimensdo de Krull de F(R).

Proposicao 1.97. Sejam R um anel Noetheriano e I um ideal de R. Denote por

R(I), = {En:aktk eR() ; ap=0,n € N}.

k=0
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Se x € I € tal que I"™' N (x) = xI™ para todo n > 1, entio R(I)/(xt)R(I) =

R(I/(x))+. Em particular, tem-se a sequinte sequéncia exata
0 —— (et)R(I) —— R(I)y —— R(I/(x))y —— 0.

Demonstracao: De fato, defina

6 R(D): — R(I/(@));

> ket apt” — D ket axt"

Observe que ¢ ¢ um homomorfismo sobrejetor de R-mddulos. Se Y )'_, axth €
ker(¢), entao, pela hipétese da Proposigao, tem-se que a; € xI*~! para todo i > 1.

Portanto

apt® =) (wbp)t" = wt(by + bat + - -+ + bt 1) € (wt)R(J).
k=1 k=1

onde a; = xb;, b; € I'"! para todo 1 < i < n. Como é claro que (xt)R(I) C ker(¢),
entao, pelo Teorema do isomorfismo, conclui-se que

R(1)-

R = R/ (@))+-

1.9 Outros resultados importantes

Proposigao 1.98. Sejam R, R’ anéis e ¢ : R —> R’ um homomorfismo de anéis.
Considere S C R um subconjunto multiplicativamente fechado de R tal que ¢(s) €

unidade para todo s € S.
(i) Se ¢ é injetiva, entiao ¢s: Rs — R’ € injetiva;
(ii) Se ¢ € sobrejetiva, entao ¢ps: Rs — R’ é sobrejetiva.
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Demonstragao: (i) Dado z/s € ker(¢g), tem-se ¢(z)p(s)~t = 0. Como ¢(s)~! é
invertivel, tem-se que ¢(x) = 0, logo x = 0 e, portanto z/s = 0, desse modo, ¢g é
injetiva.

(ii) Dado z € R, seja x € R tal que ¢(z) = z. Entdo ¢g(z/1) = ¢(z) = z,

portanto, ¢g € sobrejetiva. O

Proposicao 1.99. Sejam R um anel e M um R-maodulo finitamente gerado. Con-

sidere x € M e p um ideal primo de R. Se T # 0 em M ®pg k(p) = M,/pR,M,,
entiio u(M(2))y) = p(My) — 1.

Demonstragdo: Com efeito, note que p(M,) = dimy) (M ®rk(p)) := n < oo, pois

M é um R-médulo finitamente gerado. Como T # 0, seja {Z,Z7,...,T,_1} uma
base de M ®@p k(p) que contém Z. Observe que {Z7,...,T,_1} agora constitui uma
base de

M @) M,
((x)) OrkP) = R G @)y iy T @)y

Portanto

p((M/(x))p) = dimpy (M/ () ®g k(p)) =n —1 = p(M) — 1.
[l

Proposicao 1.100. Sejam k um corpo e V. um k-espaco vetorial nao-nulo. Se k
¢ um corpo infinito, entao, dados Wy, ..., W,, subespagos vetoriais proprios de V.,

tem-se que
Wiyd---uw,, V.

Demonstracao: A prova procedera por inducao em m. O caso m = 1 é trivial.
Suponha que esta Proposicao valha para m = n e sejam Wy,... W, n+1

subespagos préprios de V. Escolham elementos z,y € V tais que x ¢ W e
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y € VWoU- ---UW,q eseja FF = {z+1ty;t € k}. Se tivéssemos que
V=W U---UW,., pelo principio das gavetas de Dirichlet, existiriam r,s € k
distintos e ¢ € {1,...,n+ 1} tais que x + ry,x + sy € W;.

e Caso 7 = 1: Observe que y € Wy, portanto, necessariamente se teria que

x € Wy, gerando uma contradicao.

e Caso 2 < i < n—+1: Neste caso (r — s)y = (x +ry) — (v + sy) € W, e,

portanto, y € W;, gerando um contradigao.

Portanto Wy UW, U ---UW,,.; C V. Pelo principio da inducao, conclui-se que, se
k é um corpo infinito, um k-espaco vetorial nao-nulo nao pode ser expresso como

uniao finita de subespacos vetoriais préprios. O

Proposicao 1.101. Sejam R um anel e M, N R-mddulos. Se M é um R-moddulo

finitamente presentado, entdao, para qualquer R-dlgebra plana S, tem-se
HOI’I]R(M, N) QR S = HomS(M KR S, N KR S)
Demonstragao: Consultar o Teorema 7.11 de [3]. O

Proposicao 1.102. Sejam R um anel, M um R-mddulo e I um ideal de R que é
finitamente presentado como R-mddulo. Se S é um conjunto multiplicativamente
fechado tal que S C RNZ(M) e SNI # 0, entao Homg(I, M) = M :5-1p; I. Em

particular, cada elemento de Hompg(I, M) € uma homotetia.

Demonstracao: Com efeito, como I é um R-mdédulo finitamente presentado, pela
Proposi¢ao|L.101]existe um isormofismo de ¢ : S Homp(Z, M) — Homg-1x(S711, S71M)
tal que ¢(f/s)(r/t) = f(r)/(st). Como I NS # O, segue que S~ = S7'R,
portanto, existe o isomorfismo ¢ : Homg-1x(S™'I,S™'M) — S™'M tal que

U(f) = f(x/x) para algum z € I N S, assim

n:=1vo¢: S Homg(l,M) — S™'M
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tal que n(f/s) = f(z)/(zs) é um isomorfismo de S~'R-médulos e, em particular,

¢ um isomorfismo de R-moédulos. Defina
0 : Homp(I,M) — S™'M

tal que O(f) =n(f/1) = f(z)/z. Observe que 6 é um monomorfismo de R-médulos
com Im(0) = M :5-1 I.

Com efeito, se 0(f) = 0, entao f(z)/x =0, dai existe s € S tal que sf(x) = 0.
Note que, para todo m € I, tem-se que 0 = msf(z) = (sz)f(m). Uma vez que sz
é um nao divisor de zeros de M, segue que f(m) =0, logo f =0 e 6 é injetiva.

Observe que, dado z € M :g-1 I, o mapa f : I — M tal que f(m) = mz é

um homomorfismo bem-definido de R-moddulos, assim

z=f(@)/x=n(f/1) =0(f) € Im(6).

Por outro lado, dado f € Homg(I, M), segue que 6(f) = f(x)/x € M :g5-1 I, pois,

para todo m € I, tem-se

m.(f(x)/x) = (mf(x))/x = xf(m)/z = f(m)/1 = f(m) € M.

Assim segue que 0 : Hompg(I, M) — Mg-13,1 é um isomorfismo de R-médulos.
Em particular, dado f € Hompg(I, M), considere o := f(x)/x € M :g-1p I.

Portanto, dado m € I,

ma =m(f(z)/x) = (zf(m))/z

I
=
<)
~

—_

I
=
2

1.e f é multiplicacao por a. m

Observacao 1.103. Na Proposicao anterior, M estd sendo identificado como um
R-submddulo de ST'M. Tal fato € possivel, pois S C R~ Z(M) e, portanto, o

mapa ¢ : M — S™YM tal que ¢(m) = m/1 é um monomorfismo de R-mddulos.
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Capitulo 2

Anéis Cohen-Macaulay e médulo canénico

Neste capitulo, serao apresentados conceitos e resultados centrais da teoria
Cohen-Macaulay. Na secao 2.1 sera definida os conceitos, como sequéncias regula-
res, grade e depth, que serao imprescindiveis para a compreensao do restante deste
trabalho. Na secao 2.2, serd apresentado o complexo de Koszul e suas principais
propriedades e utilidades. Na secao 2.3, sera definida a importante classe de anéis
e modulos Cohen-Macaulay e serao apresentadas as suas principais propriedades.
Na secao 2.4, serao apresentados resultados que ilustram os efeitos que a Cohen-
Macaulidade em gr;(R) podem trazer para o anel R. Na secdo 2.5 serdo apre-
sentados os anéis Gorenstein, que podem ser caracterizados em termos de dlgebra
homolégica e constituem uma importante subclasse da classe dos Cohen-Macaulay.

Finalmente, na secao 2.6, sera introduzido o conceito de médulo canonico.

2.1 Sequéncias regulares e grade de um ideal

Nesta secao serao definidos os conceitos de sequéncias regulares e o de grade de
ideal. Ferramentas que serao imprescidiveis para compreensao das demais teorias

e resultados presentes neste trabalho.
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Definicao 2.1. Sejam R um anel e M um R-mddulo. Uma sequéncia x =
r1,%2,...,T, de elementos de R € dita uma sequéncia M -reqular se satisfazer

as sequintes propriedades
e 1y ¢ M-reqular;
oz, € M/((x1,...,2;)M)-regular para todo i =1,2,...,n—1;
o M/((x1,...,2,)M) #0.

Exemplo 2.2. No anel polinomial R = k[Xy,...,X,], com k sendo um corpo

qualquer, a sequéncia x = X1,..., X, € uma sequéncia R-reqular.

Dada uma sequéncia M-regular x, se x’ é uma sequéncia obtida através de uma
permutacao dos elementos de x, nao é necessariamente verdade que a sequéncia x’
também é M-regular. Tal fato, todavia, é verdade se o anel for local Noetheriano,

conforme se pode consultar na Proposigao 1.1.6 de [6].

Exemplo 2.3. Sejam k um corpo e R = k[x,y,z|. Enquanto que a sequéncia
x =uz,y(r —1),z(x — 1) é R-regular, a sequéncia X' = z(x — 1),y(z — 1), nao €

R-regular.

Proposicao 2.4. Seja R um anel. Se x = x1,...,x, é uma sequéncia de elementos
em R tal que x;, x; forma uma sequéncia R-reqular para todo 1 <i < j <n, entao

(1) N (z2) NN () =(x1 - - ).

Demonstracao: A prova serd feita utilizando o principio da inducao em n. Para
n = 1, a asser¢ao é vélida trivialmente. Considere n = 2 e seja x1, x5 uma sequéncia
R-regular. Seja z € (x1) N (x2), assim z = zor para algum r € R. Como o mapa
¢ : R/(z)) —2— R/(x1) é injetivo e Z = ¢(F) = 0, pois z € (x1), segue que
r € (x1), o que implica que (1) N (z2) C (z122). Como a outra inclusao vale

trivialmente, segue que (r122) = (1) N (x2).
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Suponha que este resultado valha para sequéncias de tamanho n — 1 e seja
x1,...,T, um sequencia satisfazendo as condigoes do enunciado. Pela hipotese
de indugao, tem-se que (x1) N (x2) N -+ N (x,) = (z1) N (22 x,). Como z;
é R/(x1)-regular para cada i = 2,...,n, segue que xax3--- T, ¢ R/(xy)-regular,
assim a sequéncia x1, T . . . T, satisfaz as condigdes do enunciado. Aplicando o fato

ja provado para sequéncias de comprimento dois, segue que

(1) N (z2) NN (z) = (1) N (200 x) = (X129 - - T4).

Proposicao 2.5. Sejam R um anel e M, N R-mddulos.
(i) Se Ann(N) contiver um elemento M -regular, entao Homg(N, M) = 0;

(ii) Assumindo que R é Noetheriano e M, N sao R-mddulos finitamente gerados,

se Hom(N, M) = 0, entdo Ann(N) contém um elemento M -reqular;

(i1i) Sex = xq,...,x, € uma sequéncia M -reqular em Ann(N), entao Ext’y(N, M)

Hompg(N, M/xM).

Demonstragao: Consultar a Proposicao 1.2.3 e o Lema 1.2.4 de [6]. O
Como consequéncia imediata dos itens (i) e (i), tem-se que, se Ann(N) con-
tiver uma sequéncia M-regular de comprimento n, entdao Exth(N, M) = 0 para
todoi=0,1,...,n— 1.
Seja R um anel Noetheriano e M um R-médulo. Se x = z1,...,x, é uma

sequéncia M-regular, entao vale que a seguinte cadeia de ideais é ascendente

(1) C (z1,22) C -+ C (21,...,2p).

=g =

Como R é Noetheriano, deduz-que que nao é possivel que esta cadeia possa ser

estendida indefinidamente, existindo, portanto, uma sequéncia M-regular maximal
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cujos n primeiros elementos sao xy,...,x,. O préximo Teorema, devido a Rees,
mostra que se R é um anel Noetheriano, M é um R-moédulo finitamente gerado e
I é um ideal de R com M # [ M, entao todas as sequéncias M-regulares maximais

contidas em [ possuem o mesmo comprimento.
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Teorema 2.6. Sejam R um anel Noetheriano, M um R-mddulo finitamente gerado
eI umideal de R. Se I for tal que M # I M, entdo todas as sequéncias M -requlares

maximais em I possuem o mesmo comprimento dado por
min{i € NU {0} ; Extj(R/I, M) # 0}.
Demonstracao: Consultar o Teorema 1.2.5 de [6]. O

Definicao 2.7. Sejam R um anel Noetheriano, M um R-mddulo finitamente ge-
rado e I um ideal de R tal que M # IM. O tamanho de todas as sequéncias
M -regulares mazimais em I é chamado o grade de M em I e é denotado por

grade(I, M). Mais ainda, se M = IM, define-se grade(I, M) = oc.

Observagao 2.8. No caso de M = IM, a defini¢ao de grade(I, M) ainda é con-
sistente com o Teoremal|2.6. Uma justificativa pode ser encontrada no comentdrio

que procede a Defini¢do 1.2.6 de [6].

Defini¢ao 2.9. Sejam (R, m, k) um anel Noetheriano local, M um R-mddulo fi-
nitamente gerado nao-nulo. O grade de M em m é chamado de depth de M e é

denotado por depth(M). Neste caso
depth(M) = min{i € NU {0} ; Ext}y(k, M) # 0}.

Definicao 2.10. Sejam R um anel Noetheriano e M um R-moddulo finitamente

gerado nao-nulo. O grade de M ¢ definido por
grade(M) = grade(Ann(M), R).

A proxima Proposicao é consequéncia direta da sequéncia longa exata de Ext
que pode ser obtida apds a aplicacao do funtor Hom(R/I, ) a sequéncia curta

exata em questao.
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Proposicao 2.11. Sejam R um anel Noetheriano, I um ideal de R. Dada uma

sequéncia exata de R-maodulos finitamente gerados

0 s U s M s N

e

Entao
(i) grade(I, M) > min{grade(/,U), grade(I,N)};
(11) grade(l,U) > min{grade(/, M), grade(I, N) + 1},
(111) grade(l, N) > min{grade(I,U) — 1, grade(I, M)}.
Demonstragao: Consultar a Proposigao 1.2.9 de [6]. O

Corolario 2.12. Sejam R um anel Noetheriano e I um ideal de R. Se M e N
sao R-maodulos finitamente gerados tais que M # IM e N # IN, entao

grade(I, M @& N) = min{grade(I, M), grade(I, N)}.
Em particular, grade(I, R") = grade(I, R) para qualquer n > 0.

Demonstragao: Note primeiramente que M & N = I(M @ N) se e somente se
M =1IM e N = 1IN, dai grade(I,M & N) < co. Observe que se X = z1,...,T,
uma sequéncia (M @ N)-regular em I, entdo x ¢ tanto uma sequéncia M-regular

quanto uma sequéncia N-regular. Com efeito, a injetividade das aplicagoes

M M N N
T — Xy - ’
(ZEl,...,‘%‘i_l)M (Z‘l,...,l’i_l)M (.’El,...,.fi_l)N (Il,...,(L’i_l)N

é facil de ser verificada para cada 1 < i < n e, como M # IM e N # IN,

necessariamente se tem que
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Assim sendo conclui-se que grade(I, M @ N) < min{grade(I, M),grade(l, N)}.

Por outro lado, como se tem a seguinte sequéncia exata

0 > M » M & N > N > 0,

obtém-se que grade(I, M & N) > min{grade(I, M), grade(I, N)}, concluindo assim
a igualdade desejada. O]

A préxima Proposicao diz que, quando um anel for local Noetheriano, dado
um R-moédulo M nao-nulo e finitamente gerado, tem-se que depth(M) é sempre
limitado superiormente pela dimensao de Krull de M. De fato, sera visto na Se¢ao
2.3 que, quando vale a igualdade, M é chamado Cohen-Macaulay e possui algumas

propriedades muito bem comportadas.

Proposicao 2.13. Sejam R um anel local Noetheriano e M um R-modulo finita-

mente gerado nao-nulo. Neste caso, vale que depth(M) < dim(M).
Demonstragao: Consultar a Proposigao 1.2.12 de [6]. O

Observagao 2.14. A condicio M # 0 na Proposicao [2.15 € equivalente a pedir
que depth(M) < oo pelo Lema de Nakayama. Se M = 0, tem-se Supp(M) = 0,
assim dim(M) = oo e, portanto, ainda se tem que depth(M) < dim(M). Desse

modo, a Proposi¢cao|2.15 continua sento valida para o R-modulo nulo.

2.2 Complexo de Koszul

Sejam R um anel e [ = (xy,...,2,) um ideal de R. Dado o homomorfismo de

R-mddulos
f:R"— R

(y17 CIE ayn) — Z?:l YiZ;
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e m € N, defina dgcm) : A" R* — AN R” tal que

A (i Nz A A z) = D (D) )z A AG A Az,
=1

para quaisquer zi,...,zn € R". A colecdo de todos os mapas d™ define um

homomorfismo de R-moédulos homogéneo de grau —1

dy: \(R") — \(R")

tal que dfod; = 0 e dp(x Ny) = dy(z) Ny + (—1)%8%z A dy(y) para qualquer
z € A(R"™) homogéneo.

Observe que, como R" é um R-médulo livre com posto n, A\"(R") = 0 para
todo k > n e \"(R") = R() para todo 0 < k < n. Além disso, a condi¢ao

ds o dy = 0, significa que o diagrama abaixo é um complexo.

d n d d n d
0 >y R f>R(n71) LN f>R(1) "5 R » 0,
assim tem-se a seguinte definicao.
Definicao 2.15. Sejam R um anel e x = x1,...,x, uma Sequéncia em R. O

complexo de Koszul da sequéncia x, denotado por K.(x, R), € o complexo acima

construido para o ideal I = (xq,...,x,).

Seja x = x1,...,2, um sequéncia em R e K,(x) o complexo de Koszul de x.

Defina os complexos
Zo(x) = ker(dy) B (x) = Im(dy)
Com isso, é possivel definir a homologia do complexo de Koszul

Definicao 2.16. Sejam R um anel, X = x1, ..., x, uma sequéncia em R, a homo-

logia de Koszul € o complexo




De todas as homologias de Koszul de Kq(z1,...,%,; R), as mais simples de

serem calculadas na préaticas sao a Hy(x1,...,2,; R) e Hy(z1, ..., T,; R), pois
R
H0($1,---75L’n;R):7 Hn<w17>$n;R):0R]
Dada uma sequéncia x = z, . .., x,, pode-se demonstrar que H;(x1,...,z,; R) =

0 para todo 2 > n. Uma das consequéncias da Proposigao a seguir é que se os t pri-
meiros termos de x constituir uma sequéncia R-regular, entdao H;(xy,...,x,; R) =

0 para todoi € {n—t+1,...n}.

Proposicao 2.17. Sejam R um anel e x = x1,...,x, um sequéncia em R. Con-
y !/ N A . ! s
sidere X' = x1,...,T, € X" = XTpy1,..., Ty para algum p < n. Se a sequéncia X' é

R-regular, entdo se tem o isomorfismo de complezos He(x; R) = Ho(X"; R/(X)).

Demonstracao: Consultar o Corolario 1.6.13 de [6]. O
Assumindo que R seja Noetheriano, a préoxima Proposigao consiste, num certo

sentido, na reciproca da consequéncia da Proposicao 2.17]

Proposicao 2.18. Sejam R um anel Noetheriano e I = (x1,...,x,) um ideal de

R.
(i) R=1 se e somente se Hy(xq,...,x,; R) =0 para todo 0 < i < n;
(ii) Suponha que H;(xq,...,x,; R) # 0 para algum i e seja
h =max{i € NU{0} ; H;(xy,...,z,; R) # 0}.
Neste caso, tem-se grade(I, R) =n — h.

Demonstragao: Consulta o Teorema 1.6.17 de [6]. O

Esta Proposicao, utilizada juntamente com a Proposicao a seguir, fornece uma
boa ferramenta para calcular o grade de um ideal gerado por uma sequéncia. A
Proposigao [2.19| consiste num resultado bastante famoso da &dlgebra comutativa

que ¢é conhecido como a rigidez do complexo de Koszul.
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Proposicao 2.19 (Rigidez do complexo de Koszul). Sejam R um anel, ¢ um
inteiro nao-negativo € X = x1,...,T, uma sequéncia de elementos de R tal que
(x1,...,2,) € Rad(R). Se Hy(xy,...,2,;R) = 0, entdo Hi(xy,...,2,;R) = 0
para todo © > q. Em particular, se R for local, este resultado vale para qualquer

sequéncia X, cujos elementos sao nao-invertiveis.
Demonstragao: Consultar o Teorema 5.10 de [15]. O

Proposicao 2.20. Sejam R um anel Noetheriano local e I um ideal proprio de R
gerado pela sequéncia X = x1,...,x,. Tem-se que grade(l, R) = n se e somente

se x € uma sequéncia R-reqular.

Demonstragao: Consultar o Corolario 1.6.19 de [6].

2.3 Anéis e médulos Cohen-Macaulay

A Proposicao diz que, num um anel Noetheriano local, o depth de um R-
modulo finitamente gerado é sempre limitado superiormente pela sua dimensao de
Krull. Acontece que, quando vale a igualdade, este médulos possuem propriedades

muito bem comportadas.

Definicao 2.21. Seja R um anel Noetheriano local. Um R-mddulo finitamente
gerado M ¢é dito Cohen-Macaulay se depth(M) = dim(M). Se R for um R-
modulo Cohen-Macaulay, diz-se que R é um anel Cohen-Macaulay. Por fim, um
R-mdodulo € dito Cohen-Macaulay maximal se M é um R-mddulo Cohen-Macaulay

e dim(M) = dim(R).

Esta definicao pode ser generalizada para o caso em que R nao é um anel local.
Tal generalizagao é feita de maneira que a propriedade de ser Cohen-Macaulay seja

uma propriedade local no seguinte sentido:
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Definicao 2.22. Seja R um anel Noetheriano. Um R-mddulo finitamente gerado
M ¢ dito Cohen-Macaulay se My € um Ry-modulo Cohen-Macaulay para qual-
quer ideal m maximal. R € dito Cohen-Macaulay se Ry, for Cohen-Macaulay para

qualquer ideal m-maximal.

Proposicao 2.23. Sejam R um anel Noetheriano local e M um R-modulo finita-
mente gerado. Se M for Cohen-Macaulay, entdo dim(R/p) = depth(M) para todo
p € Ass(M).

Demonstracao: Consultar o Teorema 2.1.2 de [6].

Corolario 2.24. Sejam R um anel Noetheriano e M um R-mddulo finitamente
gerado. Se M € Cohen-Macaulay, entao M ndo possui primos imersos, isto €,
Ass(M) = MinAss(M).
Demonstracao: Sejam p; e ps primos associados de M, com p; C po, e seja m
um ideal maximal de R tal que p; C poy € m. Note que p; Ry, e pa Ry, sao primos
associados de My e p1 Ry C poRy. Assim, como M, é Cohen-Macaulay, segue
que dim(Ry/(paRm)) = dim(Ry/(p1Rw)) dai p1Ryn = poRy e, portanto p; = po.
Em particular, todo primo associado de M é minimal no conjunto dos primos
associados de M. O
O préximo resultado diz que a Cohen-Macaulidade ¢ um propriedade estavel

para especializacao e localizacao.

Proposicao 2.25. Seja R um anel Noetheriano e M um R-mddulo finitamente

gerado
(i) Suponha que x é uma sequéncia M -reqular. Se M é Cohen-Macaulay, entdo

M/xM também é Cohen-Macaulay (sobre R ou R/(X));

(i) Se M ¢é Cohen-Macaulay, entiao para qualquer conjunto multiplicativamente
fechado S C R, Mg é um Rg-mddulo Cohen-Macaulay. Em particular, M,

¢ um R,-modulo Cohen-Macaulay para todo p € Spec(R).
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Demonstracao: Consultar o Teorema 2.1.3 de [6]. O

Definicao 2.26. Sejam R um anel Noetheriano e I um ideal de R. I € dito
uma intersecao completa se existir uma sequéncia R-reqular x = x4, ..., x, tal que

I'=(xq1,...,2,).

Em geral, dados R é um anel Noetheriano e I um ideal préprio de R, pode-se
provar que grade(/, R) < ht(I) e que ht(/)+dim(R/I) < dim(R). Se R for Cohen-
Macaulay, entretanto, o grade de R em [ é exatamente a altura de I. Ainda mais,

assumindo que R seja local, tem-se que ht(/) + dim(R/I) = dim(R).

Proposicao 2.27. Sejam R um anel Cohen-Macaulay e I um ideal proprio de R.
Neste caso, tem-se grade(I, R) = ht(I) e, se R for local, entao ht(I)+dim(R/I) =
dim(R).

Demonstragao: Consultar o Corolario 2.1.4 de [6]. O

Corolario 2.28. Sejam R um anel Cohen-Macaulay local e I um ideal proprio de

R. Se u(I) = ht(I) = n, entdao I é uma intersecao completa.

Demonstragao: De fato, seja {z1,...x,} um sistema minimal de geradores de I.
Pela Proposigao tem-se que grade(I, R) = n, assim, pela proposigao [2.20]

x1,...,T, ¢ um sequéncia R-regular e, portanto, I é uma intersecao completa. [J

Corolario 2.29. Sejam R um anel Cohen-Macaulay local e I um ideal proprio de
R. Se R/I for um anel Cohen-Macaulay, entao todos os ideais primos que contém

minimalmente I possuem a mesma altura, a saber ht(I).

Demonstragao: De fato, como R/I é Cohen-Macaulay, segue do Corolario m
que Ass(R/I) = MinAss(R/I) = MinV(I). Seja p um primo que contém / mini-

malmente. Pela Proposicao anterior tem-se que

ht(p) = dim(R) — dim(R/p).
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Porém, como p € Ass(R/I), pela Proposigao|2.23|tem-se que dim(R/p) = depth(R/I) =

dim(R/I). Portanto
ht(p) = dim(R) — dim(R/p) = dim(R) — dim(R/I) = ht([).
[

Definicao 2.30. Seja R um anel Noetheriano. R € dito catendrio se satisfazer a
sequinte propriedade: Se p,q sao ideais primos quaisquer de R com q C p, entdo

toda cadeia saturada de ideais primos com extremos q e p possui o mesmo tamanho.

Proposicao 2.31. Seja R um anel Noetheriano. Se R é um anel Cohen-Macaulay

entao R € catenario.

Demonstragao: Consultar o Teorema 2.1.12 de [6]. O
Assim como propriedade de ser Noetheriano, a Cohen-Macaulidade também é

estavel para extensoes polinomiais.

Proposicao 2.32. Sejam R um anel Noetheriano e M um R-mddulo finitamente
gerado. Defina S := R[X,...,X,]|. Neste caso, M Qg S é um S-mddulo Cohen-

Macaulay se e somente se M é um R-mddulo Cohen-Macaulay.
Demonstragao: Consultar o Teorema 2.1.9 de [6].

Corolario 2.33. Seja R um anel Noetheriano. Se R for Cohen-Macaulay, entdao

R[X1,...,X,] é Cohen-Macaulay.

Demonstracao: Bastanotar que RQgrR[ X1, ..., X, = R[X,,..., X, éum R[ X, ...

modulo Cohen-Macaulay pela Proposicao [2.32] e, portanto, é um anel Cohen-

Macaulay. O]

Proposicao 2.34. Sejam R um anel local Cohen-Macaulay e I = (xy,...,x,) um

ideal de R. Denote R = R/(0:z I). Se IN(0:g I) =0, entdo, para cada i > 0,
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existe a sequinte sequéncia exata

0 > L » Hi(xy,...,x,; R) —— Hi(7q,..., T R). —— 0

Onde L é um R-mddulo isomorfo a uma soma direta finita de O :x I.

Demontragao: Consultar o Lema 1.4 de [20].
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2.4 Anel associado graduado e Cohen-Macaulidade

Nesta secao, serao apresentados, dentre outros resultados, alguns efeitos que a
Cohen-Macaulidade do anel associado graduado de um ideal I podem trazer para

o anel R e seus ideais.

Proposicao 2.35. Sejam R um anel Noetheriano e I um ideal de R. Se a dlgebra
estendida de Rees de I é Cohen-Macaulay, entao o anel associado graduado de I

¢ Cohen-Macaulay.

Demonstragdo: De fato, como R é Noetheriano, R[It,t™!] é um anel Noetheriano.
Além disso, como gr;(R) = R[It,t7']/t7'R[It,t71], segue que gr;(R) também é
um anel Noetheriano. Por fim, uma vez que ¢t~! é R[It,t™!]-regular e R[It,t7'] é
Cohen-Macaulay, segue da Proposicao que gr;(R) é um anel Cohen-Macaulay.
O

A Proposicao a seguir diz que, dados um anel Noetheriano R e um ideal I, se
gr;(R) é um anel Cohen-Macaulay, entao R, é Cohen-Macaulay para todo ideal
primo p contendo I. Como consequéncia no caso local, deduz-se que, se I for um

ideal préprio, o préprio anel R é Cohen-Macaulay.

Proposicao 2.36. Sejam R um anel Noetheriano e I um ideal de R. Se gr;(R)
¢ um anel Cohen-Macaulay, entio R, é Cohen-Macaulay para todo ideal primo p

contendo 1.
Demonstracao: Consultar o Teorema 4.5.7 de [6].

Corolario 2.37. Sejam (R, m) um anel Noetheriano local e I um ideal préprio de

R. Se gr;(R) € um anel Cohen-Macaulay, entao R é Cohen-Macaulay

Demonstracao: Com efeito, como I é um ideal proprio, tem-se I C m. Portanto,

pela Proposicao tem-se que R = R,, é Cohen-Macaulay. [
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Proposigao 2.38. Sejam R um anel Noetheriano, I um ideal de R e G = gr;(R)
o anel associado graduado de I. Se X = x + I* € [G]; é um elemento G-regular,

entao xI™ = "™ N (z) para todon > 1.

Demonstragdo: Da fato, é claro que se tem 1™ C 1" N (z) para todo n > 1. Por
outro lado, se z € I N (z), entdo 2z = xa para algum a € R. Se a ¢ I, entao
a € I* < I*! para algum 0 < k < n.

Considerando Y = a + I**! € [G], tem-se que Y # 0 e, portanto XY = za +
M1 £ 0, assim, za ¢ I*1. Como n+1 > k+1, segue que z = xa ¢ [ C [k
gerando uma contradi¢ao. Logo z € xI™ e I"™' N (x) C zI™ para todon > 1. O

Sejam [ um ideal de um anel local Cohen-Macaulay R e n,m € N. Em geral,
sabe-se que I™ estd contido no célon I™™™ :p I™. A Proposicao prova o
interessante resultado que diz que, se ht(I) > 0 e gr;(R) for Cohen-Macaulay,

entao
tme g, M= I,

A prova deste resultado requer um pouco de trabalho e, portanto, serao provados

primeiramente dois lemas.

Lema 2.39. Sejam R um anel, I um ideal de R e G = gr;(R) o anel associado
graduado de I. Se Z = z+ 1! € [G]; é um elemento G-reqular, entdo I"*! g 2 =

1" para todo n € N.

Demonstragao: Suponha que z ¢ [", assim existe algum 0 < k < n tal que
x € I* ~ I*'. Considerando X = z + I**!, tem-se X # 0, assim, uma vez que
Z é G-regular, segue que X7 = xz + I*F1 £ 0, portanto zz ¢ I**1 Como
k+1+1<n+1, segue que zz ¢ I"*' daf x ¢ ™" : 2, portanto [ :p 2 C I™.

Uma vez que a outra inclusao é clara, o resultado segue. O
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Lema 2.40. Sejam (R, m) um anel Cohen-Macaulay local e I um ideal de R com
ht(I) > 0. Definindo Gy = (I/I*) @ --- @& (I"/I""H) & ..., tem-se que, se G =
gr;(R) é Cohen-Macaulay, entao grade(Gy,G) > 0.

Demonstracao: Considere o ideal

I? I

I
OO FO D

...

Note que G é um ideal homogéneo contido em M. Uma vez que ht(M) =
dim(gr;(R)), tem-se que dim(G) = dim(Gys) e ht(G4) = ht((G4)a). Observe
também que o homomorfismo sobrejetor de anéis ¢ : G — R/ tal que ¢(ag +
oo+ @pt") = @y induz um isomorfismo ¢ : G/G, — R/I. Tomando S =
G/G~\M/G 4, tem-se que ¢(5) estd contido no conjunto dos elementos invertiveis
de R/I, assim, aplicando a Proposi¢ao[L.98a 1, conclui-se que Gy /(G4)n = R/1.

Como Gy e R sao anéis Cohen-Macaulay locais, segue da Proposicao que

dim(G) — ht(G4) = dim(G ) — ht((G4)m) = dim(Gu /(G4 )m))
— dim(R/I) = dim(R) — ht(I).

Por fim, j& que dim(G) = dim(R) < oo, obtém-se ht(G,) = ht(I) > 0 e, portanto,
grade(G4,G) = ht(G4) > 0. O

Proposicao 2.41. Sejam R um anel Cohen-Macaulay local e I um ideal de R
com ht(I) > 0. Se G = gr;(R) é Cohen-Macaulay, entao I"*™ :p I™ = I"™ para

quaisquer m,n € N,

Demonstracao: Com efeito, observe que G, é um ideal de G gerado por elementos
de grau positivos e G, contém um elemento G-regular pelo Lema [2.40] assim, pelo
Corolario[1.49] G contém um elemento G-regular homogéneo Z = z + I'*! € [G];

para algum [ > 0.
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Dado y € I"t™ :p I", escolha k € N tal que k > n e [ divide k. Observe que
Ivtme g [ C [Rm e TR portanto y € IFH™ p IF. Como 2z € I', tem-se 2%/! € I*,
daf yzF/t € yI* C It assim y € IFt™ g 2R/

Por outro lado, como Z é G-regular, Z*/\ = 2F/! 4 [*+1 também é G-regular,
portanto, pelo Lema [2.39] ¥+ :p 2/t = [™ dai y € I™ e I"*™ : [ C I™. Uma

vez que a outra inclusao é clara, o resultado segue. O

Lema 2.42. Sejam R = @.°, R; um anel graduado Noetheriano e I um ideal
homogéneo de R gerado por elementos de grau 1. Suponha que Ry seja um anel
local com corpo residual infinito. Se grade(I, R) = g, entdo eziste uma sequéncia

R-reqular x = x1,..., x4 composta por elementos homogéneos de grau 1.
Demonstragao: Consultar as Proposigoes 1.5.11 e 1.5.12 de [6]. O

Proposicao 2.43. Sejam (R, m, k) um anel Cohen-Macaulay local com corpo resi-
dual infinito e I um ideal de R. Considerando G e G4 como no Lema[2.40, se G €
Cohen-Macaulay e ht(I) > 0, entao G4 contém um elemento G-regular homogéneo

de grau 1.

Demonstracao: Basta combinar o Lema [2.40[ e o Lema [2.42] O]

2.5 Anéis Gorenstein
Nesta secao, sera introduzida uma importante classe de anéis locais que pode
ser caracterizada em termos da dlgebra homologica.

Definigao 2.44. Um anel R Noetheriano local é dito um anel Gorenstein se R
possuir dimensao injetiva finita. Mais geralmente, um anel Noetheriano € dito

Gorenstein se Ry € Gorenstein para todo ideal maximal m.

Assim como na Cohen-Macaulidade, os anéis Gorenstein também sao estaveis

por especializacao por sequéncias regulares e localizacao.
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Proposicao 2.45. Seja R um anel Noetheriano.

(i) Se R é Gorenstein, entao para todo conjunto multiplicativamente fechado
S C R, o anel Rg € Gorenstein. Em particular, R, € Gorenstein para todo

p € Spec(R);

(i) Dada uma sequéncia R-regular x. Se R é Gorenstein, entao R/(x) € Go-

renstein.

Demonstragao: Consultar a Proposigao 3.1.19 de [6]. O
A préxima Proposicao mostra que a classe dos anéis Gorenstein constitui uma

subclasse da classe dos anéis Cohen-Macaulay.

Proposicao 2.46. Seja R um anel Noetheriano. Se R é Gorenstein, entao R €

Cohen-Macaulay.

Demonstragao: Para o caso local, consulte a Proposigao 3.1.20 de [6]. Mais ge-
ralmente, dado um anel Gorenstein R, R, é um anel Gorenstein e, portanto,
Cohen-Macaulay para qualquer ideal maximal m. Portanto, por definicao, R é

Cohen-Macaulay. O

2.6 Moddulo candnico

Definicao 2.47. Sejam (R, m, k) um anel Noetheriano local e M um R-mddulo
finitamente gerado nao-nulo com depth(M) =t. O tipo de M, denotado por 7(M),

¢ a dimensao do k-espaco vetorial Exty(k, M).

Definigao 2.48. Seja (R, m, k) um anel Cohen-Macaulay local. Um mddulo candnico
de R é um R-mddulo Cohen-Macaulay mazimal C' com 7(C) =1 e dimensdo in-

jetiva finita.
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Dado um anel R Cohen-Macaulay local, R pode nao admitir um modulo
canonico. Entretanto, se R possuir algum, o mdédulo canonico de R é tunico a

menos de isomorfismo e é tradicionalmente denotado por wg.

Proposigao 2.49. Seja R um anel Cohen-Macaulay local. Se C e C' sao mddulos

canonicos de R, entao C' e C' sao isomorfos. Além disso
(i) Homg(C,C") = R e qualquer gerador ¢ de Homg(C, C") é um isomorfismo;
(i) Considerando o homomorfismo de R-mddulos
¢ : R — Hompg(R, R)
r— fa,
onde f, € a multiplicagao por x, tem-se que ¢ é um isomorfismo.

Demonstracao: Consultar o Teorema 3.3.4 de [6]. O
Assim como em anéis Cohen-Macaulay, a propriedade de existéncia do médulo
canonico ¢ estavel para especializacao por sequéncias regulares e localizacao em

ideais primos.

Proposicao 2.50. Seja R um anel Cohen-Macaulay local com maddulo canonico

WR-

(i) Se x € uma sequéncia R-regqular, entdo R/(x) admite médulo candnico e

WR/(x) = Wr/(XWR);
(ii) Para todo p € Spec(R), R, admite modulo canonico e wg, = (Wg)p-

Demonstragao: Consultar o Teorema 3.3.5 de [6]. O
A préxima Proposicao da uma condicao necessaria e suficiente para que um

anel Cohen-Macaulay local admita médulo canodnico.
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Proposicao 2.51. Seja R um anel Cohen-Macaulay local. Neste caso, R admite
um modulo canonico se, e somente se, R € imagem homomorfica de um anel

Gorenstein local.
Demonstragao: Consultar o Teorema 3.3.6 de [6]. O

Corolario 2.52. Sejam R um anel Cohen-Macaulay local e I um ideal de R tal
que R/I é Cohen-Macaulay. Se R admite mddulo candnico, entio R/I também

admite modulo canonico.

Demonstracao: Com efeito, como R admite modulo candnico, existe um anel Go-
renstein local S e um homomorfismo sobrejetor de anéis ¢ : S — R. Considere
m: R — R/I o homomorfismo canodnico, dai mo ¢ : S — R/I é um homomor-
fismo sobrejetor de anéis. Como R/I é Cohen-Macaulay local, segue da Proposicao

anterior que R/I admite médulo canonico. [

Proposicao 2.53. Sejam (R,m) um anel Cohen-Macaulay local ¢ ¢ : R — S
um homomorfismo plano de anéis Cohen-Macaulay locais. Se R admite modulo

candnico e S/mS é Gorenstein, entio S também admite médulo candnico.

Demonstracao: Consultar o Teorema 3.3.14 de [6]. O
E possivel estender o conceito de médulo canonico para a classe de anéis Cohen-

Macaulay graduados *local, como serd visto na seguinte definigao.

Definigao 2.54. Seja (R, m) um anel Cohen-Macaulay graduado *local de *di-
mensao d. Um R-mddulo graduado finitamente gerado C' € um mddulo canonico

graduado de R se existirem os sequintes isomorfismos homogéneos

: 0 Se 1 # d.
*Exth(R/m,C) =
R/m Sei=d.
A préxima Proposigao diz que se um anel Cohen-Macaulay graduado *local

admitir médulo canonico graduado C, entao C' é um médulo candnico de R.
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Proposicao 2.55. Sejam (R, m) um anel Cohen-Macaulay graduado *local e C

um modulo canonico graduado de R. Desta forma
(i) C € um modulo canénico de R;

(i) Se m é um ideal mazimal, entio C é unicamente determinado a menos de

um isomorfismo homogéneo.

Demonstracao: Consultar a Proposi¢ao 3.6.9 de [6]. O
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Capitulo 3

Cohomologia local e So-ficacao

Os objetivos deste capitulo sao apresentar os resultados da teoria de Sy-ficacao
que serao utilizados no Lema[8.1 bem como apresentar uma generalizagao do con-

ceito de modulo candnico em que a exigéncia da Cohen-Macaulidade ¢ descartada.

3.1 Definicoes basicas

Nesta secao sao apresentados rapidamente conceitos e resultados classicos da
teoria de cohomologia local. Tal apresentacao é somente o suficiente para que o

leitor consiga compreender as secoes seguintes.

Definigao 3.1. Seja (L, <) um conjunto parcialmente ordenado. (L,<) € dito

direto se, para quaisquer x,y € L, existe z € L tais que x < z e y < 2.

Definigao 3.2. Sejam (L, <) um conjunto parcialmente ordenado direto e R um
anel Noetheriano. Uma familia inversa de ideais de R sobre L é uma familia de

ideais (1;)ier, de R tal que sempre que (i,j) € Lx L for tal que i > j, entdo I; C I;.

Proposicao 3.3. Sejam R um anel Noetheriano e B = (1;);cr, uma familia inversa

de ideais de R. Existe um funtor covariante, exato a esquerda I'z : Modr —
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Modg tal que, para cada R-modulo M

Ty(M) =0 L)
i€l
e, para cada homomorfismo f : M — N, Tg(f) : T'g(M) — T's(N) € a restrigao
de f aTg(M).

Demonstracao: Consultar o Teorema 1.2.11 de [7]. O

Observagao 3.4. Dado um ideal I de R, a familia B = (I"),en constitui uma
familia inversa de ideais de R. Neste caso particular o funtor I'g é comumente

representado na literatura por I';y.

Definicao 3.5. Sejam R um anel Noetheriano e B = (1;);cr, uma familia inversa

de ideais de R. Um R-mddulo M € dito B-tor¢ao se I'g(M) = M.

Definigao 3.6. Sejam R um anel Noetheriano e B = (1;);er, uma familia inversa
de ideais de R. Define-se o funtor i-ésima cohomologia local com respeito a B,

denotando-o por Hi, como o i-ésimo funtor derivado d direita R'T'g.

Observagao 3.7. Similarmente, se B = (I"),en para algum ideal I de R, costuma-

se denotar na literatura o funtor Hy por H}.

Definigao 3.8 (Dual de Matlis). Sejam (R, m,k) um anel Noetheriano local e
E = Egr(k) o envelope injetivo de k. Denote por D o funtor exato, R-linear,

contravariante
Hompg(__, F) : Modr — Modgr
Para cada R-mddulo M, D(M) serd chamado de dual de Matlis de M .

Proposicao 3.9 (Teorema da Dualidade local). Sejam (R, m, k) um anel No-

etheriano local de dimensao n que € imagem homomdrfica de um anel Gorenstein
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local R' de dimensao n'. Para cada R-mddulo finitamente gerado M e para cada

i € NU{0}, eziste isomorfismo entre os R-mddulos
HE (M) = D(Ext?, (M, R")) = Homg(Ext™ (M, R'), Eg(k)).

Demonstragao: Consultar o Teorema 11.2.6 de [7]. O

3.2 Moddulo canénico: Um novo ponto de vista

Nesta secao serd apresentada uma definicao para moédulos candnicos que ge-
neraliza a Definicao [2.48] na qual a hipdtese da Cohen-Macaulidade do anel era

exigida.

Definigao 3.10. Seja (R,m, k) um anel Noetheriano local de dimensio n. Um

modulo canonico de R é um R-mddulo finitamente gerado C' tal que
Hompg(C, Egr(k)) = Hy(R).

Observagao 3.11. Note que o Teorema da Dualidade Local tem forte conexao com
a definicao de modulo canonico, uma vez que se R for um anel local de dimensao
n e for imagem homomdrfica de um anel Gorenstein local de dimensao n', entdao

Ext”™ (R, R') é um mddulo canénico de R.

Assim como no caso em que R é Cohen-Macaulay, o médulo canonico de anel

Noetheriano local, se existir, é inico a menos de isomorfismo.

Proposicao 3.12. Seja R um anel Noetheriano local. Se R admaitir um modulo

canonico, entdo quaisquer dois modulos canonicos C e C' de R sao isomorfos.

Demonstracao: Consultar o Teorema 12.1.6 de [7]. O
A seguinte proposicao confirma que a Defini¢ao constitui uma genera-
lizagao da Definicao [2.48 Portanto, também sera denotado o médulo canoénico de

R, se existir, por wg.
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Proposicao 3.13. Seja R uma anel Cohen-Macaulay local de dimensao n. Se R
admite modulo canonico wg, entdo wr € um maodulo Cohen-Macaulay maximal de

dimensdo injetiva finita igual a n e com T(wg) = 1.

Demonstragao: Consultar o Corolario 12.1.21 e o Exercicio 12.1.23 de [7]. O

Assim como no caso em que R é um anel local Cohen-Macaulay, a definicao
de modulo canonico para anéis Noetherianos locais se estende para a classe dos
anéis Noetherianos *locais. Para defini-lo cuidadosamente, é preciso um certo
trabalho, o que nao sera feito nesta dissertacao por limitacao de espaco. Para o

leitor interessado, sugiro os Capitulos 13 e 14 de [7].

Definicao 3.14. Seja (R, m) um anel graduado Noetheriano *local com *dim(R) =
n. Um mddulo canonico graduado para R é um R-mddulo finitamente gerado

graduado C' para o qual existe um isomorfismo homogéneo.
"Homp(C," Er(R/m)) = H{(R),

onde *E(R/m) € o *envelope injetivo de R/m que consiste num R-mddulo graduado
que € injetivo na categoria dos R-mddulos graduados e € uma extensao *essencial

de R/m.

Proposicao 3.15. Sejam (R,m) um anel graduado Cohen-Macaulay *local com
mddulo canonico graduado wg e (S,n) um anel graduado Noetheriano *local. Se

¢ (R,m) — (S,n) € um homomorfismo de anéis satisfazendo
e ¢(R;) C S, para todo i € Z;
* ¢(m) S n;
e S é um R-modulo graduado finitamente gerado via ¢.

Entdo S admite mddulo canonico graduado e wg = *Ext’y (S, wg), ondet = *dim(R)—

*dim(S).
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3.3 Equidimensionalidade e u(0)

Nesta secao serd introduzido o parametro de anel u(0) que possui forte ligagao

com a equidimensionalidade e a propriedade de ser unmixed.

Defini¢ao 3.16. Um anel R € dito equidimensional se dim(R/p) = dim(R) para
todo p € MinSpec(R).

Segue direto do teorema da correspondéncia que se R for um anel tal que
MinSpec(R) é unitario, entdao R é equidimensional. Desse modo, tem-se o seguinte

resultado.

Proposicao 3.17. Sejam R anel e q um ideal p-primdrio. Entio R/q € equidi-

mensitonal.

Demonstracao: Com efeito, pelo teorema da correspondéncia, existe um isomor-
fismo de ordem entre o espectro de R/q e o conjunto dos ideais primos de R
que contém ¢. Assim, para mostrar que MinSpec(R/q) é unitario, é suficiente
provar que MinV(q) é unitdrio. Se p’ um ideal primo de R contendo ¢, entdo
p=+9CVp =p. Como p éum primo contendo ¢, segue que MinV(q) = {p}.

Com base no paragrafo anterior, o resultado segue. O

Definigao 3.18. Seja R um anel Noetheriano local, denota-se por u(0) o mdximo
do conjunto {I C R ; I ideal de R com dim(I) < dim(R)}, onde dim(I) € a di-

mensao de Krull de I como R-maodulo.
Proposicao 3.19. Seja R um anel Noetheriano local
(1) u(0) # 0 se, e somente se, existir p € Ass(R) tal que dim(R/p) < dim(R);

(i) u(0) = 0 se e, somente se, R € equidimensional e unmized.
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Demonstragao: (i) Suponha que u(0) # 0, assim seja € u(0) ndo-nulo tal que
dim(z) < dim(R). Como R é um anel Noetheriano, pode-se extrair p € ass(R) tal
que (0 :g ) C p. Assim, como dim(z) = dim(R/((0 :g z)) < dim(R), segue que
dim(R/p) < dim(R).

Reciprocamente, se p € Ass(R) tal que dim(R/p) < dim(R), entdo p =0 :r y
para algum y € R e, dai, dim(y) = dim(R/(0 :g y)) = dim(R/p) < dim(R) e,
portanto, u(0) # 0.

(ii) Suponha que u(R) = 0. Como MinAss(R) = MinSpec(R), pelo item (i), R é
necessariamente equidimensional. Além disso, conclui-se que todo primo associado
de R é minimal, logo R é unmixed.

Reciprocamente, se R é equidimensional e unmixed, conclui-se que para todo
primo minimal p e, portanto, para todo primo associado de R, tenha-se dim(R/p) =

dim(R), por conseguinte, invocando a parte (i) novamente, vale que u(0) =0. O

Proposicao 3.20. Seja R um anel Noetheriano local. Se R admitir modulo
candnico wg, entdo o homomorfismo hg : R — Hompg(wg,wr) tal que hgr(r) =
r1d,, € tal que ker(hg) = ug(0). Em particular, se R € equidimensional e unmi-

zed, entao hr € injetivo.

Demonstragao: Consultar o Teorema 12.1.15 e o Exercicio 12.1.11 de [7]. .

3.4 Sh-ficacdo

Definigao 3.21. Sejam (L, <) um conjunto parcialmente ordenado direto e R um
anel Noetheriano. Uma sistema de ideais de R sobre L é uma familia inversa
ideais B = (I;)icr, de R indexada por L tal que para quaisquer i,j € L, existe
k € L tal que
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Definigao 3.22. Sejam R um anel Noetheriano e B um sistema de ideais de R.

Um B-fecho de R ¢ uma R-dlgebra 6 : R — A tal que
(i) O homomorfismo 0 torna A um R-mddulo finitamente gerado;
(11) ker(6) e Coker(0) sao ambos B-tor¢ao;

(ii) Se 0 : R — R' é uma R-dlgebra tal que ker(0") e Coker(0') sao ambos

B-tor¢ao, entdo existe um unico homomorfismo de R-dlgebras ¢' : RF — A.

Proposicao 3.23. Sejam R um anel Noetheriano e B um sistema de ideais de R.

Um B-fecho de R, se existir, é unico a menos de um isomorfismo de R-dlgebras.

Demonstracao: Suponha que R admita B-fechoesejamf: R — Ae® : R — A’
B-fechos de R. Assim, por definicao, ker(f), Coker(6), ker(6'), Coker(6') sao B-
tor¢ao . Pela parte (iii) da Defini¢ao , existem homomorfismos de R-élgebras
p: A— A eq¢ : A — A Considere o homomorfismo de R-algebras ¢’ o ¢ :
A — A. Como Idy : A — A é um homomorfismo de R-algebras, segue da
unicidade de (iii) que ¢’ o ¢ = Id4. Similarmente, mostra-se que ¢ o ¢’ = Id 4/, logo

¢ e ¢ sao isomorfismos de R-algebras. O

Definicao 3.24. Sejam R um anel Noetheriano e k € N. Um R-mddulo finita-

mente gerado M satisfaz a condi¢ao de Serre Sy se
depth(M,) > min{k, dimg, (M,)}
para todo p € Supp(M).
Proposicao 3.25. Seja R um anel Noetheriano, a familia de ideais
G={ICR; VpeV({),R, nio satisfaz a condi¢do de Serre Sy}

¢ um sistema de ideais de R indexado por (G,<), onde I < J se, e somente se,

JCI.
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Demonstracao: Observe que § é nao-vazio, pois, por vacuidade, R € G. Além
disso, § é um conjunto direto, pois, dados I,J € G, INJ € G, I < INJe
J < In.J. Note que, pela definicao da relacao de ordem, G é uma familia inversa
de ideais de R.

Por outro lado, dados I, J € G, tem-se que o ideal I.J étalque [J > TelJ > J
e, uma vez que V(I.J) = V(I)UV(J), tem-se que I.J € G, portanto G é um sistema
de ideais de R. O

Definicao 3.26. Sejam R um anel Noetheriano e G o sistema de ideais definido

na Proposi¢io[3.25. Define-se a Sa-ficagao de R como o G-fecho de R.

Proposicao 3.27. Seja R um anel Noetheriano local. Se R admite modulo canonico
wr e u(0) =0, entao R admite Sy-ficagio A = Hompg(wgr,wgr). Em particular, o

Hompg(wg,wgr) € um anel comutativo.

Demonstragao: Consultar o Teorema 12.3.10 de [7]. O

A descricao da Sp-ficacao de R da Proposicao [3.27] é aparentemente bastante
abstrata, o que pode dificultar o trabalho com este anel. Na Proposigao [3.29, serd
dada uma nova formulagao para este anel, o que permitira extrair alguns resultados

importantes.

Proposicao 3.28. Seja R um anel Noetheriano. A familia de ideais
B={ICR; ht(I) > 2}

¢ um sistema de ideais de R indexada por (B, <), onde I < J se, e somente se,

JCI.

Demonstragao: Com efeito, observe que B é nao-vazio, pois ht(R) = oo e, por-
tanto, R € B. Note também que B é um conjunto direto, pois dados I,J € B , o
ideal IJ e Bel<IJelJ<IJ.
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Pela definicao da relacdo de ordem, B é certamente uma familia inversa de
ideais de R. Além disso, dados I,J € B, tem-se [J < [Jel <IJe J < 1J,

portanto B é um sistema de ideais de R. O

Proposicao 3.29. Sejam R um anel Noetheriano local, K = Quot(R) e B o sis-
tema de ideais definido na Proposicao anterior. Se que R admita mddulo canonico
wr e que u(0) = 0, entdo a Sy-ficagdo de R € dada pela R-dlgebra A := |J;cq(R i
I). Além disso

(i) A é um R-mddulo finitamente gerado;
(ii) A satisfaz a condi¢ao de Serre Sy como R-médulo;
(11i) Para todo a € A, tem-se que ht(R :g a) > 2.
Demonstragao: Consultar o Corolario 12.3.11 de [7]. O

Proposicao 3.30. Seja R um anel Noetheriano local e K = Quot(R). Suponha
que R admita mdédulo candnico wr e que u(0) = 0. Denotando por A =J;.5(R :x

I) a Sy-ficagao de R, tem-se que
(1) ht(I) = ht(IA) para todo ideal I de R;

(ii) Se I é um ideal de R com ht(I) > 2, entdo grade(lA) > 2. Mais espe-
cificamente, se x1,r9 € R sao tais que ht(z1) = 1 e ht(xy,25) = 2, entdo

X = x1, Ty constitui uma sequéncia A-regular.

Demonstragao: (i): Consultar a Proposicao 3.5 de [25].

(ii): Com efeito, note que, como ht(/) = 2, entao existem x;,z5 € [ tais que
ht(x1) = 1 e ht(zy,29) = 2, assim, uma vez que R é um anel unmixed, tem-se
que x1 é um elemento R-regular. Observe que, como R é um subanel de A, para
mostrar que grade(/A) > 2, é suficiente mostrar que a sequéncia xi,zy é uma

sequéncia A-regular.
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Como x; é um elemento R-regular, x; é necessariamente K-regular, portanto,

x1 é um elemento A-regular. Serd mostrado agora que o seguinte mapa ¢é injetivo.

A A

Ty ' @A’

Se s’ € A/(x1)A é tal que 128 = 0, entdao x98' = 115 para algum s € A. Em K,
considere f := s'/x1 = s/x5. Como s,s € A, pela Proposi¢ao [3.29] existem ideais
I :'=(R:gs)el :=(R:gs)de R tais que ht(/) > 2,ht(I') > 2, Is C R e
I'ss CR.

Considerando o ideal J := II'(x1,29) = [I'xy + [I'z9, note que I’z f =
Il'e ' Jxy = I(I's') € R e Il'vof = [1'ves/zy = I'(Is) C R, portanto Jf C
R. Além disso, pela Proposigao 1.8 htJ > min{ht(I), ht(I"), ht(z1,22)} = 2 e,
portanto, J € Be f € R :x J. Uma vez que

A=J(R:x 1),
1B
segue que f € A. Finalmente, como f = s'/xq, tem-se que s’ = fx1, o que implica
que ' =0 em A/(z1)A e, portanto, ¢ é injetiva. O]

A exigéncia de ser um anel Noetheriano faz-se presente em grande parte dos

classicos resultados da algebra comutativa. No contexto desse trabalho, a So-

ficacao que o anel R admitirda também é um anel Noetheriano.

Proposicao 3.31. Seja R um anel Noetheriano local. Suponha que R admita
mddulo canonico wg e que u(0) = 0, entdo a Ss-ficagio Hompg(wr,wr) de R é um

anel Noetheriano semilocal.

Demonstragao: Consultar a Observagao 12.3.13 de [7]. O
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Capitulo 4

Topicos modernos da algebra comutativa

Os temas abordados neste capitulo sao considerados modernos e avangados na
algebra comutativa. Dentre os conceitos abordados neste capitulo, destacam-se a

condicao G, o depth deslizante, a intersecao residual e a condi¢ao Artin-Nagata.

4.1 Condicoes G

Definicao 4.1. Sejam R um anel Noetheriano, I um ideal de R e s um inteiro
positivo. Diz-se que I satisfaz a condi¢io G se ji(1,) < ht(p) para todo ideal primo
p e V(I) comht(p) < s—1. Dizse que I satisfaz a condicao G, se pu(I,) < ht(p)
para todo ideal primo p € V(I).

Observacao 4.2. Se I é um ideal satisfazendo a condicio G, entao I satisfaz
a condicao Gy para todo 1 < t < s. Similarmente, se I satisfaz a condi¢ao Gu,

entao I satisfaz a condicao G4 para todo s > 1.

Proposicao 4.3. Sejam R um anel Cohen-Macaulay, I um ideal de R e s um in-
teiro positivo. Se I satisfaz a condicao G, entao, para todo ideal primo p contendo

I minimalmente e com ht(p) < s, I, € um ideal de intersecdo completa.
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Demonstragao: Com efeito, seja p um ideal satisfazendo essas condicoes. Como [
satisfaz a condigao Gy, segue que p(1,) < ht(p) = ht(Z,) < p({,), onde a igualdade
se deve ao fato que I, estd minimalmente contido em pR,. Como R, ¢ Cohen-
Macaulay, segue que grade(l,, R,) = ht(l,) = p(l,). Assim, segue da Proposicao
que I, ¢ um ideal de intersecao completa. O

Proposicao 4.4. Sejam R um anel Cohen-Macaulay e I um ideal de R. Se I
satisfaz a condicio G, entdo o ideal I + (0 :g I) contém um elemento R-reqular.

Em particular, tem-se que ht(I +0:5 I) > 1.

Demonstragao: De fato, suponha por absurdo que I + (0 :g I) ndo contenha
elemento R-regular. Assim [ + (0 :g I) é um ideal préprio de R e, como R
é Cohen-Macaulay, tem-se que grade(! + (0 :g I),R) = ht(I + (0 :g I)) = 0.
Portanto existe um ideal primo minimal p tal que I+ (0 :g I) C p. Em particular,
tem-se que I C p e 0:x 1 Cp. Da condicao G; sobre I, tem-se que I, = 0. Uma
vez que o coOlon entre ideais finitamente gerados comuta com localizacao, segue

que:
(]+(O ‘R ]))p = Ip+ (0 ‘R ])P = (0 :RP Ip) = (0 :RP 0) = Rp.

obtendo assim uma contradic¢do, pois, como I + (0 :g I) é um ideal préprio de R

e I+ (0:5 I) C p, necessariamente se deveria ter que (I + (0 :5 I)), # R,. O

Corolario 4.5. Sejam R um anel Cohen-Macaulay e I um ideal de R. Se I satisfaz

a condi¢ao Gq, entio I'N(0:5 1) =0.

Demonstracao: Seja x € (0:g I) N I. Observe que z(0 :g I) = xI = 0. Portanto,
tem-se que (0 :g I + 1) = 0. Como 0 :g I + I contém um elemento R-regular,

segue que x = 0. [
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Proposicao 4.6. Sejam R um anel Cohen-Macaulay e I um ideal de R satisfa-
zendo & condicio G,. Denote por R = R/(0 :g I) e seja I a imagem de I pelo

epimorfismo canoénico « : R — I. Neste caso, tem-se que ht(I) > 1.

Demonstracao: Com efeito, suponha por absurdo que ht(/) = 0 e seja q = p
um primo minimal de R que contém I, onde p um ideal primo de R contendo
0 :g I + 1. Pelo teorema da correspondéncia, p contém 0 :p [ minimalmente.
Como p € MinV((0 :g I)) = MinSupp(/) = MinAss(/), segue que p = 0 g =
para algum x € [ nao-nulo, dai p nao contém elementos R-regulares. Como R é
Cohen-Macaulay, ht(p) = 0. Da condicao G sobre I, segue que I, = 0, o que é

uma contradigao, pois p € Supp(7). O

4.2 Depth deslizante

Definicao 4.7. Sejam R um anel Noetheriano local e I = (xq,...,x,) = (X) um

ideal de R.

(i) Diz-se que I satisfaz a condi¢do de depth deslizante se
depth(H;(x)) > dim(R) —n+1i, i >0.
Onde H;(x) € a i-ésima homologia do complexo de Koszul K¢(21, ..., 2n; R).

(i1) Diz-se que I satisfaz a condi¢ao de depth deslizante nos ciclos, SDC}, no

nivel t, se
depth(Z;(x; R)) > min{d —n+i+k,d—g+2,d} paratodon—g—t<i<n-—g,

onde Z;(x; R) € o i-ésimo ciclo do complexo de Koszul Ko(xy,...,2,; R) e

g = grade(I, R).
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E possivel provar que a definicao de depth deslizante depende apenas do ntimero
de geradores de I. O exemplo mais comum de ideais que satisfazem a condicao de
depth deslizante sao os intersecao completa em anéis Cohen-Macaulay. A seguir

se tem um exemplo concreto de ideal que satisfaz a essa condicao.

Exemplo 4.8. Sejam k um corpo e R = k[X1,...,X,], e considere o ideal ma-
zimal m = (X1,...,X,). Note que Ry é um anel Cohen-Macaulay local, além
disso, para cada 1 < i < mn, o ideal I; = (X1/1,...,X;/1) € um ideal intersecdio
completa de Ry e, portanto, satisfaz a condicao de depth deslizante. Com efeito,

pela Proposicao para cada 1 < j <1,
Hj(Xl/]., e 7Xl/1, Rm> = 0,

portanto depth(H;(X1/1, ..., X;/1; Ryn)) = 00 para cada 1 < j <i. Além disso,

E[ X1, Xolm

H()(Xl/]_,,XZ/l,Rm): T

que € um Ry-modulo Cohen-Macaulay de dimensdo n e, portanto, depth igual a
n —i. Como dim(Ry) = n, seque que I; satisfaz a condi¢ao de depth deslizante
para cada 1 < 1 < n. Imitando esse raciocinio, pode-se mostrar que, em um anel
Cohen-Macaulay local, qualquer ideal intersecao completa satisfaz a condigcao de

depth deslizante.

Na classe dos anéis Cohen-Macaulay, a condi¢ao de depth deslizante é estavel

por especializagao por sequéncias regulares e localizacao em ideais primos

Proposicao 4.9. Sejam R um anel Cohen-Macaulay local, I um ideal de R e
T1,...,%, € uma sequéncia R-reqular em I. Denote I a imagem de I pelo epi-
morfismo canénico 7 : R — R = R/(xy,...,x;). Neste caso, I satisfaz depth

deslizante se, e somente se, I satisfaz (em R).
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Demonstracao: De fato, seja {z1,..., %, Txa1, ..., Ty} um sistema de geradores
de I. Note que I = (Tpy1,...,%y). Como zy,...,7; é uma sequéncia R-regular,
segue da Proposicao m que Hy(z1, ..., 21 R) = Hy(Tpi1, - -, Tn; R). Além disso,

vale que dim(R) = dim(R) — k, assim a propriedade
depth(H;(x1, ...,z R)) > dim(R) —n+i  Vi>0

vale se, e somente se, a seguinte propriedade valer

depth(H;(Tgi1,. .., Tn; R) > dim(R) — (n—k)+¢  Vi>0.
Portanto, o resultado segue. ]

Proposicao 4.10. Sejam R um anel Cohen-Macaulay local e I um ideal de R
satisfazendo a propriedade de depth deslizante. Se p € V(I), entdo o ideal I,

satisfaz a condi¢ao de depth deslizante.
Demonstragao: Consultar a Observagao (ii) na pagina 59 de [13]. O

Proposicao 4.11. Sejam R um anel Cohen-Macaulay local de dimensao d, I =
(x1,...,2,) um ideal satisfazendo a condig¢io de depth deslizante. Denote por Z;
e B; o0 i-ésimo ciclo e i-bordo do complexo de Koszul associado Ko(x1,...,2,; R),

respectivamente. Neste caso, para cada i > 0, tem-se
depth(Z;) > min{d,d —n + i+ 1}.

Demonstracao: Observe primeiramente que, para cada i > 0, tem-se as seguintes

sequencias exatas

0 > B; > Z; > H; > 0
0 — Ziy1 — K > B; > 0
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Como K; é um R-mdédulo livre e R é um anel Cohen-Macaulay de dimensao d,
segue que K; é Cohen-Macaulay de dimensao d, assim, utilizando a proposicao

2.11} tem-se as seguintes desigualdades
depth(Z;;1) > min{d, depth(B;) + 1},
depth(B;) > min{depth(Z;), depth(H;) 4+ 1}.

A prova da desigualdade almejada sera feita por indugao em i. Se i = 0, tem-se
que Zy = R e, portanto, depth(Zy) = d > min{d,d — n + 0 + 1}. Suponha que
esta desigualdade vale para i, isto é, depth(Z;) > min{d,d — n + i + 1}. Nestas
condicoes, tem-se que

depth(B;) > min{depth(Z;), depth(H;) + 1}

> min{min{d,d —n+i+1},d—n+i+ 1} =min{d,d —n+i+ 1},
portanto
depth(Z;41) > min{d, depth(B;) + 1} > min{d,d —n+ (i +1) + 1}.

Pelo principio da indugao, conclui-se que depth(Z;) > min{d,d —n + i + 1} para
todo 7 > 0. O

Corolario 4.12. Sejam R um anel Cohen-Macaulay local de dimensao d, I =
(1,...,2,) um ideal satisfazendo d condi¢ao de depth deslizante. Neste caso,

Lin_1 € Zy sao R-modulos Cohen-Macaulay mazimazis.

Demonstracao: Pela proposicao tem-se depth(Z;) > d para i = n — 1,n.
Como depth(Z;) < dim(Z;) < d, segue que Z,_1 e Z, sao R-mddulos Cohen-

Macaulay maximais. O

Proposicao 4.13 (Lema 3.6 de [21]). Sejam (R,m,k) um anel local Cohen-

Macaulay de dimensao d com corpo residual infinito, I = (x1,...,x,) um ideal
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satisfazendo as condigoes Gy e depth deslizante. Seja m : R — R/(0 :g I) o

epimorfismo candnico, e denote I a imagem de I por . Neste caso
(i) R:=R/(0:g I) é Cohen-Macaulay;
(ii) I satisfaz a condi¢do de depth deslizante.

Demonstragao: (i): Observe que B,—1 = R/(0 :p I). Assim ¢ suficiente mos-
trar que B,_1 ¢ um R- médulo Cohen-Macaulay. Como Z,_; é Cohen-Macaulay

maximal e existe a seguinte sequéncia exata
0O —— B,y —— Zp.1 — H, 1 —— 0,

segue da Proposicao que depth(B,_1) > min{d, depth(H,,_1) + 1} = d. Por
outro lado, como depth(B,,—1) < dim(B,,—1) < d, segue que R/(0 :g I) é um R-
Cohen-Macaulay e, como 0 :g I C 0 :z (R/(0:g I)), segue que R/(0 :g I) é um
anel Cohen-Macaulay.

(ii): Utilize a notacao “~” para denotar imagens em R. Como I satisfaz & condicao

de depth deslizante, tem-se que
depth((0 :g I)) = depth(H,(z1,...,z,, R)) = d.

Note que, com base na Proposi¢ao [2.34], é possivel construir para cada 0 < i <n

a seguinte sequencia exata

0 >Li >Hz(x1,,xn,R)—>HZ(:I:_1,,ﬁ,R)—>O,

onde L; ¢ um R-médulo isomorfo a uma soma direta finita de cépias de (0 :g I).
Portanto, aplicando a Proposicao [2.11] a sequéncia acima para cada 0 < ¢ < n,

tem-se que

depth(H, (71, ..., Ty, R)) > dim(R) — n + i > dim(R) — n + 1.
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Por outro lado, como ht(I) > 0 e R é Cohen-Macaulay, tem-se I contém um

elemento R-regular, assim
0:51=H,(77,...,7,,R) = 0.

daf depth(H, (%7, ..., Ty, R)) = 00 > d — n + n, concluindo assim que I satisfaz a
condicao de depth deslizante. O]

Finalmente, encerra-se esta secao com o interessante resultado, cuja uma das
imediatas consequéncias é que, num anel Cohen-Macaulay local, qualquer ideal de
altura positiva que satisfaga as condigoes GG, e depth deslizante sera de tipo linear

e admitird anel associado graduado Cohen-Macaulay.

Proposicao 4.14. Sejam R um anel Cohen-Macaulay e I um ideal de R com
ht(I) > 0. Suponha que I satisfaca a condicio G e que para todo ideal primo
p € V(I), vale que depth(H,(1,, R,)) > ht(p) — p(Lp) + 1 para cada 0 < i <
p(1,) —ht(p). Entao

(i) I € de tipo linear;
(ii) gr;(R) é Cohen-Macaulay.
Demonstracao: Consultar o Teorema 9.1 de [26]. O

Corolario 4.15. Sejam R um anel Cohen-Macaulay e I um ideal de R com ht(I) >

0. Se I satisfaz a condicao G e a condicao de depth deslizante, entao
(i) 1 € de tipo linear;
(i1) gr;(R) é Cohen-Macaulay.

Demonstracao: Tais conclusoes seguem da Proposicao e do fato que a condicao

de depth deslizante é estavel para localizacao. O
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4.3 Intersecao residual

A formulagao da nocgao de intersecao residual foi feita por Artin e Nagata em

23).

Defini¢ao 4.16. Sejam R um anel Noetheriano, I um ideal de R com ht(I) = g

e s um inteiro nao-negativo tal que s > g.

o Uma s-interse¢dao residual de I é um ideal J tal que ht(J) >s e J =a:5 [

para algum a C I tal que a pode ser gerado por s elementos;

o Uma s-intersecao residual geométrica de I é uma s-intersegao residual J de

I tal que ht((J, 1)) > s+ 1.

A préxima proposicao fornece uma condi¢ao necessaria para que um ideal J

seja uma s-intersec¢ao residual I.

Proposicao 4.17. Sejam R um anel Noetheriano, I um ideal de R, s um inteiro

com ht(I) < s. Dado a = (ay,...,as) C I.

(i) Uma condi¢do necessdaria para que J = a :r I seja uma s-interse¢ao residual

de I € que todo p com ht(p) < s — 1, tenha-se a, = I,.

(i1) Uma condigdo necessaria para que J = a :g I seja uma s-interse¢ao residual

geométrica de I € que todo p com ht(p) < s, tenha-se a, = I,.

Demonstracao: (i): Com efeito, seja J uma s-intersegao residual de I. Como
ht(.J) > s, para todo primo p com ht(p) < s — 1, vale que a, g, I, = J, = Ry,
logo a, = I,.

(ii) Similarmente, como ht((J, I)) > s+1, dado p € V(1) com ht(p) = s, tem-se
que (J,I)  p. Como [ estd contido em p, necessariamente se tem que J < p e,
portanto a, = I,. Como toda s-intersegao residual geométrica é uma s-intersecao

residual, o resultado segue. [
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Exemplo 4.18. Seja k um corpo qualquer, considere R = k[Xy,...,X¢] o anel

polinomial com 6 indeterminadas e considere

X1 Xo X3
X, X5 Xg

Deﬁna J = IQ(M) = (X1X5—X4X2,XlXﬁ—X4X3,X2X6—X5X3) e [ = (Xl,X4).
Utilizando o Macaulay?, constata-se que J = a :g I, onde a = (X7 X5— X4 X0, X1 X6—
X4 X3). Além disso, vale que ht(J) =ht(I) =2 e ht(({,J)) = 3. Assim, J € uma

2-intersecao residual geométrica de I.

Definicao 4.19. Sejam R um anel Noetheriano, I um ideal de R e s um inteiro

nao-neqativo.

o Diz-se que I € s-residualmente Sy se R/K satisfaz a condigdo de Serre Sy

para toda i-intersecao residual K de I, com i < 's;

o Diz-se que I € Universal-s-residualmente Sy se a extensdo 1S € s-residualmente

Sy para qualquer anel polinomial S = R[X,..., X,], n € N;

e Diz-se que I € fraco-s-residualmente Sy se R/ K satisfaz a condi¢do de Serre

Sy para toda i-intersecao residual geométrica K de I, com i < 's;

o Diz-se que I é Universal-fraco-s-residualmente Sy se a extensao 1.S é fraco-

s-residualmente Sy para qualquer anel polinomial S = R[X,...,X,], n € N.

4.4 Condicdes Artin-Nagata

Definicao 4.20. Sejam R um anel Cohen-Macaulay local, I um ideal de altura g

e s um inteiro nao-negativo.

o Diz-se que I satisfaz a condicao AN se para todo g < i < s e toda -

interse¢ao residual geométrica J de I, R/J é Cohen-Macaulay;
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e Diz-se que I satisfaz a condicao AN, se para todo g < 1 < s e toda i-

intersecao residual J de I, R/J é Cohen-Macaulay.

Observagao 4.21. Se I ¢ um ideal satisfazendo a condi¢ao ANy, entdo I satisfaz
a condicao AN; para todo 0 <t < s. Note também que se I satisfaz a condicdo

ANg, entao I satisfaz a condi¢ao AN, .

Definicao 4.22. Seja R um anel Noetheriano. Um ideal I € dito ser gene-

ricamente uma intersecao completa se I, € intersecao completa para todo p €

Ass(R/I).

Proposicao 4.23. Sejam R um anel Cohen-Macaulay local e I um ideal de R com
ht(I) = g > 1 gerado por r elementos. Se I satisfaz SDCy no nivel min{s — g,r —
g}, entao I satisfaz a condigao AN, .

Demonstragao: Consultar o Teorema 2.11 de [29]. O

Proposicao 4.24. Seja R um anel Cohen-Macaulay local e I um ideal de R com
ht(I) = g > 1 gerado por r elementos. Se g < s < g+ 1, entdo as sequintes

assercoes sao equivalentes
(i) I satisfaz AN,

(i) Para cada i < s, existe uma i-intersecdo residual tal que R/I é Cohen-

Macaulay;
(111) I satisfaz SDCY no nivel min{s — g,r — g}.
Demonstragao: Consultar o Teorema 5.13 de [30]. O

Proposicao 4.25. Sejam R um anel Gorenstein local, I um ideal de R com
ht(I) = g e s um inteiro. Assuma que I satisfaca a condigio Gs e seja ge-
nericamente uma intersecao completa. Além disso, suponha que depth(R/I7) >

dim(R/I) —j+ 1 para todo 1 < j < s— g+ 1. Entao I satisfaz a condigio AN.
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Demonstragao: Consultar o Teorema 2.9 de [24].

Proposicao 4.26. Sejam (R, m, k) um anel Cohen-Macaulay local com corpo re-
sidual k infinito, I um ideal de R e s um inteiro nao-negativo. Se I satisfazer
AN_,, I, for uma intersecao completa para todo primo minimal p € V(I) com

ht(p) < s e, para todo primo nao-minimal p € V(I) com ht(p) < s, tiver que
w(1,) < ht(p), entao, para todo p € V(I) com ht(p) < s, I, € de tipo linear.

Demonstracao: Consultar a Proposigao 1.11 de [24].

Proposicao 4.27. Sejam R um anel Cohen-Macaulay local, s um inteiro e J, I
ideais de R, com J C I eht(J :g I) > s+ 1. Assuma que I satisfaca a condigao
G,. Se I satisfaz ANy, entao J satisfaz AN.

Demonstragao: Consultar a Observagao 1.12 de [24].

Proposicao 4.28. Sejam R um anel Noetheriano local, s um inteiro e I, a ideais
de R comaC I eht(a:gl)> s> pla). Se que I satisfaz a condi¢ao G, entdo
existe uma sequéncia geradora ay, . .., as de a tal que, se definindo a; = (ay, . .., a;)

e J;=ua;:g I, tem-se ht(J;) > i para todo 0 < i < s.
Demonstragao: Consultar o Corolario 1.6 de [24].

Proposicao 4.29. Sejam R um anel Cohen-Macaulay local, I um ideal de R com
ht(I) = g e u(I) = n. Assuma que I satisfaca a condigio G,, e, usando a nota¢ao
da Proposi¢ao anterior para a = I e s = n, que para todo g <i<n—1, R/J; é

Cohen-Macaulay. Neste caso, I satisfaz a condi¢ao de depth deslizante.
Demonstragao: Consultar o Corolario 1.8 de [24].

Proposicao 4.30. Sejam R um anel local Cohen-Macaulay de dimensdo d e I um
ideal de R com ht(I) = g e satisfazendo a condigio G para algum s > g. Sejam
J = a :g I uma s-intersecao residual de I e J; como na Proposicao [4.28. Se I

satisfaz a condigcao AN, entao
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(i) J possui altura s;
(it) a=1NJ se J é uma s-intersecao residual geométrica de 1.

Demonstragao: Consultar a Proposigao 1.7 de [24].
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Capitulo 5

Reducoes e core de um ideal

Neste capitulo serd definido o conceito de reducao de um ideal I, bem como o
core de I, um misterioso subideal de I que pode fornecer informagoes importantes a
respeito das possiveis reducoes de I. Na secao 5.1, serao apresentadas as defini¢oes
basicas e resultados elementares relacionados. Na Secao 5.2, sera apresentada a rica
teoria de redugoes em anéis Noetheriano locais e sua conexao com o espalhamento
analitico de um ideal. Por fim, na Secao 5.3, serao apresentados resultados mais

modernos relacionados a teoria de redugoes que serao uteis neste trabalho.

5.1 Definicdes e resultados basicos

Nesta secao serao apresentados as definicoes basicas relacionadas a teoria de
redugoes e resultados elementares relacionados. Sera definido também o principal

objeto de estudo deste trabalho, o core de um ideal.

Definicao 5.1. Sejam R um anel e I,.J ideais de R, com J C I. Diz-se que J ¢é

uma reducdo de I se existir n € N tal que I"T! = JI™.

Segundo D. Northcott e D. Rees, em [16], esta defini¢ao sugere que, se J é uma

reducgao de I, entao J é uma versao simplificada de I. Como J e I compartilham

87



certas propriedades, conhecer redugoes de dado ideal pode facilitar na obtencgao de
informacoes a respeito do ideal original. Dentre estas propriedades, talvez a mais
interessante ¢ que as multiplicidades algébricas associadas a cada um dos ideais
sao as mesmas. A proxima Proposicao diz que a propriedade de ser reducao é

transitiva no seguinte sentido:

Proposigao 5.2 (Propriedade transitiva das redugoes). Sejam R um anel e J, I, K

tdeais de R. Se J € um reducdao de I e I é um reducdao de K, entdo J € reducao

de K.

Demonstracao: Sejam m,n € N tais que JI™ = ™! ¢ [K" = K", Uma
simples aplicacao do principio da inducao mostra que, para todo r > 0, tem-se que
I"'K" = K" e J'I™ = ™" assim

JE™" = J(IMK"™) = (JI™)K" = ["HK" = Krm,

Logo J é uma reducao de K. n
A seguinte proposi¢ao diz, em outras palavras, que a propriedade de ser redugao
¢ estavel para localizacao. De fato, na categoria dos anéis Noetherianos, pode-se

mostrar que a “ser redugao”é uma propriedade local.

Proposicao 5.3. Sejam R um anel, I um ideal de R e S um conjunto multiplica-
tivamente fechado. Se J € uma reducao de I, entao Jg € um reducao de Is. Em

particular, para todo ideal primo p contendo I, J, € uma redugao de 1.

Demonstragao: Com efeito, se JI"™ = ["*! para algum n € N, é claro que JgI% =
I portanto Js é redugao de Ig. n
Uma das consequéncias imediatas da seguinte proposicao é que se J é uma

reducao de I, entao I e J possuem o mesmo radical.

Proposicao 5.4. Sejam R um anel e I um ideal de R. Se J é um reducgao de
1, entao o conjunto dos ideais primos que contém I coincide com o conjunto dos

1deais primos que contém J.
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Demonstragao: Seja p um ideal primo contendo J. Como J é uma reducao de I,
existe n € N tal que "™ = JI™ C J C p. Da primalidade de p, segue que I C p.
Por outro lado, ¢ claro que se p é um primo contendo I, entao p contém J, assim

o resultado segue. O]

Corolario 5.5. Sejam R um anel e I um ideal de R. Se J € um redugao de I, entao
ht(J) = ht(I). Em particular, se R é Cohen-Macaulay, seque que grade(I, R) =
grade(J, R).

Demonstracao: Com efeito,
ht(1) = inf{ht(p) ; 1 C p} = inf{ht(p); J C p} = ht(J).

Se R for Cohen-Macaulay, entao grade(/, R) = ht(I) = ht(J) = grade(J, R). [

Sera definido agora o principal objeto desta dissertacao, o core de um ideal.

Definicao 5.6. Sejam R um anel e I um ideal de R. O core do ideal I, denotado

por core(I), € intersecdo de todas as redugoes de I.

Observacao 5.7. A Definicao estd faz sentido, pois qualquer ideal I sempre

admite pelo menos uma reducao J, a saber, J = 1.

Proposicao 5.8. Sejam R um anel e I um ideal de R. Se J é uma reducao de I,

entdo core(I) C core(J)

Demonstracao: Com efeito, pela Proposicao toda reducao de J é uma reducao
de I, ie. J(J) :={K C J; K € redugcio de J} C{K C I ; K € redugio de 1} :=
d(1), portanto:

core([ ﬂ K C ﬂ K = core(J
Kej(I) Kej(J)
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Proposicao 5.9. Sejam R um anel Noetheriano e J, I ideais de R com J C I. Se

J € uma redugdo de I, entao R[It] é um R[Jt|-mddulo finitamente gerado.
Demonstragao: Consultar a Proposi¢ao 4.6.6 [0]. O

Corolario 5.10. Sejam R um anel Noetheriano e J, I ideais de R com J C I. Se
J € uma redugao de I, entao R[It,t™1] é um R[Jt,t~']-mddulo finitamente gerado.

Além disso, R[It,t'] € inteiro sobre R[Jt,t7'] e dim(R[[t,t71]) = dim(R[Jt,t7]).

Demonstragao: Com efeito, invocando a Proposicao [5.9, seja {ui,...,u,} um

sistema finito de geradores de R[[t] como R[Jt]-médulo. Observe
R[[t] g SpanR[Jt,tfl]{uh s 7U’n} g R[It7 til}'

Portanto, é claro que {u1, ..., u,,t '} constitui um sistema finito de geradores de
R[It,t™!] como R[Jt,t ']-mddulo.

Como R[Jt,t7'] 6 um anel Noetheriano, segue que R[It,t™'] é um R[Jt,t7]-
mdédulo Noetheriano. Assim, dado z € R[It, '] qualquer, o submédulo (R[Jt, t71])[z]
é finitamente gerado. Portanto, pela Proposicao , z é inteiro sobre R[Jt,t71],
daf segue que o anel R[It,t7!] é inteiro sobre R[Jt,t']. Portanto, segue do Co-
rolario que dim(R[Jt,t71]) = dim(R[It,t7]). O

5.2 Reducoes de ideais em anéis Noetheriano locais

A teoria de reducgoes de anéis Noetheriano locais é bastante rica e contém

resultados que, a primeira vista, sao surpreendentes.

Definicao 5.11. Sejam R um anel e I um ideal de R. Uma redugao J de I é dita
reducao minimal se nenhum outro ideal de R estritamente contido em J € uma

reducao de I.
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Observe que se, para cada reducao J de I, existir uma reducao minimal J' C J,
entdo core(/) é exatamente a intersegao de todas redugdes minimais de 1. Por-
tanto, para calcular o core(!), nestas condigoes, basta conhecer todas as redugoes
minimais de /. Esta propriedade de sempre existir uma reducao minimal é valida

quando o anel R ¢é local e Noetheriano.

Teorema 5.12. Sejam R um anel Noetheriano local e I um ideal de R. Se J é
uma reducao de I, entao existe no minimo um ideal K contido em J tal que K €

uma reducao minimal de I.
Demonstragao: Consultar o Teorema 8.3.5 de [§]. O

Definicao 5.13. Sejam R um anel Noetheriano local, I um ideal R e J uma
reducao de I. Chama-se o niumero de reducdo de I em relacdo a J o menorn € N
tal que JI™ = I"*1 e € denotado por r;(I). Chama-se o niimero de reducdio de I

o minimo do congunto {r;(I) ; J é redugao minimal de I} e é denotado por r(I).

A teoria de reducoes em anéis Noetherianos estd fortemente conectada com o

espalhamento analitico, sobretudo quando o anel é local.

Proposicao 5.14. Sejam R um anel Noetheriano e I um ideal de R. Dada uma

redugdo J de I, o nimero minimal de geradores de J é no minimo ¢(I).
Demonstragao: Consultar a Corolario 8.2.5 de [§]. O

Proposicao 5.15. Sejam R um anel Noetheriano local, I um ideal de R com

UI)="{ e J uma redugio de I. Se u(J) = ¢, entdo J € uma redu¢ao minimal de

I.
Demonstragao: Consultar o Corolario 8.3.6 de [§]. O

Proposicao 5.16. Seja R um anel Noetheriano local. Neste caso, para qualquer

ideal I de R, tem-se que ht(I) < {(I) < dim(R). Além disso, tem-se ((I) < p(I).
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Demonstragao: Consultar o Coroldrio 8.4.3 de [§]. O
Se, além de pedir que o anel seja Noetheriano local, exigir que o corpo residual

k seja infinito, entao se tem a reciproca da Proposicao |5.15|

Teorema 5.17. Sejam (R, m, k) um anel Noetheriano local com corpo residual k
infinito e I um ideal de R com espalhamento analitico ((I) = (. Toda redug¢do

minimal de I é gerada minimalmente por exatamente € elementos.
Demonstragao: Consultar a Proposigao 8.3.7 de [§]. O

Proposicao 5.18. Sejam (R, m, k) um anel Noetheriano local com corpo residual
k infinito e I um ideal de R com espalhamento analitico (1) = (. Se p é um ideal

primo contendo I, entao ((1,) < (([).

Demonstracao: Se p = m, entao R = Ry, e I, = I, logo o corolario vale trivi-

almente. Suponha que p # m, considere ¢ = ((I) e seja J = (x1,...,2y) uma
reduc@o minimal de I. Como J, = (z1/1,...,2,/1) é uma redugao de I,, segue da
Proposigao que ((1,) < p(Jp) <L =1((1). O

Num anel Noetheriano local, se I for um ideal de tipo linear, entao a tnica
reducao de I é o préprio I, em particular, (1) = pu(I), como pode ser visto na
seguinte proposicao.

Proposicao 5.19. Sejam (R, m, k) um anel Noetheriano local e I um ideal de R.

Se I € de tipo linear, entao I nao admite reducao nao-trivial.

Demonstracao: Como I é um ideal de tipo linear, existe um isomorfismo de R-

algebras entre a algebra simétrica de I e a algebra de Rees de I, assim
Symy(I/(ml)) = Symp(I) g k =2 R(I) @r k = F(I).

>~

Como I/(ml) é um k-mdédulo livre com posto u(l), segue que Sym,(I/(ml))
K[ X1, ..., X,mp]. Assim,

u(I) = dim(Symy(I/(mI))) = dim(3(1)) = €(I).
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Pela Proposigao [5.15, deduz-se que I é uma reducao minimal de I, portanto, I
nao admite redugao nao-trivial. O
Encerra-se essa secao com uma nomenclatura bastante consolidada na litera-

tura para uma classe de ideais que serd bastante explorada no capitulo 6.

Definicao 5.20. Sejam R um anel Noetheriano local e I um ideal de R. I € dito
um ideal equimiltiplo se ht(I) = ¢(I).

5.3 Resultados adicionais na teoria de reducoes de ideais

A préxima Proposicao diz que, sob certas condicoes, o nimero de reducao de
uma reducao minimal J do ideal I é independente do ideal J. Este resultado serd

utilizado no Capitulo 7 deste trabalho.

Proposigao 5.21 (Teorema 2.1 de [22]). Sejam (R, m, k) um anel Noetheriano
local com corpo residual infinito e I um ideal de R contendo um elemento R-
reqular. Se £(I) = ht(I) = 1, entdo r(I) € independente da redu¢ao minimal, i.e.

se Ji, Jo sao reducoes minimais de I, entao vy, (I) =1z (1).

Demonstragao: Com efeito, sejam Jy, Jo redugoes minimais de 1. Como ¢(I) = 1,
pelo Teorema existem xq1,x9 € [ tais que J; = (x1) e Jo = (23). Sejam
m = ry(I) en = rg(l), assim x I™ = I"™" ¢ 25" = "', Como I contém
um elemento R-regular, segue da Proposicao [1.81| que x1, x5 sao necessariamente

elementos R-regulares. Suponha por absurdo n > m, assim tem-se que

.%'1]” _ I_llmln—m _ Im—l—ljn—m _ In+1 _ Igln _ x2]m+ljn—(m+1)

= $2($1Im)lni(m+l) = .1'1272[”71.

1

Da regularidade de z1, segue que xo/"" ' = J~D+1 contrariando assim a mini-

malidade de r,(I), deduz-se entdo que n < m. Similarmente, supondo n < m e
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invertendo os papéis de J; e Jy, chega-se a mesma contradicao, o que implica que

m < n. Portanto, deduz-se que r;, () = ry,(I). O

Proposicao 5.22. Sejam (R, m, k) um anel local Noetheriano com corpo residual
k infinito e I um ideal de R contendo um elemento R-regular. Se J é uma redugao
de I, entao £(J) = ((I). Além disso, as redugoes de J sdo precisamente as redugoes

de I contidas em J.
Demonstragao: Consultar o Teorema 4 da Secdo 7 de [16]. [

Proposicao 5.23. Sejam (R, m, k) um anel Noetheriano local de dimensao d com
corpo residual k infinito e [ = (uy, ..., us) wm ideal m-primdrio. Neste caso, exis-
tem polinomios ¢1,...,¢, € k[X1,..., X satisfazendo a sequinte propriedade:
Um ideal J gerado por d combinacoes lineares y; = ijl a;ju; € uma reducdao de

I se, e somente se, existe algum 1 < k < v tal que

Or(@it, . .., @5, 21, - - -, Uos, - A - - -, Ads) 7 0
Demonstragao: Consultar a demonstracao do Teorema 14.14 de [3]. O

Definicao 5.24. Seja P uma propriedade em um espago M. P é dita uma pro-
priedade geral se o conjuntos dos elementos que satisfazem a essa propriedade

constitui um aberto de Zariski em M.

Como os abertos sao densos em M, um elemento “suficientemente geral”tem
probabilidade 1 de ser encontrado nestes abertos. Motivado com este fato, tem-se

a seguinte definigao:

Definicao 5.25. Seja M um espaco. Um elemento x € M € dito geral de M se,

dada qualquer propriedade geral P em M, entdo x satisfaz a propriedade P.

Proposicao 5.26. Sejam (R, m, k) um anel Noetheriano local com corpo residual
k infinito e I um ideal de R com grade(I,R) > 0. Se x € I é um elemento geral,

entao x € um elemento R-regular.
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Demonstracao: Seja Ass(R) = {p1,...,pn} 0 conjunto dos primos associados de
R. Note que, uma vez que grade(/, R) > 0, a imagem de I Np em [/ml é um
subspagco vetorial préprio de I/ml para cada p € Ass(R). Como k é um corpo

infinito, segue da Proposicao [1.100| que

I
g Npy +ml U INpy+ml U U INp, +ml - i 7
ml ml ml T Am/

Como x é um elemento geral de R, T ¢ Z, segue que © ¢ Z(R) = U, pi e,

portanto, x é um elemento R-regular. O

Corolario 5.27. Sejam (R,m, k) um anel Noetheriano local com corpo residual
infinito e I um ideal de R com grade(I, R) > 2. Se xy,x9 sdo elementos gerais de

I, entao a sequéncia X = x1, T2 é R-reqular.

Demonstracao: Com efeito, pela Proposicao anterior, x; é um elemento R-regular.
Assim, para mostrar que x = x1,xy é R-regular, é suficiente mostrar que a multi-
plicagao

R 2o R
(1) (1)

é injetiva. Com efeito, como grade(/,R) > 1, entdo I & p; U --- U p,, onde

Assr(R/(x1)) = {p1,...,pn}. Assim, a imagem de p, N[ em [/mI é um subespaco
préprio de I/ml para cada 1 < ¢ < n. Procedendo como na Proposigao anterior,
conclui-se que o mapa acima é injetivo e, portanto, x = x1, x5 é uma sequéncia

R-regular. O]

Proposicao 5.28. Sejam (R,m) um anel Noetheriano local e I um ideal nao-

nulo de R com pu(l) = n. Se x € I € um elemento geral, entdo, considerando

R = R/(x), tem-se que u(I) =n — 1.

Demonstragdo: Da fato, note que Im # I pelo lema de Nakayama, portanto {0} é

um subspago vetorial préprio de I/ml. Como = é um elemento geral de I, T # 0
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em [/ml = I ®g k(m). Pela Proposicao , conclui-se que pu(I) = u(l) —1 =
n— 1.

As duas préximas proposicoes sao constituidas por teoremas estruturais de core
obtidos por A. Corso, C. Polini e B. Ulrich em [I9]. Tais resultados terao parti-

cipacao importante na prova dos resultados que antecedem o teorema principal.

Proposicao 5.29. Sejam (R, m, k) um anel Cohen-Macaulay local com corpo re-
sidual k infinito e I um ideal de R com ((I) = (. Assuma que I satisfaca a
condi¢ao Gy e seja fraco-(£ — 1)-residualmente Sy. Neste caso, existe t € N tal que
core(I) =a;NagN---Nay, onde ay,...,a sio redugoes minimais de I geradas por

¢ elementos gerais.
Demonstragao: Consultar o Teorema 4.5 de [19)]. O

Proposicao 5.30. Seja ¢ : (R,m, k) — (S,n, k") um homomorfismo plano de
anéis locais Cohen-Macaulay com corpos residuais k, k' infinitos. Seja I um ideal
de R com espalhamento analitico £(I) = ¢ tal que I e IS sdo universal-fraco-(€—1)-

residualmente Sy e satisfazem a condigao Gy. Neste caso, vale que (core(l))S =

core(1S).

Demonstragao: Consultar o Teorema 4.8 de [19)]. O
A préxima e ultima proposicao deste capitulo consiste num resultado nao-
elementar que explicita precisamente a familia de ideais primos de R tais que

((1,) = ht(p), para um dado ideal I num anel Cohen-Macaulay.

Proposigao 5.31. Sejam R um anel Cohen-Macaulay e I um ideal de R. Defi-
nindo A(I) = {p € Spec(R) ; ((I,) = ht(p)}, tem-se que

A(I) = {p € Spec(R) ; 3 P € MinSpec(gr;(R)) tal que P° = p}.

Demonstracao: A prova desse resultado é nao-trivial e nao-elementar, e decorre

de uma sequéncia de resultados do Capitulo IV da referéncia [11]. O
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Capitulo 6

Alguns resultados sobre modulos candnicos

Sejam R um anel Noetheriano, I um ideal de R e J uma reducao de I. Consi-
dere A = R[Jt,t7'] a &lgebra de Rees estendida de J. Lembre-se de que A é um

anel graduado com graduacao natural

o

A= @ Jnn,

n=—oo
Na proxima Proposigao, sera trabalhado com certos A-mdédulos graduados, cuja
notacao mais natural e reduzida para representa-los é M, := (1,1t)*A. Com o
objetivo deixar claro o que estes A-modulos representam, eles serao explicados a
seguir.

O médulo M; é simplesmente A + [tA. Esta adigao, todavia, é soma entre A-
modulos graduados, o que significa que, em termos de componentes homogéneas,

tem-se

0

M= P (R Ite é(lj”lt”).

n=-—o00 n=2
De maneira geral, M, é definida de forma recursiva, sendo para cada s € N,
Mgy = (1 + It)M; = M + ItM;, onde, similarmente, a adigdo é soma entre

A-médulos graduados. Através de uma simples processo de indugao, mostra-se
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que

0 [e%S)
MS:(LIt)s: @ Rtn@lt@12t2@@fsts@ @ ISJnfstn.

n=-—o00 n=s+1
Eventualmente haverd outros A-moédulos com notagoes semelhantes na pro-
posicao a seguir, considere que a construcao destes médulos sigam a mesma linha

dos A-médulos descritos acima.

Proposigao 6.1 (Proposigao 2.1 de [27]). Sejam R um anel Noetheriano local, I
um ideal de R, com ht(I) > 0 e J uma reducao de I, com r = r;(I). Escreva
A = R[Jt,t7Y] C B = R[It,t7']. Assuma que A é Cohen-Macaulay com mddulo
canonico graduado wa = (1, It)°A(a) para alguns inteiros s e a. Neste caso, para

todo inteiro n > max{r — s,0}, tem-se
wp = A gy I" = (A g1 1) (@ +n).

Demonstracao: Note que R é um anel Cohen-Macaulay. De fato, como A =
R[Jt,t7!] é Cohen-Macaulay, tal resultado segue das Proposigoes e 2.36]
Considere ¢ : A(a) — A o homomorfismo de R-médulos tal que ¢(z) = xt™°.
Observe que ¢ é um isomorfismo graduado. Assim, seja a identificacdo wy =
(1,1t)* At~ C R[t,t7']. Definindo L := (1, (1, It)*I"t")A C RJ[t,t™'], considere a

seguinte sequéncia exata de A-mddulos graduados

0 y L » B > ' » 0,

onde C'= B/L.
Afirmacgao: C contém apenas um numero finito de componentes homogéneas
nao-nulas.

Com efeito, se s < 0, entao L = (1,I"t")A en > r, dai L = A + ["t"A.

Portanto, utilizando que I"J* = I"** para todo k € NU{0} e n > r, segue-se que

[L]nJrk — [nJrkthrk.
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Por outro lado, observe que [L], = Rt* = I*t* para todo k < 0, logo

[Bli

=0 paratodok<0ek>n.

Similarmente, se s > 0, entdo L contém A + I"*5t"**A. Como n + s > r,

utilizando que J¥I"+$ = [¥+7%$ para todo k € NU {0}, segue-se que
[L]n+s+k — In—&—s—l—ktn—l—s—l—k‘

Por outro lado, também pode ser observado que [L], = I*t* para todo k < 0, logo

[Blx

[Clx = m

=0 paratodok<0ek>n+s.

Em ambas situagoes se concluem que C' contém apenas um nimero finito de com-
ponentes homogéneas nao-nulas.

Como C' tem apenas numero finito de componentes homogéneas nao-nulas, C'
é anulado por t~™ e por J"t™ para m suficientemente grande. Além disso, como
grade(J, R) = ht(J) = ht(/) > 0, J contém um elemento R-regular y. Uma vez
mymp=m

que a sequéncia X = y é A-regular e estd contida em Anny(C'), conclui-se

grade, (C') = grade,(Anny(C), A) > 2.

Note que B e A sio anéis graduados *locais conforme j4 visto no Exemplo[1.51]
Observe também que, como J é uma reducao de I, B é um A-mddulo finitamente
gerado e dim(B) = dim(A) pelo Coroldrio[5.10] Uma vez que A é uma anel Cohen-
Macaulay, considerando o homomorfismo ¢ : A — B a inclusao e aplicando
a Proposicao [3.15, conclui-se que B admite modulo candnico graduado e wp =
*Homy (B, wa). Utilizando novamente o fato que B é um A-mddulo finitamente
gerado, deduz-se da Proposicao que wp = Homu(B,wa).

Aplicando o funtor Hom4(__, w4 ) a sequéncia exata anterior, obtém-se a sequéncia

exata
0 —— Homyu(C,ws) — Homu(B,ws) — Homu(L,wa) — Exty(C,wa).
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Como t™™ € Anny(C) para algum m € N e t™™ é wy-regular, segue da Proposigao
que Hom4(C,w4) = 0. Similarmente, uma vez que y"t™ € Anns(C) e y™t™ é

wy-regular, segue que

wAa

H -
oma (C’ ("o

) = EXt/lL‘(C, LUA).

Por fim, como ™™ é w4 /((y™™)w4)-regular, conclui-se que Extl(C,w4) = 0 e,
portanto, Homa(B,w4) = Homa(L,wy). Assim, definindo K(t) := Quot(K|[t]),
tem-se a seguinte sequéncia de igualdades, cujas verificagoes se encontram no

apendice deste trabalho.

wp = HOIIIA<B,WA) = HOIHA(L,MA> = wy CK(t) L=wsqnN (wA K () (1, It)sfntnA)
=wy N (wA K (t) wA[anaJrn) =ws N ((WA K (1) wA) K (t) [ntaJrn)

= Wy N (A :K(t) Inta+n) = A :UJA Inta+n.
Finalmente, para cada inteiro i, tem-se
[A :R[t,t—l] [nta+n]i —_ (Ji+a+n ‘R In)tz g (Ji—i-a-l—n ‘R Jn)tz — Ji—l-ati’

onde a penutima inclusao ¢é valida, pois J C [ e a tultima igualdade vale, pois,
como ht(J) = ht(I) > 0 e gr;(R) é Cohen-Macaulay, a Proposigao se aplica.

Entretanto
Jrett = (At C [wals.
Portanto A :py -1 I Cwy C R[t,t7'], ou, equivalentemente,
Ay, TMOT = A gy 170
Dai,
wp = Ay, I = A gy 1M
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Voltando a identificacao original, obtém-se que
wp = Agpey ["(a+n).

m

Na proposicao anterior, dentre as hipoteses exigidas, pedia-se que, dados um
ideal I de R e J uma reducao de I, a algebra de Rees de J fosse Cohen-Macaulay
e que a algebra de Rees de I admitisse mdédulo canonico graduado da forma
(1,It)*A(a) para alguns inteiros s e a. A Proposi¢do a seguir garante que, nas
configuragoes do teorema principal dessa dissertacao, essas duas hipoteses sao sa-

tisfeitas quando J for uma reducao minimal de I.

Proposigao 6.2 (Observagao 2.2 de [27]). Sejam (R,m,k) um anel Gorenstein
local com corpo residual k infinito e I um ideal de R, comht(I) =g >0 e () = {.
Assuma que I satisfaca a condicao Gy e que depth(R/I7) > dim(R/I)—j+1 para
1<j<{l—g. SeJ éuma redugcao minimal de I, entio A = R[Jt,t™'] é Cohen-

Macaulay com mdédulo canénico graduado wa = (1,1t)9A(1 — g).

Demonstragao: Consultar a demonstragao de Proposigao 2.1 de [28]. O
O préximo coroldrio consiste no principal resultado deste capitulo, que diz,
dentre outras afirmacoes, que dadas J e K redugoes minimais de I e um inteiro

fixo 7, tem-se
J’i+n ‘R Jn = Ktm ‘R m
para todo n > max{r;(R) —{+ g,0} ¢ m > max{rg(R) — { + g,0}.

Corolario 6.3 (Observacao 2.2 e Corolario 2.3 de [27]). Sejam (R, m, k) um anel
Gorenstein local com corpo residual k infinito, I um ideal de R comht(I) =g > 0e
((I) = L. Assuma que I satisfaca a condi¢io Gy e que depth(R/I7) > dim(R/I) —
J+1paral < j<{l—g. Seja J uma reducio minimal de I e defina por A e B

as algebras de Rees estendidas de J e I, respectivamente. Neste caso
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(i) Para todo n > max{r;(I) —{+ g,0}, tem-se

wp = (A g1 Iyt

(i) Para cada i inteiro e n > max{r;(I) — {+ g,0}, tem-se

tfingrl — Ji+n ‘R In

)

[wBlitg1

(i1i) Para cada inteiro fizo i, o ideal
JHn I
¢ independente de J e n, contanto que J seja uma reducao minimal de I e
n > max{r;(I) —{+ g,0}.

Demonstragao: (i) Com efeito, pela Proposigao 7 A = R[Jt,t7'] é Cohen-
Macaulay e possui médulo canonico graduado wy = (1, It)*"9A(1—g), daf pela Pro-
posicao , B = R[It,t™!] possui médulo canonico e para todo n > max{r;(I) —
¢+ g,0}, vale que
Wi = A g 0 = (A g I

(ii) Afirmo que a (i + g — 1)-ésima componente homogénea de wp é (J™ :p
I™)(¢971). Com efeito, dado 2z € (J™ :p I™)(t"T971), entdao 2z = at™™~', com
a € (J7 g I™). Assim z[™"T19 = (@™t C JH C AL Dal, 2 €
[A R Imt"+1=9],, 1 = [wplisg—1. Reciprocamente, se z € [wplisg—1, €ntao
z = at'971, para algum a € R. Além disso, tem-se que zI"t"t179 = q["t"t9 C A,

mas entao al™ C J™™ logo z € (J* :g I")t" 179, Portanto, tem-se que
[wBlivg—1 = (JH" g 1) (971,

isto é,
[Whitg1t I = (JT g TM).
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(iii) Sejam K e J redugoes minimais de I. Denotando por Ag a algebra de Rees
estendida de K e por A a algebra de Rees estendida de J, a parte (i) diz que para
todo n > max{r;(I) — €+ ¢,0} e m > max{rg(l) — ¢+ g,0} , vale que

Jrntl—g o~ Jmmtl=g

Ay ‘R[t,t1] wp = Ak ‘R[t,t—1]

Note que ambos médulos candnicos sao submédulos de R[t,t71. Se puder ser
mostrado que o modulo candnico graduado de B é unicamente determinado por

B, entao se tera que
AJ :R[t,t_l} Inth’»lig = AK :R[t7t_1] [mthrlig,

daf usando o item (ii), tem-se que para cada inteiro i fixo, n > max{r;(I)—{+g,0}

en > max{rg(I) — ¢+ g,0}, vale que
Ki—i—n ‘R " = [WB]z’—&—g—lt_i_g—’—l — Ji—l-n ‘R Vi

Como wp é um modulo canonico graduado e é um submédulo graduado de
R[t,t7'], pode ser demonstrado que este médulo é tinico a menos de uma multi-
plica¢do por um elemento u € Quot(R).

Suponha que se tenha demonstrado tal fato. Sejam C' = A gy -1 I 1=9 ¢
C'=Ag ey I " *+1=9 médulos canodnicos graduados de B. Pelo fato assumido,
existe u € Quot(R) invertivel tal que C' = uC’. Note, entretanto, que [C]; = (R :g
I")tt = Rt' = [("]; para todo i < —n, o que faz com que necessariamente u seja
unidade R e, portanto, C' = C".

Sera agora provado o fato afirmado no pardgrafo anterior. Sejam wp e wj
médulos canonicos graduados de B, ambos contidos em R[t,t7!], e seja ¢ : wp —
wp um isomorfismo. Note que, como (B, m) é um anel *local e m é um ideal
maximal, entao ¢ é um isomorfismo homogéneo, assim, para cada i € Z, ¢; :

lwpli — [wi]i ¢ um homomorfismo de [B]y = R-mddulos
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Observe que, pelo Corolario , cada componente homogénea de wp e wp sao
ideais de R que contém elementos R-regulares, assim, considerando o conjunto

multiplicativamente fechado S = R\ Z(R), tem-se
S C RN Z(Jwgls) e SNwsl # 0.

Portanto pela Proposicao [1.102| ¢; é dada por uma multiplicacao por elemento de

S~1wh]i. Todavia, como [w’]; é um ideal de R que contém um elemento R-regular,

S N [wgli # 0, logo
S Hwpli = SR = Quot(R).

Sejam «y;, ; € R tais que ¢;(x) = («y/f;)x. Serd mostrado que o coeficiente

(c;/ ;) independe de i. Para tal fim, é suficiente mostrar que

Qi Qg
Bi Bin

para qualquer i € Z. Seja b € [B];, como ¢ é um homomorfismo homogéneo,

tem-se que para qualquer z € [wg);

b (%) 2 = 001(0) = 00(0) = 9(02) = nsa0) = (52 ).

Assim

% . (078N ] A
(@ ﬂm) Blufgli = 0.

Uma vez que Blwj]; ¢ um ideal de R que contém um elemento R-regular, segue

que
Qo Gy
B B B
Portanto ¢ : wp — wl ¢ dado pela multiplicagdo por a/f € Quot(R). O
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Capitulo 7

|deais equimultiplos com altura 1

O objetivo principal de capitulo é provar o Teorema que ¢é o segundo
resultado mais importante deste trabalho. Este teorema é fornece uma férmula
para o core de ideais equimultiplos com altura 1 em anéis Cohen-Macaulay locais
com corpo residual infinito. Este resultado sera utilizado na demonstracao do
Teorema |8.3| a fim de fazer uma transformacao do ideal em questao para um ideal
equimultiplo com altura 1. Este capitulo serd consistido em duas se¢oes: a Secao
7.1 conterd resultados, que sao por si s6 importantes, mas que serao utilizados no

Teorema [7.5, que se encontra isolado na Secao 7.2.

7.1 Alguns resultados para ideais equimdltiplos com altura 1

Proposicao 7.1 (Lema 3.1 de [27]). Sejam (R, m, k) um anel Noetheriano local,
K um ideal de R e x,y elementos de R tais que x € R-reqular e yK C xK. Sejam
¢ >dim,((K :gm)/K) euy,...,u. unidades em R que ndo sao todas congruentes

modulo m. Neste caso, para todo 57 > 0, tem-se

C

o(K g m) N ()@ + wy) (K :rm)) € a2 n ') 0 (= +wiy)(@ :r ).

=1 =1
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Demonstra¢ao: Primeiramente, observe que (K :x m)/K possui, de fato, uma
estrutura k-espaco vetorial. Com efeito, dados x € me zZ € (K :p m)/K, como
z € K : m tem-se que rz = 7z = 0, logo m C Ann((K :zx m)/K). Portanto
(K :gp m)/K é naturalmente um R/m-mdédulo.

Seja o um elemento da intersecao do lado esquerdo, entao pode-se escrever

a=zs=(r+uy)sy = = (T + uy)Se,
onde s, s1, ..., s. estao todos em K :p m. Para mostrar a tese desta Proposicao, é
suficiente mostrar que s, sy, ...,s. € 2/ g /. Assim serd utilizado o principio da
inducao em j para provar que s, sy, ..., S, estdo em 27 :p 3/ para cada j > 0.

Para j = 0, o resultado vale trivialmente, pois 2° :p ¥ = R :r R = R.
Seja j > 0 e suponha que s, s1,...,5. € /7! :x /1. Serd provado primeiramente
que s; € 27 1 3/ para 1 < i < c. Com efeito, pela hipdtese de inducao, tem-se que

a=s;(z+uwy) =as€x(@ gy, assim

si€(x(@ gy ™) k(@ +wy) C (27 r YY) ik (7 + wy)

=2/ g (tuy)y P =27 g (' uy) =27 gy’ 2t g wy

Uma vez que, também pela hipétese de inducao, vale que s; € 2771 :p /1 = a7 i
2y’ 71, segue-se que s; € 27 :p w;y/. Como u; é invertivel em R, conclui-se que
s; €xl gyl

Resta provar que s € 27 :g ¢/. Como yK C xK, uma simples indugdo mostra
que 3/ K C 2/ K. Assim vale que K C 27 :p y/. Observe que, se s; € K para algum

1, entao
rs = si(v +wy) € 2K +yK C oK Cz(2? g 3.

Da R-regularidade de z, segue-se entdao s € 27 15 9/ e a proposicao estd provada.

Assim, assuma que s; ¢ K para todo 1 <i < c.
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Considere o anel quociente R = R/K. Agora &1, ..., 5. ou, equivalentemente,
U181, - ., USe sd0 ¢ elementos nao-nulos do k-espago vetorial (K : m)/K. Es-
tes elementos sdo linearmente dependentes sobre k, pois ¢ > dimy((K : m)/K).
Diminuindo ¢, se necessario, pode-se assumir que ¢ é minimal com esta proprie-
dade e que 1y, . .., 4. ndo sdo ainda todos iguais em R/K. Tal escolha é possivel,
pois, como uyq, ..., u. nao sao todos congruentes modulo m, certamente nao todos
congruentes moédulo K e, como sao apenas um numero finito de elementos, este
processo de escolha tem fim.

Observe que, sob as hipdteses feitas, (K :gp m)/K é necessariamente nao-nulo,
pois s; € K :g m, enquanto que s; ¢ K. Tal fato implica que dim((K :g m)/K) >
1 e, portanto, vale que ¢ > 2. Uma vez que {u;sq,...,u.S.} constitui um subcon-

junto linearmente dependente em (K :p m)/K com a hipdtese de minimalidade,

existem Aq,..., . unidades em R tais que
c
i=1
Observe que Y ;_; Ais; # 0, pois g, ..., U, nao sao todos iguais em R. Como

Yo Aus; € K. oo elemento 5 yhws; € yK C oK, daf existe £ € K tal que
> yAu;s; = x€. Defina A = "7 | ), assim se tem

a\ = i a\; = i Aisi (T + ugy) = i Aisit + i Aisiuy = i Aisit + x€.
i=1 =1 =1 i=1 =1

Assim tem-se que xsA = aX = z(d i, Aisi + &). Utilizando a regularidade de =,
segue-se que sA = > i A;s; + € e, uma vez que ji foi provado que s; € 27 :p yJ
para todo 1 < i < ¢, segue-se que
As = Z)‘isi+£ et gy + K =15y,
i=1

onde a tltima igualdade se deve ao j& provado fato que K C a7 :p .
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Se A € m, entdo A\s € K, pois s € K :p m e concluimos que 0 = Y ;_, \iSi, O
que é uma contradigdo. Assim A\ ¢ m. Sendo R um anel local, A é unidade em R

e, portanto, s € 7 g 1. O

Proposicao 7.2 (Lema 3.2 de [27]). Sejam R um anel local Cohen-Macaulay com
corpo residual infinito e I um ideal de R com ((I) =ht(I) =1 er =r(I). Sejam

J, H redugoes minimais de I, n > r e 1 inteiros. Neste caso

(i) H(J" :g I") = I'(J" :g I") e este ideal independe de J, H e n;

(11) I(J" g I"™) C core(I).
Demonstragdo: (i): Seja K o anel total das fracdes de R e seja R o fecho integral de
R em K. Considere S := (J;2,(I’ iz I?) o anel blowup de I. Como {(I) = 1, seja
x € R um gerador de J. Como R é Cohen-Macaulay, grade(I, R) = ht(I) = 1, daf

I contém um elemento R-regular, assim, pela proposicao [5.21} r;(I) = r(I) = r.
Pela proposicao [1.83] para qualquer n > r, tem-se que S = I" : I", assim

1 I
S:]":RI"CI”:RJ”:["—CR[—} C S,

B T z
onde a ultima inclusdo deve-se que, como zI" = I"*!' entdo é[” C I". Em
particular, tem-se que S = I”Iin. Pela Observagao , tem-se que J" g I" =
J" iz I", assim, obtém-se as igualdades abaixo

1
J g I"=J" :EI":(:E”)R:EI”:R:EI”ﬁ:R:ES

independem de J e n. Se y é um gerador de H, temos que yI” = I"*!, assim pela
Proposicao [1.82, IS = yS = HS. Portanto J" :p [" = R :z S ¢ um ideal de 5,

conclui-se que

H'(J" g I") = HY(S(J" g I")) = (H'S)(J" :g I") = (I'S)(J" :g I™)
=I(S(J" g ) =T"(J" g I").



(ii) Dada uma redugao minimal K de I, aplicando o item (i) para i = 1, obtém-se

que
I(J" g I = K(J" 5 I") C K.

Como K ¢ uma reducdo minimal de [ arbitréria, conclui-se I(J" :g I"™) C core(I).

]

Observagao 7.3. Na proposicao anterior, a igualdade J" :p I" = J" 5 I™ deve-

n

se ao fato que se z € R € tal que zI™ C J", entdo existe r € R tal que za™ = x™r.

Como x € R-reqular, seque-se que z € R, que implica que z € J" :g I".

A proxima proposicao diz que em anéis Cohen-Macaulay locais com corpos
residuais infinitos, se I é um ideal equimiltiplo com altura 1, entao a localizagao
em primos e core comutam, isto é, (core(!)), = core(l,) para todo ideal primo p

contendo 1.

Proposicao 7.4. Sejam (R, m, k) um anel local Cohen-Macaulay com corpo resi-
dual k infinito, I um ideal com ht(I) = ((I) = 1. Se p € um ideal primo contendo

I, entao (core(1)), = core(l,).

Demonstracao: Observe que R, um anel local Cohen-Macaulay e R, ¢ uma R-
algebra plana. Uma vez que ht(/) = 1, I nao estd contido em nenhum primo
minimal de R, assim por vacuidade segue que [ satisfaz a condicao G;. Similar-
mente, como ht(I,) > 1, também segue que I, satisfaz a condigao Gj.

Seja S = R[Ty,...,T,] o anel polinomial com n indeterminadas. De acordo
com a Proposicao , os primos minimais de S sao da forma p[73,...,T,], onde
p é um primo minimal de R. Assim, o ideal IS nao estda contido em nenhum
primo minimal de S, logo ht(/S) > 0. Tal fato implica que IS nao admite 0-

intersecgao residual, logo, por vacuidade, o ideal I é universal-fraco-0-residualmente
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Sy. Com argumento semelhante, também se conclui que I, é universal-fraco-0-
residualmente S;. Uma vez que k(p) é infinito, segue da Proposigao que
(core(I)), = core(l,,). O

7.2 O core em ideais equimdltiplos com altura 1

Teorema 7.5 (Teorema 3.4 de [27]). Seja (R, m, k) um anel Cohen-Macaulay local
com corpo residual k infinito. Sejam I um ideal de R com (1) =ht([) =1, r =
r(I) e J uma redu¢ao minimal de I. Se (y1), (y2),- .., (y:) sao redugoes minimais
de I tais que core(I) = (y1) N (y2) N+ N (ye), definindo s = max{r((J,y;)); 1 <

i <t}, entdo

t
(i) core(I) = J" L :p ST(J,y)" = J" :x SO (J, y:)™ para todo n > s;

yel i=1

(ii) Se char(k) =0 ou char(k) > r, entdo core(I) = J""! :p I" para todon > r.
Demonstragao: (i):
Afirmacao 1: Tem-se a seguinte identidade:

core(I) = ﬂ core((J,y)) = ﬂ core((J, y:))

yel

Com efeito, observe que (J,y) é uma redugao de I, pois, uma vez que JI" =
I segue que (J,y)I" = JI" +ylI" = "™ + yI" = I""'. Note também que (y;)
é uma reducao de (J,y;), pois, como I contém um elemento R-regular e (J,y;) é
uma redugao de I, tal fato segue da Proposicao [5.22

Utilizando as Proposigoes [5.2] e m 5.8 tem-se que

t
core(I) C ﬂcore((J y)) C mcore ((J,y:)) C ﬂ = core(

yel i=1 i=1

Assim, deduz-se que

core(] ﬂ core((J,y)) ﬂcore ((Joyi)),

yel
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o que prova a Afirmacao 1.
Afirmacao 2: Para demonstrar a parte (i) deste teorema, é suficiente provar que
core((J,y)) C J" g (J,y)" para caday € [ en > s.

Com efeito, pela Proposicao tem-se que J é uma reducao minimal de
(J,y;) e que £((J,y;)) = 1. Além disso, vale que ht((.J,y;)) = 1, pois (J,y;) contém
um elemento R-regular e (J,y;) estd contido em I que possui altura igual a 1.
Como n > s > r((J,y;)), pode-se aplicar as partes (i) e (ii) da Proposicao [7.2]

obtendo para cada 1 <17 <t

(Loya)(JJ" ir (Loy)") = J(J" :r (Joya)") = T g (Joys)" C core((J, y5)).

Portanto

t t

t
J g Z(J, yi)" = (](J"+1 (J,y)" ﬂ core((J,y;)) = core([).

i=1 i=1
Tal inclusao pode ser generalizada para y € I qualquer, pois

t

T Y (L)t = (I (L)) S () ik (Jy:)") € core().

yel yel i=1

Assim para efetivar a prova deste Teorema, é suficiente que se demonstre que

core((J,y)) C J™ g (J,y)" para cada y € I, pois, se assim for feito, obtém-se
que

t

t
core([] ﬂcore ((J,y:)) C ﬂ (J" g (Jy)™) = J" g Z(J, y;)" C core([),
i=1 i=1

i=1
bem como
core(l) = ﬂ core((J,y)) C (](J"Jrl r (Ly)")=J" g Z(J, y)" C core(I).
yel yel yel
o que prova Afirmacao 2.
Afirmagao 3: Para provar que core((J,y)) C J"™! :p (J,y)" para todo n > s é

suficiente provar que tal inclus@o vale para todo n > r((J,y)).
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Com efeito, com uma simples verificacdo mostra-se que (J D 1 (J, 1)) e
é uma cadeia descendente de ideais de R. Assim, se core((J,y)) C J"™ g (J,y)"

para todo n > [ := max{s,r((J,y))}, deduz-se que
core((J,y)) C J*t g (J,y) C JEL iz (J,y)* para todo s < k <,
logo
core((J,y)) C J" :x (J,y)" para todo n > s.

o que prova a Afirmacao 3.
Afirmacgao 4: Pode-se supor sem perda de generalidade que dim(R) = 1.

Com efeito, como J é um ideal gerado por um elemento R-regular e R é Cohen-
Macaulay, tem-se que R/J é um R-mddulo Cohen-Macaulay. Assim, dado p €
ass(J), tem-se J C p minimalmente, portanto ht(p) = 1. Suponha que se tenha

mostrado para cada p € ass(J) que
core((J,y)y) € J; " im, (Jy)y,
entao segue da Proposicao que
core((J,y))y = core((1,y)p) € ;" ik, (Ly)y € (J" ik (Jy)")s

para cada p € ass(J" g (J,y)") C ass(J"!) = ass(J). Portanto core((J,y) C
J g ()™

Finalmente para provar que a inclusao core((J,y),) € Jyt' iz, (J,y)y ¢ valida
apos cada localizagao, serd necessario o uso da Proposigao no ideal (J,y), assim
¢ necessario garantir que as hipdteses exigidas no enunciado de tal Proposicao sao

atendidas pelo ideal apds a localizacgao.

e Como a Cohen-Macaulidade ¢ estével para localizagao, segue que R, ¢ Cohen-

Macaulay local com corpo residual k(p) infinito;
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e Como (J,y) contém um elemento R-regular, (J,y), também contera elemen-

tos R,-regulares e, uma vez que ht(p) = 1, segue que ht((J,y),) = 1;

e Note que ¢((J,y),) < ¢(J,y) = 1. Por outro lado, como (J,y), contém
elementos R,-regulares, (J,y), nao ¢ nilpotente, logo (0) nao pode ser uma

reduc@o minimal de (J,y),, dai £((J,y),) = 1;

e Como a propriedade 'ser reducao”é estavel para localizacao, segue que J, é
p p ’ p

uma redugao de (J,y),. Além disso, esta redugao é minimal pois pu(J,) =

(1 9)p);
e Observe que n > r =r((J,y)) > r((J,y)y)-

Como todas as propriedades sao preservadas apos localizagao nos primos associados

de J, pode-se supor que dim(R) = 1, terminando a prova da Afirmacao 4.
Suponha entao que R possua dimensao 1 e denote m para o ideal maximal de

R, J=(z)e K =J":g (Jy)". Utilizando a parte (i) e (ii) da Proposicao

aplicado ao ideal (J,y) com i = 1, tem-se que
yK =y(J" :r (J,y)") € (Ly)(J" r (Jy)") = J(J" g (J;y)") = 2K,

para todo n > r((y, J)).
Afirmacao 5: Utilizando a notacao da Proposicao existem z; = x +w;y € 1
1 <i<ccome>dimg((K :gm)/K) tais que (z1), ..., (2.) sdo redugdes minimais
de I. Além disso, u; sao invertiveis e podem ser tomados tais quais nao sao todos
congruentes médulo m.

Com efeito, observe que, uma vez que ht(J, z) = 1 = dim(R), o ideal (J, y) é m-
primario. Assim, pela Proposicao [5.23], existem polinomios nao-nulos ¢, ..., ¢, €
k[ X1, X,] tais que (az + by) é uma reducdo de (J,y) se e somente se ¢ (a@,b) # 0
para algum 1 < k& < v. Pela Proposicao , a redugao (ax + by) pode ser tomada

tal que a,b sao unidades em R, assim (azx + by) = (z + (ba™1)y) é uma reducio
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de (J,y). Em particular, (z + (ba™')y)) é uma redugdo minimal de (J,y) pela
Proposicao [5.16]

Além disso, segue também da Proposicao que uq,...,u. podem ser toma-
dos tal que nao sao todos congruente médulo m e que ¢ pode ser tomado tal que
¢ > dimy((K :g m)/K). Terminando assim a prova Afirmagao 5.

Utilizando a parte (i) da Proposic¢ao deduz-se que z; K = xK. Assim,

calculos rotineiros mostram que
(z)N (K :pm) = (2;) N (K :gm) = 2;(z;K :gm) 2 2;) = 2i(z,K :g zm) = z;(K :g m),
e, similarmente,

(x)N(zK :gm) = x(K :p m).

Usando estes fatos e a Proposicao [7.1 deduz-se que para cada j = 1,2,...,n,

tem-se

()N (z)N-N(ze) N(zK :gm) =2(K :gm)Nz (K :gm)N---Nz(K :gm)

C x(z? g y’).

Desse modo
()N (z)N---N(ze) N(zK :gm) Cx (ﬂ(xj ‘R y7)> =z(a" g (x,y)") = zK.

Afirmacao 6: Para todon € N, tem-se ()N (z1)N---N(z.) N (K ;g m") C 2K,
o que permite concluir que () N (z1) N---N(2.) C 2 K.

A prova serd sucedida por inducao em n. Para n = 1, essa igualdade ja é valida
por hipétese. Suponha que valha para n, isto ¢, () N (z1) N--- N (2.) N (zK g

m”) C zK. Assim seja
z=za € (z)N(z1)N---N(2)N(xK g m"th).
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Dado m € m, tem-se zam € (z) N (z) N---N(z.) N (zK g m") C zK. Como
x é regular, segue que am € K e, uma vez que m foi escolhido arbitrariamente,
segue que a € K :p m, portanto z = za € zK :p m. Assim segue que z €
(x)N(z)N---N(z.)N(zK :g m) C zK, dai, pelo principio da indugao, conclui-se

que
()N (z1)N---N(z) N (2K :g m") C 2K para todo n € N,

Como xK contém um elemento R-regular e dim(R) = 1, deduz-se que zK
possui altura 1 e, portanto, é m-primario, isto é, vxK = m. Assim, uma vez que

m ¢ finitamente gerado, existe n € N tal que m"” C zK. Logo, tem-se que
()N (z1)N--N(ze) =(x)N(z1) NN (z) N (zK :gm™) C zK.

O que termina a prova da Afirmacao 6.

Finalmente, como (z), (21),. .., (z.) sdo redugoes de (J,y), obtém-se que
COI‘G((J, y)) - (.I') n (21) AREEE (’ZC) CzK = J(‘]n ‘R (Ja y)n) = J ‘R (Ja y>n’

o que conclui a demonstracao de (i).

(ii): Se char(k) = 0, segue do Corolario que para qualquer n € N, tem-se

"= (y")<Cy (g J)rcIm

yel yel

Assim I = > (y, J)" para todo n € N. Pela parte (i) deste Teorema, segue que,
yel
para todo m > max{r, s}, tem-se

core(l) = J™t g I™.

Note que, como J é um ideal principal gerado por um elemento R-regular, tem-se

pela Proposicao que

JT+1 ‘R I" = Jr+2 ‘R [T+1 == Jerl ‘R I = COI'G([) == JnJrl ‘R 1" =
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Portanto core(I) = J"* .z I" pata todo n > r.

Suponha agora que char(k) = p. Como r < p, tem-se pelo Corolério que

d w )y =T.

yel
Uma vez que ht(I) = ¢(I) = 1 e J é uma redugdo minimal de I, segue da Proposi¢ao

que r;(I) = r. Observe que para cada k € N, tem-se

Ir—l—k _ Ier _ Z(% J)er C Z(y7 J)r—l—k C ]r—i-k’

yel yel

onde a primeira inclusdo se deve ao fato que J* C (y,J)* para cada k € N.

Portanto, para cada n > r, tem-se

"m=> (y.J)".

yel

Considere m € N tal que m > max{r, s}, a parte (i) deste Teorema diz que
core(l) = J™t i I™.
Finalmente, uma vez que
JH g =g g I = g I =core(l) = - = JMT g I =

conclui-se que core(I) = J"™! g I para todo n > r. O
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Capitulo 8

Ultimos preparativos e o teorema principal

O Capitulo 8, o capitulo final e mais importante dessa dissertacao, sera cons-
tituido por duas secoes. Na Secao 8.1, serao provados dois lemas e um teorema.
O Lema 8.1 é um resultado demasiadamente técnico, cuja prova envolve véarias
ferramentas da algebra comutativa, desde ferramentas simples até as avancadas,
como a teoria da Ss-ficagao e intersecao residual. O Lema 8.2, cuja prova consiste
em aplicacoes imediatas de resultados das referéncias [24] e [26], diz que, nas con-
figuragoes do teorema principal, qualquer redu¢ao minimal do ideal I tera boas
propriedades, como G, depth deslizante, etc. Ambos os lemas serao utilizados na
demonstracao do Teorema 8.3 que faz considerdvel parte do trabalho que se terd
na demonstracao do teorema principal, o Teorema 8.4 que se encontra isolado na

Secao 8.2.

8.1 Ultimos preparativos

No lema a seguir, para manter a notacao do artigo, sera utilizado o simbolo
¢ para denotar o numero minimal de geradores do ideal J. Tal denotacao foi

utilizada, pois, quando este lema, de fato, for utilizado no Teorema[8.3] J serd uma
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redugao minimal de I e, portanto, gerado minimalmente por ¢(I) = ¢ geradores.

Lema 8.1 (Lema 4.2 de [27]). Seja (R, m, k) um anel local Cohen-Macaulay com
corpo residual k infinito e assuma que R admita modulo canonico wg. Seja J um
ideal de R com pu(J) = € > 0, ht(J) < ¢, satisfazendo as condi¢oes Go, € depth

deslizante. Defina
A=24a(J)={a; a:gJ éuma ({ —1)-intersecao residual geométrica de J e u(J/a) = 1}.

Se t um inteiro positivo e H é um ideal de R satisfazendo ht(J, J' :r H) > (.
Entao
H()(a,J) C T
aea
Demonstracao: A prova procederd por inducao em /.

Se ¢ = 1, entdao A4(J) = {0}. Com efeito, se b é uma O-interse¢ao residual
geométrica de J, entao b = a :z J, onde a é gerado por 0 elementos, de onde segue
que a = 0 e, portanto A4(J) C {0}. Por outro lado 0 : J é uma 0O-intersegao residual
geométrica de J, pois 0 é um ideal gerado por 0 elementos, ht(0 :g J) > 0 > ht(J)
e, pela Proposigao [4.4 ht((0 :p J,J)) > 1. Além disso, como u(J/0) = pu(J) =1,
tem-se que 0 € 4(J), o que implica em A4(J) = {0}. Portanto o resultado vale
trivialmente, pois

HA()(a,J)=HnJ CJ"
acAa

Assim, pode-se assumir ¢ > 2. Seja b € H e suponha que b € J7=1 ~ J7
para algum 7 com 1 < 5 < t. E suficiente provar que existe algum a € 4 tal
que b ¢ (a,J"). Note que se b ¢ J, entao b ¢ (a,J*) para qualquer a € 4, pois,
pela definicao de intersecao residual, a C J. Assim, pode-se supor, sem perda de

generalidade, que b € J.
Afirmagao 1: Pode-se supor sem perda de generalidade que ht(.J) > 0.
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[45

De fato, utilize a notacio “~”para denotar imagens em R := R/(0: J). Como
J satisfaz a condicao (G1, segue da Proposicao que JN(0:z J) =0. Seja 7o
epimorfismo canonico 7 : R — R. Observe que 7|+ induz um isomorfismo entre

J"en(J") = J paratodo n > 1, pois
ker(mw|m)=J"N0:J)CJN(0:xgJ)=0.

Assim, be P T e p(J) = (7).

Dado b € 4(J), entdo b = @ para algum ag € 4(J). Com efeito, seja b € 4(J)
um ideal gerado por ¢ — 1 elementos. Entao b = (71, ...,7r_1), com yi,..., Y1 €
J. Sea= (y1,...,Y-1), entdo b = a. Como J N (0 :z J) = 0, tem-se que
a:gJ=(0:g Ja):g J. Pode-se verificar que se p € Spec(R) é tal que (a,0 :g
J) :r J Cp, entdo b iz J C w(p), assim, uma vez que ht(b :z J) > ¢ — 1, segue
do teorema da correspondéncia que ht(a :g J) = ht((a,0 :g J) g J) > £ — 1.
Similarmente, mostra-se que se p € Spec(R) ¢é tal que ((a,0 :g J) :g J,J) C p,
entdo (b 5 J,J) C 7(p), assim, uma vez que ht(b 1z J,J) > £, segue que ht(a :p
J,J)=ht((a,0:5 J) g J,J) > L.

Note que

(a+0:RJ)/(0:RJ) a+O:RJ'
Assim p(J/b) = pu(J/(a+0 :z J)) = 1. Portanto, a+0 :z J é um subideal préprio

J J/(0 5 J) N J
o=

de J e, tendo em vista que todo sistema minimal de geradores de a + 0 :z J pode
ser estendido a um sistema minimal de geradores de J, segue que pu(a+0:g J) =
¢ —1,dal a:g J é uma (¢ — 1) interse¢ao residual geométrica de J. Portanto,
b=d=a+0:zJe(a+0:5J)€a]).

Uma vez que J # 0 e (0 :g J)J = 0, deduz-se que 0 :g J nao contém ele-
mentos R-regulares, segue entao ht(0 :g J) = 0, pois R é Cohen-Macaulay. Como

ht(J, J* :gr H) > ¢, toda cadeia maximal de primos

Po C - Cpy,
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com (J,J":r H) C p; é tal que t > £. Se, em particular, py for um primo minimal
que contenha 0 :5 J, segue do teorema da correspondéncia que ht(.J, T gz H) >/
Afirmo que J satisfaz & condicdo Go. Seja P = p um primo que contém .J,

onde p é um primo de R que contém J + 0 :z J. Claramente se tem

1(Jp) < p(Jy) < ht(p),

onde a ultima desigualdade deve-se ao fato que J satisfaz G,. Como R é um anel

Cohen-Macaulay e ass(0 :g J) C ass(0), tem-se que

Ass (() 'R J) C Ass(R) = MinAss(R) = MinSpec(R).
‘R

Assim, se ht(P) = n, existe uma cadeia de primos p, Cp; C --- Cp, =p = P,

onde p, ¢ um primo que contém minimalmente 0 :g J. Uma vez que

MinV (0 :g J) = MinSupp (() ‘R J) — MinAss (0 R J) = Ass <O i J) ;

‘R ‘R
po ¢ um primo minimal de R e, portanto, p, C p, C --- C p, = p é uma cadeia
maximal de primos terminando em p. Uma vez que R é um anel Catenario pela
Proposicao [2.31] segue que toda cadeia maximal de ideais primos terminando em
p possui comprimento n, isto é, ht(p) = n = ht(P), logo

p(Jp) < p(Jy) < ht(p) = ht(P)

e, portanto J satisfaz & condicdo Go. Finalmente, pela Proposicao R é
um anel Cohen-Macaulay local, .J satisfaz & condicao de depth deslizante e pela
Proposicao ht(J) > 1. Além disso, tendo em vista o Coroldrio o anel R
admite moédulo candnico. Suponha que se tenha demonstrado que
Hn () (6, J)cT.
bea(J)
Seja x € HN ﬂaeﬂu)(a, JY). Em particular, x € J. Tendo em vista que todo

elemento de 4(J) é da forma @ para algum a € A4(J), segue que T € H N
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ﬂbeﬂ(j)(b,jt) CJ assimz e JN(J+0 5 J). Como Jt C J, segue da

Proposigao [1.14] que
JNJ'+0:x J)=JNJ +JN(0:x J)=J"

Portanto x € J¢, isto é, H N ﬂaeﬂ(J)(a, JY) C J'. Assim, apds a substituigdo de R
por R e J por J, pode-se assumir sem perda de generalidade que ht(J) > 0, o que
prova a Afirmacao 1.

Sejam G = gr;(R) o anel graduado associado de R com respeito ao ideal J,
Gy = @2, J'/J* e denote b* = b+ J/ € [G]j—1. Pela Proposigao G é
um anel Cohen-Macaulay e J é um ideal de tipo linear. Note b* # 0, assim, se
0=0Q1NQN---NQ, é uma decomposi¢ao priméria do ideal nulo de G, existe
algum componente priméria @; de 0, digamos @, tal que b* ¢ Q. Sejam P = /Q

e p a contracao de P em R pelo homomorfismo de anéis
¢o:R— G
r— (x+ 0+ J% - 0+ J"-")

Afirmagao 2: Tem-se que ht((G4,Q)/Q) > 2.

De fato, como GG é Cohen-Macaulay e P é um primo associado de GG, segue-se
que P é um primo minimal de G, assim, utilizando a Proposi¢ao[5.31] deduz-se que
((J,) = dim R,. Observe que se valesse que dim(R,) < ¢, como ht(J, J* :p H) > ¢,
terfamos pela Proposicao que H, C J'f, assim b*/1 = 0 em G, o que significa
que existe s € R~ p tal que sb* = 0. Note, todavia, que a imagem de s em G,
digamos s’, nao estd em P = /@, portanto nenhuma poténcia de s’ pertence a @,
o que leva a concluir que b* € @, pois @ é um ideal primario de G e s'b* =0 € Q,
uma contradigdo. Logo ((J,) = dim R, > ¢ > 2.

Por outro lado, uma vez que P é um primo associado de G, tem-se que P € ideal

homogéneo, assim G/ P é um dominio integral graduado. Observe que (G, P)/P
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é um ideal primo de G/ P, pois

G/p _ G R

~Y

(G« P)/JP~ Gy+P  p’

onde o tltimo isomorfismo ¢é obtido através do homomorfismo sobrejetivo de anéis
v:G— R/p
(&Q+J,CL1—|—J2,...) — Qo,
cujo nicleo é (G, P). Observe que este homomorfismo estd bem-definido, pois J C
p. Assim, uma vez que (G4, P)/P é um ideal primo, tem-se que ht(G4, P)/P =
ht(GJra P)P/PP

Note que G ®g k(p) é um dominio integral. Com efeito, como J é um ideal

de tipo linear, tem-se que Symp(.J) = R[Jt], assim, utilizando a Proposigao [1.13]

segue que
R[Jt] R R R
G k(p) & ——— — | ZR|Jt — — R
k)= TR ®R<p>p en () en (5 ) o
~ RP
= Symp(J) ®r (pRp> -
Utilizando a Proposicao [1.65], segue que
~ RP ~ RP
G ®r k(p) = Symp(J) ®r R, @, _pRp = Symp,(Jp) ®r, _pRp
Jp
& = X,..., X
Symy ) (pRpJp) () [X1s- s X,

dal G @ k(p) é um dominio integral. Como F, é um primo minimal de G, e
G & k(p) = G @ By ©r, k(p) = Gy On, k(p) = 2.
b

segue que P, = 0 = pG,. Assim, conclui-se que

ht(G4, Q)/Q =ht(Gy, P)/P =ht(G+, P)y/ By = ht(G+,pG),p /pGy = £(J;) = 2,
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o que prova a afirmacao 2.
Considere M = m/I & @.~, I"/I"™" o ideal maximal homogéneo de G. Ob-

serve que (s é um ideal primario de G/, assim seguem da Proposicao [1.39 e do

Corolario que o anel
o= (a)
A=—=|—=
QM Q M

Afirmagao 3: O anel A admite médulo canonico

¢ equidimensional e unmixed.

Com efeito, como J é um ideal finitamente gerado, gr;(R) ¢ uma R-dlgebra
finitamente gerada, assim existe um isomorfismo de R-élgebras v : gr;(R) —

R[Xy,...,Xy|/I, onde I é um ideal de R[X;, ..., X, dai

gr;(R) R[X1,..., X/
Q AQ+I

v

é um isomorfismo e, portanto,

A R[X17'”7XZ] g.Fi[)(l,...,)([]]wr
= —[/ = o

Iy ’
onde M’ é um ideal primo de R[Xj, ..., X/]. Note que o mapa natural ¢ : R —
R[X1,...,X¢|p é um homomorfismo plano de anéis locais Cohen-Macaulay e que
RIXq, ..., Xy
S = [ 1, ) E]M

o mR[Xl, R 7XE]M’

é um anel Gorenstein. Assim, pela Proposicao m, R[X1,..., Xy admite
modulo canodnico e, portanto, é imagem homomoérfica de um anel Gorenstein. As-
sim, A = R[Xy,...,X¢m/I}; é imagem homomérfica de um anel Gorenstein,
logo, pelo Teorema da dualidade de local, A admite médulo canonico, o que prova
a Afirmacao 3.

Sendo assim, pela Proposicao , A admite Sy-ficagdo B := Hompg(wa,wa).

Note que A pode ser visto como um subanel de B, pois o nicleo do homomorfismo
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natural hy : A — Homa(wa,wa) é igual a u(0) = 0, j& que A é unmixed e

equidimensional. Além disso, denotando N = ((G4,Q)/Q)ar, uma vez que

- (%59)) o (52) o

segue da Proposicao que ht(NB) = ht(N) > 2 e grade(NB) > 2.
Observe b*A # 0, pois, como b* ¢ @, b* # 0 em G/Q e se b*/1 = 0 em A,

existiria um s € G\ M tal que sb* € Q). Assim, o fato de @) ser P-primério e b* ¢ @,

implicaria em s € P C M, gerando um contradi¢ao. Portanto 0 # 0*A C A C B.
Como N C Rad(B), tem-se que NB C Rad(B)B = Rad(B), assim, uma vez que
B é um anel Noetheriano, segue da Proposicao [1.18] que

o0

(B =0.

n=1
Portanto, existe n € N tal b*A Z (NB)™. Note que se pode supor, sem perda
de generalidade, que n > £(J), pois ((NB)")nen é uma sequéncia decrescente de
ideais de B. Sendo assim, sejam z1,...,x, n elementos gerais de J e escreva
;i =xz; + J* € [G]; para cada 1 <i < n.

Considerando a imagem de x7 em NDB para cada 1 < i < n, uma vez que
grade(NB) > 2, tem-se pelo Corolério que, para cada 1 < i < j < n, a

sequéncia xj, z; é B-regular, portanto segue da Proposigao que
riAN---NaACziBN---Na,B=(x7---x,)B C (NB)".

Ja que b*A € (NB)", entao b*A € xf A para algum 1 < i < n. Sejaxz = x; e

U

use a notagao para denotar imagens em R/(x). Note que b* ¢ z*G. Pois, se

b* € 2*G, entdo ¥ A = 2*(G/Q)m = (v"G/Q)p contém a imagem b* em (G/Q)r,
o que implica que b*A C z*A, gerando uma contradi¢cao. Note que, uma vez que
x é um elemento geral de J e grade(J, R) = ht(J) > 0,  é um elemento R-regular

em virtude da Proposigao [5.26]

124



Afirmacao 4: Tem-se que G/(2*G) que é isomorfo como anel a gr+(R).

De fato, Defina o homomorfismo ¢ : G — gry(R) tal que
Clag+ Jyar + J% . an+ I ) =@+ TG+ T+ T, ),

Nota-se claramente que ¢ um homomorfismo sobrejetor de anéis e que z*G C
ker(¢). Por outro lado, dado (ag+ J,a; + J?, ... a4, +J" !, - +) € ker((), segue-se
que, para cada n € N U {0}, existem b, € J""! ¢, € R tais que a, = b, + c,.
Como a, € J", segue-se entao que ¢, € J" g x.
Sendo G Cohen-Macaulay e ht(.J) > 0, segue da Proposi¢ao[2.40|que grade(G, G) >

0, assim, como x é um elemento geral de J, entao T é um elemento geral de .J/J2.
Portanto, tem-se que z* é um elemento G-regular. Desse modo, pelo Lema [2.39]
segue que J" :p v = J" ! para cada n > 1, o que implica que ¢, € J" ! para cada

n > 1. Assim

(ag+ Jyay + J%, .. an +J" ) = (bg +wco + J by + ey + T2, by e, + ML)
= (vco + Jywey + I3, . we, + I ) =0+ Jxey + TP we, ML)

=a*(ci+Jea+J% . epp IV ) € 27GL

Portanto, pelo primeiro teorema do isomorfismo, grj(}_%) =~ (G/z*G, provando a
Afirmacao 4.

Note que, uma vez que, b* # 0 em G/x*G, tem-se que ((b*) = b+ 7 # 0,
portanto, b € FIOT A partir de agora serda mostrado que J satisfaz as
condicoes do enunciado. Observe primeiramente que, como z é um elemento R-
regular, R Cohen-Macaulay local com corpo residual isomorfo a k e, portanto,
infinito. Além disso, pela Proposi¢ao m R também admite médulo canénico.
Afirmacgdo 5: J satisfaz & condicao de depth deslizante e u(J) = £ — 1. Além
disso, J é um ideal de tipo linear e, em particular, J satisfaz & condicio Ga.

Com efeito, como x é um elemento R-regular, pela Proposicao J satisfaz &
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condicao de depth deslizante. Pela generalidade de x, tem-se pela Proposicao [5.28
que pu(J) = £ — 1.

No que tange a condicao de ser de tipo linear, tem-se o seguinte: Como
grade(G,,G) > 0 e x é um elemento geral de J, X = x + J? é um elemento
G-regular. Portanto, pela Proposicao , tem-se que J™ N (z) = xJ™. para

todo m > 1. Assim, pela Proposi¢ao [1.97], tem-se a seguinte sequéncia exata
0 —— 2tR(J) —— R(J)y —— R(J/(z))y —— 0.
Considerando o seguinte diagrama comutativo com linhas exatas
0— (2) Sym(J) —>Sym(J) —>Sym(J/(x))+ —>0

l ﬂ£ lv

00— atR(J) R(J) R(J/(x))4 —=0

tem-se, pelo lema da serpente, a seguinte sequéncia exata de R-moédulos
ker(8) —— ker(y) —— Coker(a) —— Coker() —— Coker(y) —— 0

Como J é um ideal de tipo linear, entao ker(3) = Coker(/3) = 0, por outro lado,
é facil ver que a é um mapa sobrejetivo, logo Coker(a) = 0. Desse modo, tem-se
que v é um isomorfismo. Se I' : Sym(J) — R(.J) é o epimorfismo natural, entdo
Ulgym@, = 7- Como I' leva elementos nao-nulos de Sym(J/(z))o em elementos
nao-nulos, segue que I' é injetiva e, portanto, J/(z) é um ideal de tipo linear e,
por conseguinte, J satisfaz & condicdo G pela Proposicio , 0 que termina a
prova da Afirmacao 5.
Afirmagao 6: Tem-se que ht(.J, 7 B H)>/(—1.

Com efeito, pela R-regularidade de x e o teorema da altura de Krull, tem-se

que ht((z)) = 1. Assim, se h = ht(J, T % H), tomando

N
N
N

P C pn
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uma cadeia maximal com (x) C (J,J' :x H) C py, entdo p; é um primo de R
que contém minimalmente (x). como ht(J,J" :x H) > £ e ht((z)) = 1, segue que
h > ¢ —1, o que prova a Afirmacao 6.

Afirmacao 7: Todo ideal de 4(J) é da forma @ para algum a € 4(J).

Seja b € 4(J), entdao b = (F1,...,%2) = (Y1,-..,Yr_2,7)/(7), assim b = @,
com a = (y,...,Yr9,2). Afirmo que a € 4(J). De fato, como b € 4(J), entdo
bz J é uma (¢ — 2)-intersecio residual geométrica de J. Assim (71, ..., % 2) G J
e, portanto, a = (y1,...,Y—2,2) C J. Pode-se mostrar que, se P = p um primo
que contém b 5 J, entdo p é um primo de R que contém a :x J e a reciproca
também é valida. Assim se p’ é um primo que contém a :p J minimalmente, toda

cadeia maximal de primos em R
PSP C - Che=¥

é tal que s > ¢ — 2. Como p, nao é um primo minimal em R, pois contém x, entao
ht(p’) > ¢ —1, dai ht(a :5 J) > ¢ — 1. Como também se tem que ht((J,b 7 J)) >
(¢—2)+1, com um raciocinio semelhante, prova-se que ht((J,a :g J)) > ({—1)+1.
Como £ —1 > ht(J), tem-se que a :g J é uma (¢— 1)-intersecao residual geométrica

de J. Por fim, como

W1y, 7) /() af(z)  a

segue que p(J/a) =1 e portanto a € 4(J), o que prova a Afirmagao 7.

T @@
b

Finalmente, como p(.J) = ¢ — 1, pela hipdtese de indugao, tem-se que
Hn () (6, T)cT.
bea(J)

Sendo assim, como b ¢ T ebe H, existe b € a(J) tal que b ¢ (b,jt). Assim,
b ¢ b. Uma vez que b = a; para algum ag € 4(J), conclui-se b ¢ (ag, J*) e 0 Lema

esta provado. O
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O proximo lema, que é uma observagao no artigo base deste trabalho, consiste

em aplicagoes imediatas de resultados das referéncias [24] e [26].

Lema 8.2. Sejam (R, m, k) um anel local Gorenstein com corpo residual infinito e
I um ideal de R com ht(I) =g >0 e l(I) ={. Assuma que I satisfaz a condi¢ao
Gy e depth(R/I7) > dim(R/I) — j+ 1 para 1 < j < { — g. Neste caso, qualquer
reducao minimal J de I satisfaz a condicio G, e depth deslizante. Além disso, J

¢ do tipo linear, gr;(R) é Cohen-Macaulay e ht(J :gr 1) > (.

Demonstragao: Seja J uma reducao minimal de I.
Afirmacao 1: ht(J g I) > /.

De fato, observe primeiramente que I é genericamente uma intersecao completa.
Com efeito, da condigao depth(R/I7) > dim(R/I)—j+1 para j = 1, segue que R/
¢ um anel Cohen-Macaulay, assim pelo Corolério tem-se que ht(p) = g < ¢
para qualquer p € MinV(/) = Ass(R/I). Portanto, uma vez que [ satisfaz a
condi¢ao Gy, segue da Proposicao que I, ¢ um ideal intersegao completa para
todo p € Ass(R/I).

Aplicando a Proposigao ao ideal I e tomando s = ¢ — 1, conclui-se que
I satisfaz a condigao AN,_;. Em particular, I satisfaz a condi¢ao AN, ;. Como
I satisfaz a condicao Gy, segue da Proposicao que [, ¢ um ideal intersecao
completa para todo ideal primo p contendo minimalmente I tal que ht(p) < ¢ —1.
Assim, aplicando a Proposicao ao ideal I e tomando s = ¢ — 1, segue que I,
é um ideal de tipo linear para todo p contendo I com ht(p) < ¢ — 1.

Finalmente, suponha por absurdo que exista um ideal p primo contendo J :z I
com ht(p) < ¢. Note que I C p pela Proposicao . Como J é uma redugao de
I e I, ¢ um ideal de tipo linear, segue da Proposicao que J, = I,,, dai

(J:rD)y=Jy:r, I, = Ry,
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por conseguinte, J :p I € p, gerando uma contradigao. Portanto ht(J :z I) > ¢,
provando a afirmagao 1.
Afirmacgao 2: J satisfaz a condi¢ao G .

Com efeito, seja p um ideal primo contendo J. Se ht(p) > ¢, entao

u(Jy) < u(J) = £ < ht(p).

Por outro lado, se ht(p) < ¢, entéo J, = I,,, pois ht(J :p I) > £ e J C I. Assim,
como [ satisfaz a condi¢do G, e V(I) = V(J), segue que

p(Jy) = p(ly) < ht(p).

Portanto J satisfaz a condicao G, e a afirmacao 2 estd provada.
Afirmacao 3: J satisfaz a condicao de depth deslizante.

Afirmo que J satisfaz a condicao de depth deslizante. De fato, observe que [
satisfaz a condigao Gy_y. Tomando s = ¢ — 1, segue da Proposi¢ao 4.27| que J
também satisfaz a condicao AN,_q.

Por outro lado, utilizando a Proposicao [4.28, ao tomar a = J e s = £, é
possivel construir uma sequéncia geradora aq,...,a, de J tal que, se definindo
a; = (ay,...,a;) e J; =q; :g J, entdo J; sdo i-intersecoes residuais de J para cada
g < i< {¢—1. Da condigago AN, ; sobre J, segue que R/J; sao anéis Cohen-
Macaulay para todo g < ¢ < ¢ — 1. Por fim, aplicando a Proposicao [4.29| ao ideal
J e tomando n = ¢, conclui-se que J satisfaz a condicao de depth deslizante, o que
prova a afirmacao 3.

Finalmente, como ht(J) = ht(I) > 0 e J satisfaz as condigdes G, e depth
deslizante, segue do Corolario que J é um ideal de tipo linear e gr;(R) ¢ um
anel Cohen-Macaulay. O]

Teorema 8.3 (Teorema 4.4 de [27]). Sejam (R,m, k) um anel Gorenstein local

com corpo residual k infinito, I um ideal de R, com ht(I) = g > 0 e () = ¢
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e J uma reducao minimal de I. Assuma que I satisfaca a condicao Gy e que
depth(R/I’) > dim(R/I) — j+ 1 para 1 < j < { — g. Neste caso, vale que
core(I) C J" i Z(J, y)"
yel

para todo n > 0.

Demonstracao: Se £ = 0, entao a tnica reducao minimal de [ é o ideal nulo, logo
core(I) =0 C J" g Z(J, y)".
yel

Por outro lado, se n = 0, entao o ideal J* : ZyEI(J, y)" se resume a J : R =J,
logo
core(I) C J = J"" p Z(J, y)".
yel
Logo se pode supor sem perda de generalidade que £ > 0 e n > 0.
Seja ST =q;Ng NN g Ngrpr N+ NGrys a decomposicao primdria de
J"1 onde ht(q;) < ¢ para todo 1 < i < r e ht(q,4;) > £ para todo 1 < i < s.

Defina H:=q:NgaN---Ng,.
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Afirmacao 1: Tomando ¢t = n + 1, os ideais J e H satisfazem as condicoes do

Lema [8.1]
Com efeito, pelo Lemal[8.2] J satisfaz as condigoes G, e depth deslizante. Além

disso, como
H(dre1 0 N Grs) S 10 G20 Nl Ny N N g = T,
tem-se que
Qrr 0Ny © T g H.

Assim, se p é um ideal primo contendo J"! :p H, p necessariamente contém g,
para algum 1 < i < s, logo ht(p) > ¢, o que implica que ht(J, J"*1 :x H) > ¢,
provando assim a afirmacao 1.
Afirmagao 2: Definindo L:=3_ _;
Com efeito, tendo em vista as Proposi¢oes e[L.30] para provar esta inclusao,

(J,y)", tem-se que core(I) C H :p L.

é suficiente provar que (core(!)), € (H :g L), para todo primo p € ass(H). Como
todos os primos primos associados de H possuem altura inferior a ¢, basta provar
que essa inclusao é valida na localizagao em primos p com ht(p) < £. Assim sendo,
seja p um ideal primo com ht(p) < ¢. Uma vez que ht(J :5 I) > ¢ pelo Lema[8.2]

tem-se que J, :g, I, = R, e, portanto, J, = I,. Dali, tem-se que L, = Jy'- Assim,
(core(I)), C Jy € J3*! g, Jy = Hy i, Ly = (H :g L),.

Note que foi usado que H, = J;ZH na pentltima igualdade acima. Este fato

vale, pois, uma vez que J"™ = q; N NN g N gpyr N+ N Grys, tem-se

J;H = (q1)p N (a2)p NN (qr)p = Hy.

Portanto core(I) C H :p L e a afirmagao 2 estd provada.
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Afirmagao 3: Dado a € 4(J), o ideal a :p [ é uma ¢ — l-intersecao residual
geométrica de I.

De fato, como a € 4(J), entao a pode ser gerado por £ — 1 elementos e é um
subideal préprio de J e, portanto, de I. Seja p é um ideal primo com ht(p) < £—1,
entao p ndo contém os ideais J :g T ea :g J,poisht(J :g [) > Leht(a g J) > {—1,

logo
(Jir D)y =y ir, Iy = By = ap ig, [y = (a g D)y
Portanto a, = J, = I, dai
(a:r 1)y =ay:n, Iy = Ry,

dai a:g I C p e, como p é arbitréario, segue que ht(a:g I) > ¢ — 1.

Similarmente, dado p um ideal primo com ht(p) < ¢, entdo I, = J,. Como
ht((J,a :g J)) > £, também vale que J, +a, :g, J, = Ry, dai (I,a:z I), = R, e,
portanto, ht((/,a :g I)) > ¢. Finalmente, como ¢ — 1 > g, segue que a :g [ é uma
(I — 1)-intersegao residual geométrica de I, terminando a prova da afirmacgao 3.

(e

Seja a € 4(J) e utilize a notagao ” para denotar imagens em R = R/(a :x
I). Como foi visto no Lema , o ideal I satisfaz a condicao AN,_i, portanto o
anel R é Cohen-Macaulay. Aplicando a Proposicao ao ideal I, com s = ¢ — 1,
obtém-se que (a:g [)NI=aeht(a:p[)=¢—1.
Afirmacao 4: O ideal I é equimiiltiplo com ht(I) = 1 e J é uma reducdo minimal
de 1.

Com efeito, observe que ht(I) > 0, pois, se P é um primo contendo I, entdo
P = p para algum primo p contendo I + a :g I. Note que ht(p) > ¢, pois, como
a:g [ é uma (¢ — 1)-intersegao residual geométrica de I, tem-se que ht(a :g I,1) >

¢. Como R é Cohen-Macaulay e ht(a :z I) = ¢ — 1, pelo Coroldrio m qualquer

ideal primo que contenha minimalmente a :z I possui altura igual a ¢ — 1, assim
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é possivel encontrar um primo p’ tal que a :g I C p’ C p, dai P ndo é minimal em

Spec(R) e, portanto ht(P) > 0. Como P foi escolhido arbitrariamente, ht(I) > 0.

Note que J é uma reducdo de I. Além disso, tem-se que pu(J) = 1, pois

— Jtawl _J J
J: = :—,
a:pl (a:g)NJ a

onde na tltima igualdade foi utilizado que (a :g I)NI = a. Assim, pela Proposic¢ao
5.14] ¢(I) < 1. Por outro lado, como ht(7) > 0, I contém elemento R-regular e,
portanto, ndo é nilpotente, assim o ideal nulo ndo pode ser reducdo minimal de 7,

daf /(I) = 1 e J é uma reducio minimal de I. Assim tem-se que ht(I) = 1, pois
0<ht(l) <) =1.

Portanto I é um ideal equimiltiplo com altura igual a 1, o que prova a afirmacao
4.
Afirmagao 5: core(I) C (J"™ a) :z L.

Note que, como ht(I) = 1, I trivialmente satisfaz & condicao G;. Além disso,
I nido admite O-intersecao residual geométrica, logo, por vacuidade, I é fraco-
O-residualmente S,. Assim, um vez que R é Cohen-Macaulay local com corpo
residual isomorfo a k e, portanto, infinito, segue da Proposicao [5.29| que existem
ai,...,op € I tais que (ay),...,(a;) sdo redugdes minimais de I e core(I) =
(@1) N --- N (ag). Assim, pela parte (i) do Teorema tem-se que core(l) =
T 7 2yt J)™ para todo m suficientemente grande. Como J é um ideal
gerado por um elemento regular, pode-se verificar que a seguinte cadeia de ideais

descendente

—k+1 _
T gy ()t

yel keN

: e
Assim, tem-se que core(l) CJ  :x L.
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Uma vez que (@;) é reducio de I, entdo (a4, a) é reducio de I. Portanto, tem-se

que

dai

core(I) C m(a, a;) C m (a,;) = ﬂ(@) = core([).
Como core(I) C J"
core(1) C (J"" ag ) :ig L=(J"" (a:g )NI):xg L= (J""a):x L,

0 que prova a afirmacao 5.
Finalmente, utilizando que core(l) C H :p L, core(I) C (J""! a) :x L para
cada a € 4(J), a Proposicao e o Lema 8.1 tem-se que

core(I) C (Hﬂ ﬂ(J"H,a)) R LC I g L=J" g Z(J, y)",

acAa yel

o que completa a demonstragao. O

8.2 Enfim, o teorema principal
Com todas ferramentas necessarias ja disponiveis, serd provado a seguir o teo-
rema principal desta dissertacao.

Teorema 8.4 (Teorema 4.5 de [27]). Sejam (R, m, k) um anel Gorenstein local com
corpo residual k infinito, I um ideal de R com ht(I) =g >0 e l(I) ={ e J uma
redugdo minimal de I com ry(I) =r. Se I satisfaz a condi¢io Gy, depth(R/I7) >
dim(R/I)—j+ 1 para 1 < j < {—g echar(k) =0 ou char(k) > r —{+ g, entdo

core(l) = J" g I"
para todo n > max{r — ¢+ g,0}.
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Demonstragao: Com efeito, para provar a inclusao J"™! :x I C core(I), é sufici-
ente provar que se K é um reducao minimal qualquer de I, entao J"! :p I" C K,
pois, se assim feito, tem-se que

J g I C ﬂ K = core([).

K redugio de T
Pelo Corolario Jtl.p I = K1 :p 7 para quaisquer n > max{r —
¢+ g,0}, j suficientemente grande e J, K redugbes minimais de /. Entretanto,
como K/t :p [ C Kt :p K/ = K, onde a tltima igualdade é valida, pois
ht(K) = ht(I) > 0 e gry(R) é Cohen-Macaulay (Lemal[8.2)), tem-se J™! :p I" C K

para qualquer reducao minimal K de [, dai
JH g 1™ C core(I) Vn > max{r — {+ g,0}.

Para mostar a inclusao core(I) C J"™! :p I para todo n > max{r — £+ ¢,0},
pode-se assumir sem perda de generalidade que n = max{r — ¢ + g,0}, pois, de
acordo com o Corolario[6.3} J"+! :p I" = Ji*! 1z IV para todo j > max{r—/+g,0}.

Se n = 0, entao core(I) C J :g R = J, que é trivialmente verdadeiro. Se
n =r—{+ g, segue da hipétese sobre a caracteristica de k que I" = ZyeI(J, y)".
Assim, aplicando o Teorema [8.3] obtém-se que

core(I) C J"™ g Y (Jy)" =T g I
yel

Portanto fica provado que

core(l) = J"T g I Vn > max{r —{+ g,0}.
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Apéndice

Neste apéndice serao provadas as igualdades usadas ao longo da demonstracao

da Proposigao [0.1
Igualdade 1. wa g L = wa N (wa g (1,1t)°1"" A).

Demonstracdo: Seja z € wa k@ L. Como 1 € L = (1,(1,1t)*I"t")A, entao
2 € wy. Note também que, como (1, 1t)°I™"t"A C L, vale z € wa ) (1, 1t)°I"t" A,

dai z € wa N (wa g (1,1t)°I"t" A). Portanto
wa k@) L Cwan(wa ik (1, 1t)° 1" A).

Reciprocamente, seja z € wa N (wa @ (1,1t)°1"t"A). Dado y € L, entdo
existem y; € Aeyy € (1, It)°I"t" A tais que z = y;+y2 . Como wy é um A-médulo,
Y12 € W4, assim yz = y12+ Y22 € wa. Como y foi escolhido arbitrariamente em L,

entao z € wy :x(y) L. Portanto

wa N (wa k@) (L, 1) T""A) C wa g L.

O
Igualdade 2. wa N (wa k@) (1, 1t)° 1" A) = wa N (Wa @) wal ).
Demonstragao: Basta notar que, uma vez que wy = (1, It)*At~%, entao
(1, 1t)°T™" A = (1, It)°t A" = w "t
O
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Igualdade 3. wa N (wa k@) wal™*™) = wa N ((Wa k@) wWa) k@ M).

Demonstragdao: Seja z € wa N (wa k@) wal™*™). Dado y € I"t*"™ arbitrério,
temos que provar que 2y € wa k() wa. Sendo assim, dado x € wy arbitrario,
tem-se que xy € wal™t*"" e, portanto, (zy)r € wa. Assim zy € wy K (t) WA €,
portanto, z € (wa 1k wa) k@ 1"t*T". Como z € wy, entao z € wa N ((wa k@)

wA) CK(t) Inta+n). LOgO
wa N (wa k@) wal"tT™) Cwa N ((wa K(t) WA) TK(#) e,

Reciprocamente, seja z € wa N ((wa k@) wa) k@ ["t*"). Dado y € wal™t**"
arbitrario, entao existem wyi,...,%m € Wa € T1,..., Ty € ™" tais que y =
N1+ -+ Tl Assim 2y = y1(221) + - - + Y (225,), onde 2z € wa k@) Wa
para todo 1 < k < m, logo zy € wy. Assim z € wy g wal™tt. Como z € wy,

segue que z € wa N (wa gy wal™t*™). Portanto

wa N ((wA K (t) wA) K (1) [nta+n) CwypN (UJA ‘K (t) OJAInta+n).

Igualdade 4. wa N ((UJA CK(t) wA) CK(t) I"taJrn) =wy N (A CK(t) IntaJrn).

Demonstragdo: Seja z € wa N (A g I"t*™™). Dado y € I"t*™™ arbitrario, temos
que mostrar zy € wa k() wa. Como zy € A C K(t) e wg é um A-médulo, é claro
que (zy)wa C wa, portanto z € (wa 1x@) wa) k@ 1'% Como z € wy, entao

z€waN((wa ke wa) ik ["*™). Portanto

wa N (A g IM7) CwaN (wa k@ wa) ke IM7").
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Igualdade 5. wa N (A g ["t*T") = Ay, 170

Demonstragdo: Seja z € wa N (A g I"°T"), entdo z € wy e 2I"t*™™ C A, logo

z€ Az, I"t*™". Portanto
wa N (A g ety C A, I,

Reciprocamente, seja z € A :,, I"t*™", entdo z € wa e 2"t C A. Uma vez
que I contém um elemento R-regular, z = yt=%"/s" para algum y € Aes € [

elemento R-regular, logo z € K (t), dai z € wy N (A 1) I"1*™). Portanto

A wa Inta—i-nwA N (A K(t) Inta+n> CwyaN (A K(t) ]nta—&—n)'
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