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Teoria dos Nos e a Homologia de Khovanov

Karina Livramento dos Santos

Orientador: Renato Ferreira de Velloso Vianna

O estudo dos nés do ponto de vista topoldgico tem mostrado cada vez mais sua impor-
tancia para diferentes areas de matematica, fisica, quimica e biologia. A area matemaética
de teoria dos nds busca classifica-los com respeito a isotopias ambiente. Ferramentas de
classificagdo muito importantes sdo os invariantes polinomiais, em particular, o polindémio
de Alexander e o polinémio de Jones. A partir deste tltimo polindémio, foi desenvolvida
uma teoria de homologia de nés chamada homologia de Khovanov, que mais recentemente
mostrou-se ser um invariante capaz de detectar o né trivial. O objetivo deste trabalho é
apresentar esses invariantes, com foco especial na homologia de Khovanov, além de intro-
duzir os problemas basicos de teoria dos nés e uma aplicagao desta area para variedades
tridimensionais.

Palavras-chave: teoria dos nos, invariantes de nés e links, homologia de Khovanov,
detector do né trivial.



Teoria dos Nos e a Homologia de Khovanov

Karina Livramento dos Santos

Advisor: Renato Ferreira de Velloso Vianna

The study of knots from a topological point of view has increasingly shown its impor-
tance for different areas of mathematics, physics, chemistry and biology. The mathema-
tical field of knot theory seeks to classify them with respect to ambient isotopies. Very
important classification tools are polynomial invariants, in particular, the Alexander poly-
nomial and the Jones polynomial. From this last polynomial, a theory of homology for
knots called Khovanov homology was developed, which more recently was proved to be
an invariant capable of detecting the trivial knot. The aim of this work is to present
these invariants, with a special focus on Khovanov homology, in addition to introducing
the basic problems of knot theory and an application of this field to three-dimensional
manifolds.

Keywords: knot theory, knot and link invariants, Khovanov homology, unknot detector.
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Capitulo 1

Introducao

Em topologia, um problema central é classificar espagos topoldgicos em termos de de-
formagdes como homeomorfismos, equivaléncias homotopicas e isotopias. Para abordar
problemas dessa natureza, ferramentas de outras areas da matematica, principalmente
ferramentas de algebra, se mostram muito tteis.

Um caso particular é estudado em de teoria dos nds, onde os objetos geométricos sao
noés no espaco tridimensional. Por né, entendemos um mergulho do circulo em R3, uma
curva que pode estar atada ao redor de si mesma no espaco. A base para os problemas em
teoria dos noés esta em conseguir distingui-los, isto ¢, determinar quais nos sao equivalentes
por deformacoes e quais nao sdo. Dentro dessa classe de problemas, uma grande questao,
apesar de mais simples, é determinar se um no especifico pode ser desatado, isto é, se ele
pode ser deformado até se obter um circulo canonicamente mergulhado, o qual chamamos
de no trivial.

Figura 1.1: N6 gordio de Wolfgang Haken. (Imagem retirada de [13].)

Dados dois nods, para provar que eles representam o mesmo objeto é suficiente exibir
uma sequéncia de movimentos que leva o primeiro no segundo. Nem sempre é evidente
que uma sequéncia assim existe, como é o caso do né representado na |[Figura 1.1, que é
equivalente ao né trivial. Por outro lado, nao ha um método geral para mostrar que eles



nao sao o mesmo objeto, e este caso exige alguma criatividade. A solucao usualmente é
obtida por meio de fungdes cujo dominio é o conjunto dos nés e que sao invariantes pelas
deformagoes dos nés. Se dois nés possuem imagens distintas por algum invariante, entao
eles sao de fato distintos.

Naturalmente, podemos construir invariantes de nés através de invariantes ja conheci-
dos dos seus complementos. Um dos primeiros invariantes estudados surgiu desta forma:
o grupo (K) de um né K em R? é o grupo fundamental do complemento do né, isto é,
7(K) = m (R3\ K). Este grupo pode ser apresentado em fungdo de uma imagem bidimen-
sional do né (como na [Figura 1.1]), onde cada componente conexa da imagem representa
um gerador e cada cruzamento representa uma relacao do tipo ab = be. A abelianizagao
deste grupo é sempre igual a Z, e se o grupo de um noé é abeliano — e portanto igual a
Z — este n6 é equivalente ao né trivial [I7]. Neste sentido o invariante m(K') distingue o
né trivial, porém costuma ser dificil calcular o grupo do né, o que faz com que ele nem
sempre seja util.

O objetivo principal desta dissertagao é estudar alguns dos invariantes algébricos mais
importantes: os polindomios de Alexander e de Jones, que permitiram distinguir uma
grande quantidade de nos e contribuiram significativamente para o desenvolvimento da
area, e a homologia de Khovanov, que estende o polinémio de Jones e que é capaz de
distinguir o no trivial de maneira combinatorial. Também apresentaremos como cirurgias
ao redor de nés em S* podem ser usados para obter 3-variedades.

Esta dissertacao esta organizada da seguinte forma: no capitulo 2 definimos conceitos
basicos da area de teoria dos nés. No capitulo 3 apresentamos alguns invariantes nu-
méricos e os principais invariantes polinomiais. No capitulo 4 construimos a homologia
de Khovanov, mostrando que sua caracteristica de Euler graduada recupera o polinémio
de Jones. No capitulo 5 mostramos que toda 3-variedade fechada, orientavel e conexa
pode ser obtida por cirurgias em S associadas a links. O contetido desta dissertacio estd
baseado nos livros [I] e [15] e nos artigos [23] e [3].

1.1 Historia da Teoria dos Noés

Noés foram estudados por Carl Gauss e seu aluno Johann Listing ainda na primeira me-
tade do século XIX, mas o interesse em distinguir nés surgiu em matematica quando Lord
Kelvin teorizou que atomos eram nés nos fios de éter. Esta teoria tinha como hipotese
que diferentes nds geravam diferentes elementos quimicos. Isso levou o fisico Peter Guth-
rie Tait a criar uma tabela na tentativa de identificar todos os nés distintos, o que ele
acreditava ser a tabela dos elementos.

Apesar da teoria de Kelvin ter sido refutada no final do século XIX, mateméticos con-
tinuaram a desenvolver o estudo dos nés. Na década de 1920 dois grandes avancos foram
feitos. Alexander descobriu o primeiro invariante polinomial, que permitiu distinguir uma
grande quantidade de nés de maneira eficiente, e Reidemeister determinou um conjunto
de movimentos fundamentais que decompoem qualquer isotopia de nds. Esse ultimo re-
sultado reduz a equivaléncia de nés a algo mais tangivel, permitindo definir invariantes
de forma mais simples.

Um ntimero de outras grandes descobertas foram feitas nos tltimos 50 anos. No final da
década de 1970, o trabalho pioneiro do matematico William Thurston sobre 3-variedades
hiperbdlicas mostrou uma relacao importante da area com teoria dos noés, e teve grande



impacto em ambas. Em 1984, Vaughan Jones notou uma relacao surpreendente entre
algebras de von Neumann e teoria dos nds, que resultou no polindmio de Jones. Além de
sua eficiéncia em distinguir nos, esse polinémio levou a descoberta de outros invariantes
polinomiais, resolveu problemas classicos da area e criou um vinculo entre teoria dos
nos e fisica. Em 1989, o fisico matematico Edward Witten aprofundou esse vinculo,
estabelecendo uma conexao entre o polindomio de Jones e teoria de Chern-Simons, ao
mesmo tempo que deu origem a area de teoria quantica de campos topolégica. Thurston,
Jones e Witten foram premiados com a medalha Fields por suas descobertas.

No final do século passado, a descoberta da homologia de Khovanov inaugurou novas
abordagens em teoria dos nés. Esta teoria de homologia corresponde a uma categorificacao
do polinémio de Jones por meio de uma teoria quantica de campos topoldgica (1 + 1)-
dimensional, que resulta num invariante mais forte que ele. Outra teoria de homologia
foi construida em 2003, a homologia de Floer de nds, que categorifica o polindémio de
Alexander.

1.2 Aplicacoes

Teoria dos nés se relaciona com um ntmero de outras areas, como teoria das cordas,
geometria de contato, e teoria de calibres. Nos podem ser vistos como érbitas fechadas de
um sistema dindmico, em particular, eles surgem naturalmente em variedades simpléticas
como Orbitas de dindmicas Hamiltonianas.

As aplicacoes de teoria dos nos vao além das aplicagoes em matematica e fisica. Nas 1l-
timas décadas do século passado, ferramentas de teoria dos nds comegaram a ser utilizadas
em ciéncias naturais como quimica e biologia. Nos aparecem naturalmente em moléculas
organicas como DNA e proteinas, e a maneira como uma molécula estd posicionada no
espaco afeta suas propriedades biofisicas.

Por exemplo, processos como transcricdo e replicagdo sdo mais dificeis de ocorrer
em uma molécula de DNA que esta emaranhada. A forma de desaté-la é por meio de
enzimas que mudam topologicamente a estrutura do DNA, e para compreender a agao de
uma enzima especifica, sao usadas ferramentas de teoria dos nés.



Capitulo 2

Definicoes Preliminares

Neste capitulo introduziremos os conceitos basicos de Teoria dos Nés. Comegamos for-
malizando o conceito de n6 em matematica.

Definigao 2.1. Chamamos de nd a imagem de um mergulho do circulo S* em R? ou

na esfera S%. Similarmente, um link é a imagem de um mergulho da unido disjunta
™, St em R3 ou S3. Neste caso, cada imagem de uma das m copias de S' é chamada

de componente do link. Desta forma, os nés sao os links com apenas uma componente.

Definicao 2.2. Dois links sao ditos equivalentes ou isotopicos se existe uma isotopia
ambiente que leva um link no outro.

Isso nos d4 uma relacao de equivaléncia no conjunto de links. Como estamos prima-
riamente interessados em distinguir entre classes de equivaléncia, muitas vezes também
chamamos de link (ou nd) a classe de equivaléncia de um link (ou no).

Exemplo 2.3. O circulo unitério {(z,y,z) € R® | 2*+y*> =1, 2 = 0} em R? é 0 exemplo
mais simples de um né, que chamamos de no trivial. A unido de m translagoes disjuntas
desse circulo é um link chamado de link trivial (de m componentes).

Uma primeira dificuldade é que em geral nao é praticavel exibir links através de mer-
gulhos, mas eles podem ser facilmente visualizados através de desenhos. Entao, para
simplificar a apresentacao de links, usamos projecoes em planos do espaco ambiente.

Definigao 2.4. Seja L um link em R3. Seja p : R® — H uma projecao ortogonal sobre
um plano H de R? tal que:

1. para cada x € H, a imagem inversa p~'(z) contém no maximo 2 pontos de L; e

2. o conjunto x = {z € H | |[LNp~*(z)| = 2} é discreto e a projecio de L se intersecta
transversalmente em cada x € y.

Fixado um vetor normal N de H, a cada ponto x € y correspondemos o ponto y, €
L N p~!(z) com menor produto interno com N. Se V é uma pequena vizinhanga dos
pontos {y, tzey, entao a imagem D = p(L \ V) é dita um diagrama de L. Os pontos em
X sao chamados de cruzamentos de D.

Observacdo 2.5. Usualmente descrevemos D como um subconjunto de R2, pela identifi-
cacao de H com R? de forma a preservar a orientacao dada por N.
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Um diagrama funciona como uma foto do link e os cruzamentos sdo os pontos onde o
fio se sobrepde nessa imagem. Notamos que a exclusao de uma vizinhanca do ponto v,
na definicao de D tem a funcao de marcar qual parte do fio esta por cima no cruzamento
x. Desta forma, os diagramas contém todas as informacoes da classe do link L, isto é,
podemos obter a classe de equivaléncia de L a partir de um diagrama D de L: com D
no plano zy de R3, para cada x € y ligamos as duas pontas soltas perto de z (criadas
pela exclusao da vizinhanga de y, em L) com uma curva que passa por baixo do plano
xy. Disso obtemos um link que ¢ isotopico a L.

Além disso, a classe de equivaléncia de um link L qualquer sempre pode ser represen-
tada por um diagrama, pois podemos escolher um link isotépico a L tal que existe uma

projecao satisfazendo as condigoes da

Observagdo 2.6. Como estamos interessados em identificar L com a sua classe, qualquer
diagrama de um link equivalente a L também serd entendido como um diagrama de L.

Exemplo 2.7. Alguns dos exemplos mais simples de nods e links estao representados nos
diagramas abaixo:

&2 Q@ &J

) N6 de trevo. (b) N6 ﬁgura oito. (¢) N6 de cinco folhas.
) Link de Hopf. (e) Link de Solomon (f) Link Borromeano.

Figura 2.1: Diagramas de nos e links.

Assim como para links, consideramos dois diagramas equivalentes se existe isotopia
(planar) entre eles. E claro que se dois links possuem diagramas equivalentes, ento eles
também sao equivalentes. O seguinte teorema permite identificar quando dois diagramas
representam o mesmo link.

Teorema 2.8. Sejam D, e Dy diagramas para os links Ly e Ly. Entao Ly e Ly sdo
equivalentes se e somente se podemos obter Do a partir de D, através de uma sequéncia
finita de isotopias planares e movimentos locais de 3 tipos, representados pelas figuras:

Figura 2.2: Movimentos do tipo I.



Figura 2.3: Movimentos do tipo II.

;‘ /“\Q J 4 /\\ ///\‘ “\< ///\ \\\\
\ \ \ \
{ — / : — /
\/ ,” \\/\ ). ," \ \/, \\ 4 \,/i

Figura 2.4: Movimentos do tipo III.

Chamamos os movimentos acima de movimentos de Reidemeister, em homenagem ao
matematico alemao Kurt Reidemeister, que demonstrou esse teorema por volta de 1927.
A importancia desse resultado se da principalmente pela possibilidade de produzirmos
invariantes de links usando propriedades de diagramas que sao inalteradas pelos trés
movimentos de Reidemeister.

Definicao 2.9. Um link L é dito orientado se é atribuida uma orientacao a cada uma de
suas componentes.

Neste caso, quando consideramos links orientados, requeremos que a equivaléncia de
links se dé por meio de isotopias que preservam a orientagdo das componentes.

Definicao 2.10. O link obtido ao trocar a orientacdo em cada componente de um link
orientado L é chamado inverso de L e denotado L~!. Dizemos que L é invertivel se L é
equivalente ao seu inverso.

Exemplo 2.11. Os 3 nés da [Figura 2.1] se forem orientados, sdo nds invertiveis. Para
ver isso, considere os nds repousando sobre o plano em que estd seu diagrama. Podemos
fazer uma rotagao que vira este plano de forma parecida com a que viramos uma folha de
papel. Isso da uma isotopia que leva o n6é no seu inverso.

Definicao 2.12. Um link L é dito separdvel se podemos separar duas componentes de L
com uma esfera.

Definicao 2.13. Sejam K; e K, dois nos orientados tais que Ky U Ky é separavel. De-
finimos a sua composicao, ou soma, denotada K;# K5, como a classe de equivaléncia do
n6 obtido pelo seguinte procedimento. Fixe um retangulo mergulhado tal que:

1. um de seus lados é um arco de K; e o lado oposto é um arco de Ks;
2. ele nao intersecta K; nem K5 a menos desses dois lados; e

3. é possivel orientar a sua fronteira de modo a coincidir nos arcos com as orientagoes
dos dois nos.



Exclua esses dois arcos em K LI K5 e inclua os outros dois lados do retangulo. Isso produz
um né (depois de suavizar os dngulos criados) que pode ser orientado de acordo com as
orientacoes de K e Ky. Chamamos K; e Ky de fatores de K1# K.

Exemplo 2.14. A composi¢do do né de trevo com ele mesmo é representada na figura
abaixo:

P
7

Figura 2.5: N6 de vovo.

A composicao de dois nos orientados é bem definida, isto é, independe do retangulo
fixado. Informalmente, é facil ver que se fizermos o procedimento com um segundo re-
tangulo, podemos deslizéd-lo junto com um dos noés, mantendo o outro fixo, até obter a
configuragao do primeiro retangulo.

Podemos estender essa operagao para uma composicao de classes de equivaléncia de
nos orientados, mas nao podemos estendé-la para uma composicao de nés nao-orientados
em geral, pois o procedimento pode resultar em duas composi¢oes distintas. De fato,
as composicoes K 1# Ky e K1# K, possuem os mesmos fatores a menos de orientacao,
mas em geral nao sao equivalentes, mesmo quando desconsideramos as suas orientacoes.
Entretanto, essa ambiguidade nao acontece se um dos fatores é um né invertivel, e neste
caso a composicao de nés nao-orientados é bem definida.

A operacao de composicao é comutativa, e com ela o conjunto de nés orientados em R?
é¢ um monoide comutativo, com a unidade sendo o no trivial. Por isso, também chamamos
a composicao de soma. Uma propriedade importante e nao tao ébvia da composigao é que
nao podemos obter o né trivial pela composicao de dois nds nao-triviais. Intuitivamente,
nao podemos desatar um né ao criar um novo né em seu fio. Isso nos permitird decompor
um né em fatores irredutiveis.

Definicao 2.15. Um né orientado nao-trivial K é dito composto se ele é a composicao
de dois nés orientados nao-triviais. Se K nao é composto, ele é dito primo.

Exemplo 2.16. Embora necessite alguma argumentagao, todos os nés da sao
primos.

Temos que vale a fatoragao tnica em elementos primos: todo né pode ser escrito de
forma tnica, a menos de ordenacao e composicao com a unidade, como composi¢ao de
fatores primos [20].

Definicdo 2.17. Dado um link L em R, a imagem espelho de L, denotada L, é a sua
reflexao por um plano de R?. Se L e sua imagem espelho sdo equivalentes, dizemos que
L é aquiral. Caso contrario, L é dito quiral.

Observagdo 2.18. Note que podemos chamar L de “a” imagem espelho de L na definicdo
acima porque a classe de L nao depende do plano de reflexao escolhido.
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Dado um diagrama de L, podemos obter um diagrama da sua imagem espelho inver-
tendo cada cruzamento de D, isto é, trocando a sobreposi¢do dos fios nos cruzamentos.
Esse é precisamente um diagrama da reflexdo de L pelo mesmo plano em que D esta.

Exemplo 2.19. O no de trevo e a sua imagem espelho (Figura 2.6|), que também cha-
mamos de né de trevo, nao sao equivalentes. O né de cinco folhas (Figura 2.1c) é outro
exemplo de né quiral, enquanto o né figura-oito (Figura 2.1b)) é um né aquiral.

GO OO

(a) N6 de trevo canhoto. (b) N6 de trevo destro.

Figura 2.6: As duas versoes do n6 de trevo.

Definicao 2.20. Um link é dito torico quando é equivalente a um link que esta contido
em um toro canonicamente mergulhado em R®. Para inteiros p e ¢, um link equivalente
ao o link que da ¢ voltas ao redor do circulo central e p voltas ao redor do eixo de rotacao
do toro é chamado (p, q)-tdrico.

Observagao 2.21. Um link (p, ¢)-térico também é (g, p)-torico, portanto podemos permutar
as atribuigoes de p e ¢ na defini¢do acima.

Exemplo 2.22. Os nés de trevo (Figura 2.1a)) e cinco folhas (Figura 2.1¢)) sao nés (3, 2)-

térico e (5, 2)-térico, respectivamente.

Um link (p, ¢)-térico tem exatamente mdc(p, q) componentes, portanto os nés toricos
sdo exatamente os links (p, q)-téricos com p e ¢ primos entre si. Sabe-se que todo né
térico é primo, quiral (com imagem espelho sendo o né (—p, ¢)-térico) e invertivel.

Defini¢ao 2.23. Um diagrama de link D é dito alternado, se o fio se alterna entre
fio de baixo e fio de cima nos cruzamentos consecutivos quando percorremos cada uma

das componentes ([Figura 2.7). Um link é dito alternado quando possui um diagrama
alternado.

A

Figura 2.7: Cruzamentos de um diagrama alternado.

Exemplo 2.24. Todos os diagramas de links na sao alternados.



A caracteristica de ser alternado é bastante ttil para a tabulacao de nés. Uma tabela
de noés é uma lista com todas as classes distintas de nds nao-orientados que podem ser
representadas por diagramas com até um determinado nimero de cruzamentos. Nesta
listagem, omitimos nés compostos e escolhemos apenas um de cada par formado por um
n6 e sua imagem espelho. Uma tabela de links ¢é feita de forma similar, mas omitem-
se também os links separaveis. O procedimento para construir uma tabela de nds ou
links é considerar todos os diagramas com até n cruzamentos e determinar quais destes
representam links equivalentes ou que nao devem ser incluidos na tabela.

Muito deste trabalho é simplificado por certas propriedades dos links alternados. Por
exemplo, se um no alternado é composto, podemos identificar os seus fatores em qual-
quer diagrama alternado. Isto é, sempre podemos dividir o diagrama com um circulo
que intersecta o n6 em apenas dois pontos e tal que as partes de dentro e de fora do
circulo representam os fatores do n6. Um resultado similar permite identificar quando
um link alternado é separavel: todo diagrama alternado de um link separavel tem mais
de uma componente conexa. Veremos também que é razoavelmente simples encontrar um
diagrama minimal (com respeito ao niimero de cruzamentos) para um link alternado.

Durante as primeiras tabulagoes, era comum considerar apenas os nos alternados. As
propriedades mencionadas acima permitiram criar tabelas de nés alternados de até 11 cru-
zamentos com poucos erros ou omissoes, quando ainda nao existiam ferramentas potentes
de classificagdo. Além disso, a proporcao de nés omitidos por nao serem alternados era
pequena. Por exemplo, sao necessarios pelo menos 8 cruzamentos em um diagrama para
representar um né primo que nao é alternado. Entretanto, a medida que consideramos
um numero maior de cruzamentos para a tabulagdo, a fragdo de links alternados decai
consideravelmente, e entdo outros métodos de classificacao se fazem necessarios.



Capitulo 3

Invariantes

Neste capitulo apresentaremos alguns dos iniimeros invariantes de nés e links conhecidos.
Os primeiros invariantes a surgir eram numéricos, que em geral sao mais simples, mas
nao sao tao uteis na classificagdo dos nés. Um conjunto de invariantes importante para
a classificacdo é o dos polindémios, que nasceu com o polindomio de Alexander em 1928,
e inclui o polinémio de Jones, que fez grande contribuicao a teoria dos nds e ao qual a

homologia de Khovanov, apresentada no esta intrinsecamente ligada.

3.1 Invariantes Numéricos

Comecgamos com o mais fundamental invariante numérico. Entendemos que a complexi-
dade de um diagrama de né ou link esta relacionada com seu niimero de cruzamentos,
portanto frequentemente escolhemos diagramas que minimizam esta quantidade.

Definicao 3.1. Um diagrama de um link L é chamado diagrama minimal quando possui
o menor numero de cruzamentos dentre os diagramas de L. O numero de cruzamentos de
um link L, denotado ¢(L), é o nimero de cruzamentos de um diagrama minimal de L.

Exemplo 3.2. Por definigdo do né trivial, temos ¢(()) = 0. O mesmo vale para links
triviais. Como um diagrama com apenas um cruzamento representa um link trivial,
nenhum link satisfaz ¢(L) = 1. Com um pouco de trabalho pode-se mostrar que qualquer
diagrama de né com 2 cruzamentos também representa o né trivial. Veremos que todos
os diagramas da sdo diagramas minimais. Como resultado, temos que o né6 de
trevo é o nd nao-trivial mais simples, com niimero de cruzamentos igual a 3.

A tabulacao de nés é feita tradicionalmente em funcao do niimero de cruzamentos e
a notagao de Alexander—Briggs usa este invariante para denotar links. Nela o ntiimero de
cruzamentos é sobrescrito pelo nimero de componentes (no caso de links com mais de
uma componente) e subscrito por um indice cuja fungao é diferenciar links com mesmo
numero de cruzamentos e componentes. Por exemplo, os nos trivial, de trevo e figura-oito
e o link de Hopf possuem, respectivamente, notagdo Alexander-Briggs 0y, 31, 4; e 22.

Esta abordagem em que toma-se o menor valor dentre todos os diagramas do link
é comum a outros invariantes numéricos. Ela torna a invaridncia automatica, mas o
problema de determinar o seu valor para um link genérico depende em algum sentido
do problema de classificagdo. Mais explicitamente, para mostrar que ¢(L) > n, deve-
se mostrar que qualquer diagrama que possui um nimero de cruzamentos menor que
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n nao representa L. Em 1987, L. Kauffman [§], K. Murasugi [16] e M. Thistlethwaite
[22] provaram uma das conjecturas de Peter Tait, apresentada a seguir, que permite
determinar o numero de cruzamentos de links alternados de forma muito mais simples.
Antes precisamos definir o que é um diagrama reduzido.

Definigcao 3.3. Um cruzamento em um diagrama de link é dito redutivel se existe uma
curva fechada no plano que intersecta o diagrama apenas nesse cruzamento, onde a in-

tersecao é transversal ([Figura 3.1). Um diagrama de link é dito reduzido se nao possui

cruzamentos redutiveis.

Figura 3.1: Cruzamento redutivel em um diagrama.

Como ilustrado na figura acima, um cruzamento redutivel divide o diagrama em dois.
O disco sombreado encobre a parte do link conectada a direita do cruzamento e a parte
conectada a esquerda do cruzamento pode dar voltas ao redor do disco, desde que nao
intersecte o circulo tracejado.

Intuitivamente, podemos eliminar o cruzamento na ao virar o disco som-
breado para baixo (junto com a parte do diagrama sob ele) e trocar a sobreposi¢ao dos
fios em cada cruzamento que agora esta sobre o disco. Isso produz um diagrama para o
mesmo link que possui um cruzamento redutivel a menos. Um caso particular dessa opera-
¢ao corresponde aos movimentos de Reidemeister do tipo I que eliminam um cruzamento
Fzmz)),

E importante notar que se o diagrama inicial é alternado, a operacao descrita acima
gera de novo um diagrama alternado. Desta forma, podemos sempre obter um diagrama
alternado e reduzido de um link L a partir de qualquer diagrama alternado de L. Podemos
agora enunciar o teorema.

Teorema 3.4 (Conjectura de Tait sobre niimero de cruzamentos). Todo diagrama alter-
nado e reduzido de um link L é um diagrama minimal.

Esta conjectura, que permaneceu sem solugao por quase um século, foi provada através
de uso extenso do polinémio de Jones, que sera apresentado na Por ser razoa-
velmente facil identificar e eliminar um cruzamento redutivel, para determinar o niimero
de cruzamentos de um link alternado L basta encontrar um diagrama alternado de L.

Exemplo 3.5. Os diagramas na sao todos alternados e reduzidos, portanto
sao diagramas minimais.

Uma questao que surge naturalmente é se o nimero de cruzamentos de uma composicao
(Definicao 2.13)) se relaciona com os nimeros de cruzamentos dos seus fatores. Isso nos
leva a outra conjectura antiga que diz que o nimero de cruzamentos ¢ aditivo com respeito
a composi¢ao:
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Conjectura 3.6. Para dois nds orientados K e Ky, vale que c(K1#Ks) = ¢(K;)+c(K3)?

A desigualdade c( K #K5) < ¢(K7) + ¢(K3) é trivialmente verificada, e sabe-se que a
aditividade é vélida nos casos em que K; e K5 sdo ambos alternados (consequéncia do
ou ambos téricos [4].

Outro invariante que mede o quao complicado um link é — ou quao distante o link estéa
de ser trivial — é o nimero de desate.

Definicao 3.7. Em um diagrama, a troca de um cruzamento ¢é a inversao da sobreposi¢ao
dos fios presentes neste cruzamento. O nimero de desate de um link L, denotado u(L), é
o menor numero de trocas em um diagrama de L necessario para que este represente um
link trivial, considerando todos os diagramas de L.

Intuitivamente, o nimero de desate corresponde ao menor ntimero de vezes que o link
precisa se atravessar para que ele se torne trivial. Como para o nimero de cruzamentos,
calculé-lo pode ser um problema dificil, especialmente porque nem sempre ele ¢é realizado
em um diagrama minimal. Um exemplo dessa dificuldade é o n6é com notagao Alexander-
Briggs 1041, cujo nimero de desate ainda ¢ desconhecido, podendo ser 2 ou 3. Contudo,
para o caso especifico de nés téricos, o nimero de desate é conhecido.

Teorema 3.8. O nimero de desate de um né (p,q)-torico é igual a (p —1)(q —1)/2.

Este resultado, juntamente com a Conjectura de Milnor (veja [Teorema 4.23)), foi de-
monstrado em 1992 por Peter Kronheimer e Tom Mrowka por meio de teorias de calibre

[11].

Pela dificuldade em calculd-los, o niimero de cruzamentos e o nimero de desate nao
sao muito uteis para o problema de classificacdo. Entretanto, eles capturam propriedades
fundamentais dos nés, um exemplo é o teorema a seguir, demonstrado por Martin G.
Scharlemann em 1985 [19].

Teorema 3.9. Um nd K satisfazendo uw(K) =1 é primo.

Isso implica que um né composto tem nimero de desate pelo menos dois. Uma per-
gunta natural é se o nimero de fatores nao-triviais de um né composto é um limite inferior
para seu nimero de desate. Essa questao permanece sem solucao.

Conjectura 3.10. Para nds orientados nao-triviais Ky, . .., K,, vale que u(K1# - - - #K,,)
ne

Podemos generalizar essa questao ainda mais e perguntar se vale a aditividade, que é
outra conjectura antiga.

Conjectura 3.11. Para nds orientados Ky e Ky, vale que u(K1#Ks) = u(Ky) +u(K2)?

3.2 Invariantes Polinomiais

O primeiro invariante polinomial de nés a ser descoberto foi o polinomio de Alexander,
em 1928, por James Alexander II [2]. Esta descoberta revolucionou a érea, pois forneceu
o primeiro método geral que permitiu distinguir um conjunto numeroso de nés. Ele foi
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o Unico invariante polinomial até 1984, quando Vaughan Jones descobriu o polinémio de
Jones. Logo apods essa descoberta, o interesse em desenvolver outros polinémios usando
ideia similar a de Jones resultou no polindmio HOMFLY, cujo nome é acronimo dos
seus desenvolvedores Jim Hoste, Adrian Ocneanu, Kenneth Millett, Peter Freyd, William
Lickorish, David Yetter.

3.2.1 Polindbmio de Alexander

Originalmente, o polinémio de Alexander A(K) de um né orientado K C S® foi definido
em termos da homologia de uma cobertura ciclica infinita do complemento S® \ K do
n6 K. Porém, em 1969 John Conway apresentou uma versao do polinémio de Alexan-
der — chamado polindmio de Alexander-Conway — que poderia ser calculado através de
uma relagao entre os polindomios de nés com diagramas similares. Esse tipo de relacao,
chamada relacao de novelo, também pode ser usada para definir os polinémio de Jones e
HOMFLY. Usaremos aqui a abordagem apresentada por Conway para definir o polinémio

de Alexander.

Teorema 3.12. A diagramas de links orientados D, podemos associar polinomios V(D)
no anel Z[z| determinados unicamente pelas relagoes:

1. se D representa o nd trivial, entao V(D) =1 € Z[z];

2. se Dy, D_ e Dy sao idénticos a menos de uma vizinhanga, dentro da qual eles sdao
como na [Figura 3.4, entao os polinomios a eles associados satisfazem a relagcdo de
novelo

V(D)) — V(D) = 2V(Dy).

// \\ // \\ // \\
\ N\ N\
4 \ 4 \ 4 \
/ \ / \ / \
! | ! | ! |
! ! ! ! ! !
\ / \ / \ /
\ / \ / \ /
N ' N z ~ s

D, D_

Figura 3.2

Definigao 3.13. Para um diagrama de link orientado D, o polinémio V(D) (também

denotado Vp) dado pelo teorema acima é chamado polinémio de Conway-Alezander de
D.

Teorema 3.14. O polinomio de Conway-Alexander é um invariante de links orientados,
isto €, se D1 e Dy sao dois diagramas de um link orientado L, entao

V(D1) = V(Dy).

Desta forma, podemos nos referir ao polinomio de Conway-Alexander de L, denotado
V(L) ou Vy.
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Antes de calcular alguns exemplos, vamos mostrar a seguinte propriedade.
Proposigao 3.15. O polinomio de Conway-Alexander de um link separdvel é sempre Q.

Demonstragio. Considere um diagrama de L como na figura

e aplique a relagdo de novelo com ele fazendo o papel de Dy. Isso nos da
2Vp,(2) =Vp,(2) = Vp_(2) =0
pois Dy e D_ claramente representam o mesmo link. O]
Esta proposicao nos ajuda a computar o polindmio, como veremos abaixo.

Exemplo 3.16. Comecaremos computando o polinémio de Conway-Alexander do link
de Hopf. Se aplicarmos a relagao de novelo ao cruzamento destacado no diagrama

obtemos 2V p,(2) = Vp, () — Vp_(z) onde D_ é o diagrama do link de Hopf acima, D
representa um link separavel e Dy representa o no trivial. Portanto temos

Vo (2) =Vp,(2) =2Vp,(2) =0—2-1=—z.
Desta forma, o polinomio do link de Hopf acima é —z.

E importante notar que a outra versao do link de Hopf, obtida ao trocar a orientacao
em uma das componentes, possui polinomio de Conway-Alexander igual a z.

Exemplo 3.17. Usando o mesmo raciocinio, se aplicarmos a relagdo de novelo ao cruza-

mento abaixo
‘ \
@

obtemos que D, representa o no trivial, D_ representa o n6 de trevo e Dy representa
o link de Hopf do Portanto, o polinémio de Conway-Alexander do né de
trevo ¢

Vb (2) =Vp, (2) —2Vp(2) =1 — 2(—2) = 1 + 2°.
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O polinémio A(L) = Ay, € Z[t] originalmente descrito por Alexander se relaciona com
V1, pela equacao
Ap(t) = £tF2 V(12 — t1/2),

onde o fator +t*2 é escolhido de forma a fazer com que o termo de menor grau seja uma
constante positiva.

Por mais de 50 anos, o polindmio de Alexander foi a melhor ferramenta para distinguir
nés. De fato, com ele foi possivel distinguir todos os nés com 8 ou menos cruzamentos
da tabela de nés. Além disso, ndo ha nenhum né com polinémio de Alexander igual a 1
dentre os nés nao-triviais com 10 ou menos cruzamentos.

Porém, o polinomio de Alexander ndo detecta o né-trivial, ou seja, existem (varios)
exemplos de nds nao-triviais que possuem polindomio de Alexander igual a 1. Ele também
nao detecta a quiralidade, isto é, seu valor sempre é igual para um né e sua imagem
espelho.

3.2.2 Polindmio de Jones

A descoberta de Jones se deu enquanto ele trabalhava em uma area até entao nao relacio-
nada com teoria dos noés: a construgao original do polinomio veio de algebra de operadores
[7]. Além de ser um invariante mais refinado que o polinémio de Alexander e ainda sim-
ples de se calcular, o polindmio de Jones mostrou conexées com uma variedade de teorias
matematicas relacionadas a fisica, especialmente teorias quanticas dos campos topoldgicas
(TQFT), como teoria de Chern-Simons. Posteriormente, resultou em outro invariante de
nos, a homologia de Khovanov.

Apresentaremos a construgao do polinémio de Jones desenvolvida por Louis Kauffman,
que faz uso de outro polinémio associado a diagramas de links.

Teorema 3.18. Podemos associar a cada diagrama de link (ndo-orientado) D um po-
linomio de Laurent (D) € Z[A, A™'], determinado unicamente pelas relacoes:

1. (O)y=1;
2. (DUQ) = (=A* = A7)(D);
3. se D, Dy e Dy sdo iguais fora de uma vizinhanga, e dentro sao como na[Figura 3.5,

entdo eles satisfazem

(D) = A(Dy) + A(Dy).

//"\\\
N\
4 \
’\/ \
! |
! ! ! ! ! !
\ / \ / \ /
\ 7 \ 7 \ /
~ N -
D Dy Dy

Figura 3.3

Chamamos (D) de polindmio bracket de D.
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Observagao 3.19. No acima, o simbolo D LI () representa a unidao do diagrama
D com um circulo disjunto de D no plano. Notamos também que a relagao descrita no
do teorema acima geralmente é representada pela equagao

QO =4C0+470Q- (3.1)

De forma geral, se temos uma relagao de novelo qualquer, podemos omitir a parte em que
os diagramas coincidem e escrever a relagao no espirito da |[Equacao 3.1}

O polinémio bracket nao é um invariante de nds e links: ele nao é invariante por
movimentos de Reidemeister do tipo I, apesar de ser invariante pelos outros movimentos.

Proposicao 3.20. O polinomio bracket € inalterado por movimentos de Reidemeister dos
tipos Il e III, e para movimentos do tipo I, satisfaz

Poy=-a20) « o) =-#0)

Demonstracao. Primeiro vamos calcular o efeito de um movimento do tipo I no polinémio
bracket. Ao aplicarmos as relagoes do obtemos

(>oy=a(30)+ a1 (H0) = A+ a4 - a2 (D) =-a()).

Similarmente, para o outro movimento do tipo I temos

<\p> :A<>O>+A‘1<>Q> — A=A A+ A (D)) = —at (D)),

Para o movimento do tipo II, nés temos

() =40+ 47 (00 = A0a )+ 474 00 + 47 QL)
- ()0 Q=00

onde usamos o resultado mostrado ha pouco para obter a segunda igualdade. Finalmente,
para os movimentos do tipo III, vale

2 A/\ _ A -1 /XA o NS -1 _ /
() =40 +47 00 =40+ (0.0 =(X0).
onde a invaridncia do bracket pelo movimento do tipo II foi usada duas vezes na

segunda igualdade. Uma equacao similar mostra a invariancia pelo outro movimento do
tipo III. O

Felizmente, podemos corrigir este polindmio para que ele se torne um invariante de
links usando o ntimero de tor¢ao definido abaixo. Para diagramas de links orientados,
classificamos os cruzamentos como positivos ou negativos pela regra:

KX
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Denotaremos a quantidade de cruzamentos positivos em um diagrama D por n (D),
(ou simplesmente ny, quando esté claro a qual diagrama se refere). Da mesma forma,
n_(D) (ou n_) denotard o niimero de cruzamentos negativos de D.

Definicao 3.21. O ndmero de tor¢io de um diagrama de link orientado D, denotado
w(D), é definido como o nimero de cruzamentos positivos menos o nimero de cruzamentos
negativos de D. Isto é,

w(D) :=ny (D) —n_(D).

Podemos facilmente verificar que o nimero de tor¢cao de um diagrama nao é alterado
por movimentos de Reidemeister dos tipos II e III. Com um movimento do tipo I, o
numero de torcao é alterado em £1. Usando o polinomio bracket e o nimero de torgao,
podemos definir um invariante de links da seguinte forma:

Proposicao 3.22. Seja D um diagrama de link orientado. Entdo o polinomio de Laurent
Xp na varidvel A definido por

Xp(A) = (=4)7** D)

é um tnvariante de links orientados.

Demonstragdo. A invariancia pelos movimentos dos tipos II e I1I segue da|[Proposicao 3.20)
e da propriedade do niimero de tor¢ao notada acima. Para ver que ele também ¢é invariante
pelos movimentos do tipo I, notamos que os cruzamento na abaixo sdo sempre
positivo e negativo, respectivamente, independente da orientacao do link.

b do

Figura 3.4

Assim, pela [Proposicao 3.20] temos

(_A>73w(\/3) <\K3> _ (_A)73[w(>)+1](_A3) < >> _ (_A)f:Sw()) < >>

O calculo para o caso em que o cruzamento ¢ negativo segue de forma similar. Concluimos
que o polindbmio Xp ¢ invariante também por movimentos do tipo I. O]

Podemos notar que, embora precisamos de uma orientacao em L para calcular o po-
lindmio X7, os polindmios de L e de seu inverso L~! sdo iguais. De fato, o sinal de um
cruzamento (e consequentemente o nimero de tor¢ado também) nao é alterado ao trocar
a orientacao de todas as componentes do link. Em particular, o polinémio X de um né
K nao depende de orientacao.

Definicao 3.23. O polinomio de Jones de um link orientado L, denotado V7, é o polino-
1
mio de Laurent na variavel ¢2 dado por

Vi(t) = X, (7).
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Exemplo 3.24. Para o n6 de trevo canhoto ([Figura 2.6al), nés temos
)
(D)= 4Dy (D)

— A(=A%? 4+ A7 A <&> +a <&>

= AT+ [~ () + A=A ()] = AT 4?4~

Note que, independente da orientagao, o niimero de tor¢ao deste diagrama do né de trevo
é -3, assim temos que o seu polindmio de Jones é

Vi(t) = (—A)°(AT = A% — A7)
_ (_A16 A2 A4)‘

A=t=1/4

_4—1 -3 —4
g =T

Esta abordagem para definir o polinomio de Jones foi apresentada por Louis Kauffman
em [8]. Assim como o polindémio de Conway-Alexander, o polinémio de Jones também
satisfaz uma relacdo de novelo. Mais do que isso, ele é caracterizado pelas seguintes
propriedades.

Proposicao 3.25. O polinomio de Jones V' € caracterizado pelas relacoes:

1. Vp e Z[t%, t_%] para todo diagrama de link orientado D;
2. Vp(t) =1 se D representa o né trivial; e

3. se Dy, D_ e Dy sao iguais fora de uma vizinhanga, e dentro sdo como na|Figura 3.2
entdo eles satisfazem

1 Vp, (t) — tVp_(t) = (t7 — 17 )Vp, (1).

Ele também é bem comportado por operacoes de composicao e reflexao.
Proposicao 3.26. O polinomio de Jones de um link orientado L satisfaz:
1. se L tem um numero impar de componentes, em particular se L é um no, entao
Vi € Zlt, t7Y;
2. se L tem um numero par de componentes, entao Vi € t%Z[t, t=1;
3. se L é a composicao de dois nos orientados K, e Ko, entao Vi, = Vi, Vi, ;
4. Vi(t) = Vi (t7Y), onde L é a imagem espelho de L.

O polindémio de Jones é considerado um invariante mais potente que o polinémio de
Alexander. Apesar dele nao ser estritamente mais forte, ele diferencia um conjunto de
links maior que o de Alexander, além de conseguir detectar a quiralidade de muitos nos.
Por exemplo, a quiralidade do n6 de trevo segue do fato de que seu polinémio de Jones
nao satisfaz V(t) = V(¢t7!). Porém ainda nao se sabe se ele detecta o né trivial, i.e., ndo
se tem uma prova ou contra-exemplo para a seguinte pergunta.

Conjectura 3.27. Se K é um nd nao-trivial, vale que Vi # 17
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3.2.3 Polindbmio HOMFLY

A descoberta do polindémio de Jones fez com que varios matematicos tentassem produzir
novos invariantes polinomiais que generalizassem os polindmios de Jones e Alexander.
Isto resultou na descoberta do polinomio HOMFLY por 4 grupos independentes apenas
alguns meses depois da descoberta do polinomio de Jones [5].

Teorema 3.28. Para diagramas de links orientados D, existem polinomios de Laurent
P(D) € Z[I*', m*!] nas varidveis | e m determinados unicamente pelas relagoes:

1. se D representa o nd trivial, entao P(D) = 1;

2. se D, D_ e Dy sao diagramas idénticos a menos de uma vizinhanga, dentro da qual
eles sao como na |Figura 5.7, entdo seus polinomios satisfazem a relacao de novelo

IP(Dy) +1'P(D_) +mP(Dy) = 0.
Além disso, o polindmio P é um invariante de links orientados e chamamos P(L) o

polinomio HOMFLY do link orientado L.

Podemos obter os polinomios de Conway-Alexander e de Jones a partir do polindémio
de HOMFLY da seguinte forma:

Proposicao 3.29. O polinémio Pr(l,m) de um link orientado L se relaciona com os
polinémios Vi(t) e V(z) por

Vi(t) = Pp(it~ it V2 —t2)) e Vi(z) = P(i, —iz), (3.2)
ondei=+/—1 em C.

Demonstracdo. Segue diretamente da caracterizacao dos polindémios de Jones e Alexander
usando as relagoes de novelo. O

Uma propriedade interessante do polinomio HOMPLY é a seguinte.

Teorema 3.30. Seja Ly U Ly a uniao de dois links orientados Ly e Lo tal que podemos
separar Ly de Ly com uma esfera. Entdo temos

[
m

P(L1 L LQ) = — P(Ll)P(Lg)

Como para o polindomio de Jones, o polinédmio de HOMFLY ¢é multiplicativo com
relacdo a composicao.

Teorema 3.31. Para nos orientados K, e Ky, temos

P(KI#KQ) = P(K1)P(K2)-
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Capitulo 4

Homologia de Khovanov

Neste capitulo vamos estudar a homologia de Khovanov para links desenvolvida por
Mikhail Khovanov em 1999 [9]. A ideia inicial é associar a cada diagrama de link um
complexo de cadeias, de forma que a caracteristica de Euler graduada do complexo seja o
polindémio de Jones do link. Essa construgao nos leva a uma teoria de homologia de links,
ou seja, os grupos de homologia obtidos sao invariantes de links.

Em 2010, foi provado por P. B. Kronheimer e T. S. Mrowka que essa homologia detecta
o né-trivial [I2]. A homologia de Khovanov também contribuiu com uma nova prova da
Conjectura de Milnor sobre o género slice de nds téricos, a partir de um invariante derivado
definido por Jacob Rasmussen [18].

4.1 Revisitando o Polindmio de Jones

Comecaremos com uma nova visao sobre o polindmio de Jones. Dado um diagrama de
link orientado D com n cruzamentos, a relagao

X =400 +47 00 (1)

nos permite escrever o bracket de D em func¢ao dos brackets de dois diagramas com n — 1
cruzamentos. Usando essa relagdo recursivamente, obtemos (D) em funcdo de brackets
de 2" diagramas que nao possuem cruzamentos. Nosso objetivo é escrever o polinémio de
Jones de D em funcgao de tais diagramas.

Definicao 4.1. Seja x um cruzamento de um diagrama de link D. Chamamos de 0-

suavizacao de x e 1-suavizacao de x as duas mudangas numa vizinhanca de z retratadas
na [Figura 4.1} Os diagramas obtidos apds suavizar todos os cruzamentos em D sao ditos
suavizacoes de D.

/ \\ . ~ ’ \\ . ~ / \\
! . O-suavizacao ! . 1-suavizacao ! \
. P o !

\ /
\ 7

Figura 4.1: Suavizagoes em um cruzamento.
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Ao fixarmos uma enumeracao dos cruzamentos de D, podemos associar cada suavi-
zagdo de D a um elemento de {0,1}", onde a i-ésima coordenada representa o tipo de
suavizagao feita no i-ésimo cruzamento. Assim, se I', é a suavizacao correspondente a
a € {0,1}" e ry é a quantidade de 1’s em «, isto é, a quantidade de 1-suavizagdes em D
para obter I',,, podemos escrever

(D) = A" (AT (Ta) = DA™ (La).

« e}

Usando as relagoes

(O)=-42-472 ¢ (Du())=(-4-A2)(D), (4.2)

2

concluimos que ([,) = (—A2? — A=2)* onde k, é o niimero de componentes de T,.

Portanto, temos

(D) = 3" AP Za(— A2 — A2y (4.3)

Observagao 4.2. Usualmente, a definicado do polindémio bracket estabelece (()) = 1 no

lugar de () = —A? — A~2. Porém, neste capitulo usaremos esta versio nao-normalizada
do polinémio bracket. Podemos obter a forma padrao ao dividir o bracket aqui usado por

(—A? — A7?).
De forma andloga a feita no definimos
Xp(A) = (=4)7*P(D), (4.4)

onde w(D) = ny —n_ e ny e n_ sao, respetivamente, a quantidade de cruzamentos
positivos e negativos de D. O polindmio Xp é um invariante de links, e esta relacionado
com o polinémio de Jones via

XD(t—1/4)

Vp(t) = (—t— 12 —1/2)

(4.5)
Porém, aqui usaremos uma versao ligeiramente diferente — e mais simples — do polin6-
mio de Jones.

Definicao 4.3. O polinomio de Jones nao-normalizado de um link L, denotado Jg, é
definido como o polindémio de Laurent em Z[q, ¢~'] dado por

Ji(q) = X1((—q) "),

Observagio 4.4. Pela estd claro que obtemos o polinémio de Jones a partir
desta versio ndo-normalizada ao dividir por (g + ¢~!) e fazer a substituicio ¢ = —t1/2.

Escrevendo n = ny + n_ e aplicando a na definicao de Xp, nds obtemos

XD(A) _ (_A)—3(n+—n7) ZAn++n,—2ra(_A2 _ A_Q)k"

(e}

— (_1>n+—n,A—2(n+—2n,) ZA—QTQ(_AQ . A_2)ka,
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Portanto, vemos que o polinémio de Jones nao-normalizado de D pode ser escrito como

Ip(q) = (=)™ (=)™ " D (—q) (¢ + ¢ 1)

«

= : 4.
= (—1)"—q"+*2n— ;}(—q)’ za: (q+ q71)ka (4.6)

Usando essa equacao, tornaremos o calculo do polinémio de Jones mais visual. Pode-
mos imaginar que sobre cada vértice a do cubo n-dimensional {0,1}" estd o polinémio
(To) = (g + ¢ Y)*. Para cada i € {0,...,n}, somamos os polinémios dos vértices o com
ro = 4 e multiplicamos por (—¢)™. Por fim, para obter Jp(q), somamos sobre todos os
i’s e multiplicamos por (—1)"-¢"+ 2",

Exemplo 4.5. Para o né de trevo destro (Figura 2.6b)), este processo é mostrado abaixo.

& (q+q")? & q+q! QOQ (q+q1)? QOQ (g+q)3

1 (A a+q 5o ‘+ ¢ ') (=%

0 o =1 ro =2 ro =3

Figura 4.2: Cubo para o no de trevo.

Disto, vemos que o polinémio de Jones nao-normalizado do né de trevo destro (note
queny =3en_=0)é

J@) = [(a+a") =34a+¢ ) +3¢0+a) — ¢’ (a+ )]
=q+a )+ +a )=+ + ¢ +q
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e portanto, o polinémio de Jones do no é

J(q) 8 6 2 4 3
V()= ———— =[-¢"+q + = —t" +1t° +1¢,
O TR Ty

que corresponde a Vi (t71), onde L é o né de trevo canhoto (Exemplo 3.24)).

4.2 Construcao do Complexo

A ideia é usar a abordagem mais visual do polinomio de Jones nao-normalizado, descrita
na se¢ao anterior, para atribuir a cada diagrama D um complexo de co-cadeias (C'(D)®, d*)
(de espagos vetoriais graduados sobre Q) cuja caracteristica de Euler graduada seja o
proprio polinomio. Para isso, definiremos a seguir os conceitos basicos relativos a espagos
vetoriais graduados. Para as defini¢oes e propriedades gerais de complexo de (co-)cadeias
e de grupos de (co)homologia, veja [6].

Definicao 4.6. Uma gradacao de um espago vetorial V' é uma sequéncia de subespacos
{Vi}iez tais que
V=@V.
i€z
Fixada uma gradacao, V' ¢ dito graduado e os elementos de V; sao chamados elementos
homogéneos de grau i. Dizemos que um mapa linear f : V' — W entre espagos vetoriais
graduados tem grau d se f(V;) C Wi q para todo indice i € Z. Além disso, se V' tem

dimensao finita, definimos a dimensao graduada de V', denotada qdim(V'), como sendo o
polindmio de Laurent em Z[q, ¢~!] dado por

qdim(V') := Z q" dim(Vj).

As operagoes de soma direta e produto tensorial de espacos vetoriais graduados cor-
respondem gradagoes canonicas: se V e W sao graduados, entao as gradacoes de V& W
e V ® W sao dadas por

VeW,=VieWw, e (VaW),= V,e W,

k=i
Com estas gradacoes, a dimensao graduada satisfaz as seguintes propriedades:
qdim(V @& W) = qdim(V) + qdim(W) e qdim(V ® W) = qdim(V') qdim(W).

Definicao 4.7. Para um espaco graduado V' e um nimero inteiro n, chamamos de shift
por n de V, denotado V{n}, o espago graduado dado por

O efeito de um shift na dimensao graduada é o de uma multiplicagao por ¢", isto é,
qdim(V{n}) = ¢" qdim(V'). De forma andloga definimos o shift em complexos de cadeias:
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Definicao 4.8. Se C' = (C*,d*®) ¢ um complexo de co-cadeias e m um inteiro, definimos
o shift por m de C, denotado C[m/|, como sendo o complexo (C*~™,d*~™), isto é,

Clm]" == C"™
e o mesmo para as diferenciais de Cm).
Por fim, definimos a caracteristica de Euler graduada de um complexo de cadeias.

Definigao 4.9. Dado um co-complexo C' = (C*®,d*) de espagos vetoriais graduados,
definimos a carateristica de Euler graduada de C, x,(C') por

(€)= (1) adim(F(C),
onde H'(C') é o i-ésimo grupo de cohomologia de C, isto ¢, H'(C) = ker(d')/ Im(d"™").

Agora, sejam D um diagrama de link orientado com n cruzamentos e ny e n_ como
antes. Vamos construir, usando a [Equacao 4.6, um co-complexo de espacos vetoriais

graduados cuja caracteristica de Euler graduada é o polinémio de Jones nao-normalizado
de D. Note que cada circulo em uma suavizagao de D contribui com um fator da forma
q+ ¢! em um dos somandos de Jp(g). Isso motiva a escolha de um espaco vetorial

graduado V que satisfaca qdim = ¢ + ¢~!'. Assim, definimos V' como o espaco vetorial

bidimensional sobre Q com base {1,x}, com a gradacao
deg(1) =1 ¢ deg(x) = —1.

Este espago serd o alicerce da defini¢ao de homologia de Khovanov. Para cada o € {0,1}",
associamos o espaco graduado V,, := V®{r 1} e, para cada inteiro 4, definimos os espagos

[D] por |
(D1 = @ V. (4.7)

Desta maneira, no caso em que n = 3, temos o cubo da [Figura 4.3|
Note que as dimensoes graduadas dos espagos [D]" satisfazem

qdim([D]") = > qdim(Va) = D ¢ (g +q~")*. (4.8)

Ignoremos por um momento que ainda nao definimos as diferenciais d* : [D]* —
[[D]]Prl'
Defini¢ao 4.10. O complexo de Khovanov de D, denotado K(D), é dado por
K(D) :=[D][-n_[{ny —2n_}.
Logo, ' .
K'(D)=[D]"*"" {ny —2n_} = @ Va{ny—2n_}. (4.9)
razz%rn,
Além disso, a cohomologia do complexo de Khovanov de D é chamada de homologia de
Khovanov e seus espagos graduados serdo denotados Hi (D). Assim,
; ker(d' : K'(D) — K'™(D))
Hy (D) = i—1 . i1 i '
Im(di-1' : Ki-1(D) — K¥(D))
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Voo Voo Vio Vin
| | | |
| |
| |
| |
E E
| |
| |
| |
| |

Figura 4.3: Cubo associado aos espagos [D]’.

Observagio 4.11. Como todos os espagos K = K*(D) tém dimensdo finita, se os mapas
de bordo d* forem escolhidos de modo a ter grau zero com respeito as gradacoes dos K*,
a caracteristica de FEuler graduada do complexo de Khovanov de D serd igual a soma
alternada das dimensoes graduadas de K = K (D), isto é,

VoK) = Y (~1) qdim(K7). (4.10)

i

Por outro lado, pelas [Equacao 4.9 e |[Equacao 4.8 temos que

qdim(K?) = ¢"+ "~ qdim([D]"*"-)
—_ qn+f2n_ Z qra(q_i_qfl)ka.

ra=t+n_

Assim, o lado direito da ¢é igual a
> (=1 qdim(K'7) =(=1) 7" g™ T 3 (=1 D ¢ (g +a )

i .
ra=1
n

= (=)™ g3 (=)' Y (g g

i=0 a
Tra=1%

que é exatamente o polindomio de Jones nao-normalizado de D (Equacao 4.6)).

4.3 As Diferenciais

Para definir as diferenciais d* : [D]* — [D]*"!, vamos associar mapas a cada aresta do

cubo subjacente & [D] (Figura 4.3). Considerando que V,, := V& {r,} atribuimos um
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circulo de I', a cada copia de V em V,,, para todos os vértices a do cubo. As arestas do
cubo ligam dois vértices que diferem em apenas uma coordenada, desta forma elas podem
ser representadas por elementos de {0, 1, *}™ que tém * apenas na respectiva coordenada.
Se uma aresta £ € {0,1,%}", com % na i-ésima coordenada, liga os vértices a e 3, com
rg = 7o + 1, as suavizagoes associadas I', e I's resolvem todos os cruzamentos de D da
mesma forma, a menos do i-ésimo cruzamento, onde I',, resolve com uma 0-suavizagao
e I's com uma 1-suavizacao. Isso garante que a diferenca entre k, e kg é exatamente 1.
De fato, se trocarmos < por )( em um diagrama sem cruzamentos, estaremos dividindo
um circulo em dois, ou grudando dois circulos. Essas mudancas serao representadas pelos
mapas lineares m : V@V - Ve A:V — V ®V definidos por

{m(l@l)zl, mx®1l)=x {A(l)zl@x—l—x@l

m(lex)=x, mxx)=0 AX) =x®x

Chamamos m de multiplicacao e A de co-multiplicagdo. Observamos que ambos pos-
suem grau —1. Podemos definir d; : V,, = V3 como o produto tensorial entre a identidade
de V', nos fatores associados a circulos invariantes por &, e m ou A, nos fatores dos circu-

los que mudam, dependendo do tipo de mudanga (veja [Exemplo 4.12)). Como a diferenga

entre os shifts de V,, e V3 ¢ 1, o grau de d¢ é zero.

Exemplo 4.12. Para o n6 de trevo destro, com o mesmo diagrama do [Exemplo 4.5} os
espagos vetoriais e os mapas associados aos vértices e arestas do cubo sdo dados a seguir.

SN v = R vere

| A |

1 1 id®RA
" o E e

: A :

oy ver A vy vy S ves)

Joy vy o Ay verge

Com estes mapas d¢ associados as arestas, cada quadrado do cubo se torna comutativo.

1d®A

Proposicao 4.13. O cubo associado a um diagrama de link D, com vértices {V,} e
arestas {d¢} como descrito acima, é comutativo em cada quadrado.

Demonstragao. Primeiro, note que um quadrado do cubo, visto a partir das suavizagoes
associadas, representa a mudanca de duas suavizacoes do tipo 0 para duas do tipo 1,
e cada ordem possivel de fazer essas mudangas estd associada a um dos caminhos do
quadrado. Assim, dado um quadrado no cubo de D, podemos enxerga-lo como o cubo de
um diagrama D’ com apenas dois cruzamentos: o diagrama obtido fazendo-se as mesmas
suavizagoes que nao se alteram no quadrado, e mantendo os dois cruzamentos — que

26



chamaremos de 7 e j — cujas suavizacoes sao alteradas. Com essas consideragoes, podemos
dividir a demonstracao em casos.

19 caso: i e j estao em componentes distintas do diagrama D’. Assim, os circulos en-
volvidos na mudanga da suavizagao em ¢ sao diferentes dos circulos envolvidos na mudanca
de j. Neste caso, a comutatividade do quadrado segue da equacao

(id®@g) o (f®@id) = f® g = (f ®id) o (id ®g).

29 caso: i e j aparecem na sobreposi¢io de duas componentes de D', como no link
de Hopf. Nesse caso, a menos dos circulos que nao sao alterados, e que por isso foram
omitidos, o quadrado tem uma das formas:

eN ,.00_,
SN = 5
00, ,.00 OL .0

O OO

Figura 4.4: 2° caso.

Portanto, a comutatividade do quadrado é trivial.

3¢ caso: 1 e j estao na mesma componente de D'. Este é o caso mais delicado. Uma das
suavizacoes divide essa componente em 3 circulos, outras duas dividem em 2, e a tltima
resolve os cruzamentos de maneira a formar um tnico circulo. Os possiveis quadrados

neste caso estao representados na e na abaixo:
.00, 00
00~ OO Bele
O ~e o ~2 es 2 ()
OO OO

Figura 4.5: 3° caso.
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O O
\id)®A m®1d Q Q Q Q A®1d id ®/r

OQ Ile'e
O O

Figura 4.6: 3° caso.

OO OO

A prova da comutatividade dos quadrados na [Figura 4.5] estd representada nos dia-
gramas abaixo. Note que isso é equivalente a m ser associativa e a A ser co-associativa.

i

(a+bx) ® (c+ dx) ® (e + fx) DO (e + (ad + bc)x) & (e + fx)

Jiom I

(a+bx) ® (ce + (¢f + de)x) —— ace + (acf + ade + bce)x

(a+bx) —2— a®@x+x® (a+ bx)

JA IA@id
dRA A¥XXX+XYaR®X +
(a+bx)@x+x®a XQXRQRa+xRXRX

Para os quadrados da|[Figura 4.6} o diagrama a seguir mostra que (id ®m)o (A®id) =
Aom = (m®id)o (id ®A).

a+bx ®X—|—x® c+dx
% m
(a+bx) @ (¢ + dx) —™— ac + (ad + be)x —=— (a+bx) @ ex +
ax ® (¢ + dx)
m" y
(a+bx)® (c@x+x® (c+ dx))

]

Observacao 4.14. As propriedades dos mapas m e A evidenciadas na demonstracao da
[Proposicao 4.13] fazem com que V' seja uma algebra de Frobenius comutativa. Tais al-
gebras estao em correspondéncia bijetiva com teorias quanticas de campos topolédgicas
(TQFT) (1+1)-dimensionais. Essas teorias sdo funtores da categoria de cobordismos bi-
dimensionais entre 1-variedades para a categoria de espagos vetoriais. Dessa perspectiva,
a construcao do complexo de Khovanov nada mais é que aplicar, ao cubo de suavizagoes de

um diagrama e seus cobordismos naturais associados as arestas, a (1+1)-TQFT associada,
aV.
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Para melhorar a notagao, dada uma aresta &, chamaremos o vértice de sua cauda de
&o e de sua ponta de &;. Desta forma, se substituirmos o * de £ por 0 ou por 1, obteremos,
respectivamente, &, e &;.

Agora, lembrando que [D]* = @ V.., gostariamos de definir

To=1

d=3 de Vi
3
Teg =1t

mas esses mapas nao satisfazem d*!' o d® = 0. Na verdade, esta condicio é satisfeita
exatamente quando cada quadrado do cubo anti-comuta. Isso ocorre porque a projecao
de d"od'|y, a um dos somandos de [D]**2, se nio for trivialmente nula, é a soma dos dois
caminhos de um quadrado do cubo. Assim, acrescentamos sinais as arestas para tornar
cada quadrado anti-comutativo. E necessario que todo quadrado possua uma quantidade
impar de sinais negativos para garantirmos a anti-comutatividade. Uma forma de fazer
isso é fixando sinal(¢) = (—1)mimero de I's a esquerda de x em & ¢ oo

d':= > sinal(§)de Vi (4.11)
£

Teg=1

Corolario 4.15. Os espagos [D]’, junto com os mapas d' definidos na |Equagio 4.11

formam um complexo de co-cadeias.

Como cada mapa d¢ tem grau 0, com a |Defini¢ao 4.10] do complexo de Khovanov e a
|Observacao 4.11} concluimos que

Teorema 4.16. Para um diagrama de link D, a caracteristica de Euler graduada do
complezo de Khovanov de D, K(D), ¢é igual ao polinomio de Jones ndo-normalizado de
D, isto ¢,

Xq(K(D)) = Jp(q). (4.12)

Observagao 4.17. Note que a definigao de sinal(¢) depende da ordem implicita dos cruza-
mentos de D. Consequentemente, cada ordenacao gera um conjunto de diferenciais para
o co-complexo K (D) diferente. Entretanto, o nao depende da enumeracao
escolhida, pois s6 é necessario que as diferenciais possuam grau 0. Veremos na proxima
secao que a homologia de Khovanov também independe da ordem dos cruzamentos.

Exemplo 4.18. Vamos calcular a homologia de Khovanov para o diagrama do né de
trevo destro como no O cubo associado ao complexo K (D) = [D]{3} ¢
mostrado na a seguir. Note que os sinais foram adicionados aos mapas do
cubo de acordo com a enumeragao dos cruzamentos de D dada pela |Figura 4.2 Também
enumeramos as componentes de cada suavizacdo de forma a corresponder a ordenacao
dos fatores V' de V,, que utilizaremos.

As tabelas abaixo mostram a agdo de cada d’ na base de K*(D) e as bases de ker(d")
e Im(d’). Como os mapas d' tém grau 0, podemos separar os cdlculos de acordo com as
gradacoes dos espagos K'(D).
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ARid

| A |
R
m ‘ ‘ —1dQA
Ve2{3} & V{4} @@\6 Vo2{5) g @@@ Ve {6}
1 1 a 1 1
N o e
‘o viay — o vers)
K°(D) & KY(D) a K*(D) & K3(D)
Figura 4.7: Complexo de Khovanov do né de trevo destro.
Grau | d : V¥2{3} — @3V {4} ker(d°) Im(d)
5 11— (1,1,1) 0 (1,1,1)
3 1®x— (x,X,X) lox—xo1) X)
Xx® 1~ (x,%,X) X %
1 x®@x +— (0,0,0) X ® X (0,0,0)
Grau d': &3V{4} — @3V®2{5} ker(d") Im(d")
(1,0,0) —» (-1®x—x®1,-1®x—x®1,0)
5 0,1,0)— (1®x+x®1,0,-1®x—x®1) (1,1,1) E(?(Alz’l?gz’l%
(0,0,1) = (0,1 x+x®1,1x+x®1) ’ ’
(x,0,0) = (—x ® x, —x ® X, 0)
3 (0,%,0) = (x ®x,0, —x ® x) (x,x,x) Egi;;igagg
(0,0,x) — (0,x ® x,x ® X) ' '
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Grau d?: Ve{5} — Ve3{6} ker(d?) Im(d?)

121,0,0)»1lolex+x0lol 101ex
7 (0191,0)— -1019x-19x01 0,0,0) 1ox®1
0,0,191) —»1x21+x®1®1 x®1®1
1®x%,0,0)—»10xx+x03x®1
(x®1,0,0)»x®1@x 12x,1x%x,—x®1)| 1®x®x
(0,1®x,0)— -1®x®x
5 x®1l,x®1,x®1) x®1®x
0,x®1,0)—» xR1x—xx®1 (-x®1,18%18%)| xox01
(0,0, 1®x)—»1xx+x018x ’ ’
(0,0,x®1)—»x®x®1

(x®x,0,0) > x®@x®X
3 (0,x®x%,0) > —x®X®X
(0,0, x®x) > XXX

(x®x,x®x,0)

(0,x ®x,X ®x) X®XOX

Entao, apds identificarmos cada espago com Q", podemos resumir a homologia do
complexo em uma tabela.

Grau || Hy (D) | Hj(D) H% (D) H (D)
9 Q
7 Q°/Q°=0
5 Q/Q=0|Q*/Q*=Q|Q*/Q°=0
3 Q |Q/Q=0|Q/Q*=0| Q/Q=0
1 Q

Tabela 4.1: Homologia de Khovanov do né de trevo destro.

Da [Tabela 4.1, podemos ver que a caracteristica de Euler graduada de K (D) é

Xq(K(D)) = qdim(HY) — qdim(H ) + qdim(H}) — qdim(H},)
=q+¢+q¢ - ¢,

o que coincide com o polindmio de Jones nao-normalizado do né de trevo destro calculado

no [Exemplo 4.5

4.4 Invariancia

A relevancia do complexo de Khovanov estd em sua homologia ser um invariante de
link. Apesar de que até mesmo para um unico diagrama, diferentes complexos estao
associados — a depender da enumeracao dos cruzamentos —, a homologia de Khovanov
depende unicamente do link. Isso significa que os espagos de cohomologia obtidos de
diferentes diagramas de um mesmo link sdo isomorfos.

Provaremos a seguir que a homologia de Khovanov nao depende da escolha da enu-
merac¢ao dos cruzamentos.
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Proposicao 4.19. Sejam D um diagrama de link e X o conjunto dos seus n cruzamentos.
Seer,es:{1,2,...,n} = X sao duas enumeragoes de X, denote por Dy e Dy o diagrama
D com as respectivas enumeracoes. FEntao os espagos de cohomologia a eles associados,
Hi-(Dy) e Hi(D,), sio isomorfos como espagos graduados.

Demonstracio. Observamos que se uma suavizacao de D é determinada por o : X —
{0, 1}, as suas representagoes por 0’s e 1’s nas enumeragoes e; e es sao dadas por a; = «oey
e (g = (v 0 eg, respectivamente. Assim, V,, no cubo de D; é igual a V,, no cubo de D,.
De forma anéloga, temos que uma fungao & : X — {0, 1,*}, onde x é imagem de apenas
um cruzamento em X, determina uma aresta do cubo com duas representacoes & e & em
{0,1, %}, dependendo da enumeracao de X. Porém, os mapas a ela associados em cada
caso (dg, no cubo de Dy e dg, do cubo de D) sao iguais.

Lembramos que os vértices da cauda e da ponta de uma aresta sao aqueles obtidos ao
substituir * por 0 e por 1, respectivamente. Seja o : X — {0, 1} uma suavizacao de D e
dada uma sequéncia de arestas (£')[, satisfazendo:

1. o vértice da cauda de ! é aquele que leva todo elemento x € X no 0,
2. o vértice da ponta de ¢ é o mesmo da cauda de &, parai=1,...,7 — 1, ¢
3. o vértice da ponta de £ é a,

definimos o sinal de «, com respeito as enumeracoes e; e e, por

sinal(a)) = ﬁ sinal(&))

i sinal(&})”

Afirmamos que este sinal ndo depende da sequéncia escolhida. De fato, podemos obter
qualquer outra sequéncia se trocarmos, vezes suficiente, duas arestas consecutivas £ e £+
pelas outras duas que estao no mesmo quadrado. Esta mudanca na sequéncia nao altera o
sinal de «, pois cada quadrado tem um nimero impar de sinais negativos, forcando tanto
[Ti2; sinal(&}) quanto [];2, sinal(£}) a trocar de sinal.

Definimos os mapas F* : [D1]* — [D.]" por

i Vs, sinal(a)id, se a = f
Fly2 =
Y se a7 3,

onde F’|“Z21 denota a projecao de F*|y, ao somando V3, de [D]".

Mostraremos que F* : [D;] — [D2] é um mapa de cadeias. Denote por d} e d3 as
diferenciais de [D;] e de [Ds], respectivamente. Sejam «, 5 : X — {0,1} dois vértices
com rg = 1o + 1, logo

e se a e [ nao estao conectadas por uma aresta, os mapas (F' o d1)|“;i21 e (dyoF) gj’i

sao trivialmente nulos;
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e se a e [ estao conectadas por uma aresta &, temos

(Fod)? = F|y? ody]y* = (sinal(8)id) o (sinal(€)de,)
= sinal(f) - sinal(&; )dg, = sinal(«) - zm -sinal(&;)dg,
= sinal(«) - sinal(&;)de, = (sinal(&;)dg, ) o (sinal(a) id)

= dofy/? 0 FIy* = (dy o F)|y2.

Concluimos que F' é um isomorfismo de cadeias, ja que é £ id em cada vértice do cubo. [

Até aqui, mostramos que a homologia de Khovanov é bem definida para um diagrama
de link D e que ela recupera o polindbmio de Jones. Muito mais do que isso, ela é um
invariante de links que detecta o né trivial.

Teorema 4.20. Se Dy e D,y sao dois diagramas de um link L, entdo as suas homologias
de Khovanov Hy(D1) e Hy.(D3) sdo isomorfas como espagos vetoriais graduados.

A demonstragdo da invaridncia se baseia nos movimentos de Reidemeister. A ideia é
encontrar subcomplexos aciclicos C' de K (D) ou tais que K(D)/C ¢ aciclico e fazer uma
correspondéncia com o complexo do diagrama relacionado com D por um dos movimentos.
A prova pode ser encontrada em [3].

A homologia de Khovanov é estritamente mais forte que o polinémio de Jones, isto
é, existem pares de links cujas homologias de Khovanov diferem, mas que possuem o
mesmo polindémio de Jones. Um exemplo é o par 5; (né de cinco folhas da e
10132 abaixo). Eles possuem o mesmo polinomio HOMFLY | portanto também
nao sao distinguidos pelos polinémios de Alexander e de Jones. Porém, a homologia de
Khovanov consegue distingui-los, como mostra a [labela 4.2]

Grau | -7|—-6|—-5|—-4|-3|-2|-1|0
Grau | =5 |—-4|-3|—-2|—-1|0 1 @ Q
-3 Q -3 Q
—5 Q —5 Q @
—7 Q —7 Q
-9 -9 Q| Q
—11 Q| Q —11 Q| Q
—13 —13
~15 | Q —15 || Q
(a) Homologia de Khovanov do né 5;. (b) Homologia de Khovanov do né 10;32.

Tabela 4.2: Cada coluna corresponde a um grau da cohomologia e as linhas correspondem
as gradacoes dos espagos.

Teorema 4.21. A homologia de Khovanov detecta o no trivial.
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Figura 4.8: N6 10132 (imagem retirada de [21]).

Este teorema foi provado por Kronheimer e Mrowka por meio de uma sequéncia es-
pectral que relaciona a homologia de Khovanov com a homologia de Floer instanton, que
j& se sabia conseguir detectar o né trivial [12].

Uma aplicacao interessante da homologia de Khovanov ¢ em gerar uma prova combi-
natorial da Conjectura de Milnor sobre o género slice de nds téricos.

Definicao 4.22. O género slice de um né K em S3 é o menor género de qualquer superficie
orientével dentro do disco D* C R?* cuja fronteira é K.

Teorema 4.23 (Conjectura de Milnor). O género slice de um né (p, q)-torico é
(p—1)(g—1)/2.

Em 2004, Jacob Rasmussen definiu um invariante de nés usando a homologia de Kho-
vanov, e através desse invariante forneceu uma nova prova para a Conjectura de Milnor
[18].
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Capitulo 5

Cirurgias em S°

Apresentaremos aqui uma aplicagao de teoria dos nés em 3-variedades. Mais precisamente,
mostraremos como toda 3-variedade fechada, conexa e orientavel pode ser obtida a partir
de cirurgias em S* feitas ao redor de links. A demonstracio deste teorema tem como
ponto de partida a decomposi¢ao de Heegaard de 3-variedades.

Definicao 5.1. Seja M uma n-variedade e denote o disco de dimensdo & por D¥. Uma, r-
cirurgia elementar em M é a operacao de remover uma copia de S™ x D"™" mergulhada em
M e colar D™ x S"~~1 através da identificacdo canodnica entre as fronteiras do conjunto
removido e do conjunto colado. Chamamos de r-cirurgia uma sequéncia de r-cirurgias
elementares.

Na verdade, as tnicas cirurgias necessarias para obter 3-variedades a partir de S®
sao as l-cirurgias. Note que neste caso particular de uma 1-cirurgia elementar em uma
3-variedade, o conjunto removido e o conjunto colado sao ambos equivalentes ao toro
solido, mas a identificacdo das fronteiras usada para colé-las é aquela que leva a fronteira
de um disco meridional D? x {z} de D? x S? numa curva que nio é retratil no conjunto
removido S x D2,

Nosso objetivo neste capitulo é demonstrar o seguinte teorema devido a Lickorish [14]
e Wallace [24].

Teorema 5.2 (Teorema de Lickorish-Wallace). Toda 3-variedade fechada, conexa e ori-
entdvel pode ser obtida ao fazer uma I-cirurgia em S°.

Notemos que executar uma 1-cirurgia é equivalente a executar simultaneamente 1-
cirurgias elementares em toros solidos disjuntos em M. Desta maneira, o conjunto remo-
vido ao fazer uma 1-cirurgia é uma vizinhanca regular de um link em M. A parametrizagao
dessa vizinhanca, que determina a maneira como D? x S* serd colado (e consequentemente
determina a variedade resultante), é o que chamamos de moldura do link.

Definicao 5.3. Um mergulho f de copias disjuntas de S* x D? na esfera S® ¢ dito uma
moldura do link formado pelas imagens das copias de S* x {0} por f. Chamamos um link
com uma moldura de emoldurado.

Para demonstrar o [Teorema 5.2 precisaremos de algumas defini¢oes e resultados ge-
rais.
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Definicao 5.4. Sejam hg e h; dois difeomorfismos entre duas variedades X e Y. Cha-
mamos hg e hy de isotdpicos se existe um difeomorfismos H : X x [0,1] — Y x [0,1] tal
que:

1. H(z,0) = (ho(x),0) e H(z,1) = (hi(x),1) para todo z € X; e
2. para cada t € [0,1], H se restringe a um homeomorfismo entre X x {t} e Y x {t}.

Lema 5.5. Sejam U eV 3-variedades. Se hy,hy : OU — OV sdo difeomorfismos isotopi-
cos, entao as variedades obtidas ao colar U eV por hg ou por hy sao homeomorfas.

Lema 5.6 (Teorema da decomposigao de Heegaard). Toda 3-variedade fechada, conexa
e orientdvel M admite decomposicaio M = X UY onde X e Y sdao dois handlebodies
contidos em M tais que 0X = X NY =9Y.

Para uma prova deste lema, veja [15]. Este tipo de decomposicao, dada pelo ,
¢é chamada de decomposicao de Heegaard de M. A prova do Teorema de Lickorish-Wallace
se baseia em realizar certas tor¢oes na fronteira de um dos handlebodies da decomposi¢ao
de Heegaard de M, de forma a obter uma variedade similar a S3. Portanto, precisaremos
de alguns resultados relativo a tais tor¢coes. No que se segue, F' sempre denotara uma
superficie conexa, compacta e orientavel.

Definicao 5.7. Seja C' um circulo S' mergulhado em F. Uma tor¢io elementar ao redor
de C' é um difeomorfismo 7 de F' igual a identidade fora de uma vizinhanca anular de C'
e que dentro da vizinhanga é como indicado na [Figura 5.1 Um difeomorfismo isotépico

a uma torcao elementar é dito simplesmente torcao.

N
N
’ c
/ \
/
/ PN
[ / \
| I L

Figura 5.1: O mapa 7 leva cada raio do anel em uma curva que da4 uma volta completa
ao redor do centro.

Definicao 5.8. Sejam p e ¢ duas curvas simples, fechadas e orientadas no interior de F'.
Dizemos que p e q sao equivalentes por tor¢do se podemos obter ¢ a partir de p através de
uma sequéncia de tor¢oes em F. Neste caso escrevemos p ~ q.

Proposicao 5.9. Sejam p e q curvas simples, fechadas e orientadas contidas no interior
de F' e que ndao separam F', entdo p ~ q.

Demonstragcao. Sem perda de generalidade, podemos assumir que p e ¢ se intersectam
transversalmente em n pontos. Provaremos por indu¢ao no nimero de intersecoes n.

Se n = 1, entao podemos compor p com duas torgoes, a primeira ao redor de ¢, e a
segunda ao redor de uma cépia levemente deslocada de p, como mostrado na [Figura 5.2
A curva resultante pode ser levada em ¢ por um difeomorfismo isotépico a identidade,
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1

Figura 5.2: Torg¢oes que levam p a uma curva equivalente a gq.

portanto p ~ ¢q. Note que nao foi necessaria a hipotese de que p e ¢ nao separam F' para
este caso.

Se n = 0, a superficie F'\ p U ¢ tem no méaximo 2 componentes conexas. Se ela tem
duas componentes, entdo cada uma pode ser compactificada com uma cépia de p e outra
de g. Assim, podemos escolher uma curva simples em cada componente que conecta um
ponto de p a um ponto de ¢ (o mesmo ponto em cada cépia). Isso d4 uma curva simples e
fechada r no interior de F' que intersecta transversalmente p e ¢ em um ponto. Pelo caso
n =1, temos p ~ r ~ ¢. De maneira similar, se F'\ pUg tem apenas uma componente, ela
pode ser compactificada com duas copias de cada curva p e q. Podemos ligar um ponto de
uma das copias de p a outro ponto de uma das cépias de g por uma curva simples. Essa
curva nao separa a superficie, assim os pontos correspondentes nas outras copias de p e g
podem ser ligados sem intersectar o primeiro segmento. De novo, isso gera uma curva r
em F' tal que p~1r ~q.

Agora, suponha que a proposi¢do vale para curvas que se intersectam em até n — 1
pontos. Sejam x e y pontos consecutivos de p M ¢ ao longo de p. Dividiremos a prova em
dois casos.

Caso 1: p sai de y e chega em x por lados diferentes de ¢q. Neste caso, existe uma
curva r que intersecta p em no maximo n — 1 pontos e intersecta ¢ em apenas um ponto.
Para ver isso, basta escolher uma curva préxima de p entre x e y e que acompanha de
perto ¢ de y até x, como na [Figura 5.3a] A curva r ndo separa F' pois intersecta ¢ em
apenas um ponto. Assim, p ~ r pela hipdtese de inducao e r ~ g pelo caso n = 1, o que
implica p ~ q.

q G g t "T
J y| p J y_r
’LUQ
(a) Caso 1. (b) Caso 2.
Figura 5.3

Caso 2: p sai de y e chega em x pelo mesmo lado de ¢. De maneira similar a anterior,
escolhemos duas curvas r; e 19, cada uma seguindo ¢ em sentidos diferentes, como na
[Figura 5.3b] Temos que ao menos uma delas nao separa F, ja que [r1] — [r2] = [¢] em
H,(F,0F) e [q] # 0 pois ¢ ndo separa F. Digamos que r; nao separa F, entdao r; ~ ¢
j& que r nao intersecta g. Além disso, r; ~ p pois 7 intersecta p em no maximo n — 2.
Logo p ~ gq. L]
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Corolario 5.10. Sejam pq,...,p, curvas simples, fechadas e disjuntas no interior de F
cuja unidgo nao separa F' e sejam qp,...,q, oulro conjunto de curvas com as mesmas
propriedades. Entdo existe um difeomorfismo h : F' — F tal que h é uma composicao de
torcoes e

hopi=¢q; Yi=1...,n.

Demonstragdo. A prova segue por inducao em n. A [Proposicao 5.9| cobre o caso n = 1.
Supondo valer para n — 1, seja h : FF — F tal que hop; = ¢; parai = 1,...,n — 1.
Podemos aplicar a [Proposicao 5.9/ novamente para hop, e ¢, em F'\ U~} q;. O

Teorema 5.11. Seja M uma 3-variedade fechada, conexa e orientdvel. Entdo existem
toros sélidos disjuntos Ty,..., T, em M e toros sdlidos disjuntos T},..., T em S* tais
que
M\ |JInt(T;) € homeomorfo a S\ | Int(T7).
i=1 i=1
Demonstracio. Seja M = U UV uma decomposicao de Heegaard de M dada pelo
[Lema 5.6l Defina FF = U = 9V e seja g o género de F. Podemos escolher 2g cur-

vas pi,...,Pg € qi,---.,qg €m F' como na [Figura 5.4, onde as curvas p; sao vistas como
curvas em U e as curvas ¢; como curvas em V.

Figura 5.4

Desta forma, se um homeomorfismo h : F' — F leva p; em ¢; para cada i, entdao a
3-variedade U Uy, V obtida ao colar U e V por h é homeomorfa a S3. Além disso, para
qualquer homeomorfismo ¢ : V' — V temos que M ¢ homeomorfa a U Uy, V. Em
particular, se ¢ leva p; em ¢; para cada i, entdo M é homeomorfa S®. Construiremos
um tal homeomorfismo ¢ para V' menos o interior de finitos toros sélidos, o que prova o
teorema.

Se 7 : FF — F é uma torcao elementar, podemos estender 7 para um homeomorfismo
de V menos um toro sélido da seguinte maneira. Seja N uma vizinhanca de F' em V
homeomorfa a F' x [0,1) (F C V identificada com F' x {0}) e seja A a vizinhanga anular
em F' na qual 7 difere da identidade. Definimos T = A X (%, 1) C N, e estendemos
7 em N\ T por 7 xid e em V \ N pela identidade. Isso resulta num homeomorfismo
7:V\T — V\T que estende 7, onde T" ¢ o interior de um toro sélido.

Ao repetirmos este processo para uma segunda tor¢ao elementar 7’ : F — F, onde
escolhemos F' x [0, %) para ser a vizinhanga de F em V', vemos que 7 o 7/ estende a um
homeomorfismo de V' \ (TTUT") para V \ (TU7T(T")), onde TUT" e T U7(T") sdo ambos
o interior de dois toros solidos disjuntos. Da mesma forma, podemos estender qualquer
composi¢ao de torcoes elementares de F' para um homeomorfismo de V' menos o interior
de toros sélidos disjuntos para V' menos o interior de (possivelmente) outros toros sélidos
disjuntos.
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Agora, note que as curvas {p;, ¢; }; satisfazem as condigdes do [Corolario 5.10, portanto
existe uma composicao de tor¢oes h : F' — F tal que h(p;) = ¢; para cada i. E facil ver
que h é isotGpico a uma composicao de torgoes elementares @, e pelo[Lema 5.5 temos que

SPEUU,VEUU,V.

Pelo ultimo paragrafo, existem dois conjuntos Ti,...,T, e T},...,T) de toros sélidos
disjuntos em V tais que ¢ estende a um homeomorfismo

Q:V\ O Int(T;) — V' \ CJ Int(77).

i=1

Logo,
M\ U Int(T3) = U U, V\ | Int(T7),
i=1 i=1
o que conclui nossa demonstragao. O]

Finalmente, para provar o[Teorema 5.2] basta considerar o efeito de ¢ da demonstragao
acima nas fronteiras dos toros deletados. Para fazer uma 1l-cirurgia em U U, V = S% ao
longo dos toros solidos 1) e obter M, precisamos que a identificacdo dada por ¢ das
fronteiras 071, ..., 9T com as fronteiras 917, . ..,97T, seja a mesma da [Definicdo 5.1 A
extensao 7 da demonstracao leva a fronteira de um disco meridional de 1" em uma curva
que é homdéloga (em T') a uma longitude de T'. Além disso, esta propriedade da curva é
preservada por composi¢ao com extensoes de outras torgoes elementares. Assim, podemos
parametrizar cada toro sélido T} por S x D? de forma que as imagens das curvas S x {z},
com x € 0D?, sdo as imagens por ¢ dos meridianos de Tj. Isso nos d4 a moldura do link
em S na qual a l-cirurgia deve ser feita para obter M.

Terminamos enunciando um resultado devido a Robion Kirby [10] que permite iden-
tificar quando dois links emoldurados em S® resultam na mesma variedade apés uma
1-cirurgia. Podemos representar links emoldurados associando um ntmero a cada com-
ponente, onde este niimero indica quantas voltas um paralelo S x {x} desta componente
da ao redor dela. Mais precisamente, associamos o numero de link destas curvas.

Definicao 5.12. Seja L um link orientado e o e § duas componentes distintas de L.
Definimos o nidmero de link das componentes « e 3, denotado lk(a, (), por
o 7”L+(Oé, 6) B n*(aa 6)

lk(a, B) = 5 ,

onde ny(a, B) e n_(a, f) sdo os numeros de cruzamentos positivos e negativos, respecti-
vamente, em um diagrama de L, nos quais as duas componentes « e 3 aparecem.

O namero de link s6 considera os cruzamentos entre as duas componentes, e é facil
verificar que estd bem definido, isto é, ndo depende da escolha do diagrama. Agora, para
uma componente de um link emoldurado, considere a imagem de um paralelo S* x {z},
com x € 0D?, pela moldura desta componente. Orientamos essa curva e a respectiva
componente do link de maneira correspondente, e entao rotulamos a componente pelo
numero de link dessas duas curvas. Temos que estes rotulos determinam a moldura do link
e a variedade obtida ao fazer a 1-cirurgia em L é determinada pela classe de equivaléncia
de L e pelos rotulos atribuidos a cada componente.
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Teorema 5.13 (Teorema de Kirby). Duas 3-variedades obtidas por 1-cirurgias em S ao
redor de dois respectivos links emoldurados séo homeomorfas se e somente se os dois links
estao relacionados por uma sequéncia de movimentos de dois tipos. Sao eles:

Tipo 1. Remover ou acrescentar uma componente trivial, separdvel do restante do link
por uma esfera, e que possui rétulo 1 ou -1.

Tipo 2. Substituir uma componente o por a#pg, onde pg é um paralelo de uma outra
componente B e a composi¢io é feita por um retangulo que ndo intersecta ne-
nhuma outra componente do link além de o . Esta nova componente

é rotulada por ny +ng + 2lk(a, B), onde n, e ng sio os rétulos de « e 3, respec-
tivamente.
ap
Qﬁf\y
/
5

Figura 5.5: Movimento do tipo 2.

Observagdo 5.14. H4 um abuso de notacao na descricdo do movimento do tipo 2, pois
as componentes o e pg nao sao orientadas e podem nao ser separdveis, e por isso a
composicao a#pg nao ¢ bem definida. O que estamos denotando por a#psz ¢ um dos
possiveis resultados do procedimento descrito na [Definicao 2.13| para orientacdes em « e
pp fixadas. E entao, o nimero de link lk(a, ) é calculado usando a orientacdo de a e a
orientacao em [ que corresponde a de pg.

Para ver que o movimento do tipo 2 de fato nao altera a variedade obtida apds a
cirurgia, considere o efeito da cirurgia em 3. Apoés a cirurgia, o paralelo pg corresponde
ao bordo de um disco meridional D? x {z} do toro sélido que foi colado. Ao deslizar
um arco de « ao longo de desse disco até atravessar o toro, obtemos uma curva no

complementar do toro que ¢ isotopica a a#ps (Figura 5.6).

Figura 5.6
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