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Resumo

Este trabalho estuda os espectros de Lagrange e Markov do ponto de vista dindmico, mais
especificamente, vamos estudar os espectros de Lagrange e Markov para difeomorfismos
de superficies. Provaremos que para difeomorfismos tipicos de superficies que apresentam
ferraduras com dimensao Hausdorff maior do que 1 e para funcgoes reais tipicas, os espectros

dindmicos de Lagrange e Markov tem interior nao vazio.

Palavras-chave: Conjuntos de Cantor regulares, ferraduras, dimensao de Hausdorff,

espectro dinamico de Markov, espectro dinamico de Lagrange.






Abstract

This work studies the Lagrange and Markov spectra from the dynamic point of view,
more specifically, we will study the Lagrange and Markov spectrum for diffeomorphisms
on surface. We show that for typical diffeomorphisms on surfaces with horseshoes with a
Hausdorff dimension greater than 1 and for typical real functions, both the Lagrange and

Markov dynamical spectra have a non-empty interior.

Keywords: Regular Cantor sets, horseshoe, Haussdorff dimension, Markov dynamical

spectrum, Lagrange dynamical spectrum.
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1 Introducao

Dado @ € R—Q e uma aproximacao racional g de «, é natural comparar a distancia

‘a — g’ com o tamanho do denominador da aproximagao racional.

Como qualquer ntimero real esta entre dois ntimeros inteiros consecutivos, para

a€ReqeN, existe um p € Z tal que |ga — p| < %, ie.,

1
2q

a—p‘g

q

(1.1)

Em 1842, Dirichlet (ver [2]) usou o famoso principio da casa dos pombos para

provar a relagao (1.1).

Teorema 1.1. (Dirichlet) Seja a € R\ Q, a desigualdade

possui infinitas solucoes racionais.

Em 1891, Hurwitz (ver [5]) provou uma versao mais geral do teorema de Dirichlet.

Teorema 1.2. (Hurwitz) Seja o € R — Q, ezistem infinitas solugoes racionais para a

desigualdade

1
< —.
V5¢?

p
O{_i
q

Além disso, Ye > 0 a relagdo

<o

(V5 + €)¢?

possui apenas uma quantidade finita de solugoes.

‘1+\/5_p

2 q

Fixado um irracional «, podemos encontrar melhores erros na aproximacao por
racionais. O que nos leva associar, para cada «, sua melhor constante de aproximacao

diofantica (valor de Lagrange de «), dada por

1
l(a) = limsup ——.
(@) =B Tytaa = p)
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Pelo resultado de Hurwitz sempre temos [(«) > /b e l(%) = /5. Logo,

consideremos o conjunto
L=A{l(a):l(a) <oo,a e R\ Q}

conhecido como o espectro de Lagrange.

Vale a pena ressaltar que por um resultado de Khinchin (ver [7]) o conjunto
{a € R\ Q: (o) < 0o} tem medida de Lebesgue zero.

Outro conjunto classico é o espectro de Markov.

Seja q(x,y) = ax® + bxy + cy? uma forma quadratica bindria com coeficientes reais.

Suponha que ¢ é indefinida, com determinante positivo, A(q) := b? — 4ac > 0. Entdo o

A
M = (@) € R, q é uma forma quadrética bindria indefinida, A(g) > 0

inf x,
(x7y)622_{(070)}|q< y)|

¢ conhecido com o espectro de Markov por (Ver [1])

Ambos espectros sao definidos a priori sem nenhuma relacdo. Em 1880, Markov
(ver [8]), mostrou uma relagao entre algumas formas quadraticas bindrias e aproximagoes

racionais de alguns nimeros irracionais, com isso, é possivel provar que:
Teorema 1.3. (Markov)

Lﬂ(—OO,S):Mﬁ(—OO,S):{kl<I€2<k3<...},

onde ky = /5, ky = V8, kg = —V?l ¢ uma sequéncia crescente explicita com k% € Q,

k,=./9— %, onde m,, € N € o n—simo numero de Markov.
n

Outra relagao interessante é que L C M, mas M \ L # ().

E natural perguntar o que acontece com os espectros quando € intersectado com
intervalos da forma [c,00), com ¢ > 3. Em 1947 M. Hall, (ver [4]) provou o seguinte

teorema.

Teorema 1.4. O Raio [6,400) estd contido em L.

Como L C M, concluimos que os dois espectros tém interior ndo vazio. Este

resultado vai ser replicado para os espectros dinamicos de Lagrange e Markov.

Voltando a aproximacao de ntiimeros irracionais, é conhecido que as fragoes continuas
tém uma importante relagdo com aproximagao de niimeros irracionais por niimeros racionais

(veja [13]).

Dado a = ap € R\ Q, podemos definir recursivamente a,, = [a,| € a1 =

an—an "

Note que
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1
o= ag+ 1 = a07a17a27"'7a'n;an+1]-
al + e + -+
an+an+l
Denotemos
Dn 1
*Zao+a i =:[ag, a1, ... an_1,0,) € Q,
qn 1 ’ anfl“l’i

onde p,, € ¢, sdo coprimos.

. . Dn . g qipr s
Os racionais — sao chamados de convergentes. Nao é dificil provar que dado
dn

a € R\ Q temos que Pn — «a. Logo a pode ser escrito da forma.
n

1
a = ag+ T = [ag, a1, a2, ..., Qn, Qpy1, - .
ay+ -t

an+

“n+1+%

A expressao acima é chamada de fragdo continua do a. As fragoes continuas fornecem
uma forma simples e simbdlica de escrever qualquer niimero irracional, se destacam porque
a partir delas conseguimos estimar melhor os erros quando aproximamos um nimero
irracional por um nimero racional. Mais especificamente, controlando o erro, é possivel

dizer que a aproximacao vem de uma aproximacao por fracdo continua.

1

Proposigao 1.5. Se ‘a — g‘ < g, entao % = 5—" para algum n natural. Além disso, para

a_pj

todo q < qp, o

< ‘oz — 2’.
q
As fragoes continuas permitem expressar os espectros em termos de sistemas

dindmicos (Ver [9]), pois I(«) pode ser expressado em termos dos convergentes. Em 1921

Perron interpretou [(«) em termos de sistemas dindmicos usando o resultado a seguir:

_ Pn __ (_1)n _ 4n-—-1 __ .
Teorema 1.6. o — b= = Ryl onde B,41 = =l = [0; ap, Gp_1, ..., a1].

Agora, do ponto de vista dos sistemas dinamicos, se consideramos o espago simbélico
¥ = (N*)Z = ¥~ x ©F, a funcio deslocamento o : ¥ — X dada por o((an)nez) = (Ani1)nez
e a fungao f : ¥ — R definida por f((an)nez) = [ao; a1,as, ...+ [0;a_1,a_s,...], usando
0 teorema anterior, pode-se provar que:

(o) = limsup f(a™(0)),

n—oo

onde a = [ag,a1,...] e 8 = (...,a_1,a9,a1,...). Analogamente, o espectro de Markov

também pode ser expresso em termos de fragoes continuas

M ={m(0) :0 € X,m(f) < oo},
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onde m(f) = sup,,cz f(c™(@)). Veja ([9])

Esta caracterizacao permite fazer uma generalizacdo dos espectros de Markov e

Lagrange em termos de dindmicas mais gerais.
Definimos os espectros dindmicos de Lagrange e de Markov como segue:

Sejam ¢ : M — M um difeomorfismo de uma variedade compacta M e A C M
um conjunto invariante para . Seja f : M — R uma fungdo real continua. O espectro

dindmico de Lagrange associado a (f,A) é definido por:

L(f,A) = {limsup f("(2)) s v € A,

e o espectro dindmico de Markov associado a (f, A) é definido por:

M) = fsup ") € 4.

neZ

Com estas defini¢oes para os espectros, um resultado que pode ser provado neste

contexto é o seguinte.
Teorema 1.7. Se f € C°(M,R), entdo

L(f,A) € M(f,A).
Sempre que M seja uma superficie compacta.

Esta dissertacao focasse no estudo dos espectros dindmicos de Lagrange e Markov
para difeomorfismo de superficies, mais especificamente para difeomorfismo com ferraduras
de dimensao de Hausdorff maior do que 1, os quais estao intimamente relacionados com

conjuntos de Cantor, com veremos a seguir:

Em 1947, Hall (ver [4]) provou que para o conjunto de Cantor regular C'(4), o qual
consiste dos nimeros reais no intervalo [0, 1] que s6 tem coeficientes 1, 2, 3 e 4 em sua

correspondente fracao continua, cumpre que
C(4) + C(4) = V3 - 1,4(V3 — 1)) (1.2)

Usando a caracterizacdo de Perron (Veja teorema 1.6) e a igualdade (1.2), se prova
o teorema 1.4; ou seja, o espectro de Lagrange contém um raio, este ¢ chamado do raio de
Hall. Em 1975 Freiman (veja [3] e [1]) provou que a soma aritmética de certos conjuntos
de cantor regulares, relacionados com fragoes continuas, contém intervalos e usando isto,

determinou precisamente o inicio do raio do Hall, o qual é

2221564096 + 283748+/462
491993569

= 4,52782956616.
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O problema de encontrar intervalos nos espectros classicos de Markov e Lagrange
classicos estd muito relacionado ao estudo da geometria fractal de conjuntos de Cantor
relacionados & fungdes de Gauss. A geometria fractal de conjuntos de Cantor é também
a ferramenta principal para estudar alguns problemas relacionados com os espectros de
Markov e Lagrange em dimensao 2. De fato, usando resultados de intersecao estavel de
dois conjuntos regulares de Cantor para os quais a soma das dimensoes de Hausdorff sao
maior do que um (veja [11], [12]), provamos o teorema principal deste trabalho, o qual é

um resultado de Sergio Romafia e Carlos Moreira [15].

Dado uma superficie compacta M, uma ferradura é um conjunto localmente

maximal, transitivo, hiperbélico, invariante e de tipo sela.

Teorema principal Seja A uma ferradura associada a um difeomorfismo ¢ classe
C? de uma superficie compacta M, tal que HD(A) > 1. Entdo, arbitrariamente perto de
o, existe um difeomorfismo gy e uma C? vizinhanga W de o tal que, se A, denota a
continuagio de A associada a ) € W, existe um aberto e denso conjunto Hy C C1(M? R)

tal que para todo f € Hy,

Onde int(A) denota o interior de A.
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?2 Sistemas Dinamicos

O objetivo basico da teoria de sistemas dinamicos é entender o comportamento
eventual ou assintético de um processo iterativo. Se esse processo for uma equacao
diferencial a qual depende do tempo, a teoria tenta prever o comportamento final das
solugbes da equacao ou em um futuro distante t — 0o, ou o passado distante ¢ — —oo. Se
o processo for um processo discreto como a iteragao de uma funcao f, a teoria trabalha
para entender o comportamento eventual dos pontos z, f(x), f*(z), ..., f*(x) a medida que

n aumenta.

Neste capitulo vamos a introduzir alguns termos e teoremas necessarios para poder
entrar no contexto que é de nosso interesse, e desenvolver algumas ferramentas tteis para
nosso objetivo. Faremos as provas apenas dos resultados que achamos necessarios e que nao

escapam dos objetivos deste trabalho, mas deixaremos referéncias para o leitor interessado.

2.1 Introducao aos sistemas dinamicos

Vamos comecgar dando uma pequena introdugao nos conceitos basicos dos sistemas

dindmicos que vamos precisar. Particularmente seguiremos como referéncia [6].

Definimos a dupla (f, X) como um sistema dindmico topolégico discreto, onde X é

um espaco topoldgico e f uma fungao continua com dominio X e imagem em X.

Definicao 2.1. Definimos a orbita positiva de x como o conjunto de pon-
tos {xz, f(x),..., f"(x),...} que vamos a denotar por OF(x). Se f €é um home-
omorfismo, podemos definir simplesmente a 6rbita de x, O(z) por O(x) =
{oo ™), f Yo flx),..., f"(x),...} e também podemos definir a érbita nega-
tiva como O~ (z) := {...,f™(x),..., f(z),x}. Onde f*(z) = f(f(x)) e para n > 2
@) = P (f(@).

E claro que entender as orbitas permitira entender o comportamento assintético
da funcao f. Estudar a érbita do ponto x é intuitivamente estudar a historia do ponto x
através da funcao f. Os primeiros casos triviais sdo os pontos fixos e mais geralmente os

pontos periédicos.
Definigao 2.2. Um ponto © é um ponto fixo para f se f(x) = x. Denotaremos por
Fix(f) o conjunto de todos os pontos fixos de f.

Se x é um ponto fixo para a funcao f", entao dizemos que x é um ponto periodico.

O menor positivo n para o qual f*(z) = x é chamado o pertodo de x. Denotamos por
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Per,(f) o conjunto de todos os pontos periddicos de f de periodo n e por Per(f) ao

conjunto de todos os pontos periodicos de f.

Exemplo 2.3. A funcio f : R — R definida por f(x) = 22 — 1 tem dois pontos firos

1+\/5x_1—\/5
2 - 2

periodo 2.

(x = ), e além disso tem dois pontos periédicos em x = —1 e x = 0 de

Note que em geral, o conjunto dos pontos fixo (Fiz(f)) é invariante por f no

sentido que f(Fiz(f)) = Fix(f). Esta é uma propriedade de interesse para nds.

Definicao 2.4. Um subconjunto E C X ¢é f-invariante ou simplesmente itnvariante
para um sistema dinamico f: X — X, se f(F) C E.

Note que se £ C X é um conjunto invariante para f, entao (fig, ) também é um

sistema dinamico discreto.

Agora vamos definir algumas nog¢oes de recorréncia que sao um pouco mais fracas

que a nocao de pontos periddicos.

Definicao 2.5. Sejam X um espago topologico e f: X — X wuma funcao continua. Um
ponto x € X € errante se existe uma vizinhanga U de x tal que f*(U)NU é vazio para
todo k positivo. Um ponto x que ndo seja errante é dito nao-errante. Nos denotamos
por Q(f) o conjunto de todos os pontos nao-errantes; para simplificar a notag¢do, sempre

que nao houver confusao, denotaremos Q(f) simplesmente por €.

Proposicao 2.6. O conjunto Q é fechado e f(Q2) estd contido em ). Além disso, se f é
um homeomorfismo, f(2) = Q. Um ponto é nao-errante para f se e somente se € ndio
errante para 1.

Como (2 é fechado e um ponto periédico é claramente nao-errante, o fecho do

conjuntos de pontos periddicos esta contido no conjunto de pontos nao errantes: Per(f) C

Q(f).

Definicao 2.7. Sejam f : X — X uma fungdo continua e x € X. O conjunto w-limite

de x, wy(x), € definido por:

wr(z) = {y € X| Existe uma sequéncia n; — oo tal que f™(x) = y}.

Se f € um homeomorfismo, nos definimos o conjunto a—limite de x similarmente:
ar(z) ={y € X| Existe uma sequéncia n; — oo tal que f"(z) — y}.

Assim, podemos definir Ly (f) = Ugexwy(x), L_(f) = Ugexay(x) e L(f) = Lo (f)UL_(f).

Os conjuntos L_(f), Ly (f) e L(f) sdo chamados conjunto limite negativo, conjunto

limite positivo e conjunto limite respetivamente.
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terminamos esta sessdo enunciando o seguinte resultado.

Proposicao 2.8. Fix(f) C Per(f) C L(f).

2.2 Dinamica Simbélica

Os sistemas dinamicos simbolicos sao exemplos relevantes na teoria dos sistemas
dinamicos. Eles serao importante neste trabalho pois, tem o “mesmo” comportamento

dindmico que uma ferradura. A referéncia usada serd [16].

Seja k um inteiro positivo. Denotaremos por [k] o conjunto {1,2,...,k} os quais
chamaremos de simbolos e denotaremos por X, ou caso seja claro, no contexto, o conjunto

Z

[k] detonaremos apenas por X, ao conjunto [k]”, ou seja, a € ¥ é uma sequéncia bi-infinita

em [k],a=(...,a_1,a9,a4,...). Também vamos definir a fun¢do d : ¥ x ¥ — R dada por:

d(a,b) = > 27@HYs (a,b),

n=—0oo

onde 6,(a,b) = 0 se a, = by, 1 caso contrario. Note que se d(a,b) < 3, entdo ag = bo.

Teorema 2.9. A fungdio d definida acima é uma méltrica para X e o espago métrico (%, d)

¢ um espaco compacto, totalmente desconexo e sem pontos isolados.

Lembremos que uma base para uma topologia de um conjunto X é uma familia B
de subconjuntos de X que cumpre que, para todo x € X existe B em B tal que = € B e,
além disso, se By e By pertencem B e x € By N By existe By € B tal que x € By C B1 N Bs.
Um conjunto A C X é uma aberto da topologia gerada por B se para todo x € A, existe
B de B tal que z € B C A. Dizemos que duas bases B e C de X geram a mesma topologia
se todo conjunto aberto na topologia gerada por B é aberto na topologia gerada por C e,
reciprocamente, se todo aberto gerado pela topologia C é aberto na topologia gerada por
B. Pode ser provado que duas bases B e C de um conjunto X, geram a mesma topologia se
para todo bésico B de B e x € B, existe C' de C tal que x € C C B, reciprocamente para
todo C' de C e x € C, existe B de B tal que x € C' C B. Claramente o conjunto de todas

as bolas de (X, d) é uma base que gera uma topologia, denotaremos este conjunto por B.

Proposicao 2.10. Sejam a € ¥ e um inteiro n > 0. Definimos o cilindro de centro a € X2
e tamanho n como C, = {z € ¥ : (z); = (a);, |i| < n}. A colegao de todos os cilindros de

Y € uma base para ¥ e gera a mesma topologia que B.

Demonstracao. Primeiro vamos comecar provando que o conjunto de todos os cilindros é
uma base que denotaremos por C, de fato. Para cada a € ¥ o cilindro C,, prova a primeira

condigao trivialmente. Por outro lado, sejam a, b € X e ny, ny inteiros nao negativos tais que
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ceE anl N C’%. Suponha sem perda de generalidade que n; < ny. Como ¢ € anl, ¢ =a;
para i = 0,--- ,n;. Da mesma maneira, como ¢ € OQHQ’ ¢, =b;parai=0,---,n,--,no.
Logo a; = b; para i = 1---,ny e portanto Gy, C (g, assimce Gy CCq NG, e

portanto C% cumpre a segunda condigao de base.

Agora vamos provar que a topologia gerada pela base C é igual a4 topologia gerada

pela base B.

Toda bola de centro a e radio r, contém uma outra bola de centro a e raio menor
que % Sabemos que se d(a,b) < %, entao ag = by. Por outro lado, se temos um cilindro
C,, , fixemos € < 272n=1 njo ¢é dificil provar que B.(a) C C,, . Com isso, ¢ trivial provar

que as duas bases geram a mesma topologia. ]

Definicao 2.11. Chamamos de func¢do deslocamento a funcio o : ¥ — X, dada por

(o(a))i = (@)it1-

Teorema 2.12. A fungdo deslocamento € um homeomorfismo.

Note que (X, 0) é um sistema dindmico discreto.

O conjunto das matrizes quadradas k x k com entradas 0 ou 1, que denotaremos
por M, fornecem uma boa quantidades de exemplos de sistemas dindmicos que sao de

nosso interesse.

Para A = (A;;) € My, dizemos que uma palavra finita ag, a1, ..., a, é admissivel

para A, ou simplesmente admissivel, se A, ,,,, = 1 para todo 7 =0,1,...,n — 1. Dado
dois simbolos p, ¢ € [k]|, denotamos por N, (p, ¢, A) o nimero de palavras que iniciam em
p e terminam em ¢ com n + 1 simbolos. Denotaremos por >4 ao conjunto de todas as

sequéncias bi-infintas admissiveis. i.e.
Ya={aecX:Vie (k),Asyur1 =1}
Lema 2.13. N,(p,q,A) = (A)2

p.q-

Teorema 2.14. >, ¢ um conjunto o-invariante do espaco X.

Demonstragio. Seja a € ¥4 e denotemos por a; a i-esima palavra de a. Note que o(a); =

@;_1, 1080 As(a)io(a)iss = Aaira; = 1, assim o(a) € X 4. |

Pela proposigao acima, (34,0) é um sistemas dindmico discreto e é chamado de

sub-deslocamento.

Exemplo 2.15. Sejam (X, f) um sistema dindmico discreto com f um homeomorfismo e

{P;}ick uma particio de X. Definimos a matriz A = (A;j) € My, por:
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Ay =1« f(B)N P

Cada elemento x em X pode ser associado a uma palavra através da funcao

7: X — X4, dada por por seu itinerdrio, ou seja, se Vi € Z, f'(x) € P,., entdo 7(z) = a

Definigao 2.16. Sejam (f, X) um sistema dinamico discreto e x € M. Definimos o

conjunto estavel de x por:

Ws(x, f) ={y € M|d(f"(x), f"(y)) = 0 comn — oo d(f"(x), f"(y)) <€, ¥n > 0.
We(e, ) = U f W)

Analogamente definimos o conjunto instdvel de x por:

Wz, ) = {y € MId(f"(x), [*(y)) = 0 com n — —ood(f"(x), ["(y)) < €,Yn <0.
Wz, f) = J frWelf ().

Teorema 2.17. Para todo a € X 4, temos

Wi(a) =4{b:Yn>0,a, =0b,},
3

Wi(a) ={b:Vn <0,a, = b,}.
3

37
c,b=a, sen>0ec,=0b, sen <0.

Se d(a,b) < L, entdo W§(a) N W(b) € exatamente um tinico ponto ¢ para o qual
3 3

Observacao 2.18. Com o teorema acima, se d(a,b) < %, podemos definir uma operacdo

local, que denotaremos por |, |, dada por:

0.5 = Wi(@) N W),

3

Dita operacao é chamada de estrutura de produto local.

Teorema 2.19. Seja a um ponto de X 4. A operagao [ , | é um homeomorfismo de Wi x W5
3 3
sobre o aberto U(a) = {b:ag = by}.

2.3 Dinamica Hiperbolica

Uma defini¢do essencial no teorema principal é a de conjunto hiperbélico. As provas

dos resultados desta se¢do podem se encontrar em [16].

Definicao 2.20. Seja A um conjunto invariante e compacto de um difiomorfismo C" da
variedade M. Dizemos que A € um conjunto hiperbolico se existe um splitting continuo

do fibrado tangente de M restrito a A, T My, o qual é Dy invariante:
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TMy = E*@ E*; Dp(E*) = E*; Dp(E") = E".

E para o qual existe uma constante ¢ e uma constante A\, ¢ >0 e 0 < X\ < 1, tal que

| D™

es|| < eA™,¥n >0,

| D" ] < A",V < 0.
Observacao 2.21. A condicao acima € independente da métrica.

Proposicao 2.22. Suponha que A é um conjunto hiperbolico para um difeomorfismo C”

@ sobre M, entao existe uma métrica C> sobre M e uma constante o , 0 < o < 1 tal que:

|]Dg0|Es <o,

||Dg0‘_£u|| < 0.

Chamaremos esta métrica de métrica adaptada.

Teorema 2.23. Seja A um conjunto hiperbolico para ¢, e suponha que A tem uma métrica
adaptada. Entao eziste € > 0 tal que para todo x em A, W2(x, f) é um disco mergulhado de

dimensdo igual a de ES. Além disso, T,W?(x) = E2; e similarmente para o caso instdvel.

O disco estdavel e instavel também satisfaz o sequinte:

o d(¢™(7), ¢"(y)) < A"d(w,y),Vy € Wi(x),¥n >0,
d(e™(z), 9 "(y)) < A\d(w,y),Vy € W¥(z),Vn >0,

onde A < 1 € tal que | Do|ps|| < X e |[[(Dp|ga) 7] < A

o O Mergulho de W T€SP- ) (x ) varia continuamente com x. Mais precisamente,

sep éC" en=dimE® existe uma vizinhanca U de x e uma funcao continua
©:U — Emb" (D", M)
tal que ©(y)(0) =y e O(y)(D") = Wiy, @), Vy € U.

o Wiz, ) =d("(z),9"(y)) <e€,Vn >0,
W (z, ) = d(¢™(z), »"(y)) < €,Yn <0,

A wariedade W T6P- 9)(x ) é tdo suave como .

Proposicao 2.24. Seja A um conjunto hiperbolico para um C" difeomorfismo de M,
r > 1. Entao, para todo n > 0 pequeno, eziste 6 > 0, tal que Vr,y € A tal que d(z,y) < 0,

We(x) "Wy = 2, onde z € um ponto intersegdo transversal de W (z) e Wy (y).
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Definicao 2.25. Seja X um espagco métrico e ¢ um homeomorfismo de X sobre ele mesmo.
Dizemos que ¢ é expansivo sobre um subconjunto Y C X, se existe um € positivo tal que

para todo par de pontos distintos x ey , x € X ey e Y:
supd[f"(z), ["(y)] > €
Quando X =Y, nos simplesmente dizemos que f é expansiva.

Proposigao 2.26. Seja A um conjunto fechado, hiperbolico invariante de difeomorfismo

@ classe C" de M, r > 1, entdo ¢ é expansiva sobre A.

Demonstrag¢io. Tomando € como no teorema 2.23, se temos sup,, d(¢™(x), ¢"(y)) < € para
x € M ey e A, entdo temos que z € W?(y) e x € W"(y), assim z € W*(y) N W*(y), logo

x =y, 0 que ¢ uma contradi¢ao. [

Existe uma classe de conjuntos hiperbdlicos que tem uma estrutura muito particular

e serao de grande importancia em nossos resultados (veja [6]).

Definigao 2.27. Seja A um conjunto hiperbolico, para ¢ um difeomorfismo de M em M,
se eziste uma vizinhanga aberta V- suficientemente pequena de A tal que A = N,cz @™ (V),

entdo nos dizemos que A é um conjunto hiperbolico localmente maximal.

Teorema 2.28. Seja A um conjunto hiperbolico localmente maximal para ¢. Entdo os

pontos periodicos sdo densos em A.

Proposicao 2.29. Um conjunto hiperbolico localmente mazximal tem uma estrutura de

produto local. ou seja

de, 6 > 0 tal que Vx,y € A,

d(z,y) <6 = [z,y] € Wi(z) N Wi(y) € A,

onde | , | denota o produto local.

Definicao 2.30. Um sistema dinamico f: X — X é chamado topologicamente tran-

sitivo se existe um ponto x € X tal que sua drbita O(x) € densa em X.

Definicao 2.31. Dado uma variedade compacta M, uma ferradura é um conjunto

localmente mazimal, transitivo, hiperbolico, invariante e de tipo sela.

Corolario 2.32. Uma ferradura tem estrutura de produto local.
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Definicao 2.33. Dado um conjunto hiperbolico, definimos a folheacdo estdvel que

denotaremos por F*(A) como:

F(x) =W (x), Yo € A,

Analogamente definimos a folheagdo instdvel F"(A) por

F(x) =W"(x), Yo € A.

Teorema 2.34. Se A é um conjunto hiperbélico associado a um C?-difeomorfismo, entdo as
foliagoes estdvel e instdvel F* e F* sdao C. Além disso, estas foliacoes podem Clestendidas

a uma vizinhanga de A.

Pode se encontrar uma prova do teorema acima em [6].

2.4 Estabilidade

Um resultado relevante para o teorema principal é que dada uma ferradura associada
a um difeomorfismo, todos os difeomorfismos perto também tem associado uma ferradura.

Ditas ferraduras sao conjugadas no sentido que vai ser definido nesta secao.
Sejam X, Y espagos topologicos, com f: X — X e g:Y — Y duas fungoes
continuas. Uma funcao e sobrejetora h : X — Y é dita uma semi-conjugacao se hf = gh,

ou seja, se o seguinte diagrama comuta:

Figura 1 — .
X / > X
h h
y—L——vy

Além disso, se h é um homeomorfismo de X sobre Y, entdo h é chamado de uma
conjugacao topolégica e f e g sao ditos topologicamente conjugados.

Note que hf = fh implica que hf™ = g"h. De fato, hf* = g°h = g(hf) = ¢°h,
usando indugao matematica temos a conclusao. A imagem de uma orbita de f por uma
semi-conjugacao € uma orbita de g, enquanto uma conjugacao topoldgica envia orbitas de

f a orbitas de g e preserva as propriedades topoldgicas.
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A conjugacao h pode ser interpretada como uma mudanca de varidavel continua
a qual muda f por ¢g. E facil provar que a conjugacio topolégica é uma relacio de

equivaléncia.
Teorema 2.35. Seja A um conjunto hiperbélico fechado invariante por um difeomorfismo
classe C* de M, k > 1. Eziste uma vizinhanga Uy de f em szfk(M) e uma fungao
continua ¢ : Uy — C%(A, M) tal que:

e O(f) € a inclusao, denotada porincy, de A em M.

o ®(g9)(A) € um conjunto invariante hiperbolico g, para cada g em Uy.

e ¢(g) é um homeomorfismo de A sobre ¢(g)(A) e conjuga topologicamente (f,A) com

(9,0(9)(A)). Em outras palavras, o sequinte digrama de homeomorfismo comuta:
Figura 2 —.
A—2D s o))

o Eziste uma constante K tal que de,(¢(g),inca) < kde, (g, f)-

2.5 Particao de Markov

Vamos agora a definir o que é uma Particao de Markov para conjuntos hiperbdlicos
invariantes com estrutura de produto local. Primeiro vamos a fixar as notagoes e o contexto.

Para este secdo seguiremos [16].

Seja A um subconjunto hiperbdlico de um difeomorfismo classe C” sobre uma
variedade compacta de classe C" e vamos assumir que A tem uma estrutura de produto

local. Denotemos dito produto por [, |, isto é.
de, 6 > 0 tal que Vx,y € A,

d(z,y) <6 = [z,y] € Wi(x) N W (y) € A.

Onde § < 5 e € é a constante de expansividade de f sobre A. Se A ¢ um subconjunto de A,
denotamos por A seu interior como um subespaco de A; assim mesmo dA vai denotar a

fronteira em A. Quando x esta em A, definimos

Weé(x, A) = W (x) N A.
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Se 1 ¢ uma contante menor ou igual a €

Wi(x) = {y € W2(x) - dz,y) < n},
Wi(z) = {y € W2(x) : d(z,y) < n}.
Proposicao 2.36. Fxiste uma constante positiva p menor que g, tal que para todo x € A,

a operagao bindria ¢ um homeomorfismo de W N A x W7N A sobre uma vizinhanga de ©

em A.

Definigao 2.37. Definimos um retangulo R como um subconjunto A de diametro menor

que & que € fechado bairo a o produto local |,] i.e.,
Se x,y € R entdo [z,y] € R.

O retangulo é proprio se o fecho de seu interior em A € ele mesmo; isto é R = R.

Definicao 2.38. Uma particao de Markov de A para ¢ é uma colecao finita de re-
tangulos pequenos e proprios { Ry, Ra, ..., R,} com interior disjunto os quais cumpre as

condicoes:
e r € R, p(x) € Ry, = oWz, R;)) € W*(f(x),R;).
e 1€ R, o () € Ry, = fHW¥(x,R)) C WH(f M (z), Ry).

O seguinte teorema é fundamental para nosso trabalho e pode se encontrar uma

prova em [14].

Teorema 2.39. Seja A uma ferradura de uma superficie compacta M, entdo existe uma

particio de Markov para A com retingulos disjuntos arbitrariamente pequenos.

2.6 Aplicacoes de Particoes de Markov

Nosso objetivo agora é estudar a codificagao associada a uma particao de Markov
(seguindo [16]). Primeiro vamos ampliar a nota¢ao que temos fixada desde a se¢do anterior.
Seja R = Ry, ..., R, uma particdo de Markov de A para ¢ de pequenos retdngulos tal que
Vi € [k], diam(R;) < p < 3 < £. Definimos a Matriz A in M}, por:

Ajj=1se @(R;) N R]/ # (), caso contrario A4;; = 0.

Nosso objetivo vai ser definir e estudar uma semi-conjugacao natural II desde

(34,0) até (¢, A) que no caso de A ser uma ferradura sera uma conjugagao.

Definigao 2.40. Seja R um retdngulo de A, um subconjunto S de R é chamado uma
faiza estdvel (instdvel) de R se, para cada v em S, W¥(z,R) C S (W"(z,R) C S).
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Proposicao 2.41. Seja S una faiva estdvel de R, entao S é um retangulo. Se S € nao

vazio, S intersecta cada W¥(x, R) para cada x em R. Seja x € R ey € S, entdo temos

S = [W*(s, R) N S, W*(y, R)].

Demonstragio. Note quesex € Rey € S, [y, z] € W*(y, R), pois z,y € R e R é retangulo,
além disso por definicao de S, W#(y, R) C S, logo temos que

ly,z] € W*(y, R) C S. (2.1)

No caso de z,y € S, pela equagdo 2.1, temos que [y, x] € S e portanto S é um retangulo.

Quando z € R ey € S, por defini¢do de produto e de retangulo, [y, z] € W"(x, R)
e por 2.1, [y,z] € W*(x, R)N S.

Agora, seja z € S. Por definigdo temos que z = [[z, 2], [y, z]] e assim
S C Wz, R)NS, Wy, R)].
Como S é retangulo, a outra inclusao é imediata.

Corolério 2.42. Se R; N gp’l(}%j) ¢ nao vazio e S é uma faiza estavel nao vazia de R;
(resp R;), entdo o= (S) N R; (Resp. o~ (S) N R; ) é uma faiza estdvel nio vazia de R;
(resp. R;).

Demonstracao. Seja x € RN gp’l(éj). Como R é uma particao de Markov, temos

P (W (p(2), Ry)) € W (x, Ry).
Pela proposigao 2.41, S N W*(¢(x), R;) é nao vazio, logo, usando que
P (W (p(2), By)) € W(z, Ry),
temos que ¢~1(S) N R; é também nao vazio.

Seja y um ponto de ¢ 1(S) N R;, o objetivo é provar que W*(y, R;) C ¢~ '(S) N R;.

Pela defini¢ao de retangulo temos que

Wy, Bi) = A{ly, 2l|z € W*(z, R;)}.
Desde que R é uma partigao de Markov, o(W?*(z, R;)) C W*(p(x), R;). Portanto, temos
que
p(W*(y, Ri)) C {lp(x), wllw e W(e(y), R;) = W(e(y), R;)} C 5,
o qual implica que W*(y, R;) C ¢ 1(S) e, portanto, p~1(S) N R; é uma faixa estavel de R;.
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Corolario 2.43. Seja (ao,...,a,) uma palavra admissivel de A, entdo a interse¢do

"o *(Ray) (resp. N, QO*S(R;I) ) € uma faiza estdvel nio vazia de R, (resp. Ra,).
Igualmente, "y @™ *(R,,) (Resp. Ny @™ *(R,.)) € uma faiza estdvel nio vazia de R,
(Resp. R, ).

Agora, seja ¢ um ponto de 3 4. Do corolario anterior e da compacidade dos retangulos
o A n _ ,
da particdo de Markov, temos que a sequéncia (F},),en, donde F,, = N__, ¢ %(R,,) é
uma sequéncia decrescente de compactos nao vazios e, portanto, (\,-, F,, é ndo vazia. Se

e y sao dois pontos distintos da intersecao, teriamos que
d(f'(z), f/(y)) < € para todo i € Z.

Logo, pelo teorema 2.23, y é ponto da variedade estavel e instavel de x e portanto x = y.

portanto, podemos definir a funcao II: ¥4 — A dada por

o0
M) = () f"(Ra).
n=—oo
Por outro lado, como os retangulos sao proprios, temos que A — OR, é denso em A
para todo R,. Logo A —U"_, OR, é denso, e como ¢ é um homeomorfismo e é invariante
em A, p™"(A — UL, OR;) é aberto e denso.

n=00 k
Se definimos H = ﬂ o "(A— U OR;), pelo teorema de Baire, H é denso em A.

n=-—o00 s=1
Teorema 2.44. A fungio I1 de X4 ate A é , sobrejetora e injectora sobre 1171 (H). TI. E
também um homomorfismo da estrutura de produto local. Envia C; em R;. Além disso, é

uma semiconjugao de (X4,0s5,) sobre (A, ©|Lambda)-

Observacao 2.45. No caso do conjunto hiperbolico ser uma ferradura de um difeomorfismo
de classe C?, podemos, como jd sabemos, escolher os retangulos da particio de Markov
disjuntos e arbitrariamente pequenos, fazendo com que Il do teorema acima seja uma

conjugacao topologica.

Definimos B C A? o conjunto de transicoes admissiveis que consiste nos pares
ordenados (ag,ay) tal que ¢(R,,) N Ry, # 0. Denotamos também por B a matriz de

transicoes a qual lembremos esta definida por

basa; = 1 se p(Ra, N Ry,), caso contrdrio, be, ., =0, para (a;,a;) € A*.

Proposicao 2.46. Seguindo a notagao acima. Seja q_ = (q—sy---q0,---,qs) uma palavra

admissivel e defina R,_, entao A= Nnez V™ (A — Rg,) ¢ uma subferradura.
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Demonstracao. Comecemos por descobrir quem é o conjunto A

I A) =17 () ¢"(A = Ry))

= (I (Y"(A = Ry))
= () o™ (A = Ry)).

Note que II™"(A = R, ) = ¥ — Cy_ e Nyez, 0™ (IT7H(A = Ryy_ys) ¢ 0 conjunto de todos

os elementos de Xy que nao contém a palavra ¢_ em lugar algum.

E claro que II7'(A) é fechado em X, pois se z ¢ II71(A), entdo existe m € Z
tal que (2)m+i = (g,)i- logo 0™ (C5(g)) € uma vizinhanca aberta de z que ndo intersecta

IT71(A) e portanto é fechado. Logo como IT7(A) é compacto, IT"}(A) é compacto, logo

como II é um homeomorfismo A é compacto.

E facil ver que H_l([\) é invariante por o, logo A é invariante por 1. Também é

possivel provar que (,cz ¥"™(V — R, ) = A, onde V' é tal que M,z " (V) = A.

Finalmente é evidente que A é hiperbélico e de tipo sela. Portando A é uma

subferradura de A.

Para finalizar este capitulo, vamos apresentar o ultimo teorema o qual é um
resultado de Newhouse e Palis (Veja [14], p.170), esse teorema explica o comportamento

no "bordo"de um ferradura e que permitira ter controle sobre algumas orbitas.

Dizemos que x é um ponto de fronteira de A na direcao instavel se x é um ponto
de fronteira de W*(z) N A: isto é, se x é um ponto de acumulacao de apenas um lado
W(z) N A. Se z é um ponto fronteira na diregao instével de A, entao, pela propriedade de
estrutura de produto local, o0 mesmo vale para para todos os pontos de W#(z) N A. Assim
os pontos de fronteira na direcao instavel sao intersecao local de variedades estavel como
A. Por este motivo, denotamos o conjunto de pontos fronteiras na diregao instavel por J;A.

Os pontos fronteiras na direcao estavel sao definidos analogamente e sao denotados por
O .

Teorema 2.47. Para uma ferradura A em dimensao 2, tem um nimero finito de pontos

periddicos tipo selas pi,...,p, tais que

AN (U WS(p§)> — O,A.
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Similarmente, existem um nimero finito de pontos periddicos tipo sela py, ..., py;.

tais que
AN (U W“(pé‘)) = O, A.

Além disso, os conjuntos O;A e O, A sao densos em A.
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3 Conjuntos de Cantor

E bastante comum que as pessoas oucam falar de exemplos de conjuntos de
Cantor antes de estudar conjuntos de Cantor em geral. O conjunto de Cantor ternario
¢ um engenhoso exemplo de um subconjunto da reta que é compacto, nao numeravel e

totalmente desconexo.

A seguir, vamos introduzir a no¢ao de conjuntos de Cantor e conjuntos de Cantor
dinamicamente definidos. Seguiremos [14] para enunciar e provar alguns conceitos basi-
cos dos conjuntos de Cantor dinamicamente definidos. Mas primeiro, vejamos algumas

definigoes.

3.1 Primeiras definicoes

O exemplo mais comum é o conjunto de Cantor ternario.

Exemplo 3.1. O conjunto de Cantor ternario C3 é definido como segue

ng{i%'anE{O,Z},‘v’nEN}. (3.1)

n?
n=1 3

O que simplesmente € o conjunto de todos os niumeros do intervalo [0,1] que nao

possuem 1 na sua expansio em base 3. Note que $3 = {x : 3"(x) € C3} C C3 para todo

n € N. Outra maneira de definir Cs € a sequinte: Tomemos o intervalo [0,1] e tiremos o
12
373
fechados cada um de comprimento % Denotemos por Cy a uniao desses intervalos. De

terco médio aberto, isto €, tiremos o intervalo aberto (3, %). Assim, ficam dois intervalos

novo tiramos o terco médio de cada um desses intervalos e denotamos a unido destes novos

n

intervalos como Cs, e assim por diante definimos C3,---C"™, ---. O conjunto terndrio de

Cantor € dado por C3 = ﬂ c".
n=1

Definicao 3.2. Um subconjunto K de um intervalo real I é um conjunto de Cantor se
¢ fechado, totalmente desconexo e um subconjunto perfeito de I (Esta tltima condi¢io

significa que todo ponto de K é um ponto de acumulagio de K ).

Defini¢ao 3.3. Uma funcio ¢ definida em um subconjunto A de R é expansora se

l¢'| >n > 1.

Definicdo 3.4. o conjunto K é um conjunto de cantor regular de classe C* , k > 1,

se!

e Fxistem conjuntos compactos disjuntos Iy, Is, ... I, tais que K C LU LL,U---UI,.
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Figura 3 — De esquerda para direita, passo a passo na constru¢ao do conjunto de Cantor
ternario.

e FExiste uma funcdo expansora ¢ definida em uma vizinhanga de Iy U I U --- U I, tal

que p(1;) € a envoltoria convera de alguns intervalos I, que satisfazem:

— Para cada j, 1 <1 en suficientemente grande, ¢"(K NI;) = K
— K=Mwene "(LhULU---UL).

Dizemos que {1, Is,..., 1.} é uma partigdo de Markov para K e que K é definido
por ¢

Exemplo 3.5. Considere o conjunto de Cantor terndrio Cs. Se tomamos K = Cj,
Ky=[0,1], K; = [0, %}, Ky = {2 1} e ¢ definida por

3

N =

3z se <

(r) =

3r—2 se x>

DO =

Note que ¢ é C> e 1)’ é identicamente 3, e portanto 1 é expansora. Além disso V(K,) =
UV(K3) = Ky. Agora, tomando a expansao em base 3 de cada ponto x € K;NK,i=1,2
como em 3.1 obtemos que V*(K; N K) = K. O anterior prova que K1, Ko C ko é uma
particio de Markov de Cs e ).

3.2 Conjuntos regulares de Cantor e geometrias limites

Vamos apresentar uma outra definigdo para conjuntos de Cantor regulares e vai ser

bastante util na hora de relacionar conjuntos de Cantor com ferraduras.

Seja A um alfabeto finito, B um subconjunto de A? e ¥ o sub-deslocamento de
tipo finito de A%, o qual tem como transicdes permitidas os elemento de B. Em nosso
contexto, vamos assumir que X é topologicamente misturador, e que cada letra em A

aparece em B.
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Definicao 3.6. Uma funcgdo expansora g é do tipo ¥y se satisfaz as sequintes propriedades:

(i) O dominio de g é a unido disjunta de Ug I(a,b), onde cada I(a,b) é um subintervalo
compacto de I(a) :=[0,1] x {a}

(i) Para cada (a,b) € B, a restrigio de g a I(a,b) é um difeomorfismo suave em I(b)
que satisfaz |Dg(t)| > 1 para cada t.

E definimos o conjunto de Cantor associado a g como o conjunto mazimal invariante

K—(g" (gl(a,b)> |

n>0

Seja i o sub-deslocamento unilateral associado a Y. Existe um tinico homeomor-
fismo. h : ¥f — K tal que h(a) € I(ag) para a = (ag,ai,...) € ¥ e hoo = go h, onde,
ot 3f — 3f se define como o7 ((a,)n>0) = (@nt1)n>0-

Para (a,b) € B, seja

-1
Jap = [9’1((171;)} )

o qual é um difeomorfismo contrativo desde I(b) sobre I(a,b). Se a = (aq, ..., a,) ¢ uma

palavra de ¥, definimos
fg = fao,m 0---0 fanfl’an7

o qual é um difeomorfismo de I(a,) sobre um subintervalo do intervalo I(ay) que denota-

remos por /(a). Note que se z € I(a,), entao

fa(2) = h(ah™(2)).

Denotemos por {25, o espago das fungoes expansivas C" do tipo Y dotado da
topologia C", onde r > 1 ¢ um nimero real ou r = +o00. Em Qs = U, 25, consideremos

a topologia limite.

Seja X7 = {(60)n>0, (0i,0i11) € B para i < 0}. Dotamos ¥~ da seguinte distancia
ultametrica: Para 0 # é € X7, definimos:

1 se 90 75 9~0

110 AG)| caso contrdrio.
Onde OAQ = (0_p,...,00),5¢0_ ;=0 jpara0<j<nel_, 1 #60 , .

Agora, seja § € X~ ; paran > 0, seja 0" = (0_,,...,0) e seja B(8") a funcao afim

de 1(0") sobre I(6) tal que o difeomorfismo k% = B(0") o fg» preserve a orientagao.
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Esta familia tem um comportamento assintético muito importante, o qual sera til

para a definicdo de geometrias limites, como veremos a seguir.

Proposigao 3.7. Sejar € (1,400), g € wi.

(1) Para cada 0 € ¥, existe um difeomorfismo k% € Diff, (1(6o)) tal que k% converge a
k% em Diff, (1(6y)) uniformemente em 8 para cada r' < r. A convergéncia também é

uniforme em uma vizinhanga de g € §2%,.

(2) Ser é um inteiro, our = +oo, k& converge a k% em Diff, . Sendo mais preciso, para

todo 0 > j > r — 1, existe uma constante C; (independente do 6) tal que

[D7log D [k o (k)71 ()] < Cyl1(80)]
Resulta que 0 — k2 € Lipschitz no sequinte sentido: para 6y = 0,

[Dlog D [k o (k)] (2)] < C;d(6, ).

3.3 Dimensodes fractais

Os conjuntos de Cantor que sao de nosso interesse tém medida de Lebesgue nula,
porém existem medidas mais finas para subconjuntos da reta e em geral para espagos
métricos. Vamos comegar o capitulo pelo conceito mais importante para nds neste aspecto:

Dimensdo de Hausdorfl.

Definicao 3.8. Seja X um espago métrico. Para todo A C X, s >0 e d > 0 definimos

HD3(A) = inf {Z \U;|%; tais que A C | Uy e |Uj] < (5} :

Jj=1 J=1

onde
\U;| = diam (U;) = sup d(x,y) € o diametro de U;.
z,yeU;
Note que se A é compacto podemos assumir que ha um nimero finito de U;.

Definimos a s-dimensional medida de Hausdorff de U, HD*(U), fazendo tender o

limite de § para zero, isto é:

HD*(A) = lim HDj(A)
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Proposicao 3.9. HDj§ é uma medida exterior para todo 6 > 0 e dai que HD® é uma

medida exterior métrica, isto €

Se dist(A, B) = inf{d(z,y) : x € A,y € B} > 0, entao

HD*(AU B) = HD*(A) + HD*(B).

A seguinte proposicao vai motivar a definicao de dimensao de Hausdorff.

Proposicao 3.10. Sejam A um subconjunto do espago métrico (X,d), e nimeros reais
s'>s5>0, se HD*(A) < 0o, entio HD* (A) = 0.

Assim podemos definir a dimensado de Hausdorff de A como:
HD(A) =sup{s > 0 tais que HD*(A) = 0} = inf{s > 0 tais que HD*(A) = o0} (3.2)

Observagao 3.11. Sejam A C R e f(x) =ax + b, com a # 0. Pela definigio de HD*, é
fdcil demostrar que

HD*(f(A)) =a’HD(A).
A dimensao de Hausdorff tem algumas propriedades importantes.
Proposicao 3.12.
i) Se A C B, entaio HD(A) < HD(B);

it) Se { Xk }ren, € uma sequéncia mondtona crescente contdvel de subconjuntos de X,
entao

HD(['] Xk) — sup{HD(X,)};

k=1

ii1) Se U é um aberto de R"™ entdo HD(U) = n.

w) Se f:(Xy,d1) — (Xa,d2) € uma fun¢ao Holder continua com exponente 0 € (0, 1]
(se 0 =1, entio f diz-se Lipchitz), isto é [da(f(x1), f(z2)) < C.dy(x1,22)%,], entdo
HD(f(X)) < HD(X)/6;

v) Se f em iv) € bi-Lipschitz, isto €, f e f~! sio Lipchitz, entaio HD(X) = HD(f(X)).

Notemos que a dimensdo de Hausdorff de um ponto é zero e portanto ii) implica

que a dimensao de Hausdorff de um conjunto contdvel é zero.

Vejamos a seguir um exemplo sobre a medida de Hausdorff.
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Exemplo 3.13. Vamos calcular HD(C3) e vamos sequir as ideias de [14]. Se definirmos
C. = (C3n|[0,1/3] e Cqg = C3N[2/3,1] obtemos que C3 = C, U Cy, a qual é uma
unido disjuntas de conjuntos compactos em R e portanto dist(Ce,Cyq) > 0 . Se definimos
fi(z) = (1/3)x e fo(x) = (1/3)x+2/3, entio f1(C3) = C. e fo(Cs) = Cyq. Como HD?® é uma
medida exterior métrica, temos que HD®*(C3) = HD*(C.) + HD*(Cy) = (1/3)°HD*(C3) +
(1/3)*HD*(C3) = 2(1/3)°HD(C3). Esta dltima igualdade decorre da observagao 3.11.
Suponha que HD*(C3) # 0 se s = HD(C}3), entdo 1 =2(1/3)° , s =log2/log3.

Note que para concluir o cdlculo, pela proposicao 3.10, é suficiente provar que
1/2 < HD*(C3) < 1, se s = log2/log3. Seja s = log2/log3, considerando a segunda
construgao de C5, temos que C™ possui de 2" intervalos de comprimento 37", chamemos

estes de intervalos do n-ésimo nivel.

Se consideramos os intervalos do n-ésimo nivel como uma cobertura para Cs,
obtemos que HDj_,(C3) < 2837% < 1. Ao fazer k — oo, obtemos que HD*(C3) < 1.

Para provar que HD*(C3) > 1/2, mostremos que
MU >1/2 =37, (3.3)

para toda cobertura {U;} de Cs.

Note que podemos supor que os U; sio subintervalos compactos do intervalo [0,1] e
todos intersectam Cs . Para cada U; seja k; o niimero inteiro tal que 3~ *+) < |Uy| < 37k,
Entao, U; intersecta no mazximo um intervalo dos intervalos do k;-ésimo nivel, pela sequnda
definicao de Cy para j > k;, U; intersecta no mdximo 2% = 2137%is < 213% intervalos dos
intervalos do j-nivel. Tomemos j o suficientemente grande de modo que 3~U+1 < |U;| para
todo U;. Dado que UUj; intersecta todos os 27 j-niveis intervalos os quais tém comprimento

377. Contando intervalos obtemos que 27 < 3, 273%|Us|* que € equivalente a 3.5.

Podemos definir também outra dimensao fractal para conjuntos de Cantor, a

capacidade limite, como segue:

Definigao 3.14. Se K é subconjunto de Cantor de R, definimos N.(K) = como o nimero
minimo de intervalos de comprimento € > 0 necessdrios para cobrir K. A capacidade limite
de K é, por definicao.

. logN,(K)
d(K) =1 —_ .
(%) Teso T —log(e)

Exemplo 3.15. De novo, tomemos o conjunto de Cantor terndrio C3 e usemos a notagdo
usada na sua sequnda definicao. Consideremos a cobertura pelos intervalos do n-ésimo nivel,
0s quais tém comprimento 37%, deduzimos que se 3 — k < € < 37~V entdo N (C3) < 2%,
Portanto

. NE(CS) .
(C3) H?—?(}lp —loge — lgl_iljp log3k=1  log3
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Temos também que qualquer intervalo de comprimento €, com 3=+t < ¢, intersecta
pelo menos um dos k-niveis intervalos de comprimento 37%. Dado que existem 2% de tais

intervalos, pelo menos 2% intervalos de comprimento € sao necessdrios para cobrir Cs pelo

qual N.(C3) < 27%. Portanto [d(C3) > liminf. g JXEI(;?’E) > liminf; o k};gffl = iggg] Dai
d(Cy) = HD(Cj) = 1222,

Nem sempre o limite de capacidade € igual @ dimensdo de Hausdorff. Além disso, a
definicao de limite de capacidade pode ser estendida a conjuntos compactos. A sequir, damos

um exemplo de um conjunto com limite de capacidade estritamente maior d dimensao de
Hausdorff.

Exemplo 3.16. Seja F = {0,1,1 1 ..} dado que F ¢é contdvel HD(F) =0, mas d(F) =

199 30
1
5-
Agora vamos a estimar a medida de Lebesgue da diferenca entre conjuntos de

Cantor. Definimos a diferenca de dois conjuntos como

Kl—KQZ{tERZE”{?lGKl,k’QGKQ, t:]{?l—kg}

Teorema 3.17. Sejam K;, K5 C R conjuntos de Cantor com capacidade limite dy e ds.
Se dy + dy < 1, entao a medida de Lebesque de K1 — Ky € zero.

Demonstracio. Sejam dy < cil ed; < d~1 tais que cL + Cig < 1, Por definicao, existe € > 0

tal que Ve < € se cumpre que:

l , -
0g(N(K)) <d.
—log(e)
Logo
N.(K;) < .

Por outro lado, note que a diferenca de dois intervalos de comprimento ¢ como foi definido

acima é outro intervalo de comprimento 2e.

d1e=d2 iptervalos
do 261_‘{1 +da .

Logo K; — K5 pode ser coberto por uma quantidade menor que €~
de comprimento 2¢. Portanto sua medida de exterior é menor que 2ee =% e~
Assim K7 — K2 tem, medido de Lebesgue zero. [ ]

O exemplo 3.16 mostra como a capacidade limite e a dimensao de Hausdorff nem

sempre sao iguais, porém, se cumpre uma desigualdade.

Proposigao 3.18. Seja K C R um conjunto de Cantor. Entio d(K) > HD(K).

Demonstragio. Para todo d > d(K) e e > 0 suficientemente pequeno, existe uma cobertura

U de K com ¢4 intervalos de comprimento €. Para essa cobertura U, e d > d, temos que
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=

D5(K) > e=d. Como e~4d converge para zero quando € vai para zero, temos que para
d > d(K), a medida d de Hausdorff de K é zero e assim d(K) > HD(K) |

Note que usando o mesmo argumento da proposicao 3.18 podemos provar que

.. log(N(K))
HD(K) < hglonng(g)'

Em particular, se temos que HD(K) = d(K), entao

log(N. (K
d(K) = lim 2IWVlE))
=0 —log(e)
Existe una categoria para a qual a desigualdade da proposicao acima se torna uma

igualdade.

Teorema 3.19. Se K é um conjunto de Cantor dinamicamente definido entio d(K) =
HD(K).

Demonstragao. Pela Proposicao 3.18, basta provar que d(K) < HD(K). Para isso, vamos
seguir [14]. Sejam R! = {Ry,..., R,,} uma particio de Markov de K, e paran > 1, R" o
conjunto de componentes conexas dos ¥!""(K;), K; € R, para R € R" . Sejam também

An.g = inf |(@ZJ")/|R| e A, p =sup |(@ZJ")/|R|. Definamos «,, 3, por

>, (Ar) ™ =Ce Y (Ap) ™™ =1,

ReR™ RER™
onde C' é uma constante que vai ser especialmente escolhida. Vamos demonstrar que
para todo n > 1, cumpre-se que HD(K) > «, e d(K) < f3, e depois provaremos que

nh—%lo (Bn — ) = 0. Para fixar a constante C', lembramos que pela defini¢ao de 5, existe

B tal que B, < 3. Tomamos C' = sup \(wk)'V;, onde k ¢ tal que *1(K; N K) = K para
todo K; € R!'. Temos que se v

k, € sobrejetiva para todo 7, entao C' = 1.

Agora provemos que d(K) < (3, para todo n. Seja 8 > d(K). A defini¢do de d(K)
nos permite tomar ¢ tal que 0 < € < N (K) < €”, o que implica que existe uma
cobertura de K com no méaximo e ? intervalos de comprimento e. Para todo R € R",
as imagens inversas destes intervalos pela fungao 1"|g formam uma cobertura de R por
intervalos com comprimento no maximo e)\;lR. Ou seja, NeA;}R (R) < ¢ para 0 < € < ¢,

isto é, N.(R) < )\;%6*5 para 0 < ¢ < A (R)ep. Segue que se A, = Rsu}z) An,r €ntao
e n

NA(K) < e P(Cpern )\;’BR). Aplicando o mesmo argumento para k < 1 obtemos que

k
N(K) < eﬁ( > )\;%) , se 0 <e< A Fe,

ReR"
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portanto

k
log ( (ZRW An,%) ) log (zmn An,@
d(K) < li - )
( ) _ﬁ—i_kzggo 10g()\ﬁ661) B+ log A\,

Agora tomando limite quando 8 — d(K), obtemos

log(ZReR" )‘r_Li’EK))
log \,, ‘

d(K) < d(K) +

Como A, > 1, temos que » )\;,%k) > 1 e portanto d(K) < ,.
RER™

Agora devemos provar que HD(K) > «,, para todo n. A prova segue por con-
tradigao. Suponha que HD(K) < «, para algum n. Tome « tal que HD(K) < a < ay,.
Segue que existe uma cobertura finita U = {U;};e; de K por intervalos com compri-
mentos arbitrariamente pequenos para os quais Y (/(U;))* também ¢é suficientemente

i€l
pequeno. Suponhamos que todo elemento de U intersecta a somente um R € R". Isso
acontecerd se » (((U;))* < € onde ¢ > 0 depende apenas de n e a. Coloquemos
iel
Ur = {U € U[UNR # (}. Tomemos, como anteriormente, k > 0 tal que " (K;NK) = K
para todo K; € R!. Também podemos assumir que (1)"**|p)(Ug) é uma cobertura bem
definida de K para todo R € R". Notemos que
> (W RU))™ < (sup () NUAR g D (UU))* < CAT R > (UU))™

UelUr UelUr UelUr

Agora, se para todo R € R™, > (L(¢""*|z(U)))* > €, entédo

Ul
S = ¥ S0 2 07 Y A Y (@ )
> C_l( > A,;%)-EO = (O_l > A;%)-Z(E(Ui))07

o qual é uma contradi¢ao dado que o < «, , ou seja, temos que Z AR >C.
ReR™

portanto existe Ry € R™ tal que > (L(y"*|z(U)))* < €, e obtemos uma co-
UEURO

bertura U = (Y"**|g,)Ur,) = {Us;}sep com um nimero menor de elementos tal que
> (U ) < €. Repetindo o mesmo argumento indutivamente obtemos uma cobertura de

(2
el
K sem elementos, o que é uma contradi¢ao. Concluimos que H D(K) > «,, como queriamos.

Resta ver que T}gﬂgo(ﬁn — ay,) = 0. Pela propriedade da distor¢ao limitada existe a >

0 tal que A, g < .\, g, para todo n < 1e R € R". Sejam n = inf [¢)'| e 0, = %.
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Assim

a On an+0 —a —6On
SOt < @ S oA

ReR™ ReR"™

an+9n _nen _ Oén“l‘en —nbyn —
> NG = n O =1
ReR™

IN

Este ultimo devido a defini¢ao de 9,, . Segue que 3, < «,, + 0, , 0 que implica que

ayloga +log C < HD(K)loga+logC
nlogn —loga — nlogn — loga

Bn_an_

Portanto T}grgo(ﬁn — a,) = 0 e concluimos a demostragao.

Para finalizar a secao daremos dois resultados que serao 1til e os quais podem ser

encontrados no capitulo 4 de [14].

Teorema 3.20. Um conjunto de Cantor K dinamicamente definido por uma funcao classe
O, para o > 0 tem dimensdo de Hausdorff menor do que 1 e portando tem medida de

lebesque 0.

Teorema 3.21. Se K e Ky sdo dois conjuntos de Cantor dinamicamente definidos, entdo

3.4 Funcbes expansivas associadas a uma ferradura

Seja A uma ferradura associada a um C?-difeomorfismo ¢ em uma superficie M e
considere uma colegdo finita (R,).cs de retangulos disjuntos de M, que sdo uma particdo

de Markov de A. Considere os seguintes conjuntos:

R>:m¢_n( R,

n>0

-0 (Y )

Existe r > 1 e uma cole¢do de C"-submersoes (7, : R, — I(a))qcn satisfazendo a

propriedade que se z, 2" € Ry, N (Ry,) € Tay(2) = 74, (), entdo
Tao (P(2)) = Tay (9(2))-

Em particular, as componentes conexas de W*(A, R) N R, sao as curvas de nivel

de 7,.
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Podemos definir a fungdo expansiva g* de classe C" (expansiva do tipo Xp) pela

formula
9" (Tae(2)) = e, ((2)),
onde (ag,a;) € B se 2 € Ryy N ' (Ry,).

O conjunto regular de Cantor K* definido por g*, descreve a geometria transversal
da folheagao estavel W#(A, R). Por outro lado, existe um tnico homeomorfismo A" :
Yi — K tal que h*(a) € I(ap) para a = (ag,ay,...) € Xf e h* oot = g% o h*, donde

ot 3f — 3f se define como o"((a,)n>0) = (@nt1)n>0-

Dada uma palavra finita @ = (ao, ..., a,), defina f, como na secdo 3.2, de modo

que

fa(2) = h*(a(h")7}(2)).

De forma andloga, podemos descrever a geometria transversal da folheacao instavel
W (A, R), usando um conjunto regular de Cantor K* definida pela aplicacdo ¢g° de classe
C" (expansiva do tipo Xg). Além disso, existe um homeomorfismo tnico h* : ¥y — K*
tal que h*(a) € I(ag) para a = (ag,a1,...) € X5 y h*oo~ =g°oh® onde 0~ : Xy — X

¢ definido como o~ ((an)n<0) = (@n—1)n<o-

Dada una palavra finita @ = (a_p, ..., ag), defina analogamente f;, de modo que

fa(z) = ()" (2)a.

Além disso, a ferradura A é localmente o produto dos conjuntos de Cantor regulares
K" e K*. Entao a dimensao de Hausdorff de A vem dada por HD(A) = HD(K*® x K“).
Observe que pelo teorema 3.21 HD(K*x K*) = HD(K*®)+HD(K"). Assim que HD(A) =
HD(K®)+ HD(K").
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4 Densidade de H,

Neste capitulo vamos provar que um conjunto de fungoes em C'(M,R); o qual vai
ser usado no teorema principal, é um conjunto grande na topologia C'!, mais precisamente,
¢ um conjunto aberto e denso. Particularmente este conjunto é um conjunto para o qual
os espectros tem interior ndo vazio. Denotaremos por ¢ um difeomorfismo classe C? desde

uma superficie compacta M sobre ele mesma e A uma ferradura de ¢ em M.

Antes de enunciar o teorema principal, vejamos que neste contexto, podemos provar

um resultado valido para os espectros classicos.

Teorema 4.1. Se f € C°(M,R), entdo

L(f,A) C M(f,A).

Demonstragio. Seja a € L(f, A), por definigao, existe xy € A tal que a = limsup f (" (xo)).

n—00

Como A é compacto temos que existe uma subsequéncia (¢"*(xq)) de (¢™(zo)) tal

que @™ (x9) — yo €

a = limsup f("(z0)) = lim f(" (x0) = f(%0)-

n—oo

Afirmamos que f(yo) > f(¢"(yo)) para todo n € Z. De fato, se existe ng € Z
tal que f(yo) < f(¢™(yo)). Tomando € = f(yo) — f(¥™(yo)), entdo pela continuidade de

f o™ existe uma vizinhanca U de y, tal que
€ T
f(yo) + 5 < f(¢™(2)), Vz € U.

Mas lembrando que ¢"*(xg) — yo, existe ky > ng tal que @™ (zy) € U,Vk > ko e

portanto

Flyo) + 5 < F(9™ " (20)), Y = Ko,

Logo temos uma contradi¢ao, pois

limsup (" (20)) = @ = f(yo) < flyo) + 5 < ("™ (20)), Vk > ko.

n—oo

Assim, sup,,c; f(¢™(yo)) = a e portanto a prova estd completa. [

Continuamos enunciando o teorema principal deste capitulo.
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Teorema 4.2.
H,={f € C'(M,R): #M;(A) =1 e para z € Ms(A), Df.(e"*) # 0}

€ aberto e denso, donde M¢(A) ={z € A: f(z) > f(y), Yy € A} e ¥ sio vetores unitdrios

nos subespagos E° da definicao de hiperbolicidade, respectivamente.

Para provar o teorema acima vamos precisar provar alguns lemas prévios.

Lema 4.3. O conjunto
o ={f € C*(M,R) : existe 2 € Mys(A) com Df.(e>*) # 0}

¢ denso em C*(M, R).

Demonstracao. Pelo teorema 7.4 o conjunto das fun¢des de Morse, que denotamos por M,
é um subconjunto denso em C?(M,R), portanto é suficiente provar que o conjunto &7 é

denso no conjunto das fung¢des Morse.

Seja fi1 € M, logo como A é compacto, temos que #(crit(f))NA < oo. Além disso,
sendo A localmente o produto de dois conjuntos de Cantor, usando os teoremas 3.20 e
3.21, obtemos que HD(A) < 2 e portanto tem medida de lebesgue 0, logo int(A) = 0. Pelo
lema 7.5 temos que existe f € M C?- perto de f; tal que M;(A) N crit(f) = 0. Logo, se
z € Ms(A), z nao é ponto critico de f e portanto temos que Df,(eZ) # 0 ou D f,(e¥) # 0.

Se para todo z € M(A) tanto Df,(ef) quanto D f,(e¥) sao diferentes de zero, entao

!

fed.

Caso contrario, suponha sem perda de generalidade que D f,(e?) = 0e Df,(e¥) # 0.
Logo como f; é C?, existem vizinhancas V de feU de ztalquesex € UNAegeV
entao Dg.(e¥) # 0. Seja R uma particao de Markov de A tal que o elemento R, de R
contendo z é contido em U. Lembrando que como A é uma ferradura, existem partigoes
de Markov disjuntas e arbitrariamente pequenas, assim que, podemos assumir sem perda
de generalidade que U estd contido em uma carta local C? ¢ : U € M — V C R? com
UcCUeRnNU =0, para todo R' € R — R,. Observe que como Df,(e$) =0, z € O,A,
pois, o vetor V f(z) é paralelo ao vetor e, ou seja a fungdo cresce nessa diregdo ou na
direcao oposta, mas z € My(A), portanto a variedade instavel ndo se acumula na diregao
de Vf(z) em A. Além disso, o vetor gradiente nos pontos de A N R, aponta para dita
regido, assim os possiveis maximos de f em AN R, estdo em W} .(2) N A := K® o qual é
um conjunto regular de Cantor e tem medida de lebesgue zero . Consideremos agora a
funcao 1° : K* x R — R? definida por

0 —1

¥ (r,0) =V (fo o) (4(2)) —a ( -

) Doy (€3) -
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Note que a matriz acima é a rotacdo ortogonal em R2. Claramente 1)° pode ser estendida
a uma funcao classe C', logo a medida de lebesgue de ¢* (K* x R) é zero. Assim, existe
v € R? com norma arbitrariamente pequena tal que v ¢ 1* (K* x R), pois ¢* (K* x R)
tem interior vazio. Consideremos h(y) = f o ¢7'(y) — (v,y) para y € V. Note que
D(h o ¢),€5 = DhyyDoge; # 0 para todo x € K°, caso contrdrio, se + € K° tal
que DhguyDoge; = 0 o que implicaria que os vetores Dhy) e D@.e; sao ortogonais,
0 —1
logo existe a € R tal que Dhy,) = « ( L0 D¢, (e2) o qual implica que v =
0 —1

V(fo¢‘1)(¢(x))—a< L

) D¢, (e2) (absurdo), logo D(h o ¢).es = 0.

Como v pode ser escolhido com norma arbitrariamente pequena, h o ¢ esta perto
na topologia classe C? de f e como toda funcao cresce na direcao de seu gradiente, o ponto
onde h alcanga seu maximo A N R, deve estar em K®. Assim h cumpre as condi¢oes do

lema. |

Lema 4.4. Seja f € CY(M,R) e z € M;(A) tal que Df,(e5") # 0, entdo z € ;A N I, A.

Demonstracao. Usando coordenadas em z podemos assumir que estamos sobre um aberto
U C R2. Por hipéteses temos que D f, # 0 logo, sem perda de generalidade como f é C*!
, podemos assumir que f(z) é um valor regular de f dentro de U, entdo a = f~*{f(z)}
é uma C'-curva transversal a variedade estével e instével de z em z, pois D f,(e5*) # 0.

Além disso, o vetor gradiente V f é ortogonal a curva a no pinto z.

Considerando U suficientemente pequeno, entao « divide U em duas regidoes que
denotaremos por U; e U,. Vamos supor que V f aponta na direcao de U;, entdo na regiao
LILIII,IV e V nao contém pontos de A (ver figura 4).

De fato, como uma funcgao cresce na direcao de seu gradiente, temos que nao tem
pontos de A nas regides II, IIT e IV pois z € M;(A). Se existe um ponto y de A na regiao
I, entdo pela estrutura de produto local fazendo o produto [y, z] é um ponto de A na regiao
II. Analogamente, ter um ponto na regiao V implicaria a existéncia de um ponto de A na

regiao I'V. Em conclusdo, s6 pode ter pontos de A na regidao VI e assim z € ds N 9,,.

Lema 4.5. O conjunto
H, ={f € C*M,R): #M;(A) =1 e para todo z € Mg(A), Df,.(e"?) # 0}

¢ denso em C*(M,R) e portanto denso em C'(M,R).

Demonstracdo. Pelo Lema 4.3 é suficiente provar que H; é denso em &7 . Seja f € o,

entdo existe z € My(A) tal que Df,(e5") # 0. Considere uma vizinhanca de z e € > 0
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Figura 4 — .
WH(z)

pequeno. Seja ¢ € C?(M,R) tal que ¢, estd C? perto da fungao constante zero, no sentido
de que ¢.(z) =0se z€ M — U e ¢.(z) = € o qual vai ser o inico ponto maximo de ¢..

Note que ¢, — 0 quando € — 0 no espago C?(M,R).

Defina g. = f + ¢.. claramente g. — f quando € — 0 na topologia C*(M,R). Como
z € Ms(A), temos que g.(2) = f(2) + € > f(z) + ¢.(x) para todo x € A — {z}. Logo
z€ Mg (A) e #M, (A) =1

Também observemos que Dg.(e’¢) = D f,(e®*) # 0, isto é g. € H;. |

Lema 4.6. O conjunto H, definido no lema 4.3 € aberto.

Demonstragio. Seja f € H,, logo existe um tnico z € M¢(A) com Df,(e5") # 0, aonde
es* € B*". Note que podemos escolher ei* de tal maneira que afff’“ =< Vf(2),el* >=
Df.(e®) > 0 onde o Vf(z) é o vetor gradiente de f em z, pois V f(z) nao é ortogonal a

variedade estavel nem instavel.

Como f é C' podemos escolher i/ C C'(M,R) uma vizinhanga de f tal que, para
0
todo g € U, ngu > (. Sabemos que o conjunto {e
ez

Seja

u S
z76z

} é uma base para T, M.

V={VeT,M:v=ae;+be;, a,b, >0}

Assim, se tomamos v € V' — {0}, entdo %(z) > 0, assim, o vetor gradiente de g

no ponto z também esté dentro da regiao III, logo, pelo lema 4.4 z € 9,A N 9, A, isto
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implica que existe um conjunto aberto de U tal que g(z) > g(z) para todo g € U e todo
ze (UNA)—{z}.
Como A — U é compacto, e f tem um tnico maximo no interior de U, existe um

€ > 0 tal que |f(z) — f(x)| > §, para todo z € A. |

Demonstragio. Teorema 4.2. Como H; C H, e, pelo lema 4.5, o conjunto H; ¢ denso em
C*(M,R), o conjunto H, é denso e aberto em C'(M,R). |
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5 Imagem de subferradura

O objetivo deste capitulo é provar que os espectros dinamicos de Lagrange e de

Markov contém a imagem de uma subferradura através de uma funcao real de H,,.

Vamos comecar pelo espectro de Markov.

5.1 O espectro de Markov contém a imagem de uma subferradura

Comecgamos por lembrar que sendo A uma ferradura para o difeomorfismo classe
C? ¢, existe uma familia finita de retAngulos (R, ).eca disjuntos de M, os quais formam

uma particdo de Markov para A.

Seja B C A2 o conjunto de transicoes admissiveis, que consiste nos pares ordenados
(ag,ay) tal que @(Ry,) N Ry, # (0. Denotamos também por B a matriz de transi¢oes a qual

lembremos esta definida por

1 se ¢©(Rq; N Ry,)
baiaj =

0 outro caso.

Por ultimo lembremos também do capitulo 4 que existe uma conjugacao topologica
II:>g — A.

Seja f € H, (definido no capitulo 5) e z); € M;(A) o tnico ponto onde f alcanca
seu maximo em A. Pelo lema 4.4, x); € 0,A N9, A e pelo teorema 2.47, existem p,q € A

pontos periédicos tal que

ry € Wi p) NW*(q).

Como p e ¢ sdo periddicos, sabemos, tem representacao simbdlica

(...7CL1,CL2,...,O,T,al,ag,...,ar) e (...,bl,bg,...,bs7b1,bg,...,bs...)
respectivamente. Ou seja,
I Yp)=(...,a1,as,...,a,,a1,09,...,0a,) e 17 (q) = (..., b1, by, ..., bs, b1, by, ... ay).

Além disso, existem [ simbolos ¢y, ..., ¢ tal que a representacao simbolica de x,; é da

forma
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-1 _
O (zp) = (oo bry oo bsy by bsy Ly ey Gy ey Gy ey Gy Ay ey Q).

Onde ¢; é a posigao zero do simbolo II7!(zy/), pois sabemos da se¢io de dindmica
simbélica que para um elemento pertencer a variedade estavel de um outro elemento, eles
devem coincidir a partir de algum momento para a direita, e o mesmo para a variedade

instavel, s6 que para a esquerda.

Seja g, = (q-3---,qo, - - -,qs) uma palavra admissivel tal que z); € R; = N ¢ (R,)
e consideremos o conjunto A= Nnez ©(A — Rg) o qual, pela proposigdo 2.46 é uma subfer-

radura. Assim, existe um aberto U tal que UN A=A — R; e

Tomando § suficientemente grande tal que a dimensao de Hausdorff do A esteja
perto da dimensao de Hausdorff do conjunto A, isto é possivel pelo lema 6.8, o qual sera

provado posteriormente.

Como x); é o unico ponto maximo de f em A, fixemos € > 0 suficientemente
pequeno tal que seja possivel pegar § > 5 e ¢ = (¢_3,...,qz) uma palavra admissivel tal
que zy € R, = Ni_ 0 {(Ry) C R, e

sup Jg‘nfl([\)e < inf J?‘H—l(RggﬂA), (5.1)
onde f=foll e II'Y(A), = {z € £p : d(z, TI"1(A)) < €}.

Sejam d € A e m'd) =d=(..,d,...,do,...,dn,...) sua representagao

—2|n|+1

simbolica. Tomemos ng tal que Xy, >n,2 < € e consideremos (d_,,, ..., dn,), a qual

é claramente uma palavra admissivel finita. Definimos o cilindro Cdn ={we Al w; =
=nQ

d; parai = —ng,...,ng} € 0 conjunto
Can,B ={w € ¥p:w,=d; parai= —ng,...,n0},
o qual sabemos é o conjunto dos elementos de ¥ que coincide nos elementos centrais com

os elementos de d, portanto é nao vazio e contém pontos periédicos.

Como uma ferradura é transitiva, temos que N(z,y, B) > 0 para todo x,y € A,
assim, existem duas letras admissiveis e = (e1,...,ex—1) € f = (f1,..., fj,—1) juntando dy

com by e a, com d; respectivamente , com isso em mente fixamos Ny > ko, Jo.

Seja k € N tal que k > Ny e k(s + 1) +1 > § e definimos as palavras

(ar,...,a.)" = (a1,...,a,,...,a4,...,a,)

k vezes



5.1. O espectro de Markov contém a imagem de uma subferradura 55

(biy ... b)) = (b, ... bs, ... b1,...,by).

k vezes

Assim, podemos definir a palavra

a=((by,....b)* c1,....ce,.. 0, (a1,...,a,.)F)

onde ¢; é a posicao zero da palavra a. Agora podemos definir a seguinte fungao. Para todo
T € Cdno’ B, definimos:

A(z) := (...,x_l,xg,el,...,eko_l,(bl,...,bs)k,cl,...,ct,...,cl,(al,...ar)k,fl,...,fjo,xl,mg,...

Onde ¢; é a letra central da palavra A(z). Note que a funcdo pega elementos de Odno ,B e
encaixa no centro dele a palavra a. Podemos fazer duas obervagdes. A primeira é que pela
escolha de e, f, A(z) € ¥p e a segunda é que sup,,c; f(6™(z)) seja atingido nas posicoes

centrais. Vamos nos aprofundar na segunda observagao.

Como k > Ny > max{ko, jo},

[~
quz
A
)
I
5
3
+
2
+

e

Seja x € Cy, BNII"Y(A)

Note que (o7t +io(A(z))t = zTe definimos 7 = | — t + kr + jo — 1, logo
(070 (A2)))i = (0™ (z))i Vi = —ng, logo

(67T * ™ (A(z)), 0™ ™ (x)) <€ Vn > 0. (5.2)
Analogamente, se denotamos n = —(t + sk + ko — 1), temos que
d(o" " (A(z)), 0" M z)) <€ Vn >0 (5.3)

Como TT7!(A) é um conjunto o- invariante, se z € IT"'(A), temos pelas equagoes
5.2 € 5.3 que

oTtrotn(A(x)), om0 " (A(z)) € (ITTH(A)). e portanto, da desigualdade 5.1 conclui-

mos
f(a™™F(A(x))), f(o" ™0 (A(z)) < inf f‘nfl(Rq:mA) para n > 0

A desigualdade acima implica que, para todo z € Cdn07 B NI (A), existe j €
{n=mno...,m+no} tal que sup,; f(0"(A(2))) = f(o?(A(2)).
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Lembrando que IT7'(x) = z, definimos o conjunto /~\j ={zecAn H(Cdno’ B)) :

)
sup,,ez, f(0"(A(2))) = f(o?(A(z))}-

Assim
ANTI(Cy ,B) = |J A
’ Jj=n—no
portanto, existe ig € {n —ng..., T+ ng} tal que
HD(A) = HD(ANTI(Cy, , B)) = HD(Ay), (5.4)
daif, se z € TI7'(A,,),
sup f(0"(A(z))) = f(o™(A(z)). (5.5)

nez

Agora temos como objetivo provar que A =II1o A o II"! pode se estender para um

difeomorfismo local. Primeiro, mostramos que A é estendivel a um difeomorfismos sobre
Wige(d) e Wi (d).

Como A é simbdlicamente o produto Xz x X, definimos a palavra finita 5 = eaf.

Usando a notacao da secao 3.4 de conjuntos de Cantor, se
" € Wi (d)N A, entio fz(z") € W*(d) NA.

+

e (I7(fm)" =5 (@)

também, se

x* e W .(d)N entdo  fi(x°) € W*(d) N A
(H ) = (I7'%) 8,

a posicao zero de H’l(gp’w“(fﬁ(x ))) é igual a (3)g = e; ou seja

I (e P (f5(2%)))o = (B)o = (7' (F5(2%)o

entao, podemos definir a operagao
(5, T o P (o)) = (4 @) BT @) T = A I @), 1 )]

Lembrando que, para z“, z* suficientemente perto de d, a operacao [IT7!(z%), T (x*)]

estd bem definida. Usando que II é um morfismo da estrutura de produto local,
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s @), o P (£ @)] =1 ([t (

Com o que foi feito acima podemos definir A, (z*) = fo(@)y Ay (z°) = @ PIFY(fa(a®)) -

pelo tanto, A [z%, 2°] = [fll(x“), AQ(Z‘S)} . Assim temos o seguinte lema.

Lema 5.1. Se ¢ é um C%-difeomorfismo, entio A se estende para um C*-difeomorfismo
local definido em uma vizinhanca Uy de d. Podemos assumir, sem perda de generalidade

(aumentando ng, se for necessdrio), que Ug D ANTI(Cy .p).

Zng

Demonstragio. Como ¢ é um C?-difeomorfismo de uma superficie fechada entdo a folheacao
estével e instavel da ferradura A, F*(A) e F*(A) se pode estender a C! invariante foliagoes
definidas em uma vizinhanca de A. Também, se ¢ es um C?-difeomorfismo, entao ey s

sao ao menos C!. Logo, pela equacao 5.6, temos o resultado. |

Uma consciéncia imediata de Lema 5.1 e da equacao 5.5 é o seguinte corolario.

Corolario 5.2. Se x € A, entdo sup, o, f(¢"(A(z))) = f(p°(A)(x)).

Este corolario implica que {f(¢®(A(z)) : z € Ay} € M(f,\).

Observagao 5.3. Nds temos Df,, (e5) # 0, e como f é C', a propriedade é valida

T M
em uma vizinhanca de xy;. Assim, para todo x € A, ¢°(A(z) pertence a wma pe-
))) % 0, para todo x € /~\i0. Além disso,

u,s

quena vizinhanca de xyr, logo waio(g(z))(ewd(x

u,s

, - 0A
Dgof}l’(x)(eA(x)) € E;%(A(x))’ e assim, por construgdo de A, 55T ¢ paralelo a e

z € Ny, e temos que D(f o 0 o A),(es™) # 0.

S,u

A(x) PaTO cada

5.2 O espectro de Lagrange contém a imagem de uma subferradura

Agora vamos provar que o espectro de Lagrange também contém a imagem de uma

subferradura.

Seja €,ng e § como acima e continuemos com a mesma notagao. Seja x € A N
H(Can»B) ell™ (z)=(...,2_p,...,T0,...,Ty,).... Fixemos F; uma palavra admissivel,
com E; = (e}, ..., eii) que junta x; com x;_; e tal que |E;| = m; — 1 < Ny para cada 1,
pois A%‘? > 1.

Assim podemos definir a seguinte funcao: Dado = € Cdno’ B.

Al(a:) = ( .- ax37E37x737w727l‘717$0767w1ax27E2ax727x717$0757x17 Elaxflylbﬂa
1'1,El,]f_l,x(),B,1'1,{L'Q,EQ,lL'_Q,JZ_l,.TO,B,I'l,{EQ,Ig,E3,ZE_3,...), onde 6 = QOZi, como

acima.
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Como |E;| < Ny, entao o conjunto das palavras {F;} ¢ finito pois nosso alfabeto é
finito, logo
{Ei:ie N} ={Dy,....D,},

onde D; é uma palavra admissivel e | D;| < Ny. Logo tome k > Ny+2my e, se for necessério

aumentamos o tamanho de s, temos que existe um vizinhanga U; para cada D; tal que

sup f|0—T(UZ.) < inf f|H—1(R§) para |r| < ng+ |D;| < ng + No. (5.8)

Agora vamos caracterizar limsup,, . f(c"(A;(x))) para z € Cy. Seja m(n) € N
tal que

(6™ (A ()T =21, @0, ..., T Fpe, ..., T, ... € 1> 2ng,
o qual é possivel pela definicao de A;.

Vamos definir £* tal que n — k* = ng. Entao pela defini¢ao ny,

A" (Ay()), 0" (2)) < € para todo j = 0,... .k = g

d(gmMHElFn0ti (A (z)), 7% I (z)) < € para todo j =0,..., k" — ny.

Além disso, como II7*(A) é um o-conjunto invariante, se x € II7*(A), (5.1) implica que

Flo™m ot (A (2))) < inf flu-1(r, ~a) para todo j=0,...,k" —ng

FlommFIEtnoti (4, (2))) < inf fl-1(r, na) para todo j=0,....k" —ng

ao mesmo tempo,

o™MWTE TS (4 (2)) € ol B 0TS (U ,)) para todo s =0,...,ng + | B, |

GBS (A (1)) € 0 (Uyy) para todo s =0,... ng + |E;]|

onde E,, = E;Ef ei(n) € {1,...,m}. a desigualdade, (5.8) implica que

f(o™mFE s (A, (2))) < inf f]n_1(Rg§mA) para todo s =0,...,n9 + |E, |

fommFntlEnlts (A (z))) < inf f‘H—I(RggmA) para todo s =0,...,n9+ |E|.

Note que, se ng < n < 2ng, entdao , pela definicio k* < ng e os dois ultimos

casos valem. Dali, as quatro tultimas desigualdades acima implicam que, para todo x €

Cipy.8 N II1(A), existe j € {n —ng,..., T+ np} e a sequéncia ny(j) com

limsup F(o” (41(2))) = sup f(o™ 0 (Ax(2))) € ("0 (Ax(a)))o = (Ar(x)),

n—oo
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para todo k,onde n = —(t + ks+ky—1) e = (I —t+ kr + jo— 1), sdo o tamanho da

parte negativa e positiva da palavra § = eaf, respectivamente .

Para ITI7!(z) = z, definimos o conjunto

A i= o € ANTI(Cy, ) : limsup (0" (41 (2) = sup FloO(Ar(2))).

"0 n—00

entao

B T+no ,

AﬁH(Can,B) = U A

J=n—no
Dal, existe jo € {n —ng,..., T +no} tal que A;-O tem interior nao vazio em A N H<Cdn07 B)
e portanto
HD(A) = HD(ANII(Cq, ) = HD(A). (5.9)

Engo

Assim, para z € H_l(A;O),

limsup f(o” (A(z)) = sup F(o™ (A1 (@)

n—oo

Portanto existe uma subsequéncia ng,, (jo) quando ny,, (jo) — oo com m — oo tal que

sup f(o"™ 0 (Ay(2))) = T f(o" 00 (41(2))).

m—00

pela construcao de Ay, temos que

lim om0 (A (2)) = 0% (A(z)),

m—0o0
onde A(z) é definido acima.

concluimos que

limsup f(o"(Ai(2))) = (0" (A(2))).

n—oo

Como consequéncia imediata temos o seguinte corolério.

/

Corolério 5.4. Sex € A, entdo

limsup f(¢"(A1(2))) = F(oP(A()), onde A =Tlo A, 0TI,

n—oo

Este coroldrio implica que {f(¢™(A(z))) : x € A;O} C L(f,A).
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6 Teorema Central

Agora vamos estudar a imagem do produto de dois conjuntos regulares de Cantor
através de uma funcao real, para assim achar condi¢oes para que a imagem de ferraduras

através de fungoes reais tenham interior nao vazio.

6.1 Intersecao de conjuntos regulares de Cantor

Seguindo a notagao da secao 3.2. Sejam K e K’ dois conjuntos regulares de Cantor

que sio definidos por (A, B, %, g), (A", B, %', g') respectivamente.

Seja r € (1,+00]. Para a € A, denotemos por P"(a) o espago dos C"-mergulhos do
intervalo /(a) ate R dotado da topologia C". Denotemos por Aff(R) o grupo das fungoes
afim com a operagao composicao pela esquerda. Consideremos a ac¢ao do grupo Aff(R) sobre
o conjunto P’ (a), e denotemos o espaco quociente por P’ (a). Vamos também considerar
P(a) = Uy, P'(a) e P(a) = U,o1 P (a), dotado com a topologia indutiva.

Observagao 6.1. Em [11] P"(a) € considerado para r € (1,+00], mas todas as definigoes

e resultados que involucram P’ (a) podem ser obtidos considerando r € [1,+0o0].

Seja A = (0,A), onde § € ¥~ e A denotard agora um mergulho I(6)) em R.
Definimos a fun¢ao canonica

A= P =JP(a),
(0, A) — Aokl(e Pr(6y)).

Agora definimos, como acima, o espaco P = U, P(a) e P’ = U, P(d').

A dupla (h, 1), (h € P(a),h € P'(a')) é chamada uma configuracio suave para
K(a) = KnlI(a), K'(a') = K' N I(d’). Atualmente, ao invés de trabalhar com o produto
P x P, vamos trabalhar com o quociente @ gerado pela acdo diagonal do grupo afim

Aff(R). Elementos de @ sdo chamados configuragoes suaves relativas para K(a), K’'(a’).
Dizemos que uma configuracao suave (h, h') € P(a) x P(d’) é:
e Conectado se h(I(a)) VR (I(a")) # 0
e intersectado se h(K(a)) N (K(a')) # 0, onde k(a) = KNI(a) e K(a') =kNI(d);e

e Fstavelmente intersectado se segue sendo intersectado mesmo se perturbamos ela em

P x P e perturbamos (g, g') em Qs x Q.
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Todas estas defini¢oes sao invariantes pela a¢ao do grupo de fungoes afim, e portanto

tem sentido para configuragoes relativas suaves.

Como antes, podemos introduzir os espacos A, A’ associados as geometrias limites
de g, g, respectivamente . Denotamos por C o quociente de A x A’ pela acdo diagonal do
grupo das fungoes afim. Um elemento de C, representado por (0, A) € A, (Q/, Aye A, é
chamado uma configuragao relativa da topologia limite determinada por 6, . Temos a
funcao candnica

Ax A =P xP,
C—Q,

a qual nos permite definir uma configuragdao conectada, intersectada, estavelmente inter-

sectada para A x A ou C.

Vamos considerar o seguinte subconjunto V' de Q5 x Qv onde uma dupla (g, g’)
pertence a V se, para cada [(8, A), (8, A')] € A x A’, existe uma translacio R, (em R) tal

que (R0 Aok? Ao k'?) é uma configuracio estével.

Teorema 6.2. (Veja [11])

o V éaberto em Qs X Qyy, e VN(QF X QX)) € denso (para a topologia C>) no conjunto
{(s,¢), HD(K) + HD(K') > 1};

o Seja (g,g) € V. Eziste d* < 1 tal que, para algum (h,h') € P x P, o conjunto

I, = {t € R, (Rioh,h’) € uma configuracio suave estavelmente intersectada para (g,g')}

e € (aberto e) denso em
Z={teR,(Rioh,h') é uma configura¢io suave intersectada para (g,g’)}.

Além disso, HD(Z — I,) < d*. O mesmo d* também é valido para (g,8') em uma
vizinhanga de (g, g') in Qx X Q.

Fixada a notagao anterior, temos o seguinte teorema.

Teorema 6.3. Seja K e K' dois conjuntos requlares de Cantor associado as duas funcoes
expansoras g, g respectivamente . Suponha que HD(K)+ HD(K') > 1 e (g, g') € V. Se
f:U—=REC com Kx K' CUCR? tal que, em algum ponto de K x K', seu gradiente

nao € paralelo aos eixos coordenados. Entao
int f(K x K') # 0

Demonstragao. Por hipétese, existe um ponto (a,b) € K x K’ e uma vizinhanga aberta de

Vi x V, de (a,b) em R? tal que para todo (z,y) € V; x V, o gradiente de f em (z,y) nio é
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paralelo aos eixos coordenados. Sabemos que existem conjugagoes h e b’ (veja a segdo 3.2)
tal que h(V7) x h/(V3) é um aberto de Yp x ¥/, logo existe um cilindro em h(V;) x h'(V3)
o qual implica a existéncia de um ponto peridédico em h(V;) x h'(V3), portanto temos p, pa
de K e K' respectivamente , com representacao simbdlica @; = aya1a; - -+ € Gy = aga2as - - -

em h(Vy) x h/(V;), onde a; e ay sao palavras finitas e V f(p1, p2) nao é paralelo aos eixos.

Como os conjuntos de Cantor sao gerados por fungoes expansoras, existe uma
A . 7’ . . !
sequéncia crescente de nimeros naturais (my) e (ny) tal que os intervalos. I mx e I' n
2 ay

k

definidos pelas palavras finitas a}"* e a3"* (veja secao 3.1), satisfazem

|1y

—A— ¢ (C*, 0) paraalgum C > 1.
17 g |
Qg
Pelo teorema de Bolzano-Weierstrass para sequéncias reais podemos assumir que

|Ig’ink|/’[/g;k‘ — X € [C7,C] quando k — oo, e definimos

A= —((0f/0x(p1,p2))/(Of [Oy(p1, p2))) A

Consideremos A(z) = Az e A'(z) = z. Como (K,K') € V, por definicio de V existe
t € R tal que (A% 4 ¢, k%) é uma configuracao de intersecio estével. Assim, existe uma
e I((a)o) ey € I((ay)o) tal que 2o = k% (%) e yo = k%(§) com Azg + t = g, onde
(a;)0 é a posicdo zero das palavra finitas a; para i = 1,2. Além disso, & = g™lal=1(7) e

§ = (g)"™e21=1 () para algum 7 € Ig;nk ey e I/g;k'

Se tomamos k suficientemente grande, temos que df (Z,y) nao é paralelo a dz nem
dy. Em particular, se 0f/0y(Z,y) # 0, e pelo teorema local das submersdes, existe um
C'-difeomorfismo H(x,y) = (x,g(z,y)), definido em uma vizinhanga de (7,7), tal que
f(H(z,y)) = y. Sem perda de generalidade, podemos assumir que H estd bem definida
Ing X ];;k Pois em qualquer caso é s6 aumentar o tamanho de k. fixando a notacao
g.(x) := g(x,s); se sg é tal que f(Z,y) = sg, entdao g5 (¥) = y também, observe que
s € [N ) x (K'N I;;k)) ¢ equivalente a gs(k 0 L= ) N (KN [;;k) # 0.

Assim, nosso problema ficou reduzido a provar que gs(k N I,m) N (K N1 lg;lk) # 0

tem intersegao nao vazia para s perto do so = f(Z, 7).

Seja By: ;nk — [0, 1] uma familia de fun¢oes afim que preservam a orientagao, dadas
por By(z) = 1/ (b, —ap)(z —ay) = 1/|Ln |(@ = a}) e Ti(x) = 1/(br — a) (v —ax) = 1/ | I
onde I,mi = [ag, bx] e I'ny = [al, b].
a a,

Entao, lembrando a defini¢cao de geometria limite e usando o Teorema 3.7, temos
que, Br(K' NI »,) converge para K% (K') e Tj(K N [a;”k> converge para k% (K) como
Qo a

conjuntos regulares de Cantor.
Também, Bi(g,, (K N Im)) = By o g, o Ti7 (Ti(K N Imw)).

Afirmacgao 6.4. Claramente a fungdo By o g, oT, ' converge para A&+t na topologia C.
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— — Iy 7
De fato, se denotamos por €; = by — aj, = |I,;m| and €, = b}, — aj, = |Ig;,€ ,

_ 1
Bk o gso © Tk 1(I> = ?(gso (Ekx + ak) - a‘;c)
k
= ?(gso(ak) + g;o(ak)ﬁkf + 7(epx) — ay,)
k

. (6.1)

— Bulgy (o) + g (an) ™ ()

% €
Como g, (%) = ¥, Bk(g,,(2)) = Bi(§) = By o (g)~l22l=1 () e lembra?do a definigdo de
geometria limite temos que By(g,, (7)) converge para k% () = yo = A\xg +t e Ty(x) =
Ty o g~(mrlail=1)(3) converge para k% (&) = xy. Pelo tanto, por (6.1),

B0 5, (1) = Bio g, 0 T (TH(®) = B(ssy ) + &l ) T T0((0) + (T())

Assim, se k — +00, o lado esquerdo da equagao acima converge para \zo + t. Além disso,

como g ¢ C", r > 1 temos que g, (ax) = —((0f/0z(p1,p2))/(Of [Oy(p1,p2))), /€ — A,
Ti(Z) = x0 e (r(exTk(Z)))/ex — 0, por definicio de A e da equacio acima,

By o gSO(CLk) — 5\1’0 +t— S\ZEO = 1. (62)

Assim, por (6.1) e (6.2),
lim Byog, oT," =z +t.

k—+o00

Além disso, como g, ¢ uma funcdo ct,

0f[0x(pi.p) | _ 5

1
Brog, oT; 1) (x) = g\ .ex — — A=A
(B0 gy 0 1) () e;f’“ Y 9foy(pr o)
Assim concluimos nossa Afirmacao.

Logo,

F(gy (K N Iy )) = By o gy, 0 Ty (Te(K N L)) — ART(K) + ¢

Bi(K'N T i) = k% (K').

Como (S\kgl +t, k%) é uma configuragdo de interse¢do estavel, e esta propriedade é
aberta e g,(.) estd perto na topologia C! de g, (.) para s perto sq, para k suficientemente
grande, os conjuntos de Cantor By (gs(K N ]g;nk)) e Br(K' ﬂllggk) tem intersecao nao vazia.

Assim gs(K N Ig’l'”k) e K'n Ilggk tem interse¢ao nao vazia.

O seguinte exemplo mostra que a hipétese de estar em V' no teorema 6.3 é funda-

mental.
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Exemplo 6.5. Considere o conjunto de Cantor reqular K, := ,>0¢ " (11 U I5), onde

2 [ 1 —a
1—a$ se xel:= _0, 204,

¥(z) = _ _
2 2 11—«
- I = 1].
1_&x+1_a se x € Iq 5

HD(K,) = —((log2)/(log((1 — «)/2))) (Veja [1}]). Se o < 1/2, entdo HD(K,) > 1/2, e
para 1/3 < a < 1/2 wale pelo teorema 3.17 que K, — K, tem medida zero

Além disso, HD(K, x K,) > 1 e f(z,y) = x —y, portanto satisfazem as hipdteses
do teorema 6.3. Mas, para 1/3 < a < 1/2,

intf(K, x Kq) = 0.

Corolario 6.6. Seja ¢ um difeomorfismo classe C?, e A uma ferradura associada a @.

Suponha que K?, K" satisfaz as hipoteses do teorema acima. 6.5. Seja
Ay ={f € C*(M,R) : 3z = (2°,2") € A tal que Df(z).e>" # 0}.
Entao, para todo f € Ay, intf(A) # 0.

E facil provar que A,, definido no corolario acima, é um conjunto aberto e denso

em C'(M,R).

6.2 Teorema Central

O seguinte teorema (veja [12]) é um resultado fundamental para conseguir elementos
em V associados a duplas de conjuntos regulares de Cantor (K*, K*) definidos por g*, g*,
onde g° descreve a geometria transversal da folheacao instavel W"(A, R) e g* descreve a
geometria transversal da folhagdo estavel W*(A, R), como no capitulo de conjuntos de

Cantor.

Teorema 6.7. (Veja [12]) Suponha que a soma das dimensées de Hasusdorff dos conjuntos
requlares de Cantor K*, K", definidos por g°, g* € maior do que um. Se a vizinhangca U
de po em Diff>*(M) é suficientemente pequena, existe um conjunto aberto e denso U* C U

tal que, para ¢ € U*, a correspondente dupla de fungoes expansivas (g, g') pertence a V.

Usaremos o teorema acima para mostrar que os espectros de Lagrange e de Markov

tipicamente tem interior nao vazio em nosso contexto.

Lembremos que no capitulo 6, dada uma ferradura A associada a um difeomorfismo

¢, definimos para f € H,, a subferradura A em §4 como A := ez ¢"(A\R, ).

O seguinte lema mostra que HD(A) nao muda muito em comparagao a HD(A).

Com mais precisao enunciamos o seguinte lema.
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Lema 6.8. Se A é uma ferradura associada a ¢ o qual é um difeomorfismo C* e HD(A\) >

1, entdéo HD(A) > 1 se escolhemos 3 suficientemente grande.

Assumindo o lema 6.8, e lembrando (5.4) e (5.9) temos o seguinte corolario.

Corolério 6.9. Os conjuntos A;, e A% satisfazem HD(A;,), HD(A)) > 1.

Lembrando que, como ¢ é um difeomorfismo classe C?, A é localmente o produto
dos conjuntos de Cantor estavel e instavel, ou seja, K® x K*. Entao o lema acima vai ser

consequéncia do seguinte lema.

Seja K um conjunto regular de Cantor associada a fungdo expansora i e a particao
de Markov R = {I1,...,I;} tal que K = M,5o¢ "(Uf; I;). Considere a Matriz de
transicdo A = (A;;)kxi associada a particdo R, definida por

it (L) D .
a;j =
0 if ()N =0

A cada palavra admissivel de tamanho finito m, ou seja, b = (b1, ..., by) tal que apy,,, =1

para todo i < m, associamos o intervalo I, = I, N Y~ (Iy,) N ~2(1,) ... N~ m=D(T, ).
Lema 6.10. Seja K um conjunto reqular de Cantor associado a funcao erpansora ¢ e a

particao de Markov

R = {L,....,I}} tal que K = N0 " (U, I). dado € > 0, existe um inteiro
positivo mg tal que, para cada m > myq e para cada palavra finita admissivel de comprimento

m, @:(bl,...,bm),

k
HD(K,) > HD(K) — € onde K; = ﬂ z/;”(U I; — Ib>.
n>o =1
Demonstragdo. Seja R™ o conjunto de todas as componentes conexas de o~ "~V (I;), I; € R.
Seja B™ o conjunto de palavras admissivel de tamanho n, tal que R" = {[,,b € B"}.
fixemos 7, < k tal que az; = 1. Seja X® = {b = (b1,...,b,) € By : by = i,b, = j}.
para qualquer positivo inteiro r e by, by, ..., b, € X", temos biby---b, € X" C B"™. Seja
R" = {I,,b € X"}.
Para R € R" tomemos A, p = sup |(@ZJ”)]R| Pela condicao de misturador, existe
c1 > 0 tal que
ST (AR > Y (A, R) forall d>0,n > 1.
RER™ ReR™

Por outro lado, por [PT93, pp. 69-70], segue que, se definimos d,, implicitamente

por

S (Ap,R) M =1,

ReR™
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entao Jgrgodn = HD(K), assim, em particular, para n grande, d, > HD(K)/2. Note
também, que existe A; > 1 tal que A, p > A} para todo n > 1.

Seja n suficientemente grande tal que d,, > HD(k) —€/2 e An€/2 > 2/cq, e seja
my = 2n—1. Dado m > mg e uma palavra admissivel finita de tamanho m, b = (by, ..., by),
definimos as palavras C; = (b;,bj41,...,0j4n—1) € B", 1 <j<n.Seja L" ={c; : 1 <j <
nyeR"={I,:ce X’T\L”}. Entao B

S (A, R > S (A, R — A > ST (A, R) T - PEOR

ReR™ ReR™ ReR™
> Z (A,, R) ™% — n)\?HD(k)/Q = ¢; —nATHPR2 5 0 /9,
ReR™
e assim

3" (A, R)THPEIZ) 5 N (A, R) /) 5

ReR™ ReR™

definimos o conjunto regular de Cantor (com fungdo expansora associada ™) como
K = ﬂw-”’“< N I).
r>0 feRn
Os célculos anteriores implicam
Z (AnraR) (HD(K)—e¢) Z( Z (AT,R)_(HD(K)_E)) > 1’
RER™" RER™

onde R"" = {I c1ep- CT,C € X"\L",Vj < r}. Assim concluimos (como antes) que
HD(K) > HD(K) —

Para qualquer inteiro positivo r e by, by, ..., b, € X™\L"n, a sequéncia (a1, az, . .., py) =
b1by - - - b, satisfaz que, para todo j,1 < j <nr—m+1, (aj,aj41,...,0j+m—1 # b, € assim
K C Ky. Em particular, HD(K,) > HD(K) > HD(K) —e. |

Prova do lema 6.8. Lembrando que a dimensao de Hausdorff de um produto cartesiano
de conjuntos regulares de Cantor é igual a soma das dimensodes de Hausdorff dos conjuntos

regulares de Cantor, entao aplicando o lema acima aos conjuntos K* e K" temos o resultado

desejado. |

Note que, pelo lema 6.8 e a estrutura local de A, HD(ANU,;) = HD(A) > 1, onde

U; é uma pequena vizinhanca de d dada pelo lema 5.1.

Prova do teorema principal. Dada uma dupla (¢, A) onde ¢ é um difeomorfismo e A é
uma ferradura de ¢, tal que HD(A) > 1, definimos como no capitulo 5 o conjunto aberto
e denso H, em C*(M,R). Lembremos que A é uma subferradura de A, como no lema 6.8,

com HD(ANU,;) = HD(A) > 1. Entio pelo teorema 6.7, existe um difeomorfismo ¢, perto
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de ¢, uma ferradura Ay associada a g e uma subferradura /~\0 C Ap com H D([\o) > 1 tal

que Ay satisfaz as hipéteses do teorema 6.3.

Para f € H,,, nés podemos definir um difeomorfismo local prO( f); com a co-

ordenas dadas pelas foliagdes estéveis e instaveis, nés podemos escrever, A, (f)(z,y) =
11 12 . . ’
(AL, (f)(x), A2, (f)(y)), como foi feito no capitulo 6.

Seja i tal que valem o coroldrio 5.2 e as equagoes 5.5 e 5.4 para (o, /NXO). Para
f € H,,, a observagao 5.3 implica que, para cada = € Ao, D(f o4t o fl(po(f))x(és’“) #0,
onde e;*" sao os vetores unitarios no fibrado estével e instéavel do conjunto hiperbélico Ao,
respectivamente (aqui /N\O,io é definido como em 5.4, mas para Ay no lugar de \). Assim a

funcio f o o o fl@o (f) € Ag,. portanto, pelo Coroldrio 6.6,
int(f o ¢ 0 Ay, (£))(Ao) # 0 (6.3)
Entao, como no corolario 5.2 ,

sup f (¢ (g (f)(2))) = (f 0 9 © Ay (f)) (@)

nez

para todo € Ag,. Isto implica que (f o o A, (f))(Aosy) C M(f, A). Assim, por (6.3),
11’1tM(f7 AO) ;é @

Usando o corolario 5.4 no lugar do corolario 5.2, obtemos um resultado andlogo

para o espectro de Lagrange. Assim concluimos a prova do teorema principal.
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7 Apéndice: Topologia Diferencial

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados classicos de topologia diferencial
0s quais serao util para entender algumas defini¢oes e conseguir resultados importantes.

Vamos sempre assumir que as variedades em questao sao compactas.

Se M e N sao duas variedades diferenciaveis de dimensao m e n com N nao
necessaria compactas classes C", denotamos o conjunto de todas a funcoes desde M ate N

de classe C" por C"(M, N).

Defini¢ao 7.1. Seja f € C"(M,N). Sejam (p,U),(¥, V) cartas sobre M e N respecti-
vamente ; Seja K C U tal que f(K) C V; seja 0 < € < oo, definimos uma vizinhanga

subbdsica

N (f; (0. U), (1, V), K, €). (7.1)

Como o conjunto de todos as fungoes g € C"(M, N) tal que g(K) C V e ||D*(¢fo1)(x)—
DF(ge=)(x)|| < € ara todo x € p(K)e todo k =0,1,...r. Os conjuntos da forma de 7.1

sao uma subbase e geram uma topologia a qual é chamada de topologia de Whitney.

Definigao 7.2. Seja f € C"(M,R) com r > 2, f é dita Morse se todos os pontos criticos

sao nao degenerados, denotaremos por M o conjunto das fungoes Morses.

Observacao 7.3. Se x é um ponto critico para f e f € M |, entao x é um ponto critico

isolado de fato é so pegar uma carta local para x e usar o resulto em R™.

Por outro lado se f € duas vezes diferencidvel o conjunto de pontos criticos é

fechado pois [’ € .
Teorema 7.4. O conjunto das fungoes Morses é aberto e denso C*(M,R).

Lema 7.5. Sejam fy € M, N C M, fechado com int(A) = 0, entdio existe f € M perto
de fi1 tal que Me(A) N Crit(f) = 0.

Teorema 7.6. O conjunto C*(M,R) ¢ denso em C*(M,R).
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