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Resumo

Nesta dissertacao, exploraremos as simetrias dos sistemas mecanicos através das suas quan-
tidades conservadas, na busca pelas propriedades qualitativas e quantitativas do sistema.
Para isso, estudaremos com detalhes o Teorema de Reducao Simplética, que nos permite
reduzir o espago de fase do problema original, a um sistema fisico num espaco de fases
de dimensao inferior. Uma vez obtida a solugéo das equagoes de movimento neste espaco
reduzido, aplicaremos o Método de Reconstrugao da Dinamica para obtermos as solucoes
do problema no espago de fase original.

Ao longo do trabalho, apresentaremos exemplos cldssicos de sistemas mecéanicos que
admitem simetria, em especial o Problema de Kepler e do Corpo Rigido, que utilizaremos
para exemplificar a teoria desenvolvida ao longo do texto. Na tultima se¢do, faremos
um estudo de uma variacao do problema do Corpo Rigido, adicionando um potencial ao
sistema, onde iremos obter a 2-forma simplética associada, o colchete de Poisson que nos
fornece as equagoes de movimento, a formula do angulo de fase e um estudo da estabilidade.

Palavras-chave: Geometria Simplética, Sistemas Hamiltonianos, Simetrias, Reducao
Simplética, Reconstrugao da Dindmica, Problema de Kepler, Corpo Rigido.
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Abstract

In this dissertation, we will explore the symmetries of mechanical systems through their
conserved quantities, in the search for the qualitative and quantitative properties of the
system. For this purpose, the Symplectic Reduction Theorem will be studied in detail,
allowing us to reduce the phase space of the original problem to a physical system in a
phase space of lower dimension. Once the equations of motion are solved in this reduced
space, it will be applied the Dynamics Reconstruction Method in order to obtain the
solutions of the problem in the original phase space.

Throughout this work, it will be presented classic examples of mechanical systems
that admit symmetry, particularly the Kepler and Rigid Body Problems, which will be
used to exemplify the theory developed throughout the dissertation. In the last section,
a variation of the Rigid Body problem will be studied, adding a potential to the system,
whereby it will be obtained the associated symplectic 2-form, the Poisson bracket, that
gives us the motion equations, the phase angle formula and a stability study.

Keywords: Symplectic Geometry, Hamiltonian Systems, Symmetries, Symplectic Reduc-
tion, Dynamics Reconstruction, Kepler Problem, Rigid Body.
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Introducao

Ao estudar sistemas fisicos, estamos em geral interessados em determinar as equagoes de
movimento. Para isso, podemos procurar por quantidades conservadas que nos fornecem
novas equagoes para o sistema, diminuindo assim a complexidade do problema. O Teorema
de Noether (apresentado no Capitulo [2| e com mais detalhes em [15]), nos diz que existe
uma bijecao entre o conjunto das quantidades conservadas e as simetrias do sistema. Por
simetria, queremos dizer fungoes do sistema (por exemplo a energia) que sdo invariante
por alguma transformacgao. Por exemplo, a invariancia da funcao Hamiltoniana pela agao
de translacao esta relacionada com a conservacao do momento linear e a invaridncia por
rotagoes com a do momento angular.

O objetivo deste trabalho é estudarmos sistemas que admitem simetria (da fungao
Hamiltoniana) e relacionar com as suas respectivas quantidades conservadas (mapa mo-
mento dada pelo Teorema [2.38)). Existem muitas formas de explorarmos as simetrias do
sistema, mas nos focaremos na teoria de Redugao Simplética apresentada por Marsden e
Weinstein em [23]. Este resultado nos diz que dada uma variedade simplética (P,w), po-
demos induzir uma estrutura simplética no espago de dimensao inferior (P, = P/G},,w,),
onde teoricamente podemos fazer um estudo da dindmica com mais facilidade. Veremos
ainda o caso especial da redugao dada pelo Teorema de Kirillov-Kostant-Souriau, onde o
espago de fase é um fibrado cotangente de grupo de Lie, P = T*G. Neste caso, o espago
reduzido pode ser identificado com as érbitas coadjuntas G - p. Além disso, uma vez
determinada as solucoes das equagdes de movimento no espaco reduzido (P,,w,), pode-
mos obter as solugoes no espago de fase original através do método de Reconstrugao da
Dinamica. Além disso, podemos obter outras propriedades interessantes do sistema, como
a fase geométrica do sistema [21] e fazer um estudo da estabilidade relativa dos pontos de
equilibrios.

O texto foi estruturado da seguinte forma:

O Capitulo[1] é dedicado a uma revisao béasico dos conceitos de variedade, dlgebras e gru-
pos de Lie e também uma introducao rapida a geometria simplética, que é a linguagem
natural para o desenvolvimento da mecanica.

No Capitulo [2| iniciamos apresentando uma breve descricao da mecanica Hamiltoniana e a
sua relagao com a geometria simplética apresentada no capitulo anterior. Além disso, de-
finiremos o conceito de acoes de grupos que esta relacionada com o estudo da simetria dos
sistemas e o mapa momento J : P — g* que generaliza e abstrai os conceitos de momento
linear e momento angular da mecanica classica. No final do capitulo, apresentamos os
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colchetes de Poisson {-,-} que nos fornecem uma estrutura de algebra nas fung¢ées C*°(P),
de onde também podemos descrever as equagoes de movimento.

O Capitulo|3|é o mais técnico e tem como referéncia principal o livro [I]. Apresentaremos
o Teorema de Redugao Simplética e da Reconstrugao da Dindmica com bastante detalhes,
que em geral sao omitidos nos principais textos de mecanica e geometria simplética. Vere-
mos sob determinadas hipdteses, que dada uma variedade simplética (P,w) com um mapa
momento J, podemos obter uma variedade simplética (P,,w,,) de dimensao inferior, onde
as 2-formas simpléticas estao relacionadas por i;,w = m,w,. Determinada a solugao das
equagoes de movimento no espaco reduzido P, podemos aplicar o método de reconstrucao
e obtermos a solucao na subvariedade J~1(y) C P. Durante este capitulo sdo apresentados

diversos exemplos que ilustram a teoria desenvolvida neste capitulo.

Por fim, o Capitulo[é dedicado a apresentagao de exemplos de sistemas com simetria mais
elaborados, onde falaremos com bastante detalhes do Problema de Kepler e do problema
do Corpo Rigido. No problema de Kepler seguiremos a construcao feita em [10], que é
uma abordagem nao muito tradicional na literatura, onde veremos que a conservagao do
vetor de Runge-Lenz estd relacionada com Lei do Inverso do Quadrado da atracao entre
dois corpos e que a simetria corresponde é da &dlgebra de Lie 0(4). Faremos ainda uma
interpretacao desta simetria, relacionando com as rotacoes das 3-esferas em R

No exemplo do Corpo Rigido Livre, partiremos do estudo de um sistema de particulas,
onde faremos um estudo progressivo relacionando com a teoria desenvolvida nos capitulos
anteriores, tornando este exemplo um dos mais importantes do texto. Veremos ainda neste
exemplo, a Férmula de Montgomery para Fase Geométrica (que pode ser vista com mais
detalehs em [21]) e um estudo da estabilidade relativa do sistema seguindo [22]. Para
finalizar, estudaremos uma pequena variagao do exemplo anterior, adicionando ao sistema
um potencial, de onde obteremos alguns resultados.

Este trabalho foi escrito tendo em mente ser acessivel a leitores menos experientes,
apresentando as definigoes matematicas e as demonstragoes dos principais resultados, além
de diversos exemplos. Espero com isso, que este texto possa auxiliar estudantes que
estejam iniciando o estudo de simetrias em fisica-matemaética. Boa leitura!



Capitulo 1

Elementos de Geometria
Simplética

Neste capitulo, apresentaremos algumas definigoes e resultados bésicos que utilizaremos ao
longo do texto. Este capitulo nao tem como finalidade ser um texto completo e detalhado
sobre os temas mostrados, mas apenas um guia, onde assumiremos que o leitor j& tenha
uma familiaridade com os tépicos estudados neste capitulo. Para mais detalhes sobre os
assuntos abordados, o leitor pode consultar os textos [2],[22], [1], [10] e [1§].

1.1 Variedades Suaves

Uma variedade M é um espago topolégico Hausdorff, segundo contédvel (ver o Capitulo 1
de [1]) e localmente homeomorfo a um espago euclidiano n-dimensional, isto é, para todo
ponto p € M, existe uma vizinhanga aberta U C M e um homeomorfismo ¢ : U — ¢(U) C
R™. Chamamos o par (U, ¢) de carta local do ponto p e U de vizinhanga coordenada.

Exemplo 1.1. O exemplo mais trivial de variedade € o espaco euclidiano R™, que tem

uma carta (R™,idgn) que cobre todo o espago.

Para que possamos fazer calculo numa variedade, é necessario adicionar uma estrutura
diferencidvel a ela e que nao dependa da escolha das cartas. Assim, dizemos que duas
cartas locais (U, ¢) e (U, @) do ponto p € M sao C*°-compativeis se UNU # () e se os
mapas de mudanca de cartas

0o @ Uswnyy © Poy |

Q(UND)
sao de classe C*°.

Com estes conceitos, definimos um atlas C'* de M, como uma colecao de cartas C°°-
compativeis U = {(Uqy, ¥a)}a tal que M = U,U,. Dizemos ainda que um atlas M é
maximal se para qualquer outro atlas U tivermos M C U implicar que U = M. Vamos
agora definir a estrutura base para todo o texto.

Definigao 1.2. Uma variedade suave ou C™ é um par (M, M) composto por um espaco
topolégico M e um atlas mazimal M. Dizemos ainda que S C M é uma subvariedade
de dimensao k, se para cada ponto s € S existe uma carta (U, ) em M tal que

p(UNS) = p(U)N (R" x {0}).
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Observagao 1.3. Vamos considerar no texto todas as variedades como sendo suaves, a
menos que seja dito o contrdrio.

Exemplo 1.4. O espaco euclidiano R™ € um exemplo trivial de variedade diferencidvel.
Outro exemplo simples é a esfera S? = {(x,y,2) € R? | 22 + 3% + 22 = 1}, onde o atlas
é dado pelas projegoes estereografica. Considerando os pontos polo Norte N = (0,0,1) e
o polo Sul S = (0,0,—1), a proje¢ao estereogrdficas em relagio ao polo Norte do ponto
p € S2, consiste em determinar a intersecdo da reta ligando os pontos p e N com o plano
xy e de forma andloga em relagcdo ao polo Sul. Definindo os conjuntos abertos

Uy =82—{S} e U_=5%—{N},

podemos determinar as cartas (Us,p1) e (U-,p_) que sao dadas por

(2,9,2) = ( ——, (2,,2) = ( ——, 2
P+ Y, 2) = 1+2 142 e Y-\Y,z)= 1-2"1_2)°

Pode-se verificar ainda que a mudanca de cartas ¢, o o' € suave em R> — {(0,0)}.

Observe que este atlas ndo é maximal, mas ele gera um atlas maximal.

Exemplo 1.5. Dizemos que uma variedade G € um grupo de Lie se admite uma estru-
tura de grupo, tal que as aplicacées de multiplicacao e inversao sao suaves. Veremos com
detalhes na Se¢io [2.3.

O préximo passo no estudo das variedades suaves, é introduzirmos os conceitos de
vetores tangentes. Fisicamente, podemos pensar numa particula se movendo sob uma
variedade de configuracao, onde o vetor tangente representa a sua velocidade instantanea.

Considere uma variedade suave M e uma carta local (U, ¢) numa vizinhan¢a do ponto
p € M. Dizemos que duas curvas suaves ¢1,c2 : (—0,0) — M com § > 0 sao equivalentes
se

c1(0) =c2(0)=p e (poc1)'(0)=(pocz)(0)

e denotamos esta classe de equivaléncia por [c;]. Observe ainda que esta definicao de
equivaléncia nao depende da escolha da carta. Desta forma, definimos o espago tangente
em p como o conjunto

TpM :={[c] | ¢: (—0,0) = M curva suave com c¢(0) = p}.

Além disso, definimos o fibrado tangente da variedade M como o conjunto da uniao dos
espacos tangentes

TM = | | T,M ={(p,v) |[p€ M cveT,M}
peEM

Observagao 1.6. Os fibrados tangentes T'M admitem uma estrutura de variedades dife-
rencidvets de dimensao 2n, tal que a projecao canonica w: TM — M € suave.

Exemplo 1.7. Um exemplo bem simples é pensar no fibrado tangente da circunferéncia,
TSY. Dado um ponto p = (cos,,sinb,) € S*, entdo

T,S" = {[] | ¢(t) = (cos(wt + 6,),sin(wt + 0,)) com t € (—6,)} ~R.

Desta forma, podemos fazer a identificacio TS' ~ S x R.
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Exemplo 1.8. Um dos mais simples exemplos de fibrados tangentes é o cilindro S x R
que tem como base S* e fibra {p} x R~ R com p € S*.

Considerando que uma particula esteja no instante inicial ¢ = 0 no ponto py € M
e que a variedade admita um vetor velocidade especifico em cada ponto, uma pergunta
natural que podemos fazer é: qual a trajetdria da evolugao da particula com este ponto
inicial? Isso nos motiva para as definicoes de campos de vetores, curvas integrais e fluxos
que veremos agora.

Definicao 1.9. Seja M uma variedade suave, um campo de vetores é um mapa suave
X : M — TM tal que para cada p € M associamos um X(p) € T,M. Uma curva
integral do campo X com condig¢ao inicial p no tempo t =0, € uma curva c: (a,b) — M
com ¢(0) = p e d(t) = X(c(t)) para todo t. Denotaremos por X(M) o conjunto dos campos
de vetores em M.

Considerando uma n-variedade suave M e um sistema de coordenadas locais {U, z!, ..., 2"}
do ponto p, denotaremos por {9/9z|,, ...,/0x™|,} a base do espaco tangente T, M. Desta
forma, um campo de vetores X € X(M) pode ser escrito em coordenadas como

LD a0
X=2 Xig = X g

onde utilizaremos também a notagao de Einstein que omite o somatoério quando o indice
da soma aparece tanto na parte superior quanto na inferior dos termos. Desta forma, o
campo aplicado numa fungao suave f € C°°(M) pode ser escrita como

_ i Of
X(f)=X'5%.

Observe agora que para quaisquer dois campos de vetores X, Y € X(M) e funcoes suaves
frg € C°(M), temos

XY (fg) = X(Y(f9))
= X(fY(9) +9Y(f))
= X(/)Y(9) + fXY(9) + X(9)Y (f) + gXY(f),

0 que nos mostra que o produto de dois campos de vetores nao é um campo de vetores,
devido aos termos cruzados da forma X (f)Y (g). Isso nos motiva a definir uma operacao
entre dois campos de vetores que nos fornega um novo campo. Desta forma, definimos o
colchete de Lie dos campos X e Y como um novo campo em M dado por

[X,Y]=XY —YX € x(M). (1.1)

Pense agora num sistema fisico composto por uma particula num campo de vetores que
corresponde a velocidade instantanea em cada ponto da trajetoria. Gostariamos de des-
crever a evolucao do sistema em funcao do ponto inicial de onde a particula foi solta neste
campo. Desta forma, definimos o fluxo de um campo X como uma familia de mapas
{¢: U CRx M — M suaves} com U aberto, tal que o mapa t — ¢.(p) é a curva integral
para cada ponto p € M com ¢y(p) = p e que satisfaz @15 = ¢ 0 5. Se pudermos definir
o fluxo em toda a reta real, ¢ : R x M — M, dizemos que ele é completo.
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Exemplo 1.10. O cilindro S* x R com o campo X (p) = e para todo ponto p € M, tem
como fluzo completo associado pi(p) = p+tes com t € R.

Exemplo 1.11. Um ezemplo simples é o campo de vetores no plano R? dada por
X(x,y) = (—y,x). Tomando um ponto (xg,yo0) € R? com xo # 0 e definindo o dngulo
inicial Oy := arctan(yg/xo), temos que o fluro completo € dado por

oi(wo, yo) = M(Cos(t + o), sin(t + 6o))

onde a trajetdria é uma circunferéncia centrada na origem de raio \/x3 + y3.

Além dos espacos tangentes, podemos definir os espagos cotangente que correspondem
ao dual do espaco tangente, isto é, transformacoes lineares da forma T, M — R.
Considerando uma variedade suave M, definimos o espago cotangente no ponto
p € M como
TyM = {f:T,M — R f é linear}

onde os seus elementos sao chamados de covetores. O fibrado cotangente é dada pela
colecao dos espacgos cotangentes

T°M = | | T;M.
peEM

Para um sistema de coordenadas locais (U, z', ..., 2™) do ponto p € M, definimos a base
do espago dual Ty M como {dz|p, ...,dz"|,}, onde dz’|,(0/0x|,) = 5;

Observagao 1.12. Em mecanica, podemos descrever o estado de um sistema apenas pela
posicao e velocidade do corpo em cada ponto, meste caso, temos a descricao do sistema
nos fibrados tangente (q,q) € TQ. Outra forma de descrever o sistema, € pela posi¢do
e pelo momento (q,p) € T*Q. Uma das vantagem da formula¢ao mecinica nos fibrados
cotangentes, € que ideias e resultados podem ser estendidos a mecanica quantica através
dos processos de quantizac¢ao.

Lembrando que dizemos que uma fungao entre variedades suaves f : M — N ¢ dita
suave, se para qualquer ponto p € M, existem vizinhangas coordenadas (U, ) de p e
(U, %) de f(p) tal que 0o mapa Fo fopt:UNf1(U) = 3(U) seja suave. Neste caso,
definimos a derivada no ponto p € M, como o mapa linear T, f : T, M — T,) N definido

por

Ty ) = )
onde ¢ : (—§,0) — M é uma curva suave com ¢(0) = p e ¢(0) = v € T,M. Podemos ainda
definir a derivada de ordem k& > 1 como Tlf f= T(Tlf_1 f). Se a funcao f for invertivel
com f~! de classe C°, diremos que f é um difeomorfismo. Além disso, se para todo
ponto p € M tivermos que T}, f : T, M — T(,) N sobrejetora, entao diremos que f ¢ uma

submersao e se for injetora em todo ponto p, diremos que f é uma imersao.

Exemplo 1.13. Um exemplo trivial de submersio, é a projecdao do espaco euclidiano R>
sobre o plano xy dado por w(z,y,z) = (x,y).
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Veremos agora como construir subvariedades diferencidveis como conjuntos de nivel
através da regularidade da derivada. Os conceitos apresentados a seguir, generalizam a
ideia se superficies regulares da geometria diferencial em R3.

Definicao 1.14. Dizemos que ¢ € N € um wvalor regular da funcdo suave f : M — N,
se para todo ponto p € f~1({c}) a derivada Tyf : T,M — T.N for sobrejetora.

Teorema 1.15 (Teorema do Valor Regular). Seja f : M — N uma funcgdo suave e
q € N um valor reqular, entdo o conjunto de nivel

gy ={pe M| flp)=aq}
¢ uma subvariedade de M, com o espago tangente T,f~1({q}) = ker Tpf.
Demonstragdo. Ver a Secao 3.5 de [2]. O

Exemplo 1.16. Considerando a fun¢do suave f(x) = ||x||> — 1 com x € R3, temos que
T,f = Vf(p) # 0 para todo ponto p € f~1({0}). Desta forma, 0 é um valor reqular e
f7Y{0}) = S? € uma subvariedade de R3.

1.2 Formas Diferenciais

As formas diferenciais nos permite definir localmente numa variedade suave um elemento
de volume k-dimensional para qualquer k, no seu espago tangente. Iniciamos lembrando
de alguns conceitos bésicos.

Considere um espago vetorial V' de dimenséao finita, definimos o espago vetorial /\k(V*)
dos k-tensores alternados como o conjunto das transformacoes k-lineares f : V x ... X
V' — R que satisfazem

F(Vo(1)s s Vo(r)) = (sgn0) f(v1, s vk), (1.2)

onde sgn : S — {—1,1} é a funcgao sinal da permutagao, que é igual a 1 se a permutagao
é um produto de um niimero par de permutagoes e —1 caso contrario.

Exemplo 1.17. A funcao determinante det : Matgxx(R) — R é um exemplo de um
elemento de \*(R¥), pois

det(vg(l), e Ua(k)) = sgn(o) det(vy, ..., vg).

Lembrando que o determinante corresponde ao volume (com sinal) de um paralelepipedo
k-dimensional de arestas vy, ..., Uk

Gostarfamos de poder transferir esta estrutura aos espagos tangente 7T,V de uma
variedade suave M. Para isso, definimos uma k-forma w em uma variedade suave M como
uma aplica¢ao suave ( /\k(T *M) — M define um fibrado, e em particular, o espago total
admite uma estrutura de variedade diferencidvel) que associa a cada ponto da variedade
um k-tensor alternado N

p€M— wlp) e /\ (T, M).

Denotaremos por QF(M) o conjunto das k-formas em M.
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Exemplo 1.18. As (O-formas sio as funcées suaves, Q°(M) = C®°(M). As I1-formas
corresponde as transformacdes lineares no espago tangente, isto €, se w € QI(M), entao
para qualquer p € M, temos w(p) : T,M — R linear. Ou ainda, dado um campo de vetores
X € X(M), podemos pensar como w(X) € C®(M).

Considere a fun¢do suave f : M — R. Podemos definir a 1-forma df € Q'(M) por

com X € X(M). Considerando um sistema de coordenadas locais {x'} de um ponto p,
vimos que {dx',...,dz"} é uma base para Ty M. Assim, podemos escrever

df = Zn: a;dz’.

Aplicando os elementos da base {0/0x',...,0/0x™} em df, obtemos que a; = Of/0x" e
portanto

df = Z ngidxi.

O passo seguinte, é definir uma operacao entre duas formas que nos fornega uma
nova forma diferencial. Assim, dada uma k-forma « e uma Il-forma 8 em M, definimos
o produto exterior que nos fornece uma (k + [)-forma a A 3 € Q¥ (M) pela seguinte
relacao

(@ ABY(P) (01, ey vhpt) = Y (D) (Vo1 -oos V(1)) BP) Ver (et 1) > Vo (k1))

0€Sk41

onde v; € T, M. Nao ¢é dificil verificar que de fato a A 8 é anti-simétrico.

Exemplo 1.19. Considerando uma k-forma o € QF(M), entdo

(a ANa)(p)(vr,...,v9r) = Z (P)(Vo(1), -5 Vo(k)) D) (Va(k41)s -+ Vo (2k))

oc€Sok

= Z UP) (Vo (k41)s -+ Vor(2k)) D) (Vo (1)5 -+ Vor (i)
oc€Sok

= (WA Q)(Vkt1y ey Udky U1y -ves Vk)

= (=D*a A a)(p)(v1, ..., vap).

Portanto, se k for impar, temos a A a = 0.

Exemplo 1.20. Para o € Q*(M) e B € QY(M), o seu produto exterior o A B num ponto
peEMé

(a A B)(p)(v1,v2,v3) = a(p)(v1,v2)B(v3) — alp)(v1,v3)B(p)(v2) + a(p)(v2, v3)B(p) (V1)

com v; € T,M. Observe a semelhanca da expressao acima com a do determinante das
matrizes Matsx3(R). De fato, considerando M = R3 com o espago tangente T,R® ~ R3,

se definirmos as formas a(p)(u,w) = v?w?® — w?u? e B(p)(u) = u' com u = (u',u?,u?) e

w = (wh, w?,w?), entdo

(a A B)(p)(v1,v2.v3) = det(v1, va, v3),

que corresponde ao volume do paralelepipedo de arestas vi, vo e vs. A defini¢cdo de produto
exterior, € feita desta forma para que coincida com as nog¢oes de drea e de volume usuais.
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Exemplo 1.21. Dado um sistemas de coordenadas locais {x'} do ponto p € M, o produto

)

exterior entre as 1-formas dz' € QY(M) ¢é
dz' Ada?! = do' @ da? — da? @ da'.

Lembrando que calculamos o produto exterior acima nos vetores X(p),Y (p) € T,M da
sequinte maneira

(da’ A da?)|p(X (). Y (p)) = (da’ ® da?)[(X (p), Y (p)) — (dz’ @ da’)[,(X (p),Y (p))
= da'[,(X (p))da? |, (Y (p)) — da'[,(Y (p))da?|,(X (p))
= X'(p)Y?(p) = Y'(p)Y’ (p)-
Exemplo 1.22. Dada um sistema de coordenadas locais (U, ', ...,z™) do ponto p € M,
o conjunto
{dz"™ A ... ANda™ }i<iy <. <ip<n

¢ uma base para o espago QF(U). Desta forma, para qualquer k-forma w € QF(M), existe
uma familia de fungoes suaves {wj,. i, : U = R}i<i <. <i,<n, onde podemos escrever

Z Wiy i ( dx“/\ A da

11 <...<l

na vizinhanca coordenada U.

Dada uma variedade suave M, a derivada exterior de uma k-forma é uma aplicacao
linear que nos fornece uma (k + 1)-forma

d: QF (M) — QF (M)
que satisfaz:
1. d(aAB) =daA B+ (—1)*a AdB, para todo a € QF(M);
2. dod = 0;
3. para U C M aberto, entao d(a|y) = da|y.

Observagao 1.23. Estas condicoes que desejamos que a derivada exterior satisfaca, sao
generalizagoes de conceitos de derivada de fungoes reais. Por exemplo, o item (2) esta
relacionada com o fato que a derivada parciais de sequnda ordem de funcgoes suaves co-
mutam

0% f B 0% f
Orioxt  Ox'dxI
Jad o item (1) € uma generalizagdo da regra de Leibniz para funcoes, d(fg) = (df)g+f(dg).

Teorema 1.24. Eziste uma tinica aplicacdo d : Q¥(M) — QFFY(M) que satisfaz as trés
propriedades anteriores.

Demonstragdo. Ver a Secao 6.4 de [2]. O

Exemplo 1.25. Considerando as formas no espaco euclidiano R3, temos que a derivada
exterior coincide com as operag¢oes uUSuaLs:
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e gradiente : d : Q°(R?) — Q1(R?)
e rotacional : d : Q'(R3?) — Q%(R3)
e divergente : d : Q?(R3) — Q3(R3)

Dizemos que uma k-forma o € QF(M) é exata, se existe § € QF1(M) tal que a = dg.
Se da = 0, dizemos que a é uma k-forma fechada.

Exemplo 1.26. As 1-formas coordenadas {dx'} sdio fechadas, d(dz*) = 0.
Observagao 1.27.
e Pela definicao da derivada exterior, temos que toda forma exata € fechada;

o Veremos mais adiante que toda forma fechada € localmente exata (Lema de Poin-

caré).

Exemplo 1.28. Para uma fungdo suave f € Q°(R3) = C°(R3), podemos escrever a sua
derivada exterior em coordenadas como

_0f g 9F g, 0f
df—adx—i- dy+8z

d
x oy :

e a 1-forma w € QY(R3) como
w = Pdx + Qdy + Rdz,
onde P,Q,R : R? — R sdo funcdes suaves. Lembrando que d od = 0, temos a derivada

exterior da primeira componente

a—Pda: ANdy — 8—Pdaz Ndz.
Ay

d(Pdz) = dP Adz + P Adde = — 5
z

Calculando de forma andloga as derivadas exteriores d(Qdy) e d(Rdz), obtemos

_(0Q 0P OR OP oR 0Q
dw_(@x 8y>da:/\dy+(8x aZ>dgc/\d;>;—i—<ay ag)dy/\dz.

Observe a equivaléncia da relagdo da derivada exterior dod = 0 com a do cdlculo vetorial
rot ograd = 0.

O proéximo resultado nos fornece uma férmula 1til no calculo da derivada exterior de
formas diferenciais, que aplicaremos no Exemplo

Proposigao 1.29. Para uma k-forma o € Q¥ (M) e campos de vetores X, ..., Xj, € X(M),
temos

Demonstragao. Consultar o Capitulo 4 de [22]. O
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Considere agora um mapa suave entre variedades ¢ : M — N e uma k-forma o em N.
Podemos pelo pull-back de formas ¢* : QF(N) — QF(M) definir uma k-forma ¢*a em
M pela relacao

(¥ ) (p)(v1, o vk) 1= (W (p))(Tp (1), ., Tptp (k)

Se v for um difeomorfismo, entao dada uma k-forma em M, podemos definir uma k-forma
em N pelo pushforward 9, := (¢~ 1)*.

Observagao 1.30. Também podemos definir o pull-back de campos de vetores ¢* : X(N) —
X(M) como
(W*Y)(p) = Ty~ (Y (4(p)) € T,M.

Exemplo 1.31. Considere o mapa suave v : R® — R? definido por (z,y, z) = (ze¥,y)
e a 2-forma w = udu A dv em R2%. Entdo,

Prw = (z +e’)d(ze?) Ad(y)

J(zeY) O(zeY)
o dx + oy

= (ze¥ + e¥)da A dy € Q*(R).

= (z+¢€Y) dy| Ndy

Proposicao 1.32. Se ¢ : M — N € uma submersdo sobrejetiva, entdo o pull-back de
formas ¢* : QF(N) — QF(M) é um homomorfismo de dlgebras injetivo.

Demonstracao. Para provarmos que o pull-back ¢ injetivo, basta verificarmos que ker ¢* =
{0}. Considere a k-forma w € QF(N) tal que ¥*w = 0 € QF(M), o ponto ¢ € N e os
vetores vy, ...,v; € Ty N. Como 1 é sobrejetora, entdo existe p € M tal que ¥(p) = q.
Como 1 é uma submersao em p, existem vetores wi, ..., wy € T, M tal que o pushforward
(¢x)q(w;) = v; para cada i =1, ..., k. Entao

0= (Tﬁ*w)(l?)(’wl, ooy W)
?l) p))(w*wlv ,T,Z)*QUk;)

para todo ponto ¢ € N e vetores vy,...,v; € T,N. Portanto w = 0 e o pull-back ¥* é
injetivo. O

Proposicao 1.33. Seja v : N — M um difeomorfismo entre variedades suaves e uma
k-forma w € QF(M), entdo
d(y*w) = ¢*(dw),

isto €, o pull-back comuta com a derivada exterior.

Demonstragdo. Tome (U, ) uma carta local do ponto p € M e V = ¢~ 1(U) C N.
Escrevendo a k-forma w em coordenadas

w= wilmikdxil Ao A d:vik,
com wj,.. 4, : U — R suave e aplicando o pull-back

Viwly = (w*wil,,_ik]U)w*dmil A ANYFdath



1.3. DERIVADAS DE LIE 12

Observe ainda que se a € Q°(M), entdo d(*a) = 1*(da) e como d o d = 0, segue que

d(¢*w|y) = d(P*wi, i, )lv A da™ A ... Ap*dat®
= ¥ (dwiy i, )|lv Ab*da™ A A pFdatt
= " (dw)|v
= ¢*(dw|v).

O]

Para finalizar esta secdo, apresentaremos o Teorema de Stokes para integracdo de
formas diferenciais em variedades suaves. Para isso, lembre que uma orientagao para
uma n-variedade suave M, é uma classe de equivaléncia de um elemento w € Q" (M) que
nao se anula, onde w ~ w’ se existe uma funcao suave f : M — Ry tal que w = fw'. Se
uma variedade admite uma orientagao, dizemos que ela é orientavel.

Observagao 1.34. Se M for uma variedade conexa e orientdvel, entdo existe exatamente
duas orientacdes possiveis.

Exemplo 1.35. O espaco euclidiano R™ admite uma orientagcao canénica dada em co-
ordenadas por [dx' A ... Adx"]. A outra possivel orientacdo é —[dx' A ... A dz™].

Teorema 1.36 (Stokes). Seja M uma n-variedade orientada, compacta e com fronteira

OM. Se o € Q"1 (M), entdo
/ o :/ do.
oM M
]

Demonstragdao. Ver a Secao 2.6 de [1].

1.3 Derivadas de Lie

As derivadas de Lie generalizam o conceito de derivadas usual. Por exemplo, para cal-
cularmos a derivada de uma funcéo suave f num campo X, basta determinarmos X (f).
Para estruturas mais gerais, como formas diferenciais e campo de vetores, essa nocao de
derivada nao faria sentido. Mas neste caso, podemos utilizar os fluxos do campo para
determinar a sua variagao.

Considerando uma variedade suave M, a derivada de Lie de uma k-forma em relacao
ao campo X € X(M) é dada pelo mapa linear Lx : QF(M) — QF(M) definido por

d

Lxo := — Ya,
X dt t:otpt

onde ¢ : M — M é o fluxo do campo X.

Exemplo 1.37. Vamos calcular a derivada de Lie da funcdo suave f € Q°(M) = C*°(M)
em relagao a um campo X € X(M). Considerando ¢y o fluxo do campo X, entdo para um
ponto p € M, temos a derivada de Lie

d

LS = | (@00)= 5| o) =T (X)) = X (1))
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Em particular, para o espaco euclidiano M = R™ e o campo constante X = e;, temos que
a derivada de Lie corresponde a derivada parcial

Lxf(p) = gj,- (p)-

Observe ainda que dLx f = Lxdf. De fato, basta derivar em t = 0 a relacdo d(p} f) =
©;(df) obtida na Proposicio[1.35

Exemplo 1.38. Considere o campo de vetores X (x,y) = (z,y) em R? com o fluzo

oi(z,y) = (e'z,ely) e a I-forma o = ydz. Observe que
pidr = d(z o py) = a(xa‘;¢t)dx + 8(“762%) dy = e'dz + 0dy = e'dz,

logo o pull-back da 1-forma é
(pia)(z,y) = (e'y)pide = e*'ydz.

Com este resultado, obtemos a derivada de Lie de o em relagdo ao campo X

oo = 2ydz.
t=0

Lya=-2
XO= 0

Proposicao 1.39. Seja M uma variedade e as formas o € QF(M) e B € QY(M), entdo a
derivada de Lie em relacao ao campo X se distribui pelo produto exterior

Lx(aNp)=(Lxa) \NB+aA(Lxp).

Demonstragao. Considere ¢y o fluxo do campo X e I um intervalo contendo o zero. De-
finimos a funcdo v : I x I — QF(M) por (t,s) = pia A p:B e aplicacio diagonal
A: I — I x1Ipor A(t) = (t,t). Como ¢;(a A B) = pfa A ¢ff, segue da defini¢ao de
derivada de Lie que

d

Lx(anpB)= p OW o M)(t) = Tio,0)¥ - N'(0) = T(0,0)%(1,0) + T(0,0)%(0, 1)
t—
d d
= % tzow(t7 0) + @ t:0¢(0, t)

= (Lxa) NB+an(Lxp).
]

Muitas vezes é dificil determinar explicitamente o fluxo associado a um determinado
campo de vetores. A Formula Magica de Cartan, nos permite calcular a derivada de
Lie apenas conhecendo o campo e a forma. Mas antes disso, lembremos que o produto

interior é o mapa linear
ix : QF (M) — QF (M)

definido por

(ixa)(p)(vi, ..., vp—1) = a(p) (X (p), v1,...,06—1) com peM e v;e€T,M.
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Teorema 1.40 (Férmula Miagica de Cartan). Seja M uma variedade suave e w uma
k-forma em M, entdo a derivada de Lie em relag¢do ao campo X € X(M) satisfaz

Lxa=1ixda+dixa.

Demonstracao. Faremos inducao sobre a ordem k. Observe que para k = 0 a relagao é
satisfeita, pois Lxa = ixda. Suponha agora que seja verdade para k. Podemos escrever
uma k + 1 forma como a = >, df; A §; onde f; : M — R s@o fungoes diferencidveis e 3;
sdo k-formas em M. Entdo basta provarmos a relagio para df A 8 com § € Q¥(M). Pela
Proposicao , a derivada de Lie satisfaz Lx(df A B) = Lxdf A S+ df A Lxf e pelo
ExempldI.37] temos

ixd(df AB)+dix(df AB)=—ix(df AdB) +d(ixdf AB—df Nixf)
=df ANLxB+dLxf AP
=df ANLxB+LxdfAB
= Lx(df AB).

Portanto, a férmula também vale para k + 1 e desta forma, podemos concluir por indugao
que vale para todo natural k. O

Exemplo 1.41. Vamos verificar a validade da Foérmula Mdgica de Cartan acima para o
campo X = (z,y) e a I-forma o = ydx do Ezemplo[1.58

ixda =ix(dy Ndx) =ydr —xdy e dixa=d(xy)=ydr+ xdy.
Pela Formula Mdagica de Cartan
Lxa =1ixda+ dixa = 2ydz
que coincide com o resultado obtido no Exemplo[1.38

Teorema 1.42 (Teorema da Derivada de Lie). Seja X € X(M) um campo de vetores
com fluzo ¢; e a € QF(M), entio

d
ﬁgo;fa = ¢, Lxa.

Demonstracao. Como o pull-back dos fluxos do campo X comutam

01 05 = (Pt ows)" = Yiis = Ps 0P,

obtemos
d d

*

At T ds

¢i (psa) = ¢; Lxa.
s=0

*
Pt = =
s=0 ds

O

Corolério 1.43 (Lema de Poincaré). Seja w € QF(M) fechada, entio para cada ponto
p € M, existe uma vizinhanga aberta U de p tal que w|y € QF(U) € exata.
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Demonstragcdo. Sem perda de generalidade, vamos demonstrar para uma bola aberta
Bs(0) ¢ R™. Considere a familia de funcoes suaves {¢; : Bs(0) — R | ¥(u) = tu}iso

que tem como campo
U

X"l’t (u) = +

Como w é fechada, segue do Teorema da Derivada de Lie (Teorema [1.42)) e da Férmula
Mégica de Cartan (Teorema [1.40|) que

d * * * -

@djtw = ¢{Lx,w = d(¢; ZX%W)‘

Portanto, tomando 0 < £y < 1 e integrando a relacao acima em relacao a ¢
1
w—Piw = Piw — P w = d/ Yilix,,wdt
to

e fazendo ty — 0 na expressao acima, obtemos

1
w= d/ Yiix,,wdt.
0

O que demonstra que w é localmente exata. O

Observagao 1.44. O resultado acima generaliza o sequinte resultado para espagos vetori-
ais euclidianos: se F': R® — R3 for uma fun¢do suave tal que o rotacional (rot F)(x) = 0,
entdo existe uma vizinhanca U de x € R3 e uma funcdo suave f : U — R tal que
Fly =grad f.

Lema 1.45. Seja a 1-forma o € QY(M) e os campos de vetores X,Y € X(M), entdo a
derivada exterior da 1-forma satisfaz

(da)(X,Y) = X[a(Y)] = Y[e(X)] = o([X, Y]).

Demonstragdo. Considerando um sistema de coordenadas locais (U, x!,...,2™), podemos
escrever a 1-forma como o = Y a;dz’. Pela R-linearidade da 1-forma «, basta provarmos
que a relacdo é verdadeira para um o = fdg com f,g € C*°(U). Usando o fato que
da =d(fdg) = df A dg, podemos calcular cada componente da relacdo acima

da(X7 V) =df(X)dg(Y) —df(Y)dg(X) = (X[)(Yg) — (Y [)(Xg),
Xa(Y) = X(fdg(Y)) = X(fYg) = (Xf)(Yg) + fXYy,
Ya(X) =Y(fdg(X)) =Y (fXg) = (Y [)(Xg) + fY Xy,
o([X,Y]) = fdg([X,Y]) = f(XY -V X)g.
Basta agora combinarmos estas relagoes para obtermos a expressao desejada. O

De forma analoga ao que foi feito anteriormente, definimos a derivada de Lie de campos
de vetores Lx : X(M) — X(M) como

d

LxY = —
X dt

@Y,
t=0

onde ¢; é o fluxo do campo X. Vamos verificar que esta defini¢ao coincide com a defini¢ao
do colchete de Lie de campos de vetores (equagao [1.1).
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Proposicao 1.46. Para quaisquer dois campos de vetores X,Y € X(M), temos
LxY =[X,Y].

Demonstracao. Considerando ¢; o fluxo do campo X e uma fungao suave f : M — R,
entao

i (Y)(f o) =Y (f)owpr

Observe agora que podemos escrever

i) =Y(f) _ eiM)) =iV (fowr)) | Y(f)owe =Y (f)
t t t

at Bt

Pelo Exemplo temos
lim §; = Lx (Y (f)) = XY(f)

t—0
e também fos
. . % —J oYt
1 =1 Y)[———— | =Y (-L =-YX(f).
ting o, = li(e17) (L4220 ) =y () = -y x(
Combinando as duas equagoes anteriores, obtemos a relacao desejada. ]

Proposigao 1.47. O pull-back se distribui pelo colchete de Lie, isto €, dado um difeo-
morfismo ¥ : M — M e dois campos de vetores X, Y € X(M), entao

PHIX Y] = [T X 9T

Demonstracao. Seja gz o fluxo do campo de vetores X, podemos escrever o fluxo do campo
*X como ¢; =11 o s 09p. Desta forma, os pull-back satisfazem

pr (VTY) = 9" (0r)"Y.

Calculando o colchete de Lie

WX 0 Y] =2 i @Y) =9 @Y =¢tX Y],
t=0 t=0
que corresponde a relacao desejada. ]

Proposicao 1.48. Considere dois campos de vetores X,Y € X(M) que comutam, isto é
[X,Y] = 0. Supondo ainda que os respectivos fluros X e pY sejam completos, entdo os
fluvos comutam, @i o @Y = @Y o X,

Demonstragao. Segue do Teorema da Derivada de Lie (Teorema [1.42)) que

d

ﬁ(%x)*y = (¢1)" X, Y] =0.

Logo (¢;X)*Y é constante e portanto (p;X)*Y =Y para todo t. Observe ainda que podemos
escrever

d
Y=(@)Y = —¢lop op.

Segue da unicidade dos fluxos que %Y = <p)_(t o gpz,/ ) zp%X , 0 que conclui a demonstragao. [
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1.4 Algebras e Grupos de Lie

Uma algebra de Lie g, é um espago vetorial com uma operagao bilinear [-,-]: g x g — g
chamada de colchete de Lie que é:

1. anti-simétrica, isto é, [X,Y] = —[Y, X] para todo X,Y € g;
2. satisfaz a identidade de Jacobi, isto é, para todo X,Y,Z € g

(X, Y, Z]| + [Y,[Z,X]]| + [Z,[X,Y]] = 0.

Denotaremos a édlgebra de Lie como (g, [,]).

Exemplo 1.49. O espaco de campo de vetores X(M) com o colchete de Lie [X,Y]| =
XY — YX que foi definido na equacdo , forma uma dlgebra de Lie de dimensdo
infinita.

Exemplo 1.50. O espaco vetorial euclidiano R® é uma dlgebra de Lie com o colchete de

Lie dado pelo produto vetorial
[w,v]:=uxv com u,veR:

Exemplo 1.51. O espaco das matrizes quadradas reais Mat,x,(R) é uma dlgebra de
Lie, com o colchete de Lie dado pelo comutador

[A,B] := AB—BA com A,B € Mat,xn(R).

Muitas vezes estamos interessados na relagdo entre duas algebras de Lie (g, [, ]q) e
(b, [-,]p). Assim, dizemos que o mapa p : g — h é um morfismo de dlgebras de Lie se
para todo £, n € g tivermos

p([&:mlg) = [p(€), p(1)]p-

Se além disso p for bijetiva, entao dizemos que ela é um isomorfismo de algebras de

Lie e escreveremos g ~ h.

Exemplo 1.52. O espaco euclidiano R? e a dlgebra de Lie das matrizes anti-simétricas
50(3) = {A € M3x3(R) | AT + A =0} admitem o sequinte isomorfismo de dlgebras de Lie

$:(R% %) = (s0(3), [ ])

0 —23 2
x=(z, 22,2 »x:= | 23 0 —a!
—z2 ! 0

que pode ser visto com mais detalhes no Anezo [4]

O préximo exemplo ilustra a dlgebra de Lie 0(3,1) que aparece no inicio do estudo do
Problema de Kepler (Se¢ao [4.3)).

Exemplo 1.53. Definindo a dlgebra de Lie (ver o texto [10])

A b

0o ‘ Aco(3)ebec RS} C Matsxa(R)

0(3,1) == {(A, b) =
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com o colchete de Lie [-, -]0(3,1) dada pelo o comutador de matrizes. Pode-se provar que
este colchete satisfaz

[(A1,0), (A2,0)]o(3,1) = ([A1, A2]a(3), 0),
[(0,b1), (0, b2)]6z 1) = (~[b1, b2]o(3), 0),
[(Alv 0)7 (07 b2)]0(3,1) = (07 @71(“4) X bQ)'

Veremos agora os grupos de Lie, que sao variedades suaves de dimensao finita que
admitem uma estrutura de grupos, onde os mapas de multiplicagdo e inversao sao suaves

iGxG—G e ':G-G
(9,h) = gh gg
A importancia de estudarmos grupos de Lie estd relacionada a seu papel como conjuntos
de transformacdes de simetria. Veremos que a multiplicacdo por um elemento induz um
difeomorfismo no préprio grupo e que cada ponto do grupo de Lie se comporta localmente

como uma vizinhanca da identidade do grupo, onde o espaco tangente na identidade admite
uma estrutura de algebra de Lie.

Exemplo 1.54. Considere a fun¢do determinante det : Mat,xn(R) — R que é continua
e o grupo linear das matrizes invertiveis GL(n,R) = {A € Mat,xn(R) | det A # 0}.
Como GL(n,R) = det™ (R — {0}), seque que GL(n,R) ¢ uma variedade suave. Pode-se
prova ainda que o produto de matrizes e a inversao sao fungdes suaves.

Dado um grupo de Lie G, definimos as aplicagoes L, R : G x G — G por

= gh translacao pela esquerda, (1.3)
= hg translacao pela direita. (1.4)

Dizemos que X € X(G) é um campo invariante a esquerda se (Lgy),X = X para todo
g € G, isto é,
TyLyX(h) = X(gh) para todo g,h € G.

Denotaremos por X,(G) o conjunto dos campos invariantes pela esquerda em G. Segue
da Proposicao que campos invariantes pela esquerda sao fechados pelo colchetes de
Lie

(Lg)«[ X, Y] = [(Lg)«X, (Lg):Y] = [X,Y] paratodo X,Y € X.(G).
Lema 1.55. O espaco vetorial dos campos invariantes pela esquerda X (G) € isomorfo
ao espaco tangente T,G.

Demonstragdo. Definimos os mapas ¢ : Xp(G) — T.G e vy : T.G — X(G) como
Y1(X) = X(e) e ¥2(§) = X¢ tal que Xe(g) = TeLy€. Observe que (¢1012)(§) = ¢1(Xe) =
§ e (P209n)(X) =12(X(e)) = X, portanto ¢ 0 Y9 = idr,c e 2 0 Y1 = idyg, () e assim
obtemos o isomorfismo entre os espacos. O

O lema anterior nos diz que para cada £ € g existe um Unico campo invariante pela
esquerda X¢ € X7,(G). Como o colchete de Lie também é fechado em relacao aos campos
invariantes pela esquerda, podemos definir a algebra de Lie (g := T.G, [, ]g) com

[€,nlg := [Xe, Xyl(e)

para quaisquer &,7m € g.
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Exemplo 1.56. O Grupo de Lorentz definido por
0(3,1) := {A € GL(4,R) | ATnA = 0 para todo n € R}
¢ um grupo de Lie com dlgebra de Lie dada no Exemplo[1.53

Veremos agora como transferir as propriedades locais da algebra de Lie g para o grupo
de Lie G através do mapa exponencial.

Proposicao 1.57. Se X¢ é um campo invariante pela esquerda, entao ele é completo, isto

€, o fluxo gpf(g associado ao campo estd definido em todo t € R.
Demonstragao. Ver a Secao 4 de [1]. O

Pela Proposicao existe uma tnica curva integral ¢ : R — G associada ao campo
Xe, tal que 7(0) = e e Y;(t) = X¢(7¢(t)) para todo t. A curva ¥(t) ¢ chamada de curva
integral associada ao campo X¢.

Proposicao 1.58. Se X um campo invariante pela esquerda e ¢ a curva integral com-
pleta visto acima, entao para todo t,s € R temos v¢(t + 5) = ve(t)ye(s).

Demonstragdo. Fixemos s € R e definimos as curvas 71, y2 : R = G por 1 (t) = v¢(s)7¢(t) =
L (s7e(t) e 72(t) = 7e(t + s). Observe que as duas curvas possuem a mesma condigao
inicial 41(0) = 7¢(s) = 72(0) e 72 é a curva integral de X¢ reparametrizada por uma
translacao de v¢. Vamos verificar agora que 7, ¢ também uma curva integral de X¢. De
fato, como o campo X¢ ¢ invariante pela esquerda

V(1) = Tyt Lo ()76 () = Tt Lo () Xe (e (1)) = Xe (e ()76 (1)) = Xe(n1(t))-

Portanto 71 e 72 sao curas integrais de X¢. Pela unicidade da solugao, segue que 71 =
Y2- O

Observagao 1.59. Os dois iltimos resultados nos diz que a curva v¢ : R — G € um
subgrupo a 1-pardmetro, isto €, ¢ € um homomorfismo de grupos de classe C°.

Estes resultados nos permite definir o mapa exponencial

exp:g— G
£ (1)

que em esséncia, transporta a estrutura da dlgebra de Lie g desde o espaco tangente para
todo grupo de Lie G.

Proposicao 1.60. O mapa exponencial definido acima satisfaz exp(t§) = v¢(t) para todo
teReleg.

Demonstragao. Considere a curva c(s) = v¢(ts), observe que ela satisfaz a condicao inicial
c(0) =€ e que

d

75 6(8) = tXe(re(ts)) = Xig(ve(ts)).
Como a curva 7, (s) também satisfaz a equacao diferencial acima e v,(0) = e, segue da
unicidade que 7¢(s) = 7¢(ts) e portanto para s = 1 obtemos exp(t&) = 7¢(t). O
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Exemplo 1.61. Dada uma matriz A € Mat,xn(R), definimos a curva v4 : R —
Maty,xn(R) definida por

o

tkz
’YA(t) = Z EAka
k=0

que satisfaz y4(0) = Id,, e 's(t) = va(t)A. Portanto ya € um grupo de 1-pardmetro e a
exponencial € dada por

1&.

exp(A) =ya(1) =
k=0

x>

!

Exemplo 1.62. Considere a curva R(t) no grupo especial ortogonal SO(n) = {A €
Mat,sn(R) | ATA = AAT = Id,, e det A = 1}, com condicdo inicial R(0) = Id,,. Deri-
vando a relagio R(t)R(t)T = Id,

0= R0)R0)" + ROO)R'(0)T = R'(0) + R'(0)T

e portanto o espago tangente Tty SO(n) € um subespaco vetorial das matrizes anti-simétricas.
Por outro lado, se A € uma matriz anti-simétrica, entdo

< lexp(t4) (expt4)"] = & fexp(t4) (exp14”)]

= Aexp(tA)(exptA)” + (exptA) AT (exp tAT)
= (exptA)(A+ AT)(exptAT)
-0,

e portanto exp(tA)(exptA)T ¢ constante. Como exp(0A)(exp0A)T = Id,, seque que
exp(tA)(exptA)T = Id,,.

Portanto, o espago tangente T7q,SO(n) corresponde a exatamente o espago das matrizes
anti-simétricas de ordem n. Isso mostra que a exponencial de matrizes leva a dlgebra de
Lie so(n) := T1q,50(n) em SO(n).

1.5 Geometria Simplética

Apresentaremos de forma abstrata os conceitos bésicos de geometria simplética que neces-
sitaremos ao longo do texto. No proximo capitulo, quando estudarmos Sistemas Hamil-
tonianos, serd apresentada uma justificativa para tais definigbes. Esta secdo segue como
referéncias principais os textos [§], [5] e [24].

1.5.1 Algebra Linear Simplética

Definigao 1.63. Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita, uma 2-forma w € /\2(V*)
€ dita stmplética se é nao-degenerada, isto é,

w(v,w) =0 para todo w € V = v =0.

O par (V,w) é chamado espago vetorial simplético. Veremos mais a frente que a
dimensao de V deve ser par para que se tenha esta estrutura.
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Exemplo 1.64. O espaco vetorial euclidiano R®*™ com a forma wy : R?" x R*® — R dada

0 Id,
Jo = [—Idn 0 ]

€ um espago vetorial simplético. A forma wg € chamada de forma canénica.

por wo(v,w) =v - Jow onde

Exemplo 1.65. Seja V um espago vetorial qualquer e V* o seu dual, podemos definir
uma forma simplética wg no espaco V@ V* como

we ((w, 1), (v,7)) = n(w) = p(v),

onde v,w € V en,u € V*. Este exemplo nos mostra que todo espago vetorial da forma
V @& V* admite uma forma simplética.

Definigao 1.66. Sejam (V1,w1) e (Va,ws) dois espagos vetoriais simpléticos, uma aplicagdo
linear v : V1 — Vi, € chamada de stmplética se

wl(vv 'LU) = WZ(w(,U)a ¢(w))
Se 1y for um isomorfismo, entdo ela é chamada de simplectomorfismo.

Proposigao 1.67. Considerando um espago vetorial simplético qualquer (V,w), o conjunto
dos simplectomorfismos

Sp(V,w) ={y € GL(V) | ¢ € simplético}
é um grupo e é chamado de grupo simplético de (V,w).
Demonstragao. Segue diretamente da definicao de simplectomorfismo. O

Exemplo 1.68. Considerando o espago vetorial simplético (W =V & V* wg), entdo o
isomorfismo de espacos vetoriais T : V. — V induz um simplectomorfismo T & (T~1)* :
W, we) = (W, wg).

Exemplo 1.69. Considere o espago vetorial simplético Vi = (R*",wg) do Exemplo
e 0 espago Vo = (R?™,w_) com a forma simplética

w_(v,w) =v-(=Jo)w com wv,w € R
Entdo o mapa v : R*™ — R?" definido por

¢(q1) "')qnapla 7pn) = (pla <oy Pny qu ceey qn)
€ um simplectomorfismo entre os espagos Vq, e V.

De forma andloga ao espacos vetoriais com um produto interno, podemos definir uma
nogao de ortogonalidade através da forma simplética da seguinte forma:

Definigao 1.70. Seja (V,w) um espago vetorial simplético e W C V' um subespago veto-
rial. Definimos o ortogonal simplético de W como subespago

WY :={v eV |ww)=0 para todo w € W}.
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Estas defini¢oes nos permitem classificar os subespacos especiais W da seguinte ma-
neira:

1. isotrépico se W C W,

2. coisotrépico se W« C W;

3. Lagrangiano se W = W,

4. simplético se W N W« = {0}.

Proposicao 1.71. Se (V,w) um espago vetorial simplético e W C V' um subespago veto-
rial, entao:

1. dmW 4+ dim W% = dim V;
2. (W@ =W;
3. W € isotropico se e somente se W* € coisotropico;
4. W € simplético se e somente se W @ W« =V,
Demonstragao. Para demonstrarmos o item (1), definimos a aplicacao linear
iw: V. — W (1.5)
v = w(v,)|w.

Nao é dificil observar que keri, = W% e i,(V) ~ W. Segue do Teorema do Ntcleo e
Imagem a relacao desejada

dimV = dim I'm(i,,) + dim ker(i,,) = dim W + dim W¥.

Os demais itens seguem diretamente de (1) e os detalhes podem ser visto no Capitulo 2
da referéncia [24]. O

Observagao 1.72. Segue da proposicao anterior, que se W for um subespaco:
e Lagrangiano, entdo 2dim W = dim V;
e isotropico, entao 2dim W < dim V',
e coisotrépico entao 2dim W« < dim V.

Exemplo 1.73. Considere o espaco euclidiano R*" munido com a 2-forma candnica
wo. O subespaco W = {(¢*,...,q",0,...,0) | ¢ € R} ¢ isotrépico se k < n, W =
{(q%,....,q", p1, s Dby -, 0) | ¢* € R} € coisotrépico se k > n e Lagrangiano se k = n.

Exemplo 1.74. Considerando dois espagos vetoriais simpléticos (Vi,w1) e (Va,ws), po-
demos definir uma forma simplética no produto Vi x Vo por

(w1 & (—w2))((v1,v2), (w1, w2)) = wi(v1, w1) — wa(va, wa).

Se i : Vi — Vo € um isomorfismo, entdao ¢ € um simplectomorfismo se e somente se o
grdfico
Iy ={(v,¢w)) |[veVi} CcVixV,
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for um subespago Lagrangiano de (Vi x Va,wi @ (—w2)). Vamos verificar esta afirmagao:

(=) Suponha que 1) seja um simplectomorfismo e considere um ponto qualquer (v, w) € Iy
Assim, para (v, (V")) € Ty, temos

0 = (w1 & (—w2))((v,w), (v, (V")) = wi(v, ") — wa(w, Y(v)).

Como ¢ é um simplectomorfismo, entao ¥ (v) = w e obtemos Iy € I'y. Por outro lado,
temos que

(w1 & (=w2))((v, (), (w, Y(w))) = wi(v, w) — w2(Y(v), P(w)) = O

o que nos mostra que I'y, C F;‘Z. Concluindo portanto que I'y, € um subespago Lagrangiano.

(«) Supondo agora que o subespaco I'y, seja Lagrangiano, entdo para quaisquer v,w € Vi

0= (wl ©® (_WQ))((U7¢(U>)7 (wa ¢(w))) - wl(va ’LU) - W2<w(v)a ¢(w))

e portanto ¥ € um simplectomorfismo.
Esse resultado pode ser generalizado para as variedades simpléticas que veremos mais
a frente.

Proposicao 1.75. Todo espago vetorial simplético (V,w) de dimensdo 2n, admite uma
base {e1,...,en, f1,..., fn} que satisfaz

w(e’ue]) :07 w<e’baf]) :51]7 w(f’uf]) =0.
A base definida acima é chamada de base simplética.

Demonstragdo. Escolhendo um vetor e; # 0, como w é ndao-degenerada, existe um f; € V
normalizado se necessario, tal que w(e, f1) = 1. Seja W o subespago vetorial gerado por
{e1, f1}, entao V = W; & Wy. Como WY é simplético, continuar o processo e obter uma
decomposicao

V=W eWed..oW,

onde W; é gerado por {e;, fi} e que satisfazem w(e;, f;) = 1. Para i < j temos que
W; C W/ e portanto a base {e1,...,en, f1, ..., fn} satisfaz as condi¢des da proposicao. [

Corolario 1.76. Todo espaco vetorial simplético (V,w) é de dimensao par. Além disso,
eziste um nimero natural n tal que (V,w) €é simplectomorfo a (R*™ wy).

Corolario 1.77. Seja V um espago vetorial 2n-dimensional e w € N*(V*). Entio w é
ndo-degenerada se e somente se W™ =w A ... ANw € uma forma de volume.

Demonstragdo. Supondo que w seja degenerada, entao existe um v # 0 tal que w(v, w) = 0
para todo w € V. Tomando uma base {v = vy, ...,v2,} de V, entdo w"(vy,...,v9,) =0 e
desta forma w™ = 0. Suponha agora que w seja nao-degenerada. Entao existe um base

simplética {e1, ..., en, f1, ..., fn} tal que w™(e1,...,en, f1,..., fn) # 0. O

Corolario 1.78. Qualquer espago vetorial simplético (V,w) admite um subespago Lagran-
gilano.
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Demonstragao. Admitindo {ey, ..., en, f1, ..., fn} @ base simplética de V', podemos tomar o
subespaco gerado pelos vetores {e1, fo2, €3, f1,...} que é claramente Lagrangiano ou ainda
o subespago gerado por {ey, ..., e, }. O

Lema 1.79. Toda base de um subespaco vetorial Lagrangiano pode ser estendida a uma
base simplética de (V,w).

Demonstracdo. Podemos considerar sem perda de generalidade que V = R?". Con-
siderando W o subespago Lagrangiano com base {wi,...,w,}, temos que W' = JoW
também é um subespaco Lagrangiano que pode ser identificado com o espaco dual W*
pelo isomorfismo i, : R?* — (R?")* definido em . Desta forma, podemos escolher
{u1,...,un} C W’ como a base dual de {wy, ..., w, } e portanto {w1, ..., wn, u1, ..., up } ¢ uma
base simplética de V. O

A seguir apresentamos a versao linear do Teorema de Reducdo simplética que veremos
com detalhes no Capitulo [3]

Teorema 1.80 (Redugao Linear). Seja (V,w) um espago vetorial simplético e W C'V
um subespaco vetorial coisotropico, W C W. Entao:

1. existe uma forma simplética W' associada ao espaco quociente V! = W/W«;
)

2. se L CV é um subespag¢o Lagrangiano, entio L' = ((LNW) + W¥)/W¥ € um
subespaco Lagrangiano de V'.

Demonstragao. (1) De fato, seja [w] = w+ W* € V/ com w € W. Podemos definir uma
estrutura simplética w’ em V' por

W'([w], [v]) = w(w,v)
Observe que w’ estd bem definida, pois se w’, v’ € W% temos
ww+w,v+v") = w(w,v+v")+ww, v+ = w(w, v+ = w(w,v) +w(w,v’) = w(w,v)

e w' é bilinear e anti-simétrica e portanto w’ é simplética.
(2) Iniciamos provando que (L N W) + W% é um subespago Lagrangiano de V. De fato

(LNW)+ W)Y =(LNW)“NW
= (L+ W)+ W¥
=(LNW)+ W,
Considere agora w € W tal que w'([w],[v]) = 0 para quaisquer [v] € L. Entao pela

definigdo da forma reduzida, temos que w(w,v) = 0 para todo v € (LNW) + W% e
portanto w € (LN W) + W%. Logo [w] € L’ o que prova que L' é Lagrangiana. O

Veremos no Capitulo [3| uma versao do teorema de reducao para variedades simpléticas
e aplicaremos ao estudo de sistemas mecanicos.



1.5. GEOMETRIA SIMPLETICA 25

1.5.2 Variedades Simpléticas

Seja M uma variedade suave, uma variedade simplética é um par (M, w) tal que para
cada ponto p € M o par (T,M,w,) é um espago vetorial simplético e w é uma 2-forma
fechada, dw = 0.

Observagao 1.81. Se na definicdo de variedade simplética assumissemos que a 2-forma
simplética fosse exata, w = da, e se M fosse compacta sem bordo, com dim M = 2n,
entao teriamos pelo Teorema de Stokes (Teorema que

O%/ w"—/ aAw" =0,
M oM

o que seria uma contradi¢cdo. Desta forma, ndo poderiamos ter uma variedade simplética
compacta e exata.

Exemplo 1.82. A esfera unitdiria S*> C R3 é uma variedade simplética com a 2-forma
simplética w € Q%(S?) definida por

wx)(v,w) = —x- (v X W)
onde x € S% e v,w € T S>.

Exemplo 1.83. Sejam (Mi,w1) e (Ma,ws) variedades simpléticas, podemos definir a
variedade simplética produto (My x Ma,w) com a 2-forma simplética

w = Twy + THws,
onde w; : M1 x My — M; € a projecao canonica.

Em mecanica, o espaco de fases P onde descrevemos a evolucao do sistema, sao dados
por fibrados cotangentes de uma variedade de configuracao @, isto é, P = T*(Q. Vere-
mos que todo fibrado cotangente admite uma 2-forma simplética induzida pela 1-forma
tautologica.

Definicao 1.84. Seja @ uma variedade e m: T*Q — @ a projecao canonica. Definimos
a 1-forma tautolégica 0y € Q' (T*Q) por

O0(0tq) vy 1= (g, TT(va,))
onde ag € T7Q € v, € T, (T*Q).
Proposigao 1.85. A 2-forma wy € Q3(T*Q) definida por wy := —dfy é simplética. Cha-
mamos wy de 2-forma canénica.

Demonstragdo. Considere um sistema de coordenadas locais (U, ¢', ..., ¢", p1, ..., pn) numMa
vizinhanga do ponto (¢,p) € T*@Q. Desta forma, podemos escrever a 1-forma tautoldgica
como .
Oo(q,p) = > _ ai(q,p)dg" + bi(q, p)dpi,
i=1
com a;,b; : T"(Q) — R fungoes suaves. Para calcularmos os coeficientes da 1-forma acima,
basta aplicarmos os vetores tangentes na definicao de 1-forma tautologica

a;j(q,p) = 00(q,p)<aaqj) = <p, a(zj> =p; e bi(g,p) = Ho(q,p)(a(;> = (p,0) = 0.
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Portanto, a 1-forma tautolégica pode ser escrita em coordenadas da seguinte maneira

e a 2-forma .
wol(g,p) = —dbo(q,p) = Y _ dg’ Adp
i=1
que claramente é simplética. O

Dada duas variedades simpléticas quaisquer, uma pergunta interessante é: qual a
relacdo entre as suas 2-formas simpléticas associadas? Veremos que sempre é possivel
relacionar com a 2-forma canoénica de algum espago euclidiano.

Definicao 1.86. Sejam (Mj,w1) e (Ma,we) duas variedades simpléticas. Uma aplicagao
P My — My suave € dita stmplética se

Prwy = wi,
isto €, se para todo ponto p € My e vetores u,v € T, My tivermos

w1 (p)(u,v) = w2 (Y(p))(Lp¥ - u, Ty - v).
Além disso, se v for um difeomorfismo, dizemos que ¢ € um simplectormorfismo.

Observagao 1.87. Seja 6; a 1-forma candnica em T*Q; para i = 1,2 e se existe um
difeomorfismo 1 : My — My tal que 1*0y = 01, entdo seque da Proposicao que

w1 = —d01 = —d(w*gg) = —w*deg = 1/1*(,«)2,
isto €, Y € um simplectomorfismo.

A seguir, apresentamos alguns resultados que relacionam os fibrados cotangentes T*(Q)
e os simplectomorfismos induzidos pelos levantamentos cotangentes definidos a seguir.

Definicao 1.88. Seja ¢ : Q1 — Q2 um difeomorfismo entre variedades, definimos o
levantamento cotangente ¥ : T*Qy — T*Q1 pela relagdo

W' (ap),v) = (W a)(a)(v),

onde ¥(q) = p, a € QHT*Q2) e v € T,Q1.

Observagao 1.89. De forma andloga, poderiamos também definir o levantamento tan-
gente v" : TQ — TQ por " (q,vq) = (1(q), T (vg))-

Um critério 1til para sabermos se uma aplicacao é simplética é a seguinte proposicao:

Proposigao 1.90. O difeomorfismo v : T*Qo — T*Q1 preserva a I1-forma tautoldgica,
V*01 = 0 com 0; € QHT*Q;) se e somente se 1 é o levantamento cotangente de algum
difeomorfismo ¢ : Q1 — Qa, isto é, ¥ = T .
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Demonstracdo. Considerando que ¢ = ¢!, pela definicao de 1-forma tautoldgica, temos
0;(ag,) = T*T - oy, onde o, € T*M;. Como mop! =pome (T, ) gy = ag, temos

(Tag, ") 01(0g)) = (Ta, 0" )" (Taqlﬂ) Qg
= (Ta, (To ™)) g,
= (T, ag T m)* (T, Qg ®) g
= 02(ag,)-
Para demonstrar a volta, o leitor pode consultar a Secao 6.3 da referéncia [22]. t

Corolario 1.91. O levantamento cotangente ¥ : T*Qy — T*Q1 € uma aplicacio
simplética
¢T*W1 = w2,

onde w; := —db; e 0; € Ql(T*Qi) a 1-forma tautoldgica.
Demonstragao. Segue diretamente da Proposigao e da Observacao 0

Para finalizar esta segdo, apresentamos um resultado que diz que em esséncia toda
variedade simplética se comporta como algum espaco euclidiano com a 2-forma canonica,
isto é, sempre existe um simplectomorfismo entre estas duas variedades.

Teorema 1.92 (Truque de Moser - Versao Local). Seja M uma variedade suave e
Q C M uma subvariedade compacta. Se as 2-formas simpléticas wo, w1 € Q*(M) satis-
fazem wolg = wilg, entdo existem vizinhancas Uy e Uy de Q em M e um difeomorfismo
Uy = U tal que |g = idg e w1 = wp.

Demonstragao. Ver a Secao 7.3 de [8]. O

Corolario 1.93 (Teorema de Darboux). Seja (M,w) uma variedade simplética e um
ponto p € M, entao existe uma carta local (U, @) centrada em p tal que

wl = ¢ (woly@y)-

Demonstracao. Basta aplicar o Truque de Moser, considerando a subvariedade compacta
() como sendo apenas um ponto em M. O

De forma andloga ao que vimos em espaco vetoriais simpléticos, podemos classificar
as subvariedades especiais de uma variedade simplética (M,w). Dizemos que uma sub-
variedade N C M é simplética (ou isotrdpica, coisotrépica , Lagrangiana) se para
todo ¢ € N, o espago tangente T; N é um subespaco vetorial simplético (ou isotrépica,
coisotrépica, Lagrangiana) de (1M, w(q)).

A seguir apresentaremos alguns exemplos de subvariedades que sao apenas ilustrativas,
eles nao sao relevantes para a compreensao dos demais capitulos.

Exemplo 1.94. Considerando a variedade simplética dada pelo fibrado cotangente com a
2-forma simplética canonica (T*Q,wp) e L uma subvariedade Lagrangiana de T*Q), entao
wo|r, = 0. Além disso, se f : Q — R for suave, podemos definir a subvariedade Lagrangiana

Ly ={(q,df(q)) | ¢ € Q} CT7Q

Neste caso, a 1-forma tautoldgica é 90\Lf =df e portanto Ly é uma “subvariedade exata”.
Chamamos [ de fun¢ao geradora.
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Exemplo 1.95. Seja M uma variedade diferencidvel, podemos ver M como uma subva-
riedade do fibrado cotangente T*M através da identificacdo com a se¢ao nula, Op«pr ~ M.
Pela definicao da 2-forma simplética canonica wg visto acima, temos que M € uma sub-
variedade isotropica. Como 2dim M = dimT*M, temos que M ¢é uma subvariedade
Lagrangiana.

Fizando um ponto p € M, o espago cotangente Ty M € uma subvariedade de T™M tal
que 2dim Ty M = T*M. Considerando a projecao canonica  : T*M — M, temos que
T7T|T5M = 0 e portanto QO\T;M = 0. Desta forma, T;M também € uma subvariedade
Lagrangiana.

Antes do préximo exemplo, enunciamos o seguinte resultado:

Teorema 1.96. Dada uma variedade simplética (M,w) e L C M uma subvariedade La-
grangiana. Entao existe vizinhancas U de L e U’ da se¢ao nula em T*L, e um difeomor-
fismo 1 : U' — U tal que ¥(0,) = p para todo ponto p € L e *wy = wy € Q*(U’).

Demonstragao. Ver a Secao 3.3 de [24]. O

Exemplo 1.97. Considerando a variedade simplética (M,w), temos que a diagonal A C
(M x M,w_ = w® (—w)) € uma subvariedade Lagrangiana. De fato para um ponto
(z,7) € A e os vetores tangentes (v,v), (w,w) € T(, ) € A, temos

(w_)(:):, x)((vv ’U), (wv w)) =0

e portanto A € um subespaco isotropico. Como 2dim A = dim(M x M), entdo A é um
subespaco Lagrangiano.

Considere o difeomorfismo F : A — M definido por F(xz,x) = x. Pelo teorema
anterior, F pode ser estendido a uma vizinhanca de A de M. Tomando ¢ € Sp(M,w),
temos de forma andloga ao Eacemplo que o graficoTy = {(z,¢(z)) | x € M} C MxM
€ uma subvariedade Lagrangiana. Supondo que v € suficientemente prozima da identidade
idyr : M — M, entio L := F(I'y,) C T*M ¢é Lagrangiana. Pode-se ainda provar que existe
uma 1-forma 0 € QY(M) suficientemente prérima da 1-forma nula tal que L = Imf e
portanto, o numero de pontos fixos de 1 € igual ao nimero de zeros de 6. Isso nos fornece
uma cota inferior para os pontos fixos de v pela caracteristica de Fuler de M, que ¢ de
natureza topologica. O leitor pode ver mais detalhes na Conjectura de Arnold, apresentada
no Capitulo 11 de [Z]]].



Capitulo 2

Mecanica Hamiltoniana

Neste capitulo, formalizaremos os conceitos de mecanica Hamiltoniana, definindo os con-
ceitos de campos Hamiltonianos, acoes de Grupos de Lie, mapa momento e colchetes de
Poisson.

2.1 Campos Hamiltonianos

Iniciamos este capitulo relacionando a mecéanica classica com a teoria abstrata da geometria
simplética desenvolvida anteriormente.

Considere uma particula de massa m se movendo na subvariedade de configuracao
Q C R3 sob o efeito de uma forca conservativa, isto ¢, F(q) = —VV(q) para uma funcio
potencial V : Q — R suave. A Segunda Lei de Newton nos fornece uma equagao diferencial
de segunda ordem para o movimento da particula

() =~ VV(a(n).

Definindo o momento linear p := mq, podemos reescrever a equacao acima, como um
sistema de equagoes diferenciais de primeira ordem no espago de fases (q,p) € T*Q C
R? x R? (ver Anexo [B) por

g1 . _ _0V(a,p)

q :Epi € pi= qu (2.1)

Considerando a funcao funcao Hamiltoniana (energia) H : T*@Q — R definida por

3
1
H(q,p) =5~ > v} + V()
=1

podemos reescrever as equagoes (2.1)) como

j=2fap) . OH(ap) (2.9)
opi q"

As equagbes acima sao chamadas de equacgoes de Hamilton e coincidem com as obtidas
no Anexo [B] onde as equacoes foram deduzidas de dois principios mais gerais, o Principio
Variacional e o da Minima Acgao. Este resultado, nos mostra a equivaléncia entre o
formalismo Newtoniano e Hamiltoniano da mecanica, isto é, estas duas formas de descrever

a mecénica nos fornecem as mesmas equagoes de movimento.

29
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As equagoes de Hamilton sao equivalentes ao campo de vetores Hamiltoniano Xz
definido por

OH OH 0 Id
Xﬂ%p%=<mﬁmp%—%ﬁmm>:[_mg JIVHMm%=%VHMm%

Jo

e portanto, as equagoes de movimento podem ser escrita como

(a(t),p(t)) = Xu(q(t), p(t)).

Dada uma condigao inicial (qo,po) € T*Q, a curva (q(t),p(t)) € T*Q que satisfaz a
equagdo acima com t € (top — €,t0 + €) e (q(to), p(to)) = (do,Po), é chamada de curva
integral do sistema. Uma consequéncia direta destas definicoes, é a Conservacao de
Energia que vem da anti-simetria de Jy

& H(a(t), p(1) = VH(a(t),p(1) - (@(t). (1)
= Jy 1 (a(0),p(0) - (a(0) (1)
g
=0.

Observe que a matriz Jy define uma forma bilinear, anti-simétrica e nao-degenerada wg €
2(T*R3) dada por
A\ p
wo(u,v) =u-Jov,

o que justifica os conceitos abstratos apresentados na Secao [I.5]sobre geometria simplética.
A construcao acima, serve como motivacdo para a formalizacdo mais abstrata dos
conceitos que serao apresentados agora.

Definicao 2.1. Seja (P,w) uma variedade simplética, um campo de vetores X em P é
dito Hamiltoniano se existe uma fun¢cido H € C*°(P) tal que

ixw=dH.
Neste caso, dizemos que (P,w,H) é um sistema Hamiltoniano.

Exemplo 2.2. Considere a variedade simplética (T*R? ~ R? x R3, wg) mostrada anteri-
ormente e um campo X € X(T*R3) escrito em coordenadas

0 0
X=Xq—+Xp—.
99q  “Pop
Para que o campo acima seja Hamiltoniano, precisamos determinar uma funcdo H €
C’OO(T*R3) que satisfaca ixwy = dH. Considerando o campo escrito em coordenadas

Y =Y,0/0q + Y,0/0p e aplicando na condicao do campo ser Hamiltoniano, temos

om . oH

Xq¥p = Xp¥q = (Xq, Xp) - Jo(Yg, Yp) = ixwo(Y) = dH(Y) = Y P op

q aq
0 que nos fornece as relacdes
OH OH
= — X
q ap € p aq

que correspondem as equacgoes de Hamilton.
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Exemplo 2.3. Considere a variedade simplética S*, com um sistema de coordenadas
locais (0,h), onde h corresponde a altura. Desta forma, podemos escrever a 2-forma
stmplética nestas coordenadas como w = df A dh. Considere agora o campo de vetores
X = 0/06, podemos tomar a fungao Hamiltoniana H(6,h) = h que satisfaz ix,w =dH.

A seguir, mostramos que o fluxo de campos Hamiltonianos sao transformacoes simpléticas.
Este resultado é explorado diversas vezes ao longo do texto.

Proposicao 2.4. Seja (P,w) uma variedade simplética, entdo o fluzo ¢, de um campo
Hamiltoniano X ¢ uma transformacdo simplética.

Demonstragao. Segue dos Teoremas da Derivada de Lie (Teorema [1.42) e da Férmula
Miégica de Cartan (Teorema [1.40]) que

agpfw = ¢; Lxw = ¢} (ixdw + dixw) = p;dixw = p;d(dH) = 0,

e portanto p;w = pjw = w para todo t. O

Coroldrio 2.5 (Teorema do Volume Liouville). Seja (P,w, H) um sistema Hamilto-
niano, entao o fluxo ¢, correspondente ao campo X preserva o volume simplético w™/n!
no espaco de fases.

Demonstracao. Segue da Proposicao que a 2-forma simplética é invariante pelo pull-
back do fluxos de campos Hamiltoniano, ¢jw = w. Como o pull-back se distribui pelo
produto exterior

p;w" =i (WA ... Aw)
= QWA ...\ pjw
=wA ... Aw

e portanto preserva volume. O

Coroldrio 2.6 (Teorema da Recorréncia de Poincaré). Seja (P,w, H) um sistema
Hamiltoniano com P compacto. Entao para cada U C P aberto et > 0, existe algum s >t
tal que UNy(U) # @.

Demonstragao. Pelo Teorema de Volume de Liouville, os conjuntos
U7 th(U)v QOQt(U% 903t(U)> ceey Spnt(U)a

possuem volumes iguais. Se estes conjuntos ndo se intersectam, entdo P teria volume
infinito, contrariando a compacidade. Logo existe k,l € N com k > [ tal que

ere(U) N (U) # 2.

Logo U N1y (U) # 2. O
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Exemplo 2.7. Considere uma particula de massa m = 1 se movendo livremente sobre
o0 2-toro T? = S' x 81, cuja a Hamiltoniana é dada apenas pela energia cinética. Com a
identificagao do momento pg, com a frequéncia angular w;, py, ~ w; podemos escrever

1
H(017027w17w2) = 5("‘}% +w%)’
e o fluxo do campo Xp € dado por

or: T? = T?
(01,92) — (91 + tw1, 0 + tw2).

Como o fluxo @y € simplética, entao ele preserva drea. Observe ainda que se a razdo
das frequéncias das velocidades angulares wy/we for irracional, a drbita de p; é densa no
toro T2. De fato, se a razio das frequéncias for racional, isto €, se existe m,n € Z com
n # 0 tais que wy/wy = m/n, entio para todo ponto x € T? temos Porm/w (T) = @o(T)
e portanto a orbita € periddica. Se a razao wy/wy for irracional, entao para cada ponto
x € T? e qualquer vizinhanca aberta x € U C T?, temos pelo Teorema da Recorréncia de
Poincaré que em um tempo finito s > 0 que ps(x) € U e portanto a orbita é densa. Um
resultado similar pode ser provado para o toro n-dimensional T™.

Outra propriedade importante, é de que as fungoes Hamiltonianas sao invariantes pelos
seus fluxos. Este resultado aparece em sistemas conservativos, onde a energia do sistema
permanece constante ao longo do tempo.

Proposigao 2.8 (Conservacao de Energia). Seja (P,w, H) um sistema Hamiltoniano,
com ¢ o fluxo do campo Xy, entao H o p; = H para todo tempo t.

Demonstracao. De fato, seja p € P um ponto qualquer, entao

%(H(¢t(p))) =dH (pi(p)) - Xu(ee(p))
=w(Xu(ep)), Xua(ep)))
=0,
e portanto H(pt(p)) = H(p) para todo ponto p € P. O

O proximo resultado nos mostra como induzir um campo Hamiltoniano em uma nova
variedade simplética através de um simplectomorfismo.

Proposicao 2.9. Sejam (Pr1,w1), (P2, w2) variedades simpléticas e ¢ : P1 — Py um mapa
stmplético, entao
¢*XH = XHO”(/)

para qualquer funcdo H : P, — R suave.

Demonstracao. Considere um ponto qualquer p € Pj, segue da definicao de pull-back de
campos de vetores que

P (Xu)(p) = (™) (Xu((p) = Ty~ - Xu(¥(p)).
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Observe ainda que podemos escrever

Ty o Ty~ = Ty (¥ 0v™") = Ty (Idp,)
e portanto
Tyt o Ty X (¥(p)) = X (¥(p))-
Como 1 é simplético, segue da relacao anterior que

wa(Y(P))(Tpv - Xnow(p), Tyt - v) = w1(p)(Xaoy(p),v)
=d(H o) (p)-v

=dH((p)) - [Tpy - ]
= wa(Y(p))(Xu (¥ (p)), Tpy - v)
= wa(Y(p))(Tpp o Tw(p)%b_lXH(w(p))a Ty - v).

Como a relagao acima vale para todo p € P; e todo v € T,,P; e pelo fato da 2-forma w»
ser simplética, segue que Xpoy(p) = T¢(p)w_1XH(@Z}(p)) = *Xg(p). d

Observagao 2.10. Lembrando que o fluzo @ : P — P de um campo Hamiltoniano €
simplético, entao ©; Xy = XHop, -

2.2 Acoes de Grupos de Lie

Para estudarmos a simetria de sistemas fisicos, é natural tentarmos analisar o comporta-
mento do espago de fases sob determinadas transformacoes. Isso nos leva a definicao de
acao de grupo que veremos agora.

Definicao 2.11. Seja M uma variedade suave, uma a¢ao do grupo de Lie G em M €
um mapa ¢ : G x M — M suave que satisfaz:

1. ¢(e,x) = x para todo x € M;
2. ¢(g,0(h,z)) = ¢(gh,x) para todo g,h € G ex € M .

Também denotaremos ¢4(z) := ¢(g,x). Para indicar uma a¢io sem especificar o mapa,
escreveremos simplesmente G C M.

Dada uma acao ¢ : G x M — M, estamos interessados em estudar o comportamento
da evolucao de um ponto x € M pela acao. Assim, definimos a érbita do ponto x € M

G-z = {dy(x) | g € G}.

Além disso, também estamos interessados nos elementos do grupo de Lie G mantém um
ponto x € M fixo. Isso nos leva a definir o subgrupo de isotropia

Gy ={9€ G| ¢4(x) =2} CG.
Podemos ainda classificar as agoes da seguinte maneira:

1. transitiva se existe apenas uma érbita, isto é, G-z = G - y para todo z,y € M;
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2. livre se nao existe pontos fixos, entao se ¢4(z) = x temos g = ¢;
3. propria se o mapa
GxM — MxM
(g:2) = (Pg(x), )
for uma fungao prépria, isto é, a pré-imagem de todo conjunto compacto é compacto.

Definicao 2.12. Dada uma variedade simplética (M,w), dizemos que ¢ : G x M — M ¢é
uma ag¢ao simplética se ¢4 : M — M for um simplectomorfismo para todo g € G.

Exemplo 2.13. As acdes de translacao a esquerda e a direita L, R : GXG — G, definidas
pela relagdo Ly(h) = gh e Ry(h) = hg para todo g,h € G sdo exemplos de ag¢oes livres e
transitivas.

Exemplo 2.14. Os fluzos completos ¢ : R x M — M de um campo X € X(M) sao
exemplos de agdes transitivas do grupo de Lie (R, +).

Exemplo 2.15. Considere o grupo de Lie (S',-) = {e" | § € R}, onde o produto € a
multiplicagcdo usual de nimeros complexos. Podemos definir uma agdo em S* por
$:Rx St — st
(t, eiQ) s 6i(0+t)'
Observe que esta a¢do € transitiva mas ndo € livre. De fato, temos a drbita R - ¢ = §1
para todo € € S' e que ¢(t,e") = ¢(t + 2kn, ) para todo k € 7.

Observacao 2.16. A acdo do grupo de Lie das rotacées SO(3) no espago SO(3) x R3
dada por
(A, (R,II)) — (AR, II)

¢ livre e propria. Além disso, como SO(3) = det™'({1}), temos que SO(3) x R3 —
(SO(3) x R3)/SO(3) é um SO(3)-fibrado principal. Para mais detalhes sobre fibrado

principais, consultar ao Anezo[C.
Dada uma acao de grupo G C M, definimos o espago quociente

M/G={G -z |xe M} (2.3)
e a projecao candnica 7 : M — M/G por n(z) =G - x.

Definigcao 2.17. Considerando as a¢des de grupo ¢py : G X M — M e pp: G X P — P,
dizemos que a fun¢do ¢ : M — P é G-equivariante se ¥(pnr(g,x)) = op(g,¥(x)) para
todo ge G ex e M.

Observagao 2.18. a Pode-se provar que existe uma tinica fungio v : M/G — P/G que
faz o diagrama abaizo comutar, isto é, mp o) = o Ty

Y

M——P

Wl lma

M/G — P/G
(4
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O préximo resultado nos fornece uma caracterizagao do quociente de uma variedade
pelo grupo de Lie. Utilizaremos este resultado no Capitulo

Proposigao 2.19. Se uma ac¢ao suave ¢ : G x M — M for livre e propria, entdo o
quociente M /G admite uma inica estrutura de variedade suave tal que a proje¢do candnica
m: M — M/G é um G-fibrado principal (ver Anezo|[Q).

Demonstragdao. Ver a Proposicao 4.1.23 de [1]. O

Corolario 2.20. Pelas condi¢coes da proposicao anterior e supondo que o mapa ¢ : M —
P da Observacao seja um difeomorfismo G-equivariante, entio ¢ : M/G — P/G
também € um difeomorfismo.

Apresentaremos agora alguns exemplos de acoes que desempenham um papel impor-
tante no estudo do corpo rigido na Secao [4.4]

Exemplo 2.21. Seja G grupo de Lie, definimos a agao de conjugac¢ao por
I1:GxG—=G
(9,h) = ghg™
que também pode ser escrita como Iy(h) = (Lgy o Ry-1)(h) = (Rg-1 0 Ly)(h). A agdo de
conjugacao induz a a¢ao adjunta na dlgebra de Lie g por
Ad:Gxg—g
(9,€) = Ady(§) :=Tely - €.

Observacao 2.22. Pra todo g,h € G, temos que acao adjunta satisfaz

Adg_l OAdh—l == TeIg—l o TeIh—l
= Te(Igfl o Ihfl)
= TeIg—lh—l = Adg—lhfl .

Utilizaremos esta relagao na demonstragao do Lema da Redu¢ao Simplética (Lema .

Exemplo 2.23. Considere o grupo de Lie das matrizes invertiveis GL(n,R) e uma curva
B(t) € G que satisfaz B(0) = Id e B'(0) = & € gl(n). Entao a a¢do adjunta para o grupo
das matrizes invertiveis € dada por

d d
Adr¢=—| Tr(B(t) =+ RB(t)R™' = RER™L.
t=0 t=0

~

Em particular, para o grupo de Lie das rotagoes G = SO(3), com R € SO(3), 2 €
50(3) e w € R3, temos

(Adp Q)w = (ROR )w = R(Qx R~ 'w) = RQ x w = RQ - w,
onde utilizamos as propriedades do isomorfismo s0(3) ~ R3 da Proposi¢do . Portanto
Adp Q = RQ

ou Adr Q = RQ vendo a expressio acima como vetores de R3.
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De forma andloga ao que foi feito anteriormente, podemos definir a agao coadjunta
Ad* : G x g* — g* pela relacdo

(A (1),€) = (1, Ady1 (6)),
onde g € G, £ € g e a 6rbita coadjunta por
G-p:={Adgu|geG}
que tem um papel importante na teoria de reducao simplética.

Observagao 2.24. Esta convencdo na definicdo da acdo coadjunta, € adota para que
tenhamos Ady, = Ady o Adj, para todo g,h € G.

Exemplo 2.25. Considerando o Exemplo com R € SO(3), Q € 50(3) e II € 50(3)*,
temos

( Adiy(fD). ) — (L Ady + ©) — (LT T0) — 1. 70— RIT-©

e portanto a acdo coadjunta é dada por Ady ~ R. Para esta ac¢do, a érbita coadjunta do

)

ponto € R? ~ s0(3)* ¢

SOB)-p={Ru| R e SO@3)}

= SﬁuH = 2-esfera de raio || pl|
e o subgrupo de isotropia

SO@), = {R € S0(3) | Ru = u}
= {rotagées ao redor do vetor u}
~ St

Para finalizar esta se¢ao, vamos induzir uma acao no fibrado cotangente T*() a partir
de uma acao no espaco de configuracoes . Considerando a agao ¢4 : Q — @ como um
difeomorfismo para todo g € G, entao ela induz uma agao simplética qﬁg* THQ — T*Q
definida por

dr (ag) = T; (o (Dg-1) () (2.4)
A seguir apresentamos exemplos de agoes induzidas no fibrado cotangente pela agao de
translacao e rotagao.

Exemplo 2.26. Lembrando da agdo de translagao vista no Exemplo [2.36
¢ : R x R?N — RN
(X7q = (Qb X3 CIN)) = (Q1 +X,..,9N + X)a

vamos calcular a acdo induzida no fibrado cotangente ¢ : T*R3N — T*R3N | lembrando
que T*R3N ~ R3N »x R3N | Escrevendo a derivada da acdo

ds

S=

d
Typx(v = (V1, ., VN)) = —|  ¢x(q+sv) =v € TR ~ RN
=0
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podemos definir um mapa no fibrado tangente como

Ty : TR3N — TR3N
(CL U) = ((ql + X, - N + X),’U)-

O mapa tangente acima induz wm mapa no fibrado cotangente T*R3N pela sequinte relacio

*

o ()—x(P = (P1, -+, PN)) () = (P, Ty (< (v)) = p - v

e portanto T;x(q)cb,x(p) = p. Pela definicio do levantamento cotangente ¢pL , obtemos a
acao induzida
dx (4,9) = (0x(0), T}, (y>-x(P)) = (6x(a), D).

Observe que a a¢do induzida por transla¢des age apenas na varidvel posicdo. Assim,
RBN

muitas vezes escreveremos a acdo induzida em T™* como
<(¢,p) = (¢ +x,p).
Exemplo 2.27. Considerando a a¢do de rotagdo
$:S0(3) x R® — R?
(R,q) — Rq,
vamos induzir o acdo em T*R3. Sequindo os passos do exemplo anterior, calculamos a
derivada J
Typ(@)Pr—1(q) = T ¢r-1(Rq+tq) = R7'q
t=0

que induz wm mapa no fibrado cotangente

T @R (P)(@) = (P, Ty pq)Pr1(@)) = (P, R'a) = (Rp, q).

Portanto T;R(q)¢R_1(p) = Rp e a ac¢do induzida no fibrado cotangente é

¢k (a,P) = T}, (q)(dg-1)(P) = (¢r(a), Rp) = (Raq, Rp).

A acgdo induzida por rotacdes age tanto na varidvel posicao, quanto na varidvel momento.
Muitas vezes escreveremos esta a¢do como

R-(q,p) = (Rq, Rp).

Exemplo 2.28. Considerando a a¢do de translacdo pela esquerda L : G X G — G, o seu
levantamento cotangente L;‘Lp* TG — T*G € dado por

LT (ay) = TyiyLy-1(cg) = org 0 ThgLy-1,

onde ag € T;G. Em particular para o grupo de Lie das rotagoes SO(3) e pela identificagdo
T*SO(3) ~ SO(3) x R?, temos a acdo induzida

SO(3) x (SO(3) x R?) = SO(3) x R?
(A, (R,v)) — (AR, V).
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2.3 Mapa Momento

Dada uma acéo ¢ : G x M — M qualquer, ela induz um campo de vetores em M dado
pelos geradores infinitesimais da acao que definimos a seguir.

Definicao 2.29. Seja ¢ : G x M — M uma agao, definimos o gerador infinitesimal
correspondente a £ € g no ponto x € M por

d
éM(x> = % O¢expt§(x)-
t=

Exemplo 2.30. Considere L : G x G — G a ag¢do de transla¢do pela esquerda, entdo

podemos associar um campo de vetores que € dado no ponto g € G por
d
fal) = Ryfexpt€) = ToRy(€).
t=0 t=0
Em particular, para o grupo de rotagoes G = SO(3), podemos expressar o gerador infini-
tesimal de § € 50(3) como

(expt)g =

d
Lex = 7 =N
pté <g> d o dt

t

£so@)(R) = ER.
Observagao 2.31. O campo gerado pela agao de translagoes a esquerda (direita) € inva-
riante por translagées a direita (esquerda). De fato para todo g,h € G e £ € g, temos

(T'Rn)«(€c(9)) = TyRn(€a(9)) = TyRn o TeRy(€) = Te Rgn(€) = £c(gh).

Considerando & € g, definimos a representacao adjunta ade : g — g como sendo os
geradores infinitesimais da acao Adexpie 1 9 — 9

d
adg(n) == pn Adexp e 1. (2.5)
=0

De forma analoga, podemos definir os geradores da acao coadjunta AdZXp e 19" — g" pela
representacao coadjunta adz 1 g" — g" que satisfaz a relagao

<ad2 1b 77> = —<,u, adg 77> (2.6)

comnEgepeEg.
O proximo resultado, nos mostra que a representacao adjunta definida acima é equi-
valente ao colchete de Lie em g.

Proposicao 2.32. Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie (g, |-, -]), entdo para todo
&,m € g temos

aden = [, 7).

Demonstragao. Seja pi(g) = gexpté = Rexpieg 0 fluxo do campo X¢, segue da definigao
do colchete de Lie [, -] que

d

&) = [Xe. Xyl(e) =

/ SO:XW(B)

t=0

t—OTcpt (e)P—t (X’V] ((Pt (e) ))

t=0

d
dt
d
- % Texp t& Rexp —t& TeLexp e
d
dt

Adexp te 1,
t=0

provando assim a relagao. O
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Proposicao 2.33. Para a agdo coadjunta Ady : g* — g*, o seu gerador infinitesimal para
£ e€gmnopontov € g*é
§g+ (v) = adg(v).

Demonstracao. De fato, se € g e pela definicao de geradores infinitesimais, segue que

d 7&:0<Adz){pt5 V) () = % (Vs A= expre(n)) = —(v. [, nl) = adg v(n).

t=0

O]

Vamos apresentar a seguir a definicdo de mapa momento. Veremos nos exemplos, que
esta definicao abstrata coincide com os conceitos fisicos de momento linear para acoes de
translacao e momento angular para acoes de rotagao.

Definicao 2.34. Seja (P,w) uma variedade simplética conexa e ¢ : G x P — P uma
acdao simplética. Suponha que existe um mapa linear J : g — C°(P) tal que Xie) =¢&p
(ou equivalentemente d(J(€)) = i¢,w) para todo & € g. Definimos um mapa momento
J: P — g* pela relacao

onde €gexcP.

Exemplo 2.35. Seja (P,w) uma variedade simplética com a 2-forma exata, w = —da,
onde a € uma I1-forma G-invariante. Entao o mapa J : P — g* definido por J(x)¢ =

a(z)(Ep(z)) com & € g ex € P é um mapa momento. De fato, pela Formula Magica de
Cartan (Teorema[1.40)
Lgpa = igpdoz =+ digpa

e como L¢, o = 0 pela G-invaridncia, temos
d(J(§)) = dig,a = —ig,da = ig,w.
Portanto J satisfaz as condi¢des de mapa momento.

Exemplo 2.36. Considere um sistema de N particulas no espaco de fases T*R3N ~
R3N x R3N ¢ a acdo de translagdo
7R x (RPN x R3Y) — R3N x R3N

(X7q - (Qb "7qN>7p = (pla 7pN)) — (QI +X7 - qN +X7 P1, 7pN)

Os geradores infinitesimais desta a¢do sdo da forma

d d
§R6N(Q7p) = 54 T(tf, (q:p)) = 54 (ql +t§77qN+t€)p1))pN) — (fa"')€70)"'70)'
dt|,_, dt|,_,
De forma andloga ao exemplo anterior, como o campo X j¢) = gen € Hamiltoniano, ele
deve satisfazer as equacdes de Hamilton

9J(&) _
apj _E

9J(¢)

=0.
Oqj
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Resolvendo este sistema, obtemos

N
J(€)(g,p) = (Zm) ¥
j=1

e portanto J(q,p) = Eévzl pj. isto €, o mapa momento do sistema € o somatorio dos
momentos lineares das N particulas.

Exemplo 2.37. Considere uma particula se movendo no espaco de fase (q,p) € T*R3 ~
R3 x R3 s0b a agdo de rotag¢ées R € SO(3) dada por

R(q,p) = (Raq, Rp).

Seja w € R3 a velocidade angular da particula e o seu gerador infinitesimal & = & € s0(3).
Considerando a curva R(t) = exp(t) em SO(3), podemos calcular o gerador infinitesimal

R()(qp) = &

7| (B, B(t)p) = (£q,&p).

t=0

d
Er+R3 (Ob p) = %

t=0

Como o campo Epsps € Hamiltoniano, ele deve satisfazer as equagoes de Hamilton e por-
tanto

€rezs(ap) = (%ﬁf)m, p.- 2 p>) - (¢a.¢p).

Resolvendo o sistema de equagées acima e pelo isomorfismo s0(3) ~ R? da Proposz'gdo
obtemos

J()(a,p)=(§a)-p=(wxq) p=(axPp) w.
Portanto, o mapa momento correspondente a acdo de rotagcdo €
J(q,p) =axp,
que corresponde ao momento angular de uma particula.

O proéximo resultado relaciona a simetria da fungao Hamiltoniana com a conservacao
do mapa momento.

Teorema 2.38 (Teorema de Noether Hamiltoniano). Considerando a agdao simplética
¢ : G x (Pw) — (Pw) e um mapa momento J : P — g*. Se a fun¢cao Hamiltoniana
H : P — R for invariante pela a agdo, isto €,

H(z) = H(¢q4(z)) para todo x € P e g € G,
entdo o mapa momento J € constante ao longo dos fluxos p; do campo Xy
I(pi(x)) = I ().

Demonstragdo. Tomando & € g, segue da invariancia da Hamiltoniana que H(¢expie®) =
H(x) para todo = € P. Diferenciando esta relacdo em ¢ =0

dH(z) - €p(x) = 0
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e aplicando a definicdo de mapa momento, obtemos

0=ixyw(ép) =w(Xu, Xje) ={H, J(E)}.

Segue do Lema que para todo x € P

J(E)(pi(x)) = J(§)(2)

ou equivalentemente
(Jopi(x), &) = (I(x),£).
O

Observagao 2.39. O resultado acima nos diz que se a Hamiltoniana for invariante pela
acdo, o mapa momento serd uma constante de movimento do sistema. Além disso, se
w € g for um valor regular do mapa momento, entdo o campo de vetores XH‘Jfl(IVL) €
tangente a subvariedade J~'(u). Portanto, se uma trajetoria v(t) € P tiver condi¢io
inicial y(to) € I~ (1), entdo y(t) € I™1(u) para todo t.

Observagao 2.40. Eziste uma versdo Lagrangiana do Teorema de Noether que diz: Se
a funcdo Lagrangiana L : TQ) — R for invariante pela acao do levantamento tangente do
fluzo completo ¢ : R x Q — Q, entdo a 1-forma 01, € QY (TQ) definida por

buta. 0)(60) = Gz’ ) ()

€ uma quantidade conservada.

Além disso, se a Lagrangiana L for hiper-reqular e H : T*Q — R for a Hamiltoniana
associada (ver Anezxo @, entdo L é invariante pelo levantamento tangente @' se e somente
se H for invariante pelo levantamento cotangente @ .

Exemplo 2.41. Considere um sistema de N particulas livres, isto é, a Hamiltoniana é

apenas a energia cinética
N

1
H(q,p) = Z Tmez'HQ,
i=1 t

que € invariante pela acdo de translacio 77 : R3 x RS — RS. Portanto o seu momento
linear J(q,p) = vazl p; € uma quantidade conservada.

A importancia da definicdo a seguir ficard mais clara quando estudarmos a reducao
simplética no préximo capitulo.

Definicao 2.42. Dizemos que o mapa momento J : P — g* é Ad*-equivariante se para
todo g € G o diagrama abairo comuta

p—r
"
P J

isto €, J(¢g(7)) = Ad} J(z) para todo x € P e g € G.

g*
Ad:

9
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Exemplo 2.43. Lembrando que a agao coadjunta em relagdo ao grupo de Lie das rotagoes
SO(3) com a identificacio s0(3) ~ R? é Ady = R e o mapa momento J(q,p) = q X p,
entao

Adr(J(q,p)) = R-(qxp) = Rqx Rp=J(R-(q,p)).

A seguir apresentamos uma condigao suficiente para que o mapa momento seja Ad*-
equivariante.

Proposicao 2.44. Sejam (P,w) uma variedade simplética, ¢ : G x P — P uma ag¢do
simplética com um mapa momento J : P — g*. Entao o mapa definido por

1/}5],5 :P—>R
com g € G e €g € constante em cada componente conexa.

Demonstragao. Lembrando da definicdo de mapa momento que J(z)¢§ = J(§)(x) com
J :g — C*°(P), comecamos calculando a derivada de 1, ¢

Yge(@) = dJ(E)(dg(2)) - Toty(x) — dJ(Ady-18)(x)
= igpw(dg(x)) - Typg(x) — i(Adg,l)gpw(ﬂf)-
Segue do Lema que nos diz (Adg-1 &) p = ¢y6p que
dipg () = ¢yliep ) () — igzepw ().

Pela hipétese da acao ¢, ser simplética, temos

Ggligp)w = igrepPgw = igrepw

que combinada com as duas ultimas relacoes, obtemos di,¢ = 0. Portanto, 14 ¢ é cons-
tante em cada componente conexa. [

Corolario 2.45. Supondo que P seja conexo na hipdtese da proposicao anterior e defi-
nindo o co-ciclo o : G — g* por o(g) - & = Yge(x) comx € P e € g, isto €

o(g) = J(¢g(x)) — Adg I ().

Se G for conexo, entdo o co-ciclo 0 = 0 ou equivalentemente, o mapa momento J €
Ad*-equivariante.

Demonstragao. De fato, basta observar que o(e) = 0. Como G é conexo, segue que

o(e) = o(g) para todo g € G e portanto J(¢y(z)) = Ad;J(z) paratodog € Gexr € P. [

Observagao 2.46. A hipdiese do mapa momento J ser Ad*-equivariante, nos garante
que o mapa associado J : g — C°(P) seja um morfismo de dlgebras de Lie como veremos
a sequir ou equivalentemente, o mapa momento J é um mapa de Poisson, que veremos na

Proposigao mais a frente.
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Lema 2.47. Se o mapa momento J for Ad*-equivariante, entao o mapa J : g — C*°(P)
da Definicdo € um morfismo de dlgebras de Lie, isto €, satisfaz a relagdo

J((& ) (@) = {J(€), J ()} (z)

para quaisquer £,m € g ex € P.

Demonstragao. Considerando o ponto x € P e £, € g, temos pela definicdo do colchete
de Poisson canoénico que

{J(&), J()}(x) = d(J(§))(@) - Xy (2) = (Ted - np(2),8)

e pela definicao de mapa momento

J([&n)(z) = (I(@),[§,n]) = (ad; I (), £).

Nosso objetivo agora é verificarmos a igualdade entre as duas relagoes acima. Para isso,
basta lembrarmos da definigdo da representagao coadjunta ad™ na equagcao (2.6))

_4d
Cdt

d
= % t_O<J<1'), Ad_ exptn §>

= (J(z), —ad, &) = <ad;';.](x),§>.

J(¢expm<x>>,e>

t=0

0< Adeptn J(‘T)7 £>

t=

O]

Exemplo 2.48. Considerando o mapa momento dado pelo momento angular L(q,p) =
q X p, temos que para qualquer rotagao R € SO(3), a a¢ao coadjunta satisfaz

Ady L(q,p) = R(q x p) = Rq x Rp = L(Rq, Rp)
e portanto L é Ad*-equivariante. Definindo a funcdo
L:R*— C™(R%)
er — Lk

onde Li(q,p) = [q X plx = Zi,j €kijq'pj. Assim, considerando o colchete de Poisson
canénico em RO

{L(e:), L(ej)}(a,p) = {Li, Lj}(a,p) = Z ekij Ly = L(Z Ekijek) = L(e; x ej),
.3 .3
0 que mostra que L € um morfismo de dlgebras de Lie.

O préximo Teorema nos diz que se a 2-forma simplética for exata, entao ela admite
um mapa momento Ad*-equivariante.
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Teorema 2.49. Considerando a agao simplética ¢ : G x (P,w) — (P,w) e supondo que a
2-forma simplética w seja exata, isto é, existe € QY (P) tal que w = —df e que Py0 =10
para todo g € G. Entdo podemos definir um mapa momento Ad*-equivariante J como

I(2)(§) = (igp0)(2),
para todo x € P e £ € g.

Demonstracdo. Seja & € g, derivando a relagao ¢*

oxp t€9 = 0 em relacao a t e pela Férmula
Mégica de Cartan (Teorema [1.40))

d

dlign0) +icpd6 = Lep0 = |

¢exp tf‘g =0

e portanto d(i¢,0) = i¢,w. Considerando o mapa J : g — C°°(P) da Definicao temos
d(J(§)) = i¢pw ou equivalentemente X ;) = &p, 0 que mostra que J satisfaz as defini¢oes
de mapa momento. Falta verificarmos que J é Ad*-equivariante. Tomando g € G

I(dy(x)) - &€ = Adg I(x) - & = J(§)(dy(2)) — J(Adg-1 £)(2)

(
i(Ad, -1 &)pt

) —
= igp0(dg(2)) — (i )(z)
=i, 0(dg(2)) — (igge, 9g0) ()
= igp0(g(2)) — (04(ig,0))(2)
= igp0(0g(2)) — ig,p0(dg(2))
=0,

onde na terceira linha utilizamos o Lema que nos diz que (Ad,-1&)p = Pyép € a
invariancia da 1-forma 6 pela acdo ¢. O

Observagao 2.50. Dada uma ac¢do ¢ : G x Q — Q, temos pela Proposi¢do que
a acdo dada pelo levantamento ¢ : G x T*Q — T*Q preserva a 1-forma tautoldgica
0 € QUT*Q), isto €, (/5?90 = 6y para todo g € G. Portanto pelo teorema anterior,
todo fibrado cotangente T*Q admite um mapa momento Ad*-equivariante que € dado pelo

coroldrio a sequir.

Corolario 2.51. Considerando ¢7 : G x T*Q — T*Q wma acdo induzida no fibrado
cotangente, entdao podemos definir um mapa momento J : T*Q — g* Ad*-equivariante por

J(aq)(gQ) = <aqa éQ(Q)>

Demonstragao. Seja wa : T"Q — @ a projegao candnica, temos que ela comuta com a
acao induzida ¢, isto é, para £ € g temos

77(5 0 ¢Z:pt§ = Qexpte © 7['22’

cuja a derivada em t =0 é
Trgolp =Egomg.
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Segue do Teorema e da relagao acima, que para todo oy € T*Q

I(g)(€) = (iggmg0)(g)
<O‘qu7T6 o fT*Q(O‘q»
(ag,&q o ”22<0‘q)>
(ag,€0())-

O

Corolario 2.52. Tomando ¢ : G x G — G a acdo de translacdo pela esquerda, entdao o
mapa momento Ad*-equivariante J : T*G — g* é dado por

J(O‘g)(g) = O‘g(TeRg(g))
comgeGeéeEg.
Corolario 2.53. Considerando a ac¢ao

o7 G x (G xg")— G xg*
(g, (hy ) = (gh, 1)

temos o mapa momento Ad*-equivariante J : G x g* — g* dado por

J(g, 1) = Adg p.

Exemplo 2.54. Considerando o grupo de Lie das rotagoes SO(3) com a identifica¢do
dada pelo isomorfismo

SO(3) x s0(3)" — T*SO(3)
(R,v) — (R,voTRrLpr-1)

e a acao de translacao pela esquerda, temos pelo Coroldrio que podemos definir um
mapa momento J : SO(3) x s0(3)* — s0(3)* como

J(R,v)(n) = <1/, (TrRLp-10 TeRR)(n)> = <V, Adp— 7]> = <1/, R_177> = <RV,17>

e portanto J(R,v) = Rv.

2.4 Colchetes de Poisson

Variedades de Poisson sao variedades que admitem uma estrutura de dlgebras de Lie em
C*°(M), chamadas de colchetes de Poisson. Veremos que elas sao tuteis na descricao das
equacoes de movimentos de sistemas fisicos, além de nos fornecer uma estrutura de algebra
de Lie das fungoes geradores da agao.

Definicao 2.55. Um colchete de Poisson em uma variedade M € uma operacgao bilinear
{-,-}:C®(M) x C®°(M) = C>*(M) tal que:

1. (C®(M),{-,-}) é uma dlgebra de Lie sob o corpo dos reais R;
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2. o colchete de Poisson € uma derivacao em cada argumento, isto €, para quaisquer
fungoes f,g,h € C°(M) ela satisfaz

{fg7h} :f{gah}+{fah}g-

Neste caso, dizemos que (M,{-,-}) € uma variedade de Poisson.

Exemplo 2.56. Dada duas variedades de Poisson (M, {-, }ar,) € (Ma,{-, -} rs,), podemos
definir um colchete no espago produto My x Mo como

{fag}M1><M2(a7>y) = {f('ay)vg('ay)}M1(x) + {f($, -),g(x, )}MQ(y)
para f,g: Mj x My — R suaves e (x,y) € My X Ms.

Antes do préximo exemplo, mostraremos um resultado que relacionada os colchetes de
Lie de campos de vetores com os colchetes de Poisson.

Proposicao 2.57. Para quaisquer fungoes f,g € C°(M), os colchetes de Lie e de Poisson
satisfazem
(X7, Xgl = =X{1g-

Demonstragdo. A relacao segue diretamente da definicdo do colchete de Lie de campos de
vetores e da identidade de Jacobi do colchete de Poisson

(X5, Xgl(H) = Xy Xg(H) — X X(H)
= Xr({H,9}) — X4({H, f})
={{H, g}, f} = {{H, f}, 9}
=—{H,{f. g}}
= —X{s.gy(H).

O]

Exemplo 2.58. Toda variedade simplética (M,w) admite um colchete de Poisson indu-
zido pela 2-forma simplética. De fato, podemos definir um colchete de Poisson em M pela
relagao

{9} (@) := w(@)(Xf(z), Xg(2))

com f,g € C°(M) e x € M. A bilinearidade e anti-simetria sequem diretamente da

definicao de 2-formas. Para a derivagdo em cada argumento, basta observar que para
qualquer h € C>*(M)

{fg,h} = d(fg)(Xp) = gdf(Xn) + fdg(Xn) = {f, h}g + f{g, h}.

Para verificarmos a identidade de Jacobi, utilizaremos a propriedade da 2-forma simplética
ser fechada, dw = 0. Pela Proposz'gcio e considerando os campos Xy, X4, Xy, podemos
escrever

0= dw(Xfanth) = XfUJ(Xg, Xh) - ng(Xfa Xh) + th(vaXg)
- w([va XQ]7 Xh) + w([Xf7 Xh]? Xg) - w([X!N Xh]? Xf)'
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Da relagio [ Xy, Xp] = —Xgny (Proposicio também temos

Xpw(Xg, Xn) = Xr({g,h}) = d({g, h})(Xy)
=ix,,x,w(Xr) = w(Xy, [Xg, Xp]) = —{f. {9, h}}.

Combinando as duas relagdes anteriores obtemos

0= dw(Xf7ngXh) - 2({f7 {ga h}}) + {ga {h7 f}} + {h7 {fag}}>a

o que demonstra a identidade de Jacobi.

Exemplo 2.59. Para a variedade simplética (R™ xR™, wy) onde wy € a 2-forma simplética
canonica, seque do exemplo anterior que o colchete em coordenadas

n

o} =3 Gfgzgp) 89{5219) B ag(gf];p) @fézq);p)’

=1

onde f,g:R" x R" — R sao fun¢des suaves.

Observagao 2.60. Estruturas de Poisson podem ser degeneradas e portanto nem toda
variedade de Poisson define uma estrutura simplética. Entretanto, o Teorema Splitting de
Weinstein (ver o livro 'Geometric Models for Noncommutative Algebras’ de Ana Cannas
Silva e Alan Weinstein) nos diz que toda variedade de Poisson pode ser escrita localmente
como o produto de uma variedade simplética com uma variedade de Poisson singular.

Exemplo 2.61. Também € possivel definir um colchete no dual de uma dlgebra de Lie,
g*. Dada uma fungdo suave f : g* — R, temos que o mapa tangente T, f € L(g;R). Desta
forma, definimos o colchete de Poisson em g* como

{f,9}e= (1) := —<,u, [Tuf’ Tug]g>a (2.7)

onde f,g: ¢g* %, R. Observe ainda que para fungoes lineares da forma fe(p) = <,u,§>
com & € g, o colchete de Poisson é simplesmente dado por

{f§17 f52 }g* (:U’) = _<M7 [51;52]> = _f[ﬁl,iz](ﬂ)'

Exemplo 2.62. Considerando a dlgebra de Lie g = s0(3) no exemplo anterior e lem-
brando do isomorfismo @ : R® — s0(3)* definido nas Proposicies e podemos
escrever

{F. Thso(e (%) = (%, [Taf, Trg]) = —(%, [Tx(f 0 §)(x), Tx(G 0 §)(x)]).
Desta forma, podemos definir um colchete de Poisson em R3 como
{f gtrs(x) = —x - [Vxf(x) x Vxg(x)], (2.8)

ondef::fo@egzzﬁo&.

Além de nos fornecer uma estrutura de algebras de Lie, os colchetes de Poisson nos
fornece uma descrigao simples das equagoes de movimento como veremos agora.
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Lema 2.63. Seja (M,w) uma variedade simplética com o colchete de Poisson induzido
pela 2-forma simplética, entiao para quaisquer f,g € C°(M) temos f = {f,g} ao longo
do fluxo do campoX,.

Demonstragao. Seja ¢y o fluxo do campo X, segue do Teorema da Derivada de Lie (Te-
orema [1.42)) que

dt(f o) = tLng = QOtZngf = PplX X W = @y {f 9}
e portanto, para t = 0 obtemos f(z) = {f, g}(z) para todo = € M. O

Definigao 2.64. Dizemos que duas funcées f,g € C°(M) estao em involugao ou co-
mutam se {f,g} =0, isto é, a funcdo f é constante ao longo do campo Xg.

Observagao 2.65. Pela anti-simetria do colchete de Poisson, uma funcao f € constante
ao longo do campo X, se e somente se g € constante ao longo do campo X .

Lembrando que um mapa 1 : (Mj,w;) — (Ma,we) é dito simplético se *ws = wy,
veremos que também podemos caracterizar mapas simpléticos através dos colchetes de
Poisson.

Proposigao 2.66. Um difeomorfismo ¢ : (My,w1) — (Ma,ws) € simplético, se e somente
se

{f7g}M2 Ow:{fowvgow}]\/h

para todo f,g € C°(Ms). De forma geral, o mapa ¢ que satisfaca a rela¢ao acima é
chamado de mapa de Poisson.

Demonstracao. Tomando um ponto p € M7 e supondo que 1 seja simplética, entao

VP w2 () (X foys Xgow) = w1 () (X oy Xgoy) = {f 0¥, 90V }an (p)-

Por outro lado, pela Proposicao temos que 9* Xy = X,y e portanto

P w2 () (X foyps Xgop) = P wa(p) (V" X, " Xg)
= wa(p)(Typ ™ Xy, Typ ™" Xy)
= wa(Y(p))(Tprp o Tytp ™ X, Tytp 0 Typ ™" X)
)

:WZ( ( ) (Xf7 )
={f. 9} 0 (p).

A volta é andloga. ]

Corolario 2.67. Seja ¢ : Q1 — Q2 um difeomorfismo entre variedades, entdo o levanta-
mento cotangente YT : T*Qo — T*Q1 preserva os colchetes candnicos de Poisson

{f,9}rq 0" ={f o™ g0 }req,
onde f,g:T*Q1 — R sdo fungdes suaves.

Demonstragao. Segue diretamente das Proposigoes e O
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Veremos agora que os mapas momento J (Defini¢ao [2.34]) Ad*-equivariante sao mapas
de Poisson em relagao a estrutura de Poisson em g* definida no Exemplo

Proposicao 2.68. Seja (P,w) uma variedade simplética com um mapa momento J : P —
g% Ad*-equivariante. Entao o mapa momento J € um mapa de Poisson

{f’g}g* oJ = {fOJ)gOJ}P
para todo f,g € C*(g*).

Demonstragdo. Considerando o ponto € P, a definicao do colchete de Poisson {,-}4+
no Exemplo e do homomorfismo de &lgebras de Lie J : g — C*°(P) do Lema m

temos
{f.9}e(I(2)) = (I(2), [&,n]) = J([& ) (@) = {J (), J(n)} p(2) (2.9)
onde £ := 5f(,u)/5,u,77 = 5g(u)/5u € g com pu = J(z). Considerando um vetor tangente
veT,P
d(foJ)(z)v = df(u) - T (v) = (T (v), &) = dJ (&) (2)v

e portanto d(foJ) = dJ(§). Como o colchete de Poisson so depende da primeira derivada,
obtemos

{foJ,god}tp(x) = d(foJ)(:r)XgoJ x)

O]

Vimos que dada uma variedade simplética (M, w), sempre é possivel definir um colchete
de Poisson induzido pela 2-forma simplética. Uma pergunta natural é como o colchete
canodnico de uma subvariedade simplética S C M estd relacionada com o colchete de M?
Esta relacao é dada pela Férmula de Dirac que veremos a seguir.

Proposicao 2.69 (Férmula de Dirac). Dada uma 2n-variedade simplética M com o
colchete de Poisson candnico e considerando as fungoes C; € C°(M) com i =1,...,2k <
2n, que definem a subvariedade

2k

§= (e M| Cix) =0},

=1

e a matriz W = [Wyj], que tem como elementos Wi; = {C;,Cj}a. Entdo se S € uma
subvariedade simplética de M, o colchete de Poisson simplético em S é dada pela relagao

ok
{fls.gls}s = {fr9}a — D _{f,CYuaW{C}, 9} m1,

ij=1

onde [W¥] é a matriz inversa de W e f,g € C®(M).
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Demonstracao. Seja f € C°(M) uma funcdo qualquer, a demonstragao se baseia em
projetar ortogonalmente o campo Xy(x) ao plano tangente 73S, determinado um campo
tangente a superficie S dado por

2k
X=X = Y _{f,CruW{C;,g}u.

ij=1

Este processo é semelhante ao que é feito na ortogonalizagao de vetores. Para a demons-
tragao completa, o leitor pode consultar a Secao 8.5 de [22]. ]

Exemplo 2.70. Considere a variedade simplética T*R3 ~ R3 x R3 e duas funcées de
restricio C1,Cy : T*R? — R definidas por
1, o 1
Ci(a.p) = Sllal" -5 e Ca(a,p)=a-p.

Sequindo as definicées da proposicio anterior, temos a subvariedade S ~ T*S? e a matriz

a1 Jo -1
W= T [1 o]'

Entdo para quaisquer funcées f,g € C(T*R3), a férmula de Dirac da Proposi¢io anterior

nos fornece

2
{fls:glsys = {f,9}re = D_{f: Cilrs W9 {C}, g}mo

4,j=1

- Hq1”2<—{f, Cro{Ca. ggo + {f, Coleo (Cr. gdme). (210

Podemos pensar agora em determinar através do colchete de Dirac, as equagoes de mo-
vimento de wma particula de massa m que se move sobre a 2-esfera S%, com a funcgdo
Hamiltoniana H : T*S*> — R

1
H(q,p) = %HPHQ +V(q).

Aplicando a relacdo , obtemos as equacoes de movimento da particula restrito a
superficie da 2-esfera

i ={d' Hls}sx(a.p) = 2 — —L 2N dbpy,

3

' V(g 1 [ : < 1, kaV(q)> Pi - ]
i ={pi, H P)=""50 ~ Z m" T 9gk ) m ‘
pi = {pi; H|s}s2(q, p) o¢ a4 k2:1 mPE T gk m kZ:lq o

Veremos agora que dada uma agdo de G numa variedade de Poisson M, é possivel
obtermos no quociente M /G uma estrutura Poisson induzida.

Definicao 2.71. Dizemos que uma agdo ¢ : G x (M, {-,-}m) = (M,{-,-}m) € canédnica
se ¢g € um mapa de Poisson para cada g € G

{f,g}MO¢g:{fo¢g7go¢g}M com f?gGCOO(M>
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Teorema 2.72 (Redugao de Poisson). Supondo que o grupo de Lie G age canonica-
mente na variedade de Poisson (M, {-,-}rr) e que o quociente M /G € uma variedade suave
com a proje¢ao w: M — M/G sendo uma submersao. Entao existe um unico colchete de
Poisson {, }r)q em M/G chamado de colchete de Poisson reduzido tal que 7 seja
um mapa de Poisson

{f,9}mygom={fomgonty paratodo f,geC*(M/G).

Além disso, se H : M — R for uma funcdo suave G-invariante, definimos a fungao
H:M/G— R por H=Hom. Seja ¢ e gt 0s fluvos dos campos Xg e X, entdo

prom=moy; para todo t.

Demonstracao. Veremos na Secao[3.2| uma demonstracao para variedades simpléticas, com
o colchete de Poisson induzido pela 2-forma simplética. O

Para finalizar esta se¢ao, veremos as fungdes de Casimir, que sao fungoes onde o colchete
de Poisson comutam com todas as outras fungoes e desempenham um papel importante
no estudo da estabilidade corpo rigido da Segao [£.4]

Definicao 2.73. Uma fung¢io C € C*°(M) é chamada de Casimir se o colchete de
Poisson comuta com qualquer outra func¢do, isto €,

{C,g} =0 para todo g € C*°(M).

Observagao 2.74. A definicdo acima, nos diz que qualquer dindmica Hamiltoniana ficarda
dentro de um conjunto de nivel de C, isto é, C' sempre serd uma quantidade conservada.

Exemplo 2.75. Vamos determinar as funcoes de Casimir em R3 com o colchete de
Poisson

{f 9}rs (%) = —x - (Vxf(x) x Vxg(x)) com f,g€C®(R?).

Para que uma funcio suave C : R3 — R seja de Casimir, uma condi¢do suficiente
que o gradiente VxC(x) seja paralela ao vetor x. Escrevendo C(x) = (® o ¢)(x) com

é
¢:R3Cl>R e@:RCgR, temos
e portanto queremos que Vx = x. Uma funcdo que satisfaz esta condigao é
L2
$(x) = 5 I

Desta forma, obtemos uma familia de funcées de Casimir

Cx) = Calx) 1= 25 xI?).



2.4. COLCHETES DE POISSON 52

2.4.1 Colchete de Poisson em SO(3) x R3

O objetivo desta secao é calcular a expressao do colchete de Poisson no espago de fases
Por = SO(3) x R3, que aparece no estudo do corpo rigido da Secao Para isso, vamos
primeiramente determinar a 2-forma simplética em Pgp.
Lembrando que para um grupo de Lie G qualquer, definimos a 1-forma tautolégica 6g
em T*G por
Oo(cg) = T marg,

onde ay € T/G. Desta forma, podemos definir uma 2-forma simplética w = —df. Vimos
também que existe um difeomorfismo entre o fibrado cotangente T*G e G x g* dado pela
trivializagao pela esquerda

P T°G — G x g*
(g,ag) = (9,09 0 TeLy). (2.11)

O difeomorfismo acima induz uma 1-forma em G x g* por 0p := (¥ ).00 € QLG x g*) e
a 2-forma simplética wp == —dfp € O%(G x g*).

Proposicao 2.76. Considerando a 1-forma 0p e a 2-forma simplética wg em G x g*

definidas acima, temos

1. 05(g,n) (v, p) = (1, TyLy-1v);

2. wp(g,M)((v, p), (w,0)) = (0, [TyLg-1v, TyLyr1wly) — (p, TyLg-1w) + (0, TyLy-10),
onde (g,n) € G x g* e (v, ), (w, B) € Tiy,)(G x g*) = T,G x g*.
Demonstragdo. (1) Da defini¢do da 1-forma tautolégica em T*G (Definigao[1.84)), obtemos

05(9,m) (v, p) = (¥r.)+00(9, 77)(1) p)
= (U1 (9:1) Ty1 (g ™ (T (0,0)))

= (10 TyLy-1 Tgp><7rowL )(v, p))

= <n,Tngf1v>.

(2) Considere os campos de vetores X = (X', X2 =p),Y = (Y1, Y2 =0) € X(G x g*),
com as componentes X!, Y1 € X(G) invariantes pela acdo de translacio peca esquerda.
Com um pouco de célculo, segue da definicao de derivada de Lie que

X(9B(Y)(9a77)) = <P, Tng_l 'w> € LY(QB(X)(QW)) = <07 Tng—l : U>'
Além disso, podemos escrever [X,Y](g,n) = ([X',Y(g),[X2,Y?](n)) e portanto
93(9777)([X7 Y]) = <777T9Lg‘1[X17Y1]>
= (n,[X"(e), X*(e)])
= (n, [TyLy-1v, TyL,-1w]).

Com estes termos calculados intermedidrios, a relacao desejada segue diretamente do Lema

.45 que diz
dfp(X,Y) = Lx(0p(Y)) — Ly (0B(X)) — 05([X,Y]).
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Considere agora o ponto (R,X) € SO(3) x s0(3)* e os vetores tangentes (Rw;,V;) €
TrSO(3)xs0(3)*, segue da proposicao anterior que a 2-forma simplética em SO(3) xs0(3)*
é dada por

WB(R7 i)((Rv/‘}b v1)7 (R‘%}Qv v2)) = <§7 [\/7?/'1, V?"2]50(3)> - <vla w2> + <§27 {’\V1>

=X (W] X Wg) — V] - Wy + Vg - W1, (2.12)

onde utilizamos a identificacao so(3) ~ R? ~ s0(3)* das Proposicoes e Vendo a
2-forma simplética wp como definida em Por = SO(3) x R3, podemos definir o colchete
de Poisson

{F, G}PCR = wB(XF, XG’)

onde F,G : SO(3) x R? — R sdo fungoes suaves e X e X seus respectivos campos.

O primeiro passo para determinarmos a expressao deste colchete, é calcularmos as ex-
pressoes dos campos de vetores X e X¢. Para isso, considere o vetor tangente (Rw,v) €
T(R7X)SO(3) X Rg

d

dF(R,x)(Rw,v) = pn

F(Rexp[sw],x + sv) = Frw + Fyv,
s=0

onde os coeficientes Fr, Fx € R3 sdo dados por

d
FRW:f

7 F(Rexp[sw],x) e Fx= VxF, (2.13)
s

s=0

onde Vx = (0,1,0,2,0,3). Escrevendo o campo de F como Xp(R,x) = (Rp(XE), X¥),
temos
Frw + Fxyv = dF(R,x)(Rw, V)
= iXFwB(R, X)(RV/C/', V)
=wp(R,x)(Xp(R,x), (RW,V))
=x-(XBxw) - XX w+v - XE
=(xx XE-X¥) - w+XE.v. (2.14)

Pela ultima relacao de , obtemos os coeficientes do campo X g no ponto (R, x)
XEBE=—F e X¥=_-Fp+xxF,

e portanto o campo é dado por
Xp(R,x) = (Rp(Fx), —Fr +x X Fy).

De forma andloga, podemos obter a expressao do campo X¢g. Aplicando os campos X e
X na 2-forma simplética wp, obtemos a expressao para o colchete de Poisson

{F, G}pop (R, II) = wp(R, x)(Xp(R,x), X¢(R, X))
=x - (XEx xB) - x¥ XE+XxX XE
=x-(Fx xGx) — (—Fr+xXx Fx) -Gx + (—Gr+x x Gx) - Fx
= —x-(Fx x Gx) + Fr-Gx — Gr - Fx,
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que pelas relagoes (2.13]), podem ser reescritas como

F(Rexp[sp(VxG)], x)
50 (2.15)

d
— —| G(Rexp[sp(VxF)],x)
ds s=0

{F, G}PCR(R,X) = —X- (VXF(X) % VXGX) + di

S

Aplicaremos este resultado na Secao [£.4] para determinarmos as equagdes de movimento

do corpo rigido.



Capitulo 3

Reducao Simplética e
Reconstrucao da Dinamica

Neste capitulo estudaremos o Teorema de Reducao Simplética, também conhecido como
Teorema de Reducao de Marsden-Weinstein. Este teorema nos permite, sob algumas
hipéteses, reduzir uma variedade simplética (P,w) sobre a agdo de um grupo de Lie G
a uma outra variedade simplética (P,,w,) de dimensao menor, onde o sistema pode ser
integrado e, por um processo de reconstrucao, obtermos a dindmica de original em (P, w).

Veremos também o caso particular onde o espaco de fases é um fibrado cotangente de
um grupo de Lie, P = T*G. Neste caso o espago reduzido pode ser identificado com as
érbitas coadjuntas, P, ~ G- u as quais possuem aplicacao no estudo da dinamica do corpo
rigido. Este capitulo tem como referéncias principais os textos [I] e [20].

3.1 Teorema de Reducgao Simplética

Iniciaremos apresentando alguns resultados e ideias que utilizaremos na demonstracao do
Teorema de Reducao. O lema a seguir nos fornece um carater geométrico do comporta-
mento das érbitas na subvariedade J~1(u) C P.

Lema 3.1 (Lema de Reducao). Seja (P,w) uma variedade de simplética e J : P — g*
um mapa momento Ad*-equivariante pela a¢do de G em P. Entdo para um valor regular

w € g* do mapa momento J e o ponto p € I~ (i) temos:
1LING-p) =G - T (u);
2. Gu-p=(G-p)NI ' (n);
3. Tp(Gy-p) = Tp(G - p) N T, (I~ (1);
4 T3~ (1) = (T(G - p))~.

Demonstragdo. (1) Provaremos primeiramente que J~'(G - p) D G - J~(1), mostrando
que J7H(G - p) é G-invariante. Seja p’ € J71(G - u), entdo existe algum g € G tal que
J(p') = Adj p. Segue da Ad*-equivaridncia do mapa momento J que para qualquer h € G

J(6n(p') = Ad} I(p') = Adj Ad .

55
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Observe ainda que pela definicdo da acdo coadjunta Ad* e pela Observacao temos
para qualquer £ € g que
< Adj, Ady p, §> = < Ady p, Adp— §>
= <u,Adg_1 o Adj-1 §>
= (u, Ad 11 £).

Desta forma, o mapa momento satisfaz

J(pg(p')) = Adj,

e portanto p’ € G -J (G - p). Logo, a superficie J71(G - ) é G-invariante. Como
J = (p) cIYG - p), segue que G - I~ (u) C I~HG - ).

Por outro lado, p’ € J~(G-u) se e somente se existe algum g € G tal que J(p') = Adj p.
Assim, p = Ad;_, J(p') = J(¢y-1(p')) e portanto -1 (p) € J=1(pn). Como podemos es-
crever p' = ¢g(¢y-1(p)) € G-I~ H(p), segue que I™H(G - ) € G-I~ (u), o que conclui a
demonstracao deste item.

(2) Como p € J~Y(u), entdo da Ad*-equivaridncia do mapa momento, temos as relagdes
equivalentes

P e(G-p)NI ) <= n=J(¢y(p) =p) = Ad; I(p)
< p=Ad;pu
— gc Gy

Portanto p’ € (G -p) NI (1) se e somente se p’ € G, - p.

(3) Considere agora o vetor tangente v € T,(G - p) N T,(J71(x)). Entdo existe £ € g
tal que podemos escrever v = £p(p) e pelo fato de v € T,(J (1)), temos T,J(v) = 0. Da
Ad*-equivariancia do mapa momento, segue que

d d
LIro) = | (odenten) = 5 AdigI®) = adi ()
t= t=

o que nos fornece ad¢ u =0, isto é, § € g, = {n € g | ad; pp = 0} e portanto v € Ty(Gy, - p).
A inclusdo T,(G, - p) C T,(G - p) N T,(I71(u)) segue diretamente do item (2).

(4) Se v € (Tp(G - p))¥, entao w(p)(€p(p),v) = 0 para todo § € g. Pela defini¢ao de
mapa momento, os campos estao relacionados por X ;) = p. Entao, para qualquer § € g

0=w(p)(€p(p),v) = (TI(v),€)

o que implica que o vetor v € (T,(G - p))* se e somente se v € ker T,J = T,(J "1 (u)). O
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espaco ortogonais
simpléticos

T p)

Figura 3.1: Orbitas G, - p na subvariedade J 1 (p).

Observagao 3.2. Os itens (1), (2) e (3) podem ser generalizados para variedades de
Poisson. Apenas o item (4) necessita que o espago seja simplético para que se tenha uma
nogao de ortogonalidade. Observe ainda que o item (3) € uma versao infinitesimal do item
(2). A figura acima exemplifica graficamente os 4 resultados do Lema.

Pelas condigoes do Lema tomando o espago vetorial W = T,(J~1(u)), segue do
item (4) que W* =T,(G - p). Se W for coisotrdpico (ver a Se¢ao[L.5.1)), entao do item (3)
obtemos W* = T,(G,, - p) e portanto existe uma estrutura simplética no espaco quociente
T,(J7Y(w))/Tp(G-p). Isso particulariza o que veremos no Teorema de Redugio Simplética,
sem a necessidade que W seja coisotrépico.

Observagao 3.3. Seja ¢ : G x P — P wuma ag¢do qualquer. Se u € g* for valor regular
do mapa momento J, entdo I~ () € uma subvariedade suave de P. Portanto, podemos
definir uma restricao da a¢do ¢ por

¢ = Pl a1 Gux I (1) = I (w)

Observe que a necessidade de o mapa momento seja Ad*-equivariante e que a ac¢do seja
restrita ao grupo de isotropia, vem do fato queremos que essa a¢do esteja bem definida.
De fato, se g € G, e x € J7Y(u), temos

(J o ¢g)(x) = (AdyoJ)(z) = p

isto é, dg(x) € I~ (n). Se a agao ¢’ for livre e prépria, seque da proposicao anterior
que 371 (w)/G,, € uma variedade suave e que a projecio m, : I~ () — I (n)/G, €
uma submersdo. O Teorema de Reducdo a sequir préoximo mos mostra o espago quociente
admite uma estrutura simplética e portanto € uma variedade simplética.
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Teorema 3.4 (Redugao Simplética). Seja (P,w) uma variedade simplética e uma agdo
simplética do grupo de Lie G em P. Suponha que existe um mapa momento J : P — g*
que € Ad*-equivariante pela a¢do e que p € g* é um valor regular de J tal que a acdo
do grupo de isotropia G, em J=Y(u) seja livre e propria. Entdo, o espago quociente
P, :=J"Y(u)/G, admite uma tinica forma simplética w, definida por

7T(.L)M:Z

onde 7, : 7Y (u) — P, € a projecao candnica e iy, : I (u) < P € a inclusdo. Chamare-
mos (Py,w,) de espago simplético reduzido.

Demonstragao. Pela Proposicao temos que o espago reduzido P, é uma variedade e
7, ¢ uma submersao. Basta portanto verificarmos que w,, define uma estrutura simplética.

Sejap € I~ (1) um ponto qualquer, escreveremos sua projegiao como m,(p) = [p] € P, e
para o vetor v € T),J ~1(u), denotaremos a sua classe de equivaléncia no espaco quociente
T, Y (u)/Ty(G, - p) como [v]. Como a projegio m, : J~1(u) — P, é uma submersao
sobrejetiva e o mapa tangente Tpm, : T,J () — Ty Py ¢ tal que ker Tym, = Tp(G, -
p), temos pelo Teorema do Isomorfismo que podemos identificar o espago T p) £ com o
quociente dos espagos tangentes T,J (u)/T,(G,, - p). Desta forma, podemos definir a
2-forma w,, € Q?(P,) como

wu([PD([v], [w]) = w(p) (v, w),

onde [p] € P, e v,w € T,J7(u). Esta defini¢ao é equivalente a expressao T Wy = by,w.

Precisamos agora verificar que a 2-forma w;, estd bem definida, isto ¢, independe da
escolha dos representantes da classe. Considerando a restricao da agao ¢’ = (;S|G#X I-1(n)
da Observagao tomemos o ponto g = ¢ (p) e os vetores v’ = T¢y(v), w' = Tpoy(w) €
T%(p).]_l(p) tais que V"] =[] e [W'] = [w]. Entao v — v 0" —w' € ker Ty ()T =
Tqyg(p)(G” - p) e assim

w(g)(v",w") = w(g)((v" —v') + ', (0" = w') + )
= w(g)(v" = v, 0" — ') +w(g)(v" = v, W) + w(g) (v, w" —w)
+w(q) (v, w').
Pelos itens (3) e (4) do Lema da Redugao[3.1]e pelo fato da agao ¢’ ser simplética, obtemos

w(g) (", w") = w(g) (', w')
= w(¢y(P)) (Lo (v), Tpgy(w))
= (¢gw)(p)(v, w)
= w(p)(v, w).

Portanto, a 2-forma w,, estd bem definida. Vamos verificar agora que ela é fechada. Como
dw = 0 e o pull-back comuta com a derivada exterior da 2-forma, obtemos

* _ * gk, g% _
Wudw# = dﬁuw# = dzuw = zudw =0.

Segue do fato de 7, ser uma submersao sobrejetiva e da Proposicao que o pull-back

m, € injetiva e portanto dw,, = 0. Garantindo assim que a 2-forma w), seja fechada.
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Para verificarmos que w, é nao-degenerada, considere que w,([p])([v], [w]) = 0 para
todo w € Tp(J (1)) e portanto w(p)(v,w) = 0 para todo w € T,(J~(u)). Pelo item
(4) do Lema da Reducdo, temos v € (T,(J71(n)))* = T,(G - p) e do item (3) que v €
T,(Gp - p) = Tp(IJ7H(w)) N TH(G - p). Portanto [v] = 0, o que demonstra que w, é nao-
degenerada.

Falta ainda provarmos que a 2-forma w, ¢ tnica. Suponhamos que existam duas 2-

formas w,’w wy € Qz(Pu) que satisfacam a relacao. Como 7, ¢ uma submersao sobrejetiva,
/
o
wy,, provando assim a unicidade. ]

temos que o pull-back 7}, é injetivo e portanto ker 7y, = {0}. De 7} (w
r_
=

wy) = 0 segue
que w

Uma consequéncia do Teorema de Reducao é que a variedade simplética (P,,w,) é de
dimensao menor que (P,w)

dim P, = dimJ ' () — dim G, = dim P — dim G — dim G,,.

Seria interessante se a partir das curvas integrais do sistema no espaco reduzido (P, w,)
pudéssemos de alguma forma obter as integrais em (P,w). Veremos na Se¢ao de Recons-
trucao como realizar tal processo. Antes disso, segue alguns exemplos simples da aplicacao
do Teorema de Reducgao Simplética.

Exemplo 3.5. No Teorema de Redugdao Simplética, dado um valor reqular p do mapa
momento J : P — g* com P simplética, entdo nao necessariamente J~(u) € simplético.
Mas por exemplo, se G = {e}, entio g = {0} e desta forma J~1(u) = P € simplético.

Exemplo 3.6. Seja (P,w) uma variedade simplética e suponha que a 2-forma simplética
é exata, w = —da com a € QL(P) e supondo que existe uma se¢io global s : P, — J~1(p),
definimos o, := s*i*a € QY(P,). Como my 05 =1idp, : P, — P, € a identidade, temos

_ * ok %
wyp = (T 0 8) wy = s™m,wy

It L

=s"w = szudoz

_ * -k _

= dszﬂa— do,

Portanto a forma reduzida w,, também é exata.

Exemplo 3.7. Considere a acio do circulo S' ~ R na variedade simplética (C"+1,wp)
definida por

¢: 8t x CH —

0

<6i97 (21""7Zn+1)) = (6 21, ---aeie

Z’VH—l)v

onde a 2-forma canénica € dada por

. n+1

wy = ;;dzk/\dfk.

Dado £ € R, temos que o gerador infinitesimal

qa
dt

qb(tf, (Zl, ceny Zn+1)) = if(zl, ceny Zn+1)
t=0

5(217 ey Zn-i-l) =
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Escrevendo zy, = xp+iyg para j =1,...,n+1, pela defini¢ao de mapa momento (Definigio
2.54|) temos que o campo Hamiltoniano satisfaz X j¢)(2) = §(2) e portanto

aJ(&), \ 9J(), \
Tyk(z) =—8yr e Txk(z) = —§xg,

onde z = (21, ..., Zn+1) = x + 1y. Desta forma

n+1 n+1
T zmin) =€( = 5 et 418)) = (= 5 3 Ial?)
k=1

j=1
Como o mapa momento satisfaz J(z1, .., 2n+1)€ = J(&)(21, ..., Znt1), temos

1 n+1
J(Z17 ceey Zn+1) = _5 Z HZ]CH2
k=1

E facil ver que —1/2 é um valor regular para o mapa momento e que J~1(—1/2) = §2n+1,
Como o grupo de Lie S* € abeliano, o seu grupo de isotropia é o proprio grupo, S£1/2 =
Portanto, pelo Teorema de Redugao Simplética

Jfl(_1/2) B 52n+1

ST 1

~CP"

onde CP™ = {retas em C""!que passam pela origem} €é o plano projetivo complezo. A
2-forma simplética em CP™ corresponde a 2-forma de Fubini-Study que € dada por

7 —
wrs = 500 log 2]
o
2]

n
> (2512 dzp A dzy — Zjzpdzp A dZg).
jik=1

Exemplo 3.8 (Jacobi-Liouville). Seja (P,w) uma variedade simplética 2n-dimensional
e fj € C®(P) fungoes em involugao com j =1,.... k, isto é, { fi, f;} = 0. Entao os campos
Hamiltonianos Xy, associados as fungoes f; comutam, isso seque da Proposi¢ao

[Xfi7ij] - _X{fi,fj} =0

e portanto os seus respectivos fluros associados i e gp{ comutam, @} o @{ = gp{ o pt.
Considerando que cada fluxo € completo, podemos definir uma acdo do grupo de Lie G =
(R, +) definida por

$:RFxP—P
((t1, - tr), @) = (95, © .o 0 0F ) ()

e um mapa momento J(z) = (fi(x),..., fr(z)) com = € P. Observe que a a¢ao ¢ €
simplética e se for livre e propria, ela satisfaz as condicoes do Teorema de Reduc¢ao
Simplética.

Suponha ainda que as diferenciais d f; sejam linearmente independentes em todo ponto.
Esta condicdo é necessdria para que todo ponto p € RF seja valor reqular do mapa mo-
mento. Como o grupo de Lie G ¢ abeliano, seque que o subgrupo de isotropia G, = RE.
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Aplicando o teorema da Redugdo Simplética, obtemos uma variedade simplética I~ (u)/G
de dimensao 2n — 2k correspondente ao sistema reduzido. De fato se k = n seque do
Teorema de Arnold-Liouville (Seg:do que se J=(u) for compacto e conexo, entdo
ele é difeomorfo ao toro n-dimensional J=(u) ~ T". Portanto o quociente nesse caso é
apenas um ponto J~1(u)/G ~ T"/R™ ~ {0}.

Por exemplo, considere o sistema Hamiltoniano (P = T*R3,wy, H) referente a um
sistema de forcas centrais onde a Hamiltoniana €

Ha,p) = 3ol + V(@)

e o potencial V(q) € invariante sobre a a¢ao do grupo de Lie G = SO(3). Para este sis-
tema, podemos considerar as funcées fi = H, fo = |L||? e f3 = L3 que sdo as quantidades
conservadas do sistema, onde L = q X p € o momento angular. Eziste um aberto onde
as diferenciais df; sdo linearmente independentes e portanto nestas condicdes o sistema
é completamente integrdvel.

Definicao 3.9. Um sistema Hamiltoniano (P,w, H) é chamado de completamente in-
tegrdvel se existe n = dim P/2 integrais independentes de movimento fi = H, ..., f que
estao 2 a 2 em involucao, {f;, f;} = 0 para todo 1, j.

Exemplo 3.10 (Modelo de Neumann). Considere uma particula de massa m = 1
sobre a esfera unitdria S"~' C R™ sob a a¢do de for¢as de um oscilador harménico. O
espaco de fase para o problema €

P=T"S"1o{(x,y) eR"XR"||x]| =1 ex-y =0} CR" x R".

A Hamiltoniana H : T*S™ ' — R para o oscilador de Neumann € da forma

1
H(x,y)zi(X'Aery-Y)

onde A = diag(\, ..., \n) com N; # X\j para i # j. A Hamiltoniana H pode ser pensada
como a restricao da Hamiltoniana H definida por

A(x,y) = g [IxI?yl1? + % Ax — (x-y)]

ao espaco T*S™ 1, isto é, H = IA{/‘T*Snfl. Vamos ver que este sistema € a reducgao
simplética de outro. A Hamiltoniana H € invariante pela a¢do do grupo de 1-parametro
AeR

¢A(X7 Y) = (X7 y+ )‘X)
que tem como mapa momento correspondente
1 2
3(x,y) = (2~ 1),
Considere a hiper-superficie de nivel
J7H0) = {(x,y) e R" x R" | [|x[| = 1}
e lembrando que o grupo de isotropia de grupos abelianos sao o proprio grupo, entao

I7H0)/R = {[(x,y)] | I(x,y) = 0}
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onde [(x,y)] = {(x,y — Ax) | A € R}. Com isso, podemos definir o simplectomorfismo

JH0)/R — T*s™ 1
(%, ¥)] = (xy — (x-y)x)

que relaciona o espaco de fase reduzido J~1(0)/R com espago de fase do problema de
Neumann T*S"~ 1. Portanto os fluzos do campo da Hamiltoniana de Neumann sdo a

projecao ortogonal dos fluxos do campo da Hamiltoniana H.

3.2 Reducao da Dinamica

Uma pergunta natural que podemos fazer é que se dada uma dinamica em (P,w), qual é a
sua relagao com a dindmica no espago quociente P, = J71(u)/G,? Os préximos resultados
vao nos ajudar a descrever a dinamica no espaco de fase reduzido P,, determinando a
Hamiltoniana H), e o colchete de Poisson {-,-}p, correspondente.

Teorema 3.11 (Redugao da Dinamica). Pelas condi¢oes do Teorema de Redugdio
Simplética e supondo que a Hamiltoniana H : P — R € invariante pela acdo de G, entdo:

1. o fluzo @y do campo Xy mantém as superficies J~'(u) invariantes e comuta com a

acao de G, induzindo um fluzo o em P, que satisfaz a relagio w0000, = @} om,;

2. O fluzo ¢} é Hamiltoniano em P, com a Hamiltoniana H, definida por H, o m, =
H o1, que chamaremos de Hamiltoniana reduzida.

Demonstragdo. (1) Pela G-invariancia da Hamiltoniana H, segue do Teorema de Noether
que o fluxo ¢; deixa as componentes conexas de J~!(y) invariantes. Temos ainda pelo
fato da agdo ¢ ser simplética que para todo g € G

¢ Xm = Xp.

Esta relagao nos garante que o fluxo ¢; e a acao ¢ comutam. E portanto o fluxo no espago
reduzido ¢} : P, — P, estd bem definida pela relagdo ¢} o m, = m, o ¢. De fato, se
reJ N u)egeG,

wi ([2]) = (@1 0 mu) (dg () = (7 0 1) (99 (%)) = (7 © by © 1) ().

(2) Vamos verificar agora que o fluxo induzido ¢} é Hamiltoniano. Observe primeiramente

que
PN A ok %
77;;(% ) wu = ¢y Wy = TpWp-
*
1
segue que o fluxo ¢ localmente Hamiltoniano em P,. Falta ainda verificarmos que os

Como 7 ¢é injetivo, segue que (¢} )*w, = wy, logo ¢} ¢é simplético e pela Proposigao

geradores infinitesimais associados ao fluxo reduzido ¢} sdo globalmente Hamiltoniano.
Para isso, observe primeiro que H,, estd bem definida. De fato, seja [z] € P, e y € [z],
entdo existe g € G, tal que ¢4(x) = y e entao pela G-invariancia de H temos

Hy([2]) = H(x) = H(¢g(x)) = H(y) = Hu([y])
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mostrando que H,, estd bem definida.
Seja X € X(P,) o campo associado ao fluxo induzido ¢}. Derivando em relagdo a t a
relacao m, o ¢ 01, = ¢}’ o, obtemos

Tr,oXpoi,=Xom,.
Considere o ponto p € J71(u) e o vetor v € T,J (1) qualquer, entao

wu(mu (P) (X (7 (p)), Ty (v)) = W () (Tpmu (X5 (p)), Ty (v))
= w(p)(Xu(p),v)
=dH(p) v
= d(Hy omu)(p) - v
= dH (7 (p)) (Tpmp(v)).-

Portanto X = Xp, e concluimos que X ¢ um campo globalmente Hamiltoniano para a
Hamiltoniana reduzida H,. ]

Proposigao 3.12. Pelas condicdes dos teoremas anteriores e para qualquer funcdo f €
C>(P) G-invariante, entdo {f,, H,}p, o m, = {f, H} oiy, onde {-,-}p, € o colchete
associado a 2-forma reduzida w, em P, e a funcao reduzida f,om, = foiy,.

Demonstra¢do. Para um ponto p € J~1(u) qualquer, basta calcularmos o valor da 2-forma
simplética w, nos campos Xy, ([p]) e Xz, ([p]). Assim

{fus Hutp,([p]) = wu(lp) (X, ([p]), X a1, ([p]))
wu (P (T (X5 (p)), Tpymu (X (p)))
w(p)(X¢(p), Xu(p))
{f. H}(p).

O]

Com este resultado, nos obtemos a dinamica no espaco reduzido P, a partir da
dindmica original no espaco de fase P. Podemos visualizar os Teoremas de Redugao
Simplética e o da Redugao da Dindmica no seguinte diagrama

Lot 1 H
I (p) —— > I () ——— P R

3.3 Reconstrucao da Dinamica

Considere um sistema Hamiltoniano (H, P,w,J, ¢). Suponha que seja conhecida a curva
integral ¢, (t) no espago reduzido (Hy, P,). Para reconstruir a dinamica com condigao
inicial pg € J71(u), escolhemos uma curva qualquer d(t) € J=1(u) que satisfaz d(0) = po
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e [d(t)] = mu(d(t)) = cu(t) = [c(t)] para todo t > 0 e ¢(t) a correspondente curva integral
de (H, P) com ¢(0) = py que desejamos determinar. Como [d(t)] = [c(t)], isto é, sao a
mesma curva no espaco reduzido P,, entao para cada tempo t existe um g(t) € G, tal
que c(t) = ¢y (d(t)). Desta forma, para determinarmos a curva integral c(t), precisamos
primeiramente determinar a curva g(t). Pelo Lema

Xp(e(t)) = é(t) = Tyd(t) + Tdagryg()
= Ty0)d(t) + Ty (TLyy9(1) ) (d(t))
= Toyq) (d(t) + (TLy)- (d(1))).

Como a Hamiltoniana ¢é invariante pela acao, isto ¢, ¢y H = H, temos pela Proposigao
que ¢y Xy = Xp. Aplicando T'¢4;)-1 na equagao acima, obtemos

d(t) + (T Lygy-19() p(d(t)) = Tgy-1 X (c(t))
= Ty IXH<¢g<t< (1))
= (&} 1y Xw) (d(t))
:XH<d< ).

Como g¢(t) € G}, para todo tempo t, entao

TLyp-19(t) € gy :=T.Gy = {€ € g | adf p = 0}.

Portanto, queremos determinar a curva {(t)p € g, que satisfaca a equacao

£(d(1)) = Xu(d(t)) — d(t). (3.1)

Com esta curva determinada, podemos obter a curva g(t) resolvendo a equagao diferencial

g(t) =TeLypé(t) com g(0)=e
e assim obter a curva integral c(t) = ¢, (d(t)) no espaco de fases P.

Teorema 3.13 (Reconstrucao). Seja (P,w, H,J) um sistema Hamiltoniano que satisfaz
as hipdteses do Teorema de Redugdo Simplética (Teorema . Se ¢, (t) € a solugdo do
sistema reduzido (P, w,, H,) com condi¢do inicial c,(0) = [po], entdo para obtermos a
solucdo c(t) € J71(u) do sistema original com condicdo inicial ¢(0) = pg, sequimos os
sequintes passos:

1. Escolhemos uma curva d(t) € 371 () tal que m,(d(t)) = cu(t) e d(0) = po;

2. Determinamos £(t) € gu (que existe e € tnico) que satisfaca a equacdo &(t) =
Xu(d(t)) —d(t);

3. Resolvemos a equacdo §(t) = TeLy)§(t) com condigao inicial g(0) = e;

4. A solugdo do sistema original com c(0) = d(0) € dado por c(t) = ¢g;)d(t).
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J'w) cP
c(t)
T
/ ﬁ |
deslocamento
AL’J por g(t)
v
|
Orbitas por GIJ

Figura 3.2: Processo de reconstrucio da dindmica em J~1(y).

Observagao 3.14. Dado um fibrado principal P — P/G e um aberto U C M, po-
demos localmente (ver anexo @ fazer a identificacio 7 1(U) ~ U x G. Assim, dado
uma curva x(t) € U para todo t, podemos sempre considerar o levantamento horizontal

d(t) = (z(t),e) € U x G.

Observagao 3.15. Se ¢, (t) € P, € a solucdo do sistema reduzido H,, e considerando uma
1-forma de conexdo A € Q*(I71 (), g,) (conforme o Anexo @, dado uma condigao inicial
d(0) = do, temos que existe um d(t) € I~ (1) tal que m,(d(t)) = c.(t) e que A(d(t)) = 0.
Uma das etapas de reconstrugdo era determinarmos a curva &(t) € g, que era dado pela
equacao . Aplicando a conexdao A nesta equagao, obtemos

§(t) = A(E(1)) = A(Xu (d(1))-

Assim, para determinarmos £(t), basta resolvermos a equacao acima para uma 1-forma de
conezxdo que satisfaga as condigoes do Anexo[Q,

Observagao 3.16. O método nos mostra como reconstruir a dinamica a partir de uma
curva d(t) que satisfaca 7,(d(t)) = [c(t)], mas ela nao nos diz como devemos escolher tal
curva. Dependendo da escolha de d(t), pode ser dificil resolver a equagdo .

Exemplo 3.17. Considere um sistema de N particulas com massas mi,...,my e confi-
guracoes ¢ = (q1,...,qn) € Q = R3N sobre a a¢do do grupo de Lie G = R? por translacoes
de um vetor x € R? definida por
Tx 1 Q — Q
q— (ql +X,..,9n8 + X)'

Podemos definir o espago de fase P = T*Q = R3N x R3N 3 (¢,p) onde p = (p1,...,pN) €
cada p; € o momentos linear correspondente a particula de massa m;. Pelo levantamento
cotangente da agdo Tx, podemos definir uma a¢ao em P por

w PP

(¢,p) = (7x(q), p)-
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Considerando que a energia potencial do sistema so dependa da interacao entre as particulas
e que esta energia € uma fung¢do apenas das distincias ||q; —qj||. Entdo podemos escrever
a Hamiltoniana do sistema H : T*Q — R como

N
|ps ]|
H(g,p) =) Tiu + Vij(lai — q;l),
=1 1<j

onde V;; corresponde a energia potencial entre os corpos de massas m; e mj. Observe
. . . 7. . ~ *
ainda que neste caso, a Hamiltoniana H € invariante pela acdo 7')? .
. 7 ~ T
Vimos no Exemplo que o mapa momento correspondente a agio T, € a soma dos
momentos lineares, isto €, J(q,p) = p1+...+pn. A superficie de nivel do mapa momento

J correspondente a u € R? é

I w) ={(¢,p) € T*Q | P1+ ... + Px = 1}
=@ x1I,

onde 11, = {p € R3N | py + ... + py = p}. Como o grupo G = R3 ¢ abeliano, seque que
o grupo de isotropia € G, = G. Seguindo o Teorema de Reducao Simplética, o espagco de
fase reduzido é

P, =JYu)/G, = (Q/R?) x II,,.

Como o espago quociente Q/R3 € um espaco abstrato, vamos mostrar que existe uma
bijecdo entre este quociente e um subespaco de Q. Para isto, definimos a funcao func¢ao
centro de massa por

CM:Q — R?

N . .
(qlv'“qu) = Zi:l mqu- (32)

Observe que a funcdo centro de massa CM ¢é equivariante, isto é, para todo x € R3 e
q € Q temos CM(1x(q)) = ™<(CM(q)). Logo, existe uma inica fun¢do CM que faz o
diagrama abaixo comutar

CM

Q——R?

Q/R? 7 R?/R? = {[0]}

onde ™ e 7 sdo as projecoes usuais relativa a acdo de translacdo pelo grupo G = R3.
Observe que 7'|oy : {0} — {[0]} € bijetiva, assim procuramos um subconjunto Qo C Q tal
que CM(Qo) = {0}. Isso nos leva a definir o subconjunto Qo ={q € Q | CM(q) =0} C Q

das coordenadas relativas ao sistema com centro de massa na origem e o mapa Ty = T|Q,

0 : Qo — Q/R?
q+ [q]
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Afirmamos que my € uma bijecao. De fato, sejam q,q € Qo tais que mo(q) = mo(q’), entao
[q] = [¢]. Logo existe um x € R3 tal que q = 7 (q') e

0=CM/(q) = CM(1x(q¢")) = = (CM(q)) = x.

Portanto ¢ = ¢ e m € injetiva. Seja agora [q] € Q/R3 e x = CM(q), entio basta
tomarmos qo = T7-x(q) € Qo, provando assim a sobrejetividade. Pela bijetividade do mapa
mo temos que o quociente satisfaz a relagao

P, =J Y p)/R® ~Q/R® x I, ~ Qo x 11,

isto quer dizer que o espago reduzido P, pode ser wisto como o produto do espago de
configuragao com centro de massa na origem, Qo, com a superficie I1,,. A vantagem de
trabalharmos com Qg € o fato dele ser um subconjunto de R3VN.

Observagao 3.18. O Teorema de Redugdao Simplética aplicado a simetrias de translag¢do
num sistema de N-corpos, nada mais € que a translacdo do centro de massa do sistema a
origem, que fazemos com frequéncia em problemas de mecanica cldssica. A reconstrucdo
nada mais € que a translacdo para o sistema de referéncia original.

Para ilustrar o processo de reconstrucao, considere um sistema de duas particulas,
N = 2, com massas m e m' que interagem entre si apenas pela forca gravitacional. O
espaco de fase (q,q',p,p’) € P = Q x R® onde Q = R® — A € 0 espago de configuragao
e A ={(q,q9) | q € R3} ¢ a diagonal de Q. Este sistema é conhecido como Problema
de dois Corpos ou Problema de Kepler. A Hamiltoniana do sistema corresponde a
energia cinética somada com a energia potencial que depende inversamente da distancia
entre as particulas

1
2m/

1
H(a,d',p,p") = 5Pl + 5 I +
2m la— o
onde o € R € uma constante. Observe que a Hamiltoniana H € invariante pela acao de

translacdo T~

e portanto podemos aplicar a reducdo da dinamica ao problema.

Considere o problema de resolver o sistema Hamiltoniano (H, P) com as condi¢des ini-
ciais (do, dfy, Po, —Po) € J7H(0) = QxII,—g. Pelo resultado anterior, podemos resolvermos
o sistema Hamiltoniano (Ho, Qo x ) com condigoes iniciais (qo —Xo, d(, — X0, Po, —Po) €
Qo x Iy onde xg = CM(qp,qy). Como

@ (@) € QlCMad) =0 = {(a-"F) [ac B - (0}} =B~ (0]

Iy ={(p.p) €R® | p+p =0} ={(p.—p) | p e R’} ~ R?

podemos reduzir o sistema (Ho, Qo xIlg) ao sistema (H, (R*—{0}) xR3) com Hamiltoniana

H(q,p) = <1+1> Ipl® <m+m’> a

m m) 2 m/ m

Seja d(t) = (q(t),p(t)) a solugdo do sistema (H, (R* — {0}) x R?®) com condigdes iniciais
(qo — X0, Po), entdo a curva

d(t) = <q<t>, _ma®) L, —p<t>) € Qo x 1o



3.3. RECONSTRUCAO DA DINAMICA 68

é uma solugdo para o sistema (Hp, Qo x1g) com condigoes iniciais (qo—Xo, 4y —X0, Pos Pp)-
Para determinarmos a solucdo para (H,Q x R®), basta transladarmos d(t) pelo vetor do
centro de massa das condi¢oes iniciais Xg, obtendo

et = % o) = (a0 +x0~" 2 4, p(0). —p(1)) € Q x

que € a solugdo de H com as condigoes iniciais originais (4o, dp, Po, —Po)-
Observagao 3.19. Definindo A :=m'/(m +m/), entao o difeomorfismo
¢ (R3—{0}) x R® - (R® — {0}) x R3
(a,p) = (iq, ﬁp)
¢ um simplectomorfismo. De fato, lembrando que a forma simplética canénica em R3 x R3

€ dada por wy = 2?21 dq' Ndp; seque que p*wy = wo. Podemos portanto definir wma nova
Hamiltoniana associada a este simplectormorfismo ¢ dada por

. N .
F(a,p) = (H o ¢)(q,p) = 12!

2m qf

com (q,p) € (R?*—{0}) x R®. A nova Hamiltoniana H ¢ a Hamiltoniana do Problema de
Kepler correspondente ao problema reduzido a um corpo.

Exemplo 3.20 (Péndulo Acoplado). Considere um sistema fisico livre do campo gra-
vitacional, composto por dois péndulos de massa m = 1, acoplados por uma mola e cuja as
distancias a origem do sistema sejam iguais a 1 e fazendo angulos 01 e 02 com a horizontal
conforme a figura abaixo.

04

0>

Figura 3.3: Péndulo acoplado.

O espaco de configuracio deste sistema € o toro, Q = T? ~ S* x St com a ac¢do dada
pela rotagao ao redor da origem Rg(61,02) = (61 + 0,02 + 6). A Lagrangiana pode ser
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escrita como

.o 1 . .
L(61,6,61,0,) = 5(9% +602) — V(61 — 6y)

171 . . 1 . .
=3 5(01 +05)2 + 5(01 —02)%| — V(6 — 62),

ondeV € a energia potencial eldstica da mola que s6 depende da diferenca entre os angulos.
A expressdo acima mos induz a pensarmos na sequinte mudanca de varidveis dada pelo

difeomorfismo
f:T? — T?

Definimos agora uma nova a¢do R:Rx Q — Q tal que fo Ry = ﬁ\/ie o f. FEssa nova

acao age da forma ég((p,’(ﬁ) = (¢ +0,7) e induz a ag¢do no espaco de fase T*T? pelo le-
vantamento cotangente R;;F* (0,0, D, py) = (+0,9,pp, py). Observe que a Hamiltoniana
do sistema nesse novo sistema de coordenadas é

H(p,%,ppspp) = %(p;i +py) + V(V2Y)

que € invariante pela acdo PLHT* O mapa momento J : T*T? — R correspondente a esta
a¢ao € J(p, 0, Dy, py) = pp- Considere o problema de obtermos a dindmica do sistema
associado a H com condi¢oes iniciais (0o, Vo, Dp, = IsDyy)- Neste caso, superficie de
nivel J71 (i) admite a sequinte identificacdo

I () = T2 x {(¢,py) | ¥ € S*,py € R}.

Portanto, temos pelo Teorema da Redugdo Simplética que I (u)/S* ~ {(¢,py)} € a
Hamiltoniana reduzida é

H, (1, py) = %pi + %Mz +V(V2¢)

com as equacgoes de Hamilton
b=py e pp=—V2V(V2)).

Se (Y(t),py(t)) for a solucdo do sistema acima com condigoes iniciais (Yo, Py, ), podemos

tomar a curva d(t) = (o, ¥(t), b, py(t)) que satisfaz a condi¢io m,(d(t)) = (Y(t), py(t)).
Como o(t) = e p(0) = 0 seque que p(t) = ut. Portanto, a solug¢do do sistema associado

a Hamiltoniana H é

c(t) = Ry (d(1)) = (w0 + pat, ¥(t), 1, py(t)).

3.4 Reducao e Orbitas Coadjuntas

Vamos estudar nesta secao a Reducgao Simplética para o espaco de fase da forma P = T*G
para algum grupo de Lie G. Veremos que existe uma identificagdo entre o espago reduzido
P, e as o6rbitas co-adjuntas G - 4 C g* dada pelo Teorema de Teorema Kirillov-Kostant-
Souriau e calcularemos explicitamente a 2-forma simplética neste espaco reduzido.
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3.4.1 Identificagao com as Orbitas Coadjuntas

Considere a translacao pela esquerda L : G x G — G. Vimos que ela induz uma ac¢ao no
fibrado cotangente T*G dado pelo levantamento cotangente

LI . T*G - T*G
ag = ThgLp-1 (o)

com h € G. Como L é um difeomorfismo, temos pela Proposicao m que a acao LT" ¢é
simplética, além disso, ela é livre e prépria. Portanto satisfaz as condigoes do Teorema de
Redugao Simplética. Vimos no Corolario que o mapa momento J : T*G — g* relativo
acdo LT" é dado por

I(ag)(§) = ag(éc(9)) = ag(TeRy - §) = (TeRg) g (§)

onde ay € T*G e £ € g. Vamos verificar agora que todo p € g* ¢ valor regular do mapa

momento J. Para isso, considere o difeomorfismo
(:T"G—Gxg"
(97 ag) = (ga Te*RgO‘g)'

Assim, podemos escrever o mapa momento como J = mg+ o ( onde g+ : G X g* — g* é a
projecao canoénica. Dado p € g*, entao

I ) = (mge 0 Q)7 H(p) = ¢ Mgt () = CHG x {p})

como ( ¢ um difeomorfismo, segue que todo p € g* é valor regular do mapa momento J.
Podemos ainda escrever a superficie de nivel como

I () = {ag € T*G | ay(TeRy€) = p(€) para todo ¢ € g}
={TyRy-1(n) | g € G},
isto é, a superficie de nivel é o grafico da 1-forma
a,:G—=T"G
g Ty Ry pu. (3.3)
Vamos verificar agora que «, é G-equivariante. Para g € G e h € G, temos
(LE 0 au)(g) = LE (Ty Ry1t) = Ty Ly T Ry
= TRy Ty Ry TC Ry Ty L1 pp = Tpyg Ripgy—1 Adj,
= ThyRng)-11 = au(hg) = au(Ln(g))

e portanto Lg* oa, = oy o Ly para todo h € G,. Isso nos permite definir o seguinte
difeomorfismo

a,:G/G, — (T"G),
G -9 (muoau)(g)
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onde G/G, = {G, -g | g € G}. Para verificarmos que estd bem definido considere
Gu-9=G,-¢'. Entdo existe algum h € G, tal que L,g' = g e pela G-equivariante de oy,

au(gl) = a#(hg) = L%LF* (Ozﬂ(g))

obtemos que «,(¢') e a,(g) estdo na mesma érbita. Portanto m,(au(g)) = mu(au(d’)) e
temos que @, estd bem definida.

Considere o seguinte difeomorfismo

Yy G/Gy— G-
Gu-g— Adgp.
Sabemos pelo teorema da Redugio Simplética que o espago reduzido (T*G), = I~ (u) /G,
é uma variedade simplética e portanto, pelo difeomorfismo 7, := 1, o (a,) "' : (T*G), —

G - 1 segue que as orbitas coadjuntas G - u também sao variedades simpléticas. Este é uma
das afirmacoes do Teorema Kirillov-Kostant-Souriau.

-1
I w/G -2 Gje, s G

\/

O

Pelo mapa

o i=u0m, I Hu) = G p
o(9) > AdL g (3.4

e pelo Teorema de Redugao Simplética, segue que a 2-forma w, em G - p1 satisfaz

* g%

oWy = Lw.
Utilizaremos esta relacao para calcularmos explicitamente a 2-forma w, através dos ge-
radores infinitesimais em G - u C g* na proxima se¢do. Enunciamos assim a seguinte
proposicao:

Proposicao 3.21. Considerando o sistema (T*G,w,J), onde w é a 2-forma simplética
canénica e J o mapa momento dado pelo Coroldrio entdo dado pn € g* (que € um
valor regular de J), temos a identifica¢ao

P,=J3"1'w)/G,~G - p.

Observagao 3.22. Pelas condicoes do Teorema anterior e considerando a Hamiltoniana
H : T*G — R invariante pela esquerda, isto €, H o T*Ly = H para todo g € G. Entdo a
Hamiltoniana reduzida H, : G - p — R € definida pela relacao

Hy (A 1) = H(T Ry (). (3.5)
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Exemplo 3.23 (Corpo Rigido Livre). Calculamos no Exemplo 0 mapa momento
para ac¢ao de rotagdao pelo grupo de Lie SO(3) que é dado por

J:50(3) xR - R3
(R,II) » L = RII
Portanto, para p € R3 temos a superficie dada pela pré-imagem do mapa momento

I (1) = {(R,TI) € SO(3) x R? | RIL = 1.}
={(R,R"'n) | R € SO(3)}
~ SO(3)

e do Exemplo seque que a orbitas coadjuntas e o subgrupo de isotropia sdo respecti-
vamente

SO@3)-p= Sﬁull e SO(3), = {rotacoes ao redor do vetor ji}.
Portanto da Proposi¢ao temos a identificacao

Py =37 (1)/SO(3), = SO(3) - 1 = S}, .

3.4.2 Estrutura Simplética nas Orbitas Coadjuntas

Na sec¢ao anterior, vimos que existe uma estrutura simplética em G - u induzida pelo espago
reduzido P,. Utilizando esta identificacao e o Teorema da Reducao Simplética vamos
calcular explicitamente esta 2-forma simplética. Antes disso, lembre que os geradores
infinitesimais em g* foi calculado na Proposicao [2.33| e é dado por

&g (v) = adg (v),
onde { €gervegh.

Teorema 3.24. Pelas condi¢ées da Proposicdo|3.21] e tomando §,negev e G-y C gF,
a expressao para a 2-forma simplética w,, € O%(G - ) € dada por

wu(”)(fg*(’/)ang*(’/)) = _<V7 [5777]> (36)
Demonstragdo. Pela definicao da 1-forma «, em ([3.3) e considerando o mapa tangente

Ty : TyG — Ty, (T7G)
€a(g) = Tyau(&a(9)),

temos que o espago tangente a superficie J~! (1) = {a,(g) | g € G} no ponto a, é

Tau(g)']_l(:u) = {TOZ“ ’ gG(g) | §€ g}
={Tou - TeReE | € € g}
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Calculando a 2-forma w nos vetores Tyay, - TeRy€, Ty, - T.Ryn € Tau(g)Jfl(u)

(ipw)(Tyay - TeRgE, Ty, - TeRyn) = (a,w)(T Ry, T Rym)
= —da,(TRyE, TRyn)
= —day,(Xe, Xy)(9)
= —{Xe(ou(Xy)) — Xplau(Xe)) — on([Xe, X5]) Hg)
= a,([Xe, Xp])(9)
= au(=Xien))(9)
— (1, [ m]) (3.7)

onde na segunda e sexta igualdades usamos as Proposicoes e respectivamente e
na quarta o Lema Na quinta a relacdao usamos

au(Xn)(g) = N(TgRgfl(TeRgn)) = <Ma77> (3.8)

que nos mostra que ay,(X;)(g) é constante.
Vamos agora calcular o valor de o

m
Ady p foi definido em (3.4)
(W) (e (9) (Tgay - TeRg&, Ty, - Te Rgn)
= wu(Ady p) (T, mp - Ty - TeRgE, Ty - Tyouy - Te Rgn)
= wu(Ady ) (T, (Ad" ) - TRy, Ty(Ad") - T, Ryp). (3.9

wy, nos vetores definidos acima, onde o, (c,(9)) =

Pelos Lemas e podemos escrever os vetores tangentes da seguinte maneira

Ty(Ad* ) - T.Ry€ = Ad}(ad )
= — Ady(& (1))
= —(Ady1 &)g- (AdE p).

Portanto, das relagoes (3.7)), (3.8) e (3.9) e do Teorema de Redugao Simplética segue que
a 2-forma simplética é dada por

wyu(Adg 1) ((Adgfl g+ (Adg p), (Adg-1n)g-(Ady u)) = —(u, [&n])-

Fazendo as mudancas de varidveis Ady,-1¢ = ¢, Adg-1n =71’ e Adyu = v/, obtemos a
2-forma simplética nas orbitas coadjuntas G - u

wu (V) (Ege (V) 1 (V) = =/, €', ]).
0

A seguir apresentamos o Teorema de Kirillov-Kostant-Souriau que resume os resultados
obtidos nesta secao.

Teorema 3.25 (Kirillov-Kostant-Souriau). Considere um sistema (T*G,w,J) que sa-
tisfaca as condi¢oes da Proposicao |3.21. Entdo para qualquer ponto p € g*, o espaco de
fases reduzido P, pode ser identificado com as drbitas coadjuntas G - p

Py =3 1)/Gu=Gp
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e a 2-forma simplética em G - € dada por

wu(V) (&g (), g (V) = (v, [€,]),
ondeé,negeveG-uCgh.

Corolario 3.26. O colchete de Poisson {-,-}q., nas orbitas coadjuntas induzido pela 2-
forma simplética w,, do Teorema é

{Nlaw flauta,w) ==, [T.1, T, f2])
onde f1, fa: g — R sdo fungoes suaves e v € G - p.

Demonstragao. Sejam fi, fo 1 g — R duas fungoes suaves, vamos iniciar calculando a
expressao do campo Xy, | Gon relativo a fungao f1 nas orbitas coadjuntas. Tomando £, € g
ev € G- pu, segue do Teorema que

wu(V) (&g (V),ng+ () = —(v, [6,n]) = (v, ady €) = —(ad) v, €).

Tomando & =T, f; e n arbitrario na 2-forma acima, obtemos
wu(v)(ady, r, v,adyv) = —(ady v, T, f1) = —df1(v)(ad; v)

e portanto Xy, | G_M(V) = —adp, 4, v. Aplicando os campos na 2-forma simplética

{Hlaw folapt(v) = wu() (X g6, V), X gy, (V)
= wu(v)(ady, ¢, v,ady, g, V)
= —(v, LA, Tufo])

que corresponde a relacao desejada. O

Observacgao 3.27. O colchete de Poisson do Coroldrio e do Exemplo sao com-
pativeis, isto €, para f,g: g — R funcdes suaves temos

{f|G~mg|G-u}G~u = {fag}g*‘Gﬂ-

Uma forma andloga de enunciar a relacdo acima, € observar que o mapa inclusdo i :
G- — g" € um morfismo de Poisson. Além disso, cada orbita coadjunta é uma folha
stmplética em g*.

Exemplo 3.28. Vamos calcular agora a 2-forma simplética e o colchete nas orbitas

coadjuntas SO(3) - p = Sﬁull' Para £,m € R? eIl € Sﬁull’ seque do Teorema que a

2-forma simplética na esfera Sﬁull € dada por

1
[

onde dS' € o elemento de drea da esfera. Pela Observacao|3.27, o colchete de Poisson nas

wyu(IT) (€ges (TL), 77 (T0)) = d.S(TT) (Egs (), s (IT)) = —IT - (€ x 1)

orbitas coadjuntas € a restricao do colchete de R3 na esfera Sﬁull

{flse 2olse Yoo (D) = {f.g}eslss (TT) = =TT (Vi (T) x Vrrg(TI))

)
el llll el

com f,g:R3> = R funcdes suaves.



Capitulo 4

Exemplos de Sistemas com
Simetria

Este capitulo é dedicado a apresentagao de exemplos de sistemas fisicos classicos que
apresentam simetria. Veremos primeiramente dois exemplos mais simples, o problema
do Péndulo Simples e do Oscilador Harmonico. Estes dois exemplos apresentam apenas
a simetria correspondente a conservagao da energia e servem como preparacao para o0s
exemplos seguintes. O Problema de Kepler e do Corpo Rigido livre e sob potenciais
ilustram as definigoes e propriedades tratadas nos Capitulos [2| e [3] em especial a teoria de
reducao e reconstrucao da dinamica.

A Secao (Problema de Kepler) segue como base os textos [10] e [20], a Segao
(Corpo Rigido Livre) os textos [1], [22], [21], [6] e [19] e a Secao[4.5] (Corpo Rigido Simétrico
sob Potencial) os textos [9] e [22].

4.1 Péndulo Simples

Considere um corpo pontual de massa m conectado a um ponto fixo (pivd) por um fio de
massa desprezivel e inextensivel que faz um angulo § com a vertical. Podemos considerar
o espaco de fases P = S! x R 3 (6,p) e a Hamiltoniana

2

H(0,p) = 2p—m — mgl cos 0,

onde p é a norma do vetor momento linear. As equacées de Hamilton para o sistema nos
fornece um sistema de EDO’s nao lineares

f(0,p) 3:9.:6223 e ¢g(0,p) IZPZ—%IZ:—mglsinH. (4.1)

dp m
Vimos na Proposicao que toda Hamiltoniana é uma quantidade conservada do sistema.
Como a dimensao do espaco de fases é 2, segue do Exemplo [3.8] sobre Jacobi-Liouville que
o sistema é completamente integravel.
Seja Ep um nivel de energia qualquer, segue da conservacao de energia que H(6(t),p(t)) =
FEy para todo ¢ > 0 e portanto o momento linear pode ser escrito como

p(t) = £v/2m(Eo + mgl cos 0(t)).

75
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Considere 0,,x 0 maior angulo assumido pelo péndulo durante a sua trajetéria. Se FEy >
mgl, entdo p(t) # 0 para todo tempo t > 0, isto ¢, a velocidade do péndulo nunca se anula e
Omax = 7. Nesta caso, o péndulo realiza um movimento de rotacao completo ao longo do
eixo do pivo. Se Fy < mgl entao existe um 0,5 tal que Ey = —mgl cos O,.x € portanto a
velocidade do péndulo se anula em um ponto da trajetéria, e assim temos um movimento
periédico. As curvas (6(t),p(t)) com energia Ey = mgl, isto é, H(0(t),p(t)) = Ey sao
chamadas de curvas separatrizes e dividem o espago de fases em duas regides conforme
a figura abaixo.

momento p

angulo 8

Figura 4.1: Espago de fases (0, p) do péndulo.

Seja (0%, p*) € S' xR um ponto de equilibrio das equacdes (4.1)), f(0*,p*) = g(6*,p*) =
0, entao (0*,p*) = (nm,0) com n € Z. Considerando a matriz Jacobiana

fo f 0 m~!
M(0,p) = "l = ,
90 Gp mglcosf 0
temos os seguintes casos:

e Se (6*,p*) = ((2n — 1), 0) para n € Z, entao os autovalores de M (0*, p*) sdao ++/gl
e portanto é um ponto de equilibrio instavel, que corresponde ao ponto de maior
energia, 6 = ;

e Se (0*,p*) = (2nm,0) para n € Z, entao os autovalores de M (6*,p*) sao +i/gl
e portanto é um ponto de equilibrio estavel, que corresponde a posicao de menor
energia, 0 = 0.

Vamos agora obter uma expressao para a solucao do sistema. Da definicdo do momento
linear p(t) = mlf, a Hamiltoniana pode ser escrita como

. 1 .
H(0,0) = iml202 — mgl cos¥,

o que nos fornece a seguinte equacao de movimento

0=+ %9 ﬂ—i—cos@ . (4.2)
I \'mgl

Considerando T o perfodo do péndulo, temos que #(T/4) = 0 e f(t) < 0 para t € [0,T/4],
isto é, a funcao angulo 6(t) é estritamente decrescente neste intervalo. Portanto, existe
uma inversa t = t() e o sinal da expressao (4.2]) é negativo.
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Seja 0 < #(0) = 0y < 7 o angulo inicial e 0 < 0y < y o angulo final, podemos integrar
a expressao em [0, 0] e obtermos a expressao do tempo de deslocamento entre a
posicao 6y e ;. Considerando t(6p) = 0 e a particula inicialmente em repouso, com energia,
Ey = —mgl cos 0y, temos

" 0)_\/W/90 do B 1/90d9 (4.3)
AR o VEo +mglcos® \ 2g 6, V/cosf —cosfy '

Definindo k(6y) = sin(fy/2) e uma nova variavel x € [¢, 7/2] que satisfaz a relagao

sin (g) = k(fp)sinz e ¢(0),00) =sin~* <k(zo) sin <92f>> (4.4)

podemos escrever

VcosO — cosfy = \/Q[Sin2 (920) — sin? (9)} = V/2k(6y) cos . (4.5)

2
Derivando a primeira relacao de (4.4) em relacao a x
1 0\ do
5 cos <2> i k(6o) cos x, (4.6)
e aplicando as relagoes (4.5)) e (4.6) em (4.3)), obtemos a expressao para o tempo

S da
t(0r,00) = / .
(0,60) \/; $(00,07) /1 — k2(8g) sin® z

A integral acima é do tipo eliptica e portanto nao pode ser expressa em termo de funcoes

elementares. Vamos obter agora a expressao em série para o caso do angulo final 6 = 0,
que corresponde a t(0) = T'/4. Para este caso, o periodo de oscilagao é dado pela integral

NS da
T(0o) = 4 / ——.
9Jo  /1-k2(0y)sin’z

Lembrando do Teorema Binomial, o termo da integral acima pode ser expandido na se-

guinte série

1 = /-1 *© 71.3-5---(2n—1
_%( 2)(_1)nk2nsin2nx_1+2|: 2'2.6‘('71 )kananx’

V1—k2sin?z n - 2n

e do Calculo, temos a integral
/2 .3.

/ sin®" zdx = L3
0 2-

Desta forma, a expansao em série para o periodo T de oscilagao em func¢do do angulo

n=1

5.-(2n—-1) 7
4-6---2n 2

inicial Ay é dado pela série

T(6g) = 27 ;{1 + <;>2sin2 (920> + <;:z>2sin4 (020> + - }

Observe que o periodo de oscilagao se aproxima de 2mw+/l/g quando k — 0, isto é, para
angulos iniciais y suficientemente préximos de 0, temos T' ~ 27+/1/g.
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4.2 Oscilador Harmonico

Considere um sistema composto por n osciladores harmoénicos unidimensionais indepen-
dentes com massas m; e com constante eldstica k; > 0. Para (q, p) € R?" que corresponde
a posicao e ao momento linear temos que a Hamiltoniana do sistema é dada por
nooo2
p;

1 .
H(a,p) =) o+ S ki(d')” (4.7)
]. 1

1=
com as equacoes de Hamilton

-_8H_ﬁe ) oH

i i = ——— = —kiq'. 4.8
p o7 q (4.8)

T o T m
Como os osciladores harmonicos sao independentes, podemos analisar cada componente
do oscilador de forma independente e com um determinado nivel de energia. Para cada
i =1,...,n definimos as integrais primeiras

201

Hi(q',pi) = 2¢Zn + iki(qZ)Z

que corresponde a energia do i-ésimo oscilador e que satisfaz H = > | H;. Se conside-
rarmos um nivel de energia E; > 0, as solugoes estao contidas na elipse

(¢"pi) € & = {(d",pi) € R?* | Hy(¢",pi) = E;}.

e sao dadas analiticamente por

; 2F; .
q'(t) = : cos(wit +69) e pi(t) = —\/2E;m; sin(wit + 69).

7

onde w; = \/k;/m; é a velocidade angular e 69 € [0,27) é a condicdo inicial.
Para o sistema correspondente ao sistema com n molas, considerando uma constante
E = (Ey,...,E,) com cada E; > 0, a solucao do sistema (4.8) estd contido na subvariedade

ME = {(qa p) € R?TL ‘ Hl(qlvpz) = Ez para 1= 17 7n}
= 51 X ... X gn
~ T"

onde T" é o toro n-dimensional. O difeomorfismo Mg ~ T" é uma propriedade geral
de sistemas Hamiltonianos que possuem integrais primeiras em involugdo, conforme é
mostrado no préximo teorema.

Teorema 4.1 (Arnold-Liouville). Seja (M,w) uma 2n-variedade simplética com n
funcdes em involugao

fioos fn € CC(M)  com  {fi, fj} =0 para todo i, j.
Tomando um vetor ¢ € R"™, definimos o conjunto
Me={z e M| fi(x) =c¢ parai=1,...n},

e supondo que {dfi(x),...,dfn(z)} sdo linearmente independentes para todo ponto x € M,
entao:
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1. O conjunto M. € uma subvariedade suave de M e € invariante pela funcao Hamil-
toniana H = f;

2. Se M. for compacta e conexa, entdo ele € difeomorfo ao toro n-dimensional

T = S' x ... x S';

3. O fluxo da Hamiltoniana H = f1 determina um movimento quase periodico em M.,
entdo se 01, ...,0, forem as coordenadas angulo em M., elas satisfazem

do; _
a

onde w; = wi(c) € R sdo constantes;

4. As solucdes das equacdes de movimento podem ser obtidas por quadraturas, isto é€,
apenas com a integracao e a inversao de funcgdes elementares.

Demonstragdo. Apresentaremos apenas um esbogo da demonstragao dos itens (1) e (2).
Para a demonstracao dos itens (3) e (4) e detalhes técnicos, o leitor pode consultar a Secao
49 do Capitulo 10 de [3].

(1) Como dfi(z),...,dfn(x) sao linearmente independentes em todo ponto x € M., segue
do Teorema da Funcao Implicita que M, é uma subvariedade de dimensao n. Considere
agora um ponto xg € M, e o fluxo ¢} do campo Hamiltoniano X 1, entao

d
qliter) ={fi iy =0,

o que nos mostra que f;(pi(xg)) = fi(zo) = ¢;. Logo a subvariedade M, é invariante pelo
fluxo do campo Hamiltoniano.

(2) Apresentaremos apenas a ideia da demonstragdo. Definindo ¢} como o fluxo do campo
Xy,, segue da Proposigao que [Xy,, ij] = _X{fi,fj} = 0 e da Proposicao m que os
fluxos gpf;i e go{j comutam. Definimos agora a aplicacao

@ :R®" x M. — M,
(t = (t1, s tn), @) = (94, © o 0 9} ) ()

Fixando um ponto xy € M., definimos o mapa ¢(-, zg) que é localmente uma bijecao (¢ é
localmente transitiva). De fato, para um vetor tempo suficientemente pequeno podemos
escrever
v =m0+ Y Xy, (20)t; + O(t?)
(]
e como os campos Xy, sao linearmente independente, segue que o ponto z perto de g é
unicamente determinado. Além disso, a matriz [X j]cl] é invertivel e portanto podemos usar

o Teorema da Funcao Inversa e escrever

t = [X4] " (2 — a0).
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Observe que o mapa ¢(+,zg) nao pode ser globalmente uma bijecao, pois R” nao é com-
pacto, logo existe um t € R™ tal que ¢(xg) = 9. Definimos o subgrupo de isotropia
por

Iz = {t eR” ‘ wt (o) = 1’0}-

que é um subgrupo discreto, e portanto existem k vetores linearmente independentes

aiEZ}.

R" /T, ~ R"/ZF ~ R*/7F x R"F ~ Tk x R*F

uy, ..., u; € R” tal que

k
F:BO = { Z a;u;
=1

Portanto existe a identificacao

e podemos definir uma parametrizagao por
p:R" — TF x R"F
(0,y) — (0 mod 2m,y)

Considere agora os vetores vi,...,vxy € R™ onde (v;); = 2nd;;, podemos definir um
isomorfismo A : R" — R™ que satisfaz A(v;) = u; para todo i.

Pode-se provar que o mapa A:TF x R"F 5 M, que satisfaz a relagdo po A = Ao D
é um difeomorfismo. Como por hipétese a subvariedade M, é compacta, segue que kK =n
e portanto M, ~ T". ]

4.3 Problema de Kepler

Vimos no Capitulo|3] que o problema de dois corpos pode ser reduzido ao problema de um
corpo relativo a um ponto fixo (com centro de massa do sistema na origem). Estudaremos
nesta sec¢ao o sistema reduzido. Deduziremos que o vetor de Runge-Lenz é uma quantidade
conservada, cuja a simetria correspondente sao as rotagoes do grupo de Lie SO(4). Com
esta simetria determinada, iremos obter as integrais de movimento do sistema.

A dedugao da simetria do vetor de Runge-Lenz segue como base a referéncia [10] e a
interpretacao da simetria o texto [26].

4.3.1 Motivacao ao Vetor de Runge-Lenz

Vamos iniciar estudando um sistema mais simples. Considere uma particula livre de massa
m e posicio q € R3, cuja a Hamiltoniana é simplesmente a energia cinética

H(a,p) = 5|’ (4.9

com (q,p) € T*R? ~ R3 x R3. Observe que esta Hamiltoniana admite simetria por
translacoes e rotagoes.

O mapa momento correspondente a rotagao deste sistema é o momento angular J(q, p) =
L = q x p, que é uma quantidade conservada. De fato, escrevendo as componentes do
momento angular como L; = Zr,s €irsq Ps com ¢ = 1,2, 3 temos

{Lia ||pH2} = Z EiTS{quS7 Hp||2} = Zeirs [Zérkps2pk:| = 22 €irsPrPs = 0
r,8 7,8 k T,
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e portanto L; = {L;, H} = 0 paracadai = 1,2,3. Provando assim que L é uma quantidade
conservada. Este resultado também poderia ser obtido aplicando o Teorema de Noether
2.38

Definindo agora o vetor G := p x L = ||p||?q — (p - q)p, vamos verificar que ele é uma
quantidade conservada. De fato, calculando as componentes de {G;, H}

{Gi, IplI”} = {lIpl*d — (- @i, IIpI1%}
= {llpll*¢", IIpII*} — {(p - Dpi, IIplI*}
= |plI*{d", IplI*} = {(p - Q)ps, IpII*}

=2|pl*pi — > _ pipr2pr
k

=0.

Portanto, G; = {G;,H} = 0 para cada i = 1,2,3, mostrando que G é uma quantidade
conservada.

Estamos interessados em identificar a estrutura de algebra de Lie dos colchetes de
Poisson das componentes do vetor G e do momento angular L satisfazem. Para isso,
iremos calcular os colchetes {L;,G;} e {G;,G;}. Escrevendo G; = Zns €jrsprLs € como

{LiapT} = Zk €kirDk, t€MOS
{Li7 G]} = Z ejrs{LiaprLs} = Z ejrspr{Liv Ls} + Z EjrsLS{Li7pT‘}
T, r,5 T,
= Z ejrsekisprLk: + Z ejrsekirLspk = Z ekiij' (410)
k,rs k,r,s k
Vamos agora calcular {G;,G;}. Faremos primeiramente alguns célculos auxiliares

{pra Gj} = Z Ejmn{prvmen} = Z Ejmnenab{prvpmqapb}

m,n m,n,a,b

= Z €imn€nrbPmPy = Z 6jmnenrb((Sjnfsmr - 5jr6mn)pmpn

m,n,b m,n,b

= prpj — |IPI*6rs

e aplicando este resultado no calculo de {G;, G}
{Gi, G]} = Z Eirs{prLsa G]} = Z eirspr{L& G]} + Z €irsLs{pra Gj}
T,8 T,8 T,8

=" CiraeraprGi + Y ciraLalprp; — [PI2015]

k,r,s r,s

=—IpI*)_ exl

kij

= —2mH Y _ exi;L. (4.11)
k

Para p # 0, podemos definir o vetor E := G/||p||, cujo o colchete de Poisson das suas
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componentes determinam a algebra de Lie
{Li, L} = €xij L,
k
{Ei,Ej} = = exijFr,

k

{Li, Ej} = enijEr,
k
que é isomorfa a dlgebra de Lie 0(3,1), visto no Exemplo [1.53]

4.3.2 Vetor de Runge-Lenz e Simetria da adlgebra de Lie 0(4)

Na secao anterior, vimos que o vetor G = p X LL era uma uma quantidade conservada para
um sistema de uma particula livre com simetria de rotacao e translacao. Supondo agora
que a Hamiltoniana tenha apenas a simetria de rotacao, vamos procurar uma quantidade
conservada da forma

F=pxL+ f(r)q.

A condicdo de F ser uma quantidade conservada, junto com a equacao abaixo, fixard
as funcao f e a Hamiltoniana H.

Seguindo a secao anterior, a primeira relacao que F deve satisfazer é uma andloga a
. Para todo i # j € {1,2,3} queremos que

{Fi, Fy} = —2mH Y epij Ly (4.12)
k

Vamos calcular explicitamente o colchete acima. Escrevendo F = ||p||?q— (p-q)p+ f(7)q,
para quaisquer i # j € {1,2,3} fixos, temos

{F,, F;} ={lplI’¢" — (p- @)pi + f(r)d", Ipl*d — (P @)p; + f(r)¢’}
={Gi,G;} +{Gi, f(Nd} + {f(r)¢’ , G},

onde G; sdo as componentes do vetor G = p x L. J4 determinamos em (4.11) que

(G5,G;} = —|Ip|> Sy exijLe. Precisamos agora caleular o valor de {Gi, f(r)¢7}. Para
isto, faremos alguns cdlculos intermedidrios
(el £} = 3 - bl e A =S D0 200
= —20p- q>qﬂ‘f'£) -2, 1(r), (4.13)
(P a1/} = St 1)+ q'ff U _ i)+ ey, (@)
{pid f(r 25 FERQN I AU) (4.15)

r
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onde & é a derivada de Euler (Defini¢ao [E.4)). Somando as relagoes (4.13)) , (4.14)) e (4.15)

{Gi, f(n)d} ={lpIPd" — (P~ @)ps, f(r)d’}
= ¢ {IpI*, f(")} + pi{—(p - @)psi, f(r)d’} — (p- @){d", f(r)e’}

L o, )| + nild 10) + PED )

=q¢'| —2(p-q)g

'(r).

r

+(p-a)d’q’
Pela anti-simetria do colchete de Poisson, os termos envolvendo ¢'¢’ se cancelam

{Gi, f(r)d} + {f(r)d', Gi} = {Gi, f(r)¢’} = {Gy, f(r)q'}
= [-2¢'pj + piq’ +2¢’pi — p;d'1f(r) + [pid — 3 a'1ECS)(r)
= [pia’ — i1 (E(f)(r) +3f(r))
= (E()(r) +3F(r) > €rij Ly (4.16)

k

Com as relagoes (4.12)) e (4.16)) obtemos a expressao para a Hamiltoniana

= oIl + 5 (E(H) () +37(r).

Para efeitos de contas, definimos as varidveis auxiliares h = 2mH e W (r) = E(f)(r)+3f(r).
Nosso objetivo agora é determinar o valor da fungao f(r) e consequentemente a expressao
da Hamiltoniana H. Para isso, utilizaremos a outra relagao que desejamos que o vetor F
satisfaca, {F;, h} = 0 para cada i = 1,2, 3. Calculando cada termo deste colchete

3

{Ilpl*d", [pl*} = Z5ik||PH22pk =2||p|I*p:, (4.17)

k=1
3
; W' (r) W'(r) ;
2 i _ _9 ) k _ 9 k 7 4.1
{Ipl1%d, W (r)} ; prd' =g | (d"pr)d’, (4.18)
3

D) W)

(- oI} = a5 }<p.q>q2 (4.19)

r

{f(nd', Ipl*y = 2f (r)pi + 2 [‘f’( )] (p-a)d, (4.20)
e somando as 4 relagoes acima
0={F,h} ={lIpl*d’ — (p-@)pi + f(r)d", Ip|* + W(r)}

= [FEE2 o+ En)0) + 2700

Fazendo o somatério sobre o indice 7 da identidade acima

= Z{FZ’ h}el

=S ([T e-ad v +2sem)

_ |:—W’+2f/

r

} (b @)+ [EW)(r) +2/()]p.
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obtemos as relacoes

~W'+2f =0=W = 2f + const,
EW)+2f=0=EW) =-2f.

Aplicando a derivada de Euler na primeira relagao e combinando com a segunda, obtemos
que E(f) = —f. Segue da Proposicao que f é homogénea de grau —1, isto é, existe
constante 0 # « € R tal que f = ma/r. Temos ainda que W = 2f = 2ma/r. Obtemos
desta forma as expressoes para a Hamiltoniana H e a do vetor de Runge-Lenz F

2
_lpl® o F:prJr@q_ (4.21)

H(q,p) om T3

Observe que a Hamiltoniana acima corresponde a mesma que vimos na Observacao [3.19

Observagao 4.2. A norma da for¢a correspondente ao potencial é da forma o/r%. Este
resultado € conhecida como Lei do Inverso do Quadrado.

Poderiamos ter definido o vetor de Runge-Lenz e mostrado diretamente que ele é uma
quantidade conservada. O que mostramos foi que quantidades conservadas da forma F =
p x L+ f(r)q junto com a equagao implicam em sistemas que satisfazem a Lei do
Inverso do Quadrado.

O vetor momento angular é ortogonal ao plano das 6rbitas, pois q - L = 0 e portanto
L-F = 0. Desta forma, o vetor de Runge-Lenz também pertence ao plano que contem as
érbitas q(t). Temos ainda F - q = ||L||?> + mar, o que nos fornece a equacio de conica

IL|? _lLp?
N - P de 0= Z(F,q). 4.92
|F|lcos 6 —ma 1 _ IFll .oqp onde (F,q) ( )
mo

As componentes dos vetores de Runge-Lenz F, do momento angular L e a fungao
Hamiltoniana H, nos fornecem no total 7 quantidades conservadas. Considerando sem
perda de generalidade que L = Leg e que F = (F, F3,0), segue da relagao

2mao
IF||> = |IplIP|IL|1* + -

(p-L)g +m?a®
2
:2m“L’(”pH +a> —|—m2a2
2m r
= 2m||L|*H +m*a?,
que as quantidades conservadas satisfazem
F? + F? = 2mL3H + m?a?,

0 que mostra que 3 destas quantidades sao independentes e portanto o sistema é comple-
tamente integravel.
Considerando o sistema com energia negativa H < 0 e a constante a < 0 obtemos

11l

mao

IF|? = 2m||L|?H + m?a® <m?e* = 0< —— <1

e portanto a conica dada pela equacao (4.22)) é uma elipse. Este resultado é conhecido
como Primeira Lei de Kepler.
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Definindo S como o elemento de drea

1
dS::§q><dq7
entao
G_dS_ 1 L
Tat AP T oy

Como o momento angular L é uma quantidade conservada, segue que o vetor posigao q(t)
percorre areas iguais em tempos iguais, estd é a afirmacao da Segunda Lei de Kepler.

Vimos que o colchete de Poisson das componentes do vetor de Runge-Lenz F e do
momento angular L satisfazem

{Lia Lj} = Z €k‘iija
k

{FZ‘,FJ'} = —QWHZEkiija
k

{Li, Fj} = exijFi.
K

Nosso objetivo € identificar as relagdes acima como alguma algebra de Lie conhecida.
Considerando o caso com energia negativa H < 0, podemos definir o seguintes vetores

A= ;<L+\/—21WF) e B= ;(L—\/_QIWF>,
cujo o colchete de Poisson das suas componentes satisfazem
{Ai, A} = kaijAk7
k
{Bi, Bj} =) eri; B,
k
{A;, B} = 0.

As relagoes acima sao equivalentes as equagoes (A.1)) e (A.2), e portanto definem uma
algebra de Lie isomorfa a 0(4) ~ 0(3) @ 0(3). Temos também que A e B sdo quantidades
conservadas, pois para cada ¢

(A, HY = {B;,H} = 0.

Isso nos diz que a algebra de Lie s0(4) corresponde a simetria do problema de Kepler.
Veremos na préxima se¢ao, como interpretar esta simetria no espago de fases T*R%_ =
{(a,p) € R} x R® | H(q,p) < 0} C R® e determinaremos a solugdo do problema.

4.3.3 Interpretacao da Simetria e Equacoes de Movimento

Nosso objetivo agora é relacionar a simetria da algebra de Lie s0(4) com as rotagoes
das 3-esferas em R*. Para isso, comecamos estudando um sistema cuja a Hamiltoniana
® : R* x R* = R ¢ definida por

1
(&,m) = §||€||2||77||27 (4.23)
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onde ¢ = (79,%),n = (y0,y) € R%. Observe que ® é claramente invariante pelas rotacoes
SO(4) e as equagoes de Hamiltoniano dado pelo colchete canoénico do sistema sao

d§ 2 dn 2
S =lelPn e 5=l
Segue das equacoes acima que

di§-n)
T_0

Portanto, o fibrado cotangente da 3-esfera T*S3 = {(£,n) e R* xR | ||¢]| =1 e £ -1 =0}

é preservado pelos fluxos. As equacdes do sistema restrito a 7S sdo

g _ . dn_
ds_n ds

dlig|f* 2
45 2[€]17€ - n.

In]|*€. (4.24)

A solugao para o sistema ®|r«gs sao os grandes circulos, que correspondem as geodésicas
na esfera (ver a Segao 8.4.2 de [30]). Para simplificar a notacao, escreveremos ® = ®|gs.
Nosso objetivo é determinar um simplectomorfismo entre o espago (7%S%,®) onde as
solugdes sido geodésicas e o espago (T*R3, H) do problema de Kepler original. Uma
maneira natural de se fazer isso, é através da projecao estereografica.

Sejam N = (1,0,0,0) o polo norte da 3-esfera e Sy = S — {N} C R*, a projecio
estereografica é dada por

7Sy — R?

&

X.
1—x9

Esta projecao induz o difeomorfismo
©:T*Sy — T*R3

(é‘m)H(

1
0 x, (1 —xzo)y + y0x> = (w,z).

Para verificarmos que ¢ é um simplectomorfismo, basta verificarmos que ele preserva as
1-formas, g, = ¢*0gs, onde s é a 1-forma candnica em R3 e g, = Ops|g,. Podemos
escrever ainda em coordenadas g3 = z-dw e 0g,, = n-d{. Pela defini¢ao do difeomorfismo

©, temos
dl’o
dw = d —X.
W 1—%’0 X+(1—$0)2X
Logo o pull-back da 1-forma em O3 é
1 diL'o
“Ops = [(1 — . d
¥ URs [( l’o)y + yUX] 1 — 0 X+ (1 — $0)2X
dag Yo Yodxo
=yd . dx 4+ —— 4.25
yx+1_x0y x+1_xox X+(1—£L’0)2 ( )
Para (£§,n) € T*Sy, temos as seguintes relagoes
0=¢-n=y - x+yoxo, (4.26)
0 = x - dx + xodxo, (4.27)

x-x=1-az (4.28)
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Substituindo as 3 relagbes acima em (|4.25))

P Ops = ydx — 1d_x(;0 YoTo — l goxo rodxg + iy(fi:i[z) (1+ o)
= ydx + yodzo
=1-d§
=0g,-

Como ¢ preserva as 1-formas canoénicas, entao é um simplectomorfismo.

O préximo passo, é expressarmos a Hamiltoniana ® em funcao das coordenadas (w,z) €
T*R3. Para isso, precisamos determinar a fungdo inversa ¢~ !(w,z) = (&,71). Iniciamos
observando que temos as relacoes

z-w=(1l—20)y W+ yox w

=(1—x)y - X + yox - X
11—z 1—xg
= Yo, (4.29)
e ) . : 2
A —— [z = yox] = 1= o [z — (2 2)x] = S(1+ 2]*)z — (2 w)w. (4.30)
Segue da combinacao das relacoes e que

1
4
(L4 [[wlf*)*l=]1*.

Inl> =y +y -y = (z-w)* + (1L + [Wl*)*(z - 2) + (z- w)(w - w) = (1 + [w]*)(z - w)?
1
!

Podemos definir desta forma uma funcao energia E : T*R3 — R por
_ 1
E(w,z) = (®op ')(w,z2) = g(IIWH2 +1)%|z*.

Considere uma fungao ¢ : U C R — R suave com U aberto e que E(w,z) € U para todo
(w,z) € T*R3. Diferenciando )(E) = v o E, obtemos pela regra da cadeia que

iXymw = d((E)) = (E)dE.
Mas iy (pyx,w = ¢'(E)ixyw = ¢'(E)dE, portanto
Xy = V' (E)XE.

A relagao acima nos diz que na superficie {E = const.}, os campos de vetores de E e
¥(F) sao o mesmo a menos do miltiplo ¢/(F). Se escolhermos a fungao ¢ de tal forma
que a derivada ¢/(E) = 1, entdo os campos coincidem, Xy = Xg e desta forma o
sistema possui a mesma evolugdo da dindmica. Considerando em particular a fungao
Y(r) = 2z — 1, entdo

1

5 (L W)zl - 1.

P(E) (W, z) =

Observe que a superficie {E = 1/2} é a mesma que a superficie {)(E) = 0} e que
¢'(1/2) = 1. Portanto os campos de vetores Xy g) ¢ Xg coincidem.
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Vamos agora relacionar esses resultados com a Hamiltoniana H do problema de Kepler.
Observe que para para ||z]| # 0 podemos escrever

1 1 1 1 ~ 1
Tr(E)(w,z) = 5+ Sllwl? - o = H(w,z) + 5,
(el 22 |l 2
onde H(w,z) = |[w|?/2 — 1/||z|. Definindo a funcio f(w,z) = ||z|, podemos escrever

W(E) = f(H+1/2). Logo as superficies {H = —1/2} e {1)(E) = 0} coincidem, além disso
d(y(E)) = df (ﬁ + ;) +fd <ﬁ + ;) = fdH,

que nos diz que os campos Xy gy = fX e que f(w,z) = ||z|| = dt/ds, onde t é a varidvel
independente do sistema (H,R? x (R® — {0})). Definindo o difeomorfismo

p:R3x (R®—{0}) = (R® — {0}) x R® = T*R}
(W?Z) = (_Z7W) = (qa p)7

temos que dw Adz = dp Ad(—q) = dqAdp e portanto p é um simplectomorfismo. Desta
forma, obtemos a Hamiltoniana para o Problema de Kepler

1

w (4.31)

H(a,p) = (o p~")(a,p) = 5ol -
com (q,p) € (R® — {0} x R3) N {p({H = —1/2})}. Esta Hamiltoniana coincide com a da
equagao (4.21) para o = 1.

Poderiamos ter considerado qualquer nivel de energia negativa para a Hamiltoniana.
De fato, é simples através da transformacao de Lie levarmos a solucao do nivel de energia
H = —1/2 para uma solu¢ao com qualquer nivel energia negativa. Para A > 0, definimos
transformacgao de Lie

Ty : T*R3 x Rog = T*R3 x Rsg
(a,p,t) = (N2q, A\ 7'p, ) = (d, . t).

Pode-se verificar que T leva solugoes do problema de Kepler em solugoes H(q',p’) =
A"2H(q,p), com o tempo reparametrizado e com colchete de Poisson canénico. Um
resultado imediato da transformacgao de Lie é a Terceira Lei de Kepler. Sejam T o
periodo e a o semi-eixo maior da elipse para o sistema (7' *Rg, H), pela transformacao de
Lie T = A>T e @ = \%a s@o o perfodo e o semi-eixo maior respectivamente para o sistema
de energia A\™2H, entdo

T \672 T2

@ MNa3 a3
Vamos obter agora a solucdo para o problema de Kepler. Seja (£(s),n(s)) solugao do
sistema (T*Sy,®), ele se relaciona com as solugdes do problema de Kepler através da

composicao dos simplectomofrismos

(a(t(s)), p(t(s))) = (po©)(&(s),n(s)), (4.32)
onde os parametros s e t estao relacionados por (detalhes na Segao 7 de [10])

dt

— = . 4.33
== al (433)



4.4. CORPO RIGIDO LIVRE 89

Pela simetria do sistema (7*Sy,®) pelas rotagoes de SO(4), podemos considerar sem
perda de generalidade que x3(s) = 0 para todo s. As solugoes da equacao " + £ = 0 que
corresponde a parametrizada pelo comprimento de arco (||n|| = 1), sdo os grandes
circulos na 3-esfera onde, as coordenadas podem ser parametrizadas da seguinte forma

To =sinacoss, x1=sins, x9 = —cosacoss, x3=70.
Como n = d¢/ds, obtemos as coordenadas dos vetores tangentes

Yo = —sinasins, 4y =coss, Yy =cosasins, y3=0.
Segue do simplectomorfismo que as solugoes do sistema sao

q'(s) = e — cos s, ¢*(s) = —\/1 — e2sinss, ¢(s) =0, (4.34)
sin s —V1—e2coss

pi(s) = ——— pa(s) = 1 — ecoss

= =0 4.35
1—ecoss’ pa(s) =0, (4.35)

onde e = sina é a excentricidade da elipse de coordenadas q(t). Pelas solugbes obtidas
acima, obtemos que a norma da posicao satisfaz ||q||> = (1 — ecos s)?. Integrando (4.33)),
obtemos a relacao explicita entre s e o tempo ¢

t= / llal|dv = / (1 —ecosv)dv =s —esins, (4.36)
0 0

que é conhecida como equagao de Kepler.

Observagao 4.3. Considerando o Exemplo sobre a redugdo do problema de 2 corpos
de massas m e m’, onde a Hamiltoniana H : (R® — A) x R® — R era dada por

1

|2+

1
la—d|’
Com as condigées iniciais (qo — Xo, qh — X0, Po, —Po) € J71(0), onde xo = CM(qo, q}) e

considerando a solucdo do problema de Kepler , podemos obter através do método
de reconstrugdo a solugio em (R® — A) x RS

m’ m Im+m/ Im+m/
t) = t ——qlt —Dp(t), — t) ).
elt) <m+m’q( ) +xo, m—i—m’q( )+ %o, m p(t), m’ P( )>

4.4 Corpo Rigido Livre

1
H(q,d,p,p) = %lelzﬂL

Vamos iniciar este exemplo estudando um modelo mais simples, o sistema de particulas.
Considere um sistema composto por N particulas de massas m; > 0 se movendo no espaco
euclidiano tri-dimensional R3, com as posicdes dadas por ¢ = (x1,...,Xy) € R3V.

Definindo Fy, como a forga de interagao entre a l-ésima e a n-ésima particula,
podemos expressar a forga total sobre a [-ésima particula como

Fio =) "Fy, + B,
n#l

onde E; é uma forca externa qualquer. Podemos ainda classificar a forga de interacao da
seguinte forma:
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Definicao 4.4. Dizemos que um sistema de particulas satisfaz o principio agao e
reacao fraca se ¥, = —F,; para todo | # n. Além disso, se a for¢ca ¥y, € paralela
ao vetor X; — X, para todo | # n, entdo dizemos que o sistema satisfaz o principio de
acao e reag¢ao forte.

Lembrando agora da definicdo da funcio centro de massa CM : R3*Y — R que é dada
por

CM(q = (x1,...,XN)) = % Zmlxl, (4.37)
1

onde M := ), m; é a massa total do sistema e definindo o momento linear total do
sistema
p:= Zmp'q € R3,
l

obtemos o seguinte resultado sobre o comportamento global do sistema:

Proposicao 4.5. Se o sistema satisfaz o principio de ac¢do reagdo fraca, ¥, = —F; para
todo | # n, entdo a curva que descreve a evolucio do sistema q(t) € R3N satisfaz
dQ

M—5CM(q(t) = ZZ:EI.

Demonstracao. Derivando duas vezes em relagdo ao tempo a definicao da funcao centro

de massa (4.37), obtemos

2
= M EOM(a(0) =3 mixi =3

l

> Fin+E

n#l

=2 En
1
que corresponde a identidade desejada. O

A proposigao anterior, nos diz que o centro de massa do sistema evolui como uma
particula de massa M, cuja a forga correspondente é a forca externa total sobre o sistema.

Observagao 4.6. Se a soma das forcas externas € nula, Y, E; = 0, entdo o centro de
massa C M (q(t)) descreve um movimento retilineo uniforme. Desta forma, podemos esco-
lher um sistema de referéncia em que a origem coincida com o centro de massa C M (q(t))
para todo tempo t. De fato, como

2

_ d
p= M@CM(Q(t)) =0,

temos que a equagdo que descreve o movimento do centro de massa satisfaz
1
CM(g(t)) = 77P(to)(t — to) + const.
e portanto o centro de massa realiza um movimento retilineo uniforme.

Proposicao 4.7. Se o sistema satisfaz o principio de acdo e reacao forte, entdo a derivada
do momento angular total L satisfaz

L:ZXZXEZ.
l



4.4. CORPO RIGIDO LIVRE 91

Demonstragao. Observe inicialmente que para | # n, a condicdo de acao e reacao forte
nos fornece
X XFp,+x, xFy = [Xl —Xn] x Fy, = 0.

Segue da definicdo do momento angular L; = x; x (my;x%;) que

L = ZL[ = Zml[)'q X X[] +Zml[xl X }“{l] = Zml[xl X )"(l]
l l l

l
= le X Fltotal :le X ZFZ” +le X Ey
] ! n#l !
= ZX[ X El.
l

O]

Pela proposicao anterior, uma condicdo suficiente para que o momento angular total
L seja uma quantidade conservada, é que cada forca externa seja nula, E; = 0 para cada
indice [. Sistemas que nao possuem forcas externas, sao chamados de livre.

Considerando um sistema de particulas livre, segue das Proposicoes e que:

1. O momento linear total p é uma quantidade conservada e portanto, o centro de
massa C'M (¢(t)) segue um movimento retilineo uniforme;

2. O momento angular total L é uma quantidade conservada, isto é, L= 0;
3. A energia cinética total do sistema

B(a(t).p(0) = 3 5~ il

l

também é uma quantidade conservada, onde (¢ = (qi,...,an),p = (P1,.-,PN)) €
]R3N % RZ&N‘

Para um sistema livre, temos 4 quantidades conservadas, que corresponde a cada compo-
nente do momento angular L e a energia do sistema E. Vamos agora incorporar o vinculo
de rigidez ao problema.

Definicao 4.8. Um sistema de particulas é chamado de corpo rigido se para todo tempo
t > to, existe uma rotagao R(t) € SO(3) e uma translagdo Tx(t) R3N — R3N tal que

x1(t) = (1x(r) © R(t))(x1(t0)) = R(t)xi(to) +x(t)  para todol=1,2,..,N et > to.

Observagao 4.9. Para N > 2, um sistema é um corpo rigido se e somente se a distancia
entre as particulas é constante, isto é, ||x;(t) — x,(t)|| = const. para t >ty el # n. De
fato, para l # n temos

1x:(t) = xn ()] = [[R()x:(t0) + x(t) = R(t)xn(to) — x()[| = [[x:(t0) — xn(to)]| = const.

A wolta pode ser vista em [1]. Podemos considerar que a condigdo de rigidez é imple-
mentado pelas forcas de interagao (forcas de vinculo) entre as particulas que satisfazem o
principio de agdo e reacdo forte.
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Considerando uma configuracio de referéncia (ou inicial) gg := q(to) € RV, segue da
equivariancia da fungao centro de massa C'M pelas agoes de rotagao e translagao que

CM(q(t)) = CM((7x(t) o R(t))q(to)) = R(t)CM (q(to)) + x(t).

Escolhendo um sistema de referéncia onde o centro de massa esteja na origem no tempo
inicial CM (q(to)) = 0, obtemos que o centro de massa realiza apenas movimentos de
translacao

CM(q(t)) =x(t) para todo t > to.

Se ainda o corpo rigido for livre, segue da Observacao que

x(t) = 37B(t0) (¢ to),

e portanto o centro de massa do sistema realiza um movimento retilineo uniforme. Logo,
podemos adotar um sistema de referencia inercial onde o centro de massa esteja sempre
na origem do sistema, C'M(q(t)) = 0 para todo tempo ¢. Neste sistema de referéncia, a
condicao de rigidez do sistema é apenas dada pela rotagao

q(t) = R(t)q(to) = (R(t)x1(to), ..., R(t)xn(tp)) para todo t > tg, (4.38)

que nos diz que as posigoes das particulas ficam completamente determinadas por uma
configuragao inicial ¢(tg) e pelas rotagoes R(t) € SO(3). Derivando a relagdo acima e
observando que R(t)R™1(t) € s0(3), temos

q(t) = R(t)qo = R() R~ (t)q(t) (4.39)

PRIOR (1) x x1(t), ., G(RORT (1)) x xn(t)), (4.40)

onde @ : (R3, x) — (50(3),[,-]) é o isomorfismo de &lgebras de Lie definido na Proposicio
A relagao acima nos leva a definirmos o vetor velocidade angular no sistema de
coordenadas espaco w € R3 por

w(t) =g (RIER(1)).
De forma andloga, podemos escrever

q(t) = R(t)qo = R() R () R(t)qo
= RGBT (H)R(®)) x x1(to), ... B(RA)R(E) x xn(to)),  (4.41)

o quenos leva a definir o vetor velocidade angular no sistema de referéncia corpo
Q € R3 por
Qt) := 6_1(R_1(t)R(t)). (4.42)

As velocidades angulares no sistema de coordenadas espago e corpo estao relacionadas da
seguinte forma

R Y'w=R ' YRR Y =3 YR 'RR'R) = Q.

Até agora, apenas as quantidades totais do sistema desempenharam um papel no estudo
da dinamica do sistema de particulas. Veremos agora a importancia que a distribuicao
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de massa pelo sistema de particulas desempenha. Da equagao (4.41]), podemos escrever o
momento angular total L como

N
L= ZLZ = ZXZ X mp‘cl
=1 l
= my(R(t)xi(to)) x (R()(t) x x(t0)))
!
= r(o)( S moxitt) x () x (1))
!
Desta forma, definimos o tensor de inércia no ponto ¢ € R3Y como a transformacio
linear
I(q) : R® — R3
v I(g = (X1, X8)) (V) 5= Y myx(t) x (v x (1)), (4.43)
!
que contém informagao sobre a distribuicao de massa do sistema. Assim, podemos escrever
o momento angular total como
L(t) = R(t) - (o) (t): (4.44)

Proposigao 4.10. Para todo ¢ € R3N ¢ R € SO(3), o tensor de inércial : R3N xR3 — R3
satisfaz as propriedades:

1. I(q) € uma matriz simétrica;
2. 1(Rq) = RI(q)R".

Demonstragdo. (1) Considere {e;, ez, e3} a base canonica de R3 e o vetor ¢ € R3V. Para

)
)

provarmos que [(g) é simétrica, precisamos verificar que para todo 4,5 € {1,2,3} temos

I(q)i; = ei - 1(q)(e;) = e; - I(q)(e;) = 1(q);i-

Para isso, vamos provar que para todo ¢ e j vale a seguinte relagao

ei-1(g)(ej) = Y mu(8illxi(t)|* = Ga(t))i(xu(t));)-
l

Lembrando que para quaisquer vetores u, v € R3, podemos escrever u x (v xu) = |[ul|?>v—
(u-v)u, e aplicando esta relagao na definigao do tensor de inércia (|4.43))

H@@rgywmx@xmm—;wwwwwwmwwmm
Fazendo o produto interno com o vetor e;
eﬂ@@z;wwm%wrmmwmm
=;w@MMW4mmmw»

— e I(g)(e))
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que corresponde a relacao desejada.
(2) Considerando a rotagao R € SO(3) e o vetor v € R?, entdo

O]

Observagao 4.11. Dada uma configuragao de referéncia qo := q(to), seque da Proposicdo

e do Teorema FEspectral para matrizes simétricas, que existe uma base ortonormal
de autovetores {€), b, €4} com autovalores estritamente positivos {I1, I, I3}, tal que nesta
base o tensor de inércia pode ser escrito como

I
I :=Wqo) = diag(I, I, Is) = | I
I3

Os autovalores {11, 12, I3} sao chamados de momentos principais de inércia.

Observacgao 4.12. O tensor de inércia I nos permite definir uma métrica em SO(3)
invariante por translacoes pela esquerda da segquinte forma, para os vetores v, w € TrSO(3)
definimos a métrica no ponto R € SO(3) como

(u,v) p = u - I(Rgo)v.

Com a identificacio 50(3) ~ R3, emistem &, € R? tais que v = RE e w = Rn. Pela
propriedade 2 da Proposicao

(R¢,Rn) , = RE-1(Rqo)Ry = £ - R'I(Rqo) Ry = € - Ton = (&, m),
mostrando que essa métrica € invariante por translagoes a esquerda.

Observagao 4.13. Para o caso do corpo rigido continuo, isto €, onde o corpo € uma
variedade conexa B C R3 e a distribuicdo de massa é dada pela func¢io suave densidade
p: B — Ryq, podemos definir o tensor de inércia I : R3 — R3 como

I = /B P(X) (6] — X,X;)dV,

que claramente € simétrica e satisfaz propriedades andlogas ao tensor de inércia do sistema
de particulas.
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4.4.1 Equagoes de Movimento

Vamos agora obter as equagoes de movimento a partir da conservagao do momento an-
gular total do sistema. Com um pouco de célculo e considerando o tensor de inércia na
configuragao de referéncia Iy = I(qg), obtemos uma equacao equivalente a L = 0

L=0 < %(R(t) To2(t)) =0

> R(t)12(t) + R(t)— (Lo€2(t)) =0
— R Y R()Q(1) %(Hgﬂ(t)) =0
d

— %(Hoﬂ(t)) = —Q(t) x [pQ2(1),

q
dt
_'_

onde a dltima relagdo é chamada de equagao de Euler. Definindo o momento angular
total no sistema de referéncia corpo II(t) € R como

II(t) := T (2), (4.45)
podemos reescrever a equagao de Euler e a equagao (4.42) como

TI(t) = TI(t) x I;'TI(2) equacio de Euler (4.46)
R(t) = Rp(I;'11) equagao de reconstrugao

Para determinarmos a solucao (R(t),II(t)) € SO(3) x R? do corpo rigido, precisamos
primeiramente resolver a equagao de Euler que depende apenas do momento angular II(t)
e depois determinamos a curva R(t) € SO(3) pela equacao de reconstrugao. Repare na
semelhanca entre as equagoes acima e as do Teorema (Reconstrucao da Dinamica).

Exemplo 4.14. Para ilustrar este procedimento, considere um sistema com condi¢do
inicial IX(to) = ||L||e}, lembrando que |L|| é constante e €} é um eizo principal de inércia,
isto é, um autovetor normalizado do tensor de inércia Iy (ver Observagdao . Observe
que II(tg) € ponto fizo da equacao de Euler, pois

TT(to) = T(to) x T3 TI(ty) = [LIA(~ 1€} x &) = 0
e portanto a solucdo € constante ao longo do tempo
II(t) = (o) = |L|le}  para todo t.
Neste caso, a solucdo da equacao de reconstrucao é
R(t) = R{to) expl(t — to)3(T5 'TI(ty))] = R(to) expl(t — to) I L3 (e},

que corresponde a uma rota¢do ao redor do eizo p(e}). Desta forma, obtemos a solugao
do problema do corpo rigido em SO(3) x R?

(R(t), TL(1)) = (R(to) expl(t — to) (I 'T(t0))], TL(to))-
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Vamos agora obter a expressao da funcao Hamiltoniana deste sistema. Vimos que a
posi¢ao x;(t) e o momento linear p;(t) da [-ésima particula, podem ser expressas apenas
em funcio da rotacdo R(t) € SO(3) e do momento angular II(t) € R3

x(R(t), I1(t)) = R(t)xi(to), (4.48)

pi(R(t),II(t)) = myx(R(t),II(t)) = mlR(t)(]Igll'I(t) x x;(tg))- (4.49)
Com estas relacdes, podemos expressar a Hamiltoniana H : Por := SO(3) x R?* — R do
corpo rigido

H(R@),TI(H) =Y ;mlnpz(R, )2
!

= %ZmzR(t)(]Iglﬂ(t) x x1(to)) - R(t)(T 'TI(t) x x(to))
l

- %Zmz(xz(to) x (I 'TL(t) x xy(to)) - Ty 'TL(?)
.

= %H(t) T MTI(2). (4.50)

Vamos verificar que as equagoes obtidas pelo colchete de Poisson no espaco de fases Pog :=
SO(3) x R3 visto na Secao coincidem com as equacoes de Euler e de reconstrucao
vista anteriormente. Para isso, considere o sistema Hamiltoniano (SO(3) x R3,wp, H)
com a 2-forma simplética wp dada pela Proposigao [2.76]

Proposigao 4.15. Considerando a funcdo Hamiltoniana H : Pcp = SO(3) x R? — R
definida acima e o colchete de Poisson {-,-}p., definida pela equacao , temos

I, = {I;, H} p.,, = [T x I '10);,
Rij = {Rij, H}po, = [RP(I5 'TI)];,
para cada i,5 =1,2,3.

Demonstracao. Para a primeira relacao, basta aplicarmos a definicdo do colchete de Pois-

son SO(3) x R? definido na Secio
I, = {II;, H} p.,(IL,R) = —II- (e; x VnH) = e; - (II x I;'II)

que corresponde aos termos da da equacao de Euler II = II x Iy 1. Para a segunda
relagao, observe que

d . d P P
75| Ru(Rexpls@(VoH)L D) = - [Rexp[si(l )i = [Re(Iy ' Ty
S 1s=0 ds s=0
e portanto
. o dl 1. S
Rij = {Rij, H}por = =0+ [RO(Iy TD]s — - 0§H Ay I = [R(I; I
que corresponde aos termos da equacio de reconstrucio R = Rp(Iy ). O

Proposicao 4.16 (Conservacgao da Energia). A Hamiltoniana H definida pela equagao
4.50) € uma quantidade conservada.

Demonstracao. Este resultado foi obtido de forma geral na Proposicao [2.8 O
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4.4.2 Reducao Simplética e Reconstrucgao

Nosso objetivo agora é aplicar a teoria de Reducao Simplética do Capitulo [3| ao problema
do corpo rigido livre. Iniciamos lembrando do isomorfismo T*SO(3) ~ SO(3) x R3 dada

pela relagao e da agao
¢ : SO(3) x (SO(3)xR3) — SO(3) x R?
(A, (R, 1)) = (AR, II)

que deixa a Hamiltoniana H invariante. Nao é dificil verificar que para qualquer 0 # p €
R3, esta acdo restrita ao subgrupo de isotropia

SO(3), = {explVii] | 0 € R}

é livre e prépria em J~!(p). O mapa momento associado a esta acao J : SO(3) x R? — R3

(ver o Exemplo [2.54]) é
J(R,TI) = RIL,

que para quaisquer A € SO(3) e (R,II) € SO(3) x R3 satisfaz

isto é, este mapa momento é Ad*-equivariante. Temos ainda que qualquer p € R? é valor
regular do mapa momento. Desta forma, podemos aplicar o Teorema de Kirillov-Kostant-
Souriau (Teorema e o Exemplo e obter a identificagao entre o espago reduzido
com a 2-esfera de raio ||u||

I (1)/SO(3), ~ SO3) - p = Sﬁu”-

Neste caso, a Hamiltoniana reduzida H, : Sﬁull — R é simplesmente
1 —1
H,(IT) = 51’[ Iy IO,

onde a equacdo de movimento é dada pelo colchete de Poisson em R? e que coincide com
a equagao de Euler (4.46)).

Como existe uma base ortonormal {e],e),e4} em que o tensor de inércia pode ser
escrito como uma matriz digonal Iy = diag(I1, I3, I3), a funcdo Hamiltoniana H, nesta
base nos fornece uma forma quadratica

1/I12 112 112
H,(I) =2 +2+-2). 4.51
=3P P T (451)
Para um nivel de energia Fy > 0, a superficie H " Y(Ey) corresponde a um elipsoide,
chamado de elipsoide de inércia e as dire¢oes definidas pelos autovetores sao chamadas

de eixos principais do elipsoide de inércia. O proximo resultado, nos fornece uma
descricao geométrica do movimento do corpo rigido através do elipsoide de inércia.

Teorema 4.17 (Teorema de Poinsot). O elipsoide de inércia no sistema de coordenadas
espaco £ = {u € R? | u-RIyR~'u = 2Ey} rola sem deslizar ao longo do plano estaciondrio

P={veR|v u=2E},

que tem como vetor normal 1 € R e que dista 2Eo/||p|| da origem.
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Demonstragdo. Considere a funcao auxiliar ¢ : R? — R definida por
1 -1
P(u) = Ju RIyR™"u

eacurvaw(t) = 3(RR™') € € com w(0) € P. Tomando o gradiente de 1) no ponto w € &,
obtemos

Vi(w(t)) = RO R (t)w(t) = RO = ROIL(E) = p

para todo tempo t. O que nos diz que o plano tangente ao elipsoide de inércia £ no ponto
w(t) é paralelo ao plano P. Como w(0) € P, segue que w(t) € P para todo tempo t.

T invariable plane

inertia ellipsoid

Figura 4.2: Movimento do elipsoide de inércia sobre o plano invariante. (Fonte: [22])

O

Observagao 4.18. O Teorema de Poinsot pode ser generalizado para qualquer grupo de
Lie G, o que pode ser visto no Teorema 4.4.4 da referéncia [1].

Lembrando da conservaciao do momento angular L(¢) = p € R3, obtemos
@) = R~ (O] = IL(t) € Sf,).

que nos diz que as solucdes da equagao de Euler IT = IIx I 'TI estao contidas na intersecio
do elipsoide de inércia H,, '(Ep) com a esfera Sﬁu\l’ isto é, TI(t) € H, ' (Eop) N Sﬁull para
todo tempo t, conforme é mostrado na figura abaixo.
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Figura 4.3: Trajetérias do momento angular II(t) € Hljl(Eo) N Sﬁ#\l para I1 < Iy < I3.

(Fonte: [22])

2
[l
com condigao inicial ¢,(0) = p. Desta forma, podemos aplicar o método de Reconstrucao

da Dinamica (Teorema [3.13)) para determinarmos a solugdo em J~!(x) e em particular, a
rotagao R(t). Para isso, considere a 1-forma de conexao

Suponha agora que seja conhecida a solucdo no espago reduzido, ¢, (t) = II(t) € S

~

m
[[l?

definida pela equagao (C.2]), que nos fornece o tinico levantamento horizontal
d(t) = (Ro(t), I(t)) = (Ro(t), Ry (t)n) € I~} (n),

com Ry(0) = Id e m,(d(t)) = cu(t).
Nosso primeiro objetivo na reconstrugao, é determinarmos a curva &(t) € so(3), que
satisfaga a relacao &(t) = A(Xg(d(t))) (ver a Observagao [3.15). Aplicando o campo

Hamiltoniano

A=

-k
’LMHB

Xpg(R, M) = (R(I; '), TI x T, ' 1I)
na 1-forma 65 € Q1(SO(3) x R3) (ver a Proposicao [2.76)), obtemos
05X (Ro(t), Ry () = Ry (H)p - Ty ' TL(t) = 2, (4.52)

e portanto

£(t) = A(Xn(Rolt), Ry (1) = %ﬁ € s0(3),.

O préximo passo, é determinarmos a curva R(t) € SO(3) que satisfaca a equacdo R = R¢
com condicao inicial R(0) = Id. Esta equagao tem como solugao

2EOA]

R(t) = exp [W,ut (4.53)

e portanto, a solucio c(t) € J~!(u) do problema do corpo rigido é

()= () () = ((exp | 2207 | Roto). B 0.



4.4. CORPO RIGIDO LIVRE 100

4.4.3 Foérmula de Montgomery

Considere agora a curva c(t) = (R(t), IL(t)) € J71(p) como a solugio do problema do corpo
rigido, com condigao inicial ¢(0) = (Id, ) e que II(t) € H;l(Eo) N Sﬁ#” seja periddica de
perfodo T, TI(0) = II(T) = p. Segue da equagao (4.44) que

i = R(OTL(0) = R(T)IKT) = R(T) = p,

e portanto R(T) € SO(3) é uma rotacio ao redor do vetor ;1 € R3. Observe ainda que

o que nos mostra que a configuragao do corpo rigido ¢(T") é obtido através de uma rotagao
ao redor do vetor u da condigao inicial ¢(0).

Desta forma, definimos a fase de rotagao do corpo rigido Af como sendo o modulo
27 do angulo que o corpo rigido roda a tempo T ao redor do vetor i, que pode ser definido
pela equacao

R(T) = exp {A@,“H} € SO(3).
I
Vamos demonstrar que para o corpo rigido livre, o angulo de fases é dada pela Férmula
de Montgomery
Area(D) 2E

Il " Tl
—_————  Y——

NP AOp

A = (4.54)

onde D ¢é a casca esférica em Sﬁull delimitada pela curva II(¢) e Ey o nivel de energia do
corpo rigido. Chamamos a componente Afs de Fase Geométrica, pois depende apenas
da geometria do problema e Afp de Fase Dinadmica, pois ela depende do periodo T e
do nivel de energia Ejy. Para determinarmos o angulo de fases Af, comecamos definindo

a curva

¢:0,A0] = I (p)

0 — (exp [9“],,u),
[l

que corresponde a uma rotagao ao redor do eixo p e que satisfaz ¢(0) = ¢(0) e ¢(A0) = ¢(T).
Desta forma, podemos aplicar o Teorema de Stokes (Teorema na superficie compacta
2-dimensional ¥ C J~!(u) delimitada pelas curvas c e ¢ e a casca esférica m,(3X) =: D C
Sﬁull escolhida de tal forma que o angulo sélido tenha orientagao positiva (pela regra da
mao direita). Para mais detalhes de que de fato a regiao compacta delimitada pelas curvas
¢ e ¢ definem uma superficie, o leitor pode consultar o artigo [25].

Considerando a inclusao i, : J71(u) < SO(3) x R3 e a 1-forma 05 € Q1(SO(3) x R?)
(ver Proposicao , podemos escrever

/c 05— /N %65 = / /E d(i%05). (4.55)

Calculando a primeira integral, obtemos de (4.52)) que

T
/ "0 = /0 05 (c(t)) (Xpr(c(t)))dt = 2B,T. (4.56)

[
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Para a segunda integral, observe que Xz(0) = (11/]|p]|, 0) é o campo de velocidade associado
a curva ¢ e portanto

AO A6
Listn= [ on@O)(Xet0)do = [ uldo = ] e (457)
c 0 0

Para a terceira e tltima integral da férmula de Stokes, lembre que w,, é a 2-forma simplética
2 . . -
na esfera Sj | (ver Exemplo } e que mw, = —d(i},0p), entdo

//E d(i,0p) = //E — Wy = //D ‘i’dS = MArea(D). (4.58)

Aplicando os resultados (4.56)), (4.57) e (4.58) em (4.55)) obtemos a relagdo desejada

2E,T — ||| A0 = — Area(D).

1
[l

A figura a seguir, ilustra o levantamento horizontal da curva solucdo c,(t) do espago

reduzido P, = Sﬁ“” e a defasagem pelo angulo de fases A8 = Afg+ Afp entre a trajetoria

levantada d(t) e a solugao real problema c(t).

trajetéria real
fase dinamica

; levantamento
fase geométrica I horizontal

1

)

i

(=

Figura 4.4: Reconstrucao e fases geométrica e dinamica do corpo rigido.

trajetoria reduzida

Observagao 4.19. Calculamos acima a fase geométrica para o corpo rigido de forma
bem elementar. FEstas ideias podem ser generalizadas através do conceito de conexdes e
holonomia apresentadas de forma resumida no Anexo[C], que nos diz que a fase geométrica
de sistemas mecanicos € obtida de forma mais geral por

Abg = —log(holonomia).
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4.4.4 Solucao Analitica da Equacao de Euler

2
.- T _ [l
obtermos uma descricao completa do problema do corpo rigido livre. Para isso, seguiremos

Falta determinarmos a solucao da equacao de Euler no espaco reduzido P, = S | bara
a construgao feita na referéncia [22].

Escrevendo a equacao de Euler como um sistemas de equagoes diferenciais, usando
coordenadas lineares relativas aos eixos principais

. Iy — I3

1I; = 11,11 4.59
1 oL el (4.59)

: I3 -1,

1, = 11,11 4.60
2 111—3 1113, ( )

. L — 1

II 11,11 4.61
3 I]_IQ 1112, ( )

e considerando sem perda de generalidade que os coeficientes do tensor de inércia satisfa-
zem I; > Is > I3 > 0, vamos analisar os seguintes casos:

Caso 1: I} = I, = I3. Nesta situacao, a forma quadratica da energia II - ]Iall'l = 2FE)
corresponde a uma esfera de raio I;. Logo, o problema sé admite solugao se I; = ||u||
e portanto H;l(EO) = SﬁMH' Pelo sistema acima, o momento angular II(¢) é constante,
II(¢t) = II(0) para todo tempo t e todos os pontos da esfera Sﬁul\ sao pontos fixos.

Caso 2: I} = I, > I3. Neste caso, E3 é o eixo de simetria do corpo e pela equagao
1) obtemos I3 = 0 e portanto I3(t) = II3(0) para todo tempo t. Das outras duas
equacoes do sistema obtemos

As equacoes acima sdo facilmente integraveis, obtendo assim a solucao da equacao de Euler

I, () = T14(0) cos (Hs<0> S5 t) +Hz(0)sin (H3(0) i t> |

a(£) = T15(0) cos <H3(0)I2[2_I; : t> ~ mL(0)sin <H3(O) o t>’

II3(t) = 13(0).

Nesta solucao, II(t) descreve um movimento de rotagao ao redor do eixo de simetria do
corpo rigido, com velocidade angular II3(0)(Iz — I3)/I215.

Caso 3: I; > I, = I3. A solucéao é andloga ao Caso 2.

Caso 4: I} > I, > I3. Comecamos este caso definindo as varidveis auxiliares

|2 _ 2E,
a= e b= ,
2Ey (| TIo ||

(4.62)
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onde ITy := II(0). Pela conservacao da energia H, e da norma do momento angular
|ITI(¢)|| = ||TIp]|, podemos escrever

7S + IO + 1303 = 2B = ab? Energia Cinética, (4.63)

I3 + 113 + 113 = ||| = a?b? Momento Angular. (4.64)

Pelo sistema anterior, podemos expressar as componentes II; e II3 em funcao de Il como

L(la—13) 5 9 9
m=-——= "2 -1 2 =

Lili =), 0
12(11 _ 13) (ﬁ - H2)7 (465)

onde ) )
a2 _ aIQ(a — Ig)b o 62 _ CLIQ(Il — a)b '
I2 — 13 Il - 12

Da hipoétese I7 > I» > I3, temos a seguinte desigualdade

(4.66)

2Ey I3 = I3 (I;lnf + 1,113 +13—1H§> <> < 1 (I;HI% + 1,113 +13—1H§> = 2F,I4,

que combinada com a equagao (4.62]) nos fornece

Iz3<a<
Se a = I3, segue da equacao (4.66) que a = 0 e da equacao (4.65) que
LIy —I3) o
=282
! (L —1I3) *

portanto a unica solugao real é I1; (t) = Ila(t) = 0 e II3(¢) = II3(0) para todo tempo ¢. De
forma anéloga se a = I, entdao 3 = 0 e neste caso Iy(t) = I3(t) = 0 e II;(¢) = I1;(0) para
todo tempo t.

Vamos agora considerar o caso em que I3 < a < I;. Podemos reescrever (4.65) como

L-I; L -1y

2 = 2 _112)(B? - T12). 4.
2 o1 L1, (04 2)(5 2) ( 67)

Integrando a equacao diferencial acima, obtemos de forma implicita a expressao de Il
dada pela integral

I I I 12 1
t :\/ EL - / du. (4.68)
Ih—Is I — I I15(0) \/(a2 _ UZ)(IBQ _ U2)

Se a # 3, a integral acima é do tipo eliptica e portanto nao Ils(¢) pode ser expresso

através de fungoes elementares. Vamos analisar primeiramente o caso em que o = 3. Das
equagoes (4.65)), obtemos
ab’Iy(I; — I3) (I3 — a)

(I = I2) (I — I3)

e portanto a = Is. Combinando as equagoes (4.62)), (4.63)) e (4.66)), obtemos

o = ﬁ =ab= ||H0|| = \/2E0[2.

Observe que o semi-eixo intermedidrio da forma quadratica H,(IT) = Ej e o radio da

esfera em 1D possuem o mesmo valor 2Eply e portanto a intersecao H,, LEy) N Sﬁ#”
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sdo apenas duas circunferéncias ao redor do eixo OY no sistema de referéncia do corpo.

desta forma, a equagao (4.67) fica

Iy —1I3 I — 1T
L g Mol - 1) (4.69)

2 =
2 Ir13 I

que tem como pontos fixos IIy = +[|IIy|| e neste caso, as solugdes fixas da equacao de
Euler sao II(t) = (0, £||IIp]|, 0).

Vamos agora obter as outras solugoes de com condicao inicial II5(0) = 0. Para
isso, considere a equacgao (4.68)) com o = f

. \/ 1213 11[2 /HQ 1 d \/ 1213 1112 1 t h< H2 >
= — . u = — . arctan —_— ),
ILh—1s I — I 0 ||1_IO||2_U2 Iy—1I3 L —1Ip HHOH ||H0||

que invertendo nos fornece a expressao para a componente Ils

L—I, I -1
II5(t) = £||IXp|| tanh | — . It ). 4.
o) = 00 s =20 ey ) (170)

Para determinarmos IT; e II3, observe que a condi¢do o = /3 na equagao (4.65]) nos fornece

I3(1 — 1)
Ii(Iy — I3)’

que combinada com as equagoes (4.70) e (4.63))

L(L — 1) LI I—T
T34 11% = 07 [ 14 2221 = || THp |2 —T12 = || THo||?sech? | — - Ty ||t ).
b = 1 PO | 1 = T e L LBy

Iy = +IT, (4.71)

Considerando o sinal 4+ na equagao (4.71]), obtemos como solu¢ao da equagao de Euler

Li(Ip — I3) I, —1I3 I — I
I (t) = [Tl msec}l 'L L [Tt |,

I — 1 Iy — I
nxwziMRMmh(—¢2 2. Wnﬂﬁ,

I>13 Iy
I3(1; — 1) \/12—13 I — I
II5(¢) = 4|11 — = ““sech| — . Iyt ).
o) = o) (B (- [Bo B Dy

Para o sinal — na equagcao (4.71)), temos as solugoes
Iy (1) = h(=t), My (1) = Ta(=1), Tz (¢) = z(-t).
Observe que estas solugoes conectam as duas solugoes fixas do sistema (0, %||TI||, 0)
lim TI(6) = (0. ),0) e lm_TI(t) = (0,:£]TTo] 0).

As Orbitas que admitem a propriedade acima, sdo chamadas de érbitas heteroclinicas.

Vamos analisar agora o caso em que o < (3 (ou equivalentemente I1 > Is > a > I3)
com condicdo inicial II5(0) = 0 na integral ([4.68). Para isso, utilizaremos as chamadas
Funcoes elipticas de Jacobi, que podem ser vistas com detalhes na referéncia [17].
Definimos a funcao sn : R — R pela série

1 1
sn(u) =u — §(1 + EHud + E(l + 14k + EYHu® — .,
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onde k é chamado de médulo da funcgao e cuja a inversa é dada pela integral

ds, com0<z<I1. (4.72)

r 1
sn iz = /
0 V- 21— k)
Definimos também as funcdes cn,dn : R — R pelas relacoes

en’u=1-sn?u e dn’u=1-k’sn?uy,

que satisfazem

d

Tu sn(u) = cn(u) dn(u).
Definindo L
(Il - IQ)(a - Ig) 2

(i —a)(Io—1I3)| ’

si=ufa e k::a/ﬁ:[

podemos escrever a integral (4.68) como

_ i of 2 /e 1 gyt (2
t‘”/o A—@/ai-w/m =", Jiooaoee ™ (a)

onde
B \/ I I3 LI,
TNL-L L -k
Invertendo a integral acima, obtemos a expressao para Iy em termos das fungoes elipticas
de Jacobi

II5(t) = asn(kt) € [—a, al,
onde k = 1/(a?By). Segue da equacio (4.65)), as expressoes para as componentes II; e I3
_h(la—1Iy)

2 ( ) 2 2 2
I3 L = Is)oz (1 —sn*(kt)) = mcy cn”(kt),

o I3(li — Do) o _Oﬁsnz ) = BUL— D) g o
1 = 2 (1 Ganen)) = P P e,

Observe agora que a relagao |i nos diz que H% assume valor minimo quando I, = +«
ab2I3 (I2 — (L)

M3 = 0
3 Iy — I3 -0
e um valor maximo quando IIs =0
b2I5(1; —
o @hth=a

I - I3

Portanto, como Iy > Iy > a > I3 > 0, a funcao II3(¢) ndo muda de sinal ao longo do
tempo. De fato, se II3(¢) assumisse valores tanto negativos como positivos, teriamos que
o valor minimo de TI3(t) seria zero.
Considerando II3(t) > 0 e II5(0) > 0, segue da equacio que II;(0) < 0 e para
este caso, obtemos a solucao do problema
Ii(I — I3)

I (t) = —« =Ty cn(kt), Ia(t) = asn(kt), I3(t) =7

I3(1) — 1)

712“1 ) dn(kt).

Os casos omitidos sdo analogos aos que foram feitos anteriormente.
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4.4.5 Estabilidade Relativa

Vamos estudar agora a estabilidade dos pontos de equilibrio da equacéo de Euler II =
IT x Iy 11, que correspondem aos autovetores da matriz Iy L. Pela simetria do problema,
podemos supor sem perda de generalidade que os autovetores coincidem com os eixos
de coordenadas e que ||u|| = 1, isto é, SﬁuH = S2. Considerando o ponto de equilibrio
IT. = (1,0,0), nosso objetivo é determinar uma fungao de Casimir Cg (Definigao
que satisfaca as condigoes do Teste Energia-Casimir (Teorema . Para isso, definimos
a funcao auxiliar

Ho(T0) o= (H, + Co)(TD) = § 301, + o ) (4.73)

onde ¢ : R — R é uma fungao suave qualquer. Calculando a primeira derivada de Hg no
ponto critico IT., obtemos

1 1
0 =DHg(IL,) = I, 'TI, + <I>’<2>He = q>’<2> =t (4.74)
Considerando o resultado anterior e calculando a matriz D? Hg (T1,)

_ 1 1
D2 Ha(IL) = o, DA, (ML) = || 1+ @' (GITLIP) |+ 0 (IR ) amn
1j
0 0 Lttt
Considerando um vetor 0 # w € R3, obtemos a seguinte forma quadrética
D?Hg(I1,)(w, w) = w - D?Hg (I, ) (w)
1 1 1 1 1
=o' Jwi+ |- —|wi+|———|uwi 4.75
(2)w1+<12 11>“’2+ I )" (475)

Vamos analisar os casos onde a forma quadratica acima é positiva definida e negativa
definida, que correspondem as condi¢oes do Teste de Energia-Casimir.

Caso 1: Positiva definida (D?Hg(I1.)(w,w) > 0 para todo 0 # w € R3). Para este
caso, é suficiente que os coeficientes da forma quadratica satisfacam

1
@”(2) >0, L >, e I >Is. (4.76)

Uma fungao suave ® : R® — R que satisfaca as equacoes (4.74) e (4.76) é

1 1\?
B(z) = —— =
() T T+ (x 2>
Portanto Hg definida em (4.73)) satisfaz as hip6teses da Proposigao e portanto o

ponto Il que corresponde ao menor eixo de simetria do elipsoide de inércia é um ponto
de equilibrio estavel.
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Caso 2: Negativa definida (D?Hg(I1.)(w, w) < 0 para todo 0 # w € R3). De forma
andloga, uma condicao suficiente neste caso é

1
Q)//<2) < 07 I, > 1 e I3 > 1. (477)

Uma funcao suave ® que satisfaga as condigoes (4.74)) e (4.77)) é

Neste caso, o ponto Il. corresponde ao maior eixo de simetria do elipsoide de inércia, que
também é um ponto de equilibrio estavel.

Para o caso do eixo intermedidrio, isto é, quando os coeficientes do tensor de inércia
satisfazem

I >1e Ig > ou L1 <lhe [3 < Il, (478)

o Teste da Energia-Casimir é inconclusivo. Neste caso, podemos analisar os autovalores
do sistema linearizado.

Escrevendo X (IT) = IIxI; 'TI, o sistema linearizado correspondente é 611 = X' (IT)dII,
onde 6IT € R? e a matriz é dada por

0 Lola(Ml)s BB (I, 0 0 0

- — I3—1

X/(He) = %(He)?’ ol 0 I%Iél (He)l =10 ; ?I ?1[31
}1[22 (He)2 }1[22 (He)l 0 O }1[22 0

Os autovalores da matriz acima sao

0.+ (I3 — 1)Ly —12)7
I I I3

e pela condigao (4.78)), temos que (I3 —1I1)(I; — I2) > 0. Desta forma, segue da Observagao
[D.6]que o sistema ¢ instével no eixo intermedidrio. Com estes resultados, podemos enunciar
0 seguinte teorema:

Teorema 4.20 (Estabilidade Relativa do Corpo Rigido Livre). Considere o sistema
reduzido do corpo rigido livre, dado pela equacio de Euler IT = TI x ]Iall_[. Entao os pontos
de equilibrio correspondente ao maior e menor eizo principais do elipsoide de inércia, sdo
estdveis no sentido de Lyapunov. Enquanto o ponto de equilibrio correspondente ao eixo
intermedidrio é instdvel.

4.5 Corpo Rigido Simétrico sob Potencial

Considere um corpo rigido simétrico (I; = I3) apoiado sobre um plano por um ponto
que permanece fixo durante o movimento de rotacao induzido por um campo vertical.
Denotando {ej,eq,e3} como a base do sistema de referéncia espacial e {Ej, Eq, E3} a
do sistema de referéncia corpo (o corpo rigido permanece fixo neste sistema), onde Eg
pertence ao eixo de simetria do corpo rigido. Lembrando que dada uma configuracao de

referéncia xg no sistema de coordenadas espaco, a sua evolugao temporal no sistema corpo
é X(t) = R(t)"'xg, com R(t) € SO(3) (veja o Capitulo 15 de [22]).
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Considerando que o campo nao dependa da posi¢cao e nem do tempo, podemos escrever
a energia potencial como V(R) = aRTe3-E3 com 0 # o € R. Desta forma, a Lagrangiana
do sistema L : TSO(3) - R é

LR, B) = %(R, R), — aRTes By,

onde <-, > P

Nosso objetivo agora é determinarmos a funcao Hamiltoniana para o sistema. Para
isso, comegamos calculando a transformada de Legendre FL : T'SO(3) — T*SO(3) (ver o
Anexo [B| e a referéncia [19])

é a métrica invariante pela esquerda em 7'SO(3) definida na Observacao

FL(R, R)(R,JR) L(R,R+ s6R) = (R,6R) ,

_4
ds 5=0
com R,0R € TrSO(3). Portanto

FL(R,R) = (R,-) , € ThSO(3).

Lembrando que podemos escrever R = RQe que a métrica satisfaz <Rﬁ, Rﬁ> rR= <SAZ, §>
obtemos a Hamiltoniana do sistema

e’

H(R,RQ) =FL(R,R)R — L(R, R)

1
= 59 -Io2 + OZRTeg - E3.

Com a identificagao T*SO(3) =~ SO(3) xR3 e pela definicio do momento angular IT = Iy{2,
obtemos a Hamiltoniana do sistema H : Pog = SO(3) x R3 — R

1
H(R,TT) = JTT- I,'TI + aR”e; - E3. (4.79)

As equacoes de movimento sao dadas pelo colchete de Poisson em SO(3) x R? (ver a Secio
2.4.1)), que nos fornece

{Rij, H}pop (R, II) = [RP(I; ' T0)] 35 + {Rij,aR"e3 - B3} p.y,

=0

= [RP(I5 ' TD)];;

d ~
(I B e (R0 = M 50— L pr(Resplse], )
s=0
= [H X Hglﬂ]z + Oé/éz‘RTeg - Ej

= [II x I, 'TI); + e; - (aR"e3 x E3).

Portanto, as equacdes de movimento em SO(3) x R3 para o corpo rigido sob um potencial
da forma V = —aRTes3 - E3 sdo

R = RG(I5 '),

I1 =TI x I;'TT + aRTe3 x Es.
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Exemplo 4.21. A formulacdo acima, generaliza dois sistemas cldssicos:

e Piao simétrico: consistindo de um corpo de massa M, cuja a distancia entre o
ponto fixo de rotacdo ao centro de massa é 1. Assumindo que o corpo esteja num
campo gravitacional —ges, neste temos a constante o« = Mgl;

e Corpo rigido ferromagnético: consistindo de um corpo rigido com momento de
dipolo A = AE3 e sob a a¢do apenas do campo magnético B = Bes, temos a = AB.

Vamos agora aplicar a Teoria de Redugao Simplética ao corpo rigido sob potenciais.
Considere o subgrupo de isotropia de SO(3) correspondente as rotagoes que deixam inva-
riante o vetor es

SO(3)es = {A € SO(3) | Aez =es}
= {explbes] | 6 € R}
~ St
Observe que SO(3)es ¢ abeliano e tem como &lgebra de Lie s0(3)e, = {fe3 | # € R} ~ R.
Desta forma, a funcao Hamiltoniana H é invariante pela acgao
¢ : SO(3)es x (SO(3) x R¥) — SO(3) x R3
(A, (R, ID)) = (AR, II),

que tem (€3)g0(3)(R) = €3R como geradores infinitesimais. Do Coroldrio m temos o
mapa momento J : 7*SO(3) — R correspondente a esta acao

J(R, RII) = (RIL, &R)
(I1, RT&;R)

(T, RTes),

que pode ser visto como um mapa momento em SO(3) x R3 ~ T*SO(3)
J(R,TI) =TI - RTes.

De forma anéloga ao que foi feito para o corpo rigido livre, este mapa momento é Ad*-
equivariante e qualquer 0 # p € R é um valor regular do mapa momento. Assim, pelo
Teorema de Redugao Simplética, o espaco reduzido é dado pelo seguinte quociente

I (w)/S" = {[(R, )] | IT- R"e3 = p},
onde as classes de equivaléncia relativas a acao de ¢ sao
(R, ID] = {(AR,II) | A € SO(3)e; }-

Observagao 4.22. Para u =0, se a curva (R(t),II(t)) € J71(0) = SO(3) x {0}, entdo
o momento angular II(t) = 0 para todo tempo t, o que fisicamente nos diz que o corpo
rigido permanece em repouso. Como R = @(Ig'TI) = 0 seque que R(t) = R(0) para todo
t. Portanto, a solug¢ao corresponde a apenas um ponto (R(t),IL(t)) = (R(0),0).
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Podemos relacionar o espago reduzido J~!(x)/S* com um subespago P, C R? x R3
(de dimensao 4) pelo simplectomorfismo

¥ (TN p)/SY wp) = (P = {(T, M) eR* xR | |T|| =1eII-T = pu},wp,)
[(R,II)] = (T = R"e3,1I),

onde a 2-forma simplética wp, € Q?(P,) é dado por

wp,(CIN(Cxx,Ixx+Txy),(Txx, Ixx+T xy'))
=-TI-(xxx)-T-(xxy —x' xy),

com (I, II) € P, e x,y € R3.

Observagao 4.23. Considerando o vetor tangente (v,w) € Tr by, entaov =T xx
para algum x € R3, pois v € TrS?. Derivando a relagdo I1-T' = u, obtemos

II' T+II-TV=0
o que nos permite concluir que II' =TI x x + T' x y para algum y € R3.

Nao ¢ dificil provar que 1 estd bem definida e é um difeomorfismo. Para verificarmos
que ¢ um simplectomorfismo, lembre do Teorema de Redugao Simplética, de onde temos
Wy = t;,wp com a 2-forma simplética wp definida na Proposi(;éo Desta forma, basta
provarmos que i,wp = 7,¢*wp,. Tomando os vetores w,v € R3 e a rotacao R € SO(3),
podemos escrever os vetores tangentes em P, como

d

7| W((Rexpltw], I+ tv)))

t=0

Ti(ro Y (RW, v) =

(exp[twT|RT e, IT + tv)
dt =g

= (w'RTe3,v)

= (RTe3 x w,v),

onde na ultima relagao usamos a Proposicao Portanto, temos

Y wp, (R, D) ((RW,v), (RW', V")) = wp, (R e, IN)((R"e3 x w,v), (RTes x w',v'))
=-II-(wxw)-w -v+w- v
= (“)B(Ra H)((Rﬁ’7 V)’ (R‘/A\/? V,)),
0 que prova que ¥ é um simplectomorfismo.

Determinada a expressao da 2-forma simplética wp,, podemos de forma andloga ao que
foi feito para SO(3) x R? (Segdo [2.4.1)), obter a expressio do colchete de Poisson induzido
{F,G}p,(T,II) = —I1- (Vg F(T,II) x VpG(T,I)) - T - (Ve F(T,IT) x VpG(T, )

—VnG(T,II) x VpF(T,II)),

onde F,G : P, — R sao funcoes suaves. A Hamiltoniana reduzida H, : P, — R é dada
simplesmente pela expressao

1
H,,(T,T0) = 1T I,'TI + oT - E3, (4.80)



4.5. CORPO RIGIDO SIMETRICO SOB POTENCIAL 111

cuja as equagoes de movimento seguem diretamente da definigao do colchete {-, -} p, acima

I =T xI;'1, (4.81)

IT = II x [;'TT + oI x E;. (4.82)
Uma vez determinada a solu¢ao no espaco reduzido P,, podemos aplicar o Método de
Reconstrugao da Dinamica (ver a Segao 4.4.3) para obtermos a solu¢ao do problema para
o corpo rigido sob potencial e um andlogo da Férmula de Montgomery.

Iniciamos considerando a 1-forma de conexdao A € Q'(J~(u),R) (ver a Segao 5D da
referéncia [21])

~ 1 R 1
A(R,II)(RX,v) = ;HB(R, ) (RR,v) = ;1—[ X

e a curva solugao c,(t) = (I'(t),II(t)) € P, no espaco reduzido com condigao inicial
cu(0) = (e3,TI(0)) e d(t) = (Ro(t), II(t)) € J~(u) como o levantamento horizontal de c,,
que satisfaz a relacao

(¢ omy)(d(t)) = cu(t) ou equivalentemente R (t)es =T'(1).

Aplicando o método de Reconstrugao (Secao e a Observagao determinamos a
curva &(t) € R pela relagao

£(t) = A(Xp(d(2)))
= AR, TO(Xir(Ro, 1)) = T 1 T8

1
= *(QEO — 2@R§(t)83 : Eg) e R.
I
O préximo passo é resolvermos a equacio R = RE, que tem como solugao

1 ¢ R
R(t) = exp [ <2E0t - 20&/ RY(s)es - E3d$> 63:| .
H 0

Portanto, a solucdo do problema do corpo rigido sob potencial no subespaco J~1(u) C
SO(3) x R? &

c(t) = R(t) - (Ro(t), II(t)) = <exp [; <2E0t ~ 2 /O t RT(s)es E3d3>83} Ro(t),l'[(t)>.

Vamos agora obter a férmula para o angulo de fase do corpo rigido sob potencial. Con-
siderando que a curva c,(t) seja periédica de periodo 7', entao I'(t) também é periddica,
['(T) = T'(0). Lembrando que I'(t) = RT(t)es, temos

R(T)R(O)Teg = €3

e portanto R(T)R(0)” € SO(3) é uma rotagao ao redor do eixo es.
Definimos o angulo de fases Af, como o modulo 27 do angulo que o corpo rigido
rotaciona ao redor do eixo e no intervalo de tempo [0, 7], que é dado pela relagao

R(T)R(0)T = exp[Abes).
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Seguindo exatamente a mesma construcao feita na Secao [4.4.3] onde cosntruimos duas
curvas que formam um caminho fechado e aplicando o Teorema de Stokes sobre a regiao
delimitada por elas, obtemos

<2E0T — 2« /OTI‘(S) 'E3d8> S UACES //E d(:*0p) = — //D wp,,

onde neste caso (¢ om,)(X) =: D C P,. Assim, obtemos a expressao para o angulo de
fase do corpo rigido sob potencial

T
80= [ o, + Momr -2 [ v mas]
K JJD H 0

Fase Geométrica Fase Dinamica

Observagao 4.24. Um resultado mais geral sobre a formula de fase para sistemas mecanicos
com S'-simetria que engloba o resultado acima, pode ser vista na Secao 5B de [21].

Para finalizar, apresentamos um estudo da estabilidade dos pontos de equilibrio de
forma semelhante a Segao A intuigao fisica nos diz que se o corpo rigido simétrico
rotaciona com uma velocidade angular suficientemente grande e suficientemente préximo
da posicao vertical, entao ele tende a permanecer em rotacao. Considere o ponto de

equilibrio (T, IL.) do sistema de equagoes (4.81)) e
He:(oaoau)#o € F6:E3)

que corresponde a rotacao do corpo rigido na posicao vertical. Fisicamente isso fica mais
claro, considerando que no tempo inicial ¢ = 0 os eixos no sistema de coordenadas espago
e3 e no sistema corpo E3 coincidam. Logo R(t) = exp([I; ' TI&;]t), o que no diz que os eixos
e3 e E3 nos dois sistemas coincidem para todo tempo, isto é, o corpo rigido permanece na
posicao vertical.

Observe agora que as funcoes de Casimir Cy : P, C R3 x R? — R para o colchete de

Poisson {-,-}p, sdo da forma
Co(T, I0) = O(IT - T, [T
onde ® : R? — R é qualquer funcdo suave. De fato, calculando os gradientes da funcéo
VrCs (I, II) = D;®(T, ITII 4 2D ®(T, I ¢ VpCo (T, II) = D1 O(T, IIT
e considerando uma funcao qualquer F' € C*°(P,), entao

{F,Ca}p,(T,I) = —II - (V F(T,II) x D;®(T,IT) — T - (Vi F(T,II) x D;®(T, I)IT)
=0,

o que nos mostra que Cy comuta com qualquer funcdo em (P, {-,-}p,). Considere agora
a funcao auxiliar He , : P, —+ R

Hg (T, 11) := Hy(T, 1) + (IL- T, |T|%) + ¢(I5)

que é uma quantidade conservada, {Hg ,, H} p, = 0 e que desejamos que satisfaga as
condigoes do Teste Energia-Casimir (Proposigao [D.4)). A primeira relacao que ela precisa
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satisfazer, é que o ponto de equilibrio (I, II.) seja um ponto critico, DHg (T, II.) = 0,
de onde obtemos

D&, 1) = —<113 + ‘PIL“)>M, (4.83)
Dy®(p,1) = ;<115 + SO/;“))M — %a. (4.84)

A outra relagdo que desejamos, ¢ que a matriz D?Hg (T, IL.) seja positiva definida

1/[1 0 0 Dl(I)(/L,l) 0 0

0 /L0 0 D ®(p,1) 0

D2 (1) = Da 0 a 0 0 b
1 (/L,l) 0 0 2D2(I)(M,1) 0 0

0 D ®(u,1) 0 0 2D ®(p,1) 0

0 0 b 0 0 c)

onde

a=1/I3+¢" (1) + Di®(u, 1),
b=D1®(p, 1) + pDi®(p, 1) + 2D1 @ (s, 1),
¢ = 2Dy®(p, 1) + 4D35d(p, 1) + p* DI (s, 1) + 2uD7F ,®(p1, 1).

Escrevendo a matriz acima na forma

A B

D2®(u,1) =

e considerando A € GL(3,R), isto é a # 0, podemos escrever o determinante como
det D?®(y1,1) = det Adet(D — CA™'B).

Observagao 4.25. Considerando A invertivel, a relacdo do determinante acima seque
diretamente de

Id —A7'B
0 1d

A B
C D

A 0
C D-CA'B

Para que a matriz acima seja positiva definida, basta que todos os autovalores sejam
positivos. Assim, com um pouco de cdlculo e analisando algumas situacGes, obtemos a
condicao

2
EDQ(I)(:U’J 1) - [Dl(p(ua 1)]2 >0

que combinada com as equagoes (4.83)) e (4.84) nos fornece a relagao

1 1 " 1 1" 2

KJF«D (u))uz_a] B <+s0 (M)) 2> 0.

I [\ I3 0 I3 I
—_——

Y y?

Para que a forma quadratica em y acima seja positiva, basta a condicao de que o discri-
minante seja positivo, o que nos fornece a desigualdade

/1,2 > 4al;.
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Portanto, se a norma do momento angular satisfaz ||IL.|| > 2v/alj, entdo o ponto de
equilibrio (T'¢,II.) é estavel. Uma interpretagao fisica, é que para velocidades angula-
res suficientemente grandes, o corpo rigido permanecerd em rotacao ao redor do eixo de
simetria.

Para um estudo mais detalhado sobre os resultados mostrado nesta sec¢ao, o leitor pode
consultar o artigo [19] e a Secao 15.10 de [22].



Apéndice A

Algebras de Lie s0(3) e 0(4)

Nosso objetivo neste anexo, é apresentarmos as algebra de Lie s0(3) e 0(4) necessarias
para o estudo do problema do corpo rigido (Secao [4.4) e do problema de Kepler (Segao

4.3)) respectivamente.
Iniciamos lembrando da dlgebra de Lie das matrizes anti-simétricas

50(3) = {4 € Matx3(R) | A+ AT =0},

com o colchete de Lie dado pelo comutadores de matrizes. Veremos agora que existe um
isomorfismo de &lgebras de Lie entre (so(3),[-,-]) e (R3, x). Para isso, consideraremos a
base {1, 02,03} de s0(3), onde (dx)i; = —€xij, com €5, sendo o simbolo de Levi-Civita
que é definido por

+1, se (i,7,k) € {(1,2,3),(2,3,1),(3,1,2)}
€k = § —1, se (i,4,k) € {(1,3,2),(2,1,3),(3,2,1)}

0,sei=jouj=kout=E%k.
Proposicao A.1. A aplicacdo definida por

9/5: (R37 X) - (50(3)7 ['7 ])
er — 519

¢ um isomorfismo de dlgebras de Lie. Além disso, para quaisquer vetores v,w € R3 e
rotagcdo R € SO(3), ela satisfaz:

1. p(w)v=w X v;
2. Rp(w)RT = §(Rw).
Também denotaremos v := p(v).

Demonstragdo. Para verificarmos que a aplicagdo ¢ é um isomorfismo de algebras de Lie,
basta observar que para quaisquer indices i,j € {1,2,3} ela satisfaz

P(ei x ej) = Plexijer) = exijor = [0;, 6]
Para o item (1), observe que para qualquer vetor w = Y, wiey € R? e rotagao R € SO(3)

Rp(w)R" + (Rg(w)R")" = Rp(w)R" — RG(w)R" =0,

115
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portanto Rp(w)R™! € s0(3). Podemos ainda escrever cada elemento da matriz B(w)
como P(W)i; = Y, —€kijwg. Logo

[@(W)V]l = Z @(W)ZTUT' = Z <Z —eklrwk> Vyp = Z ElkrWEVy = [W X V]l,

I k rk

o que prova o item (1).

Para o item (2), basta observar que para quaisquer vetores v,w € R3
P HRPW)R™) xv=(Rp(W)R)v = Rp(w)(R™'v) = R(w x R™'v) = Rw x v.

Portanto Rp(w)R™! = $(Rw) para qualquer w € R3 e R € SO(3), o que conclui a
demonstracao. O

Proposicao A.2. A aplicacdo
@ :R® = 50(3)* ;= {f :50(3) = R | f linear}
e — ék = 5]:

¢ um isomorfismo de dlgebras de Lie, onde {67,05,05} € a base de s0(3)* que satisfaz
07(65) = 645, onde 055 =1 sei = j e igual a 6;; = 0 caso contrdrio. Temos ainda que para
quaisquer vetores v, w € R3

(@(v), B(w)) = v w.
Também denotaremos v := (V).

Demonstragdo. Segue diretamente da definicdo da aplicagdo @. ]

Observagao A.3. Uma definicao equivalente do isomorfismo ¢ é o mapa
1
v = itr(vT‘) € s0(3)".
De fato, basta observar que para quaisquer i,j € {1,2,3}
1 T
5157‘((% 5J) = 5ij =e€;- ej.

Observagao A.4. Para um vetor v € R3, a exponencial expV € uma rotacio ao redor
do vetor v. De fato, temos que dper = 0 para todo k, assim Vv = 0 e portanto seque que
(expV)v = v.

Para o problema de Kepler, temos a simetria da algebra de Lie 0(4) que é composta

por matrizes anti-simétricas de Matyx4(R)

X v
—vT 0

o(4) := {(X,v): [ ] ‘Xeo(3),v€IR{3}.

O colchete de Lie em o(4) ¢ dada pelo comutador [A, B],4) = AB — BA que pode ainda
ser escrito como

[(X,v), (Y, W)]o) = <[X, Vo) + [V, Wlo@), @ ([X, Wlogz) — [V, G]0(3))>7
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onde @ : R? — 50(3) é o isomorfismo da Proposicao Em particular temos as relacoes

[(X,0), (Y, 0)]o(a) = ([X, Y]o3), 0),
[(X,0), (O7w)]o(4) (0,57H(X) x w),
[(07V)7 (07W)]0(4) ([G,ﬁ’]o@), O)a

Il
p

que aparecem no estudo do Problema de Kepler. Podemos ainda definir os subespagos
A, A" C 0(4) como

1 1
A= <ai:2(6i,ei) ‘i:1,2,3> (S A, = <bj:2(5j,—ej) ‘i:1,2,3>
que sao fechados sobre os colchetes |-, |5(4), pois os elementos geradores satisfazem

las, aj], Zek”ak e [bi,bjlow) = Zﬁkngk (A1)

Temos ainda que os elementos geradores a; e b; sao linearmente independente
[@i, bjloay = 0 para todo 4,5 € {1,2,3}. (A.2)

Portanto, como dimo(4) = 6, obtemos que 0(4) = A & A’. Vamos verificar agora que
A ~ 0(3). Definindo o mapa

¢ (Aa ['7']0(4)) - (0(3)’ ['a ']0(3))

ai'—>5i

temos claramente ¢ é uma bijecao. Para verificarmos que é um homomorfismo, basta ver
que
d)([ai’ aj]a(4)) = ¢([5i7 4 ']0(3)7 9/5_1([5@'7 5]]0(3)))
[517 d; ]0(3)
= [p(a:), p(a;)]o)

e portanto A ~ 0(3). De forma andloga, obtemos também que A’ ~ 0(3). O isomorfismo
0(3) ® 0(3) ~ o(4) é dado pelo seguinte mapa

C:0(3)Do(3) —0(4)



Apéndice B
Principio Variacional

Considere a variedade de configuracao () que descreve o estado do sistema, nosso
objetivo é entender como ocorre a evolugao do sistema, de uma configuracao inicial ¢;
a uma configuracao final ¢y. O primeiro passo neste sentido, é introduzirmos a funcao
suave Lagrangiana L : TQQ — R, que corresponde a diferenca entre as energias cinética e
potencial do sistema

L = Einética — Epotencial-

Observagao B.1. Estaremos considerando apenas o caso onde a fun¢ao Lagrangiana nao
dependa explicitamente do tempo.

Considerando o conjunto C([t;, tf]; i, qr) = {q : [ti, tf] = Q suave | ¢(t;) = q; e q(ty) =
qr} que corresponde a todas as evolugdes possiveis do sistema com condicao inicial ¢; e
final ¢¢. Definimos o funcional de acao Sy, : C([ti,tf];¢i,qr) — R como a integral da
Lagrangiana .

sula = [ L. dw)i
Existe um conceito fisico fundamental chamado de Principio da Minima Acgao, que
afirma que a curva q(t) € C([ti,ts]: ¢i,qr) que descreve a evolugao fisica do sistema é a
que minimiza o funcional de acao Sy.

Matematicamente falando, dada uma familia de curvas q(t,e) € C([0,T];¢;,qs) com
e € I um intervalo contendo o zero, entao a curva ¢(t,0) que minimiza o funcional de agao

Sy, deve satisfazer
dSL [Q(tv 6)]

- ~0. (B.1)

e=0

Denotando a derivada como 6 = d/de|.—p que é muito usual em textos fisicos, podemos

reescrever a relacdo acima como
Ly Ly

ti ti

onde a derivada da Lagrangiana L pode ser escrita da seguinte maneira (omitindo o
somatdrio sobre k)
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Podemos escrever ainda o segundo termo como

OL ok _ OL dop dfOLc | |dOL|c,
01 = agF ai’? T @ {aqiéq] [dtaq’f}éq

e portanto a variacdo da Lagrangiana é

(oL daLl,  d[dL _,
o= [~ | o]

Integrando 6L no intervalo [¢;,tf] e lembrando que os pontos finais das curvas ¢(t, €) sao
fixos e portanto 6¢*(t;) = 6qk(tf) = 0, segue que

b TOL  dAL] ., td[OL _
0—/“. [M—dtw]aq d”/t dt[aqﬁq}d’

%

ty

Como a expressao acima vale para qualquer variacdo d¢*, obtemos a chamada equacao
de Euler-Lagrange que descreve a evolugao do sistema

oL d oL

agk  dtogk
Observagao B.2. A equacdo de Euler-Lagrange é uma condicdo necessaria e suficiente
para que a curva q(t) seja um ponto critico do funcional de a¢ao Sp. Mas para que ela

seja de fato uma curva que minimize a acdo, precisamos que o determinante da matriz
Hessiana seja positivo

0L
0¢*0¢7 i
Exemplo B.3. Considere uma particula de massa m > 0 com posicio q € Q = R3? e

suponha que a energia potencial so dependa da posicdo da particula V : R — R suave.
Desta forma, a fung¢do Lagrangiana do sistema €

) 1 )
L(q,q) = 5mllqll2 —V(a),

com a equagdo de Euler-Lagrange correspondente

3

Z_av(Q) —mi* =0,

k
k=1 aq

A equacdo acima € equivalente a sequnda Lei de Newton para sistemas conservativos,

mq = —-VV(q).

Exemplo B.4. Sabemos experimentalmente que a velocidade de um raio de luz depende
do meio em que ele estd contido. O Principio de Fermat nos diz que o raio de luz percorre
a trajetoria entre dois pontos quaisquer de tal forma que minimize o tempo. Neste caso a
Lagrangiana éptica é o tempo de percurso do raio de luz entre estes dois pontos.
Definindo o coeficiente de refragao como a razio n := c/v, onde ¢ € a velocidade da
luz no vdcuo e v a velocidade da luz no meio e supondo que o vetor posicdo do raio de luz
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seja da forma rv(z2) = (2(2),y(2), 2) € R3, entdo a funcdo Lagrangiana L : TR?> x R — R

correspondente €
L(z,y,%,9,2) =n(z,y,2)V 1+ 22 + 32

Escrevendo ainda q(z) := (z(2),y(2)), seque da equacao de Euler-Lagrange a equac¢ao que
descreve os caminhos opticos

1 d| n(q,z) |dqg dn
VIt lal?dz | 1+ [|al?

dz dq
Além da formulacdo Lagrangiana para um sistema fisico em termos das varidveis

posicao ¢ e velocidade ¢, podemos descrever o sistema na formulagao Hamiltoniana, em
termos da posicao e do momento. Veremos agora como obter esta formulacao a partir da
Lagrangiana.

Definimos a Transformada de Legendre ou derivada na fibra da fungao Lagran-
giana L : TQ) — R, como o mapa suave FL : TQ) — T*(@) dado por

d

FL(q,vq)(wq) = o L(q,vqy + ewy) com wg,wy € T,Q.

e=0

Considerando um sistema de coordenadas locais (¢,¢) em T'Q) e vetores ¢i,42 € T4Q,
podemos escrever a transformada de Legendre em coordenadas

) ) oL . )
L(q,¢1 + 6@)) = <q7 afq.(q, q1) 'QQ)-

Para que possamos descrever o sistema no fibrado cotangente 7™, necessitamos que a

(FL(g, 1), (¢, d2)) = <q’c;le

e=0

transformada de Legendre FL seja invertivel. Para isso, basta que a matriz derivada

) Id 0
DFL(q.q) = | 21 oL
9904 94>

seja invertivel, que ocorre se e somente se a matriz 9?L/9¢? for invertivel. Assim, vamos
supor que a transformada de Legendre FL seja um difeomorfismo e neste caso, dizemos
que FL é hiper-regular.

Com estas hipéteses, podemos definir de forma abstrata a funcao Energia F : TQ) —
R associada a funcao Lagrangiana L como a diferenca

E(Q7 vq) = <FL(q7 vq)? vq> - L(q7 Uq)
e a fungao Hamiltoniana H : T*() — R como a composta
H:=FEoFL™ .

Veremos no préximo exemplo, que estas defini¢oes abstratas coincidem com as defini¢oes
que desejamos que satisfaca na mecénica cldssica. Antes disso, considerando o sistema de
coordenadas locais (g, ¢) em T'Q, podemos escrever a funcao energia como

) oL . )
E(q,q) = 2l L(q,q).

Definindo o momento linear generalizado p(q,§) := FL(q,¢) e como a transformada
de Legendre é invertivel, podemos escrever as velocidades em funcao da posicao e do
momento, ¢ = ¢(q,p). Desta forma, a fungdo Hamiltoniana é dada em coordenadas

H(q,p) =p-q4(q,p) — L(q,4(q, p))-
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Exemplo B.5. Considere uma particula de massa m se movendo sob uma reta com a
funcdo Lagrangiana L : R> — R dada por

mg?

A transformada de Legendre para este sistema é FL(q,q) = mq, com fun¢ao energia

mq2 qu

Bla.d) =mi? - ("5~ Vi) = "5+ V@)

que corresponde a energia usual e a Hamiltoniana

2
H(q,p) = 2% +V(g)-

Da mesma forma que obtemos as equacoes de Euler-Lagrange que descrevem o sistema
na formulagao Lagrangiana, podemos obter equagoes equivalentes na descricao Hamilto-
niana, que é dada pelo teorema abaixo.

Teorema B.6. Considerando a Lagrangiana hiper-reqular L : TQ) — R e a funcao Hamil-
toniana associada H : T*(Q) — R, entdo as equacdes de Fuler-Lagrange nas coordenadas
locais (q,q) em TQ sao equivalentes as equacoes de Hamilton

. OH ) 0OH
q= e p=———

T op b dq
nas coordenadas (q,p) de T*Q, onde p =FL(q,q).
Demonstragao. Veja a Segao 4.2 de [14] O

Exemplo B.7. Voltando ao Exemplo[B.4), o momento dptico p € dado por

o _ 0oL, . n(q,z) .
p=FL(q,q) = 7-(q,9) = ———=4a
99 V1+al?
Neste caso, a transformada de Legendre FL ¢é invertivel se n?(q,z) — ||p||> > 0. Supondo

esta hipotese, obtemos a Hamiltoniana do sistema

H(a,p) =p) ~ Lia,42) = /(@) — [p]P.

Para mais detalhes sobre o Principio de Fermat e o principio variacional em optica, o
leitor pode consultar o Capitulo 1 da referéncia [12).



Apéndice C

Conexoes em Fibrados Principais
e Holonomia

Apresentaremos apenas um esboco sobre a teoria de conexoes necessarias para a compre-
ensao do processo de reconstrucao da dinamica e na obtencao da Férmula de Montgomery.
Para mais detalhes sobre o conteido mostrado, o leitor deve consultar [16] e [21].

Comegamos definindo uma classe de variedades que podem ser localmente trivializadas
em um produto cartesiano, isto é, como uma fibra. Considere uma acao G C P, dizemos
que P é um G-fibrado principal sobre uma variedade M com grupo de Lie G se satisfaz
as seguintes condigoes:

1. a acdo de G em P é livre;

2. M é o quociente de P pela relagao de equivaléncia induzida por G, M = P/G e a
projecao canoénica w: P — M é suave;

3. P ¢é localmente trivial, isto é, para todo ponto x € M, existe uma vizinhanca = >
U C M tal que 7= 1(U) é isomorfo a U x G.

Escreveremos P — M é um G-fibrado principal. Observe neste caso, dado = € M a fibra
¢ 1~ 1({x}) = G -z e 0 espago base é M.

Exemplo C.1. Considere a acdo livre da reta real R sob o cilindro P = S* x R
R x (S'xR) - S' xR
(t, (ew, h)) — (ew, h+t).
Para esta acao, temos o sequinte quociente
(S' xR)/R ~ S' x (R/R) ~ §!

e portanto, a projecao canoénica do cilindro pode ser vista como a projecao da coordenada
correspondente a circunferéncia St

7:S' xR — St
(e, h) — €.
Além disso, dado um ponto €% € S, existe uma vizinhanca U deste ponto em S* tal que

7 Y (U) ~ U x R. Portanto, S' x R — S* ¢ um R-fibrado principal.
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Considerando o G-fibrado principal 7 : P — M, definimos em cada ponto p € P
o subespacgo vertical como V,, = kerT,,7 C T,P. Gostariamos de poder escolher um
subespaco H, C T,P em cada ponto p € P de tal forma que T,P = H, ® V, e que para
cada ponto da fibra gp € 7= 1({m(p)}), o vetor tangente H,, fosse determinado pelo vetor
H,, da seguinte forma

Hy, =T,L4H, = (Ly)«H, paratodo peP e geG, (C.1)

isto é, o campo horizontal é invariante pela esquerda (ver a Se¢ao|1.4). Chamamos o mapa
suave p € P — H, € T, P que satisfaz as condi¢oes acima de conexao e H,, de subespago
horizontal.

Exemplo C.2. Lembrando da identificacdo do fibrado cotangente T*G ~ G x g*, vamos
considerar a acdo de G em G x g* dada por

Gx(Gxg)—Gxg"
(h, (g, 1)) = (hg, p).

Neste caso, como a acdo age apenas na primeira coordenada, o quociente é
(Gxg"))G~G/Gxg"~g"
e portanto
T:Gxg-—g"
(g, 1) = p.

Observe ainda que para (g,p) € G x g*, temos o mapa tangente T(y )7 : TG x g* — g
que tem como subespaco vertical

Vigu =ker Tig ym =TyG x {0} ~ g.

Desta forma, podemos escrever o espago tangente como T(y ) (G xg*) ~ g®g* e 0 subespago
horizontal H, ) ~ g* que satisfaz a condi¢do .

Tendo em mente o exemplo anterior e com a identificagao V(, 5y = TyG ~ g dada
pela exponencial, gostariamos de poder determinar em cada ponto de P o elemento da
algebra de Lie g correspondente ao espaco tangente vertical. Para isso, considere a 1-forma
A € QY(P, g) que nos fornece este elemento e que para todo ponto p € P satisfaz:

1. A(p) : T,P — g é linear;
2. A(p)|xer 7,x = id ou equivalentemente ker A(p) = Hy;
3. A ¢ equivariante, isto é, A(gp)(T,Lg(v)) = Ady A(p)(v) para todo g € G e v € T, P.

Proposicao C.3. Eriste uma tnica 1-forma A € QY(P,g) que satisfaz as condicoes an-
teriores. Chamaremos A de 1-forma de conexao.

Demonstragdo. Consultar o Capitulo 2 de [16]. O
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Proposicao C.4. Considerando as condi¢oes do Teorema de Reconstrucao da Dindamica
(Teorema , com P = T*Q e o subgrupo de isotropia G, ~ S, podemos fazer a
identificacao de g, com R com a escolha de um gerador ¢. Entao, podemos definir uma
1-forma de conexao QM (I~ (1), g,) por

Demonstragdao. Ver a Secao 2B de [21]. O

Considerando o resultado anterior, podemos determinar a 1-forma de conexao para o
problema do corpo rigido livre (ver a Secao Lembre que tinhamos a seguinte agao no
espaco de fases

SO(3) x (SO(3) x R?) = SO(3) x R3
(A, (R,II)) — (AR,II)

com mapa momento associado J(R,II) = RII e que a acao do subgrupo de isotropia
SO(3),, deixa invariante a subvariedade J~!(x). Desta forma, a 1-forma de conexdo A €
Q1 (I ~Y(w),s0(3),) no fibrado principal

SO(3) = 37 () — I (1) /Gy

¢é dada pela proposicao anterior

~

o)
[l o7 (€2)

onde i, : J71 () = SO(3) xR3 é a inclusao, 05 € N(SO(3) xR?) a 1-forma da Proposigio
e p:R? — 50(3) o isomorfismo do Anexo

A=

Considere agora um G-fibrado principal 7 : P — M de variedades conexas, um caminho
suave fechado v : [0,1] — M com v(0) = (1) = m(p) e uma 1-forma de conexao A €
QY(P,g). Entdo existe um tnico levantamento horizontal % : [0,1] — P associado a
conexdo tal que 7(0) = p e (1) = gp € 7 *({p}) (elemento da fibra) para algum g € G.
Para determinarmos este g, considere a curva g(t) com condicao inicial g(0) = e e que
satisfaca a equacao

gt)"'g(t) = AF®))((E) € g

vamos verificar que g = g(1). De fato, como temos localmente uma trivializacao, podemos
escrever Y(t) = (y(t),g(t)) o que nos diz que (1) = g(1)7(0). Considere a secao s : U C
M — P com U aberto, pela lei de transformacao de conexoes (ver [16]), podemos escrever

A=g(s"A)g~ — (dg)g~ .
Como 7*A = 0, pois 7 é horizontal, obtemos

(st 060~ ot = 0= 5 gl )3 (0) (€3)
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0 que demonstra a afirmacao. Considerando agora o grupo de Lie G como sendo abeliano,
podemos mostrar (ver a Secao 4B de [21]) que

g(1) = exp ( / 1(5*A)<v(u>>v’(u>du) —exp ( i s*dA),

onde a expressao da ultima integral so é valida se a regiao 2-dimensional delimitada pela
curva y(t) em M satisfaz as condigoes do Teorema de Stokes (Teorema|l.36)). Chamaremos
o elemento g(1) de holonomia a partir de 7(0) e referente a 1-forma de conexao A.

Observagao C.5. Com a identifica¢do de so(3), ~ R dada por A\i/|p|| — A, pode-
mos considerar a 1-forma de conexdo da equag¢do como A € QY (I (u),R). Como

SO(3), € abeliano, seque do resultado anterior que a fase geométrica Abg definida na
Secao € dada stmplesmente por

Abg = —log(holonomia).



Apéndice D

Estabilidade de Pontos de
Equilibrio

Veremos algumas defini¢oes e resultados béasicos que necessitamos para o estudo da esta-
bilidade do corpo rigido da Secao e

Considere um aberto U C R™ e uma fungao suave f : U — R". Dizemos que o ponto
ze € U é um ponto de equilibrio do sistema autéonomo & = f(x) se f(z.) = 0. Além
disso, se para qualquer R > 0 existir algum r > 0 tal que se [|z(0) — z.|| < r implicar que
|x(t) — zc|| < R para todo ¢t > 0, entdo dizemos que o ponto de equilibrio z. é estavel
no sentido de Lyapunov.

Exemplo D.1. Considere a matriz diagonal de entradas reais A = diag(Ai, ..., \n) € 0
sistema linear & = (A — N\ Idy,)xz. Claramente, o autovetor v; associado ao autovalor \; €
um ponto de equilibrio. Se para algum j # i tivermos A\j — X; > 0, temos que o ponto é de
equilibrio instdvel.

Observagao D.2. Considerando um sistema Hamiltoniano (P, H) que satisfaca as condigioes
do Teorema de Redugao Simplética (Teorema e da redugdo da dinamica (Teorema
. Dizemos que p € P é um ponto de equilibrio relativo se o ponto m,(p) for
um ponto critico do sistema reduzido (H,, P,). Além disso, dizemos que o ponto p €
relativamente estdvel se m,(p) for estdvel no sentido de Lyapunov.

O teorema a seguir nos fornece uma condigao para verificarmos se o ponto de equilibrio
é estavel.

Teorema D.3 (Critério de Lyapunov). Seja U C R" aberto e f : U — R"™ uma fung¢ao
diferencidqvel. Considere x. € U um ponto de equilibrio do sistema auténomo & = f(x).
SeV : W — R € uma fun¢do suave num aberto com x. € W C U e diferencidvel em

W —{z.} tal que:
1. V(ze) =0 e V(x) > 0 para todo x # x¢;

2. V(z) <0 para todo x € W — {x.},

entdo x. € um ponto de equilibrio estdvel do sistema. A funcdo V acima que satisfaz as
condicoes 1 e 2 é chamada de fun¢ao de Lyapunov.
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Demonstragdo. Tomando um § > 0 tal que a bola fechada Bs(z.) C W e Vpp o valor
minimo da fungao V na fronteira de Bs(x¢). Pela condicdo (1), temos Vy,, > 0 e portanto
o conjunto W’ = {z € Bs(z.) | V(x) < Viin} # 0. Como pela condi¢ao (2) temos que V
é nao-crescente nas curvas solugoes, entao qualquer solu¢ao que inicie em W’ nao sai da
bola fechada Bg(z.) C W, o que demonstra a estabilidade. O

O Critério de Lyapunov nos diz que para determinar se um ponto de equilibrio é estével,
basta construirmos uma funcao V que satisfaca as condigdes acima. Veremos que dada
uma Hamiltoniana, é possivel determinar uma fungao V através das chamadas fungoes de
Casimir (ver a Defini¢ao [2.73)).

Proposicao D.4 (Teste Energia-Casimir). Sejam H,C : P — R as fun¢oes Hamiltoni-
ana e de Casimir respectivamente e x. € P um ponto de equilibrio do sistema &; = {x;, H}
que satisfaz:

1. D(H + C)(z.) =0;
2. D*(H + C)(z.)(w,w) > 0 para todo 0 # w € T, P (ou < 0).
Entao xe € um ponto de equilibrio estdvel no sentido de Lyapunov.

Demonstragao. Definindo a fungao V(z) = (H+C)(x) — (H + C)(z.), segue das hipGteses
do teorema, x, é ponto de minimo local e portanto existe uma vizinhanca W de z. tal que
V(z) > 0 para todo x € W—{z.}. Como H+C é uma quantidade conservada ao longo das
trajetérias segue que V(z) = 0 para todo 2 € W — {x.}. Portanto V satisfaz as condicoes
do Critério de Lyapunov (Teorema e x. ¢ um ponto de equilibrio estavel. ]

A proposigao anterior, nos fornece um critério suficiente para verificarmos se um ponto
de equilibrio é estével e pode ser visto com mais detalhes em [13]. Para verificarmos que
um ponto de equilibrio é instavel, podemos analisar o sistema linearizado.

Teorema D.5. (Teorema de Linearizacao de Hartman-Grobman) Seja o sistema
= f(x) com f:U CR" - R" suave. Se x, for um ponto de equilibrio, entdo existe
uma vizinhangca W de z. tal que existe uma mudanca de varidveis que leva as orbitas do
sistema linearizado & = f'(x) nas drbitas do sistema nao-linear.

Demonstragdo. Ver a Secao 4.3 da referéncia [2]. O

Observagao D.6. O teorema anterior nos diz que para verificarmos a instabilidade de
um ponto de equilibrio do sistema, basta verificarmos se o sistema linearizado € instdvel
neste ponto, isto é, se algum dos autovalores da matriz f'(x.) possui a parte real positiva.



Apéndice E
Calculos Auxiliares

Este anexo é dedicado a demonstragao de alguns resultados omitidos no Capitulo [3| e na
Secao Denotaremos G como um grupo de Lie, com sua respectiva algebra de Lie g e
P uma variedade suave.

Lema E.1. Seja ¢ : G x P — P uma ag¢do, entao para qualquer £ € g temos

ng’(gvp)fg = Tp¢g(TeLg—1§g)P(p)
onde £ = T Ly& € o gerador infinitesimal do campo no ponto g € G.

Demonstracao. Fixando um ponto p € P e calculando a derivada da agdo na varidvel
ged

Tg¢(h7p)§g = Tgﬁb(h,p)TeLgf
= Te(¢(Lgh,p)€

= Te(¢gh(p))§
= Te(og(d(h,p))§
= p¢g(¢(hap)) © eqb(h?p)f (El)
Da definigao de geradores infinitesimais (Definigao , segue que
d
Tep(g:p)(€) = - | dlexptE, p) = Ep(p). (E.2)
t=0

Combinando as relagoes e

Tg¢(gap)£g =Tppg 0 Te¢p(§) =Tppg - Ep(p) = Tp¢g(TeLg*1§g)P(p)a

que corresponde a relacao desejada. O

Lema E.2. Considerando a a¢ao adjunta Ad : Gx g — g definida no Exemplo[2.21], entdo
para quaisquer g € G, £ € g e u € g* temos

Ty(AdT 11)(§g) = Adgad(TyRy-1&g)" -
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Demonstragdo. Lembrando que o campo gerado por £ € g no ponto g € G é dado por

d d
£(g) = di LeXPté(g) = i Rg(exptﬁ) = TeRg(f)v

t=0 t=0

entdo para n € g e pelo fato que Ad,, = Ad, o Adj, para todo g,h € G, temos

* d *
To(Ad” p)(TeRg€) (n) = — O(Ang(expté) p(m)
t=
d * *
= T <Adg o Adexpt§ 1 77>
t=0
d .
= % < Adexp t& 22 Adg 77>
t=0

= < adz ©, Adg n>
— (Ad(ad ), ),

o que conclui a demonstragao. O

Lema E.3. Seja ¢ : G x P — P uma ag¢do, entdao para todo g € G e £, € g temos a

relacao

(Adg é)P = ¢271§P-

Demonstracao. Seja x € P, entao pela definicao de geradores infinitesimais

(Adyp() = | e tAdy€,)
= 5 dlolexpte)g . x)
= |90 bpic 00,1 (2)
=Ty, (wybey|  ODIE, by (1)

t=0

= Tqbg,l (z) ¢g§P(¢g—1 (.I))
= (¢g-18)p(x).
O
A seguir, apresentamos um resultado que nos permite verificar se uma funcédo é ho-
mogénea, utilizado no Problema de Kepler.

Definicao E.4. Seja f : U C R® — R uma func¢do suave com U aberto, dizemos que f
homogénea de grau k se para todo A >0 e x € U tivermos que f(\x) = \Fg(x).

Proposicao E.5. A funcdo f : RYy — R € homogénea de grau k se e somente se para
todo x € RZ := {x € R™ | ||z|| > 0} tivermos

koo
E(f)(x) ::lea

! (@) = kf (@),

"y

O operador £ é chamado de derivada de FEuler.
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Demonstragdo. (=) Suponha que f seja homogénea de grau k. Para x € R fixado,
definimos a fungao

h:Rso— R
A= h(A) = f(z) — Mo f(x).

Derivando h em relacao a A

of(\x) _
0=hN =) a(a:i )y — b Li(x)
i=1
e tomando A = 1, obtemos que E(f)(x) = kf(x).
(<) Suponha agora que E(f)(z) = kf(z) para todo z € R™ e A > 0. Derivando a fungao
h obtemos uma equacao diferencial

k
h'(\) — —h()\) = 0.
A
A solucdo geral para esta equacao é h(\) = CAF. Pela condigao h(1) = 0, segue que C = 0
e portanto f é homogénea de grau k. O
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